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Absztrakt:

A matematika sok teriiletének szoros kapcsolata van a ritmussal. Most az
ismétlodésekre helyezem a hangsulyt, olyan témakat szeretnék bemutatni, amelyek
a matematikatorténet tanitasa soran mertiltek fol.

Sormintak, sikkitoltések
Haromszog- és egyéb szamok az antik gordog matematikaban
A csillagaszat, mint a periodikusan ismétlodo jelenségek tudomanya

Helyiértékes és nem helyiértékes szamirasok. Mit6l fiigg, hogy milyen nagy
szamot tudunk leirni?

Ossze nem mérhetd szakaszok, a pi kozelitése, végtelen tizedes tortek — a
szigoru szabalyok szerinti és a latszolag szabalyok nélkiili ismétlddések

Klasszikus titkosirasok, az ismétlodések statisztikai vizsgalatan alapuld
megfejtések. Egyetlen jellel kodolas.

Mandelbrot halmazok

Kulcsszavak: matematikai ismeretterjesztés, periodicitas, matematikatorténeti
jelenségek

Mar  évtizedek Ota  tanitok  matematika  tanarszakos  hallgatoknak
matematikatorténetet. A legkiilonbdzobb matematikai részteriileteken bukkant fel az
ismétlodés. Ezekbol szeretnék néhany érdekes példat bemutatni. Forrdsaim
egyetemi tankonyvek ¢és jegyzetek sajat tanulmanyaim idejéb6l valamint hallgatoim
tankonyvei,  Osszefoglaldo  matematikatorténeti milvek és  tudomanyos
ismeretterjesztd oldalak az internetrol.
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Sormintak, sikkitoltések

Az ismétlodések egyik kiilonleges valtozata a sormintdk ¢és sikkitoltések.
Parkettdzés, csempézés vagy tapétdzas a neve, gyakran el6fordul a népszertisitd
irodalomban.

A legkorabbi emlékek néprajziak, népmivészetieck. Példaul a magyar
népmiivészetben a lepeddszélek mintai kozott mind a hét végtelen sormintat add
transzformaciora épild mintat megtalalhatjuk. A sikkitoltések gyonyor és
matematikailag szinte teljes valtozata felfedezheté a spanyol Alhambra eréd
csempéin.

Ugyanakkor savok, felilletek és a térbeli alakzatok kitoltésének és
lefedésének vizsgalata modern kutatasi teriilet, amit nemcsak az euklideszi
geometria dltal meghatarozott keretek k6zott, hanem a hiperbolikus sikon és
térben is végeznek. Ezeknek a kutatasoknak egyik nemzetkozileg elismert
tekintélye Molnar Emil.
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Haromszog szamok, sokszog szamok

A négyzetszamokat mindannyian ismerjiik. Az antik gérdg kultaraban voltak
haromszdg, négyszog, otszdg és tovabbi sokszogszamok. Erdekes atmenetet
képeznek az Osi matematikai tevékenység, a kavicsok kirakasaval végzett
megfigyelések és a matematikai 6sszefiiggések megallapitasa kdzott.

Csillagaszat

Sok csillagaszati megfigyelés szabadszemmel is elvégezhetd. Ilyen a
napfogyatkozas és a holdfogyatkozas. Az évszazadokon keresztiil gyiijtott
adatok kovetkeztésekre adnak lehetdséget. Ennek egy érdekes torténeti példaja
Thalesz nevéhez flizodik. Megjosolt egy napfogyatkozast ie. 585-ben, és a
monda szerint ez egy csatdban a gorogok gyézelméhez vezetett. Ok
szamitottak a vilag elsotétedésére, mig ellenségeik ezt a gdérogdk oldalan
torténd isteni beavatkozasnak tartottak. De hogyan lathat valaki elére egy
napfogyatkozast? Ugy, hogy a korabbi, valésziniileg babiléniai megfigyelési
tablazatok alapjan észrevette a periodikus ismétlodést, és ezeket az
ismereteket alkalmazta a nehéz helyzetben. Es hogyan tudunk mi minderr81?
Fennmaradt a monda, aminek igazsagtartalmat az elmult évszazadban
régészeti emlékek és a csillagaszati szamitasok bizonyitottak.

Szamirasok

A szamlalas az ismétlodések felismerésén és formalizalasan alapul. Ha nem
lenne a szamok elnevezésében és leirasaban rendszer, minden szamnak kiilon
neve kellene, hogy legyen. Es nagyobb szamok esetében mar a legegyszeriibb
Osszeadast sem lehetne elvégezni. A nem helyiértékes szamirasok lehetdvé
tették a szamok pontos leirasat a jelek adta korlatokon beliil és az egyszeriibb
miuveletek elvégzését. Bonyolultabb szamitdsokhoz, az Okorban a hajozas
igényeit kielégitd csillagaszati és egyéb szamitasokhoz sziikség volt
modernebb rendszerre, és ez a helyiértékes szamiras. A babiloniak alkalmaztak
eloszor, koriilbeliil 4000 évvel ezeldtt. Ez a felfedezés oriasi jelentoségii volt,
bar mi mar nem is érezziik nagyszer{iségét. Az idomérésben az ora felosztasa
60 percre, a perc felosztasa 60 masodpercre a babiloniak 60-as helyiértékes
szamirasat 6rzi. Atvette Archimédest, téle pedig az arab hajosok. Csillagaszati
¢s hajozasi jelentésége annyira mély nyomot hagyott kultirankban, hogy sok-
sok logikailag jol megalapozott reformkisérlet ellenére sem sikeriilt az
idészamitasban és a szOogmérésben attérni a tisztan tizes alapu
mértekegységekre.
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Ossze nem mérheté szakaszok, a pi kozelitése,
végtelen tizedes tortek

A racionalis szamok felirhatok végtelen szakaszos tizedes tortek formajaban.
Vannak masmilyen szamok is? Az elsé irracionalis szamok a gyokkettd és a pi
voltak. Mar az okori gorogok is tudtak, hogy ezek nem szamok, vagyis nem
lehetnek egész szamok, illetve ezek hanyadosai. Ma mar ugy mondjuk, hogy
vannak szamok, amelyek nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként,
masképp szolva tizedes tort alakjuk nem végtelen szakaszos tizedes tort. Az
irracionalis szamok elmélete késobb sziiletett meg, ezen belil a
legérdekesebbek és egyben a legnagyobb részhalmazt is alkotjadk a
transzcendens szamok. Sokaig kérdéses volt, hogy léteznek-e transzcendens
szamok, ¢és ha igen, azok milyen alakuak, felirhatok-e tizes
szamrendszeriinkben. A XVIII. szdzadban sikeriilt bebizonyitani, hogy a pi
irracionalis. A XIX szazad végén pedig azt, hogy az e szam ¢és a pi is
transzcendens szamok, vagyis nem irhatok fel a négy alapmiivelettel és
gyokkitevokkel. Az is kideriilt, hogy a transzcendens szamok k&zott vannak
kénnyen megszerkeszthet6k, jol atlathatok is. Ezekben ujra ismétlédés lehet,
de annak modositott formajaban, pl. a 0,010010001.... végtelen tizedes tort
transzcendens szam.

Titkosirasok

Evezredek ota rengeteg féle titkosirast talaltak ki kereskedelmi, hadi, pénziigyi
¢és egyéb célokra. A legegyszeriibbek, amikor minden betiinek egy masik betiit
feleltetnek meg. Ranézésre Osszefiigéstelen szoveget kapunk, de rovid
probalkozas utan konnyen megfejthetd. Kiilonosen akkor, ha az abc-ben
minden betli helyett az azt eggyel, kettovel vagy kovetkezetesen n-nel kovetod
betit irjuk. Szabalyok nélkiili, véletlenszeri hozzarendelés esetén az
ismétlddések, vagyis statisztikai megfontolasok segitenek a megfejtésben.

Modern matematikai  eszkdzokkel —gyakorlatilag  megfejthetetlen
titkositasok készithet6k. Akar egyetlen jellel, vagyis egyetlen szammal is lehet
szovegeket kodolni. A kodolas a primszamok régota ismert tulajdonsagain és a
matematika legujabb eredményein alapul, a de technikai végrehajtasahoz
sziikségesek a modern informatikai eszkdzok. Kevés jelbol dsszeallitott rovid
szovegen ezt a fajta kodolast akar fejszamolassal is elvégezhetjiik, vagyis
irhatunk és olvashatunk igy kodolt 3 betli hosszsagl, 3 féle jelbdl allo
szoveget. (Természetesen ilyen egyszeri szovegeket akar meg is
szamozhatnank, és csak a sorszamot kiildhetnénk el, de ez a példa az elv
bemutatasat szolgalhatja.)
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Mandelbrot halmazok

Kedves kollégdm mesélte, az azota elhunyt Votisky Zsuzsa, aki a Typotex
kiado kitalalojaként csodalatos gazdagsagban adta ki a matematikai
konyveket, hogy azt varta az egyetemtdl, hogy 0j és érdekes dolgokat fog
megismerni, de Ujra egyenesekrdl, haromszogekrol meg kordkrdl tanult a
geometria eldadasokon. Természetesen ezek a fogalmak jelentik a geometria
alapjat, igy részei az egyetemi tananyagnak, azonban vannak egészen 1j
elméletek a geometria €s mas matematikai agak hatarteriiletein. Pl. a
fraktalelmélet. Errél a mai egyetemistak mar hallanak, de tobbségik keveset
tanul rola. A fraktalokat legegyszeriibb tugy elképzelniink, ahogy azok
felfedezése is tortént. Probaljuk meghatarozni Anglia keriiletét. Minél
pontosabb, finomabb, részletesebb térképet néziink, annal tobb kanyart, 6blot
és félszigetet lathatunk. Barmelyik sima szakaszt nézzilk meg egyre
kozelebbrol, egyre tobb kanyarodo vonalat latunk. De ilyen a csillagos ég is.
Ha felnéziink é&jjel az égre, kiilonbozé alakzatokban csillagokat lathatunk. Es
ha latszolag ires teriiletre iranyitjuk a tdvcsdviinket, Gjra latunk kiilonbozo
csillagokat. Es ezt folytathatjuk tovabb. Minden kis részlet hasonl6 az egész
abrahoz, és a részletek részletei is. A valdsdgban nem tudhatjuk, hogy
végtelenségig folytathato-e ez a nagyitds, a matematikai modellben viszont
igen. Es a fraktalok nemcsak kiilonlegesek és szépek, hanem a ma mar sokfelé
alkalmazhatoak. Pédaul akar egy fényképet egyetlen képlettel megadhatunk,
¢és csak a sokadik nagyitasnal vehetd €szre, hogy a képlet altal szerkesztett kép
és a fénykép két kiilonbozo abra.

Nagyon nagy grafok

Pontokat kotiink 6ssze élekkel. Lehet, hogy csak néhany pontot. Mindannyian
ismerjiilk a tincold parokra vonatkozo és hasonld feladatokat. Es lehet
sokmillié6 pontot is Osszekotni. Az ilyen hatalmas grafok sok hasonlo kis
részletbol allnak 6ssze, amelyek oly sokszor ismétlédnek, hogy csak igen
absztrakt modszerekkel vizsgalhatok. Az ismétlédések a matematikai
absztrakcio alapjait jelentik. A problémamegolddé gondolkodas fejlesztése
soran gyakran emlegetett mondas, hogy az egyszer alkalmazott szokatlan
megoldas: trilkk, a kétszer alkalmazott: modszer, a tObbszor alkalmazott
problémamegoldé gondolat mar egy Osszefliggd elméleti rendszer része.
Hasonl6t mondhatunk arrél a matematikai eszkozokkel vizsgalt helyzetrdl, ha
egy jelenséget, mintat egyszer, kétszer €s ha tobbszor is megfigyelhetiink.
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Repetitions in Mathematics

Many areas of mathematics have a strong relationship with rhythm. Now I
focus on repetition, wanting to introduce topics that arose in teaching math
history.

— Tiling a row, tiling the plane

—  The triangular number and other figurate numbers

— Astronomy as a science of periodic phenomena

— The place value system and numbers writing without place value

— Incomparable sections,the approximation of pi, infinite decimal
fractions — strict rules and seemingly unregulated repetitions

— Classic cryptography, statistical analysis of repetitions, coding by one
character

— Mandelbrot sets

Keywords: popularization of mathematics, repeating patterns, some data of
mathematics history
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