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KIVONAT

A dolgozat az m-értéku logika fuggvény-rendszereinek funkcionalis teljességeé-
rél ad attekintést; az irodalombdl ismert anyagot kiegészitve a szerz0 sajat
eredményeivel. A fTunkcionalis teljesség alaptétele és néhany teljes rendszer
megadasa utan az alapvetd szerepet jatszé egyes zart fuggvény-osztalyok, il-
letve kvaziteljes osztalyok targyalasa kovetkezik, majd példaként a funkcio-
nalis teljesség a Boole fuggvények /m=2/ esetére. Végul néhany probléma fel-
vetésével és hozzaflizoétt megjegyzésekkel zarul a dolgozat.

Mind a funkcionalis teljesség, mind az m N 3 eset az utdbbi években
a digitalis rendszerek tervezésével, vizsgalataval foglalkozé folydiratokban
elétérbe kerult. Az eldbbi az /integralt aramkor/ alkatrész-készlettel, az
utébbi pedig a részben-meghatarozottsag, a sejt-automatak, a .megbizhatésag
és uj, ketténél tobb allapotu elemek térhdditasaval kapcsolatban.

ABSTRACT

This paper sums up the functional completeness of the m-valued logic
functional systems and adds author®s own results on that subject. The discussion
of some closed or precomplete function classes that play a fundamental role
follows the principle of functional completeness and the discussion of some
complete systems; then the functional completeness for the Boolean functions
/m=2/ 1s given as an example. Finally this paper raises some problems and adds

remarks to them.

The fTunctional completeness as well as the m - 3 case has come iInto
prominence iIn the last years in the journals that discuss design and research
of digital systems. The Tfirst one iIs important to determine iIntegrated circuit
elements-sets and the second one i1s used In connection with incompletely
determined /Boolean/ fTunctions, cell-automata, reliability and the spreading
of elements with more than two states.

PE3IOME

HacToswas pa6oTa siBnsieTcss 0630pOoM Teopun (YHKLUMOHANbHOW MNOMHOTH T-3Hau-
HbIX /IOFMK. PaboTa BK/IWYAET M HEKOTopble pe3ysibTaThl, Mo/y4YeHHble aBTopoMm. [locne
OMMUCaHMsl OCHOBHOI TeopeMbl (PYHKLUMOHANIbHOW MOSHOTH U HECKO/IbKUX (YHKLWOHA/IbHO MOJI-
HbIX CUCTEM W3NaraeTcsi Teopusi 3aMKHYTbIX M MPEANOSiHbIX KIaccoB, B 4YacTHOCTU, [AaeTcs
NnosiIHoe pelleHne npo6aemMbl (YHKLUWNOHaNILHOW MOMHOTH ANs (YHKUWA anrebpbsl orvkn /T=2/.
HakoHel, B pa6oTe NepeydyncnsieTcsli HECKO/IbKO, [MOKa €elle HepeleHHbIX MNpo6nem.

B nocnegHne rofpl 3HAYUTENIbHO BO3POC MHTEPEC, C OfHOIM CTOPOHbl, K BOMPO-
caM (QYHKLUWOHa/IbHOW MOMHOTH B CBSI3M C PacChpOCTPaHEHUEM WHTErpasibHbiX 3/1EMEHTOB, a
C Apyroii — K cnydaw m = 3 B CBA3M C BO3HMKHOBEHMEM BOMPOCOB YaCTUYHOW onpeaeneH-
HOCTU, SUYeeuHblX aBTOMATOB, TEOPUM HAOEXHOCTU, a TakKke C BO3HMKHOBEHMEM 3aroMuHa-
OWMX SEMEHTOB, YMC/NO YCTOWUYMBLIX COCTOSIHUA KOTOPbLIX 6Osblie [ABYX.
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a./ Bevezetés

A digitalis szamitas- és méréstechnika, a digitalis
automatdk, szamoldgépek és ezek rendszereinek rohamos
térhoditasa kovetkeztéeben fellendiltek a matematika
véges diszkrét optimum-problémakkal foglalkoz6 agai.
1gy példaul a kombinatorikus analizis és grafelmélet,
a veges algebra egyes agai (automatak és formalis
nyelvek elmélete), i1nformacid-elmélet vagy a matema-
tikai programozas csaknem egészében az elmilt 25 év
terméke. A 60-as évek végéig a szintézis eés analizis
teriuletén szinte egyeduralkodé volt a binaris felfo-
gas, a Boole fluggvények elméletének alkalmazasa -

a technoldgia meghatarozta korulmények kovetkeztében.

Azonban a kuldnb6z6 i1ntegraltsagi foku aramkori elemek
megjelenése, a magneses buborék-memdéria és aritmetika-
kutatasok, az épitdé-szekrény elv és a szamologeép-
rendszerek elmélete szempontjabol megnétt a jelentdsé-
ge olyan leirasnak, amelyben a természetes allapotok
szama kettdénél nagyobb.

Az alap-elemek viszonylag nagy szama é€s nagyobb bonyo-
lultsagi foka kovetkeztében nagyobb jelentbsége lesz
annak a kérdésnek, hogy valamely épitd-elem készlethdl
millyen tipusu rendszerek épitheték fel, i1lletve hogyan
célszerd meghatarozni a rendszerhez felhasznalando
(kulonféle eldirt feltételeket teljesitd) szikséges és
elégséges halmazt. (Azt a halmazt, amely minden alap-
elemb6l elegendé szamut tartalmaz, de barmely elemét
elhagyva, ez a tulajdonsaga megszinik.)



Ilyen és hasonld problémak vezethetnek (miszaki szempont-
bol) az m-értéekiu logika fuggvényeir fTunkcionalis teljessé-
gének vizsgalatdhoz. Mieldétt a témakodr tényleges targya-
lasat elkezdenénk, a "rokon™ témakrdol szélunk néhany szot,
illetve megprobaljuk pontosan kodrulhatarolni a vizsgalni
kivant témakort. Egyaltaladn nem foglalkozunk a miszaki
szempontbdl egyéebként fontos minimalizacids technika
problémakorével .

A Boole-fTlggvenyekkel kapcsolatos legfontosabb tudnivalo-
kat roviden oOsszefoglaljuk, de ezek ismerete nélkul is
megérthetd a dolgozat, (lasd bévebben p1l1, [4], [i]J] -

Az m-értéki logika fuggvényei olyan fiuggvéenyek, melyek
valtozoi és értékei egyarant egy rogzitett m-elemd halmaz
elemei. (Boole fuggvények esetében m=2.)

A szamos lehetséges megadasi mod egyike az analitikus Kki-
Tfejezéssel vald abrazolas; az optimalis (l. minimalis
szamu mlGveleti jJelet tartalmazd) abrazolas problémaja
elétt vetdédik fel az a kérdés, hogy adott fluggvény—rend-
szerb6l mely fTuggvények allithatdk el6. Ezzel a probléma-
kérrel fToglalkozik a dolgozat. Célunk a téma jelenlegi
allasanak attekintése, kozben néhany megjegyzéssel, iallet-
ve tétel formajaban i1s kimondott sajat eredménnyel vald
kiegészitése. A tételesen is megfogalmazott o6nalld ered-
ményeket a 2.1.a, 4.13, 4.22.a, 4.22.b, 4.23, 4.24. téte-
lek, 1.2, 2.1, 4.1, 4.2, 4.4, 4.3, 4.6, 4.7. lemmak tar-
talmazzdk. Részben vagy egészében uj bizonyitast adtunk

a 2.2, 2.3 tételekre és a 2.2 lemmara. Végul a 4. rész
egyes reészei, iIgy a 4.7« pont teljes egészében uj a dol-
gozatban. A 2.2. lemmara viszont az eredeti bizonyitasnak
egy olyan modositasat adtuk, amely alkalmasnak latszik a
2.3« tétel olyan altalanositasara, amely egy teljes rend-
szer helyett m szamut eredményez.



Természetesen még e viszonylag nagy terjedelem ellenére
sem torekedhettink teljességre; az alapvetd eredményeket
szeretnénk bemutatni. (Egy kovetkez6 dolgozatban szeret-
nénk tovabbi specialis fejezeteket és az azokhoz kapcsolo-
do o6nallo eredményeinket feldolgozni.) Az utolsd részben
vazoljuk ezeket az i1tt nem részletezett eredményeket.

A kutatasok jelentds hanyada a részletesen kidolgozott
m=2 eset eredményeinek altalanositasara vonatkozik. Meg-
jegyezzik, hogy bar témaja alapjan a dolgozat egyarant
tartozhatna a matematikair logikdhoz, az algebrahoz és a
kombinatorikus elmélethez, valdéjdban e targyalasmddnak
nem sok kéze van a matematikair logikdhoz. (A logika nyel-
vén valé leiras talalhaté pl. [I], 27\ -ben.)

Az m-éertéku logika Tfuggvényeinek a véges automatak elmeé-
letével vald kapcsolatarol (m=2 esetre) [3p[67] -ben,

illetve magyar nyelven [4j-ben tajékozodhat az olvaso,

[67] -ben megtaldlhatd a témakorink m=2 esetének teljes
targyalasa i1s; az altalunk hasznalt jeldlésmod részben ezek-
kel megegyezik. Az &altalanos eset kifejtésének alapjat vi-
szont elsdsorban a I'B3] dolgozat képezi.

Az m—értékld logika a mar emlitett matematikair logikal és

miszaki alkalmazason kivul J6 segédeszkdznek bizonyul sza-
mos mas tudomanyteriuleten, i1gy pl. a kvantum-fizikaban £4]j
és a diszkrét o0sszetevOjl sztbOhasztikus folyamatok elméle-

tében.

A most kovetkezd két példa utan. a Boole-— (vagy i1gazsag-)
fluggvények rovid i1smertetése os két, a késObbiekben fel-
hasznalt kombinatorikus lemma kovetkezik.



Tekintsink két rovid példat az alkalmazhatosagra.

1, Példa: Legyen adott egy K szamu bemenettel és | szamd
kimenettel rendelkez6 rendszer (k+” polus);
tegyuk fel, hogy a poélusok mindegyike egy rogzi-
tett m-elemt M halmazbol veszi értékeit. E
diszkrét (kombinacios) rendszer (automata) tel-
jes lelrasat adja az 9, e, ™ fugg-
vény-sorozat, ahol

KX J»X2>eeesx™N G M (i=1,2,...,m)
xj€ M @=1,2,.»=,k) az i-edik kimenet értékét
adja meg a bemenet-vektor flggvényében.

Kézenfekvd példa erre két tizes alapu szamrend-
szer-bell szam szorzasa: A.B=C, ahol

A= ,a._¢ --- a
B = Vy Tn-m '§§k)
C_

- cm+n cm-1rHl

(itt ac —f1(@].,---an; b ,eee,b™) (1-1,2...m+n)
fuggvények nem figgenek ténylegesen minden val-
tozojuktol D)

2. Példa: Valamely mérési eredményt hisztogrammon abrazo-
lunk, s e célbol az E M intervallumot n egyen-
16 részre osztjuk. Legyen ismert az egyes mért
ertékek mérési hibaja 1s (pl. konfidencira-inter-
vallum) » gy a véges méretl objektumok [b,lﬂ
intervallumon valo elhelyezésérdl kielégitd in-
formaciot ad szamunkra a? R= jJry|J matrix,
ahol a matrix-elemekét a kovetkezbOképpen defi-
nial juk:



/ 1* ha a j. objektum az (i1-1, 1) nyilt
| interval lumba esik

rigj “ 1 0, ha a j, objektumnak nincs kozo6s
I pontja az [i1-1, 1jJ zart interval-
- Tummal

b2, egyeébként.

Az R matrix elemer 3-értékld fluggvéenyek.

b./ lgazsag-fuggvények

Az 1gazsag-fuggvények elméletének elemeibdl csak a
tovabbiak szempontjabdol szikséges minimumot foglaljuk
O0ssze. Ismertnek tételezzik fel a relacio, ekvivalen-
cia-relaci6, parcialis és teljes rendezés, halmaz-
-particido, hald és Boole-algebra fogalmakat (lasd pl.
[7]1- [13] ., illetve magyar nyelven M -ben.)
Definicio t
AZ A-"H; 0N,029eee]l 5 Rgq> R™> ee »CQ ”

rendszert algebrai rend-

szernek nevezzuk, ahol

H: nem Ures halmaz (alaphalmaz)

Ok: - > H leképezés (/k természetes
szam, k=1,2,.."1)

Rks a H halmazon értelmezett relacio

(k=0,1,==Yy))
ckJ H-belil rogzitett elem (k=0,1,... ,n)

Megjegyzés: Az Ok operacio felfoghatdo (“k+1) pozicios
relacioként 1is.



Definicid: A részrendszere A-nak, ha H*£H, O\ és R. csak
H*-re korlatozdédik és c””~H~” minden lehetséges
k-ra.

Példak: (@) Azef£="~L; 02,02~ algebrail rendszer halé, ha
az 0-p 02 binaris milveletek »
asszociativ, kommutativ, idempotens (Xox=x)
és elnyelési tulajdonsaggal (xo™(xoy)=x,
x02 (xo™"y)=x) rendelkeznek.

b Ar-~Bj 07,0270,1n algebrair rendszer Boole
algebra, ha B legalabb kételemid és 0,1 rendre
0™»02 egység-elemei, tovabba mindkét miveletre
ervenyes a kommutativitas, aSSZOCIatIVItaS
elnyeIeS| tulajdonsag és létezik i1nverz- elem
(zkomplementum: 7 1 X0-~0 és Xt™""1).

Jol ismertek a kovetkez$6 oOsszefiuggések (x,y,z a B
Boole algebra elemei):

(1) XOX = X

(2) (xoly)o2x=X, (xo02y )olx=x

(3) xo”™o = 0, XO-"=1

(4) x egyeéertelmien meghatarozott elem.
(5) X =X

(6) xoxy = X02Y, x027 = XO

(7) Xo0”Sogy) = x0-J, xo02(xoly) = X02V



Az T(xItx2,... ,xn) Tuggvényt i1gazsag-fuggvénynek vagy
Boole fluggvénynek nevezzik, ha valtozoi és értéke egyarant
a {o,1} = B2 halmaz elemei fi {0, n — > £odj

Ket fuggvény ekvivalens (azonos), ha a valtozok barmely
ertéke mellett azonosak a fuggvény-értékek. Néhany fontos

1gazsag-fuggvéeny (tobb Jeloléssel, illetve aritmetikal Ki-
Tejezéssel megadva)i

fo=°*f1 =1*Ff:"%) " x=x1,IBX)E = 1-x = X°,
7N &2)=x1.x2, A XXX ,X2)= XXvx2=x 1% 2-x1x2

6 (X1 ,x2)=x1 © X2 = x1+x2-2x1x2;

fy(x-[x2) = x™ x2 I-T6 (XITx2) = 1+2x1x2-x1-x2,

TQ (X1X2) XI|x2 = x1.x2 = 1-XIx2.

Itt a +, - és*aritmetikai Jelek,/egyben a konjunkcido Jele
is. (f,- a diszjunkci6, " a kizar6 vagy, i ekvivalencia,
fgi Sheffer fTuggvény.) Konnyen lathatdé, hogy a bevezetett
Jelolessel

< F1, ha x="
VO, ha x./bl.

Az A. tétel 2. kovetkezménye alapjan igaz az is, hogy

T es ™ fuggvények segitségével barmely n-valtozos
1gazsag-fuggvény kifejelheté (f4 vagy ™ el is hagyhato,
mert pl. fc(xz »X2) = PMIX-"JXQ)-



Az 1s ellen6rizhetdé, hogy ha Fn Jeldli az n-valtozos

1gazsag-fTuggvenyek halmazat, akkor az <V ~
algebrail rendszer Boole-algebra, amelyben

f =

Most bebizonyitjuk a kifejtési tétel érvényességét, és

ket fontos koOvetkezményét adjuk meg.

A. Tétel (kifejtési): Tetszb6leges fix-",...") 1gazsag-
fuggvény egyeértelmien irhatdé fel a kovetkezo
alakban:

/ C V - - A , W - - A D) = VvV

ahol 1 - kK™ n tetsz6leges egész szam*

Bizonyitas: Tetszb6leges (Bufcj J *krpk -
esetén a baloldal N - Jfa Xa Xn) .
De a Jobboldal 1is ugyanaz, mert

ha <4=A ---yo™ (i
kildnben

tehat csak egyetlen diszjunkcidés tag nem
zérus, s ez éppen az, amelyben

(Ks’:/“_x(’ == 3 93
azaz
Aw,“* A * Y K e -n) 4" 7% V**%Y
1 lo.L j™» N A

1 _Kovetkezmény: Ha k=I, akkor (x)-bdél addédik:

2._.Kovetkezmény: Ha k=n, akkor (#*) a kitintetett diszjunktiv
normalformat adja:

{(x0...,K)=V xv.



c./ Két kombinatorikus lemma

B./ Lemma: Ha V@?F F

akkor UN) = Z"(7)H)""Vcy.
6-0

A lemma fontossaga miatt két bizonyitast i1s bemutatunk,
(mindkettd tipikus e témakdrben); az elsé teljes indukF
ciés, a masodik generator-fuggvény alkalmazasat mutatja

be.

1. Bizonyitas: n-re vonatkozd indukcioval.

*1=0/1 JO)=U(c; vy =»

Feltéve, ha n-re i1gaz az allitas, bizonylt-
juk, hogy n+l-re 1is igaz:

innen

Uur=V (") -£ (7 "3-u( =

- L OF)OIR=

ro 50 Y(B-

Tehat elegendd azt belatnunk, hogy



Minthogy
JTU\/VM_ ul-y! _ Iy (u-frO. /TuWu -f)
U/t v(u-vit>] (v-fif W N

ezt az azonossagot alkalmazva a baloldal minden tagjara
n = n+l, v=s+r, p=r szereposztassal adodik:

X'rl= -& V ) (nT r)H s=
=-n A% rtnHf =

=-("?M{Ur"~-Hr--n-=

= A
Il. Bizonyitas; Egy aQ, a-p an ,...sorozat exponencialis
generator-fuggvényéet a kovetkezdképpen definialjuk:

QD

3,X,=r;

A Tuggvénysorok elméletébdl i1smeretes, hogy ha az
sorozat korlatos, akkor a

Uo
hatvanysor egyenletesen konvergens az jx|< 1 tartomanyban,
és 1gy

Jelolje U(k) és V(k) sorozatok generator-fuggvényét rend-
re g(x) és h(x);

o ,U,:LJJM



_ . , X . , 3y
mindkét oldalat ertéekkel megszorozva és n-re 0ssze-
gezve (O-tol —i1g) , a kovetkez6t kapjuk?

Ebb6l g(x)=e .h(x), s a szorzat derivalasi szabalya alap-
jan:

Ez utobbibol a bizonyitanddé azonossag nyilvanvaloan adodik.

A

A kovetkez6 lemmat a leszamlalasoknal fogjuk felhasznalni.

C./ Lemmat Legyen a |H = r elemli H véges halmaz tetsz6-
leges h£ H eleméhez rendelt (nem negativ egész) suly
w (h) . Legyenek AN, ... Agvalamely tulajdonséagok,

amelyekkel H elemei rendelkezhetnek. Jeldlje
WA , A 9 ... Ai ) azon elemek suUlyanak Osszegét, amelyek
rendelkeznek az argumentumbau szereplé tulajdonsagokkal,

eés legyen
I(fP=2L ~Wfzj, Ai2r 2V ) ;

ahol az O6sszegzés az 0Osszes p-ed osztalyu kombinaciodra

terjesztendd Ki.
Megal lapodunk, nogy

) —y w(h).

Né\\

Ha £(1) jeloli H azon elemeinek sulydsszegét, amelyek
pontosan t szamu tulajdonsaggal rendelkeznek az

-';( AO0j halmazbdl, akkor
J 5
m = rcg W&ETW+0-17] ; ( W)
I_



Bizonyitast EI6szor belatjuk a kovetkezé egyenldséget!

W =+(£)E «> (F-v,-,*).

JFy>
Rogzitsiuk le p értéket. W(p) - definicidja

szerint - H azon elemeinek sulydsszege, amelyek
mindegyike rendelkezik p szamu tulajdonséaggal
(a megfeleld multiplicitassal értve, vagyis,

ha egy elem pontosan q szamu tulajdonsaggal
rendelkezik, akkor az (8) sullyal szamitando).

Ezért a pontosan j szamu tulajdonsaggal rendel-
kez6 elemek suly-jaruléka W(p)-bent E(g)-().
Minthogy a h elem azon tulajdonsaga, hogy
"pontosan j szamu tulajdonsaggal rendelkezik™,
ekvivalencia-relacid, s igy H egy particigjat
indukdlja, ezért a diszjunktSagbdél kovetkezben
valoban W(p) az E(g)-(") értékek Osszege a le-

hetséges j=p,p+tl,=*.,s értékre, vagyis

Most megadjuk az inverz relaciot, vagyis E(t)
ertékét fejezzuk ki a W(p) értéekkel, (p=0,1...9).
Azt allitjuk, hogy

Az allitast s-re vonatkozo indukcidval bizonylt-
Juk.

s=1 esetén mindkét lehetlségre i1gaz az allitas:
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Feltéve, hogy s-re i1gaz az allitas, bizonyltjuk, hogy
s+l-re i1s 1igaz:

mert a szogletes zardjelben 1évé kifejezés zérus. Ugyanis

mint azt az B./ Lemma bizonyitasanal lattuk, és igy

Vd

amely valéban az allitast eredményezi. Ji

Abbol a célbol, hogy bizonyos, kulonféle tulajdonsag-
- egyuttesekkel rendelkez6 elemek sulydsszegét konnyen
szarmaztathassuk, allitsuk el az

E(0), EQ, ..., E®

sorozat kozonséges (geometriai) generator-fliggvényét,
felhasznadlva a tételben bizonyitott egyenldséget.

e)NEE(I)Xi= £ (£ A(-)Vv W()X1-
I~0 1I-0K 7
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SITTIRY: % Ty ' N

Az xel, -1, 2 helyettesitésekkel, pl. rendre a kodvetkezo
mennyiségek szarmaztathatok (szemléletes jelentésuk nyil-

vanvalo.)e

e(d =210 —Wc°)
ellhet) _ s s b\
-7 — =12Z E@zI>= {(lWo)+-bl-2)* W()) )

0-@
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1. ALAPVETO FOGALMAK ES A TOBBERTEKU LOGIKA FUGGVENYEINEK
NEHANY TULAJDONSAGA

1.1. Fogalmak és néhany egyszerid eredmény

Mindenek elétt megadunk néhany jelolést és defi-

niciot, amelyeket a dolgozatban gyakran fogunk
alkalmazni.

Jelolések:
/ 4
alaphalmaz: M= -jO0,1,2,..., mIjJ" , m"2
egy rogzitett rendezés M-en:

mQK mj< Kb

indexhalmaz: J™= £1,2,..., n£

n
Descartes-szorzat (n-szeres): MxMx...xM=M

Az A allitas tagadasa: *HA

(eS7”) egyértelmli leképezés: (A IYB) A - ~B
(A és B halmazok)

jo allitas kovetkezménye Jt J3

N és N ekvivalens allitasok: <

Univerzalis ill. egzisztencialis kvantor: V t3
gyakran hasznalt specialis flggvéenyek

OgX-"x" ertékei M-beliek):

JOX) = m-I-x
J1(x1,x2) = m(xx,Xp) = min(X1,x2)

J2XI,x2) = M(x1,x2) = max(xIfx2)
J &XI»x2) = x1+x2 (mod m)
IN(Xx ,x2) = x1.x2 (mod m)

m = 2 esetén "J 1 helyett ’z”-t irunk.

A bizonyitasok végét A  jeloli.
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A tovabbiakban relacié-jel feletti "dM betl jelentése:

a relacioban fellépd uj fTogalmat ugy definidljuk, hogy a
relacio i1gaz legyen. (Példaul m(x™,x2) = min(x",x2),

azaz, tetszb6leges x°, x™ valdés szamok koézual a nem-nagyob-
bat mtx”™,x2)-—vel jeloljuk.)

Definiciok:
(1) m-értéekid logika fuggvény-einek halmaza:

-0

ahol

£ = MZ— Mj

A tovabbirakban figgvényen ~éP (Post-) Tuggvényt
ertink (mn=2 esetén a megfeleld latin betivel jelol-
Juk: F6 G. Szokasos elnevezései: 1gazsag-fluggvény,
logikair Tfuggvény, kapcsolo fuggveny, i1lletve Boole-
fuggvény.) Ha nem okozhat félreértést, a

p = 6N ,x2,. .., x ) Fiuggvény argumentumat nem Ir-
Juk Ki.

(2) Rendezési relacidk az

vektor-halmazon (parcialis rendezések):

y ,4,tem (Yje A -
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(3 Az xx valtozoéban noévekvé a f Fluggvény, ha migden le-
______________________ n_

hetséges XNJXN, eee * ee? N esetén

A "y YCUACVH) sesjX) — el Lyxity )

Hasonléan definialhatdé az x~ valtozdoban csokkend,
illetve a szigoruan novekvs (csokkend) Tluggvény*

@) Az x» valtozoban degeneralt a <« fuggvény, ha egy-

idejlleg novekvd és csokkend is x™-ben.

B) x~ valtozétdél lényegesen (M"ténylegesen) fugg

ha x~-ben nem-degeneralt.

(6) Nem-degeneralt a fuggvény, ha minden valtozdojatol
lényegesen Tlgg.

) A v Xb) és *e0)%) fFlggvények azonosak
(~ekvivalensek) - az (4 definicidnak megfeleléen -?

.=t <Eh(fsi OW)

Minthogy |n]= m véges érték, tetszdéleges N e ih
megadhaté értéktablazattal is (¥ argumentumanak minden
lehetséges értékére megadjuk a fuggvény értekét: lasd
1. téblazat.)
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1. tablazat

X1 ,x2,...,Xn_1,xXn f (X1 ,x2...,Xxn_1,xn)

00 ... 0 0 1 fo, o,..., 0, 0

© © . .° i @, 0,..., O, D

0O O ... 0 m-1 ~(0, O0,..., 0, m-1)

0O 0 ... 1 0 T6, o,..., 1, 0
m-1 m-1... m-1 m-1 N (m=-1,m-1,.. .m-1, m-1)

A (7)) definiciobol kozvetlenul leolvashatdo az

1.1. Tétel: Az n-valtozos fluggvények szama:

Bizonyitas: Az M halmaz elemeib6l képezett n hosszusagu
sorozatok - m elem n-ed osztalyu isméetléses variacioil -
szama m , s hasonldéan, a fluggvény-értékek mn hosszusagu
sorozatainak szama: | c| =~, A

Megjegyzések: 1./ Az n=1 eset az algebrabol jol ismert
M — M leképezéseket adja.

2./ Az m=2 eset a - szintén sok eredményt
tartalmazo - i1gazsag-fluggvéenyek esete.
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Targyalasmodban tamaszkodunk arra a tényre, hogy az eld6bbi
két megjegyzésben szerepld specialis esetek elmélete jelen-
tés mértékben kidolgozottabb, mint az m-értékiu logika
fluggvényeinek elmélete. Az altalanositasi lehetdségek ter-
mészetesen altalaban nem egyértelmiek; hogy az egyes ese-
tekben melyiket valasztjuk, az attol figg, hogy a konkrét
esetben melyik valasztas vezet pl. a szempontunkbdl elé-
nyds azonossag megtarthatésagahoz. Példaul, az i1gazsag-
fluggvények negacio-fogalmanak megfeleld altalanositasi
lehet6ségek kozul tekintve a (g és SN O
fluggvényeket, az elsOd esetben a mivelet i1dempotens tulaj-
donsagat emeljuk ki (Boole algebraban ~AJdx-X )e a

0 valasztasaval viszont a "1 M operacido ’’ra-
kovetkezés'™ jJellegét tartjuk lényegesnek. Ugyanis a defi-
niciobol kozvetlenul addédik a kovetkezo

1.1. Lemmal A 3c& ¢és 33,)\) fliggvényekre azonosan
teljesil:

'O JO@BoW) = x,

) 3/0v) = Dbs(xl;

ahol :

Még altalanosabban, a negac.i0 kozvetlen altalanositasanak
tekinthetd minden T(X): M —> M leképezés, amelyre

NN X

Most megadjuk az n-valtozos nem-degeneralt flggvéenyek
U(n) szamat és ennek egy érdekes kodvetkezményét.

1.2. Tétel: Az n-valtozés nem-degeneralt fluggvények szama;
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Bizonyitast Jeldléseink szerint a pontosan Z szamu val-
tozoban nem-degeneralt n-valtozos fluggvények szama

wo » 8 minthogy a R halmaz t szerinti
i1lyen felbontasa elem-idegen osztalyokat eredményez, nyil-

vanvaldéan fennall:

W->*_ (Jelolés: U(0)=<).

Ebb61 allitasunk a B. lemma alkalmazasaval adodik,
U(l) -nek kifejezést valasztva. A

I .Megjegyzés: A pontosan kK szamu valtozoban nem-degeneralt

n-valtozés fuggvények szama: Ul — UIL).
Bizonyitas: A tétel bizonyitasabél leolvashaté. il
Minthogy JjN igen gyorsan né n-nel, varhaté, hogy

aszimptotikusam U(n) és [I4 egyenlé. Ezt mondja ki a

1. Kovetkezmény: Ur) ~ ) azaz nagy n értékekre
majdnem minden fluggvény nem-degeneralt.

Bizonyitas:

m m 1uo "V 1 7ToKd

<T~TO0 ~ 0 2 U bl *lF0o,m™~oo0

C*° ) A
Definialjuk a O: leképezést a kovetkez6-
képpen (k™1 egész szam):

%] —-yfiy= < p (v*6M)9(a), m
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Specialisan, a J,<f.) , “£) ( 30
valasztas esetén konnyen ellendrizethd, hogy a

algebrair rendszer - ahol r | a K halmazon ertelmezett,
korabban definialt fuggvények - modularis, disztributiv
véges haldé, azonban nem Boole-algebra, mert egyértelmi
inverz altalaban nem létezik. Ugyanis a

M CC x , ™~ = 0 )

egyenlet-rendszer csak m=2 esetben rendelkezik egyértelmi
megoldassal, s ez esetben a < > />
algebrail rendszer Boole algebra.

Ezzel a kovetkezd tétel bizonyitasat vazoltuk:

1.5. Tétel: () A JIv algebrair rendszer modu-
laris, disztributiv véges halo.
(i) A<”Gn; ZQ,zIfz2; 0,1 algebrail rendszer

véges Boole algebra.

1.2. Szimmetrikus TfTluggvények. C(Cl8J =

Mivel a fTliggvények valtozoikra vonatkozo szimmetria-tulaj
donsagainak ismerete eldnybdsen hasznalhaté fel kulonféle

vizsgalatoknal, célszerli e szimmetria-tulajdonsagokkal 1is
foglalkozni.

Definicid: A "Iv /\I) és YLV
fluggvények permutacidosan ekvivalensek:

t (JermutdcionV-A)-
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Nyilvanvald, hogy az i1gy definialt * ” binaris relacio
ekvivalencia-relacio, és a "X)— X specialis esetben
atmegy a fTuggvények azonossaganak (7)-ben megadott defi-
niciojaba. A miszaki realizacido szempontjabdl gyakran
eppen a permutacios-ekvivalencia fogalom szerinti oszta-
lyozas a megfeleld (az i1gazsag-fluggvények esetében 1s.)
Ezért megvizsgaljuk azokat a fuggvényeket, amelyek bar-
mely ((t) permutaciora nézve onmagukkal ekvivalensek;
megadjuk ezeknek egy jellemzését és eqgy erre épuldé olyan
algoritmust Irunk le, amely T7 tetsz6leges elemérdl
eldonti, hogy az szimmetrikus-e vagy sem. (Nem térunk Ki
a szimmetrikus Tfluggvény fogalmanak kulonféle altalanosi-
tasaira - parcialisan szimmetrikus, kevert-szimmetrikus,

sth. - ezeket lasd: [lej , [13J.)

Definicio: N (OFP%) szimmetrikus Tflggveény

Definicio: Az “W-a0¢ M vektor suly-

‘oL

A szimmetrikus fuggvények két jellemzését adja a kdvetkezdo
kéo tétel:

ha I ,
1.4. a.téetel: Legyen harPZ

egyébkeént

ckayTax)



Allitas:

N=  *I/E XN) szimmetrikus €& -re igaz
a kovetkez6 ket allitas:

Q)

@ ) T é
1.4.b. tetel:

Hé F(XN ... ] Xid szimmetrikus ha X fR6 MY
vektorok sulyvektora azonos, akkor K\<) =--~(p)

Bizonyitas: Az (a) tétel allitadsa annak az ismert csoport-
elmélet! tételnek a kovetkezménye, amely szerint a

permutaciopar generalja az n-edrendi szimmetri-
kus csoportot.

A (b) tétel allitasa elsO0 részének bizonyitasahoz tegyuk
fel, hogy feh szimmetrikus flggvény. Legyen ec € M1
sulyvektora a. Az allitas abbol kovetkezik, hogy
valtozoinak permutalasa az értéktablazatban a fuggvény-
ertékek valtozatlanul hagyasaval az x valtozdé-vektorok
sorrendjét permutadlja, s permutacioval <*~bol barmely olyan
(és csak olyan) £ vektor elérheté, amelynek sulyvektora a,

Megforditva, minthogy tetszdleges permutacid csak azonos
su. lyvektorral rendelkez6 ; vektorpart vihet at egy-
masba, s az allitas szerint ezekre ~ ( < 2 teljesil,
Igy az értéktablazataval megadott fuggveéeny 6" alkalmazasé-
val szemben invarians, azaz if szimmetrikus figgvény. ~
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A kovetkez6 tétel az n-valtozdés szimmetrikus flggvények
- _ o - - rws
szamat adja meg, aHjﬂ. thl jelolest alkalmazva.

1.5. tétel: Az m-értékd logika n-valtozos szimmetrikus

y ) _ a am ,n
fliggvényeinek szama: n ~ a

Bizonyitas: Az 1.4.b. tétel értelmében a szimmetrikus
fuggvényt egyértelmien meghatarozzuk azaltal, hogy értel-
mezési tartomanyanak 6sszes kulonb6z6 sulyvektoradhoz hoz-
zarendeljuk az M halmaz egy-egy elemét. A lehetséges suly-
vektorok/// n- ¥ @,Aq- --- - a,_p halmazanak elem-

szamat a(in7n9—nel jelt)lve,7 Am,n = ma (@)

Masrészt m = a(m,n) = (n+rT_h)' = a, . mert a(m,f)v
meghatarozasa ekvivalens a kovetkez6 urna-probléma megol-
dadsaval: ™Adott m szamozott urna, €s n azonos szinu golyo;
meghatarozando a lehetséges szétosztasok szama™. S ez a
szam valoban az m elem n-edosztalyu ismétléses kombina-
cidinak szama. A

1.2.1. Szimmetrikus Tfiuggvényok identifikalasa

Az alabbirakban leirunk egy algoritmust, amely tetszdéleges

fuggvényrol eldonti, hogy az szimmetrikus-e vagy
sem. Az algoritmus megadasadhoz szukségink lesz a kovetkezd
definiciokra.

Definicid: j-csoport = { siSeéM’, UéM)

azaz, az érték-tablazat olyan sorainak halmaza, amelyekhez
a "J" fuggvényeérték tartozik.

Szimmetrikus fuggvényekre ez az azonos a vektorral rendel-
kez6 sorok halmazat jelenti.
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Definicid: Adott j-csoport elemeire az i1-edik oszlop
r-vektora (i=1,2,...,n):

o JC M i)

ahol

"1'"-ek szadma a j-csoport elemeinek i1-edik
oszlopéaban.
Definicio: == a jJ~csoport azonos

vektorral rendelkezé elemeinek szama (k=1,2,...).

Algoritmus (szimmetrikus figgvények identifikalasa):

0. / Az értektablazat sorait a j fuggvény-érték szerint
osztalyozzuk. (J-csoportok képzése).

1. / Minden j-csoportban meghatarozzuk az
r-vektorokat, 1=1,2,...,n.

2. / Minden jJ£ M-re megvizsgaljuk, hogy 1=2,3,...,n
értékekre teljestul-e az rfi) = egyenldség.
Ha nem, akkor a vizsgalt fuggvény nem szimmetrikus.
Ha i1gen, akkor 3./ lépés kovetkezik.

3. / Ha minden és j-re teljesul az

egyenldség, akkor a fluggvény szimmetrikus, egyéb-

ként nem.

-ii’(O _ Ln;*) a'*) ai'h))



Példa: Vizsgaljuk meg, hogy szimmetrikus-e a 2, tablazat-
ban megadott ~(xI1tx2) fuggvény (n=2, m=3)?

0.) O-csoport: (O, 4, 8)
1- csoport: (@, 3
2- csoport: (2, 5 6, 7)

i.) £[0)= u,i,i), 4°>= (i,i,D
r{1}= (1,1,0), (1,1,0)
r{2)= (,1,2), r<2)= (1,1,2)

2.) x(GD =r2@Q) teljesul J =0, 1, 2-re

3.) A 2. tablazatbél lathaté, hogy az egyenlésé-
gek teljesulnek.

Tehat a vizsgalt fliggvény szimmetrikus.



2. tablazat



Megjegyzés:
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Az 1.4-.b. tétel alapjan a szimmetrikus
fuggvényt egyértelmien jellemzi az u.n. redu-
kalt értektabla, amely a kildénb6z6 sulyvekto-
rokhoz hozzarendelt figgvényértékek tablazata.
A redukcié mértékére jellemzo

redukcids fTaktor mindkét paraméterében monoton

csokken és a megfeleld hatareértékek zérusok:

lim rf=0, lim rf=0.
(e 0] A0
* fa h] fa

E tulajdonsag kovetkeztében a szimmetrikus
fuggvenyek realizalasa i1gen egyszeridveée valik.

1,5. Szuperpozicid és tovabbi definiciok

A fuggvény-ekvivalencia fogalom atfogalmazasara elsdsorban
a szuperpoziciO vizsgalata szempontjabol volt szikség.
Ugyanis fTelesleges bonyodalmat okozna, ha Osszetett TfTugg-
vény valtozoinak sorrendjét akarnank értelmezni - a kompo-
nens-fuggvényekben eldirt sorrendek alapjan. Az alabbiak-
ban a szuperpozicioval kapcsolatos néhany egyszeri fogal-

mat

vezetink be.
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Definicidés Legyen Xp) 6~ f F

s az és y™M~r-V~fc 5
nem feltétlenidl diszjunkt halmazok (n,k™M). A

Kt '] ) XyXd4, ., YxXh) )-ey
J: M y*eV “*NK) 1 *\/*<0 a
Osszetett Tuggvényt egyszerlU szuperpoziciodnak
nevezziuk. (A f = esetben nem akarénk kilénb-
séget tenni és Y kozott.) A "'focft”
kifejezést 1gy olvassuk: " ~ kor i,MN".

Definicidé: Tekintsik a nem feltétlenul diszjunkt
X" {xt.*7T"3) YH " r-Ak}, ee¢)
argumentum-halmazok felett értelmezett

*T(*ir-» >

fuggveényrend szelt. Képezzik a

*vW/

O0sszetett fTuggvényt; azt mondjuk, hogy a fT*
szuperpoziciot ~ Tuggvénybdl az

x1ls="1,,e,Fxn! = ~ n helyettesitéssel allitot-
tuk el6. (Itt megengedjuk a ~ flggvénye-

ket 1s minden 1, J parra.)
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Megjegyzések: pe/ Nem TO0g félreértést okozni, hogy az
Osszetett fTluggvényt és a miveletet egy-
arant szuperpozicionak nevezzuk.

2./ Bar a szuperpoziciot és az egyszeru
szuperpoziciot egymastol fuggetlenil
definiadltuk, latni fogjuk, hogy a "Ch"
mivelet "kommutativ'" és asszociativ,
ezért az el6bbi az utdébbibol adodik:

0 :_O.il_ = 01()2 On

>

3*/ Tulajdonképpen () a (2) fuggvényrend-
szer fTeletti szuperpozicios formulat
ertelmezi, pontosabban a rekurziv de-
finicio:

a. / (@ elemeil szuperpozicios fFormulak

b./ ha ~ ,"2» formulak, akkor
@B) iIs az

c./ a./ és b./-vel minden formula eld-
allithato.

Azonban a szuperpozicids vonatkozasok szempontjabol nincs
jelentés szerepe a formulaknak, mert csak adott formula
altal reprezentalt fluggvények ekvivalenciajat értelmezo
ekvivalencia-relaciot definitalunk a formulak halmazan.



Ismétlés nélkuli szuperpozicid: (3)-ban a , --- @
bels6 fuggvények Y1, ..., Y~ argumentum-halmazai paronként
diszjunktak, tovabba, nem tartalmazzak a ~ Tfluggvény

egyetlen nem-helyettesitett valtozojat sem.

Definiciot A F(xItf ..., x ) fuggvény X argumentum-hal-

mazanak egy X'—X0..y
részhalmaza szeparalhaté (~-re nézve), ha
létezik N isméetlés

nélkill egyszerld szuperpozicids reprezentacio.

Az {xXJ1)-"y ] £*V *y*I8 egy- és n-elemii rész-
halmazok nyilvanvalééin minden "Ox<y *—~yfiggvényre
szeparalhatok. A szeparalhatosag vizsgalata az optimalis
technikair realizalhatésag szempontjabol is jelentdséggel
bir.

A szuperpozicid bevezetésénél megjegyeztik, hogy ez a mi-
velet *kommutativI és asszociativ; ennek pontos jelentését
az alabbiakban fogjuk megadni. Az i1déz6jel azt jelzi, hogy

nem a tipusu, hanem az operatorok kozotti kom-
mutativitasréol van szd. Legyen x egy argumentuma If -nek
(de -nek nem) és x’ egy argumentuma Ff"-nek (de < "-nek

nem); ekkor nyilvanvaloan fennall a kovetkez$6 azonossag
QOX es OI jelentése azonos):

Hasonldéan, ha x* és x*” argumentuma Y -nek (de if * és
<’ -nek nem), a kovetkez6 azonossag i1gaz:

E
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A X és xx azonossag rendre az egyszerd szuperpozicio
asszociativitas i1lletve kommutatlvitas torvénye. A XX

azonossag alapjan valdéban lathatdé, hogy egyszerd szuper-
pozicidk egymasutanjaként adédik a (3) szuperpozicib:

(--- ((M Ne )o}l'y)ohi,= )
Al 7\

ahol 0 = 0NO" eee O™ (Ha teljesul az (1 J
Tfeltétel))

Ez utdbbi oOsszefiggés, valamint x és xx i1smételt alkalma-
zasanak eredménye a kovetkez6

1.6. Tetel? Az isméetlés néelkilt szuperpoziciOo asszociativ,

azaz a . y/4
ft, ooy % ~--V tv; ""v

fuggvények ismétlés nélkuli szuperpoziciojara fennall:

A bizonyitas az eld6bbiek alapjan minden nehézség neélkil

rekonstrualhatd, ezért nem részletezziuk.

Megkilonboztetett fTigyelmet érdemelnek az u.n. "jobb-zaro-
jeles standard formaju™ vagy regualis szuperpozicidk, mert
ez esetben nem lényeges, hogy a szuperpozicido ismétlés-
nélkili-e vagy sem. Algebrail szempontbdl egyik legfonto-
sabb kérdées a algebrail rendszer strukturalis
vizsgalata, tehat pl. a reszrendszerek
jellemzése. Minthogy azonban f7” nem valamely rogzitett
{0 *"v valtozé-halmazon értelmezett figgvények hal-
maza, tetsz6leges véges szamu valtozotol fTiuggd
fluggvényeket tartalmaz.



Hiszen

fuggvény k-adik hatvanyat is tartalmazza (barmely kK ™~ 1
egész szamra), amelyet a kovetkezOképpen definialunk
rekurzidoval:

© T}

Tehat a ~ fuggvény ™ valtoz6é, s igy la In>4-

A funkcionalis teljesség vizsgalatanal megadunk olyan két-
valtozdés fuggvényt, amelybdl szuperpoziciéval generalhatd
[ . Ezért helyett (N, I * részhalmazokat célszerd

vizsgalni.

Definicié: A jT*] fuggvény-osztalyt (') halmaz lezAarasa-
nak nevezzuk, ha T S.]j7[J és barmely » PO
esetén (Vo;fH)ée[P'J ; ahol f —fix,,. 7 o *VXW).

Definicié: A [ fidggvény-osztadlyt funkcionalisan zartnak
nevezzuk, ha [r]=r" . A T *&r* osztalyt funkcionalisan

teljesnek nevezziuk a fl zart osztalyban, ha fr J -r.'

A definicid kovetkezménye a lezarasi operacio aldbbi keét

tulajdonsaga (TlF'ér)!
a./ 7] - H

b./ ha rfen*akkor [r1] — J*
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Definicio: A TI'I Tluggvény-—rendszert; P zart osztaly

r

teljes ™ -ben, és egyetlen [”bl" valdédi rész-rendszer

sem teljes [ -ben.

H ) o
A 1 Dbazis-rendszer lehet véges halmaz vagy megszamlal-
haté szémossagu.

Definici6é: P kvaziteljes rendszer P -ben, ha I* nem
teljes [I™ -ben, de barmely 7~él'~l1'1 flggvényre 1igaz,
hogy teljes, azaz .

-
A definiciobol kovetkezik, hogy a P -ben kvaziteljes
rendszer zart rendszer.

Nevezzik a Y6l fiuggvény k& rendjének azon valtozdinak
szamat, melyektdl ténylegesen flgg. Legyen V' véges
bazis a [ 1 zart osztaJdyban. Véges halmaz rendjén a
maximalis rendld elemének rendjét értve

a [l véges bazisu zart osztaly rendjének definicidja:
UL(P)= miniénl , azaz ['1 véges bazisai kozual a mini-
malis rendd rendje.

Példak: Tekintsunk most egy-egy peldat az egyes fTogalmakra.
Az 1.1. lemmadban i1ndukcidval definialt egyvaltozoés
fluggvény a P O egy-elemi halmaz feletti k-szor
ismételt szuperpozicidval adodik, s igy ez (ebben a spe-
ciadlis esetben, ahol n=l) egyben példa a S”(i,0

fluggvény k-adik hatvanyara is. A lezarasa tehat

[11:: feW/ = 5Tt .oj= Tt;
J f(*4 ( °1J

L
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Ezért a rh) TfTluggvényosztaly zart, tovabba teljes
-ben és P~ nyilvanvaldéan bazisa is Pg-nek, mert
egy elemlG. Ha m paros, [52&i2)J nem teljes é€s nem 1is

kvaziteljes F#-ben, [{js(X2)j] azonban mar kvazitelj es.

Ugyanis nem teljes, mert a alaku fuggvéenyeket

nem allitja eld, masrészt barmely alaku fugg-

vényt eldallit, és ezért

r,(/F={é-(x ,re+0 o™ 1x, *»-z£)}

barmely J (*t21+0 £ elemre.

A kovetkez6 két példara kés6bb i1s fogunk hivatkozni, ezért
sorszamozzuk.

1. Példa; Legyen ~Iw,0— I P, VIt Mye )
ahol N M)c M1
jelentOze: b

Nyilvanvalé, hogy az M*halmazt megtarto fuggvé-
nyek T q osztalya zart.

I1. Példai Legyen M = (14z m-1) az
M halmaznak egy (D-vel jelolt) particigja
(azaz, paronként elem-idegen, valododi részhal-
mazok egyesitésekent allitjuk elé M-et.)

A D partidodra nézve ekvivalenseknek mondjuk az
bl és B szamokat: e&”™fi (mod D), ha << és /3
azonos reszhalmazba, pl. M*"-be esik. n-esek
ekvivalencigja: &~ 4 (mod {<€J«

Konnyen lathaté, hogy a D particidot megtarto flbeli

Sgv VEff ] *r, " («Wd) ) ) ™) @&d))]”
halmaza zart osztalyt képez.
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1.4* Fuggveny-rendszerek homomorfizmusa, dualitas.

1.4.1.

Homomorfizmus*

Legyen |ST é r~r a természetes
szamokkal i1ndexelt x, i1lletve y fTluggetlen val-
toz6k halmazan értelmezett fluggvények egy-egy
halmaza. A rx>r* leképezést homomorT
leképezésnek nevezzik, ha az x" y— yN
G =1,2, ...) megfeleltetés esetén minden
N elemhez pontosan egy

elemet rendel hozza, amely-

re teljesul az alabbi két feltétel:

() BvX0o — A~ n%...J]X) r

(i1) Legyen a NN megfelelgje
y

vagy eil P/, J=1.2»ee™N.

Ez esetben T (f<(.. £~ a

fuggvénynek megfeleltetett filggvény.

Ha a [X=>ITY homomorfizmussal egy-
idejlleg létezik egy T homomorfizmus
1Is, akkor r ~ r 1zomorFfizmusrol

beszélilnk.
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Megjegyzés; A homomorfizmus mivelettartd jellege jobban
kidomborodik a feltételek formalis leitrasanal.
X,*= [Xi/V-wW-_"j /
jeloléssel
©O) ><Ko(%r v~)é rs

GD@UX*9F j 7T * i o eee%)erylo(

=> rsSw o0--A)MMo(%

Példairi Tekintsik az L= {<V, 2 .-v /-4 halmazt megtarto
fluggvények TL Q osztalyat. Feleltessuk meg minden
fluggvénynek azt a Y(4i, *-yY*)
fuggvényt, amelyre teljestul, hogy ~cért” esetén
= *f(si0 } 8 o2 MUbnMN halmazon nem definialjuk.
Nyilvanvaldé, hogy Y £A ; ahol A -—
az N —értékd logika fuggvényeinek halmaza, azaz

VL = (4>]|F;

Megmutatjuk, hogy a Tuo-— leképezés homomorfizmus.
Az (1) Teltétel nyilvanvaloan teljesil, ezért elegendd (i)
teljesulését bizonyitani.

Jelolje a FOV ee %)/ Y/— J& \<>-beli
fuggvények A -beli megfeleldjét rendre %

A definicidbol kovetkezb6en argumentumban L-re szoritkozva
es Ne3*t -re 8 minthogy TLJO zart, igy
N eTH,i? (egyetlen) A -beli megfeleldje

VoCfo-vf*), mer”™ erre t8ljesil a
egyenlGség L—-re szoritkozva*

A péeldadban szereplé homomorfizmus igen fontos specialis

esete az L=M automorfizmus, amelyre tehat
Ezzel foglalkozunk az itt kovetkez6, dualitasrol szolo

részben.
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Dualitas. /

Legyen TOO é egy m-kulonboz6é értéket felvevs
(1-valtozos) fTuggvény, azaz az M halmazon értelmezett
permutacié, inverzét jelolje TT™(X) . Nyilvanval6, hogy

az m-edrendlu szimmetrikus félcsoport és f] j
az m-edrendi szimmetrikus csoport, ha

N 1I="T[x IHfyé (o 1RXI felvesz m kulonboz6 értéket)

Definicio! A X)) e T/ fluggvénynek a permu-
taciora nézve dualis fuggvénye (A4 -dual fuggvénye)
a IB* fuggvényt

A definiciébol adodikt Nhp-~ m=f azaz
ATOm ~ f jJ barmely es permutacido esetén.
Példak: (@) = ¢ konstans fuggvény T -dual fuggvényet
(b) = X =3 (x,0) fluggvény —-dualja:

©) j.ix@®),TP-dualja,

ha  TI=53cx,0 :

ha TeJoidr;: Ss%"-=JS(X, *«-1,) (Ut te(xj=y~
@™ 1 rpasR) = 1(KD).

Belatasa: J* fai*)/ TOU2j-
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A [I''cl’ halmaz M'-dual halmazanak definicidja:
r*-"~jJyYy i1r=<”n rj.

. s m = , 1 -
P* 6ndualis halmaz 7I -re hézve, ha [ ==P/3 ez természe
tesen nem azonos a T -re nézve Ondualis fluggvéenyek

S,diflféert

halmazaval .Ez utébbival késb6bb részletesen fogunk foglal-
kozni. A kovetkez6 példa azt i1s tanusitja, hogy adott
W-re nézve tobb ondualis halmaz is létezhet, s természe-
tesen ezek egyesitése 1i1s ondualis (ugyanazon 1 -re.)
Nyilvanvalé, hogy T
Tt - -V-
Példak: (@ Az el6z6 példaban szereplé 70 -30W permuta-
ciora nézve oOndualis a kovetkez6 két halmaz:

(b) Tetsz6leges T -re Tr=i -

A Tr-dual operacidok egymasutan! alkalmazasara vonatkozik
a kovetkez6:

1.2. Lemma: Legyen a Tdty és R(Y permutacidk szuperpozi

cigjat
FéepP T -dualjat <f™(fh) T
Szavaikban: Barmely P X —dual janak

-dualja megegyezik ~ -nek a Tjo|lT
szuperpoziciodora vonatkozo dualjaval.

Megjegyzeés: o/E(y= T
ahol permutacid-szorzast jelol.
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Bizonyitast
f = wMOW, = njvif" °f° " "W/ >V T<a =

= W'o faMo@ 7/ .. WIKW)
Az atalakitasok kozben a szuperpozicid asszociativitasat
€s a permutaciod-szorzat inverz-képezési szabalyat hasz-
naltuk fel. N

Kovetkezmény! Tetsz6leges [*éP esetén az r-szer iteralt

"M-dualt " -el jelolve, =(f pontosan akkor igaz,
ha r tobbszordose 7I' (csoportelméleti értelemben vett)
rendjének.

A kovetkezmény allitasa tulajdonképpen ismert csoportel-
méleti tény atfogalmazasa. A tovabbiakban legyen TIPy
tetsz6leges, rogzitett permutacio.

A kovetkez6 lemma allitasail is konnyen leolvashaték a

-y = s

7r-dual fuggvény definicidojabol, ezért bizonyitas nélkil
k6zoljuk.

1.3» Lemmat Legyen e XN)E / és a T -dualjat
jelolje tfi~ferl). Igazak a kovetkez6é allitasok:
(1) Ha nem veszi fTel a k», k%y eee k™ értékeket, akkor
sem veszi fel a megfeleld KA(ki)
ertékeket?
(@ Ha YO )—@® ) akkor "Cg™j > ahol
a y*uj '£ -Ifin---fa)! J

(3 Ha ~ az Ag M* halmazon paronként kilonb6z6 értéket
vesz fTel, akkor ugyanilyen tulajdonsagu a megfe-

1eld - 1é r') r-kK)),e£7,-
halmazon.

fi



Most kovetkezd tétel a dualitas alaptételének tekinthetd.

1.7. Tétel; Ha a
~"2N20 > - Y -y X/e* _,,
fluggvények szuperpozicidja, akkor a —PX5)

T -dual fuggvény a megfeleld
eey *"0; V)QQJ %(*?O '*y*flf>J #

T -dual TFTuggvényekb6l ugyanazon algoritmussal el6-
allithatd szuperpozicioval adodik.

Bizonyitasi Nyilvanvald, hogy elegendé a tételt a szuper-

-y = s

pozici6é definicidjanal megadott (B) elemi (nem iteralt)
szuperpozicid esetére bizonyitani; i1nnen mar az altalanos
eset (az iteracio-szamra vonatkozo indukcidval) adodik.

Legyen

ez esetben (az asszociativitas kovetkeztében helyenkéent
a zarojeleket elhagyva)t

f% r . X) =T 1XoYcr,r .yZjo (UIf),-aVLI3) —

= r*y «%%,-n) o(y T .t e N

=TTfy 0YOQ ..J M&EGolr 2 ry
. oy 0 (W—f m)o[Y*.-y K1J

Kovetkezmények: 1./ Ha Nbl funkcionalisan zart osztaly,

akkor [~ 1s az.

2./ Ha P/ rendszer zart és P7 teljes | -ben, akkor
r is teljes [* -ben.

3./ Ha "~ akkor p™rc /,"7r relacid is igaz.



_ 42 -

2. NEHINY FUNKCIONALISAN TELJES RENDSZER €S A FUNKCIONALIS
TELJESSEG ALAPTETELE

Ebben a részben néhany - onmagdban is érdekes -
funkcionalisan teljes rendszert adunk meg; ezek
jelentlés szerephez jutnak az altalanos teljességi
kritériumok targyalasanal. (Ha az ellenkezdjét
nem hangsulyozzuk, funkcionalis teljességen min-
digaT rendszerbeli funkcionalis teljességet
ertjuk.)

Mindenek elétt bebizonyitjuk, hogy érvényes a
kovetkezb

2.1. Lemma: A KEtvaltozos fiiggvenyek halmaza tel-
Jes, azaz  [if]—P.

Bizonyitas; A valtozok szamara vonatkozo induk-
cioval bizonyltjuk, hogy barmely

n-valtozés Tfluggvényre igaz: M éfi]] .
Az allitas n=0,1,2-re igaz: n"™2-re

Az i1ndukcios fTeltevés szerint n-l-re i1gaz az al-
litdas, azaz barmely 1£M esetén 4

Az 1ndukcios l1épés bizonyitasahoz azt kell kimu-
tatni, hogy T @Ay *=v Xh>> szuperpozicioval elo-
allithato Mv -en. Ez azonban i1gaz, mert:

() Z2XyXt)--v *n) = xXaMj =
g % Jy KN4 X,).
Ez az elbéallithatodsag M) kommutativ és

asszociativ voltabol kovetkezik: PREI=12¢

A0 W, ® a;.
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D O =a]g Ebkent (i)

Qaytyii) o
fuggvényekbl  UCXuXr'~;Xm) 1Igy allithaté élét

=a X(y«“yA M (3)
Ez az egyenl@ség trivialisan adodik: x.=j (GEM) esetén
mindkét ©°ldal a 'Pg/fo; e'|X*") értéket veszi fel.
Kovetkezmény:
Ha M2c[plakkoE IPj-P, vagy masként fogalmazvai

(A bizonyitas alap-otletét [lo]-b6l vettik at*)

Megjegyezzik, hogy a lemma bizonyittasaban szerepld gondo-
latmenet ismétlésével, az indukcidé kezdblépésekéent n=0-t
Irva, adoédik a kovetkez6 tétel bizonyitasa (az (@) rész
az i1rodalomban nem szerepel):

2.1. Tétel: A Tl o,
rendszer funkcionalisan teljes.

() A

teljes rendszer.

A tételben az m szamiu konstans a konstans fluggvényeket je-
1611, az m szamu ynw™(x,y) Tluggvény szerepe pedig az i1gazsag-
fuggveények vizsgalatabdol ismert.*jelenléti fTluggvény ™ sze-
repéhez hasonldé. Tovabba, a (3) 0Osszefiggés az A. kifejtési
tétel 1. kovetkezményének altalanositasa m™t 2 esetre.
yn™(x,y) az X°* altalanositasanak is tekinthetd.)
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A (b) rész allitadsa az alabbi nyilvanvalo azonossag kovet-
kezménye :

A;(Xi,V-vV — (2)
A

A kifejtési tétel altaldnositasa i1s megadhaté (3 alapjan
(tovadbba, ennek kovetkezményeként a diszjunktiv normal-

formaval vald eldallitas), azonban ezt nem fogjuk felhasz-
nalni, s ezért bonyolultsaga miatt explicite nem adjuk meg.

2.2. Tetelt A r = Jjiy0j teljes rend-

szer.

Bizonyitasi A [ halmazon generaljuk 1 -et, s ezzel az

el6z6 tételre vezetjuk vissza. Nyilvanvalo, hogy
M*TWiDj—j 8-7)) =/**>—<,

s ebbdl alkalmazadsaval adodnak a konstans-flugg-

vények. ( ~ 5 lattuk.)

Tovabba U>(X) = 5, (3*~*/°n

mert MiU =bwar{o"™r, ,
es XU=" esetén

Ugyanis, ha X-"£ fix N akkor c<—/M

értékre = />4) és igy valdban:

NEI R VAR
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Végul a 5,XIg)F= XND= Mr)°H KV °(bl*,),%,b)) el0-
allitasban szerepld NoWANADBOV Fuggvényt kell generalni a
B halmazon (esetleg felhasznalva a mar eldallitott

fuggvényeket.) Azonban értékadassal konnyen ellendrizhetd,
hogy azonosan 1gaz:

E&>)) o 4

Kovetkezmények! 1./ A px, ~

egyarant teljes rendszerek, ha
(m,k)=1, (azaz, ha m és kK relativ
primek.)

2./ {3}(UV*)»0} teljes rendszer
(m-Sheffer fuggvény).

Az 1./ elemi szamelméleti tény kovetkezménye, a 2./ pedig

abb6l kovetkezik, hogy Y(*<,"0
jeloléssel

(indukcioéval bizonyithatd), és ezért J ;
tovabba a tétel bizonyitasadban leirt médon

3,ty fr-/, wf)

A kovetkez6 teljes rendszer megadasa eldtt bebizonyitjuk
az alabbi lemmat, aunelyet a tétel bizonyitasahoz fogunk
felhasznalni. A lemmaban és a kovetkezé tételben a +, -
jelek a szokasos aritmetikair miveleti jelek.
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2.2. Lemmas Legyen 02i<m-1 esetén f*X)=viYnC'4" KI-*'#)
S 4 Uo413s

ahol [X] az A szam egész részéet jeloli:
Tfeltételt kielégitd egész szam. lgazak a kovetkezé alli-

tasok:

a./ ww.W=50("")h =

b. /7 ha létezik pozitiv egész c, amelyre | (-0 j

akkor (. ( * » A\ *)+*< ) ;

c. / ha nem létezik ilyen c, arra az esetre az uJit¥)
fuggvények rekurzive eléallithatok j<i indexd Ul[X]

fuggvéenyekbdl.
Bizonyitas: Definialjuk rekurziv médon a segeédfiugg-
vényt :
%X, Y)=JA$0«)) i Vv * fi)

iI-re vonatkozdé i1ndukciodéval bizonyltjuk, hogy
fiK,4)s= ,
Az allitas i1=l-re a definicid szerint i1gaz, és az i1ndukcios
feltevés alapjan i1-re is 1gaz. Ezért
Unfat 0 - LY)+hiKiy =n~("a,
/Ay ( Imert, ha -Y~X;
akkor nyilvanvalo, ha viszont y> m-1-x, akkor

min (y,i(m-1-x)) + min (y,m-1-x) = min (m-l+y-x, (i+1)(m-1-Xj
alapjan

o) = mM(R, i1 -2 IV -*)) =1
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- - a i, | f * h N Ay >
Specialisan i=m-l-re kapjuk: Y] 0 ha §(<’\ém—1 : s
a
JI-(x,5> ;k {oii£*-0 (P
[ r . \ f/M—4—Y| a XN and

definiciodval
N  F C/bl-4 ha
a. / Lathatdé, hogy y=m-1 specialis esetben "(x;mmY="(X*
és i1gy valdban Ww,HM — N~/ X,

és nyilvanvaléan ~ (; - o\, /Io(xa

b./ Jeloljuk az ~r—  hanyadost c-vel;

ahonnan i (M-1)-

c “ /M/I-A 7
(1tt O<fi<an-1 feltevés kovetkeztében ONC< M-4
racionalis szam.) Ezért 1= [J-C

s egyenldség csak c egész értékeire all.
)

s egyenldség pontosan akkor teljesil, ha c egész szam
(d(m-1)-1 szamu 1 értékre lesz c egész, ahol d(h) a h
osztdinak szédma.) Ez esetben a

~0d & (*-*; -1liMi™M+w-1))

fuggvényrol belatjuk, hogy (1) —m-1 és x \ | esetén

O. Ugyanis
\&=m)u”™ ACm ,MFfyi,,1D-J20z3, = <»AM
= :VY)_‘_]
és Xi-re N (xJ4=X,

mert kiulonben

X<AN esetén T . N=X< *= 1

N N= > =
X>1 esetén _NErX>X
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adodik, B ez lehetetlen, mert monoton csokkend, mint
az a definiciobhol kozvetlenul lathato.

c./ Ha c nem egész, a megfeleld 1 értékekre
minthogy i=l-re r=0 és LOM -et mar eldéallitottuk, az

allitast i1-re vonatkozd i1ndukcidval bizonyltjuk. Feltéve,
hogy r< i-re az cor(X) figgvényt mar elballitottuk, azt

allitjuk, hogy
« ;W

Ugyanis Or{r)= K&
esetén =Ty mert egyenldség esetén

I>r= mAn (w -t,II,*_<_ Ck,’*llo—*'-*))

egyenléségb6l- minthogy itt m-I>r— i = x ellentmondas
adodik.

Tehat valdban AN 1 ha

25 Tétel: A T<a=~r_2, 30w, bri<+m-$

rendszer teljes.

I. Bizonyitas; Azt fogjuk megmutatni, hogy generalhato a
2.1.b. tételben szereplé T rendszer, amely teljes.
Felhasznalva 3

) naX*h
LXfXrHH'bB. * i >x*-

azonossagot, kapjuk:

Xx-*"Cm -4
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s ebb6l a mar i1smert modon adodik? = *2

A konstansok szarmaztatasa:

VRB.J = T-bl<?™~r)=x"

yjfeity— CnA *i~% +N-a~*Neo (N-</XM={2+1| ha
I ha
ezért %(t{)=2, ..) %(t,%)=»4,be4)-m-4-1»-0-0.

Végul LOIt*) szarmaztatasat eredményezi a 2.2. lemma alli-
tasa, mert a fuggvények rekurziv szarmaztatasa
% (V*) -vei igy fejezhetd Kkis

XY & W-*+<*w)= (X,KOOm= A
Megjegyzés: m>2 esetén {jOMj flfa/Az)} rendszer nem teljes
(bar m=2 esetben a megfeleld £xt rendszer teljes),
mert az /bHij halmazt megtartja, azaz

[{W Ptfo,**)}] "TMO<=r,

hiszen nem allit eld egyetlen olyan fluggvényt sem,
amely pl. az x=0 helyen ‘0 értéket vesz fel.

Lényegesen egyszeribb és rovidebb bizonyitast adott a 2.3»
tételre V.I. KLevacsev 1970-ben. £4Ya] e Ez adta az otletet

az alabbi bizonyitadshoz, amely még ez utdbbinal i1s roévidebb.

Il. Bizonyitas: KLevacsev bizonyitasahoz hasonldan a 2.2.
tételben szereplé T2 teljes rendszert fogjuk generalni.

A 5¢(% (M X 2) jeloléssel legyen

fz(w-z; X)J= ) fB,n-z) IJ*irjx) j

fuj** — %(b &a{*Ne>))
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A 3. tabladzat szerinti eset-szétvalasztassal koénnyen ellen-
6rizhet6, hogy i1=2,3»eee m-1 értékekre

" M -ha x*w-"
és ezért a 5-(H0 fuggvény eldallitasa:
. ha
1 J N= { BN
ha
Végul 5200,>Y mint az 1. bizony!-
tasban.
3. tablazat
X =m-1 -8 0] m-1
X = m-1 0 1 m-2
Kovetkezmények: 1./ £m-1, teljes rendszer,

ha ( , m-1) = 1 (relativ prim.)

2./ 1*,30(X), teljes rendszer,
ha & m-1) = 1.

3./ [S-C>V*.))| VXCXOA)} teljes rendszer,
ha (<, m-1) =1

4-/ £1, N~ JO(Xz))Jd teljes rendszer,
3.7/ {éM/Xr)/ teljes rendszer,
ahol ha X,-Xr

ha XF Xze

Természetesen az 1./ - 3»/ rendszerek dudlisail i1s teljes
rendszerek.



A Tunkcionalisan teljes Tflggvény-rendszerek Jellemzését

m=2 esetén E.Post adta meg 1921-ben plj . A tétel alta-
lunk (a késGbbiekben) ko6zolt fogalmazasa Sz.V. Jablonsz-
kij-tél szarmazik [65] » és a bizonyitast ebben az egy-
szer(i formaban A.V. Kuznyecov kozolte. Az m> 3 esetben
ma sem Ismeretes a funkcionalisan teljes rendszerek Post
altal megadotthoz hasonldo Jellemzése, azaz, nem ismeretes
a zart osztalyok olyan legkisebb rendszere, amelyre igaz
lenne, hogy az adott fluggvényrendszer teljes, ha e zart
osztalyok egyikének sem részhalmaza. (Az m = 3 esetre
JablonszkiJ adta meg a 18 zart rendszert, amely Jellemzi
a funkcionalisan teljes 3“értékii fuggvényeket - kandida-
tusi disszertacidjaban, 1953-ban} lasd [D -

Bar gyakorlati konstrukcidra lehetOséget ado Jellemzés
nem iIsmeretes, A.V.Kuznyecov megmutatta, hogy ilyen zart
osztalyok rendszere minden m értékre létezik. A tétel
pontos megfogalmazasa eldtt bebizonyitjuk, hogy 1igaz a
kovetkezb

2.4. Tetel; Barmely funkciondlisan teljes rendszernek
van olyan teljes rész-rendszere, amely véges.

Bizonyitas: Tekintsiuk az adott teljes rendszerben a
53@.C*I/x) /"0 fuggvény eldallitasat - (a teljesség
miatt I barmely eleme szuperpozicidval generalhatd,
1Igy e Sheffer-fiuggvény is.) Minthogy azonban

T'b) 14)} teljes rendszer, a szuperpozicios elo-
allitasaban szerepld fluggvények halmaza i1s teljes, s az

véges halmaz. A
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Jelolje Vi az pJ valtozé-halmazon értelmezett

azon 4G s> £r fluggvények halmazat, amelyekre tel-

jesul:

@ ha i 1Y) EANEATEE. akkor Y%p)] -mj ARAN
ahol LU) a index-halmazon értelmezett tetsz6-

leges permutacio

(b> fwW(VvV--,V=yv

Definici6é: A Y J**) E D% megtartja az halmazt,
ha eseteéen

-H) X5) J e RTA)N *
Most mar kimondhatjuk a funkciondlis teljesség alaptételét:

2.5« Tétel (Kuznyecov): Megadhaté zart osztalyok olyan

"Xij.x., *X$ rendszere, amelyekre 1 ™ jJ esetén U <™Xj
es J[ c rendszer akkor és csak akkor funkcionalisan
teljes, ha a (i=1,2,...,s) halmazok egyike sem
ures.
Bizonyitas: Jeldlje a fuggetlen valtozok
halmazain értelmezett kétvaltozds fTuggvények hal-
mazat, és legyen a 0sszes olyan

valddi részhalmazanak (véges) sorozata, amelyek teljesitik
az alabbir ket feltételt (i1=1,2,=.. 1 -re):

@ { %t w =x,4 N\VD

@) (\ounriXin(\2 tures halmaz.



Az {fi(y 'Oil sorozatot uUgy konstrualhatjuk, hogy a

halmaz (1)-nek eleget tevO részhalmazair lezarasat
képezve, kiszlrjuk az (@ai1) fTeltételt nem teljesitd részhal-
mazokat. (Trivialisan: £<2™™ g )

Legyen Xl<= r az Uti halmazt megtarté figgvények halma-
za. X; nyilvanvalodoan zart osztaly, de nem teljes, mert
csak HU részhalmazba vezetd flggvényeket tartalmaz.

(Az VIl valédi részhalmaz nem lehet teljes az (ii) fel-
tétel miatt.) Elhagyva a o e halmaz-sorozatbhol
azokat az elemeket, amelyek valamely megmaradd osztalyban
benne vannak, a vegul megmaradd rendszert (amelyre telje-
sul, hogy i1%jJ esetén jelolje X/ - e < Azt
allitjuk, hogy erre a rendszerre igaz a tétel allitasa.

A fTeltetel szikségessége nyilvénva!é, mert X N X*

esetén - lattuk -  [X\A- [XI]) Sﬁrmtelé%es,

tehat pxi.tr:

Elégségesség. Legyen olyan rendszer, amelyre a
halmazok egyike sem lUres, s jeldolje X lezarasat
y*t [« Elegendd tel jességét megmutatni. Legyen
Vi-= és _ Nyilvanvalé, hogy

y* az {4 halmazt megtarté figgvények osztalya, és Vt
tartalmazza az 6sszes 2-valtozos fuggvényt (s ezért teljes
rendszer.) Ugyanis ellenkez6 esetben es ezeért

se* ellentmond annak, hogy
nem dres. N

Megjegyzés > A X/J-""Xy rendszerekre adott konstrukcid mar
a legkisebb érdekes esetre (m=4) sem gyakorlatilag kivitelez-

het6 algoritmushoz vezet.
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5> TELJESSEGI KRITERIUMOK

3.1. Teljesség I -ban.

Ebben a részben bizonyitas nélkil megadunk ket
lemmat és eqgy ezekre épuld teljességi Kkritériumot.
Minthogy ezek TfTeltételezik az egyvaltozés flugg-
vények generalhatésagat, 1/ generatdr-rendszerei-
vel kulon kell foglalkoznunk (ez a leképezés-fél-
csoportok elméletébbl i1smert eredmények atfogalma-
zadsat jelenti.) - ha gyakorlatilag hasznalhato
kritériumot akarunk kapni.

Definiciol Nevezzik a -y XWe:F
fuggvenyt AM-tulajdonsagunak, ha téenylegesen fTlgg

egynél tobb valtozotol és felvesz />2 szamu
ertéket.

A kovetkez6 lemma a binaris és a tobbértéku flugg-
vények kozott i1s kapcsolatot teremt, és megszam-
lalhatéan végtelen M alaphalmaz esetén is érvé-

nyes.
3.1. Alaplemma; Ha AN-tulajdonsagu,
akkor megadhatdk olyan M halmazok (i=1,2,...n),
amelyekre |WM"2 ééf&z X X ..* x Mn halmaz

elemein legalabb harom kulonbd6zé értéket vesz fel.

(A bizonyitads eset-szétvalasztassal torténik:
lasd [65].) I
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A bizonyitasbo6l az is leolvashatdé, hogy i1gaz az

d*+nKovetkezmépny : Ha tulajdonsagu, akkor talal-
hatok olyan M.cM halmazok (=1,2,... ,n), amelyekre

es™az X M2 X e.e x M halmaz elemein £ szamu
értéket vesz fel,

2. Kovetkezmény: Ha fTé Afl-tulajdonsagu, akkor (mint
az 1. kovetkezménybd6l adodik) talalhatdk olyan M-beli
ax -y szamok, hogyn az X(M~" (<}

Descartes-szorzat elemein y TfTelvesz m kulénb6zbd értéket.
Ezért a f; ~ = 55(ij(t*;,4),X)

jeloléssel a fi*, msv~ ey
fuggvény m kulénb6z6 értéeket vesz fel maxix.T™m-2 esetén.
o i LN
Vezessuk be a kovetkez6 jelolést:
AX,n)=Pcx,>1 haes*“iw«-1 (n m

1 tetszb6leges, ha

3.2. Lemma: m=s3-ra teljes az olyan P-beli flggvény-rendszer,

amely tartalmazza az O0sszes egyvaltozoés fluggvényt, a
fluggvényeket és egy olyan F

fuggvényt, amely ténylegesen fugg n>*1 szamu valtozotol

eés m kulonb6z6 ertéket vesz fel.

Bizonyitas: A y~(z, jeloléssel, a
2.1. tételben és az el6z6, 2.1. lemma bizonyitasadban sze-
replé eldéallitashoz hasonldan, barmely olyan

fuggvény, amely az m-1 értéket nem veszi fel, megadhatd a
kovetkez6 szuperpozicioval:

NOXE/A,) ooz *»00 ("O/"NO r 1 ahol

CON)— R M 2)oCILY)) ]
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Az Alaplemma 2. kovetkezménye alapjan - minthogy az egy-

valtozés fluggvények adottak - TfTeltehetjik, hogy az adott

rC(ti) "'yXw)  fuggvény a max £ [*m-2 tartomanyon is fel-
veszil az Osszes, m kulonb6z6 eértéeket. Ezert létezik m ki-
16nb6z6 érték-n-es: ~i=0,1,... , m-1-rej

amelyekre tovabba, a mar eldallitott fugg-
*k*kk*k 1%

venyek Kozott szerepelnek a ﬁ%&dﬁ? J 0%

fuggvények (j =1,2,...,n). Azonban, minthogy

T(a(/e- D xpr £(x@) - 1, (1/,x.;]

ez az egyvaltozos /) fuggvénnyel egyutt a 2.2. té-

telben szereplé P2 teljes rendszert adja.

A most kovetkez6, teljességi kritériumot kimondd tétel
bizonyitasa egyrészt hosszabb az eddigieknél, masrészt

az i1rodalomban szerepldé bizonyitads az m=2 esetre vonatkozo
funkcionalis teljességi alaptéetelt hasznalja fel (amely
Tfelépitésinkben késb6bb szerepel) , ezért csak; vazoljuk a
bizonyitast, (lasd részletesen [651 -ben).

3.1. Tétel: Annak szikséges és elégseges fTeltétele, hogy
egy [ -beli flggvény-rendszer— amely tartalmazza az 6sszes
egyvaltozés, egy értékét kihagyé fuggvényeket — teljes
legyen™az, hogy tartalmazzon egy n>1 szamu valtozotol
ténylegesen fuggdé és m kulonb6z6 éertéeket felvevo

T(Xn ,. XMW £T fuggvényt (w>3),
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Bizonyitas: A szukségesség nyilvanvald, mert egyrészt az
egyvaltozoés fTuggvéenyekb6l szuperpozicioval nem adodnak
tobbvaltozdsak, masrészt az egy értéket kihagyo flggve-

nyekb6l nem generalhatok az m kulonb6z6 ertéket felvevo
fluggvenyek™

Elégségesséqg.

(1) n-d-valtozés fuggvények eldallitasa. Az Alaplemma
2 . kovetkezménye alapjan l1éteznek olyan

szamok/~"t €  ; amelyekre XiXaj«*7x*) az X (M"LC*)
szorzat-halmazon felvesz m kulonb6z6 értéket.

Tetsz6leges tf(X) egyvaltozés fluggvényre a tffy-nek
megfelelé6 fal értékeket RfO — vei
Jelolve, definialjuk az £3)*£($Ne fuggvényeket. (Ezek
kihagyjak az d: értékeket, s ezért adottak.) A
egyvaltozés fuggvény eldallitasa:

&Lent¥)*9' )&
(i1) Ezért - i1smét az Alaplemma 2. kovetkezménye alapjéan

olyan I is eldallithatdé, amely n
valtozotol l1ényegesen fugg é€s az m kulonb6z6 értéket az
( halmazon felveszi. Ezt a megjegyzest Ki-

hasznalva, a bizonyitas m-re vonatkozd indukcidval tor-
ténik. A bizonyitasban lényeges szerepet Jatszik a

/M
X— 4*4

fluggvény.



(@ m=3. Képezve a ~(jcjo Xbihy) Figgvényt,
a fo,lj; halmazon igazsag-fuggvényt értelmez, s ezt
Fryxi - K) -nel jelolve, lathaté, hogy a
£0/ I7 |bjegoTjitD)"YyMI”™ Y3

halmaz megtartja a £0,1"] halmazt, tovabba az m=3
és m=2 értékld fuggveények kozott megfeleltetés léetesit-
het6: O 0
1 <rt1
7 (negalt)—«—» SoiNihO)

F h ~ X ] ot™od,*mxm)

A megfeleltetés .baloldalan 1év6é fuggvények halmazat
H-val jelslve (2 =[0,l, X, F (Xi>*" xn$))a
—>]|JQ h°momorfizmus fennallasa kodvetkeztében
— minthogy H teljes rendszer m=2-re- (lasd késb6bb) -
| €6  3*(&,X2) fuggvények elemei T W -
-nak. Ezért a 3.2. lemma alapjan m=3 esetre a teljes-
séget belattuk.

(o) Indukcioés feltevés: 3£ t m-1 esetén a téetel 1igaz.
Az (@) esethez hasonldan jarva el, az m értékd,
halmazt megtarté egyvaltozés fTluggvények hal-

mazat veir jelolve, legyen TCt -
Most is képezve aK elemeinek megfelelé egyvaltozods
(m-1)-értékd fuggvények halmazat elemeinél az

M NFf-<} halmazra szoritkozunk), fennall az m=3
esetnek megfeleld homomorfizmus és az indukcios fel-
tevés alapjan o a -ben eldall jfow*) 7
és 1gy a 3*2. lemmabol kovetkezik a teljesség m-re 1is.

Megjegyzés: Az m=2 eset teljességi tételét késb6bbre halasz-
tottuk, és ezen kivil a bizonyitads teljessé tételéhez a
3.2. lemma felhasznalhatdosagahoz sziukséges Alapiemma alkal-
mazhatdésagi TfTeltételeinek (A-tulajdonsag) teljesulését nem
részleteztik. Ez azonban csak egyszerl( eset-szétvalasztast
jelentene. (Ebb6l adédik Siupeski [3"] és Kuznyecov (fug-

ez
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getlentul talalt) eredménye:

Kovetkezmény: P, rendszer teljes.
Az eredményt Malcev altalanositotta 1967-ben: [56],

E kovetkezmény hasznalhatosagat erdésen korlatozza az a
tény, hogy az egyvaltozos fluggvények szama (mm) m nodveke-
désével 1gen gyorsan nd6. Ezen azonban segit a leképezés-
Tfél-csoportok elméletébbl i1smert eredmény (8. Piccard),
amely a leképezések (azaz:egyvaltozos m-értéku Tfuggvények)
generatodr-rendszerére vonatkozik.

5.2. A rendszerben teljes rendszerek

5.2. Tétel: ma* 5-ra a P -beli1 egyvaltozés flggvenyek
halmazat generalja a kovetkez6 harom fTlggveény:

[1(X)= X=Y (vFrod W)
(4, ha x=o
b , ha

(ha 0<x~~"-3
w-1, ha X -JY1-2
lwj-Z; ha y  Ne~\

Egy masik generator-rendszert ad a kovetkezd tétel:

5,5. Tétel: m~ 5-ra a [ -beli egyvaltozos fluggvények
halmazat generalja a kovetkez6 m szamu fluggvény:

NO i |, ha K-0
- '{ N ha
0O ha Y-o
Olha

X |ba



Mindkét tétel bizonyitasat visszavezetjuk egy altalanos
tételre, amely az egyvaltozos fuggvények osztalyara kimé
rité valaszt ad a teljesség tekintetében* EI6bb azonban
bebizonyitjuk a kovetkez6 két lemmati

5.5. Lemmat (@) te — 0 « , =) "/9
tetsz6leges [ -beli figgvények, tovabba
4é | pontosan r kulonb6z6 értéket vesz
fel A~ r~ m) akkor a flgg-
vény legfeljebb r kiuldénb6z6 értéket vesz
fel, tovabba, ha ~(x™,...xn) értékeinek
halmaza Z = eee 7zrJ » akkor a

folVi)--m;%) fluggvény értékeinek Zx halmaza-
ra N Z teljesul.

(b) Ha a % Ffuggvények m kiulonb6z6 értéket
vesznek fel és argumentumaik halmazai pa-
ronként diszjunktak, akkor Z* = Z.

Bizonyitas:

(@ Az allitas maaodik részéb6l kovetkezik az
els6; az elsé6t csak azért mondtuk ki, mert
1lyen alakban hasznaljuk fel a lemmat*
Tegyuk fel indirekte, hogy ery Z, azaz
van olyan z:g 6 ZA érték, amelyré zXjap Z*

Legyen
*r
i *
Minthogy }igy gd--) €& minden
£(*eV-V*14) 1"3*] halmazra, i1gy léete-
zik M D bogy
A = £ 6*Ti;-=; I v o oTe o
~e akkor vV es ez ellent-

mondas.



(b) Minthogy (@) alapjan Zz A Z, csak azt kell belatnunk,
hogy ZS Z3, azaz, tetszb6leges z’éZ esetén zlé& Z*.
Minthogy z’éZ, létezik olyan fii) vektor,
amelyre (ph"™y $ tekintsuk azon ~c<I 'yo'}4aD

7 vektorokat, amelyekre fa ~ *j(ag4).-y
(1lyenek léteznek, mert a fuggvények min-
den éertéket felvesznek.) Ekkor azonban a
flggvény az - «i*)) *-y* « / ; - - helyen
a z* értéket veszi fel. |

54-. Lemma: A 3,2 és 3*3 Tételben szerepld 2£/X)Jy
illetve rendszerek generaljak az m kulonb6z6 ér-
téket felvevsb egyvaltozoés fuggvenyek halmazat.

Bizonyitast ytty és fojxj elallithat 6saga a <tip</|>. .~rendszer-
bbb« - J
o @) o i?)0-"" O 2) QM

;= Lj*") oSw_i*{p.
Végul, az m kulonb6z6 ertéeket felvevd Tlggvények

Il rendszerbd6l generalhatésagat indukcioval

mutatjuk megit

m=3-ra az allitads konnyen ellenbrizhetb6, s feltéve, hogy
m-re 1gaz, (az m kulonb6z6 értéket felvevd m-értéekiu egy-
valtozos fuggvények halmazat [1j7-el Jeldlve)!

f,FFHL 1%{0( vV{ ., |I.* ) o ahol

)

Ti- Cx)=cU*> ki%)0
(itt cfift) m+1 értékl fluggvény).

ha
ha
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Az allitas abbdol kovetkezik, hogy 1 es lgy
a fent definialt I'™"-re J
mert konnyen lathatdéan i1NJ-re

Ve

(Tbix;° /T"0 P~

xtt a N

rovid Jelolést alkalmaztuk, N

5.4. Tétel: A f~AW/ V2IV/ VA~ I fFuggvény-rendszer akkor és
csak akkor teljes az egyvaltozés fuggvények osztalyaban,
ha 1 generalja az m kulonb6z6 értéket
felvevé flggvények halmazat és “(XJ pontosan m-1 érté-
ket vesz fel.

Bizonyitas: Szikségesség: Ha nem generalja
az m kulonb6z6 értéket felvevd fTluggvények halmazat, akkor
sem, hiszen ha %UX) szerepel vala-
mely szuperpozicidban, akkor a 3*3* (a).Lemma szerint
(azt sorozatosan alkalmazva) az eredd fuggvény legfeljebb
m-1 értéket vehet fel, és igy nem adédhatnak a [tly,
altal nem generalt m-értéku fluggvények. Ha viszont (X
nem m-1 értéket vesz fel, két esetet kell megkiuldnbdztet-
nunk .

1./ %X m kulonbozé értéket vesz fel és [ify/l
generalja az m kulonb6z6 értéket felvevO flggvények
halmazat; ekkor a 3*3* (b). lemma szerint a
{WitJ/ is ilyen, tehat r<c m szaml értéket
Tfelvevs flggvenyeket nem allit eld.
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kilonb6z6 eértéket vesz fel; ekkor viszont
az m-1 kulonb6z6 értéket felvevd fTuggvények nem adod-
nak szuperpozicidval. @G.3.(a)- lemma).

Elégségesség! ENGszor eldallitjuk az O0sszes pontosan
m-1 kuldénb6z6 értéket felvevd fTuggvényeket, majd iIn-
dukcioval bizonyltjuk minden n-4 ertéket fel-
vevO Tluggveéeny eldallithatésagat.

Jeldlje a ertékhalmazabol hianyzé elemet u,
a kétszer szerepl6t v; ekkor ~00 a kovetkez6-
képpen allithato els! N(X) ) ahol Tj»
m kilonbdzé értéeket felvesz és
X hax”u
T)d{y
haXn “*®
Jelslje 1T9X) azt az (m killonb6z6 értéket felvevd)
fuggvényt, amelyre  mYX)OT(X) =X*
(Azaz a TN inverze). 'Tty szuperpozicios eldéal-
litasa:

Legyen ~N(XJ olyan, m-1 kilonb6z6 értéket felvevd
fuggvény, amelyre a hianyzo elem w, a kétszer szerep-
16: 8

, ="U/
s még

eldallitasat kell megadni.

Azonban ez az eld6allithatésag az 1.3« lemma 1. és 2.
allitasa alapjan biztositva van.

Végul, feltéve, hogy az Osszes, pontosan r+1 kulon-
b6z6 értéket felvevd fTuggvényeket mar eldallitottuk,
az r kulonb6z6 ertéket felvevd fTuggvények generala-
sahoz definialjuk egy fluggvény tipusat.
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A tfX] fuggvény tipusa az (&, ... S\) vektor, ha"faz el6-
forduld k kulonb6z6 értéket rendre s™, s?, eee SN szamu
helyen veszi fel. i/ S$iizNg ~ se=m~"

N\ *ﬂ -

1.3« Lemma alapjan vilagos, hogy egy adott tipusu Ffliggvény-
b6l T-dualként (tehat szuperpozicloval) az 6sszes ilyen

tipusu fluggvény eldall. Viszont egy adott ( »s2***esr)
tipushoz reprezentanst (r+l kiloénb6z6 éertéket felfevld)
(si»s2,.. esr-1,D tipusu ~ (X) fuggvénybsl P(X)CrE(XY
szuperpozicioval kaphatunk, ahol
X, ha x ™ r+l
I =1ir, ha X = r+1

mar el6z6leg eldallitott fluggvény.

Kovetkezmény: A 3.2. és 3*3« tétel igaz, mert ifaw &OO
illetve fluggvény-rendszerek generaljak az m
kilonb6z6 értéket felvevd fTuggvények halmazat. (3.4.Lemma)

Az egyvaltozos fuggvények generalhatosagaval kapcsolatos
Martin egy eredményének altalanositasa, amely
az m-Sheffer fluggvények jellemzését adja. bl

3.5» Tétel: A $X/r- ME [ fuggvény akkor és csak akkor
m-Sheffer fluggvény, ha generalja az egyvaltozos fluggvények
halmazat.

Bizonyitast Nyilvanvald, hogy csak az elégségességet kell

bizonyittani. Ha generalja az egyvaltozos fuggvények hal-
mazat, akkor felvesz m szamu kuldénb6z6 értéket, azonban az
ilyen if1é(d fluggvények m szamu értéket felvevd [?-

beli fuggvényeket nem allitjak eld, tehat » n>l szamu val-
tozotol . fugg ténylegesen.

Ezért a teljességi kritérium alapjan (3.1. tétel) valdban
teljes.
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Zaharov [46]-ban a tétel kovetkez6 élesitéset bizonyitotta!

5.6. Tetel; A figgvény m N L4 esetén akkor és csak
akkor m-Sheffer fluggvény, ha generdlja a legalabb két ér-
téket kihagyd egyvaltozés fiuggvények fi'" halmazat.

A 3ol. tétel elb6bbihez hasonld élesitése i1s szerepel
(m~™ 4-re) pd4-6]-ban, az Am Teltétel tovabbi szigoritasaval,
egyidejileg fil helyett -t véve.

Mas i1ranyu tovabbi szigoritassal adédo szikséges és elég-
séges fTeltétel, valamint a most kovetkez6 kvaziteljes rend-
szerekkel kapcsolatos eredmények talalhatok '™* -ben.
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4. szuperpozicidéra nézve zart fiuggvényosztalyok. kvazi-

TELJES O0SZTALYOK

4.1. Zart fuggvény-osztalyok

Az eddigi vizsgalatokban lényeges szerepet jatszott
az a tény, hogy [ véges bazissal rendelkezik.
(Ezért tudtunk veéges teljes rendszereket megadni.)
Ebben a részben néhany, teljes rendszerekkel kap-
csolatos eredményt altalanositunk véges bazissal
rendelkez6 zart osztalyra, tovabba a kvaziteljes
osztalyok vizsgalataval fToglkozunk. Az m=2 esetre
a zart osztalyok kimeritdé targyalasa talalhato
[671-ben, amely esetben a zart osztalyok véges
bazissal rendelkeznek:. ]2, [67] - Jablonszkij [6"™-
ben azt a sejtést mondta ki, hogy m”~ 3~*ra is min-
den [ -beli zart osztaly rendelkezik véges bazis-
sal - azonban ez hamisnak bizonyult.(” [68Y. A sej-
tés alapja: Jablonszkij m=3 esetre bizonyitotta,
hogy 1gaz,

A végtelen bazissal rendelkezé zart rendszerek fi-
gyelembe -vétele lényegesen bonyolultabbd teszi a
funkcionalis teljesség problémajanak vizsgalatat.
A tovabbiakban a I' szerepét atvevé zart osztalyt
altalaban A fTogja jelolni.

4.1. Tétel! A A zart osztaly akkor és csak akkor
rendelkezik véges bazissal, ha barmely
N,cn,e..eaq-c... A -beli zart osztalyok sorozatara,
amelyre . létezik olyan s, amelyre A=4-
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Bizonyitas* Ha A véees bazisa {",%].-yfk}c.A

van olyan legkisebb index(i As4 amelyre "éAn4

(de : ha r-~s-~. Hasonldéan r~ s-“re van olyan
legkisebb s2, hogy #zéAS * Ezt folytatva, van olyan
legkisebb sk, hogy itkéAsu» Nyilvanvaldé, hogy a

A<uO.A$" ."GA X részsorozatra igaz, hogy sk=s je-
161éssel , s ezert
=As 18101111311 4 S=A. Megforditva j 4°

Jelolje a legfeljebb 1 szamu valtozotol fuggdé [ -beli
figgvények halmazanak lezarasat. Minthogy [ = 1JA°

és a A.°C;AZ2 ™ sorozatban létezik olyan s,

hogy [O< =:[ ezért A egy véges generator-rendszere a
legfeljebb s szamid valtozotol fTuggdé elemeinek halmaza.

Az ehhez kapcsolodd kovetkezd tétel kozvetlen altalanosi-
tasa a 2.4. tételnek, s bizonyitasa is azonos, a Sheffer-
fluggvény helyett [ Vvéges bazisrendszerét helyettesitve.

4.2. Tetel: Ha O véges bazisu zart osztaly, akkor barmely
A-ban teljes fTuggvény-rendszerbdl kivalaszthato teljes

részrendszer, amely véges.

A kvaziteljes osztalyokra vonatkozo kovetkezd harom tétel

Kuznyecov eredménye.

4 .0. Tétel: Ha A véges bazisu zart osztaly, akkor tetsz6-
leges O -beli Nod [ zart osztaly kibévithetdé [ -ban

kvaziteljes osztallya.



Bizonyitast Ha AC nem kvaziteljes osztaly A -ban, jelol-
je X X)) 0-0P azon elemeinek sorozatat,

amelyekre [Oowu {f/E£JAp/l = Nevezzuk
ezt a sorozatot a [lc zart osztalyhoz tartozé U.~sorozatnak.

Legyen Al = [AoUff/lJJm Ha kvaziteljes, akkor
Igaz az allitds, ellenkez6 esetben jeldlje Nir a M

rr -

UN-sorozatanak els6 elemével bovitett halmaza altal gene-

ralt halmazt, 1-

Ha a zart osztalyok

ADc 1 c = "

sorozata valamely véges s-re befejezédik, akkor As(=*A°)
kvaziteljes a -ban, ellenkez6 esetben azt allitjuk, hogy
A u n/s zart osztaly kvaziteljes. Ugyanis [a-J
esetén a 4.1. tétel alapjan véges az (1.) sorozat, ellenke-
z6 esetben viszont [ kvaziteljes, mert [ definicigja

szerint A U-sorozata iires. n

Kovetkezmény: Barmely [ -beliHzart osztaly (r-~r) Kibovit-
het6 [ -ban kvaziteljes osztallya.

4.4. Tétel: Ha [ véges bazisu zart osztaly, akkor a [—
-ban kvaziteljes osztalyok szama véges.

Bizonyitas; Az 4.1. tétel bizonyitasanal lattuk, hogy léte-
zik olyan s, amelyre A°=0. ( a legfeljebb 1 szamu val-
tozotol figgé [ -beli fiuggvények halmazanak lezarasa.)
Megmutatjuk, hogy minden egyes A -ban kvaziteljes [1
osztalynak megfelel az VAR valtozo-
halmazon definialt fuggvények valamely [If részhalmaza,
amely generalja I -t. (A definiciobdél kovetkezéen A

zart osztaly.) Ebb6l mar kovetkezni fog, hogy a [ -ban
kvaziteljes osztalyok szama nem lehet nagyobb a resz-
halmazok szamanal, s az legfeljebb A azon részhalmazainak
szama, amelyek Xo—en vannak definialva, azaz legfeljebb
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2 ] tehat véges.

Az allitas bizonyitasahoz az XS halmazon definialt Al~
beli1 fuggvények halmazat A* -sei jelolve, nyilvanvald, hogy
;  mert egyenlfség esetén [ =A adodna. Mas-
réeszt jelolje Om azon [ -beli figgvények halmazat, ame-
lyek meg6rzik a As halmazt. Minthogy AS nem tartalmazza
az Xg-en definialt Osszes fluggvényt, a AM zart osztaly nem
azonos A -val. Azonban a definicidbdl kovetkez6en Al'zZ>A,
masrészr6l Al kvazi-teljessége alapjan A"MA" | ezért
ti=a". A

Kovetkezmény; A T -ban kvaziteljes osztalyok szama véges.

A funkcionalis teljesség alaptétele i1tt a kovetkezbképpen
fogalmazhato;

4.5. Tétel; Annak a szikséges és elégséges feltéetele, hogy
a véges bazissal rendelkez6 A zart osztalyban a A*™NA
rész-rendszer teljes legyen, az, hogy A egyetlen kvazi-
teljes osztalyanak sem legyen A részhalmaza.

Bizonyitas; A szukségesseég nyilvanvalo, mert a kvaziteljes
osztalyok nem teljesek és zartak. Az elégségesseg bizonyi-

tasahoz legyen [I° olyan rendszer, amely A egyetlen

kvaziteljes osztalyanak sem részhalmaza. Nyilvanvald, hogy
J ha \Ad=1 nem teljesulne, akkor a 4.4.

tétel alapjan [an kibévitheté lenne A -ban kvaziteljes

osztallyd. Ez esetben Ai e kvaziteljes osztaly részhalmaza

A

lenne, s ez ellentmond a feltevésnek.
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Kovetkezmény! [ -beli figgvény-rendszer teljességének
szikséges és elégséges feltétele, hogy az V egyetlen
kvazitelj es osztalyéinak sem legyen részhalmaza.

Bizonyitas nélkul kozoljuk a r -ban kvaziteljes osztalyok
k(m) szamara vonatkozd javitott becslést, amely ij -et
tartalmaz6 teljes rendszerekre vonatkozdé tétel alapjaul
adodik a 4.4. tétel alapjan. Jeldlje a ¥ -belr zart
osztalyok szamat.

4.6. Tétel:

A zart fuggvény-osztalyok targyalasa elétt megadunk egy
lemmat, amely bizonyos értelemben a zart intervallumban
folytonos fluggvények azon tételének megfelelbje, amely
szerint, ha egy zart intervallum folytonos fuggvény fel-
vesz kulonboz6 eldjell értékeket, akkor felveszi a O
ertéket i1s. EI6bb azonban a monoton figgvények targyalasa-
hoz sziukséges néhany definiciot adunk meg. A monoton filgg-
vényekre vonatkozo” [657]-ben szerepld eredmények egy részeée-
nek Martinjuk altal megadott altalanositott valtozatat
targyaljuk £57]= A tovabbiakban a tételek tobbségénél a
bizonyitast i1lletbéen irodalomra hivatkozunk.

Definiciokt Legyen relacié az M halmazon értelmezett
parcialis rendezés, azaz teljesitse az aldbbi harom axidmat

(i,§.kéM:

i reflexiv: (jfieM)
ii. anti-szimmetrikus: fiCcr™)"r:ri)

Uie tranzitiv: (I<rPD/\ ( A U.
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Ha a -<r parcialis rendezés olyan, hogy teljesul:

azaz M barmely két eleme O6sszehasonlithato
akkor <«erendezés (teljes rendezés.)

Triviadlis az <r) ha (t*j)ébl) *) j
azaz nem Osszehasonlithatdok a kiulonbtzd elemek.

r~ rendezés komplementere j ) c *

Az 1.1. pontban az M alaphalmaz feletti n-dimenziés vek-
torok halmazan parcialis rendezést definiadltunk arra az
esetre, ha M elemein egy rogzitett teljes rendezés van
ertelmezve. Ezt minden tovabbi nélkil kiterjeszthetjuk ar-
ra az altalanosabb esetre, ha az M halmazon egy <zr par-
cialis rendezést adunk meg. (A nobvekvs Fuggvény is hason-
I6an definialhaté.) Ha (akkor legyen maxr(i,”™)™J

. Y,
mm, |

Jelolje az M halmazon értelmezett parcialis rendezés
altal indukalt Mn algebrai strukturat ffilr* Konnyen latha-
t6, hogy ha vektorok megfelel6 komponensei
0sszehasonlithatdok, akkor a legkisebb fels6 és legnagyobb
als6 korlatjuk is létezik és ezek rendre:

(toWrifi)4> ; me*) Yi~)

(/nbffav,) ! m-y
(Teljes rendezés esetén ezek mindig léteznek.) Ha ~<r/
WIr -ben és LW* ~ J7Tr rész-struktira (azaz LUWbr
barmely két elemére akkor és csak akkor telje-

sil, ha teljesul W r-ben is erre az elemparra), és

S *€Nh?) y
akkor azt mondjuk, hogy rész-strukturaban

kozvetlenul koveti megel6zi n>*-ot). Jelolése ijtfkyy*



4.1, Lemma: (@) Ha az JITI*= 8)
halmaz-particié eléallitasban LLL**

0sszehasonlithatd elemek: (vagy: »

akkor létezik ~*6 és "Nell P\ amelyekre teljesul:
(vagy: )

(b) Ha létezik L *" elempar,

amelyek megfeleld kompcnenseil oOsszehasonlithatok, akkor
Iétezik {Jjt”™ ) Osszehasonlithaté elempar.

Megjegyzés: Bar a lemma csak abban a specialis esetben sze-
repel az i1rodalomban [65J, amikor teljes rendezés, a
bizonyitas lényegében ugyanaz. Ez esetben a (b) allitas
Teltétel nélkil allitja osszehasonlithatd elempar léetezését.
J
Bizonyitas: (&) Ha”t/cy”™ nem teljesil, a
Tfeltételnek csak. véges sok vektor tehet eleget. Legyen
ezek kozul a legkisebb $f/ , azaz olyan, hogy
teljesuljon. Ha ffl*1 , ez bizonyltja az allitast, el-
lenkez6 esetben— /4~ helyett et vélasztva*: mg}gismé:teljilk
a vizsgalatot. Véges szamu lépésben vagy ™

Ww.="J vasSy £ w , jréiitrl adodik.

(b) Ha létezik a mondott tulajdonsaga (ejf™) vektorpar,
de ezek nem oOsszehasonlithatok, akkor képezzik
legnagyobb alsé és legkisebb felsé korlatjat. Legyenek
ezek rendre es

Nyi lvanval 62definiciébol, hogy
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négy lehetséges eset mindegyikéhez Megadunk egy
(A 3 o6sszehasonlithaté par valasztast:

1./ © W f) = C*, *)

3./ v»ém w, mV: ir'i/-") = C N

4./ ~o6nw(r"/T": i
4.2. Monoton fuggvények osztalya.

Definicido: A N[> az 7~ parcialis rendezésre nézve
monoton, ha V' (0QR<b Wir) t NR)-

Az I relaciora nézve monoton fuggvények halmazat M™-el

jeloljuk.

4.7. Tétel: Az I] és r™ kulonb6z6 parcialis rendezések
esetén Mr és akkor és csak akkor azonosak, ha /7

Bizonyitas (vazlatos):

K= »l -boi
hasonl6 kovetkeztetéssel MrE£M7azaz K, — Mr,.
Szukségesség: (*7~"n N bizonyitas alapja az

aladbbi eset-szétvalasztas:

A. / r™ és r2 egyike trivialis parcialis rendezés

B. /7 rl és r2 egyike sem trivialis, és létezik nb, m™ <£M,
amelyek r-~-re és r2-~re egyarant oOsszehasonlithatok.
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C./ ™ és r2 egyike sem trivialis és nem létezik a B,-sze-

rinti (hm, nun) szampar.

A részletes bizonyitast lasd | A

Kovetke zmény: Ha r nem trivialis, altkor az osztaly nem
teljes.

4.8. Tétel: Az fuggvény-osztaly funkcionalisan zart.

(Azaz: monoton fluggvények szuperpozicidja is monoton.)

Bizonyitast Legyenek “fQ/-71/
monoton figgvények r-re nézve, azaz o0c<rf3 (<,"N£ fin

esetén ()<Erv. ~
esetén

Ez esegpen firtyCrfOKIJy, nm
valoban teljesul, mert fennall:
{%MQ, *-7 Nr(WP)r . -M° >
1» Megjegyzes: Nyilvanvald, hogy a konstans fuggvények bar-
mely r esetén monoton Tfuggvények, tovabba az, hogy a
trivialis rendezésre minden flggvény monoton. A "M(X)X

fliggvény 1is monoton.

2. Megjegyzés: A hasonlodan definiadlhatd monoton csotkkend
fuggvények halmaza nem képez zart osztalyt.

Ha r teljes rendezés, a monoton fliggvények generalasat adja
a kovetkezb



4.9« Tétel; Ha r rendezés, akkor Mp zart osztalyban teljes a

[Vr-y"e-ijWMi.h&M, itM,

rendszer, ahol N
roj na
m ha XA~- a thtAIY),
Konnyen léthaté, hogy lh'tl) ) SiM ti=!,b

monoton Tfiggvények. A tétel bizonyitasat lasd 165].

Definicid: Az r parcialis rendezés minimalis eleme A}

ha (Xx*<rn —#* Hasonld a maximalis elem
definicigja.

Definicid: Kvazipermutacido-nak nevezzik az olyan parcialis
rendezést, amelynek pontosan egy minimalis és egy maximalis
eleme van.

Martinjuk bizonyitotta a kovetkez6 szép tetelt:

4.10. Teétel: Az osztaly akkor és csak akkor kvazitelJes,
ha az r parcialis rendezés kvazipermutacio.

Az JJ»7J -ben megadott bizonyitas igen bonyolult és hossza-
dalmas; l1ényegesen egyszeribb (lasd [65]°) abban a specialis
esetben, ha r teljes rendezés. (A rendezés specialis kvazi-
permutacidé, ugyanis permutacio.) y

1. Megjegyzeés: Rendezés esetén egyszerlsiti a bizonyitast,
hogy M~ és egymas dual-halmazai.

2. Megjegyzés: A [J -beli monoton flggvények szama még ren-
dezés és m=2 esetben sem ismert, aszimptotikus eredméenyek

vannak csupan.
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4.3* TR- tipusu Fuggvények osztalya

Jablonszkij [65]-ben az 1, példdban szerepld, adott reész-
halmazt megtartd zart fuggvény-osztaly altalanositasaként
vizsgalta az olyan zart fuggvény-osztalyokat, amelyek
az E halmazt s-korlatoltan megtartjak a kovetkezd érte-

lemben.

T , IDI=S/

A definiciobol kovetkezik, hogy a Tg-0$ osztalyok funk-
cionalisan zartak, s6t - ezen tulmenben - érvényes az

alabbi (lasd [65rf )2

4.11.Tétel:

(a)T~-P, “ha (i) |Eo|=0.,és S=ofl,
(G )IE>6"s
(b))~ osztaly kvaziteljes 4=v> (i) (EOi-° és
(i i) |EO]-£>0 és

A (b) alatt megadott T-tipusu kvaziteljes osztalyok mind
kil6nb6z6k, a szamuk m~ 3 esetén I+m(2m~"-1) és m=2
esetén: 2.

A TEoS fuggvény-osztalyok [57U -ben talalhatd altalano-
sitasat fogjuk most tekinteni.

Legyen: M = Eue¢ ®l.-,UEQ halmaz-particio

, (0<JEIN-£/ i=Ir Mfew)
es
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Definicid! TESI—l’%,\)\f(E[>Rr .YEORJEEURM1]
ahol Ri—£,lu—vVvEsl , £mER ) T=V; <2, ..V5.
Megjegyzés: Ha fo"M, J=1, ... akkor specialis esetként

7N atmegy T -be. Az irodaimtol eltérben, 1Itt is
kifejez6bbnek tartom és Javasolom az "E halmazt s-R-korla-
toltan megtarté fluggvények osztalya** elnevezést IR -re.
Nyilvanvalé, hogy a 1 osztalyok zartak, tovabba s~ £
esetén

4.12. Tétel: Ha O<s<£ , akkor a TEiR osztaly kvaziteljes.

(Bizonyitast lasd [57) )» Az m=2 esetre vonatkozd teljességi
tétel szempontjabol érdekes specialis eset, ha |EOF ™

Legyen ez esetben a

Jelolje az oC-tartd fuggvények halmazat. Nyilvanvalo,
h0S7 | AN A4

A kovetkez6 tételre elemi kombinatorikus bizonyittast is
adunk.

4.15. Tétel: A pontosan kK szamu értéket megtarto
(fé E fuggvények szama:

/Aornil. (-4)*n- i
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I. Bizonyitasi Teleképpen valaszthatjuk ki az Mn hal-
maz elemeibl6l azt a kK szamu n-dimenzids
vektort, amely helyeken az érték meglrz6-
dik, tehat ezen eértékek egyeéertelmien meg-
hatarozottak. Tovabbi (m-kK) szamu helyen
nem-megdrz4é a fuggvény, tehat e helyek
mindegyikén m-1 éertéket vehet fel a flgg-
vény, S ez (m—l)"_K szamu lehet6séget ered-

ményez .
Vegul, minden mas helyen - (mn-m) szamu
hely - nincs megkotés, i1gy ezekre az is-

métléses variaciok szama:

ttrnmn.
Nyilvanvald, hogy az eldirt tipusu fluggve-
nyek szama a harom érték szorzata:

s ez a tétel allitasat adja. A

A C. lemma felhasznalasaval egy masodik bizonyitast is
adunk az aléabbiakban.

I1l1._Bizonyitas; A C. lemma alapjan is adoédik eredményink.

Esetiinkben H = r=mm"J
azon tulajdonsag, hogy {"J-tarté fuggvény
s=nm.

Ny 1 lvanvaldan



- 79 -

Ezért

= N "sM ( bl r tiin (»-r*.

Itt felhasznaltuk a B. lemmdban kimutatott IMN)i

VIPj \fi{\t=H)

Ismert azonossagot.

Ebb61 elemi szamolassal a kovetkezdé szemléletes aszimpto-
tikus egyenléség adodik:

Kovetkezmény: RoOgzitett K -re 1—=><¢ esetén:
v /

Fit -
) e-ul ~ e-ki1 1eN-

4_.4. U-tipusu TfTuggvények osztalya

A 1.3. részben Il. példaban definialt, D partidét megtarto
Up funkcionalisan zart fuggvény-osztalyrol nyilvanvalo,
hogy 1 =0 és =m-1 esetben Up = . A megmaradé

esetekben a D particidban van legalabb két-
elemid részhalmaz, legyen ennek két eleme:

Legyen x"éT olyan, hogy

No*/  —=Di) "V" (AR -~

ezeért ; tehat Up hem teljes, ha

4-14-. Teétel; Az N ertékekre az 0Osszes Up osztaly
kvaziteljes.
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Bizonyitas (vazlatos): Nevezziuk a D particido tipusanak az
(sO»sl»e**»s«) sorozato®> ahol 5i— IMA[) o)
Elegendé minden-egyes tipus egyetlen reprezentansara, pl.

h*: M | oA HAIU-- U4V m*h~<y —j#v**) &

=. M* ww*u —-thj?
particidra bizonyitani, hogy UD* osztaly kvaziteljes,

mert ebbdl az azonos tipusu particidohoz tartozdo osztalyok
TA-dual-képzéssel adodnak, s ez a kvaziteljességet is at-
orokiti. (A D* tipusokra a bizonyitas jelolés-technikaja

egyszerlbb.)

Kéonnyen lathaté, hogy Nwon...M-1*W \CW}CZ Uy .

A LW -ben bizonyitott lemma szerint tetsz6leges

hoYp ée a konstans fluggvényekbdl eldal-

lithatd egy egyvaltozdés fuggvény.
Legyen pl. R £ ) de f(<x)e M*
Lathat6é, hogy JrO 1 ha X*MI

ha XéM?
es MR3.

N, ha ti *1,

ha
fuggvények elemei, és N C J ?itx) ;
ahol a monoton Tfuggvényeknél megadott Tflggvény.
Az ott i1smertetett tétel alapjan [ r 4 SW/ - v ™~} >Mr
(ha r rendezés), s kvaziteljes, ezért UM~ kvaziteljesseée-

gének kimutatasadhoz elegendd belatni, hogy van olyan eleme,
amely nem monoton. Minthogy

ha y
LL™N2/.. -;*-1)

|« , ha
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S eleme, nyilvanvalé, hogy és Y, kozul az egyik
nem monoton. a
Konnyen lathatdé, hogy az UD osztalyok mind

kilonb6z6k, ezért szamuk a D particiodk f(/w) szamaval
azonos. Ismeretes 765] » hogy

31101

4.5. A linearis fuggvények Ljr™ osztalya.

Legyen T az a permutacio, amelynek inverze:

-y = s

A T -dual fuggvény definiciojabol kovetkezik, hogy
o'e) %) *= MYeClj - <) »

Szamunkra fontos példa linearis nggvényekGe a J_

es 31ax“] X0 fuggvények” ahol 3MMXAXD)=Srx,*1-m

Ezekre konnyen lathatdé, hogy asszociativ miveletek, tehat
ertelmezhetdé a tobbvaltozés megfeleld fluggvény. Ugyanis
1Igaz a kovetkezo6:

4.2. Lemma: ~CKtj-y>n) akkor és csak akkor asszociativ,
ha a 'ftKj-'-jXb) fuggvény is az.

A lemma allitésat konnyld belatni a kovetkez6 egyenlbség

alapjan:
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Definicié? A -m/*)ElC fuggvényt a ,ZT.
operaciokra nézve linearis fTluggvénynek nevezzik, ha a

kovetkez6 alakban irhato6?

o>, —<W) — 1 y*"v N1

eihol CO, CT, Cn konstansok,

Jelolje a TR -re vonatkoztatva a linearis flggvények
osztalyat L-W 2~ s az egységpermutaciodora az index X-
Ly a linearis fluggvények osztalya.

A definiciobdl kovetkezik, hogy LX) osztadly az Lx osztaly
T-dual ja.

A kovetkezé példa mutatja, hogy létezik olyan osztaly,
amely nem azonos Lxosztallyal.

Példa? Legyen /bo- _ ]
) YiGER Iky)J=2XH(WWIS;).
LX, ba >=2.3,
Konnyen szamolhatjuk, hogy bar es
— X\Ne w +}(/ihd5) £ LiriH) J
azonban 0 Lx, tehat létezik olyan linearis flgg-
veny, amelynek egy eldre megadott permutacidra vonatkozta-
tott 'T-dualja nem linearis, =31'O1'9C

Azonban belathaté, hogy m=2,3 esetben ez nem léphet fel.

Megjegyzés? A példaban szerepl6 JT és if egyarant permu-
taciok? Lix O@EO)@) és
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ftr < Tétel» A2 osztalyok funkcionalisan zartak.

A dualitas miatt elegend6 megmutatni -L osztaly zartsa-
gat; ez viszont behelyettesitéssel adodik. Nyilvanvalo,

hogy kvaziteljesség vizsgalatanal 1i1s elegendd L -re szo-
ritkozni. X

A hosszadalmas bizonyitast elhagyva, kimondunk két fontos
tételt: az els0 az egész-egyutthatés mod m polinomokra

vonatkozik, a masodik L kvaziteljesséegéerol szo}.
%

4.16. Tétel: A fl -be]i egész-egyutthatés (mod m) poli-

nomok K rendszere m=p esetén teljes, m”™ p esetben pedig

nem az, sO6t, nem is kvaziteljes. (p primszamot jelol és
T egység-permutacio.)

Az érdekes bizonyitasban szerepel annak megmutatasa is,
hogy K részhalmaza egy particiétarté osztalynak [65J.

A.17. Tétel: A linearis fuggvények Lx osztalya akkor eés

csak akkor kvazi-teljes p -ban, ha m=p, ahol

p primszam.
(Mindkét tétel

Jablonszkij és Kuznyecov kozOs eredménye.)

Végul megjegyezzik, hogy a definicidobdol lathatdan
(Ugyanis, ha ck‘h,™j-re

legyen dk = m i n és ’

tt-fO0 ,Vi'V)
fuggvényekrél kozvetlenul lathato,
zOikban diszjunktak.)

hogy lényégés valto-
4
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4.6. ondualis fuggvények osztalya.

Legyen 1I'(X) X, egyébként tetszb6leges permutacio. Korab-
ban a dual-halmazok vizsgalatanal definialtuk az ondualis

fluggvényeket.

(A rCcxn, ..., x ) EI' flggvényt: TO -re vonatkozoan
ondualisnak neveztiuk, ha Vv Xn) v Xn) ;
azaz’ ha X«) = Fo(tr(y,)l

Példa: TT(H=3s(t ,O , FOLD= XY M-DXY+* (- "W* 0y
T(tjo(fTix, iy —fi'jgfV>]53(yi = e** — A*+jw-Axa+x-M

ahonnan D= <"(

Jelolje az o6ndualis (T -6ndualis) TfTluggvények halmazat
" Néhany egyszerid, de jol hasznalhato tulajdonsagot
adunk meg az osztalyra.

4.5. Lemma: Ha "(X™,...x») onduadlis HQH és XN
permutaciokra vonatkozodan, akkor ondualis a
T ;=W 01y# permutaciora is.

Bizonyitas: A feltételek szerint

~rb,J-m*) = ftx,,-JIM = —7 >4>,

ezért az 1.2. lemma alapjan

Ur(b,-T7p)=$%*) 7> *=4rn ?2 .
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kegyen (X1#... xn) ondualis fuggvény TT(X)—-re vonatko-

zbéan, és legyenek /*= (/vmm>[**)E -p.,) eM*

Azt mondjuk, hogy wugu) (hi Y -ekvivaler
tezik olyan K szam, hogy ~ —VAl/k) |

Vilagos, hogy ez az osztalyozas ekvivalencia-relacio.

Jelolje a vektort tartalmazd osztalyt RMu.

Ha 1r(x) rendje r, Akkor Ryu ={(fij"S$h)Ifi=P(#;)j

Az ondualis TfTluggvény definicidjabol
kovetkezik, hogy az R™u osztalybeli TfTlggvény-értéket egy
tetsz6leges R™Mu-beli ~u helyen felvett érték egyértelmien
meghatarozza:

f (U, —;«0 = YCKL —=v¥Va = tt /<)) =

Tovabba, a 1fF fTluggvény értéke az egyes osztalyokban egy-
mastol fuggetlen. Ezért a Y(Xx)-re ondualis (n-valtozos,
azaz legfeljebb n valtozotdol Tuggs) Tuggvények szama:

ahol r a T permutacio rendje.
Konnyen lathatoé, hogy i1gaz a kovetkez6:

4.18. Tétel: ) N X esetén az osztalyok funkcid
nalisan zartak, de nem teljesek.

TTOO™NX  esetén $X~V f esetén a zartsag nyilvan-
valé (1*7. tétel))a bizonyitadshoz csak azt kell belatni,
hogy az osztaly nem teljes. Ha x =3 érték olyan, amely
re 7T(5):VF ; akkora konstans fluggvényre
a ( T -dual értéke a £ helyen:

tehat WY. A
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Nyilvanvald az i1s, hogy tetsz6leges K természetes szamra

£ £ Tovabba , a "3« lemma isietelt alkaimaza-

saval adodik, hogy azaz
Martin vizsgalt egy S/ -hez hasonld filggveny-osztalyt ,
amelyet Jablonszkij altalanositott a kdvetkez6é mdédon adva

meg:

ahol 1-"~,...,In,1 egész .szamok.
A definiciobdol kovetkezik a

4,19« Teétel: Az 57 osztalyok funkcionalisan zartak.

Ve

N A
Minthogy S-my egyvaltozés elemﬁg TW hatvanyai, %V

nem teljes. Az is lathaté, hogy és EL£jtx nem

azonos; ham=4, YK~ (°lba.
N (2, ba Xxrr ,

es L) nyilvan nem 7l hatvanya, tehat £ S"Nz)-
A két osztaly kapcsolatara vonatkozik a

4.20. Tétel: Az 5inffty es fijrff  osztalyok egybeesnek, ha
IfW egyetlen ciklusbol all.

A bizonyitas alapja annak kimutatasa, hogy egyval-
tozés elemei is W) hatvanyai, ezért (M, ~tx""

fuggvényre azaz Afr) ~Srp,;.

A masik i1ranyu tartalraazas indirekt modon bizonyithato.
1>51 A

Bizonyitas.nélkiul kozoljuk Jablonszkij és Kuznyecov kozos
eredményét. [JE5 =
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4Jgl. Tetel; 5i1W akkor és csak akkor kvaziteljes, ha

rr 7

TI0 eldéallithatd r hosszusagu ciklusok szorzataként,
ahol r primszam.

Végul, az ondualis fTluggvények osztalyair kozul a kvazitéel-
jesek szama: y — i(f>-0nn
Eil

~. 7~ Szemi-dualitas, szemi-6ndualis flggvenyek osztalya.

A T -dudlis fuggvény (és halmaz) fogalma altalanosithato
a kovetkez6 értelemben:

Definicid; Legyen - A TG HXY) € 1Z
fuggvény S'-szemi-dual Ffluggvénye

ha

LAthatdé, hogy ez valéban altalanositas, mert ha GY(X
permutacié, a dual-fluggvenyék addédnak, ha viszont (TO\
m-nél kevesebb kuldnb6zé éertéket vesz fTel, szemi-
dual altalaban nem egyértelmien meghatarozott fluggvény és
nem is minden & /% par esetén létezik. (A kovetkezbk-
ben megadott példak mutatjak, hogy van olyan par, amelyre
Iétezik, és (" nem permutacid.) Szikséges fel-
tételt ad - -re vonatkozdéan - Iétezésére a kovet-

kez6:

4,4. Lemma: Legyen froij érték-készlete W'c M. Ha Y £rlr
nem tartja meg az M* halmazt, akkor nem létezik.

-y = s

A lemma allitasa definicidjabol egyszerlien adédik.J
Az M* halmazt megtarto fuggvényekre igaz a
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4_.22.a. Tetel: Legyen 6@ erték-készlete M és legyen

AWM yW™)~M"aM™ - A fyafi/GW~gjaeM}
h = hJ jeldléssel . T N r -A;
0- szemi-dual, fuggvényeinek szama:

UitM
Bizonyitas: Legyen U — ;1D){rHM™m olyan vektor, amelyre
GY)i ) # Minthogy a 6 —&

egyenl8séget h”™ szamu 4éM érték elégiti ki, a N = Y
definicidés egyenletében az adott (°CA helyen ~

ertéke h™ féleképpen valaszthaté. A ™ egyeéertelmd megha-
tarozasahoz Mn minden elemére eld kell Irni az értékét;
minthogy ezek egymastol fluggetlenek, a lehetséges eldirasok
szama /}eJJﬁ* , A 6" =bé M~AMIL megoldasokhoz nem létezik
olyan y~p amely a definicios egyenldséget kielégitené.)

A konstruktiv bizonyitasbol kiolvashato egy szemi-
dual Tfuggvényt megadd algoritmus i1s. A 4._.22*-tétel adott

és ~tth mellett Iétezésére vonatkozd
allitast tartalmazott. Egy masik lehetséges kérdés-felve-
tés: adott TpO és 7ézn mellett # létezését vizs-
galjuk. Erre vonatkozdan érvényes a kovetkezd

4.22.b. Tétel: Legyen CT(X) érték-készlete MMM és VEéI?*
irjuk elo ertékéet az M/ halmazra
szoritkozva ugy, hogy teljesuljon:

f faxdj *- 6mm)) N 6" (Yckn)--y*")*

Ekkor — ¥ és az ilyen ~é&f, fuggvények szama:
IMxXM*=F.
A tétel bizonyitasa trivialis. A
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Nem foglalkozunk azzal az esettel, ha f adott és
(TOX) létezése a kérdés. Megjegyezzik, hogy a
egyenléséghb6l altalaban nem _kovetkezik tF* l1étezése,

amelyre fennall a Y= egyenléség. (Ez az alta-
lanositott inverz létezésével kapcsolatos.)

Most is definidalhaté a [ "cl halmaz -szemi-dual
halmaza: <P /== J tovabba P™
Q-szemi-ondualis halmaz, ha — #

A "szemi-0ndualis fluggvények halmaza:

ugyanis O'-szemi-Ondualis a iféVf ha =

Mielott megvizsgaljuk osztaly néhany tulajdonsa-
gat, tekintsuk a példakat, és néhany Cll-sz-d eredményt.

Példak: (1) Legyen . ha X¢o
ha

Konnyen ellenérizhetsé, hogy 411PG/ -szemi-06n-
dualis.

(@) Legyen 6'®=a konstans figgvény; pontosan azok a

fluggvények d"-sz-6 (6" -szemi-0ndualisak) ,amelyek
—tartok.
(3 Tetszbleges -re: -

Az 1.2. lemma altalanositasa is 1gaz:

(Si1,61e(7/ ve/zZ-
4.5. Lemma: Legyen

Ha létezik f. és N akkor létezik

<5r es @
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Bizonyitas; Minthogy f
es eiofr = %0(Glr . , ezekbdl

<boY*>CHl -'y<I.")b= (Mo&ol,) — e-cf?

masrészrol
NO%b(<™N;--}6i)-=(fcl(ro.. .&)) o(b,mf o0 ) oftrr -, <Ue

Az 1.3. Lemma altalanosit asa (bizonyitasa is nehézség nél-
kil megadhatd):

4.6. Lemma; Legyen <MNX) érték-készlete MMM és létezzen
"W-nn , Témnm.

lgazak a kovetkez6 allitasoki

(O Ha f az M halmazon nem veszi fel a k", k™ ...,k
ertékeket, akkor ~ sem veszi fTel azokat az 1™, 10,...
iIr értékeket, amelyekre c / dz —">r
@ Ha <t1hé m/ vektor-parra NES*Z = ,

akkor ~ az f 3* helyeken— amelyekre $é ju)
— olyan a, b értéket vesz fel,

hogy &7/°3 &'~ teljesil.

3 Ha f az MZrI valamely A részhalmazan paronként kulonbo-
z6 értéket vesz fTel, akkor ~ ugyanilyen tulajdonsagu
a megfeleld
{ far-")/*») ) 1

halmazon (s6t 6~0" 1is ilyen).
r



Az 17 tetei altalanosita3zsa szinten lehetséges (bizonyi-
tdsa azonban eltér az ott megadottol):

4.23. Tétel (a szemi-dualitas alaptétele): Ha ™ (Xfy— 7/ Xi©)

a% 1 ""Anh); ——e ; 1INVjmE?2*r*r)) > "

fliggvények szuperpozicidja, akkor a --y

6N-szemi-dual fTuggvények a megfeleld ;U N
"7 VUA/Al'X*l;°—V ;***;A(VO */Sbk>)>_

fiuggvényekb6l ugyanazon algoritmussal eldallithatd szu-
perpoziciodoval adoédik.

Bizonyitas; Itt is elegendd az allitast elemi szuperpozi-
ci0 esetére kimutatni.

Legyen

=)0 y *y ** ! L)

Azt kell bizonyitani, hogy ha y ) % — "Oj
i / r e n d r e megfeleld atl

figgvényeket jeldlnekfT azaz

6 M°"¥C*<, .--,TH) =<P(a,, o(mr -->GiV) 1.

m) ot (% vOr®)) .

V.

(=

NTvofpVvVTTTxw A AT SCASON XY *
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akkor barmely t(Xir -y\) —

fuggvény kielégiti a Il. egyenl6séget. (A tovabbiakban az
attekinthet6ség kedvéert az argumentumokat elhagyjuk.)

A felhasznalt oOsszeflggések sorszamat jelezve, az atala-

kitasok;

o7 X)) —#) 7 F

i

(A szuperpoziciO asszociativ és kommutativ tulajdonsaga-
nak felhasznalasat i1tt sem jeloltuk meg.)

Koévetkezmények;

1.7 T “cl és V egyidejileg zart vagy nem zart.
2./ ly zart osztalyban TI™*"pontosan akkor teljes, ha

iIs teljes °T" -ban;

3./ A rTcP"és reideid - _
- ci0 egyszerre 1i1gaz vagy hamis
A (P-szemi-0Ondualitasra (iT"sz-6) vonatkozo eredmények;
A.?. Lemma; Ha fp*,,--7M éiX Fffj-izp és K-iz-0 ),

akkori (N-sz-0, ahol ON= 6700r =
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Bizonyitads; Az &atalakitasokban az alabbi (definiciods)
egyenl6ségeket hasznaljuk fel:

=6 <61 , —
6‘of = 6}06; O - (GfFo(6i;.-7") -=
= (fo&E, —A) oL, - -A*) = F — A) -
4.24. Teétel: Ha ertékkészlete M) , akkor

a 6S osztaly zart, de nem teljes.

Bizonyitas: A zartsaghoz azt kell bizonyitani, hogy cr*
elemeinek szuperpozicidja is 06*-sz-6 figgvény. A 4.23«
tétel alapjan a 'fo, t (i-ifi.-,*) 6 €S

fluggvényekre O} ..M} esetén teljesul a
otfrio (nf \ egyenl6ség, s minthogy
"Y.-fo Innen
adodik, azaz
f ens.
Hogy a &S osztaly nem teljes, az kovetkezik a 4.4. lemma-
bol. N

A tovabbir (4.19-4.20-4.21) tételek altalanositasaval itt
nem Toglalkozunk.
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4,8. Példa a funkcionalis teljesség alaptételére: m=2 eset.

A funk-cionalis teljesség alaptételének (2.5» tétel) targya-
lasaikor megjegyeztik, hogy 1l sem ismeretesek (gyakorlati-
lag i1s hasznalhatéan) a tételben eldirt fluggvényrendszerek
m> 3 esetén. Az m=3 eset is eléggé bonyolult - 106 kvazi-
tel Jes osztalyra épul - ezért 1llusztralasként az n=2

esetet (igazsag-fuggvégyek) fTogjuk targyad ni.

Az N, A™ , S, L betik rendre a monoton, az -tarto
(< é-10.1J), az ondualis illetve a linearis flggvények osz-
talyat jelentik.

Jelolje K2 az = 1 és = 0 fuggvények halmazat.

4.25. Tétel: Az - F fuggvény-rendszer akkor és csak
akkor funkcionalisan teljes, ha a H“= F\N, = F\AqQ,
H3 = F\ A2, H4 = FAS, Y = F~L halmazok egyike sem

ures halmaz.

Bizonyitas; A szukségesség kovetkezik abbdol, hogy az N,
AN . S, L Tuggvényosztalyok mindegyike zart, és nem teljes.

Blégségesséqg;

I. EI6szor eldallitjuk a K2 halmazt. Legyen N £ N3)
{he-K ) ezekre: f2(0,...0) =1, f~(,.. .1)=0,

1./ Ha f2(l,...1)=1, akkor az f2(x",...x ) O(X, _,-.-,X)=
- f2(XX,-..- X) — »

A masik konstans fuggvény ebbdl;
f3(x1,...xn) 0O (F2(xxr .vwx), ..v F2(, ---,X) 0.
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2./ Ha f2(1...1)=0, akkor f2(X,...x)= X. Tovabba, f nem
ondualis, »ezert létezik olyan ) * amelyre

M)W T - () )e

Tekintsuk a kovetkez6 fTuggvéenyt (ezt fuggvényeinkbdl
Tfelépithetjuk):

FOO = fAIgp(x)» 62(X), - - -gk (X)),
ahol

g 0 =fX & 0

igy f(o) = (@.©)..- .gk@©) = fCiX-p =
TN A )AL N = 6T (C) »eee 61N(C)) = MDDy
azaz T(x) = konstans.

Ezért, X birtokaban mindkét konstanst eld tudjuk

allitani.

Il. Minthogy Hx nem — dres, létezik f*x™,... " p £ %»
amelyre van olyan szomszédos vektorpar ;

(<*, - 7 «bl I°1 W) e /N
(M, -V *</ t "V+0 --Vr) " -

hogy
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A konstansokat mar eldallitottuk, ezért legyen

W)= / / )"'m N4l yId )

Minthogy ez nem monoton, h(0)> h(l).
Ezért h(X) = X =

Eddig eldallitottuk az Osszes egyvaltozos fluggvenyt.
Tekintve, hogy az "3 ,X”~ rendszer - mint az jol 1ismert
teljes rendszer, elegendé x.y fuggvenyt eldallitani.
(Indukcioval bizonyithaté, hogy minden G-beli Tflggvény
eléallithatd - egyértelmien - Kkitintetett diszjunktiv
normal alakban, s ez a rendszerb6l szuperpozicio-

val eléall.)

111. Legyen /5 @<r"72rjo6HS5 |,

és jelolje V m=2 esetén x4y.
Minthogy fJ- nem-linearis, van két olyan valtozdja,
pl. N es ~z~"hogy a kifejezésben ezek konjunk-

ci0ja szerepelt

+( (r*..-/2r))

Minthogy ~"”O0, Iétezik olyan Gf* 1" i)
vektor, amelyre

U@, rd=4a @, m,”" ,..-N=2,2*4z, + -C

Ebb6l a kivant eldallitas (minthogy a konstansokat
mar eldéallitottuk);

= |2+n)+C+&E — 2, Ir.
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Kovetkezmény; Minden bazis-rendszer legfeljebb ot flugg-
vénybdél all.

lgaz azonban a kovetkezd

4.26. Tetel: A Boole fuggvények rendszerében minden ba-
zis legfeljebb négy fluggvényt tartalmaz.

Bizonyitas; Ha ¥ O-t nem 06rz6, azaz f(,... ,00=1, akkor
ha f(1,...1) =0 1lenne, T 1l-et sem 6rz6 egyben, s igy
készen vagyunk. Ha viszont f(0,...0) =1 és f(l,...D=l
akkor f(1,...,1) = f(©,...0 = 17=0 = (@, ==. ,1)]

"tehat f nem oOndualis.

A tétel pontos, mert " =0, 2 - 1, = X1X2* =
rendszerrdl konnyen lathatd, hogy bazis.

A
A 4.25» teteir alapjan kdnnyen meghatarozhatd az oOsszes

G—beli1 teljes rendszer.
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5. BEFEJEZO MEGJEGYZESEK, A TOVABBI VIZSGALATOK ES
ALTALANOSITASOK LEHETOSEGEI

¢;. A szamitéastechnika rohamos fejlédése az utobbi
evtizedben (egyik oldalrol az operéaciodos rendszerek,
fordito-programok, stb. kidolgozasaval, masik oldalrol
az uj technologia - iIntegralt aramkorok, magneses
buborék memdoria és aritmetika, stb. - megjelenésével)
Tfellenditette az automata-elmélet és a formalis nyelvek
kutatasat. A dolgozatban egy viszonylag szilk részteri-
let, a Post-fuggvenyek funkcionalis teljességének prob-
Iémakoret tekintettiuk at, az egyes specialis kérdések
részletezése nélkiul. Nem foglalkoztunk részletesen pl.
a Sheffer-fuggyéenyek vizsgalataval, amelyek az utobbi
evekben eldétérbe keriltek, a vele fToglalkozé publika-
ciok szama megndtt. A Sheffer-fluggvények egy, a dolgo-
zatban szerepld jellemzésétol eltérd teljes leiras
talalhaté 37” -ben™és ]T20]-ban m=3 esetre.

(JablonszKkij és Zaharova [46] eredményét tartal-
mazza a dolgozat), Malcev [56]-ban egy tovabbi lényeges
altalanositast ad meg Jjb] emlitett eredményére, szi-
goruan algebrai targyalasmédot kovetve. (A dolgozatok
tobbsége i1nkabb kombinatorikus jellegl.) Targyalasmod-
jaban algebrai még: [3], [36]1 . [42 . [B1] , BSL (€],
[29] ,[32]-

/3 Nem foglalkoztunk azoknak az algebrair strukturak-
nak a vizsgalataval sem, amelyek r{~"rny-
alakiak, azaz I egy P reészhalmazat engedjuk meg md-
veletként (a H alaphalmazon: 1tt lehet H =F 1s.)
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Az altalunk vizsgalt specialis esetben H =T" és mindig
megadjuk a fTluggvények egyenldségét kifejez6 ekvivalencia-
relaciot i1s* Az emlitett altalanosabb esetben mar l1ényeges
a fomulak vizsgalatanak a szerepe V> N.[27], [23,

b61 b6 Egy érdekes specialis algebraval foglalkozik

-7 smely ortogonalis teljes rendszereket eredményez
Ll -ben.

Logikai targyalasméd talalhaté [3. N. N . LW -ben.

V- Egy lehetséges altalanositas (az m=2 esetben jol 1ismert)
nem teljesen meghatarozott Post-fuggvények (bizonyos
valtozo-kombinaciokra a figgvény nincs értelmezve).

Ezek a fluggvények sok szempontbdl targyalhatdok m+1-
ertéku Post-fuggvényekként! a hatarozatlansagi helyen
veszi fTel a fuggvény az m+l-edik értéket. (lgen gyakori
felhasznalds az m=3 értékld Post fuggvény alkalmazasa

a nem teljesen meghatarozott Boole fluggvények vizsgala-

tanal.) [3], ub] -

Ismeretes j43] , hogy ebben a figgvény-rendszerben is véges
a kvaziteljes osztalyok szama, tovabba, a teljességi alap-
tétel is valtozatlanul érvényes.

$ Egy méasik iranyu altalanositas: pszeudo-Post figgvény-
nek nevezziuk azokat a fuggvenyeket, amelyek az Mn hal-
mazon vannak értelmezve, de értékeiket a valds szamok
R halmazabol veszik. Ezekre i1s érvényes az egyértelmien

kifejthetdéség, szuperpozicido szempontjadbol azonban ezek
érdektelenek. Az m=2 esetben lasd [¥5.
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A hataly-logika fuggvényeirhez Jutunk, ha az M halmazt

a lin) M = 1 halmazzal helyettesitjuk. Az ilyen fluggvé-
nyék P halmaza hatar-logika, ha P megszamlalhatd sza-
mossagu halmaz és minden m"2 esetén tartalmaz homomort
képeket I -ban* JablonszkiJd és Gavrilov munkairhoz kap-
csolédva Demetrovics a kovetkez6 szép eredményt kapta:
"Tetsz6leges c* kardinalis szamra létezik olyan hatar-
logika, amelyben a kuldénbd6z6é kvaziteljes osztalyok
szama lehet természetes szam, megszamlalhato
szamossag, vagy kontinuum.)™ £44] .

Megjegyezzik, hogy P TfTelfoghato P olyan részhalma-
zakéent, amely az M halmazt megtartja. Ez a megjegyzes
érdekes lehet pl. a P halmaz olyan részhalmazainak
vizsgalatanal, amelyek az M halmazt s-R-korlatéltan
megtartjak.

Konnyen belathatdé, hogy a linearisan szeparalhato

Post-fluggvények osztalya zart és tartalmazza a
monoton Tfluggvények osztalyat, ahol rQ teljes
rendezeés.

Szamossag. Az egyes Tluggvény-osztalyok szamossaga
iIsmert, mas osztalyokra csak aszimptotikus eredmények
vannak. Megkisérelhetd (legaladbb aszimptotikusan ér-
vényes) olyan tételek megadasa, amelyek/M*] (')
elem-szamat adjak.meg (pl. a kombinatorikabdol ismert
szita-formulaval). Specialisan U =r egyenldségre
szeretnénk kovetkeztetni szamossagi megfontolasokbol.
Ezek az eredmények felhasznalhatdék lennének olyan
teljességi kritériumok targyalasanal, amelyek a Je-
lenleginél gyengébbek és i1gy ezekre nézve a probléma
teljes megoldasa remélhetd lenne.
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(1lyen jellegld kritériumok szikségesseget felveti [48] ,

amely a teljességi témakor rovid attekintését i1s tartal-
mazza. )

\ Véleménylink szerint egy ilyen kritérium lehetne a

statisztikus teljességre vonatkozdé kritérium, amelyet
az alabbiakban vazolunk.

Legyen *»] Xs} zart osztalyok
egy rogzitett fuggvény-rendszere
és of pal adott valos szam. A J(4drfx |

teljes} delllésekker a ™ M

valamely részhalmazat re nézve

(statisztikusan) p-teljesnek nevezzik, ha

1*?2"1

1= -r-
(Tetszb6legesen nagy valtozoszamra értelmezhet6 a
fogalom J{ J- Uvb definicioval.)

Statisztikus teljességre vonatkozdé téetel 0Q. p) parok
létezésére vonatkozik. Nyilvanvalo, hogy a p=I-re
vonatkozd statisztikus teljesség i1s gyengébb kovetel-
mény, mint a teljesség, hiszen ez utébbi apCIHJCH
specialis esetnek felel meg. A statisztikus teljesség-
re egy késébbi dolgozatban szeretnénk visszatérni, itt
csak megjegyezziuk, hogy adott n esetén a p-teljesség
szikséges feltétele, hogy p racionalis legyen és egy-
szerulUsitett alakjadban a nevez6je legfeljebb

JE 2N

_ 2™ 7Ti
] 1=1L7, <. ~

ahol

Természetesen elsésorban m szerinti aszimptotikus ered-
mények varhatok.
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Po Erd6és és Turan a 18] sorozatban a szimmetrikus csoport
statisztikus elméletének rendszeres kidolgozasat adja,
tobbek kozott vizsgalvan az szimmetrikus csoport ele-
meinek rend szerinti aszimptotikus eloszlasat. Az analdg
eredményt Harris adta meg szimmetrikus fTélcsoportra
[12] -ben. Post-fluggvényekre a pontos atfogalmazas nem
lehetséges, mert I nem véges halmaz. Mégis nagyon ér-
dekes lenne a (lényegesen nehezebbnek tind) n”™-beli
megfeleld eredmények szarmaztatasa, mert [ 2 teljes
rendszer (2.1. lemma), és Plnem az.

Jelolje K(m,x) azon P™-belt ~ elemek szamat, amelyek

o(If) rendjére 0/~) U AC», *) teljesil;
meghatarozando a lim X))

hatar-eloszlas x-fluggvényében.
(A(m,x) 1smert Tfuggvény.)

Tovabbi érdekes (de nehezebb) kérdés adodik, ha Ff -t
r p eS7 r részhalmazaval helyettesitjuk; veégul az

A(m,x-") = mm2—1 es A(m,xQ) = mm2 megoldasaira a
limjgVvvr'”’ D)

jellemzé a /1 -ben teljes részrendszerekre.

4' A formalis nyelvekkel és automatakkal vald kapcsolat
nyilvanvald; a Post-fluggvények specialis, u.n. kombina-
torikus automatadk (az allapotok szama: 1) lasd
Egy masik kapcsolat ugy adodik, hogy a Post-fluggvényeket
a leképezések altalanositasaként tekintve -fa leképezések
egyvaltozos Post-fiuggvények) olyan automatakat vizsga-
lunk, amelyek automata-leképezése egy adott Post-fiugg-
vény.



Szintén a jelzett kovetkez6é dolgozatban fogunk foglalkoz-

ni

az 1tt csak felsorolt aldbbi problémakkal:

M= Sztochasztikus Post-fluggvények ([2] eredményeinek

fic

altalanositasa.)

Post-fluggvények optimalis realizalasa kétpolusu (ll.
m-polusu) grafokkal ( és [4] egyes eredményeinek
altaladnositasa).

Kongruencia-tarto Tfuggvények osztalyanak vizsgalata.
(Az ezzel kapcsolatos jelenlegi eredményeink a
linearis fTuggvényekhez kapcsolddnak.)

Formula-abrazolasok, interpolacidés polinomok, mini-
malizaléas .
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