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1. Bevezetés

bfdf(x) dx kiszamitasara kozelitd médszereket alkalmazunk, ha az
analizis pontos modszerei nem vezetnek célhoz, vagy munkaigényesebbek a ko-
zelitd modszereknél. Itt harom, elektronikus szamologépre programozott, nu-
merikus eljaras ismertetése a célunk. Ennek érdekében az alkalmazott numeri-
kus kvadraturakrol is rovid attekintést adunk. Tovabba, toébbszérdés integra-
lok kiszadmitasidhoz ismertetjuk a szukcessziv integracion alapuld rekurziv
el Jarashivast.

Megallapitasainkat példakkal is illusztraljuk.

2. Numerikus kvadraturadk. Mechanikus kvadratura.

Legyen adva az [a,bJ intervallum x£Em” csomépontjainak és az A™m~™
egyutthatoknak matrixa (m=1,2,...; k=0,1,2,...,m). Ekkor az Qa,b] szakaszon
értelmezett minden T(x) figgvényhez megalkothaté a

/2-1/

kifejezés. Az ilyen alakd formulédkat iiechanikus kvadratura-formulaknak ne-
vezzik.

Ilim Q () =b/ f(xX)dx esetén azt mondjuk, hogy az F(x) fluggvényre
T
a fenti matrixokhoz tartozé kvadratura-eljaras konvergal. Az integralt Q-val

kozelitjuk:
bfyf(COdx = Q; fH) + E .
/\
A numerikus kvadratura problémdja Ugy meghatdrozni az x} " csomépontokat

és AN " egyltthatokat, hogy a kozelitd formula eleget tegyen bizonyos el6-
irt kovetelményeknek /pl. bizonyos elfirt pontossagot érjen el/.

Ha az f(xk) fluggvényértékek helyett azok f~ kozelitéseivel sza-
molunk, akkor hibat koévetink el, amelyet Q 0Oroklétt hibajanak nevezink.

Ha az " kozelitések kozds hibakorlatja 6F, akkor
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az oroklott hibanak pontos korlatja.

2.1. Interpolaci6s kvadratura-képletek. Newton-Cotes kvadratura-formulaki¥

osszetett formulak.

Az F(x) fuggvény Lagrange-féle interpolacios polinomjainak integ-
ralasaval /2.1/ alakd formulakhoz jutunk. Nevezzik ezeket - szarmaztata-
suknal fogva - interpolacids kvadratura-képleteknek.

Rogzitsik a csomopontokat. A legfeljebb m-ed fokd polinomokra

pontos, az
I

xEm)= a + khm (hm =~ ; k=0,1,2,... ,m) /2.2/
ekvidisztans alappontokhoz tartozé kvadratura-formuldkat Newton-Cotes féle
formuldknak nevezzik. Ezek interpolacids kvadratura-formulak. Olymodon is

szarmaztathaték, hogy az f(x) Tiggvényt a /2.2/ alappontokhoz tartozé6
Lagrange-féle interpolaciés polinomjaival kozelitjik, s ezeket integraljuk.

Paros m-re a pontossag még m+l-ed fokd polinomokra is elérhet6.

Az m=I-nek megfelel§

QL(F) = (b-a) [i f(®) +| F(b)] -

Newton-Cotes formula trapéz-formula, az m=2-nek megfeleld

Q2 = G- @ +1 £(*) + 1 T0)

pedig Simpson-formula néven ismeretes.

Magas rendszamu Newton-Cotes formuldk hasznalata nem el8nyds. No6-
vekvé m esetén egyre nehezebb E=E -re korlatot adni, s6t bizonyos egész-
figgvények kivételével nem is tudunkT lim kﬁblgi #F| =< miatt az oroklott

mm k=

hiba nagy lehet. Az is bebizonyithatd, hogy vannak olyan folytonos T(X)
fiuggvények, amelyekre Qw(£) nem konvergdl b/af(x)dx-hez.

It
A fenti nehézségék .elkeriilése végett a rendszam noévelése helyett
mas modszerhez folyamodunk, m-et rogzitjiuk, s az [a,b] intervallumot rész
interval lumokra bontjuk.



A részinterval lumokon képezett kvadratura-formulak 6sszegezésével
un. Osszetett kvadratura-képleteket nyerink. E médszer hatékonysaga onnan
ered, hogy a Newton-Cotes formuldk E hibaja az intervallum valamilyen hat-
vanyaval aranyos.

P

m=I-re N részintervallum esetén eléall a

1 N-1 7
2 fo + fk + 2

trapéz-szabaly, m=2-re, paros N-re N/2 részintervallum esetén pedig az

SN- X [E0+4£1+2£2+4F3+ ———t4£EN-3+2EN-2+4£EN-11£N ]

Simpson-szabaly @@y = ; fk=F(a+khN) ; k=0,1,2,. .. ,N) . A maradék-tag
/hiba/ kétszer, illetve négyszer folytonosan differencialhatdé f(x) esetén

b-a ,2 Mmfr\
N N N

Etrapéz -
(a< £<b? 72.3/
b-a .2 -1V,r.
#Simpson 180 hN F
A trapéz és Simpson kvadratura-eljarasokra Iim Q (H = J FT()dx min-

den Riemann-iutegralhatdé f(x) Ffuggvény eseteben. Ha F(x) korlatosan dif
ferencialhat6, akkor integraljanak kozelitd értéke /2.3/ alapjan eldirt
pontossaggal meghatarozhato.

Természetesen, magasabb rendszami 6sszetett Newton-Cotes formulak-
hoz 1is eljuthatunk. Az alacsony rendszamu formuldk azonban a kerekitési hi-
bak alakuldsa szempontjabd6l kedvez&bbek.

2.2. Javitott formulak. Richardson-féle extrapolaci6é.Romberg médszere.

Tegyiuk fel, hogy T f(x)dx kozelitésére két kiulonbdzé N. - és
N2~vel alkalmazunk valamilyen kvadraturat, és ezekb8l - az intervallum
Ujabb felosztasa nélkil - hatarozunk meg egy harmadik kozelitd formulat
annak reményében, hogy esetleg még jobb kdzelitést kapunk. Az olyan elja-
rasokat, amelyeknél két kozelité eredményt egy harmadik kiszamitdséara hasz-
nalunk fel, Richardson-féle extrapolacidnak nevezzik.

Szamitastechnikai szempontbol célszer(i az N2 = 2N valasztas,
mert igy minden olyan abszcissza, amely az els6 kvadraturahoz kellett, a



masodiknal is felhasznalhatd6.

A modszer egymasutani alkalmazasahoz tehat az [a,b] intervallum
szukcessziv felezésével kapott abszcisszadk felvétele, az N=2n (n=0,1,2,.. )
valasztas a legalkalmasabb.

A Richardson-féle extrapolaci6 képezi alapjat Romberg médszerének.

Induljunk ki az [a,b] intervallum 2n egyenl6 részre torténd

felosztasahoz tartozd
™,.-hn 1X 4)- | ['W «w ]I

trapéz-formulédbol, ahol

b-a
hn= XKM)= a+khn;

(n=0,1,2,...; k=0,1,2,...,2n) ,

s a Tm-},ﬁ—f Tm-t,n elemekbdl képezzik a

T =2 >~1 N An-1,n-1 (m=1,2,...,n)

elemeket.

Az igy definialt haromszoég-matrix atlos elemeire (m-oszlopindex,
n-sorindex) Riemann-integralhaté f(x) filggvény esetében [lim n =bJINF(X)dx.

Analitikus figgvényekre a konvergencia gyorsasaga is ismert. Megmutathato,
hogy az

.Hafgx)dx = Tm, + Rm,n
Romberg-integracié maradék-tagja (m=n-re felirva)

B G G Boneolb B/ A1

ahol n=0,1,2,. ..-re B2n+2 a Bernoum~féle szamokat jeloli, és
a<5«<b .



A Tm n kozelitd Osszegek haromszog-matrixanak /T séma/ az [a,b]
intervallum eg§ felosztasa altal meghatarozott soraban az atlé felé haladva,

P

az extrapolaciok utjan eldallitott elemek b/af(x)dx egyre jobb kozelitései.

- T séma -

A matrix m=0,1,2 sorszamu oszlopaiban Newton-Cotes-féle kozelitd
Osszegek allnak: trapéz-, Simpson- és negyedrendld Newton-Cotes formulak. A
Romberg-féle kozelitd oOsszegek a magasabbrendi Newton-Cotes formulaktol mar
eltérnek.

A T séma elemei természetesen felirhatok a

@ = 2 dmm O
ck rk K

Tm n K
B k=0

alakban. I1tt a c¢”™m"n) sulyok mind pozitivok, nem uUgy, mint a Newton-Cotes
formulaknal .



2n (m,n) S " -
Megmutathatd, hogy 1de b-a, amib6l kovetkezik, hogy a

k=0
Tm n kozelitd Osszegek o6rokldott hibaja mindig Ugy szamolhatdé, mint a tra-
péz-formula esetében: Cb-a)6f , ahol oOfF az kozelitések kozos hiba-

korlatja.

3. Egyvaltozés fluggvény hatarozott integraljanak kiszamitdsa. Algoritmusok,
eljarasok.

Az alabbiakban harom hatékony algoritmust, onleosztdé ALGOL nyelvi
eljarast mutatink be 7J ffxjdx kiszamitasara. Mindharom algoritmus alap-
Jat fentebb ismertetett kvadratura képezi. Az els6 ketté a trapéz-formula-
b6l kiinduld Romberg-integraci6é, a harmadik pedig a Simpson-eljaras egy
adaptiv valtozata.

Bizonyos esetekben célszeri lehet az integral részekre bontasa,
s az egyes részintegralokra esetleg mas-mas kvadratura alkalmazasa. Ré-
szintegralokra hibabecslést is kdnnyebben végezhetink. Azokkal az egysze-
rd algoritmusokkal szemben, amelyek kozvetlenil magara az eredeti b/af(x)dx-
re alkalmaznak egyszerl vagy ésszetetg_gyadraturét, adaptivnak nevezziik
azokat az algoritmusokat, amelyek az JJ M(odx részintegralokra alkal-
maznak kvadraturat, s a mar megfelel6 pontossaggal kiszamitott részinteg-
ralokat o6sszegezik (af(xX)dx = £ Mij™ f(xX)dx).

Az eljarast onleoszténak mondjuk, ha a részintervallumokra bon-
tast, a felosztas finomitasat /az alappontok megvalasztasat/ - a figgvény
viselkedésének megfeleléen - automatikusan elvégzi.

Mindharom eljaras elkészilt a KFKI Programkonyvtar szamara ICT
1900 ALGOL gépi reprezentacidban. Az elsf kett6 lényegében ugyanazon al-
goritmus paraméter-listaban eltér6 két valtozata. Beépithet6k ALGOL prog-
ramokba forrasnyelvi szinten, de a konyvtar-szalag SRA3 szubrutin-blokkja-
bol "algol"™ eljarastorzsiuként s/c formaban is.

3.1. A romberg eljaras

A romberg nevi Tuggvényeljaras - Romberg médszere alapjan - el6-
irt e hibakorlatnal nem nagyobb relativ hibaval hatarozza meg 15f(x)dx
kozelitl értékeét.

Az intervallum egy-egy Ujabb felosztasat szukcessziv felezéssel
automatikusan elvégzi. A hibat két egymdsutani felosztashoz tartozd ko-
zelitd Osszeg eltérésébdl becsili. 2n+2-szer korlatosan differencialhato
f(x)-re ui. bizonyos n-t6l kezdve |T - Tn_il/ITn nl megfelel§ becslése

IRn,nl/1Tn,nl-nek*



Az integral Kkiszamitasat az eljaras az alabbi két esetben tekinti
befejezettnek s

a/ az eredmény relativ hibaja nem nagyobb, mint az el5irt hiba-
korlat,

bl az [a,b] intervallum felosztasanal a felezések szama elér egy
megadott korlatot.

Eljarasfejz_garaméterek

real procedure romberg (fct,lgr,rgr,eps,ord,p);
value Igr ,rgr,eps,ord;

integer ord;

real Igr,rgr,eps,p;

real procedure fct;

Bemeneti_paraméterek

fct fliggvényeijaras, mely az f(x) integrandust generalja.
Az eljarasfej alakja:
real procedure fct(x);
real x;
ahol a bemen6 paraméter:

X a figgvény figgetlen valtozdja
Igr az integracios intervallum kezd8pontja
rgr az integracios intervallum végpontja
eps az integral kozelitd értékére adott relativ hibakorlat
ord a felezések szamanak fels6 korlatja; ord > 2 .

Kimeneti_paraméterek /eredmények/

romberg az integral kozelitd értéke
p az integral kozelitd értékének tényleges relativ hibaja

/az eljaras az eredményt akkor adja eps-nél nem nagyobb
p relativ hibaval, ha ord - az el8irt eps-nek megfele-
16en - elegend6 nagy./

Az eljaras ICT 1900 ALGOL gépi reprezentaciodban:



"real "“procedure-romberg(fct,lgr,rgr,eps,ord, p);
"value® Igr,rgr,eps,ord;

"real™ Igr,rgr,eps,p;

"Integer® ord;

"real ""procedure* fct;

"begin® “real* “array” t[l:ord+1]; =

"real” f,1,q,u,m;

“integer® h,J,n;

1:=rgr-Igr;
t[1]:=(fct(gr)+fct(rgr))/2;
n:=1;

*for® h:=1 “step® 1 “until® ord “do"
"begin® u:=0;

m:=1/(2*n);

“for® j:=1 “step® 2 “until® 2*n-1 “do"
u =u+fct(lgr+J*m);

t[h+1]: =(u/n+t[h])/2;

f:=1;

*for* j:=h “step” -1 “until®™ 1 “do"
"begin® f:=4*f;
tP]:=t[+11+Ce[g+11-t D/ (F-D
“end”";

n:=2*n;

it h#l “then®

"begin® p:=abs((g-t[1]D/t[1]D;

"if" p<eps "then®™ “goto” cl

"end”;

q:=t[1]

“end";

cl: romberg:=t[1]*1



3.2.

A romberql eljaréas

A rombergl nevil flggvényeljaras Romberg médszere alapjan el@irt hi

bakorlatnal nem nagyobb relativ hibaval hatarozza meg Jaf(xX)dx kozelité

értékét.

Az intervallum egy-egy Ujabb felosztasat szukcessziv felezéssel

automatikusan elvégzi. A képlethibat két egymasutani felosztashoz tartozo

kozelitd oOsszeg eltérésébdl becsili.

Az integral kiszamitasat az eljaras az alabbi két esetben tekinti

befejezettnek:

a/ az eredmény relativ hibaja nem nagyobb, mint az eldirt hiba-
korlat

b/ az [a,b] intervallum felosztasanal a felezések szama elér
egy megadott korlatot.

Eljarasfej”™ paraméterek

real procedure rombergl (a,b,x,f,eps,ord,delta);
value a,b,eps,ord;

integer ord;

real a,b,x,f,eps,delta;

Bemeneti_paraméterek

a az integracios intervallum kezd6pontja

b az integracios intervallum végpontja

X az integraciods valtozo

f az integrandus értéke

eps az integral kozelitd értékére eldirt relativ hibakorlat
ord a Telezések szamanak felsd korlatja

az integral kozelitd értékén kivil még
delta az integral kozelit6 értékének tényleges relativ hibaja

Az eljaras ICT 1900 ALGOL gépi reprezentacioban:
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"real " "procedure® rombergl(a,b,x,f,eps,ord,delta)
"value® a,b,eps,ord;

"Integer® ord; “real” a,b,x,f,eps,delta;
*begin®"real® s,sum,error,f0,11 ,12;
"Integer” J,k,p;

“array” t[l:ord+1];

s:=b-a;

x:=a; 11:=F; x:=b;

t[A):=(H+F)*s/2; 11:=0;

“for® k:=1 “step” 1 "until® ord ".d"
"begin® sum: =error:=0;

s:i=s/2; p:=2Tk;

“for® J:=p-1 °“step” -2 “until® 1 "do~
"begin® x:=j/p;

X: =jc*at(1-x)*b;

fO:=F; 12:=sum+f0; error:=error+

("if ab3(fO)>iibs(sum) “then®(sum-(12-f0) j
"else” (fO~(12-sum)));

sum:=12

"end*;

12:=t[k+1 J:=t[k]/2+(12+error)*s;

p:=1;

“for” j:=k "step” -1 “until® 1 “do".
"begin® p:=4*p;

12:=t[j]: =(12*p-tj1)/(p-1)

"end";

delta:=abs((12-11)/12);

"IT" delta "le” eps "then® “goto" finis;
11 =12

"end";

finis: rombergl:-=12

"end” rombergl;
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3.3. A 31tp3on eljaras

A simpson nevid fuggvényeljaras eldirt e hibakorlatnal nem nagyobb
&§ relativ hibaval szolgaltatja®az integral kozelitd értékét. Az eljaras
adaptiv, és minden részintegralt Simpson-formulaval koézelit.

Az [a,b] intervallumbdl kiindulva, azt az [a),b"] részinterval-
lumot, amelyre az integralas torténik, harom egyenld hosszusagu [~ ,bi ]

részintervallumra bontja /j=1,2,3/, s felez6pontok kodzbeiktatasaval képezi
az

. La+b. .
s O=(bi-aD) L fcan)+ 1 « (an— )

egyszer( és az

(2). v bi'ai . R .
j=l Xj j=IL kE(«' )1 E(ATN) +1 £(%).

Osszetett Simpson-formulakat. AifaAf(x)dx—et SQ?A kozeliti, SIZA hibajat

IS"27- S~ -b81 becsuljik. Mivel a mindenkor rendelkezésinkre allo |7]Sijl
az Malf (X)) ldx kozelitése, S"27-htz hozzarendelhetjuk az |s£2”™- SN /| Is™M
hibatagot, amelyre az eljaras az adott e-bol kiindulva fels§ korlatot
allapit meg olymédon, hogy a hibatagok 6=£ | /£ | V | Osszege az
f(x)dx -et kozelit6é érték relativ hibajanak megfeleld becslése legyen.

A gyakorlat azt mutatta, hogy a legtobb feladat esetében ezek a hibakor-
latok megfelelnek. Ismert integralokat kozelitdé értékek értékes jJegyeinek
alakulasabél leolvashatd, hogy 6 inkabb tulzott becslése a hibanak. Ez
féleg az eljaras adaptiv jellegével Tiigg Ossze.

Egy részintegral kiszamitasat az eljaras az alédbbi két esetben
tekinti befejezettnek, s tér at a jobbrol szomszédos részintervallumon va-
16 integralasra:

a/ a részintegral kozelitd értékére esd hibatag nem nagyobb, mint
az eldirt e hibakorlat megfelelé hanyada

b/ a részintervallum hossza < ahol ord elére megadhat6.

Ellenkez6 esetben 1 szelepét 1. /j=1,2,3/ veszi at, s a fen-
tiek ismétlédnek. Az eljaras - a/ vagy b/ miatt - szomszédos részinterval-
lumok illesztésével, egymasba skatulyazott részitervallumokon at egyszer
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végetér. A részintervallumokra bontast, a felosztas finomitadsat csak a kri-
tikus szakaszokon hajtja végre /ott, ahol a megfelel§ pontossagot még nem si-
kerilt elérni/, s a nem-adaptiv eljarasokkal szemben csak itt szamit (jabb
fliggvényértékeket. Az eljaras automatikusan levagja a ''rossz" szakaszokat,

s e részintegralokat kilon kezeli. El8nydsen hasznalhatdé ''szakaszonként
rosszul viselked§" figgvények, s bizonyos fajta szingularitassal bird flgg-
vények integralasara. Természetesen, i1ddigényesebb a nem-adaptiv eljarasok-
nal .

Eljarasiej2_ faraméterek

real procedure simpson (f,a,b,eps,ord.,delta);
value a,b,eps,ord;

integer ord;

real a,b,eps.,delta;

real procedure T;

Bemeneti_paraméterek

f figgvényeljaras, mely az f(x) integrandust generalja

Az_eljargsfej_.alakja

real procedure T(x);

real Xx;

ahol a bemeneti paraméter:

x a fiuggvény fiuggetlen valtozdja

a az integracios intervallum kezd6pontja
b az integracids intervallum végpontja
eps az integral kozelit6 értékére eldirt relativ hibakorlat

ord fels6 korlat részintervallumok egymasbaskatulyazottsa-
ganak mélységére; ord £ 2.

iSiitkD®Ii_E5i51! Eterek /eredmények /

simpson az integral kozelitd értéke
delta az integral kozelitd értékének tényleges relativ hibaja

Az eljaras ICT 1900 ALGOL gépi reprezentacioban:
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"real®™ “procedure”slmpson (f,a,b»eps,ord»delta);
"value® a,b,eps,ord;
"Integer® ord; “real” a,b,eps»delta; “real”"procedure” T;
"begin® “Integer® 1vli;
"real” d ,ab,est,fa,lT,I'b ,da,sx »estl,sum,f1;
"Integer® “array® rtrnford];
"real™ “array” dx,epsp,x2,x3,f2,f3,f >Ffmp,fbp,
est2 ,est3[ord],pval,del[1:ord ,1:3];
"switch® return:z=rl ,r2 ,r3;
Ivl:=0; ab:=est:=1 .0; da:=b-a;
fa: f(@) ; fm:=4_0*f((a+b)/2.0); Th:=F(b);
recur: Ivi:=Ivl+1l; dx[Ivl]:=da/3-0;
sx:=dx[1vl]/6.0; f1:=4_0*fF(a+tdx [1v1]/2.0);
x2[1vl]:=a+dx[ivl]; f2[IvI]:=F(x2[1vl ]D:
x3ilvl ] :=x2 fivl J+dx [Ivl ]; F3[1vl [:=FQC3[1vl)) ;
epsp[lvl]:=eps; FA4[IvI] : . O»F(x3[IvI]+dx [Ivl 3/2.0);
fmp[Ivl]:=fm; esti:=(Ffa+Ff1+I2[1vl ]#sx;
Tfop[lvl]:=fb; est2 fivi]:=CF2[IVII+F3[IvI]+fm)*sx ;
est3TIvI]:=(F3[IvI]+F4A[IvI]+Fb)*sx;
sum:=est+est2[Ivl]+est3[Ivl];
ab: =ab-abs(est)+abs(esti)+abs(est2[1 vl ])+abs(est3[IvI]
d:=abs (est-sum) m
1T "le "epsp[Ivl J*ab) "and "(est#1 .0) "or*(Ivl “ge "ord)
“then*®
"begin® up:lvl:=Ivl-;
pval[Ivl ,rtrn[Ivl )):=sum;
del[ivl,rern[ivi]]:=d;
"goto®™ return[rtrn[ivI]]
“  "end";
rern[Ivi1:=1; da:=dx[Ivl]; fm:=F;
Tfh:=F2[Ivlj; eps:=epsp[IVv]l]/.7;
est:=estl ;



"goto" recur; ri: *

rtrn[Ivl]:=2; da:=dx[Ivl]; fa:=F2[1vl];
fm:=Fmp[ivl]; fo:=F3[Ivl]; eps:=epsp[livl]/1.7;
est:=est2[1vl]; a:=x2[1vl];

"goto" recur; r2:

rtrn[Ivl]:=3; da:=dx[Ivl]: Fa:=f3[1Ivl];
fm:=FA[IvI1]; fb:=Ffbp[lIvl];
eps:==epsp[ivi1 .7;

est:=est3[Ivl]; a:=x3[Ivl];

"goto" recur; r3:
sum:=pval[1vl,]+pval[Ivl,2]4pval[lvl,3];
d:=del[lvl,]+del[lv] 2]+del[IV]l ,3];

«if* Ivl>1 “then® “goto® up;
sImpson:=sum; delta:=d/abs(sum);

"end” slmpson; «
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4. Tobbszords integralok kiszamitasa szukcessziv integraciodval. Rekurziv
eljarashivas.

Ismeretes, hogy ha g(x) = d/éf(x,y)dy integralhaté [a,b]-ben, ak-
kor

/3T (X,y)dxdy = bia@d/cf(x,y)dy™dx ,

ahol N asikegy @~ x=Db négyszog- vagy fa = X=1D
(c <y<d \c(X)< Y < <00

normaltartomanya. Négyszdg esetén az integralasok sorrendje fel is cserélhetd.

Hasonl6képpen az egyes valtozok szerinti szukcessziv integralassal
hatarozhato meg az FQ, X" ,eee XY Tlggvény integralja az n-dimenzids euk-
lidesi tér egy normaltartomanyan.

Ha az egyes integralokra numerikus kvadraturat alkalmazunk, akkor
eljuthatunk a toébbszérds integral kozelitd Osszegeihez /az eredeti integra-
cidés tartomany®csomépontjalhoz tartoz6é formulak/, pl. egy kettds integral
kubaturajahoz. Természetesen ez csupan egy lehetséges eljaras. Mi itt csak
ezzel foglalkozunk. S6t, nem is adunk meg explicite ilyen formulakat, ui.
egyvaltozoés .integrator rekurziv hivasaval automatikusan el&allnak.

Egyvaltozos integralkdzelitf oOsszeget kétféle hiba terhel: a kvad-

ratura maradéktagjaval kifejezett képlethiba és a fiuggvényértékek hibajabol
szarmazo un. o6roklott hiba.

A Qn = £ dk“*k kozelit6é o6sszeg relativ képlethibajat
IOn - Qn_jJ/IQnl becsuli. Az * figgvényértékek relativ hibakorlatjai

kozil a maximalis pedig relativ hibakorlat Qn oroklott hibajara, ami ko-
vetkezik abbdl a tételbdl, hogy a tagok relativ hibakorlatjai koézul a leg-
nagyobb az 6sszegnek is relativ hibakorlatja.

Szukcessziv integracio esetén tehat egy belsd integral képlethi--
baja a rakovetkezd kils6 integralnak oroklott hibaja lesz.

Osszefoglalva, tobbszdrds integralokat olymédon fogunk kiszamitani,
hogy egy-egy valtozd szerint egymas utan integralunk, mikdzben a tobbi val-
tozét rogzitjiuk. Az egyes integralok- képlethibaira ugy Irunk el relativ
hibakorlatokat, hogy az eredeti integralt eldirt pontossaggal kapjuk. A to-
vabbiakban mindenegyes integralra Romberg-féle kvadraturat alkalmazunk.

A kozvetlenul egyvaltozés fluggvény integralasara szolgald rombergl
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eljaras a 3.2. pont alatt ismertetett eljarasfejjel ellatva, alkalmas arra,
hogy rekurziv hivasaval tobbszorts Integralok kozelitd értékét meghataroz-
zuk. Azzal ui., hogy az integracios valtozot felvettik a paraméter-listara,
tovabba, hogy az integrandust real procedure helyett real-nak specifikaltuk,
lehet8ségink nyilt egy valtozé szerint integralni, az 6sszes tobbit Ffixen
tartva.

A romberg eljaras tehat csak egyvaltozds, a rombergl eljaras vi-
szont tobbvaltozés Tlggvények integralasara is alkalmas. Azzal, hogy mind-
két - ugyanazon kvadraturan alapul6é - eljarast bemutattuk, Tfenti Tfejtege-
téseinket akartuk kézzelfoghatdébba tenni.

Két példat mutatunk itt a rombergl eljaras aktivizalasara; mind-
kettdét egy programtdredék illusztralja.

4.1. Egyvaltozds fiuggvény integralasa

Szamitsuk ki #B/ dx-et 10 -nél nem nagyobb relativ hi-

baval. 2

"real™ x, delta, I;
I = rombergl(1.2,4.8 ,x,1/(x + 5+3),1.0 &-5,12 ,delta) ;

vagy

"real™ x, delta, I;

"real™ “procedure® T(X);

"real” x;

"begin®

f:=1/(x+ 5+3);

"end” ft

I :=rombergl(1.2,4.8,x,f(x), 1.0&-5,12/delta);
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4_.2. Tobbvaltozés figgvény integralasa egyvaltozoés figgvényeljaras rekurziv
hivaséaval
2 N
Hatarozzuk meg az f(x,y)= x +xy + 1 fiuggvény kettds integraljat
az y-x egyenes és az Yy=x parabola altal hatarolt tartomanyra két érté-
kes jeggyel.

"real” delta,l;

“farray” x[1:2] ;

"real® “procedure® f(X);

“array” X;

"begin*®

Fo=axOI*O+x 2D +1;

"end” T;

I := rombergl (0,1 ,x[1] , rombergl(x [1]+2,x[17 . x[2].F() ,1.0 80-4, 12,
delta2) , 1.0&-3,8 deltai);

A bels6 integral képlethibdja, ami a kilsének oroklott hibaja, nem
lesz nagyobb, mint 10 A kiuls6é integral képlethibajara 10 ~-t el6irva, el-
mondhatjuk, hogy az eredmény relativ hib3ja 1073 nagysagrendd.

A rombergl eljaras rekurziv hivasa itt direkt kubatura-eljarast
helyettesit.

5. Példak, numerikus eredmények

Mindegyik eljaras kiprobalasra kerilt a KFK1 ICT 1905-06s szamolo-
gépére irt ALGOL programbol.

A Romberg-integréacio:

bjafgx)dx = Tmrﬁ + Rm,n

n=20,1,2., ,ord; m =0,1,2,
n



18

A 5° =IRn,nl/ITn,nl relativ hiba becslése 6 = IMnf ,n=-11/ IMn nl

A Simpson-féle adaptiv integracio:

zéfgx)dx =S, +E,

b-a - 0,1,2,. ord ) .

Itt Sn részintegralok kozelitéseinek 6sszege. 6° relativ
hibdjanak becslését 6-val jeldoljiuk. Az aldbbi feladatok esetében tdbbnyi-
re gy jartunk el, hogy e relativ pontossagot el8irva, kiirattuk az Sn
kozelitd értékeket, amig csak nem teljesilt a 6(=6 e relaci6. Altala-
ban tébb jegyet irtunk, mint amennyit 6 ‘'értékesként" megenged. Ezt a-
zért tettik, hogy a hibabecslésre is megfigyeléseket végezhessink /pl. &
esetleg tulzott/. Ismert integral esetén Osszehasonlitast tehetink a ko-
zelitd érték értékes jegyei, a maradéktag /ha megadhaté és korlatos/, va-
lamint .az eljaras hibabecslése kozott. A rombergl eljaras alkalmazasara
példaként kettds és harmas integralokat hozunk.

5.1.. Példdk a romberg eljaras alkalmazasara

+6.4

5.1.1. 1 _eh x dx = 601.8433764... /Filippi példajas
n hn To.n TI,n T9 .n T8 n
0 12.8 3851.
1 6.4 1932. 1292.
2 3.2 1044. 748. 712.
3 1.6 725. 618. 609. 608.
4 0.8 633. 603. 602. 601.9
5 0.4 609. 601.9 601.848 601.844
6 0.2 603. 601.848 601.8434561 601.8433811
n T4.n TE n T6,n
4 601.942
5 601.8438723 601.8437757

6 601.8433773 601.8433768 601.8433767



5.1.3

o 00 M w N PR O

(&)]

a b~ W N

+i lﬂ(-

Ro,n

3250
1330.
442 .
123.

®

Rn,n

0.099
0.005
0.000009

1

X5+ x + 1

dx

Tn,n
0.71
0.7081
0.70805
0.708048919

dx =

19

RI,n

691.
147.
16.

0.08
0.005

RE.n

0.0004
0.0000004

0.70804892. ..

2.107%
8.107%
2.1073
2.10

1.570796. ..

in.

8.

0.2
0.005
0.00008

0.1
0.0009
0.00005

0.0000003



5.1.4.

5.1.5.

© 0 NO O b~ WN

P
P O

a ~r 0N

H30

Tn ,N
1.5
1.55
1.56
1.568
1.5697
1.5704
1.57066
1.57075
1.57078
1.570790

6n

1.10-1
3.10-2
1.i0"2
4.10-3
1.10-3
4.10-4
2.10-4
6.10-5
2.10~5
7.10-6

x dx = 1.00238898. ..

Tn ,N

0.9.9

1.003
1.0024
1.002388978

5.10-1
2.10-2
1.10-4
3.10-7

f] sin x dx =-0.18571604.
1

a b w N

Tn ,N
-0.1855178096
-0.1857169084
-0.1857160418
-0.1857160427

6.10-2
1.10-3
5.10°6
5.10 2

20

7.10"
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5.2. Példak a slmpson eljaras alkalmazasara

*
Az eljaras legfeljebb harmadfokd polinomokra pontos /pl. 2fQX%dx—re
az eljaras kiprobalasa soran - természetesen, megkaptuk a 4 értéket/.

10000 N

5.2.1. P —pdx = 206 /206 pontos érték/

Az integrandusnak x = O-ban szingularitasa van.

n s, 6, n s, 6,

2 232.6532615 4.101 16 205.9866742  4.10"5
3 204.4260449 i.10-1 17 205.9955368  5.10~5
4 198.7269968 3.1072 18 205.9967931  7.10-6
5  200.2217000 8.10-3 19 205.9975493  8.10-6
6  203.7597443 2.10-2 20 205.9985073  5.10~6
7 =206.0978585 i.10-2 21 205.9996514  6.10-6
8  205.1448069 5.10-3 22 205.9995237  7.10-7
9  205.4589010 2.10"3 23 206.0003546  4.10-6
10 . 205.7228454 1.10-3 24 205.9999365  2.10-6
11 205.8123702 8.10-4 25 205.9999074 2.10-7
12 205.8898663 4.10-4 26 206.0001685  1.10%6
13 205.9822488 5.10-4 27 206.0000205 8 .10-7
14 205.9597208 i.10-4 28 205.9999873 2.10-7
15  205.99534337 2.10-4 29 206.0000036 1.10-7
12

5.2.2. Fy 5 __ gx = 0-70804892... ; e = 5.10-6

n Sn {h

2 0.70805 1.10"4
3 0.70804893 2.10-6
41 r— - >

5e2e3=  j y1 - X2 dx = = 1.5707963268. .. ;



5.2.4.

5.2.5.

5.2.6.

5.3.

0.999

Itt most kettds és harmas integralokra szoritkozunk. Az

22

Példak a rombergl eljaras alkalmazasara

2 1.56 2.10-2
3 1.569 4.10~~
4 1.5705 8.10-4
5 1.57074 2.10%4
6 1.57078 3.10-5
7 1.570794 6.10-6
8 1.5707959 1.10“6
9 1.5707962 2.10“7
10 1.57079631 5. 10-8
11 1.570796324 i io"8
12 1.5707963261 4.109
13 1.5707963267 3.107°
—_ 5dx = £ = 0.7853981634 ... } < -
0,7 XE? 4
n Sn 6%
2 0.7853981631 5. 10-5
3 0.7853981634 6.10-7
I¥oe Xdx = 0.999955... ; e = 5.104
S =0.999962 6 =5.107%
0.999 n 1 X
_ . i} -
/ th x . In T4 dx e 1.10
S = 0.82254 6 = 4.107°
I 1—x A
Joth X n 1+x dx 0.8225

tartomany mindig négyszog- vagy normaltartomany.

10

-6

10

-7

integracios
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A 2.1. pontban elmondottakbd6l kovetkezik, hogy a Romberg-féle kuba-
tura-eljaras legfeljebb 6todfokd polinom négyszédgtartomanyon vett integral-
Jara - a kerekitési hibaktol eltekintve - pontos értéket adhat. /A gépi pon-
tossag 11 értékes jegy./ A tovabbiakban az integral kozelitd értékét egysze-
rGen T jeloli.

5.3.1. X[ (x2 + y2)dxdy
jo Jo

T = 0.66666666667

5.3.2. | | o™+ y™M)dxdy
Jo Jo

T = 0.40000000000

3 ,(6-2%)/3

5.3.3. [ (x2 + y2~ndydx 123
x50 y=0
T = 0.65000000000
+1 +/-Y2
5.3.4. J[L (2 +y2dxdy = ( }6’2 y2)dx)dy =y (= 1.570796...)
(x2+y2<l) Yy--14 x=-/1
——
T = 1.569 ts o™
T = 1.5705 e = 10-5
5.3.5. f [ ex +ydxdy = (e - )2 = 2.95249303. ..
Jo Jo
T = 2.952492 e= 1070 6 = 5.1077
2; 2 6
5.3.6. I 1 ex *y dx dy = n(e-I). e 10~
(x2+y2<l)

T = 5.39788
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5.3.7 419 6 (OO Y [(x2-4)(y2-4)[47- (x+y)™] [47-"x~x}_"jI 3 dxdy
y=2 x=2 [(x2-29.5)2+20.6j [(y2-29.5)2+20.6]

T = 11.57 + 3 %(

1, 1 1«
5.3.8. . A (x4 + y4 + z4)dxdydz = ~
J o %

T = 0.60000000000
5.3.9. Sikeresen szamitottunk ki

H1 f(E:;x,y,z)" e 1 g”%x,"N"z"dxdydz
Q)

alakdu harmas integralokat, amelyek szcintillacidés detektor fotocsucshatas-
fok™"t adjak egy elliptikus hengerekb6l felépitett N fantomra.

Bizonyos (E,y) pontokban eredményeinket - a probléma természeténél
fogva - mérésekkel is kontrollalhattuk.
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