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Bevezetés

Az algebrai egyenletek megoldasa a numerikus matematika fontos, de
sok problémat magaba foglald terilete. Fontos, mert a numerikus matematika
sok feladata algebrai egyenletek megoldasara vezethetd vissza, ugyanakkor
problematikus is, mert az egyes modszerek kivalasztasanal a legkluldnbdz6bb
szempontok johetnek szamitasba. Illyenek példaul

1. az egyenlet valds vagy komplex egylutthatos
2. van-e informacio a gyokok elhelyezkedésérdl
3. a gyokok kivant pontossaga

4. a médszer konvergenciajanak gyorsasaga.

Az alabbiakban két mdédszert ismertetink, amelyek kozil az els6é valos
egyltthatdés polinomok valds gyokeinek meghatarozasara szolgal, a masodik va-
16s egyutthatés polinomok valdos és komplex gydkeit hatarozza meg a Bairstow-
modszerrel.

1. Valés egyltthatés polinomok valds gyokeinek meghatarozasa a Quotient-
Difference moédszerrel

Polinomok gyokeinek meghatarozasara szolgald ismert modszerek, pl.
a Maller-modszer, a Laguerre-médszer, tovabba a Newton-médszer, gyorsan kon-
vergalnak, ha a gyokokre vonatkozélag elég jo kezdeti becslés all rendelke-
zésre .

Az itt ismertetésre kerild Quotient-Difference (g-d) médszert
H. Rutishauser vezette be 1954-ben [1]. A kés6bbiekben tdbb szerz6, ko-
zottik kilondsen P. Henrid foglalkozott a médszer elméleti [2, 3] és gya-

korlati vonatkozasaival egyarant [4].

E médszer elb6nye a fent emlitett gytkmeghatarozé modszerekkel szem-
ben, hogy a polinom egyutthatdoibdl egyidejlileg szamitja ki a polinom vala-
mennyi gyokének kezd6értékeit. Elvileg a médszer alkalmas a gyokdk tetsz6-
leges pontossaggal valdé meghatarozasara, d lassu konvergencia miatt azonban
bizonyos lépésszam utan a médszer altal kapott értékeket kezdfértékekként
hasznalhatjuk a gyotkok finomitasara szolgald gyorsabb médszerek, pl. a

Newton- vagy a Bairstow-mddszer alkalmazasanal.



1. A médszer ismertetése

Az algoritmus

Adott az alabbi polinom:

P(xX) m aQxN + aixN-1 + ... + aN , Vavs

amelynek aQ, ., a™ egyutthatdi valdsak és zérustol kuldnbdzbéek.

Tekintetik az alabbi tablazatot /N=4 esetre/:

D - S 0

® (2) ©) @
@ ©) D)

@) (€) &)
©) @

121

A Q-D -mdédszer lényegében a fenti tablazat elemeinek rekurziv mé-
don torténd generalasa. Példaul a tablazatban a "bekarikazott” elemet az

el6z6 két sor N -el jelolt elemeib6l az alédbbi rekurziv 6sszefiuggéssel sza-
mitjuk:

qikj dc0-  (O- TkD ) /3/a/
(K s 1;21*==fNi un s

Az en elemek generalasara szolgald rekurziv Osszefiggés az alab-

bi:
(k.1
.00 . .00 4n+l /3/6/
qn+l
k - 1,2,. , NI, n B 0,1,2,...) .

A szamitashoz kezdetben ismerni kell az elsd két sort, valamint az



els6 és utolsd oszlopot. Az els6 két sor elemeit a polinom egyltthatdibol

az alabbi hanyadosok segitségével kapjuk:

,9™0=0 (k = 2,3,. .., N) 74/
to (0]
/5/

a K= 1,2, N-D)

Az els6 és utolséoszlop elemeit zérussal tesszik egyenlévé!

er(oa= e/rf'N)zz 0 ¢n=0,1,2,...) . 16/

Konvergencia-tételek
Jeloljik a polinom gyokeit nagysagszerint csdkkend sorrendben az

alabbi médon:
* — znl *

1%l i 1z221 -

Fennall az alabbi két konvergencia-tétel:

a/ Minden olyan K" indexre, amelyre

IZk-11 " Ikl " Izk+Hi 71/

lim g~ =2zk , (k =1,2, , N,

n=m
azaz a /2/ téblazat (n = 0,1,2,...) oszlopa a polinom k-adik gydkéhez
konvergal.

b/ Minden olyan "k'-ra, amelyre
Izk+11
lime(k = 0 (k = 1,2 t N-D) , /8/
M-+@ I# ¢ )

zérushoz konvergalnak. Amint a /7/ és /8/ for-

azaz a tablazat "e oszlopai”
mulakbol lathaté , a médszer csak abszolut értékben kildnb6z6 gyokdk esetében

konvergal egyértelmiien a gyokokhoz.

Numerikus stabilitas
tehat sorok szerint torténdé generalasa

A /2/ tablazat jelen mddon,
163. old./ -

- az oszlopok szerint tortén6é generalassal szemben /lasd [2],



a kerekitési hibak befolyasat a minimalisra csokkenti. Tegyik fel ugyanis,
hogy a "q elemek"™ egy adott sora bizonyos kerekitési hibaval terhelt, ekkor
a /3/a/ formula alapjan szamitott 'uj q sor" elemeinek abszollt hibai u-
gyanolyan nagysagrend(iek, figyelembevéve a két kerekitett szam Osszege, ill.
kilonbsége abszolut kerekitési hibajanak nagysagara vonatkoz6 szabalyt [2Z] .

Kerekitett szamok szorzata, ill. hanyadosa relativ hibajara vonat-
kozé hasonl6é szabaly alapjan [2J , a /3/b/ formulédval generalt '"uj e sor"
relativ hibaja az el6z6 "e sor'-éval azonos nagysagrendi.

Itt emlitjuk meg, hogy a Q-D algoritmus instabilitasanak problé-
majaval kapcsolatban P.Wynn [5] elegend§ feltételt allapitott meg.
2. Az ICT szamologépre készilt eljaras ismertetése és numerikus eredmények
A gyokok meghatarozasa két fazisban torténik:

a/ A Q-D algoritmus segitségével megallapitjuk a gyokok kozelitd
értékét.

P

b/ Ezen értékeket kezdbéértékekként hasznalva a Newton-médszerrel
finomitjuk a gyokoket, mindig a polinom eredeti koefficienseit
hasznalva.

Az eljaras formalis paraméterllstija

Bemend paraméterek:

degree ... a polinom fokszama

a[O:degree] oo iio... tomb, amely a polinom egyltthatoéit
tartalmazza

epszilon ... ... ... ... _....... a gyokok kivant pontossagihoz szuk-
séges relativ hibakorlat

MAX e aaaa a gyokok kezd&éértékeinek meghata-

rozasadhoz szikséges "Q-D lépésszam"

117 0 (o T . a gyokok finomitasahoz megengedett
maximalis "Newton lIépésszam"

ALARM Lo cimke; ha a maxo paraméter értékeé-
vel meghatarozott 1épésszam nem
elegend6 a kivant pontossag eléré-
séhez, a vezérlés ezen cimkével
jelolt utasitasra torténik.



Kimen6 paraméterek:

X [isdegree] ... ... ._._.... tomb, amely a polinom gydkeit tar-
talmazza
numb [isdegree] ... ._.__.._.... egész tipusu tomb, amelynek reke-

szei a megfeleld indexi gydk meg-
hatarozdsahoz szikséges tényleges
"Newton lIépésszamokat" tartalmaz-
zak.

Az 1. tablazatban kozoljuk néhany polinommal kapcsolatos szamolas
eredményeit.

Amint az 1. tablazat eredményei mutatjak, ha a gyokok jol szepa-
raltak, a Q-D moédszer Iépésszamanak /MAX formalis paraméter/ értékéul
elegend6 maximalisan 10, s ebben az esetben a Newton-médszer l1épésszamat
/max paraméter/ is elegend6 maximalisan 10-15-nek véalasztani.

Egymashoz abszolut értékben kozel es6 vagy egyenld gyokoknél a
Q-D mdédszer nem konvergal kielégitéen, az altala szolgaltatott kezd6ér-
tékek a Newton-médszer szamara nem elég pontosak, ezért az abszolut érték-
ben egyenld gyokoket kozel egyenld abszolit értéki gyokokként szolgaltatja.

Az itt ismertetett eljarassal csak valds egyltthatés polinomok
valés gyokei szamithatok, komplex gyokokkel rendelkezé polinomok esetén az
aladbbiakban ismeretett Bairstow-médszert ajanljuk.

11. Valds egyltthatdos polinomok valds és komplex gydokeinek meghatarozasa
a Bairstow-médszerrel

A modszer egy adott polinom masodfokl tényez8inek meghatarozasan
alapul.

Adott az alabbi valés egyiutthatés N-edfoku /H > 21 polinom:

N
P(xX) = aQx + axx + eee + aN
es az x2 - ux - v méasodfokd polinom.

Meghatarozandék a bQ, b”~,..., bN konstansok Ugy, hogy az alabbi
egyenléség teljesiljon:

P(x)=(x

ux - v) q(x) + bbl_Xx(X - u) + bN , 11
ahol

boxN_2 + bAxNTS ... +0b

a(xX)



1. Tablazat.

Problé- A polinom Q - D moédszer Newton médszer

okereinek -rel kapott kozelitd Lépés- -rel kapott fino- Lépés-

=] 5 Egyttthatoi %(/akt értékei értékgﬁ SoAm. mitott ertékek  szam

0.96194 &t jegyig 1.017857 0.961940 4

0.69134 iamertek 0.642337 0.691342 3

1 4 128, -256, 160, -32, 1 0.30866 0.301748 5 0.308658 2
0.03806 0.038058 0.038060 1

-1.00050 -1.000400 -1.000500 3

2 3 1. 1.0004.-1.0002.-1.0006 1.00010 0.833412 10 1.000100 4
-1.00000 -0.833416 -1.000000 11

"6t jegyre ismertek/

-3.678691 -4.000000 3

3 4 1, =3, - 12, 52, - 48 3, 2, 2 2.679985 20 3.000000 i6
2.102135 1.999990 25

1.896571 1.999990 17

-3.157870 -3.000022 13

4 3 1, 8, 21, 18 -3, -3, -2 -2.843535 20 -3.000012 24
-1.998594 -2.000000 2

3 .00I1329 3.000000 2

5 4 1. . 9 4 -12 3 2 2 _1 2.102099 20 1.999992 18
1.896409 1.999990 14

-0.999837 -1.000000 1

-3.155823 -3.000014 19

6 4 1, 7, 13, -3, -18 -3, 3, 2,1 -2.845441 20 -3.000016 16
-1.998713 -2.000000 2

0.999977 1.000000 1

2.187587 1.999729 31

1.991433 20 1.999535 9

7 4 If -5, 6, 4, -8 2, 2, 2, -1 1.820236 1.999645 15
-1.000000 1

-0.999257



Az /1/ Osszefiggés jobboldaldn elvégezve a szorzast, a megfelel§
X hatvanyok egyitthatéinak osszehasonlitasaval a b (i=0,1,...,N)
mennyiségekre az alabbi rekurziv 6sszefliggést kapjuk:

o
1

1 = g+ uby

a2+ Ubl +Vbo

o
N
1

bN

aN +uUv 1 +VbN-2 (b-1 = b-2 = 0)* 121

Az igy kapott b™ (i = 0,1,..., N) koefficiensek természetesen TFTlggvényei az
u és v valtozéknak.

Bebizonyithatd a kovetkez6 tétel [2]: Az x2 - ux - v polinom
akkor és csak akkor masodfoku tényezfje a p(X) = apr + anN_I + ...+ an

polinomnak, ha_b™ ~ =bfl =0 .

A fenti tételbdl tehat kovetkezik, hogy a p(x) polinom masodfoku
tényez6inek meghatarozasa ekvivalens a kovetkezé feladattal: hatarozzuk meg
az u és v mennyiségeket Ugy, hogy az alabbi két egyenlet egyidejlileg
teljesuljon:

bN-1(u* =0
bN Cu,v)=0. 73/

Ilyen szimultan egyenletparok megoldasa a Newton-modszerrel Bairstow-modszer
néven ismeretes.

A Bairstow-médszer

Alkalmazva a Newton-médszert a /3/ egyenletrendszerre ki kell sza-

mitani a
abN.i(u,v; 6bN_1(u,v)
- €Y7}
3bN (u,Vv) 3b (u,v)
A " Ov /4/

parcidlis derivaltakat. Ezekre a derivaltakra rekurziv dsszeflggést kapunk
a /2/ rekurziv oOsszefiggés u, ill. v szerinti parcialis derivalasaval.



Alkalmazva a
ob
_ n+1
h T du /5/
jelolést, az u s%qrinti derivaltakra kapjuk az alédbbi oOsszefiggést /figye-

0 .
lembe veve, hogy -01.

co = bo
Cl =Dbi + ucO0 ,

c2 = b2 + ncx + vco

in=20,1,2,. .. N-I\
\c-2 - C-1 0 /-

A v szerinti derivaltra hasonlé jelolést bevezetve;

3b

IS Obo/bv = | /v = 0) /60
kapjuk:
d =b ,
o o
dl = bl + udo *
d2 = b2 + udj + vdQ »

n=0,1,2,..., N-2 és d 2 =d~" =0

Az /5/ és /6/ alapjan a /4/ parcialis derivaltakra kapjuk:

3§N_I ) oby,
[ T °N-2 " Au  MN-1 T
3by-y S

oV "N-3 , 'Ov CN-2 .

Ha az u és v mennyiségek novekményeit 6-val,. ill. e-al jeloljuk, ezek
a mennyiségek a Newton-médszer alapjan kielégitik az alabbi egyenl&ségeket:

CN-20 + cN-3e * bN-1

1 = b.
CH_r6 + CN—Ze



innen atrendezés utan e-ra és 6-ra kapjuk:

o = DNCN-3~bN-ICN-2 o = DPNCN-I~bNCN-2 11/
CN-2_CN-ICN-3 CN-2-CN-ICN-3
Osszefoglalva;
Ha adott a
p(x) = aoxN + alxN~1 * o+ ap
polinom és az X - ugx - vQ tetszésszerinti masodrendli faktor, akkor a

Bairstow-modszer alkalmazasa lényegében az alabbi algoritmussal ekvivalens:
meghatarozando az

{x2 - ukx - vk}

masodrendld faktorok sorozata olymédon, hogy minden egyes k = 0,1,2,... ér-
tékre meg kell-hatarozni a {bn} = {békﬁ) sorozatot a

b. =a_ + u.b + b

n n K 'n-% ViPn-2
n=0,1,2,..., N (b_2 - b”™ =0)

rekurziv o6sszefiggés alapjan, majd a {cn) = i°n ) sorozatot a

cn = bn + uken-1 + vkCn-2 * n=0M4"2_....N 1
(c_2 = c_~ = 0) Osszefiiggésbél.
Ekkor
uk+l = Uk + 6 * Vk+1 = vk + E *©

ahol 6 és e a /// Osszeflggés alapjan szamitott mennyiségek.

Ha 2z~ = z2< azaz a masodrend(i faktor két gyoke egybeesik /tobb-
széros gyok van/, akkor p@g) =p*(zp =0 , s ekkor /1/ alapjan

VI (@l -u)+bN=-¢°

N-1 0
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vagyis bN—r = bN = 0 . A 6. oldalon emlitett tétel allitasa tehat ebben az
esetben is érvényes. A Bairstow-modszer ennek alapjan tobbszords gyokok ese-
tében iIs JO eredményt ad.

A fent ismertetett médszer alapjan készilt a kovetkez6 gépi eljaras,
amely valds egyltthatdos polinomok valés és komplex gyokparjainak meghataroza-
sara szolgal.

Az eljaras formalis paraméterllstaja

Bemend paraméterek:

3 a polinom fokszama

a [on] -......._. tomb, amely a polinom egyltthatéit tartalmazza
EPS i eiieeiaaaaa- a gyokok pontossagahoz eldirt hibakorlat
L a gyokok meghatarozasahoz megengedett maxi-

malis iteracidos lépésszam

ALARM  _o.__..... cimke, ha az iteracidos lépésszam a kivant
pontossag elérése eldtt eléri K paraméter
értékét, a vezérlés ezen cimkével jelolt uta-
sitdsra tér at.

Kimend paraméterek:

x[1:n2], y[1n2] valos tombok, amelyek komplex gyokparok ese-

ahol tén a gyokok valos, ill. képzetes részeit

n2=entier ((n+1)/2) tartalmazzak, valés gyokparok esetén pedig
egy adott masodfoklu tényezd valds gyokeit.

nat[I:n2] ...._.... egész tipusu tomb, amelynek rekeszeiben + 1,
ill. -1 van, attol figg6en, hogy a megfele-
16 index(i gyokpar valés, ill. konjugalt komp-
lex gyokpar

11 egész tipusu valtoz6, ha valamelyik gyodkpar
meghatarozasanal a K paraméter a kivant
pontossag el6tt elérné maximalis értékét, a
valtozo értéke e gyokpar sorszamaval egyenléd.

Megjegyzés:

Minthogy a fent ismertetett eljaras gyokparokat hataroz meg, parat-
lan fokszadmu polinom esetén egy zérus gyokot is kapunk.
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"procedure” realpoly(degree,a.epszilon,MAX,max0,numb,X,ALARM) ;
"value® degree,epszilon,MAX,max0; “Integer®™ degree,
MAX,max0; "label®™ ALARM;
"real®™ epszilon; "array” a,X; "Integer® Tarray®™ numb;
"begin® "Integer® n,k, 1,rootcount,index,max;
"real™ gmax,X;
"array”™ qO,q[l:degree],e0,e,beta[O:degree];
eprocedure® newton(-N, r,eps,Xxo,X,max);
"value®™ N,eps;
"Integer® N,max; "real™ eps,xo,X;
"array” c;
*begin*®
"Integer” J,count;
"array” alfa,gamma[O;N] ;
"comment® eljarastorzs kezdete;

count:=0;
A2:alfa[0]: -gamma[O] : -c[O]
“for® j:=1 “step” "until® N "do® “begin®

alfa[J]:=c[j]+xo*alfa[J-11];
gamma[J]:=alfa[J]+xo*gamma[J-1 ];
"end”;
x:=xo-alfa[N]/gamma [N-1 ] :
"IT" abs(x-xo0)>eps*abs(xo) “then* “begin-®
X0:=x; count:=count+l ;
"if" count=max “then® “goto™ ALARM; “goto® A2;
"end”; max:=count;
eend®™ NEWTON;
"comment™ Itt kezdédik a realpoly elJarastorzse;
rootcount:=0; n:=degree;
'for k:=0 “step”™ 1 “until® n “do”
beta[k] :=alK] ;
qOf1]e=- (beta[l]/beta[O] );
“for® k:=2 “step® 1 “until® n “do”
qofk]:=0;
“for® k:=1 “step®™ 1 “until®™ n-1 “do”
eOfk]*=beta(k+1]/beta[kJ; -
e0f0] :-e0[n] :=0;
efor® 1:= “step” 1 “until®™ MAX "do" “begin-®
e[0] :=e[n]:=0; ,
“for® k:=1 “step® 1 “until®™ n "do" “begin®
qlk] :-00[K] + (eOrk]-e0rk-1]1);
qO[k]:-qlK] ;
"end”;
*for® k:=I “"step®™ 1 "until®™ n-1 “do® “begin®
e[k]:=eO|k]*q[k-H ]/7q[K];
eO[k]:=e[Kk] ~end*;
"end " 1;
LABI: gmax:=0;
“for®” k:=1 “step® 1 “until® n "do® “begin-®
"if" abs(qfk])>abs(gmax) “then® “begin-®
gmax:=q[k];index:=k “end";
"end”; max :=rnax0;

newton(degree,a,epszilon,gmax,Xx,max);
rootcount :=rootcount+.1 ;
X [rootcount] :=x; numb[rooter -max;
"if" rootcount”degree “then® “goto" :
gf index] :=0; “goto” 1.AB1;
LAB2: "end® REALPOLY;
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"procedure” bairstow(n,a,eps,K,x,y,nat,m,ALARM);
“value®™ n,eps,K; "Integer® n,m,K;
"label®™ ALARM; ~Integer™ “array®™ nat;
"real” eps; "array® a, X,Y;
"begin”
"Integer *1,3,k,n1 ,n2,m";
"real"rO, sO,v0,detO,ri,sl,vl,detl,det2,p,q,
Incrp,incrq,S,T;
"array"b,c[0:"n+l ];
*for*1:=0 “step” 1 “until® n “do"
bil1l];=a[1]; b[n+i]:=0;
n2:=entier((n+1)/2);

nlz=2*n2;
*for*ml:=1 “step™ 1 “until®™ n2 "do""begin®
p:=q:=0;

efor*k:=1 "step® 1 "until® K "do""begin-®
step:"for"i:=0 “"step” 1 “until®™ nl “do"
c[1]:=b11]; "

Ifor *j:=nl-2,nl -h “do" "begin*

‘for'i:=0 ‘'step’' 1 ‘'until' j 'do''begin’
cl[l+1]:=c[l+i]-p*c[1];
cl[i+2]:=c[1+2]-g*c[1]'end' 'end’

rO:=c[nl]; rl:=c[nl-1];
s0:=c[nl1l-2]; sl:=c[n1-3];
v0: =-g*sl ; vl:=s0-sl1*p;
detO:=v1*sO-vO*s ;

"if =abs (det0 )<€¢-10 "then® “begin-

p:=p+l; q:=q+l; "goto™ step “end";

detl:=s0*ri-si*rO;

det2:=r0*vI~vO*r ;

incrp:-detl/detO; incrq: ==det2/detO;
p:=p+incrp; g:=g+incrq;

"if" abs(rO)<eps-®then*"begin?
"ifrabs(rl)<eps “therr-"begin®
"goto"next"end” "end";
"If "abs (incrpXeps “then® “begin®
"if" abs(incrq)<eps “then®" “begin-
"goto™ next “end” “end”;
"iT abs (incrp/p)<eps “then® “begin®
"if" abs(incrq/qg)<eps “then® “begin-®
"goto” next “end® “end®" “end” ;
m:=mi; "goto” ALARM;
next:S:=-p/2; T:=St2-q;

“if" T "ge™ 0 "then”

"begin*®
T:=sqrte(T);
X[mB]:=S+T;y[m"1:=S-T;
nat[ml ]:=";
“end";

"if" T<O0 “then-
"begin* x[mL]:=S; y[mll:=sqrt(-T); nat[ml]:=-1;
gLl **

“for®™ J:=0 “step”™ 1 “until®™ nl-2 “do""begin-®
b[J+i]:-b[j+1]-p«b[J];
bj+2]-=bLJ+2]-9*b[J] "end”;

nl:=nl-2; "if" nl< “te.” “begin®
mz=ml; F“goto® out “end";
"if" nl<3 "then® “begin®
miz=ml+1;
p:=b[1]/b[0]; q:=b[2]/b[OT;
"goto™ next “end";
"end” ml ;
out: "end"RAIRSTOW;
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Numerikus tapasztalat

Az eljaras altalaban, eltekintve az igen rosszul kondicionalt poli-
nomoktol, mindig jo eredményt adott. Rosszul kondicionalt polinom volt az
eljaras szamara egy olyan polinom, amelynél aQ = 1250162561 és aN = 2, te-
hat a polinom koefficiensei kozott nagysagrendben igen kilonboz6k voltak. Az

eljaras itt teljesen hamis eredményt adott.

A megoldott legmagasabb fokszadmu polinom 19-edfoku volt, a maxima-
lis pontossag eps = 10 *°, s ebben az esetben is 50 lépésen belil szolgal-
tatta a gyokoket /K = 50 volt/.
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