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ELOSZO.

Az academisnak 18%44-ben tartott XV. nagy gyiilése
altal kihirdetett kivetkezd mathematicai jutalomtételre : Mif
@ képzeles mennyiségek’ tulajdonsagai, ’s mind analyticai
mind mértani értelmik? 1846. martius’31-ig mint hatdrna-
pig 0t palyamunka érkezett; mellyek kozdl az e’ végre ki-
nevezeit harom osztalybeli biral6 , u. m. Bitnicz Lajos, Gy6-
ri Sandor és Vallas Antal rendes tagok’ eléadésa’ nyoman a’
XVIIL. nagy gyiilés, 1846. december’ 14. a’IV.és IIL. sza-
mok alattiakat talalvan kiadasra, e’ mellett amazt az Gtven
arany jutalomra, ezt ivenként négy arany tiszteletdijra,
érdemeseknek ; a’ biralok’ hivatalos tudésitasaibol azon
okok’ kivonata bocsattatik itt kozre, mellyek a’ tarsasdgot
hatarozataiban vezették.

Gyori Sandor rt. kiilondsen igy nyilatkozott: ,,A’ IIL
szami , ,,omne opus difficile videtur antequam tentas, és a’
IV. szamu Mafyds kirdly jelmondatokkal mind ketten Gaus-
sal egyértelmiileg a’ képzetes mennyiségeket oldalagos sz
rendeseknek tartjdk, ’s mindkettébdl kitiinik, hogy szerzoik
nem csak a’legkdzonségesebb mathemalicai ismeretekkel bir-
nak, hanem a’tudomdny’ jelen alldsaval ’s elohaladasaival is
osmeretesek. De véleményok tamogatasara alig hoznak fel
més egyéh megmutatdst mint azt, hogy a’ tagadé négyzet
(quadratum) kiszép aranyos mennyiség (quantilas media pro—
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portionalis) az allité és lagadé mennyiségek kozott, minél-
fogva annak helyzetileg a’ ketté kozott oldalvast kell esni,
a’ mi még magaban nem kielégité , ’s lovabbi fejlegelések
és bizonyitmanyok nélkiil , az analyticai mértanban sok két-
ségeket hagy fel.*“ ,,De kiilonosebben a’IV. szamii érteke-
zés érdemel legnagyobb figyelmet a’ tobbiek felett. Ennek
tudos szerzbje beleereszkedik a’ felsébb analysis’ mélysé-
geibe, keresztiil megy vizsgalatlaival a’ fiiggvényel’ kiilon-
féle nemein, az egészilményeket (integralia) sem hagyvan
ki; ’s eldad4saiban tudomanybeli jartassdgaval a’ rendsze-
rességet , kivetkezetes okoskoddast ’s a’ targyalt kérdésnek
alapos fejtegetését parositja.*

Vallas Antal rt. nézete szerint ,,a’ IIl. szami érteke-
zésben vilagosan és rendszeresen van osszedllitva majdnem
mind az, mit a’ képzeleti mennyiségek’ természelérdl e’ mai
napiglan tudunk, egyszersmind pedig ki van mutatva azon
mod, melly a’ képzeletiek’ mértani alkotasara vezet. E’ mun-
kat véleményado tiszteletdij melletti kiadasra érdemesiti.*

»,Legjava azonban az idei palyamunkdknak a’IV. sza-
mi. Ennek szerzdje iigyes analysta, ki a’ tudomany jelen
allapotjat jol ismeri, és helyesen fogta fel a’ kérdés mivol-
tat. O datvezeli a' képzeletieket az egész fiiggvénytanon,
az egészitményeket sem véve ki, mértani jelentésokrol szin—
tén kielégitoleg értekezik , ’s tobb helyen elég érdekessé,
sOt 1jja is tudja tenni targyat. Véleményado ezt tartja leg-
jobbnak, ’s igy jutalomra érdemesnek.*

Ezektdl eltéroleg Bitnicz Lajos rt. a’ IIL szamuit itél-
te jutalomra méltonak. Ez, igymond, ,,elsében a’ képzetes-
nek ismert kifejezését puszta analyticai jegynek, de azon
mennyiségre utalénak tekinti, melly magaval egyszer sok-
szoroztatvan (— 1)-t ad sokszorozatul,’s kifejti ennek kii-
lonféle hatvéanyait; szol tovabba a’ képzetesnek tulajdonsa—
gairdl ’s ezeket, nem elégelvén meg az algebra egyelemi-
ségére hivatkozast, magokbol torekszik megmutatni;a’ kép—-
zetes fiiggvényeket egyenként felhordja,’s a’ velek tortén-
helé munkalatokat megbizonyilja. Masodszor a’ képzeles~
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nek tértani értelmet tulajdonit, ’s ezl egészen Gaus szerint
terjeszli el6 , hivatkozva Miillernek az Archiv der Mathema~
tik und Physik 1. rész. IV. flizetében 4ll6 értekezésére. Kar
volt, hogy a’ nevezetl folyéirathan eljovo egyéb dolgoza-
tokra is figyelmet nem forditott, mellyek’ segedelmével a’
kérdésben levd targyat bovebben felvilagosithatia volna.
Kar volt tovabbd, hogy az ellenkezd nézelet nem vette vizs-
gilatra, ’s ezt az elobbihez mérve amannak helyességét ki
nem mutatta. Nyelve jo, eloaddsa tigyes.*

A’ IV, szami vagy : Mdtyas kiraly jelszavi emlitvén
mint joltenek a’ tagado, a’ tort és a’ szertelen mennyiségek
fogalmai a’ szamtanba, ’s mint terjesztetnek ki azokhoz ké-
pest a’ munkalatok® értelmei, kifejti a'négyzetes egyenlethil
a’ képzetes gyok értelmét ’s azt allitja, hogy a’ képzetesek
sok esetben valdt képviselnek, sokban nélkiilozhetetlen sym-
bolumok; kimutatja azutan, mint lehet a’ valémennyiségek—
r6l képzetesekre atmenni a) elméleti tton, ’s itt Gaus sze-
rint mutogatja, hogy a’ képzelest a’ tértanban ki lehet fe-
jezni, kovetkezoleg lélezik az analysishan; b) analyticai
tapasztalds ttjan szinte mutatja, mikép lehet valé mennyisé-
gekrol képzetesekre atmenni, mennyire e*-ben x helyett
képzetest tévén az ismert sorokat kifejti. Igy a’képzetesek’
analylicai 1étét megbizonyitvén, értekezik azok’atvaltoztata—
sairol, a’ velok végheviheté szamtani munkdlatok szabalya-
irél, és azok alkalmaztatasarol az egyenletekben, kiilonféle
fiiggvényekben és a’ hatarozolt egészilésekben. A’ képze-
tesek’ analyticai értelmét tehat elég boven, ’s talan kelleli-
nél is bovebben fejtegeti, ellenben tértani értelmét, melly a’
kérdés egyik férészét teszi, csak rividen érinti,’s Gausnak
nézetét bévebben, mint vérni lehete , nem fejtegeti. Nyelve
és eloaddsa szabatosb lehetne.“

»Alulirtnak véleménye szerint, egyik palyairat sem
kielégitd ugyan; egybehasonlitva mindazonéltal, az omne
opus ’s t. b. és a’ Mdtyds kirdly jelszavuak birnak legtobb
érdemmel. Innen véleményadé a’ IIl. szémut mind azért,
hogy a’ kérdés’ részeit helyesen felfogla, azokra egyenként
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felelt ’s taglalasaikban az ujabb dolgozatokra is figyelt,
mind azért, hogy rendszeres fejtegetését tiszta és szabalos
nyelven terjeszli eld, jutalomra és kinyomatasra, a’IV. sza-
mut pedig, mivel a’ képzetesekrdl bo és nyelviinkon mind
eddig eld nem terjesztett analyticat foglal magaban, tisztelet-
dij mellett kiad4sra batorkodik ajénlani.*

A’ felbontoit jeligés levelek az elsé rangunak ismert,
IV. szamu értekezés’ szerzdjeiil Arenstein Jozsef , pesti kir.
Jozsef-ipartanodai r. tanart; a’ II. szamuénak Nékdm Sin—
dor , bilesészettudort és kir. egyetemi csillagérdei gyakor—
nokot, vallottak.

Itt veszi mar most a’ kozonség a’ koszoruzott palya-
munkat, melly az academia’ kiaddsainak CII. szamat teszi.

Kolt Pesten, 2’ magyar tudds tarsasag kis gyiilésébol,
augustus’ 5. 1847.

Toldy Ferencz s. k.
titoknok.
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1. §.

) .
A mennyiséglannak térgya csak mennyiségek lehetnek. Csodd-
latra mélt6 azonban az iigyesség, mellyel ezeket mindeniiti ha-
tdskorébe vonja. ~— Emlékezziink csak azon hdlokra, mellyekkel
a’ mennyiségtan az égi tekét vigy, mint a’ foldgombot koriilszdite,
emlékezziink a’ vonaloknak azon rendszerére, melly a’ foldrajzi
hosszisdgra és szélességre, vagy a’ csillagdszati korokre vonatko-
zik , ’s emlékezziink mind azon trigonomeltricus és logarithmicus
fiiggvényekre, mellyek mint annyi szerszdmok csak arra vdrakoz-
nak, hogy hasznéltassanak. — Ezen szerszdmok, mellyek dsszesen
egy igen mesterséges gépet képeznek, és mellyeknek egyediil
koszonhetjik a’ mennyiségtannak azon legnagyobb elényét, hogy
a’ lehetbségeket sokkal elobb dttekintjiik, mintsem a’ val6ban léte-
z0rdl biztos tapasztalatink volndnak, ezen szerszdmok kérdjik,
valéban létezd dolgok-e, vagy csak czélszeriien kigondolt segéd-
eszkozok? — Mi p. o. az égi teke ? Taldn egy valddi iires gomb ,
mellyen hdromszogoket rajzolni lehetne ? Mi a’ silypont, létez-e
illyen pont valoban minden testhen ? Mi az ingdsnak kozpontja? a’
tehetetlenségnek nyomadéka (Moment der Trdgheit) ? Miért be-
széliink mennyiségtani emeltylirdl, egyszerii ingdrol , a’ testeknek
légiires térbeni letésokrol, egy széval, miért él 2’ mennyiségtan
olly sokféle xoltott segéd-mennyiségekkel ? — A’ felelet mdr a’
mondottakban rejlik. Ama koltott segéd-mennyiségek t.i. val6di
segitséget nyujtanak, melly nélkiil ° mennyiségtannak fonemlitett
elonyét nem is élvezhetnék. Ezen segéd-eszkozok kozé tartoznak
a’ képzeles mennyiségek is , mellyeknek eredete , tulajdoni és értelme
jelen értekezésnck tdrgyai.

A’ mennyiségtannak kivdltsdgos tulajdona : hogy a’ mint ha-
tiskére nagyobbodott, tigy alapfogalmainak hatdrai kiterjedtek.
Szitkséges leend ezen tételiinket péidédval folvildgosi'ani. — Egy-
kor ezen sz6 alatt ,,szdm* csak egész dllit6 szdmok értettek, és a’

1
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meddig csak hatdrozott szdémokkal, és nem dtaldnos szdmjegyekkel,
azaz betiikkel, vitettek a’ szdmoldsok, tehdt a’ 16-dik szdzad koze-
péig , addig a’ tagad6 mennyiségek, a’ mennyiségianban honositva
alkalmasint nem voltak. Az els6 egyenlet, melly illy alakii volt:

x=a—Db
ha b> a, azaz, ha a’ kivondst a’ jelentett rendben elvégezni nem

lehetelt, sziikségképen tagado mennyiségek fogalmdra vezetett;
valamint az elsd illy alaku egyenlet:

ax . —
b
X = —
a

ha b nem foglald magdban a-nak minden tényezdit 16rt-szdmokra,
vagy ha a és b mennyiségeket képviseltek tori-mennyiségekre
vezetett.. ’S nem kis zavaroddsban voltak azon mennyiségtuddsok,
kik olly féladatban, mellyben x iddt, erdt, gyorsasdgot ’stb. jelen-
tett, x helyett eldszor tagado értéket, tehdt tagado iddt, erdt,
gyorsasdgot ’stb. taldltak. A’ milly konyii volt némelly esetben ki-
taldlni: mi feleljen meg a tagadé x-nek a természetben, olly ne-
héz és bonyolédott lehetett az mds esetekben. P. o. tegyiik , hogy
két iistokosnek A és B ugyan azon ttja vagyon, A minden drdban
a mérifoldet, B ugyan azon id6ben b mérifoldet tesz, ’s ezen
utébbi egy bizonyos pontbol c érdval késébben indil mint A. —
Kerestetik , hdny ¢ra mulva fogja B elérni A-t. Ha ezen foladat
mennyiségtani nyelvre ditétetik, és x a’ keresett iddt jelenti dl-
land :

bx = a (c+ x)
x (b—a) = ac
B L,
Sl o T o)

Ha b <a, x tagadé értéket kap, és mdr nem olly kozel fekszik
azon gondolat: hogy ezen x nem csak a’ két uistokos egyittlétének
iddpontjdl jelenti, de egyszersmind arrais figyelmeztet benniinket:
hogy a’ kérdés rosszul volt adva; mert jovendoben nem johetnek
ossze , mivel x 6ra eldlt voltak egyiitt. — Alig barédtkoztak meg a’
mennyiségtudosok a’ torl- és tagado szdmokkal, 8’ mint ezen nem-
egyenletre vagy viszonyra akadiak: '

a' < x < (a+1)"

hol a és m egész dllito szdmok. Ime ezen x sem az egész, sem &’
tort dllité vagy tagado szdmok osztdlydba nem illett, 1ij osztdlyt
dllandositottak tehdt, és x-et a’ hdnyszor a’ fonebbi viszonynak
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megflelelt irrationalis szdmnak vagy mennyiségnek nevezték. A’
szdmoknak a’ killonbféle osztilyai a’ szdmrol adott meghatdrozds-
ban foglalva nem voltak, ’s természetesen nem is lehettek ; mert
middn csak egész dllit szdmok voltak haszndlatban, ama megha-
ldérozdsban ,.a’ szdm az egységek tobbsége® az egység alatt csak

g

volt értve , mibdl kovetkezett volna, hogy a’ tagadé-, tort- és ir-
rationalis szdmok nem szdmok. E’ nehézségen azonban tiistént se-
gitettek a’ mennyiségtudosok kiterjesztvén az egység fogalmdt , és
ez dltal ama hatdrozat (Definition) korét.

Hasonlé eljdrdsra taldlunk a’ hatvdnyozdsndl (Potenziren) Az
egykor divatozolt hatdrozat: ,,a’ hatvdny tobb egyenls tényezoknek
szorozmdnya‘‘ csak egész dllito kitevikre (Grponent) alkalmazhato
volt. Azonban a’ legegyszeriibb szdmoldsban eldfordilhattak ki-
fejezések , mint : i

mellyeket uj név dltal elkiilonozni nem lehetett, mert a’ hatvd-
nyokkal minden tulajdonsdgaikban megegyeztek , dmbdr a’ fonem-
litett hatdrozatba nem igen illettek. E’nehézségen is hasonloképen
segitettek a’ mennyiségtuddsok , kitdgitvdn a’ sziikké lett hatdro-
zatot, tigy, hogy ha a és r bér mit jelent — oo -16l egész + oo -ig,
ezen kifejezést

ar

igy magyardzdk: ,,a-t r-ik hatvdnyra emelni annyit tesz, mint a-bo
@ legkozelebbi magasabb miitétel dltal egy 1ij szdmot tgy alkotni, mint
r alkotva vagyon az egységhél. — Ezen hatdrozat szerint a’ gyok-
~ kivonds csak egy neme a’ hatvédnyozdsnak 1évén, az alapfogalmak
szdma egygyel fogy, t.i. a’ gyokkivondsnak egykor elkiilonozott
fogalmdval , mi a’ tudoményt egyszeriibbé azaz kionnyebbé teszi.
Vizsgdlluk most mdr ezen eljdrdst, mellyet a’ mennyiségtu-
dosok kovettek az eddig emlitelt uj mennyiségeknek a’tudomdnyba
valé befogaddsdndl. Middn ,,szdm* alatt csak egész, dllitok értet-
tek , szitkségképen mdr Iéteztek szabdlyok legaldbb az egyszerii
miitételekre nézve. Késobb a’ sziik kori fogalom kitdgiltatvin, és
tagado-, lort- és irrationalis szdmok hozzd jdrulvdn, kinek sem
jutott eszébe a’ mdr megalapitott szabédlyokat vdltoztatni, anndl ke-
vésbbé eldonteni ; st az 1j elemektd], mint a’ tudomédny 1j polgd-
railél kovetelték, hogy a’ létezd szabdlyokhoz simuljanak , és csak
ha dij miitételek foltaldltattak , mellyek j szabdlyokat foliételeztek ,
kellett a’ késdbben honositolt elemekre kiilonos tekintettel lenni.
Igy p. 0. nem véltoztattak a’ mennyiségtudosok a’ szorzdsnak sza-
1*
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bdlyain, a’ tagadd-, Lori~ és irrationalis szdmok miatt ; nem késtiek
azonban a’ szorzdsnak haldrozatdt, az Gj elemekhez képest neve-
zetesen kitdgitani, szabdlyait pedxg nemcsak a’ szdmokra és meny-
nyiségekre , hanem azoknak Jelexre is, =+ és —, kiterjeszieni.

Ha ezen, és az ehhez egészen hasonlé eljérasrél mellyet @’
mennynsegludésok mds tj mennyiségek, mint log x, linea trig x
’stb. meghonositdsdndl kovettek egy dtaldnos szahélyt elvonunk
(abftrabiren) taldljuk : hogy a’ mennyiségtanban, valamint mds tu-
domdnyokban j elemek elfogaddsdndl az ezek elott alapitott sza-
bdlyok nem valtoztattak , hanem inkibb az 1j elemek a’ régiebbek
szamdba soroztatvédn a’ 1étezd szabédlyokhoz simultak, és csak azon
miitételek és szabdlyok , mellyek foltaldltattak , minekutdna mdr az
1ij elemeknek a’ polgdrijog adatott volna, nem fogadlattak el elbb,
mintsem helybenhagyhatosdgukat az 1ij elemekre valo torvényszerii
alkalmazhatds dltal kimutattédk volna. — A’ tudomédnynak illy uj
elemei magok a’ képzetes mennyiségek is, ugy mint, mellyek csak
akkor hozattak be a’ tudomédny rendszerébe, middn ez miitételei-
nek, szabdlyainak ’s alakzatjainak (§ormel) helybenhagyhatosdgét
szdzadok tapasztalatai dltal dllanddsitva ldtta. Mi tehdt ezen érte-
kezésnek folytdban olly szabdlyokndl, mellyek valé6 mennyiségekre
nézve érvényesek voltak még minekelolle a’ képzetesek honositattak
volna, uj bebizonyildst ezen utébbiak miatt nem fogunk adni, sot
érvényességiket ezen esetben kovetelni fogjuk ; olly médszerek-
nél (Methode) pedig, mellyek a’ legujabb kor termékei, tehdt a’
képzetesek utdn taldltattak fol, az érvényességet ezekre nézve kii-
lonosen és szigorian meg fogjuk mutatni, mind a’ két esethen
azonban a’ nyert kifejezéseknek analyticai, és ha lehet mértani
értelmét ki fogjuk emelni. E

2. §.

A’ mint 2’ mennyiséglan annyira njvekedelt, hogy mésodik
foku egyenletek, dtaldnos alakban, vagy is betiik dltal klfejezve,
fololdattak , eldfordulhatott :

x*= —a

5 A= — a -
melly egyenletnek semmiféle, szdmok dltal kifejezhetd érték meg
nem felelt; mert a’ valé szdmok kozott — oo -16l, egész - oo ~ig
nincs ollyan, melly 2’ mésodik hatvdnyra emelve egyenld legyen
— a-val. E’ tekintetben tehdt a’ képzétes mennyiségek, a’ tudo-
manynak Ggy szolvédn elemeivel egykoriak, mivel azonban értel-
moket nem ismerték : sokdig a’ kozonséges miitételeknél kizdrva
voltak; 2’ mint az hasonlo okbol tortént a’ tagadd gyokokkel,



R L

mellyek sokdig ,,hamis gyokoknek'* mondattak. A’ hdnyszor az ana-
lysis illy egyenletre vezetett :

21

~

X = — A

hol n egész dllito vagy tagadd, 2 n tehdt mmdeg pdros szdm,
x képzetes mennyzsegnek vagy lehetlen mermyzsegnek mondatott. E’
szavak : ,képzetes vagy lehetlen mennyiség™ csak a’ physicai tulaj-
donsdgokra, az anyagi természetre ; nem pedig az analysisre vo-
natkozhatnak ; mert az analysis, mint illyen, sem képzetes vagy
lehetlen mennyiségeket, sem képzetes vagy lehetlen foladdsokat
nem ismer. Az analysisra nézve minden foladds, és minden meny-
nyiség nem csak lehetéges, de létez is; csak @’ képviselés o’ termé~
szetben hz‘a’nyzik ott , hol képzetes mennyiségek , mint eredmény taldl-
tatnak. SOt mi a’ kovetkezb §§-ban eseteket fogunk eldszdmldlni,

hol magok a’ képzetes kifejezések vildgos valodi értelemmel bir-
nak. Mindjdrt itt tehdt 6vdst kell tenniink azon vélemény ellen:

mintha @’ képzetes mennyiségek valami folosleges , csupdn dnkényesen
képzelt koltemények volndnak ; mert ezen mennyiségek sok esetben va-
lot képuviselnek , sokban nélkilozhetlen analyticai symbolumok.

Elso tekintetre ugy ldtszik , mintha a’ kérdésnek szavaibol,
,,mik & képzetes mennyiségek tulajdonsdgai, °s mind analyticai, mind
mértani értelmok ?“ kivelkeznék , hogy a’ feleleinek hdrom elkii-
lonozott, ondllé része vagyon, mellyeknek elseje o’ képzetes meny-
nyiségek tulajdonsdgait , mésodika azoknak analyticai, és harmadika
mértani értelmoket tirgyalja. De kozelebbi vizsgdlatndl kitetszik :
hogy valamennyi tulajdonsdgait a’ képzetes mennyiségeknek nem
lehet eldsorolni a’ nélkiil, hogy analyticai és mértani értelmok meg
ne érintessék, és hogy viszont, sem analyticai sem mértani értel-
moket nem lehet kifejteni a’ nélkiil , hogy tulajdonsdgaikra ne vo-
natkozzunk.

Foltévén tehdt az olvasondl némi ismereteket az analysisbol,
elbadandjuk az dimenetet a’ valorél o’ képzetesre, melly alkalommal
a’ képzetes mennyiségek’ analyticai szukséges lételokrél meg fogunk
gybzbdni, tovdbbd megvizsgalandjuk a’ fiiggvényehet, az egyszerii
szorozménytél a’ leghonyolédottabb tébbszerii integral-ig , melly
alkalommal a’ képzetes mennyiségek tulajdonsdga ki fognak fejleni,
és végre a’ mondoltak segitségével analyticai és mértani ertelmoket
mintegy elvonni (abftrabiren) fogjuk.

3. §.

Alig van talalmany , mellyrél minekutdna létesiilt, nem mon-
-dottdk volna: ,,,,ezt régen lehetet volna tudni,* igy van a’ dolog
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a’ képzetes mennyiségekkel is. Azon szdmtalan wlon kiviil, mellyen
a’ miitételi analysis (operative analysis) maga gépileg a’ képzetes
mennyiségek fogalmdra vezet, vagyon még egy méd , mellyen a’
képzetes mennyiségek analyticai lételének szﬁkségességét ,apriori®
is 4t lehet ldtni ; gy hogy a” valdrol & képzelesre két mddon lehet
armenm tapasztalatm mldOﬂ p. o. illy alakii egyenletet vizsgédlunk
x?° — a, ¢selméletin: a’ mint kovetkezik.

Azou koriilmény, hogy az dllité6 szdmoknak vagy mennyisé-
geknek a’ tagadok , az egészeknek a’ tortek, a’ rationalisoknak az
irrationalisok , mintegy ellentétetvék médr némi figyelmeztetésiil
szolgdl , hogy a’ valé mennyiségekhez is alkalmasiut féltaldlhalo
egy illyen ,pendant.‘ — Az dlliténak és tagadénak fogalmdt csak
ott lehet haszndlni, hol annak mit szémlélunk, vagy valami szdmo-
ldsnak aldvetiink val6di ellentétje vagyon, ugy 5 hogy ha mind 2’
szdmldltat , mind ellentétjét egyesitjiik, vagy a’ mi ugyan az, egy-
idejiileg gondoljuk ez megsemmisitést sziil; azaz = o. Eszre
kell itt mindjdrt venniink, hogy dmbdr nem mindég létez valédilag
a’ természetben ellenkezﬁje annak, mit éppen szdmoldsunk tdr-
gyavd tesziink, még is ezen esetekben is tiirjiik, haszndljuk, sziksé-
geseknek tartjuk a’ tagadd mennyiségeket. A’ folebbihypothesis, hogy
t. i. dllitot és tagadot egyidejiileg gondolni annyit tesz, mint mind-
kettdt megsemmisitni foltételezi :

1-or hogy nem szdmolunk anyagi mennyiségekkel , hanem
viszonyokkal ’s fogalmakkal ; mert azon két arany p. o. mellyel
valaki tartozik, soha sem fogja megsemmisitni a’ két aranyt, mely-
lyet zsebében tart, dmbdr tiistént észreveheti, hogy mit sem mond-
hat magdénak , mihdnyl az aranyt kétszer , mint sajdt birtokot, ’s
kétszer mint passxv adosdgot egyzde]uleg gondolja.

2-or hogy @’ tirgyak bizonyos és dllands rend szerint van-
nak egy sorban elrendelve

Aich e v S e e

és ligy alkotva, hogy a’ viszony, mellyben b dll a~hoz ; egyenld
legyen a’ VlSZOﬂyhOZ, mellyben ¢ dll b-hez. Jeleljiik e’ viszony-
nak egyikét, azt p. o. mellyben c dil d-hez (+1) -gyel. Hogy
(— 1 )-et kapjunk, nem més sziikséges, minthogy a’ vett viszonyt
forditva, d tudni illik c-hez , tekintsik. — Tegyiik {61, hogy a’
vonal AB az a, b, ¢, d ... pontok édltal egyenlé részekre el
van osziva, és hogy e’ vonalon bizonyos test egyforma gyorsasdg-
gal mozog A-16l B felé. Nevezziik az id6t, mellyben a’ mozgékony
test a-t6l b-ig ér t-nek, ha, tudvdn azon idét T, mellyben a’
test c-ben volt, meg akarjuk tudni, miker leend d-ben; ezen idd

=T 4 t
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ha pedig azon idﬁﬂudjuk , mellyben d~ben van, és keressiik, mi~
kor volt ¢c-ben, dlland :

Tt —=8 =X

Valahdnyszor tehdt a’ tdrgyak igy elrendelhetdk ’s egyenlok, mert
ezt koveteli az egyenl$ viszony -+ 1 vagy — 1, annyiszor ké-
nyiink szerint dtmehetiink az egyik tdrgyrol a’ mdsikra, és pedig
az dllitonak fogalmdval az egyik irdnyban, p. o. elére, a’ tagadé-
nak fogalmdval az ellenkezd irdnyban, tehdt hdtra, és ezen dtme-
netnek mértéke éppen a’ viszonynak amaz értéke + 1 vagy — 1.
— Azon mennyiségek , mellyek egy sorban elrendelhetbk, azaz
egy egyenes vonalnak pontjai dltal képviselheldk egymeéretiiehnek
(von einer Dimenfion) mondatnak.

Tegyiik f6l most, hogy szdmoldsunk tirgya egy sik, konyen
lehet dtldtni, hogy ez kétméretit mennyiség , mert mint tudva van,
igen keveset tudunk valami siknak teriiletérdl (Flddye), ha a’ sik-
nak csak hosszdt,’s nem egyszersmind szélességét is ismerjiik.
Legyen a’ papiros ezen sik, és huzzuk rajta az x és y coordind-
tdknak derékszegii tengelyeit (vechtwindlige Coordinaten-Axen),
mellyeknek kozos kezdd pontjuk o -ban legyen:

Y]
4 | e
A @ X
\d
Y’

's nevezziik azon x és y -1 dllitonak , melly oX és oY, lagaddnak
pedig, melly oX’ és oY’ részeken fekszik. Ha mindég csak egy
tengelyt tartunk szemiink el6tt, az 4llito és tagadonak fogalmdval
dtmehetiink az egyik pontrél a’ mdsikra; igy, ha a’ vonalt oa a
vonalok egységének fogadjuk, és

oa=0b=o0c=o0d;
akkor kinyen magyardzhatok ezen egyenletek :
X =il = =l
PR P e i
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mellyek egymdsuldn az a, ¢, b, d pontokat jelentik. De ha o -rél
e -re akarunk dtmenni, e’ két egyenletet

X=.1
¥l

egyidejiiknek kell gondolnunk , ez pedig annylt tesz , mint mondani :

1-or a’ vonalok egysége vétessék a’ +x (tevbleges x) ten-
gelyén egyszer,

2-or a’ végponlon, azaz: @ ponton keresztiil vonassék egy
YY’~-hez parhuzamos, és

3-or ezen pdrhuzamoson vétessék a-16l kezdve, a’ -y
részén a’ vonalok egysége egyszer. Ha ezen eljdrdst kozelebbrol
vizsgdljuk, ldtjuk: hogy az dllité’ fogalménak kétizbeni haszndla-
tan kiviill még koveteltiik:

1-or hogy az x-ek tcngelye figgdleges legyen az y-ok
tengelyére, és

2-or hogy a ponton keresztil egy YY‘~hez parhuzamos hu-
zassék, azaz: az YY' tengely magdhoz pdrhuzamosan egészen a—lg
elore mozditassék.

Fejezziik ki ezen kovetelésiinket egy jelképpel, p. 0. 3¢-gal
uigy , hogy

+ Je]ontse az irdnyt oX

/

» 1 3 oX

+’::‘ 9 3 9 oY
/

g ) » oY

lehat :

1 jelenti a’ pontot a
R » 9 c
1 ” 2 ” - b
1 d

» ?” 2

o | 4

Ha pedig foltessziik , hogy
-+ 1 jelenti a’ tdvolsdg egységét elore
magdbol kovetkezik , hogy
— 1 Jelentla tdvolsdg egységét hdtra .
cr M 2 45 Oldalag balra
1 ” b} ” ” » ]Obbra

ke ::«

és most oz analysns maga megmondja, mi tulajdonképen a’ mi jel-
képiink :

Mivel t. 1. a négy irdny kozil oX, oX’, oY, oY’ egyiknek sincs
Kkiilonds elbjoga; oY irdnyt éppen tigy Tehetett volna ~+ 1-nek,

azaz ,,el6ére“~nek venni, mint veiliik 0oX-et; nincs tehdt ok, melly—
nél fogva nem volna lehetséges és szabad azon médosntasokat

mellyeket + 3¢ és — 3+-gal jeleltiink kétszer egymds utén ugyan
azon egy ponira alkalmazni. Tegyiik fol, hogy a’ modositds —



s

a’ vonalra oa alkalmaztatik. Ez dltal ezen vonal dtmenend ob vo-
nalra (meri a’ ki 0-bol a’ felé néz, annak baljdra fekszik b). Al-
kalmazzuk ugyan azon modositdst ob vonalra még egyszer; ez

dltal ob dtmenend oc re; (mert annak, ki o-bél b felé néz, bal-
jdra vagyon c). De a’ vonalt oc mi folebb — 1-gyel Jeleltuk
tehdt kovetkezik szikségképen :

Ao s I St = - o)
és innen- :
(+ 3% 1)Y= —1
és a’ gyokot kivonvin :
+ 1=V —-1 B)

Ha ezen eljdrdst még tovibb folytatjuk, és a’ 4+ 3& 1 médositdst
harmadszor, negyedszer ’stb. ugyan azon vonalra alkalmazzuk;
egymdsutdn kapjuk a’ pontokat d, a, b, ¢ ’stb, — 5)-bél pedig
kovetkezik : 3

sel. 3. 1= 1.3e1)2=—1V"Ti=—V"1=—31p
el =(3#1)2 (31 =—1. —1 =(—1)%=1 9)

L)
3¢1. 361,

-
=.I
~
—
s

’sth. Ezen eredmények egészen megegyeznek elobbi folvételink-
kel , mert d-et, mellyhez y) tartozik, valoban — 3% 1-el, és a-t,
mellyhez 0) tartozik - 1-el jeleltiik.

Ugyan ezen eredményhez kozvetleniil vezet azon koriilmény,
hogy , mint mondék, a’ négy irdny kozil egyiknek sincs kiilonos
elojoga, és hogy, mivel folebbi rajzunk csak a’ dolognak érzéki-
tésére (éBerfmnltd)ung) szolgdl, az ,,1rény“ sz0t az dtaldnosabb vi-
szony“-al féleserélhetjilk. EbbOl t. i. kovetkezik, hogy ha az eldbb
-+ 3¢ 1-el jelelt viszonyt most + 1 nevezziik: sziikségképen az
elébbi — 1-et most 4+ 3% 1-nek kell venniink, vagy mds szavak-
kal : + 1 olly v1sz0nyban dll 4~ 3¢1-hez, milly viszonyban 4ll
+ 3+ 1 — 1-hez,azaz: + 3¢ 1 kozép ardnyos (mittlere Pros
portiona[e) + 1 és — 1 kozott, tehdt

el e i T RE Sl b R 8
és ugyan azon okokbél
1l — = —3%1:—1
mind a’ két ardnybol kovetkezik , mint mdr £)-ban volt:
e TRT

A’ mondottakbél kovetkezik : hogy

a) valahdnyszor a’ tdrgyak vagy mennyiségek ollyanok, hogy
egy sorban nem , hanem csak soroknak soraiban elrendelheldk , az~-
az; ketmeretwk tovabba

e

=



b) ugy alkotvdk, hogy az dtmenet egy sorb6l a’ mésikba tigy
toriénik , mint az egyméreliieknél az dtmenet egy tagrol, ugyan-
azon sornak egy mds tagjdra, és végre

¢) sem valami kovetelésnek, sem folvételnek helyt adni nem
akarunk :
ekkor a’ 4~ 1 és — 1-en kiviil |/ —1 és —|/ —1 -re is vagyon
szikségunk , hogy az dtmenetet a’ rendszernek egyik tagjdrol bdr-
melly mdsikra jelelhessiik , s megmérhessiik. i

Mivel négy modositdsaink eddig csak a’ vonalok egységére
vonatkoztak: |/—1 és — |/ —1 csak arra szolgdlhatnak, hogy
az dtmenetet az egyik sornak adott tagjdrol, a’ leghozelebbi sornak
bizonyos tagjdra megmérjék. — Ha tehdt a’ médsodik, harmadik
vagy negyedik sorba akarunk -dtmenni: ekkor a’ mint ezen sorok
balra vagy jobbra fekszenek [/ —1 vagy — |/ —1 -el fogjuk az
n -et szorozni. Mdr most konyen kitaldljuk , milly pontokat jelen-
tenek ezen egyenletek :

L(- /1D =—4L/—1 1

.(+y—1) =3/ —1 2)

6./ —1.2. (—)/—1) =12 3)

2./ —1 .21/ —1=—1 D
magyardzzuk a’ 3) és 4) alalt 16v0 egyenleteket :

6. |/ —1 jelenti, hogy a’ vonalok egysége oYra hatszor vi-
tessék ; ezt szorozni (—|/—1)-el; azaz .

6. [/'—1 £ (~[/—1) annyil tesz, mint ama vonalt jobbra,
tehdt oX -re dllenni, és ezt 2-vel szorozni, azaz

6/ —1.2. (—|/—1) jelenti, hogy az oX -re vitt vonalt
kétszer kell venni, azaz = 12.

2)/—1 = 2. az oY részen

2|/ — 1.|/—1 = éppen ez az oX' részen

2|/—1.2.]/—1 = ugyan az, ugyan oit, kétszer véve
tehdt 2 |/ —1.2. (—|/—1) éppen annyi, mint (— 4).

Es ez azon 1t vagy méd , mellyen, mint mondék, a’ képze-
tes mennyiségek fogalmahoz a priori juthatunk. Ezen okoskodds-
nak egyszersmind azon elénye vagyon, hogy a’ képzetes mennyi-
ségek nem csak ismeretéhez, hanem egyik tulajdonsdgukhoz és
mértani értelmokhez is vezet. E’ tulajdonsédgot kifejezik a’ 5), 7)
és 0) alalt 1év6 egyenletek ; a’ mértani értelem pedig : az oldalagi
mennyiség (Laterale Grdfe). — Egyszersmind viligos, hogy ha ¢’
nevezetek helyeit: ,,dllild, tagadd , képzetes egység vagy mennyiség
hasznédltattak volna mindjdrt: ,,egyenes , -ellenkezd , oldalagi eqyséy
vagy mennyiség”; ama mysticismus, melly a’ képzetes mennyiségek
magyardzatat sokd burkold és akaddlyozd, alkalmasint eltiint volna.
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4. §.

A’ tapasztalati (itt csak analyticai tapasztaldsrol lehet szd)
utak koziil, mellyek a’ képzetes mennyiségek isméretéhez vezet-
nek, csak egyet emlitiink, melly fesztelen csinjdrdl killonosen ne-
vezeles.

Ha e’ két sort:

Si e ML it
N 193 12 e S ‘
x? K x 8
Cos x=1 — — o R 2)
ot RPN e i
osszehasonlitjuk evvel :
x3 x? x93
R
v + + + o+1.2.3.4+12345+

hol
e =188 s

konyen észre vessziik; hogy e’ hdrom sor kozott bizonyos hason-
latossdg vagyon; ha t. i. a’ jegyeket nem tekinijiik , ldtjuk : hogy
a’ sornak 3.) valamennyi 2n-dik tagja képezi a’ sort 1.), és ugyan
azon sornak valamennyi (2n—-1)-dik tagja képezi a’ sort 2.), az—-
az: @’ pdros fokis vagy méretii tagok, a® mdsodik , @ pdratlan fokiak
az elsé sorhoz tartoznak. — A’ sorban 3.) x egészen lelszés sze-
rinti 1évén , helyébe tehetiink ix és —ix -et:
ol i is xb 505
" 1+ + R RN G o R

iy 1x+1"x"’ 13x3+ en ik i%5 %2 sl
i { ek ST 0 B gk g BB
Ha e’ két sort levonjuk és dsszeadjuk, ’s az elsd esetben
2i -vel az utébbiban 2-vel osztunk, leend :

RIS b et + i b . 5
2i _1 S R REY i )

eix +e-ix % IQXZ i& xi

i T Lo oy Pl e 5
2 T g e e )

ha i-t melldzziik , észrevehetjilk, hogy e’ két sorban ugyan azon
hatvényai fordulnak elé x-nek, mint a’ sorokban 1.) és 2.) csak
a’ jegyvaltozdsok hidnyzanak ; lehet tehdt azon gondolatra jutni :
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hogy a tetszésszerinti i, mellynek csak pdros hatvdnyai fordulnak
eld 4) és 5) -ben gy vdlasztassék , miszerint eqymds utdn koretkezo
pdros hatvdnyai @ kivant jegyvdltozdst eléidézzék. Hogy tehdt a’
sorok 4) és 5) dtviltozanak azokra 1) és 2) szilkkséges, hogy le-
gyen:

1= il 50 — e SR i it e 6)
mind ezen egyenletek mdr a’ legels6ben vannak foglalva, ’s ennek
kovetkezményei ;

= —1

== V——I 18}
Ha i- nek ezen értékét 4) és 5)-ben helyettesitjitk , mivel :
§1P g ety (\/ 1)8=— l/'— s/ —1r=1;
T b 8)

/=1 =—1 ity |l P i 18 =
] (1(/V—1)9)—V 1 ’stb. g

valéban az 1) és 2) alatt 1év6 sorokat kapjuk :

és ebbdl ;

ex’t — eavi X X3 x3
~——————=————-+——— ..... 9)
A —1 1 27 1.2.3.45
ex’l - gxvi x? x4 x0
—_— 1 — — (e Ld0
2 1 2+1.23.4 152:8.4.,5..6 . )

Ezen kifejezések a’ kovetkezOkben igen érdekes elmélkedé-
sekre adandnak alkalmat, most azonban csak annyiban érdekelnek,
a’ mennyiben az egyenletre 7) vezettek :

i=1 1

Tehdt mind elméleti médon, mind a’ szabdlyszerii szdmtani
helyettezéseknek tapasztalati utjdn jutottunk a’ képzetes mennyisé-
gek isméretéhez , analyticai lételok tehdt nem kétséges, és csak azt
kell vizsgdlnunk : milly viszonyban dlinak & tudomdny rendszeréhez,
és ennek alkotd részeihez, milly mddositdsokat igénylenck , °s mino
hasznot igérnek. Vlzsgélatmkat kezdjik a’ szdmok tandval (Zheorie
der 3abhlen).

5. §.

A’ képzetes mennyiségeknek a’ mennyiségtanban beiktatd-
suk eldtt lehetetlen volt a’ szamok elméletét, vagy tandt egész
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étalénosségban 's kimerit8leg adni. Erre sziikséges volt, hogy ezen
elméletnek targydil minden illy alaku szdm

a-+Db|/ —1

vétessék, hol a és b ékérmelly vald szém lehet — oo -101 egészen
+ oo-ig. Ha @’ kifejezést

a-—b|/—1

minden val6 vagy képzetes szdm’ jelképének elfogadjuk, ekkor dl-
tala képviseltetnek

1-6r minden vald szdmok , ha t. i. b= o, és pedig kiilondsen
a) a’nulla, ha a=o
b) az dllité szémok, o-t6l egész -+ o -ig
¢) a’ lagadd szdmok, — oo -101 egész o -ig.

2-or a’ képzetes szdmok, ha t. i. b neni = o, és kiilonosen :
a) a’ lisztdn képzetesek, hol t. i. a=o0
b) az elegy képzetes szdmok, hol a nem — o
Ebbol mér kovetkezik, hogy a’ szdmvetésnek illy formén tdgitoit
hatdskorében négyfele egység fordil eld :

+1, —1, |/—1, =V =1
mert, hogy b]/—1 képzetes szdim legyen, midén maga b valo
szdm, sziikséges , hogy ezen mindséget |[/—1-16l kapja ; de ezen
szorz6 |/ —1 a’ szdmszerinti értéket nem véltoztatja, tehdt éppen
tigy lehet tekinteni, mint —1-et e’ szorozmdnyban — 1. a= -—a,
azaz képzeles egységnek. — Némellyek rovidség okdért|/—1 he-
lyett irnak i-t, gy hogy

a+bl/—1 =a-+Dbi.

Valamint minden valé szdmbol @, szorozvdn 41 és —1 -el
két kiilonbozd szdmot lehet képezni, gy lehet minden szdmbol
a-+b}/—1, kivévén azon esetet, ha a=b=o szorozvin +1,
—1, |/ —1, —|/—1-el négy kiilonb6zd szdmot képezni, mely-
lyeket ,,mellék szdmoknak‘ lehet nevezni (Nebenzahlen).

Ha e’ kifejezésben a + b|/—1, |/ —1 helyett tesziink
—|/—1 leend :

a—b|/—1

és ez az elObbinek dsszerendelt kifejezésének , dsszerendelt szdmdnak
(Gonjugirte 3ahl) mondatik. EbbSl kivetkezik :

a) hogy eqy valo szdmnak osszerendelt szdma: 6 maga.

b) hogy két dsszerendelt szdmnak Gsszege és szorzata mindig
vald , mert - :
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(a=4bl/—1) 4+ (a — b}/ —1) =2
(a+b}/ —1)(a—b —/ —=1) =a*+4b?

Két osszerendelt szdmnak szorzata, a* folebbi példdban a?~4-b? —
normdjoknak nevestetik. — Egy vald szdmnak normdja tehdl: a’
szamnak négyszoge. — A’ norménak fogalma ’s ismérete némelly
esetben nagy konyiiséget fog okozni.

Ezek szerint a—+b|/—1 -bol lesznek a’ mellékszdmok :

a—+bl/—1 1)
—a — b/ —1 2)
—b +al/—1 3)

b — al/—1 4)

ha mind a’ négyben — |/"—1 tesziink |/"—1 helyett, leend:

a —bl/—1 3)
1y ppis 7)
b+al/ —1 8)

és konyen vessziik észre, hogy az elsé az otodikkel, a mdsodik a’
hatodikkal, a’ harmadik a’ hetedikkel, ’s a’ negyedik a’ nyol-
czadikkal osszerendelt szdmok ; — kozos normdja pedig mind a’
nyolcznak : '

a* -I- p?
Ha volna
a=ib
vagy a=o0
vagy b=

az el6bbi nyolcz szdmbo6l csak négy maradna.
Az eddigi meghatdrozdsokbol kivetkezik :
1-or Két elegy képzetes szdm’ szorzatdnak dsszerendeltje azon
szorzat , melly € két szam osszerendelljeinek szorzdsdbol ered. Le-
gyen péld. okdért: a’ két elegy képzetes szém a—+b|/ " —1, és
a'+Db'|/—1; leend szorzatuk :

(a+b|/ 1) (a'~b)/ —1) = aa’~+a'bl/ 1 +ab)/—1 — bb’
ezen szorzainak Osszerendeltje, |/—1 vdltoztatvdn —|—1-re
— leend , azt C -nek nevezvén

C=aa" —ab|/—1 — ab/—1 — b}’

A’ két szdmnak bsszerendeltjei pedig a—bl,/—1, és a'—h’)/—1,
szorzatuk leend , ha C’~el jeleljiik :
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(a—bl/~~1) (a’—b"/"—1) =aa’—a'b, — -1—ab//— 1 — bb'=C’
tehdt valoban, mint dllitottuk :
€ =6

A’ mit itt két elegy képzetes tényezdrdl mutatiunk, 411, habdr hé-
nyan is volndnak azok ; mert ha p. o.

a+b|/—1, a~b'|/—1, a’+b"|/—1

volndnak a’ hdrom tényezok, ekkor a’ két elsé helyett C vagy C’/-t
lehetne irni:

C. (a"+b",/—1)
O o (Wb Y1)

és mivel itt csak két tényezd vagyon, el6bbi okoskoddsunkat lehet
alkalmazni ’stb.

2-or Két elegy kepzetes szam’ szorzatanak normdja egyenlo
azon szdmok normdinak szorzatdval.

Legyen p. 0. a=+b|/—1 és a’+Db/|/—1 szorzatuk =C
ennek normdja, ha azt N -nek nevezziik: g

(aa’— bb")?4-(a’b-+ab’)* = N
a’ két mennyiségnek normdi pedig
a?-+b? és a’>+b'?
és ezeknek szorzata, N'-nek nevezvén azi: -
(@*+b%» @2+ b'¥)=a%'?4+b%'%+a%*+ b2 = N
tehdt mint dllitottuk

vagy

N=N

Ezen tételt is, mint az eldbbit ki lehet terjeszteni akdr hdny ténye-
zOre , Ugy hogy dtaldban 4ll :
A’ szorzatnak normdja egyenlo & normdknak szorzatdval.
E’ két tétellel egészen hasonszerii, és azért kilonosen nem is be-
bizonyitando , e’ kovetkez6 kettd.
3-or Két elegy kepzetes szdm’ hdnyadosdnak osszerendelt]e
azon hdnyados, melly @’ két szdm’ dsszerendeltjeinek osztdsdbol ered.
4-er K¢t elegy képzetes szdm hdnyadosdnak normdja, egyenlé
azon szdmok normdinak hdnyadosdval. A’ harmadik és negyedik té-
tel is, nem csak két, hanem akdrhdny képzetes szdmrol dll.
Ha a és b egész , rationalis, val6 szdmok

a4+ bl/—1

egész , rationalis elegy képzetes szdmnak mondatik.
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Egy egész, elegy képzetes szdm osszetetinek mondatik, ha két
az egységtdl kiillonbozo tényezdre oszthat6é, ha ez nem lehetséges
elsod szamnak neveztetik. v

Ebbol kovetkezik : ‘'hogy minden osszetett valo szdm egy-
szersmind osszelett elegy képzetesnek tekinthetd, sott hogy nem
lehetetlen : egy valo elsddszdmot két elegy képzetes tényezire el-
osztani, azaz, mint osszetellet kifejezni; és pedig dlland ez mind
azon valo szdmokrol , mellyek illy alakvak :

(4n + 1)

hol n minden egész valo szdmot, melly > 0 jelelhet, és még eze-
ken kivill dlland e szdmrdl: 2. — Igy p. o. leend :
220 =) (b ) S 0 A =10
5= (142 1) (1-2/—1) = 1>— (2| —1)?
13 = (342, —1) (3—2)/—1) = 3*— (2} —1)*
17 = (144 —1D (1—4/ 1) = 1*— 4/ —1)?
29 = (542 —1) (5—2/—1) = 5°— (2} - 1)?
37 = (146} —1) (1—6)/—1) = 1*— (6 —1)?
4 = 544/ —1) (54 —1) = 5*— (4 —1)*
53 = (742 —1) (7—2—1) = 7?— (2| —1)?
'sa’t.
tehdt az egységen kivill szét nem bonthaté elsddszdmok maradnak:
L AV B S o0 e § D

dtaldnosan mind azok , mellyeknek alakja
(dn—43)

hol n minden egész valé szdémot, melly = (, azaz nagyobb vagy
egyenld a’ nulldval jelentheti; mert ha egy illy alaki szdm, 9 szét-
bonthaté volna, éllana :

9 = (a+b/—1) @'+ —1)
ebbdl pedig 5. §. szerint kovetkezik :
9 = (a—b{—1) (a* b}/ —1)
~ €8 szorozvdn :
92 = (a®+b? (a’”+i)’2) ;
mivel 9 val6 elsédszdm, 9* csak egyetlen modon két, az egységtél
kiillonbozd tényezdre széthonthatd, t. i. 92=9.9; szilkséges tehat,
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hogy az egyenlet jobb része is ugyan azon tulajdonsdggal birjon;
miért leend :
q=a2+ b? és gi= a42+b12

azaz :

q=a2+b2:a12+h12 St
de q illy alaki: (4n +- 3), tehdt a® -~ b? és a’® + b**-nak is ily
lyen alakinak kell lenni, ez pedig lehetetlen mert két négyszognek
osszege soha sem lehet (4n =~ 3) alaki ; teh4t 4ll folebbi tételiink.

Az elegy képzetes szdmok ndl , az elsbd-szdmoknak megkii-
1ombaoztetés ére az. sszetettekrol, szolgdl a” kovetkezd tétel, melly-
nek bebizonyitdsdt mint nem egészen ide tartozét, melldzziik.

Tétel. Minden egész elegy képzetes szdm a - b, —1 vagy
elsodszdm , vagy mem , @’ mint normdja vagy vald elsédszdm , vagy
nem.

Illetéleges (velativ) elsidszdmoknak mondatnak két elegy kép-
zeles szdmok, ha az egységen kivill mds kozos oszldjok nincs.
— Ha van t6bb kozos osziéjuk az mondatik legnagyobbnak
mellynek normdja legnagyobb. — Ha létez egy illyen legnagyobb
kozos oszt6 , 1étez még mds hdrom , t. i. mellékszdmai. Igy p. 0. 2’
legnagyobb kozos oszté e’ két szdm kozott

24 4"—1és 4+ 6/ —1
bizonyosan 2, de egyszersmind ezek is — 2, 2|/ —1 és —
— 2|/-—1, gy hogy a’ szdmvetésnek nagyobbitott hatiraindl min-
dég , nem egy , hanem négy legnagyobb kizos osztordl kell szolanunk.
Ha a’ folebbi példdban valoban oszlunk ¢’ hényadosokat kapjuk:

142/ —1 2+ 3,/ —1
- e Lopaiuiins dissg
g e ey e
— 24 |/ —1 —34 2/ —1

Az elegy képzetes szdmok vagy pdrosok , vagy félpdrosok vagy parat-
lanok :

a) a =+ bl "—1 pdros ha 2-vel oszthaté, a’ mi lehetséges ha
a és b pdros; p. 0. 4 + 6 —1

b) félpdrosnak mondalik a 4~ b"—1, ha sem 2-vel sem
1 = |/—1 -vel nem oszthaté, azaz ha a és b pdratlan p. o.
3 + 5|/ 1

¢) pdratlannak mondatik a 4 b|,"—1, ha (1 4 |/ —1)-vel
nem-oszthald , azaz ha a péros, b pdratlan vagy b pdros, a pdrat-
lan, p. 0. 3 + 6 —1 vagy 4 4 |/ —1

A’ pdrosoknak normdja mindég illy alaku

2" (An+ 1)

hol m egész , dllito, és 15 — a félpdrosoké:
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8n 42
és @’ paratlanoké : i

an 1. 5
Az eddig mondottakbol kitetszik milly kiterjedést nyernek a’ szd-
mok’ elméletének tételei a’ képzetes szdmok dltal. Mind ezen Léle-
leket eldsorolni annyit tenne mint nem az adott kérdésre felelni,
- hanem a’ szdmok elméletét (Theorie der Sahlen) egészen leirni.

A’ mondottakban foglaltatnak a’ képzeteseknek a’ szamolds-

tan (Arithmetik) hatdraiba tartoz6 fotulajdonsdgai; dlmegyiink te-
hdt az dtaldnos mennyiségtanra.

2\ Sivis
Vizsgdljuk a’ 4. §. 9) és 10) alatt 1évd formuldkat :

exvVmbi e—xl’—i X X3 x5
Ve SRR Tl TR
exr—1 —xv--1 x? 3 6
Siele = _K__*_ B BB
2 1. 2. = A0 - 17234976
ezekbll és 4. § 1) és 2)-bil kovetkezik :
eir=—1ps e e—x/—1

1

SN X = 2. l/-_l

ex;’—1 + e—x;’—i
€0S X =
2

itt az ldtszhatik kiilonosnek hogy sin @, és cos & mint valo mennyi-
ségek képzetes mennyiségek dltal fejeztetnek ki, és ezekkel egyenlok.
Azonban ¢’ nehézség mindjért eltinik ha meggondoljuk, hogy ezen
egyenletekben a’ kepzetes mennyiségek csak ldtszdlagosak. Ha t. i.
ezen egyenletek jobb részén az ex/—1 és e-*"-1 mennyiségeket
4. § 3) szerint kifejtjiik , és a’ jelentett miitételeket elvégezzik a’
|/"—1 egészen eltinik, és megmaradnak egyedil a’ sin'x és cos
x-hez tartozé sorok. A’ folebbi egyenletek tehdt csak gy neve-
zett jelképi egyenletek, (Symbolifhe Gleichung) mellyek azonban
sok esetben igen hasznosak mind a’ szémoldsok rovidségére, mind
azoknak symelridjdra nézve. — Egyébirdnt eldre tudhattuk volna,
hogy ama kisérlet: sin x és cos x-et kitevds figgvény éltal kifejez—
ni, scikséghépen képzetes mennyiségekre vezetend. Mertsin x és cos x
korszaki (periodifch) figgvények mellyeknek értéke csak —1 és
-~ 1 kozott véltozhat bar mint novekedjék x ; ex és e~ pedig olly
fiiggvények, mellyek novekedd x-el véglelenil nagyobbodnak
vagy kissebbednek, ex t. i. nagyobbodik, e—* kissebbedik noveke-
dd x-el, ¢és igy czen kifejezések :



ex — e ¥ 1 1)
Ll e LTS ex+
2 2( ex

ex e * (
—— c— _—— —— ex ——
2

mint novekedd x-el mindég nagyobbodo fﬁggvények, semmikép
sem szolgdlhatnak vald természetokben sin x és cos x-nek kifejezé-
sére ; és mivel ezt még is kivdntuk : képzetes eredménnyel felelt
az analysis. E’ tekintetben hasonlit az'analysis azon pénzveré gé-
pekhoz, mellyek a’ kelleténél konnyebb vagy nehezebb érczdara-
bokat maga kldob_]a — Valahdnyszor képtelenséget kivdnunk az
analyslslbl annyiszor hasonlo6 feleletet nyeriink. Kivdnhatnok p. o.
tudni azon kort, melly hirom pérhuzamos vonalt egyszerre érint
(tangirt). Az analysls kort fog adni, de képzetest. Eszrevehetjuk
itt mmdjért a’ képzetes mennyxséupk’ egy nevezetes tulajdonsdgat :
@ képzetes mennyiségek’ t. i. @ lehetlenségnek vagy képtelenségnek te-
legraphjai az analysisban.

Ha az elsOt az 1) alatt 1évo egyenletel\ koziil |/ —1 el szo-
rozzuk , ezutdn pedig dsszeadunk és levonunk leend :

ex’'—1 —¢os.x 4+ |/—1 sinx 3)
e~ x| —1sanx 4)

Ezen egyenletek valamint azok 4. § 9) és 10) tulajdonképen csak
megmutatjdk milly fiiggvénybe megy dl az ex-nek sora ha a vdltozha-
t6 x képzetessé lesz. 1t tehdt az dtmenet a’ valordl a’ képzetesre
L per definitionem* 1oriénik.

Egyébirdnt foladdsunk leend minden figgvénynél megmutai-
ni: milly modositdst szenved az ha véltozoja képzetessé vdlik. —

Mivel eldbbi egyenleteink 3) és 4) amazokbél 4 §) 9) és 10)
konyen folynak, tehdt mint jogszerii kovetkezmények tekinthe-
10k , a’ mellett pedig igen alkalmas és simulo alakiak t. i.

/D= +]|/—1y [ 5)
hol f, ¢, és vy megnem hatdrozott, egymdstol killonbozhetd fiigg-
vényeket jP]LIlthek tgy hogy 3) szerint

fx|/—1) =e"-1;9px)=cosx; p(x)=sinx,

tehdt czélunk lecnd a’ kivetkezbkben :

1-0r minden képzetes mennyiségel azon alakra 5) hozni.

2-or ebbil olly kifejezéseket kovetkeztetni, mellyekben o képze~
tes |/ —1 csak kilsoleg , ldtszdlagosan foglaltatik, mint 4 §) 9) és 10.)

3-or megvizsgdlni : valljon nem vdltoznak-e , o figgvény tulaj-
donsdgai ha & vdltozd képzetes lesz. lllyen tulajdonsdg p. o. a’ hat-
vdnyé, hogy mindég :

2

2*
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Ha minden bebizonyitds nélkiil egyenesen folvessziik , hogy ezen
tulajdonsdg akkor is dll ha x és y képzetes: ezen folvételink csupa
dnkényii , minden analyticai alap nélkuli volna. E’ tekintetben valo-
ban csodélatra méliok 4t 18-dik szdzad analystdi, kik tomérdek
sokat szdmoltak képzetes mennyiségekkel o’ nélkiil hogy megvizs-
giltdk volna: mennyire legyenek erre foljogositva. :

Az elbb emlitelt pontok’ médsodika az illetbleges analyticai
értelemre , harmadika o’ képzetesek tulajdonsdgaira fog vezetni.

8. §:
Mit &’ szdmvelésben ,elegy képzetes szdmnak* mondoltunk

az ilt dimegy ,.elegy képzetes mennyisegre vagy ,képzeles két la-
giira* (Binom). Ez alalt értiink tehdt egy illy alaku kifejezést

a—+b|/—1
hol a, és b valo mennyiségek. Az illy kifejezésekrol all :
1-6r Ha .
a4 b |/ = a2l b —1 1)
sziikségképen lesz :
2=
b= 2)
mert 1)-bil kovelkezik : :
a—a'=(b—b)| —1 2)
masodik halvdnyra emelve
(a — a)?=— (b — b)? 4
vagy: 3
(a —a)*+ " —h)?¥=o0 5)

két négyszognek dsszege soha sem lehet = o mert négyszogek,
mint mindenkor 4llitb mennyiségek, egymdst nem semmisithetik ,
tehdt 5) nem dllhat hacsak nem
(a—a)?=o0és (b —b?¥=o0
azaz
a= a'ésb=1D
Ezen tételben foglalva van azon eset is ha:
a+bl/—~1=o0=040}—1
hol sziikségképen .
a=o0ésh=o0
Ezt kiillondsen is meglehet mutatni. Mert ha azon eseltben midon
aclcih l//——-l =0
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nem volna
gty == )
ekkor lebelne kovetkeztetni :

by/—1=—a
gl L G
l/— b

két képtelen egyenlet, mert valot egyenldsitnek igazi képzelessel.
2-or. Minden képzetes kéttagut ezen alakra lehet hozni :

v (cos ¢ =+ |/ —1 sin ¢) 6)
hol ¢ bdrmilly valé szdmol vagy mennyiséget, ¢ pedig valo ivet
(az analysisban mindég kir-ivek értetnek ha mds kiilonésen nem
jelentetik) képviselhet. Hogy ezt megmutassuk tegyiik 61 hogy mdr
volna:

a+bl/ —1=v(cos p+ |/ —1sinq¢) (9]
Folvételiink igazolva leend ha képtelenségek nem kovetkeznek be-
18le.

Elsd tételiinkbél kovetkezik

a= vcos g 8)
= v sin @
négyszogitve és osszeadva, mivel cos ¢? —+ sin ¢? = 1
a? 4+ b? = »2

elosztva pedig, mivel SRR, tg @
oS p

tgcp=—ab—és (p=arclg—:—
ugy hogy » és @ értékeinek megtuddsdra mindég 4ll:
v=| 2 Fp? 9
b
@ = arc. tg iy

ezen egyenletek pedig nem képtelenek, s6t mindég valésithatdk ,
mert barmit jelentsen a és b, vildgos : hogy olly szdmot, melly —

|"a* 4+ b* mindég lehet taldlni, és mivel az érinték minden érté—
ket folvehetnek — ao 18] egészen + ao -ig ha ¢, azaz ivok

— —g— 683 %kézétt viltozik, tehdt g-1 is mindég lehet foltaldlni;
folvételiink tehdt igazolva van. — Egyszersmind vildgos hogy arc.
tg —:——-nak végtelen sok értéke lehet mert tg e csak @-hez

tartozik hanem ¢ —+ 2n7-hez is, hol n egész szdm, —
A’ mennyiség
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r=
a’ képzeles mennyiség’ modulusdnak neveztetik. Meg kell itt jegyez-
niink, hogy dmbdr 2’ modulus és norma kozott nagy a’ hasonlatos-
sag; t.i:

norma
modulus = — = |/ norma .
norma

még is ardnytalanul nagyobb sikerrel hasznaltatik > szdmvetésben
2’ normdnak fogalma, 2’ mennyiségtanban pedig 2’ modulusé. —
3.or. A’ szorzatnak modulusa eqyenlé a’ modulusok szorzatdval,
Tegyiik fol hogy két tényezdk volndnak a 4 b | —1 és
a’ <+ b’ |/ —1; modulusaik r és r’, szorzatuknak modulusa pedig
legyen R, dlland tételiink szerint:
R—rr!
Midsodik pontunk szerint vagyon :
a—+b|/—1=r (cos ¢ +|/—1sin¢)
a’ - b’ |/ —1 =r' (cos ¢’ + |/ —15sin ¢')
SZOrozva
(a+bl/—1) (@ +V| —1)=
= 11’ cos @ cos @' 4 / —1.rr’ sin ¢’ cos ¢’
— rr' sin @ sin ¢’ + |/ —1. rr’ sin ¢’ cos @
= rr’ (cos ¢ cos @' — sin @ sin @)
~+ |/ —1. rr’ (sin ¢ cos ¢’ ~+ sin ¢’ cos @)
=rr’ [cos-(p + ¢’) + |/ —1 sin (¢ + ¢')]
az elsd résznek modulusa rr!, @ mdsodik részét megkapjuk ha rr’
cos (@ + @) ésrr’ sin (@ + @’)-t négyszogiljilk, osszeadjuk,
és az 0sszegbdl a’ gyokol kivonjuk. Leend
r?r'? cos (@ =+ @I+ r?r'? sin (¢ + ¢')* =
r? r'2 [cos (¢ + @)% + sin (¢ + ¢)%] = R?
tehat :
R=rr i
Mivel a’ és b’ egészen tetszés szerint vdlaszthatok ; gy vélaszthat-
Jjuk hogy :
a’=aésb =bH
de ekkor a’ szorzat dtmegy egy mdsodik hatvdnyba, és mivel a’ mit
két tényezinek szorzatdrol mutattunk, dll bdr hdny tényezibol e-
redett szorzatrol is, kovetkezik: hogy folebbi 3-ik tételiinknek
csak egy kiilonos esete ezen kovetkezo tétel :
Az n-dik hatvdnynak modulusa egyenlé « gyok modulusdnak
n-dik hatvdnydoal , p. o. ha ezen gyok: a + b |/—1, modulusa:
r, n-dik hatvénya: (a -+ b |7 -—1)"; ennek modulusa: R, leend;
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m =R
d-er. Az Gsszegnek modulusa kisebb vagy legfolebb egyenls &
modulusok dsszegével. -
Ha az osszeadandok: a 4+ b |/ —1 és a’ + b' |/ —1, 0sz-
szegok S, modulusaik r és r’ ¢ és S-nek modulusa ¢, dlland:
G—1<i T X
Mert :
a+b|l/—1+4a+Db | —1=r(cos ¢ -+ | —1sin ¢) +
r’ (cos ¢’ + |/ —1 sin @) =r cos @ + 1/ cos ¢’
—+ |/ —1 (r sin @ =+ 1’ sin @)
a’ mdsodik résznek modulusa:
0= |/ [(r cos ¢ =4 1* cos @*)* = (r sin @ + 1’ sin ¢)?]
e =11+ '+ 2rr' (cos (p — @)
azon egy esetben tehat ha ¢ = ¢ azaz cos (p — @) =1 dll @
gyok-jel alalt tokéletes négyszog , és ekkor

=1 41
minden mds esetben pedig, cos (@ — @) torlet jelentvén, leend :
gi<anckin
végre vildgos hogy egy vald mennyiségnek modulusa maga &’ meny-
nyiseg. Mert minden valé mennyiség illy alakii:

a+o|/ —1

ennek modulusa:

V@ F ot =a
Nézzitk most mdr milly kovetkezményeket huzhatunk az alapitott
négy tételbol.

Az elsd tétel arra szolgdl, hogy valahdnyszor 2n egyenleteink
vannak , ezen szdmot felére lehozhatjuk t. i. n-re azaz: hap. o. négy
egyenleteink vannak , ezekbdl az 1-0 tételnél fogva kettdt csindl-
hatunk. Legyen a’ négy egyenlet

A=0;B=0;C=0;D=0 11)
ezek helyelt, ugyanazon értelmet kifejezve , irhatunk
A+B|/—1=06sC+D} —1=0 12)

(hol A, B, C, D-t kényiink szerint foleserélhetjik) mert 12)-bol
kovetkezik A = B = C = D = o azaz 11). Ezen tulajdonsdga a’
képzetes mennyiségeknek , hogy t. i. két egyenletet egybe fiizhet-
nek , nem kivaltsdgos tulajdonuk, ez mind azon mennyiségeknek tulaj-
dona , mellyek egymds dltal ki nem fejezhetik. Illy egymds dltal ki
nem fejezheld mennyiségek p.o. 1,72, 3,|/ 5,/ 7 ’sa’t,
Ha tehdt n egyenleteink vannak, csak n illy szorzokat kell folta-
ldlnunk , és minden ¢gyenletet egygyel szoroznunk , hogy az n e-
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gyenletek egybe Osszeolvadjanalk. Legyen a’ négy [olebbi egyen—
let 11.), a’ négy szorz6 pedig 1, —1,|/ 2,73, leend
A+Bl/—14+C|/24+D|/3=0 13)
¢s ebbdl is sziikségképen kovetkezik
0 el s ot
Ezen szorzok vilasztdsdban arra kell vigydznunk nehogy azon e-
gyenletben melly velok szorzandé, mdr eléforduljanak , mert ha
p. 0. C-bea mér volna |/ 2, ez vagy minden tagjdban leend vagy
¢sak némelly tagjaiban ; ha minden tagban vagyon tgy szorzds dl-
tal |/ 2-vel C rationalis lesz és most 13)-bél kovetkezik
A= 01779 =

tehdt 11) nincs teljesitve. (A ilt rationalisnak vétetik). Ha csak né-
melly tagjaiban van |/ 2, ligy ezen tagok |/ 2-veli szorzds dltal
rationalisok lesznek, és mdr nem kovetkezik mint kell: A=o0; C=o.

Hogy pedig mindég olly szorzokat védlaszthassunk mellyek
egymds dltal ki nem fejezhetOk erre utmutatdst 4d a’ kovetkezd
tétel : .

“k

Ha |"a (hol a és k egész szdmok) egész szdmban ki nem fejez—

heté , akkor ez bdrmilly tort dltal sem lehetséges (okéletesen, mert ha

k
foltessziik hogy tort dltal |,a-nak értéke tokélelesen kifejezhetd ;
ebbdl képtelenség ered. : 5
Legyen

k
K
P e
hol P legkisebb nevezdre hozott tort, leend k hatvdnyra emel=
q g Y
mind a’ két részt
pk
R =
qk
k
azaz : a mint egész szdm egyenld —p—-val, melly mindég tiszia
o gy o Y g

tort. ;
A’ fon eldsorolt pontok mdsodika azon igen nagy elényt szol-
gdltatja hogy a -+ b |/ —1 helyett szdmoldsainkban a’ sokkal si-
mulébb r (cos @ 4+ | —1 sin @)-val élheliink, minek haszndt a’
kovetkezd §-ban tapaszialandjuk. —

9. §.

Atmegyiink az elsd miitételekre. Itt eldbbh az
a—+b|/ 1 1)
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és ezuldn az

r (cos @ + | "—1 sin ¢) 2)
alaku kifejezéseket fogjuk vizsgdlni. — Elore kell bocsdtanunk hogy
barmind legyen &' képzetes mennyiség azt mindég lehet az alakra 1.)
hozni. (Ezen tételnek nem lélez mds megmutatdsa, mint ,,per in-
ductionem.*) Legyen p. o.

@—+b| —Dm

hogy ezen hatvdnynak az alakot 1) adjuk; sziitkséges hogy Newton
formuldja szerint kifejtvén, a’ valé tagokat elkillonozzik a’ |/ -1
tényezbvel osszefiizettektol ;

(a + b V_—i)m — am + mam-i b l/___I i ._nlic_'n%_ilam& b2
| _mm-1)—m—2) 5,3 7 4
teEL Ll s
m (m—1) (m—2) (m—3) .4 bs
1 1.2.8. 1 iy
m (m—1) (m—2) (m—3) (m—4) ans b3|,/ 1
152 83450

g mm—1)....... (ni—m 1) 4 L
""" i 152 00T DBy e ol

hol |—1, mellynck kitevdje mindég egyenlé b kitevdjével, az
utolso tagnak jegyét meghatdrozza. Ha a’ vald tagok osszegét P, és
a’ képzeles tényezovel osszefizetiekét Q-nak nevezziik leend :

P—a~ — m_(.[_rl.f_i_) an2 h?
152
m (m—1) (m—2) (n—-3) _ ., B
X T2, %4 ; ¥
ol B (m—1) (m—2) 3.3
B el 1.2.3 S
mm—1)....m—4 5
i 1.2.3.4.5 et
kovetkezésképen
@4+bl/—1)" =P+ Q| —I 3)

melly épen a’ kivdnt alak. Az eljdrds, mellyet itt kivettink minden
egyéb képzetes mennyiségek, az 1) alakra hozdsdndl foganatosan
kovettetik. — Ha volna p. o.
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mivel
SRR 1
[“a+b|/—1 =(@+Db V==
az idézett Newton formuldja szerint kifejive leend

Va b/ =1 = P QU =t D
Hogy egytagtiak (Monom) is, mint

4 6 2n
|/ —1 |/ —1 és dtaldnosan |/ —1
hol n egész szém , ezen alakra hozhat6k : aldbb ldtandjuk. Mond-
2n 2n—+1
juk: ,dtaldnosan |/ —1,* mert a (2n —+ 1)* gyok, azaz |/ —1
mindég valo mennyiség.
Ha két képzetes mennyiséget osszeadunk , levonunk vagy
szorzunk kapjuk azt mit képzetes mennyiségek’ dsszegének , kiilonb-
ség vagy maradékdnak , és szorzatdnak neveziink. Leend tehdt :

a+bl/—1+a 4+ b1 =ata +@dB+b)/ 1 5)
a+b|/—1—@—+b |/ —1)=a—a'+(b — b)) —1 6)
(a+b}/ —1) (@' =D’/ —1)=aa’+bb'~+(a’b + ab)|/ —1 7)
konyen meggydzidink, kiillonos beliizonyita’s nélkiil is hogy @’ rend,
mellyben szorzunk itt sincs befolydssal &’ szorzatra. Két képzetes
mennyiség oszldsdt mindég lehet & modulus’ segitségével szorzdsra
vdltoztatni , mert ha vagyon:

a-+b |/ —1

a'+b' |/ —1
a’ szdmldlot és nevezdt az utobbinak osszerendeltjével szorozvin
leend:

a+bl/—1 _ (@+bl/ —D@ —b|—1

a + b |/ —1 a’® —+ b’?
__aa’ +bb’ | (a’h — ab) |/ —1
D a’? = p'? 4 a'® - p'? 8)

azaz két képzeles mennyiség elosztatik ha az osztandd az osztdnak
dsszerendelljével szorozlatik és a’ szorzat az 0szté modulasdnak négy-
szogével osztalik. (Osztunk tehdt mégis; de vald mennyiséggel.)

Vildgos egyszersmind ebbdl: hogy lehet egy képzetes tort-
nek szdmldl6jabol vagy nevezdjébdl, — és ez utébbi mindég ki-
vdnatos , — a’ képzelest eltdvolitni. A’ képzetes mennyiséget t. i.
osszerendeltjével szorozzuk. — Ezen fortély a’ rationalissd vdl-
toztatdskor is haszndltatik. p. o.
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a Lath—|e _a(b—}"0)
b+ ¢ -+ c)(b—}c)  b2—c?

Képzetes mennyisdget az m%* hatvdnyra emelni annyit tesz :
mint m képzetes tényezobol dll6 szorzatot képezni, a’ mi szokott
moédon jelentetik :

@+ b/ —1)m
és ha sziikséges ugy mint e’ §. elején mutattuk véghez is vitetik.

(a-+b V~1)-t az —:—--dik hatvényra emelni, az az, az n%*

gyokot kihuzni annyit tesz: mint olly mennyiségel taldlni , melly az

n-%* hatodnyra emelve egyenls (a -+ b |/ —1)-vel. Mivel mint ld-

tandjuk , tobb mennyiséget lehet taldlni, melly az n"“* hatvdnyra
1

emelve =a -+ b |/ —1, vagy is mivel (a—+b |/ —1) "

tobb értéke vagyon ; mi pedig ezen ériskek koziil némellykor nem
egy bizonyost, hanem bdrmellyiket akarandjuk kijelelni, tehdt ezen
utobbi czélra egy kiillonds jelképpel élendiink t. i.

2 n
(@ ~+b |/ 1) vagy LI a+b]/ —1
ezen kifejezések tehdt a’ sok gyoknek bdrmellyikét ;
1 n
(a+ b/ —1)"w vagy |[“a+b}|/—1

pedig ezen gyokok koziil egy bizonyost, meghatdrozottat jelent.

-nek

Ugyanez 4ll ainl‘“’”‘ hatvdnyrol is, mert

m

@4+b|/—Dx
az n% gyoknek m-#* hatvdnya, tehdt
(@=+b)/ —1))n

az N gyok bdr mellyik értékének m-%* hatvdnya.
Ezen kifejezést (a -+ b |/—1) a’ hatvdnyra:
1

m .
— m, — —— és———emelni
1 n
1 m-dik
annyit tesz : mint az egységel azm, — vagy — hatodnynyal 05z~
n n
tam, az els6 mennyiség egyértékli, vagy mint mondani szoktuk:

egyértelmii leend , az ul6bbi kettd pedig fobbértelmi (vieldeutig) in-
nen e’ jelelések :



(a-0b 1A
((a+b l/*—l))——:‘
(@a+b l/—n)‘:—'

A’ mdsodik gyoknek kivondsdra kilonos formuldt lehet hasz-
ndlni ; t. i.

1 e —
((a +>b |/ —1n7 =+ [I/Va2+ b2 <+ a
2 :
£, W;Tﬂz——__; ]
: 2
ha b > o az az 4llit6 ;

1 ey s e
(@b |/ ~1)7 =+ [ a4 1% +a

2

LAy [/V—F—ﬁ_:]
2

ha b < o az az lagad6; ha mind a’ két részt mdsodik hatvdnyra
emeljiik , azonos (ibentifth) egyenletek erednek.

10. §.

Eddig csak az a 4+ b |/ —1 alaku kifejezéseket vizsgdltuk,
de mindjirt meg fogunk gybzddni hogy a’ minden esetben alkal-
mazhat6 alak:

r (cos ¢ -+ |/ —1 sin ¢)
nevezetes elényokkel bir , melly dltal t. i. minden miitétel egygyel
aldbb szdllittatik , igy hogy szorzdsbol dsszeadds , osztdsbol kivo-
nds , hatvdnyozdsbol szorzds , és gyokkivondsbol osztds lesz.

Mivel a’ mindég tevileges, valo tényezb r, egyszersmind mo-
dulus, kiillonos vizsgdloddst vagy modositdst nem igényel; azt ide-
iglen melldzheljiik és csak a’ kifejezést :

cos ¢ |/ —1 sin ¢
tekintjiik.
Ha két illy kifejezést
cos @ + |/ —1 sin ¢; cos ' + |/ —1 sin ¢’
egymassal szorzunk leend :
(cos @ +|/—1 sin ¢ ) (cos @' 4 |/ —1 sin ¢p') =
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= ¢0s @ cos @' — sin @ sin ¢’ 4| —1(cos ¢ sing’ 4 cos m’sin )
= cos (¢ + @) + |/ —1 sin (¢ + ¢*) 9]

szorozvin ezen egyenletet egy harmadik hasonlé kifejezéssel :
cos @' -+ |/ —1 sin ¢’ leend :

(cos g+ |/ ~1sing) (cos ¢’ +|"~1sin ¢) (cosg"’+|/-1sin g’ )=
[cos (¢ + ¢") +|/—1 sin (p~+ ¢’)] (cos ¢” 4|/ —1 sin @)

ha itt az 1) dltal kimondott tételt foganatositjuk (¢’ — ¢’)-t he-
lyettezvén ¢’ helyébe leend :

(cos @ 4+ -1sing) (osp’+| -1 sing’) (cos p*~| - 1smgo”)—
=cos (p+ @'+ ¢") +|/—1sin(p+ @'+ ¢') 2)
Ezen eljdrdsnak természete ollyan, hogy ki nem lehet gondolm

valami okot, mellynélfogva azt egy negyedlk otodik. ... ’s m-4*
tényezdre k1 nem lehetne terjeszteni uigy hogy étalénosan éll

(cos @ 4+ |/-1 sin @) (cos ¢’ 4+ |/ -1 sin g’).... (cos @™ -
/-1 sin g) =
=cos (p+ ¢’ +....+ ¢@) 4|/ -1 sin (¢ + ¢’ +....+ ¢p™)
mi dltal @’ szorzds dsszeaddsra visszahozalolt.
@™ iit -t jelent m vondssal.
Ha 1)ben helyetteziink
¢l= =19
mivel cos — ¢ = cos @ és sin — ¢ — — sin ¢, leend
(cos ¢ +|/—1 sin @) (cos ¢ — |/ —1sin ¢) = 1 4)
Az egség tehdt modulusa ezen kifejezéseknek :
cos ¢ + |/—1 sin ¢ vagy cos ¢ — |/ —1 sin ¢
Ha pedig ugyan azon egyenletben tesziink: — ¢’; ¢’ he-
lyébe:
(cos @ + |/ -1 sin @) (cos ¢’ —|/-1 sin ¢’) = cos (p—¢") +
|/ -1 sin (¢ — @) 5)
Ha az egyenletnek 2) elsé részében a * szorzdst valoban elvé-

gezzuk és tekintjilk hogy a’ valé részek a’ valokkal, a’ képzete-
sek a’ képzetesekkel sziikségképen egyenlbk ta]aljuk

cos (¢ + @'+ ¢") = cos @. cos p.! cos "’ — cos ¢. sin ¢.’ sin "

— sin ¢ cos ¢’ sin ¢’/ — sin ¢ sin ¢’ cos ¢/ 6)
sin (¢ + ¢’ + @) = sin @ cos ¢’ cos tp”+cosq>smtp cos ¢’ +
cos ¢ cos ¢’ sin ¢ — sin ¢ sin ¢’ sin "’ 7)

A’ hdnyadosnak
cos ¢ + |/ —1sing
cos ¢’ + |/ —1 sin ¢’
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értékét megtaldljuk a’ 9. §. 8)-ban adott szabdly szerint, mivel
cos @p* - sin @*=1 dll; @’ nevezetes eyyenlet :

zzz ;’il/_-li ::: z{ =(cos p+|/~1sing) (cos ¢’ —| -1sin ") 8)
ez pedig 5) szerint:
cos @—+|/-1sin ; : e
cos ;-l- 5:-1 sin z/ = cos (p—9¢) + /-1 sin (9—¢") 9
ha a’ nevezit 9. §. szerint eltdvoztatjuk, marad 8)-boél az azonos
egyenlet:
cos p—+ | —1singp =cos p—+ | —1sing
9)-ben tévén @=o és p=q’ mivel cos 0=1 és sin 0=0:

1 ieR,
POy Cat Sinqp_cos ¢ —|/ —1sing 10)
a’ mi 4)-el egészen megegyez.

Az egyenletek 9) és 10) az osztdst kivondsra valtoztatni la-
nitjak.

Hogy az m-%* hatvdnyt kapjuk e’ kifejezéshol:

cos @ +|/—1 sin ¢
3)-ban helyetteziink :
Yy e e
hol m természetesen egész , dllitd szdm, és leend :

(cosp |/ —1sing)m =cosm @+ |/ —1sinmg 11)
Hogy ez a’ mennyiben 3)-bdl folyik csak akkor dll, ha m egész’s
dllito , kitetszik abbol: hogy 3)-ban van ¢ semmi vondssal, ezu-
tdn egy, két ..... m vondssal , de nincs, nem is lehet, tagad6 két,
vagy harmadrész vondssal ’sat. Meg fogjuk azonban mutatni 11)-nek
helybenhat6sédgdt bar mit jelentsen m.

Valodi szorzds dltal az egyenletnek 3) helybenhatosdga, ha
m=2 és m==3 dllandésitva vagyon, ezen esetekben tehdt az egyen-
let 11) is dll. Ha megtudndk mutaini hogy 11) ha m-re nézve dll ,
m - 4-re nézve is dlland : kovetkeztetnok hogy 411) minden egész,
allitd m-re nézve dil. (Bernoulli’s Inductions-Beweis).

Szorozzuk a’ 11)-et (cos ¢ - |/ —1 sin ¢)-val leend :
(cos @ 4+ |/ —1 sin g)m4-1 .

=(cosmp—+| —1sinme) (cosqp—| —1sing)
=c0s m ¢ cos ¢ -— sin.m ¢ sin ¢ -

+ |/ —1 (sin @ cos m ¢ —+ sin m ¢ cos ¢)
=cos (m ¢ + @) + |/ —1 sin (m ¢ + ¢)’
=cos(m—+ 1) ¢ + |/—1 sim (m + 1) ¢ 12)




-

el SRl

ugyanezen credményt kaptuk volna, ha 11)-ben m helyett egy-
szerre irtunk volna m—-1 tehdt 11) helyes minden egész, dllité m-re
nézve.

Nem kevésbbé helyes 11) ha m dllitd, tort. Mivel 11)-ben ¢

tetszésszerinti értékil , helyette tehetiink %k leend , m egész dl-
m
1it6 1évén :

¢ T g bk
(cos o -+|/—1sin m) =cosp+ | —1sing 13)

‘vonjuk ki az m-% gyokot, és emeljiik azt az n-#* hatvdnyra
n

(cos——q)— +}/—1 sin —(L)n = (cos @ —+ |/ —1sin (p)m

az elsd részt, mivel n egész 4llité 11) szerint, atalakltvan, s fa-
gokat cserélven

(cos ¢p+V—lsin(p)T = co0s —m— + |/ —1 sin—:li 15)

tehdt 11) kelyes ha m dllito tort is.

Hogy helybenhagyhatésdgdt egész, tagadé kitevbkre nézve
megmutassuk emlékezziink az egyenletre 10) mellyet mivel cos — ¢
= cos ¢ és sin ¢ — @ = — sin @, igy is lehet irni:

1
= €0S — —1 sin —
cos ¢ |/ —1 sin @ 0of TP felg- : ¢
emeljiik mind a’két részt az m@* hatvdnyra, m egész dllité leven,
és egyezzink meg abban hogy

1

(cos @ + |/ —1 sin @)
leend:
(cos ¢ + |/ —1 sin @)™ = (cos — ¢ + |/ —1 sin — @)"
és 11) szerint
(cos @ + |/ —1 sin )™ = cos—m ¢+ |/ —1 sin—m ¢ 16)
=cosme — |/ —1sinme
Ha a’ folebbihez hasonlélag 16)-ban ¢ helyett tesziink: — e

m

=(cos ¢+ |/ —1 sin ¢)™

leend :
(cos b —;(:L + |/~ 1sin= T:_)n = (cos @ —+|/-1sin (p)?%."

mivel n egész 4llit6 az elsd részt 11) szerint kifejtvén taldlunk



S D5 e

- m n ! n
(cosgp+ | —1sing) w =cos————?—+[/——1 sit -—-E(’?— 17)
n

:cosﬂ et sin—n—(P—
m m
az az: 11) helyes ha m tagado egész , vagy tirt, tehdt barmilly érté-
kii legyen m, mindég dll:
(cos ¢ 4|/ —1 sin @) = cosm @+ |/ —1 sinm ¢
és mivel @’ szorzainak: |"—1 sin ¢ jegye semmi befolydssal sincs
bizonyitdsunkra dtaldnosabban irhatunk :

(cos ¢ £ |/ —1 sin @) = cos m ¢ ~+ sin m ¢ 18)
melly egyenlet, foltaldléja utdn, Moivre ( 1754) formuldjdinak ne~
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