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E L Ő S Z Ő .

A z  academiának 1844-ben tarlóit XV. nagy gyűlése 
által kihirdetett következő mathematicai jutaloratételre: Blilt 
a’ képzetes mennyiségek’ tulajdonságai, 's mind analyticai., 
mind mértani értelmök'í 1846. martius’ 31-ig mint határna
pig Öt pályamunka érkezett; mellyek közöl az e’ végre ki
nevezett három osztálybeli bíráló, u. m. Bitnícz Lájos, Győ
ri Sándor és Vállas Antal rendes tagok’ előadása’ nyomán a’ 
XVII. nagy gyűlés, 1846. december’ 14. a’ IV. és III. szá
mok alattiakat találván kiadásra, e’ mellett amazt az ötven 
arany jutalomra, ezt ívenként négy arany tiszleletdíjra, 
érdemeseknek; a’ bírálók’ hivatalos tudósításaiból azon 
okok’ kivonata bocsáltalik itt közre, mellyek a’ társaságot 
határozataiban vezették.

Győri Sándor rt. különösen így nyilatkozott: „A ’ III. 
számú, optis difficile videtiir antequam tentas, és a’
IV. számú Mátyás király jelmondatokkal mind kelten Gaus- 
sal egyértelmüleg a’ képzetes mennyiségeket oldalagos ősz- 
rendeseknek tartják, ’s mindkettőből kitűnik, hogy szerzőik 
nem csak a’legközönségesebb mathematicai ismeretekkel bír
nak, hanem a’tudomány’ jelen állásával ’s előhaladásaival is 
ösmeretesek. De véleményök támogatására alig hoznak fel 
más egyéb megmutatást mint azt, hogy a’ tagadó négyzet 
Cquadralum) közép arányos mennyiség (quantilas média pro-



portionalis) az állUó és tagadó mennyiségek között, minél
fogva annak helyzetileg a’ keltő közölt oldalvást kell esni, 
a’ mi még magában nem kielégítő, ’s további fejtegetések 
és bizonyítmányok nélkül, az analyticai mértanban sok két
ségeket hagy fel.“  „D e különösebben a’ IV. számú érteke
zés érdemel legnagyobb figyelmet a’ többiek felelt. Ennek 
tudós szerzője beleereszkedik a’ felsőbb analysis’  mélysé
geibe, keresztül megy vizsgáialaival a’ függvények’ külön
féle nemein, az egészítményeket (integralía} sem hagyván 
k i ; ’s előadásaiban tudománybeli jártasságával a’ rendsze
rességet , következetes okoskodást ’s a’ tárgyalt kérdésnek 
alapos fejtegetését párosítja.‘ ‘

Vállas Antal n . nézete szerint „a ’ III. számú érteke
zésben világosan és rendszeresen van összeállítva majdnem 
mind az, mit a’ képzeleti mennyiségek’ természetéről e’ mai 
napíglan tudunk, egyszersmind pedig ki van mutatva azon 
mód, melly a’ képzeletiek’ mértani alkotására vezet. E ’ mun
kát véleményadó tiszteletdíj melletti kiadásra érdemesíti.“

„Legjava azonban az idei pályamunkáknak a’ IV. szá
mú. Ennek szerzője ügyes analysta, ki a’ tudomány jelen 
állapotját jól ismeri, és helyesen fogta fel a’ kérdés mivol
tát. 0  átvezeti a’ képzeletieket az egész függvénytanon, 
az egészítményeket sem véve ki, mértani jelentésökröl szin
tén kielégitőleg értekezik, ’s több helyen elég érdekessé, 
sőt újjá is tudja tenni tárgyát. Véleményadó ezt tartja leg
jobbnak, ’s így jutalomra érdemesnek.“

Ezektől eltérőleg Bitnícz Lajos rt. a’ III. számút ítél
te jutalomra méltónak. Ez, úgymond, „elsőben a’ képzetes
nek ismert kifejezését puszta analyticai jegynek , de azon 
mennyiségre utalónak tekinti, melly magával egyszer sok - 
szoroztatván ( — ad sokszorozatul,’s kifejti ennek kü
lönféle hatványait; szól továbbá a’ képzetesnek tulajdonsá
gairól ’s ezeket, nem elégelvén meg, az algebra egyetem i- 
ségére hivatkozást, magokból törekszik megmutatni; a’ kép
zetes függvényeket egyenként felhordja, ’ s a’ vélek történ
hető munkálatokat megbizonyílja- Másodszor a’ képzetes



nek tértani érleltnel tulajdonit, ’s ezt egészen Gaus szerint 
terjeszti elő, hivatkozva Müllernek az Archív dér Malhema- 
tik und Physik I. rész. IV. füzetében álló értekezésére. Kár 
volt, hogy a’ nevezeti folyóiratban előjövő egyéb dolgoza
tokra is figyelmet nem forditott, mellyek’ segedelmével a’ 
kérdésben levő tárgyal bővebben felvilágosilhalta volna. 
Kár volt továbbá, hogy az ellenkező nézetet nem vette vizs
gálatra , ’ s ezt az előbbihez mérve amannak helyességét ki 
nem mulatta. Nyelve jó , előadása ügyes.“

„ A ’ IV. számú v a g y : Mátyás király jelszavú emlitvén 
mint jöltenek a’ tagadó, a’ tört és a’ szertelen mennyiségek 
fogalmai a’ számtanba, ’s mint terjesztetnek ki azokhoz ké
pest a’ munkálatok’ értelmei, kifejti a’ négyzetes egyenletből 
a’ képzetes gyök értelmét ’ s azt állítja, hogy a’ képzetesek 
sok esetben valót képviselnek, sokban nélkülözhetetlen sym - 
bolumok; kimutatja azután, mint lehet a’ valómennyiségek
ről képzetesekre átmenni a} elméleti úton, ’s itt Gaus sze
rint mutogatja, hogy a’ képzetest a’ tértanban ki lehet fe
jezni , következőleg létezik az analysisban; b ) analyticai 
tapasztalás útján szinte mutatja, mikép lehet való mennyisé
gekről képzetesekre átmenni, mennyire e’‘ -ben x  helyett 
képzetest tévén az ismert sorokat kifejti. így  a’ képzetesek’ 
analyticai létét megbizonyílván, értekezik azok’ álváltoztatá
sairól, a’ velők végbevihető számtani munkálatok szabálya
ir ó l, és azok alkalmaztatásáról az egyenletekben, különféle 
függvényekben és a’ határozott egészitésekben. A ’ képze
tesek’ analyticai értelmét tehát elég bőven, ’s talán kelleti- 
nél is bővebben fejtegeti, ellenben tértani értelmét, melly a’ 
kérdés egyik főrészét teszi, csak röviden érinti,’s Gausnak 
nézetéi bővebben, mint várni lehete, nem fejtegeti. Nyelve 
és előadása szabalosb lehetne.“

„Alulirtnak véleménye szerint, egyik pályairat sem 
kielégilő ugyan; egybehasonlítva mindazonáltal, az omne 
opus ’ s 1. b. és a’ Mátyás király jelszavuak birnak legtöbb 
érdemmel- Innen véleményadó a’ III. számul mind azért, 
hogy a’ kérdés’ részeit helyesen felfogta, azokra egyenként



felelt ’ s taglalásaikban az újabb dolgozatokra is figyelt, 
mind azért, hogy rendszeres fejtegetését tiszta és szabatos 
nyelven terjeszti elő, jutalomra és kinyomatásra, a’ IV. szá
mút pedig, mivel a’ képzetesekről bő és nyelvünkön mind 
eddig elő nem terjesztett analyticátíoglal magában, tisztelet
díj melleit kiadásra bátorkodik ajánlani.“

A ’ felbontott jeligés levelek az első rangúnak ismert, 
IV. számú értekezés’ szerzőjéül Árenstein József, pesli kir. 
József-ipartanodai r. tanárt; a’ III. számúénak Nékám Scm- 
dor^ bölcsészettudort és kir. egyetemi csiJlagőrdei gyakor
nokot, vallották.

Itt veszi már most a’ közönség a’ koszoruzott pálya
munkát, melly az academia’ kiadásainak CII. számát teszi.

Költ Pesten, a’  magyar tudós társaság kis gyűléséből, 
augustus’ 5 . 1847.

T o ld y F e r e n c z  s. k.
ti t o k  n ő k .
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Mátyás király.



A m ennyiségtannak tárgya csak m ennyiségek lehetnek. Csodá
la tra  méltó azonban az ü g y e s sé g , m ellyel ezeket m indenütt ha
táskö rébe  vonja. — Em lékezzünk csak azon h á ló k ra , mellyekkel 
a ’ m ennyiségtan az égi tekét ú g y , mint a’ földgömböt körülszötte, 
em lékezzünk a’ vonaloknak azon ren d sz e ré re , melly a ’ földrajzi 
hosszúságra és szélességre, vagy a’ csillagászati kö rökre vonatko
zik  , ’s em lékezzünk mind azon trigonom etricus és logarithm icus 
függvényekre, mellyek mint annyi szerszám ok csak a rra  várakoz
nak , hogy használtassanak. —  E zen szerszám ok, mellyek összesen 
egy  igen m esterséges gépet képeznek , és m ellyeknek egyedül 
köszönhetjük  a’ m ennyiségtannak azon legnagyobb e lő n y ét, hogy 
a ’ lehetőségeket sokkal előbb áttekintjük, mintsem a’ valóban lé te 
ző rő l biztos tapasztalatink vo lnának , ezen szerszám ok k é rd jü k , 
valóban létező d o lg o k -e , vagy csak czélszerüen  kigondolt segéd
eszközök? — Mi p. 0. az égi te k e ?  Talán egy valódi ü res g ö m b , 
m ellyen három szögöket ra jzo ln i lehetne? Mi a’ sú lypon t, lé tez -e  
illy en  pont valóban minden te s tb e n ?  Mi az ingásnak központja? a’ 
tehete tlenségnek  nyomadéka (9Jloment bér SErag^eit) ? M iért be
szélünk  m ennyiségtani em elty ű rő l, egyszerű  in g á ró l, a’ testeknek 
lég ü res  té rben i le té sö k rő l, egy  sz ó v a l, m iért él a’ m ennyiségtan 
o lly  sokféle költött segéd-m ennyiségekkel ? — A ’ felelet m ár a’ 
m ondottakban rejlik. Ama költött segéd-m ennyiségek t. i. valódi 
seg ítséget nyújtanak, melly nélkül a’ m ennyiségtannak fönem lített 
e lőnyét nem is élvezhetnők. Ezen segéd-eszközök  közé tartoznak 
a’ képzetes mennyiségek is ,  m ellyeknek eredete, tulajdoni és értelme 
je len  értekezésnek tárgyai.

A ’ m ennyiségtannak kiváltságos tulajdona : hogy a ’ mint ha
tásköre nagyobbodo tt, úgy alapfogalmainak határai kiterjedtek . 
Szükséges leend ezen tételünhet példával fölvilágosí'ani. — E gy
kor ezen szó alatt „szám “ csak egész állító számok é r te tte k , és a’
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m eddig csak határozott számokkal, és nem álalános szám jegyekkel, 
azaz betűkkel, vitettek a’ számolások, tehát a’ 16-d ik  század köze
p é ig , addig a ’ tagadó m ennyiségek, a’ m ennyiségtanban honosítva 
alkalm asint nem voltak. Az első  e g y e n le t, melly illy  alakú vo lt:

X =  a —  b

ha b >  a , az a z , ha a’ kivonást a’ je len tett rendben elvégezni nem 
le h e te tt, szükségképen tagadó m ennyiségek fogalm ára vezete tt; 
valamint az első illy alakú e g y e n le t;

a X =  b 
_  1̂

a

ha b nem foglalá magában a-nak  minden tényezőit tö rt-szám okra , 
vagy ha a és b m ennyiségeket képviseltek tö rt-m enny iségekre  
vezetett. ’S nem kis zavarodásban voltak azon m ennyiségtudósok, 
kik olly föladatban, m ellyben x  időt, erő t, gyorsaságot ’stb. je len 
te t t ,  X helyett először tagadó é r té k e t, tehát tagadó id ő t,  e r ő t ,  
gyorsaságot ’stb. találtak. A ’ milly könyü volt ném elly esetben ki
találni : mi feleljen meg a tagadó x -n ek  a te rm észetben , olly ne
héz és bonyolódott lehetett az más esetekben. P. o. tegyük , hogy 
két üstökösnek A és B ugyan azon útja vagyon , A minden órában 
a m értfö lde t, B ugyan azon időben b m értföldet te s z ,  ’s ezen  
utóbbi egy bizonyos pontból c órával későbben indúl m int A. —  
K ereste tik , hány óra múlva fogja B elérni A -t. Ha ezen  föladat 
mennyiségtan! nyelvre á t té te tik , és x a ’ keresett időt je len ti á l -  
la n d :

bx =  a Cc +  x) 
x Cb— a) =  ac 

_  a c
b— a a .)

Ha b < a ,  x  tagadó értéket k ap , és már nem olly közel fekszik 
azon g ondo la t: hogy ezen x  nem csak a’ két üstökös együttlétének 
időpontját jelenti, de egyszersm ind arra  is figyelmeztet bennünket: 
hogy a’ kérdés rosszúl volt a d v a ; meri jövendőben nem jöhetnek  
ö s s z e , mivel x óra előtt voltak együtt. —  Alig barátkoztak meg a’ 
m etinyiségtudósok a’ tö r t-  és tagadó számokkal, a’ mint ezen nem 
egyen le tre  vagy viszonyra akadtak :

a <  X <  C a -f: 1 )

hol a és m egész állító számok. íme ezen x sem az e g é s z , sem a’ 
tö rt állító vagy tagadó számok osztályába nem il le t t , új osztályt 
állandósítottak te h á t, és x -e t a’ hányszor a’ fönebbi viszonynak



m egfelelt irrationalis számnak vagy m ennyiségnek nevezték. A’ 
számoknak a ’ különbféle osztályai a’ szám ról adott m eghatározás
ban foglalva nem vo ltak , ’s te rm észetesen  nem is lehettek ; m ert 
midőn csak egész állító számok voltak használatban , ama megha
tározásban „a ’ szám az egységek többsége“  az egység  alatt csak

+  1
volt é r tv e , miből következett v o ln a , hogy a’ ta g a d ó - , tö r t-  és ir
rationalis számok nem számok. E ’ nehézségen azonban tüstént se 
gíte ttek  a ’ m ennyiségtudósok az egység fogalmát, és
ez által ama határozat (Definítíon) körét.

Hasonló eljárásra találunk a’ hatványozásnál (^ofenjiren) Az 
egykor divatozott h a tá ro za t: hatvány több egyenlő tényezőknek
szorozmánya'-'- csak egész állító  kitevőkre (©xponent) alkalmazható 
volt. Azonban a’ legegyszerűbb  számolásban előfordúlhattak ki
fejezések , m in t;

1

a ”' a“ a”

m ellyeket uj név által elkülönözni nem le h e te tt, m ert a’ hatvá
nyokkal minden tulajdonságaikban m egegyeztek , ám bár a’ fönem - 
líte tt határozatba nem igen illettek. E ’ nehézségen is hasonlóképen 
segítettek  a ' m enny iség tudósok , kitágítván a’ szűkké le tt határo
zatot, úgy, hogy ha a és r  bár mit je len t — oo -tö l egész -f-o o  - ig , 
ezen kifejezést

így  m agyarázák; „ a - í  r-ik hatványra emelni annyit tesz, mint a-bó 
a' legközelebbi magasabb műtétéi által egy új számot úgy alkotni, mint 
r alkotva vagyon az egységből. —  Ezen határozat szerin t a’ gyök
kivonás csak egy neme a’ hatványozásnak lé v é n , az alapfogalmak 
szám a egygye l fo g y , t. i. a ’ gyökkivonásnak egykor elkülönözött 
fogalm ával, mi a’ tudományt egyszerűbbé azaz könnyebbé teszi.

V izsgálluk most már ezen e ljá rá s t, m ellyet a ’ raennyiségtu- 
dósok  követtek  az eddig em lített új mennyiségeknek a ’ tudományba 
való befogadásánál. Midőn „szám “ alatt csak e g é sz , állítók é rte t
tek  , szükségképen már léteztek  szabályok legalább az egyszerű  
m ütéte lekre nézve. Később a ’ szűk körű  fogalom kitágíttatván, és 
ta g a d ó - , tö r t-  és irrationalis számok hozzá já ru lv á n , kinek sem 
ju to tt eszébe a’ már m egalapított szabályokat változtatni, annál k e -  
vésbbé e ld ö n ten i; sőt az új e lem ek tő l, mint a’ tudomány líj polgá
raitól követelték , hogy a’ létező szabályokhoz sim uljanak, és csak 
ha új mütételek föltaláltál tak, m ellyek új szabályokat fö lté teleztek , 
kellett a’ későbben honosított elem ekre különös tekintettel lenni, 
így  p. 0. nem változtattak a’ m ennyiségtudósok a’ szorzásnak sza-1«



bályain , a’ tagadó-, lö r t-  és irra tionalis számok m ia tt; nem késtek 
azonban a’ szorzásnak határoza tá t, az új elemekhez képest neve
zetesen  kitágítani, szabályait pedig  nem csak a’ szám okra és m eny- 
n y isé g e k re , hanem azoknak je le ire  is , és — , k ite rjesz ten i.

Ha e z e n , és az ehhez egészen  hasonló eljárásról, m ellyel a’ 
m ennyiségtudósok más új m en n y iség ek , mint lóg x , linea tr ig  x 
’stb. meghonosításánál követtek  egy  átalános szabályt elvonunk 
(abfiraíjiren) ta lá ljuk : hogy a ’ m ennyiségtanban, valamint más tu
dományokban új elemek elfogadásánál az ezek előtt alapított sza
bályok nem változtattak , hanem inkább az új elemek a ’ régiebbek 
számába soroztatván a’ létező szabályokhoz simultak, és csak azon 
m ütételek és szabályok , m ellyek fö ltaláltattak, minekutána már az 
új elem eknek a’ polgárijog adatott volna, nem fogadtattak el előbb, 
mintsem helybenhagyhatóságukat az új elem ekre való tö rvényszerű  
alkalm azhatás által kinmtatták volna. — A’ tudom ánynak illy uj 
elem ei magok a’ képzetes m ennyiségek i s , úgy mint, m ellyek csak 
akkor hozattak be a’ tudom ány ren d szeréb e , midőn ez m ütéte lei- 
n e k , szabályainak’s alakzatjainak (gorm cl) helybenhagyhatóságát 
századok tapasztalatai által állandósítva látta. Mi tehát ezen é r te 
kezésnek folytában olly szabályoknál, mellyek való m ennyiségekre 
nézve érvényesek voltak még minekelőtte a' képzetesek honositattak 
volna, uj bebizonyítást ezen utóbbiak miatt nem fogunk a d n i, sőt 
érvényességöket ezen esetben követelni fo g ju k ; olly m ódszerek
nél (SÖÍctl^obe) p e d ig , m ellyek a ’ legújabb kor te rm ékei, tehát a’ 
képzetesek után találtattak föl, az érvényességet ezek re  nézve k ü 
lönösen és szigorúan meg fogjuk m utatn i, mind a’ ké t esetben 
azonban a’ nyert kifejezéseknek analy ticai, és ha leh e t m értani 
érte lm ét ki fogjuk emelni.

2. §.

A’ mint a’ mennyiségtan annyira növekedett, hogy második 
fokú eg y en le tek , átalános a lak b an , vagy is betűk által k ife jezv e , 
fö lo ldattak , előfo rdu lha to tt:

X =  1/  — a

melly egyenletnek sem m iféle, számok által kifejezhető érték  meg 
nem felelt; m ert a’ való szám ok között —  oo -tő i, e g é sz -f -o o  - ig  
nincs o lly a n , melly a’ m ásodik hatványra emelve egyenlő legyen
—  a-va l. E ’ tekintetben tehát a’ képzétes m enny iségek , a’ tudo
mánynak úgy  szólván elemeivel egyko rúak , mivel azonban é rte l
m üket nem ism erték : sokáig a’ közönséges m ütéte leknél kizárva 
v o ltak ; a’ mint az hasonló okból tö rtén t a ’ tagadó gyökökkel.



m ellyek sokáig „hamis gyököknek-' mondattak. A’ hányszor az aiia- 
lysis ílly eg-yenletre vezete tt:

2.1

X =  l /"  — a

hol n egész állító vagy ta g a d ó , 2 ti tehát mindég páros szám , 
X képzetes mennyiségnek vagy lehetlen mennyiségnek mondatott. E’ 
szavak : „képzetes vagy lehetlen mennyiség'’'- csak a’ physicai tulaj
donságokra , az anyagi te rm é sz e tre ; nem pedig az analysisre vo
natkozhatnak; m ert a z a n a ly s is ,  mint illyen , sem képzetes vagy 
lehetlen m enny iségeket, sem képzetes vagy lehetlen föladásokat 
nem ism er. Az analysisra nézve minden föladás, és m inden m eny- 
nyiség nem csak lehetéges, de létez i s ; csak a' képviselés a’ termé
szetben hiányzik ott, hol képzetes mennyiségek, mint eredmény talál
tatnak. Sött mi a’ következő §§-ban  eseteket fogunk elöszám lálni, 
hol magok a’ képzetes kifejezések világos valódi értelem m el b ir
nak. Mindjárt itt tehát óvást kell tennünk azon vélem ény e l le n : 
m intha a' képzetes mennyiségek valami fölösleges, csupán önkényesen 
képzelt költemények volnának ;  mert ezen mennyiségek sok esetben va
lót képviselnek, sokban nélkülözhetlen analyticai symbolumok.

Elsö tek in te tre úgy lá tsz ik , mintha a’ kérdésnek szavaibó l, 
„míA a ’ képzetes mennyiségek tulajdomágai, 's mind analyticai, mind 
mértani értelmök ?“ következnék, hogy a ’ feleletnek három  elkü
lönözött, önálló része vagyon, m ellyeknek elseje a’ képzetes meny- 
nyiségek tulajdonságait, m ásodika azoknak analyticai, és harmadika 
mértani értelmöket tárgyalja. De közelebbi vizsgálatnál k ite tsz ik : 
hogy valamennyi tulajdonságait a’ képzetes m ennyiségeknek nem 
lehet elősorolni a ’ nélkül, hogy analyticai és mértani értelm ök meg 
ne é rin te ssé k , és hogy v isz o n t, sem analyticai sem m értani é rte l
möket nem lehet kifejteni a’ n é lk ü l, hogy tulajdonságaikra ne vo
natkozzunk.

Föltévén tehát az olvasónál némi ism ereteket az analysisböl, 
elöadandjuk az átmenetet a’ valóró l a’ képzetesre, m elly alkalommal 
a ’ képzetes m ennyiségek’ analyticai szükséges lételökről m eg fogunk 
g y ő ző d n i, továbbá m egvizsgálandjuk ai’ függvényeket, az egyszerű  
szorozm ánytól a ’ legbonyolódottabb többszerü in te g ra l- ig , m elly 
alkalom m al a ’ képzetes m ennyiségek tulajdonságai ki fognak fejleni, 
és végre a ’ mondottak segítségével analyticai és m értani értelműket 
m integy elvonni Cö^liM^ircn) fogjuk.

3. §.

A lig van ta lálm ány, mellyrÖl minekutána létesült, nem mon
dották vo lna ; „„ez t régen lehetet volna tudni.“ “  így  vaa a’ dolog



a 'k ép ze tes  m ennyiségekkel is. Azon számtalan úton kívül, mellyen 
a’ m űtételi analysis (operatíve analysis) maga gép ileg  a ’ képzetes 
m ennyiségek fogalm ára v e z e t, vagyon még egy mód , m ellyen a’ 
képzetes m ennyiségek analyticai léteiének szükségességét ,ap r io ri‘ 
is á t lehet lá tn i; úgy hogy a valóról a ’ képzetesre két módon lehet 
átmenni; tapasztalatin: midőn p. o. illy alakú egyenletet vizsgálunk 
X* =  —̂ a , és elméletin : a’ m int következik.

Azon körülm ény, hogy az állító számoknak vagy m ennyisé
geknek a’ tagadók , az egészeknek a ’ tö r te k , a ’ rationalisoknak az 
irra tio n a liso k , m integy ellentétetvék már ném i figyelm eztetésül 
szo lg á l, hogy a ' való m ennyiségekhez is alkalmasint föltalálható 
egy illyen ,pendant.‘ — Az állitónak és tagadónak fogalm át csak 
ott lehet használni, hol annak mit szám lálunk, vagy valami számo
lásnak alávetünk valódi ellentétje v a g y o n , ú g y , hogy ha mind a’ 
szám iáltat, mind ellentétjét egyesítjük , vagy a’ mi ugyan  a z , eg y 
ide jű leg  gondo ljuk : ez m egsem m isítést s z ü l; azaz =  o. É szre  
kell itt m indjárt vennünk, hogy ám bár nem mindég létez valódilag 
a’ term észetben ellenkezője a n n a k , mit éppen szám olásunk tá r
gyává teszünk, még is ezen esetekben is tü rjük , használjuk, szüksé
geseknek tartjuk a" tagadó mennyiségeket. A’ fölebbi hypothesis, hogy 
t. i. á llító t és tagadót egyidejű leg  gondolni annyit tesz, mint mind
kettő t megsemmisítni fö lté te lez i:

1 - ö r  hogy nem szám olunk anyagi m ennyiségekkel, hanem  
viszonyokkal ’s fogalm akkal; m ert azon két arany p. o. m ellyel 
valaki tartozik, soha sem fogja megsemmisítni a’ két arany t, m e ly -  
lyet zsebében tart, ámbár tüstén t észreveheti, hogy m it sem m ond
hat m agáénak, mihányt az arany t k é ts z e r , mint saját b ir to k o t, ’s 
kétsze r mint passiv adóságot egyidejűleg gondolja.

2 - o r  hogy a’ tárgyak bizonyos és állandó rend sze rin t van
nak eg y  sorban elrendelve

a b c d e
és ú g y  a lko tva, hogy a’ v iszony , m ellyben b áll a~ h o z , egyenlő 
legyen  a’ v iszonyhoz, m ellyben c áll b -hez . Jeleljük e ’ viszony
nak eg y ik é t, azt p. o. m ellyben c áll d-hez (H - 1 ) -g y e l. Hogy 
C — 1 )-e t kapjunk, nem más szükséges, minthogy a’ vett viszonyt 
fo rd ítv a , d tudni illik c - h e z , tekintsük. — Tegyük fö l ,  hogy a ’ 
vonal AB az a ,  b ,  c ,  d . . .  pontok által egyenlő ré sz ek re  el 
van osztva, és hogy e ’ vonalon bizonyos test egyforma gyo rsaság 
gal mozog A -tó l B felé. N evezzük az időt, mellyben a ’m ozgékony 
test a - tó l b - ig  é r  t -n e k ,  h a ,  tudván azon időt T , m ellyben a ’ 
test c-ben  v o lt, meg akarjuk tu d n i, m ikor leend d - b e n ; ezen  idő

=  T +  t



ha pedig azon időt tu d ju k , m ellyben d -b en  v a n , és k e re ssü k , mi
k o r volt c -b e n , á llan d :

T + 1 — t =  T

Valahányszor tehát a’ tárgyak  így elrendelhetök ’s egyenlők, mert 
ezt követeli az egyenlő viszony +  1 vagy — 1 , annyiszor ké
nyünk szerin t átm ehetünk az egyik  tá rgy ró l a’ m ásik ra , és pedig 
az állitónak fogalmával az egyik  irán y b a n , p. o. e lő re , a ’ tagadó
nak fogalmával az ellenkező irá n y b a n , tehát h á tra , és ezen átme
netnek m értéke éppen á’ viszonynak amaz értéke +  1 vagy — 1 .
—  Azon m ennyiségek , m ellyek egy sorban elrendelhe tök , azaz 
egy  egyenes vonalnak pontjai által képviselhetők egymérelüeknek 
(oon etnet 2?imenfíon) mondatnak.

Tegyük föl most, hogy számolásunk tárgya egy sik, könyen 
lehet átlátn i, hogy ez kétm éretü m enny iség , m ert mint tudva van , 
igen  keveset tudunk valami síknak terü letérő l (gtad^e), ha a’ sík 
nak csak hosszát, ’s nem egyszersm ind szélességét is ism erjük. 
L eg y en  a’ papiros ezen s ík , és húzzuk ra jta  az x és y  coordiná- 
táknak derékszegü tengelyeit (rcd^trotnííligc C oord ina ten -A xen), 
m ellyeknek  közös kezdő pontjuk o -b án  le g y e n :

X

J ...............H  e
'}

r .. .
^ é  e

’s nevezzük azon x  és y - t  állitónak , melly oX és oY , tagadónak 
p ed ig , melly oX ' és oY' részeken  fekszik. Ha mindég csak 
tengely t tartunk szemünk e lő tt,  az állító és tagadónak fogalmával 
átm ehetünk az egyik pontról a ’ m ásik ra; íg y , ha a’ vonalt o a a’ 
vonalok egységének fogad juk , és

o a  =  o b  =  o c  — o d ;  

akkor könyen m agyarázhatók ezen eg y en le tek :
X =  1 ; X  =  —  1 
y =  l ; y =  -  1



m ellyek egym ásután az a, c, b , d pontokat jelentik . De ha o -ró l 
e - r e  akarunk átm enni, e’ két egyenletet

X  =  1

y =  1
egyidejűknek kell gondolnunk, ez pedig annyit te sz , mint mondani :

1 - ö r  a’ vonalok egysége vétessék  a’ - f -x  (tevőleges x )  te n 
gelyén  e g y sz e r ,

2- o r  a ’ végponton , a z a z : a ponton keresztül vonassék egy 
YY'-hez párhuzam os, és

3 -o r  ezen párhuzam oson vétessék a - tó i k e z d v e , a ’ -f- y 
részén  a’ vonalok egysége egyszer. Ha ezen eljárást közelebbről 
v izsgáljuk , lá tjuk : hogy az állító ’ fogalmának kétízbeni használa
tán kivül m ég követeltük:

1 - ö r  hogy az x - e k  tengelye függőleges leg y en  az y - o k  
te n g e ly é re , és

2 -o r  hogy a ponton keresztü l egy YY '-hez párhuzamos h u - 
zassék, azaz: az YY' tengely  magához párhuzamosan egészen a -ig  
e lő re  mozditassék.

Fejezzük ki ezen követelésünket egy  jelképpel, p. o. -;S>-gal 
ú g y , hogy

- |-  je len tse  az irány t oX 
« )) oX'

+*;;* „  » „  oY
— » »  „  oY'

te h á t;
-f- 1 je lenti a’ pontot a

1 >5 i» )? C
1  í? 51 h

?? 5» d
Ha pedig fö ltesszük , hogy

-f- 1 jelenti a ’ távolság egységét elóre 
magából következik , hogy

— 1  je len ti a’ távolság egységét hátra
1 „  „  „  „  oldalag balra

— ♦«* 1 „  „  „  „  „  jobbra
és most az analysis maga m egm ondja, mi tulajdonképen a’ mi je l
képünk : -;j-
Mivel t. í. a’ négy  irány közü l o X , oX ', oY, oY' egyiknek sincs 
különös elő joga; oY irányt éppen úgy  lehetett v o ln a -f -  1 - n e k , 
azaz „e lő re “ -n ek  venni, mint vettük o X -e t; nincs tehát ok, m elly - 
nél fogva nem volna lehetséges és sz ab a d , azon m ódosításokat, 
m ellyeket +  .JJ- és — -íS—gal je leltünk  kétszer egymás u tán  ugyan 
azon egy pontra alkalmazni. Tegyük fö l, hogy a’ m ódosítás —



a ' vonalra oa alkalmaztalik. E z által ezen vonal átinenend ob vo
nalra  (m ert a’ ki o -bó l a’ felé n é z , annak baljára fekszik b). Al
kalmazzuk ugyan azon m ódosítást ob vonalra még fig y sze r; ez 
által ob átmenend oc r e ; (m ert a n n a k , ki o -  ból b felé néz , bal
já ra  vagyon c). De a’ vonalt oc mi f ö le b b — 1-g y el je le ltü k , 
tehát következik szü k ség k ép en :

H- -X* 1 . +  1 -  1 «)
és innen

( +  1 )* =  -  1
és a’ gyököt k ivonván :

-H 1  =  ! /■ - T  P)

Ha ezen eljárást még tovább fo ly ta tjuk , és a ’ -f- 1 m ódosítást
h a rm a d szo r, negyedszer ’stb. ugyan azon vonalra alkalm azzuk ; 
egym ásután kapjuk a ’ pontokat d ,  a ,  b ,  c ’s tb , — /?)-bó l pedig 
k ö v e tk ez ik :

1. =  — ;:*i r)
-«-1 . .»-1 . -;;-i = ( - ; '- ! ) *  (-;c-D* =  - 1 . - l  - C - 1 3 * = 1  5)

’stb . E zen eredm ények egészen m egegyeznek előbbi fölvételünk
k e l ,  m ert d - £ t ,  mellyhez ta rto z ik , valóban — ♦)(- 1 - e l ,  és a-t, 
m ellyhez 5) tartozik  +  1 -e I  je leltük .

Ugyan ezen eredm ényhez közvetlenül vezet azon körülm ény, 
h o g y , mint m ondók, a’ négy  irány  közül egyiknek sincs különös 
e lő jo g a , és h o g y , mivel fölebbi rajzunk  csak a’ dolognak é rzék i-  
té sé re  (SSerftnnli^ung) szolgál, az „ irány“  szót az átalánosabb v i- 
szony“ -a l  fölcserélhetjük. Ebből t. i. következik, hogy ha az előbb 
- h  1 - e l  je le lt viszonyt most +  1 nevezzük; szükségképen az 
előbbi — 1 - e t  most -f- -55-  1 -n ek  kell vennünk, vagy más szavak
k a l; +  1  olly viszonyban áll -JJ* 1 - h e z ,  milly viszonyban áll 
- f -  1  — 1 - h e z , a z a z ; - j-  «íS- 1  közép arányos (m ittlere ^ro»
í»orttonaíe) +  1  és — 1  k ö z ö tt , tehát

+  1 1  =  +  -». 1 : -  1 
és ugyan azon okokból

-1- 1 1 1: -  1
mind a ’ ké t arányból következ ik , mint már /S)-ban volt ;

+  1 =  l / - T ~
A ’ mondottakból következik : hogy
a) valahányszor a’ tárgyak v a g y  m ennyiségek ollyanok, hogy 

egy sorban n em , hanem csak soroknak soraiban e lren d e lh e tő k , az
a z ; kétméretüek, továbbá



b) úgy alkotvák, hogy az átm enet egy sorból a ’ másikba ügy 
tö r té n ik , mint az egyraéretüeknél az átmenet egy ta g r ó l , ugyan* 
azon sornak  egy más ta g já ra , és végre

c) sem valami követelésnek, sem fölvételnek hely t adni nem 
ak a ru n k :
ekkor a’ +  1 és —  1 -e n  k ivül |/ '— 1  és — l/̂ — i - r e  is vagyon 
szükségünk, hogy az átm enetet a’ rendszernek egyik tagjáról bár- 
melly másikra je le lh essü k , ’s megmérhessük.

Mivel négy m ódosításaink eddig  csak a’ vonalok egységére 
vonatkoztak: [/~— l és —  l/~ — l csak arra szo lgálhatnak , hogy 
az átm enetet az egyik sornak adott ta g já ró l, a’ legközelebbi sornak 
bizonyos tagjára m egm érjék. — Ha tehát a ’ m ásodik, harm adik 
vagy negyedik sorba akarunk átm enni: ekkor a ’ m int ezen sorok 
balra vagy jobbra fekszenek ( / “— l vagy — 1 - e l  fogjuk az 
n - e t  szorozni. Már most könyen k ita lá ljuk , milly pontokat je len 
tenek ezen eg yen le tek :

4 .C -  l / ' - l )  == -  4 1 / - - 1  1)
5 . C + l A - l )  =  3 2)
6 .1 /“- l  . 2. C - l / " - ! )  =  12 3)
2 . 1 / * - l  . 2 l A - 1  =  -  4 , 4D

m agyarázzuk a’ 3 ) és 4) alalt lévő egyenleteket:

6 . l / " — 1 je le n t i , hogy a ’ vonalok egysége oYra hatszor v i
tessék ; ezt szorozni C— ( / ”— l ) - e l ; azaz .

6. [/~— l . C—1/ ^ — 1 )  annyit te s z , mint ama vonalt jo b b ra  , 
tehát o X - r e  áttenni, és ezt 2-v e l szo rozn i, azaz

6 l / — 1 . 2 . {—[/~— \) je le n t i ,  hogy az o X -re  vitt vonalt 
kétszer kell ven n i, azaz =  1 2 .

2 l / — 1 =  2. az oY részen
2 l / " — 1 .\/~— \ — éppen ez az oX' részen
2 1 . 2 . l/~— 1 =  u g y a n a z ,  ugyan o tt ,  kétsze r véve

tehát 2 l/~— l . 2. ( — [ / ”—1) éppen an n y i, mint ( — 4).
És ez azon út vagy m ó d , m ellyen , mint m ondók , a’ képze

tes m ennyiségek fogalmához a priori juthatunk. E zen okoskodás
nak egyszersm ind azon előnye vagyon, hogy a’ képzetes m ennyi
ségek nem csak ism ere téh ez , hanem egyik tulajdonságukhoz és 
m értani értelm ökhez is vezet. E ’ tulajdonságot kifejezik a’ /? ) , y ) 
és 5) alalt lévő egyenletek ; a ’ m értani értelem pedig : az oldalagi 
mennyiség — Egyszersm ind világos, h o g y h a  e ’
nevezetek he lye tt: „álltló, tagadó, képzetes egység vagy mennyiség“’ 
használtattak volna m indjárt: „egyenes, ellenkező, oldalagi egység 
vagy mennyiség'“;  ama mysticismus, m elly a ’ képzetes m ennyiségek 
magyarázatát soká burkolá és akadályozá, alkalmasint eltűn t volna.



4. §.

A’ tapasztalati (itt csak analyticai tapasztalásról lehet szó) 
utak k ö zü l, mellyek a ’ képzetes m ennyiségek ism éretéhez vezet
nek , csak egyet em lítünk, m elly fesztelen csínjáról különösen ne
vezetes.

Ha e ’ két s o r t :

X  \  ^ X  ^

7 T - 7 + ....... »
X» X«

Cos x  =  1 ----------+  „ ---------------------- - - ( - .........  2-)
1. 2 1. 2. 3. 4 1.............. 6

összehasonlítjuk evvel ;

X X® X* x^

^' ^ r ~ ' ~ r . 2 ' ^  1 . 2 . 3 ' ^  1 . 2 .3 . 4 ' ^  1 . 2 . 3 . 4T 5 ■■■■ ^
hol

e =  2 -718281 .................

könyen é sz re  vesszük; hogy e ’ három sor között bizonyos hason
latosság v ag y o n ; ha t. i. a’ je g y ek e t nem tek in tjük , lá tjuk : hogy
a’ sornak  3 0  valamennyi 2 n -d ik  tagja képezi a ’ so rt 1 .), és ugyan 
azon sornak  valamennyi ( 2 n - |- l ) - d ik  tagja képezi a ’ so rt 2 .) , az
az : a ’ páros fokú vagy méretű tagok, a' második, a' páratlan fokúak 
az első sorhoz tartoznak. — A ’ sorban 3 .) x  egészen tetszés sze
rin ti lé v é n , helyébe tehetünk  ix  és — ix - e t :

i X i*x* i® X® i* X* X®=  n ------- 1---------(- ---------------1-------------- - f- . . .
1 1 .2  1 .2 .3  1 .2 .3 .4  1 .2 .3 .4 .5
i X X* i* X® i^ x** i^ X®

e-ix =  1 -------- 1--------------- - +  -----------------------.
1 1 .2  1 .2 .3  1 .2 .3 .4  1 .2 .3 .4 .5

Ha e ’ két sort levonjuk és összeadjuk , ’s az első esetben 
2 i - v e l  az utóbbiban 2 -vel osztunk , leen d ;

gix -- g-ix X  j3  ^3 ¡4
—------------------ ------- 1------------- 1------------------f~ . . . .  4)

2 i 1 1 .2 .3  1 .2 .3 .4 .5
gix - ( - e-i* ■ i'íx* i* X*
---------------- =  1 H-------------- 1------------------- 1- . . . .  5)

2 1 .2 . 1. 2. 3. 4

ha i - t  m ellőzzük, észrevehetjük , hogy e ’ két sorban ugyan azon 
hatványai fordulnak elő x - n e k ,  mint a’ sorokban 1.) és 2.) csak 
a’ jegyváltozások h iányzanak ; lehet tehát azon gondolatra iu tn i ;



hogy a letszésszerinti i ,  m ellynek csak páros hatványai fordulnak 
elő 4 ) és 5) -b en  úgy választassék, miszerint egymás után köretkezö 
páros hatványai a' kívánt jegyváltozást előidézzék. Hog-y tehát a’ 
sorok 4 ) és 5) átváltozanak azokra 1) és 2) szükséges, hogy le
g y en :

i* =  — 1 ; 1 ; i« =  -  1 ; i» =  1 ; i ‘" =  — 1  . . .  . 6)

mind ezen egyenletek már a ’ legelsőben vannak foglalva, ’s ennek 
következm ényei;

i« =  -  1
és e b b ő l;

i =  7)

Ha i -  nek ezen értékét 4 ) és 5 )-b en  h e ly e ttesítjü k , m iv e l;

(|/-_l)5 =  l / - _ l  8)

C l / ' - l ) 9  =  l / ’- l  ’stb. 

valóban az 1 )  és 2)  alatt lévő sorokat kap ju k :

ex/i —  X X® x̂
9)

2l / ' - l  1 1 . 2 1 . 2 . 3 .4 .5  .........
—{. ■ p-xKl- Y®

-. .  ̂ ^  1 -I-------í -------------------í ---------H - . . . . 1 0 )
2 1 . 2  1 . 2 3 .4  1 .2 .3 .4 .5 .6  ^

E zen kifejezések a’ következőkben igen érdekes e lm élkedé
sekre adandnak alkalmat, m ost azonban csak annyiban érdekelnek , 
a’ m ennyiben az egyenletre 7 )  v ez e ttek :

i =  l / = l ~

Tehát mind elméleti m ó d o n , mind a ’ szabályszerű  számtani 
helyettezéseknek tapasztalati utján jutottunk a ’ képzetes m ennyisé
gek ism éretéhez, analyticai lételök tehát nem kétséges, és csak azt 
kell v izsgálnunk : milly viszonyban állnak a' tudomány rendszeréhez, 
és ennek alkotó részeihez, m,ílly módosításokat igénylenek, 's minő 
hasznot ígérnek. V izsgálatinkat kezdjük a’ számok tanával (SEl ĵeorie 
t)cr Salaién).

5. §.

A’ képzetes m ennyiségeknek a ’ m ennyiségtanban beiktatá
suk elő tt lehetetlen volt a’ számok e lm éle té t, vagy tanát egész



átalánosságban ’s kim eritöleg adni. E rre  szükséges volt, hogy ezen 
elm életnek tárgyául minden illy  alakú szám

a +  b l / " - l

vétessék, hol a és b akárm elly való szám lehet — o o - tö l  egészen 
-h  oo -ig . Ha a ’ kifejezést

a - f - b [ / ' - l

m inden való vagy képzetes szám ’ jelképének elfogadjuk, ekkor ál
tala képviseltetnek

1 - ö r  minden való számok, ha t. í. b =  o, és pedig különösen
a) a’ nulla , ha a = o
b) az állító szám ok, o - tó l  egész - |-  o o - ig
c)  a’ tagadó szám ok, — oo - tö l egész o - ig .

2 - o r  a’ képzetes számok, ha t. i. b nem =  o , és különösen ;
a) a’ tisztán képzetesek , hol t. i. a =  o
b )  az elegy képzetes szám ok, hol a nem =  o

E bből m ár következ ik , hogy a’ szám vetésnek illy formán tágított 
hatáskörében  négyféle egység fordúl elő :

- t - 1 , - 1 , K - í .  - 1 ^ - 1
m e rt, hogy h\/~i képzetes szám le g y e n , midőn maga b való 
szám , sz ü k ség e s , hogy ezen minőséget — 1 -tőI kapja ; de ezen 
szorzó l /  — 1 a’ számszerinti értéket nem változtatja , tehát éppen 
úgy lehet tek in ten i, mint — 1 - e t  e ’ szorozm ányban — 1 . a =  — a, 
azaz képzetes egységnek. — Némellyek röv idség o k á é r t ^ — 1 he
lye tt írnak i - t , úgy hogy

a - l - b l /"— 1 =  a - l - b i .

Valamint minden való számból a , szorozván - f - 1 és — 1 -e l  
k ét különböző számot lehet k ép e zn i, úgy lehet minden számból 

, kivévén azon e se te t, ha a — b = o  szorozván + 1 ,
— 1 , — \/~ — 1 -e l  négy különböző számot képezni, m ely-
ly ek e t „mellék számoknak“  lehet nevezni (9lebetija^kn).

Ha e ’ kifejezésben a +  bl/~— l , ¡ / ^ l  helyett teszünk
— 1/"— 1  le e n d :

a - b ( / " - l

és ez az előbbinek összerendelt kifejezésének, összerendelt számának 
(Sonjugirte mondatik. Ebből következik ;

a) hogy egy való számnak összerendelt száma: 6 maga.
b ) hogy kéi összerendelt számnak összege és szorzata mindig 

való, m ert



( a 4 - b l / - - l ) - | - ( a ~ b l / ' - l )  = 2a 
( a - t - b l / - l )  C a - b - L /  - 1 ) = a * + b *

Két összerendelt számnak szorzata, a’ fölebbi példában a*-|-b*, — 
normájoknak neweíialik. — E g y  való számnak norm ája teh á t; a’ 
számnak négyszöge. — A ’ norm ának fogalma ’s ism érete némelly 
esetben nagy könyüséget fog okozni.

Ezek szerint a - f -b l /" - — 1 -b ő i lesznek a’ mellékszámok;

a H - b ^ - 1  ID
- a — b l A - l  2)
- b  +  a j / “— 1 3)

b — a [/~— í 4 )

ha mind a ’ négyben — (/”—1 teszünk [/'— 'i h e ly e tt, leend :

a — b [ /" — 1 5)
- a  +  b l/ ' — 1  6)
- b  —  a K - l  7)

b + a l / ' - l  8)

és könyen vesszük é s z re , hogy az elsö az ötödikkel, a második a ’ 
hatod ikkal, a’ harmadik a’ he ted ikke l, ’s a’ negyedik a ’ ny o l- 
czadikkal összerendelt szám ok; — közös normája pedig mind a ’ 
nyolcznak;

a * - f -  b*
Ha volna

a =  ^  b 
vagy a =  0
vagy b =  0

az előbbi nyolcz számból csak négy maradna.
A z eddigi m eghatározásokból következ ik :

1 - ö r  Két elegy képzetes szám’ szorzatának összerendeltje azon 
szorzat, melly e' két szám összerendeltjeinek szorzásából ered. L e
gyen péld. o k áé rt; a’ két e legy  képzetes szám a - f - b | / ~ — 1 , és 
a ' - f - b ' J / ^ l ;  leend szorzatuk :

(a+bl/~— l)  C a '- f -b 'l /”— 1 ) — a a ' - f - a 'b l / ^ l  -f-ab 'l/~— 1 — bb '

ezen szorzatnak ö ssze ren d e ltje , változtatván —^ ^ - 1 - r e
— le en d , azt C -n e k  nevezvén

C =  aa ' — — ab'iy^— 1 — bb '

A’ két számnak összerendeltjei pedig a — b ^ /”— 1, és a' — 1, 
szorzatuk leend , ha C '-e l je le l jü k :



f a — b [ / '— 1 ) Ca'— l ) '! / " - ! )  = a a '— a 'b l /^ -  1— a b ' t / ' - 1 —  b b '= C ' 

tehát valóban, mint állítottuk :

C =  C'

A’ mit itt két elegy képzetes tényezőrő l m utattunk, á l l ,  habár há
nyán is volnának a z o k ; m ert ha p. o.

a + b K - l ,  a ' + b ' [ / ■ - ! ,  a"-hb"l/~— l

volnának a’ három tényezők , ekkor a’ két első helyett C vagy C '- t 
lehetne í r n i ;

C . ( a " - t-b " l /" — 1)
vagy

C ' . ( a " - b " K - l )  
és mivel ilt csak két tényező vagyon , előbbi okoskodásunkat lehel 
alkalm azni ’stb.

2 -o r  Kél elegy képzetes szám' szorzatának normája egyenlő 
azon számok normáinak szorzatával.

L egyen p. 0. a-j-h\/~— í  és a' +  b '^ / — 1 szorzatuk =  C 
ennek no rm ája , ha azt N -n e k  nevezzük:

(a a '—  bb')^-h  (a 'b  -f- ab ')*  =  N

a’ két m ennyiségnek normái pedig

a ^ + b «  és

és ezeknek sz o rz a ta , N '-n ek  nevezvén a z t :

(a^ +  b̂ *) C a '* + b '* ) = ^ a V * - j - b V * - h a V * 4 - b * b '*  =  N' 

tehát mint állítolluk
N =  N'

E zen  té telt is, mint az előbbit ki lehet terjeszteni akár hány ténye
z ő re  , úgy hogy átalában á l l ;

A’ szorzatnak normája egyenlő a' normáknak szorzatával.
E ’ ké l té tellel egészen hasonszerü , és azért különösen nem is be
bizonyítandó , e ’ következő keltő.

3 -o r  Két elegy képzetes szám' hányadosának ősszerendeltje 
azon hányados, melly a' két szám' összerendeltjeinek osztásából ered.

4 -e r  Két elegy képzetes szám hányadosának normája., egyenlő 
azon számok normáinak hányadosával. A ’ harmadik és negyedik té 
tel i s , nem csak k é l , hanem akárhány képzetes szám ról áll.

Ha a és b e g é s z , ra lio n a lis , való számok

a +  b l , / ' - l  

e g é sz , ralionalis elegy képzetes számnak mondatik.



6 . § .

Egy egész, elegy képzetes szám összetettnek mondatik, ha kél 
az egységtől különböző tényezőre osztható , ha ez nem lehetséges 
elsőd számnak neveztetik.

Ebből következ ik : hogy  minden összetett való szám eg y 
szersm ind összetett elegy képzetesnek tekinthető , sőtt hogy nem 
le h e te tle n : egy való elsődszám ot két elegy képzetes tényezőre e l
o sz tan i, az az , mint összetettet k ife jezn i; és pedig álland ez »»iwi 
azon való számokról, mellyek illy alakúak:

( 4 n  -f- 1)

hol n minden egész való szám ot, melly > 0  jelelhet, és még eze
ken kivül álland e számról: 2. — így  p. o. le e n d :

2 =  C 1 +  K - 1 )  ( 1 -  l / " - ! )  =  1 * -  (5 =  ci-j-21/'_l) ( i_ 2 i/‘—1) =  1*— (2K-1)*
13 =  (3-F21/"-l) C3-2K—1) =  3 *- (21/'-1)^17 =  (1_41/--1) == 1«- (41/'-l)^
29 =  (5 -F 2 ^ ^ — 1) ( 5 - 2 1 / '— 1) =  5^— (2 1 ^ -  1)*
37 =  (1-1-61/̂ —1) ^ 1*- C6K—D*
41 =  (5-{-41/"-l) [5~4l/~—l) =  5 *-
53 =  (7+2l/~-l) (7 — 2 1 / '^ - l )  =  7 * -  (21/"— 1)^

’s a’ t.

tehát az egységen kivül szét nem bontható elsődszám ok maradnak;

3 ,  7 ,  1 1 , 1 9 ,  2 3 ,  3 1 , ’s a ’ t. 

átalánosan mind azok, mellyeknek alakja
C 4 n - f - 3 )

hol n minden egész való szám o t, melly ^  0 1 azaz nagyobb vagy 
egyenlő  a’ nullával je len the ti; m ert ha egy alakú szám, 9 s z é t 
bontható v o ln a , á llan a ;

9 ^  ( a H - b l / '" - l )  ( a ' + b ' | / " - l )  

ebből pedig 5. §. szerin t k övetkez ik ;

9 =  (a— b K — 1} (a ' b ' l / “- ! )

és szo rozván ;

9* =  (a*-|-b*D (a'2-f-b'*}
mivel 9 való elsődszám, 9* csak egyetlen módon két, az egységtől 
különböző tényezőre szétbonthatő, t. i. 9 * = 9 .9 ;  szükséges tehát,



hogy az egyenlet jobb része  is ugyan azon tulajdonsággal b ir jo n ; 
m iért leend :

q =  a* -f- b* és q =  a'^  H- b'^
azaz ;

q =  =  a'*  -f- b'*
de q illy alakú; (,4n -+- 3), tehá t a* +  b^ és a'^ +  b '*-nak is ily -  
lyen alakúnak kell lenni, ez pedig  lehetetlen mert két négyszögnek 
összege soha sem lehet C4n +  3) a la k ú ; tehát áll fölebbi tételünk.

Az elegy képzetes számok n á l , az elsöd-szám oknak m egkü- 
löm böztetésére az összetettekről, szolgál a ’ következő tétel, m elly
nek bebizonyitását mint nem  egészen ide ta rto zó t, mellőzzük.

Tétel. Minden egész elegy képzetes szám a +  b[.-^— 1 vagy 
elsödszám, vagy nem , a’ mint normája vagy való elsödszám , vagy 
nem,.

Illetóleges (relatit)) elsödszámoknak mondatnak két elegy kép
ze tes  szám ok, ha az egységen kivül más közös oszlójok nincs.
—  Ha van több közös osztójuk az mondatik legnagyobbnak 
m ellynek norm ája legnagyobb. — Ha létez egy illyen legnagyobb 
közös osztó , létez még más h á ro m , t. i. mellékszámai. Így p. o. a’ 
legnagyobb közös osztó e ’ két szám között

2 +  1 és 4 -f- 6\^~  1
bizonyosan 2 ,  de egyszersm ind  ezek is — 2 , 2\/~— l és —
— 21^— í , úgy  hogy a' számvetésnek nagyobbitott határainál min
dég , nem egy , hanem négy legnagyobb közös osztóról kell szótanunk. 
Ha a ’ fölebbi példában valóban osztunk e’ hányadosokat kapjuk:

1 + 2 1 / - 1  2 H - 3 1 , / ^ - l
— 1 — 2 ^ - 1  — 2 — 3 — 1

2 -  3 - 2 1 / ' - 1
— 2 +  t / - l  _ 3 - |-2 i/“- l

Az elegy képzetes számok vagy párosok, vagy félpárosok vagy párat
lanok :

a )  a -H  b j/"— 1 páros ha 2 -v e l osztható , a’ mi lehetséges ha 
a és b páros ; p. o. 4 -+- 6 [ / '  — 1

b ) félpárosnak mondatik a +  hl/'— í , ha sem 2-vel sem
1 1 -ve i nem osz th a tó , azaz ha a és b páraHan p. o.
3 H - 51,/"— 1

c) páratlannak mondatik a +  b^^— 1 , ha ( í  +  j,/"— l) -v e l  
n em -o sz th a tó , azaz ha a páros, b páratlan vagy b p á ro s , a pára t
la n , p. 0. 3 -f- C[/~— 1 vagy 4 4 -  j / ^ 1

A’ párosoknak normája mindég illy alakú

2"- C4n -f- 1) 

hol m egész , állító , és 1 ; —  a félpárosoké-.
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8n +  2
és a' páratlanoké:

4 n + l .
Az eddig mondottakból kitetszik milly k iterjedést nyernek  a’ szá
mok’ elm életének tételei a’ képzetes számok által. Mind ezen té te 
leket,elősorolni annyit tenne mint nem az adott kérdésre fe le ln i , 
hanem a’ számok elm életét C^^et>rte bcr Sasién) egészen leírni.

A’ mondottakban foglaltatnak a’ képzeteseknek a’ szám olás
tan (Arithm etik) határaiba tartozó fötulajdonságai; átm együnk te
hát az átalános m ennyiségtanra.

7. §. .

V izsgáljuk a’ 4. §. 9) és 10) alatt lévő form ulákat:
e^t'-i — e-*’' - !  X X® x̂

2 l / ^ - l  1 1. 2 1. 2. 3. 4. 5
ex»--! -|_e-x/-i x"* I +

2  ̂ “ l Y  1 .2 .3 . 4 ~ 1 . 2 .3 . 4 .5 . 6

ezekből és 4. § 1) és 2)-b ö l kö v etk ez ik :

s i n x =  -

- f -

cos X =  ------------- ^-------------

itt az látszhatik különösnek hogy sin x ,  és cos x  mint való mennyi
ségek képzetes mennyiségek által fejeztetnek ki, és ezekkel egyenlők. 
Azonban e’ nehézség m indjárt eltűnik ha m eggondoljuk, hogy ezen 
egyenletekben a’ kepzetes m ennyiségek csak látszólagosak. Ha t. i. 
ezen  egyenletek jobb részén  az és m ennyiségeket
4. § 3) szerin t k ife jtjük , és a ’ je len te tt m ütételeket elvégezzük a’ 
[Z' —1 egészen e ltűn ik , és m egm aradnak egyedül a ’ sin x  és cos 
x -h ez  tartozó sorok. A ’ fölebbi egyenletek  tehát csak úgy neve
ze tt jelképi egyenletek, (© pm boltf^e ®íetdj)un9)  m ellyek azonban 
sok esetben igen hasznosak mind a’ számolások röv id ségére , mind 
azoknak sym etriájára nézve. — E gyébiránt elő re tudhattuk vo lna , 
hogy ama k ísérle t: sin x  és cos x -e t  kitevös függvény által kifejez
n i , szükségképen képzetes mennyiségekre vezetend. Mert sin x és cosx  
körszaki (penobifc^) függvények m e lle k n e k  értéke csak — 1 és 
- 1-  1  között változhat bár mint növekedjék x ;  ex és e->‘ pedig  olly 
függvények , m ellyek növekedő x -e l végtelenül nagyobbodnak 
vagy kissebbednek, e* t. i. nagyobbodik, e^^  kissebbedik  növeke
dő x - e l ,  és Így ezen kifejezések :



c ’' —  e

2

6x =  —  (  ex -+- — ^
2  V  ex /

mint növekedő x -e l mindég nagyobbodó függvények , semmikép 
sem szolgáliiatnak való természetökben sin x  és cos x -n ek  kifejezé
sé re  ; és mivel ezt még is k iv á n tu k ; képzetes eredm énnyel felelt
az analysis. E ’ tekintetben hasonlít az analysis azon pénzverő  g é -
pekhöz, mellyek a’ kelleténél könnyebb vagy nehezebb é rczd ara - 
bokat maga kidobja. — Valahányszor képtelenséget kívánunk az 
analysistól, annyiszor hasonló feleletet nyerünk. Kivánhatnók p. o. 
tudni azon k ö r t ,  melly három  párhuzamos vonalt eg y sze rre  érint 
(tan g irt). Az analysis kört fog a d n i, de képzetest. É szrevehetjük  
itt m indjárt a’ képzetes m ennyiségek’ egy nevezetes tu lajdonságát: 
a’ képzetes mennyiségek' t. i. a' lehellenségnek vagy képtelenségnek te- 
legraphjai az analysishan.

Ha az elsőt az alatt lévő egyenletek közül \/̂ — i el szo
rozzuk  , ezután pedig összeadunk és levonunk leend :

=  cos. X ( / ”—I sin x 3)
=  cos X — \/~— 1 sin x 4)

Ezen egyenletek  valamint azok 4. § 9 ) és 10) tulajdonképen csak 
megmutatják milly függvénybe megy ál az e^-nek sora ha a változha
tó X képzetessé lesz. lit tehát az átm enet a’ valóról a’ képzetesre 
.,,per definitionem“' lörténik.

Egyébirán t föladásunk leend minden függvénynél megmutat
ni : m illy módositást szenved az ha változója képzetessé válik. —

Mivel előbbi egyenleteink 3) és 4 )  amazokból 4 §) 9) és 10) 
könyen fo lynak , tehát mint jogszerű  következm ények tekinthe
tő k ,  a’ m ellett pedig igen alkalmas és simuló alakúak t. i.

f Cx l / " — 1) =  ff Cx) +  1 /”— 1 ^  (x) 5)
hol í , (f>, és \t) megnem határozott, egymástól különbözhető függ
vényeket je len ten e k , úgy hogy 3) szerint

í  {x\/~—1) =  ; rp Cx) =  cos x ;  ?// (x) =  sin x . ,
tehát czélunk leend a ’ következőkben:

1 -ö r  minden képzetes mennyiségei azon alakra 5) hozni.
2 -o r  ebből olly kifejezéseket következtetni, mellyekben a’ képze

tes csak külsőleg, látszólagosan foglaltatik, mm\, 4 9 ; és 10.)
3 -o r  megvizsgálni: valljon nem változriak-e, a' függvény tulaj

donságai ha a' változó képzetes lesz. Hlyen tulajdonság p. o. a’ hat
ványé , hogy m indég ;



X™ . y“ — Cxy)”'

Ha minden bebizonyítás nélkül egyenesen fö lvesszük , hogy ezen 
tulajdonság akkor is áll ha x és y képzetes; ezen fölvételünk csupa 
ónkényii, minden analyticai alap nélküli volna. E’ tek in te tben  való
ban csodálatra méltók át 1 8 - áíVc század analystái, kik töm érdek 
sokat számoltak képzetes m ennyiségekkel a’ nélkül hogy m egvizs
gálták volna : m ennyire legyenek e rre  följogosítva.

Az előbb em lített pontok’ niásodika az illetöleges analyticai 
értelemre, harm adika o’ képzetesek tulajdonságaira fog vezetni.

8. §.

Mit a’ számvetésben „e legy  képzetes szám nak“  m ondottunk 
az ilt átmegy „elegy képzetes mennyiségre“  vagy „képzetes két ta
gúra“  (S inom ). Ez alatt értünk  tehát egy illy  alakú kifejezést

a ■}- b \/̂ -—1
hol a , és b való m ennyiségek. Az illy kifejezésekről á l l :

1 -ö r  Ha

a 4 - b [A — 1 =  a ' +  b ' 1 / - 1
szükségképen le s z :

a =  a '
b =  b ' 2 )

m ert l) -b ö l következik;
a _  a ' =  (b ' —  b) i, - 1  3)

második halványra emelve
(a -  aO* =  — Cb' -  b)* 4)

v a g y :
(a -  a')"" +  Ch' —  b)"* =  o 5)

kél négyszögnek összege soha sem lehet =  o m ert négyszögek , 
m int mindenkor állító m ennyiségek , egymást nem semmisíthetik , 
tehát 5 ) nem állhat hacsak nem

(a — a ')*  =  0 és (b ' — b)^ =  o
azaz

a =  a ' és b =  b '
Ezen tételben foglalva van azon csel is ha :

a - 1-  b 1 =  0 — 0 -h  0 J / — 1 
hol szükségképen

a =  o és b — 0 
E zt különösen is m eglehet mutatni. Mert ha azon esetben midőn 

a -f- b 1/^— 1 =  0



nem volna
a =  b =  0 

ekkor lehelne következ te tn i:
b l / “— 1 =  — a

K - .  =
két képleien eg y en le t, mert valót egyenlösítnek  igazi képzetessel.

2 -o r. Minden képzetes kéttagú t ezen alakra lehet h o zn i:
V (cos (f - h  ['^— 1 sin (f) 6)

hol V bármilly való számol vagy m ennyiséget, (p pedig való ivet
(az analysisban m indég k ö r-iv ek  értetnek ha más különösen nem
je lentetik) képviselhet. Hogy ezt megmutassuk tegyük föl hogy már 
volna ■

a +  b l / " — 1 =  V (cos rp -(- l/"—1 sin <̂-) 7)
Fölvéte lünk  igazolva leend ha képtelenségek nem következnek be
lőle.

E lsö tételünkből következik
a =  V cos cp 8)
b =  í' sin <p

négyszögitve és összeadva, mivel cos cp̂  -H sin cp̂  =  1
a^-l- b* I/*

elosztva ped ig , mivel =  tg  rp
cos (p

a
lg cp =  —  és cp =  a rc  tg

b a
úgy hogy v és cp értékeinek m egtudására mindég á l l ;

V =  K a *  - 1-  b* 9)
, b<p =  arc. tg ~

ezen  egyen le tek  pedig nem kép telenek , sőt mindég valósíthatók , 
m ert bárm it je len tsen  a és b, v ilágos: hogy olly szám ot, m elly =
V i* -f- b* mindég lehet ta lá ln i, és mivel az érintők minden é rté 
ket fölvehetnek —  oo -tö l egészen ■+■ oo - ig  ha cp, azaz ivök

—  “ír“ +  -^ k ö z ö tt  változik, tehát y - t  is mindég lehet föltalálni;

fölvételünk tehát igazolva van. — Egyszersm ind világos hogy arc.

lg — nak végtelen sok értéke lehet m ert tg  nem csak cp-he/.

tartozik hanem <p 2n:r-h6z i s , hol n egész szám, —
A’ mennyiség
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r =  [/^
a ’ képzetes m ennyiség’ wodMtoawaA neveztetik. Meg k ell itt jegyez
nünk, hogy ámbár a’ modulus és norma között nagy a ’ hasonlatos
sá g ; t. i :

norm a -------------
modulus =  r ^ = =  :=  V norma ,

1/  norma
még is aránytalanul nagyobb sikerre l használtatik a’ szám vetésben 
a ’ normának fogalm a, a’ m ennyiségtanban pedig a’ m odulusé. —

3 -o r. A’ szorzatnak modulusa egyenlő a' modulusok szorzatával. 
Tegyük föl hogy két tényezők volnának a +  b j / ”— 1 és 

a ' -H b ' i / " — 1 ; modulusaik r  és r ' ,  szorzatuknak modulusa pedig 
legyen R , álland tételünk szerin t :

R =  r r '
Második pontunk szerint v a g y o n :

a +  b l/ ”— 1  — r  (cos (f +  l / V l  sin cp) 
a ' +  b ' l / “— 1 =  r '  C c o s y '+  \/—  ̂ sin cp'}

szorozva
( a b  ( a ' - I - b 'K — 1) =

=  r r '  cos cp cos cp' -\- / — 1 . r r ' sin cp' cos cp'
— r r '  sin cp sin cp‘ +  [/ — í. r r '  sin cp' cos cp
—  r r '  Ccos cp cos cp' — sin cp sin cp')
- h  l/* — 1- r r '  Csin cp cos cp' -H sin cp' cos cp)
~  r r '  [cos-Cy 4 -  cp') +  \/~— \ sin (cp +  cp')1 

az első résznek modulusa r r ' ,  a’ második részé t m egkapjuk ha r r '  
cos (cp cp) és r r '  sin (cp 4 -  négyszögitjük , ö ssz ea d ju k , 
és az összegből a’ gyököt kivonjuk. Leend

r*  r '*  cos (cp - h  cp')^ - j-  r* r '*  sin (cp +  cp')"̂  =  
r» r '2 [cos (cp +  cp')  ̂ +  sin (cp +  cp')^] =  R*

te h á t :
R == r r '

Mivel a ’ és b ' egészen te tszés szerin t választhatók; úgy  választhat
ju k  hogy ;

a ' =  a és b ' —- b 
de ekkor a ’ szorzat átm egy egy  második hatványba, és mivel a ’ mit 
két tényezőnek szorzatáró l m utattunk, áll bár hány tényezőből e -  
red e tt szorzatró l i s , k ö v e tk ez ik : hogy fölebbi 3 - ik  té telünknek  
csak egy különös esete ezen következő té te l :

Az n-dik hatványnak modulusa egyenlő a' gyök modulusának 
n-dik hatványával., p. o. ha ezen g y ö k : a b [/"— 1  , m odulusa : 
r , n -d ik  hatványa : Ca +  !• I 1 )" ; ennek modulusa : R , leend ;



r" =  R
4-er. Az összegnek modulusa kisebb vagy legfölebb egyenlő a' 

modulusok összegével.
Ha az összeadandók; a +  b 1 és a ' -1- b ' [ / — 1, ö sz - 

szegök S , modulusaik r  és r '  ‘ és S -nek  modulusa o , á llan d ; 
e =  <  r  -H r '

M e rt:
a -f- b i/ " — 1 H - a ' - t-  b ' l/ ”— 1 =  r  (cos (f -4- [ /" — 1 sin (p) -í-
r '  (cos cp' sin cp'~) =  r  cos y  -f- r' cos cp'

( r  sin - t-  r '  sin cp'~)
a’ második résznek  m odulusa:

() =  lA  [(r  cos y  -f- r '  cos yO * ■+■ (r  sin y  +  r '  sin cp')^^
? =  1/ 7 *  - h  r '2 - t-  2r r '  (cos (cp — cp‘:>

azon  egy esetben tehát ha cp ~  cp' azaz cos («p — cp') — 1 áll a’ 
g y ö k -je l alalt tökéletes n ég y szö g , és ekkor

^ =  r  +  r '
minden más esetben pedig , cos (cp — y O  lö rle t je le n tv é n , leend:

() <  r  -1-  r '
v ég re  világos hogy egy való mennyiségnek modulusa maga a' meny- 
nyiség. M ert minden való m ennyiség illy  a lak ú :

a -f- 0 l/^— í
ennek m odulusa.

K  ̂ " + 0^  =  «
Nézzük most m ár m illy következm ényeket huzhalunk az alapított 
négy  léteiből.

Az első té lé i arra  sz o lg á l, hogy valahányszor 2n egyenleteink 
vannak, ezen számot felére lehozhatjuk l. i. n -re  azaz : h ap . o. négy 
egyenleteink vannak , ezekből az l - ö  tételnél fogva keltő l csinál
hatunk. L egyen  a’ négy egyenlet

A =  o ;B  =  o ;  C =  o ;  D =  0 11)
ezek  h e ly e tt, ugyanazon értelm et k ifejezve, írhatunk

A +  B l , / “— 1 = o é s C 4 - D | . / - l  = 0  12)
(hol A , B , C , D -l kényünk szerin t fölcserélhetjük) m eri 12)-ből 
következik A = B  =  C =  D =  o azaz 11). Ezen tulajdonsága a’ 
képzetes m ennyiségeknek, hogy t. i. két egyenlelel egybe fűzhet
nek , nem kiváltságos tulajdonuk, ez mind azon mennyiségeknek tulaj
dona, mellyek egymás által ki nem fejezhetők. Illy egymás által ki 
nem fejezhető mennyiségek p. o. 1 , 1/  2 , , 1/  5 , \ / ^ 7 ’s a’ t.
Ha lehat n egyenleteink v an n a k , csak n illy szorzókat kell fö lta
lálnunk , és minden egyenletet egygyel szoroznunk, hogy az n e -



gyeiilelek egybe összeoivadjaiiak. Legyen a’ négy fölebbi egyen
le t 1 1 . ) ,  a’ négy  szorzó pedig 1 , , 1, / ' 2 , 1/ 3  , leend

A H- B 1/ — 1 +  C l / " 2  +  D [ / ' 3 =  0 13)
és ebből is szükségképen következik

A = B = C = D = o  
Ezen szorzók  választásában a rra  kell vigyáznunk nehogy azon e -  
gyenletben melly velők sz o rz an d ó , már előforduljanak, m ert ha 
p. 0. C -ben  már volna 2 ,  ez vagy minden tagjában leend vagy 
csak ném elly tagjaiban; ha minden tagban vagyon úgy szorzás ál
tal 1 ,^2 -v e l C rationalis lesz és most 13)-bó l következik 

A -j-  C [,'^2  — 0 
tehát 11) nincs teljesítve. (A  itt rationalisnak vétetik). Ha csak n é -  
nielly  tagjaiban van y  2 , ügy  ezen tagok \Z~2-v e li szo rzás által 
rationalisok lesznek, és már nem következik mint kell; A = o ;  C =  o.

Hogy pedig mindég olly szorzókat választhassunk m ellyek 
egymás által ki nem fejezhetők e rre  útm utatást ád a ’ következő 
té te l :

k
Ha \y~a (hol a és k egész szánok) egész számban ki nem fejez

hető , akkor ez bármilly tört által sem lehetséges tökéletesen, m ert ha
k

föltesszük hogy tö rt á lta l [ ,/^ -n a k  értéke tökéletesen k ifejezhető ; 
ebből képtelenség ered.

Legyen
'■ P

q
hol legkisebb nevezőre hozott t ö r t , leend k hatványra e inel- 

mind a’ két rész t

ÍL
q”

azaz : a mint egész szám egyenlő  - E - - v a l ,  melly mindég tiszta
q"

tört.
A’ főn elősorolt pontok másodika azon igen nagy előnyt sz o l

gáltatja hogy a -f- b l/~—l helyett számolásainkban a’ sokkal s i-  
mulóbb r  C‘'’os (p sin 9?)-val é lhetünk , minek hasznát a ’
következő § -ban  tapasztalandjuk. —

9. §.

Átmegyünk az első m ütételekre. Itt előbb az



r (cos (f -f- sin <p) 2)
alakú kifejezéseket fogjuk vizsgálni. — Előre kell bocsátanunk hogy 
bárminő legyen a’ képzetes mennyiség azt mindég lehet az alakra 1 .) 
hozni. (E zen  tételnek nem lé tez más m egnm tatása, mint „ p e r  in- 
ductionem .“ ) L egyen p. o.

(a +  b 1/  — 1 ) ” 
hogy ezen  hatványnak az alakot 1 )  adjuk ; szükséges hogy  Newton 
formulája szerin t k ifejtvén , a’ való tagokat elkülönözzük a’ \/~— i 
tényezővel összefüze ttek tő l;

(a - t-  b l / “— 1 )”' =  a™ - t-  ma” -i b \/̂ — i —  j " 2̂ ~   ̂ ***

_  m ( m - í ) — (m — 2) 3 . 3 ,
1 . 2. 3

, m (m— 1 )  ( m - 2)  (m— 3) 4 ,4
1 . 2 .  3. 4.

m (m — 1) (m— 2 ) (m — 3) ( m - 4 )  „.5 í , s i / - _ j
1. 2. 3. 4. 5 .

_  , m ( m - 1 ) .................. ( m - m  + 1 )  . ,  r l / ' - l ' ) - "
..............  1. 2. 3 ......................m ^

hol 1/ — 1 , mellynek kitevője m indég egyenlő b k itev ő jév el, az 
utolsó tagnak jegyét m eghatározza. Ha a’ való tagok összegét P , é s  
a’ képzetes tényezővel összefüzettekét Q -nak nevezzük le e n d :

P == a- -  b^
1. 2.

, m (m — 1 )  (m — 2 )  (m — 3) 4 _
1 . 2 .  3. 4 ■ ■■'

0  =  m a - ‘ b -  C m - 2) ^„.3 1,3
!• Z, ó

, m ( m - 1 ) -------(m —43 .  .5  _
1 .2 . 3. 4. 5 ■■■■

következésképen

(a +  b K — l) "  =  P +  0  l /  — 1 3)
melly épen a ’ kívánt alak. Az eljárás, m ellyet itt követtünk minden 
egyéb képzetes m ennyiségek, az 1 )  alakra hozásánál foganatosan 
követtetik. — Ha volna p. 0.



ni
[/~(a +  h

m ivel

\ / T +  b l/ “— 1 =  Ca +  b 1/ " -  1 ) “ÍT 

az idézett Newton form ulája szerin t kifejtve leend
m

l / 'a  +  b l / " — 1 =  P ' +  0 '  IX — 1 4)
Hogy egytagúak C9)íononiD i s , mint

4 6 2n

[/ ”— 1 1 / ”— 1 és átalánosan | / ”— l
hol n egész szám , ezen alakra hozhatók : alább látandjuk. M ond-

2n 2 n + l
j u k : „átalánosan m ert a (2n H - 1 ) “* g y ö k , azaz j/ ”— 1
mindég való mennyiség.

Ha k é t képzetes m ennyiséget összead««*, levonunk vagy 
szorzunk kapjuk azt mit képzetes m ennyiségek’ összegének, különb
ség vagy maradékának, és szorzatának nevezünk. Leend te h á t : 

a +  b l / - l  + a ' - f - b ' t / ‘- l  = a - f - a ' - f - C b 4 - b ' ) K - l  5 )
a - f - b l /"— 1 - C a ' - 4 - b ' !/■— 1 )  = a  — a '- f - ( b  -  b ')  j / ' - l  6)  
C a + b l / " — l D ( a ' - t - b 'K - l )  =  a a '+ b b '- f - C a 'b - f a b O K — 1 7 )
könyen  meggyőződünk, különös bebizonyítás nélkül is « ’ re«d, 
mellyben szorzunk itt sincs befolyással a' szorzatra. Két képzetes 
m ennyiség osztását mindég lehet a ’ modulus' segítségével szorzásra 
változtatni, m ert ha vagyon ;

a +  b lÁ - 1  
a ' -H  b' l / “- l

a ’ számlálót és nevezőt az utóbbinak összerendeltjével szorozván 
leend:

a +  b IX — 1 _  Ca +  b Ca' — b ' l/ "— 1
a ' +  b ' 1 a '*  -+- b'*

_  aa ' -+- bb ' Ca'b — ab ')  \/~— 1 g-.
a'* b'* a'* -+• b'*

azaz két képzetes m ennyiség elosztatik ha az osztandó az osztónak 
összerendeltjével szoroztatik és a' szorzat az osztó modulusának négy
szögével oszíatik. COsztunk tehát m ég is ; de való m ennyiséggel.)

Világos egyszersm ind e b b ő l: hogy lehet egy képzetes tö r t
nek számlálójából vagy n ev ező jéb ő l, —  és ez utóbbi m indég kí
vánatos , —  a’ képzetest eltávolítní. A’ képzetes m ennyiséget t. i. 
összerendeltjével szorozzuk. — Ezen fortély  a’ rationalissá vál
toztatáskor is használtatik. p. o.
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a Cb —  \/~c) a (b — \/~c)
b - f  l /* c  Cb -j-  l / “c) {h— y  c )  b'  ̂ — c"*

Képzetes iiiennyiságet az m *'* halványra emelni annyit tesz : 
mint m képzetes tényezőből álló szorzato t k ép ezn i, a ’ mi szokott 
módon je len te tik ;

(a +  b 1/ ^ 1 ) ” 
és ha szükséges úgy  mint e ’ §. elején  mutattuk véghez is vitetik.

Ca b l,/~—l ) - t  a z h a t v á n y r a  em elni, az a z , az n**"

gyököt kihúzni annyit tesz : mint olly mennyiséget találni, melly az 
n ** hatványra emelve egyenlő (a -f- b y ^ - í ) - v e l .  Mivel mint lá -  
tand juk , több m ennyiséget lehet ta láln i, melly az n"'*'* hatványra

em elve =  a +  b y~— \ , vagy is mivel Ca +  b y~— l)~H~

több értéke vagyon; mi pedig ezen é r tik e k  közül ném ellykor nem 
eg y  b izonyost, hanem bárm ellyiket akarandjuk k ije le ln i,tehát ezen 
u tóbbi czélra  egy különös jelképpel élendünk t. i.

((a +  b y~— i ) ) ~  vagy 

ezen kifejezések tehát a ’ sok gyöknek bár melly ikét;
1 n

Ca +  b l / ' - í ) “  vagy

pedig ezen gyökök közül egy bizonyost, meghatározottat jelent. 

Ugyanez áll az -^ -* *  hatványról is, m ert

Ca +  b l / ' - l ) “̂  

az n '* '' gyöknek m ** hatványa, tehát
m

(Ca -f- b - 1 ) ) ~

az n '''* gyök  bár m ellyik értékének  m ** hatványa.
Ezen k ife jezést (a  +  b l / ”— 1) a ’ hatványra;

1 m
—  m ,----------é s ---------- emelni

n , n
1 m-**

annyit tesz ; mint az egyseget az m ,----- vagy------- hatvanynyal osz

tani, az elsö m ennyiség e g y é rték ii, vagy mint mondani szok tuk ; 
egyértelmű le e n d , az utóbbi kettő pedig többértelmü (üielbeutig) in
nen e’ je le lé se k :



C a - h b  t / ' - l ) - “ 

(Ca +  b l / - l ) ) - V

C ( a +  b / - D )  

mására }

( ( a  +  b  K - 1 ) ) - ^  _  ±  [ / ^

második gyöknek kivonására különös formulát lehel hasz
nálni; t. i.

ha b >  0 az az á llitó ;

(Ca +  b =  ±

1/

H -b*  +  a

- ! /■ - !  |^K a* +  b* —
2

ha b <  0 az az tagadó; ha mind a’ két részt második hatványra 
em eljük , azonos (ítientifc^) eg-yenletek erednek.

1 0 . § .

Eddig csak az a +  b i /" — 1 alakú kifejezéseket v izsgáltuk , 
de m indjárt meg fogunk győződni hogy a’ minden esetben alkal
mazható alak:

r  Ccos cf +  1 / ^ 1  sin (f) 
nevezetes előnyökkel b i r ,  m elly által t. i. minden m űtétéi egygyel 
alább szállítta tik , úgy hogy szorzásból összeadás, osztásból kivo
nás , hatványozásból sz o rz á s , és gyökkivonásból osztás lesz.

Mivel a ’ mindég tevőleges, való tényező r, egyszersm ind mo
d u lu s , különös vizsgálódást vagy módositást nem ig én y el; azt id e -  
iglen mellőzhetjük és csak a ’ kifejezést

cos rp í  sin 'f'
tekintjük.

Ha két illy kifejezést
cos cp sin (f) cos rp' - |-  — 1 sin  <p‘

egym ással szorzunk le e n d ;
(cos cp - |-  1/*— 1 sin cp ) (cos cp' H- | / " — 1 sin cp‘}  ~



=  cos (p cos (p' — sin sin (f>‘ -h l'^ — i(cos (f s in q s '+ c o s ra 's in q ? )

=  cos Cy +  (f') -+- l / — 1 sin C<P +  ^ 0  1)
szorozván ezen egyenletet eg y  harmadik hasonló k ife jezésse l: 
cos cp'' +  l/~— 1 sin 9/"  leend  :

(cos ( f+ l/ ' - l  s in cp (̂ co s<p'+1/^-1 s in <p')C c o s y " - |- l / ’- l s i n ^ " ) ~

[cos C<P +  <pO + 1 / ”— 1 sin  C 9 +  <p')] (cos cp" + 1 / ^ 1  sin cp")
ha itt az 1 )  által kimondott té te lt foganatosítjuk (cp' —  9>'0 -t h e -  
lye ttezvén  cp' helyébe le e n d :
( c o s y  s i n C o s y ' H - 1 / ^ 1  s in y O (c o s9 " + ! / ^ -\sm (p"')=

=  cos (cp +  (p '+ cp " )  + ( / ■ — ! sin (cp +  (p '+ (p "')  2 )
Ezen eljárásnak term észete o lIy an , hogy ki nem lehet gondolni 
valami o k o t, m ellynélfogva azt egy negyedik , ö tö d ik .. . . ’s m-''"' 
tén y ező re  ki nem lehetne te rjesz ten i úgy hogy átalánosan á l l ;

(cos (p 4 -  l / ^ l  sin y )  Ccos (p‘ +  l / ^ l  sin y O - -  Ccos +  
I / - I  sin y W ) =

=  cos C y - |-  + •••• + +  sinC?> +  9!>'-t-.... +
mi által a' szorzás összeadásra visszahozatolt.
(pi'«) itt (f-l  je len t m vonással.

Ha l)b e n  helyettezünk
<p' =  -  cp

mivel cos — ^ — cos cp és sin — <jp =  — sín 9P, leend 
(cos cp-\-[/^— i sin cp) Ccos cp — [/^— 1 sin cp') — í 4) 

Az egség  tehát modulusa ezen k ife jezéseknek :
cos cp -f- \/'— \ sin cp vagy cos cp — l/ — 1 sin cp

Ha pedig ugyan azon egyenletben te sz ü n k : — cp' cp' he
lyébe :
(cos cp -f- [/ '-i  sin cp) Ccos cp‘ — [ / “- l  sin cp') =  cos (cp— cp') +  

[ / - l  sin Cy — y ')  5)
Ha az egyenletnek 23 első részében a’ szorzást valóban elvé

gezzük , és tekintjük hogy a’ való részek a’ valókkal, a ’ képzete
sek  a’ képzetesekkel szükségképen egyenlők; találjuk : 
cos (cp 4 -  c p '+ f " )  — cos cp. cos cp.‘ cos cp" — cos cp. sin cp.' sin cp"

— sin cp cos cp' sin cp" — sin cp sin cp' cos cp" 6)

sin (cp -f- cp'-\-cp") — sin cp cos cp' cos cp"-{-cos  y  sin cp' cos cp'-{- 
cos y) cos y 's in  y  — sin y  sin y 's in  y "  7)

A ’ hányadosnak
cos cp -f- 1/ ”— 1 sin cp

cos cp' -j- \/̂ — l sín cp'



é rték é i megtaláljuk a’ 9. §. 8) -b a n  adott szabály s z e r in t,  mivel 
cos +  sin *==1 á l l ; a' nevezetes etjyenlet:

, = ( c o s s i n y )  (c o s<f>‘ - sin (f ‘ )  8) 
c o s y '+ l / ^ l  s in y '
ez pedig 5) szerint ■

^  ( y — y o  +  sin C<p— (f‘) 9)cos sin 95'
ha a’ nevezőt 9. §. szerin t eltávozta tjuk , marad 8) -b ó l az azonos 
e g y e n le t:

cos cp-hl/^— 1 sin (p — cos sin (p
9 )-b e n  tévén y = o  és (p— (p' mivel cos o = l  és sin 0 = 0 :

----------—i — — ;-------------------------=  COS cp —  L/ — 1  sin cp 10 )
cos <p +  | / - l  sin<jp

a ’ mi 4 ) -e l  egészen m egegyez.
Az egyenletek 9) és 10) az osztást kivonásra változtatni ta

nítják.
Hogy az m ** hatványt kapjuk e’ k ifejezésből: 

cos cp l/ "— 1 sin cp
3 )-b a n  h e ly e ttezü n k :

(p z= (p' =  (p" — y(m)
hol m term észetesen egész, állitó szám, és Jeend :

(coscp-\-\y— í s in y ) “ =  c o s m 93 +  l / ”— I s i n m y  1 1 )
Hogy ez a’ mennyiben 3)-ból folyik csak akkor áll, ha m egész 's 
állitó , k itetszik ab b ó l: hogy 3 )-ban  van cp semmi v o n ássa l, ezu 
tán  egy , k é t .........m von ássa l, de n incs, nem is lehet, tagadó két,
vagy harm adrész vonással ’sat. Meg fogjuk azonban mutatni l l ) - n e k  
helybenhatóságát bár mit je len tsen  m.

Valódi szorzás által az egyenletnek 3) helybenhatósága, ha 
m ~ 2  és m = 3  állandósítva vagyon, ezen esetekben tehát az egyen
le t 11) is áll. Ha megtudnák mutatni hogy U j  ha m-re nézve áll, 
tn +  i~re nézve is álland: következtetnök hogy H )  minden egész, 
állitó m-re nézve áll. (ffiernouíli’é Snbucttoné=íSett)ei§).

Szorozzuk a’ l l ) - e t  (cos cp 4 -  [X — 1 sin 9>)-val le e n d ; 
(cos cp -f- [X — 1 sin y)'"-!-!

=  Ccosmcp-i-l/~— l sinmcp)Ccoscp-i-l/^— lsmcp') 
=  cos m cp cos cp — sin.m cp sin cp ■+- 
+ 1 /”~ 1  Csín cp cos m y  +  sin m 95 cos cp)
— cos (m cp cp) l/^— 1 sin (in cp cp)'
=  cos (m -h  l )  (p +  sim (m l)cp 12)



ugyanezen eredm ényt kaptuk v o ln a , ha l l ) - b e n  m helyeit eg y - 
szen-e irtunk volna m+ 1  tehát 1 1 ) helyes minden egész,állitó m-re 
nézve.

Nem kevésbbé helyes 11) ham állító, tört. Mivel l l ) - b e n  (f
w

te tszésszerin ti é r té k ű , helyette  te h e tü n k ------le e n d , m egész á l-
m

litó lé v é n ;

( c o s - ^  + l / ~ — Is in  =  cos ^  +  [ / — 1 sin (p 13)
V  m m J

vonjuk ki az m-**“ gyököt, és em eljük azt az n ** hatványra
n

^ c o s — +  [ /" — ] s i n - ^ ^ ” = ^ c o s  y - t - l / " — 1 s in y ^ * ”  14)

az első  r é s z t ,  mivel n egész állitó 1 1 ) sz e rin t, átalakitváii, ’s ta
gokat cseré lvén :

m n® ^  nqp
(co s ( P - t - l / '— 1 sin® ) n =  cos --------- h  l / — 1 s in ----- - 15)y  ̂ n, m

tehát 1 1 )  helyes ha m állító tört is.
Hogy helybenhagyhatóságát e g é s z , tagadó kitevőkre nézve 

m egm utassuk em lékezzünk az egyenletre 10)  m ellyet mivel cos —  (p 
=  cos 9  és sin y  — y  =  — sin 9?, így is lehet irn i;

-------------- í—--------------- =  cos —  (f +  1/^— 1 sin —  cp
cos cp -H 1 / — 1 sin cp

em eljük mind a’ két rész t az m “  ha tv án y ra , m egész állitó lévén,
és egyezzünk meg abban h o g y :

---------------- --------- ----------- - = ( c o s  1 sin ®)-“
(cos cp +  lA — 1  sin y ) “

le e n d :
(co s cp -f- j/* — 1 sin cpy«' =  (cos —  cp +  [ / - 1  sin — y)"- 

és 1 1 ) sze rin t
(cos cp - 1-  \/̂ — 1 sin ^ )-“ =  cos —  m cp-\-\/^— i sin —  m cp 16)

=  cos m cp — l/ — 1 sin m cp
cp

Ha a ’ fölebbihez hasonlólag 16)-ban  y  helyett t e s z ü n k : ------ ^

le e n d :

^ c o s ------~ - { -\ / ~ ~ is in ------^ c o s y - t - [ / ”- l  sin i/)^  T.T

mivel n egész állító az első rész t 1 1 )  szerint kifejtvén találunk



- "■ ficp XIW
(cos f/>-f l/'^— Isin  y )  n =  c o s —  -----■ +  I s i n ---------------17)

=  c o s ---------- [ /  — 1 s i n --------
in ni

az az : í í )  helyes ha m tagadó egész, vagy tőrt, tehát bármilly é rté 
kű legyen in, mindég áll:

(cos cp +  [ / — 1  sin y)"* =  cos m y  +  [ /  — 1 sin m cp 
és mivel a’ szorzatnak : IX — 1 sin y  jegye  semmi befolyással sincs 
bizonyításunkra átalánosabban Írhatunk:

(cos cp ^  iX —1 sin y ) “ — cos m y  'íi y  ^8)
m elly eg y en le t, feltalálója után, Moivre f f  1754) formulájának ne
veztetik.

15> ben  azon bökkenőre találunk hogy az első rész , mint lá
tandjuk, tö b b , t. i. m é r té k ű , holott a’ második rész  csak egy é r
ték ű  , és ezen körülm ény m ia tt, melly a’ legújabb korig  m éltány
lást nem ta lá l t , átalános form ulánkról 18) még szólandunk.

Az előbbiek szerint a' képzetes mennyiségek hatványozása és 
gyökkivonása átmegy szorzásra és osztásra.

Mivel I 8> b a n  az első rész  Newton formulája szerin t kifejt
hető , továbbá a’ való részek  a’ valókkal, a’ képzetesek a ’ képze
tesekkel egyenlők; tehát 1 8 )-b ó l e red ;

m Cm — 1)
cos mcp =  cos cp”' ------------------cos 90"’-̂  sin y* - t~ . . . .  19}

, . mCm— l) ( m — 2)
sin m cp~m  cos í sin cp---------------------------cos y"-3sin  cp -̂\~... 20)

1. 2. 3.
A ’ mondottak segítségével a’ képzetes m ennyiségeket k önyüség - 
gel szorozzuk, osztjuk vagy bár milly egész v. tört hatványra emeljük. 
Ha p. 0. két képzetes m ennyiség szorzandó v o ln a , mindenek előtt 
r  (cos cp -+- [/~— l sin cp) alakot adunk nek ik , ezután a’ modulu
sokkal r  úgy bánunk mint való m ennyiségeknél szokás, a ’ modulus
nak tényezőjével pedig a’ főn adott szabályok sz e r in t; és leend: 

rCcos f  -f- [/~— 1 sin cp), r '  Ccos cp' -+- \/~~í sin cp') =
=  r r '  (cos Qcp - t-  cp‘)  •+• \/^~l sin {cp -4-  (p')

Világos hogy két képzetes nem -összerendelt tényező mindég kép
zetes szorzato t ád.

Most már megmutathatjuk, hogy a ’ hatványnak saját tulajdona 
x™ yra =  (xy)"' 

akkor is á l l , ha x és y képzetesek. Mert 
[r  (cos cp 4 - l/ " - 1 sin y )]" ' [ r ' (cos cp' 1 sín y ') ] "  =

Ccos cp 4 -1 /*— 1 sin cp)”' r'”' Ccos cp' sin  cp')<”
=  [r (cos cp- |- [/"— 1 sin cp). r '  Ccos]y' - f - 1 / — 1  sin  cp')']'” 

a’ mi már a’ fönebbi egyenletet igazolja.



11. §.

Ha (j e g é sz , á llító , vagy  tagadó számot je le n t , áll
linea trigon. x =  linea trigon  (x  ^  2 p 5r) 1 )

a z a z ; a’ trigonom etricus függvények  nem változnak ha szögükhöz 
bár hány egész körszél ad a tik , vagy  attól levonatik , vagy is :

sin \ sin
cosin I cosin

tang l 3 0 " =  )C30 +  « .3 6 0 )"
cot [ c o t '

E ’ szerin t formuláinkat 10 §. 18) 19) és 20) így is lehet i r n i : 
((cos (p -t-  y — 1 sin f/i))™ =  cos m  {Ccp -+- 2 p  . t ) )

-H 1 / — 1 sin m ((f f  - t-  2 p rr)) 2)

3)cos m((p 2 p 5t )  =  cos ff“ — cos sin

sin m (ip -h  2 Q 7t) =  m cos sin ¡p
—  ('» 13 On 2) g jj , _ 4^

1*2.3
Bár mit jelentsen  in , 2) m indég helyes le e n d , azaz : az elsö rész 
valamellyik értékéhez m indég fog találtatni a’ második résznek 
egyik értéke. De 3) és 4) csak akkor h e ly e s , ha m egész sz á m , 
m ert ha m tört volna, akkor 'p-hez nem egész hanem tö rt körszé

leket adnánk, ha p. o. m =  ^ l e e n d

CO. a - . .  . .

ha Q az 5 -ö t nem foglalja magában tört, tehátD

cos )  nem =  cos

következésképen 3) nem áll. E zé rt meg kell vizsgálnunk milly é r 
téke legyen  q nak hogy 3) és 4) m indenkor, bár mit je len tsen  m , 
állhasson.

Á llítjuk hogy 3) és 4) minden m -re  nézve csak akkor helyes 
ha p —0.

Ha íf =  0 : ez igen v ilágos, m ert ekkor 2) bői leend ; 
cos 2m p jr — 1



hogy ez álljon bár mit je len tsen  is m , szükségképen y =  o- De ha 
(p különbözik is a’ nu llá tó l, még is p =  o ; m ert g nem  folytonos 
függvénye qp-nek , ha pedig nem folytonos függvénye: nem-foly- 
tonos (unftetig) függvénye nem lehet, megkell tehát m utatnunk, hogy 
Q nem folytonos függvénye cp-nek. —

Tegyünk 3) bán e lő s z ö r :
cp =  a és p =  pj

e z u tá n :
rp =::z a S és Q =  

hol S igen kis ivet je le n t ; le e n d :
cos (m« +  2m jt)  =  cos

— m (m— p sin c£̂  +  . . .  =  I’
1 . 2 ’

cos Cm « +  m 5 +  2mpjn 3̂ =  cos C“  +  S)"'
m Cm — 1 ) r  I ™ 9—  >___' ocis Cft —U  A i m-2

1. 2.
k ivonván :
cos (m « +  2m Oj t )  — cos Cma +  m5 +  2m tt) — — P.̂
ha 5 =  0 , lesz Pj =  P j tehát ezen egyenlet második része t. i.
P, — P j =  0 következésképen az első résznek is ezen esetben  
egyenlőnek kell lenni a’ nu llával, azaz :

cos (m a ■+■ 2m tt) —  cos Cm «  - h  2m 77) =  o
hogy ez állhasson, bár mit je len tsen  m , szükségképen  ,
Mert tegyük hogy

m a H- 2 m(>j 7T =  cí — /j 
m a +  m5 +  2mpj;t =  a  +  /í 

ö sszeadván , és kivonván kapunk :

a m« +  +  m.T C?i +  Q%)

Cí»2 — Pl)
és mivel trigonom etriábó l:

cos C« — — cos C« +  /?) =  2 sin a sin  (i

P l  —  P*  =  0 =  2sin [m a - f -  - j -  n h r ( p ,  +  p ^ ) ]

X  [ s i n  +  m;rC(>j - P l ) ]

a ’ mi csak akkor lehetséges ha em lékezetben  t. i. ta rt
ván , hogy fi =  0 vagy is inkább végtelen a’ nullához köze led ik ;



azaz Q nem lehet folytonos függvénye rf-nek , mert folytonos függ
vény csak akkor v o ln a , ha 9>-töl úgy fü g g n e , hogy ennek legki
sebb változásával maga is aránylagossan v á lto zn ék ; — ha pedig 
folytonos függvénynek nem le h e t tartan i, annál kevésbé nem -foly
tonosnak. Mivel 3 ) bán és 4 )  ben  a ’ m ásodik rész  egy é r té k ű , az 
elsö is szükségképen az ; nem  lehe t pedig, ha csak p, ff-n ek  függ
vénye nem lé v é n , nem egyenlő  a’ nu llával, tehát 3J és 4 ) csak a- 
zon alakban áll a' mint azt az előbbi §- bán 19) és 20} alatt adtuk, 
vagy kettős zárjelt kell használni.

cos m CCy +  2  Q í t ) )  =  cos rp”' —  m (m j O  ^ „̂.2 gjj, ,̂ ,2
1*2

’s a’ t.
A z egyenlet 2 ) á l l , bár milly lehetséges értéke legyen rp- 

n e k , álland tehát akkor is ha ijp =  0 , ezen esetben 2)  átmegy 
ebbe :

1 =  cos 2 m p T 1/~— 1 sin 2 m p nr 5)
az m -dik  gyököt 10. §. szerin t k ivonván , és a’ 9 § -b an  elfogadott 
e le lé sse l é lv én , vég re  mp helyeit rövidebben k -t irv á n , hol m és 
Q tehát k is egész  szám :

C C D )-^  =  cos ±  I/ - - 1  sin 6 )
rn m

k nak minden lehetséges értékei ekkép je leJhe tök ;
I. ha m páros szám:

0 . 1 > 2 , 3 , 4 , ................... ^ - 2 , - |  -

...............m - 2 , m - l , m

, 4  , 0  3 m o 3 m  ̂ 3 mm +  l , m + 2 ............... ........ -  2 , _  -  1 , - -

^  1 , ^  -t-  2 . . . 2m - 2 , 2m - l , 2 m ’s a’ t.
2 2

vagy ugyanazon tagokat czélunkra jobban alkalm azva:

0 , 1 , 2 , 3 , ............... ^ - 2 , | L  _  1 , ^ -

m — — 1 ^ ;  m —  2 2, m— 1, m 7)

m -+- 1 , m 2, . . . m 4 -  -----2 ^ ,  m 1 ^

2 m — — 1 ^  2 m ^  — 2 ^ ...2  m— 2 ,2m— l , 2m ’sat.
2



H elyettesítsük 6> b a  k -nak  azon értékeit mellyek 7 ) -n e k  első viz- 
írányos sorában á lln ak :

1
2 jt , I . 2-t

cos —  ± 1 / — 1 sin

(C O )^  =
cos ^  ±  1 / - - 1  sin T

m m
m —  2 1 1 ^  ̂ ■ m — 2c o s ---------T +  1/  — 1 s i n -----------ír

m m
—  1

ha folytatva helyettesítjük k -nak  a’ második sorban álló értekeit 
ugyan  azt kapjuk mit 8) - b a n , csak visszás rendben, ha a’ harmadik 
sorban  lévő értékeket vesszü k , ugyan azt mit 8> b a n  ugyan azon 
rendben  kapjuk ’s a’ t. Hogy ez szembetűnőbb legyen helyettesít
sük valóban 6)-b a  a’ második sornak é r té k e it, észrevévén egy
szersm ind, hogy 2m.T kimaradhat, mint bizonyos számú egész k ö r-  
szélek  :

2m— 2
(C D ) n =  cos V 2 y

2m - 2  - 1
i  l / ^ l  sin V 2 J  ^ 9)

in

=  cos i ^ T i p i / ' - l s i n - l í ^  ír 
m m

a’ második értékből ugyan azon so rb ó l:

( 1 ) 4 -  =  cos í r : p  K - 1  sin -T lOD
m m

de 9J és 10 ) már 8> b a n  e lő fo rdú ltak , ’s ha a’ helyettesítést foly
ta tnék , csak a ’ többi más 8) -b a n  elöfordúlt é rtékeket kapnók, te

hát ( ( 1 ) ) “!^ nek nincs több értéke mint a ’ hány 7) -n e k  egy so rá

ból kifejthető. A’ tagok ott - ^ + 1  számmal vannak,helyettesítésnél 

------1 közülök kétféle jegyet kap összesen tehát ( ( 1 ) ) ~  nek



a  + O + Í T - O -
értéke vagyon; l. i.

+  1
2 9

cos —  3T -f- I / ”— 1 sin —  n m m
4 I I /— M , Ä

cos —  5T 4 -  1 Sin — -Tm m
11)

cos í!----- ?  7t +  1/"— 1 sin
in

m
m

— 1

cos 2
T - I X - - 1 siri 2 ,T

in m

cos 4
- - K - - 1 sin

4—  T
in m

cos m -- 2---  71 -- K - - 1 msin —
m in

II. Aa m páratlan szám ;  k -n ak  lehetséges értékei ezek ; 

in — 3 m —  10, 1, 2, . . . .

m — 1m —
1

2
in — 3

, , 1 r, I ni — 3ni, in 4-  1 ni +  2 . . . .  m - t-  — --—  , m

. . . m — 2 , m — 1 12 )

ni — 1  .’s a’ t.

Ha ezen értékekei 6)  bán helyettezzük  m egint csak az első sorból 

e rednek  különböző é r té k e k , ezen sorban pedig tag ? és e -

zek  közül * " 7 -  kétféle jegyű  lé v é n , következik hogy ezen e -

se lben  is

m 4 - 1  I m — 1 _ 
2

i'-rléke leend C ( 0 )  -  nek ; t. i.



cos 2
7Z -f- [ / - -1 sin

2
TI

m m

cos 4
^  +  1/ - 1 sin 4

7t
m m

cos m - - 1 sin m —
in III

cos 2
. - K - -1 sin 2

7T
m m

cos 4 -1 sin 4
71

m m

13)

cos ---------n — 1/  — 1 s i n ---------- JT
m m

A ’ 11) és 1 3 )-b an  előforduló értékek  csak akkor lesznek m ind
nyájan teljes (gefd^toffcn) algebraicus kifejezések ha a’ körszél 2m 
egyenlő ré sz re  m értanilag o sz tható , mert sin. és cos. csak ekkor 
te lje s algebraicus kifejezések. —  így p. o. ha m =  4 (11)  bői lesz : 

1
((1))—  -  1, =  I /--1  , =  - ! , =  

vagy rövidebben.

cci))4 -  =  ±  i /-± i
Ha in — 3 , 13) szerint leend :

( (0 )4 -  = 1

K - i

14)

=  cos 2
3

n +  r - - 1  sin

=  cos 4
3

71 - + - K - - 1  sin 4
71

3

—  cos 2
3

71 - ! / ■ - - 1  sin 2
3

=  cos
4
3

71 1 sin 4
71

3

15)

úgy látszik mintha itt három h e ly e tt , öl értéket találtunk volna, de 
m iv e l;



2 1 . 2  1 
cos —  ,T — — — sin —  T =  —  1 /  3

4  1 . 4  1
cos — 77 = ------^ s i n   ̂= ------ 2 ^ ^

1 5 )-b en  leend

a 2 -d ik  érték  = -i  +  - L  I/ -3

3 „ „ =  -  4  -
1 1
2 2 1 /-3 K -1

5 V ) i ----------2 ^
a z a z : a’ m ásodik az ö töd ikke l, a’ harm adik a ’ negyedikkel egyen
lő , tehát csak három érték  marad.

A’ mondottak segítségével könnyen föltaláljuk különbi'éle é r 
tékeit e ’ kifejezésnek

( d ) ) ^
mivel t. í. m indég á l l :

( C l ) ) ^  =  [  (CD)“^ J  ■ ^6)
l

tehát csak ( ( 1 ))  m -n ek  m értékeit kell fölkeresnünk és mindegyi
két az n dik hatványra em elnünk.

n
Az egyenlet 16) m agyarra fordítva így hangzanék : o’ ( ( ! ) )“

egyik értéke egyenlő a' ( ( l ) ) " i r  egyik értékének n dik hatványával.
A’ 10 dik § bán m egalapítottuk ezen egyenletet:

ebből k ö v e tk ez ik :

c w ) - V  =  ^ ; ; ^

tehát ( ( 1 ) ) -----ÍT nek értékeit föltalálhatjuk 11) és 13) seg ítségé
vel , osztván az egységet az ott talált értékekkel. — Ha ezen é r té 
keket az n dik hatványra em eljük találjuk



-n ek  minden értékeit, mellyek egészen egyenlők ( ( 1 ) ) ~  nek é r
tékeivel. — Egy illyen érték p. o. volt

. 2n;i ,  ̂ . 2n-T( ( 1 ))  m =  c o s -------- 4 -  1/  — 1 s m ----------
m m

li
ugyan ezen érték  ((lD )“íT -re  nézve így ira tik : 

t  1
( ( ! ) ) “  ”■ 2 n;r , , y- , . 2 nrr 18)(C l)) m c o s— —  +  iX — 1 sin ----------------  ’m _ m

ez pedig 10 . §. 10 ) sz e rin t:
2 n;r _  _ . 2 n.T=  c o s ---------- f- [ / —1 sinm ' m .

következésképen:

CC1))“^ =  ((1))— ír 19)
Ha tehát egy képzetes m ennyiséget az f dik hatványra akarjuk em el
n i ,  hol f  egész vagy tö r t, állító vagy tagadó lehet, m indenek előtt 
az alakot r (c o s  (f - |-  [/~— 1 sin (p) adjuk nek i, és m ivel: 

rCcos (f -f- IX — 1 sin y )  =  (1 ) r(cos (p -|- [/~— í sin (p) 
tehát f-n ek  bár milly é rtékére  nézve le e n d :

(a -+- b \/~— i y  — ((1)Y r' (cos t(f ■+- j / ^ l  sin f(p ) ' 
a ’ kettős zá rje l ( ( 1 ) ) '  itt csak akkor b ir je len tő ségge l ha f  t ö r t ,  
m ert egész halvány több értékű nem lehet.

1 2 . §.

Minekutána az állító egységnek különbféle halványait vizs
gáltuk ugyan azt kell tennünk a’ tagadó egységre nézve. — Könyen 
fordulhat elő az eg y e n le t:

X” 4 - 1 = 0
x ”  =3= —  1

X = K - 1  1 )
1

itt x -n ek  értéke it meg nem tudhatjuk ha csak nem CC— 1 ) ) ~  é r té 
kei á lta l, ’s ezek megint csak a’ képzetes m ennyiségek seg ítség é
vel kifejthetök. Az eljárás egészen  hasonló az e lő b b ih ez , m iért is 
rövidebben elvégezhetjük. —  1 1 . § 2)  volt

((cos rp ±  l/ "— 1 sin rp))'” =  cos (m cp -f- 2iii^.t)
::i: [X — 1 sin On 'P 4 -  2mo-T)

tegyiik :



<1 =  7T
Iliive l:

cos a- —  — 1 sin y7 == o 
le e n d :
(C— 1))™ =  cos (niT -f- 211151 .t)  i  l/~— 1 sin (in--r +  2 in().T) 2)
és mivel fö ltesszük , hogy ni és q egész szám ok:

( — l) »  =  cos niw i  l/~ — 1 sin tn.T

=  i  1 3)
liol a’ fölső vagy alsó jeg y  é rvényes a’ mint ni páros vagy pa’rallan.

11. § 23 ál l ,  bár mit je len tsen  m , tehát áll ha m átm egy is

—— be
ni

1
C(cosfjp r[7 i/ " — 1  sin (p))~^

=  C0, f i  +  ±  1 /--1  sín f i  +  - ‘'i ')  «V-m m J  V .m  m J
te g y ü k :

ip  =  7t

leend :

( ( — l ) ) m = c o s v . m  m y ^  l  m m J

=  c o s - ^ ( 2 o + l ) ± l / " - l  s in - ^ ( 2 ( »  +  l )  5)

1
Á m bár itt () akár miilyen egész számot je le n th e t, ( (— nek 
értékei még sem végtelen  sokan vannak. — Ha m páros szám q é r
tékei így  csoportozhatók (gru^piren)

0 . . . 2 , . . . .

m — - y , m - ( ^ - | ----- 1 ^  . . . .  m— 2 , m — 1 G)

m , m - t - l ,  . . . . m +  ---------------------------------------0

2 iii — 2m — “ 0  ■ ■ ' ■

ha pedig m páratlan ;

n 1 9 »‘- 5  >» - 3  ni— 1
0 , 1 , 2 , . . . .  2 ’ 2 ’ 2



rn — 1 itim-------— , m-------
2 ’  2 

in , in -h  1
ni — 3̂ 

in -------- -r— , in -
in —  i ,

s a’ t.

mind a’ két esetben , éppen úgy mint 11. § -ba ii csak az elsö s o r ’ 
helyettezéséböl nyerhetünk különböző érték ek et, ezen értékek

m
Tszáma m ,m ert az elsö s o r 6 )-b a n  —  tagot szám lál, mind kétféle

in 1
je g y g y e i, tehát m értéket á d ; az elsö sor 7 > b e n  

m —  1

tagot

szám lál, ezek közül 2
m -f-1

kétféle jeg y ű , tehát; 

m - 1
2 2

értéket á d , következésképen páros m esetében :

cos —  T +  [ / ' — 1 sin —  7t

cos

m
_3_
m

m

.1  +  I / ”— 1 sin —  -T•' rnm

rn — 1 , I y- V • ni — 1c o s -------- 5T +  1 /  — 1 sin

8)

m m

cos —   ̂ —  1 /  — 1 sin —  7t
m '  m

—■ n —  1 / — 1 sin —  
in '' m

m — 1 , ^ . in — 1c o s ---------- !T —  | / — 1 sin
in in

H ogy ezek között egy való érték sincs abból v ilágos, h ogy  — 1 so 
ha sem lehet páros hatoánya valamelly való számnak.

Ha m páratlan :
—  1

(C—̂1 )) m =
COS

cos

ni

m
71 -+■ [ / ”— 1 sin m



C ( - l )3 ^  =

cos
m —  2

in
1

cos ---  ,Tm
3

cos ----- Ttm

m —  2

-T - f -  \/---1 S l l l ---------- ,T
111

:t — 1/ — 1 sin

in
_3^
m

cos m
, ^  , . in — 2 >T —  [ / — 1 s i n ---------- -T

in
Ha a’ körszélt 2m egyen lő  részre  mérlanilag osztani leh et: a’ f ö -  
lebbi értékekben sin és cos teljes algebraicas kifejezések lesznek. 
P. 0 . ha m =  4 :

, _  1 
( ( - ! ) ) —

1
l/ '2  1 / 2  

1
K - 1

r - 1 10)

K 2 K 2
1

vagy rö v id e b b e n :

( C - l ) ) 4

1/-2

1

K “2

K - 1

l/^ -l

ha m =  3 :

K - 1
K - 3 1 1 ;2 2 2

=  _  i - K - 3
2 2  ̂ 2 

n II
most már ( (  — l ) ) i ; r é s  könyen kifejthetök, az e lő b b i: ha 
a’ 8 )  és 9 )  alatt lévő  értékeket az n dik halványra em eljük , az u - 
t ó b b i : midőn az így  talált értékekkel az egységet osztjuk. Itt is ta
láljuk hogy

12)
Ha tehát egy  képzetes mennyiség —  a —  b l ’' — 1 a’ ( ±  i ! r )  dik 

hatványra em elen d ő , előbb ezen alakra hozzuk



~  a —  b i,/~— 1 =  (— 1) r. (cos ip +  1 /̂ — 1 sin ¡p) 
miből ;

(—  a -  b 1 /  — 1) ±

=  ( ( — ! ) )  i  "■ ±  ^  T' +  l / ' — 1 sin ff)  i * i ; r  13) 
m elly  egyenlet a’ kívánt halványt minden értékével adja.

I)

Állítottuk hogy ( ( i D )  ±  “ ÜT m indég m értékkel bír.
Hogy több értékkel nem bírhat, az l l . § .  11). és 13) , és 12, §. 8 ) 
és 9 )-b ö l világosan kö v etk ez ik , de hogy ezen értékek kevesebbek 
sem lehetnek mint m , azt külűnöten meg kell mutatnunk.

Ha ( í + 1 ) )  i  “ iíT kevesebb  értékkel birna m int m -m el ez 
máskép nem volna lehetséges , mint ha föltesszük hogy  nehány az 
idézett érték  közül egyenlő. T együk f ö l , hogy ké t illyen egyenlő 
értékben  q átmenjen és 5 minden esetre  0 és
m között fekszik. H elyettezve átalános form ulánkba:

, 2ní>;r I I ^  1 • I, , " =  cos +  — -̂-----h 1 / — 1 sin j -------
C (±13)

ad n ak :
2 « gi és « )

m m

hol fö ltesszük , hogy ~  legkisebb nevezőre vagyon hoz^a.

Ha n()j >  m és ng^ >  m az osztást e l lehet v é g e z n i’s eredm énye
leend a’ hányados q és a’ m aradék p , azaz :

és P3_
m m m ‘ m

e b b ő l:
=  mqi +  Pl és rií»2 =  mq  ̂ +  p* 

ha ezt a) ba h e ly e tlezzü k ; leend :

2 ,T (q ,  +  - | - )

Fölvételünk szerin t azon két érték , hol és előfordul, egyenlő 
tehát, mivel a ’ vaió rész  a’ valóval a’ képzetes a’ képzetessel egyen
lő ; szűkségképen:

sin 2 -t ( q ,  =  sin 2 t̂  ( q ,  4 - - ^ ) .

és mint hányadosak egész szám ok , tehát 27rq, és 2;r(\̂  ki
hagyható , következésképen

. 2-1 P] . 2-t P2 j .
s n i ------^  =  sm — I')

m m



ez csak akkor lehetséges ha Pj — ez pociig nem állha t, k iivel-
kezésképen /?) sem á llh a t, azaz két egyenlő  érték  nem lélez

i  “üT-nek m értéke közölt. Hogy pedig pj =  p.̂  nem le
h e t ,  kitetszik a b b ó l: hogy ha a ’ fölebbi egyenleteket kivonjuk : 

noj — noj =  mq̂  — mqj ■+■ Pj — Pj 
és itt m egengedjük hogy pj =  p^, leend:

n — !?i) =  «1 Cq̂  — qi)
ha ezen egyenlet helyes, akkor m -el lehet osztani, de az első rész 
m -el nem osztékony m ert n semmi tényezőjét m -nek nem foglalja 
m agában , — Pj pedig osztékony nem lehet m -el , m ert már
vagy kisebb mint m annál inkább tehát ~  (*1 > tehát az u to l
só egyenlet nem á ll, következésképen pj nem =  pj.

CCdz^)) i  ^ -n e k  tehát m értéke vagyon,semtöbb sem kevesebb. 
Az eddig  mondottakból még következik h o g y :

((13) ^  == CCÍ3)^= ( ( ! ) ) - — =  (( 1) ) ---- ^

=  C ( - D )  " ^ =  ( ( [ - 1 ] " ) )  — ^

( ( - 1 ) ) ^ =  ( ( - ! ) )  
hol a ’ je l — csak azt je len ti hogy az egyenlet egyik részének vala- 
mellyik értéke egyenlő a' másik résznek valameltyik értékével.

Ha h á llító , vagy tagadó tört e’ két átalános formulát b ir ju k : 
((ID)'’ =  cos 2 h ^ ^  1 / — 1 sin 2 h (> -t

(C— 1))!' =  cos C2 (> -f- 1) h n- \/~— i sin (2 o +  1) h t  
hol Q mint eddig nullától +  oo  - ig  minden egész számot jelenthet, 
magát a’ nullát sem vévén ki.

Ha h irrationalis volna az előbbi két egyenletnek végtelen 
sok értéke v o ln a , és je le lési m ódunk ,

C d))" és CC— l))"  
az eddigi értelem ben legalább , nem volna alkalmazható.

13 §.

Az eddig alapított elvek elegendők a r r a , hogy a’ képzetes 
m ennyiségek bár milly hatványainak anaJyticai, és ha vagyon m ér
tani értelm ét és illetőleges tulajdonságát megtudhassuk. Midőn fö n - 
tartjuk  magunknak, hogy ezekről a’ következőkben bővebben szó l
ju n k , átm együnk következő m ennyiségek’ analyticai értelm ének 
k ife jté sé re ; úgy  m int:

A’“ L óg X sin X cos x arcsin x arccos x 1)
azon esetben ha x képzetes volna. —



Néinelly átalános észrevételt e lő re  k(‘]l bocsátanunk : Ha (f (x) 
és xp (x) két való függvény , akkor;

(fj (x) +  (x j 1 / ”—1 vagy
t// (X) -1- (f (x) 1 /  — 1 

képzetes függvénynek fog neveztethetn i, és
cp ( x y  z . . .') +  yj ( x j  z . . . )  [/^— í 

több változónak ugyan azon függvénye leend. A’ szerin t mint a’ 
függvények 7 (x y z . . . )  és y/ (x  y z .  ̂ . )  a lgeb ra icusok , ex - 
ponentialisok, logarithm ícusok, vagy tz igom etricusok , és ha al
gebraicusok; rationalisok , vagy irra tiona lisok , egészek, vagy tö r
tek ’s a ’ t. lehetnek, úgy birhat a ’ képzetes függvény is ugyan azon 
tulajdonokkal.

Végtelen kicsinynek mondatik egy képzetes k ife je z é s , ha a’ 
nullához közeledik (itt „közeledik“ tulajdonképen annyit tesz mint 
„converg irt“ ). Ha

a 4 -  b K — í
végtelen  kicsiny az máskép nem lehetséges mint ha a szinte mind b 
a ’ nullához közeled ik , vagy mivel

a H- b [ / “— l =  r. Ccos <p +  [/^~l sin rp)
Citt (f ivet je len t, előbb pedig függvény-jel volt) ha r  végleien kis 
mennyiség. —

Ha egy képzetes függvényben
(p (x) -f- ip (x) \/~— 1 

X nek végtelen kis változása , végtelen  kis változást okoz a’ kép
zetes függvény folytonosnak m ondatik; gyakran a ’ függvény  x -n e k  
nem minden értékére nézve fo ly to n o s, hanem csak ném elly , sok
szo r igen szűk határok kö zö tt fekvő , értékére  nézve ; ezen  hatá
rokon k iv ü la’ függvény illyen esetben nem -folytonosnak m ondatik. 
Igen v ilá g o s , hogy a’ képzetes függvény folytonos nem lehet ha
csak ff Cx) és (x ) , m ellyek való függvények nem fo ly tonosak , 
ebből pedig következik ; hogy ugyan azon télelek és szabályok, mely- 
lyek a' való függvények folytonosságáról állanak a' képzetes függvé
nyekre nézve is érvényesek.

Éppen olly világos az is, hogy a’ képzetes függvény csak ak
k o r  fog elenyészn i, ha mind (p Qx) = 0  mind i// (x) =  0 , azon
ban m eg tö rténhe tik , hogy egy képzetes függvény változójának bizo
nyos értékére nézve egyszerre való lesz. p. 0. legyen  a’ képzetes 
függvény F (x)

F (x) =  (p (x) -h  -ip (xJ 1/"— 1 
ha tesszük (¡> (x ) =  cos x  és i/> (x )  =  sin x  leend

F Cx) =  cos x-\ -\ /  — 1 sin X 
ha x =  n ^ ,  F (xl való lószcn és pedig:



F (x )  =  1
hol a’ fölső vagy alsó jegy  érvényes a’ mint n páros vagy páratlan.

Az 1) alatt elősorolt függvények , mind ollyan term észetűek , 
hogy értékök végtelen sorok által kifejezhető . Meg keli tehát vizs
gálnunk a’ végtelen sorokat azon fölvétel mellett, hogy tagjaik kép
zetesek.

Ha
a„ +  aj +  a^ +  a,, H------ -f- a™ + . . .  2)
b„ +  bj +  bj -|- b3 + bn -f- . . .

két való sort k ép ezn ek , ekkor 
»0 +  K - 1  +  K - l  - t-  a^ +  b, - 1 + . . . .

~ h  a,i +  bn 1 + -------=

— (**0 "4“ 8j +  aj +  83 . . . .  an H - . . . . )  +  Ch„ +  bj +  b^
+  . . . . + b n + . . .  .3 1 /  — 1 3)

képzetes sornak fog neveztetni. Ha a’ két való so r összetartó  Ccon- 
v erg en t) a’ belölök alkotott képzetes sor is összetartó  le e n d , lia 
pedig  az egyik vagy a' másik való sor széttartó  (d ivergen t) a’ kép
zetes is az leend.

A ’ legegyszerűbb  sorok  közé tartozik  :
1 + x  +  x^ +  x® + . . . .  + X” + . . . .  4 )

legyen  x  képzetes, az az
x  =  z Ccos cp [/'— 1 sin y )  5)

hol z új változót je le n t ,  leend 4)böl
1 -f- z (cos 9) 4 -  l / ”— 1 sin (p) +  z* (cos (p +  1/"— 1 sin 9))*----

+  z” Ccos (f - t-  1 / '— 1 sin ( f y i —  6)
Ha 4)bol csak az elsö n tagot adjuk össze le e n d :

1 + X  + x *  +  x 3 - + - . . . . x " - ‘ =  - i ^ - - ^  7)
' 1 —X 1-------------X

ha x -n ek  értékét 5)böl h e lye ttezzük : találjuk a’ 6)-b a n  lévő n el
sö tagnak összegét, az az:

1 z (cos (p l/~—1 sin cp) -h  z* (cos 2 cp +  l/ " — 1 sin 2 (p) 
z"-i (cos (n— 1 )  cp sin Cn — IJ  (f) ^

1 z” (cos cp-h \/~— 1 sin cp)• ...... — ■ -----‘zr"...  Oj
1  — z (cos cp 1, / '”-  1 sin y )  1 — z (c o sn y ^ - j/ - 1  sinn<;p)

e’ so r összetartó  leend, ha összege egy mindég növekedő n-re nézve 
egy bizonyos meghatározott határhoz közeledik. Ezen össszeg két tag
ból áll, az egyik  n -tö l nem függ, a’ másik növekedő n -n e l végtelen 
növekedik vagy végtelen fo g y , a’ szerin t mint r >  vagy < 1 , kö
vetkezésképen a’ so r  8) összetartó le s z , ha összege növekedő n -  
nél az elsö taghoz



1 - z  (cos (f -h  i /  — 1 sin 
liözelediií, vagy is ha növekedő n -ne l ezen k ife jezé s : 

z" (co sn  ( p + l/ ^ 1  s in n f f )
1 —z (cos (p 1 sin cp}

ít’ nullához közoleiiik, vagy is elenyészik. Képzetes mennyisé;r pe
dig nem enyészhetik e l , ha csak modulusa nem elenyészik  (8 § .) 
szükséges tehát hogy előbbi kifejezésünknek modulusa,

±  z+°
l —2zcos(p  +  7^

növekedő n -ncl a ’ nullához közelitsen , a ’ mi csak akkor fog tö r
ténni ha z < l  tehát 8) összetartó sor ha z < l ,

Ha tehát n végtelen nagy és z < l ,  leend :
1 + z  C cosy  +  |/^ — 1 sin q?) +  z * (c o s2  (p +  \/~—í s in 2  y )  + . . .  

- t-  z"-i (cos y  (n — 1) H- [ /^ — 1 sin (p (n — 1))
__ 1 1 — z ( c o s ( p - f - l / '— ls in (/))

1 — z (cos y  +  l/ "— 1 sin 1 —2 z cos y  +  z*
vagy a’ valót elválasztván a’ képzetestő l:

1 +  cos y  +  z* cos 2 ip + . . .  +  z"-í cos (n - í )  (p
(z sin (p +  z^ sín 2 y  + .........)  =

  1 —z c o s y  z sin ^  ̂

1 — 2 z cos y  +  z* 1 — 2 z cos y  +  z* 
és ebből ezon föltétel alatt hogy +  1 z > — 1 :

__ 2 COS ^
1 z cos (P +  z^ cos 2 fc ■+•.............— ------------- - \ 2)

1 — 2 z c o s 9  +  z*

z sin
z sin y - í - z *  sin 2 y - t - . - .............. =  -—  ------------- ----- ;— 5 13)

1 — 2 z c o s y + z *
tehát a’ képzetes értéknek helyettezése 4 )-ben  két új sor össze
géhez vezetett, t. i. 12) és 13). M ondottuk, hogy a ’ sor 10) csak 
akkor fog össze ta rtan i, h a 1 >  z >  — l ; z  pedig 5) szerint x -  
nek modulusa , a’ sor 4) maga is csak akkor összetartó  ha +  1 >  
x > — 1 , tehát azon szabályt következtelhetjük :

Ha egy való sor , változójának bizonyos értékeire nézve össze
tartó, és változója helyett képzetes mennyiségei teszünk az igy ereden
dő képzetes sor özszetartó leend, ha a' modulust ugyanazon határok 
közé zárjuk,' mellyek közölt a' változónak lennie kell, hogy « ’ való sor 
összetartson, p. 0. 4 ) összetartó ha +  1 >  x >  — 1 , ha x helyett 
akarjuk le n n i:

X  =  z (cos cp H -  1 sin (p)



szükséges h o g y -H  1 z — 1 ; azaz : z ugyan azon löltételiiek 
inegfeltíljen , inellynek x inogfelel.

Innen kövulkezik azon áfalános télol ; hogy ha etjy képzetes 
norban
!■« Ccos (fg +  1 /“— 1 sin -f- Fj Ccos tp̂  + 1 / ' — 1 sin -----

-4- r„ Ccos (p„ +  l/~ — 1 sin ) + -----  14)
(i modulusok sora

>■0 ■+- >‘i +  >’2 + ----- +  r„ H - --------  15)
összetartó a' sor i4 ) maga is összetartó ;  de nem fordítva. Mert ha 14
ö ssz e ta r tó , nem szükségképen következik hogy 15) is összetartó
legyen. H eiyettezziink p. o. 14) és 15)-ben

hol n term észetesen csak állitó egész számokat je len t •, leend 
,1 4 )-bői

-+-C-D" 16)
hol C— D " je len ti hogy az tag állító vagy tagadó, ha n páros vagy 
páratlan, 15 )-bő i pedig leend :

16) összetartó  és összege
=  l / " - l l o g 2  '  18)

17) pedig széttartó .
I. Keressük ezen sornak összegé t;

, , , mCm— 1) ,  , mCm— D C m — 2)+  ---------------------- ------------X  + ............

I ( m - l ) - - ■ ( ' « - " + o j  , J
1. 2. 3 ...............n ^

iizon esetben ha x képzetes az a z :
X == z Ccos (p - j-  sin <f)

és tegyük föl hogy - h  1 >  z — 1 
helyettezve leend :

mCni— 1) ,
1 - í-  mz Ccos (p 4 -  sin <p) H--------- ^------ z

(cos (f +  [/~— i sin (py  + ----- 20)



Ha ezen sornak összegét S -nek n ev ezzü k , iiiiiidég- Ifilállialiink olly 
r  és p - t  m ellyrc nézve á l l :

S =  r"" (cos mp +  1 sin mpj 21J
mivel r  és p nem ism eretes helyeltezzünk 2 0 )-ban

m =  1
leend.

1 + z  Ccos íp +  1/^— 1 sin (fO =  r  cos p +  [ ' — 'i p) 22) 
és ebből

r cos p =  J +  z cos w ' . ) „
. .  ̂ J 23)r  sin p =  z sin y   ̂ ^

második hatványra emelve ’s összeadva :
r* =  1 +  2 z cos (f +  z^ 24

!• =  l / * r ^ 2 ‘^ z “ c o T f f ^ W '
2 3 )-a t osztva:

z sin tptff p =  -------------
l - t - z c o s y  25)

z sin (p
p =  arc tg  — ;-------------

1 +  z cos y
Ha ezen értékeket 2 J ) -b e n  helyettezzük találjuk 2 0 )-n ak  k érésé it 
összegéi:

m
S =  (1 +  2 z cos (p - |-  z ^ jT '( c o s  p - f  [ / ”— 1 sin p)™ 26)

hol p - t röv idség  miatt m egtartjuk.
Em lékezzünk m ost, hogy 8. §. 7 )  szerin t mindég le h e t;

a - f  b l' ^ — 1 — ? (cos cc +  — 1 sin ff)
miből

a =  o cos « és b = ()  sin a 
Ha tekintetbe vesszük hogy 2 6 )-n a k  második része éppen (cos «
- í-  | / — 1 sin « ) alakú, ’s hogy tehát jogunk van te n n i :

j _
p — (1 +  2 z  cos ^  H- z^) 2

1 - h  z cos y
cos « =  cos p —  ------- 27)

r
z sin (f

sin a — sin p = -----------
r

leend;
a =  1 +  z cos (p és b =  z sin (p 28)

következésképen



S =  [1 - t-  z (cos (p - t-  \/'— í sin f)]" '  29)
(‘s visszalielyettezvén x-^et

S =  [1 - f  x ]-
az az Newton formulája

í I I m (m — 1) ,n(in— l ) ( m ~ 2 )  '
( l  +  x)"- =  1 - t -m x H --------  -----^x * -f-  —^ i ---------- x ^ . . .  30)

2 2. 3 ’
akkor is helyes ha x  képzetes értéket kap. De valamint 30 ) csak ak
k o r összetartó  ha x  <  1 (szám szerin t) vagy ha; -f- 1 x  > - - 1 ,  
X való m ennyiség lévén : úgy  20) i s ,  vagy 30) ha x  képzetes é r 
téket k a p , ugyanazon föltétel alatt leend összetartó.

Ha y  =  - ^  leend 25) s z e r in t:

p =  arc lg z, z == tg  p. 31)
mivel pedig +  1 >  z > — 1 következik : hogy p -n ek  értéke -f-

^  es — közö tt m arad , az a z : - ^ >  p >  — ; ha ezen é rté 

keket helyettezzük
n)

Cl ~h 2z cos +  z*)“F  

-l)e ,n iivell/^1 - |-  tg p* =  sec. p és cos f = o  ; leend:
m I

( 1 - t - 2 z c o s y - | - z * )  2 = secp">  = ----------- 32 )
cos p”

Ha 2 6 )-b a n  S -nek  értékét k iir ju k , és a’ valórészeket a’ v a ló k k a l, 
a ’ képzeteseket a’ képzetesekkel egyen lösitjük , találunk :

m
(1 4 -  2 z cos y  -I- z '^ y r cos m p =  n -  m z cos (f 

mCm — 1)

2 • z^cos 2 - h

m C m - l ) ( m — 2 )
- 4 - -------------------------z'* cos á w

1 . 2 . 3  ^
in

Cl 4 -  2 z  cos y  +  z*) 2 sin m p =  “  z sin <f 

m (m — 1)

33)

z*sin 2 ip - f - . . . .  34)
1. 2

helyellezzük itt az értékeket 31) és 3 2 )-b ö l, leend:
mCm— 1) ,

cos mp =  cos p " -------- j—^-----  cos p"'"^ sin p*“



111 (in— 1) (iii— 2) (m — 3̂
1. 2. 3. 4

cos p"“* sin p* —  . . . .  35)

, in (m — l ) ( m — 2) , .
sin inp =  m cos p""i sin p -----------— — ---------- cos p"- ' sm p +  ób)

1 . O.

E zen sorok már előfordultak 10. §. 19) és 2 0 ) ,  és 11. §. 3) és 4) 
alatt. í Ü. § -ban  leginkább azt v izsgáltuk : milly értéké  lehet m -nek 
’s találtuk hogy az egyenletek  19) és 20 ) (10 §.) helyesek bárm it 
je len tsen  m ; 11. § -ban  vizsgáltuk hogyan lehessen elkeriilni 35) 
és 36) első részök sok érte lm üségét midőn a’ második rész  csak 
eg y é rte lm ű , most ped ig , fönebbi vizsgálódásunk állal m egtudtuk: 
m illyen értékének kell p -n ek  le n n i, bogy a ’ sorok 3 5 ) és 36 ) m - 
nek minden érték re nézve összetartsanak., az az használhatók legye
n e k , m ert széttartó sorokat használni nem szabad. — E ’ szerint 
35) és 36) összetartó leend, bárm it jelentsen is m csak való marad-

jón., ha p számszerint kisebb mint - j -

II. Legyen a’ következő sorban: 
z

1 (c o s r f+ i/ '— 1 sinf/') +  - p y  (cos ff -h  sin (¡ry

•+- (cos rf - h  1 sin ------ 37 )

z bárinillyen értékű ,és keressük ezen föltétel alatt összegét.
1

Tegyünk 25) és 2 6 )-b an  z helyeit: a z  és m h e ly e tt : —  ,

hol « végtelen kis m ennyiségei je le n i, találandunk: ctz azon é r té 
keire nézve mellyek — 1 és +  1 között vagynak, tehál

1 - 1 
z =  — —  -tó i egész z =  - ig  : 38)

z*
í - j-z  Ccos (f -f- 1 sin y )  -)- 2

(c o s2 f f + 1 , / " —1 sin 2 f )  C l—« )
z®

-I- Y'r) Q~ (cos 3 (p +  l'^— 1 sin 3 cf ) (1 — a)  Cl — 2o:) + . . .1.Z.Ó ^

=  Cl - f - 2 « z c o s f /)H -« * z ^ )“2a  ^ c o s - ^  -i-

ha ilt föltesszük hogy « végtelen a’ nullához közeledik az az e le
nyészik : ekkor 39 )-n ek  első része átmegy 37 )-be . A’ második rész 
is határaihoz fog közeledn i, de mivel ezen határokat még nem is-



iiicrjíik , tehát csak je len tjük  szokás szerin t ezen sz ó tag g a l: Hm. 
( Iiin es= h a tá r)

1 - f - z  (cos y - f - j / * — 1 sin y )  H ^

(cos 2 (p -h  l /^ — 1 sin 2 (f) - f - ...........

=  Ura < (1 H- 2 a z  cos O) +  «* 7 )̂~m
( 40)

( c o s ^  + K - 1

föl k<;ll tehát keresnünk azon határokat, inellyekhez közeledik
 ̂ P

(1 -h  2«z cos (p + « * z * )  2a és —a
lia «  vég telen  a’ nullához közeledik.

Ha tesszük ;
2 a  z cos y  -j- a^ z* =  /? 41)

leend  :

2 a = 2
z cos (f -h

tehát

(1 +  2 «  z cos (f

orz‘
1 ZCOSW +  -^

+  2 «zcos»-l-a*z^ )2«  =  ( 1 + /5 )_________ ^
/5

1
l i in ( l  2 a  z cos (p +  a^z'^)'^

t (
a

z cos w H--------I

2 7 43)
Tudva van h o g y :

1
lim ( l + / 5 ) “^  == e =  2. 71 82 8 1 . . . .  44)

liin ^ z  cos (f H-----=  z cos y

tehát
„ o —  p z  cos rp 

lim (1 - t-  2 n; z cos <f +  z*) 2«  =  45J



2 5 )-b ö l következik hogy
a z sin w

tg n = ------------
1 +  a  z cos (p 

tg  p z sin (p
ít 1 +  « z cos If 

p
mind a’ kél részi sz o ro z v á n -------- v e i :

tg  P
p p z sin (p
u tg  p 1 - t-  a  z cos y

«  z sin w
arc t g ------------------ . z sin (p

] - t - a z c o s y

« z sin
Cl +  « z cos (f)

46)

í-\ -a zcos(f
és ebből

lira — =  z sin cc 47)a
helyellezvc 45) és 47J-bol 4 0 )-b e , lé szen :

z«
1 +  z (cos <p+ \ / ^ —1 sin (cos 2 y  +  l/^— l sin 2 y ) - f -O« ̂

=  ^cos Cz sin -f- [/^— i sin (z sin cos (f> •^8)

hol z minden valóm ennyiséget je len thet. Ebből közvetlen  követ
kezik  ;

49)=  cos (z sin y )  0 ^  cos (fi

z* z®
z sin íp-h sin 2 y  +   ̂ ^ — sin 3 y  .

=  sin (z sin 0''^ cos <p 50)

ha (f — ~Y
49) és 50) átmennek ezekbe :

1/ i y 4 n Ö
‘ ” T T + í : 5 ; i r “ r : r 6 ' + - " ' =



~  r r .—  ........... “ *"■
111. Keressük ezen sornak ö s sz e g é t:

- (cos 3 4- ~ 1 sin 3 ) —

z (cos f  + Í / — 1 sin ( f ) -------—  (cos 2 f  -h  I — 1 sin 2 f )

z®

3

(cos i  cp -h  ~ 1  sin 4 (p) - h ............  53)
4

azon föltétel alatt hogy +  1 >  z — 1 
Mivel átala'nosan

( l + 2 zcosy +  z « ; ^ +  + 2 zcos<f+z-^; 54)

iiol e a ' tcrinészeles logarithinok alapszáuia és lóg ezen ren d sz e r
nek je llem e ; 26) szerin t leend ;

1 +  m z (cos (p -h  y —  1 sin y )  -f—
1 •

z* (cos 2 y  -f- 1 sin 2 y )  +  . . . . 55)
m

_  g - 2-  lóg Cl +  2 z cos -f-Z  =í) ,^p ^  J

hol p -n ek  ugyanazon értéke vagyon mint 25 )-ben . Az 55 ) második 
részé t ki lehet fejteni o lly  so ro k b a , mellyek m -nek  növekedő hat
ványai szerin t haladnak:

■" m
0  lóg C l+ 2  zc o s  <p4 -  z ) =  1  -J- lóg (1 - i-  2 z cos y  z*)

[m lóg Cl +  2 z cos y  z*)]*

1. 2. 4
56)

m* p* m* p* m® p®
. o s « , p . l ---------+  5 7 )

m® p® m̂  p*
^ 7 3 — ^ i T T s n r í “ ...........

ha 5 8 ) -at szorozzuk é s 5 7 )-e l összeadjuk egyszersm ind m -
nek halványai szeriu t rendezvén leend :

m̂  p*
cos inp -h  1. — 1 sin nip =  1 +  mp — 1

1. 2 .
m*p*l,''—1 p* 1

1.2.3 r ^ x x T  “  • ■ • 59)



0  nip [,/" 1 :^ ’ cos iii[j +  l / ”— J sin nip (>*0

lellát 55 )-nek  második része
m

_  0 '1‘P g  * (1 +  2 z cos tp +

_  0 ii)pt 1 - ) - ^  lóg ( 1 -+-2 Z cos (f +  z^) 6 0

és most ha kevesebbé szigorúak akarnánk lenni 61 ) második részét 
az exponentiálisok sora szerin t lehetne kifejteni és 55) elsö ré sz é 
vel egyenlösítni, de mivel 6 0 )-n a k  szigorú megalapítását csak ez 
után adhatjuk , 6 1)  k ifejtésére pedig a ’ mondott so r  szerin t még 
nem  vagyunk följogosítva, más ú tra  kell lérnünk. —  Világos hogy 
55)nek második része, az 56 ) és 59) alatt lévő soroknak szorzata; 
ké t való sornak szorzatára különös formulánk van(m ellynek  állan
dósítása ide nem tartozhalik) a’ 48. lapon mondottaknál fogva pedig 
m inden m űtétéi, melly való sorokra alkalmazható, alkalm azható le 
end képzetes sorokra is, az ott em litett föltétel a la t t ; következés
képen a ’ való sorok szorzatának form uláját használhatjuk az 56) 
alatt lévő való, és az 59) alatt álló képzetes sornak szorzására is.

Az em litett formula p e d ig , ha a’ szorzandó sorok

és
y3 yi

1 -I- Y 4 -  J L _ - j - ,— i ---------------------------------------------------- 1--i ----------- 1- . . . . 63 )
^  1 . 2  1 . 2 . 3 1 .2 .3 .4

e ’ következő

. , , , , í '+ y ) '  ,l + < x - ^ y ) + — — +  — — +  ^ . . ^  (,1J

és mivel 62) és 6 3 ) x és y m inden váló értékére  nézve ö ssze ta r- 
tók 64) is minden v a ló , és a ’ 48. lapon mondottaknál fo g v a , min
den képzetes crléKre nézve összetartó . Hogy pedig 56) és 59 ) 
alaü. levő soraink iigyiiiiazon alakúak mint 62) vagy 63) kitetszik, 
ha tesszük ;

III
X =  "2 log ( l  - j -2  z cos (f ~h z®)

és
y r = m p i , . — l 

Ha ezen értékekei iiclyettezzük leend ;



iii(m—1)
1 +  in K (cos cp -j-\ /  —  1 sin (/>) - + - ------- ------

1 • 2
z® (cos 2 (p -h  ‘[/''-l sin 2 (fO +  ■ .

log (1 H- 2 z cos y  +  1=  1 +  in

+  lóg  (1 +  2 z cos y +  z^) +  p 1 /“-  1 - 4 -  . . .

osszunk itt m -e l minekutána mind a’ két rész rő l az egységet le 
vontuk , és tegyük föl hogy  a’ m aradékban m a’ nullához végtelen 
k ö ze lítsen , az az e lenyésszék ; ezálíal 65) első részében  jegy  vál
tozást k ap u n k , a ’ második részben  pedig csak az első  tag marad 
m e g ; tehát 5 3 )-n a k  keresett ö sszege;

z ̂
z (cos (p —1 sin (p~)-------- (cos z </> +  [ / ”— 1 sin 2 y  )

^3 j V.
H— ^  (cos 3 y  1/~— 1 sin 3 y )  =  —  lóg (1 -1- 2 z cos (p -t-  z*)

+  p l ^ - l  ~ 66)
E gyen lősitsük  itt a ’ való részeke t a’ valókkal és a’ képzeteseket a '
k ép ze tesek k e l:

z« z3 2»
z cos y ----- — cos 2 +  —  cos 3 ip -------— cos 4 rp +  , . . .

2  o  4

=  lóg (1 - |-  2 z cos Z ')  67)

z3 y3 2*
z sin (p ------— sin 2 (p - h - ^  sin 3 cp ----- --  sin 4 cp +  .■■ ■

z si'i 9=  p =  arc tar-----------------  68)
' í - t - z  cos (p

rr
Ha <p ~  ~2 ~ leend :

Z ̂  Z ̂  jr 7
z -------3-  + •  - r ---------- --- + -----------  arc tg  z ' 69)

o 5 7
m ivel ezen s o r , melly Leibnitz sorának neveztetik, z -n e k  h a tá ré r
té k ére  nézve is az az : ha z = l  ö szsze larló , teiiát rr-nek  m egköze- 
lilő kiszániülásríra szolgálhatna; lia igen csekély összetartása a ’ 
szám olást iiosszasnak nem tenné.

14. §.

Tériünk vissza 13. §. 1) alalt adóit jelelc.si'inkhez



A*, sin X
Sin X ,  arc sin X  1)
Cos X , arc cos x

m ellyek úgy a lko tvák , hogy minden párban az egyik azon műtétéi
által talállatik meg, mellynek képviselője a' másik ;  p. o. ha A azon
logarilhm icus rendszernek  alapszáma, m ellynek je llem e lóg és

A* =  B 2)
lóg  X* =  « 3)

2 )-b ö l keresvén x - e t ,  logarithmusokat veszünk :
X =  lóg  B 4)

3 )-bóJ keresvén x '- e t  az alapszám ot A a hatványra em eljük
x ' =  A “  5)

vagy :

Sin x =  a ti)
a rc  sin x ' == b 1)

b )-b ö l x -e t keresvén veszem  arc sin:
X =  a rc  sin a 8)

7}-bö l x - t  keresvén találok sin:
x' =  sin b 9)

Ezen je leléseknek analyticai értelm ét keressük azon különös 
cselben ha változójuk képzetes.

A ’ függvényeket A\  sín x ,  cos x , ha x való m indég tudjuk 
x -n e k  hatványai szerin t haladó sorban k ife jten i, t. i.

A ’̂ =  1 - i-  X lóg  A 4 -  ------• 10)

x3
sin X =  X -------------------------------------------------- -------- . . . .  11 "í

2. 3 1. 2. 3 .4 .5  ^

cos X  =  1 ---------- -̂-------- (-----------^-------------------------- ------------------------1 - . . . .
1 .2  1 .2 .3 . 4 1 .2 .3 .4 .5 .6

E zen sorok  13. §. szerin t használhatók ugyan azon esetben ha x 
k é p z e te s , de mi e ’ három függvény értékét képzetes x  esetében is 
nem végeden sorokban hanem teljes, véges kifejezésekben akarjuk ludni

Ha 1 0 > b en  A = e ,  hol c a ’ term észetes logarithm ok alapszá • 
m a ; le e n d :

a x  =  2 -f- X 4 -  x^ X® ,

Í7¥ 2.1 ”
helyettezzünk ill x helyett egym ásulán x lóg A , x l/~ — 1 és
— x l / “- l :



e U ^ - i  „ , + , , . ^ _ , _  J i l - í l l í ^  +  — +  ,5)
1 2  1 . 2 . 3  1 .2 .3 . 4 ^

x\'^— 1 16)
2. 3

m ivel a’ sor 14) egészen egyen lő  1 0 > e l ,  tehrit
0X lóg  A ^  ItíJ '

15) pedig egyenlő lévén második rászébcn a’ 13. §. 59 ) alatt lévő 
so rra l •, le e n d :

 ̂ =  cos X +  1./ — 1 sin X 17)

ha 13. § . 5 0 )c t szorozzuk 1 -e l 'és 57 )-bö l levonjuk n y e re n -
diink eg y  16 )-h o z  egészen m egegyező s o r t , te h á t :

=  cos X — y ' — í s in x  18)

M inekutána e ’ két nevezetes formulát szigorúan m egalapíto ttuk , 
k önyen  megmutathatjuk hogy a' különös tulajdonság :

e y  e ^ '+ 'y  lo )

akkor is áll ha x  és y  képzetesek. Az előbbiek szerin t 

6 ^  l / ”~ l  =  ( c o s x  +  [ /^ - l  s in x )  Ccosy +  [ / ^ l  sin yj

=  cos (x H- y) -+-[/■— 1 sin Cx +  yj

+  20J
iVem különben áll

(e'^)«n =  e" ' ‘¿ 0

ak k o r is ha x kép zetes , m ert

(e-'^ K -  í )'n =  =  (cos x +  1 / - 1  sin X)"'
—- (cos m X +  \,/~~\ sin m x 

=  Q r a x y ~ -\  22)

Mivel továbbá;

a-'^ K - 1 =  ^ í '   ̂  ̂ 2 3 )

le e n d :

cl'^ ^  ̂ cos í x lóg 11) +  I — 1 sin (x lóg a) 24)

és hasonló m ódon :



=  cos Cx lóg a) — \ /~ —1 sin (x  lo g a )  25)

és e ’ két egyenlet összeadásából és tlv o n á sá b ó l:

cos (x  lóg a) =  ^________________________ 26)
2

a x K - 1  _
sin Cx lóg a) = ------------------------------------------ 27)

miből egészen az előbbi mód sz e rin t, m eglehet mulatni hogy ha x  
és y képzetesek is , mindég áll italánosan:

a y  = a ^  +  y 28)
es

(ax)y =  y 2 9 )
Ha 16)' és 1 7 )-b e n  x  helyett teszünk a +  b [Z''— 1, találunk :

J ^ a  +  b \/~—í _  0 ( a  H - b lóg A

_  g a  lóg  A g b  lóg A [ /"— 1

=  A ®  [cos Cb lóg A ) + 1 / ^ — 1 sin (b Jog A)J 30)

melly egyenlet az exponentialisok értelmét adja azon esetben, ha a' ki
tevő képzetes.

¡7 ) és 18)-ból könnyen találunk
g x K - 1  +  Q - X Í / - - 1  

c o s x = ____________________ _______

sin x

2
g x K —1 _

2 K - 1
ha X =  a -f- b [ / " —1 leend :

r KI ^  e -   ̂ +  e - a  e>’cos Ca H- b [/ — 1) — __ ____________________________________

=  ^ f c o s a - J - | ,< f ^ l  s i n a ) + ( c o s a  — 1 ,/— 1 s in a ; |

=  y | ( e ‘'+  e -^ ') c o s a +  - e ' ’)  sinal..^-j|

el) +  e “ '' _ -  e ~ ^
— cos a --------- ------------ [/' — 1 sin a --------------------------



mivel pedig:
gb _i_ p — 1)

cos -----------------  32)

0 — b  0 *̂ 0 ^  _
s i n ( b | / “— 1) =  ——------------------  = ----- ------------ -----1 /”— 1 33 j

2 K — 1  2
tehát a’ k e re s e tt ;

cos Ca +  b 1 / ^ 1 )  =  sin -f- a +  b 3 4 )

és hasonló m ó d o n :

sin Ca +  b 1,/“— 1) =  cos -----a — b 1 ^  35)

a’ mit így is lehetne találni t. i.
0 ( a + b l / - l ) l A - l  _  0 - C a H - b l / ' - l ) L / " - l  

sin (a +  b 1 /“— 1 = ------------------------------------- --------- -------------------
2 y - i

0 3  1 / — 1 — b _  0 — 4 - b

2 K - 1

e^ +  e ~ ^  - e ~ ^ *
2 2 K - i

0 b _ e - b  ¿ a l A - l ^ g —
_ -  

miről egyszerű  szorzás által meglehet gy ő ző d n i, következés
képpen :

sín Ca +  b — 1 )  =  sin a -------- ---------

0 b   0 — b
- H l / '— 1 cos a - 1 —----------------- ' 36)

2

=  cos — a — b l/~ — 1 ^  37)

B l) és 3 6 )-b ó l már következik hogy az egyenletek 
cos (x - |-  y )  =r cos x cos y — sin x sin y 
sin (x  -f- y ) =  sin x cos y +  sin y cos x



akkor is helyesek ha x és y képzetesek ; mert ha 31 ) és 3 6 )-b a  
Iielyetlezzük 32) és 3 3 )-b ó l az értékeket ta láh ink : 
cos (a b 1) =  cos a cos (b j./^— 1 — sin a sin C b |/*— 1) 
sin C a -+ -b l/“— 1) =  sin a cos ( b ^ /  — 1) + sin (b 1/^— 1) cos a. 39j 
és mivel e’ kél egyenlet minden többi goniomotricus függvények fo r
rása: következik hogy valamennyi goniom etricus formuláink képze
tes változókra nézve is é rv é n y ese k , ha bennök a’ 32 ) és 3 3 )-ban  
adott értékeket használjuk.

.lelelésinknek sin x, cos x, Iia x k ép z e tes , analyticai é r -  
te lm öket e ’ három egyenlet fejezi k i ;

A’“ =  A” ^cos (b Jog A ) +  1,^— 1 sin (b  lóg  A ) | i

s i n x = c o s í - ^ — a —b l / ' — 1 )  f Hol x = a
^  ? - H b K - l  40)

cos x =  sin +  a-t-b  1,/ ~  1 )  i

V izsgáljuk már most analyticai é rte lm é t, képzetes változó ese té
ben, e ’ három k ife jezésn ek :

lóg X , arc sin x ,  és arc cos x ,
Legyen x =  a H- b l'^— í =  r  (cos cp -h  1 /”— 1 s'm<p) hol a , b , 
r , (f való m ennyiségek, továbbá A egy  logarithm ícus rendszernek  
alapszáma , és u v \/̂ — i úgy választva hogy

A “ +  v K - l  =  a - H b K - l  =  x 41)

ekkor lóg x leend az mit képzetes logarithmusnak mondunk ; mivel 
pedig látni fo g juk , hogy m inden akár való akár képzetes m ennyi
ségnek azon esetben is ha b = o  több képzetes logarithm usa va
gyon  tehát valahányszor ezen képzetes logarithm usok egyes vala- 
m ellyikét akarjuk je le ln i , az előbbiekben már használt je leléssel 
élünk

lóg C(x))
hol ha különösen mást nem mondunk mindég a ’ term észetes loga
rithm usok rendszere értetik.

M indenekelőtt vizsgáljuk a’ kifejezéseket:
lóg  (C l) ) ,  log C(— 1)) és lóg C(a +  b i / “— 1))

Tegyük hogy log C d ))  egyik  értéke  le g y en : u +  v —1 , 41) 
szerin t le e n d :

e u  +  v i / - -  1

17) szerint pedig

=  e " Ô os V +  ^ —1 sin V) 43)



és ebből mivel 43) második része  csak egy  módon szélszedhetö 
té n y e z ő ire :

=  1 és cos V +  1/  — 1 sin V =  1

az az:
U =  0 V =  0 : t 2 k ; r  

hol k e g é sz , á llitó , vagy tagadó szám le h e t; tehá t;
u +  V 1 =  i  2 —1 44)

következésképen :
lóg ( ( 1 ))  =  ±  2 k 45)

mivel k a ’ nullától kezeve ^  oo -ig  minden egész számot je len t
het világos hogy lóg C (l))-n e k  végtelen sok képzetes értéke vagyon, 
de való csak egy, t. i. ha k = 0 , te h á t:

lóg  1 =  0 46)
Hasonló módon találjuk lo g ( (  — 1 ))-, ha u +  v i/~— 1 az egyik 
é rté k e  lóg  C{— l ) ) - n e k , leend :

g u  - h  V  1 / - - 1  _  1 =  e «  (cos V  K - 1  sin V )
a ’ miből

e “  =  1 cos V  - í -  l  1 sin V =  —  1 

az az :
u =  0 V  =  i ( 2  k +  1) J7- 

te h á t:
l o g ( ( - l ) )  =  ± ( 2 k + l ) ; r l ^ - l  47)

és lá tju k , hogy lóg ((— l) ) - n e k  is végtelen sok értéke vagyon, de 
közöltök  egy sem való.

Az eddigiek segítségével fölkereshetjük : 
lóg ( C a - h  b 1 /”— 1))

L egyen ennek egyik értéke u -f- v leend :

0 U -f- V y  — 1 =  a - h  bj,/“— 1 =  r  (cos y  + 1/"— 1 s i n y )  48) 

=  e / ’ (cos V -+• [ '"— i sin v)

e b b ő l:

r  Ccos cp -f- I — 1 sin y )  =  6 “ (cos \ sin v)

te h á t:

r  =  6 “ ,  és cos (p H- sin (p =  cos \ -h  \/'— \ sin v

az a z ;
u — lóg r  =  lóg (a'^ -t- b*)



cos (p =  cos V 
sin (p =  sin V

le llát:
V  =  2 Í r  2  k  rr

hol k előbbi je len tését m e g ta rtja , következésképpen mivel
u -t-  V 1 /  — 1 =  lóg r +  {(p 2 k ;r) , 49J

lóg Ca -f- b — 1 )  =  lóg r  +  ^  IX — 1 +  2 k  l/~ — 1
== lóg r  +  y  1./“— ] +  lóg  CC13) 50)

ilt (p azon ÍV, inellynek 48) szerin t cosinusa =  — , az az :

a ,
cos (pi =  -7-  esr

b
sjn = • r

b

fp tehát más leend ha a állitó, és más ha a tagadó. Ha átalános for
mulánkból 50 ) m ásokat, e ’ két különös esetre  illőket akarunk k i
fejteni , csak tekintetbe kell vennünk h o g y : ha

b 1)
fg- 9’ =  - ^ ’ t g —  51)

le e n d :
b b 

tg  -1- .-r) =  ;  cp-\-7T =  arc t g — —  52)

ha tehát a tagadó az az a < 0  5 0 )-b o l le sz :
lóg  CC a+ b l / " - ! ) )  =  lóg r  -t-(f [/ ^ -i  +  - t[A - 1 lóg ( (1 ) )  53 )
a és b tetszés szerint választható lé v én , tegyünk:

a =  —  l é s b  =  0 54)
miből

r  ~ 1  és y  =  0
találunk 53) szerint:

lóg  ( ( - ! ) )  =  . ^ 1 / ^ - 1 + lóg ( ( D )  55)
helyettezzük ezen értéke t 5 3 )-b a  egyszersm ind 5 0 )-b e  helyettez- 
vén r és cp értékét leend ; 
ha a > 0

lóg CCa 1)) =  - | -  (lóg a* 4 -  b^)

+  ( a i ' c t g v )  i " CCD) 56)



ha a < o

lóg (Ca +  b l/~ — 1 ))  =  lóg  (a* +  b*)

+  ( a r c  t g l / ~ - l  +  lóg ( ( - ! ) )  57)

E’ két formula teljesen kielégítő mert nem csak minden képzetes de ha 
tesszük b = o  minden valómennyiségnek is, való és képzetes logarith- 
musait adják.

Ha 5 6 )-b an  log ( ( l ) ) -n e k  egyetlen való értékét 4 6 > b ó l he
ly e tte zz ü k , a’ form ula elveszti átalánosságát, és nem szabad többé 
kettős zárje lt írn i,  hanem :

logCa +  b [/~ — 1) — 2 log ( a * - i - b ^ J - t - ( a r c t g  ^ 58)

ha ebben b helyeit ~ b  írunk , leend :

lo g ( a  — h l / " — l )  =  - ^ l o g  (a^ -l-b * ) -  ( a r c t g - ^ ^ [ / — l 59)

ha ez t és 58) összeadjuk;
log  Ca +  h lA — 1) 4 -  log (a — b l / " — 1) =  log (a* -f- b^3 60) 

és ebből nem nehéz a’ logarithmusok különös tulajdonságát
log X -f-  log  y =  log X  y 61)

képzetes mennyiségekre nézve is állandósitni.
L egyen a -t-  b [ / ^ l  =  a ,  és a — b l / — 1 =  leend : 

a ^ a  — /3

® ~  2 ~  2 t/"—1 
a* 4 -  b"* =  «  /?;

te h á t ;
log (a -f- b 1 /”— 1) +  log ( a — b l / " — 1)

=  log t(a  - f  b [ /  - 1 )  (a— b K — 1)] 62)
éppen úgy  mint való m ennyiségeknél. És ez t bár hány egyenlő té 
nyezőre  ki lehet te r je s z te n i, az az, képzeteseknél is á l l : 

log (x ” ) =  m log X
iVem különben áll:

X
lo g x  -  Jog y =  lo g —  63)

M ert ha tesszük
c ^ = . S ,



63 ) szerint leen d ;

lóg «  H - lóg  )  =  ló g  S

és ebből

l o g á  — I o g «  =  —  64 )

mint valókndl.

Ha (a - f -  b l/~— í)-n e k ,  nem term észetes, hanem bárm ily- 
lyen  alapszámra B vonatkozó logarithmusát keressük, és a’ je llem 
zés ló g  a ’ természetes, és Loy a ’ m esterséges logarithmusokra v o 
natkozik; végre ha tesszük h ogy  a ’ keresett logarithmus u - f -  v [ / " — 1, 
az az :

L óg  ((a +  b l/^ — 1 )) =  u - h  V [/~—í
le e n d ;

tehát:

a + b l / - - l =  +
g u  - f -  V  [ /~ — 1 _  0 (u  -I- V  l/~— 1) ló g  B 

ló g  ((a  •+- b 1)) =  (u +  V l /" — 1) logB

lo g B

65,
lóg  B

éppen ügy mint való mennyiségeknél. —  Azonban 6 2 ) 6 4 ) és 6 5 ) -  
nek átalánosságáról m ég szólandunk.

M ive l, a ’ mint láttuk képzetes iveknek trigonometricus függvé
nyei mindég \ - f - B ^ / " — 1 alakúak azaz képzetesek, viszont kér
dezhetjük : milly ívek felelnek meg képzetes trigonometricus függvé
nyeknek ?

L egyen  a - f -  b [ / ^ l )  eg y  képzetes ívnek u - f -  v l / " — 1 si
nusa az a z :

arc sin (a - f -  b [ / “— 1 ) =  u +  v \/~—i 66 )
a 4 -  b ( /■ — 1 == sin (u -H  V 1) 

vág 3 6 ) szerint

e v + e ~ ' '  C v - e - ^
a b l/~— 1 = -------------------- s in u - í -  i / — 1------------------------ co s  u

^ 2  2
a’ valót a’ valóval a’ képzetest a’ képzetessel egyenlösitvén



a
sin u 2 cos u 2

és ebből összeadás, és kivonás álta l;
a bev = - ^  4 --------- 67)

sin u  cos u

------- ^  68)
sm  u cos u

e’ két egyenletet sz o ro zv án :
1,*

í • a 3sin u'“ cos u'®
v a g y :

sin u* cos u* = ; a* cos u* — b* sin u® 69)
hogy  ebből u - t  ta láljuk , helyeltezzünk ; 1 — sin u* =  cos u* 

sin u^ — ( l  a® b*) sin u® =  — a® 
és a’ második fokú egyenletek  szabálya sz e r in t:

1 a* Vi* 1
sinu=í = ----------+ a 2  +  b 2 ) 2 - 4 a *  70)

a ’ kettős je g y n é l fogva két é rtéket kapunk , de érvényes csak az
egyik  le h e t, tehát meg kell határoznunk , a ’ két jeg y  közöl mellyik 
legyen  választandó. E rre  pedig igen jó l szolgál azon körü lm ény 
hogy cos u* szükségképpen állitó. K eressük tehát 6 9 )-b ö l cos u*. 
H elyeltezzünk ezen czélra 6 9 )-b e  1 — cos u* e ’ he lyett: sin  u® 

cos u* — (1 —  a® +  b*) cos u* =  b*
te h á t:

1  _____ _____________
cosu®— ---------------— a* — b*)*-t-4 b*

mivel cos u * > 0  csak a ’ felső je lt lehet h aszná ln i, te h á t:
1

c o s u * = 1 _  a3 —  b* +  1 /  (1 -  a* -  b"*)* +  4 b ‘-í|2
ebből keresvén  sin u* mivel sin u* =  1— cos u*

1
sin u® =  - ^  1 1 +  a® +  b* — 

mivel p e d ig :
(1 -  a* — b )̂=2 ^  4 1,3 =  (1 +  â  +■ b*)* — 4 a*

le e n d :

sin  u* =  ^  f  1 +  a* -I- b* -  K ( T + ^ a *  +  71)



az az 70)-ben  ezen esetben az alsó jegy  az érvényes. Legyen rö 
vidség o k á é r t:

A =  sin u 
B =  cos u

az az :

A = — -̂----  / l + - a * + - b *  — 1 - f - a*4- b*; * — 4 a*
K 2 1/ ________________ 72)

- a * - b *  +  l / ' ( T ^ a ' ^ ^ V ^ 4 ' b í

mivel A és B ism eretes m ennyiségek, ii is ism ere te s , 
u =  arc  sin A +  2 k n: 

hol k minden egész állitó szám otjelenthet.
6 7 ) és 6 8 )-b ó l találtatik v ,

V — log r — ~ —  H--------1  =  log
V sin 11 cos u ^  ' - A  a ^

következésképpen:
A rc sin C(a +  b =  2 k w +  arc sin A

- f K - i i o g ( x  ■^t )
a ’ legegyszerűbb eset ha k = 0 ,  melJy egyszersm ind minden 
sín ((a 4 - b |/~ — l) ) -h o z  tartozó ívek között a’ le g k ise b b , ekkor 
a ’ kettős zárjel többé nem használható:

arc sin (a +  b \/~~í) =  arc sin A  + 1 /”— 1 log ( t  + t )  74)

Ha tekintetbe vesszük hogy 2 k  sr olly ivet je le n t ,  m ellynek cosin 
=  1 leend :
arc sin ((a  +  b j / ”— 1)) =  arc sin (a +  b 1/"— 1) 4" arc cos (C l)) 

=  arc sin (a 4 - b [ / “— !)  H -arc sin ((0 ))  75 ) 
V izsgáljuk most e’ k ifejezést

arc cos ((a  +  b [ /^ — 1 )) 76)
L egyen  ennek egy  értéke u +  v [/^— í , leend :

are  cos ((a +  b [/■— 1)) =  u 4~ v [A — 1 77)

a 4 -  b l/~ — 1 — cos (u -h  vf/^—1)

e v + e - '^  _ . e ^ - e - ^
= ------------------c o su  — ]/  — I s i n u ------------------- ‘ öj

2 2
és e b b ő l:



—  69 —  

ev  +  e ” '' a
2 cos u 2 sin u

-------------- e - ^  =  — ^— h — 79)
V cos u sin u  cos u sin u

és  szo rzás állal :
a* b*

1 =
cos 11* sin u*

az a z :
sin n* —  ( 1  —  a^ —  b*) sin u* =  b* 

ebből mivel sin u* szükségképpen állitó :

s i n u * = ------------------- —  b ^ )-f-4 b *

és m iv e l;
(1 _  a2 —  b í)í +  4 b" =  C 1 +  a* +  b")" -  4 a"

az a z ;
cos u =  A 
sín u =  B

hol A, és B Ugyanazt jelentik  mit fölebb. —  T eh á t: 
u =  a rc  cos A i  2 k ;r

és 7 9 ) szerint

V cos u  sm  u  ^  A “
következésképpen 77 ) u tá n ;

arc  cos (Ca +  b =  r t  2 k +  arc cos A

+  K - 1  i « g ( T - Í - )
ha 2 k jr k ihagyatik , a’ sok arc cos (Ca b [ /" — l) ) -h e z  tartozó 
ívek  közöl a’ legkisebb je leltetik , tehát

a rc  cos (a +  b j / ^ l )  =  a rc  cos A + [ / " — 1 Jog 81)

Hogy a ’ veló m ennyiségeknél álló egyenletet

arc sin x +  arc  cos x  =  - ^  - 8 2 )

képzetesekre nézve is állandósíthassuk, szükséges hogy a’ k ife je-

80)



a b
zéseket A, B, és -^ le g e g y sz e rű b b  alakra hozzuk, hol két ese

tet m egkülönböztetünk t, i. a < l  és a > l .
Legyen ezen czélra  b =  0 leend 72)-bö l

* =
ha itt a < l  szükségképpen

=  1 -  a"
és ekkor 72)

A  =  a ;  B =  l/~l — a" 
ha pedig a 1, szükségképpen :

1/(1 — á y  == l/"Ca* — 1 )* =  aí —1 
m ert másképpen A képzetes leendne mi nem lehet m ert a’ való szög
nek u függvénye, —  ekkor

A =  1 ;B  =  0 
első esetben tehát, mivel b =  0 ,  leen d :

a b—  = 1 ;— = 0

második ese tb en :

0
mivel -Q* különbféle a’ föladás term észetéből folyó érték ek k e l b ir

hat, meg kell határoznunk m ellyik legyen  ezen érték  a’ je len  esetben .

Tudva van hogy olly tö r tn e k , m elly alak alatt je lenik

m eg igazi értéké t m egtudjuk: ha a’ számlálónak e lső , a’ nullával 
nem  egyenlő differentialis quotiensét elosztjuk a’ nevezőnek első 
a’ nullától különböző differentialis quotiensével. E zen  átalános sza
bály t itt is lehetne használn i; róvidebb azonban e’ következő m ó d :

b" 2 b"

és a’ nevezőt rationalissá csinálva'n és tekintetbe v év én , hogy két 
m ennyiség összegének és kü lönbségének szorzata m indég egyenlő 
a ’ két mennyiség négyszögeinek különbségével, az az :

(P +  q) C p-q ) =  p' -  q"
le e n d :



_  l /X T -^ ^ ^ -^ b V + T b ^ — (1  — a" — b") 
B'“ “  2

tehát ha b =  0 és a >  1
b3 — 1 — (1 — a")

következésképpen :

=  a'

A =  a 
a

— 1 f ha b =  0 83)

I
- =  0

A 

b 
B

A =  1

X  ^  ® l  ha b =  0 84)

b

és ezen utóbbi esetben 7 4 )-b ö l következik
arc sin a == arc sin Cl) +  1 /  — 1 log ( a  +  l / ”a*— l)  

v ag y is :

arc sin a =  +  [/~— i  log (a  +  l / a ^  — l )

miből lá t ju k , hogy az analysis ha képtelen kérdést teszünk  mindég 
hasonló feleletet á d ; mivel föltettük hogy a > l ,  illyen sinus pedig 
nem  létez, tehát szükségképpen képzetes ivet adott az utolsó egyen
let. —  Ugyanazon föltételek alatt 8 1 )-b ő l:

a rc  cos a =  — 1 log ( a  — l/a®  — l )  86 )
8 5 ) és 8 6 ) összeadásából;

arc sin a +  arc cos a = 87)

tehát 8 2 )  akkor is áll ha x > l .
Ha 7 2 )-b e n  teszszük a =  0 ,  leend A =  0 ;  B =  1 , tehát 

a 0 
A  “  0 

ennek m eghatározására v ag y o n :



— 72 —

2 a*
A"* 1 +  a' + b "  -  l / ( l + a ^ + b y —

a’ nevezőt rationalissá csinálván

=  - y ( l  -H +  K ö ^ a '^ + P T '^ ^ O
te h á t , m iv e l: a = 0

a“ 2TT =  1 +  b̂

8 8)

a , --------------
X = ^ ^ 1  +  I>“

következésképpen 74) és 81 ) s z e r in t:

arc sin Cb [ / ^ l )  == 1/"— 1 log (b +  L /”H - b *

arc cos (b l / ”— 1) =  “^  +  l / " — 1 log ( l / T í n T *  — b )

e’ két egyenlet összeadásábó l:

arc  sin (b [ A - 1 )  +  arc cos (b [ /"— !)  =  89)

m e rt:

[ / '- l  Jlog Cb + l / T + “ b D  -h  Jog ( K r ^ p ”)

=  1 / — í Jog Ch* — (1 "í~ b*3)
=  l / ~ - l  log 1 
=  0

következésképpen 82) akkor is áll, ha x  képzetes Ha ezt használni 
akartuk volna midőn 7 6 )-o t k e re s tü k , az 'o ttan i hosszas számolás 
helyett, azonban nem te ljes következetességgel, mindjárt mond
hattuk volna 89) szerin t

arc cos (a +  b [/'— !)  —  a rc s in  Ca +  [ /" — 1) 90)

15. §.

Ha az eddig nyert eredm ényeket á ttek in tjük , észrevesszük  
hogy föladásunknak: megvizsgálni i.i. milly változásokon mennek ke
resztül a' különbféle függvények ha változójok képzetes értéket kap , 
teljesen megfeleltünk m ert, a’ mondottak szerin t a ’ függvényeknek:

X
X ±  y, xy, Y , x” , a=‘ , log x, sin x , cos x



arc sin  x, arc cos x , 
nem csak értékűket tudjuk ha változójuk képzetes, hanem ha tekintetbe 
vesszük: hogrj olly egyenletben hol mind a' két rész, vagy csak az egyik 
sokértelmü az egyenlőségnek jele mindég csak annyit jelent: hogy az 
egyik résznek valamellyik értéke egyenlő a' másik résznek valamellyik 
értékécel;  — még azt is állithatjuk , hogy a' vizsgált függvények
re nézve , ha képzetesek is , ugyanazon viszonyok, szabályok és 
formulák érvényesek, mellyek e’ függvényeknek ha valók természe- 
töket képezik, és használatukat módositják. Sőt több egyenlet ál
tal p. 0.

^   ̂ =  cós X -f- \/~— 1 sin X

lóg Ca -+- b l/~— 1) =  ■4“ Ca’ +  b*3 arc tan g  —

olly viszonyokra akadtunk , m ellyek látszólag idegen függvényeknek 
összefüggését tanúsítják, ollyanok p. o. az exponentialis és tr ig o n o - 
m etricus, a’ logarithmicus és trigonom etricus függvények, és 13 § ,
5 5 ) és 61) szerin t a’hatvány és az exponentialis függvény, úgy hogy 
a’ képzetes m ennyiségek úgyszólván révek  az egyik függvény ha
tá rábó l a’ másikba.

Minekelőtte integrálokhoz átmennénk, még ném elly átalános 
észrevéte leket és adalékokat akarunk adni.

A zt kérdezhetné v a lak i: hogy ha mi a ’ kéltagúak alakzatjá
nak érvényességét megmutattuk azon ese tre  ha a’ kéttagú képzetes, 
m ért nem mutatjuk meg azon esetre  ha a ’ kitevő képzetes ?

Azonkívül hogy arra  utalunk, mit 14. § -ban A w ó l  mondot
tunk, á llítju k : hogy a'kéttagúak alakzatját képzetes kitevő esetében 
bebizonyítani nem szükséges ; azon egyszezü o k b ó l, m ert az alakzat 
ezen esetben analyticai defmitiója a’ képzetes m ennyiségnek: l / ^ l .  
N ert ha szóval kiakarjuk mondani ezen analyticai je lképet

Cl -f- a)*'“ ‘
azt nem tehetjük máskép m in t: .,(1 az-, a' mi a' binomi
ális formulából ered, vagy az mibe a'binomiális formula átmegy ha 
benne a’ kitevő helyett, \/~— \ helyettesittetik. Ezután pedig a’ binomi
ális formula érvényességét megmutatni, „circulus“ volna.

N ém ellykor a’ képzetes m ennyiségek csak látszólag jelennek 
tm eg szám olásinkban, és egyedül a’ kifejezések alakjai által fö lté - 
cleztetnek  p. o.

cos X -- -------------------------------------------2
minekelőtte tehát a’ j/^ — 1 -n ek  m egjelenéséből számolásinkban va
lamit következtetnénk , jó l meg kell vizsgálnunk valljon nem le -



h e t-e  a’ képzetest eltávolítani. —  Világos példa e r re  Cardan-mV 
formulája. A’ harmadik fokú egyenletek föloldásánál előfordult egy 
eset m ellyet egykor „casus irreducibilis“-n ek  mondottak. Most az 
em lített formula által mi ezen esetet könnyen föloldjuk. A ’ formula 
képzetes, de csak látszólag.

Ámbár a’ m ennyiséget: \ / ~ 'i semmiféle szám által kifejezni 
nem tudjuk, képzetes hatványai még is való számokban kifejezhetök.

Legyen 14. §. 58)
1  ̂ b 

log (a +  b i / " - 1 )  =  - Y  log Ca  ̂+  b") +  1 arc tg —

ha itt 

m iv e l;

leend :

a=0 b=l
1 ^

arc tg-Q - =  arc tg Qo -■ ~2

iT l/"—1
log 1 / - 1  =  — ^—  

log [/*— 1 n
\ / -i  2 

és a ’ logarithmok tulajdonságánál fogva :

- y lo g j^ d / " — 1 ) . ^ ^  = l o g

te h á t:

(| /"-i)"7 = r=  1)
mivel ped ig :

c K - i ) ^ ' =  =  ( K - i ) - " - *
tehát:

(1/ ^ - 1 ) -  •'-i

J- ^és 0 “ T ^  soroknak alakjában k ife jezhetök , te h á t :



az az ;

^ —  4- — í ! ------ 1----------------
1 .2 . 1 . 2 . 4  1 .2 - 3 .8  1 .2 .-3 .4 .1 6

^3 ^4

1 . 2  1 . 2 . 4  1 .2 .3 .8  1 .2 .3 .4 .1 6

( t / : - 1)7^1 =  4-18049

=  0 -2 0 7 8 7 9 .........

és ez csak egyik értéke (Cl/~— l))* '“ i- n e k , m ert arc tg  oo nem 

csak =  - ^ h a n e m  =  2r/T-4- ~  is, — és ugyanez áll C( l / — 1 ) ) 1-  

ró l is.

E zen  eredm ényekről kételkedni le h e tn e , m ert a’ formulát 
14. §. 58D tulajdonképpen csak két esetben h a t . i . a O o  nem pe
dig ha a = o  állandósítottuk. Azonban ugyanezen eredm ényekhez 
ju tunk h az átalánosabb , és szigorúan alapított formulában;

px 1/ ”—1 , , ^ A ■c  " — cos X -f- ( / — 1 sin X
7t

te szü n k ; x =  , te h á t:

1 / - - 1

^   ̂ ’sa’t.

ú g y  hogy ez által nem csak eredm ényeink igazolva vannak , h a
nem az idézett formula azon ese tre  is ha a = 0  állandósítva vagyon.

H ogy [/■— 1 az egész számok közé nem tartozhatik  abból 
k itetszik hogy CCl/~—13 )'^“ ^-nek sok értéke vagyon: m ert mint a’ 
maga helyén  m ondottuk, egész hatványnak csak egy értéke lehet.

Azok által, miket a' legnevezetesh függvényekről mondottunk 
vonatkozólag azon esetre, ha változójuk képzetes, meghatároztatik 
ezen függvényeknek az emlitett esetlen analyticai értelmök.

A ’ mi a’ mértani értelm et illeti, most már bővebben kifejez
hetjük azon  eszm ét melJyct a ’ 3. § -ban  az oldalagi mennyiségről 
emlilettünk.
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Legyen mint 3. § -ban

X

X 'X  az abscissák' és YY' az e r r e  függőleges ordinálák te n g e ly e , 
és a ’ pontnak k abscissája x, ordinata'ja y, k-nak fekvése m eg lesz 
határozva e ’ két egyenlet által

íx —-a

íy=t
hol a és b számokban k ifejezve gondoltainak. Húzzunk most 0 -tó l 
k -h o z  egy egyenes vonalt 0 k = r ,  a’ szögöt xOk ^ - n e k  nevezzük, 
leend

x = r  cos cp 
y = r  szn cp

ha most | / ^ — 1-nek  m egadjuk a’ 3. § -b an  emlitett tulajdonságát, 
t. i. hogy a’ távolság vagy vonalok egységét je lenti balra Cannak 
baljára t. I. ki O-ból az állitó x  irányában n éz ) , úgy  az előbbi két 
egyenlet értelm ét új és eg y  egyenlet által ki lehet fejezni, és általa 
k fekvését m eghatározni, és leend  :

k j r  (cos i p - h l / '— l  sin ^ )

Ha azon relaliót melly k -nak  fekvését m eghatározza egy  betűvel 
p. 0, z je leljük , le e n d :

z = r  Ccos cp -t- l/~— 1 sin y ) ; y = x  0 k



—  l i 

és mivel illy kifejezést m indég ké t ré sz re  oszolva lehet gondoln i, 
a ’ valóra r  cos (/) =  « és \/̂ — \ szorzó jára r  sin y  =  le 
end még ;

z =  CC-+- ^ \ / — 1 =  r  (cos cp -1- 1 / ”— 1 sin 
hol ism eretes okoknál fogva ;

r  =  1/ « *  - 1-  /S*
Ha Ok a’ vonalok vagy távolság egységének vételik , leend ; 

1 =  -H az az :
k =  cos rp - t -  sin (p; modulus =  1;

ha k helyett egym ásután vesszük k 'k " k '" a z  útolsó egyenlet, egé
szen egyetértö leg  1 -n e k  adott értelméből átm egy ezekbe :

jj/ ^z' =  cos cp̂  — [,/"—1  sin (p̂  \ cpi — X 0 k '

|j/i|^z" =  — cos (f j  — l/~— 1 sin ; (p̂  — xO  k "

— cos (/>3 -f- ' /  — 1  sin (p̂ -, ^3 =  x O k ' "

ill sin f ,  szám szerinli é rték éb en , mindég állitónak v é te tik , tehát 
nem trigom etricus, az az negyedlől (Ú-uabrant) határozó érte lem 
ben. —  Mivel az utolsó n égy  egyenletben a’ modulus m indenütt 
=  1 , tehát

Ok =  Ok' =  Ok'' =  Ok'"
Ha k "  átmegy K -ba, cp̂  m egm aradván ugyan az , z "  átmenend Z - 
be, és ha OK =  R , leend

Z — a‘ +  [Z'—1 =  — R (cos cp̂  -f- [/'—i sin cp̂ )
R =

Ha pedig OK m egm aradván változik , és cp' lesz : z álmenend 
Z '-b e  ;

Z ' =  « "  -}- l / " — 1 =  —  R (cos cp' -1- 1 / — 1 sin cp'̂
R =

’s a’ t.
A ’ 10. §. 11. §. és 12. §. segítségével minden illy  alakú 

ogyenletkek
X” ¿ 1 — 0

gyökeit tudjuk föltalálni. Ha ezen egyenletnek x ” -f- 1 =  0 gyö
keit Xj Xj X3 . . . . Xra -n ek  hijuk leend :

X™ - h  1 =  (X—Vj) (X— Xj) (X —X3) . . . .  (X —Xm) 
ha Xi, Xj . . . helyett az é rtékeket 12. §. 8)  és 9 )-b ö l ir ju k , egy
szersm ind két egym ás m ellett álló érléket sz o rz u n k , észrevévén ; 
hogy átalánosan ;



r  2 p -+ -  1 2 í> -h  1I X — cos —-------,-T — 1 —1 sin-----------7T I
m m J

í  2(1  +  1 , . . 2 ( ) - M  ' iI X — c o s -------------7T +  L/—1 sm —^----------  7T Im m J
f  2  () +  l  Y  r ,  / -  .  ■ 2  () +  l

s » 2 ( .+  l=  x‘ — 2 X cos--------- -T+ 1m
leend, m páros:

x^-\- 1 =  ( y ~  2 xcos —  i j  —  2 xcos ~  +  1 ^ ___

. . . .  2 x c o s ~ j ^ ^ + l ^

ha pedig m páratlan:

x® +  1 =  ^ x  +  1 ^  ^x® —  2 X cos - ^  +  1 J

— 2 X cos ^  +  0  ( -  —  2 x c o s  — —̂ ^ + 1 ^

X

ha X helyeit teszünk — , és mind a’ két részt a”-rael szorozzuk,
le e n d :
Aa m páros

x“+ a “ =  ̂ x’ —2axcos— ^x’ —2axcos^+a*^„. 3)

( m — 1
x2 —  2 a X n +  \

ha pedig m páratlan

X”  +  a”  =  ^ x  +  a ^  ^ x *  — 2 a X cos - ^  +  a^^

^ a "  —  2 a x c o s ^  +  a*^ .... ^ x *  —  2 a x c o s ^ ’^ j ^ . T + a * ^  4 )

E gészen  hasonló az elja'rás ha az egyenlet volna x*" —  1 =  0. 
Ha a’ gyökök  Xj x^ . .  . Xm, ezeknek értéköket 11. § . 1 1 ) és 1 3 ) -  
ban találjuk, és ha a’ következő egyenletben helyettesítjük, e g y 
szersmind két csak jegyben  különböző értéket egym ással szerzünk 
észrevévén  h o g y ;



2qt  ̂ ^ 2 Qn
_  cos— —  - t / - - 1 s.n — — J  (^x -  c o s—m

2Qrr
+  l / - - l s m — -

n J
2 q

c* —  2 X cos —  -T - h  1 in

vég re  X helyett te szü n k : — , és mind a’ két rész t szorozzuk a™- 

m e l; ta lá lunk , ha m •páros:

X™ —  a” =  ( x ^  — a^^  (^x* —

4 ;T
(^x^ — 2 a X cos —  +  a í ^ . . —

2 a X  cos 

2 a X cos

m 

m—2
ra

+  a -)

<z +  t ' )  5 )

ha pedig m páratlan:

X® —  a" — ^ jí  —  a ^  ( x ^  — 2 a X cos — \- a* ^

( 4  71 ™---1
x^ — 2 a X COS —  +  a^ l . .  I x —  2 a x  cos ^  —^ - f - a

A z egyenleteknek 3 ) 4 ) 5) és 6) m értani értelm ezését Cotes 1716. 
találta fö l,  és ezé rt a’ következő  tétel „Coíes tételének-' neveztetik:

') 6)



Ha egy Itórszélt egy bizonyos pontból M indulván 2m egyforma 
részre osztunk, ezen ponton M keresztül egy átmérőt huzunk és tetszés 
szerint meghosszabbítjuk, továbbá ezen átmérőn vagy annak meghosz- 
szabbitásán egy pontot 0 tetszés szerint választunk, és ezen pontból a' 
körszélnek valamennyi osztáspontjaihoz egyenes vonalakat huzunk, 
végre a körnek központját C~nek nevezzük: ekkor a' páros számú, 0 -  
bóí huzott vonaloknak szorzata:

OM. OM̂ . OM4. OMg____ =  CM'" —  CO- 7)
ha a' pont 0 a' körszélen b e lü l  fekszik, és

— CO“ — CM"> 8)
ha 0 a’ kör szélen k í v ü l  fekszik; a'páratlan számú vonaloknak szor
zata pedig mind a' két esetben:

=  CO” -h  CM- 9)
Ha CO =  X és CM =  a , 8)  és 9D le e n d :

=  x™ ^  a""
7) pedig

=  —  Cx“ —  a”) 
és most már 3), 4), 5 ) és 6) -b ó l a’ különbféle vonalokat, az az

i  (x” i  a")
-n e k  gyökeit föl lehet találni.

Egyébiránt ezen tételnek megmutatása egy rész rő l nem eg é
szen ide tartozik, más rész rő l olly könnyű az előbbiek seg ítség é
vel, hogy ezennel m ellőzzük. Idézni azonban mégis akartuk  m ert
belőle kitetszik milly átalánosságnak örvend a ’ k épzetes m ennyi
ségekkel való szám olás, úgym int a’ melly a’ gyököket közvetlen és 
minden esetben használható formulák által a d ja , m ég a’ m értani 
constructio, nagy technicai nehézséggel ábrázolható , a' gyököknek 
csak kettőnkénti szorzatát adja, és az egyes eseteket különösen tá r
gyalni kéntelen. A’ gyököknek kettőnként! szorzata term észetesen 
való , m ert két összerendelt tényezőből e r e d , a’ honnan k ite tsz ik : 
hogy  Cotes’ tétele csak való m ennyiségekre vonatkozik.

16. §.

Némi jo g g a l kérdezhetné va lak i: mivel mi eddig  a’ kü lönb
féle függvények tulajdonsa'gait, úgym int

yiij ■ -̂5̂ y)**'
a*, a'' =  a* +  > 
log Cx y) =  log X log y 

sin (x -i- y )  =  sin x cos y  - |-  sin y cos x 
azon esetre állandósitottuk, ha változójok képzetes, m ért nem tesz-



szűk ugyanezt a’ sük differentialis formuliikra nézve is ,  hanem mel
lőzvén  ezeket átm együnk a’ m eghatározott in teg rálokra?  — E rre  
egyszerű  feleletünk csak az : ha víilamelly függvényben a’ változó 
eg y  vagy több változhatlanokkal (constante) össze vagyon kötve , 
ezen utóbbiakra a’ d ifferentialis számolásnak semmi befolyása nincs; 
l / ”— 1 pedig éppen mint illyen változhatlan tekinthető, valamint te 
hát a’ többi váitozhatlanok, úgy  \/̂ — 1 is a’ differentialis calculus- 
ban, csak előszámnak (coefficient) szerepét viseli. —  íg y  p. o. ha 
a egy változhatlan :

d. a =  m a x ” - i  d x
és ha a

d. X"". [/^— l =  m l/~— L  x™-* dx 
és így  a ’ többi függvényrk  differenliatiojánál is. A ’ mit a ’ differen
tialis formulákról m ondunk, azt az átalános, vagyis határozatlan 
in iregalokró l is lehel m ondani, m ert az intregatio átalánosan nem 
más mint a’ differenlialionak ellentétje. Máskép vagyon azonban a' 
dolog a’ meghatározott integrálokkal. Mivel sok föladások határo
zo tt in teg rálokra  veze tn ek , a’ legnagyobb malhemalicusok avval 
fo g la lk o z tak , hogy  azoknak érték é i föltalálják. E ’ czélra  számos 
és igen  elm ésen kigondolt tételekkel b iru n k , m ellyeket többeken 
kívül E u le r, Laplace és L egendre-nak  köszönhetünk. De a’ nyert 
in teg rá lo k  közölt legtöbben föltaláltattak az inductionak egy neme 
á l ta l , m elly az átm eneten a ’ valóról a ’ képzetesre alapszik. Ezen 
átm enet ném ellykor m eglepőieg gyorsan vezet a ’ kívánt czélhoz, 
mindazonáltal éppen ezen átm enet az egész elm életnek és eljárás
nak leggyengébb r é s z e , úgy hogy eredm ényei mindég különös 
bebizonyítást igényelnek. Hogy e ’ nehézség eltávoliltassék, szük
séges, hogy az átmenet a’ való ró l a’ képzetesre analyticai szigorú 
alapokra fek tessék , mi által nem csak eredm ényei m inden előfor
dulható esőiben igazolva legyenek , hanem mint látni fogjuk, az in - 
tegrationak  egy új e szk ö z e , ’s új viszonyok’ nevezetes so ra  ta 
lállatik.

Legyen f  Cy) eyy függvénye y -nak , és y maga két más vál
tozónak X és z függvénye. Az integrálnak

i f Cy) dy

differentialis-előszám a (bifferentiaí {úeffijient) x - re  nézve leend

<iy
f  Cy) dx

és ugyanazon in tegrálnak differentialis előszáma z - r e  n é z v e :

7l7



A’ másodrentli't differontialis eloszám mind a’ két változóra nézve 
le e n d :

d r  , d y ■

v a g y ;

az a z :

dz

Ezen egyenlet helyessége kitetszik valóságos differentialió

^  / ' e  r  \   ̂ I n,- *̂ y
dz ( f í y ) í ) = f ^ y ^ d r 4 + ^ ^ ( y ^ d z  dx

n .  ̂ , o,. . dy dy

2)

¿ ( ' w s )  =  ' w i a + ' ' w £ í  3,
Av egyenlet 1) érvényes, y bárm illy függvénye legyen  x  és z-nek , 
érvényes tehát akkor i s ,h a  y helyett olly fügyényt helyeltesitünk, 
m elly  részin t való , részin t képzetes. Ha tehát u és v két tetszésre 
választott való függvénye x  és z -n e k  m indég lehet helyettesítni

y =  u +  v — 1 4 )
és tehá t:

f  (y) =  f  Cu +  v (/■— 1 5 )
Legyen továbbá

f (u +  V l / " - ! )  =  U -f- Y l , / " - 1 6)
le e n d :

te h á t :

dx dx ^ dx

dz dz ^  dz

dy /^ d u  dv

7)

dv /" d u  ^  d v x
f W  d í =  ( 7 S + l ^ - '

dv /^ d u  ^  dv \
Í - ( - d í + K - i ^ ) ( ü  +  v K - 1)

sz o ro z v án ;



ha a’ való tagokat rövidség okáért egy betűvel, és | / ^ l - n e k e l ő -  
s?ámait is egy betűvel je le l jü k , úgy h o g y :

du dv
'■ =  ' ' d í - ' ' 7 5

B =  u í ^ + v í ! -dx dx
10)

az egyenlet 1) átmenetid a’ k ö vetkezőbe:
dP , d R , ^  dO dS ^

m elly  kettőre oszlik:

dz dx 

dR
dz dx

12)

E nnek  helyessegéröl is valóságos differentiatio által meg lehet 
győző d n i, m e rt:

d ^  _  d^u , ^  ^  „  d^v dv dv
da dx dz dx dz dx dz ~  dx dz 

dO  ^  d^u du du _  d \  dv dv
13)

dx dz dx dz dx dz dx dz dx 

Ha p ed ig :
y  =  u  —  V [/ '~ í  14)

11) helyett ta láltunk  volna:
dP dR , ^   ̂ dO dS , ^  
dz dz  ̂ “  dx ~  dx

világos hogy ez által 12) semmi változást nem szenved. — E' két 
egyenleten ( i2 )  alapszik az átmenetnek a' valóról a' képzetesre egész 
elmélete.

Szorozzuk az em litett két egyenlete  dx d z - v e l , leend ; eg y 
szersmind az integratiot je le n tv é n :



itt mindég lehet egy in tegratio t elvégezni. Legyenek az integratio  
határai x ', x " , z ', z" , és éljünk Fonrier je le lési m ódjával, melly 
sz e r in t:

A dx

17)
dz

i í
annyit te sz ; hogy a’ határozott integrál J " a  dx vétessék  x = x '  és

x —x“  határok között, — nevezzük vég re  V“ , P ', R ", R '-n ek  P és 
R értékeit z" és z '- re  n é z v e , és Q", Q', S ", S '-nek  0  és S értékeit 
x "  és x '- r e  n éz v e ; leen d :

J p "  dx — J p '  dx =  J o ' '  dz -  J o '  dz

J r "  dx -  J r '  dx =  j s "  dz -  J s '

c ’ két egyenlet, melly fölteszi hogy P, 0 ,  R» S az in teg ra tio  hatá
ra i között m indég meghatározott értéket kapjanak, egybe is fog
lalható ; t. i.

J ( P "  +  R^' K — 1) dx — J c P '  +  R ' K - 1 )  dx  =

=  f c O " + S " K - l )d z  -  f (0 ' +  S' 1 / - 1 )  dz

Tegyük nagyobb egyszerűség  k ed v é é rt:
x ' =  0 ,  x "  =  X ,  ¿ ‘ = 0 ,  z "  =  z 19)

és legyen ezen esetben :
P ' =  p, 0 '  =  q, R ' == r, S ' =  s 20)

17C-böl leend ;

f p  dx — fp  dx =  f o  dz —  fq dz 
t/o t/o ^0  v o

18)



f l l í l x  — f r  (Íz =  fs  dz — f s  (Íz 21)
O Q O q t/0 U q

M inekelőtte m ulatnék : hogyan kellend ezen egyenleteket használ
ni , v isszatérünk é sz re v é te lü n k re , m ellyszerint föltétetik hogy P ,
0 ,  R, S, az integratio  h a lára i k ö zö tt, m indég határozott értékűek 
legyenek . Ha P, Q, R, S, bizonyos meghatározott értéket nem kap
nának, kényünktől nem függne; mellyik intregatiot végezzük előbb
1 6 )-b a n , m eri ezen esetben

J J Z dx dz

más értéket kaphat ha előbb z és ezután x -re  nézve, vagy előbb x  és 
ezután z-re nézve végezzük az integratiot, következésképpen 17) 
alatt lévő egyenleteink helyességérő l nem lehelnénk m eggyőződve.

N ézzük már hogyan lehessen a’ 21 ) használni.
L e g y e n :

u = x  v = z  
f C x ± z  =  ü  ±  V 1/^— 1

dx ”  dz ~  dx d i” ^

P = U , 0 = — V, R==v, S = U  
továbbá ha te ssz ü k :

f  (X )  =  n , f  C ±  z  ! / ■ - ! )  =  M ±  N [/ ~ -i
ta lá lu n k :

p = n ,  q = —N, r - 0  s= M  
következésképpen 2 1 ) -b ö l :

JU dx — f n  dx =  — Í n  dz -I- f  V dz
0 0 ^ 0  ^ 0

í v  dx =  f ű  dz -  fM  dz 
t/ 0 0 *^0

és e’ két egyenletet egybefog lalván :

J f  Cx -H  z t / " - ! )  dx — J f  Cx) dx =  [/~— 1

l'f ( x - í - z l / " — l ) d z — J*f(zl/̂ l)dz|

Ezek Után könyü leend ezen elm életet más példákban is gyakorla
tilag használni.



17. §.

Hogy a’ képzetes m ennyiségek különös tekintetet igényelnek 
nem csak kettős de egyes határozott integráloknál i s , és nem csak 
ha a’ függvényben , hanem akkor i s , ha az integratio  határaiban 
előfordulnak a’ kővetkezőkből láthatjuk.

Legyen, a’ L aplace-ró l nevezett in tegrál

J,0 e  dx =  2

X itt tetszésszerinti, tehát helyette  tehetünk x  j / a ,  mivel a’ határok 
ugyanazok m aradnak, le e n d :

J o  e  dx =  2 2)

mivel a egészen te tszésszerin t választható, tehetjük
a =  — 1

ez által x -bő l leend x \/'— i , és x * -b ő l: — x* ; ha a ’ határokat 
k e re ssü k : találunk : mivel ha

X =  0 ;  leend x  \/~— \ =  0 
X =  oo , „ X [ / ^ l  =  ao

,00 y~i
1

,  e * ’  dx -
és ez tökéletesen helyes. De ha itt a’ határokat nem  változtattuk  
v o ln a : leendett 2 )-bő l

J
a’ mi szem beszökőleg h am is , m ert m indenesetre;

i 0 dx =  oo 5)

M indazonáltal átalános szabálynak koránt sem lehet v e n n i, hogy 
valahányszor oo átm egy oo 1 -be  annyiszor az eredm ények 
csak akkor helyesek ha ezen  utóbbi határul vétetik. M ert mindjárt 
meg fogunk győződni hogy 2)

J o  6 “ "̂  dx =  T  [ / —  -

ugyanazon határok között véve h e ly e s , ha



a =  !/■—1 6)
ámbár lálluk hogy hamis eredményt adóit, ha a’ határok megha
gyatván :

a =  -  1 7)
Helyettesitsiik 6)-ot 2)-be, meghagyván a’ határokat; leend ;

1 , /--------------- 1 ^— —7t [/■— 1 =  \/^j Moivre szerint

1 í --------------í------------- 1
“  2 i— — H -------  I /”— 1 í( l / '2 ^ V ^2 * )

||^2 +  K 2

dx = T 1 /T l í  c+ 1 — l/"—II

; cos X* — \/~—i sin X*

8)

-------- . . .  C + 1 - K - - 1 )
mivel pedig 14. §. szerint;

e - ^ ' l ^ - 1  = ,

tehát:

9)

dxf  cos dx + {/~—i f  — sin X* 
fy 0 t/oi

= -^ ^ /‘2ir 1 +  1/^—1 | 10)

következésképpen:

f  cos x* dx = ----- 1 1 )u  0 4

J,‘30
sín x̂  dx = ------------------------------- ^ 1/^2  ̂12 )

0 4
ezen eredmények helyesek ha 9) helyes; tehát 9)-nek helyességét



m eg kell mulatnunk. Ez pedig annál jobban sikerülend mennél na
gyobb átalánosságnak örvend az eljárás mellyel e’ czélra élendünk: 

Ha egy filgvényben
f Cx +  ay)

a változhallan, de te tszésszerin t válaszlható és ezen függvénynek 
differentialéját vesszük x és y - ra  n é z v e , leend mint tudva v a n ;

df df

mind a’ két rész t dx  dy-nal szo ro zv án :

a ^  dx dy =  ^  dx d y , 14)

Legyenek az integratio  határai x ',  x " ,  y ',  y " ,  le e n d :

“ J , ,  J , .  í  dx dy =  j  dx dy 153

Ha föltesszük hogy f  Cy ay) ezen határok között m indég bizo
nyos határozott értékű m a ra d : ekkor egy integratiót ellehet vé
g ez n i; tehál:

a J * f  (x "  +  a y ) dy —  a ^ f  Cx' - h  a y3 dy =

J*f (x ay'O  dx — J'f Cx -f- ayO dx 16)

egy  egészen átalános, igen czélszerü  formula.
Legyen most m á r :

f(xD  =  ® - ^ . a ^ l / - - !  17)
1/^x

tehát

e -C x  +  y  [/■— o  
U x  +  y I / - - i = - 7 = = = ^  18)

V X +  y l /  — 1
ha te sszü k :

x ' =  y ' == 0 és x "  = y "  = oo 193
le e n d :

e _ x -  e - y  I / - - 1

V x“ +  Y l /  — 1



e -y  K -1

f ( x - h y " | / ’- l ) =  0 22 )

f ( x  +  y ' l / - - l )  =  23)
V  -T

em lékezetre méltó hogy 20) és 21 ) érvényes minden y - ra  nézve 
m elly 0 és oo közölt feksz ik , 22) és 23) pedig minden x - r e  néz
v e ,  m elly  ugyanazon határok között található.

Ha ezen értékeket 1 6 )-ba  helyettesítjük leend :

dx 24)
r e - ^

=  J . ít t
hogy ezen in tegrált

Oil/~ X

vagy  inkább értékét fö lta lá ljuk , írjunk Laplace’ integrájában 1) x
dx

h elyett: ¡ / x ,  tehát dx h e ly e tt : ^  le e n d ; a ’ határok ugyanazok 

m arad v án :

1 r e - ^  1

te h á t:
r^ Q -x

dx =  jr 25)
X

következésképpen:
J ”  p —y [/"— 1

dy =  K ^  26)
0 K y  1/  - 1

y  mint mondottuk m indent jelenthet, nullától végetlenig tehát lehet: 
y = x * ;  dy =  2x dx 

helyettesítvén  ez t 2 6 )-ba

------- d x = l / - ^  27)

2 [ / ‘- 1 - v e l  osztván:



K - r

ha szorzunk és 12. §. 1 0 )-b ö l értékét ir ju k ;

=  4 ^ 1 ^ 2 1 ;  (1 -  l ^ - l )  28)

az a z : fölebbi integrálunk 9), és tehát azok is 11) és 1 2 ) helyesek. 
E ’ szerin t itt azon különös körülm ényre akadunk hogy ugyanazon 
határok k ö z ö tt; az in te g rá l:

2̂

helyes ha
a =  1/*—1

és nem helyes ha
a =  — 1

az a z : a-nak  egy  való é rték ére  nézve m elly t. i. =  — 1 az in teg 
rál nem áll, ámbár egy Képzetes é r té k re  nézve melly t. i. =  t / — 1 
helyességét megmutattuk.

Ezen utóbbi esetben az integrálnak helyességét m egm utatni 
szükséges volt, m ert nem lehete tt tudni valljon fölvagyunk-e jo g o 
sítva az ílly helyettesítésre vagy nem. Megmutatásunk azonban az 
in tegrál helyességét csak azon egy különös esetre állandósíto tta , 
ha a =  [ /" — 1) az a’ kérdés támad tehát: valljon a-nak  egy másik 
képzetes értéke nem v ez e t-e  hamis eredm ényekre ? Ezen kérdésre 
a ’ következő tétellel fe le lü n k :

Az integrál

j: (“ )
a

érvényes ha a helyett teszünk h +  k [/~— i hol h és k való mennyi
ségek es h > 0  az az állitó.

Legyen tehát

f e - x M h  +  k K - i ) j ^ _ ^  29)
^ 0

hol A ism eretlen  függvénye h és k-nak.



X* itt tetszés sze rin t válasz tható , tehetünk tehát helyette 
x*a, és dx helyett: adx, le en d :

+  30)

de éppen olly  joggal tehetünk  x  h e ly e tt: a - t ,  és le e n d :

A 31)

hogy ez is = A  kitetszik abból, m ert A csak h és k -n ak  nem pedig 
x  vagy a-n ak  függvénye.

Ha e’ két in teg rált szorozzuk, le e n d :

J J . e -

itt az integratió t a szerin t e llehe t v é g e z n i; vegyük előbb a’ hatá
rozatlan  in te g rá lt:

J e - a * C h  k 1 / - - 1 )  (1 -(-X*) ^

g - a ^ h  +  k Í / - - 1 )  (H -x = * )

2 C h - f - k K - 1 )  Cl + x * j  
ha ez t határok közölt vesszük ta lá lu n k :

J  Ch -f. k t ^ -1 )  Cl +  x^) ^

1

33)

2 C h - f - k j / ' - l )  ( 1 - í-x * }  
és Íme ezen  eredm ény a z , m elly miatt kellett azon óvást tennünk 
hogy  h > 0  le g y e n ; m ert ha h < 0

g - a *  ( h - H k l / ' - l ) ( l + x * )

ha a = o o  nem le s z , m int követeltük
1 1 1 

e + a * C h  H - k a + x ^ )  =  =  ^  =  0

h anem ;

( —h +  k l / " - l )  (1 + x * )



lehclend legalább
1

0 - 0 0

vagy határozatlan értékű ; tehát szükségképpen h > 0 .

Ha a’ 34 )-ben  nyert eredm ényt d x -e l szorozzuk leend : 

dx

l 0 2 ( h - + - k  1 /“— 1) Cl 4 - x 'O
-A *

mivel itt h és k mint változhallanok az integratio’ jegye  elejébe 
írathatók:

J _______ f -
■ k i / — n  d o í

dx

2 ( h - i - k l / — 1) t ^ o l  +  x* 2 ( h 4 - k l / ‘— 1) 

|a r c  tg  oo — arc tg  o | =  A*

5T
m ivel pedig arc tg  oo =  és arc tg  0 = 0 ;

____________ ^
4 (h +  k K - i )

_____________________L \ /  ^ =  A
2 K h  -H k ( / “— 1 2 | /  h +  k [/■— 1

tehát 29)  sz e r in t:

h +  k i / ”— 1

és ez egy tökéletes jogszerűséggel és szigorúsággal n y e rt e red 
m ény , m ellyet hasonlólag találtunk volna ha (« )-b a  egyszerűn  he
lyettesítünk  vala

a =  h - F  k 1 / - 1 ,  h > 0  
következésképpen tételűnk tökéletesen  igazolva ’s állandósítva 
vagyon.

18. § .

Az eddig mondottakban foglaltatik  mind a z , mit a ’ képzetes 
m ennyiségek tu lajdonságairól, és értelm ükről a ’ m ennyiségtan a’ 
legújabb korig fölmutathat. Ha alkalmazásukat vagy használatukat 
akartuk volna egész kiterjedésben a d n i, a ’ félm ennyiségtani litte -  
ra tu rát kellett volna leírnunk.



Láttuk hogy a’ képzetes m ennyiségek mindenütt simulnak a’ 
valók szabályaihoz , és különös tekintetet csak 

log  X , arc sin x , és arc cos x 
valamint a’ határozott in tegráloknál is igényelnek; az előbbi három 
függvénynél, m ert sorokon alapulnak, m ellyek csak bizonyos föl
tételek alatt összetartanak, mint 52. lap. említettük, — az utóbbiak
nál m ert folytonosságukat ném ellykor elvesztik.

A’ képzetes m ennyiségeknek tulajdonságait az illetőleges h e 
lyeken  kiemeltük. Láttuk hogy azon tulajdonságot, m iszerint két 
egyen le tet egybefoglalhatnak más inconmensurabilis m ennyiségek 
is birják. Hasonlóképpen közösen birják a’ képzetesek a’ logarith - 
inokkal azon tu lajdonságot: hogy a’ műtételekel egygyel alább szá
ntják , valamint minden egyéb m ennyiségekkel a z t , hogy lehe tlen - 
séget jelképeznek. Könyen fog bárki esetekre akadn i, m e lly ek - 
ben egész, vagy tö rt, állitó vagy tagadó számok ’sat. lehetlenséget, 
az az a’ föladásnak képtelenségét jelentik. Hlyen eset p. o. ezen 
föladás : m ellyik azon kétjegyű itffttQ) szám m elly 3 -a l szo
rozva , ugyanazt a’ két szám ot de visszás rendben a d ja ,’s melly két 
szám jegynek összege =  9. az az :

30. a +  3. b 10. b - t-  a 
a - t-  b =  9 

ha b az ism ert szabályok szerin t k e re ste tik , le e n d :
29

a’ mi lehetlen, m ert b mint szám jegy nem lehet tört.
’tulajdonságai tehát a’ képzetes m ennyiségeknek;

а) hogy mig némelly egyes tulajdonságaikat más mennyiségek is 
hirják, ö s s z e s e n  ’s e g y e t e m b e n  csak a’ képzetesek birják 
azokat.

б) hogy átmenetet képeznek az egyik függvényből a' másikra, 
melly körülmény az integrationál hol a’ trigonometricus függvényeket 
többnyire átalakitjuk exponentialisokra, — egy igen kivánalos és sok
szor használt passe-par-tout.

c ; és végre hogy csak általuk nyerték számolásink azon átalá- 
nosságot, melly a' számok elméletét annyira érdekessé, ’s messzehaló- 
vá tette, számtalan új integrálokhoz vezetett, ’s a' legújabb menmji- 
ségtani eredményeket az opticában, magnetismusban, csillagászatban 
’s a’ t. mind annyi emlékszobrát az emberi éleselméjűségnek, lehetsé
gesekké tették.

Az előbbiekben alapito tt, vagy következtetett vagy idézett 
form ulák magokban foglalják a’ képzetesek analyticai érte lm é t; a 
m értanit, m ennyire azt egy egyszerű  jelképről kivánni lehet, a’ 3. 
§. és 15. § -ban  megalapítani iparkodtunk.
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