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ELŐSZÓ.

Az algebrai mennyiségek általános elméletét, mint a 
m athematika alapvető fejezetét Kronecker Lipót terem tette 
meg 1882-ben közzétett hires (cFestschrift»-jében, mely már 
pontosan megállapítja az új tudománynak teljes tartalmát, 
czéljait és problémáit. M indazonáltal az elmélet története 
messze visszanyúl. Elfátyolozva ugyan, de már sejthető 
Gauss örökérdemű műveiben ; döntő szempontjai pedig egy
m ásután föllépnek Lejeune-D irichlet, Kummer és Dedekind 
arithm etikai vizsgálataiban, A bel, Galois és Jordan algebrai 
kutatásaiban, P uiseux, Riemann és W eierstrass függvény- 
tani alkotásaiban, valamint végre Cayley, Clebsch, Gordan 
és Noether az algebra és geometria közös területét meg
világító tételeiben. Az a húsz év, mely a ((Festschrift» meg
jelenése óta elmúlt, szintén igen lényeges eredményeket 
szolgáltatott, melyekből Kronecker folytatólagos érteke
zései m ellett leginkább kiemelendők Hilbert egyenesen alap
vető tételei az osztórendszerekről, és Hensel értékes dol
gozatai.

Ha m eggondoljuk továbbá, hogy a csoportelm élet és 
függvénytan új útjai, melyeket egyrészt Klein és Lie, más
részt Fuchs és Poincaré kezdeményeztek, az algebrai mennyi
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ségek általános elm életét szintén nem egyszer közelről érin
tik, bátran mondhatjuk, hogy az új tudományszaknak oly 
fontos és mindenfelé kiható szerepe ju t a tiszta mennyiség- 
tan körében, a minő ezenkívül talán csakis az infinitesimalis 
szám ítás módszereinek van még.

Bizonyára hálás föladatnak látszott ezen elméletnek, 
vagy pontosabb kifejezésben ez elmélet alaptételeinek rend
szeres előadása, melynek viszonya az arithm etika és algebra 
meglévő kézi könyveihez, bár nem teljes analógiában, kö
rülbelül az volna, mint valamely függvénytani munkáé a 
differencziál- és integrálszám ítást tárgyaló művekhez. Hogy 
e föladat azonban nagyon nehéz is, azt ime közzéteendő 
kisérletem en magam is eléggé tapasztaltam . Hisz a mód
szertani kérdések m ellett előbb elintézendő m aradt az alap- 
problémák egész sora, a melyeknek megoldása vagy teljesen 
hiányzott, vagy csak a legspecziálisabb esetekben volt meg.

Épen ezen új vizsgálatok, melyek könyvem tartalmának 
több mint felét teszik, arra kényszerítettek, hogy rendszere
sen és könyv alakjában adjam elő a tárgyat. Már nagyon is 
régóta foglalkozva ily irányban, m indjárt kezdetben beláttam, 
hogy egyes értekezések közzétételével igazában czélt érni 
nem le h e t; mert a hogy ezek az alapproblém ák egymást köl
csönösen feltételezik, ily értekezések mindig nehezen olvas
hatók és csak igen szűk kör érdeklődésére számíthatnak. 
Kezdettől fogva pedig arra is akartam  törekedni, hogy — 
ha lehet ezen a téren ezt a kifejezést használni — mintegy 
népszerűsítsem  Kronecker módszereinek szellemét.

így tehát oly könyv keletkezett, mely valójában csak 
az algebra és számelmélet első elemeinek ism eretét köve
teli, beleértve a determ ináns-elm élet alaptételeit, úgy hogy
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az előrehaladott egyetemi tanúló is már haszonnal olvashatja, 
de a mely könyv a szakem bernek is a régi és új eredm énye
ket sokkal kényelmesebb alakban m utatja be, mint a hogy 
ez a tudományos folyóiratok hasábjain történhetett volna.

Túlságos kiterjedést nyerne ez az előszó, ha a munka tar
talmát itt bármily rövidre fogott jelentésben összefoglalnám, 
és azért csak töredékesen érintem a legszükségesebbeket.

Az egész tárgyalás az általam «holoid»-, ill. «orthoid»- 
nak nevezett tartom ány értelm ezéséből indúl k i ; a raczionális 
és egész, ill. a raczionális számok tartom ányának mintájára 
készült ezen értelmezés, és azért első pillanatra úgy látszik, 
mintha pótolhatók volnának a már használatban lévő kifeje
zésekkel. (Test, Rationalitätsbereich, Integritätsbereich etc.) 
Ez azonban nincs úgy ; m ert elkerülve az utóbbi fogalmak me
revségét, az elméletnek sokkal egyszerűbb fölépítését teszik 
lehetővé. M egszüntetik az arithm etika és geometria kelle
metlen ellentétét, és a tárgyalás beosztását megkönnyítik 
azon lényeges körülmény alapján, hogy az orthoid (raczio
nális) a holoid (egész) specziális esetének tekinthető. E foga
lom alkotásoknak megfelelőleg szétválik az elmélet «algebrai» 
és «arithmetikai» része.

Módszertani szempontból hangsúlyozni kívánom, hogy 
teljesen elemi bizonyítás alapján a KRONECKER-féle alaptételt 
(III. fej. 5—7. §.) az egész elmélet kiindúló pontjává lehe
tett tenni.

E tételhez csatlakozik — mint az elért új eredmények 
sarkköve — a «resolvens forma» fölállítása, mely a resul- 
táns fogalmának arithmetikai általánosítása tetszés szerinti 
formarendszer esetére, és a mely jelesen ennek mintájára, 
mint az adott formák homogén, lineáris formája ábrázol
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ható. E mellett a «forma» szó használata — Kroneckér 
példáját követve — kiterjed a nem homogén esetre is.

A resolvens forma bevezetése egyrészt, az új határo
zatlanok «associatio»-jának IvRONECKER-től származó alap- 
gondolata, másrészt azután az eliminácziónak a szó teljes 
értelmében általános elméletéhez vezetnek, a melyben az 
egyenletrendszer értelmezte sokaságok sokszorosságát sem 
hanyagoljuk már el. így a kutatás hathatós eszközének 
jutunk birtokába, mely először is a függvénydetermináns
nak tisztán algebrai elméletét szolgáltatja. Külön fejezet tár
gyalja azután az ú. n. specziális elimináczió-elméletet, azaz 
a resultánsok és discriminánsok általános elméletét; az 
utóbbi teljesen új.

Az elméletnek a szó szükebb értelmében arithmetikai 
részei a lineáris diophantikus problémák tárgyalásával nyer
nek csak szilárd alapot. E problema az oly egyenletrendszer 
általános m egoldását követeli, melyben az egyes egyenletek 
alakja IF jX ^ F ,  hol az F-ek adott, az A-ek pedig ismeretlen 
formák, melyekre nézve továbbá még követeljük, hogy együtt
hatóik bizonyos m eghatározott, előre m egadott holoid tarto
mányba tartozzanak. Ezt a problém át az elemi műveletek véges 
és teljesen m eghatározott sorával teljesen megoldjuk mind
azon esetekre nézve, melyek az algebrai mennyiségek elmé
letében számba jönnek ; jelesen akkor, midőn a formák együtt
hatói valamely orthoid tartományhoz tartoznak, vagy pedig 
raezionális és egész számok.

Az első esetből kifolyólag teljesen tárgyaljuk ezután 
Noether tételét az n-méretű térben.

Magától értetődik, hogy evvel az a fontos, eddig alig 
érintett kérdés, hogy két osztórendszer mikor aequivalens,
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szintén elintézést nyer; sőt a «tartalmazás» általánosabb kér
dése is teljesen meg van oldva.

Az egész algebrai mennyiségek elméletében teljesen azo
nos módszerek egyidőben folölelik az általános arithmetika 
szigorú értelm ében («absolute») egész mennyiségeket, vala
mint a bizonyos orthoid tartom ányra vonatkozólag («rela
tive») egész mennyiségeket. A második esetben a többiek 
közt megkapjuk a függvénytan vagy geometria értelmében 
egészeknek nevezendő mennyiségeket is. A tárgyalásnak egyik 
sarkalatos pontja, hogy az ideális m ennyiségek kezdettől 
fogva mint nemcsak a szorzásnak, de az összeadásnak is alá
vethető m ennyiségek szerepelnek. Ezen az alapon új és egy
szerű módszer épül, melylyel az alaprendszert bármily eset
ben valóban kiszámíthatjuk, és a mely első sorban az «sequi- 
valentia-modulus» elm életét használja föl. Végre m egtörténik 
az egész m ennyiségek fölbontása törzsideálokra, az ide vo
natkozó KRONECKER-féle eredmények lényeges helyesbítésé
vel. Ezek ugyanis egy igen érdekes, mélyebbre menő tévedés 
következtében csakis a legegyszerűbb esetekben helyesek ; 
pedig eddigelé csakis ezeket tárgyalták.

Minden egyébre nézve a tartalomjegyzékre utalok, melyből 
a munka tartalm a és beosztása tisztán látható. Remélem, hogy 
a munka végén álló részletes tárgym utató az olvasónak igen 
nagy kényelmére lesz ; különösen pedig megadja majd a szüksé
ges útm utatásokat az új műszókra nézve, melyeknek bevezetése 
ott, a hol történt, teljességgel elkerülhetetlennek m utatkozott.

Tekintettel az «Encyclopädie der math. W issenschaften» 
czímű most megjelenő m unkára az irodalom fölsorolásában 
csak annyira mentem, hogy az egyes tárgyalt tételek birtok- 
viszonyai tisztáztassanak.
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Végűi még igaz hálával emlékezem meg Kürschák 
József, Rados Gusztáv, Rados Ignácz és Stäckel Pál urak
nak fáradhatatlan és fölötte értékes közreműködéséről, kik 
a kéziratot és a correcturákat átvizsgálták, valam int meg
említem azt is, hogy e munka egyidőben német fordításban 
is megjelenik Lipcsében R. G. Teubner kiadásában.

Budapesten. 1902. junius.
König Gyula.
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ELSŐ FEJEZET.

B E V E Z E T Ő  A L A P F O G A L M A K .

Szám , m en n y iség , tartom ány.

1. §. Minden a tiszta m ennyiségtan körében történő 
vizsgálat alapja a raczionális számok tartom ánya , azaz a 
pozitív és negativ, egész és tört számok összessége, hozzá
értve még a zérust is.

A raczionális számok tartom ányának tulajdonságait 
kizárólag azon törvények összessége alkotja, melyek sze
rin t az úgynevezett négy alapm űveletben e számok össze
kapcsolása történik.

Szám  a szó legáltalánosabb értelm ében minden oly 
fogalom, melynek tartalm a teljesen leírható a raczionális 
számok bizonyos sorozata segítségével, mely különben utolsó 
elemzésben a pozitív egész számok sorozatával is pótol
ható. A szám — ism ét a szó legáltalánosabb értelm ében 
algebrai, ha e teljes leírásnál a pozitív egész szám oknak 
csak véges sorozatát használjuk.

Az algebrai szám, valam int később az algebrai meny- 
nyiség ily értelm ezése a dolog term észete szerint csak ideig
lenes és hézagos le h e t; m ert hiszen ezen egész m unkának 
föladata, hogy az algebrai m ennyiség fogalmát fölépítsük és 
tartalm át kifejtsük. Ez az értelm ezés m indenesetre túlságo
san bő, m ert világos ugyan, hogy amaz a pozitív egész 
számok valamely véges sorozatával történendő leírás úgy

König, Algebrai mennyiségek 1
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értendő, hogy e számok tulajdonságainak csakis a négy 
alapműveletben való összekapcsolásuk veendő ; de ebből 
még semmikép sem tudjuk, hogy m inéműek az új foga
lomnak azon tulajdonságai, melyek teljes leírásában hasz
nálandók. Mint ilyenek a négy alapművelettel analog kap
csolatok lesznek m egállapítandók, a mi azonban épen már 
részletesebb tárgyalást igényel.

M athematikai mennyiség az oly szám, melynek néhány 
meghatározó adata határozatlan marad. E meghatározó ada
tok term észetesen ism ét csak számok. A legegyszerűbb eset
ben valamely határozatlan egész vagy raczionális szám is 
mennyiség. (Mennyiség továbbá — ha a példa kedvéért a 
végzendő fogalomalkotásnak elejébe vágunk — az .r,, . . . x m 
határozatlanoknak minden egész függvénye adott számbeli 
együtthatókkal). Rövidebb kifejezésmódot elérendők, végre 
még a «mennyiség» általánosabb fogalmába beleértjük a 
«szám»-ot is.

Algebrai mennyiség tehát végre az oly fogalom, mely
nek tartalm át a m eghatározott vagy határozatlan egész szá
mok véges sorozata teljesen megadja*.

Az arithm etika és algebra tárgyául e szerint általános
ságban kijelölhető azon egész függvények elmélete, melyek
nek együtthatói ism ét algebrai mennyiségek.

Az ily módon tervbe vett fogalomalkotásokat azonban 
még tovább is megszorítjuk.

* Ilv értelemben használjuk e munkában — Khonecker sze
rint-— a «mennyiség» és «algebrai mennyiség» kifejezéseket; de hozzá
teendő, hogy az arithmetika és algebra körén kívül e kifejezéseknek 
tágabb értelmük van. így mennyiség a tárgyaknak minden oly tulaj
donsága, mely számok segítségével teljesen leírható. A függvény
tanban algebrai függvényeknek nevezzük az oly mennyiségeket, me
lyeket a meghatározol! és határozatlan számok véges sorozata értel- 
mez, akkor is, midőn e számok nem algebrai számok.

9



SZÁM, M EN NY ISÉG , TARTOMÁNY.

Azon tartom ány, melyben m inden egyes vizsgálatunk 
majdan történik, azaz azon mennyiségek összessége, melye
ket egyidőben áttekintünk, olyan legyen, hogy benne a ra- 
czionális számok tartom ányának jellemző tulajdonságai meg
maradjanak. Azaz pontosabb kifejezésben a vizsgálandó tarta
mány mennyiségei számára csakis oly kapcsolatokat állapí
tunk meg, melyeknek alaki törvényei teljesen egybehangzónak 
azokkal, melyeket a raczionális számok tartományéiban a 
négy alapművelet követ.

Kényelmes lesz, ha e kapcsolatokat, a mennyiben egy
általában léteznek, az új tartom ányban is az összeadás, ki
vonás, szorzás, ill. osztás nevével jelöljük.

Vizsgálataink kiinduló pontján csakis két tartomány 
áll rendelkezésünkre, az egész számok tartománya és a ra
czionális számok tartománya, mely tartományok tartalm át 
és tulajdonságait az elemekből ismerjük. Szoros módszer
tani következetességgel csak akkor beszélhetünk valamely 
új tartom ány m ennyiségeinek kapcsolásáról, ha e mennyi
ségeknek teljes értelmezése minden egyes esetben m egtör
tén t; a mi különben, minthogy e kapcsolatok a vizsgálandó 
mennyiségek egyetlen «tulajdonságait» alkotják, épen csak 
e kapcsolási törvények megállapításával történhetik. Szóval 
minden további lépés valójában csak meghatározott, spe- 
cziális új fogalom megalkotásával történhetik. Hogy azon
ban az ezzel járó folytonos és elég terjedelmes ismétléseket 
elkerüljük, a tartományoknak ama nagy osztályait, melyek
kel folyton dolgunk lesz, egyszer mindenkorra jellemezzük 
és neveket adunk nekik. Ezt azonban most csak a legegy
szerűbb esetekre végezzük; bonyolódottabb esetek tárgya
lását, melyek kellő példák nélkül nehezebben tekinthetők 
át, későbbre tartva fönn magunknak.

Külön kiemelendő még, hogy e fejtegetések tulajdon-
l*
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képen még a m athematikai logika körébe tartoznak, és mint 
ilyenek, messze túlmenvén az arithm etika és algebra hatá
rain, az analízis tágabb keretében is érvényesíthetők.

Az összead ás és  szorzás k ö z ö n ség es  törvénye.

2. §. Legyen e szerint adva a m ennyiségeknek bizo
nyos (véges vagy végtelen) sorozata * :

a t , a 21 « 3 , . . .,
melyeknek összessége az A tartom ányt alkotja.

A z  A tartomány az összeadás közönséges törvényét kö
veti, ha a következő föltételeknek m egfelel:

a) Valamely adott megállapodás értelmében a tarto
mány két mennyisége a 1 és a 2 mindig meghatároz egy har
madik mennyiséget, cr-t, melyet az a x és a 2 összegének ne
vezünk és a x-\-a2-\e \ jelölünk.

b) Mindenkor
0Cl +  0f2 =  «2 +  Cíl

és
(ax+ a 2) + or3= a x+ («2+ a3) ;

a mit ism eretes kifejezésmóddal élve úgy szokás kimondani, 
hogy az összeadás commutativ és associativ.

c) Ha a x és a2 a tartomány bármely két mennyisége, 
akkor mindig van egy és csak egy olyan £ mennyiség, hogy

a x-\-%=ct2.
Ism eretes kifejezésmóddal élve ezt úgy szokás kimondani, 
hogy az összeadás megfordítása, a kivonás egyértelmű és 
mindig végrehajtható. Ekkor azt írjuk, hogy

%=a2- a x.

* A mutatók használata ax sat.) semmikép se jelentse az ele
mek valami meghatározott sorozását és még kevésbbé azt, hogy a 
közönséges egész számok sorával ezen elemek kölcsönös egyértelmű 
vonatkozásban állanak. Egyszerűen kényelmi okokból használt jelzés.
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Az cc1-\-(x2-\ összeget recursiv eljárással mint
(«J-)------\-an_j)A-an-i értelmezzük. Erről az összegről, a kö
vetkeztetés egy módjával, a melyet úgy látszik Lejeune- 
Diriciilet adott meg először pontosan*, kimutatjuk, hogy 
az , of2, . . ., a n összeadandók sorrendjétől független.

Ha a  bármely m ennyiséget és 0 oly m ennyiséget jelent, 
melyre nézve mindig

a - f  0 = « ,

akkor a már eddig felsorolt feltételekből következik, hogy 
egy és csak eyy ilyen tulajdonságú mennyiség van. E z t «.zérusá
nak nevezzük. Ha ugyanis a , valamely m egbatározott meny- 
nyiséget jelent, akkor 0 egyértelmű m eghatározására minden 
esetre szolgálhat az

c q + 0 — a x

feltétel, és ha a 2 valamely más m ennyiséget jelent, az
« i +  /? = « 2

feltétel minden esetre m egállapítja a ß  mennyiséget, és 

a i +  0 -j- ß  =  oc1 -j- ß,
a miből végre :

cí2 +  0 =  a %.

3. §. Az  A tartomány a szorzás közönséges törvényét 
követi, ha kielégíti a következő fe lté te leket:

a) A tartom ány két m ennyisége: a x és a 2 bizonyos 
megállapodás értelm ében mindig meghatároz egy harm adi
kat : 7i-t, a melyet az a t és a 2 mennyiségek szorzatának ne
vezünk és of1a 2-vel jelölünk.

b) M indenkor:
«1 «2 =  a 2 a i

és
(ax a 2) a3 = (a2 oí3),

* Vorlesungen über Zahlentheorie von P. G. Lejeu-xe-D irichlet, 
herausgegeben von R. Dedekind. IV. kiad. 3. 1.
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a mit ism eretes kifejezésmóddal élve úgy szokás kimondani, 
hogy a szorzás törvénye comm utativ és associativ.

c) Ha az A tartom ány egyszersmind az összeadás kö
zönséges törvényét is követi, akkor

( « 1  +  a 2) =  a i a 3 +  « 2  a 3 >
vagyis ebben az esetben — a mint azt ism eretes módon 
szokás kifejezni — a szorzás törvénye még distributiv is.

d) Vagy egyáltalában nincsen, vagy pedig, ha van, csak 
egy olyan singuláris 6 mennyiség van, hogy

St — cfy,
ám bár a m eghatározott |  és rj mennyiségek egymástól kü
lönbözők.

Ha a  valamely tetszés szerinti mennyiség, akkor abból, 
hogy d£,=-orj, következik, hogy

(da) £ =  (da) >j.
M egállapodásaink értelm ében tehát, a tartom ánynak bármely 
mennyisége is cí. m indig:

da — ó.
Ezért ezt a singuláris <3 mennyiséget O-sal jelölhetjük. E jelt 
eddig csak abban az esetben használtuk, midőn a tartomány 
az összeadás közönséges törvényét is követi. De akkor 

(/? +  0) a — ßa  -f- üa =  ßa  ;
tehát ()a =  0 és minthogy egynél több ilyen singuláris meny- 
nyiség nincsen, o =  0.

Ha tehát valamely tartomány a szorzás közönséges tör
vényét követi, akkor csak úgy lehetséges, hogy aß=Q , ha 
vagy a= 0, vagy pedig /?= ü ; mert, ha a nem zérus, akkor 
a ß  = 0  és a . 0 =  0-ból következik, hogy ß  =  0.

Még megemlítjük, hogy az a 1 a 2 . . . an szorzatot recur- 
siv eljárással mint (or1 . . . an_x) an-í értelmezzük. A követ
keztetés ama módjával, a melyre már az összeadásnál utal-
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tunk, e szorzatról is kim utatható, hogy az a 1? a 2, . . a í( 
tényezők sorrendjétől független.

Ha £ és I  az A tartom ánynak két m eghatározott a ü-tól 
különböző mennyisége, a melyeknek szorzata €Í= Í, akkor 
bármely m ennyiség legyen cr, egyszersmind ea—a. Ha ugyanis

ea — ß
volna, a hol ß  az er-tól különböző, ebből, m inthogy «f =£, 
következnék, hogy

a mi csak úgy lehetséges, ha ellenkezésben feltevésünkkel 
«1= 0 volna. Az «-tói különböző oly 61 mennyiség, a mely
ben meg volna az « most részletezett tulajdonsága, egyál
talában nincsen, mert ekkor €€í = €= €1.

Az € m ennyiséget — ha az A tartom ányban egyáltalá
ban előfordul — a tartom ány absolut egységének nevezzük 
és 1-gyel jelöljük.

Holoicl és  orthoid  tartom ányok.

4. §. Halóidnak * nevezünk valamely tartományi, ha az 
összeadás és szorzás közönséges törvényét követi, az absolut 
egységei tartalmazza és az 1 ismételt összeadásából szár
mazó mennyiségsorozat

1, 1 +  1, 1 +  1 +  1, ■ • •
nem tartalmazza a 0 mennyiséget.

Egyelőre ezeknek a m ennyiségeknek jelölésére fel-

* A «holoid« és «orthoid» ú j szóképzések arra valók, hogy ki
fejezzék a tartományok általános tulajdonságait s eredetüknek meg- 
felelőleg arra emlékeztessenek, hogy az új tartományok az egész, ill. 
raczionális számok tartományának lényeges tulajdonságait megtart
ják. Az egyes valósággal megalkotott tartományokra megtartjuk a 
(lAuss-lvRONECKER-féle terminológiát.
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használhatjuk a közönséges egész számok jeleit ily módon : 
(1), (2), (3), (4), . . (m), . . .

és azután rögtön felismerjük, hogy e sorozatban egyetlen 
egy m ennyiség sem ismétlődik. Abból ugyanis, hogy (m) és 
(m-f-/c) ugyanazt a m ennyiséget jelentik, szükségkép folyna, 
hogy:

(m + k)= (m)+ (k)= (m),

azaz, hogy a vizsgált tartom ányban (/c) =  0.
Ebből azonban következik, hogy az (m) jel az m egész 

számmal azonosnak tekinthető, mert a (közönséges) össze
adás és szorzás törvényei alapján m egállapított tulajdonsá
g o k — az egyetlenek, melyek egyáltalában szóba kerü lnek ,— 
mindkét jelre nézve ugyanazok. Azaz pontos kifejezésben : 

(m )+ (/j)= (/n + n ); (m)(n)=(mn).
Továbbá m ég:

- i | i — • = ( - “ )=-(<")■
Ezt az eredm ényt még a következő módon is fogal

m azhatjuk: Minden holoid tartomány magában foglalja az 
egész számok tartományát, azaz az összes egész számokat, 
beleértve a zérust is.

Azt mondjuk, hogy «az
at, =  ß

egyenlet az adott tartom ányban megoldható», ha ebben ta
lálható olyan mennyiség, a melyre nézve valóban a^x —ß.

A tartom ány valódi holoid tartomány , ha találhatunk 
benne oly két, a 0-tól különböző mennyiséget, a melyekre 
nézve az aß,—ß  egyenlet nem oldható meg. A tartomány 
orthoid vagy nem valódi holoid tartomány , ha mindig van 
oly fj mennyiség, melyre nézve at,x =  ß , ha csak a  a 0-tól 
különböző.

Az egész számok tartománya tehát valódi holoid tar
tomány, a raczionális számoké nem valódi holoid vagyis
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ortlioid tartomány. Az előbbinek jelölésére az [1], az utóbbiéra 
pedig az (1) sym bolum ot fogjuk használni.

Új mennyiségek hozzácsatolásával, ((adjunctio»-jával 
minden lioloid tartom ány kibővíthető ortlioid tartománynyá.

Az újonnan hozzácsatolandó m ennyiségeket (egyelőre 
még csak jelképileg) m indjárt a alakban írhatjuk, hol 
a  és ß  az eredeti lioloid tartom ány bármely két mennyi
sége, de a  a 0-tól különböző. Megállapítjuk továbbá még 
azt is, hogy és csakis akkor jelentsenek különböző 
mennyiségeket, ha a í ß2 — a 2 ß t a 0-tól különböző.

Valamely tartom ány értelm ezésénél az ily m egállapí
tások feltétlenül jogosak és m ódszertani szempontból igen 
fontos segédeszközül szolgálnak új tartom ányok alkotásánál. 
De már itt is kiemeljük, hogy ez arra az újabb arithmetikai, 
ill. algebrai követelményre vezet, hogy a bővített tartomány 
minden m ennyisége egyértelm űleg m eghatározott «canoni
cus» alakban állíttassák elő.

Ha a ~  «mennyiségek» tartom ányára az összeadás és 
szorzás következő törvényét állapítjuk m eg:

A l i .  A  ^2 +  A
a 1 a 2 a 1 a 2

ßi ß-2_ = ß iß 2
a x a 2 ofj a 2

akkor a közönséges arithinetikában szokásos következte
téseket ismételve, felismerjük, hogy az összeadás és szor
zás e törvénye «közönséges» ; hogy az előbb adott értel
mezés szerint nem különböző, vagyis «egyenlő» meny- 
nyiségek egymás helyébe téve, az összeadás vagy szorzás 
eredményét nem változtatják; továbbá, hogy a — meny- 
nyiség a zérus, az ~  m ennyiség az absolut egység és végre 
hogy a mennyiségek tulajdonságai ugyanazok, m in ta  ß  
mennyiségekéi. A következőkben tehát y  helyett m indenütt
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egyszerűbben /9-1 írhatunk. Ha ß t a 0-tól különböző, akkor a

Ä  i
a,

A

egyenlet megoldása a
y ^  “ i A

«2 A
m enny iség ; (« t és w2 a feltevés szerint a 0-tól különböző). 
E m ellett m ost az ctf =  ß  egyenlet megoldása, vagyis a 
/9-nak oc-val való osztásánál föllépő eredmény.

Az így szerkesztett tartom ányt az eredeti holoid tar- 
tomány mellérendelt ortboid tartom ányának nevezzük. A mellé
rendelt tartom ány egybeesik az eredetivel, ha ez nem valódi 
holoid, azaz már maga is ortboid tartomány. Ezentúl az 
eredeti holoid tartom ányt [A]-val, a m ellérendelt ortboid 
tartom ányt pedig (A)-val fogjuk jelölni.

Mint e fejtegetésekből következik, minden orthoid tar- 
tomány mayában foglalja a raczionális számok tartományát.

Az oszth atóság  holo id  tartom ányokban .

5. §. Ha a és ß  az adott holoid tartom ány mennyisé
gei és az

« I =  ß

egyenlet megoldható, akkor azt mondjuk, hogy a  a ß  osz
lója és ß  az a többszöröse.

E szerint nem valódi holoid tartományokban minden 
mennyiség minden 0-tól különböző mennyiséggel osztható. 
Beszélhetünk tehát ebben az esetben is oszthatóságró l; 
csakhogy itt az nem vezet a tartományban foglalt mennyi
ségeknek új fogalmi elkülönítésére.

Minden valódi holoid tartományban a 0 az egyetlen 
mennyiség, a mely a tartomány minden 0-tól különböző 
mennyiségével osztható. Ugyanis, ha y  ilyen mennyiség



volna, és y  nem zérus, akkor az osztható volna y2-vel is 
és y  = y 2 £r ből következnék, hogy 1 — y^t ; y  tehát osztója 
volna az absolut egységnek. Továbbá még bármely a 0-tól 
különböző cr-nak megfelelőleg bizonyos g m ennyiség úgy 
volna m eghatározható, hogy :

ag — y, a g ^  r= 1,
és így még

« (‘fii ß )  =  ß.
Azaz az =  ß  egyenlet mindig megoldható volna, és a 
tartom ány nem volna valódi holoid tartomány.

Minden valódi holoid tartományban tehát valamely a 
0-tót különböző mennyiséy osztói a tartomány valódi részlet- 
sokaságát a lko tják , azaz oly sokaságot, a mely még a 0 
kizárása után sem foglalja magában a tartom ány összes 
mennyiségeit.

Különösen kiemelendő : Ha a  nem osztója /?-nak, akkor 
a a  sem osztója /?-nak.

Az oszthatóság két elemi törvénye közvetetlenül az 
oszthatóság értelmezéséből következik. E törvények a kö
vetkezők :

I. Ha y  osztható ß-val és ß  osztható a-val, akkor y is 
osztható a-val.

II. Ha ß  és y  osztható a-val, míg /  és /a a tartomány 
bármely két mennyisége, akkor kß  +  /ny is osztható a-val.

Egységnek nevezzük a tartom ány minden oly mennyi
ségét, a mely az absolut egységnek osztója. E definicziónak 
közvetetlen folyományai a következők :

A tartomány minden mennyisége minden egységgel 
osztható.

Két egység szorzata ismét egység.
Minden et egységhez ugyanis tartozik egy másik é2 

egység oly módon, hogy 6\ é2 — 1- így tehát valóban

AZ OSZTHATÓSÁG IIOLOIH TARTOM ÁNYOKBAN'. i l
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a = 6X (ez a) 
és

(í i 6Í)(í 2<?2) =  1-

A tartom ány két mennyiségéről azt mondjuk, hogy 
aequivalens (vagy pontosabban, t, i. ellentétben a később 
bevezetendő relativ sequivalentiával absolute aequivalens), ha 
mindegyikük a m ásikkal osztható.

A tartom ány két mennyisége tehát akkor és csak akkor 
sequivalens, ha m indegyikük a másikból úgy származik, 
hogy valamely egységgel megszorozzuk.

Ha ugyanis a  és ß  aequivalensek, akkor az értelmezés 
szerint

a — ßju, ß  =  av.

Így tehát vagy mind a kettő 0, vagy pedig mind a kettő a 
0-tól különböző. Az utóbbi esetben azonban fjiv— 1 és ezért 
úgy ja m int v  egység. Viszont, ha a — ß e t és €1e2 =  l, 
ezekből következik, hogy cce2 =  ß.

Azt, hogy a  aequivalens /?-val, a következő jelöléssel 
fejezzük ki :

a  ~  ß.

Hogy a lioloid tartományra, vagy pedig annak egységeire 
pontosabban reá m utassunk, körülbelül a következő módon :

<x~ß, [A],
az majdnem m indenütt felesleges, m ert az ezekre vonatkozó 
feltevések ugyanazon vizsgálat folyamában rendesen válto
zatlanok maradnak.

Az ajquivalentia fogalma az egyenlőség fogalmának 
bővítése. Egyenlő mennyiségek egyszersmind aequivalensek 
is és az aequivalentia jele ugyanazt az alaptörvényt követi, 
mint az egyenlőség jele. Ez az alaptörvény a következő :

Ha a — ß  és ß ~ y ,  akkor egyszersmind a ~ y .

12
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A mennyiben a szorzást is tekintetbe veszszük, tovább 
fűzve az analógiát, még a következő tételeket nyerjük:

Ha a l ^ ß l és a 2^ ß 21 akkor oc1a 2~  ß 1ß 2.
Ha a 1a .,~ ß t ß 2 és a 2~ ß 2, de ß 2 nem 0, akkor a 1~ ß l .

E tételek helyességéről úgy győződhetünk meg, ha he
vezetjük az e2 és £t £2= eH egységeket és az sequivalentia 
jele helyett az egyenlőség jelé t használjuk. így pl. a m áso
dik tételben a xa 2— ß xß 2£3, a 2 —ß 2£2\ tehát ccxß 2£2= ß 1ß 2£3 
és a 1€2= /? 1é,3. De m inthogy £3= £ t £2, ebből végre követke
zik, hogy

Még megjegyzendő, hogy az állításnak mindig kö
vetkezménye, hogy a — 0.

A raczionális egész számok tartom ányában az egyet
len egységek +1  és —1. Ezért e tartom ányban két szám 
sequivalens volta egyszerűen csak azt fejezi ki, hogy c két 
szám vagy egyenlő egymással, vagy pedig csak az «előjel
ben» különbözik egymástól.

E felfogás szerint a raczionális számok tartományában, 
valamint minden nem valódi lioloid tartományban a 0 kivé
telével az összes számok, ill. mennyiségek egységek. Az 
sequivalentia fogalma alapján tehát ezek a számok két osz
tályba válnak szét, a melyek közül az egyik csupán csak a 
0-t, a másik pedig az összes többi számokat, ill. mennyisé
geket foglalja magában.

Ha a  a ß  osztója és az a ~ l ,  a ~ ß  relácziók közül 
egyik sem áll fenn, akkor a  a ß  valódi osztója.

A holoid tartomány valamely mennyisége irreducib ilis , 
ha nincsen valódi osztója.

Az irreducibilis m ennyiségek vagy egységek, vagy pe
dig, ha nem azok, valódi irreducibilis mennyiségek.

E szerint az fi], azaz a raczionális egész számok tar
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tományának valódi irreducibilis mennyiségei a «természetes 
lörzsszámok», 2, 3, 5, . . .

Törzsmennyiségnek (prím-mennyiségnek) nevezünk va
lamely n  m ennyiséget akkor, ha sem 0, sem egység és bár
mely a ß  szorzat csak úgy osztható 77-vel, ha vagy «, vagy 
pedig ß  osztható 77-vel.

E szerint minden törzsm ennyiség t i egyszersmind irre- 
ducibilis is ; m ert ha 7i —7ií 7i2 és sem 77t , sem pedig n 2 nem 
egység, akkor n 1n 2 oly 77-vel osztható szorzat volna, a 
melynek egyik tényezője sem osztható 77-vel. Ha ugyanis pl. 772 
osztható volna 77-vel, akkor, m inthogy 77 is osztható 771-gyel, 
feltevésünk ellenére 772-nek egységnek kellene lennie.

Az [1] tartom ányban a törzsmennyiségek egybeesnek 
a valódi irreducibilis mennyiségekkel és ezért azok ismét 
a term észetes törzsszámok. (Lásd a következő §-nak V. 
léteiét.)

Általánosságban minden törzsm ennyiség irreducibilis 
is, de azért nem minden valódi irreducibilis mennyiség egy
szersmind törzsmennyiség is, a mint ez már az e fejezet 
9. §-ának végén tárgyalandó példából ki fog tűnni.

A legn agyob b  közös osztó.

6. §. Ha « é s  ß  a holoid tartom ány két mennyisége és 
d ugyanannak a tartománynak oly mennyisége, hogy a  és 
ß  osztható d-val, továbbá minden oly mennyiség, mely a  
és ß  osztója, a d-nak is osztója, akkor d-t az a  és ß  leg
nagyobb közös osztójának nevezzük és («, /?)-val jelöljük.

Minden mennyiség, a mely ~  d-val, kielégíti a d-ra 
kiszabott feltételeket. Ha pedig megfordítva úgy d, mint d' 
az a és ß  legnagyobb közös osztójára nézve m egszabott kö
vetelményeknek megfelel, akkor d osztható d'-val és d ' oszt
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ható d-val, azaz d ~ d '.  A legnagyobb közös osztó meghatá
rozása tehát, a mennyiben ilyen egyáltalában létezik, aequi- 
valentia-meghatározás és azért úgy írjuk, hogy

(a, ß )~ d .
Megemlítendő, hogy ha a  bármely mennyiség, (a, Ú )~a  

és ha £ egység, akkor (a, £)~1.
Teljesnek nevezzük az adott holoid tartom ányt akkor, 

ha a tartom ány bármely két a és ß  mennyiségéből álló 
párhoz a tartományon belül m eghatározhatunk oly d meny- 
nyiséget, a mely eí-nak és /í-nak legnagyobb közös osztója.

Az elemekből ism eretes tételek szerint tehát a raczio- 
nális egész számok tartománya teljes holoid tartomány.

Teljes holoid tartomány okban a következő alapvető lé
lelek érvényesek:

I. A tartom ány tetszés szerinti n mennyiségének, a í ,
u 2........cfn-nek van legnagyobb közös osztója: d abban az
értelemben, hogy d mindegyik ct-nak osztója és viszont 
minden mennyiség, a mely az összes a -k osztója, osztója 
egyszersmind d-nak is.

Ha ismét azt írjuk, hogy (at , cí2, . . ., an) ^  d, akkor 
d-t recursiv m eghatározással a következő módon is adhat
juk m eg:

(«1- «2........a„) ~  ( (« r  «2í v  •» a n_j), an),
a minek helyessége közvetetlenül a legnagyobb közös osztó 
értelmezéséből következik. Közvetetlenül világos továbbá az 
is, hogy

. ( « n  « 2 ............ a n)  ~  ( ( « n  ■ • -1 « * )<  ( a k + 17 • • •> a n )y

II. Ep ügy világos, hogy, ha

« i ~ A . « 2'v Ä ........a n ~  ßm
akkor mindig lesz:

(«1 i «2

A LEGNAGYOBB KÖZÖS OSZTÓ.

«/,) ^  (Ä ' ß i ........ßn j
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III. Továbbá
( 0 (i /A., a 2 / T  • • • i d n  H )  rsj 1 1 ^ 2 1 ' ' • t ^ n ) H '

A baloldali m ennyiség ugyanis minden esetre többszö
röse /z-nek és ezért ilyen alakú : <3//. Hogy azonban S/u az 
a x/u, cc2ju, . . ., a n /u m ennyiségeknek legnagyobb közös osz
tója lehessen, arra szükséges, hogy egyrészt minden egyes 
a/u m ennyiség osztható legyen (3^-vel és így minden egyes 
a  a <3-val; m ásrészt pedig, ha az összes a-knak valamely 
közös osztója, szükséges, hogy S/u osztható legyen S'/u-\e  1, 
azaz S  a <3'-val. így tehát valóban S ^ ( a 1, a 2, . . . .  a n).

E tétel egyik fontos corollariuma a következő :
Ha (cq, a 2, . . ., an) ~  d és a,- ~  Sßi: akkor (kivéve azt 

az esetet, a melyben S  és így az összes er-k is egyenlők
0-sal) ebből következik, hogy

(Ä , ß v  • • ■» ßn) ~  1-
Ha ugyanis (ßt , /?2, . . ., ßn) ~  (3', akkor III-ból követ

kezik, hogy
(« i ,  « 2----- - «„) ~

tehát és 1.
IV. Ha (ju, ?/) ~  1, akkor (a/u, v) ~  (or, v).
Ugyanis a/u és v  legnagyobb közös osztója minden 

esetre a/u és a v -nek is közös osztója ; tehát osztója egyszers
mind a következő m ennyiségnek is : (a/u, av) ~  a (/u ,v )~ a .  
Ezért

(a/u, v) ~  (a/u, a , v) ~  ((er/z, a), ~  (a, T').

Különösen, ha (ju, v) ~  1, akkor — ha r és s pozitív 
egész számok — egyszersmind (/ur, v s) ~  1. Az előbbi sze
rint ugyanis :

(/zr, V) ~  (jur~ \  (ju, v) ~  1
és

(/Zr, 7 )̂ ~  (jLLr , 7/S— (/Zr, J') ~  1.

\  . Ha R irreducibilis mennyiség és a ß  osztható R-vel,



akkor már vagy «, vagy pedig ß  osztható ji-vel; azaz leljen 
holoid tartományban minden irreducibilis mennyiség törzs
mennyiség.

Mert, ha n  irreducibilis, akkor vagy ( / ,  7 i ) ~ l ,  vagy 
pedig (7,71) ~  tí. Ha m ár mostan a  nem osztható 71-vel, 
akkor (a, 71) ~ 1. De, ha ß  sem osztható 7T-vel, akkor egy
szersmind (ß, ti) ~  1 és ezért a feltevés ellenére volna 
(aß. ti) ~  (a. ti) ~  1.

Pél da:  A [V— /.*] tartom ányok .

7. §. Az oly olvasó kedvéért, a ki legelőször csak ebben 
a tárgyalásban ismerkedik meg részletesebben az arithme- 
tika és algebra általánosabb fogalomalkotásaival, a rendsze
res tárgyalás megszakításával, szem léletének mintegy tám o
gatására már itt mutatjuk he az oly holoid tartományok 
példáját, melyek bővítései ugyan a raczionális egész számok 
tartományának, de azért még sem m utatják e legegyszerűbb 
typusnak a legnagyobb közös osztóra vonatkozó tulajdon
ságait, jelesen már nem teljes holoid tartományok.

Az értelmezendő tartom ány «számai» legyenek az (a, b) 
számpárok, a melyekben a és b közönséges egész számok. 
Az összeadás és szorzás kövessék a következő képletekben 
kifejezett tö rvényeket:

(«1 A )  +  (<*2, b2) =  («i +  «2, bi +  b2)
(«1, bi)(a2i K) = (axa2- k l \ b 2, axb2+ a ahj), 

a hol k bizonyos m eghatározott pozitiv egész számot jelent.
Hogy az összeadás és szorzás így m egállapított törvé

nyei «közönségesek», könnyen belátható.
Hogy mind a két törvény commutativ és associativ. 

az közvetetlenül világos, valam int az is, hogy a szorzás tör
vénye distributiv. A (0, 0) szám a tartomány egyetlen zérusa.

PKLDA : A \Y — Ä’] TA RTO M ÁN Y OK . 17

Kunig, A lgebra i m enn yiségek .
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Ha ugyanis (a1,61) különböző (0,0)-tól, akkor abból, hogy
(«i i bi) («2 » b2) = (ai < bi) («3 » ba\ 0  )

vagyis az
at a2 — kbi b2 — ai a3 ~  kbi b3,
a A  +  a2b1 =  at b3 +  asbt

egyenletekből, a melyek a következő alakban is írhatók :
« 1  ( « 2  -  « 3)  -  k b l  (P2 -  b3)  =  ° ’ / 2 A
bí (a2—a3) -f- at (b2 —b3) — 0

következik, hogy
a2 — a3— 0, b2 — b3 = 0.

Tekintsük ugyanis a2—a3-mat és b2- b 3-mat, mint isme
retleneket a (2) alatti lineáris homogén egyenletekben; 
akkor kiadódik, hogy értékeik egyenlők zérussal; mert az 
amaz egyenletek együtthatóiból alakított determináns : 
a\-\-kb\ feltevéseink alapján a zérustól különböző.

A tartomány magában foglalja az absolut egységet; 
ez (1, 0). Ennek ismételt összeadásából származnak a (2, 0), 
(3, 0), . . . számok ; de a zérus sohasem.

E szerint tehát az a tartomány, a mely az összes (a, b) 
számokból áll, holoid tartomány ; még pedig valódi holoid 
tartomány, mert pl. a

(2, 0) (a:, y) =  (1, 0)
egyenlet nem oldható meg benne. Annak feltételei ugyanis, 
hogy ez az egyenlet ki legyen elégítve, a következők:

2x  = 1, 2y =  0.

Ez pedig mutatja, hogy nincs olyan egész számokból össze
állított (x, y) számpár, a mely amaz egyenletet kielégítené.

Hogy a tartomány számait lehetőleg egyszerűen jelöl
hessük (és egyszersmind lehetőleg egyszerűen le is írhas
suk), vegyük tekintetbe, hogy az (777, 0) és (n, 0) számokra 
nézve a következők érvényesek :

(/??, 0) -f- (/7, 0) =  (m+ 77, 0),
(777, 0) (/7, 0) — (777/7, 0),
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azaz, hogy e számok pontosan a közönséges egész szá
mokra érvényes törvényeket követik. Ezért tehát a tartom á
nyon belül (m, 0) helyett egyszerűen m-et írhatunk, mert e 
két szám ((tulajdonságai)) legalább annyira, a mennyire azok 
az m közönséges egész számokra vonatkozólag meg vannak 
állapítva, megegyeznek.

Vegyük továbbá tekintetbe, hogy 
(0, 1) (a, b) =  ( —kb, á)

és különösen, hogy
(0, 1) (a, 0) =  (0, a).

Ennek alapján lesz :
(a, b) =  (a, 0) +  (0, b) =  (a, 0) +  (b, 0) (0, 1) =  a +  b (0, 1). 

Most még egy a (0, 1) jelölésére szolgáló külön jelt 
akarunk bevezetn i; támaszkodva arra a körülményre, hogy

(0, 1)(0, l)  =  ( - * , 0 ) =
és csatlakozva az elemi algebra jelölés-módjához, azt írjuk:

(0, 1) =  V - k .
Ezek után végre az (a ,b) szám ot a-\-bV—k-xa\ jelöl

hetjük és az a4~bV—k számok összekapcsolása az össze
adásnál és szorzásnál «az algebra közönséges törvényei sze
rint» történik.

Ha mint itten feltételeztük, a és b az [lj tartományhoz 
tartozó számok, az a-\-bV—k  számok tartom ányát a \V—k\ 
syinbolummal fogjuk jelölni.

A [V— k] tartomány eyyséyeit igen egyszerű módon 
határozhatjuk meg. Hogy x -\-y V —k  egység lehessen, arra 
szükséges, hogy a tartomány magában foglaljon oly u-\-vV —k 
számot, a melyre nézve

( x + y V  — k)(u A-vV — k) — 1,
és így evvel együtt egyszersmind

(x  — y V —k )(u —vV — k )=  1-
De akkor
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(x 2 +  ky2) (a2 -f k2ü2) = 1
és minthogy a bal oldalon a tényezők közönséges egész 
számok, a melyek sohasem negatívok, egyszersmind :

x 2jr k 2y2—í.
Innen kezdve a k =  1 és k >  1 esetek szétválasztandók. 
Ha k — 1, akkor lesz vagy a?^=±l, y= 0 , vagy pedig 

x = 0 , y —±1- A \V — 11 tartomány tehát a következő négy 
egységet tartalm azza: 1, —1, V —1, — V"—1- E tartom ány az 
lí. n. k ö z ö n s é g e s  c o m p l e x  e g é s z  s z á m o k  t a r t o m á n y a , a mely
nek részletesebb tárgyalását itt mellőzzük*.

Ha k>  1, akkor a közönséges egész számoknak # = ± 1 ,  
y =  0 rendszerei az egyetlenek, a melyek az x 2-\rky2— 1 
egyenletet kielégítik. Ezért a Ar>  1 esetében a [V — k\ tar
tomány csupán csak ezt a két egységet tartalmazza : 1, —1.

Eldöntendők, vájjon —A- osztója-e a - p b V ^ k - nak,
vegyük figyelembe e követelés szükséges és elegendő fel
tételét. Erre kell ugyanis, hogy m eghatározhassunk két kö
zönséges egész számot x-et és y-t, a melyekre nézve

a-\-bV — k — (u-\-vV—k)(x-\-y  V — k). (3)
Ez akkor lesz lehetséges, ha az

iix --kvy—a, vx-\-ny = b
lineáris egyenletrendszer egész számokban megoldható.

M in d e n  a-j- b V — k  s z á m  o s z t ó i n a k  s o r a  v é g e s  és  m e g 

h a t á r o z h a t ó  o l y  e l j á r á s s a l , a m e l y  v é g e s  s z á m ú  lé p é s  u tá n  

b e f e j e z é s h e z  j u t .

Ugyanis, ha fennáll (3), akkor egyszersmind lesz :
a —b \/—k — (u—v V —k ) ( x —y V —k) (4)

és így tehát
a2-\-kb2 =  (n2 -f- kv2) (x2 -f- ky2).

Ez mutatja, hogy az u2-\-kv2 közönséges egész szám

* L. pl. Bachmann : Kreistheilung, Leipzig 1872, 150. lap.
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a2 ±  Aö2-nek osztója. Ha tehát a2 ±  kb2 pozitív osztói 
d i(i= 0 ,. . ri), akkor szükséges, hogy u és v kielégítsék az 

u2-\-kv2— d{, (i=  0, 1, . . rí)
egyenletek valamelyikét. De minthogy ezek az egyenletek 
csak úgy elégíthetők ki, ha u2 <^di, v2 <Ld^ világos, hogy 
«, v számára véges számban kapunk megfelelő értékrend- 
szereket. Az ezen értékrendszereknek külön-külön megfelelő 
u-\-vV — k  számokról azután a fennebbi eljárással eldöntendő, 
vájjon osztói-e a-\-b V - k - nak.

8. §. Ezek után részletesebben fogjuk megvizsgálni a 
k = 5 esetet, azaz a [V — 5] tartományt, a melynek typikus 
jelentőségére legelőször D edekind * figyelmeztetett. E tarto
mány ugyanis legegyszerűbb példája a nem teljes holoid 
tartománynak.

Hogy ezt m egm utassuk, határozzuk meg a
3, 9, 1 — 2 1/--5, (1 —2 E --5)2=  — (19+4 V —5), 3 (1—2 1 ^ 5 )  

számok összes osztóit.
Az első esetben pl. meg kell oldanunk az u2±5u2 =  d 

egyenleteket, a melyekben d = l ,3 ,  9. Ezek közül az elsőből 
nyerjük a (± 1 ,0 ), a harmadikból a (± 2 , ±1), (± 3 ,0 )  egész 
számú értékrendszereket, míg a második egyáltalában nem 
vezet egész számú értékrendszerhez.

Az előjelt mellőzve tehát csupán csak az 
1 és 3

osztókat nyerjük, m ert a (± 2 , ± 1 ) értékrendszer nem vezet 
osztóhoz. Hogy ez is osztóhoz vezessen, arra szükséges 
volna ugyanis, hogy legyen :

3 =  (2 ±  l / —5) (.r -\-yV —-5),
vagyis, hogy a

2x—5y=3, x ± 2 i/= 0

PÉLDA : A [ j / — A] TARTOM ÁNYOK.

* Zahlenfheorie, 4. kiadás, 547. lap.
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egyenletrendszernek x  és y egész számú értékei teleljenek 
meg. Mint látni, azonban ennek az egyenletrendszernek 
megoldása :

-  1  _  _  1  
,T “  3 ’ y -  3 ‘

Ellenben csakugyan :

9 — (2H-1/-—5) (2— 5).
Hasonló módon elvégezve a szám ítást a többi esetben 

is, végre azt találjuk, hogy az előjelt mellőzve :
3 o sz tó i: 1, 3,
9 (( 1, 3, 2±V/ —-ó, 9

1—2 1 /^5  (( 1. l~ 2 \r -~5.
(1—2 E-^ö)2 « 1, l - 2 V /^ 5 ,  2 - l / ^ 5 ,  -2 + 3 1 ^ 5 , ( l-2 V /^ 5 ) 2

3 ( 1 - 2 1 ^ 5 )  « 1, 3, 1—21/—5, 2—Vr—5, 4 —E^-5, 3(1—2 5).
Ezek közül tehát 9 és 3 (1— 2V/—5) oly számok , a me

lyeknek megállapodásaink értelmében legnagyobb közös osz
tójuk nincsen. E két szám közös osztói ugyanis az előjelt 
mellőzve, a következők :

1, 3, 2 -1  - 5
és így a 9 és 3(1 — 21/— 5) legnagyobb közös osztója csakis 
e számok egyike lehetne ; még pedig az. a mely az összes 
többivel osztható. Ámde a három szám közül egyik sem 
osztható a másik kettővel és ezzel be van bizonyítva, hogy 
állításunk helyes*.

Még másképen, de ép oly feltűnően mutatkozik a 
\V — 5] tartom ány «nem teljes volta» abból a körülményből, 
hogy a 3 és 1 — 2 — 5 számoknak az egységen kívül nin-

* Így tehát ez a két állítás, hogy a-nak és /9-nak nincsen leg
nagyobb közös osztójuk és az, hogy legnagyobb közös osztójuk 1, 
nem jelenti ugyanazt. Ezt kiemeljük tekintettel arra a nem szabatos 
kifejezésmódra, melylyel az elemekben gyakran találkozunk.
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csen közös osztójuk, míg' mind a kettőnek négyzete oszt
ható 2 - V —5-te\.

9. §. A \ V —5] tartom ánynak az előbbiekkel összefüggő 
tulajdonsága az, bogy a 3-mai és 2 — V ^ ö -te l osztható szá
mainak összesséfje nem állítható elé mint egy bizoni/os szám 
többszöröseinek összessége.

Ama számok összessége ugyanis, tekintettel arra, hogy 
osztójuk 3, a 3x-\-3yV —5 alakban lesz előállítható. Hogy 
azonban valamely ilyen alakú szám osztható legyen 2—V —5- 
tel, szükséges, hogy m eghatározhassunk két oly közönséges 
egész számot, n-t és n-t, a melyekre nézve

azaz

így tehát

valamint

3.r+ 3  y V -  5 =  (2 •- V  -  5) (u+ v V~^5), 

2u-\-5v=3x, — u-\-2v=3y.

2 x —ö y x-\-2 ii
U ~  ~3~ ’ ° =  3

„ - „ + 2 ,  =  * = £

is közönséges egész számok. Ebből következik, hogy x  min
den esetre ilyen alakú szám :

x = y - \ - 3 w ,

a hol w közönséges egész számot jelent. És minthogy x  
ilyen meghatározása m ellett u és v mindig egész számok, 
a \V—5] tartomány minden 3-mal és 2—V — 5-tel osztható 
száma ebben az alakban állítható elő :

(9/n+3y) +  3 y V — 5 =  9 m + 3 ( l+ t/'—5)y, 
a hol y  és w  t e t s z é s  s z e r i n t i  közönséges egész számokat 
jelentenek.

Ha pedig ezek a számok mind többszörösei volnának 
bizonyos m eghatározott S  számnak, akkor J  szükségképen 
osztója volna azoknak a specziális számoknak is, a melyek
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a w =  1, ij—O és a íz;—1, y = —2 helyettesítésekből szármáz
nak, azaz 9-nek és 3 (1— 2 V —5)-nek is. o tehát vagy 1, vagy 3, 
vagy pedig 2—V —5 volna. Ámde e számok többszörösei 
között vannak m indig olyanok is, a melyek n em  oszthatók 
3-mal és 2—V — 5-tel. így már a 3 sem osztható 2—V — 5-tel 
sem pedig a 2—V —5 a 3-mal.

A későbbi alkalmazás m iatt még különösen kiemeljük,
hogy a ,__

3«! +  ( 1 - 2 1 / - 5 )  «2

s z á m o k  összessége .?, a Ao/ eq és cz2 zz [l7 — 5] t a r t o m á n y  t e t 

s z é s  s z e r i n t i  s z á m a i t  j e l e n t i k , ne/rí leh e t  a z o n o s  v a l a m e l y  

a [V — 5y t a r t o m á n y b a n  f o g l a l t  S  s z á m  t ö b b s z ö r ö s e i n e k  ö s z -  

s z e s s é g é v e l .

Minthogy ama számok között a 3 és az 1— 21^—5 is 
előfordul, S  csakis ezeknek valamely közös osztója lehetne, 
azaz az előjelt mellőzve =  1. De akkor szükséges, hogy a 1 
és a 2 olyan értékeket is vehessenek föl, a melyekre nézve

3a t +  (1—2 V~—S) a 2=rl.
Négyzetre emelve azt látjuk, hogy a 1 és ex2 ugyanazon ér
tékei mellett

-)-6 (1—2 V ~-5) «j «2 +  ( 1 - 2 1 /^ 5 )2 a l =  1.
Ámde itt a xu 2, a\ együtthatói — mint az előbb végrehaj
tott szám ításokból kitűnik — mindannyian oszthatók 2—V —5- 
tel. Ha tehát \V —5] tartalm azna olyan és a 2 számokat, 
a melyek ezt a feltételt kielégítik, akkor 1-nek is osztható
nak kellene lennie 2— V — 5-tel, a mi pedig nem lehetséges, 
m inthogy 2 — 1/— 5 nem egység. Evvel állításunk he van bi
zonyítva.

Végre még azt is látjuk, hogy pl. 2— V — 5 a [V — 5j 
t a r t o m á n y b a n  i r r e d u c i b i l i s  u g y a n , d e  nem  t ö r z s m e n n y i s é g ; 

mert sem 3, sem 1— 2 1 — 5 nem osztható 2— V — 5-tel, míg 
szorzatuk osztható vele.
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C on gru en tia tartom án yok  és  m od u lusrend szerek .

10. §. Az adott [A] tartományból egyszer mindenkorra 
kiválasztunk h m eghatározott, a 0-tól különböző meny- 
n y isége t: M1, M2, . . ., Mh-1, a melyeknek összfoglalatját
(Mt , M2........Mh) m odulusrendszernek fogjuk nevezni. Az

a i H------h a h
mennyiségek összességét, a hol a 2, . . ., ah tetszés sze
r i n t i az [Aj tartományba tartozó m ennyiségeket jelentenek. 
az [A] tartományból szcirmazó és az modulus-
rendszer meghatározta congruentiatartománynak fogjuk ne
vezni.

A m odulusrendszert a benne foglalt mennyiségek száma
szerint h-tagának nevezzük, a benne foglalt Mx, M2........Mh
mennyiségek pedig a m odulusrendszer elemei.

A congruentiatartom ány term észetesen csak is oly 
m ennyiségeket foglal magában, a melyek az [A] tartom ány
hoz tartoznak. Két a congruentiatartom ányhoz tartozó meny- 
nyiség összege vagy szorzata ismét a congruentiatartom ány- 
hoz tartozik.

Az [Aj tartom ány mennyiségeinek összessége akkor és 
csak akkor lehet azonos a congruentiatartom ány mennyisé
geinek összességével, ha ez magában foglalja az absolut 
egységet. Az 1 segítségével ugyanis az [AJ tartomány min
den mennyisége előállítható a kívánt alakban.

A congruentiatartom ányt valódinak nevezzük, ha nem 
tartalmazza az absolut egységet; tehát akkor és csak akkor, 
ha az [A] tartom ánynak valódi részletsokasága.

Az [A] tartomány két mennyisége, pl. Á és u  -congruens 
az (Mj, iW2 , . . ., m odulusrendszerre vonatkozólag, ha
/, — /uL a m odulusrendszer meghatározta congruentiatarto- 
mányban foglaltatik, vagyis, ha [Aj-ban vannak olyan a  meny-
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nyiségek, hogy
A -  / /  =  a x Mx H------h a h Mh.

Ezt a következő jelöléssel fejezzük ki :
A =  ^ (m o d . Mj, M2........Mj,).

A mint közvetetlenül világos, ugyanezt a lényt a következő 
módon is fejezhetjük ki :

A — //  =  0 (mod. Mx, M2, . . M/,).
A congruentia fogalma általánosítása az egyenlőség 

fogalmának. Egyenlő mennyiségek egyszersmind congruen- 
sek is és a congruentia jele részben követi az egyenlőség 
jelének törvényeit. Különösen :

I. Ha A =  jii és // - ?/, akkor A =  ?/.
II. Ha k ^ = k 2 és / í 1=  y/2, akkor k t jut =  k2/u2.
Mind a kél esetben term észetesen feltételezzük, bogy 

a meghatározó m odulusrendszer mindig ugyanaz marad. 
Hogy bebizonyítsuk pl. a második tételt, csak a definiczió- 
nak megfelelőleg részletesen kell felírnunk, hogy 

Át =  A2 -f- ccí Mx -)- • • • +  &h Mh 7
/ / j =  [á2 +  ß\ -f- • • • +  ßh M/,.

Ezekből közvetetlenül következik, hogy
A1 [A x =  A2 u 2 +  7i Mx A • • • +  7/, Mh.

Ennek a szorzásra vonatkozó tételnek megfordítása 
nem érvényes általánosan. A megfelelő pontos tétel a kö
vetkező :

III. Ha kx u x =  k2g i2 As- Ax =  A2, akkor ezekből bármely 
fjix mennyiségre nézve akkor és csak akkor következik, hoyy 
lux =  jU2, ha van az [Aj tartományban oly ß  mennyiség, (i 
melyre nézve ß kx =  1.

Ha van ilyen /? mennyiség, akkor, minthogy Aj =  / 2, 
lesz : ßk2 =  /?A1 =  1 ; továbbá ßkx u x =  ßk2 ju2< vagyis jux =  /ll2- 

Hogy ilyen ß  mennyiség nincsen, vagyis, bogy a 
ßkx — a x Mx — a 2 M2 — ■■■ — «/, Mh — 1

•20
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egyenlet nem oldható meg- oly módon, hogy /?, a x........uh
az [A] tartományhoz tartozó mennyiségek legyenek, az úgy 
is fejezhető ki, hogy e h -f- 1 -tagú m odulusrendszer:

(A,. M ,.. . Mh)
valódi congruentiatartom ányt határoz meg. De akkora h-tagú 
(Mt , . . Mh) m odulusrendszer m eghatározta congruentiatar- 
tomány is valódi, m ert minden benne foglalt mennyiség egy
szersmind ama /i+ l- tag ú  m odulusrendszer meghatározta con- 
gruentiatartom ányhoz is tartozik.

Ha tehát a /ux és /ll2 m ennyiségeket úgy választjuk, 
hogy közülük az egyik az (Mx, . . ., Mh) m eghatározta con- 
gruentiatartom ányhoz tartozzék, a másik pedig nem, a mi 
m ost mindig lehetséges, At-et és / 2-t pedig úgy, hogy mind
a kettő = 0  legyen (mod. Mx........Mh), akkor lesz : k Xíu x= k 2u 2
a nélkül, hogy ebből jux =  u 2 következnék.

Két m odulusrendszer (M1?. . . ,  Mh) és (JVt , . . . ,  Nk) bizo
nyos módon meghatároz egy harm adikat

a mely tartalmazza az első kettőnek összes elemeit. A de- 
finiczió alapján az e m odulusrendszer meghatározta con- 
gruentiatartom ány nem változik, ha az esetleg ismétlődő 
elemeket csak egyszer tartjuk meg.

Ha már mostan
Xx =  Á2(mod. Mx, . . ., Mh) és jux =  /ll2 (mod. Nx........Nk),

akkor ezekből közvetetlenül következik, hogy
K  =  A<j, /ux =  ^ 2 (mod. Mx, . . . , M h,N x------ Nk).

Ez a congruentiára vonatkozó tételek következő bőví
téséhez v e z e t:

Ha /  =  fjL (mod. Mx........Mh) és u  =  v  (mod. Nx..........Nk),
akkor Á = v  (mod. Mx........Mk , Nx..........Nk).

Ha Xx=X2 (mod. Mx......Mh) és u x^fJ-2 (mod. Nx....... Nk),
akkor Xx /llx =  / 2 ,u2 (mod. Mx........Mh, Nx......... Nk).
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Ha Á1/L1=A2(Lí2(mod.A/1,..., Mh) és k í =?,2(mod. Nv ...,N k), 
akkor ezekből bármely /ux mennyiségre nézve akkor és csak 
akkor következik , hogy ju^ =  / í 2(mod. M1, . . ., Mh, Nt , . . ., Nk), 
/?a az [A] tartományban oly ß  mennyiség, ö melyre nézve 

ßK  =  1 (mod. Aft , • • M#j, N15. . IV*).
Hogy ez utóbbi tétel igazságáról meggyőződjünk, egy

szerűen ism ételjük az előbbi bebizonyítást; csak a végén 
Áj s A2 számára oly m ennyiség választandó, a mely e O az 
Mj, . . ., M/,) m odulusrendszerre vonatkozólag.

Ha az (Mj........Mh) és (A^, . . ., AT*) m odulusrendszerek
azonosok, akkor újból az előbb felállított tételekhez jutunk.

11. §. E fogalomalkotásokra a legegyszerűbb példa a 
számelmélet elemeiből ismeretes congrucntia-meghatározás. 
Itt Gauss használta először a congruentia elnevezést és 
annak jelét, míg az épen értelmezett általános fogalmak 
KRONECKER-től származnak*.

Azokban a tárgyalásokban az [lj tartom ány két számát 
congruensnek nevezik az egytagú (m) modulusrendszerre, 
vagy rövidebben az m m odulusra vonatkozólag, ha különb
ségük osztható m-mel stb. Különösen minden 1-től külön
böző egész szám meghatároz egy valódi congruentiatarto- 
mányt, a mely az m összes többszöröseiből és csakis ezek
ből áll.

Ebben a legegyszerűbb esetben további többtagú mo
dulusrendszerek alkotása teljesen fölösleges. Legyenek 
ugyanis m t , m2, . . ., mh közönséges egész számok és d a leg
nagyobb közös osztójuk, akkor mindig m eghatározhatók 
olyan egész számok, a melyekre nézve 

«i mi H-------h ah mii = d-
Az (nij, . . . .  77?/,) m odulusrendszer m eghatározta congruentia- 
tartomány tehát egyrészt csupán csak olyan számokat tar-

* Kivéve az igen kényelmes «congruentiatartomány» elnevezést.
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talmaz, a melyek d-nek többszörösei és m ásrészt tartalmazza
d-nek összes többszöröseit (m ert kd =  kat mx -|------\- kah mh).
E tartom ány tehát azonos a (d) m odulus m eghatározta ta r
tománynyal.

A raczionális számok tartom ánya, (1) nem ad alkalmat 
valódi congruentia-m eghatározásra. Ha ugyanis (rt , r2, . . ., rh) 
e tartományban m odulusrendszer volna, akkor, minthogy 
már az i \ x  =  1 egyenlet is m egoldható raczionális számok
ban, e m odulusrendszerre vonatkozólag az összes számok
nak congruenseknek kellene lenniük. A megfelelő congru- 
entiatartom ány tehát mindig egybeesnék magával (l)-gyel.

Teljesen ugyanaz érvényes minden orthoid tartományra.
Hogy a viszonyok nem minden tartom ányban olyan 

egyszerűek mint [l]-ben, már az előbb példaképen tárgyalt 
\V—ő] tartomány esetéből is látható. Ebben a kéttagú 
(3, 1— 2 y — 5) m odulusrendszer m eghatározta congruentiatar- 
tomány a 3a1 -f- (1—2 V 5 )a 2 számok összessége, a mely
ről épen (a 9. §. végén) bebizonyítottuk, hogy nem állítható 
elő semmiféle egytagú m odulus segítségével.

A congruentia fogalma arithm etikai vizsgálatokban azért 
fontos, m ert m ódot nyújt az [A] tartom ány mennyiségeinek 
osztályokba való sorozására úgy, hogy egy osztályba soroz
zuk az összes egy bizonyos m eghatározott mennyiséggel 
congruens, vagy — a mi ugyanaz — az összes egymás között 
congruens mennyiségeket,

R elativ  aequivaieiitia.

12. §. Valamely adott [A] holoid tartomány oly 
'] f 11 7T-2 1 ' '

részletsokaságát, a mely tartalmazza az [AJ tartomány min
den egységét, valamint bármely benne előforduló két mennyi
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ség szorzatát is, de nem tartalmazza a 0-t, aequivalentiatar- 
tománynak nevezzük. Valódi az sequivalentiatartomány akkor, 
ha a 0 kizárása után is van az [A] tartom ányban oly meny- 
nyiség, melynek szorzata az sequivalentiatartomány bármely 
mennyiségével nem tartozik ebbe a tartományba.

Orthoid tartom ány tehát sohasem adhat alkalmat va
lódi sequivalentiatartományok alkotására, m ert azokban a 
zérus kizárása után minden m ennyiség egységnek tekintendő.

Ha az [A] holoid tartom ányról a 4. §-ban leírt eljárás 
szerint áttérünk a m ellérendelt orthoid (A) tartom ányra és 
az épen m ost jellem zett sequivalentiatartományt II-vel jelö l
jük, akkor az összes mennyiségek, a melyekben a  az [A] 
tartomány és n  a II tartom ány bármely m ennyiségét jelenti, 
ismét holoid tartom ányt alkotnak, a melyet [A j II]-vel je 
lölhetünk.

E tartom ány holoid, m ert mind az összeadás törvénye :

«1 , «2 _  « 1 +  «a n i
7Ti 7T2 7l1 7f2

mind a szorzás törvénye :

«1 « 2  _  u i a 2
7Ti 712

benne közönséges; továbbá, mert úgy «, mint n  helyébe 
tehető az absolut egység és így tehát ez a tartomány is 
tartalmazza az absolut egységet és az ennek ismételt 
összeadása révén származó m ennyiségeket: 1 ,2 ,3 , . . . ,  a 
melyek sorában — mint közvetetleniil látni — a 0 nem for
dul elő.

Ha [AJ valódi holoid tartomány, II valódi aequivalentia- 
tarlomány és van az [Aj-ban oly y  mennyiséy, mely a II egy 
mennyiségének sem osztója, — még pedig csakis ebben az 
esetben — az ~  mennyiségek is valódi holoid tartományt 
alkotnak.

3 0
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E tartom ányban minden egyes n  mennyiség egység, 
mert n ~ -  =  \. Ebből világos, bogy is egység. Hogy azon
ban — is egység, tehát

lehessen, az cca'= tui' egyenlőség m iatt szükséges és ele
gendő hogy a  az [A] tartományon belül osztója legyen 
7T7i'-nek, vagyis : Az  [Aj II] tartomány egységei tehát az ösz- 
szes alakú számok, hol cp a II valamely mennyiségének 
osztója.

Ha tehát y  az [A] tartom ány oly mennyisége, a mely 
az előbb kim ondott föltételnek megfelel, akkor a y£ =  1 
egyenlet az új tartományban sem oldható meg. Ha ugyanis 
ezt az egyenletet kielégítené |  , akkor y ß  = n  volna és
y  feltevésünk ellenére az [A] tartom ányban osztója volna 
7f-nek.

Evvel látjuk, hogy a föntebb adott tétel föltételei ele
gendők. Hogy egyszersmind szükségesek, kiviláglik a kö
vetkező megjegyzésekből. Ha az [A] tartom ány bármely y  
mennyiségére csakugyan fönnáll egy y ß — n  alakú egyen
let, akkor az [A | [I] tartom ányban értendő

71 72
Ti' S TI"

egyenletnek a y 1ß 1 — 7ii értelmezte mennyiségek bevezetése 
után rögtön fölírható megoldása is :

72 ßi
Tl̂  TI

Fegyelembe veendő végre, hogy, ha nem valódi aequi- 
valentiatartom ánynyal van dolgunk, az [A]-nak bármely y  
mennyisége föllép mint az sequivalentiatartomány valamely 
m ennyiségének osztója.

Minden aequivalentiatartomány tartalmazza az [A] tar
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tomány egységeit. Ezek magukban tehát az |A|-ból származó 
«legkisebb» sequivalentiatartományt alkotják, a melyet E-vel 
fogunk jelölni. Közvetetlenül világos, hogy [A í Ej azonos 
[A]-val.

A ti aequivalentiatartományra vonatkozólag relative 
aequivalensnek akkor nevezzük az |A| tartom ány két meny- 
nyiségét, pl. a-\ és /9-t, ba ebben a [T tartományban meg
határozhatunk két mennyiséget, 7Tx-et és 7i2-t, a melyekre 
nézve n xa — ir2 ß.

Ezt a következő módon fejezzük ki :
a  ~  /9, [A], ti,

a hol az sequivalentia m eghatározásának alapjára vonatkozó 
pontosabb adatok el is m aradhatnak, ba azok a vizsgálat 
folyamában változatlanok maradnak.

Közvetetlenül látni, hogy az sequivalentiára vonatkozó 
már előbb (5. §.) lehozott három alaptörvény itt is érvényes.

Ha II egybeesik E-vel, akkor a relativ sequivalentia 
átmegy az absolut sequivalentiába.

Hogy e fogalomalkotás mennyire fontos, csak később 
fog k iderü ln i; itt azonban csak egészen jelentéktelen pél
dák állanak rendelkezésünkre. [l]-ből pl. mint sequivalentia- 
tartom ányt kiem elhetjük az összes +  2̂ ’ (k 2 > 0) alakú szá
mokat úgy, hogy két egész szám akkor lesz relative aequi
valensnek tekintendő, ha az egyik közülük a másikból úgy 
származik, hogy ezt valamely ±  2k alakú számmal megszo
rozzuk. A bővített |A II] tartomány ebben az esetben mind
azokból a rac-zionális számokból áll, a melyeknek nevezője
2-nek valamely hatványa.

Az sequivalentia fogalma újból általánosítható, ha a II 
tartomány értelmezésénél elejtjük azt az egy föltételt, hogy 
II az [A] minden egységét tartalmazza. Elég, ha ezt itt egy
szerűen megemlítjük.

3 2



MÁSODIK FEJEZET.

A HOLOID TARTOMÁNYBÓL SZÁRMAZÓ FORMÁK.

Form ák és e g é sz  fü ggvén yek .

1. §. Legyen adva az [A] holoid tartomány. E tarto
mány mennyiségeiből és az x  új határozatlanból alkotjuk az

A) +  A i x  +  A 2 +  • • • +  A m
«mennyiségeket», hol A0, A j,. . ., Am az eredeti [Aj tartomány 
mennyiségei. E m ennyiségeket ismét egy tartományba fog
laljuk össze oly módon, hogy ha

#o +  Bí x  +  B2x 2 -\-----+  Bn x n
egy második ilyen mennyiség, a két mennyiség összegének 
ill. szorzatának az

(A> +  B0) -j- (Aj -f- fíj) x  -)- (A2 -f- Il2) x 2 -f- 
és
A A > + (A A  +  Ai^o)x  +  {Aô 2  +  +  d 2/?0) x 2-\----- f- AmBnx nH n;
mennyiségeket nevezzük; azaz, az összeadást és szorzást 
ama szabályok szerint hajtjuk végre, a melyek az algebra 
elemeiből mint az x  hatványai szerint rendezett kifejezé
sekre vonatkozó szabályok ismeretesek. Ezen az alapon vi
lágos, hogy az eredetileg adott m ennyiség felfogható mint az 
A0, Aj x , . . ., Am x m tagok összege. Elvileg ugyan az össze
adás és szorzás törvényeinek megállapítása előtt e mennyi
séget mint az (A0, At , . . ., Am, x)  mennyiségek complexusát 
kellett volna felírnunk, a mi azonban e megállapodásaink 
után mindjárt felesleges bonyolításnak bizonyul.

König, Algebrai mennyiségek
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Ivépezésüknek megfelelőleg két ilyen mennyiség akkor 
és csak akkor egyenlő egymással, ha az [A] tartomány meny- 
nyiségei, a melyeket alkotásuknál felhasználtunk, az ú. n. 
együtthatók, rendre egyenlők; tehát

A0 =  B0, Aí — Bi . . . . ,  Am — Bm,

és így azoknak száma is mindkét esetben ugyanaz.
Ezek után közvetetlenül felismerjük, hogy az így alko

to tt mennyiségek összessége valódi holoid tartom ány : még 
pedig akkor is, ha az [A] tartom ány nem valódi holoid, azaz 
orthoid tartomány. Az így értelm ezett mennyiségek ugyanis 
az összeadás és szorzás közönséges törvényét követik ; a tar
tomány magában foglalja (az [A] tartom ány összes mennyi
ségeivel együtt) az absolut egységet és az ebből alkotott 
1, 2, 3, . . . sorozat nem tartalmazza a zérust, mert hiszen m 
és 0 az értelmezés szerint különböző mennyiségek. Hogy a 
tartomány végre valódi holoid tartomány, világos abból, 
hogv az

F $ =  1

egyenlet nem oldható meg, ha F nem tartozik a szűkebb 
[A] tartományhoz, vagyis —- a mint azt másképen is akarjuk 
kifejezni — az a? határozatlant tartalmazza. Ebben az eset
ben ugyanis F alakja a következő :

F =  A0 -f- At x  ••• +  Am x m,
a hol m >  0 és Am 4= 0.

Ha F f  =  1, semmi esetre sem lehetséges, hogy £ — 0, 
és így £ alakja a következő :

£ =  +  Bt x  A • • • -f- Bn x n,
a hol n ^ O  és Bn 4= 0. Ámde akkor

n = A 0Bo + . - - + A m Bn x>"+",
hol /j í4 - / í > 0 és Am/i„4=0. E mennyiség pedig nem lehet 
=  1, mert az x  határozatlant valóban tartalmazza.



f o r m á k  t’:s e g é s z  f ü g g v é n y e k .

Az így képezett tartományt röviden |A, xj-szel fogjuk 
jelölni.

2. §. Közvetetlenül világos, hogy e fogalomalkotás egy 
új második, harm adik stb. határozatlan bevezetésével tovább 
folytatható.

Legyenek a rendre egymásután bevezetendő határo
zatlanok : x t , x 2, . . ., x m. Akkor [A]-ból először származik 
majd az [A, x t] tartom ány és minthogy ez valódi holoid tar
tomány, ebből az x 2 határozatlan hozzácsatolása után egy 
új bővített tartomány, a melyet [A, x t , x 2]-vel fogunk jelölni 
és így tovább, míg végre az

[A, x 1, x 2, . . . ,  -t'm]
tartományhoz jutunk. Minthogy az összeadást és szorzást 
ezekben a tartományokban is az elemi algebra szabályai 
szerint végezhetjük, valamely ezekhez tartozó mennyiség 
x m hatványai szerint rendezett kifejezésében az együttható
kat összegeknek tekinthetjük és ha a szorzásokat valóban 
elvégezzük, ilyen alakú kifejezést nyerünk :

A) +  Ai U1 -j- A2 U2 +  • • • -j- Ak Uk , 
a hol az A0,A 1, . . .  együtthatók az eredeti [A] tartomány 
mennyiségei és az U-k az x 1, x 2, . . . , x m határozatlanok kü
lönböző hatványszorzatai, azaz ilyen alakú mennyiségek :

zy*í/l ül
^ 1  ^2 • • • •

Az [A, x l: x 2, . . , ,  x m\ tartomány mennyiségeinek ez az 
alakja közvetetlenül mutatja, hogy a sorrend, a melyben az 
x t ........x m határozatlanokat a tartomány alkotására felhasz
náltuk, magára a tartományra nézve egészen közömbös és 
hogy a határozatlanok (x 1J x 2........ x m) rendszerének hozzá
csatolása által A-tól egyetlen egy lépéssel is eljuthatunk  

[A, x x, x 2........rrm]-hez.
Az [A, x t , x 2........x m] tartom ány m ennyiségeit (az (AJ
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tartományból származó) form áknak , vagy pedig az x x, .r2, .. .,xm 
határozatlanok egész függvényeinek nevezzük.

E két elnevezés szoros kapcsolatban áll az újonnan 
alkotott mennyiségeknek két elvileg különböző felfogásával.

Valóságban az x  határozatlanok használata tisztán csak 
átm eneti jelölés. A tartom ány két mennyiségéből,

A) +  ' “  +  Ujf és B0 U0 +  • • • +  Bi Ui 
összeadás és szorzás révén nyerünk egy harmadikat,

C0u0 +  C1U1 +  ••• +  cru„
melyben az együtthatók (C0, C1?. . .) rendszere bizonyos meg
határozott módon az összeadások és szorzások sora segít
ségével alkotandó az (A0, At , . . .) és (ß0, B t , . . . )  együtthatók 
rendszereiből. Az Í70, Ut , . . . hatványszorzatok itt csak arra 
szolgálnak, hogy egyszerű módon jellemezzék azt a tör
vényt, a mely szerint a különböző A0, At , . . . ,  B0, B1, . . . 
együtthatók felhasználandók; ezeknek az együtthatóknak a 
kitevők (<7 t , . . ., gm) rendszere által kifejezett «helyi értéket» 
kölcsönöznek. E szerint a kérdéses formákat (A0, . . ., Aft)-val 
is jelö lhetnék ; csakhogy akkor az összeadás és szorzás 
törvényét igen bonyolódott módon kellene kifejeznünk. 
A mennyiben tehát ama határozatlanokat csak azért vezet
jük be, hogy az új mennyiségek összekapcsolását a legegy
szerűbb módon írhassuk le, beszélünk az x 1, . . . , x m hatá
rozatlanok form áiról, a melyekben tehát csapán csak az
A0, A j , . . . együtthatók és ezeknek (gx........gm) jellemezte helyi
értékei jönnek tekintetbe.

Az ((xt , . . . , x m egész függvénye» kifejezésnek az álta
lános m athematikai nyelvhasználat szerint egész más az 
értelme. Itt ugyanis x 1, . . . , x m a szónak bizonyos szűkebb 
értelmében jelentenek határozatlanokat, a mennyiben az [A] 
tartományok, vagy pedig valamely az [A]-t magában foglaló 
bővebb [A'] tartomány bármely mennyiségei lehetnek, és így
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tetszés szerinti m eghatározott ((értékeket» vehetnek fel. Az 
egész függvény azután kifejezése valamely specziális törvény
nek, a melynek alapján x t , . . ., xm értékeiből, a | m
menynyiségekböl meghatározunk egy m -)- 1 -edik mennyisé
gek az egész függvény értékét *.

Az Ug =  x?1 x !2 . . .  x^" hatványszorzat dimensiőja 
Sh +  92 +  *'■ +  9mi foka Xj-re vonatkozólag gf.

Az
A» Uo +  A  Ui +  • • • +  A

forma vagy egész függvény dimensiőja n' és x r re vonat
kozó foka /ij, ha n', ill. /?,• a legnagyobb raczionális egész 
szám azok közül, a melyek m int U0, Ut , . . ., Uk dimensiói, 
ill. fokai szerepelnek. Természetesen csak azokra az U-kra 
kell itt tekintettel lennünk, a melyek a forma (egész függ
vény) kifejezésében valóban előfordulnak, azaz a melyeknek 
együtthatója nem 0.

A form ák tagja in ak  lex ik ograp h ik u s e lren d ezése .

3. §. Egy határozatlant tartalm azó formákban a tagok
nak term észetes sorrendjét szolgáltatja közvetetlenül azok
nak a határozatlan növekedő vagy fogyó hatványai szerint

* Hogy a matheinatikai irodalomban a «forma» kifejezést eddig 
legtöbbnyire mint a homogén egész függvények elnevezését használ
lak, nem elég ok arra, hogy ilt végig ne ragaszkodjunk ahhoz a 
pontos fogalmi elkülönítéshez, a melyre legelőször Kronecker hívta 
fel a figyelmet «Festschrift»-jében. Az elnevezések összetévesztésétől 
alig lehet tartani. Másrészt nem csak módszertani szempontból nagy 
becsű a jelentésnek ily elvi elkülönítése, a mely inár az elnevezés
ben is nyilvánul, hanem következetes terminológiának megállapítása 
más alapon lehetetlen. E nélkül le kellene mondanunk ily rövid és 
találó elnevezésekről, mint pl. ez : «egész forma» (midőn az együtt
hatók egész számok).
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való elrendezése. E rendezési elv GAUss-tól * származó kö
vetkezetes kibővítése az x t , x 2, . . ., xm, számra nézve m ha
tározatlant tartalmazó formák esetére a következő. Az

4 /v.̂ 1 y'J IT} pc A 7*̂ 1 /y.̂ 2rx.g vtj 0̂ 2 • • • /̂77 *̂ l *̂ 2 * • * *̂TTl

két tag közül a magasabb legyen az első, ha g1> h í ; ha 
pedig g1 = h1, akkor, ha </2> h 2; általánosságban, ha gx — hx, 
g2 = h2, . . ., Qi_t =  hi_1, akkor, ha Minthogy a ha
sonló (azaz ugyanazt a hatványszorzatot tartalmazó) tagok 
már összevontaknak tekintendők, ez az elv a tagoknak tel
jesen m eghatározott elrendezését szolgáltatja, a legalacso
nyabbtól kezdve a legmagasabbig.

Valamely tag m agasságát első sorban az egész szá
mok (</i, ífe’ • • •, 9m) complexusa jellemzi. Ha azonban vizs
gálataink egyszerre csak m eghatározott számú formára vo
natkoznak, a melyek közül ismét mindegyik csak meg
határozott számú tagból áll, e m agasságot egyetlen egész 
számmal is jellemezhetjük. E czélból válaszszuk a t pozitív 
egész számot nagyobbnak minden gx kitevőnél, mely a kü
lönböző formák különböző tagjaiban előfordul.

Akkor az Aqx ^  x^2. . . xfyj1 tag m agasságát teljesen meg
adja a

g = 9í pn-i +  g2 fn - 2 ^ ------ f- g{ pn-i -|------- \- 9m 0  )

szám. Valamely más tagra nézve legyen
h = hx fn - i  +  h2 tm~* +  ••• +  tm- 1 +  +  hm

és gx = hí , . . ., gi_t =  , g; és /1, ellenben különbözők le
gyenek egymástól ; akkor, mint az állításunk szerint szük
séges, g — h és gx — hí előjelei ugyanazok lesznek. Ugyanis 

9—f>=(gí—hi)P - '+ O i +1- f t i+1) .
vagyis

* Demonstratio nova altera sth. Werke, III. köt. 36. lap.
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9  ^  —  fin—i i /  9 i+ 1 + 1 fin-i - i  i__________j _  Hm \  t

9i—hi \ 9i—hi 9 i-h i  )
Minthogy a gi+ í, . . . ,  gm, hi+1....... hm számok közül egyik sem
negativ és mindannyian kisebbek f-nél, a jobb oldalon a záró
jelben álló kifejezés az előjelt mellőzve nem nagyobb mint

t— 1
■(? L +  --- +  l) =9i~~hi I v  ' 1 v  \9 t-h i

azaz kisebb ím-I-nél és ebből következik, hogy valóban

9 ~ h
9 i ~ hi

> 0 .

Látni, hogy a g számnak az (1) alatti alakban való 
előállítása tulajdonképen annak felírása oly szám rendszer
ben, a melynek alapszáma f, a hol azután g1, g2, . . ., gm 
egyszerűen a «számjegyek», a melyeket e felírásban hasz
nálunk. A formák különböző tagjaira nézve karakterisztikus 
m a g a s s á g i  s z á m o k , 0, g ^ \  g^2\  . . e szerint nem negativ egész 
számokból álló sorozatot alkotnak, a mely általánosságban 
hézagos. Válaszszuk pl. t-t N -|- 1-nek, ha az összes for
mák dimensiója legfeljebb N ; akkor a számjegyeknek oly
( 9 \ , 9 v  i9m) rendszere, melyben gt + g 2-\----- nem
léphet fel, m ert ez megfelelne olyan tagnak, melynek di
mensiója N-nél magasabb.

4. §. Az épen nyert rendezési elv figyelemre méltó és 
módszertani szempontból igen fontos kapcsolatra vezet, a 
mely az n határozatlant és az egy határozatlant tartalmazó 
formák közt fennáll *.

Ha csak olyan formákat vizsgálunk, a melyeknek di
mensiója nem magasabb iV-nél, akkor az

* Kronecker, Über die symmetrischen Functionen, Berl. Mon. 
Bér. 1880. 938. lap. Grundzüge einer arithmetischen Theorie der al
gebraischen Grössen (=  Festschrift) 4. §. Grelle Journal, 92. köt.
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b (x ,̂ X2, . . ., — A Aq Xj1 X'2~ . . . 9 ni

formával együtt teljesen meg van határozva az
f  (x) — S  Agx g

forma is, ha t-1 oly számnak választjuk, a mely >  N  és g-t 
(1) szerint határozzuk meg. Ha pedig csupán csak olyan 
g-kre szorítkozunk, a melyek a m eghatározás e módja mel
lett m agassági számok lehetnek, a melyekre nézve tehát a 
t alapszámhoz tartozó szám rendszerben a számjegyek ösz- 
szege nem nagyobb N-nél; akkor viszont f ( x ) is m eghatá
rozza az F (x 1, x 2, . . ., x nj) formát, m ert p-vel együtt meg 
vannak adva a gr k is.

így tehát oly kölcsönösen egyértelmű vonatkozáshoz 
látottunk , a mely fennáll az [A] tartományból származó 
N-nél nem magasabb dimensiójá F (x11 . . ., x m) form ák és oly 
ugyanabból az |Aj tartományból származó f ( x )  form ák kö
zölt, a melyekben csupán csak olyan kitevők fordulnak elő, 
a melyek az épen taglalt értelemben mint magassági számok 
szerepelhetnek.

Különösen, ha Ft ,F 2, . . . , F k bármely ilyen formák és 
F =  b \F 2 . . . Fk dimensiójá N, úgy hogy b] dimensiójá ennél 
semmi esetre sem lehel magasabb, akkor egyszersmind lesz

/  =  / i  / 2  • • • fki
hol / ’, f \ ,  /'2, . . ., f k az x  határozatlannak ama formái, a melyek 
F  Fj, F2, . . ., Fk formáknak megfelelnek; m ert hasonló tagok
nak mindig ismét hasonló tagok felelnek meg. Abból, hogy

(X'ó X'1- v / r h  -v.̂ 'nA   v.'l r ;2
\ X 1 2 • ■ ■ ' y  )  \ X 1 X 2 • • • a /7I )  —  X 1 X 2 • • • X 7?l 7

az is következik, hogy

és minthogy e szerint a szorzás folyamata mind a két eset
ben ugyanazoknak a műveleteknek az együtthatókon való 
végrehajtását követeli, f  is megfelel F-nek és evvel együtt jól 
rendezett alakban lép fel.
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A derivá lt form ák.

5. §. Ha az F (x1, x 2, . . ., x m) formába helyébe 
teszsziik, hol ht új határozatlant jelent, akkor F-et ht hatvá
nyai szerint rendezhetjük, hol azután az együtthatók ism ét 
az x t , . . ., x m határozatlanok formái lesznek. Az itt /ij együtt
hatójaként fellépő formát F-nek x t szerint vett (első) deri
váltjának*  nevezzük és Fj-.-vel, vagy p e d ig - ^ -v e l  jelöljük.

Az Xxk egytagú, a hol X  valamely az .rf- t  nem tartal
mazó forma, a következő módon fejthető ki :

X ( x i + h i ?  =  X xf +  kXxf - 1 h i+ G h * .  ( 1 )

Hogy e kifejtés érvényes k = l  esetében, közvetetlenül vilá
gos és általános érvényessége a binomiális tétel nélkül is, 
teljes inductio segítségével bebizonyítható. Ha a kifejtés ér
vényes valamely A'-ra nézve, akkor hozzácsatolván az x iF t i  
tényezőt, Te-fl-re nézve lesz :

X (x t +  I j f + 1 =  Xxk+1 +  (A  + 1 )  Xxk hi +  G t ti*.

Ha tehát X  az határozatlant nem tartalmazza, akkor 
mindig :

- ~ ( X x k) = kXxk~ \ÖXiv 1'  i

* U g y a n e z  a  k é p e z é s i  m ó d  f e l l é p  t u d v a l e v ő l e g  a  d i f f e r e n c z i á l -

s z á m o l á s  e l e m e i b e n  i s  é s  a  -5—  m ű v e l e t i  s y m b o l u m  h a s z n á l a t a  k é -r
n y e l m e s n e k  m u t a t k o z i k  i t t  i s .  E  s y i n b o l u m o t  a z o n b a n  t e r m é s z e t e s e n  —  

t e k i n t e t  n é l k ü l  t ö r t é n e t i  v a g y  a n a l i t i k a i  j e l e n t é s é r e  —  e g y s é g e s  j e l 

k é n t  k e l l  f e l f o g n u n k .  H a  a z  a l g e b r a  a l a p v e t ő  t é t e l e i t  t e l j e s e n  m e g  

a k a r j u k  é r t e n i ,  a k k o r  a  t ö r v é n y e k e t ,  a  m e l y e k e t  e z  a  m ű v e l e t  k ö v e t ,  

e l e m i  j e l l e m ü k  d a c z á r a  r ö v i d e n  k i  k e l l  i t t  f e j t e n ü n k  ; m á r  a z é r t  i s ,  

h o g y  m e g m u t a s s u k ,  m i s z e r i n t  e k k o r  s e m m i f é l e  e l m é l e t ü n k  k ö r é t  

t ú l l é p ő  s e g é d e s z k ö z r e  n i n c s  s z ü k s é g ü n k .
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Minthogy továbbá F  az

F — X0 -f x ;- -f- X2 x i  -)- • • • -(- Xn. x nf  

alakban írható, lesz :
ci F

F ( . . . ,  Xj+bj, • • •) =  F ( . . . ,  x f, . . . )  +  h( Hx h2.

Ha valamely második formára nézve hasonlóképen
dC

G ( . . . ,  Xj-j-fy , . . . )  =  G ( . . . ,  Xj, . . . )  +  /ij -f H2 h2,

akkor e két kifejtés összeadásából és szorzásából kiadódik 
a derivatio két alaptörvénye :

g>
es

ÖF
ÖX;

8 f Fr \ = h dG 
dxj 7 dXj

Hogy az

F(. . X; +  A ,,.. ■) -  F0 +  Ft ht +  F2h2 +  ••• +  Fnih?

k

dG
dx,- (I)

dF
+  6 1 S ' (II)

identitásban, a hol

ni
-- 2  Fk
k—o

F — F Fr o ~~ M
dF

a m-k együtthatóiként fellépő további formákat is mint deri
váltakat határozhassuk meg, helyettesítsük a következőket :

Xj -(- /lj — Zj, /lj- — Zf Xj,

ügy hogy azután lesz :

F(. . .,Z i,. . .) =  2 F k (zi - ,X i f .
k = o

Ha már mostan általánosságban azt a form át, a mely F-böl 
úgy szárm azik , hogy ezt l-szer ismételve alávetjük a deri
vatio folyam atának , az F  x,- (///. z*) szerint vett l-dik deri- 

dlF dlFváltjának nevezzük és — - - v e f  ill. — --vei je lö ljü k , akkor (I) 
ded. dz.
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szerint az ism ételt derivatiót a jobb oldalon tényleg? végre
hajthatjuk és a következőt nyerjük:

ól F
—-  =  £  A (/c -1) . . . (A -Z + l)  Fk (zi- x i)k~l. 
dr. /c=/

Ha ebben zt helyébe xz- t  teszszük, akkor, minthogy a jobb 
oldalon csak az a tag nem tűnik el, a melyben A=/, végre 
lesz

és így kifejtésünk a következő lesz * :

A = o  i

6. §. Tegyük m ost már az F (x 1, x 2, . . ., x m) formában 
az összes x í: x 2........x m határozatlanok helyébe az

x^ -(- hí , x 2 -j- h 2 , • • . i x m h n i

összegeket, a hol hx........hm új határozatlanok és rendezzük
F (x í -\-ht1 . . ., x m-\-hm)-et a h-k hatványszorzatai szerint. 
Hogy a h22. . . fiffi1 ezen elrendezés m ellett származó 
együtthatóját m eghatározhassuk, a következő módon járunk 
el. Tegyük először csak x t helyébe az x 1-j-h1 összeget és ha
tározzuk meg hi 1 együtthatóját ; ebben az együtthatóban is
mét csak x 2 helyébe tegyük az x 2-\-h2 összeget és határoz
zuk meg h22-nek  együtthatóját és így tovább, míg végre az 
utoljára nyert együtthatóban x m helyébe x m-{-hni-eí teszszük 
és meghatározzuk /i^f1 együtthatóját. Ez az eljárás mint 

1 h22. . . h1̂ '  együtthatóját az

0 !

* h o l  m é g  m e g j e g y z e n d ő k  a k ö v e t k e z ő

1 — p
’ m  ~

s y m b o l i k u s  j e l ö l é s e k  :
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d dG d dG
ŐXj dxj dxj dX[

Ennek megfelelőleg /ij1/^ 2. .. rf™ épen nyert együtthatóját rö
videbben így is írhatjuk :

dkF

k t l k2 \ . . .  kln! dx^1 d x j2. .. dxfy
, (k —k 1-\-k2-\------\-kin)

es így az 

F(x1Jr hí l . Xj , - v ^  V4 1 dk
i ~b n̂i) *

^ k t \...km\ d x j . . .
**—  ftí*. • ■ (3)

d x ,•”
kifejtés keletkezik, a hol a jobb oldalon a summatio kiter
jesztendő a nem negativ k í , . . . , k m egész számok mindama 
rendszereire, a melyek a

k —k x -f- /r2—1-----b km 5  ̂n '
feltételt kielégítik. Itt rí az F  forma dimensióját jelenti az 
x 1, . . . , x m határozatlanokra vonatkozólag.

vagyis az

kifejezést szolgáltatja.
Az így nyert eredmény jelentéséből közvetetlenül vilá

gos, hogy a

műveletek sorrendje fölcserélhető. Továbbá az ismételten el
végzendő

elemi műveletek is bármely sorrendben hajthatók végre, mert 
az előbbiek szerint bármely G formára nézve
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A p o lyn om iá lis  tétel.

7. §. Az előbbiek alkalmazása a specziális
F — {xx-\-x2-\------\~x m)n

formára szolgáltatja a polynomiális tételt.
Ekkor ugyanis, ha k —kx-\~k2-\------

dkF
“ 7 * -----------k---------------------V ~  =  n (n ~ 1)  ■ ■ ( n ~ ^ ) ( x i + x 2 + " -  + x m)"~kdx j 1 dx2 2. . . dxfy"

és így
(x  i + hx+ x 2 + h2 -f-----1- x m -f-hm)n=

?  n(n—í ) . . . ( n —k + l )
2 ^ ' k ' k '• 2 • • • • Am •

(x t -\-X2-\----- Hxm)n kfh'lh2 • ■ • /& \

vagy pedig, ha még bevezetjük az új 

határozatlant és az
n — k  =  A0

jelölést használjuk, úgy hogy azután 

n(n — 1) .. . (n —/<•+!) /I!

végre lesz
k xl k2 \ . . .  kt Ír ! Ír ! Ir I

f t O ’ A i "  • • Km •

(/í0 +  /liH------h^m)7y»= \ 7_____ü l____ h k° h ki h k,n
} Z j  k0 \ kx \ . . .  km l 0 1 '■ m '

( £ „ + / < • ,  H----------->rkm=n, k;=o,  1 , 2 , . . . ,  / i )

Az itt fellépő együtthatók, az ú. n. polynomiális együtt
hatók — mint szárm azásuk m utatja — pozitív raczionális 
és egész számok. A legegyszerűbb (m =  1) esetben a bino
miális együtthatókat még a következő alakokban is írjuk :

fc0! k t l \k

hol a két kifejezés identikus volta közvetetlenül abból kö
vetkezik, hogy k0-\-kx=n.

Még m egállapodunk abban, hogy a symmetria kedvéért 
legyen
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(ö) = 1 :
és figyelembe veszszük a következő közvetetlenül igazolható 
re láczió t:

H om ogén  form ák.

8. §. Valamely forma homogén, ha összes tagjainak di- 
mensiója ugyanaz. Bármely formában m indazokat a tagokat, 
a melyeknek dimensiói egyenlők, egy-egy részletösszegbe 
foglalhatjuk össze és ezért azt a következő alakban írhat
juk  :

•F— ----- b̂ rH----- i

a hol (1>V oly homogén forma, a melynek dimensiója r. Ebből 
azután az új x m+1 határozatlant bevezetve, előállíthatjuk az 

. . ., x m, x m+1 határozatlanoknak következő

<P=<Dox m+i~\~@i xm+iH----- h x m+í~\ \~®n

homogén formáját, a melynek dimensiója n és a mely az 
F-nek megfelelő homogén forma.

A tagok száma, melyek 0 n-ben előfordulhatnak, ugyanaz, 
mint a különböző

x \ • • • x rn‘ (kt +k.j,+—t k m=n)

formák száma, azaz ama különböző nem negativ egész szá
mokból álló rendszerek száma, a melyek a

k^-\------bfr/n— n
feltételt kielégítik. Ha meg vannak adva m és n, akkor e 
szám véges számú kísérlettel meghatározható és ezért 
egyelőre {m, n}-nel jelölhető. Közvetetlenül világos, hogy

[m, 0} -  1,

i} = ni.
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Általánosságban pedig
(m , n} =  {m —1, n} +  {m, n —l},

mert itt a jobb oldalon az első helyen áll azon tagoknak száma, 
a melyek nem tartalm azzák pl. ;rm-et és azután az xm-et 
tartalmazó tagoknak száma épen annyi mint valamely olyan 
az x t , . . . , x m határozatlanokat tartalmazó homogén forma 
tagjainak száma, a melynek dimensiója n —1.

Ennek alapján teljes inductio segítségével bebizonyít
hatjuk. hogy d>n (a^, . . xm)-ben a lehetséges tagok száma,

< \ Imé-n —1\
\m-"} =  ( n )'

Hogy ez az m = l  és n = 0  vagy 1 esetében igaz, közvetet- 
leniil világos ; ha pedig megengedjük, hogy igaz mindaddig, 
míg m-\-n kisebb bizonyos m eghatározott N  számnál, akkor

Ez pedig mutatja, hogy képletünk akkor is érvényes, ha 
m -f- n = N  és evvel be van bizonyítva általános érvényes
sége is.

A lehetséges tagok száma oly F (x í , . . . , x m) formában , 
a melynek dimensiója n, a következő :

mert annak meg kell egyeznie a 0  tagjainak számával. Ha 
pedig ezt a számot mint 0O, Qx, . . ., <Pn tagszámainak össze
gét értelmezzük, a következő relácziót nyerjük :

(mr ) = i+(T)+-+(n,+r 1) + - +(,n+" " 1)-
9. §. Az F(x í , x 2......,rm) forma akkor és csak akkor

homogén és n-ed dimensiójú, ha
F{txt , tx2. . . . .  lxni) =  tuF{x1, x 2........x m).

Hogy minden homogén forma 0r valóban eleget tesz ilyen
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relácziónak, közvetetlenül világos. Ha pedig viszont F— 'js (J)i ,
1 = 1

és így
k

F (te i, /.r 2, . • •, txm) =  V 0i (txx, t e 2 ........ tem),
1 =  1

akkor, ha F  eleget tesz az adott relácziónak, egyszersmind 
lesz :

Á .
tnF (x l , .r2, . . ., Xm) =  2  f  {Xx , X2 * • • • 1 x m)1=1

és ha ebben összehasonlítjuk t egyenlő hatványainak együtt
hatóit mind a két oldalon, azt találjuk, hogy

0i=O, (i=f=/i), 0 n—F.
Végre még m egemlítjük a következő EuLER-től szár

mazó képletsorozatot, a mely érvényes oly 0  (x1, x 2, . . . , xm) 
homogén formára nézve, a melynek dimensiója n :

n (i.~  1). . . ( n - * + 1 )0 =  2  • • a r .
Ifc=l Il=l

dk0
. . dx: (I)

Hogy a legegyszerűbb esetben, midőn A = l, valóban
80 /T . n 0 = y x . (la)

azt közvetetlenül a jobb oldalon kijelölt m űveleteket végre
hajtásával láthatjuk. A sorozat általános képletét a teljes 
inductio segítségével igazoljuk. Fölteszszük, hogy a képlet 
bizonyos A-ra nézve érvényes ; akkor 0  minden A-dik deri
váltja oly /? —A-dik dimensiójú forma, a melyre nézve (la) 
szerint a következő érvényes :

dk0  _  m dxk+1
' dx: dX: . . . dx: i, ‘~L1Xll' + 1 dx: . . . ÖX: ÖX:lí h  lk lk+i 1 li lk lk+i

Ha ezt (I)-be behelyettesítjük, közvetetlenül nyerjük a 
a A-j-1 esetének megfelelő képletet.

Vegyük még figyelembe a következő, bármely meny- 
nyiségek közt fennálló id en titá s t:
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.2  • • - .2  .ÍL % % • • • cik— (c i+ c 2-f— \-cw)k'
lk= 1 I2 = 1 'l  = 1 ‘

a  m e l y r ő l  k ö z v e t e t l e n ü l  v i l á g o s ,  h o g y  k = \  e s e t é b e n  é r v é 

n y e s  é s  a  m e l y n e k  á l t a l á n o s  é r v é n y e s s é g e  a  t e l j e s  i n d u c t i o  

s e g í t s é g é v e l  ú g y  b i z o n y í t h a t ó  b e ,  h o g y

m
. 2  cik+1 =  c\ +  c2 ■+----b cm

- m e l  s z o r z u n k .  E n n e k  a l a p j á n  a z  E u L E R - f é l e  k é p l e t e k e t  e  k ö z 

v e t e t l e n ü l  m e g é r t h e t ő  é s  g y a k r a n  k é n y e l m e s n e k  m u t a t k o z ó

n ( n - l ) . . . ( / i - * + l ) < Z > =  (x i~£r ' 9 8

symbolikus alakban í r h a t j u k .

ó 0
~b -r 2 ---- box., dx, 0 ( 11)

Az e lem i sym m etrik u s form ák.

10. §. Ha valamely F  formában a zt , z2, . . zr határo
zatlanok helyébe rendre a £,■ , z,-,.  . ., z,- határozatlanokat 
teszszük, hol az zx, z2, . . ir számok az 1, 2r . . r számokat 
bármely tetszőleges sorrendben jelentik, vagy — a mint ezt. 
röviden szoktuk kifejezni — az F formára a

substitutiót alkalmazzuk, akkor evvel tulajdonképen a forma 
együtthatóit cseréljük fel egymással bizonyos törvény szerint, 

Valamely F formát a zt , z2, . . zr határozatlanok sym- 
melrikus form ájának  nevezzük, ha mindig

F ( ~ i x i ~í2' • • •’ ~i:r) ^  ( , ~ n  ^ 2 1  ' •  ' i  '•/')’

azaz, ha a forma az összes ilyen substitutiók alkalmazása 
mellett változatlan marad.

Az F forma a zt , . . . , z r határozatlanokon kívül termé
szetesen még más zz1? zz0, . . ., us határozatlanokat is tartal
mazhat, a melyekre a föntebbi állítás nem vonatkozik. Ha

König, Algebrai mennyiségei: 4
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az S symm etrikus formát az ux........us hatványszorzatai sze
rint rendezzük :

S (~i i ~2’ • • • i ~l' U\ ’ U2’ • • • ’ UJ>) =  2  Sj i ' ~2’ • • •' zr) Uj,
akkor egyszersmind

^  ( Zi, 7 Zi2 7 * * 7 Zir l ill  1 1*2 - • • • ' "s) ~  2  S j  { z^  7 ~i2l • • * 7 -z'r) Uj

és minthogy az értelm ezés szerint a bal oldalon álló kife
jezések egyenlők, ebből következik, hogy

( 2 l j  7 %  7 7 * * 7  ~ Z r )  —  ^ J f  ( ~ 1  7 - 2  ’ * * * 7 Z r ) l

azaz, hogy az u-k hatványszorzatai szerint való kifejtésnél 
minden együttható külön is a zt , z2........zr határozatlanok
nak sym m etrikus formája.

11. §. A sym m etrikus formák általános elméletében 
alapvető jelentőségük van az ú. n. elemi symmetrikus fo r 
máknak. Ezek a

p(k)  ( z )  =  ( z ~ x k + 1) ( z ~ x k + 2) • • • ( z ~ x m)  ( 0
formából származnak, a melyet röviden pW(z)-ve 1 fogunk 
jelölni. Közvetetlenül belátható, hogy ez a szorzat alakjában 
felírt forma x k+1, x k+2, . . . , x m-ben symmetrikus. Ha tehát z 
hatványai szerint rendezünk, minden együttható is ilyen 
lesz, és

P̂ k\z )= zm~k—f jA’>r'»-k-1 + • • • + ( - \y f {rk)zm- k- r+- • •

megadja j ^ . - t  m int az xfc+1........ .rm határozatla
noknak elemi symm etrikus formáit.

Könnyen felismerhető, hogy ezeknek kifejtett alakja, 
a melyet azonban tulajdonképen nem használunk.

a hol a summatio kiterjesztendő az összes a Är+l, . . ., m 
számokból alkotható különböző combinatiókra, azaz az ösz- 
szes tfr+1, . .  . , i m rendszerekre, melyek a szá
mokból úgy alkothatok, hogy nem csupán az elrendezésben 
különbözők.
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A k=^0 esetében, midőn az alkotandó formákban az 
összes cc-ek fellépnek, a lehető egyszerű jelölés kedvéért a 
felső indexeket elhagyjuk. Végre pedig a könnyebb össze
foglalás kedvéért még legyen: f ^  =  l. A kkor:

/«'-'I (z )  =  2  ( - 1  ) r  fj*>

P(z) = 2 ( - l ) r f r í ," - r-r = o

A z= u-\-xk+i transform atio a következőre vezet
m-L

\m—k —rI* v (u + x k+i) =  2  ( - O ' f  > + ■ < *+ ,)
r = o

a hol a bal oldalon — m int közvetetlenül látni —- u mint 
tényező szerepel. Ha tehát a jobb oldalon u hatványai sze
rint rendezünk, az u-tól m entes tagnak ü-nak kell lennie. 
E megjegyzés alapján világos, hogy érvényes a következő 
alapvető azonosság :

m—k , 11 ,
2 ( - - i ) r fír = o

A'=.() e s e t é b e n

P(k}(xk+i) =  ü. (i=i,2 ,...,m -k) (li)

É  ( 1); fr X"1 ' =  P (x i) — ü, ( i= i ,2 , , . . ,  i/i) ( I I 0)

E kettő ismét, m int majd kimutatjuk, a következő identi
tásra v eze t:

X k + i  *'  U  ( ^ r  ( T» s — k + i , ..., in,
i,j=l, 2, . . ., Hl—A*,

r<s
(Hl)

vagyis — a mint ezt még kifejezhetjük — a bal oldalon álló 
determináns explicit kiszám ítására. Különösen, ha k = m —2. 
akkor valóban

m—i
x„, 1

így tehát a tétel általános bebizonyítására a teljes in- 
ductiót használhatjuk. A kiszámítandó determináns i-dik
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sora részletesen kiírva a következő :

Ha tehát a második, d ik ,. . . ,  utolsó előtti és utolsó
oszlop elemeit rendre a következőkkel szorozzuk :

y - u f y 1.....

és azután az első oszlophoz hozzáadjuk, akkor az így á t
alakított determ inánsban ctl * a következő lesz :

r=o

és így az első sorban
cil=  (a7̂ +1) =  (■£/<•+1 x k+z) i.x k+i x k+s) • • • (^fe+i ^m)

és a többi sorban c£1 =  0, (/=#1). A determ ináns tehát felbom
lik P(fc+i)(xk+í) és egy az a:/f+2, . . xm-ből hasonló módon 
alakított determ ináns szorzatára, a melyről már feltettük, 
hogy (III) szerint kiszám ítható, és így

\*™;lk~i \ =  p f i + ' K x k + d m x r - * . ) ,  r r , - k + , ; : Z n ) .
r,s \  r < s  /

a hol a jobb oldalról közvetetlenül felismerhető, hogy azo
nos (Ilí)-nak jobb oldalával.

A különbségek ama szorzatának négyzetét J (x k+V...,xm)- 
mel, vagy dk-va\ fogjuk jelölni és ennek alapján az épen 
nyert eredményt a következő új és leginkább használt alak
ban írjuk :

I x k+i  ̂I =  ^ (x k+í » • • • i x ni) ~  dk i 2, . . . ,  m—k) (I llő )

* Hacsak lehetséges, a szemlélés támogatására a determinán
sokat mindig a | c£j-1 alakban fogjuk felírni, úgy hogy jelentse az 
/-dik sornak azt az elemét, a mely a y-dik oszlopban áll. A determi
nánsokat helykimélés szempontjából legtöbbnyire nem írjuk a rész
letes alakban, a mit azután a kevésbbé gyakorlott olvasó mindig 
maga is megtehet.
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12. §. Ugyanez a módszer vezet a kővetkező általáno
sabb /7 7 ( 7 7 7  — 1) . . . (m — e-\-\)-edih fokú determináns értékének 
meghatározásához :

hol a szemlélet m egrögzítésére * az első sorban legyen 
*1 =  1, i2 =  2, . . ie= e  és az első sor elemei mint az x-ek hat
ványszorzatai m agasságuk szerint legyenek rendezve. Külö
nösen Cjj — x™-1 . . . Xgn“ e és minthogy e m egállapodá
sok alapján clt az egész determ inánst jellemzi, ezt gyakran

-vei fogjuk jelölni. Ezen kívül term észetesen a sorok sorrend
jét, azaz az (it , i2, . . ., ie) rendszerek sorrendjét is meg kell 
á llap ítanunk; a mennyiben pedig ez nem történt meg, a de
term ináns előjele határozatlan marad.

Hogy ezt a determ inánst kiszám íthassuk, azt bizonyos sa
játságos symbolikus determ ináns alakjában fogjuk írni. Legyen 
ugyanis e symbolikus determ ináns első sora a következő :

x m -t  i^.m-2 y.m-ej x m—2 2 x m~~ej

X, [x™~2 . . . X™~% [x™^2 . . . X™~cj,

míg az i-dik sor az elsőből x ,-nek xt-vel való felcserélése 
révén keletkezzék. A determ ináns tehát most m sorból és 
in oszlopból áll ; de úgy hogy minden egyes eleme a záró
jeles kifejezés jelölte determ ináns elemeinek egész schémá- 
já t jelenti, a melyek közül mindegyikhez még az elől álló 
tényező hozzácsatolandó. Minden egyes elem tehát egy-egy 
(m—1). . . (m—e-f-l)-edik fokú determ ináns-schém a jelképe

* Az itt felhasznált (it , . . ., ie)  rendszerek tulajdonképen az 
1, . . ., n elemeknek ismétlés nélküli e-tagú variácziói.

.Ill — 1 ~77J —2 1 ^2
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és lia azokat a leírt módon egymás mellé sorozzuk, akkor - 
mint az közvetetlenül belátható — a kiszámítandó determ i
náns származik.

Minthogy továbbá a zárójeles kifejezés minden egyes 
sorban végig m indenütt ugyanaz, azon azonos átalakítás, a 
mely szerint valamely oszlopnak bármely tényezővel meg- 
szorzott elemeit valamely más oszlop megfelelő elemeihez 
hozzáadjuk, itt sem fogja megváltoztatni a determináns ér
tékét ; m ert ez ugyanaz, mintha a valóságos determinánsban 
az oszlopok egész sorának bizonyos tényezőkkel megszor- 
zott elemeit az oszlopok más sorának megfelelő elemeihez 
adnók hozzá.

Ha tehát a symbolikusan felírt determ ináns 2-dik........
m-dik oszlopát a következőkkel megszorozzuk :

_ r ( i )  c(i) / _ i \m—1 rí1)
'1 ’ '2 ’ ‘ ‘  ̂ 'm—i

és azután az első oszlophoz hozzáadjuk (I) és (II) alapján 
nyerjük, hogy

0 „ = <*,=<).  ,(>,).

Ha már mostan az így átalakított determináns 3-dik........
m-dik oszlopát a következőkkel m egszorozzuk:

- f f .  f f , - - . . ( - i ) " - 2 C _ 2
és azután a második oszlophoz hozzáadjuk, lesz :

<•*= e*»(*,) cía=-o, (■>».

a hol a zárójelhez hozzácsatolt (1,2) jel azl .jelenti, hogy -x\ 
felcserélendő ,r2-vel.

Ezt az eljárást ugyanazon a módon folytatva általános
ságban az r-dik oszlopot úgy fogjuk átalakítani, hogy

Crr > ? - '] ( , , r), £(r =  0.
lesz.
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Akkor azonban a keresett determináns az

determ inánsok szorzata, a hol minden egyes determináns 
minden eleme még előbb a megfelelő PT) (Xr)-rel, vagy pe
dig, minthogy e determ inánsok foka (/n— 1) . . . (m — e-j-1), az 
maga [ P ^ (x r)Ym~^ ■ • (m-e+i)_vei megszorzandó. 

így tehál

és a különbségek e szorzata a már bevezetett Írásmód sze
rint [x7'“ 1)-vel jelölhető.

Ez közvetetlenül a kérdésen determináns következő ál
talános meghatározásához v eze t:

Az előjel term észetesen a determ ináns soraira vonatkozólag 
m egállapított sorrendtől függ. Teljes inductióval ki lesz 
mutatható, hogy (V) általánosan érvényes; mert e = l  eseté
ben a két oldal formálisan is megegyezik. Ha feltételezzük, 
hogy (V) valamely e—1 esetében érvényes, akkor most már 
általánosságban

jn—e
e

,m -  2 ymi—el
2 — i:l(i,rp(IV)

mert
P(l)(x i) P {2)(oc2) . . . P{m l}(x m -i) = JJ(ocr—xs),

r, s

(V)

(jp (ni, 1) =  1, (f>(m, 2) =  2m — 3

(m—2)(m —-3 )... (/n—e-f-1). (e>2 )
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sával alkothaló különbségek szorzatát jelenti. Minthogy 
x r—x s az Xr és Xs kivételével minden Yj-ben egyszer fordul 
elő, lesz

és ezért

ix m-2  x m~e ] =  - f - 1 i j ( m - i ) ( m —2)...(m—e+i)+(m—2)<p(m—i,e—1)

Ez szolgáltatja* (p(m, e)-nek a következő képletben 
m egadott recursiv m eghatározási m ó d já t:

cp (m, e) =  (m —1) . . . (m —e+ 1) -|- (m — 2)<p(m — 1, e — 1), 
a mely a legegyszerűbb esetekben (V)-tel megegyezőleg a 
következőket szolgáltatja :

képlet szolgáltatja, hol J ( x ly x 2, . . ., x m) helyett rövidebben 
A-i írtunk.

* H a  m á r  m e g  v a n  á l l a p í t v a ,  h o g y  a  k é r d é s e s  d e t e r m i n á n s  a m a  

k ü l ö n b s é g s z o r z a l n a k  h a t v á n y a ,  a k k o r  Rados Gusztáv c o l l e g á m  e g y  

s z ó b e l i  k ö z l é s e  s z e r i n t  —  a <p(m,e) e g é s z  s z á m  é r t é k é t  k ö z v e t e t l e n ü l  

ú g y  n y e r h e t j ü k ,  h o g y  e  d e t e r m i n á n s n a k ,  m i n t  a z  x , ,  . .  . , x m h a t á r o 

z a t l a n o k  f o r m á j á n a k  d i m e n s i ó j á t  d i r e k t  ú t o n  k i s z á m í t j u k .

m
n \ x ™ 2

cp (m, 2) =  2/n —3, cp (m, 3) =  3 (m—2)2, 
míg általánosságban, midőn e > 3 ,

<p{™, e) =  (/n —1) . . .  (in —e-j-1) +

( i n — 3)  . . . (/n — e-)-l)

a mi szintén azonos (Y)-nck megfelelő adatával. 
Végre e determ ináns négyzetét az

( V I )
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A redukált form ák.

13. §. Kronecker4 ő1 * származó egyik alapvető tétel 
szerint az x t , x 2, . . ., x m határozatlanoknak minden form ája , 
F egy és csak egy redukált formával, azaz egy

1 ^ J2 111 — 1
1 ( o < j r < / n - r ; r = i , . . . , m - i )

(.7)
alakú kifejezéssel egyenlő, h o l** az f15. . fm «.elemi sym 
m e tr ie s  form ák form ája», vagyis más szóval ilyen alakú 
kife jezés:

$i =  Z c g^ f 2i . . . f nT,
(9)

a hol ismét Cg az eredeti F (x1, . . ., x m) =  £  Ah x hl x 1*2.. . x b,n
(h) 1 2 m

forma együtthatóinak «raczionális és egész lineáris formája»,

azaz hq 2  /̂) 3/,,
(/»)

a melyben a ktl-k  raczionális és egész számokat jelentenek.
Egy határozatlan esetében a tétel elveszti ugyan tar

talmát, de azért mégis helyes, mert akkor egyszerűen
Két határozatlan, x x és x 2 esetében a jellem zett átala

kítás közvetetlenül elvégezhető. Először m indenütt x 2= f 1 - x x 
teendő és azután az

-  fi * i  +  fa =  0
identitás alapján, a mely ebben az alakban is írható :

* « Ü b e r  d i e  v e r s c h i e d e n e n  S t u r m ’s c h e n  R e i h e n » .  M o n .  R e r  

H e r l .  A k .  F e b r .  1873 .  W e r k e  I. k ö t .  3 23 .  l a p .
** A z t  a  k i f e j e z é s t ,  a  m e l y  a z  F \x t , . . . ,  x m) f o r m á b ó l  s z á r m a 

z i k ,  h a  a z  x t , . . . ,  x m h a t á r o z a t l a n o k  h e l y é b e  a z  X x , . . . ,  A ;ji m c n y -  

n y i s é g e k e t  h e l y e t t e s í t j ü k ,  r ö v i d e n  a z  X t , . . . , X m m e n n y i s é g e k  í o r -  

m á j á n a k  n e v e z z ü k .  V a l a m e l y  f o r m a  « r a c z i o n á l i s  é s  e g é s z » ,  h a  e g y ü t t 

h a t ó i  r a c z i o n á l i s  é s  e g é s z  s z á m o k .
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■rí — fi x í  1 + Í2 x \ 2 = 0 ( k ^z )

m indenünnen, a hol k >  2, formálisan eltávolíthatjuk a^-t és 
így közvetetleniil a redukált formához jutunk.

Általánosságban a redukált forma felállításához a teljes 
inductio vezet.

Ha F-et x 1 hatványai szerint rendezzük, akkor minden 
egyes együtthatója az x 2, . . . , x m határozatlanok formája 
esz, a melyről felteszszük, hogy a

V 'Y'j2 yJfii — 1 ,- j  Vj ^2 ■ • • ■Km -i  (o <zjr -< m—r)

alakban írható fel, hol az f(1\  . . ., elemi symmetri-
kus formák formája és együtthatói az adott forma együtt
hatóinak raczionális és egész lineáris formái. Ámde, ha fel
használjuk a

(z—x x) {zm~x- fM jn -a -----) =  zm—f1zm~1-\-f2zm~2------

identitásból származó további iden titásokat:

* ,  í ' + r = f 2 .
(1)

x x f(1) -[■ f
1 '777 — 2  1 '777 — 1

fi1)

melyek még így is írhatók :

fi” - f i
í ’ =f f 2 “ fi X1

=  f 7- fr—1 •

fm - i — f/7I —1— f 7/1 — 2

r a i

\ /77 ---1 ylll 1
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akkor helyébe lép az ........f»,-! tormája, a mely
nek együtthatói állításunknak megfelelnek. Ha végre az

-  u ■ < -1+ f2 * r 2 - • • • + ( -  í r  fm -  o

identitás alapján m indenünnen eltávolítjuk x"i+A’-t, a hol 
k^>0, a felsorolt tulajdonságoknak megfelelő redukált forma 
keletkezik.

Hogy csak egy ilyen redukált forma van, az egy hatá
rozatlan esetében közvetetlenül világos ; általánosságban pe
dig ismét a teljes inductio segítségével bebizonyítható.

A jelzett műveletek, melyek a redukált formához ve
zetnek, ugyanis megfordíthatok. Ha t. i. a redukált formá
ban fm helyett ismét Xj-et vezetjük be, azután pedig

helyett, ....... fm _retí és végre x x hatványai
szerint rendezünk, megkapjuk ism ét F-et, x x hatványai sze
rint rendezve a

2  x J22. . .  (o < jr<m-r)
U)

alakú együtthatókkal.
Ha most már F  számára két különböző redukált forma 

léteznék, ugyan így az F-nek egy második, szintén x, hat
ványai szerint rendezett alakját nyernők bizonyos

v  CfcÓ) 2 1
Z j V j '*'2 ' ' ' ^ m —i
Ü)

együtthatókkal, melyek az előbbiekkel minden esetre rendre 
egyenlők ; de azonosan egyenlők, mert az x2, . . ., xm, számra 
nézve m — 1 határozatlannak redukál! formái.

Tehát az F{x1, . . . ,  xm)-nek megfelelő és különböző
nek föltételezett két redukált forma azonos.

14. §. Ha a redukálandó forma x k+ ......x m~re nézve
symmetrikus, — a mely esetben azt (x17........xm)-mel fog
juk je lö ln i,— akkor a redukált formából kiesnek mindazok 
a layok, a melyekben x k+1........x m explicite fordulna elő.
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Hogy ezt bebizonyítsuk, az S ^ -n ak  megfelelő redukált 
formát az x k+1, . . ., x m határozatlanok hatványszorzatai sze
rin t rendezzük, a mi ily alakú identitásra v e z e t:

0h xf*+1. . . x h,n~1J\------\-0j x/*+1. . . x*ün-i_|_.,._p 0Q—S ^ = 0 ,

a hol a 0  együtthatók még csak x 1? .. x k , fx, . . . , f m-et 
tartalmazzák.

Ha ebben az identitásban x k+1, . . x m helyébe 
arr , . .  ., ^rm-et teszszük, a hol rk+1,.  . . ,  rm a / r + l , . . . ,  m 
számok bármely perm utáczióját jelentheti, akkor az identi
tás ilyen m arad ; de ekkor egy 0  sem változik és feltevé
sünk szerint sem. így tehát (m —k) ! reláczió szárm a
zik, a melyek mint a 0h, . . 0j, . . ., 0O—Sk meghatározására
szolgáló homogén lineáris egyenletek foghatók fel, a mely 
mennyiségek száma szinte (m —k) l

Ámde ennek az egyenletrendszernek determ inánsa: 
^ á+i* 1 x T+ 2  ~2 • ' • xm-i] ismét a 0-tól különböző mennyi
ség ; tehát

K j =  o, 0>0); 0 o =s<">,

a mi épen bebizonyítandó volt.
A k =  0 esetére ebből kiadódik a symmetrikus form ák

nak az elemi symmetrikus form ákból való előállítására vo
natkozó fölétel, vagyis részletesebben:

Minden S ( x 1, . . . , x m) symmetrikus forma előállítható 
mint az f j , . . . ,  f;„  elemi symmetrikus formáik formálja, a 
melyben az együtthatók az S-ben fellépő együtthatóknak ra- 
czionális és egész, homogén lineáris fői mái.

Ezt az előállítást elvileg a redukált forma kiszámítása 
szolgáltatja. A specziális módszerek egész sora, a melyeket 
itt tovább nem fejtegetünk, szolgál ennek az eljárásnak rö
vidítésére és egyszersmind reávezet a megfelelő redukált 
formának S ( x 1. . . . , x m) által m egadott tulajdonságaira.
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Az előbbiből folyó további fontos következtetés a kö
vetkező tételbe foglalható össze.

Az  fi, f2> • • -i fm elemi symmeti ikus form ák egymástól 
függetlenek. E rövid kifejezéssel a következő tényt akarjuk 
e lő ad n i: I ly  alakú identitás

(.9)
csak úgy állhat fenn, ha az összes A(J együtthatók egyenlők 
0-sá l; bárhogy is uálaszszuk azt a holoid [A] tartományi, a 
melyhez az Ag együtthatók tartoznak. Itt a dolog term észe
tének megfelelőleg csak azt tételezzük fel, hogy x t , x 2, . . . ,  x m 
áj határozatlanok ; tehát nem talán az [Aj tartományhoz tar
tozó mennyiségek. Ezt a inesszeható tételt a következők
ben mint Gauss elvét fogjuk idézni, m ert G a u s s  m u t a t o t t  

reá először annak fontosságára az algebra bizonyító mód
szereiben *.

Ilyen identitás ugyanis, a melyben nem tűnnek el az 
összes A^-k, a 0 előállítására szolgáló redukált forma volna, 
a mely különböznék attól, a melyben az összes Ag-k egyen
lők zérussal és így — a mint az magától értetődik — a zé
rust szolgáltatja. Ilyen második redukált forma azonban — 
a mint azt bebizonyítottuk — nem lehetséges.

15. §. Az elemi symm etrikus formák épen kifejtett tu
lajdonságával — a m int azt alkalmas helyen (V. fej. 15. §.) 
a függvénydeterminánsok elméletében meg fogjuk m utatni — 
szorosan kapcsolatos az

I frs I i Ó >s = l, . . . , In)
determ ináns értékének m eghatározása, a hol

r dfr
' rs dxs

D e m o n s t r a t i o  n o v a  a l t e r a « .  W e r k e  III .  k ö t .
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E czélból kiindulunk a 10. §-ban felállított

m
P(z) = r ( z - X t) . . .  (Z - X m)) =  2  ( - ! ) r  fr  Z‘U~r

1 = 0

i d e n t i t á s b ó l .  H a  e b b e n  x s s z e r i n t  d e r i v á l u n k ,  l e s z  :

4 p ( z ) = l . ( “ 1)rfrsZ"'~r’ ó )
a  h o l  m é g

fi »> ,
— p (z) = n (s)(z - X h \
a x s / 1 = 1

m
h a  a  J p s> j e l  a r r a  u t a l ,  b o g y  a  s z o r z a t o t  a h ^ s -n e k  m e g -

h=i

felelő tényező kihagyásával alkossuk. Legyen még
a /ii m

p'(z)  =  ~ - p { z ) ^ y  f f ^ \ z - x hy
°z i=i /1 = 1

a k k o r ,  h a  ( l ) - b e n  z h e l y é b e  .r ,- t  h e l y e t t e s í t j ü k ,  a z t  t a l á l j u k ,  

h o g y
ni

/ • = 1

v a g y  P '(x j ) - v e l .  v a g y  p e d i g  0 - s a l  e g y e n l ő  a  s z e r i n t ,  a  m i n i  

i e g y e n l ő  s - s e l ,  v a g y  p e d i g  s - t ő l  k ü l ö n b ö z ő .  E z  o l y  m e g h a 

t á r o z á s ,  a  m e l y ,  h a  a  j e l t  a v v a l  a  j e l e n t é s s e l  v e z e t j ü k  

b e ,  h o g y
(\ g  — 1' ágh =  0, (f/4-h),

a következő egységes alakban írható :

2  ( —  1  y - 1 f r s  XT ~ ‘ =  d is P '  ( x f ) ,  (i, s = 1 , 2 , . . . ,  m )  (D )
r = i

Ebből a determinánsok szorzástétele alapján közvetet- 
lenül következik, hogy

111
í (  — I ) ' ’“ 1 f rs i j X™~r j =  / 7  P'  ( Xi), (i, r, s=i, 2, . . m),

1 = 1

vagy pedig, minthogy a jobb oldalon Xi — Xj kétszer-kétszer, 
még pedig ellenkező előjellel fordul elő, hogy
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m (m—1 )

=  ( — !) 2 I I  (x r - x s)2. (r<s).
r, s

Ha már mostan a bal oldalon minden oszlopban elhagyjuk
( —l)r_1-et (r — 1, , . m) és ennek megfelelőleg a jobb olda

nom— í)
Ion ( —1) 2 -et, lesz:

! frs I I * ? - r \ =  n ( * r - * ' Y '  r, s

vagy pedig tekintettel a 11. §. (Ili) alatti relácziójára, végre

fí’S ! ' •£;  ̂  ̂ — 11 íXr "̂ s) ’ (6 h r> •s =  l> • • • > m)'
r, s

16. §. Be fogjuk m ost bizonyítani a determinánsok el
méletébe tartozó következő egyszerű, de sokszorosan hasz
nos lem m át:

Ha az
A = ars j, B — j b(j I, (i,j, r, s=i,..., m)

determinánsokra nézve az első determináns oszlopainak com- 
positiója a második determináns soraival azt szolgáltatja,

h°gy
m „

2  a ks bik =  &is i ( 1 )
k = i

akkor az első determináns sorainak compositiója a máso
diknak oszlopaival azt adja, hogy

m
JEi a rk hkj =  v rj , ■ 1
K— 1

a hol a r) jel értelme az előbb megállapított.
Az (1) alatt felállított egyenletek, a melyeknek száma 

m2, közvetetlenül lineáris egyenletekből álló m egyenlet
rendszernek tekinthetők, a melyek egyenként i valamely ér
tékére nézve a bik (k =  1, . . m) menyiségeket szolgáltat
ják ; még pedig, ha az ars, by elemek adjungált aldetermi- 
nánsait a szokott módon ,4ríj-sel és By-xe 1 jelöljük, akkor 
lesz :

6 3
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és

Abik — ~  3is Aks — AkiS—l

111 111 ~
■̂ 2  arfc fy;/ a,'k ^.jk ~  ®r.Í

a miből, m inthogy Aß =  1, tehát A nem zérus, valóban a 
(2) alatt felállított relácziók következnek.

Most már az [A, x t , . .V, x m\ holoid tartom ányról — m int 
az az első fejezet 4. §-a szerint meg van engedve — áttérünk 
a megfelelő orthoid tartom ányra és ekkor a

| < - l ) r 1 fr s  I é s

xin—r
i (i, r, s = í, 2, . . ., ni)

determ inánsokban olyanokat ismerünk fel, a melyek az 
előbbi §. (.D) relácziója szerint az épen bebizonyított lem- 
m ának megfelelnek. így tehát közvetetlenül nyerjük a Ivro- 
NECKER-től *  származó következő relácziókat:

V  1 frfc x k j
Z j  P '(xk) ( E )

a melyekből, ha r — 1, különös esetként az ú. n. EuLER-féle 
képletek adódnak ki. Ugyanis közvetetlenül látni, hogy

*lk = ~ ^ k = 1 '

és így ebben az esetben lesz :

2
k=i

1 x m-j
_J:__ _ = S  ■
P '(xk) V ( E 1)

Ha (Zs)-ben ;r/,l-1-ve szorzunk és azután az r=  1....... m ese-

* «Über die symmetrischen Functionen». Mon. Bér. Béri. Ak. 
1880. 948. lap. (Werke IV. köt.)
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teknek megfelelő egyenleteket összeadjuk, még a követke
zőket nyerjük :

. ni
) r - 1 f r * * , n - r

p 1
k = i

( x k)
=  Xm~J. ( J - , ........m)

Ebben azonban a 15. §. szerint
ni _ ,

n * K x - X h )  =h=t
a hol még az x —x h, (h=  1 , m)  tényezőkből az x —x k ki
zárásával alkotott szorzat rövid jelölésére bevezettük a Pk(x) 
jelt és így végre a

m

1
k = i

* r j p k(x)
p '(*k)

=  x m~j 0 - 1 ,.... ,m) ( n

képlethez jutunk, a mely közvetíteni fogja az átm enetet az 
egész függvények elméletére, különösen azoknak m eghatá
rozására adott értékekből, e fejezet 2. §‘-a értelmében.

17. §. A

Az e g é sz  függvén yek .

p (x ) -  I I  ix - x k)
k=i

értelmezés közvetetten következménye, hogy 

<j m
P (x )=  P '( x ) = 2 P k (x)1

es így
d x  k = i

P  i x k)  =  Pk (x k)

mint a 0-tól különböző adódik ki, míg

Pk (xh) =  0 ; (h±k)
tehát

Pk (x h) __ Á
P ' ( x k)

hk-

König, Algebrai mennyiségei;
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Ez nemcsak az előbbi fejtegetéstől független úton ve
zet (L')-liez, hanem m indjárt az abban foglalt, de formáli
san általánosabb Lagrange-féle interpoláczió-képlethez is. 

Ha ugyanis

f  (x) — A0 +  Aj x -f- • • • -j- Am_í x m 1

.r-nek oly egész függvénye, a melynek foka nem éri el m-et 
és a mely x  =  x k-ra nézve (k =  1,. . m) az f ( x k) értéket 
veszi fel, akkor

a *) =  2
f ( x k) Pk (x)

P'(Xk)

Hogy a jobb oldalon álló kifejezés x = x k-ra nézve valóban 
mindig f  (a;fc)-val egyenlő, közvetetlenül világos ; hogy pedig 
annak f(x)~ szel teljesen meg kell egyeznie, a következő 
alapvető tételből következik :

E gy és csak egy oly egész függvény van, a melynek 
foka nem éri el m-et és a mely x-nek m különböző értékére 
nézve adott értékeket vesz fel.

E feltételek alapján az egész függvény együtthatóira 
nézve a következő egyenletek állanak fönn :

Ü q ~\~ A-y X k -\- A 2 -j- k-d/íi  — i  x k /(•*'/<•)• ( k = i ..........m).

Ezek az A,-k m eghatározására szolgáló oly lineáris egyen
letrendszert alkotnak, melynek determ inánsa, nem tű 
nik el és így az Aj-k egyértelmű m eghatározását szolgáltatja.

Meg kell azonban jegyeznünk, hogy még akkor is, ha 
az x k és f ( x k) mennyiségek mindannyian az [A] tartom ány
hoz tartoznak, a megfelelő egész függvény együtthatói álta
lánosságban olyanok lesznek, a melyek csak a bővített (A) 
tartományban foglaltatnak. (Pl. az az elsőfokú egész függ
vény, a melyre nézve f ( 3) =  3, /(9 ) =  7, lesz : ~ x  -|- 1).
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Ugyanazt a tételt még a következő módon is fogal
m azhatjuk :

Ha £i, | 2, . . | n+1 különböző mennyiségek és f  (x) oly
egész függvény, a melynek foka nem magasabb n-nél és a 
melynek nem tűnik el minden együtthatója, akkor az /■&), 
/ ’( |2), . . ., f(jzn+1) mennyiségek nem lehetnek mind zérusok.

Ellenkező esetben 0 és f ( x )  két oly különböző egész 
függvény volna, a mely mind a kettő alacsonyabb fokú 
n-f-l-nél és cc-nek n - f l  különböző értékére nézve egyenlő 
értékeket vesz fel.

A tétel utóbb adott alakja közvetetlenül a következő 
általánosításhoz v e z e t:

Legyen F (x í , x 2, . . ., x m) az x 1, x 2, . . x m határozat
lanoknak oly egész függvénye, a melynek dimensiója nem na
gyobb n-nél és a melynek nem tűnik el minden együtthatója; 
legyen továbbá

• • - ik n + i
a mennyiségek m sorozata, mely sorozatok egyenként n+ 1  
különböző mennyiségből állanak, akkor ezekből kiválasztha
tunk oly

<-ür1 1 k r 2i • ■ • i r̂nrm (ri=1» • ■ /z+ll

értékrendszert, a melyre nézve

F & r , 5 k r 2i • • •» -:,mrm)
nem tűnik el.

Az (m = l esetére épen bebizonyított) tétel általános 
érvényessége könnyen bizonyítható a teljes inductio segít
ségével.

Ha ugyanis x m hatványai szerint rendezünk:

F (xx, x 2, . . ., x m) =  Aq-I-Aj x m-\ f  
akkor az ellenkező esetben az összes

ẑ'2 5 • • • i ^z,n+i

(í7

( í = i ,  . . ,  m—i)
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értékrendszerekre nézve az x \,  . . ., x m_t , számra nézve m —1 
határozatlan összes Aj- függvényeinek, a melyeknek dimen
sion ism ét < n , el kellene tünniök, a mi az m — 1 esetére 
érvényesnek feltételezett tétellel ellenkeznék.

Végül még a tételnek a következő csak formálisan kü
lönböző alakját adjuk, a melyben leggyakrabban szokott 
alkalmaztatni :

Legyen Ft , F2........Fk az x m határozatlanoknak
akárhány az [A] tartományból származó , 0-/ó/ különböző 
form ája; akkor meghatározhatunk akárhány valamely az [AJ 
tartományban fogla lt határtalan mennyiségsorozathoz tartozó 

rendszert, egyebek között akárhány olyant is, a 
mely raczionális és egész számokból áll, a melyekre nézve

(^1 1 $2 ’ • • • i £m) (I ==1> 2> ■ ■ ■ ’ k)
a zérustól különböző.

E czélból csak F — F1F2 . . . Fk-1 kell képeznünk és ha 
ennek a formának vagy egész függvénynek dimensiöja n, a 

(í =  l, . . ., m ; j = l , . . ., n-f-1) m ennyiségeket úgy kell vá
lasztanunk, hogy a Ijj, | Í2, . . ., I,- n+1 sorozat csak különböző 
m ennyiségeket tartalmazzon. Ezek közt minden esetre talál
kozik egy a kiszabott feltételeknek megfelelő értékrendszer. 
Ha tehát [A]-ból a m ennyiségek valamely határtalan soro
zatát, m int pl. a raczionális egész számokét, kiemeljük, már 
ebben is találhatjuk az értékrendszereknek oly határtalan 
sorozatát, a melyek a kiszabott feltételeknek megfelelnek.

L ineáris transform atio . S zab á lyos form ák.

18. §. Az
x i — « f i  y i  “H u i2 í/2  “H ' '  ‘ d" uim Um (I = 1 > 2, . . . ,  m) ( F )

képletek m eghatározta (homogén) lineáris transformatio  (vagy 
substitutio) átvezeti az F (x 1?. . ., x m) formát, ha t. i. F-ben min-
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den xi helyébe egyszerűen (T) megfelelő egyenletének jobb 
oldalát helyettesítjük, az y1........ym határozatlanokat tartal
mazó F (yx, . . ., ym) transform ált form ába , a melyet némely
kor r(F )-fel is fogunk jelölni. Az ug mennyiségeket, a me
lyeket a transformatio együtthatóinak  nevezünk, tekintsük 
az [A] tartom ány mennyiségeinek. Az

U = \o jj\  (1,7 =1,...,/»)
determináns, a melyet mindig 0-tól különbözőnek tételezünk 
fel, a lineáris transform atio determinánsa

Ha a (T) alatti egyenleteket y szerint megoldjuk, nyer
jük az

Ülj Xl +  ^2j  X2~\ ’ +  U,nj  Xln
■'i=  ü ~

képletek m eghatározta recziprok lineáris transformatiót, a 
hol U(j a szokott módon az iig elem adjungált aldetermi- 
nánsát jelenti. (Itt ugyan az U nevező m iatt már általános
ságban az orthoid (A) tartom ányra mentünk á t;  ez azonban 
csak kényelmességi szempontból történik, hogy a nevező 
elkerülésével járó  hosszadalm as írásm ódot rövidítsük. Ez a 
(T(-d) recziprok I ransform atio — mint közvetetlenül vilá
gos — F (//j, . . ., ym)-et  ismét átvezeti F (x t , . . ., x m)-be.

A z eredeti F (xx, . . ., ;rm) forma és a transformált 
F (y í , . .  . , y m) forma dimensiói egyenlők. Ha F és F dimen- 
siói pl. n és n volnának, akkor — a mint F  kifejezése köz
vetetlenül mutatja — a transform atio a dimensiót nem emel
heti fel; minden esetre tehát n<;n. Minthogy azonban az 
(A) tartományban F tekinthető az eredeti és F  a transfor
mált formának, egyszersmind n<^ii és ebből következik, hogy 
n = Ti.

Az utasítás, a melyet a lineáris transformatio végre
hajtására adtunk, továbbá m indjárt azt is mutatja, hogy a 
transformált forma együtthatói a transformatio együtthatói



7 0 f l .  A HOLO 11) TA RTOM ÁNYBÓL SZÁRMAZÓ FORM ÁK 19.  § .

nak az [A] tartományból származó formái', a melyeknek di- 
mensiója nem haladja tál az eredeti forma dimensióját.

Ha a (T')-nek F (x1, . . ., ícm)-re való alkalmazása révén 
származó F ( y t , . . ., yw) formára újból valamely lineáris trans- 
formatiót alkalmazunk, a mely meg van adva a következő 
módon :

akkor bizonyos harm adik forma : F(z1? . . ., zm) származik, a 
melyet azonban az

Xi=wh z ^ ------\-WijZj-j----- b wim zm (T ")
lineáris transform atiót alkalmazván, közvetetlenül F bő l is 
nyerhetünk, ha

Wij =  uh vtj +  ui2 v2j H----- b uim vmj.
Mert, hogy F-et nyerjük, F-be az Xj-k helyébe be kell he
lyettesítenünk a (T) egyenletek jobb oldalait és az ebből 
származó formába az yj-k helyébe a (F )  egyenletek jobb 
oldalait.

Itt a Wij mennyiségek szerkezete értelmében és a de
term inánsok szorzás-tétele alapján a ( F ')  transform atio de
term inánsa :

I «'</1 =  I «i,-1! "ü I ■
Két fvayy  több) lineáris transformatio egymásutánja 

tehát ismét lineáris transformatio és ennek az eredő trans- 
form atiónak determinánsa az egyes transformatiók determi
nánsainak szorzata.

19. §. Ha az F (x 1?. . ., x m) forma, a melynek dimen- 
siója n, az x 1} tagot a 0-tól különböző együtthatóval tartal
mazza, akkor azt x r re nézve szabályosnak m ondjuk ; sza
bályosnak pedig — minden hozzátétel nélkül — akkor ne
vezzük, ha minden határozatlanra nézve szabályos.

Könnyen bizonyíthatjuk be a következő té te l t :
Legyen Fí , F2, .. ., Fk az x t , . . x m határozatlanoknak
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akárhány form ája, akkor van akárhány oly lineáris trans
formatio, a melynek eyyiitthatói raczionális és eyész számok, 
determinánsaik pediy eyyenlők eyygyel és a melyek az összes 
adott form ákat szabályos formákba viszik át.

Legyen részletesebben írva :

Fi=2> Ag} x h  • • • x m‘- (i-i,
(.9)

Ha erre a következő specziális lineáris transform atiót alkal
mazzuk :

x i  H í ) x j — UjiIJiH“Uj 1 ( j —2 , . .. ,m)

a melynek determ inánsa, ha fenn is tartjuk az ujx meny- 
nyiségek alkalmas m eghatározását, ettől függetlenül egyenlő 
1-gyel, akkor lesz :

Fi=^E +  • • • («mi \h +  \hn)9n'
(9)

és y" együtthatója ebben

i  a F] uh  u h . . .  u h i , (i)
a hol a summatio kiterjesztendő mindazokra a tagokra, 
a melyekben gx+  g2-\------- h 9n =  n 5 de az yj-et (j ^ 2) ta r
talmazó tagok együtthatói ugyanazok lesznek, mint az x^-et 
tartalmazó tagok együtthatói Fr ben. Az előbbi § végén fel
állított tétel szerint az u2í, . . . , u m_1 mennyiségeket mint 
raczionális és egész szám okat úgy választhatjuk, hogy az 
összes (I) alatti kifejezések ( i = l , . . , ,  A-), a 0-tól különböző 
értékeket vegyenek fel, azaz az F1?. . ., Fk formák yt-re nézve 
szabályosak legyenek.

Evvel azonban a bebizonyítás lényeges részét már 
elintéztük. Ha ugyanis ezen a módon sikerült az adott 
tormákat olyanokká átalakítani, a melyek bizonyos számú, 
pl. / határozatlanra nézve szabályosak, akkor valamely új 
transformatio, a mely ismét az adott specziális alaknak 
megfelel, oly transform ált formákat fog szolgáltatni, a me-
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lyek bizonyos /+ l-ed ik  határozatlanra nézve szabályosak, 
míg azoknak a tagoknak az együtthatói, a melyek amaz 
/ határozatlan n-dik hatványait tartalmazzák, egyáltalában 
változatlanok m aradnak úgy, hogy az új formák ezekre nézve 
is és így m indössze /+1 határozatlanra nézve szabályosak.

így tehát végre oly formákhoz jutunk, a melyek az 
összes határozatlanokra nézve szabályosak; még pedig oly 
lineáris transform atio segítségével, a mely mint azoknak a 
specziális transform atióknak egymásutánja könnyen állít
ható elő. Közvetetlenül felismerjük, hogy az u m ennyiségek
kel együtt ennek az eredő transform atiónak együtthatói is 
raczionális és egész számok és hogy determinánsa, mint 
olyan determ inánsok szorzata, a melyek közül mindegyik 
egyenlő egygyel, ism ét egygyel egyenlő.

A z  ((általános» (homogén) lineáris trnnsform atiót szin
tén az

3'i== Ílíi i/1~Huí2 Uz~\~ ’ "  A~áim Dm (l=1> • • • > m) (T)

egyenlet definiálja, a hol azonban most a transform atio 
együtthatóit, az iig-ket új határozatlanoknak kell tekinte
nünk. A transform ált forma együtthatói akkor az ug határo
zatlanoknak az [Aj tartományból származó formái és minden 
forma az általános transform atio végrehajtása után szabá
lyossá válik, m ert a kérdéses együtthatók akkor sem egyen
lők zérussal, ha az iig-k helyébe az előbb m eghatározott 
specziálisabb értékeket teszszü k ; így tehát az «általános» 
esetben is a O-tól különböző formák lesznek.
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A FO RM ÁK  O SZ T H A T Ó SÁ G A .

A k ö z ö n ség es  osztási eljárás.

1. §• Az fA] tartomány, a mely most is kiinduló pontunk, 
vonatkozással a benne uralkodó oszthatósági viszonyokra, 
csak akkor tekinthető jól értelmezettnek, ha van olyan mód
szer, a melylyel a ß x  — a , (/?=p0) elsőfokú egyenlet teljes 
discussióját véges számú lépésben tudjuk e lin tézn i; azaz a 
melylyel az ép em lített módon dönthetünk a felett, vájjon 
a  osztható-e /?-val és ha igen, az m indjárt szolgáltatja a 
£—/?' értéket is (or-nak /?-ra vonatkozólag complement ári.s 
osztóját). Ilyen az elemek szerint az [1] tartomány és 
ilyen minden orthoid tartomány, mert ebben az esetben a 
keresett m ennyiség közvetetlenül az ^  alakban van meg
adva.

Első feladatunk m egm utatni azt, hogy [Aj-val együtl 
mindig az [A, x 2, . . ., x m] is az adott értelemben jól meg
határozott tartomány. E czélból csupán csak az elemekből 
ism eretes közönséges osztási eljárást kell szabatosan fogal
maznunk. Minthogy a dolog lényege szerint itt ismét a tel
jes inductiót alkalmazzuk, még külön kiemeljük, hogy már 
az [A] tartomány is tartalm azhat akárhány határozatlant. Ha 
az x  határozatlan hozzácsatolásával az [A, x] tartományra 
megyünk át, akkor ama közönséges osztási eljárás tartalmát 
a következő tétel fejezi ki :
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Leqyen
F — A0 x m -j- At ,xm_1 + - + A m 
G = B 0x n +  B ,x n~' H------\-Bn

(a hot m^> n. Ao4=0, /3o4=0) az [A, x\ tartomány két form ája; 
tehát Aj, Bj az [A] tartományhoz tartozó mennyiségek, akkor 
az [A, x\ tartományban mindig van egy és csakis egy olyan 
Q forma, hogy

R =■- B f~ n+1 F — GQ 

x-ben legfölebb n — \-ed ik  fokéi forma.
Q-t és R-1 itt a c(Z?^~,7+1 F-nek G-vel való osztásában» 

fellépő hányadosnak , ill. maradéknak  nevezzük.
A felállított feltétel szerint Q foka nem lépheti túl

in—n-t, m ert különben R foka legalább is ; de
Q foka ró—n-nél alacsonyabb sem lehet, mert különben 
GQ foka nem érné el 777-et és így R m-edfokú lenne. Ha 
tehát ilyen Q forma egyáltalában van, az csak a következő 
alakú le h e t:

Q = Qo Xm- n +  Qi Xm- n~X +  • * • +  Qm-n, (I)
a hol Oo +  O. Minthogy F-ben x n, x n+1, . . ., x m együtthatójá
nak 0-nak kell lennie, a mennyiségek m eghatározására a 
következő lineáris egyenletrendszert nyerjük :

C “ n+14- =  B, Qo +  B ;_, Q, +  ••■ +  «0 Qh
(/'=0 , 1 , . . / 71—n)

a mely a mennyiségeket valóban mint az [A] tartomány 
m ennyiségeit egyértelm űleg határozza m e g ; mert az isme
retlenek együtthatóiból alkotott determináns, B f~ n+1 a zé
rustól különböző. Qj-t ebből nyerjük:

/ C ” " + 1Q, =  A ,  (I«)
a hol a jobb oldalon álló Z), mennyiségről közvetetlenül 
látni, hogy osztható i f f  " J-ve l; mert determináns alakjá
ban előállítva, t-f- 1-edik oszlopának minden eleme osztható
D 771 —7H 1 1B0 -vei.

7 4



AZ OSZTHATÓSÁG K RITÉRIU M A  A FORMATARTOMÁNYBAN.

A Qi mennyiségek e meghatározása után az 
R=  R0x n~1 +  R, x n~*-\-----H « n -i

torma együtthatói a következő módon adódnak ki közve- 
te tle n ü l:

Rj = I ^ ~ m 'A m_n+j +1- B j +1Qm_n^ H j+2Qm_ „ ^  —  ., (II)
(j=o, í , ..., n—1 )

a hol a Qr k értékei (Ia)-ból helyettesítendők.

Az oszth a tóság  kritér iu m a a form atartom ányban .

2. §. Annak szükséges és elegendő feltételei, hogy az 
F — A0x m +  ••• + A m (Ao4^0) 

forma osztható legyen a
G =  B0 x n -f- • • • +  Bn (^o+ O )

form ával a következők: Szükséges, hogy m > n  legyen, to
vábbá, hogy az előbbi §-ban értelmezett Rj(J=0, . . n — í) 
mennyiségek mind eltűnjenek és végül, hogy az ugyanott 
értelmezett Q( mennyiségek oszthatók legyenek fí™~n+1-\e \  

Hogy ugyanis
F m  GH

lehessen, a hol H ism ét az [A, .r] tartomány formája, való
ban szükséges, hogy m > n  legyen és az osztási eljárásból 
származó

Bm—n+i
0 F = GQ +  B

reláczió az oszthatóság tényét kifejező
Bm-n+i F = G B ^-n+1H

reláczióval oly módon egyezzék meg, hogy

7Í=  0, C> =  /3í0" " n+1"
legyen.

Valóban szükséges tehát, hogy Rj — 0 legyen és ha H 
részletesen írva a következő :

H = H 0xP'-n+  -  +  Hm- n
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egyszersmind
Q i= l% -"+1Hi

legyen.
Evvel az oszthatóság kérdését az |A, ,r] tartományból 

átvittük az [A] tartom ányba, és így tehát akkor is, ha az 
adott formák az [A, x í , . . ., ,rm] tartományhoz tartoznak, annak 
a kérdésnek a vizsgálata, vájjon az egyik osztható-e a m ásik
kal, visszavezethető a megfelelő vizsgálatra az [A, x t . . . . ,  x m_ í] 
tartományban, és így tovább végre a megfelelő vizsgálatra 
az [A] tartományban.

3. §. A lineáris transformatio módszere alapján lehet
séges, hogy F-nek G-vel való oszthatóságának kérdését az 
[A, .Tj, . . ., ,t „j] tartományból közvetetlenül az [A] tartományba 
vigyük át. Ezt a következő egyszerű m eggondolás m u ta tja :

Legyen T oly lineáris transform atio, a melynek együtt
hatói raczionális és egész számok és determ inánsa egyenlő 
egygyel, akkor (a II. fej. 18. és 19. §-a alapján) abból, hogy

F =  GH,
következik, hogy egyszersmind

F =  GH
és viszont. Az oszthatóság kérdése tehát akár a transfor- 
mált G és H formákon dönthető el. Az idézett helyen azon
ban bebizonyítottuk, hogy ama lineáris transform atio együtt
hatói mint raczionális és egész számok oly módon választ
hatók, hogy a G forma szabályossá, azaz olyanná váljék, a 
melynek legmagasabb tagjában, B0y'l~hen, a hol most már n 
egyenlő a forma dimensiójával, a B0 együttható az [A] 
tartom ány valamely 0-tól különböző mennyisége. Q-nak 
li™ ,i + 1-vel való oszthatósága tehát feltételezi, hogy összes 
együtthatói oszthatók legyenek azzal és így már most a kér
dést valóban az [A] tartományban döntjük el.

A szabályos formák definicziójából közvetetlenül kö
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vetkezik, hogy kél forma G és H szorzata x x-re nézve csak 
akkor lehet szabályos, ha a G és H form ák maguk is x x-re 
nézve szabályosak.

Ugyanis, ha
G — G0 x'l -f------f- Gn,

H =  H0 x f  4 ------h Hp
és így

GH= G 'H oXpP  + - +  Gn Hp ,
akkor ez az utóbbi forma csak úgy lehet szabályos, ha di- 
mensiója egyenlő fokával 0 4 -ben, azaz n-j-p-vel. De arra 
szükséges, hogy G0H0 és evvel együtt G0 és H0 is az [A] 
tartományhoz tartozzanak és a 0 -tól különbözők legyenek. 
M ásrészt pedig G és H dimensiója minden esetre n, ill. p. 
Az első tag ugyanis mutatja, hogy G és H dimensiói leg
alább is ezek; ha pedig csak az egyiknek dimensiója is 
ezeken túlmenne, szorzatuk dimensiója már magasabb volna 
n+/)-nél. G és H  tehát valóban szabályos formák.

Az épen bebizonyított tételnek következő fogalmazása 
az oszthatóságra vonatkozó elemi vizsgálatokban való jelen
tését mutatja.

Valamely bizonyos határozatlanokra nézve szabályos 
forma oszlói csak olyan form ák lehetnek, a melyek ugyan
azokra a hátát ozatlanokra nézve maguk is szabályosak.

D ed ek in d  se g éd té te le* .

4. §. Legyen
«0' «1̂  • ■ ■ ’ am

m-f 1 mennyiség, a mely valamely holoid tartományhoz tar-

* «Über einen arithmetischen Satz von Gauss». Mittheilungen 
der deutschen mathematischen Gesellschaft in Prag. 1892. 1. lap.

Ezt a tételt, valamint a később az 5. §-ban tárgyaltakat, a me-
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to z ik ; (vagy általánosabban valamely oly tartományhoz, a 
melynek mennyiségei az összeadás és szorzás közönséges 
törvényét követik). Alkossuk meg azután az a mennyiségek 
összes oly hatványszorzatait, a melyeknek dimensiója n-|-E 
a hol n valamely nem negativ raczionális és egész számot 
je le n t :

P =  /1̂ 0 Cl ni1 r uo u i • ■ ■ um >

a hol tehát ism ét az r-ek oly nem negativ raczionális és 
egész számok, a melyek az

ro +  r i +  •”  H~ rm =  n +  l

relácziót kielégítik. A Pr hatványszorzatok száma itt ugyanaz, 
mint a lehetséges tagok száma m-)-l határozatlannak oly ho
mogén formájában, melynek dimensiója n -j-l; tehát a II. fej.
8. §-a szerint

Alkossuk m ásrészt az a0, . . ., am mennyiségekből a kö
vetkező m-\-n-f-1 sorból és n+ 1  oszlopból álló schémát, a 
belőle alkotandó determ inánsok m iatt úgy nevezett (deter
mináns-) m átrixo t:

II ö ; - j  II5 (i=i, . . . , m + n + i ;  j = i , . . . , n + i )  ( M )

a hol ar helyébe zérust kell tennünk, ha r negativ szám, vagy 
pedig nagyobb m-nél. E matrix törvénye — m int az adott 
m eghatározásból kiolvasható — részletesen kifejtve a kö
vetkező : A y-dik oszlop a sorok sorrendjében a következő 
mennyiségeket ta rta lm azza: j  — 1-szer a zérust, azután 
a0, d j , . . ., am-et és végre n - j- j -  1-szer ism ét a zérust. A jobb 
áttekinthetőség kedvéért a m átrixot kivételesen még részle
tesen is kiírjuk:

lyek itt mint elemi identitások lépnek fel, Dedekind mély, de fö
lötte bonyolódott meggondolások alapján nyeri, a melyek a tőle 
származó «modulusok elméletébe» tartoznak.

7S
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a hol az üres (még nem is pontozott) helyek zérussal töl
tendők be. E matrix közvetetlenül meghatározza a

D,= |«Ml ('"VS‘.... .............
determ inánsokat, a melyeknek száma, ha mint lényegesen 
egymástól különbözőket csak azokat számláljuk meg, a me
lyek nem csupán a mátrixból vett sorok sorrendjében kü
lönböznek egymástól, ismét egyenlő (m^ ^ ) - t e l ;  mert hi
szen az /n-f-n-)-l sorból mindig n + l-e t  kell választanunk. 
Hogy e determ inánsokat teljesen, azaz az előjelre vonatko
zólag is meghatározzuk, mint további feltételt a következőt 
vezethetjük be :

S0 <  • Sn .

Ha a PT és Ds mennyiségeket bármely

a ,  k — .....O S ' ) )

sorrendben írjuk, akkor érvényes a következő té te l :
Minden egyes mennyiség a Da mennyiségeknek ra- 

czionális és egész, homogén lineáris form ája, azaz•:

PQ= í k QODa,
*  <7 =  1

77? +  // +  l \ \  
/1+1 //

a hol a A' eyyiillhalók raczionális és egész számok.
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Hogy e tétel megfordítható, azaz, hogy D0 a P^-kból 
megfelelő módon állítható elő, magától é rte tő d ik ; m ert a 
determináns definicziója épen ezt az előállítást szolgáltatja.

Hogy bebizonyítsuk a kim ondott tételt és a Pp meny- 
nyiségeket a jellemzett alakban valóban elő is állítsuk, a 
teljes inductiót használjuk.

Föltételezzük, hogy az előállítás módja meg van adva, 
ha m-\-n kisebb bizonyos m eghatározott N  számnál és ki
fejtjük azt azután az m-^-n=N  esetére. Ez elég, mert, ha

— 0, a tétel helyessége közvetetleniil belátható. Ekkor 
m-nek és n-nek 0-nak kell lennie ; tehát csak egy a0 meny- 
nyiség van és a Pp-k sorozata az egyetlen a0 mennyiségre szo
rítkozik, valam int a Da mennyiségek sorozata is csupán csak 
az egyetlen a0 mennyiségből á l l ; ama m átrixnak ugyanis 
ebben az esetben csak egy sora és egy oszlopa van és így 
tehát hasonlóképen csupán csak az egyetlen a0 elemből áll.

Hogy a tételt általánosságban bebizonyíthassuk, két 
esetet különböztetünk meg a szerint, a m int a kiszámítandó 
P m ennyiség a0-t m int tényezőt tartalmazza, vagy pedig nem. 
Az első esetben írhatjuk, hogy

P — a P'M) uO 1 •
Akkor P' az a0, . . ., am m ennyiségek oly hatványszorzata, a 
melynek dimensiója n = (n—1)+1  és így tehát az erre az 
esetre helyesnek feltételezett tétel szerint mint bizonyos 
könnyen jellem ezhető (M') mátrixból származó D' determi
nánsok raczionális és egész, homogén lineáris formája állít
ható elő. A m ennyiségeknek felhasznált sorozata itt ugyanaz, 
mint az előbbi: a0, a17 . . am ; csak n helyébe lépett n —1. 
(AT) úgy származik (M)-ből, hogy ebből az első sort és osz
lopot elhagyjuk. Minden D' determinánsból, ha elébe mint 
első sort csupa 0-t írunk és azután m int első oszlopot olyant 
írunk, a melyben az első sorban a0 áll, a többi sorban pe-
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dig azok az elemek, a melyek M első oszlopában ugyan
abban a sorban állanak, oly D determináns származik, a 
melynek értéke származási törvényénél fogva a0I)'. Ha te
hát — a mint feltételeztük — P' a D -k raezionális és egész, 
homogén lineáris formája, akkor a0 P '=  P ugyanily formája 
az a0 D'-knek, vagyis a D-knek.

A második esetben, a hol P az «0 mennyiséget egy
általában nem tartalmazza, P az cg........a,„, számra nézve
m — (in —1) +  1 mennyiség oly hatványszorzata, a melynek 
dimensiója n +  l marad és így tehát a helyesnek feltételezett 
tétel szerint mint bizonyos könnyen jellemezhető (M") mátrix
ból származó D" determ inánsok raezionális és egész, homo
gén lineáris formája állítható elő. Az itt felhasznált mennyisé
gek sorozata : cg, . . am, a hol tehát a0 elmaradt. (M") úgy 
származik (M)-ből, ha ebből az első sort elhagyjuk és a töb
biekben o0 helyébe m indenütt a zérust teszsziik. Ha tehát 
D"-ben, mindazokra a helyekre, a hol eredetileg a0 állott, a 0 
helyébe ismét o0-t írjuk, származik a megfelelő I) determi
náns és D" — D oly P hatványszorzatok raezionális és egész, 
homogén lineáris formája lesz, a mély az a0 tényezőt tar
talmazza ; tehát az előbb bebizonyított részlettétel szerint 
époly formája a D determ inánsoknak is. Ezért ugyanez áll 
1)"-re és végre P-re nézve is, úgy hogy evvel a felállított 
tétel általánosan is be van bizonyítva.

K ro n e e k e r  a la p té te le * .

5. J. Először a tétel egyik specziális de alapvető esetét 
fogjuk bebizonyítani. Legyen, csatlakozva az előbbi §-ban 
használt jelölésekhez,

* «Zur Theorie der Formen höherer Stufe». Her. Bert. Akad. 
1883. 957. lap. (Werke, It. köt. 417. lap).

Ezt a tételt K r o n eck er  csak a «Festschritt» kiadása u t á n  la-

„ ÜKönig, Algebrai mennyiségek.
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f ( x )  =  a0x mH-----h am,
9 (■*') = '1 d h ^/n

x  két formája, a melyeknek együtthatói az |A| tartom ány
hoz tartoznak *; e két forma ism ét a* hatványai szerint ren
dezett szorzata pedig legyen :

/  0*0 9 0*0 =  <V> * m+n-f------b cm+n-
Az a, b7 c együtthatók között azután a következő relácziók 
állanak fenn :

a t  b 0  Hh a í - i  H-------b a t - n  b n  —  c t '

(/=o, í , . . m+n),

a hol ism ét ar helyébe zérus teendő, ha r negativ szám, 
vagy nagyobb m-nél.

lálla, a miért is abban nincsen felhasználva. E lélel — úgy látszik — 
egész észrevétlen maradt mindaddig, míg Dedekind az előbb idézel! 
helyen az 5. §-ban tárgyalt specziális esetet nem fedezte fel újból 
önállóan és ezután különösen H urwitz annak fontosságára rámuta
tott («Über die Theorie der Ideale». Nachr. d. kgl. Ges. der Wiss. 
zu Göttingen 1894. 290. lap.).

Ez annál különösebb, minthogy Molk («Sur une notion gé- 
nérale, qui comprend celle de la divisibilité etc.» Acta math. 6. k. 
71. old.) már használja a tételt és maga Kronecker amaz érteke
zése bevezetésében a tétel fontosságára a következő szavakkal mu
tat reá : «Ama törekvésem, hogy kifürkészszem a formák elméleté
nek legegyszerűbb alapjait, már régen vezetett engem oly kérdésre, 
a mely látszólag egészen elemi, de a melyet mindamellett előbb még 
sem tudtam elintézni».

E tételnek minden segédelmélet nélküli és teljesen elemi fogal
mazása és bebizonyítása, a melyet itt előadunk, megengedi, hogy azt 
az elmélet kiinduló pontjául válaszszuk, a mi valóban meglepően 
egyszerűvé és átlátszóvá teszi az egész rendszert.

* Megjegyezzük még egyszer, hogy itt, valamint a követ
kező §-ban az [A] tartomány tulajdonságai közül csak azt használjuk 
fel, hogy mennyiségei az összeadás és szorzás közönséges törvényéi 
követik.
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Ha ezen egyenletek közül kiválasztjuk azokat, a me
lyekben

t ~  SQ,  ,  .  .  .  ,  Sn ,

és ismeretleneknek bennük a b0, . . . , b n mennyiségeket te
kintjük, akkor bármely bj-re nézve lesz :

a hol Ds teljesen ugyanazt a determinánst jelenti, mint az 
előbbi §-ban és a Q^-ek, mint I)s első aldeterminánsai az 
a0 . . . am mennyiségeknek oly raczionális és egész homogén 
formái, a melyeknek dimensiója n.

Ha már mostan az- az a0 , . . . , a jn mennyiségek bárme
lyike, akkor továbbá lesz :

m+n lv]
Ds ai bj  =  £  (?L a; ct , 

t=o J
a hol az ai Q-k az a-k oly raczionális és egész homogén 
formái, a melyeknek dimensiója n + l .  Minthogy azonban az 
u-k minden oly hatványszorzata, a melynek dimensiója /2 +  1 ,
a Ua [tr= 1........v  ; V— )| determinánsok raczionális és
egész, homogén lineáris formája, végre, ha az épen nyert 
kifejezésbe at Q minden egyes tagjának helyébe ezeket a 
formákat behelyettesítjük és azután az összes ugyanazt a 
Da - 1  tartalmazó tagokat egyesítjük, az együtthatók bármely 
r/jtg szorzatára nézve a következő identitásokat nyerjük:

a hol az L^-/r a c0, . . ., cm+n mennyiségek raczionális es 
egész, homogén lineáris formái és Ds helyébe a Dö sorozat bár
mely determinánsát tehetjük, a minek következtében termé
szetesen csupán csak az formák, vagy pontosabban az 
ezekben együtthatókként szereplő raczionális és egész szá
mok megváltoznak.
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Az í g y  n y e r t  e r e d m é n y  é p e n  K r o n e c k e r  a l a p t é t e l e  a 

l e g e g y s z e r ű b b  e s e t r e ,  e g y  h a t á r o z a t l a n  k é t  f o r m á j á n a k  e s e 

t é r e .  A t o v á b b i  t á r g y a l á s  v i l á g o s a b b  l e s z ,  h a  a  t é t e l t  e l ő b b  

l e g á l t a l á n o s a b b  a l a k j á b a n  m o n d j u k  k i .

6 . §. Legyen
Fj =- I  A[j] x f1. . . a*»' 0=i, 2

az x í , . . . , - x m határozatlanoknak k zérustól különböző fo r 
mája (a melyeknek együtthatói az [A] holoid tartomány 
mennyiségei); e formák szorzata pedig:

legyen továbbá
F =  Fi ■ v  Fk — 2  Cg x ^ . y.yill ■ '-in i

P: =  a!-i} a!-2). . .  A)( k )

k oly együttható szorzata, a melyek közül mindegyik más
más Fj formából van véve:

Akkor mindig van a mennyiségeknek oly Ht , H2, . . ., Hv 
sorozata, a melyek az A ^ \  . . ., A(fc~d mennyiségek zérustól 
különböző raczionális és egész homogén formái és a m e n 
nyiségeknek oly tovcibbi sorozata, a melyek a Cg tneny- 
nyiségek raczionális és egész homogén lineáris formái, úgy 
hogy

( s = i ,  . . . , v )  ( K )Hs P;= y, L. Ha.6 i ^  ia a

Egv határozatlan két formájának esetében ez pontosan 
az épen bebizonyított tétel és a H mennyiségek ekkor ama 
J)n determinánsok, a melyek közül a" + 1  a zérustól különböző, 
míg az esetleg eltűnő l)-k a tétel végleges fogalmazásából 
egyszerűen elhagyhatók.

Feladatunk most megállapítani ama Ha és l l sJ  mennyi
ségeket, a melyek a (K) relácziókat kielégítik. E mellett 
az egész problémát mindenekelőtt visszavezethetjük arra 
az esetre, a melyben a formák csak egy határozatlant tar
talmaznak.
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Ha ugyanis a II. fej. 3. és 4. §-ában előadott fejtegeté
sek értelmében

g =  g i +  g* + •  • •+  gm
és x^1. . . x ^  helyébe x^-t írjuk, akkor az Ft , . . Fk és F 
formákból a következők származnak :

/■ = / .•■ •  fk  =  ^

a hol a C^-k ugyanazon a módon állítandók elő az A^-ből, 
mint előbb. Ha tehát sikerül e formák esetében a megfelelő 
H0 és mennyiségek alkotásának törvényét megállapí
tani, akkor ez érvényes lesz az Fj formák esetében is.

Erre a végleges törvényre a teljes inductio segítségé
vel juthatunk.

Feltételezzük, hogy ez a törvény k-ná\ kevesebb forma 
esetére ismeretes és azután megállapítjuk k forma esetére. 
Minthogy két forma esetére a probléma már valóban meg 
van oldva, ezen az úton általánosságban, azaz bármely k-ra 
nézve is meg lesz oldható.

Ha előbb A- — 1 formára, j 1........ fk-i~re szorítkozunk, je
löljük ezeknek szorzatát f - fel, azaz legyen

f =  / i . . . / a_ i = 2 C gxü.

Ha ennek megfelelőleg

Pi =  a \i}. . . A(*- l) ,
1 l' lk-1

akkor feltevésünk értelmében van a mennyiségeknek oly 
. . .  , Hy sorozata, a melyek az Ah)........A(/c-2) mennyisé

geknek a zérustól különböző raczionális és egész homogén 
formái és a mennyiségeknek oly további I ^ lJ  sorozata, a 
melyek a Cf/ mennyiségek raczionális és egész homogén 
lineáris formái úgy, hogy

85
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H„ Pi =  Íi!"’ »o'- <«-«......») ( 0a'=i
Ha most az alaptételt, a mely két forma esetére már szintén 
be van bizonyítva, alkalmazzuk az f  és f k formákra, a me
lyeknek szorzata

n h. = f  =  2C,,xO,

azt találjuk, hogy van a mennyiségeknek oly hí , . . . , h vi so
rozata, a melyek a Cq, és így az Ah), . . ., mennyisé
geknek a zérustól különböző raczionális és egész homogén 
formái és a mennyiségeknek oly további lqj]T sorozata, a 
melyek a Cq mennyiségek raczionális és egész homogén 
lineáris formái úgy, hogy

»-«.......■"» (2 )

Ha már mostan (l)-et megszorozzuk ht A ^ - \ al, akkor a jobb 
oldalon ezt a szorzást az /J“! formákon belül hajthatjuk 
végre, a mi csupa raczionális és egész együtthatókkal ellá
tott olyan alakú tagra fog vezetni, mint a milyenek a (2 ) 
alattiak. Ha azután egyesítjük azokat a tagokat, a melyek 
ugyanazt a Höt hx szorzatot tartalmazzák, az együtthatók is
mét a Cg mennyiségek raczionális és egész homogén line
áris formái lesznek, a melyeket /J.“’,^-vel jelölhetünk, úgy
hogy

K „ / . , T , - T  Z l f y j H j h , .  .... Ki-...

Ha végre a ?/=?/// számmal lévő Hn ht mennyiségeket bármely
sorrendjükben . . ., Hs ........//,,-vel jelöljük és helyébe
az egyszerűbb /i^-et írjuk, akkor evvel meg van a bebizonyí
tandó tétel; mert a H„ és ht mennyiségek és ezekkel együtt 
szorzataik, a Hs-ek is mindannyian a zérustól különbözők.

7. §. Felhasználva a már előbb használt 0^=1, 0

(iA=j) jeleket, az alaptétel megadta (K) relácziókat még a
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következő alakra is hozhatjuk:

és minthogy a H0 mennyiségek a zérustól különbözők, ebből 
következik, hogy az e mennyiségek együtthatóiból alkotott de
terminánsnak el kell tűnnie. így tehát nyerjük, hogy

( - i m ! ?  - < L ^ I  =  0 ; 4 , ...... .

ebben pedig mindjárt az alaptétel egy második hasonlóan 
fontos alakja rejlik:

Az együtthatóknak minden P( szorzata kielégít oly

f f + A f  P p '  +  - - +  A P p k+ -  + - é ’ =  0 («')

identitást, a melyben A"' az ad formák szorzatában elő- 
forduló Cg együtthatók oly raczionális és egész homogén 
formája, a melynek dimensiója k. A raczionális és egész 
számok, a melyek a jj^-kben mint együtthatók szerepelnek, 
természetesen a P•, azaz az Â l\  . . ., mennyiségek válasz
tása szerint változnak.

Hogy ezt beláthassuk, csak azt kell tigyelembe ven
nünk, hogy az L-ek a Cff-k raczionális és egész homogén 
lineáris formái és így ama determináns minden eleme ép 
olyan formája a C^-knek és Pr nek. A fődiagonális elemei 
továbbá az egyetlenek, a melyekben óSC) a 0 -tól különböző, 
és így PL bennük valóban előfordul, fia tehát ( —l)v-vel szor- 
zunk és azután l\ fogyó hatványai szerint rendezünk, P. 
együtthatója egyenlő lesz 1 -gyel és minthogy az egész de
termináns a Cg-k és Pi /'-dik dimensiójú formája, P! 
együtthatója szükségképen oly A^  forma, a mely a telsorolt 
tulajdonságokat mutatja.
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T eljes tartom ányokból szárm azó form ák.

8 ..§. Feltételezzük most, hogy az [A] tartomány, a mely 
a megvizsgálandó formák együtthatóit szolgáltatja, teljes 
holoid tartomány. Ha tehát A és fí a tartomány bármely 
két mennyisége, akkor az I. fej. 6 . §-ában adott defmiczió 
szerint mindig van egy, szintén az [A] tartományhoz tar
tozó D mennyiség, a mely A és fí legnagyobb közös osz
tója, azaz oly tulajdonságú, hogy összes osztói és csakis ezek 
A és fí osztói. Az itt magától értetődik, hogy D ((meghatá
rozását» az absolut aequivalenlia (I. fej. 5. §.) értelmében 
gondoljuk.

Valamely teljes tartomány, mint ilyen csak akkor te
kinthető jó l  értelmezettnek, ha rendelkezünk olyan mód
szerrel, a melynek segítségével az abban foglalt bármely 
két mennyiség legnagyobb közös osztójának meghatározá
sát véges számú lépésben végezhetjük. Ez az [1 ] tartomány 
esetében az arithmetika elemei szerint és nyilván minden 
orthoid tartomány esetében is lehetséges.

Teljes tartományok esetében mindenekelőtt az épen 
tárgyalt alaptétel különösen egyszerű alakot vesz fel.

Ha ugyanis a 6 . §. (K) identitásaiban előforduló Hs 
mennyiségek legnagyobb közös osztója

akkor amaz identitásokból a H osztót teljesen eltávolíthat
juk és nyerjük, hogy

és

tehát
h s = h h ;

(h ' , . . . , h ; ) ~  1 ;
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Legyen másrészt a Cg mennyiségek legnagyobb közös osztója
(Cj, . . Cff, . . .) ~  C,

akkor az mennyiségek, továbbá ezekkel együtt a H's P{ 
mennyiségek és végre

(h [ pí , . . . , h ;.pí) ~ pí

oszthatók G'-vel. Ha tehát
P ~  (Pt ........P l , . . . )

az összes Pr k legnagyobb közös osztója, akkor P osztható 
C-vel és viszont C P-vel. Az utóbbi következik a szorzat de- 
íinicziójából, a mely szerint minden egyes Cg mennyiség a 
Pj-k raczionális és egész, homogén lineáris formája és így 
tehát osztható P-vel. Ezek szerint

C ~  P
és evvel, csatlakozva a 6 . §-ban használt jelölésekhez, azt 
találtuk, hogy az Ej fonnák  együtthatóiból alkotott

P:= A(l) A'.1 í_ A\(Á,

l2 lk
szorzatok és az ama formák szorzatában előforduló Cy 
együtthatók legnagyobb közös oszlója ugyanaz.

Ez a tétel (egyelőre csak teljes tartományok esetében) 
mély betekintést enged a formák szorzatának szerkezetébe ; 
mert mutatja, hogy a szorzat bizonyos tulajdonságai válto
zatlanok maradnak, ha a tényezőkként szereplő formákat 
bármely módon is építjük fel az adott együtthatókból. Ezt 
pontosabban a következő tétel fejezi ki, a melyet a követke
zőkben mint a teljes tartományokból származó formákra 
vonatkozó alaptételt fogunk idézni.

Le" en 4  U « ........

a mennyiségeknek valamely teljes holoid tartományból tet
szés szerint választott k sorozata; legyenek továbbá

uí!\ uí" Ó=i..... k)



tetszés szerinti határozatlanoknak bármely hatvány szorzatai, 
a hol azonban az egy sorban állók egymástól különbözők, azaz 
U(j l) csak akkor — üjf\ ha g ~ h ;  végre pedig legyen

=  ..... »
(fi)

és

F - n P í - ^ c hvhl
1 = 1  (h)

a hol tehát a Vh-k  a szorzás alán fellépő összes hatvány
szorzatokat jelentik: akkor

c  ~  (Cl........ch------ )

amaz U halvány szorzatok választásától teljesen független, 
<iz absolut aequivalentia-meghatározás értelmében nem vál
tozó (invariáns) mennyiség.

Az előbbi szerint ugyanis C mindig aequivalens a Pt 
mennyiségek legnagyobb közös osztójával; F-ben pedig ezek 
szerepelnek mint a Ch együtthatók, ha egyszerűen az í/^-ket 
mindenütt különböző határozatlanoknak tekintjük, azaz az 
I'} formákat mint különböző határozatlanok lineáris formáit 
állítjuk elő.

Ha tehát majd valamely forma jelölésére a részletesebb 
2 Ag ,rf1. . . Xn[n kifejezés helyett gyakran a 2  AgUg kifejezést 
használjuk, ez az írásmód nemcsak mint rövidített jelölés 
mutatkozik hasznosnak, hanem egyszersmind arra is utal, 
hogy a formák oly tulajdonságaival van dolgunk, a melyek 
az U(J hatványszorzatok választásától függetlenek. Akkor 
azonban UQ, L\, . . . mindig különböző hatványszorzatoknak 
tekintendők, mert különben a forma hasonló tagjait egye
sítenünk kellene és így a forma már «nem épülne fel az 
együtthatók Aq. zIj , . . .  sorozatából#.

9 . Valamely formál primitívnek, vagy egy ség forrná

ÍN) I I I .  A F O R M Á K  O S Z T H A T Ó S Á G A  !). § .
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nak nevezünk, ha együtthatóinak legnagyobb közös osz
tója ~ 1 *.

Közvetetlenül világos, hogy a forma így értelmezett 
tulajdonsága ismét kizárólag az együtthatók tulajdonsága. 
Azok a primitiv formák, a melyeknek dimensiója 0 . az [A| 
tartomány egységei.

Ha tehát
F = Z A g Uq

( f f )  ' '

valamely tetszés szerinti forma és

tehát

és

akkor végre lesz

(d0. Aj, . . A q , . . .) ~  A,

Ag — AAg

(4 >,a; ........A g ,.

(fi)

1 ;

F =  A^A'gUg,

hol a jobb oldalon a második tényező származásánál fogva 
primitiv forma.

Minden a teljes holoid [A | tartományból származó F 
forma tehát egy primitiv forma és egy az |A| tartományba 
tartozó mennyiség szorzata. Ennek alapján írjuk, hogy F—AX

* Magától értetődik, hogy itt figyelembe veendő, miszerint már 
az alapul felvett teljes holoid tartomány is tartalmazhat határozat
lanokat, a melyek azután az együtthatókba tartoznak. Ha pl. később 
ki fog tűnni, hogy az [l,x] tartomány teljes, akkor

x  +  xy ,
mini y-nak az [l,x] tartományból származó formája nem lesz primi
tiv, mert -mind a kél együtthatója x  és így ezt a mennyiséget, a 
mely az sequivalentia-meghatározás értelmében 1-től különbözőnek 
mutatkozik, a kél együttható legnagyobb közös osztójának kell te
kintenünk.

Primiliv ellenben x  -f- xy  mint (az x  és y határozatlanoknak) 
az [1] tartományból származó formája.
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és Ä-et alkalmilag «az F primitiv formájának» fogjuk ne
vezni.

Az alaptétel egyszerű következménye azután a követ
kező fontos té te l :

Prim itiv form ák szorzata ismét prim itiv forma.
Ha ugyanis két forma esetében

X — 2 Ag Ug, Y = 2 B gVg
és

(A0, Ar, . . .)~ 1 , {B0, Bx, . . .)~1 ,
akkor, ha még

X Y = X C gWg,

a Cy együtthatók legnagyobb közös osztója C, az alaptétel 
szerint lesz

C ~  (. . ., Aj B j , . . .)

Ha itt az I. fej. 6. §-ában előadott, a legnagyobb közös osz
tóra vonatkozó tételeket alkalmazzuk, akkor különösen a 
legnagyobb közös osztó ott második helyen 1. alatt álló re- 
cursiv m eghatározásának módját ismételten alkalmazva, azt 
találjuk, hogy C az

(Aj B0, AjBx........Aj Bj, . . .) (i'=o, í , ..,)
legnagyobb közös osztók legnagyobb közös osztója. Ezek 
pedig így is írhatók :

a mi bebizonyítandó volt.
Ha már m ostan Xt , X2, . . Xk primitiv formák, akkor 

az előbbiek szerint primitiv forma Xx X tehát XxX2XH és 
í. t. és végre az Xl X2 . . . Xk szorzat is.

10. §. Ha F=AX és G=BY, továbbél F osztható G-vel, 
akkor már A is oszthatót B-vel és X az Y-nal. E tétel meg
fordítása nyilvánvalóan helyes. Természetes, hogy itt X és Y

tehát
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F és G primitiv formáit és A és B az [A] tartomány meny- 
nyiségeit jelentik.

Feltevésünk értelmében F =  GH, a hol ismét írhatjuk, 
hogy H =  CZ ; így tehát

F — AX — (BC) ( YZ).
Itt YZ primitiv forma ; tehát F  együtthatóinak legnagyobb 
közös osztója egyszer A, azután ismét BC, úgy hogy

A ~  BC.
A tehát osztható őC'-vel és így — a mint azt állítottuk — 
B-ve 1 is. Másrészt pedig BC osztható A-val, úgy hogy 
— =  K az IA] tartomány egyik mennyisége és ezért

X — Y (KZ),
vagyis X osztható 1-nal.

Mint a bebizonyított tétel egyszerű corollariumait a kö
vetkező igen gyakran alkalmazott és közvetetlenül belátható 
tételeket soroljuk fe l :

Ha F =  AX osztható a primitiv Y formával, akkor már 
F primitív formája, X is osztható Y-nal.

Primitiv formák osztói csupán csak primitiv formák  
lehetnek.

11. §. Legyen már most
F = A0 x m -f- Aj x m 1 -f------F Am,
G = B0x n -)- B1 x n 1 ------F Fn,

(a hol az [A, x] tartom ány két formája tehát Az- és Bj
az [A] tartom ány mennyiségei, a melyről m ost feltételezzük, 
hogy teljes ; akkor teljes analógiában az elemekből ismere
tes EuKLiDEs-féle algorithm ussal, a mely a raczionális és 
egész számok körében a legnagyobb közös osztó meghatá
rozására szolgál, a közönséges osztási eljárás segítségével 
a következő identitásokat vezethetjük le, a melyek egy
szersmind a bennük előforduló R formák értelmezésére is 
szolgálnak :
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K0 F =  G Q, +  Ri
Kt G =  Ri Q* ~ l~  R2
K2R, =  r 2 0 3 H ~  R3

Ki Ri-, =  Ri Qi+1 +  Ri+,

Kl-, Rl- 2  —  Ri-1  Qi +  Rí
KiRi-, 1!

,£
ö

+

Ezekben az identitásokban jelentse legmagasabb együtt
hatójának ama hatványát, a melylyel a közönséges osztási 
eljárás értelmében meg kell szoroznunk az Ri-,  formát, 
hogy ezt az eljárást alkalmazva, csak az |AJ tartományba 
tartozó együtthatókat nyerjünk, Qi+Í és Ri+Í pedig egysze
rűen jelentsék a hányadost, ill. a maradékot, a mely fellép, 
ha /Áj/fj^-et osztjuk /?t-ve 1. Akkor Rt , R2, . . . az [A, x] tar
tomány formái, a melyeknek foka x-ben nem lehet nagyobb 
mint /i — l, n —2 , . . .  Az eljárást tekintsük befejezettnek, ha 
Rí az utolsó maradék, a mely a 0 -tói különböző; ha ez az 
eljárás valahogy oly maradékhoz vezetne, a mely nem 
tartalmazza x-et, de nem is 0 , akkor az utolsó identitásban 
felvehetjük, hogy Q/ + 1  =  /Íí _ 1 és így lesz /íz+1 —0 .

Ha már mostan, úgy mint előbb F — AX, G — B Y  és 
Rl =  CZ fa  hol, ha R[ az x  határozatlant nem tartalmazza, 
Z  =  \ -nek  veendő), akkor Z  az X és Y legnagyobb közös 
osztója.

Ezt a következő egyszerű megjegyzésekből következ
tethetjük. F  és G és így tehát X  és F minden közös osz
tója (E ) szerint egyszersmind Rt , R2, . . ,-nek és így tehát 
végre Rr  nek is osztója; X és Y minden közös osztója azon
ban primitiv (10. §.) és így Z-nek is osztója. Viszont pe
dig Z-nek minden osztója Kí+1 /?z+1-nek is osztója és mivel 
primitiv, már osztója 7?z_t-nek, épúgy /fz_2-nek és így to-
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vább ; teliét végre osztója G-nek és F-nek és így A-nek és 
7-nak is.

Ebből közvetetlenül következik, hogy az F-=AX,G—BY  
formák legnagyobb közös oszlója az

{A, B) (X, 7)
alakban állítható elő, hol (A, B) a feltevés szerint m eghatá
rozható, m ert |A] jól m eghatározott teljes tartomány és 
(A’, 7) épen az a Z  mennyiség, a melynek meghatározására 
az (F)-ben definiált EuKLiDEs-féle algorithm us tanít.

Kimondhatjuk tehát egész általánosan :
A teljes fA] tartományból származó [A, ........x m\

forma-tartomány ismét teljes tartomány.
[A]-ról rendre [A, x j-re , [A, x t , x 2 ]-re, . . . áttérve azt ta

láljuk, hogy ez az állítás helyes és evvel egyszersmind oly 
szabályt nyerünk, a mely szerint bármely két forma leg
nagyobb közös osztója valóban meghatározható.

T eljes tartom ányok  m e lléren d e lt  orthoid  tartom ányai.

12. §. Ha (az I. fej. 4. §-a szerint) az [A] tartományról 
átmegyünk a mellérendelt orthoid (A) tartományra, vala
mely mennyiséget röviden orthoidnak vagy kólóidnak fogunk  
nevezni, a szerint, a mint az az (A), vagy pedig az [A] tar
tományhoz tartozik és épiígy orthoid, itt. holoid forma le
gyen az olyan forma, a melynek együtthatói orthoid, ill. 
holoid mennyiségek*.

Ha az [A| tartomány teljes, akkor minden orthoid meny- 
nyiség bizonyos jellemző alakra hozható. Minden egyes ilyen

* C s a k  a r a c z i o n á l i s  é s  e g é s z  m e l l é k n é v i  j e l z ő k r e  k e l l  g o n d o l 

n u n k ,  a m e l y e k  a z  (1) é s  [1] t a r t o m á n y o k b a n  á l t a l á n o s a n  h a s z n á l a 
t o s a k .  E n n e k  m e g f e l e l ő l e g  v a l a m e l y  o r t h o i d  m e n n y i s é g  egyszersm ind  
h o l o i d  is  l e h e l .
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Pmennyiség ugyanis a q alakban állítható elő, hol P és 
Q holoid mennyiségek és (P, Q) ~  1 . Az (A) tartomány
hoz tartozó mennyiség alakja minden esetre a hol 
M és N  az [A] mennyiségei. Ha már mostan (M, N) ~  D, 
tehát

M =  DR N  =  DQ, (P, Q) ~  1 ,

akkor valóban lesz ~ ' = ~ ’
E megállapodások alapján a következő tételhez jutunk : 
Ha az IAJ tartomány teljes és A0. A1? . . ., Ak e tarto

mányhoz tartozó mennyiséyek, z pediy az (A) tartomány va
lamely mennyisége, a melyre nézve

A„l< +  Al zu- '  +  - - - + A k = 0 ,  (1) 
akkor A0z szükségképen az [A] tartományhoz tartozik. Kü
lönösen, ha A0  egység, akkor már z maya is holoid meny
nyi séy

Az előbbiek szerint z alakja minden esetre -q -7 a hol 
(P,Q) ~  1 ; ha tehát (l)-ben Qk-val szorzunk, nyerjük, hogy

A0 Pk + A1 Pk~ 'Q  +  --
A0 Pk tehát osztható Q-val és, minthogy (P, 0) -—-1, A0 is
osztható Q-val és így A0z = - q -  holoid mennyiség.

Ugyanez az egyenlet mutatja, hogy Ak Qk és így Ak is
osztható P-vel. Ebből következik :

PHogy valamely z — -q - orlhoid mennyiség kielégíthesse 
az (1) egyenletet, szükséges, hogy P az Ak-nak és Q az 
A0-nak osztója legyen.

Ha az (1 ) és fi] tartományokkal van dolgunk, úgy hogy
az A0 ........Ak mennyiségek raczionális és egész számok.
akkor ez a tétel szolgáltatja azoknak a raczionális számok
nak teljes meghatározását, a melyek az (1 ) egyenletnek 
«.gyökei»; mert minden 0 -tól különböző raczionális és egész 
számnak csak véges számú osztója van, és így minthogy 
az Ak =  0 esel könnyen elkerülhető, véges számú kísérlet
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megadja azokat a raczionális számokat, a melyek az adott 
feltételeknek megfelelnek.

Ha az (A) tartományon belül
■+Am = (zk+M1zk- '  + .. ■ +Mk) (zm-*+AT1 zm-*-i +  . . -+Nm_k)

és A1, . . . , A m holoid mennyiségek, akkor az Mt ........Mk ,
h \,  . . Nm_k mennyiségeknek is holoid mennyiségeknek kell 
lenniök.

Ha ugyanis az adott szorzatra a KRONECKER-féle alap
tételt alkalmazzuk, azt találjuk, hogy Mf és Nj (mint 1 . Mt 
és 1 . Nj együttható-szorzatok) oly egyenletet elégítenek ki, 
a melyben ill. Nj legmagasabb hatványának együtthatója 
1, míg az összes többi együttható holoid mennyiség. így 
tehát az előbbiek szerint az összes Mi és Nj mennyiségek
nek holoid mennyiségeknek kell lenniök.

Különösen az (1 ) tartományban ily alakú felbontás 
esetében az A1 , . . . , A m együtthatókkal együtt az és Nj 
együtthatók is raczionális és egész számok.

Ez a Gauss4 ó1 származó tétel* történetileg kiinduló 
pontja volt az algebrai mennyiségek általános elméletének.

A r e s u l tá n s .

13. §. Most az utolsó fejtegetésekben fentartott felte
vést, hogy az |A] tartomány teljes, ismét elejtjük. Ez azért 
is fontos, mert az algebrai mennyiségek elméletében fellépő 
tartományok — mint azt már az I. fej. 8 . és 9. §-ában tárgyalt 
egyszerű példa mutatta — általánosságban nem teljesek. 
A két eset között fennálló jellemző különbség a következő 
tényben rejlik :

Ha A az [A| tartomány valamely mennyisége, G pedig

* Disquisitiones arithmeticae 42. ez.

Koni fi. Alflpbrai mennyiségek.
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az [A. x\ tartomány oly irreducibilis mennyisége, a mely nem 
osztója A-nak, akkor teljes tartományok esetében AF-fel 
együtt F  is osztható G-vel; mert hiszen (A, G ) ^ l  és így 
(AF, G) ~  G-ből következik, hogy egyszersmind (F, G) ~  G. 
Ha ellenben az [A] tartomány nem teljes, akkor jóllehet, 
hogy AF osztható G-vel, nem szükséges, hogy F  is osztható 
legyen G-vel.

Ha ismét az épen idézett példára, a [1/ —5] tartományra 
térünk vissza, akkor pl. 3 nem osztható a 2—V —5 irreducibi
lis mennyiséggel, de 3 .3  igenis osztható. Hogy oly G meny- 
nyiségek esetében, a melyek az x-ei  valóban tartalmazzák, 
a viszonyok hasonlók, ép oly könnyen mutatható ki. így pl.

G 3x +  ( 1  -  2 V~—~5i)

— mint az közvetetlenül belátható — irreducibilis és

F  =  (2 -  V '^ 5 ) x  +  (4 - V^—5) 
nem osztható G-vel, noha

( 2  - F =  9a- A 3 ( 1  -  2  V5) 
avval osztható.

Azt a kérdést, vájjon F  osztható-e G-vel, tehát a követ
kező módon kell általánosítanunk: Vannak-e az [A] tarto
mányban oly A mennyiségek, hogy AF oszthatóvá válik
G-vel? Ámde [A] az [A, x x........x m] tartományban foglalt
mquivalentia-tartomány és így a felállított kérdés még így 
is fogalmazható : Van-e az [Aj íequivalentia-tartományra vo
natkozólag oly F-fel requivalens mennyiség, a mely osztható 
G-vel?

Az [A, x í , .r2, . . ., ,rm] tartomány mennyiségeinek relativ 
aequivalentiája az [A] aequivalentia-tartományra vonatkozó
lag épen absolut mquivalentia abban a tartományban, a 
mely származik [A, .xq, .  . ., xni]-ből, ha nevezőkként az [A | 
tartomány mennyiségeit használjuk, azaz az orthoid (A)



tartományból származó [(A), x t ........x m\ formatartományban.
Ezt az eredményt még egyszerűbben fogalmazhatjuk.

Áttérünk a holoid [A] tartományról a mellérendelt or- 
thoid (A) tartományra és megvizsgáljuk a formák osztható
ságát még akkor is, ha holoidok, a bővített [(A), x m\
tartományban. Ez a tartomány teljes, mert minden orthoid 
tartomány, tehát (A) is teljes és így, ha a kérdést ebben 
az általánosított alakban állítjuk fel, alkalmazhatjuk az előbb 
kifejtett módszereket.

Mint az algebiai mennyiségek elméletének czélja egye
nesen az tűzhető ki, hogy az eredeti vizsgálatok alapjául 
szolgáló tartományt új fogalomalkotásokkal oly módon bő
vítsük, hogy egyrészt bizonyos feladatoknak, a melyek az 
eredeti tartományban nem oldhatók meg, az új tartomány
ban legyen megoldásuk, másrészt pedig, hogy az eredeti 
tartomány mennyiségeinek bizonyos tulajdonságai megma
radjanak változatlanul az új tartományban is. Legalább is 
azok a törvények maradjanak meg, a melyek szerint az ere
deti tartomány mennyiségeinek összeadása és szorzása megy 
végbe úgy, hogy, ha ezeket a műveleteket a bővített tar
tományban az eredeti tartomány mennyiségeire alkalmaz
zuk, eredményül ugyanazokat a mennyiségeket nyerjük, 
mint előbb. Csakis ekkor mondjuk, hogy az új, bővített tar
tomány tartalmazza vagy magában foglalja az eredeti tarto
mányt. Ez az eset beáll tényleg, ha [A]-ról (A)-ra térünk át.

Figyelmeztetünk azonban arra, hogy [A] mennyiségei
nek bizonyos más tulajdonságai megváltoznak. (A)-ban 
ugyanis minden A mennyiség osztható minden más a 0 -tól 
különböző B mennyiséggel; e mennyiségeknek az osztha
tóságra vonatkozó tulajdonságai itt tehát egészen mások. 
Ez utal bizonyos új, igen fontos fogalomalkotásra, az [A] tar
tomány oly bővítésére, hogy az új tartomány teljes legyen,

7*
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de e mellett az [Aj mennyiségeinek az oszthatóságra vonat
kozó tulajdonságai megmaradjanak. Ennek az alapproblémá
nak tárgyalása azonban még további segédeszközökre támasz
kodik és ezért csak később (a IX. fejezetben) lesz elintézhető.

14. §. Legyen már most
F =  A0 x m -j- A1 x m~~1 -+-••• +  Am, 
G = B 0x n + B íis « " 1 + - . .  +  ß n 

két forma, a melyeknek együtthatói a holoid [Aj tartomány
hoz tartoznak. Ha azután az orthoid (A) tartományra me
gyünk át (a mely |Aj-va 1 egybe is eshetik), akkor F  és G 
egyszersmind az [(A), ,rj tartománynak is formái és mint 
ilyeneknek van legnagyobb közös osztójuk. Az (A) tarto
mány minden mennyisége aequivalens 1 -gyel; ama legna
gyobb közös osztó tehát vagy 1 , vagy pedig valamely .r-el 
tartalmazó igazi forma. E két eset szétválasztása reávezet a 
resultáns fontos alapfogalmára.

Ha (F, G) az x  valamely igazi formájával tequivalens, tehát

(F, G) ~  I) =  D0 x k +  D-l 4------ b Ük .
akkor

F — DV, G — — DU

- Ü = P 0 x " - k +  Pl x n k ~'
V =  Q„ x m~k +  Q, x " ' - * “ 1 +  • • • +  Qm_k,

a hol D, U és V együtthatói az (A) tartományhoz tartoznak. 
Így tehát

UF+. VG =  ü.

Minthogy D legalább is elsőfokú, tehát A^>1 , azért 1

és n-k< gn  — l. Hogy tehát (F  G) az aequivalentia értelmében 
az 1 -től különböző lehessen, szükséges, hogy meghatároz
hassunk két oly formát,

- U = P 0 x " - '  + - - -  +  /V * ,
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a melynek együtthatói nem mindannyian egyenlők 0 -sal és 
az

UF+VG=.  0

relácziót kielégítik. Ez a lényegében EuLER-től származó eljá
rás a következő P és Q meghatározására szolgáló egyenlet
rendszert adja :

A) +  B0 Qfí — 0
+  A0 PÍ +  Bx Qo B0 Qt = 0

Am Pn- 1 +  Bn Qm_ 1 — 0,

a hol a rendszer általános. A'-)-1-dik egyenlete a következő 
módon jellemezhető :

2 A i P r +  2 B j Q s =  0
/ í= o, i , . . . ,  m ; 7=o, 1 , . . . ,  n ; r=o, 1 , . . . ,  n—i ; s=o, 1 , . . . ,  m—1\
 ̂ i+r=k, j + s —k /

és k rendre 0 , 1 , . . m-\-n— 1  lehet.
így tehát oly homogén, lineáris egyenletrendszerhez 

jutottunk, a melyben úgy az egyenletek, mint az ismeretle
nek száma m-\-n és ezek az ismeretlenek, a P és Q együtt
hatók csak akkor nem lesznek mindannyian 0 -sal egyenlők, 
ha az egyenletek együtthatóiból alkotott determináns, az 
ú. n. Sylvester-féle determináns* eltűnik.

* Sylvester, «On a general method of determining by mere 
inspection the derivatives from two equations of any degree«, Phil. 
Mag. 1840. febr. 132. lap. — Az «Encyclopädie d. math. Wiss.» (I. k. 
246. lap sub 88 és 89) helytelen adataival szemben még megjegyezzük, 
hogy Richelot «Nota ad theoriam eliminationis pertinens» czímű 
dolgozatában Sylvester eredményeit már határozottan idézi (Journ. 
f. Math. 21. k.). Körülbelül négy évvel később Hesse ugyanezt a de
terminánst állítja fel («Über die Endgleichung etc.» Journ. f. Math. 
27. Werke 83. lap), de csodálatos módon két elődje közül egyikről 
sem emlékezik meg.
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Ennek az

Ao «0
A\ A0 B, B0
. Al

Ao

B í -

R = Am A, B o
Am • . ^ !

Bn . .

Am Bn

determinánsnak a törvénye egyszerűen a következő módon
fejezhető k i : A /-dik oszlopban ( / = 1 , . ., n) j — 1  zérus után
állanak az -^01 A11 • • • , Am elemek, a melyekre ismét n —j  zé-
rus következik; az /r-dik oszlopban k — 1
zérus után következnek a F0, Bí ........fín elemek és ezek után
ismét m —k zérus.

Ha viszont ez a determináns zérus a nélkül, hogy 
egyúttal A0 és B0 is eltűnnének, akkor tudvalevőleg vannak 
a P és Q együtthatók oly értékrendszerei, a melyeknek érté
kei nem tűnnek el mindannyian és a felállított egyenletrend
szert kielégítik ; még pedig olyanok is, a melyekben ezek 
mind az Aj és Bj mennyiségek raczionális és egész formái. Az

f f + eg =  0

reláczió értelmében azonban EG-nek oszthatónak kell lennie 
F-fel és UF-nek G-vel. Ha már mostan (F, G )~ l volna, akkor 
V volna oszható F-fel és U a G-vel. Ha azonban pl. A0 nem ü, 
akkor E az x-ben legfölebb m — 1 -edfokú lehetne és csak 
úgy lehetne osztható F-fel, ha azonosan zérus. így tehát ebben 
az esetben szükséges, hogy EG=0 legyen. Ámde sem E nem 
tűnhetik eb mert akkor eltűnnének az összes P és (J együtt
hatók, valamint az sem lehetséges, hogy G=Ü, mert ebből
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következnék, hogy (F, G)~F, holott F  mint m-edfokú torma 
nem lehet /V  1 -gyel.

Az R mennyiség eltűnése tehát szükséges és elegendő 
feltétele annak, hogy az F és G formáknak, a melyekben A0 
és B0 nem egyidőben egyenlők 0-sal, az (A) tartományból 
származó [(A), x] formatartományban az sequivalentia értel
mében az 1 -től különböző legnagyobb közös osztója legyen.

15. §. Az R mennyiség az F és G formáknak az x  ha
tározatlanra vonatkozó resultánsa, a hol ez a pontosabb, 
x-re vonatkozó megjelölés el is hagyható, ha ennek követ
keztében kétértelműség nem áll elő. Ebben az esetben jelö
lésére szolgáljon

Res. (F, G),

a hol azután Res. (G, F) =  ( —l)mn Res. (F, G), a mint azt az 
értelmezés alapjául szolgáló determináns közvetetlenül mu
tatja. Minthogy az f  és G formák még további határozatla
nokat is tartalmazhatnak, általánosabb vizsgálatokban pon
tosabb jelölésre van szükségünk, a melyet, tekintettel későbbi 
fejtegetésekre, a következő módon állapítunk m e g :

Ha már az [AJ tartomány maga is oly formák tarto
mánya, a melyek általánosságban a holoid [A] tartományból 
származnak, azaz [A] =  [A, aq, . . ., x m], akkor, ha A0 és B0 
nem egyidőben egyenlők zérussal, az F  és G resultánsának 
eltűnése arra mutat, hogy van olyan

I) = D0 x k +  l)x x k_1 -f- • • • -f- Dk 
legnagyobb közös osztójuk, a hol a E0, . . ., l)k mennyiségek 
alakja Dt és E,- az [A] tartományhoz tartoznak .és leg-
alább egy a D0........Dk_x mennyiségek közül, valamint az
Ei mennyiségek valamennyien különbözők a zérustól. Ha 
tehát az Ej mennyiségek szorzata E, akkor EF-nek és EG-nek
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ez az osztójuk van :
D '= D 1ax'’ +  D'1^ - '  + -  +  D'k , 

a hol a Dj-k az [A] tartomány mennyiségei és a D'0, . . ., D'ic_ x 
közül ismét legalább egy különböző a zérustól. Ha már most 
az [(A), x t , x 2, . . ., x m] formatartományban (F, G )~ l  volna, 
F-nek oszthatónak kellene lennie 7)'-vel, a mi lehetetlen, 
mert E  az x  határozatlant nem tartalmazza.

Ha pedig viszont (F  G) az sequivalentia-megbatározás 
értelmében az [(A), x x, x 2, . . ., x^j-re vonatkozólag nem egy, 
ebből közvetetlenül következik, hogy van egy D alakú osztó 
és hogy a resultáns eltűnik.

Ezek alapján a resultáns első alaptulajdonságál a kö
vetkezőben fejezhetjük ki :

Ha F — A0x m-\----, G — B0x n-\----  kél oly forma, a me
lyeknek együtthatói az [Aj tartományból származó formák és 
A0 és B0 nem egy időben egyenlők zérussal, akkor F és G 
resultánsának eltűnése szükséges és elegendő feltétele annak, 
hogy áttérve az orihoid (A) tartományból származó for
mákra, F és G legnagyobb közös osztója az x -e t  valóban 
tartalmazó forma legyen.

Az eddigiek szerint világos, hogy az átmenet a holoid 
[A] tartományról az orthoid (A) tartományra csak akkor 
szükséges, ha az [A] tartomány nem teljes. Ha [A] teljes 
tartomány, akkor tartalmaz oly A mennyiséget, hogy AF és 
AG bizonyos az [A] tartományból származó, x-et tartalmazó 
H formával osztható. A-nak vehetjük pl. ama legnagyobb 
közös osztóban előforduló nevezők szorzatát. Ámde akkor 
F  és G osztható a H primitiv formájával és ez különböző 
az 1 -től.

Az eddig előadottaknak lényeges tartalmát már a kö
vetkező egyszerű tétel foglalja magában :

Az  [A] orihoid tartományból származó F  és G formák-
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nak, a melyek valamely határozatlanra nézve szabályosak , 
akkor és csak akkor van az 1 -töl különböző legnayyobb kö
zös osztójuk, ha arra a határozatlanra vonatkozó resultán- 
suk eltűnik.

Mert az e határozatlan szerint rendezett formákban 
sem A0,. sem B0 nem egyenlő zérussal és minthogy F  és G 
minden valódi osztójának (e fej. 3. §-a szerint) szintén sza
bályosnak kell lennie, a legnagyobb közös osztónak, ha 
nem 1 . tartalmaznia kell ama határozatlant.

16. §. A resultáns második alaptulajdonsága egyszerű 
következménye a determináns alakjában való előállításának.

Ha az R determinánsban (14. §.) az z-dik sort megszo
rozzuk x ní+,,_I-vel és az így nyert elemeket hozzáadjuk a 
változatlan utolsó sorhoz, akkor ennek elemei rendre a kö
vetkezők lesznek:

Fxm~ \  Fxn~2, . . ., F, Gxm- \  Gxm~2. . . ., G.

Ez vezet az R mennyiség következő előállítására:

R = G, F  +  Fj G,

a hol Gx az x-ben legfölebb n - l - e d fo k ú  és ép úgy F1 leg- 
fölebb m - l - e d f o k ú ; Fx és Gx együtthatói itt az A és R együtt
hatók raczionális és egész formái.

A következőkben mindenütt megengedjük, hogy a for
mák együtthatói az orthoid (A) tartományhoz tartozzanak 
és az sequivalentia-meghatározást hasonlóképen erre a tar
tományra fogjuk vonatkoztatni. A resultáns első alaptulaj
donságát azután még így is fogalmazhatjuk, hogy R ~  1 -ből 
következik (F, G )~ l  és viszont.

Ha már mostan R a 0 -tól különböző, azaz R ~  1 , akkor 
(Fj, Gj) is ~ 1 . Az ellenkező esetben Fx és Gx legnagyobb 
közös osztója, noha igazi forma, mégis osztója volna F-nek, 
a mi lehetetlen. De akkor sem F1? sem Gt nem lehet zérus.
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Ha pl. volna b \=  0 , tehát R =  GtF, akkor Gt nem lehetne d 
és R osztható volna F-fel.

Ha R = 0 , akkor (F, G)~D  oly forma, a mely tartal
mazza .r-et és azután lesz :

F  —7)F', -  G = DG', ( F \  G') ~  1 ,
vagyis

0 =  G'F+ F'G.
Bármell]

r =  g F + fG
reláczióból, a melyben f  foka x-ben nem magasabb m - l - n é l  
és g-é n - l - n é l ,  továbbá f  és g a 0 -tói különbözők és r nem 
tartalmazza x-et, és végre még (/, g ) ~ 1, következik, hogy

r ~  R;
azaz annak eldöntésére, vájjon (F, G) valóban tartalmazza-e 
az x  határozatlant az r mennyiség ép úgy használható, mint R. 
Ennek bebizonyítására vegyük figyelembe, hogy az 

r =  g F + fG ,  R = FG1 FXG 
relácziókból még következik, hogy

a hol a jobb oldal, a melynek F-fel oszthatónak kellene 
lennie, r-ben legfölebb m —1 -edfokú. így tehát szükséges, 
hogy •egyen

rFx -  R f  =  0,
UFX — fGt — 0 .

De akkor r=0-ból közvetetlenül következik, bogy R —0 és 
viszont R — 0-ból, mert r osztható (F, G)-vel és ez a mennyi
ség ebben az esetben .r-et tartalmazza, következik, hogy 
/•= 0 . Ez épen az, a mit az r ~ R  aequivalentia kifejez.

17. §. Ha ismét (F, G)~D, tehát akkor -j j -
és resultánsa, R' oly el nem tűnő forma, a mely nem 
tartalmazza r -e t  és a melyre nézve

DR' = UF+VG\
azaz F és G legnagyobb közös osztója bizonyos x-et nem
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tartalmazó mennyiséggel való megszorzása után mint F és 
G homogén, lineáris formája állítható elő.

Itt R\  valamint az U és V' együtthatók kellően válasz
tott tényező hozzácsatolásával holoid formákba vihetők át.

Ezt az eredményt különösen akkor fogjuk alkalmazni, 
ha az eredeti [A] tartomány holoid ; mert akkor D-t abban 
az alakban írhatjuk, a mely (F, G) számára az [A] tartomány
ból származó formatartományban létezik.

Hogy még itt sem mehetünk tovább, azaz, bogy D 
maga nem állítható elő mint F  és G homogén, lineáris for
mája, a következő egyszerű példa is már mutatja, a hol ala
pul az [1 ] tartományt választottuk. Az x-\-2 és ;r-f-4 formák 
legnagyobb közös osztója 1 és

2 =  ( x + 4 )  — (ae+2).
Ily alakú reláczió :

1 — U (a;+ 2)  -j- V (cc-j-4)

azonban nem állhat fenn, mert akkor a jobb oldalon az x-iő\ 
független tagnak 2a-f-4ü alakúnak és 1-gyel egyenlőnek kel
lene lennie ; és így 1 -nek oszthatónak kellene lennie 2 -vel.

F orm aren d szerek  reso lven s form ája.

18. §. A következő vizsgálat menete legegyszerűbb lesz 
akkor, ha a tárgyalandó formákról felteszszük, hogy valamely 
teljes holoid [A] tartományból származnak. Hogy a nyert 
eredményeket azután más esetekre is alkalmazhassuk, csak 
azt kell figyelembe vennünk, hogy akkor az összes együtt
hatók benne vannak a mellérendelt orthoid (A) tartomány
ban, és minthogy minden orthoid tartomány teljes, evvel az 
eredmény oly fogalmazását nyerjük, a mely érvényes ma
rad akkor is, ha az alapul felvett holoid |A| tartomány nem 
teljes.
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Legyen már most

Fj (OL J , Cl 2 , • • . , (j= 1 , ■ ■ ■ , k)

k forma, mely a teljes holoid [A] tartományból származik. 
Annak eldöntésére, vájjon ezeknek a formáknak legnagyobb 
közös osztója magához az [A] tartományhoz tartozik-e, vagy 
pedig az x t , . . ., x ni határozatlanoknak legalább egyikét tar
talmazza, legegyszerűbb lesz, ha az Fj formákat oly raczio- 
nális és egész számú együtthatókkal ellátott lineáris trans- 
formatiónak vetjük alá, a melynek determinánsa egyenlő 
egygyel (II. fej. 19. §.) és a mely az összes formákat olya
nokba vezeti át, a melyek az összes új yí határozatlanokra 
nézve szabályosak. Ez a lineáris transformatio a kérdéses 
tulajdonságot nem érinti, mert — mint közvetetlenül látni 
a transformáll formák legnagyobb közös osztóját úgy állít
hatjuk elő, hogy ugyanazt a lineáris transformatiót alkal
mazzuk az eredeti formák legnagyobb közös osztójára. Mint
hogy azonban szabályos formák minden osztója is szabályos, 
kérdésünk evvel arra van visszavezetve, vájjon ama formák
nak van-e egyáltalában olyan osztójuk, a mely tartalmazza 
í/j-et. Ez a transformatio, a mely Kronecker kifejezése sze
rint a formák rendszerét «az esetleges körülményektől meg
szabadítja», ugyanaz, a mit a geometria nyelvén affinitásnak 
szokás nevezni; még pedig olyan, a melyben «a végtelen
ben fekvő elemek» az eldöntendő kérdésekben tovább nem 
jönnek tekintetbe.

Hogy a jelölést túlságosan ne bonyolítsuk, legyenek Fj 
és Xi már a transformált formák, ill. határozatlanok.

Ha már mostan uj és uj ( j=  1 , . . ., k) a határozatlanok 
két új sorozata, akkor a

SrFjUj és X FjUj

11)8
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formáknak akkor és csak akkor lesz az a^-et tartalmazó 
legnagyobb közös osztójuk, ha ugyanaz az eset áll fenn az 
Fj formákra is. Az Fj formáknak az új u, és uj határozatla
nok segítségével való formális összefoglalása igen messze- 
vágó jelentőségű ; Kronecker * használta legelőször és azért 
KRONECKER-féle elimináczió-elviiek akarjuk nevezni.

Ezeket az új formákat is az x t x m határozatlanok 
formáiként fogjuk fel, a melyeknek együtthatói azonban 
most az [A, Új , . . . ,  «í, ujf] holoid tartományhoz tar
toznak. Mint ilyenek azonban az Ft , . . ., Fk formákkal együtt 
szabályosak, azaz Xj legmagasabb hatványának együtthatója 
az x x, . . . , x m határozatlanoktól független mennyiség. így 
tehát

Hes.
2' F: U;, 2' t;  Uj\

X<

a hol í/0, Uí , . . .  az u és u' határozatlanok különböző hat
ványszorzatait jelentik, míg az R-ek az [A, x 2: . . ., a*J7!] tarto
mány mennyiségei és R0, Rt , . . . eltűnése szükséges és ele
gendő feltétele annak, hogg az Fj formáknak oly legnaggobb 
közös osztójuk leggen, a mely x A-et valóban tartalmazza.

Legyen már most

úgy hogy

és továbbá

Rés.

( F „ . . . , F k) ~ D ,  Fj = Fj I f  

ZFjUj, Z F j u ^ = FÍ"u,, +  FÍí

akkor nem tűnhetnek el az összes F ^ \  F2X\ ... mennyiségek- 
A resultánsnak a 16. §-ban kimutatott második alaptulajdon
sága szerint azután

* F e s t s c h r i f t  10. §.
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t Í i]U0+  U1 + - - - = G ,Z F ju j + H 1ZFj uj

és ha ebben a különböző Ul hatványszorzatok együtthatóit 
összehasonlítjuk, minden egyes F-^ mennyiség az Fj-k ho
mogén lineáris formája, vagyis az I. fej. 10. §-ában értelme
zett jelöléssel

es így
0 (mod. Fx, . . ., Fk), 0 i=i* • • • > ki)

(Ji- i. . . . ,  kJ.

x, oly

üFj*’=  0 (mod. Ft , . . ., Fk).

Megjegyzendő, hogy az F-^ mennyiségek az x 2, 
formái, a melyek az [A] tartományból származnak.

Az Fj*' formákról ismét feltételezhetjük, hogy x 2, . . . ,  
x m-re nézve szabályosak. Ha nem volna így, akkor arra, 
hogy szabályos formákat nyerjünk, elég az x 2........x m hatá
rozatlanok oly TO) lineáris transformatióját alkalmaznunk, 
a melynek együtthatói raczionális és egész számok és de
terminánsa egyenlő egygyel. Ezt a transformatiót azonban 
mindjárt kezdettől fogva az Fj formákon végezhetjük el ama 
transformatio után. a mely ezeket a formákat szabályos for
mákba viszi át. E mellett az eddigi eredmények csak any- 
nyiban változnak, hogy a tárgyalás közben értelmezett, 
D, F^*\ f}2\  . . . mennyiségek is már mint a transforma- 
tióval átalakított formák lépnek fel.

Ha már mostan az
F- (x  v ^1 j t \ vt'2t • • • ’ ^m>

formákkal ép úgy bánunk el, legyen
(A=t> '••.*])

f \ í]= dW f \x),J1 J1 7

Rés.
y U) vedd ,,(d\ 
l b Jt uJ i 7 SFh  vh \ = f^ U q1 -

^ 2  i 1 /
í Í ’iÍ ’h-

akkor e formák
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(y2=i» • • -,k2)
rendszerére nézve ism ét áll, hogy

DMFj2J = 0  (mod. F ^ , . . ., F ^ )
és végre, hogy

D 0 ^ = 0  (mod. F i........Fk).

Ezt az eljárást ezen a módon folytatva, a formák

rendszeréről, ha
Ft : \ ^ > -T7R ) (Jh—1 1> • • • > kh—i)

p(h-i) __ p i17- 1)
Jh—1 Jh—i

es

Hes.
X h , 1

=  F[h) U ^ í} 1  F ^  í / í / l _ l ) + • •.,

általánosságban a formák oly
f í h
JhFjh ( x h + l  ’ • • • 1 x m)  (J h - 1’ > kh

rendszeréhez jutunk, a melyekben az x 11. . . , x h határozat
lanok már nem fordulnak elő, míg x h+1,.  . ., x m-re nézve 
szabályosak; tehát vagy e határozatlanokat valóban tartal
mazzák, vagy pedig dimensiójuk 0, azaz minden határozat
lantól mentesek. Mindaddig, míg ez az eset az összes for
mákra nem áll be, a jellem zett eljárást folytathatjuk és ha 
nem előbb minden esetre m lépés után, általánosságban pe
dig — mondjuk — r lépés után oly

F}'r ] OV-l,----*r)
mennyiségekhez jutunk, a melyek a határozatlanoktól telje
sen mentesek és így az [A] tartományhoz tartozó mennyi
ségek.

Ha még
DW~(Fj;h\  F2(/i), . . ., F ^ )
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és különösen h = r esetében

4 r)=ßW C,v Ur- l .......

akkor végre azt találjuk, hogy

D D ^ . . . D<r) Cjr =  0 (mod. F\ , .  . ., Fk), (R)

vagy pedig, ha ezeket az új w1, w2, . . . határozatlanok segít
ségével összefoglaljuk, hogy

DOW . . . Dd) CjWjr= 0 (mod. Fx........Fkj  (R)

a hol iß ^  (h— 1, . . . .  r —1) az . . ., x m határozatlanoknak
oly formáját jelenti, a mely x h+í, . . ., x m-re nézve szabályos, 
míg l)d \C jr az [A] tartomány mennyiségei és 1 <gr

Az (/?) bal oldalán álló formát, ama fontos szerepénél 
fogva, mely neki az algebrai egyenletrendszerek elméletében 
jut, az F( formarendszer resolvens formájának  nevezzük. Kü
lönösen megjegyezzük, hogy e resolvens forma ama tulaj
donsága, a melyet (/?) kifejez, fennáll még akkor is, ha 
a formák dimensiója részben, vagy pedig mindegyiké 0. Az 
utóbbi esetben az eredmény természetesen triviális. Ugyanis, 
ha

(Aj , . . ., Ak) ~ D , At=DCi,

akkor ( R )  átmegy ebbe a magától értetődő reláczióba :

Q uy — 2  Aj-Wj.
i—i f=i

Azt is látjuk, bogy (R) érvényes marad még akkor is, 
ha az Fj formákat eredeti alakjukban újabb lineáris trans
formatio nélkül megtartjuk ; csakhogy ekkor D, 
nek nincs meg a fennebb jellemzett specziális szabályos 
alakjuk. Hogy ezt belássuk, csak a transformált formákra 
vonatkozó (fí) congruentiára a recziprok transformatiót kell 
alkalmaznunk.

Ha végre a holoid [AJ tartomány nem teljes, akkor az
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(R) congruentiát, vagy pedig az ennek megfelelő
kr k

D D ^  . . . D<r> £  Cj wr =  2  G( Fi
í r = 1 Í=1

identitást minden esetre fölállíthatjuk a megfelelő orthoid
(A) tartományban. Akkor mindegyik forma ilyen alakú
lesz : , a hol együtthatói már az [A] tartományhozAh
tartoznak és egyetlen Ah sem zérus. Ha tehát At A2 . . . A r 
oly többszörösével szorzunk, hogy úgy a Cj mennyiségek, 
mint a Gj-k együtthatói holoidokká válnak, akkor a nem 
teljes tartományok esetére nyerjük a megfelelő

kr
A D D ^ . . . DW y  Cj wr =  0 (mod. Ft ........Fk). (R)

r
congruentiát, a hol a hal oldalon álló mennyiség, és így 
minden tényezője is különbözik a 0-tól.

Az e g y e n le tek  e lm é le té n e k  problém ája.

19. §. Ha Fj (x x, . . ., x m), ( j = 1, . . . , &)  ismét a holoid |A| 
tartományból származó formák, akkor az egyenletek és 
egyenletrendszerek elméletének általános problémáját, a mely 
ebben a fogalmazásban — a mit különösen kiemelünk — 
az úgynevezett diophantikus egyenletek esetére is kiterjesz
kedik, * a következő módon fogalmazhatjuk :

(a) Meghatározandók az [A] tartományhoz tartozó mind- 
amaz X( — ( í= l ,  . . ., m) értékrendszerek, a melyekre nézve
Fj (^1 1 • • • 1 £m)i í./ =  li • • •» k) egyenlővé válik zérussal.

Ekkor a «formákról» átmentünk az «egész függvé
nyekre». Ezt az átmenetet megokolja a dolog természete;

* Sőt a mi gondolat menet ülik szerint tulajdonképen csakis 
diophantikus egyenletekre. A classikus egyenlet-problémára úgy ju
tunk, ha alapul mint holoid tartományt a complex számok összessé
gét veszszük fel.

Kötiifl, .U i/ebrai m rn  n i/is i’i/i-l,.
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mert minden ilyen rendszer az F  egész függvény egy 
egy alapvető tulajdonságát, egy-egv úgynevezett «zérus- 
helyét» szolgáltatja. Azonban tekintettel az elvi felfogásra 
mindjárt megjegyezzük, hogy ugyanez a probléma oly mó
don is fogalmazható, hogy teljesen a formák elméletének 
körében maradhassunk. E fogalmazás a következő:

(b) Meghatározandók az [A] tartományhoz tartozó mind
ama =  . . ., m) értékrendszerek, a melyekre nézve

Fj (•%!' • • • i x m) ~  ő (mod. x x ,r2 • • • i x m £m)*
(j=i,...,k).

Hogy a értékrendszerek (a)-ban és (b)-ben kimon
dott tulajdonsága ugyanaz, közvetetlenül belátjuk, ha az 

Fj (x t , • ■ • i Xm) = Fj (^i Xt , . . ., £m)
formát az x x— ........xm~~lm mennyiségek hatványszorzatai
szerint kifejtjük és az eredményt az

Fj (^t 5 • • • > x rn) — Fj (£t , • • • i Ím) (mod. x x— - • • •, x m ) 
alakban írjuk. így közvetetlenül belátjuk, hogy az (a) fel
tételt kielégítő értékrendszerek kielégítik a (b) feltételt 
is. Ha pedig viszont valamely a (b) feltételt kielégítő 
értékrendszer, akkor lesz

Fj{.Ej , . . x m) •= 0 (mod. a j j - l i , . . x m- £ m), 
vagy pedig részletesebben kiírva :

Fj (x i, . . ., Xjĵ ) =  Gx(x x -) f- Gm (xm £m), 
a hol feltételezhetjük, hogy úgy az Fj, mint a G formák 
az x x— . . . ,  x m—í-m mennyiségek hatványszorzatai szerint 
vannak rendezve. Akkor azonban, a jobb oldalon az a tag, 
a melynek dimensiója 0, egyenlő 0-sa l; így tehát szükséges,
hogy Fj ( | t ........ | m) egyenlő legyen 0-sal.

Minden ilyen £í , - - - , £ m értékrendszert az Fj--0 egyen
letrendszer «megoldásának» vagy pedig «gyökének», ill. 
«gyökrendszerének» nevezzük. Az x t , . . x m határozatlanok 
akkor az egyenletrendszerben fellépő «ismeretlenek».
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Valamely F=  0  egyenlet dimensiója, valamint bizonyos 
x ( ismeretlenre vonatkozó foka ugyanazok a számok, a me
lyeket az F forma esetében így neveztünk.

Az egy ismeretlent tartalmazó m-edfokú
F(;r)  =  d 0  x m+ A x x m~ ^ -----f  Am= 0

egyenletre nézve a következő elemi tételek érvényesek, a 
melyeket folyton alkalmazunk.

I. Az F (x )= 0  egyenletnek |  akkor és csak akkor gyöke, 
ha az F(x) forma osztható x - ^ - v e l .

Ez nem más, mint az (a)-ban és (b)-ben kiszabott fel
tételek egyenlőértékű voltáról szóló tétel a most fenforgó 
specziális esetben.

II. A holoid [A] tartományon belül, a melyhez az Fix')— 0  

egyenlet együtthatói is tartoznak (hol ezek nem tűnnek el mind), 
ennek az egyenletnek m-nél több különböző gyöke sohasem lehet.

Ha yi (i— 1 , . . m-\-1 ) m-bl oly érték volna, a mely az
egyenletet kielégíti, akkor

Aq rf f l d-----k-^m — 0  (i=i,. ,.,m+i)
oly homogén lineáris egyenletrendszer lenne, a mely az 
A0, . . . , A m együtthatók meghatározására szolgálhatna és 
minthogy ennek az egyenletrendszernek determinánsa,

r, s
s=

r < s  )

a II. fej. 11. §-a szerint a 0 -tól különböző, ebből feltevésünk 
ellenére következnék, hogy az egyenlet összes együtthatói 
eltűnnek.

20. §. Ha a formák rendszerére — vagy a mint azt 
most még máskép is mondhatjuk — az Fj= 0  egyenletrend
szerre oly lineáris transformatio! alkalmazunk, a melynek 
együtthatói raczionális és egész számok, determinánsa pe
dig egy, nyerjük a transformált Fj= 0 egyenletrendszert, és 
közvetetlenül belátható, hogy az eredeti és a transformált
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egyenletrendszert egyszerre tekinthetjük megoldottnak; mert 
az átmenetet az egyiknek megoldásairól a másikéira line- 
áris egyenletrendszer közvetíti. Még pedig, ha | 1, . . . , | m az 
Fj =  0 valamely megoldása, akkor a |-k  bizonyos meghatá
rozott raczionális és egész, homogén lineáris formáinak 
rendszere Fj = 0 -nak megoldása és viszont.

Feltehetjük tehát, hogy az Fj= 0 egyenletrendszert már 
ügy ((készítettük elő)), a mint azt az előbbiekben a resol- 
vens-forma meghatározására te ttük ; azután mindenütt az 
erre vonatkozó eredményeket alkalmazhatjuk. E mellett még 
az a további egyszerűsítés is belép, hogy mindig abban a 
formatartományban mozoghatunk, mely az orthoid (A) tar
tományból származik ; mert a

A'
y 9 x9í-  x i • XSm=  0

AQ
vagy 2  - f ,T y Hm=  0

minden megoldása kielégíti egyszersmind a

2Ag:Tj1. . . Xpjfi' — ti

egyenletet is, a melynek együtthatói holoidok és viszont. 
Ebben E  a Eg-k szorzata és ezekkel együtt a zérustól kü
lönböző. A mennyiben tehát a probléma további tárgyalá
sában oly egyenletek fordulnának elő, a melyeknek együtt
hatói orthoidok. ezeket egyenlő nevezővel írhatjuk és az
után a nevező teljesen elmaradhat. A következőkben felté
telezzük, hogy ez már mindenütt megtörtént.

Akkor a 18. §. (R) congruentiája közvetetlenül mutatja, 
hogy az Fj— 0  egyenletrendszer minden megoldása szükség
képen a

/)=(), /)h) =  o........ !)(>■-1 ) =  0

egyenletek egyikének is megoldása.
Minthogy Fj, ha azt bizonyos a zérustól különböző 

mennyiséggel megszorozzuk, oszthatóvá Aálik 79-vel, D — 0
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minden megoldása egyszersmind az Fj= 0  rendszer meg
oldása is. Általánosságban azonban 1) holoid mennyiség, a 
mely az x  határozatlanokat egyáltalában nem is tartalmazza 
és természetesen nem is zérus ; azaz a I)=0  egyenletnek 
akkor egyetlen megoldása sincs.

Ha általánosságban az x /l+1, . . ., x m változóknak
igazi formája és | h + 1 ........| ni a I) ^ = ü  egyenlet egyik meg
oldása, akkor ezeket az értékekei behelyettesítvén, az 
Fjh\(jh— 1 ’ • • •> kh) egész függvények eltűnnek. E szerint te
hát az .

^jh-i 7 ^h+ii • • • ■> Á?()

formáknak van egy (x^  i ........| m) legnagyobb közös
osztójuk *.

Ha most 1továbbá x h—^h a

r (h) , <r
’7i t x h Sh+i' • • • > ) —  b

* A  Gp{xh £ h+ i i • ■ ■ i £m) j e l ö l e t j arra utaljon, hogy GÁ az X/,
oly formája, melynek együtthatóit a £/,+1, . . ., értékrendszer meg
határozza ugyan, de « nélkül, hogy volna oly r(x/,, X/,+1, . . ., x,„) 
forma, melyből mindig — kivétel nélkül '■— származtatható G'Á az 
xh+i — £h+i, . . ., helyettesítés segítségével. Hogy ily kivéte
lek mikép keletkeznek, azl igen egyszerűen mutatja a következő példa: 

Az
(x— a) (x - b) és (x — a +  y — z)(x-— b +  z)

formák legnagyobb közös osztója, ha y  és z értékei kielégítik az 
y — z =  0  egyenletet, x — a ha t. i. y =  z^ O  ; ellenben (x—a)(x—b), 
ha y =  z — 0.

Az (x/,, | ni) formák legnagyobb közös osztója
tehát az absolut aequivalentia értelmében meghatározott

G(t}> [xh i £^+1 , • • •, £/»)
forma, melyet azonban nem lehet a (x/,, £/,+1, • , §,n) alakban írni. 
E mellett annak a körülménynek, hogy Gí/ 1) csakis az absolut sequi- 
valentia értelmében meghatározott forma, nincs különös jelentősége. 
Hogy G(/'J mint forma teljesen meg legyen adva, kiköthetjük például, 
hogy X/, legmagasabb hatványának együtthatója az egység legyen.
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egyenlet megoldása, az (xh, £h+i-----, lm) függvények
akkor és csak akkor tűnnek el, ha x h helyébe ilyen 
teszünk*.

jpÜ1-1) _  i)(h-1 ) pSh~^  
rJh-i — Jh-i

ismét csak ebben az esetben tűnhetik el (az ennek meg
felelő megoldásokat átmenetileg első fajú megoldásoknak 
akarjuk nevezni), vagy pedig akkor, ha — o. Az utóbbi
lehetőségből származó megoldásokat azonban nem veszszük 
tovább tekintetbe, mert azokat már a o egyenlet tár
gyalásával kapcsolatban állítottuk elő.

Ha már most az F j^~*\xh , fh+1, . . ., £m) = 0  egyenletek
nek nincsen elsőfajú megoldásuk, akkor az

C-ül-2 ) / £
Jft- 2  ' l h~ 1 ' S/i ■ l)

formáknak £/, egyetlen értékére nézve sem lehet közös osz
tójuk; tehát az F j '^ ^ = 0  egyenleteknek egyetlen megoldá
suk sem lehet. E szerint X h-t= £h-v> . . lm vsak akkor

l e h e 1  f f ~ 2) =  /;(/»-2 ) r.(A~a) =  (,Jh-2 Jh-2
megoldása, ha egyszersmind kielégíti =  ü-t is, a mit
ismét nem fogunk tovább tekintetbe venni.

így tovább következtetve látjuk, hogy az eredeti egyen
letrendszernek csak 1)^  — 0 ama megoldásai felelnek meg, 
a melyek a

* Ugyanis, ha £h a G{Jl\xh|£A+1, .. ., £m)=0 egyenlet egyik gyöke, 
akkor és evvel együtt (Xf,, £/,+1, . . ., £m) is osztható X/,—
val, és így Ff^KSh, Sh+u ■ -Um) =  0.

Ha viszont az utóbbi egyenletek tennállanak, akkor minden 
egyes (xh, . . ., £„,) az xh— 1/,-val osztható, tehát legna
gyobb közös osztójuk, G[h) (Xh j £/,+1, . . ., §,„) is és így ebben az eset
ben Gi*>(§A|$A+1, • • • i §m) — 0.



AZ EG YEN LETEK. E L M É L E T É N E K  P RO BL ÉM Á JA . 1 19

egyenletet is kielégítik és így az

rfh-i  ̂ £h+n • ■ - i £m) =  1*
rendszernek is megoldásai. Azokat a megoldásokat, a me
lyek már 0 -ból kiadódnak, itt nem vettük tekintetbe.

Ha £ h , - . . ,£ m egyik ilyen megoldás, akkor az

formáknak van egy közös tényezőjük

• • • ? £m)m
Ha továbbá | h _ 1 ismét a megfelelő egyenlet egyik 

gyöke, ugyanazon a módon tovább haladva, végre az Fj= 0  

egyenletrendszer ama megoldásait, a melyek egyszersmind 
a Z)(h) =  0  egyenletet is kielégítik, az egyenletek kővetkező 
lánczából n y e r jü k :

1 (A’/i-fii x h+n . . ., x /n) =  ü 

(p̂ h I x h+ii • • •> *̂ m) =  d 

^2  ̂(p'h—i ^/n • • • 5 ^m) =  d

G(h ]{x 1 I X2, . . ., asm) =  U,

a hol Cjy képezéséböl kitűnik, hoyy x h_(-re nézve szabályos 
forma.

Az egyenletrendszer evvel elért egyszerűsítése lénye
ges. Ennek alapján egyszerre mindig csak egy egyenlettel 
van dolgunk; először egy olyannal, a mely esetleg még 
több ismeretlent tartartalmaz. Ha azután f^ , . • •, In, ennek 
az első egyenletnek egyik megoldása, akkor a megfelelő 
^h-j-nek ki kell elégítenie a

* (x h ! £h+i ’ • • • > £m) — d
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egyenletet, a melyben csak egy ismeretlen van, továbbá a 
a megfelelő |/ ,_2-nek a

4 h) | £ / r  • ■ - , 1 m )  =  0

egyenletet és így tovább. Akkor és csak akkor nyerünk 
megoldást, ha az így értelmezett összes egyenletek meg
oldhatók.

21. §. Az Fj=ú  egyenletrendszer megoldásainak összes
ségét, a mennyiben ilyenek egyáltalában vannak, a = 0

egyenletek szerint, a melyek közül egyet minden egyes 
megoldás kielégít, különböző complexusokba sorozhatjuk, 
a hol azonban semmiképen sincsen kizárva az, hogy egy és 
ugyanaz a megoldás egyszerre több complexusba is tar
tozzék.

A megoldásoknak a D ^ —0 egyenlethez tartozó com- 
plexusát az jellemzi, hogy olyan megoldása, a melyre nézve 
x h+í — £/,+1, . . ., x m=£m, csak véges számban lehet. Ez köz
vetetten következménye a 19. §-ban bebizonyított amaz elemi 
tételnek, hogy valamely egy ismeretlent tartalmazó m-ed- 
fokú egyenletnek, a melynek együtthatói bizonyos holoid 
tartomány mennyiségei, hacsak együtthatói mind el nem tűn
nek, e tartományon belül soha sem lehet /n-nél több gyöke.

Az értékrendszerek összessége, a mely (xk+í, x/.+2 ,...,x m)~ 
ből származik, ha x k+í, . . ., x m helyébe egymástól függetle
nül a holoid IA] tartomány egy-egy tetszés szerinti meny- 
nyiségét teszszük, az [A] tartományból származó m -k -s zo -  
ros sokaság legegyszerűbb esete (a hol ennek a kifejezés
nek értelme a tetszés szerinti [A] tartományra való vonat
kozása miatt általánosabb, mint közönségesen); minden 
egyes ( | A. + 1  7 f * + 2  7 • • •, %m) értékrendszer pedig a sokaság 
egy eleme. A megoldásoknak a =  0  egyenlethez tar
tozó complexusa e szerint olyan, hogy az (xh+2 , , Xm)
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sokaság minden elemének csak a megoldásoknak véges 
száma felel m eg; még pedig, ha a Dh= () egyenlet foka 
mh+1 és a — 0 , . . G ^ —0 egyenletek foka . . ., x r re
nézve legfölebb mhl . . ., /nx*, e szám /2?a m2 . . . mh+i-nél na
gyobb sohasem lehet, de lehet egyenlő 0 -sal is.

E ténynek különös jelentősége van akkor, ha az adott 
holoid [A] tartomány olyan, hogy minden azon belül alko
tott (egy ismeretlent tartalmazó) egyenletnek van gyöke. 
Vájjon vannak-e ilyen tartományok, az egyelőre még eldön
tetlen marad **.

Ebben az esetben a megoldások ama complexusában, 
a mely a lß b —() egyenletnek megfelel, az (xh+2........x m) so
kaság minden elemének legalább is egy, legfeljebb pedig 
mí . . . mh+í megoldás felel meg ; akkor is az adotl definicziót 
bővítve, a megoldásoknak e complexusát az [A] tartomány
ból származó m —h — 1-szeres sokaságnak nevezzük.

Minden esetre lehetséges, hogy az itt tárgyalt általá
nos egyenletrendszer esetében (a hol az egyenletek száma 
egészen tetszés szerinti) az összes D ^ -k  a határozatla
noktól szabadok, úgy hogy az egyenletrendszernek egyálta
lában nincsen megoldása, a mint azt pl. már a legegysze
rűbb eset, n ismeretlent tartalmazó n - \ - 1 lineáris egyenlel 
mutatja. Ha pedig vannak megoldásai, ezek m — h — 1 -szeres 
sokaságokban válnak külön, a hol h a 0 , 1 , . . ., ni— 1 érté
keket veheti fel. A «0 -szorosD sokaság a oly vé

* A Ĝ = 0 egyenlet l'oka nem lehet nagyobb az formák
bármelyikének fokánál s ú. t.

** Később ki fog tűnni, hogy ilyen tartománynak legalább is 
az úgynevezett algebrai számok összességét kell tartalmaznia. Ez az 
algebrai számok értelmezésének (IV. fej. 6. §.) közvetetlen következ
ménye. Az analízis körében a complex számok összessége ilyen tar
tomány.
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ges számú értékrendszeréből áll, a melyek az adott egyen
letrendszernek megoldásai.

A form a d iscrim inánsa .

22. §. Legyen F =  A0x m -)- • ••, G — B0x n +  ••• két az 
[A, x x, . . ., x m, ce]-ből származó holoid igazi forma és G az F 
osztója. Hogy eredményeinkbe, úgy mint előbb, a nem teljes 
holoid tartományokat is belévonhassuk, az oszthatóság fogal
mát itt is arra a formatartományra vonatkoztatjuk, a mely az 
orthoid (A) tartományból származik. G-t az F k-szoros osz
tójának nevezzük, ha F  még osztható G '̂-val, de G/c+1-ve 1 
már nem osztható. Abban a különös esetben, midőn k >  1 , 
G- 1  többszörös osztónak nevezzük. Az ily többszörös osztóra 
nézve a következő tétel érvényes :

Az F formának akkor és csak akkor van többszörös 
' db'igazi oszlója, ha F és F '=  legnagyobb közös osztója 

tartalmazza az x  határozatlant.
Az F=GkH föltevésből közvetetlenül következik, hogy 

F ,= GkH' J\-kGk~1HG' ; ha tehát A’> 1 , akkor úgy F, mint F' 
legalább is G-vel osztható.

Ha pedig viszont F és F' legnagyobb közös osztója 
1) és I) az x  határozatlant tartalmazza úgy, bogy D' a 0 -tól 
különböző, akkor abból, hogy

F =  DK. F '= l)Kt , (K. Kt) ~  1, 
még tovább következik, hogy

F '=  DK'A- D'K
és minthogy F' osztható Z)-vel, az is, hogy

D'K =  DK2.
De akkor szükséges, hogy

(A
valóban tartalmazza x - e t ; mert máskülönben, ha KA mint
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x  tormáját fogjuk tel, K2 osztható volna K primitiv tor
májával és így D' x-re vonatkozólag legalább is egyenlő- 
fokú volna Z)-ve 1. Ámde D' foka x-ben egy egységgel ala
csonyabb, mint D-é ; ezért tehát úgy D, mint K az igazi Dí 
formát tartalmazza mint oszlót és így F  legalább is ű^-vel 
lesz osztható. Az orthoid I) — formáról, mint azt már 
ismételten kifejtettük, ismét a holoid Dt formára térünk át, 
a mely hasonlóképen többszörös osztója F-nek.

Hogy tehát kritériumát találjuk annak, vájjon F-nek 
van-e többszörös osztója, csak

F=A0x m-\-A1 x m~M-----b'dfíi—i xJr^m
és

mA0 x m~x -f- (ni — 1 ) Aj x m _ 2  -f f  - Á ji- í

legnagyobb közös osztóját kell megvizsgálnunk. Erre szol
gál e két forma resultánsa. Ez, hacsak m >  1 , a Sylvester-féle 
determináns alakjában (14. §.) közvetetlenül meg van adva. 
Csak a következőket kell abba behelyettesítenünk:

n — in 1, B0= niA0, B^—fni- 1)A1? . . ., F m _ 1 =  Am_1.

Minthogy azután közvetetlenül látni, hogy A0  az első sor min
den elemében mint tényező szerepel, az a determináns elé 
tehető. Az azután fellépő determinánst az (elsőnél magasabb 
fokú) F forma discriminánsának fogjuk nevezni és Dscr. F-fel, 
szükség esetében pedig Dscr. |^ j-szel jelölni.

A discrimináns definiczióját tehát a

Hes. (F, — A0  Dscr. F

reláczió szolgáltatja; részletesen kiírva pedig a discrimi
náns lesz :
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Hogy e discrim inánsnak m indjárt oly alakját nyerjük, 
a mely a következőkben alapvető fontosságúnak fog m utat
kozni, megjegyezzük, bogy kifejtésében kétféle tagot külön
böztethetünk m e g : olyanokat, a melyekben A0 előfordul és 
olyanokat, a melyek A0-t nem tartalmazzák. Az első fajú 
tagok összege legyen Ao0 , a hol 0  az A0, . . . , A m mennyi
ségek raezionális és egész formája. A másik fajhoz tartozó 
tagok összegét közvetetlenül nyerjük, ha ama determ inánsban 
A0 helyébe 0-t teszünk. Ebben az esetben az első és máso 
dik sorban csak a

C n = l, C1Wi =  HI’
C21 —Aj, c2m~ 1) Aj

elemek m aradnak a 0-tól különbözők. A0—0 esetében tehát 
Dscr. F  két tényező szorzatába megy át, a melyek közül az 
első —Aj, a második pedig

( —I)™-2At Dscr. ( F -A 0x m).
E tényezőkre való felbomlás közvetetlenül világossá válik, 
ha az /íi-dik oszlopot az első és második közé írjuk, a mi 
csak azt a változást idézi elő, hogy a determinánshoz 
_ l)m - 2  jjüjiI tényező járu l hozzá ; a közvetetlen megszem

lélés pedig mutatja, hogy a második tényezőképen fellépő 
determ ináns az
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4  x m~' +  A2 x ' » - 2 +  • A0 x m
forma és ennek x  szerint vett deriváltjának resultánsa. 
Ennek alapján a discriminánsra nézve a következő alapvető 
identitást nyerjük :

Dscr. ( F ) =Ao0 + ( - D s c r .  (F—A0 x m), (Dt)
hol F foka m >  1 .

A másodfokú forma discriminánsa 4A0A2—Á f
23. §. A resultánsra vonatkozó fejtegetésekkel párhu- 

zamosan a discriminánsnak is két fontos alaptulajdonságát 
nyerjük, a melyek közül az elsőt a következő tétel adja meg.

Az F(x) forma discriminánsa akkor és csak akkor  
tűnik el, ha e formának oly többszörös osztója van, a mely 
x-e l valóban tartalmazza, vayy pedig az A0  és At együtt
hatók egyidőben zérusok.

A mennyiben az alapul felvett [A] tartomány nem volna 
teljes, az oszthatóság itt is arra a formatartományra vonat
kozik, a mely az orthoid (A) tartományból származik.

Ha A0  különböző a 0 -tól, az F  és - formák resul
tánsa akkor fog csak eltűnni, ha eltűnik az F forma discri
minánsa, és így a felállított tétel Ao=p0  esetére érvényes. 
Ha azonban Ao = 0  és At is egyenlő a 0 -sal, akkor (Df) szerint 
J  =  Dscr. (F) is egyenlő a 0 -sal. Ha pedig viszont A0  — 0  és 
egyszersmind J = 0 , akkor vagy A1 -nek, vagy pedig —- mint
hogy Ao = 0  — a most F-fel azonos

F — A0  x m= Aj as" 1 - 1  -|----- \- Am
forma discriminánsának egyenlőnek kell lennie 0 -sal. Az F  
formának tehát, ha A ^ O , valóban van többszörös osztója.

A második alaptétel a következő :
Az elsőnél magasabb fokéi F(x) forma discriminánsa 

kielégít egy

j = r , F + c , dj
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identitást, a melyben G és Gt az x  két oly formája, a mely
nek együtthatói az eredeti A0, Aj........Am együtthatók raczi-
onális és egész formái.

E létei bebizonyítása első példáját mutatja majd egy 
hasonló esetekben mindenütt alkalmazható és ezért igen 
messzevágó módszer alkalmazásának.

A Res.jF, -7^ )  — A0 J-ra nézve a 16. §. szerint minden 
esetre hasonló identitás áll fenn. Ez, ha helyébe F'-et 
írunk, a következő :

A0J =  HF-j- F'.

Ez az identitás az együtthatók minden rendszerére nézve 
érvényes, tehát akkor is, ha Am helyébe az Am—F(u) meny- 
nyiséget teszszük*. Ez nem változtat semmit sem A^-on, 
sem F'-en, míg F ix )  átmegy F(x)—F(u)~ba. J-ból, H-ból és 
//'-hói származzanak így a H<a) és H f1' formák. Akkor

A0 J(“)= //<“) (F (x ) -F (u j)+ H ÍU)F', 

vagy pedig, minthogy F(x) — F(ii) osztható .r — u-val, 

A0jM==H}u)F ' í mod. x - u ) .

Ha ebben F'(.x)-et és H^u--t x —u hatványai szerint kifejtjük, 
lesz :

F '(x )= F '(u + x -u )= F '(u )+ - - - ,  F 1(u)= / / 2(u)-(-•••,
és így

AoJ ^ —H ^ F ’(u)=0  (mod. x —u).

Minthogy ez a mennyiség azonban x-et egyáltalában nem 
tartalmazza és mégis osztható x  — u-val, annak 0 -sal kell 
egyenlőnek lennie. Itt u mint új határozatlan jele szerepelt; 
helyébe tehát ismét x-et írhatjuk és akkor nyerjük, hogy

A0jW = H Íx)F \x )

1 ‘2()

* Ezl a fontos substitutiót legelőször Kronecker alkalmazta a 
resultánsra (Festschrift, 50. §.).
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Ez az identitás érvényes marad akkor is, ha az d0, d x, . . ., Am 
mennyiségeket határozatlanokként fogjuk fel. E felfogás 
alapján azonban

F ,(x)= m A0x m~1 + ( m —l ) d x • • + Am_x

x-nek oly primitiv formája, a melynek együtthatói az 
[[1 ], d 0, d x, . . .] tartományhoz tartoznak; d 0 J (a;h szel együtt 
tehát már JÍ^-nek is oszthatónak kell lennie F'(x)-szel és 
így lesz

JÍ*>=GxF'(x),

a hol Gx az d 0 , . . . , d m, x  mennyiségek rarzionális és egész 
formája.

A másrészt úgy származik J-ból, hogy AIn helyébe 
az Am—F(x) mennyiségeket helyettesítjük. Ha tehát A ^-e t  
F(x) hatványai szerint kifejtjük, lesz

és így
=  A -  GF,

A — GF A- F',

a mi bebizonyítandó volt. p]z az identitás akkor is helyes, 
ha az d-k határozatlan mennyiségek; tehát érvényesnek kell 
maradnia akkor is, ha az d-k az [A] tartomány tetszés sze
rinti mennyiségei.

A resu ltán s és d iscr im in an s m int sym m etrikus forma.

24. §. Legyen úgy mint a II. fej. 11. §-ában

P(z) — (z — x x) (z—x 2) . . .  (z—xm) =
=  Zm- U  z ^ + ^ z " 1- 2 -------h ( - l ) mf/n,

a hol fx........fm az x x......... x m elemi symmetrikus formáit
jelentik és hasonlóképen még
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Q (z) =  (':—!/,) (z f/2) . . . (z -g „ ) =
=  ' " - 9 ,  z " - + 9az "-2— • + ( - l)"g„,

a hoi-g1?. . gn az i/x........elemi symm etrikus formái és
vizsgáljuk meg az

F(z) = A0 P(z), fi (z) =  F0 (> (z)
formákat.

E két forma resultánsa a 14. §. szerint m indjárt deter
mináns alakjában írh a tó ; még pedig, ha az egyes oszlo
pokban fellépő A0 és B0 tényezőket a determ ináns elé írjuk, 
lesz : Kés. (F, G) —

A R

( - i r t ™  (_ 1 )" 9"
Ha e determ ináns első sorát megszorozzuk x^ l+n 1- 

vel, általánosságban pedig az i-dik sort oc"l+n ‘-vei és az 
így származó sorokat az utolsóhoz hozzáadjuk, akkor 

■'_et oly r  determ ináns alakjában nyerjük, a mely- 
nek utolsó sora a következő elemekből á l l :

( m + n , j  d  ( , / = i ,  2 , .  . . ,  n)

cm+n, n + j ,== X ]; 0  ( x l ( / = i ,  ■ • •» m)-
Tehát a

Kés. (F  G )=  Ano B™r

képletben a F  determ ináns minden esetre az x  és y ele
meknek raczionális és egész formája és az utolsó sor elemei-



A R E S U L T A N S  ÉS D ISCRIM IN AN S M INT SYMM E T R IK US FORMA. 1 29

nek meghatározása értelmében a
Q (xk) =  (xk - y x) ( x k - y 2) . . . (xk ~ y n) 

formával osztható.
Q (xk) és Q(xz) legnagyobb közös osztója azonban 1 . 

Az ugyanis sem x^-t, sem pedig xz-et nem tartalmazhatja ; 
Q (x k)~ban tehát e legnagyobb közös osztó az x k min
den egyes hatványához tartozó együttható osztója lesz, és 
mert itt x£-nek együtthatója az egység, végre 1 -gyel 
egyenlő. Ezért —e|; tí £ G - osztható f f  Q (xA.)-val is és ebből•flo űo fc = l
végre :

Rés. (F,G) =  CA^B“‘ Í J  Q (xk).
= 1

Könnyű felismerni, hogy ebben C—1 . Ugyanis Res. (F, G) 
eredeti alakjából közvetetlenül következik, hogy az a tag, a 
melynek dimensiója az y határozatlanokban a legmagasabb, 
( —1)mn A'óB™ g™ =  ( - l ) mn (y1 y2 . . . yn)n\  míg a most
nyert kifejezésből, ha tekintetbe veszszük Q(xA)-nak érté
két, következik, hogy ama tagok, a melyeknek dimensiója 
a legmagasabb, minden esetre bennfoglaltatnak a

CAn0 B,0n ( - l ) ™ ( y í . . . y nr

kifejezésben. így tehát szükséges, hogy C az x-ektől sza
bad legyen és az előbb meghatározott taggal, a melynek 
dimensiója a legmagasabb, megegyezzék, a miből épen 6 ’ — 1 

következik.
Ez az eredmény még így is írható :

Res. (F, G) =  aU b '” n ( x k -y , ) .  ( £ ; ; ; ; ;  “ )

A bal oldalon álló kifejezés úgy az x-ek, mint az i/rok elemi 
symmetrikus formáinak oly formája, melyet ez az identitás 
teljesen meghatároz. Ugyanis az f-ek és g-k két oly formája, 
melyek mindegyike egyenlő a jobb oldalon álló szorzattal,

<)honig, Algebrai mennyiségek.
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okvetetlenül azonos. Valóban a 1!. fej. 14. §. szerint először 
az f-ek valamely hatványszorzatának együtthatói mind a két 
formában ugyanazok lesznek ; ezek az együtthatók pedig a 
g-k raczionális és egész formái és ezekben is ugyanazon 
tétel szerint az egyes megfelelő együtthatóknak egyenlők
nek kell lenniük.

Ha tebát — tekintet nélkül f,- és gy jelentésére — az
( - í y y  ( - i  )j bj 

A> ’ 9j ß»
helyettesítést végezzük, nemcsak az F(z) és (í(z) formák men
nek át az «általánosabb»

F(z) =  A0zm +  A1 zm~' + . - + A m
G (z) =  B0zn -|- zn 1 -j------(- fín

formákba, hanem Res. (F, G) is Res. (F. G)-be és így evvel kél 
forma resuliánsának következő fontos symholikus előállításúi 
nyerjük :

R e * .  ( F .  6 )  =  / ? < * » - » , >  ( £ 1 ; ; ; ; ; ” ) .  < « , )

E  képlet értelmében a resultáns meghatározása úgy 
megy végbe, hogy a jobb oldalon álló formát először mint az 
f és g elemi symmetrikus formák formáját állítják elő és 
azután ezek helyébe a következőket helyettesítjük:

f _  (-!)'■ A' _  ( - 1

Ti A  ’ *  '
Ha az F  és G formák szerepet cserélnek, akkor ép úgy 

nyerjük, hogy

Res. (G, F) =  A0X "  n (y ,-o c k) =  ( - 1  H{xk - y t) ;
tehát ismét lesz:

Res. (F, G) =  ( - i y nn Res. (G, F).

Végre még a g;-k  értékeit már a 

lio(x k —y ^ ( x k —y 2 )- - (x k —yi) =  — K - 1) " ^ )
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részletszorzalokba vezethetjük be és akkor nyerjük a resul- 
tánsnak

„  m
Res. (F, G) =  Aq ] J G ( x k) ( R )

A = i

második symbolikus alakját, a melyet ép úgy kell értelmez
nünk. mint a fentebbit. Ép úgy származik

Res. (G, F) — B™ J j  F(y{)
2=1

és így

Res. (F  G) =  ( - i r n C  F(y,) (Ä3)
2= i

is.
25. §. A discriminánsnak hasonló előállításához jutunk, 

ha tekintetbe veszszük, hogy az F(z) és F'(z) resultánsából 
úgy származik, ha ebből az A0 tényezőt elhagyjuk ; (i?2)-ből 
tehát közvetetlenül következik, hogy

Dscr. F — A ^  2 [ J  F'(xk). (J2)
A=i

Ha ( J 2)-t a

h \z) =  A0 P{z) =  A0(z"’- U  (-ír W.
formára alkalmazzuk, akkor, minthogy

P '(x k) =  ( x k ~ x i )  • ■ • ( x k ~ x k - i )  ( x k ~ x k + 1)  • • • ( x k ~ x m h  

továbbá lesz
„ m

Dscr. F  =  A20,n~2/ ]  P'(xk)
k = i  

m (rn—ii
(-- V '* A20m- 2n ( x r - x SY-

r, s
ír, s—í, ..., /?2\
V r<s / .

Ha ebben Dscr. F  az e mennyiség előállítására felállí
tott determináns-alakot jelenti, akkor a következtetésnek 
ugyanaz a módja érvényes, a mely a resultánsnak (Fj) alatti 
előállítására vezetett és ennek megfelelőleg lesz:

9*
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Dscr. F =  ( —1 )
in (ni—i)

(A )
/ r ,  s = i , . . . ,  m \  
V r < s  )

a mely meghatározást ép úgy kell értelmeznünk, mint előbb 
(R ^-e t. Ha pedig még tekintetbe veszszük a II. fej. 11. §-ának 
eredményeit, lesz

Dscr. F = ( —1)
m  ( m - 1)

iT  2 \xT  *1

m  (m—1) ,

i ) '  a 4 d ( A 1 , X2 , . . . , ( A )



NEGYEDIK FEJEZET.

AZ A L G E B R A I  M E N N Y I S É G E K .

A ra cz io n á lis  és  e g é sz  form ák felb on tása  tén yezők re.

1. §. A raczionális és egész számok tartományában, 
|l]-ben fennállanak először is azok az oszthatósági törvények, 
a melyek teljes lioloid tartományokban egyáltalában érvénye
sek ; de ezeken felül az arithmetika elemei még a következő 
alapvető tételekre tanítanak, a melyeket itt egyszerűen csak 
idézünk :

I. A 0  kivételével minden raczionális és egész szám
nak ugyanolyan osztói csak véges számmal vannak és ezek 
a kisérletek véges sorával meghatározhatók.

II. A 0  és + 1  kivételével minden raczionális és egész 
szám mint törzsszámok szorzata állítható elé ; még pedig 
úgy, hogy ez az előállítás az aequivalentia értelmében egy
értelműen meghatározott.

A második tételre vonatkozólag még megjegyezzük, 
hogy két raczionális és egész szám k és k' akkor és csak 
akkor sequivalens, ha k '~  -±k. A tétel pontosabb fogalma
zása tehát a következő: Ha n—p ^ p ^ 2. .. p*r és n —q ^ q 2. .. q ’s 
is, a hol p1,p 21 . . ., qt , q2, . . . törzsszámok, akkor szükség
képen r — s, továbbá p ^ q ^ ,  Pz~q i2, ■ ••, Pr~<Hri a h o 1  az 
i4, i2, . . ., ir számok az l , . . . , r  számokat jelentik bizonyos 
meghatározott sorrendben. Magától értetődik, hogy p-vel 
együtt — p-t is törzsszámnak kell tekintenünk, valamint az 
is, hogy sth.
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A raczionális és egész formák [[lj x’x, . . jcm| tartomá
nyában pontosan az ezekkel analog tételek állanak fenn. 
Először is :

Minden raczionális és egész formának ugyanolyan oszlói 
csak véges számmal vannak és ezek a kísérletek véges sorá
val meghatározhatók.

Legyenek
/A— y1 7» y9i y9 ni // — \  I* y9\ y'hn /.' - - X1 /• *y9\ y

(9) ({/) (~)
ilyen formák és

F = F t F2.

,9mm

fla F  dimensiója nr az Ft osztó dimensiója nem lehet 
ennél magasabb és így rendre azokat az osztókat kell meg
határoznunk. a melyeknek dimensiója 0 , 1 , . . . ,  n. Ha azután 
Ft dimensiója A, F2-é lesz /?—A. Elég tehát, ha meghatároz
zuk azokat az osztókat, a melyek dimensiója nem magasabb 
-^--nél és e mellett feltételezzük, hogy n > 0 ; mert oly forma, 
a melynek dimensiója 0 , raczionalis és egész szám ; osztói 
pedig ugyanolyan számok, a melyeknek sorozata közvetet- 
lenűl felírható.

Ha F most igazi formát jelent, akkor F  0-dik dimen- 
siójú osztói raczionális és egész számok, a melyek mini a 
kg együtthatók legnagyobb közös osztójának osztói ismere
tesek ; számuk tehát ismét véges.

Hogy már most meghatározhassuk az /-dik dimensiójú 
osztókat is, írjuk Fx-et és F2-t mint x t , . . . , x m «általános» 
formáit, a melyeknek dimensiói az adottak :

F =  2  AV  •r Í 1 • • • 4 “ ) F 2 =  2  k ”q” X f  •
m .  (s")

. . X 9rn ■ m >

azaz tegyük az első formában gí,-<-,g'm helyébe az összes 
raczionális és egész értékrendszereket, a melyekre nézve 
gí~l-----f- gin ^   ̂ és ép úgy a második formában 7  j , . . ., g'^ he



lyébe mindazokat az értékrendszereket, a melyekre nézve
ö\~\------a k'y, kg együtthatókat pedig tekintsük
ismeretlen, azaz meghatározandó mennyiségeknek.

Hogy már most F=b\F2 lehessen, Kronecker tételé
nek a III. fejezet 7. §-ában adott (K') fogalmazása szerint 
szükséges, hogy minden kg' kg» együttható-szorzat egy-egy 
identitást elégítsen ki, a mely, ha röviden c =  kg'kg» - 1  írunk, 
a következő :

zv+ h i z»'-1+  . . •+ / ! „ =  ü,

a hol h1, . . . , h v az FtF2 — F együtthatóinak ismeretes raczio- 
nális és egész formái, tehát ismeretes raczionális és egész 
számok. Ámde ez csak akkor lehetséges, ha úgy kg', mini 
kg" az utolsó el nem tűnő h együttható osztója, vagy pedig 
/iv= ü  esetében legalább egyikük ü. És így, minthogy sem az 
összes k sem az összes k" számok nem lehetnek mind 
zérusok, ezek az összes k'g> kg" szorzatok számára fönnálló 
egyenletek egybevetése után a meghatározott értékeknek 
csak véges sorát vehetik fel. A mondottak az Fí és F2 
formákra is állanak. Vájjon valamely így meghatározott F1 
formának valóban egy F=FÍF2 reláczió a következménye-e, 
még nem b izonyos; e felett azonban minden egyes eset
ben egyszerű osztással dönthetünk. Tételünk szerint tehát 
az F osztóinak teljes sorozata véges számú lépés után fel
állítható. Meg kell azonban jegyeznünk, hogy itt ismét Fl 
és — Ft és csakis ezek tekintendők az sequivalentia értelmé
ben nem különbözőknek *.

* Más módszer F  osztóinak meghatározására, a mely a La- 
grange- féle interpoláczió-képletből indul ki, Kronecker-IőJ szárma
zik («Festschrift», §. 4). A szöveg fejtegetései ennél elvileg egyszerűb
bek, mert mi nem használjuk fel az F egész függvényértékeit és így 
a formák elméletébe nem tartozó segédeszközt sem vettünk igénybe. 
A fellépő rendkívül hosszadalmas számítások rövidítésére szolgáló
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2. §. Minthogy [[1 | , x x, . . ., x 77i] teljes holoid tartomány, 
ebben az irreducibilis mennyiség fogalma egybe esik a 
törzsmennyiség fogalmával. E mennyiségeket, a melyek vagy 
törzsszámok, vagy pedig igazi formák és akkor minden 
esetre primitívek, törzsformáknak, törzsosztóknak  fogjuk 
nevezni.

Minden dr 1 -től különböző formának legalább is egy 
törzsosztója van. Ha F-nek (az aequivalentia értelmében) külön
böző osztói csupán csak 1 és F, akkor F  maga is törzsforma. 
Ellenkező esetben van F-nek egy az 1 -től és F-től külön
böző osztója G, a mely tehát nem osztható F-fel, míg G 
összes osztói F-nek is osztói. G osztóinak száma tehá'j 
kisebb, mint F  osztóinak száma. G azonban ismét vagy 
törzsforma, vagy pedig valamely az 1 -től és G-től külön
böző Gj formával osztható. Ennek az eljárásnak folytatása 
így a formák bizonyos

F, G, Gí , .  . ., Gs
sorozatához fog vezetni. Az eljárásnak azonban szükségképen 
véget kell érnie, mert az osztók száma mindig kisebbé válik, 
így tehát s + l  lépés után Gs-nek törzsformának kell lennie.

Ha már most F  a P1 törzsíőrmával osztható, akkor 
vagy lesz F ^  +  Pj, azaz F ~ P 1 ; vagy pedig F=  P1 F1 és ha 
F, ismét a P2 törzsformával osztható úgy, hogy F1 = P 2 F2, 
akkor lesz F = P 1 P2 F2 és így tovább. Végre tehát

F ~  PÍ P2. . . Pr ,
a hol ez az eljárás ismét megszakad, azaz r meghatározott 
positiv egész szám, mert az F1 ? F2 . . .  osztóinak száma 
mindig kisebb lesz úgy, hogy végre Fr= l .  Ha azután

eljárást ismertetett Runge (Journ. f. Math. 99. köt. 89. 1.). Tábláza
tok készítésére az alaptétel alkalmazása vezet, mert meghatározott 
dimensiójú formákra nézve, a h formák mindig ugyanazok maradnak.
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egyszersmind
F ~  Qx 0 2 ■ ■ • 0 ,

volna, a hol Q1, Q2,.  . . ismét törzsformák, akor F ~  Q x Q 2 - - Ős

nek  oszthatónak kell lennie F i g y e l ; tehát vagy Qt , vagy 
pedig Q2 . . . Q s lesz akkor osztható F igyel. Ha nem áll be 
az első eset, vagy ()2 -nek, vagy pedig Qs . . . ()6.-nek kell 
oszthatónak lennie F igyel s így tovább ; szükséges tehál, 
hogy minden esetre egy Qt törzsforma osztható legyen 
Fi-gyel. Ámde Q^-nek, mint irreducibilis mennyiségnek csak 
ez a két különböző osztója van : 1 , ; szükségképen tehál

pi ~  Qit

és ép úgy P2~ Q í2 s így tovább és egyszersmind r—s. Evvel 
megvan a tényezőkre való felbontásra vonatkozó alaptétel 
a raczionális és egész formatartományra nézve:

A  0 , ± 1  kivételével minden raczionális és egész forma 
előállítható mint ép olyan törzsformák szorza ta ; még pedig 
ez az előállítás az aequivalentia értelmében egyértelműen 
meghatározott.

Minthogy aequivalens formák csak az előjelben külön
bözhetnek egymástól, a most megvizsgált tartományban 
ebből a tételből következik az előbb bebizonyított tétel is, 
a mely az osztók véges számára vonatkozik. Ha az esetleg 
többszörösen előforduló törzsosztókat összefoglaljuk, F elő
állítása lesz

F ~  F “ 1 F "2.. . P f h

és ebből látjuk, bogy F minden osztójának a

G ~ P bl ' P ^ . . . P bhh (bh Á nh) . 

alakban előállíthatónak kell lennie.
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F elb on tás tén yezők re  orthoid  forinatartom ányban .

3, §. Ha valamely (A) orthoid tartományból indulunk ki 
és megvizsgáljuk az ebből származó [(A), x x, . . ., x m] forma
tartományt, akkor ebben az AF  és BF  formák aequivalensek, 
ha A és B az (A) tartomány két a 0 -tól különböző mennyi
sége ; mert ebben az esetben a már többször fejtegetett 
requivalentia-meghatározás szerint A~ 1  és B ~ l .

Ebben a tartományban tehát valamennyi iyazi lineáris 
forma törzsforma. Ilyen lineáris forma, L semmi esetre 
sem lehet osztható magasabb dimensiójú formákkal. Min
den egyes osztója tehát vagy (A)-nak valamely a 0 -tól kü
lönböző mennyisége és így ~ l-g y e l ,  vagy pedig valamely
ik linearis forma. De akkor szükséges, hogy L —ALX-ben az 
A mennyiség (A)-hoz tartozzék és ne legyen 0  ; így tehát 
A~ 1  és LX̂ L .

Általánosabban továbbá, ha G a 0-tót különböző F 
formának osztója és G dimensiója uyyanaz mint F-é, F min- 
diy ^G-vel. Szükséges ugyanis, hogy F=dG-ben A az (A) 
tartományhoz tartozzék, tehát A 1 legyen.

Ha az F  forma sem törzsforma, sem pedig az (A) tar
tomány mennyisége (tehát sem 0 , sem pedig ~ 1 ), akkor 
okvetetlenül lesznek oly valódi osztói, a melyeknek dimen
siója kisebb mint az F-é és legalább is egyenlő 1 -gyel. Ezek 
közt van minden esetre egy legkisebb dimensiójú forma Px. 
Ennek törzsformának kell lennie, mert bármelyik osztója 
egyszersmind F-nek is volna osztója. Ha pedig ez Px-nek 
valódi osztója, dimensiója kisebb lenne mint a Px-é, a mi 
a feltevéssel ellenkezik.

Ha már most F—PXFX, akkor Fx dimensiója kisebb 
mint F-é. Azután ismét nyerjük, hogy FX — P2F2 és így tovább. 
Ennek az eljárásnak azonban véges számú lépés után meg
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kell szakadnia ; ha nem előbb, legalább is akkor, ha lineá
ris formához jutunk és ez még a legkedvezőtlenebb eset
ben is /i — 1 lépés után beáll, ha n az F dimensióját 
jelenti.

így tehát ismét ezt a tételt nyertük :
Minden igazi orthoid [‘orma mint ugyanolyan törzs for

mák szorzata állítható e lé; még pedig ez az előállítása az 
aequivalentia értelmében egyértelműen meghatározott.

Ugyanis F ~ P t . . . Pr-ből és F ~ Q t . . . Qs-ből teljesen 
úgy mint előbb következik, hogy r=s, Pt ~Q i  , mert az ala
pul szolgáló formatartomány ismét teljes tartomány.

Az előbbi következtetéseket tehát szóról-szóra ismé
telve, azt találjuk, hogy minden a 0-tól különböző fórumnak  
csak véges szánni nem aequivalens osztója van.

Itt azonban mindjárt a követett gondolatmenet lénye
ges hézagára akarunk reámutatni. E tétel csak ú. n. exis- 
tentia-bizonyitásl szolgáltat, mert minden utasítás híján 
van, a mely szerint a formát mint törzsformák szorzatát 
előállíthatnék. A míg azonban az (A) tartomány minden 
további meghatározása hiányzik, ez nem is lehetséges.

Az (A) tartományból származó formatartományt tehát 
csak akkor fogjuk j ó l  értelmezettnek tekinteni, ha van olyan 
utasításunk, a mely szerint véges számú lépésben bármely 
a 0 —tói különböző formának megfelelőleg oly törzsformára 
jutunk, a melylyel az osztható. Hogy evvel azután már a törzs- 
formák szorzata alakjában való előállítás is megvan és Fnem  
aequivalens osztóinak sorozatát is felállíthatjuk, az világos.

További vizsgálataink szilárd alapját ismét a következő 
tétel szolgáltatja :

Minden a 0-tól különböző raczionális forma a művele
tek véges számával előállítható mint ugyanolyan törzsfor
mák szorzata.
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E tétel abból a megjegyzésből következik, Hogy min
den raczionális fonna a

V  ÍRL r g‘" — J L  V  l '  r 9'»*'S'j , •A'i • • • ~ ' j
(fi)

alakban írható, a hol k a kg raczionális és egész számok 
legnagyobb közös osztója úgy, hogy

(• • k'g, • • •) ~  *•
Minden raczionális forma tehát egy raczionális szám és egy 
raczionális és egész primitiv forma szorzata és így evvel az 
utóbbival aiquivalens. Ha ezt A-szel jelöljük és abban az 
értelemben, a melyet a raczionális és egész formák törzs- 
formákra való felbontásánál megállapítottunk,

X ~  Pt P2 . .. Pr ,
akkor a raczionális formatartományban is

F ~  I \  P2.. • Pr
az F  forma felbontása törzsformákra. Itt ugyanis A\ és 
minden egyes P igazi forma, mert X mint primitiv forma 
egyetlen törzsszámmal sem osztható; végre pedig P a  raczioná
lis formatartományban is irreducibilis. Ha ugyanis P két igazi

r /Ciforma szorzata volna, ezeket minden esetre ismét a f Xt 
k- , 'iés ' 2 X2 alakban írhatnék, hol A\, /,, A\>, l2 egész számok és 
2 . . .X\, X2 raczionális és egész primitiv formák. így tehát volna 

l1l2P = k í k2Xí X2,
továbbá, minthogy X1 X2 is primitiv, kt k2 = ±  lt l2 és

P = ± X Í X2 ;
P tehát a feltevés ellenére a raczionális és egész formák 
tartományában is fel volna bontható.

Az egyetlen egy határozatlant tartalmazó forma, va
lamint bármely szabályos forma esetében még különösen 
megjegyezzük, hogy az sequivalens formák közül mindig azt 
választjuk, a melyben valamely z határozatlan legmagasabb

141)



FELBO N TÁ S  T É N Y E Z Ő K R E  ORTH OIO  FORM A TA RTOMANYBAN

hatványának együtthatója 1 . Ha azután
F a, F, F

F bármely felbontása, továbbá
F =  A0 zm +  Al zm~l
_  AF ~  zm ,_j_ Ah ~ni i I__

A>
és az F1,F 2, . . . , F S formáknak hasonlóképen megfelelnek 
Ft , F2, . . Fs, akkor lesz

F =  F F  F  ■
mert F  minden esetre így állítható elő:

és az együtthatók összehasonlításából közvetetlenül kitűnik, 
hogy C=l.

4. §. A P-re vonatkozólag előbb bebizonyított tétel a 
következő módon mondható ki :

Ha P a raczionális és egész formák tartományában 
irreducibihs, akkor it reducibilis a raczionális formák tar
tományában is.

Az igazi formákra vonatkozólag bebizonyított tételhez 
még csak azt az esetet kell hozzácsatolnunk, a melyben P 
törzsszám. A tétel akkor is érvényes, mert a raczionális 
formatartományban ekkor P ~  1 .

Ebből már most közvetetlenül következtethetjük, hogy 
úgy a raczionális, mint a raczionális és egész formatarto
mányban végtelen sok törzsforma van, a melyek dimensiója 
tetszés szerint választható.

EisENSTEJN-tól * származó egyik tétel szerint ugyanis a

forma, a melyben ct , . . . ,  cm_t oly egész számok, a melyek 
valamely szabadon választott p törzsszámmal oszthatók, míg

* Journal f. Math. 59. köt. 160. old.
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cm osztható ugyan p-vel, de nem p2-tel, a raczionális és 
egész és így a raczionális formák tartományában is mindig 
irreducibilis.

Ha ennek ellenkezője történnék, ama formát szükség
képen ily szorzat alakjában írhatnék :

(zP +  k ^ -  1 +  • • • +  kg) +  +  -  f  k'm_g).
Ha most már k'j a j <  0  esetben a ü-t és k'0 az 1 -et jelenti 
az együtthatók összehasonlításából a következők származnak :
k  k'n g  n m —g

kg—i km—g-\~kgkm_g_1
—  Cr

=  C,

k-l k m _ g - j~ k 2 k m _ g _ x á  \~kg k m _ 2g + 1 —  * 771— 0 + 1

g~h ^ i ‘̂771—g—iH \~^g—i ^m—2g+i ~f^g ^m—2 g ~ cm —g
Ámde, minthogy cm osztható ugyan p-vel, de nem p 2 -vel, a 
kg, kín-g számok közül az egyik és csak is az egyik oszt
ható p-vel. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, 
hogy pl. kg a p-vel osztható s z á m ; az ellenkező esetben 
csak a két tényezőt kell egymással felcserélnünk. De akkor, 
minthogy a második egyenlőségben úgy c,n_1 mint kq oszt
ható p-vel, míg k ín -g  avval nem osztható, Av_*-nek is oszt
hatónak kell lennie p-vel. Épúgy következik a harmadik 
egyenlőségből, hogy k g_2, . . .  és így tovább és végre k t is 
osztható p-vel. De akkor az utolsó egyenlőség szerint a 
megvizsgált formára vonatkozó feltevéssel ellenmondásban 
km~g is osztható volna p-vel, cm pedig p2-vel és evvel a tétel 
be van bizonyítva.

Mint e tétel egyszerű corrolariumát a gyakori alkalma
zás kedvéért még felemlítjük a következő tételt:

Bármely p törzsszámra nézve a
& - l +7p -* + . . .+ Z+ \

forma ágy a raczionális, mint a raczionális és egész forma
tartományban irreducibilis.
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A forma reducibilis vagy irreducibilis volta ugyanis 
változatlan marad, ha alkalmazzuk a z= g - f- 1  transformatiót. 
De akkor, minthogy

egyszersmind lesz

.y((.v+i)p ------hl) =  (,y+ i)p- i  =

=  ff'’+ ( í ) ; / ' " 1 + ( f ) .v " - 2 + - - - + ( í )  «
és így tehát

(tf+l)'’-1 ̂ +■ ■■'■+ 1 =yP~'+ (*j yP~2+ ■ • •+(P) y + (f)
E isenstein tétele szerint irreducihilis forma.

Az e g y e n le t  p rob lém ájának  új fogalm azása .
Az adjunctio.

5. §. Az
F(z) — A0 zn -f- r/! 1 +  • • • +  An =  0

egyenletei az orthoid (A) tartományból származó egy isme
retlent tartalmazó n-ed fokú egyenletnek fogjuk nevezni, ha 
az A együtthatók az orthoid (A) tartományból származnak 
és A0  a 0-tól különböző, a mikor A0  az általánosság meg
szorítása nélkül 1 -nek is vehető. Ha a tartomány a 3. §. 
értelmében jól értelmezett, akkor az ilyen egyenlet megoldá
sát az (A) tartományban elintézett problémának kell tekin
tenünk, mert a megoldásnak megfelel az F(z) forma
egy lineáris osztója z — és viszont. Ha tehát F(z)~t az 
(A)-ból származó formatartományban fel tudjuk bontani 
irreducibilis tényezőkre, akkor minden elsőfokú tényezőnek, 
és csakis ezeknek, megfelel egy-egy megoldás.

Ha azonban Fiz) felbontása egyáltalában nem szolgál
tat elsőfokú tényezőket, akkor az F(z) =  0 egyenletnek az 
adott (A) tartományban nincsen megoldása és a megelőző
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fejtegetések szerint ez az eset magasabb fokú irreducibilis 
formák egy végtelen sorozatára nézve áll be már akkor is, 
ha az orthoid tartomány az (1 ).

Az Fiz) — 0 egyenletet az (A) tartományban irreduci- 
bilisnek nevezzük, ha az F(z) forma az (A) tartományban 
irreducibilis.

Az épen fejtegetett tény új fogalomalkotás követelésére 
vezet, a mely a legegyszerűbb esetben már a mathematika 
elemeiben is fellép, midőn kapcsolatban a másodfokú egyen
let «megoldásával» a valós quadratikus irraczionálitásokat 
és a complex számokat bevezetjük.

Ezt a követelést közvetetlenül a következő módon fo
galmazhatjuk :

Az adott orthoid (A) tartomány ágy bővítendő, hogy az 
(A)-ban megoldhatatlan F(z) = 0 egyenlet a bővített tartomány
ban megoldhatóvá váljék. Követeljük e mellett, hogy a bő
vített tartomány az eredeti tartomány összes mennyiségeit 
«tartalmazza». E kijelentés értelmét már a 111. fej. 13. §-ának 
végén fejtegettük.

Elég, ha csupán csak az irreducibilis egyenleteket vizs
gáljuk. Mert, ha F1(z) az F(z) irreducibilis tényezője és az 
Ft (z) — 0 egyenletnek a bővített tartományban van megol
dása, akkor ez kielégíti az F(z) =  0 egyenletet is.

Az új mennyiségek, a melyek a bővített tartományban 
megvannak, de (A)-ban nincsenek meg, az (A) tartomány
hoz adjungált mennyiségek; maga a tartománynak bővítése 
az iíj mennyiségek «adjunctioD-ja; az F(z) =  0 egyenlet 
«bizonyos mennyiségek adjunctiója után megoldhatóvá vá
lik». Első feladatunk tehát az lesz, hogy valamely adott 
irreducibilis egyenletnek megfelelőleg megtaláljuk azokat a 
mennyiségeket, a melyeknek adjunctiója az egyenletet meg
oldhatóvá teszi ; továbbá, hogy ezeket a mennyiségeket a

1 44
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lehetőleg legegyszerűbb módon jellemezzük. Első tekintetre 
ugyan az egyenlet problémája ebben a fogalmazásban csak 
formális feladatot állít elénk, valóban azonban a mathema- 
tikai kutatás mezejét kimérhetetlenül bővíti.

6 . §. Az F(z) =  0  egyenletet, a melyről feltételezzük, 
bogy irreducibilis — mint már említettük — a

z" +  A1 z» -i+ A 2 z" - 2  +  . . .+An =  0

alakban írjuk és hozzá — tisztán formálisan — adjungáljuk 
az (A)-nak mindig n mennyiségéből alkotott 

fr' C c' \  ír" c" r" \\ uoi W ) • • • i un—í/i  \ üoi • • • i i • • •
complexusokat. (Az olvasó figyeljen itt a complex számok 
bevezetésével fennálló analógiára, a hol az alapul szolgáló 
egyenlet z2 + 1 = 0 .) Ezeknek az új mennyiségeknek összessége 
mindazokból a complexusokból áll, a melyeket nyerünk, ha 
a C-knek az (A)-ban foglalt bármely értékeket tulajdonítunk ; 
kettő közülük, pl. a részletesen kiírtak a definiczió szerint 
akkor és csak akkor egyenlők, ha a megfelelő helyeken álló 
elemek mindig ugyanazok ; azaz, ha C'0-=C"0, . . ., C'n_1i — C"n_x.

Ezek az új mennyiségek úgy válnak c(tartomány»-nyá, 
ha azokat bizonyos « tu la jd o n sá g o k k a l  felruházzuk, azaz 
megállapítjuk a kapcsolások bizonyos módjait, a melyeket 
mindjárt összeadásnak és szorzásnak fogunk nevezni.

Két
7 i =  {^o> i • • • i f  n—i}
/ 2 =  {cő,

mennyiség összegének és szorzatának  definicziója legyen a 
következő :

Alkossuk a
C ;+ C iz+ . .-  +  C _ 1 zí l - 1 és C^+C"z+-.- +  C” _ 1 ^ - 1 

formák összegét és szorzatát és azután a maradékot, a mely 
fellép, ha az igy származó formákat elosztjuk F(z)-vel:

K önig, A lgebra i m en n yiségek . 1 0
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Qo +  (?izH------hQ n-ir" 1 ’
azután legyen :

7 i +  / 2 ~  {(Qt +  ̂ ó)’ (Ci +  Ci)........ (Cn-i4“^íí-i)}
7 i  7 * — { Q o ,  O i .  • • Ó n - í j -

Hogy az így értelmezett összeadás és szorzás commu- 
tativ és associativ, az utóbbi művelet pedig distributiv is, 
közvetetlenül abból a körülményből következik, hogy e mű
veleteket valóban a megfelelő formákon hajtjuk végre, a hol 
ama törvények tényleg érvényesek ; az új mennyiségeket 
pedig egyértelműleg az így összeg- vagy szorzatként nyeri 
formák együtthatóiból határozzuk meg.

Az is majdnem közvetetlenül világos, hogy a 7í Jr^~7o  
egyenlet mindig megoldható és hogy ennek csak egy gyöke 
van. Részletesen írva

i = { x 0,

és ekkor szükséges, hogy

C'0+ X 0= C l  . . Cn _ 1 +  An_ 1 ^ C _ 1,
azaz

I = { ( c s - Q ,  ( C í - c , ) ........ ( C _ , - c ; _ , ) }
legyen.

E szerint a <[0 , 0 ........ 0 ] mennyiség az új tartomány
«zérus»-a.

Továbbá a szorzás értelmezéséből következik, hogy, ha
az ( l , 0 ........ 0 ] mennyiséget megszorozzuk 7 -val, a szorzat
ismét y  lesz. Ama mennyiség az új tartomány absolut egy
sége, a melyet röviden mindjárt 1 -gyel jelölünk, valamint a 
zérust 0 -sal.

Hogy a 7 2 I = 7 i egyenletnek is, ha y 2 a zérustól kü
lönböző, egy és csak egy gyöke van, a következőképen bi- 
zonvítjuk az F(z) forma irreducibilis voltából.



A y 2-nek megfelelő
G (2) — G0 +  6 \z-}-----j“C„__1 rn'' 1

forma a 0-tól különböző és minthogy F(z) irreducibilis. F(z) 
és fí(z) legnagyobb közös osztója aequivalens az egygyel. 
F(z) és G(z) resultánsa, R tehát, az (A) tartomány valamely 
0 -tól különböző mennyisége. A III. fej. 16. §-ában nyert 
R — Gt F F t G relácziót tehát, ha azt R-rel elosztjuk, a 
(Ao+A'jZ-l------\-Xn-i -n_1) (C'0-{-C'ÍZ-\-----f-Cn—jZ'1" 1)-b

+ (E 0+  Yt z+  ••• +  Yn- 2zn- 2) F(z ) = 1 (7»
alakra hozhatjuk és így tehát, ha

a deíiniezió szerint lesz
72%'= 1

és, ha még |  =  y x egyszersmind

72l  =  7i-
Ha még ugyancsak y 2rj — y x volna, ebből következnék,

hogy
7 2 (I-»?) =  0 .

azaz, hogy a y 2 és ^ szorzatának megfelelő forma oszt
ható F(z)-vel. Ámde a / 2-nek megfelelő G(z) formára nézve, 
mint azt már előbb megemlítettük, (F(z), G(z)) ~  1 ; így tehát 
már a ^-nak megfelelő formának oszthatónak kell lennie
F(z)-vel. Ez pedig csak más kifejezése annak a ténynek, 
hogy 0 , azaz

A y  — {C0, C15. . . ,  Cn_t} mennyiségek tartománya tehát 
ismét orlhoid; mert világos végre, hogy az 1 , 1 + 1 , . . .  meny- 
nyiségek közt, a melyek általános alakja részletesen kiírva: 
{m, 0 , . . 0 }, nincsen meg a 0 . E tartomány «magában fog
lalja» az eredetileg adott (A) tartom ányt oly módon, -hogy az 
(A) tartom ány C mennyisége és az új tartomány {C, 0 , . . .,0} 
mennyisége az összes itt tekintetbe veendő tulajdonságaik
ban megegyeznek.

\ / .  KC.VKM.KT P R OBL ÉM ÁJÁ NA K  C.J FOGALMAZÁSA. K7. VIUt 'N C T I Ó . I (7
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Hogy már m ost az új tartom ány m ennyiségeit lehető
leg egyszerűen leírhassuk, a [0 , 1 , 0 , . . 0 } mennyiség jelö
lésére, a melyben csak a 0 -tól különböző, még pedig 
1 -gyel egyenlő, az egyszerű a  jelt használjuk. A szorzás ki
vitele azután mutatja, hogy

ak = {0.. . ., 0, 1 ,0 ,. . .,0} (O fg/c<;n—1), 
a hol csak a A'-f-l-edik helyen álló Ck elem különbözik a 0-tól, 
még pedig 1 -gyel egyenlő. Hogy ezt belássuk, csak az osz
tási m aradékot kell képeznünk, a mely fellép, ha z*-t el
osztjuk F(z)-vel.

Ép úgy lesz azután

Ck ak =  {0........0, Ck , 0_____ 0 }

és így tehát végre }C0, Ct , . . Cn=1}-et a

^ o + Q a_t----- V ^ n - \aU 1
alakban írhatjuk.

Hogy ép úgy m eghatározhassuk a n - 1  is, z"-t el kell osz
tanunk F(z) =  z,,-j-A1 z,,~1-j------j-An-nel. Akkor

zn =  F(z) — At z"--'-------- An ;
tehát

« ’— { i An—1 ? • • • i
és

cíÍJ-)-A1« n 1-|------f-An= 0 ;

a tehát a bővített tartományban az egyenlet gyöke.
7. §. Ezt a bővített orthoid tartom ányt most már rövi

den úgy jellemezhetjük, hogy (A)-ból az a adjunctiója ré
vén származik  és ennek megfelelőleg (A, «)-val fogjuk jelölni. 
E tartom ány áll az összes C0 -)- Cx a  -f- • • • Cn_í a n~í meny- 
nyiségekből, a hol a C-k az eredeti tartomány tetszés sze
rinti m ennyiségei; az új mennyiségek tulajdonságait, azaz a 
négy alapművelet szerinti kapcsolataikat pedig az alapúi fel
vett definicziókkal szintén m egállapítottuk. Ugyanezekből 
következik, hogy az (A) tartományhoz tartozó mennyiségek
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«tulajdonságai», ha azokat az (A, a) tartomány m ennyisé
geinek tekintjük, teljesen változatlanok maradnak, azaz ily 
mennyiségek összeadása, szorzása mind a két esetben ugyan
arra az eredm ényre vezet. Evvel egyszersmind igazolva van 
a 0  és 1 jeleknek már előbb történ t változatlan átvétele.

A m ost bevezetett m ennyiségeket «(A)-ra vonatkozó
lag» algebrai mennyiségeknek fogjuk nevezni ; absolut algeb
rai m ennyiségeknek vagy röviden «algebrai mennyiségek
nek» pedig akkor, ha (A) valamely [(1 ), x x, . . ., x m] forma- 
tartom ány m ellérendelt orthoid tartománya ; ha végre (A) 
a raczionáiis számok tartom ánya, akkor e mennyiségeket 
algebrai számoknak  nevezzük.

Az itt előadott fejtegetéseknek messze ható elvi jelentő
ségük van. Mindenek előtt bizonyítékát szolgáltatják annak, 
hogy az F(z) =  ü irreducibilis egyenletnek «ea/?» egy a 
gyöke abban a pontosabb értelemben, hogy van oly or
thoid tartomány, mely magában foglalja az (A) tartományt 
és egy oly u  mennyiséget, melyre nézve F(a) =  0 . A tétel 
e fogalmazásánál az F(z) irreducibilis volta már nem lénye
ges ; de ha föntartjuk az irreducibilis F(z) föltevését, még 
a következő fontos eredményhez ju tu n k :

Bármely orthoid tartomány, mely magában fogta ja  
az (A) tartományt és egy oly a mennyiséget, mely az (A)-ban 
irreducibilis F(z) =  0 gyöke, tartalmazza az egész előbb ér
telmezett (A, a) tartományi.

Az ily orthoid tartom ány tartalmazza minden esetre az
összes C0-\-Ct a-\------\~Cn- t  alakú mennyiségeket, hol a
C-k (A)-hoz tartoznak. Két ily m ennyiség összege, különb
sége, szorzata és hányadosa pedig ép úgy alkotandó, mint az 
(A, er)-ban, a mi az első három esetben az összeg és szorzat 
a 6 . §-ban adott értelmezéséből, a hányados eseteben pedig 
ugyancsak a 6 . §. (D) képletéből világos, a mennyiben az
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ott mod. F(z) congruens mennyiségek, ha z helyébe a-i 
teszszük, F(of) = 0  m iatt egyenlők lesznek.

De az összes így alkotott C o Gxa -\ \- Cn_j a n 1,
Co+Ci«-f------. . . különbözők is, mihelyt a meg
felelő helyeken álló C együtthatók nem mind ugyanazok. 
Az ellenkező esetben volna ugyanis a K0, . . . , K n_r együtt
hatóknak (A)-ból vett oly rendszere, hogy 

h0-\-Ki cc-\— •-\-Kn_í <xn * =  0 
a nélkül, hogy minden K zérus volna. De 

K{z)=K0+ K 1z + - + K n^ z " ~ '
és az irreducibilis F(z) legnagyobb közös osztója 1 ; és így 
volna két az (A)-ból származó Ft (z) és G1(z) forma, me
lyeknek fokszáma legfölebb n —1 , ill. n — 2  és melyekre nézve 

G(z)F(z) +  F1(z)K(z) =  í.
De ebből következnék, ha z helyébe or-t teszszük,

F1 (a) K (a )= í
és minthogy K (a )= 0, volna 1 =  0, a mi orthoid tartom ány
ban lehetetlen.

A bebizonyított eredményt most már röviden úgy fo
galmazhatjuk, hogy az előbb értelmezeti (A, á) tartomány 
a «legkisebb» orthoid tartomány, a mely (A) bővítésével 
alkotva, az (Á)-ban irreducibilis F(z)—0 eyyenlet egy gyökéi 
tartalmazza.

Hogy a fejtegetett fogalom alkotást egy legegyszerűbb 
példán részletezzük, az x 2=2  egyenlet a gyöke pl. oly mennyi
ség, a melynek fogalmi tartalm át teljesen a raczionális és 
egész számok tartom ányában fejtjük ki. E mellett a  és — a 
különböző mennyiségek ugyan, de annak a kérdésnek, hogy 
a kettő közül melyik 2 -nek positiv és melyik negativ négyzet
gyöke, nincsen értelm e; a  és —a ugyanis nem mérő mennyi
ségek, azaz nem olyanok, a melyek a valós vagy pedig a 
complex számok tartom ányának valamely m eghatározott he-
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Ivével azonosítandók. Ha azonban V2 viszont ama m eghatá
rozott pozitív vagy negativ valós szám, a melyet az analí
zisben határértékként értelmezünk, akkor ebben megvan
nak a  összes «tulajdonságai», de azon felül még olyanok is, 
a melyekre az algebrai mennyiségek elméletében nem le
szünk tekintettel; különösen az, hogy «nagyságára
nézve» minden raczionális számmal összehasonlítható.

Az er-nak minden az algebrai m ennyiségek elméleté
ben kifejtett «tulajdonsága» egyszerűen oly identikus reláczió, 
a melybe a  is belép és az meg fogja tartani érvényességét 
még akkor is, ha analitikai m eggondolásokra áttérve a he
lyébe ama határértéket teszszük.

Ha valamely algebrai mennyiség nem algebrai szám, 
azaz definicziójában határozatlanok is szerepelnek, azt al
gebrai függvénynek  is fogjuk nevezni. Az «algebrai függ
vény» fogalmi tartalm át az analízissel szemben teljesen 
ugyanazon a módon szűkebbre kell szabnunk, mint azt a 
szám esetére épen kifejtettük.

H yperorthoid  tartom ányok.

8 . §. Az algebrai mennyiségek elméletében elvileg al
gebrai és arithm etikai módszereket kell m egkülönböztetnünk; 
mely elvi különbség most már a következő módon fejezhető 
ki egész pontosan.

Az algebra megvizsgálja a valamely orthoid tartom ány
ból származó formákat, a melyeknek tartományában nem
csak hogy mindig van legnagyobb közös osztó, hanem ez — 
a mint tudjuk m egállapított algorithm us segítségével vé
ges számú lépésben meg is határozható. Az adott Ft , . . ., Jó
formáknak más felbontását tényezőkre nem is használja,
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mint azt, mely két-két ily forma legnagyobb közös osztójá
nak létezéséből következik.

Az arithmetika megvizsgálja a valamely holoid vagy 
orthoid tartom ányból származó form ákat arra az esetre, 
hogy azok mindig m int véges számmal lévő irreducibilis 
formák szorzatai állíthatók elő.

Ebben a felfogásban -  de a dolog lényege szerint 
is — az arithm etika területe a magasabb, a mely csak az 
algebrai m ódszereknek kifejtése után vizsgálható tüzetesen. 
Az algebrai m ennyiségek elm életének előadásában azonban, 
a m elyet e könyv tervbe vett, alig volna tanácsos az algeb
rai és arithm etikai módszerek e szigorú elkülönítését való
ban keresztülvinni, a mit eddig se tettünk. Ez ellen szól 
ugyanis az a fontos körülmény, hogy az ide tartozó fogal
mak felépítésénél csakis a raczionális, illetőleg raczionális és 
egész formákból m int olyanokból indulhatunk ki, a melyek 
már eleinte valóban m egalkothatok és ezeket már belé kell 
vonnunk a m agasabb algebrai képződmények definicziójába ; 
ámde már ezeknek a formáknak, sőt a legegyszerűbb, a raczio
nális és egész számok tartom ányának vizsgálata is úgy ((algeb
rai», mint ((arithmetikai» módszerek alkalmazására szorul.

Mindezek daczára nem felesleges m egm utatni, hogy az 
algebrai m ennyiségek elméletében az algebrai és arithm eti
kai rész ily szigorú elkülönítése csakugyan keresztülvihető. 
Noha az erre szükséges fogalom alkotást a következőkben 
nem igen fogjuk használni, mégis helyén lesz, hogy azt 
röviden vázoljuk.

A megelőző fejtegetésekben feltételeztük, hogy az (A) 
tartom ány «jól értelmezett» és ennek alapján feltételezhet
tük azt is, hogy az F (z) =  0  egyenlet irreducibilis. E fel
tevésnek most már el kell maradnia és F(z) felbontható
ságát tényezőkre csak akkor fogjuk megengedni, ha F(z)~
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nek és valamely a műveletek véges sorából keletkezett G(z) 
formának van az 1 -től különböző legnagyobb közös osztója.

Ekkor azonban a 6 . §-ban képezett (A, a) tartomány 
általánosságban már nem lesz orthoid tartomány, mert a 
7-íh— y i egyenlet megoldása lényegesen máskép alakul.

Ha a 0 -tól különböző y 2 m ennyiségnek megfelelő
G(z) =  C'0 -j-----+  C'n-t zn~x forma olyan, hogy (G(z), F(z)) ~  1 ,
akkor az összes ott elvégzett következtetések m egtartják ér
vényességüket és a 7 2l  — 7 i egyenletnek egy és csak egy 
gyöke lesz.

Ha azonban (G(z), F (z j)~  D (z) a z-t valóban tartalmazó 
forma, akkor D (z) az F(z) valódi osztója, (mert G(z) alacso
nyabb fokú mint F(z) és nem ü ) ; így tehát F{z)—D (z)Fí (z),
G (z)=D (z) G1(z). De akkor a 6 . §. (D) egyenletének helyébe 
bizonyos
(^ + .. .+ A '_ 1z^ )(C " + ... +  C"_1zíl- 1) + ( y o+ .. .+  yn_2z«-2)F(z)=0
reláczió lép, a melyben

^oH— +-X/1 - 1  zIl~1 =  F1(z) ;
tehát az A" együtthatók nem tűnhetnek el mindannyian. Ha
isméi , , , ,F — iX  X >S • • • i An—íji

akkor y2£ '= r0 , noha sem y2, sem pedig nem z é ru s ; y2 a 
WEiERSTRAss-tól származó kifejezésmód szerint a zérus va
lódi oszlója. Vájjon valamely y2 m ennyiség a zérus osztója-e, 
azt egyszerűen D (jz) ~  [G(z), F(zj) képezése alapján dönt
hetjük el. y2 a zérus valódi oszlója, ha G(z)-nek és F(z)~ 
nek az \- tö l  különböző legnagyobb közös osztója van*.

Ha már most y2 a zérus valódi osztója, a 7 2|  =  / i 
egyenletnek vagy egyáltalában nincsen gyöke, vagy pedig

* Ha F(z) irreducibilis, akkor épen 0 a 0 «egyetlen» osztója, 
tehát valódi osztója a 0 -nak akkor nincsen; ha azonban F(z) redu- 
ribilis, a zérusnak mindig vannak valódi osztói.
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végtelen sok gyöke van. Ugyanis, ha annak egyik gyöke 
és jü az (A, a) tartomány valamely mennyisége, akkor egy
szersmind lesz 7 2 ( | t +  / jg )  = y 2 g  =  7 l .

Ha y 2 a zérus valódi osztója, tehát y g  =  0 , noha | ' 4 =0 , 
abból, hogy van oly mennyiség, a melyre nézve

/ 2I  i =  «,
továbbá az is következik, hogy

y j ' é i  =  « i '= 0 ;
tehát e is a zérus osztója és akkor a y 2i — A egyenletnek, 
a hol A valamely a ü-tól különböző mennyiség az (A)-ból, 
soha sem lesz megoldása ; y 2 1  ugyanis a megelőzők szerint 
a zérus valódi osztója, A azonban nem az.

Ép úgy nincsen megoldása a y 2^ — e egyenletnek sem, 
ha E(z)  az 6 -nek megfelelő forma és E(z) nem osztható 
I)(z) ~  (F(z), G(z))-vel. / a l j  — 6  =  ü ugyanis egyszerűen azt 
a tényt fejezi ki, hogy

zn~r) G(z) — E(z)

osztható F(z)-vel, tehát D(z)-vel is.
Ha ellenben E(z)  osztható D(z)-ve 1, tehát E(z) — 

— D (z)E í (z), akkor az a követelés, hogy

{Xi+..-+X'n z" - ')G x(z) -  Et {z)

osztható legyen F1 (z)-vel, meghatározza az X' együtthatók
nak oly rendszerét, a melyek nem tűnnek el mind. Ugyanis, 
m inthogy (Gx(z), E1(z))~  1 , minden esetre van két oly a 0-tól 
különböző forma, 0  és F, a melyekre nézve

OGx +  WFX =  1 ,
tehál

(DEX Gx +  0 E1 b\ =  F1.

Itt 0EX nem osztható F igyel, mert különben Et is osztható 
volna F igyel, tehát E is F-fel; pedig E a z-ben csak n —1- 
edfokú. 0EX tehál annál kevésbbé osztható F-fel. A 0EX-nek
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megfelelő ^  =  (A'ó........X'n_J  m ennyiség tehát nem lehet
csupa eltűnő elemből alkotva.

Ebben az esetben tehát oly mennyiség m eghatáro
zását nyertük, a melyre nézve y2 =  e. Hogy ez £-re nézve 
is álljon, tehát / 2|  — 6 legyen, szükséges, hogy legyen

y 2 ( l - l i )  =  o
és ez egyszersmind elegendő is. Szükséges tehát, hogy 
l i  — £ megfeleljen oly X(z) formának, a melyre nézve GX 
oszthatóvá válik F-íel. Erre elegendő és szükséges, hogy 
G1 X osztható legyen F1-gyel. Minthogy azonban (Ft ,
A-nek oszthatónak kell lennie F1 (2 )-vei. Ha tehát megálla
pítjuk, hogy X— Ft (z) Ht (z), a hol elég feltételeznünk, hogy 
Ht foka n — 1 , akkor m egkapjuk az összes oly meny-
nyiségeket, a melyek a j/2 (£—1 ^  =  0  egyenletet kielégítik és 
evvel közvetetlenül az összes mennyiségeket, a melyek a 
y 2£ =  6 egyenletet kielégítik. Számuk term észetesen határ
talan.

így tehát a következő általános eredményre ju to ttunk :
Legyenek a y  és e mennyiségeknek megfelelő formák 

G(z) és E(z), akkor a y Í= £  egyenletnek egy és csak egy 
megoldása van, ha (G, F ) ~ l ;  ha ellenben (G ,F )~ D  olyan 
forma, a mely z-t valóban tartalmazza, a y£=6 egyenletnek 
végtelen sok megoldása van, vagy pedig egyáltalában nin
csen megoldása, a szerint, a mint E(z) osztható, vagy pedig 
nem osztható D-vel.

9. §. Hogy m ost ismét rövid kifejezésmódra tegyünk 
szert, az oly tartom ányok számára, a melyek az orthoid 
tartományoktól csak a y ^—€ egyenlet viszonyaira tekintettel 
különbözők, melléknévi jelzést vezetünk be.

I alamely tartomány hyperorthoid, ha az összeadás kö
zönséges törvényét követi, az absolut egységet tartalmazza, 
az 1 , 1 +  1 , 1 +  1 +  1 , . . .  mennyiségek sorozatában a zérus nem
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fordul elő és a szorzás törvénye, mint a szorzás ((közönsé
ges» törvényének (I. fej. 3. §.) általánosítása röviden a kö
vetkező módon fogalm azható:

aj  és b)  A szorzás commutativ, associativ és distri
butiv.

c) Az a x —ß  egyenletnek egy és csak egy megoldása 
van, ha nincsen oly a 0 -tól különböző ó mennyiség, a melyre 
nézve eg^O . Oly a  mennyiség, a melyre nézve a
nélkül, hogy 0 , a zérus osztója ; még pedig a zérus va
lódi osztója, ha a 0 -tól különböző.

Az orthoid tartom ány tehát a hyperorthoid tartomány 
általánosabb fogalom alkotásában benne van és úgy szárm a
zik, ha a tartom ány mennyiségei között a zérus valódi osz
tói nem fordulnak elő. Ezeket singuláris mennyiségeknek 
kell tekintenünk és mint ilyen az orthoid tartom ányban épen 
csak a zérus marad meg.

A hyperorthoid tartom ányok általános elméletét e 
könyvben tovább nem fejtegetjük ; csak azt akarjuk még 
megjegyezni, hogy kifejtésével* lehetségessé válik a «vég
telen kicsiny» és «végtelen nagy» mennyiségek vizsgálata 
az algebrai m ennyiségek elméletének módszereivel és ennek 
keretén belül.

Ha már m ost az (A, a) tartom ányt valamely F(z) — 0  

egyenlet értelmezi a nélkül, hogy oly módszerek állanának 
rendelkezésünkre, a melyek F(z) irreducibilis tényezőit szol
gáltatják, akkor mégis képesek vagyunk az (A, a) tartom ány
ból származó formákat tisztán algebrai módszerek segítsé
gével megvizsgálni, mint az a következő meggondolásból 
kitűnik.

* Az ennek megfelelőleg bevezetendő hyperorthoid tartomá
nyok azonban nem a fennebb részletezettek, a reducibilis F(z) =  0 
egyenletnek megfelelők. (L. a jegyzetet az V. fej. 8. §-ához.)
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A míg a fellépő formák együtthatói között a zérus egy 
osztója sem fordul elő, az (A, cc)-ból származó form atarto
mányban a számolás szabályai ugyanazok maradnak, mint 
az orthoid tartom ány esetében. Vájjon valamely y  mennyi
ség a zérus osztója-e, vagy sem, azt az annak megfelelő 
G(z) forma és F(z) legnagyobb közös osztója dönti el. Mi
helyt ily legnagyobb közös osztó fellép, a mely az sequiva- 
lentia értelm ében 1-től különböző, evvel meg van adva F(z) 
egyik felbontása és F(z)-ről annak osztójára fogunk áttérni.

Az összes eredm ények tehát, a melyeket a következők
ben valamely irreducibilis F(z) =  0 egyenletre vonatkozólag 
levezetünk, érvényesek m aradnak e feltevés nélkül is, ha
csak szem előtt tartjuk azt a m egszorítást, hogy, mi
helyt a szám olásban szereplő mennyiségek közt a zérus 
valamely osztója fellép, azonnal elvégezzük az F(z)-nek evvel 
m egadott felbontását.

A G alo is-fé le  ta r to m á n y .

10. §. Most ism ét feltételezzük, hogy az (A)-ból szár
mazó tartom ány jól érte lm ezett; azaz, hogy van oly mód
szerünk, a melynek segítségével minden e tartományból 
származó forma véges számú lépésben irreducibilis ténye
zőkre bontható. A további vizsgálatok tehát minden esetre 
érvényesek raczionális formák esetében, továbbá mindazokra 
az orthoid form atartom ányokra, a melyekben utólagosan a 
felbontás ily módszerét megállapíthatjuk.

Most oly bővített tartományi akarunk szerkeszteni, hogy 
a tetszés szerint megadott — irreducibilis vagy reducibilis 

F(z) = zn + At z""H--- f- An
forma e bővített tartományban mint lineáris formák szor
zata legyen előállítható
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E czélból a
P(z) =r (z—.TjX'z—a:2) . . . («—a?„) =

=  z » - f 1rn- 1+ f 2 zn~2------ f- ( —1)"fn
formából indulunk ki. Alkossuk azután az x, nn új
határozatlanok segítségével a

770* -  «i -  »2 x i2---------«n */n) =  -r"! +  • • •
(í)

kifejezést, a hol a szorzás jele az 1,2........n számok összes
perm utáczióira vonatkozik, a melyek közül az egyik i1, . .  . 
legyen. Minthogy e szorzat azután az x 1........x n határozat
lanok symm etrikus formája, az a

I í ( x , í/1, . . ., Un , f t , f2 1 • • •, fn )
alakban is írható, a hol tehát /7-t valamely forma jelképe 
gyanánt használjuk.

Alkossuk azután a lineáris egyenleteknek következő n 
rendszeré t:

( i1 , . . . , i /l= i ,  2 , . . . ,  n ; ift+í , ),

a melyekben ........^n \-i  ' egyenek az ismeretlenek úgy,
hogy minden egyes (2 ^ )  rendszerben úgy az ismeretlenek, 
mint az egyenletek száma n !

Ha az ism eretlenek együtthatóiból alkotott determ inánst 
í*-val jelöljük, akkor a III. fej. 25. §-a szerint 6 — xP épen 
a TI forma discriminánsa, a mely csak e két esetben : n = 2 
vagy 3 negativ előjellel veendő. Tehát

6 =  6{iix--- -  un , f j ,  • • fn)
az u-k és az f17. . . , f n elemi symmetrikus formák m eghatá
rozott formája és a mint az egyenletrendszer szerkezetéből 
rögtön kivehető,

exr  = s * u« - f . . . . . . . fn)
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és S[h ! az x \ ..........r n határozatlanoknak synnnetrikus formája,
moly tehát mint ut ------ un, ft ,. . ., f/} formája állítható elő.

6 pontosabb alakja könnyen kipuhatolható ; 6 az elő
jel! mellőzve az összes

K  ( X it ~ X j t ) +  »2 ( * í 2 - * / 2)  + • • • + « „  ( * * „ - X j j f

tényezők szorzata, a hol ií , . . ., in é s j t , : . . , j n az összes 
értékrendszereket felveszik, a melyeket az 1 , 2 , . . . , / ?  számok
perm utácziói szolgáltatnak, de és j \ ........j n mindig
különböző ilyen értékrendszerek.

Ha 6-\ az H0, í/t , . . . ,  Ut hatványszorzatok szerint ren
dezzük, akkor (a II. fej. 10. §-a szerint) minden egyes egyiitl- 
ható x t , * . . , x n sym m etrikus form ája; ha pedig ó'-t m in táz  
u-k formáját a lexicographikus elv (II. fej. 3. §.) szerint ren
dezzük és az Ur i tartalmazó tag a legmagasabb, könnyen 
m egm utathatjuk, hogy Ut együtthatója az előjel mellőzésével

[ rn--112 — JJ(xr — X s) 2 — A ( r ,  s — 1 , ,  n \
r,s \  r <  s /

valamely hatványa. Ez az együttható ugyanis (xr — x s)2 alakú
tényezők szorzata és egyszersmind az x-ek symmetrikus
formája. Az x r — x s tényező e szerint páros, például a 2 k
kitevővel ellátva lép fel. Ha azonban ez az együttható mint
a határozatlanok symm etrikus formája osztható (xr- x s)2k-
val, oszthatónak kell lennie (xr/ — x<j)2k-Yal is és viszont; a
2k kitevő tehát minden egyes x r—x s tényezőre nézve ugyanaz
és az együttható maga lesz [Xi_ 1J2fr, a melyhez csak az n — 2
és 3 esetekben hozzácsatolandó a negativ előjel.

E szerint tehát
0 — ± A kUt-\----

Helyettesítsük már most az xjp  együtthatók így meg
határozott értékeit a (H ^)  azon egyenletébe, hol ir = r; akkor 
lesz

159
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®x r = 2  s r  ( « 1  *TiH------Híír
/ 1 = 0

vagy pedig

Qxr=-Cp̂  ) (l/j Xj-f- • h íÍr x n i ííi 5 • • • i Un , fi i • • • i fn),

a hol a (ff?) symbolumok az u1x 1 -1----- 1- u n x n, u1, . . . , u n,
f j , .  . ., f„ mennyiségek teljesen m eghatározott formáit jelen
tik. A

Bxr—(p1 1 (x, Uj, . .  ., íin, f j , . .  ., fn)

egyenletnek tehát (a melyben x  az ism eretlen) gyöke 
z —ui x 1-\------|-íinx n, a mely tény a III. fej. 19. §-a szerint a

8 x r=<fW(x, i q , . . ., uni ft , . . •, fn)(mod. x - i q  x 1-------- x niin)

congruentiával is kifejezhető, a hol azután rendre r = l , . ..,/? 
tehető. így tehát egyszersmind

8" P(z) =  (8z—8 x ^ ) . . . (8 z —8 x n) 
és

8n P(z )  =  i ß z —(jp̂ ). . .  ( ß z —cpr) (mod. x — uí x 1-----------Un Xn),

a hol <p^ (x, i q , ..., «n, f j , ..., fn) helyébe röviden (pk - 1  írtuk. A 

8 n P(z) -  {8z—q>ú . . . (8z-gpn)
forma tehát egyrészt az x t ,..., x n határozatlanoknak symmet-
rikus formája, m ásrészt pedig osztható x —-tqXj—-----nnx n-nel.
Ezért osztható x —íqxq--------un xí(-nel is, a hol
az 1 ,. . ., /7 számok bármely permutácziója. Ámde

x  tqx it unx in és x  uxxj t unxj n
mint lineáris formák egyszersmind törzsform ák is és ha 
q ,.  . . ,  in és két különböző perm utácziót jelente
nek, nem aequivalensek egymással. Ha ugyanis sequivalen- 
sek volnának, akkor, m inthogy x együtthatója mind a kettő
ben 1 , szükséges volna, hogy legyen x ^ = x j  stb.

Ama forma tehát a z—iq x q -------- unx in f°rm ák szorza
tával, azaz 7 7 (x; t q , . . un ; f17..  fn)-nel osztható és így 
azonosan lesz
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6"P{z) = ( ß z - y f ) . . . (Q z-cp^-yM H ix, ut .......un, f , .........y .
Ha itt az f-ek hatványszorzatai szerint rendezünk, akkor 
G a u s s  elve szerint minden egyes együtthatónak külön el kell 
tűnnie és az identitás ezért ilyen marad akkor is, ha benne

ff =  ( - i ) ' A f
tétetik. P(z)-ből ekkor az F(z) forma származik ; 6  továbbá 
az (A) tartományból származó m eghatározott formába megy 
át, a mely részletesen kiírva :

T =  ±  />  £/,+ ...,
a hol D az F(z) discrim inánsát jelenti. Ép úgy cfx, . . . , c p n, 
M és /7 az x, U j,. . ., un határozatlanoknak az (A) tartomány
ból származó m eghatározott formáiba mennek át, a melyek 
jelölésére f^u\  . . . ,  M^u\  G ^  szolgáljon és így végre nyer
jük, hogy

T " F (z )= / j (T z - f> “> (x. ü, ...... ( x , «„), (G<“>)
Í= 1

a hol
Gúú =  xn! +  .-.

Legyen már most F(z) discrim inánsa, azaz a D meny- 
nyiség a 0 -tól különböző, akkor akárhányféleképen határoz
hatjuk meg az u-k oly értékrendszereit, például csupán csak 
raczionális és egész számokból állókat is, a melyekre nézve 
T a 0-tól különböző érték. Legyen ez az érték t és az u-k 
amaz értékeinek behelyettesítése folytán f j u\  M^u\  GM men
jen át fi , M és G-be. Akkor végre :

n

F (z) = J J J [ z -  ]~ f i(x )) +  y r  G(x )- (G)
i=l

Legyen már most G(x) a G(x) valamely irreducibilis 
tényezője. Ha az (A) tartom ányt azután G(x) =  0  egyik 
a gyökének adjunctiójával (A, #)-vá bővítjük, akkor 
£i =  ~ f i ( a )  e tartom ánynak egy bizonyos meghatározott

Ki i

11König, Algebrai mennyiségek.
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mennyisége lesz é s -(G) átmegy a következőbe:

F (z) = I K z ~ k \
i=i

azaz az F(z) formát evvel csakugyan lineáris tényezőkre bon
to ttuk : az F(z) — 0 egyenlet összes gyökei a , .  . ., f  n meny-
nyiségek, a melyek mind egymástól különbözők ; m ert kü
lönben az F(z) formának volna többszörös valódi osztója ; 
pedig föltettük, hogy Dscr. F(z) a 0 -tól különböző.

11. §. Az előbbi §. fejtegetései a következő tételben 
foglalhatók össze :

Legyen
F(z) =  zn +  Aí z " -1 H------1 An

és Dscr. F(z) n 0 -tói különböző. Alkossuk az ,r , , . . ., x n-ben 
symmetrikus

/ / ( a - - i i i  x i .--------- lln x ij)
(i)

formed, számítsuk ezt át a

n ( x \  u , , . . un; ft ........fn)

alakra és legyük ebbe: f,-=( — l)h4f. Ekkor ÍI diseriminánsa 
az u-k oly formája lesz, a mely nem tűnik el. így  tehát az 
u-k oly (többiek közt raczionális és egész) értékrendszereit 
is meghatározhatjuk, a melyekre nézve Dscr. ÍI a 0 -tói kü
lönböző értéket vesz fel. Ha íl-be ily értékrendszert helyet
tesítünk, bizonyos G(x) formát nyerünk. Ha azután G(x) a 
G(x) egyik irreducibilis tényezője, akkor a G(;r) =  0 egyik  
a gyökének adjunctiója révén (A)-ból oly orthoid (A, a) tar
tomány származik, a melyben az n-edfokú F(z) == 0  egyen
letnek pontosan n egymástól különböző , . . . , ^ n ÜD^ke van, 
a melyeket a műveletek előbb megállapított véges sora vég
legesen meghatároz; F(z) pedig elő van állítva mint lineá
ris tényezők szorza ta:

F ( í ) =  ( z - | 1) ( z - £ 2) . . . ( z - | „ ) .



Ifi — mint azt még egyszer ki akarjuk emelni — nem 
tételeztük fel, hogy F(z) irreducibilis.

További fontos megjegyzés a következő:
Az így nyert (A, a) tartomány a «legkisebb» orthoid 

tartomány, a melyben F(z) mint lineáris tényezők szorzata 
előállítható. Ennek az az értelme, hogy minden más, (A) bőví
téséből származó tartomány, a melyben F(z)-nek az említett 
tulajdonsága megvan, az (A, a) tartomány Összes mennyi
ségeit tartalmazza.

Ha ugyanis | 1?. . ., az F(z) =  0  gyökei a feltételezett 
bővített tartományban, ut , . . ., un továbbá egy a feltételeknek
megfelelő értékrendszer, akkor valamelyik ut ------\~un£in
a tartom ány oly mennyisége, a mely nem különbözik cc-tól; 
a bővített tartom ány tehát tartalmazza (A, or) összes meny- 
nyiségeit.

Az így értelm ezett G(x) =  0  egyenlet az F(z) — 0  egyenlet 
(íalois-féle resolvense* és ennek megvan az a jellemző 
tulajdonsága, hogy, ha a egyik gyöke, F(z) — 0  bármely £; 
gyökére nézve lesz

— A {0  - f -  A j j  (X - )  ( -  A j n _ !  o r n  1 ,

minthogy az (A, or) tartományhoz tartozik és e tartomány 
minden mennyisége ebben az alakban írható.

Minthogy az F(z) — 0  egyenletnek az (A, or) tartomány
ban n különböző gyöke van és így tehát F(z), ha a 10. §-ban 
használt x t , . . ., x n jelek helyébe a £4, . . . , | n jeleket tesz- 
szük, a P(z) alakban írható, az ott előadott fejtegetések 
most F(z)-re is érvényesek és így az -1------b un£in meny_

* Galois, M é m o i r e  s u r  l e s  c o n d i t i o n s  d e  la  r é s o l u b i l i t é  d e s  

é q u a t i o n s  p a r  r a d i c a u x .  « O e u v r e s »  P a r i s ,  1897.  33.  l a p .  —  « A b h a n d 

l u n g e n  ü b e r  d i e  a l g e b r a i s c h e  A u f l ö s u n g  d e r  G l e i c h u n g e n  v o n  Abel 
u n d  Galois» D e u t s c h  h e r a u s g e g e b e n  v o n  H. Maser, B e r l i n  1889.

A G A L O I S - F E L E  TARTOMÁNY. [
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nviségek mindannyian egymástól különbözők és a G(x)==() 
egyenlet gyökei lesznek. Ennek az egyenletnek, a melynek 
foka /7 !, ugyanannyi különböző gyöke van, a melyek mind 
az (A,a)  tartom ányhoz tartoznak. Ugyanaz állítható tehát 
G (x )= 0-ról, valamint még akkor is, ha G(x) helyett G (x) 
bármely más irreducibilis tényezőjét választjuk.

A Galois-féle resolvensnek tehát minden olyan tarto
mányban, a melyben egyáltalában vannak gyökei, annyi kü
lönböző gyöke van, mint a hány egység van a fokszámban.

Lényeges körülmény még az is, hogy az e §. elején 
előadott tételben szereplő ut , . . ., un mennyiségeket meghagy
hatjuk határozatlanoknak. Ha ugyanis a 10. §. (G ^)  identi
tásában ezt írjuk: x —û  ------|~Hn£zn, akkor Gfu\ x ,  un)
eltűnik és lesz

n

F ( Z) =  J J ( z  -  Y  f i U) (“i M---k "n £« „)) i
i== 1

a hol T a 0 -tól különböző forma. Akkor azonban, minthogvf:(u)
a z —|j-k  az F(z) összes lineáris tényezői, az ——  mennyi
ségeknek a sorrendtől eltekintve a ,. . ., mennyiségek-rju)
kel meg kell egyezniök és így az —k kiszámításánál az 
Mj,. . un határozatlanok maguktól kiesnek.

12. §. A G(a: ) = 0  egyenletnek, a melynek foka ni, az (A, a)
tartományban a következő n! gyöke van: u1^ - f ------\
a melyek mind egymástól különbözők. A G(x) forma tehát 
ebben a tartom ányban lineáris és egymással nem aequiva- 
lens formák szorzata ; többszörös osztója e szerint nincsen 
és discriminánsa a 0 -tól különböző.

Ha már mostan az (A) tartom ányra nézve 
G (x ) =  G (x) H(x) . . .,

a hol G, H , . . . irreducibilis formákat jelentenek, akkor ezek
nek is az sequivalentia értelmében különbözőknek kell len-
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niök, mert a discrim áns m ost ugyanaz a m ennyiség mint 
előbb, tehát ismét a 0 -tól különböző és így többszörös osztó 
m ost sem lehetséges.

A G(x) — 0, H (x ) =  0 , . . . egyenletek egyaránt az adott 
F(z) =  0 egyenlet GALOis-féle resolvenseinek vehetők. Ha 

ß, ■ . . rendre egy-egy gyökük, az (A, a) tartomány tartal
mazza ß-i is és ép úgy az (A, ß) tartom ány ismét a- 1 . Az 
(A. a) és (A, ß ) tartom ányok tehát egyáltalában nem külön- 
höznek egymástól. Ez különben már abból a tényből is kö
vetkezik, hogy úgy (A, a), m int (A,/?) a legkisebb orthoid 
tartom ány, a mely (A) bővítéséből származik és a melyben 
az F(z) =  0  egyenletnek n gyöke van. Ebből még könnyen 
a következő tétel adódik k i :

G (x)-nek irreducibilis tényezői az (A) tartományban 
eyyenlő foknak.

Legyen G(x) foka k , H(x)-é l. Minthogy ß  és ß  min
den hatványa is az (A, a) tartom ányhoz tartozik, lesz

ß' — Ar0 -(- Ari a  -j------f- ak -1;
(r=o,

továbbá m eghatározhatók az (A) tartom ánynak oly C0, ..., 
mennyiségei, hogy ezek ne tűnjenek el mind és a

j t c r Ars =  0  (»«o,...,*-1 )
r=o

egyenleteket kielégítsék. Minthogy akkor
E0  +  ß  H------(- Ck ßk =  0,

azért ß  a H(z) =  0 és
C (z) =  C0 -j- Cí z 4------L Gj. zk =  0

egyenleteknek közös gyöke, z —ß  tehát a H(z) és C(z) kö
zös osztója és így még Rés. (H(z), C(z)) =  0. Ha már most 
H(z) foka nagyobb volna k-nál, //(z) a feltevés ellenére 
(A)-ban reducibilis volna. E szerint l<^k és épúgy bebizo
nyítható, hogy A '< /; tehát valóban k — I.
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A G A L O is - f é le  r e s o l v e n s  f o k a  az F{z) — 0  egyenlet rend
száma az (A) tartományban, a m e l y  e  t a r t o m á n y r a  n é z v e  

m e g h a t á r o z o t t  p o z i t i v  e g é s z  s z á m .

13. §. Az eddig kizárt eset, hogy az F(z) =  0  egyenlet 
discriminánsa* eltűnik, m ost már könnyen beleilleszthető 
eddigi vizsgálatainkba.

F{z) f e l b o n t á s a  i r r e d u c i b i l i s  t é n y e z ő k r e  m i n d e n  e s e t r e  

i ly  e r e d m é n y h e z  v e z e t :

F — P “1. . .  P Gr,

a hol P1, . . . , P r irreducibilis formákat jelentenek. Ha a z 
szerint vett deriváltat vonással jelöljük, lesz

é s  í g y  

t e h á t

r F
f = S « i p -

«1 - 1  n«r- 1 .
r  5(F (z ) ,F '(z ) )~ D {z )  =  P ^  \ . . P ,  

F ( z )

D(z)
— P  P1 1 • • • 1 r

o l y a n  f o r m a ,  a  m e l y n e k  d i s c r i m i n á n s a  n e m  t ű n i k  e l .  M o s t  

m á r  e  f o r m á n a k  m e g f e l e l ő l e g  m e g h a t á r o z h a t j u k  a G a l o i s - 

f é l e  t a r t o m á n y t ,  a  m e l y b e n  é s  í g y  Pt , . . ., Pr i s  l i n e á 

r i s  f o r m á k  s z o r z a t á r a  b o m l i k ,  é s  u g y a n e z  t ö r t é n i k  e  t a r t o 

m á n y b a n  F - f e l  is .

Egész általánosan tehát az (A) tartományra vonatko
zólag az F(z) =  0  egyenlet Galois-féle tartományának azt a 
bővített (A, a) tartományt tekinthetjük, a mely származik, 
ha az

F(z)
(F(z)7F ;W)

* «Az F(z)  — 0 egyenlet discriminánsa» — mint az magától ér
lelődik — az F(z)  forma discriminánsa.
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egyenlethez tartozó Galois-féle resolvens egyik a gyökéi 
adjungáljuk. E z t  az egyenletet általánosságban is az F(z) = 0  

egyenlet Galois-féle resolvensének fogjuk nevezni.
E tartom ányban azután lesz 

F(z) =
a hol |,- t  az F(z) =  ü egyenlet A*f-szeres gyökének mondjuk. 
Magától értetődik, hogy többszörös gyökök akkor és csak 
akkor vannak, ha Dscr. F(z) eltűnik.

A genus-tartom ányok .

14. §. Legyen most már (A) valamely m eghatározott és 
jól értelm ezett orthoid tartom ány és F(z) — 0  oly egyenlet, 
a melynek együtthatói e tartományhoz tartoznak, G(x) =  0  pe
dig ennek az egyenletnek GALois-féle resolvense. A G(x) =  0 
egyenlet egyik a  gyökének adjunctiójával kibővített (A, a) 
tartom ányban F(z) oly lineáris tényezőkre bomlik, a melyek 
a megelőzők szerint adottaknak tekinthetők. Az F(z) =  0  

egyenletnek azután n különböző gyöke lesz: ^ , . . . , 1 , , .  Ha 
F(z) discriininánsa a 0-tól különböző, n egyszersmind az 
F (z )=  0  egyenlet foka; az ellenkező nem különös jelentő
ségű esetben azonban, a mely a következőbe belé van fog
lalva, e fokszám ;j-nél nagyobb lesz.

Ha már most
/  (£l 5 • • • 5 £k)

a 4 mennyiségek oly formája, a melynek együtthatói az (A) 
tartományhoz tartoznak, akkor

/ / ( » - / ( & , .■ •  - A »
(i)

a hol a szorzás az 1 , . . . , / í számok összes t\ , . . . ,  in permu- 
táczióira kiterjesztendő, a mennyiségek symmetri-
kus formája és így y oly formája lesz, a melynek együtt-
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hatói az (A) tartom ányhoz tartoznak. E forma felbomlik 
irreducibilis tényezőkre, és ezek között minden esetre van 
egy olyan, a mely 0 -sal egyenlővé téve oly egyenletet szol
gáltat, a melynek az (A, a) tartom ányban egyik gyöke 
f (£í t . . £*). Legyen az <p(y)=0 . Ugyanabban a tartom ányban
(p(y) = 0  többi gyökeinek alakja minden esetre f (£ r , . . )  
és számuk megegyezik cp (y) fokával. Ha cp (y) — 0  gyökeit 
röviden , w2 ^m-mel jelöljük, akkor, ha az (A) ta r
tom ányt <p(y) =  0  egyik gyökének adjunctiójával bő
vítjük, a 7. §. fejtegetései szerint bizonyos m eghatározott 
orthoid (A, ru) tartom ányt nyerünk, a mely egyszerűen az 
összes

Ao +  Ai rH~\-----H Am- 1  V ? -1
alakú m ennyiségekből áll. Kronecker terminológiája sze
rin t * (A, z?i)-t az (A)-ból származó genus-tartománynak  (A)-t 
pedig (A, rii) törzstartományának  nevezzük.

Az (A, yf) (í — 1 , . . ., ni) tartom ányok conjugátt genus
tartományok;  az mennyiségek — mint ugyan
annak az irreducibilis egyenletnek gyökei — valamint ál
talánosságban az Aq +  Aí rji -)-••• +  Am-\  (* =  1, • • •, m)
számra nézve m mennyiség conjugátt mennyiség. E kife
je z é s : ccconjugált» term észetesen csak (A)-ra és a <p(y) =  0  

egyenletre vonatkozólag értendő, mert valamely bővített tar
tományban a (p{y) =  0  egyenlet esetleg már nem irreduci
bilis többé és az azután különböző tényezőknek megfelelő 
gyökei sem conjugáltak többé. Mint különös esetet fog- 
lalja ez magában a conjugált (A, £j) tartom ányokat és az 
F(z) =  0 egyenlet conjugált gyökeit, ha f -nek £f-t válasz
tottuk.

Galois-féle genus-tartomány az olyan, a melynek <anin-

* Festschrift 2. §.
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csenek conjugáltjah, azaz, a melyre nézve a conjugáltak: 
(A, yf), . . ., (A, ym) egybeesnek. Ez az eset, mint azt előbb 
( 1 0 ., 1 1 . §.) épen bebizonyítottuk, valóban mindig- beáll akkor,
ha y =  a1|f14------f un£ini azaz ha a q>{y) =  0 egyenlet a Ga-
Lois-féle resolvens. Hogy viszont a conjugáltak egybeesnek, 
azt jelenti, hogy a (jp(y) =  0 egyenlet egyik gyökének ad- 
junctiója után a bővített tartom ány tartalmazza a többi gyö
köket, y2, . . . , y m-et  is. A «legkisebb» tartomány tehát, a 
melyben a g>(y) =  0 egyenletnek egy gyöke van, egybeesik 
avval a «legkisebb® tartom ánynyal, a melyben m gyöke van, 
a GALOis-féle tartománynyal. Ama tartom ány tehát «Galois- 
féle tartomány®.

Az  (A, yf) tartomány minden mennyisége kielégít oly az 
(A) tartományra vonatkozólag irreducibilis egyenletet, a 
melynek foka a (jp (y) =  0 egyenlet fokának, m-nek osztója. 
Ha röviden

9 (*?í) — yi~\----- f-Aní_:i yrf  b
akkor e m ennyiség minden esetre kielégíti a

m
H (z) =  17{z - 9 fy i ) )  =  Q

i-= 1
egyenletet, a hol a bal oldalon álló szorzat az w^-kben sym- 
m etrikus ; az egyenlet tehát minden esetre a 

zm-\-C0 zm_1d----=  0
alakot veszi- fel és együtthatói az (A) törzstartom ányhoz tar
toznak.

Ha ez az egyenlet irreducibilis, a felállított tétel helyes. 
Az ellenkező esetben legyen

yj (z) =  zk -f- C'0 z1̂ 1 H-----f- C*
a bal oldalon álló forma egyik irreducibilis tényezője, 
melynek gyöke pl. g(m). De akkor ry a

y [g  (y)) -  0

a
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és cp (y) — 0  egyenletek közös gyöke. így tehát 

Rés. (yj(g{y)\  <p(y)) =  0  

és minthogy qp(y) irreducibilis, szükségképen

V(9{y)) =  9>(9)9>i(y)'
azaz a iy[g(ifj) — 0  egyenletnek az összes ym értékek,
a — 0  egyenletnek az összes g (m) értékek fognak mint 
gyökök megfelelni. Minthogy ez az egyenlet irreducibilis, 
xfj{z) =  0  gyökei a g(yi) összes különböző értékei, a me
lyek — mint az magától értetődik — mint egyszerű gyö
kök lépnek fel. Ugyanez érvényes H(z) minden irreducibi
lis tényezőjére; ezeknek foka tehát egyenlő és ha ez k, ezek 
szerint lesz m —kl, a hol / a H(z) irreducibilis tényezőinek 
szám át jelenti és H(z) = {if/{zfj. Evvel most már a felállí
to tt tétel be van bizonyítva.

15. §. A z  (A, r̂ i) tartománynak valamely y(ry) mennyi
sége k-adrendü, ha kielégít oly az (A)-ban irreducibilis 
egyenletet, a melynek foka k. Az előbbiek szerint k itt min
dig osztója m-nek, ha m az ry mennyiség rendszáma.

Gonjugált mennyiségek term észetesen egyenlő rendűek.
Ha az rji mennyiség m-edrendü, az (A, yf) genus-tarto

mányt is m-edrendünek fogjuk nevezni. Ez azonban alacso
nyabb rendű mennyiségeket is tartalmaz és ezek közt min
den esetre az elsőrendű m ennyiségeket is, a melyek már az 
(A) törzstartom ányhoz tartoznak.

Az összes m-edrendű mennyiségek, a melyek az m-ed- 
rendű genus-tartom ányban benfoglaltatnak, összességükben 
az (A) törzstartom ányra vonatkozólag algebrai mennyiségek
nek egy m eghatározott genusát alkotják, a melyet ismét 
m-edrendünek nevezünk.

E szerint az F(z) =  0  egyenlet , . . ., t,k gyökeinek 
minden formája meghatároz egy m eghatározott genus-tartó-
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mányt és meghatározza az (A) törzstartom ányra vonatko
zólag algebrai mennyiségek egy m eghatározott genusát. 
A genus-tartom ány tartalm azza a genus összes mennyisé
geit. A genus-tartom ány tartalm az azonban más «alacso
nyabb» genusokat is ; még pedig oly módon, hogy ha tar
talmaz valamely /í-adrendű y  mennyiséget, akkor tartalmazza 
egyszersmind az evvel definiált genus összes mennyiségeit 
is. Ezek ugyanis mind A0 -f A1 y  +  ••• -f Ak_í yk~1 alakúak, a 
hol a feltevés szerint y  hasonló módon állítható elő ur ből.

A m eghatározás e módjai kiterjeszthetők «az F(z) =  0  

egyenlet raczionális függvényeire» is, azaz az

f i  (£1 1 • • • i £/c)
/ . ( í n - . . , ! * ) . ’

mennyiségekre, a hol ___, | A.) a O-tól különböző. Ha
ugyanis a számlálóban és nevezőben / 2 (£x, . . . ,  conjugált
mennyiségeivel szorzunk és az / 2 ....... | Ä)-t meghatározó
egyenlet

zk + C 1J ~ '  +  - + C k =  0,

az új nevező ennek az egyenletnek Ck együtthatója lesz, a 
mely nem lehet 0 , m ert különben az egyenlet reducibilis 
volna. Evvel tehát ama kifejezést közvetlenül az / ’(| x, . . .,£/<•) 
alakra vezettük vissza.

Minden m-edrendü y mennyiség, a melyet az m-ed- 
rendü (A, rg) genus-tartomány tartalmaz, ezt a genus-tarto
mányt és az ebben foglalt m-edrendü genust egészen azonos 
módon határozza meg.

Ez a tétel így is fogalmazható :
Ha y  és m-edrendüek és y  benne van (A, rg)-ben, 

akkor az (A, y) és (A, rg) genus-tartományok ugyanazokat a 
mennyiségeket tartalmazzák.

A fellevés szerint y  minden hatványa is benne van
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(A. gf-hen  úgy, hogy

y  — Ar0 -j- Arx ifi -j I~Ár>m—\'i)i> 1 r
(r=o, i, í)

az i Ars J determ ináns pedig nem tűnhetik el, m ert j  Ars j =  0 azt
m utatná, hogy van a m ennyiségeknek oly Cr ( r = 0 __,/n—1 )
rendszere, a melynek elemei nem mind egyenlők 0 -sal és a 
melyek kielégítik a

m- 1

2  Ars — 0  (s=-o........m—í)
r=o

egyenleteket. Akkor azonban egyszersmind volna

Q> +  Q  y  -f------b 7 m - 1  =  0

és y  nem volna m-edrendű mennyiség, Ámde, ha ; Ars | nem 
0 , akkor a 7 r-re vonatkozó egyenletekből az is következik, 
hogy

gi =  B0 +  Bí y + - - + B m_1y m- \

azaz, hogy és evvel együtt az (A, gf) genus-tartom ány min
den mennyisége benne van (A, 7 )-ban.

Végül még közvetetlenűl azt is látjuk, hogy ha a  benne 
van az (A, gf) genus-tartom ányban, akkor (A, gf) tartalmazza 
a  genusának és az (A, a) genus-lartom ány összes mennyi
ségeit.

Az a genusa, ha a  A-adrendű, az egyetlen A-adrendű 
genus, a melyet az (A, a) genus-tartom ány magában foglal.

Az a  genusa ß  genusa alá van foglalva, ha összes 
mennyiségei az (A, ß)  genus tartom ány mennyiségei.



i ; ; ;

G en us-tartom ányok , a m ely ek n ek  törzstartom ányai is 
m ár gen u s-tartom án yok .

16. §. Legyen ismét (A) az az orthoid tartomány, a mely
ből kiindulunk, F(z) valamely az (A) tartományból származó 
irreducibilis forma és | t , . . legyenek az F(z) = 0 egyen
let gyökei a megfelelőleg bővített tartományban. Akkor az 
(A, Ij) genus-tartom ány újból oly orthoid tartomány, a mely 
az eddig kifejtett fogalomalkotás kiinduló pontjául szolgál
hat úgy, hogy (A, ^j-nek m ost (A) eddigi szerepe jut. Ez 
oly genus-tartom ányok alkotására vezet, a melyeknek törzs- 
tartománya is már genus-tartom ány és így, ha az eddig 
megvizsgált «első rangúaktól» különbözők volnának, «maga
sabb rangú» genus-tartom ányokat alkotnának. Ki fog tűnni 
azonban az a fontos eredmény, hogy az (A) törzstarto
mányból származó genus-tartományok magukban már is zárt 
Összességet alkotnak, azaz, ha bármely ilyen genus-tarto
mányból, mint törzstartom ányból indulunk ki, az így szár
mazó «magasabb rangú)) genus-tartom ány ismét csak vala
mely közvetetlenül az (A)-ból származó genus-tartom ány lesz.

Mielőtt azonban a részletekre áttérnénk, meg kell mu
tatnunk, hogy a fogalomalkotás, a mely valamely az (A, ij)- 
hől származó genus-tartom ányhoz felemelkedik, a 14. és 
15. §. fejtegetéseibe teljesen beleilleszkedik. Ez valóban úgy 
van, ha be tudjuk bizonyítani a következő té te l t :

(A)-val együtt az (A, |j) genus-tartomány is jó l  értel
mezett orthoid tartomány.

A 3. §-ban történ t megállapodások szerint ez alatt rész
letesen fogalmazva a következőt kell értenünk. Avval a mód
szerrel együtt, a melylyel képesek vagyunk, valamely az 
(A)-ból származó forma irreducibilis tényezőit véges számú 
lépésben meghatározni, adva van egyszersmind oly módszer

r, E N l ' S -TA  RTOM Á N YO K MI NT TŐR/.STARTOMÁ N YOIC.



171 TV. AZ ALGEBRAI M ENNYISÉGEK Ki.  §.

is, a melylyel ugyanezt a problém át bármely az (A, | z) genus- 
lartományból származó formára vonatkozólag megoldhatjuk. 
E m ódszert m ár most részletesen akarjuk kifejteni *.

Erre mindenek előtt a következő előleges megjegyzé
sek szolgálnak :

Legyen adva a
$á') (x) — x n -f- x n~l d-----f- a$

forma, melyet mindig már az egyik, pl. x  határozatlanra 
nézve szabályosnak tételezhetünk föl és a melyben e szerint 
az er^-ek a többi határozatlannak az (A, | z) genus-tartom ány
ból származó formái, vagyis részletesen

a \) — Ar0 -j- Arí |j-d------ lí  i
hol e szerint az A;.s-ek ismét az (A) tartományból származó for
mák. Most már 0 ^  (x) oly tényezőkre bontandó, a melyek az 
(A, genus-tartom ányban irreducibilisek. A jelölé
sek azért szükségesek, mert a 0 (1),. . . ,  «conjugált for
mákat» ** egyidőben kell megvizsgálnunk.

Hogy ily
(x) =  (x) .. . (x) (a)

felbontás van és hogy e felbontás, ha minden egyes Pj^ 
irreducibilis tényezőben x  legmagasabb hatványának együtt - 
hatója 1 , teljesen egyértelmű, azf e fejezet 3. §-ában már 
kim utattuk ; itt tehát már csak magát e felbontást kell meg
határoznunk. Világos továbbá az is, hogy evvel együtt ama 
felbontás mindjárt a conjugált genus-tartom ányok conjugált 
formáira nézve is m egvan ; mert hiszen | z-re  nézve csak 
az a feltevés lép be, hogy e mennyiség az (A)-ban irredu-

* Ezt legelőször KrOiNEcker tette a «Festschrift» 4. jj-ában. 
L. egyszersmind Molk idézett értekezését (Acta math. VI. k.).

** Conjugált formák az olyanok, a melyek megfelelő módon 
conjugált együttható-sorokból épülnek föl.
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cibilis F(z) — 0  egyenlet gyöke úgy, hogy az eredmények 
i =  m esetében egyaránt érvényesek.

Ha azt írjuk, hogy x ^ u ^ + v ,  a hol u és y új határo
zatlanok, akkor egyszersmind lesz

«X8 («&•+«) = jf(«Si+i>) • ■ ■ i f t ä + o ) ;  (/>,)
és viszont valamely

d>il) (n|i+y) =  0 ^  (u, y). . .  (u, y) (fe3)

felbontásából, ha ismét azt írjuk, hogy u^-\-v=x, származik

4>il) (x) =  (u, ,r — |j- u ) . . .  (u, x  — | f «),

a miből ismét (x) felbontására is lehet következtetni; 
mert ez a forma semmi esetre sem osztható oly formával, 
a mely az u határozatlant tartalmazza ; az u határozatlan
nak tehát (u, x  — «)-ból magától kell kiesnie.

$ l) (x)-nek (a) és <p(l) («^-(-yj-nek (fej) és (fe2) felbontá
saiban végre a p f ' \ x )  és tényezőknek egyidőhen
irreducibiliseknek kell lenn iök ; m ert az egyik forma bár
mely valódi felbontásából az épen mondottak szerint a má
sik forma ép oly felbontására következtethetünk.

17. §. V izsgálatainkat már most az F(z) == 0  egyenlet 
m eghatározta GALOis-féle tartományban folytatjuk, a mely az 
összes | j ........mennyiségeket tartalmazza. Akkor azon
ban két

0 (l’) (íí| l--f-y) (í=i,

formára nézve a legnagyobb közös osztó ^ 1 . (Épen azért, 
hogy a problém ának ezt az egyszerűsítését elérjük, kell ál
talánosságban az x  =  u|,- +  y transform atiót alkalmaznunk) 
Ha ugyanis részletesen írva

<P{l) (u^+ y) =  (u ĵ--f-y)#,-j- a f  (n ij+ n ) ' ' 1 H------h

<^')(u£y+ y) =  (u |7 + y)n+  «iJ')(y |/+ y ) n - 1 +  ---+  «S/}
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és utiJr o--iv, akkor ezekből következik, hogy

+  v =  w +  u (£j—£i)
és

0 ^  (w) — wn~\-a^ wn-1-t-----(- a {r[\

0 { i] (10+11 (Íj—Íi)) = ( " H u  (£j—l,-))" +  (uH-udj— l i ) )n _M ------- b « ! /1-

E transform ált formák legnagyobb közös osztója akkor és 
csak akkor lesz 1 , ha az eredeti formák legnagyobb közös 
osztója is az. Hogy azonban e transform ált formákra nézve 
valóban

abból a megjegyzésből világos, hogy e legnagyobb közös 
osztó, mint 0 ^  (w) osztója csak oly forma lehet, mely az u 
határozatlant nem tartalmazza, és így, ha 0 ^ ( w  -j- u ( |7- — |,-))-t 
az ii hatványai szerint rendezzük, szükséges, hogy az u min
den egyes hatványa mellett fellépő együtthatónak, tehát az 
un m ellett fellépő együtthatónak, a

m ennyiségnek is osztója legyen. Minthogy e m ennyiség 
azonban a 0 -tól különböző és a határozatlanokat egyáltalá
ban nem tartalmazza, a feltételezett legnagyobb közös osz
tónak 1 -gyel sequivalensnek kell lennie.

Feltételezhetjük továbbá még azt is, hogy Dscr. 0 ^ { x )  
a 0 -tól különböző, azaz hogy 0 íl)(x)-nek nincsen többszörös 
osztója. Különben ism eretes volna 0 ^  valamely 0 ^ — 0[l> 0 ^  
felbontása és további vizsgálatainkat e felbontás tényezőin 
folytathatnék.

Akkor végre

J I ^ l) («!/+») =  G  («, d)  
i=i

az u, v és a többi x  határozatlanoknak az (A) tartományból 
származó oly formája, a melynek többszörös osztója nin
csen ; mert bármely ily irreducibilis többszörös osztó vagy
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a 0 ^  forma többszörös osztója, vagy pedig a $ i] és 0 J) for
mák közös osztója volna, pedig e két eset közül egyik sem 
állhat be.

Ha már most a G(u, v) formát, a mely a jól értelm e
zett (A) tartományból származik, e tartományban irredu- 
eibilis tényezőire bontjuk:

G (u, v) =  (u, u) G2 («, v) . . .  Gs (u, n),
akkor az (A, £j) tartományban

(0(l) (uii+ö), Gr («, n)) ~  QÍ-l) («, n)
<P(î  egyik irreducibilis valódi osztója lesz. Először ugyanis 
nem lehet, hogy ~  1 . mert különben egyszersmind volna

(<Pil} (u| í+ ü), Gr (u, ü ))~ l (i=i,..., m)
és e szerint

(G, Gr) ~  1 ,

ínig Gr a G forma 1 -től különböző osztója.
De az sem lehet, hogy

OS
legyen, vagyis hogy ez két valódi osztó szorzata : mert (j\l> 
ha i =  l , . . . , / n ,  mindig 0 ^  (u |z- v) osztója és minthogy 

szükséges, hogy egyszersmind (Qjí\ le
gyen. Minthogy azonban i =  l , . .., rn-re nézve Gr osztható ($)- 
rel, Gr-nek oszthatónak kell lennie JJQ^-YeX. E szerint tehát

n o & i i Q

két az (A)-ból származó igazi forma szorzata volna ; mert 
Qri-gyel együtt e formák szorzata is tartalmazza a határo
zatlanokat.

Ezen eljárást az összes G1( u ,v ) , . . .  Gs (n, v) formákra 
alkalmazva, megkapjuk (u, v) A^alamennyi irreducibilis 
osztóját. Minden ilyen ugyanis a Gt ,.  . ., Gs formák vala
melyikében mint osztó hennfoglaltatik.

K önig, A lgebra i m en n yiségek . 1 2
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A leírt módon talált irreducibilis Qp («, v) ( r = l , ...,, s) 
osztók mind különbözők i s ; különben fejtegetéseink elle
nére Gr és Gr*-nek közös és így G-nek többszörös osztója 
volna.

E szerint 0 >z) minden irreducibilis osztója csak a Gr 
formák egyikében van benne ; tehát le sz :

# > (u| . + 0  =  Q Í W ) - - - QÍi) («.'')

és végre, ha ism ét azt írjuk, hogy u£i-\-v=x, lesz 

0 »  (x) =t P p  (x ) . . .  P p  (x) ;

mert, ha a jobb oldalon álló formákban v helyébe x  — uf^-t 
teszszük, u-nak magától ki kell esnie.

Oly 0 ll) (x) formát tehát, a melynek discriminánsa a 
0 -tói különböző, az (A, |;) genus-tartományra vonatkozólag 
a kővetkező szabály szerint bonthatjuk fel tényezőkre:m

Alkossuk a n r^ ( u & + « )  =  G(ü, v) formát, a melynek 
együtthatói az (A) tartományhoz tartoznak és bontsuk fel 
G-t az (A)-ra vonatkozólag érvényes módszerek szerint:

G — G1G2. .. Gs .
Ha már most

(4>{l) (u£,-+y), Gr (u, vj) ~  Q{f } (u, v\
akkor lesz

0 (f) (n |í+ y) ~  Qp («, v) .. . Q{sl> (u, y)

és ha ismét azt írjuk, hogy u |,-\-v=x, a kereseti felbontás 
le s z :

0 (,) (x) ~  QW (íj, a- _  u |;) ... 0 ^  (u, x —u|j-)~ Pp (x ) ... Pp (x).

18. §. A most kifejtett módszer, mely az (A, | f) genus
tartományból származó 0 $  forma fölbontását adja irreduci
bilis tényezőkre, a formában föllépő határozatlanok számá- 
lól elvileg teljesen független, a mint ez a módszer előadá-
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sából világos. Még sem fölösleges annak fölemlítése, hogy 
mihelyt a forma egy határozatlannál többet tartalmaz, a 
II. fej. 4-ik §-a szerint 0^-rő l áttérhetünk a csak egy ha
tározatlant tartalmazó cp^~re. Ekkor q ß -nek véges számban 
lévő osztói m egadják 0'l) összes osztóit, tehát egyszersmind 
e forma fölbontását irreducibilis osztókra.

Az egy és a több határozatlant tartalm azó formák közt 
van azonban más fajta elvi különbség, mely még itt ki
fejtendő.

Valamely (A)-ból származó irreducibilis forma term é
szetesen reducibilis lehet, vagy irreducibilis m aradhat, ha 
más-más az (A)-ból származó (A, ) genus-tartom ányba me
gyünk át. Ha azonban a forma csak egy határozatlant tar
talmaz, a megfelelő GALois-féle tartom ány olyan, hogy benne 
ama forma minden esetre lineáris tényezőkre bomlik.

Az (A)-ból származó formát föltétlenül irreducibilisnek 
mondjuk, ha minden (A)-ból származó genus-tartományban 
irreducibilis marad.

Egy határozatlannak elsőnél magasabb fokú formái 
tehát sohasem föltétlenül irreducibilisek. Lineáris valódi for
mák pedig mindig föltétlenül irreducibilisek.

Ha m ost már valamely több határozatlant tartalmazó 
0 ^  forma reducibilis, akkor ugyanez áll a megfelelő, egy 
határozatlant tartalm azó <̂>(í)-re nézve i s ; azaz a fölbontás 
már is a egyenletnek megfelelő GALois-féle tartomány
ban eszközölhető. Mert ekkor az irreducibilis tényezőknek 
szükségképen a epd) oly tényezői felelnek meg, melyekben a 
határozatlanoknak kitevői mint «magassági számok» lehet
ségesek.

Ha 0 ^  e szerint reducibilis, fölbontása már egy bizo
nyos, előre meghatározott genus-tartományban eszközölhető.

Előfordulhat azonban, hogy cp̂ -nek egy tényezője sem
1 2 *
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felel meg az em líteti föltételnek, és ekkor 0 (il ama Galois- 
féle tartom ányban irreducibilis marad. Ekkor tehát föl
tétlenül irredueibilis. Ez az eset csakugyan bárhányad fokú 
formáknál bekövetkezhetik, mihelyt a határozatlanok száma
egynél nagyobb. Legyen pl. F (x t ........x m - i )  valamely tetszés
szerinti forma ; akkor

■ x, 5) +  x r

ilyenféle forma lesz. Minthogy ugyanis .r/n-ben első fokú, 
mihelyt egyáltalában fölbontható, kell, hogy oly valódi osz
tója legyen, mely x m-e\ nem tartalmazza. De ez a valódi 
osztó osztaná ism ét x m együtthatóját, az egységet, azaz a 
föltevés ellenére nem valódi osztó. Evvel a következő tétel
hez ju to ttu n k :

Az  (A)-ból származó form ák tartományában vannak 
bárhányad dimensiójá föltétlenül irreducibilis formák, me
lyek azonban legalább két határozatlant tartalmaznak.

Vájjon 0 (l) föltétlenül irreducibilis-e, vagy sem, azt el
döntjük az által, hogy a < ^ = 0  egyenletnek megfelelő Ga- 
Lois-féle tartom ányban vizsgáljuk. 0'A akkor és csak akkor 
föltétlenül irreducibilis, ha a qfh— 0  értelmezte Galois-féle 
tartomány ban irreducibilis.

19. §. Ha már most (A,!,-) az (A)-ban irreducibilis 
F(z) =  0  egyenlet bármely gyökével értelm ezett genus-tarto
mány és Gi(z) — U ism ét valamely az (A, | f)-ben irreducibi
lis n-edfokú egyenlet, ennek egyik gyöke pedig y y , akkor 
(A, gif) oly genus-tartom ány lesz, a melynek törzstarto
mánya (A, £,■). E genus-tartom ány áll az összes

/i—i
2

/ ' = 0
1 ' <  %

mennyiségekből, vagy pedig, ha bevezetjük 
alakját, az összes

a\lJ részletes



G E N U S - T A R T O M Á N Y O K  M I N T  T Ö R Z S T A R T O M Á N Y O K . 181

m — i  n— i

9 (I í -% ) =  2  2 X 4s = o  r = o  '
mennyiségekből.

Ha két új határozatlan, u és v bevezetésével az

formákat * alkotjuk, azt látjuk, hogy két ily forma, u |f-|-w^y 
és akkor és csak akkor lehet egyenlő, ha í = í # és
j = j -  így tehát (a II. fej. 17. §-a szerint) két az (A) tar
tományhoz tartozó mennyiséget, egyebek közt két raczio- 
nális és egész számot k-t  és / - 1 úgy határozhatunk meg, 
hogy

7 ij ~  ^ l í  4 “ tyij ( i= i, . . . .  m; 7= 1, . . ., n) 

mn különböző m ennyiséget jelent. Ezek e szerint a
m n

H ( z ) = . n . U ( z - y i j )  =  HÍ = 17=1

egyenletet fogják kielégíteni, a hol H{z) bizonyos az (A)II
tartományból származó forma. J I { z - r u )  ugyanis symmetri-

/ —1 '
kus ^ ....... nin-re nézve és így tehát az (A, £,•) tartomány
form ája; H(z)  pedig e szerint symmetrikus ....... | m-re vo
natkozólag.

Az (A, I,-, rjij) tartom ánynak bármely g ( | t-, rfij) mennyi
sége tehát a

9  ( I f  5 r(ij) — ^ o +  ^ i  7ij~\-------H C m n -1 y 1™1 1 Í 9 )

alakra hozható, a hol a C m ennyiségek az (A) tartományhoz 
tartoznak, (g) ugyanis, ha i = 1 ,. . . ,  m; j = l , . . . , n  oly egyenlet
rendszert képvisel, a melyből a C «ismeretlenek» mint az 
(A) tartom ány mennyiségei adódnak ki. Minden esetre

ALS — As,
a hol az összes J, J , , . . . ,  determinánsok a következő

* A további kifejtés e szerint az Fiz) (7 (zt . . • Gm (z)=0 egyén
iül (iAi.ois-féle tartományában megy végbe.
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alakúak :
l e l t é n  ' % ■ ) f

és minden esetre azt írhatjuk, hogy
( h\i= i___ m;

., mn
7 = 1 , . . .  ,n <

a» & . % ) = £

A itt a ü-tól különböző, mert A2 a H(z) discrim inánsa és 
H(z) =  0 oly mn-edfokú egyenlet, a melynek mn különböző 
gyöke van.

9h(^iiTlij) amaz előállítása után a determ inánsok szor
zás-tétele szerint lesz

és \£irfij \ nem 0, m ert különben A is egyenlő volna 0 -sal*. 
A j elhagyása után tehát valóban lesz

KCS =  KS}

a hol K, K11. . . ,K mn_í az (A) tartom ány mennyiségeiből 
összeállított determ inánsok és K a 0 -tól különböző.

Evvel azonban be van bizonyítva, hogy az (A, 
genus-tartom ány azonos az (A, yy) genus-tartomány nyal, a 
mely utóbbi az (A) tartom ányból a H(z) =  0  egyenlet egyik 
gyökének adjunctiója révén származik. A (g) szerint ugyanis 
minden g ( |t-, gij) mennyiség benne van (A, yy)-ben és viszonl 
az utóbbi tartom ány minden mennyisége benne van (A, J,-, gy)- 
ben ; mert ez az eset fennáll yy -re nézve.

Az (A) törzstartom ányból származó genus-tartom ányok 
összessége tehát, a mennyiben már nem bővíthető oly egyen
letek gyökeinek adjunetiójával, a melyeknek együtthatói vala
mely ilyen genus-tartományba tartoznak, a mennyiségek ön
magában zárt országát alkotják.

* A  ÜjV̂ j d e t e r m i n á n s a  II. f e j .  12. $ - á b a n  h a s z n á l t  m ó d s z e r r e l  

k ö z v e l e t l e n ü i  k i s z á m í t h a t ó .
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A m ennyiségeknek legegyszerűbb ilyen országa az al
gebrai számok országa , a mennyiben minden egyenlet, a mely
nek együtthatói algebrai számok az épen bebizonyítottak 
szerint ismét csak a szó közönséges értelmében vett (e fe
jezet 7 §-ában értelm ezett) algebrai számokat értelmez. Ép 
úgy származik az n határozatlan algebrai függvényeinek 
országa.

így tehát m ondhatjuk, hogy csak «első rangú» algeb
rai mennyiségek (számok és függvények) vannak, ha ezt a 
feleslegessé vált elnevezést a 16. §. bevezető szavainak értel
mében még ez egyszer alkalmazzuk.

Ama H(z) — 0  egyenlet, a mely az illető algebrai meny- 
nyiséget egyenesen mint az (A) tartományból származó 
m ennyiséget értelmezi, az adott utasítás szerint közvetetle- 
nül fölállítható.

R aczionális tartom ányok.

20. Legyenek

valamely m eghatározott holoid vagy orthoid tartom ány bár
mely mennyiségei. Akkor 9 ^ ,.. . ,9 1 ^  raczionális és egész 
formáinak összesége — mint azt közvetetlenül látni —- (valódi 
vagy nem valódi) holoid tartom ányt alkot.

Az «9tt ,. . ., 91̂  raczionális függvényeinek» összessége, 
azaz a két ily raczionális és egész formából alkotott hánya
dosok összessége, a hol csupán csak a 0 mint nevező ki
zárandó, az I. fej. 4. §-a szerint orthoid tartomány, a me
lyet KRONECKER-rel az 9t m ennyiségek raczionális tartományá
nak nevezünk és az

( B t , . . . ,  V
jellel jelölünk.

Ekkor term észetesen a ■ mennyiségekéi

183
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az eredetileg adott ortlioid tartomány mennyiségeinek kell 
tekintenünk és nincsen kizárva az sem, hogy két ily meny- 
nyiség egyenlő a nélkül, hogy' megfelelő együtthatóik egyen
lők. Ez term észetesen nem akadálya az adott m egállapodá
so k n ak ; de jó  lesz arra figyelnünk, hogy a nevezőkből kizárt 
^  A* Sí“ 1 Stg2 •. • kifejezések azok, a melyek mint az eredeti
g **
tartomány mennyiségei 0 -sal egyenlők.

Ha csak egy 9 t m ennyiség van és ez 1 -gyel egyenlő, 
akkor az így értelm ezett raczionális tartom ány a raczionális 
számok tartománya, az absolut raczionális tartomány, az (1 ).

Ha az mennyiségek mind határozatlanok,
9 ^=#,-, akkor nyerjük az [[1 ], x t , . . ., x holoid form a-tarto
mány mellérendelt ortlioid tartom ányát, a melyet a /a ha
tározatlant tartalmazó természetes raczionális tartom ány
nak nevezünk és jelképben röviden íyy jelölünk:

(Xi, x 2, . . . ,  x^j).
E megállapítások után bebizonyíthatjuk Kroneckep. követ
kező alapvető tételét:

Mindaddig, míg csak az algebrai mennyiségek elmé
letében megvizsgált tulajdonságok jönnek tekintetbe, azaz 
míg a kérdéstételben csak az eredeti holoid vagy ortlioid 
tartom ánynak megfelelőleg értelmezett kapcsolatok fordul
nak elő, minden raczionális tartomány azonos bizonyos genus- 
iartománynyal, a mely valamely természetes raczioncilis tar
tományból származik.

Ennek bizonyítására vizsgáljuk meg először az(9 í 1 ,...,9 fjU)- 
ben minden esetre bennfoglalt (9 ^ ) raczionális tartományi, 
Akkor két eset lehetséges. Az 3 ^  raczionális és egész formái
ként értelmezett

ii i
A *7 (r = o, í , . . . )í=i

mennyiségek, vagy mindannyian a 0 -tól különbözők, hacsak
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az összes q  együtthatók nem mind egyenlők 0 -sal ; vagy pe
dig van köztük oly mennyiség, a mely 0 -sal egyenlő a nél
kül, hogy az összes együtthatók eltűnnének.

Az első esetben (9^) minden tulajdonságában megegye
zik az (Xj) term észetes raczionális tartománynyal és %  egy
szerűen határozatlan jelének tekinthető.

A második esetben bizonyos m eghatározón /?-re és bi
zonyos m eghatározott raczionális és egész c0 , . . . , q ,  érték- 
rendszerre nézve /*

=  0 .
i=i

Ha a hal oldalon álló formát, m int az 9tt határozatlan for
máját irreducibilis tényezőire bontjuk, ezek közül az egyik
nek 0 -sal kell egyenlőnek lennie; azaz Díj algebrai szám és 
(9tt) az absolut raczionális tartom ányból származó egyik 
genus-tartomány.

Ámde, minthogy a term észetes raczionális tartomány is 
úgy fogható fel mint a belőle származó elsőrendű genus-tarto
mány , evvel a tétel egy 9 tj mennyiség esetére be van bizonyítva.

Az általános eset bebizonyítása könnyen végezhető a tel
jes inductio segítségével. Általánosságban feltételezhetjük, 
hogy az (9 t x........9 tw_ 1) raczionális tartom ány oly genus
tartomány, a mely valamely term észetes raczionális tarto
mányból származik. E szerint (9^........9t(t<_1) egyszersmind
orthoid tartom ány is.

Most ismét csak az a két eset lehetséges, hogy a 

t< H %  (n=o,
7 =  1

formák, a melyekben a (?;-k az (9t1, . . . ,  9tm_1) raczionális 
tartományba tartozó m ennyiségek vagy mindannyian a 0 -tól 
különbözők, ha az összes (q mennyiségek nem mind zé
rusok, vagy pedig bizonyos m eghatározott n-re és bizonyos 
m eghatározott (>0, . . (>n értékrendszerre nézve

1-85
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y « i K = o .
1 = 1

Az első esetben 91̂  minden itt tekintetbe jövő kapcso
latra nézve nem más, mint új határozatlan és (9 ^ ........91w)
ismét oly genus-tartom ány, a melynek törzstartom ánya egy
szerűen az 91̂  határozatlannal bővült. Az ugyanis, hogy 
annak az egyenletnek együtthatói, a mely a genust meg
határozza, nem tartalmazzák az 91« határozatlant, csak oly 
specziális körülmény, a mely a genus-tartom ány értelmezé
sén lényegében nem változtat.

A második esetben 9t^ ismét oly irreducibilis egyenlet 
gyöke, a melynek együtthatói az (9 fít ........91jM_ 1) genus-tarto
mányhoz tartoznak, a mely maga valamely term észetes ra- 
czionális tartományból szárm azik; (9 ^ , . . . ,  91 )̂ tehát oly 
genus-tartomány, a melynek törzstartom ánya (91x,.  . ., 91«). 
Akkor azonban a 19.§-ban bebizonyított tétel szerint (9t1? ...,91^) 
valóban oly genus-tartom ány, a mely valamely term észetes 
raczionális tartom ányból származik.

A mennyiben az 91 m ennyiségeket «algebrai» tulajdon
ságaik értelmezik, ez csak úgy lehetséges, hogy megadjuk 
azokal az egyenleteket, a melyeket az 91 mennyiségek ki
elégítenek; még pedig úgy, hogy az 91;-t meghatározó egyen
let együtthatói az (91t ........91I_1) raczionális tartom ányba
tartoznak. A két eset m egkülönböztetése, valam int annak a 
© genus-tartom ánynak felállítása, a mely arithm etikai és 
algebrai kérdésekben az adott raczionális tartománynyal 
azonosnak tekinthető, ekkor magától adódik ki.

21. §. Az evvel elért, az algebrai mennyiségek elméle
tére nézve nagy jelentőségű eredm ényt először Kronecker- 
nek a «Festschrift »-bői* vett következő szavaival akarjuk 
jellem ezni:

* A  3 . §. elején.
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«Az Sij, 9t2, 9Í3, . . . m ennyiségek, azaz a raczionális 
tartom ány elemeinek választása magában semmi megszorí
tásnak sincsen alávetve, de azért az algebrai mennyiségek 
elméletére nézve annak nincsen semmi értelme, hogy az 
elemek közé transcendens számokat, vagy pedig változók 
transcendens függvényeit is felvegyük ; mert ez eredmények 
változatlanok m aradnak, ha az ily transcendensek helyébe 
új független változókat teszünk. Ha ugyanis az 9^, 9t2 ,9t3, . 
algebrai függvényeinek elméletébe tartozó eredményeket arra 
az esetre már kifejtettük, a midőn a transcendens 9 ?-eket füg
getlen változókkal helyettesítettük, akkor ezen eredmények 
term észetük és eredetük szerint az 9 i mennyiségeknek 
csak oly specialisatiója esetén változhatnak vagy módo
sulhatnak, a melynél ezen elemek algebrai vonatkozásai 
lépnek be.))

Ebből azután — az épen bebizonyított tétel szerint — 
ismét KRONECKER-nek az idézett helyen előforduló szavait 
használva, továbbá következik :

«E szerint végre oly raczionális tartományok felvételére 
szorítkozhatunk, a melyeknek elemei bizonyos számú változó 
vagy határozatlan mennyiségek, a melyekhez ezeknek még 
legfölebb egy algebrai függvénye csatlakozik. Oly mennyi
ségek hozzácsatolását, a melyek a raczionális-tartom ányt az 
algebrai m eggondolásokra vonatkozólag lényegesen módo
sítják, Galois óta az adjunctio műszóval fejezzük ki. A leg
általánosabb feltevés tehát úgy fogalmazható, hogy az 9 t 
mennyiségek helyébe bizonyos számú változó teendő és 
ezekhez legfölebb még egy algebrai függvény adjungálandó. 
Ez magában foglalja azt az esetet is, a melyben az 9 t meny- 
nyiségek általában hiányzanak.))

Evvel tehál az algebrai mennyiségek elméletét az 
|[ 1 |, x t , . . . x m\-re vonatkozólag algebrai mennyiségek, azaz
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az absolut algebrai mennyiségek elméletére vezettük vissza 
(1. e fej. 7. §-át).

Hogy e reductio miképen alakul különösen valamely
F(z) -  0

egyenlet értelmezte m ennyiségre vonatkozólag, az most még 
részletesebben kifejtendő.

Az F forma együtthatói minden esetre valamely meg
határozott raczionális tartományhoz tartoznak, a melynek 
elemei gyanánt a legrosszabb esetben m agukat azokat az 
együtthatókat tekinthetjük. E raczionális tartomány oly ge
nus-tartomány, melynek értelmezését bizonyos 

fí(.r, 9^, 9Í2 ---- ) =  0

egyenlet szolgáltatja, a hol már most 9 t 1 , 9 t2, . . .  határozat
lanokat jelentenek, a melyek a 0 = 0  egyenlet együtthatóiba 
belépnek. Ha már m ost a 0 = 0  egyenletnek megfelelő G a - 

Lois-féle tartom ányt képezzük, a melyben az egyenlet gyö
kei y t i ■ • ■ i y n legyenek, akkor az F— 0 egyenlet együtthatói 
mint 9tx, 9Í2, . . . , raczionális és egész formái írhatók. Le
gyen az így felírt egyenlet Ft (z) =  0 , akkor minden gyöke 
egyszersmind gyöke lesz a

f / F i ( z )  =  0Z = 1
egyenletnek is és így tehát értelmezését oly egyenletből is 
nyeri, a melynek együtthatói a term észetes (9^, 9t2, . . . )  raczio
nális tartományhoz tartoznak.

E fejtegetés a III. fej. 20. §-a szerint közvetlenül oly 
mennyiségekre is átvihető, a melyek mint bármely egyenlet
rendszer gyökei vannak értelmezve ; ezl azonban későbbi 
helynek tartjuk fenn (V. fej. 7. §), a hol az ú. n. elimináczió- 
problémák belső összefüggésük szerint lesznek tárgyalandók.

Ha valamely ortboid tartom ány mennyiségeit nem al
gebrai módszerek, hanem más fogalomalkotások határozzák
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m e g ,  í g y  p l .  h a  a z  a n a l í z i s  ú .  n .  h a t á r é r t é k e i v e l  v a n  d o l 

g u n k ,  a k k o r  a z  a  k é r d é s ,  v á j j o n  a z  i l y e n  h a t á r é r t é k  a l g e b 

r a i  m e n n y i s é g - e ,  t e r m é s z e t e s e n  t e l j e s e n  a z  a l g e b r a i  m ó d 

s z e r e k  k e r e t é n  k í v ü l  á l l .  A z  o l y  m e n n y i s é g e t ,  a  m e l y  n e m  

a l g e b r a i ,  transcendensnek n e v e z z ü k .  E  k é r d é s t é t e l  a  m a t h e -  

m a t i k a  l e g n e h e z e b b  p r o b l é m á i r a  v e z e t ; í g y  p l .  c s a k  a  l e g 

ú j a b b  i d ő b e n  á l l a p í t o t t a  m e g  H e r m i t e  ( 1 8 7 3 . )  a z  e é s  L i n d e - 

m a n n  ( 1 8 8 2 . )  a  tí t r a n s c e n d e n s  j e l l e m é t .

H a  v a l a m e l y  s z á m  t r a n s c e n d e n s  j e l l e m é t  ú g y ,  m i n t  c 
e s e t é b e n  m á r  k i m u t a t t u k ,  a k k o r  a v v a l  b á r m e l y  e g y e n l e t 

r e n d s z e r b e n  t e l j e s e n  é p  ú g y  k e l l  e l b á n n u n k ,  m i n t  h a  h a t á 

r o z a t l a n  v o l n a  ; h a  a z o n b a n  v a l a m e l y  e g y e n l e t r e n d s z e r b e n  

e é s  re f o r d u l n á n a k  e l ő ,  m é g  m i n d i g  f e n m a r a d  a z  a  k é r d é s ,  

v á j j o n  ti é s  e n e m  á l l a n a k - e  e g y m á s s a l  « a l g e b r a i  k a p c s o l a t -m n
b a n » ,  a z a z  n e m  á l l - e  f e n n  t a l á n  o l y  V V krs ev 71s =  0 e g y e n -

, r =o  s= o
l e t ,  a  m e l y n e k  e g y ü t t h a t ó i  e g é s z  s z á m o k ?

2 2 .  §. H a  ( S í j , .  . . ,  9 ^ )  v a l a m e l y  r a c z i o n á l i s  t a r t o m á n y ,  

a k k o r  ö s s z e s  m e n n y i s é g e i  a z

ro (0i  H  H  rn - i  0Jn- 1

a l a k r a  h o z h a t ó k ,  a  h o l  a z  q-k  b i z o n y o s  (a^, . . ., scm) t e r m é 

s z e t e s  r a c z i o n á l i s  t a r t o m á n y h o z  t a r t o z n a k .  E r r e  

g y a n á n t  c s a k  a z o k a t  a z  m e n n y i s é g e k e t  k e l l  v á l a s z t a n u n k ,  

a  m e l y e k  h a t á r o z a t l a n o k n a k  m e g m a r a d n a k ,  h a  a  r a c z i o n á l i s  

t a r t o m á n y t  m i n t  g e n u s - t a r t o m á n y t  f o g j u k  f e l ,  6/j h e l y é b e  p e 

d i g  y l-1 k e l l  t e n n ü n k ,  h a  y  a n n a k  a z  n - e d f o k ú  i r r e d u c i b i l i s  

E ( z , ít’i , . .  ., .i ni) ü
e g y e n l e t n e k  g y ö k e ,  a  m e l y  a m a  g e n u s - t a r t o m á n y t  é r t e l m e z i .

H o g y  i l y  o)01 . . . ,  é r t é k r e n d s z e r  v é g t e l e n  s o k f é l e

m ó d o n  v á l a s z t h a t ó ,  a z  k ö z v e t l e n ü l  b e l á t h a t ó .  Í g y  pl.  h a

k=o

(>)h ( h =  0, . . . ,  /i — l )  m i n d i g  i l y e n  é r t é k r e n d s z e r  l e s z ,  h a  a z  rhk
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mennyiségek a term észetes (x 1, . . . , x m) raczionális-tarto- 
mányhoz tartoznak és j  rhk \ determ inánsuk a 0 -tól különböző.

Ez az előállítás, a melyet a következőkben folyton 
használunk, különösen azért fontos, mert a raczionális tarto
mányra nézve jellemző, t. i. megengedi a következő meg
fordítást :

Ha valamely orthoid tartomány összes mennyiségei az 

ro G)o H -----------k  r n- 1  G)n - 1

alakban állíthatók elő, a hol az r-ek valamely természetes 
raczionális tartományhoz tartoznak, akkor amaz orthoid 
tartomány raczionális tartom ány .

Ha o) ugyanis az orthoid tartomány bármely mennyi
sége, akkor a feltevés szerint

/i—i
G)Cúh — 2  rhk 0)k (ft-o,.. ., n - 1 )A-=o

oly egyenletrendszer, a mely a
/i—i t

2  (rh k -° h k V )a k =  0  <h=o, • •k=o
alakban is írható, a hol úgy, mint előbbi esetekben ^hh— 1 

és ^hk=  0 , (/i=k/f). Minthogy az orthoid tartom ány az 1 -et is 
tartalmazza és így az Mk mennyiségek nem tűnhetnek el 
mind, szükséges, hogy az

i rhk ~~ « í
determináns egyenlő legyen 0 -sal, azaz az a  mennyiség ki
elégítse az

- l |,w f c - 4 * ö | =  o
egyenletet, a melynek együtthatói a term észetes (x í , .. . x m) 
raczionális tartományhoz tartoznak. Ez így van minden egyes 
G)0,G)t , . . .,c jn_j mennyiségre is. Amaz orthoid tartom ány
tehát az ( x , ........x m, &>0, . . . ,  ojn_1) raczionális tartománynyal
azonos.

Ebből egyszersmind kiadódik az G)0, . . ., con^ t elemek
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szükséges legkisebb száma . M ert, ha a raczionális tartomány, 
mint a természetes (x t , . . ., x m) raczionális tartományból 
származó genus-tartomány s-edrendü, akkor van oly (Oi—y 1

=  1 ........s —1 ) rendszer, a mely már a követelményeknek
m egfelel; de egyetlen olyan a követelményeknek megfelelő 
rendszer sem lehetséges, mely ennél kevesebb elemet tartal
mazna.

E tétel első része e § bevezető szavai alapján közvetet- 
lenül belátható. Ha azonban volna oly megfelelő 
rendszer, a hol r<s, a tartom ány minden egyes meny- 
nyiségének oly r-edfokú egyenletet kellene kielégítenie, a 
melynek együtthatói (oct , .  . . ,  x m)-hez tartoznak; míg y  a 
tartom ány oly mennyisége, a mely bizonyos irreducibilis 
s-edfokú egyenletet kielégít (s>r) és így nem elégíthet ki 
hasonló r-edfokú egyenletet.

Az o)0, t á j , . . . ,  elemek szükséyes legkisebb száma
tehát egyszerűen a raczionális tartomány rendszáma, ha azt 
valamely természetes raczionális tartományból származó ge
nus-tartom ánynak lekintjük.

Minden oly oj0, o)1,. . . értékrendszer, a melyben az ele
mek száma a legkisebbre van visszavezetve, a raczionális 
tartomány hasisa*. Evvel a «raczionális tartomány» elneve
zés új, mélyebbreható jelentést nyer. Most ugyanis annak 
mennyiségeit — a szó absolut értelmében vett — raczioná
lis mennyiségek (r0, r t ........rn-i)  komplexusaiként értelmez
hetjük és ezeknek összefoglalása orthoid tartománynyá oly 
kapcsolatok segítségével történik, a melyek kizárólag e 
complexusokra vonatkoznak, habár az r0co0 -)-••• +  rn- i 0)n-i 
írásmódhoz rövidebben és kényelmesebben csatlakoznak. És 
ezután az algebrai mennyiségek elmélete elvileg nem más

* D i r jc h l e t - D e d e k j n d , Zahlentlieorie, IÁ . k iad .  4(i8. i.



mint valamely természetes raczionális tartományból szár
mazó mennyiségek complexusainak elmélete.

A m ondottakkal szemben még meg kell jegyeznünk, 
hogy az algebrai mennyiségeknek raczionális tartom ányok
ban való összefoglalásának határt szab az a körülmény, hogy 
a mennyiségek ama complexusai bizonyos m eghatározott, 
ha még oly nagy, de véges számú elemből állanak. így  az 
algebrai számok összessége alkot ugyan orthoid tartom ányt, 
de többé nem raczionális tartományt. Ha az ilyen volna, 
akkor e raczionális tartom ánynak, mint genus-tartom ánynak 
rendszáma bizonyos m eghatározott szám, n volna és min
den algebrai szám kielégítene oly egyenletet, a melynek 
együtthatói raczionális és egész számok és foka n valamely 
osztója. Ámde vannak algebrai számok, a melyeket (e tej. 
4. §-a szerint) bármily m agas A-edfokú irreducibilis egyen
letek értelmeznek, a mivel állításunk be van bizonyítva.

E szerint az orthoid tartom ány fogalma sokkal bővebb, 
mint a raczionális tartományé. Azt még oly fogalomalko
tások sem merítik ki, mint a milyen az algebrai számok, 
vagy pedig az algebrai függvények országa. Az analízisben 
tárgyalt valós számok összessége vagy a complex számoké 
is orthoid tartomány.

Itt helyén lesz, hogy megem lítsük még a DEDEKiND-től 
származó «test» elnevezést is, a melyet gyakran, bár helyte
lenül a KRONECKER-féle raczionális tartom ánynyal egyenlő ér
telműnek tekintenek.

Dedekind definicziója szerint* «a valós vagy complex 
a számok valamely A rendszerét testnek nevezzük, ha az a 
számok közűi bármely kettőnek összege, különbsége, szor
zata és hányadosa is ugyanazon A rendszerhez tartozik».

í<)2 IV. AZ VLREB'RAÍ M EN NY ISÉG EK  '22. §.

* Az i. h. 4ö2. 1.
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Eltekintve a Dedekind részéről magától értetődőnek te
kintett vonatkozástól az összeadás és szorzás valamely «közön
séges» törvényére, a «test» definicziója, noha bizonyos mód
szertani különbségekkel, lényegében ugyanaz, mint az orthoid 
tartom ányé. Hogy mégis ezt az utóbbi, bár új kifejezést kel
lett választanom , szükséges következménye volt annak az 
elmélet rendszeres felépítésénél elkerülhetetlen körülmény
nek, hogy a holoid és orthoid tartomány kezdettől fogva 
elvileg egymással szembe állítandó és hogy e párhuzamos 
elnevezésből legvilágosabban tűnik ki, hogy miként vettük 
belé deflnicziójukba a raczionális egész, ill. a raczionális szá
mok tartom ányának lényeges tulajdonságait. Ezen kívül még 
tekintettel kellett lennünk az összhangzásra a további kö
vetkezetes KRONECKER-féle term inológiával.

G alois elve.

23. §. Legyen F(z) == 0  oly n-edfokú egyenlet, a mely
nek együtthatói valamely tetszés szerinti raczionális tarto
mányhoz tartoznak és a melynek discriminánsa a 0 -tól kü
lönböző. Gyökei a megfelelő adjunctio révén származott 
GALois-féle tartom ányban legyenek | 17 . . . , | n, a feltevés sze
rint e tartom ány n különböző mennyisége.

Ha az 1 , . . ., n számok összes it , . . ., in permutáczióira 
kiterjesztett _  , . , .

I l i * - 111 L  -  u2 % --------- Lln $in)
d)

szorzatot alkotjuk, ez a . . . , | n mennyiségek symmetrikus 
formája, tehát az x, u1? . . ., un határozatlanoknak oly formája 
lesz, a melynek együtthatói az adott raczionális tartomány
hoz tartoznak. Mint ilyen, irreducibilis tényezőire felbontva, 
legyen az :

G( x un) — Gj ( x ; M j , un) G2 ( x ; u1, . . . ,  un) . . .

König, A lgebra i m en n yiség ek



194 IV. AZ A LG EBRA I M EN N Y IS ÉG EK  2 3 .  § .

A puszta m egtekintés mutatja, hogy az l , . . . , / 7  szá
mok összes j n - . - i j n  perm utáczióira kiterjesztett

n(* -  %  i ,  -  uj:s i  —  ujn i„)

szorzat az előbbivel azonos ; hogy tehát G(x ; ut , . . . ,  un) az 
ux, . . . , u n határozatlanoknak is symm etrikus formája. De 
akkor egyszersmind lesz

G (X, Uŷ , • • •, ürn) ~  fJi ipt i > • • • i 11 rn) ^2 (pC i urt ? • ■ • i urn) ' * ’ =
=  G ( x , Ils ,̂ . . ., wsn) — Gj ( x , Us  ̂, . . ., Uŝ ) G2 (x , iíSi, . . ., usn)

és a jobb oldalon álló szorzatok újból szolgáltatják a felbontást 
irreducibilis tényezőkre, minthogy azok a G1( x ; u1?. . . ,  «„),. . . 
tényezőktől csakis a határozatlanok elnevezésében külön
böznek. A Gj, G2, . . . tényezők dimensiója különben a 12. §. 
szerint egyenlő.

Legyenek

x  £1 ur2 £2 urn

^  us2 £2 %  Sn

bármely oly lineáris tényezők, a melyek ugyanahhoz, az 
eredeti raczionális tartom ányban irreducibilis tényezőhöz, 
pl. Gj-hez tartoznak. (A határeset, a melyben e tényezők 
mindegyikének dimensiója 1 , később könnyen lesz elintéz
hető.) Akkor szükségképen lesz

Gi (x , ilŷ , • • •, — Gy ( x , nSi, ■ • •, uSn) - i ( 1 )
m ert kettő-kettőnek resultánsa zérus, míg e formák maguk 
irreducibilisek és (x-ben) legmagasabb tagjaik megegyezők.

Ha tehát Gí dimensiója pl. A’, akkor az u1?. . ., un meny- 
nyiségeknek oly k permutácziója van :

(P)
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«a melyekre nézve a (í1 torma változatlan marad». így akar
juk ugyanis az (l)-ben részletesen definiált tulajdonságot 
röviden kifejezni. Ha az F ( ii1 , . . . ,  un) formában ar , . . . ,  uT 
helyébe rendre uŝ , . . . ,  uŝ -t teszszük, ez m eghatározott és 
az F  formán könnyen elvégezhető «művelet», a melyet sub- 
stitutiónak  fogunk nevezni ; jelölésére szolgáljon :

Ha az Srs substitutiót elvégezzük az F  formán, az eredmény 
új forma, a melyet röviden SrsF-fel jelölünk. Ha már most

valamely második substitutio, akkor a kettőt egymásután 
is végezhetjük, azaz az Srs F formán ismét az Sst substitu 
tiót végezhetjük; világos, hogy a változást, a melyet ez 
okozott F-ben, egyszerre is előidézhető az

a hol a jobb oldalon álló substitutiókat abban a sorrend
ben kell elvégeznünk, a mint azok jobbról bal felé egymásra 
következnek. E symbolikus egyenlet jelentése egyszerűen 
az, hogy bármely F(u1, . . . , u „ )  forma esetében lesz

Itt SstSrs-et az Ssl és Srs substitutiók egymásutánjának vagy

nosan szokásos «szorzat» elnevezést használjuk, arra kell 
ügyelnünk, hogy a tényezők sorrendje általánosságban nem 
változtatható.

A Gt forma ama tulajdonságát e szerint így is fejez
hetjük ki, hogy az nem változik egyetlen oly substitutióra

substitutióval. Ennek megfelelőleg írjuk, hogy
Srt — Ss[ Srs,

Sr tF =  Sst (Srs F).

pedig szorzatának  is nevezzük. Ha azonban ezt az általá

13*
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nézve sem, a mely úgy származik, ha a substitutiók jelölé
sére bevezetett symbolum ban első és második sorként a 
(P) perm utácziók közül bárm ely kettőt alkalmazunk. E  sub- 
stitutiók csoportot alkotnak, a mely kifejezéssel röviden a 
substitutiók e sorozatának azt a tulajdonságát akarjuk jelle
mezni, hogy közülük bármely kettőnek szorzata ismét benne 
van a sorozatban. E tulajdonság fennállása kitűnik abból a 
megjegyzésből, hogy ily szorzat minden esetre oly substi- 
tu tió t szolgáltat, a mely Gj-et nem változtatja, míg m ás
részt minden substitutiónak, a mely G^-et nem változtatja, a 
sorozatban benne kell lennie. Ennek az utóbbi állításnak 
helyessége is igen könnyen kim utatható, m ert arra, hogy 
bizonyos substitutio  alkalmazása m ellett G1 változatlan ma
radjon, szükséges, hogy ennek minden x  — Uj. ^ -------- níj; | n
lineáris tényezője valamely más lineáris tényezőjébe, pél
dául x  — us -------- uS i | n-be menjen át, úgy hogy ama sub
stitutiónak Srs alakúnak kell lennie.

Ennek megfelelőleg azt is mondjuk, hogy a (P) per
mutácziók csoportot alkotnak.

Ez a fejtegetés tehát az adott raczionális tartom ány
ból származó oly formához vezet, a mely az Srs substitutiók  
csoportjára nézve, még pedig csakis e substituliókra nézve 
marad változatlan.

Most már Gj-be x  helyébe az eredeti raczionális tarto
mányhoz tartozó akárhány m ennyiséget, sőt raczionális és 
egész a számokat is helyettesíthetünk úgy, hogy a specziális 

G1 (a., Uj, . . . ,  uj) Pj (tij, • • •, un) 
forma pontosan ugyanazt a tulajdonságot mutatja. Hogy r t 
valamely su b stitu tio n  nézve nem változik, ha G1 így vi
selkedik, az közvetetlenül világos. Ha azonban valamely Srs 
su b stitu tio n  nézve volna

srs rt =  a



GALOIS ELVE. 197

a nélkül, hogy
$rs  G i =  Gt »

akkor SrsGí — az u-k oly formája, a melynek együtthatói 
abban a felfogásban, hogy x  egész függvényei, nem tűnnek 
el mind. Minthogy a substitutiók száma m eghatározott és 
véges, x  számára m eghatározhatunk oly a értékeket, hogy 
Srs / \  — r i csak akkor legyen különböző a 0 -tól, ha ez az 
eset SrsGí — Gt-re nézve is fennáll. Evvel azonban állításunk 
be van bizonyítva.

24. §. A r i minden lineáris tényezője,

két alak bármelyikében írható és az u határozatlanokon el
végzett Srs substitutio szolgáltatja, hogy

A I  mennyiségeken elvégzendő substitutiókat hasonló 
módon jelölhetjük. Legyen

és Z0q2 q0 — mint az szembeötlő — az ú. n. azonos (iden
tikus) substitutio lesz, azaz olyan, mely minden elemet meg
hagy a maga helyén. A két (invers) substitutio e m agatartá
sát czélszerűen a

L =  a -  u t j t  -  utJ 2 -------- utJ n

SrsL — a öSll Pl üs2 t (>2 "• %  i n 

akkor ép úgy lesz

symbolikus egyenlettel jellemezzük. E jelölést használva, 
lesz
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y v 1 — I°rs
vagy ha mind a két oldalon a 2 ^  substitu tió t alkalmazzuk,

c 1 — y  I°rs  —  ^ oq

Azokat a változásokat tehát, a melyeket 7 ^-ben az iz-k 
substitutióival előidéztünk, előidézhetjük a |-k  substitutiói- 
val is és viszont, még pedig e substitutiók kölcsönösen 
egyértelmű módon határozzák meg egymást, Két S substi
tutio szorzatának megfelel a megfelelő 2 -k szorzata és az 
S-ek csoportjának a 2 -k csoportja.

A r t forma tehát változatlan marad az összes 2 qoi • • • 
substitutiókra és csak ezekre nézve. E  substitutiók csoportot 
alkotnak és számuk ugyanaz, mint az Srs~eké.

Valamely csoport rendszáma az abban foglalt substi
tutiók száma, a melybe az «azonos» substitu tió t is mindig 
belé kell számítanunk.

Az Srs valam int a I GQ substitutiók csoportjának rend
száma k és k egyszerűen f^-nek dimensiója, vagy pedig 
a (P) perm utáczióinak száma. Mert van egy oly substitutio, 
a mely az egyik m eghatározott lineáris tényezőt átvezeti va
lamely tetszés szerinti másodikba és ilyen csak egy van, 
a substitutio  evvel teljesen meg lévén határozva. A csoport
ban tehát ép annyi substitutio van, mint a hány permutá- 
czió (P)-ben.

Végül, ha most P t-et, hogy benne a |-k  fellépését je 
lezzük, így írjuk: / \  (u1, . . ., un, ........£„), akkor az ü, .........un
mennyiségek helyébe ismét a raczionális tartományhoz tar
tozó mennyiségeket, sőt raczionális és egész számokat is he
lyettesíthetünk úgy, hogy E1 (a1........an, . . ., | n) a I OQ sub
stitutiókra nézve és csak ezekre nézve ne változzék. Ez 
pontosan ugyanazokkal a szavakkal bizonyítható be, mint 
az előbbi §. végén foglalt állítás.

Bármely egyenletnek tehát, a melynek együtthatói va-
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lamely meghatározott raczionális tartományhoz tartoznak, 
a leírt módon megfelel az oly substitutiók bizonyos megha
tározott «charakteristikus csoportjai), a melyeknek elemeiként 
az u határozatlanok, vagy pedig az egyenlet gyökei, a |-/r 
szerepelnek; továbbá van módszerünk az u határozatlanok, 
valamint a |  gyökök oly meghatározott formáinak alkotá
sára, melyeknek együtthatói az eredeti raczionális tarto
mányhoz tartoznak és a melyek a charakteristikus csoport
hoz tartozó substitutiókra és csak e substitutiókra nézve 
változatlanok maradnak.

Az így kim ondott tétel az algebrai egyenletek elméle
tének Galois-féle elve*, a mely legelőször vezetett az ebben 
az elméletben fellépő problémák és módszerek teljes föl
ismeréséhez. A tételnek az a fogalmazása, a mely a f  gyö
kökre vonatkozik, az eredeti, és még GALOis-tól szárm azik; 
az a fogalmazás, a melyben csak az u határozatlanok lép
nek fel, a mi a tételt teljesen a raczionális tartományokból 
származó formák elméletébe vonja be, KRONECKER-től ered.

25. §. A substitutiók ama I Qa csoportját, a melyről a 
GALOis-féle elv szól, a következő tény teszi alapvető jelentő
ségűvé :

Ha cp bizonyos határozatlanoknak és a gyö
köknek valamely az adott raczionális tartományból származó 
form ája, azaz valamely ily alakú mennyiség:

íP = 2 ^ ! í’^ - - :í y
( k )

a hol a Cfr-k a raczionális tartományból származó formák, 
akkor a cp mennyiség akkor és csak akkor lesz a raczioná
lis tartományból származó forma, ha a 2g0 substitulio-cso- 
portra nézve változatlan marad.

Kroneckek, Festschrift § 4.
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Ha e fej. 11. §-a értelmében alkotjuk az F(z) =  0 egyen
let GALOis-féle resolvensét úgy, hogy az u-kat határozatla
noknak hagyjuk meg, és azt az irreducibilis tényezőt vá
lasztjuk, a mely az x  — ut ^ -------- un^pn ^ ne^ris tényezőt
tartalmazza, akkor az a forma, a mely ennek az egyenlet
nek bal oldalán áll, lesz

Gi (x, Uj, . . . ,  un) =  n ( x - u í £ii-------- un | in),
a hol a szorzás kiterjesztendő m indazokra a perm utácziókra, 
a melyek (>n-ből a I Q0 substitutiók csoportjának al
kalmazása révén származnak. Itt Gx csak e csoport substi- 
tutióira nézve m arad változatlan; m ert minden más substi
tutio behoz legalább is egy oly lineáris tényezőt, a melyet 
G valamely más irreducibilis tényezője tartalmaz.

Ha m ár m ost cp a substitutiók csoportjára nézve 
változatlan, tehát

9  (£(>! i • • • i £(>n) =  9  ’ • • • ’ >̂Oj) =  ■ ■ ■ i
akkor a 1 0 . §. szerint minden esetre ^  ^  és így <p is
azonosan a

& 9 d h i ' - " '  =  H ( Ü1 £?1 +  • • • +  Un ipn) (9)
alakban állítható elő, a hol úgy, mint az idézett helyen 

6 =  ± J k Ut +  ---
és J  =  Dscr. F, míg H(z) a z, ,. . ., un-nek az adott raczi- 
onális tartom ányból származó bizonyos formája. Amaz iden
titás származása szerint azonban érvényes marad, ha 

(?n helyébe bármely más perm utácziót teszünk. Ha 
tehát az összeadást a csoport összes perm utáczióira kiter
jesztjük, akkor, m inthogy a feltevés szerint cp változatlan 
marad, lesz

k 8 l 9  =  Z H ( u í ^ i +  . . .+  un£9n).
( ? )

A jobb oldalon álló összeg azonban a GALOis-féle resolvens 
gyökeiben sym m etrikus és így tehát a raczionális tartom ány
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ból származó forma. Ha tehát cp a z, u1, . . . , a n határozatla
nokat nem tartalmazza, cp-1 az Ut-k együtthatóinak össze
hasonlítása révén mint a raczionális tartom ány mennyiségét 
nyerjük. Ha ellenben cp e határozatlanok, vagy más hatá
rozatlanok formája, abban minden egyes hatványszorzat 
együtthatójának a I Q0 substitutiókra nézve változatlannak 
kell maradnia és cp akkor is a határozatlanoknak a raczioná
lis tartom ányból származó formája lesz.

Ha viszont cp a raczionális tartom ányhoz tartozó forma, 
akkor a (cp) identitás m iatt

6l cp — H(z)

oly egyenlet, a melyet az irreducihilis GALois-féle resolvens
----- h un!(>n gyöke kielégít. Azt tehát ennek minden

más gyöke is ki fogja elégíteni és azonosan lesz

6l cp — # (« ! | Pi 4------h °n lpn) — ui £o, H------h un lon) — • • ‘ 5

cp tehát a I QO substitutiók csoportjára nézve változatlan ma
rad, a mivel a kimondott tétel be van bizonyítva. Abban a 
határesetben, a melyben a GALois-féle resolvens elsőfokú, a 
I QO substitutiók csoportja az egyetlen azonos substitutio- 
ból áll és az F(z) — 0 egyenlet minden gyöke, valamint min
den cp forma az adott raczionális tartományból származik.

A m ost bebizonyított tétel közvetetlen folyománya, hogy 
egy és csak egy ily charakteristikus csoport van. Képezé- 
sénél tehát a GALois-féle resolvens bármely irreducibilis 
tényezőjéből indulhatunk ki.

26. §. Általános n-edfokú egyenletnek nevezzük az

F{z) =  zn +  at zn~x H------f  «n =  6

egyenletet, ha az összes a együtthatók egymástól független 
határozatlanok és az F  forma tehát az (at , . . ., an) raczioná
lis tartományból származik.
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Az általános n-edfokú egyenlet charakteristiksu cso
portja  a legáltalánosabb, a melyet a . . . | n gyökökből al
kothatunk, azaz tartalmazza az összes substitutiókat, a me
lyekkel ^ , . . . , £ „ 4  bármely más permutáczióba vezethetjük 
át, úgy hogy rendszáma n !

Hogy ezt bebizonyítsuk, csak meg kell m utatnunk, 
hogy, ha ep a £t , . . ., | n m ennyiségeknek az (qA, . . ., an) raczi- 
onális tartom ányból származó formája a nélkül, hogy a |  
gyökökben sym m etrikus volna, akkor cp nem lehet a raczio- 
nális tartom ányból származó forma. Az ellenkező állítást az

Acp — B — 0
alakban írhatnák, a hol A és B az at , . . . , a n és az esetleg 
9 9-ben előforduló határozatlanok raczionális és egész formái.

Ha A p - B -ben at ........an helyébe | t , . . . ,£n elemi sym
m etrikus formáit teszszük, akkor Acp—B a |-k  oly formá
jába megy át, a mely — a mennyiben ezeket határozatlanok
nak fogjuk fel — nem lesz 0, mert B symm etrikus formájuk, 
míg Ap-re a feltevés szerint ez nem áll. Ugyanaz m egtartja 
érvényességét, ha ,.  . ., £n helyébe e mennyiségek bármely 
más perm utáczióját teszszük. Ha a 9 9-ből így származó for
mákat p t , 9 92, . . .-nek írjuk, akkor

II (Acpi -  B)
sem fog eltűnni, ha e szorzatot mint a | z-k  formáját fogjuk 
fel és akkor sem, ha a | z-k  helyébe bevezetjük az az-ket, a 
mi teljességben történhetik, m ert ama szorzat — mint az 
közvetetlenül szembeötlő — a | r kben symmetrikus. Más
részt azonban az Ap1 — B = 0 feltevés értelmében ama szor
zatnak zérussal egyenlőnek kell lennie. így tehát bizonyos

2  kg Ag — 0  

(.</)
egyenlethez jutnánk, a melyben a A'9-k egész számokat és az 
Ay-k az öj-k hatványszorzatait jelentik. Ez pedig ellenkezik
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ama föltevéssel, hogy az a-k egymástól független határo
zatlanok.

Az eddig kifejtett alaptételeken épül fel azután az al
gebrai egyenleteknek nagy fontosságú GALois-féle elmélete. 
Itt csak azt akartuk m egm utatni, hogy az mikép lép vonat
kozásba az algebrai mennyiségek általános elméletével; a 
fontos specziális problémák részletezése, a melyeket abban 
fejtegetnek, e tárgyalás tervén kívül áll * **.

G auss a lap téte le .

27. §. E fejezet függelékeképen még ki kell fejtenünk, 
hogy az algebrai mennyiségek elmélete miképen lép vonat
kozásba az «algebra ú. n. alaptételével». Ezt a vonatkozást 
bizonyos identitás közvetíti, a melyet Gauss egyik híres 
értekezésében állított fel

Legyen F(z) =  0  oly /i-edfokú egyenlet, a melynek 
együtthatói valamely tetszés szerint adott orthoid tarto
mányhoz tartoznak, discrim inánsa pedig legyen a 0 -tól kü
lönböző. Ha a megfelelő GALois-féle tartom ányt alkotjuk, 
az egyenletnek ebben n különböző gyöke lesz, a melyeket 

, .  . ., fn-nel fogunk jelölni. Akkor

* Annál is inkább, mert erre az elméletre a kiváló tankönyvek 
egész sora áll rendelkezésre és a KRONECKER-léle előadások is, a me
lyek kiadása legközelebb várható, részletesen foglalkoznak ezen el
mélettel. Még meg kell említenünk Klein Félix «Vorlesungen über 
das Ikosaeder» és «Vorlesungen über die Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen» ez. műveit, a melyek különösen az algebrai prob
lémáknak más mathematikai disciplinákra való vonatkozásait hang
súlyozzák és igen elegáns alakban tárgyalják.

** Demonstratio nova altera etc. Werke III. köt. GAuss-nak ez az 
értekezése volt a legelső és classikus minta az algebrai mennyiségek 
elméletének következetes kifejtésére.
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11 (£i +  I/) +  y£í I/
az u és y oly formája lesz, a mely a £-k felcserélése ré
vén — a mint az közvetetlenül szembeötlő — felvesz n 17̂  --- 
értéket, a melyek az l , . . . , n  számokból alkotható ugyan
annyi (i,/) combinatiónak felelnek meg. Ezek az értékek is 
mind különbözők, m ert csak akkor lehet, hogy

H ( t í+ l/)  4- =  a ( li '+ |y )  +  nli' l / ,
ha

li +  íj =  !■' +  ! / ,  =
és így egyszersmind

( z - Ö  (z - ly )  =  ( z -& )  (z-ljO -
Erre pedig szükséges, hogy az (i, j )  számpár megegyezzék 
az ( / ' , / )  számpárral, a mit épen kizártunk.

Az összes (z,/) comhinatiókra kiterjesztett

n ( x  - u ( i / + £ /)  +  I/)
(éj)

szorzat tehát a £-k sym m etrikus formája és így az x 1 u és v ha
tározatlanoknak az adott orthoid tartom ányból származó for
mája, a melyet G(x, u, n)-vel fogunk jelölni. Az *--ed- 
fokú

G (x, «, v) =  0

egyenletnek tehát —— gyöke van ; ezek az u -(- | ;) -)-
+  v |j-17- mennyiségek, a melyek mind egymástól különbö
zők és u és v helyébe tehetünk raczionális és egész számo
kat is a nélkül, hogy ezek a viszonyok megváltoznának. G-nek 
x-re  vonatkozó discrim inánsa ugyanis az u és v határozat
lanoknak a 0 -tól különböző formája ; így tehát u és v gya
nánt csak oly egész szám okat kell választanunk, a melyekre 
nézve e formából valamely a 0 -tól különböző mennyiség 
származik.

Legyen már m ost a és b két ily módon választott szám 
és rövidség kedvéért
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Ív  =  a (& +  £,•)+ &£,•!*;
(Tij továbbá legyen és oly az orthoid tartom ányból szár
mazó formája, a mely e két m ennyiségre vonatkozólag sym- 
m etrikus.

Akkor a
n (//—1 )

2 1

G>- =  2 « ( f f )
T=0

(i,j=i,...,n; i<j)
egyenletrendszerből az orr mennyiségekre vonatkozólag ki
adódik, hogy

J 2« ;. =  J J r ,

a hol J  az I determ inánst jelenti és nem tűnik el, mert 
J 2 a G (x;a ,b )  forma discriminánsa. Továbbá látjuk, hogy 
A és J r , ha , . . . ,  |„ - t felcseréljük f ^ , . . . ,  |,—nel, csak annyi
ban változnak, hogy azokban bizonyos sorok helyet cserél
nek ; még pedig J-ban és J 7.-ben a sorok e helycseréje 
ugyanaz. AAr tehát, épúgy mint A a |-k  symmetrikus formája 
és így az eredeti orthoid tartom ány mennyisége. Ugyanez 
áll az a 0 , a 17. . .  mennyiségek sorozatára.

Ha már most F(z)~t m int a következő két tényező szor
zatát írjuk ;

(* -!z) ( z -£ j)  =  Z2 +
és

JJ  (z—| r) =  zn~2 +  <  z,l~3 H----- b ffn-a»
(r)

a hol r átfutja az 1 -től /2-ig terjedő számok sorát az i és j  
kizárásával, akkor <?[= — ( lf+ 1 /), ° a = li l /  — mint közvetetle- 
nül látni — de <rí,. . ., <r„ _ 2  is oly mennyiségek, a melyek 
a (fy-ben feltételezett tulajdonságokat mutatják. Az utób
biakra nézve ugyanis a redukált formákra vonatkozó téte
lek, különösen a II. fej. 14. §-a alapján világos, hogy a

( r = o , . . . ,  n—1 , s = o , . . . ,  /1—2 )
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alakban és minthogy nem változnak, ha |,- t  fy-vel felcserél
jük, az

1 +  & ?

alakban is írhatók. Akkor a (cr)-ban adott m eghatározást 
alkalmazva, lesz

Vk — H>k {k=o, . . . ,  n—2)

a hol a cp és if) formák együtthatói az eredeti orthoid tar
tományhoz tartoznak.

Ha tehát rpj az a ( |f -f- |y) -f- b ̂  m ennyiségek bárm e
lyikét jelenti, lesz

F (z) =  (z2+ ^ i (^ ;/) z+ ^ 2( ^ ) )  (2,' _2 +  V/ i ( ^ ) - ,,_3 +  -• • d-V/n - 2(^y)>

E szerint

F(z) -  [z2^Cpx (x) z-ycpz (x)) (zn~2-j-lfJ1 (x) z"~3H------V^n - 2  (*))

osztható az x — a ( |z- 4 - |y) — b ̂  ̂  formák mindegyikével és 
minthogy ezek az sequivalentia értelmében különböző lineá
ris formák, osztható szorzatukkal, azaz G( x ; a ,  ó)-ve 1 is. 
Evvel eljutottunk Gauss identitásához :

F (z) = (-2 + 9>i(*)z+<p2( * ) ) _a+ ;  • ■ +  V'n-aO*)) +  G(x) H(x), (G)

a hol G(x) foka /? —— és együtthatói ép úgy, mint a H(x)-éi
az eredeti orthoid tartom ányhoz tartozó oly mennyiségek, 
a melyek raczionális műveletek segítségével teljesen meg
határozhatók.

28. §. Az «algebra alaptétele» a következő: Minden 
F(z) egész függvénynek megfelelőleg, a melynek együtthatói 
bármely valós vagy complex számok és a melynek foka 
7? ^ 1 , meghatározhatunk oly complex számot, £-t, a melyre
nézve F(£) =  0 .

E tétel — mint azt tartalm a m utatja — az analitikai
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függvények elméletébe ta rto z ik ; bebizonyítása azonban az 
épen levezetett identitás felhasználásával nemcsak különö
sen egyszerűvé válik, hanem egyszersmind a legpontosabban 
jellemzi az F(z) — 0  egyenlet m egoldásában fellépő számo
kat is és a bebizonyításban fellépő függvényelméleti elemet 
a minimumra redukálja.

A complex számok összessége orthoid tartom ányt al
kot ; a (G) identitás tehát alkalmazható.

Az alaptétel továhhá másodfokú egyenletekre minden 
esetre érvényes ; ebben az esetben a gyököket bizonyos, már 
az elemekben megvizsgált határértékek, az ú. n. quadrati- 
kus irraczionálitások szolgáltatják.

A függvényelmélet alapvető folytonossági vizsgálatai 
továbbá az alaptétel következő specziális esetére vezetnek: 
Minden egyenletnek, a melynek együtthatói valósak és foka 
páratlan szám, van egy valós gyöke.

Oly egyenletekre azután, a melyeknek együtthatói va
lósak, az alaptétel általános érvényességét a következő tel
jes inductio segítségével m utatjuk k i :

Feltételezzük, hogy a tétel érvényes oly egyenletekre, 
a melyek fokszáma osztható ugyan 2 /c_1 -vel, de nem 2 fc-val 
és bebizonyítjuk azután, hogy oly egyenletekre is érvényes, 
a melyek fokszáma osztható 2 ^-val, de nem 2 t+ 1 -vel.

Legyen F(z) =  0  oly egyenlet, a melynek fokszáma az 
épen kimondott tulajdonságot mutatja. Akkor, ha n =  2k h, 
a hol h páratlan szám, G (x) foka,

n  (n—1) 2k h ( 2 k h - \ )

2 ~  2
osztható lesz ugyan 2 fc~1 -vel, de nem 2 fc-val. A G(a:) =  0  

egyenletnek tehát van egy gyöke, £. Ha a (G) identitásba 
:r= £-t írjuk, akkor lesz G(£) =  0 ,

F(z) --- (zzF cf^)z-F < f2ÍÍ)) (2,l~2+VA (Ö ^ '“ 3+ • • • -FV'n- 1 (Ö)
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és a
- 2 +  <p 1 (I ) 2  +  9̂ 2 (I) =  0

másodfokú egyenlet £ gyökére nézve egyszersmind lesz

F<£) =  0-
Egész elemi m eggondolással intézhetjük el most végre 

a complex együtthatók esetét is. Akkor írhatjuk, hogy
F(z) = F,(z) +  V ~ 1 F 2(z) 

a hol F1(z) és F2(z) együtthatói valósak. Ugyancsak valósak 
{F1 (z) +  F2(z))(F, (z) -  F2(z)) = «_  

egyenlet együttható i; ennek tehát van egy ̂ —a-\-ßV — 1  gyöke. 
Ha már m ost F(cf-|-/?j/—1 ) a 0 -tól különböző lenne, szük
séges, hogy legyen

F1 ( a + ß Y = \)  -  F2 ( « + / ? / = ! )  -  0 
de ha ez így van, 0  marad akkor is, ha V — 1 helyébe 
—V — 1 -et teszszük. Azaz, akkor F (a —ß V —T) =  0 . Az — 1
két complex szám közül az egyik tehát minden esetre az 
F(z) — 0 egyenlet gyöke.



ÖTÖDIK FEJEZET.

AZ ELIMINACZIO ÁLTALÁNOS ELMÉLETE.

Az alap-problém a.

1. §. A holoid [A] tartom ány fogalmilag teljesen meg
adja a m ellérendelt orthoid tartom ányt, (A)-t és evvel együtt 
az (A)-ra vonatkozólag algebrai mennyiségek országát. Ezt 
az utóbbi tartom ányt, a melyről a IV. fejezet értelmében tud
juk, hogy ismét orthoid tartom ány, röviden az {A} jelkép
pel jelöljük. Valamely x  mennyiség az {A} tartományban 
«korlátluuúl változó», ha megállapítása nincs más feltétel
hez kötve, mint ahhoz, hogy egyenlő legyen az (A) tarto
mány valamely mennyiségével. Ha [A| a complex számok 
összessége, akkor x  korlátlan változó volta egyszerűen azt 
jelenti, hogy x  az analitikai függvények elméletének értelm é
ben szabadon változik.

Ha a következőkben már egyszer mindenkorra megálla
pítottuk az alapúi felvett [Aj tartom ányt, akkor, ha valamely 
mennyiségről ki kell majd jelentenünk, hogy az korlátlanúl 
változó, rövidség kedvéért azt a m eghatározást, hogy «az 
[A}-baii)), m int magától értetődőt, elhagyjuk.

Az elimináczió elméletének alap-problémáját ezek után 
a következő módon fogalmazhatjuk :

Legyenek Fj (zt , z2, . . ., zm), ( j=  1 ,. . ., k) bármely az or
thoid (A) tartományból származó a zérustól különböző for
mák ; akkor az

Köniy, Alyebrai mennyisének, l!
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Fj (Xj , X 2 i . . .  i X m ) — 0 ( j —l , 2 , . . . , k )

egyenletrendszer az (A} tartom ányban eredetileg korlátlan 
változóknak gondolt x t , . . ., x m mennyiségek változó voltának 
(variabilitásának) minden esetre korlátot szab, m ert hiszen 
x t , . . . , x m helyébe már oly egész számokat is tehetünk, a 
melyekre nézve Fj a 0 -tól különböző. Az elimináczió elmé
letének első és alapvető feladata most már az, hogy teljesen 
és lehetőleg egyszerűen leírjuk a korlátozást, a melyet vala
mely egyenletrendszer az x x, . . . ,  x in mennyiségek változó vol
tában létesít. Egy ismeretlen, esetére a megfelelő problé
mát teljesen m egoldottnak tekinthetjük; m ert hisz ekkor x t 
változása véges számú, (A)-ra vonatkozólag algebrai meny- 
nyiségre szorítkozik, a melyeknek előállítása a IV. fejezet
ben már m egtörtént.

Hogy azonban a változás e m egszorítása egyenletrend
szerek esetében egészen másképen alakúihat, már elejétől 
fogva kitűnik abból a körülményből, hogy a legelemibb mó
don oly egyenletrendszereket is alkothatunk, a melyeknek 
végtelen sok gyökrendszer felel meg.

Vizsgálatainknak egyik elvileg fontos eredm ényét már 
itt fölemlítjük, hogy t. i. a megfelelő problém át az egy ism e
retlent tartalmazó egyenlet esetére m egoldottnak* véve, a 
további kifejtés kizárólag csak <traczionális m űveleh-ek bizo
nyos m eghatározott sorozatát követeli; ez alatt értve a négy 
alapművelet alkalmazását az (A) tartomány mennyiségeire 
és az (A) tartományból származó formák legnagyobb közös 
osztójának meghatározását,

* Nem kell épen az algebrai mennyiségek elméletének felfogá
sában történő megoldásra g o n d o ln u n k ; történhetik  ez úgy is, a 
hogy a függvények elmélete követeli, a hol az egy ismeretlent ta r
talmazó egyenlet gyökei, mint határértékek, illetőleg mint algebrai 
függvények lépnek fel.
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Az Fj formák az együtthatóknak csak véges sorozatát 
tartalmazzák, és magától értetődik, hogy (A) helyett minden 
oly orthoid tartom ány is választható, mely az együtthatók
ként szereplő m ennyiségeket tartalmazza, így pl. minden 
oly (A') tartomány, a mely tartalmazza az (A) tartomány 
összes mennyiségeit. Evvel szemben a ((legkisebb» tarto
mány, a melyből a vizsgálat kiindulhat, az a raczionális tar
tomány, a melyet az Fj formák együtthatói teljesen meg
határoznak és minden (A') tartomány, a mely (A) helyébe 
léphet, «tartalmazza» ezt a raczionális tartományt.

Az így alapúi felvett (A) tartomány határozatlanokat 
is tartalm azhat, a melyeket azonban a vizsgálat folyamában 
ilyeneknek meg kell hagynunk ; azaz fogalmi meghatározá
suk értelm ében nincsen megengedve, hogy változó voltuk 
korlátozásáról beszéljünk. Ez semmiképen sem szorítja 
meg a vizsgálat á lta lánosságá t; csakhogy ugyanannak az 
Fj (x1? x 2, . . . ,  egyenletrendszernek különböző elimi-
náczió-problémák felelhetnek meg a szerint, hogy az x-ek 
közül melyeket tekintünk határozatlanoknak és melyeket 
ism eretleneknek *.

* így pl- a
zx -f y =  2, 
x +  y =  1

egyenletrendszernek, ha x-et  és y-1 ismeretleneknek, z-l pedig ha
tározatlannak veszszük, csak ez az egy megoldása lesz :

1 z—2
X ~  ~z—\ ' y ~  ~z—T ’

míg ha x-et, y-1 és z-t egyformán ismeretleneknek tekintjük, ugyan
annak a rendszernek végtelen sok megoldás felel meg, a melyekben 
x, y és z változását oly módon korlátoztuk, hogy x felvehet minden 
értéket a 0 kizárásával, y minden értéket az 1 kizárásával és- ép úgy 
z is minden értéket az 1 kizárásával; továbbá mihelyt egyik isme
retlen értékét e feltételeknek megfelelőleg választottuk, evvel a má
sik kettő teljesen meg van határozva.



m V. AZ ELIM1NÁCZIÓ ÁLTALÁNOS E L M É L E T E .  ‘2. v}.

K ronecker e lim in ácz ió -m ód szere .

2. §. A felállított problém át teljesen megoldja egy Kro- 
NECKER-től* származó módszer, melyet azonban a szerző az 
idézett helyen épen csak a legrövidebben jelzett. Minthogy 
a probléma lényegében már az Fj form arendszer resolvens 
formájának felállításával és az ehhez csatlakozó fejtegeté
sekkel (III. fej. 18- 21. §.) meg van oldva, itt a dolog csak 
a legnagyobb közös osztó képezésénél előforduló kivételes 
eset (III. fej. 20. §.) elkerülésén fordúl meg, hogy így egy
szerű és általános előállításhoz jussunk. Ez m egtörténik, ha 
az új Uj és u'j határozatlanok segítségével Kronecker elimi- 
náczió-elve szerint nem csupán csak az Fj formákat foglal
juk össze íp-ben és ^  ióuj-ben, hanem ép úgy összefog
laljuk a . . ., tm határozatlanok segítségével az x 1, . . ., x m 
határozatlanokat is (melyek hiszen szintén formák) ^tix^-ben;

i = 1
ez az eljárás a számolásra alkalmas módon úgy fogalm az
ható, hogy az x m határozatlan helyébe az 

X — h ä-’j ^2 "^2 H"~ ' ' ‘ tjn m
lineáris transformatio segítségével bevezetjük az x  határo
zatlant.

Hogy a tárgyalást lényegtelen esetleges körülmények
től m egszabadítsuk, czélszerű még az adott forma- ill. egyen
letrendszert előbb bizonyos lineáris transform atiónak alá
vetni, a melynek együtthatóit minden egyes esetben köny- 
nyen m eghatározhatjuk.

Ha ugyanis az eredetileg adott egyenletrendszer:
Gj (zj , . . ., Zjj) 0 , (j=\,..., k)

* Festschrift. 10. §. Az ott kifejezett szándék, hogy az elimi- 
náczió elméletét későbbi értekezésekben részletesebben tárgyalja, 
fájdalom, nem valósult meg.
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és erre a

~i vi\ x i 4“ vi2 X2 ~\ t~ vim x m (i’=i, ,m) (T)
lineáris transform atiót alkalmazzuk, a hol a transformatio 
együtthatóinak kellő m eghatározását még későbbre tartjuk 
fenn, akkor a «transformált» egyenletrendszer:

Fj (x i ----- , xm) =  0 , ( )
a melynek együtthatói egyelőre m int a v-k formái értendők.

Ha már m ost evvel a rendszerrel a III. fej. 18. §-ában elő
adott u tasítás szerint bánunk el, akkor az ott fellépő F-1̂ ,  D 
formák, míg az együtthatókban fellépő v mennyiségeket ha
tározatlanoknak tekin tjük , x h+í, . . ., xm-re nézve mindany- 
nyian szabályosak lesznek. Ha ez e formák közül legelő
ször pl. cp-re nem állana be, úgy hogy e p  forma N-ed 
dimensiójú volna, de nem volna szabályos, akkor p  okve- 
tetlenűl valamely Fj^  forma. Ha ugyanis valamely h-ra 
nézve az fJ1̂  formák mindannyian szabályosak, akkor leg
nagyobb közös osztójuk, F)(h) szintén szabályos. Ha pedig 
p  valamely Fj1̂ , akkor az F j-kre az x h+í, .. ., x m oly meg
határozott lineáris (Tf) transform atióját alkalmazhatnék, 
hogy ez a p  m ost is AT-ed dimensiójú forma marad és sza
bályossá válik, míg a megelőző formák m egtartják dimen- 
siójukat és szabályos voltukat. A (ÜT) és (Tf) transform atiók 
egymásutánja tehát oly transform atióra vezetne, a melynek 
alkalmazása után <̂ >-ben (i =  ■ ■ •, m) együtthatója a
0 -tól különböző, míg a feltevés szerint az egyik ilyen 
együttható a e-k minden értékrendszere mellett 0 -sal egyenlő. 
E feltevés tehát nem állhat meg és így az Fj form arendszer
ből származó Fj^\ form ák mindannyian , x m-re
nézve szabályosak.

Ha már most az F j formarendszerre a további
x  =  ty x t -)-t2 x 2-\ • -f- tm x m (T )

lineáris transform atiót alkalmazzuk, a hol x t , . . me8 "
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m aradnak és csak x m helyébe lép x , akkor a (T) és (T') 
transform atiók egymásutánja egyenlő értékű a

z i ~  \ uh  l,im 7  ) x i H~ \ l)h  v im ~± ) ,v2 ~\ ~L x  K ^  )
v lm '  ' 'm

/n)
transformatióval. A (7") transform atio révén az Fj=0  egyen
letrendszerből származó egyenletrendszerben, a melynek je 
lölésére

í j — 0 (j=i, . . . ,k)

szolgáljon, az együtthatókat a t határozatlanok formáinak 
tek in tjük ; mert e végből csak tm bizonyos hatványával kell 
szoroznunk, a mi az aequivalentia-meghatározás értelmében 
meg van engedve *.

Ha már m ostan az fj rendszer resolvens formájának 
taglalásában fellépő formák

n f ] és f j ‘:K
a hol /m-nek nevezőkként fellépő hatványait, a melyeknek 
a további tárgyalásra nincsen befolyásuk, ismét mellőz
zük, ezek újból arft+1, . . . ,  x m_ í , x -re  nézve szabályosak. 
Ugyanis Dj/f* és f j ^  a és Fj^-hól úgy keletkezik, hogy 
a v-k helyébe annak a lineáris transform aliónak együtthatóit

* A resolvens ionná elméletének értelmében a megvizsgálandó 
formákat az x határozatlanok formáinak kell tekintenünk ; együtt
hatóik az [(A), /t , . . ., /;jl] formatartomány mellérendelt orthoid tarto
mányához tartoznak ; ez maga pedig teljes holoid tartomány. Mint
hogy azonban ezeket a formákat az [ ( A ) , aequivalentia- 
tartományra vonatkozólag kell megvizsgálnunk, és aequivalens for
mák egymást feltétlenül helyettesíthetik, a nevezőket mindig eltávo
líthatjuk és végre a formákból, a melyeknek együtthatói már most 
az [(A), t t , . . . ,  lm] teljes holoid tartományból valók, eltávolíthatjuk 
az együtthatók legnagyobb közös osztóját ; azaz a fellépő formák  
mindig az  aq, . . ., x„,_t én x  határozatlanok primitiv formáinak tekint
hetők.
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teszszük, melyre a T és T' egymásutánja vezet, azután pe
dig tm bizonyos hatványával szorzunk. Az ekként nyert for
mák szabályos vagy nem szabályos volta fölött döntő tagok 
együtthatói pedig a v és t határozatlanoknak az (A) tarto
mányból származó oly formái, a melyek nem egyenlők 
azonosan a z é ru ssa l; m ert ez az eset akkor sem áll be, ha 
h =  --- =  7̂,_ i= 0 , tm=  1 , a m ikor tulajdonképen az előbbi 
formákra térünk vissza. M eghatározhatunk tehát olyan

vij — a ij
értékrendszereket, (a melyek még raczionális és egész szá
mokból is állhatnak), a melyekre nézve az együtthatók a 
t határozatlanoknak a zérustól különböző formáiba mennek 
át és az ] aij I determ ináns sem egyenlő zérussal. Evvel a kö
vetkező eredményre ju to ttunk  :

Az eredeti Gj= 0  egyenletrendszerből bizonyos meghatá
rozott lineáris transformatio alkalmazása révén (a melynek 
determinánsa nem eyyenlö a zérussal) nyerjük az Fj—0 
egyenletrendszert, a mely oly szerkezetű, hogy akkor , midőn 
azt a további

X = t1X i -)- • H tm x  m

transformatióval az fj — 0  rendszerbe vezetjük át, az ennek 
megfelelő és f j ^  form ák mindannyian x ^+ í, . . . ,  x m_1 és 
x-re  nézve szabályosak.

E m ellett a t-k határozatlanoknak tek in tendők ; de e 
tétel m egtartja érvényességét még akkor is, ha a /-k helyébe 
oly értékrendszereket teszünk, a melyekre nézve a /-knek 
amaz általánosságban a 0 -tól különböző formái a 0 -tól kü
lönböző értékeket vesznek fel.

3. §. A Gj—0 és Fj= 0 rendszerek taglalása két teljesen 
azonos probléma, m ert az azokból származó értékrendsze
rek egymásnak lineáris és egyértelmű módon felelnek meg. 
(Geometriai felfogásban az így m eghatározott lineáris trans
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formatio egyszerű koordináta-transform atio.) Az eredeti rend
szer helyett tehát «az esetleges körülményektől m egszabadí
tott» Fj—0 rendszert és az evvel az

X  =  h  X j  - f  \- tjn x m

transform atio kapcsán összefüggő f j = 0  rendszert vizsgál
hatjuk meg, a melyben — mint már em lítettük — az együtt
hatók a t határozatlanok formáinak tekintendők, a mi csak 
a tm nevezőkként szereplő hatványainak feltétlenül megenge
dett eltávolítását kívánja meg.

Az Fj— 0  és f j —0  egyenletrendszereknek megfelelő ér
tékrendszerek kölcsönösen m eghatározzák egymást. A to
vábbi tárgyalás áttekinthetősége szempontjából kényelmes 
lesz, ha ezt pontosabban fogalmazzuk.

Minden olyan • • ••> értékrendszer, a mely ki
elégíti az Fj—0 egyenletrendszert, olyan

777
I = S í,-Iíi=i

értékrendszert szolgáltat, a mely kielégíti az

Fj —• 0, x — h Xj -(- • \-tm x m 

egyenletrendszert. Továbbá, ha ez úgy van,
hí

h í  • • • i 1 i h h'z=i
kielégíti az f , = 0  egyenleteket.

Viszont, ha

— -j— (I h hí ^m-i ^m -i)’

akkor minden
hi i ^2 ' • • •» hm— 1 1  S

értékrendszer, a mely kielégíti az

/} = 0 (7=1,...,*)
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egyenletrendszert, olyan

S i  i • • ■ i i £

értékrendszert szolgáltat, a mely kielégíti az

Ff 0 , X = t1X1~\ I

egyenleteket és mivel az Fj formák az x  határozatlant egy
általában nem tartalmazzák, azért végre a

m
’ 4  ' • ■ • i £m > =  2  Tii= i

értékrendszer kielégíti az

Fj = 0 * x = t1x 1-\------h rm x m

egyenletrendszert, a hol t új határozatlanokat je
lentenek.

4. §. Legyenek m ost ismét I ) ^  és fj®  ama formák, a 
melyek az / j  rendszer resolvens formájának alkotásában és 
taglalásában szerepelnek. Akkor a

d>t= D t D(̂ . . . D{tm~1}= 0

egyenlet az Fj= 0  egyenletrendszer összresolvense, abban 
az értelemben, hogy ez az egyenlet az Fj—0 rendszer ösz- 
szes gyökrendszereit teljesen és egyszerű módon jellemzi. 
Az e fej. 2-ik §-ához tartozó jegyzet szerint D ^\ . . .  és 
így d>i is az x, x t , . . ,, x m_1 határozatlanoknak oly primitiv 
formája, a melynek együtthatói az [(A), tt , . . ., tm\ forma
tartományhoz tartoznak. E mellett vagy részletesen írva

D{th)= D (th) ( x ; x h+í, . . ., Xm-t; t i , .  . tm)

az x; x h + x m_t határozatlanoknak oly szabályos formája, 
a melynek dimensiója 0  is lehet; ebben az esetben azonban 
megállapodásaink értelm ében 1 -gyel egyenlőnek veendő.

Ha <Dt— Wt Xt , ak k o ra  íP*f= 0  egyenletet az Fj=0 egyen
letrendszer részlet- resolvensének, jelesen a — 0  egyen
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letet pedig az Fj=0 rendszer teljes hyX -edfokozatú  (részlet-) 
resolvensének nevezzük. Ily resolvens «nincsen», ha 
1 -gyel egyenlő.

A III. fej. 18. §-ának (R) congruentiái közül bármelyik 
most ily alakú :

D ,D f . .  D f - 'C s O  (mod. f t ), (C)

a hol C az [(A), tt , . . ., tm] formatartományhoz tartozik és a 
0 -tól különböző. Minthogy továbbá az értelmezés szerint
x = t1x 1-\------(- tm xm-re nézve f j= t^ F j ,  azért fj  — Fj, mint
az x-ek formája, osztható x —tí x í -------- fmxm-rnel és így a
(C) congruentia ezt az új alakot n y e ri:

m
Dt D y .  . . C =  0 (mod. Ft ,. . ., Fk , x  -  £  h x t).

i= 1
Ha már m ost X j= |1?. . ., xm= ^ m az F) = 0  rendszer 

bármely gyökrendszere és x = £ = j£ b f ,- , akkor a ténye-
. i = 1 1 .

zők valamelyikének a zérussal kell egyenlőnek lennie; mert 
C az x-ektől független és a 0 -tól különböző mennyiség.

Ha pedig viszont x h+í=£h+í, . . ., xJn_1= | m_1, x = |  
olyan értékrendszer, a melyre nézve a zérussal egyenlő^ 
akkor a III. fejezetben (különösen annak 20. §-ában) előadott, 
már többször idézett fejtegetések szerint mindig van véges 
számú, de legalább is egy olyan , .  . ., értékrendszer, a 
melyre nézve minden egyes fj  zérus lesz, és így

k , i , ------ l n - i  -------- tm-, Im -l)* m

az előbbiek szerint az Fj= 0  egyenletek gyökrendszere.
Most már a következő, az elimináczió elméletében 

alapvető tételre térhetünk á t :
Ho. Dj ( x , x ĵ^ j ,..., xm—1, b ,. . . ,  tm)-ben az Xfl_f_1,. . . ,x m_:1 

határozatlanok helyébe tetszés szerinti f ft+1, . . . ,  t meny- 
nyiségeket helyettesítünk, akkor
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D\ h)( x t t ........ tm)
az x ; tt ,. hatarozatlanoknak homogén formája lesz és
ha ez az 1-től különböző, akkor mint ugyanezen határozat
lanok lineáris form áinak szorzata állítható elő.

(pc •> • • • i ^m-i! h ? • • • t /̂n) együtthatói az (A)
tartom ány m ennyiségeiből és a |/,+1, • • •, mennyisé
gekből összeadás és szorzás segítségével vannak össze
állítva. így tehát bizonyos (R) raczionális tartom ányt hatá
roznak meg és valamely ebből származó genus-tartom ány 
lesz az, a melyben ama felbontás végbe megy.

A tétel bebizonyítására bevezetjük a további, tetszés sze
rint választott . . ., m ennyiségeket; a helyettesítési ered
ményt pedig, a mely szárm azik,ha ben és 0 r ben x lv .., x m_t 
helyébe a értékeket helyettesítjük, D ^ -v al ill.
0 r vel jelöljük. Ezeknek az utóbbi formáknak (a melyek 
az x, f1? . . tm határozatlanokat tartalmazzák) lehetnek 
többszörös o sz tó ik ; hogy ezeket eltávolítsuk, képezzük 
és ~~~ ill. 0 t és @t legnagyobb közös osztóját és tá
volítsuk azt el Z)^-ből, ill. 0 r ből. Legyenek még és
Wt a D ^\  ill. 0 t egyszerű osztóinak szorzatai, akkor minden 
esetre :

Wt= E jh) X{th}.
Az

Ej,h) =  0

egyenletből, a hol a t[ , . s o r o z a t  a t1,. . . , tm határozatlanok
kal egyenlőjogú új határozatlanoknak sorozatát jelenti, x, mint 
ism eretlen számára bizonyos az ((/?), t[, . . ., t'jn)  tartományból 
származó genus-tartom ányhoz tartozó mennyiségeket nye
rünk. Legyen azok közül az egyik £'. Erre nézve minden 
esetre egyszersmind D ^ —0 és így tehát a III. fej. 20.. §-ában 
jellem zett algorithrnus a m ennyiségeknek legalább is egy oly
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rendszerére vezet, hogy

£ . 1  Í i ? • • • i Í/i ? *3 /1+1 1 • • • 1 Ím~ 1

az = 0  egyenletrendszert* kielégíti. Ha ezekhez a meny- 
nyiségekhez még hozzácsatoljuk a 

h m— 1

! '= 2 ! ; í + 2 Á fá + ! i ,C  tó')r=i s=h+i
értelmezte S,'m mennyiséget, akkor a 

értékrendszer kielégíti az
t1 x 1-\- • • ■ tm x m

egyenletrendszert és így tehát egyszersmind az 

Fj=0, x = í 1 x 1 -1 k tm x m

egyenletrendszert is.
Minthogy azonban az Fj formák az x  határozatlant 

nem is tartalm azzák, a
í n  • • • 1 Í/i? Í/j+i ?•••■> Ím -i ' £>m

m ennyiség-rendszer és
/1 m— 1

Í/ =  2  Ír Ö- +  2  Ís ís“kim öm 
r=i s=/i+i

a hol t1, . . ., /m az először használt határozatlanokat jelen
tik, kielégíti az

Fj — 0, X = tí Xt ~\ k ö?i
rendszert és végűi az f j= 0  egyenleteket is. E mennyiségek 
helyettesítésénél a ^  és Wt zérus lesz, és így tehát végre 
ugyancsak vagy . E mellett a 0^ stb. m ennyiségek a 
0 f  stb. mennyiségektől csakis a t határozatlanok jelölésé
ben különböznek.

* I tt azt a form át je len ti, mely /j—bői keletkezik, ha a h í  •••» ön 
helyébe a f i , . . . ,  /k re t teszszük.
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Ha a
r(h)_

egyenletben x-et tekintjük ism eretlennek, akkor
h m—i

If  — 2  r̂ +  2  Is ^ s + l /n
r = i  s= / i+ i

nem lehet annak gy ö k e ; különben, minthogy a f-k épen 
határozatlanok,

h m—i
I ’ =  2  I r  ^ r+ Z i Is  (s +  lm  /̂n 

; = i  s= / i+ i

a xj ! ^ — 0  egyenletnek megfelelő gyöke volna, a mely a ^  
értelmezése szerint a E ^ =  0  egyenletet is k ie lég íti; pedig 
képezésüknek megfelelőleg E ^ -n e k  és XÍ^-nek nincsen az 
1 -től különböző közös osztója.

Ezek szerint
h ni—i

L t = X  2  tr 2  Is tS lm tm
r= i  s= / i+ i

E ^ -n e k  és D ^ -n e k  is lineáris osztója.
Ha az így m eghatározott osztót E^ -b ő i  eltávolítjuk 

és X ^-hez csatoljuk, az épen befejezett következtetést pon
tosan ism ételhetjük és akkor az előre kimondott tételnek 
megfelelőleg

rp , I  ,— 1 1 i

h m—i

í* = * -2 !r  ' r - 2 4  («-C '» I1--....»iJ
a hol

S=/j+l

és vh az E ^ -n e k  x-re vonatkozó foka ; végre pedig

Df1’ =  Th i z r . . . Q z * ,

a hol a Cfjj -̂k pozitiv egész számokat jelentenek.
E m ellett még ki kell m utatnunk, hogy Th az (A) tarto

mány mennyisége és így tehát 1 -gyel egyenlőnek is vehető. 
Th ugyanis x  legmagasabb hatványának együtthatója D ^ -ben.
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Minthogy azonban D ^  az x-re nézve szabályos forma, ez 
az együttható az x íl+1,. . ., x m_1 határozatlanok közül egyet 
sem tartalmaz. Ha tehát ezek helyett valamely |/,+1, .. 
értékrendszert vezetünk be, Th a t határozatlanoknak az (A) 
tartományból származó ugyanazon formája marad, mint előbb.

De a lh+1, • • •, | m_i m ennyiségeket egyenesen határo
zatlanoknak is választhatjuk; azaz az x h+1, . . ., a:m _ 1 meny- 
nyiségeket m eghagyhatjuk ilyeneknek. Ekkor következteté
seink magára D((h>-re vonatkoznak ; ha tehát Th a f-knek igazi 
formája volna, akkor osztható volna 7^-val, azaz feltevé
sünk ellenére nem primitiv forma. Th tehát valóban az (A) 
tartom ány mennyisége és ^ 1 -gyel, és így, ha D ^ -t  eloszt
juk T-vel és a formának ezt az alakját veszszük alapúi, T 
végre 1 -gyel egyenlőnek vehető.

Végre még igen egyszerű m eggondolás m utatja, hogy 
a lineáris tényezőkben fellépő ^  együtthatók
már az (R) tartományra vonatkozólag algebrai mennyiségek, 
azaz m eghatározásuknál a t' határozatlanok csak látszólag 
szerepelnek.

Ezt pontosan kifejtendők, gondoljuk, hogy felbon
tását elvégeztük úgy is, hogy a f j , . . . , 4 , határozatlanok 
helyébe az ezekkel egyenlőjogú határozatlanoknak egy har
madik új sorozatát is bevezetjük, a melyek jelölésére szol
gáljanak f i t'm. Ekkor teljesen úgy m int előbb nyer
jük a t í p  olyan felbontását lineáris tényezőkre:

D(th)= A °hl A“h2. .  . A%vh,
a hol úgy mint előbb T-t már 1 -nek veszszük és

r = i  s= h + 1
Ebben az csak abban különböznek a £Í^-któl, hogy,
míg az utóbbiak értelmezésénél a t' határozatlanokat hasz
náltuk. az előbbiekében a t" határozatlanok szerepelnek.
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Ily módon abban a genus-tartom ányban, a mely az
összes

t ( j )  JLj) 
’ li ( i = l , . . . , h ,  m ; j = i , . . . , v h)

m ennyiségeket tartalmazza, adva van a T){p  kétféle felbon
tása lineáris, tehát irreducibilis tényezőkre; minden Aj 
aequivalens tehát valamelyik L k- \ a l ; minthogy pedig .r 
együtthatója mind a kettőben az egység, ebből végre kö
vetkezik, hogy Lk=Aj'i azaz

^ ) = r i {rJ) (r=i, . . .  ,h,  in)

Ámde |j,/v kielégít oly egyenletet, a melynek együtt
hatói a határozatlanoknak az (/?) tartományból
származó formái és ép úgy oly egyenletnek tesz eleget, 
a melynek együtthatói a tx, . . ., t'jn határozatlanoknak az ( R )  

tartományból származó formái. Legyenek ezek az egyenle
tek cpx —0  és cp2 = 0 , akkor, mert ^  =  (px-nek és <̂2-nek 
lesz egy közös osztója, cp és ^  =  r j^  már a cp— 0  egyen
letet is kielégíti. De <p-ben egy t' sem fordulhat elő, vala
mint egy t" sem ; különben az első esetben nem lehetne 
cpx-nek, a m ásodik esetben pedig epének osztója.

A m ennyiség tehát kielégít oly egyenletet, a mely
nek együtthatói az ( R )  tartományhoz tartoznak, és épen ezt 
kellett bebizonyítanunk.

Magától értetődik ezután, hogy j —k , ahl — chí stb.

Az i j = 0  ren d szer  m egold ása in ak  ö sszesség e .

5. §. A megelőző fejtegetések megadják most már az 
összes segédeszközöket arra, hogy teljesen leírhassuk azt 
a korlátozást, melyet az

F j — 0  ( j = i , . . . , k )

egyenletrendszer az x í , . . . , x m ismeretlenek változó volté
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nak szab. Itt már feltételezhetjük és feltételezzük is, hogy 
valamely kellően választott lineáris transform atio segítsé
gével már m egszabadítottuk az egyenletrendszert az előbb 
leírt értelem ben vett «esetleges körülményektől». Az egyen
letrendszer együtthatói tartozzanak az orthoid (A) tarto 
mányhoz és az ism eretlenek változó voltát vizsgáljuk meg 
az (A} tartományban. E m egállapodások csak a vizsgálat 
alapjait rögzítik meg a nélkül, hogy általánosságát meg
szorítanák.

Az
Xt — f i 1 ■ • • i Xm — t,m

gyökrendszerek összességét, a melyek az F : = 0  egyenleteket 
kielégítik, röviden az egyenletrendszer tartalmának nevezzük.

E szerint az F j— 0  egyenletrendszer tartalm át úgy nyer
jük, hogy rendre képezzük az 1 -től különböző D^l) form ákat; 
ezután mindegyikben x h+1,.  . ., x m_1 helyébe a tetszés sze
rinti |j ,+1, .. ., ^m- i  m ennyiségeket helyettesítjük és végre a
III. fej. 20. §-a szerint m eghatározzuk a f 1 7  . . mennyi-
seg-rendszereket, valamint a

m
Í = s l i ' i = l íi=i

kapcsán fm-et is, mely ép úgy, mint f 17. . . ,  £/,, a í-ktől füg
getlen.

Ekkor
 ̂ (ff 5. f/i+i i • • • i fm—i ’ t\i ■ • • i ím)==0 ,

azaz X —f f= x  — ̂ f,- /,• a lineáris tényezője. Ez az ered
mény a következő módon is fogalm azható:

Minden a h-\-\-edfokozatá D^ = 0  resolvensből szár
mazó f i , .  ■ . , fm gyökrendszer kielégíti a

Dj (Xj -f h Xm tm , , . . ., x m_1, 0 , . . ., tm) 0

egyenletet, a melyben határozatlanoknak és az
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.Tj, . . ., x m ismeretlenek az {A}-ban változó mennyiségeknek 
tekintendők.

E tétel megfordítása is érvényes :
Ha x 1 =  | 1, . . az adott értelemben az épen

felírt egyenletnek egyik megoldása, akkor ez a megoldás az 
ismert módon szárm azik D y  =  0-ból, ha t. i. ebben

x h+ 1 £ h + 1 ’ • • "i x m —i = z ^m—i
tétetik és a további . . ., £/,, mennyiségeket az egyenle
tek megfelelő lánczolatából meghatározzuk.

A mennyiségek minden ily sorozatából ugyanis olyan 
k származik, a melyre nézve az épen befejezett rész

letes fejtegetés értelmében

ß f 1' (á ; I/í+l - • - .lm -,;  í„ .  . fm)=o.

Magától értetődik, hogy mind a két tétel minden 
osztójára nézve is érvényes; jelesen az egyszerűbb for
mára nézve, a mely D ^-ből úgy származik, hogy eltávolít
juk  belőle d |/!) és legnagyobb közös osztóját. Az
E ^  =  0  egyenletet redukált resolvensnek nevezzük. A /i-f-l-ed- 
fokozatú resolvensnek megfelelő m egoldásokat már az

m
E l  ̂ ( 2  x i k i  x h + í  i • ■ • i i k  i ■ ■ • i =  0

í=i

egyenletből nyerjük, a hol D '^ minden egyes tényezője csak 
mint egyszerű tényező lép fel. Ily módon azonban elvész 
a további vizsgálatban a megoldásnak egyik igen jellemző 
tulajdonsága, annak «sokszorosság»-a * ; de azért mégis az

* Krönecker elimináczió-módszerének e munkában először adott 
általánosabb alakja annyiban meghaladja a «Festschrift» tárgyalásait, 
hogy a megoldásoknak ú. n. sokszorosságát nem hanyagolja el; csak 
szétválasztja — még pedig egész természetes módon — a két problé
mát, a melyek közül az egyik F j — 0 megoldásainak meghatározását

König, A lgebra i m e n n y isé g ek 15
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Fj—0 egyenletek tartalm át már az E ^ = 0 egyenletek is tel
jesen megadják.

Végre még erősen hangsúlyozandó, hogy az x-ek és 
a t-k jelentése m iatt az

Ff  ̂ (S  x i hí x h+ii • • • i x m—1 5 f i  ••• i tm) — 0

egyenlet és ép úgy a megfelelő D ^  =  0  egyenlet is valójában 
bizonyos egyenletrendszer form ális összefoglalása; mert, ha 
a t-k hatványszorzatai szerint rendezünk, akkor minden 
egyes együtthatónak (mely az .T-ek egész függvénye) külön- 
külön egyenlőnek kell lennie zérussal.

Az E^ = 0 egyenletnek ily módon megfelelő egyenlet
rendszert röviden majd E^-val jelöljük.

6 . §. Evvel az Fj—0 egyenletek tartalmának jellem ző szét
bontásához ju tottunk. Minden egyes E/, rendszer tartalma 
benne van az Fj—0 rendszer tartalm ában és a különböző

követeli, a másik pedig e megoldásoknak megfelelő bizonyos je l
lemző számot, a «sokszorosságot» (multiplicitást) állapítja meg. Az a 
rövid jelentés, a melyben a «Festcshrift» e módszerről beszámol, csak 
az £■/*)—o, nálunk «redukált»-aknak nevezett resolvenseket ismeri.

De evvel egyidőben a lineáris tényezői mellett elöfordúló 
kitevőknek is megvan az egyenletrendszerre vonatkozó jelentésük. 
Ezek egyenesen alapját szolgáltatják annak az elméletnek, a mely 
az ily általánosságban tárgyalt egyenletrendszerek megoldásainak 
sokszorosságára vonatkozik. Ily értelemben e kérdést még nem vizs
gálták részletesen.

A szó közönséges, sokkal szőkébb értelmében vett sokszoros
ság elméletét majd a VI. fej. 27. és 28. §-aiban tárgyaljuk.

Az itt tárgyalt általánosított elmélet főfontossága abban rejlik, 
hogy az fj rendszer resolvens formája, <Pt mindig  = 0  (mod. ..., Ff);  
a mi többiek közt lehetővé tette a VIII. és IX. fejezetben tárgyalt 
arithmetikai problémák teljes megoldását.

Az eredeti KRONECKER-féle elmélettel foglalkoztak még Molk 
már előbb idézett értekezésében (Acta math. VI. köt.) és Nettó (Vorl. 
über Algebra, II. köt. 127 1.).
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F.h rendszerek tartalma teljesen kimeríti az Fj — 0 rendszer 
tartalmát.

Az Eh rendszer tartalm a «az {A} tartományból szár
mazó m — h —1-szeres sokaság ')'); ennek minden ((.elemét)) nyer
jük  és csak ilyeneket nyerünk, ha a ( | t ___ , f m) értékrend-
szerben a fA+1, . . j mennyiségeket, a melyeknek száma
m —h —1 , tetszés szerint választjuk és a fenmaradó f j ........f h, | m
mennyiségek helyébe véges számmal levő értékrendszereket 
teszünk. Ezen értékrendszerek száma általánosságban egyenlő 
jUfr-val, E ^ -n e k  x -re  vonatkozó fokával és ennek meg felelőleg 
az így nyert sokaságot ju^-adfokúnak nevezzük.

Itt, a mennyiben x h+1,.  . ., x m^  határozatlanok, E^h) 
a egyszerű tényezőinek szorzatát jelenti. E felfogásban 
E ^ -n ek  x  szerint vett discrim inánsa az x h+1, . . ., x m_í ha
tározatlanoknak 0 -tól különböző formája és mindaddig, míg 
4 + ), • • a mennyiségek oly rendszere, a melynek be
helyettesítése után e discrim ináns nem tűnik el, E ^ -n ek  
és E ^ -n e k  .r-re vonatkozó foka ugyanaz. Ha azonban e 
discrim ináns bizonyos f/j+1, . . ., értékrendszerre nézve
eltűnik, akkor E ^  (x; f ft+1, . . . tt , . . ., tm) többszörös
lineáris tényezőket tartalmaz, jUh nagyobb ?//,-nál, E^ = 0  

fokánál és az ilyen rendszernek megfelelő értékrendszerek 
száma, /uh.

Hogy az értékrendszerek számára vonatkozó tétel álta
lános érvényességét fentartsuk, a megfelelő f  i , . . . ,  f , f)n érték- 
rendszert annyiszor számláljuk, mint a mennyi a megfelelő
lineáris tényező kitevője E^/í; (x; f/j+1, . . ., lm -! ; f ........tm)~
ben. A sokaság így m eghatározott elemét többszörös (kettős) 
elemnek, vagy pedig singuláris elemnek nevezzük. Azt is 
szokás mondani, hogy e singuláris elemben több egyszerű 
elem «összeesik»*.

* Félreértések elkerülése végett még egyszer kiemeljük,  hogy
15*
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Ha E ^ -n e k  x  szerint vett discrim inánsát J^ í;-vel jelöl
jük, akkor a

 ̂ ( x h + 1 ■>•••! x m —i ’ h i • • • i W )=  d
egyenlet, a melyet ism ét bizonyos egyenletrendszer formális 
összefoglalásának kell tekintenünk, azokat a £h+1, • • ■, £m- i  
értékrendszereket értelmezi, a melyek singuláris elemekre 
vezetnek és közvetetlenűl világos, hogy az

Ah)

Ejh) =  0, 4 ~ E \ h) =  0 1 dx 1
egyenletekben formálisan összefoglalt egyenletrendszer az 
E^ = 0  egyenlet értelm ezte sokaság singuláris elemeit és 
csak ezeket értelmezi.

Az  [A}-ból származó algebrai sokaság fogalmát term é
szetszerűen bővítjük, ha ezen a néven azoknak a I t , . . . ,  I ’m 
értékrendszereknek összességét értjük, a melyek az Fj= 0 
egyenleteket kielégítik. A sokaság pontosabb megjelölését, 
m int «algebrai»-t, a továbbiakban m ellőzzük; mert az itt 
előadott elmélet czéljainak megfelelőleg e könyvben más 
sokaságokról egyáltalában nem is lesz szó. Az alapúi fel
vett m-szeres sokaság, (x i , . .  ., x m) is, a hol minden egyes 
x  az [A] bármely mennyiségével egyenlőnek vehető, ebben 
az értelemben algebrai sokaság, mert értelm ezését a 0 = 0  

egyenletből nyeri, a mely az x-ek változásának nem szab 
korlátot.

Evvel ellentétben pl. az a feltétel, hogy az x-ek raczio- 
nális és egész számok legyenek, nem algebrai, hanem «trans
cendens» sokaságot értelmez*.

e fogalmak megalkotásánál az Ejh)=0  értelmezte sokaságból indu
lunk ki, a hol E f1'*-nek, mint az x, xj,+1, . . . ,  xm_t határozatlanok 
formájának nincsenek többszörös tényezői.

* Magától értetődik, hogy e fogalomalkotások megtartják ér
vényességüket még akkor is, ha az adott Gj{z-i, . . ., zm)=0  egyenlet-
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Ha tehát a Gj =  0  egyenletrendszernek megfelelő

Ddh) £)(Ű2)

formák az sequivalentia értelm ében az 1 -től különbözők, akkor 
az egyenletrendszer tartalm a egy m — /q —1 -szeres sokaságból, 
egy m —h2 — 1 -szeres sokaságból stb. áll. Geometriai kifeje
zésmóddal élve a Gj=Q egyenletrendszer «az m-dimensiós 
térben bizonyos számú különböző kiterjedésű képződményt, 
«pontokat,» «vonalakat,» «felületeket,» három szorosan ki
terjedt képződményeket, stb. egyidejűleg  értelmez.

rendszert a megelőző lineáris transformatio nélkül veszszük a vizs
gálat alapjául. Az ekkor fellépő kivételes esetek onnan erednek, 
hogy az egyenletek alkotására felhasznált formák többé nem szabá
lyosak. Ha már most zjl+1, . . ., zm_t értékeiből folytatólag a zhl . . . 
értékeket kell meghatároznunk, megeshetik, hogy zh, . . . legmaga
sabb hatványának együtthatója eltűnik és akkor a megfelelő érték- 
rendszerek száma y /, alászáll még akkor is, ha a többszörös ele
meket megfelelőleg többszörösen számláljuk. Hogy ilyenkor is a 
Uh szám állandóságát formailag föntartsuk, a sokaságnak ú. n. «vég
telen» elemeit szokás bevezetni. Az összes együtthatók eltűnése ré
vén a Zh, . . . meghatározására szolgáló egyenlet továbbá azonossá 
is válhatik. Ezt az esetet egyszerűen megvilágítja annak a felület
nek a példája, a mely az x=a ,  y —b egyenest teljesen tartalmazza. 
Mindezek a kivételes esetek azonban csak akkor léphetnek fel, ha a 
zjl+1, . . ., zm_1 mennyiségek kielégítenek valamely <p (Z]l+1, . . . ,  zin_t)= 0 
algebrai egyenletet.

Az ily esetleges körülményeket elkerüljük azon kölcsönösen 
egyértelmű vonatkozás által, a melyet a

m
zi =  2 aijxji K - l* °  

j=i
lineáris transformatio a (zt , . . ., zm) és (xí} . . ., xm) sokaságok kö
zött megállapít. Geometriai felfogásban ekkor az első sokaságnak is 
minden elemét az xt , . . . ,  xm «koordináták» által gondoljuk adott
nak, a mi közvetetlenűl átvihető az abban foglalt m— 1, m- 2, . . .- 
szeres sokaságokra.
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Az egységes nom enclatura érdekében még a követke
zőkben állapodunk meg :

Az Fj= 0 egyenletrendszer értelm ezte sokaságot h-\-\-ed- 
fokozatúnak  (vagy h-\-\-edr anyának) nevezzük, ha / 1 a leg
kisebb egész szám, a melyre nézve az sequivalentia ér
telmében 1 -től különböző (ö r nek megfelelőleg h = 0 ) ; ugyan
ezt az elnevezést kiterjesztjük az Fj= 0 egyenletrendszerre, 
valam int az Fj formákból álló orthoid form arendszerre is*.

A /i+ l-edfokozatú  Fj= 0 rendszert és a hozzá tartozó 
sokaságot tiszta h-\-\-edfokozalú rendszernek, itt. tiszta so
kaságnak nevezzük, ha k > h  esetében 1 . Ellenkező
esetben vegyes h-\-\-edfokozatú rendszerrel, ill. vegyes soka
sággal van dolgunk.

Helyén lesz, ha ebben az értelem ben még m-\-l-ed~ 
fokozatú  rendszerekről is beszélünk, a melyeknek aztán 
«nincsen tartalmuk». Az Fj— 0  egyenletrendszernek ugyanis 
ebben az esetben egyetlen egy gyökrendszer sem felel meg.

Magától értetődik, hogy, hacsak ű |/!) nem ~ 1 , a

D ^  = 0 , vagy E^ = 0

egyenletekben összefoglalt egyenletrendszer /i-|-l-edfokozatú, 
a mi e resolvens előbbi elnevezésével megegyezik.

A h-f-l-edfokozatú sokaság (varietas) rövid jelölésére 
a V^+d-t használjuk.

* Ha a formák együtthatói valamely valódi holoid tartományhoz 
tartoznak és a probléma felállítása követeli, hogy csakis erre a tarto
mányra szorítkozzunk, ha tehát a szó szűkebb értelmében vett arith- 
metikai kérdéseket kell tárgyalnunk; akkor az Fj formarendszer foko
zatszámát nem értelmezhetjük többé úgy, hogy az F j= 0 egyenletrend
szerével megegyezzék. Mihelyt «egyenletrendszer»-ről beszélünk, a 
holoid tartományt már is a mellérendelt orthoid tartománynyá bő
vítettük ki.
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A — 0  értelm ezte E(ft+d sokaság singularis elemei —
mint azt az értelmező egyenletek közvetetlenűl m utatják — 
oly sokaságot szolgáltatnak, a melynek fokozatszáma leg
alább is h-\-2. E fokozatszám azonban nagyobb is lehet és 
egészen m + l- ig  emelkedhetik ; azaz vannak oly sokaságok 
is, a melyek singuláris elemet egyáltalában nem tartal
maznak. A lineáris egyenlet értelm ezte Eb) sokaság triviális 
példáján kívül az analitikai geometria elemeiből ism erünk 
erre példát, a hol az ((általános» másodfokú egyenlet (szét 
nem eső kúpszelet stb.) ilyen sokaságot értelmez.

7. §. Most az Fj— 0  egyenletrendszer összresolvensére 
térünk vissza. Ez a következő :

<Pt= D t d \1]. . . /)}n7_ 1 )= 0,

a hol a bal oldalon álló resolvens forma az x, x t , . . ., x m_t ; 
h , . . ., tm határozatlanoknak olyan formája, a melynek együtt
hatói az orthoid (A) tartom ányhoz tartoznak.

M indenekelőtt közvetetlenűl látni, hogy az így értel
mezett és Dj'^ formáknak (h^=k) nincsen az 1 -től külön
böző közös osztójuk. Ez tisztán formális alapon abból a 
körülményből következik, hogy f í ^  és D^k\  mint a bennök 
előfordúló .r-ek formái szabályosak és primitívek.

D ^  felbontása irreducibilis tényezőkre tehát a követ
kezőt szolgáltatja :

ö[h)= . . . P?hvh,t In h/u h
a hol az =  je lt tehetjük az ~  jel helyébe, ha az összes ténye
zőkben a; legmagasabb hatványának együtthatóját 1 -nek vesz- 
szük. Ekkor a már használt jelöléssel élve :

pr(h) — p ,  p h111 — Mu ' • ' r h/J.h i

m- 1 y-h r
i 'r - n  p p # * ,h^OJh = l

továbbá
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es

m-i fih
* t = n  n p hjh,

(p/»/V P% ^ 1' (*=*=*)•
Akkor Phj  =  0  az (A)-ra vonatkozólag irreducibilis

h-\-\-edfokozatú részlet-resolvens és az egyenletrendszerről,111
a mely p*h=  0 -ból származik, ha x  =  helyettesí
tünk, valam int az így értelm ezett sokaságról is azt mondjuk, 
hogy (A)-ban irreducibilis.

Ebben az esetben a következő az irreducibililásra vo
natkozó tétel é rvényesül:

Ha a h--\-l-edfokozatú sokaságot oly egyenlet
rendszer értelmezi, a melynek együtthatói (A)-hoz tartoznak, 
akkor a Phjh = 0  egyenlet értelmezte, (A)-ban irreducibilis so
kaságnak vagy összes elemei benne vannak V̂ h+1 -ben, vagy 
pedig a közös elemek oly sokaságot alkotnak, a melynek 
fokozatszáma nagyobb h-\-\-nél.

y(*+i)_t minden esetre oly egyenletrendszer értelmezi, 
a melynek összresolvense a következő alakú :

d*^-nek (i <  h) ugyanis 1 -gyel kell egyenlőnek lennie, mivel a 
y(ft+i) sokaság fokozatszáma épen /i-j-1 . Ha már most 
osztható PN„ val, beáll az első eset; vagy pedig ellenkezőleg

( x  1^ ')  =  ^  ’ * ' • i x m—i > • • • » m̂)•

E m ellett g a 0 -tól különböző és a resultáns képezési törvé
nyének megfelelőleg a és Phjh formák lineáris formája. 
Az x  =  '£ t i x i helyettesítés után tehát a d ^  = 0  és Phjh=0  
egyenletek értelmezte sokaságok minden közös elemére 
nézve

j ,. . ., x m_1, /j , . . ., tm) 0 .9 (x h+
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Ekkor azonban a d ^  =  ° ’ PN h ~ °  értelmezte egyenlet
rendszer összresolvense nem tartalm azhat oly részlet-resol- 
venst, a melynek fokozata h + 1 , vagy ennél alacsonyabb; 
mert, ha volna ilyen resolvens, akkor oly megoldásnak is 
kellene lennie, a melyben x h+1,.  . ., x m_t megmaradnak mint 
határozatlanok, a mi pedig a g= 0  következtében ki van zárva.

A további közös elemeket azok a sokaságok tartal
mazzák, a melyeket a dj/l+1  ̂=  0 , . . . egyenletek szolgáltatnak 
és így minden esetre oly sokaságoknak részei, a melyeknek 
fokozatszámai m agasabbak h-{- 1 -nél.

Ha m-edfokozatú sokasággal van dolgunk, azaz olyan
nal, a mely véges számú az |A}-hoz tartozó értékrendszer
ből áll, akkor vagy az összes a Pm- lt jm = 0  m eghatározta 
értékrendszereket tartalmazza, vagy egyiküket sem ; mert a 
y(m+i) sokaságnak nincsen tartalma. Ebben az esetben 
ugyanis g a 1-knek el nem tűnő formája és egyáltalában nem 
lehetséges, hogy g ~ 0 . Ez az utóbbi eset egyszersmind az 
egy ism eretlent tartalm azó egyenletek irreducibilis voltára 
vonatkozó tételt is tartalmazza, a melyet mint fontos spe- 
cziális esetet még részletesebben kell kifejtenünk.

Valamely egy ism eretlent tartalmazó
F{z) =  A0zn+ A lZ" - ' +  ...+ A n =  0  (Ao+ 0 )

egyenlet összresolvensét az előadott utasítás szerint úgy 
alkotjuk, hogy bevezetjük x —zt-í és azután tn-nel szorzunk. 
Az összresolvens tehát

tnF ) — A0x n-\-A^ x n~x t-\------\-An fn=0.

Ha ebben ism ét x ~ z t -1 teszszük, akkor belőle tnF(z ) = 0  

szárm azik; .egy egyetlen egyenlet esetében tehát az összre- 
solvensre vonatkozó tételek — mint előre látható volt -— 
tautológiára vezetnek. De nem így az egyenlet irreducibilis 
voltára vonatkozó tétel, a mely ebben az esetben, a hol
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mint «sokaság» egy egyenlet összes gyökei szerepelnek, a 
következő alakot nyeri :

Ha G(z) — 0  bármely oly egyenlet, a melynek együtt
hatói (Á)-hoz tartoznak, akkor ezt az (A)-ban irreducibilis 
F(z)—0 egyenlet gyökei vagy mindannyian kielégítik, vagy 
pedig e gyökök közül egy sem*. Az « F (z )= 0 egyenlet gyö
kének» fogalma itt term észetesen |A}-ra vonatkozik.

Magától értetődik, hogy a tétel alapjáúl felvehető min
den oly orthoid tartomány, mely az egyenletrendszer együtt
hatóit tartalmazza ; jelesen tehát minden oly (A) tartomány, 
a mely tartalmazza az (A) tartom ány összes mennyiségeit, 
Ebből azután az irreducibilitásra vonatkozó tétel új fogal
mazása következik, a mely, ellentétben az egy ism eretlent 
tartalmazó egyenlet esetében fellépő viszonyokkal, a végte
len sok elemet tartalm azó sokaságokra nézve jellemző.

A minden tényezőkre bontása — mint azt a IV. 
fej. 18. §-ából tudjuk — már bizonyos az (A)-ból származó 
(G) genus-tartom ányban végezhető. Ha ezt a genus-tarto
mányt veszszük fel alapúi, % ,  föltétlenül irreducibilis forma 
lesz és % , = °  föltétlenül irreducibilis h-\-\-edfokozatéi so
kaságot értelmez, a melyre a következő tétel vonatkozik.

Valamely föltétlenül irreducibilis h-\-^~vdfokozatéi so
kaséig vagy teljesen benne van bármely más algebrai

* Magától értetődik, hogy ez az iiTeducibilitásra vonatkozó 
legegyszerűbb tétel az egyenletrendszerek esetében szükséges kö
rülményes fejtegetések nélkül is nyerhető. Ha ugyanis F(z) irre
ducibilis, akkor vagy G (z) =  F (z) <P (z) és így F (z) — 0 minden gyöke 
kielégíti egyszersmind a G(z) =  0 egyenletet is; vagy pedig F(z) és 
G (z) resultánsa, R a 0-tól különböző. De ekkor az

R = G 1(z)F(z) + F1(z)G(z)
kapcsolat mutatja, hogv egyetlen a-ra nézve sem lehel Fia) és Gía 
egyidejűleg (I.
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h-)-\-edfokozatü sokaságban, vagy pedig a kettőnek közös 
elemei olg sokaságot alkotnak, a melynek fokozatszáma na
gyobb h-{-\-nél.

Ama sokaság értelm ezésére oly egyenletrendszer
szolgál, a melynek együtthatói bizonyos raczionális tarto
mányhoz tartoznak. Ha ehhez a (G) genus-tartom ány meny- 
nyiségeit adjungáljuk, oly orthoid tartom ányt nyerünk, a 
mely az irreducibilitásra vonatkozó előbb levezetett tétel
ben (A) helyébe lé p h e t; mivel pedig Phh  ebben a tartom ány
ban is irreducibilis, evvel közvetetlenűl megvan az épen 
kim ondott tétel.

A h+ l-edfokozatú , azaz az m —h — 1 -szeres sokaságot 
geometriai felfogásban m —h -l-s ze re se n  kiterjedt képződ
ménynek is nevezzük; ennek megfelelőleg az utolsó tétel 
még a következő módon is fogalmazható :

Valamely föltétlenül irreducibilis, k-szorosan kiterjedt 
(algebrai) képződmény esetében annak valamely szintén k-szo- 
rosan kiterjedt részéi nem lehet algebrai egyenletrendszerrel 
jellem ezni, hacsak ez a «rész» nem meríti ki már az egész 
képződményt.

Az m-edfokozatú sokaságok esetében, a melyek «0 -szo- 
rosan kiterjedtek», azaz geometriai kifejezéssel élve «véges 
számú pontból állanak», e tétel elveszti tartalmát. A föl
tétlenül irreducibilis m-edfokozatú sokaságot ugyanis oly 
Pm- t , j m_ =  0  egyenlet értelmezi, a hol i a
egyik osztója. De (G)-ben oly a; — 2  lz ^ra âkú lineáris
tényezőkre bomlik, a melyekben a mennyiségek a (G) tar
tományhoz tartoznak és e szerint Pm_tj  =  0 egyetlen 
egy | j , . . . , | m _ 1 értékrendszert, «egyetlen egy pontot» értel
mez, és ekkor a tétel közvetetlenűl belátható,

8 . §. Ha az Fj= 0  egyenletrendszernek megfelelnek olyan 
resolvensek is, a melyeknek fokozatszáma kisebb m-nél, ak-



kor végtelen sok gyökrendszer van és a rendszer tartalm át 
nem lehet ezeknek teljes felsorolásával leírni. Mindamellett 
ezt a tartalm at teljesen jellem ezhetjük az algebrai mennyisé
gek véges sorozatával. Ez úgy történik, hogy a D ^  =  0  egyen
let értelm ezte /i+ l-edfokozatú  sokaság helyett belevonjuk a 
tárgyalásba azokat a véges számú «hj-l-ed fokoza tú  főmegol- 
dásokalD, a melyekben az x h+1, . . ., x m_1 mennyiségeket nem 
választjuk többé «.tetszés szerint)), hanem meghagyjuk ezeket 
határozatlanoknak. A 4. §. szerint D^x\  mint az x, tt , . . ., tm 
mennyiségek formája m ost is felbontható lineáris ténye
zőkre ; csakhogy ezeknek együtthatói valamely az 

((A), |_1,. . ., x m_jj
tartományból származó genus-tartom ányhoz tartozó mennyi
ségek. E lineáris tényezők alakja a következő*:

h m— 1

X 2  Á' tr Xs ts ém tm i
r = i  s= h + i

a hol a t-k együtthatói az épen em lített genus-tartományhoz 
tartozó mennyiségek, a melyek összességükben nem szár
m azhatnak oly formatartományból, a mely kevesebb határo
zatlant tartalmaz. A m ennyiségeknek ez a rendszere, a me
lyet h-j-l-edfokozatú főmegoldásnak neveztünk, t. i. mindig 
tartalmazza m agukat az xjl+ í, . . . yx m_1 határozatlanokat.

A különböző h+ l-edfokozatú  főmegoldások számát D(h' 
különböző lineáris tényezőinek száma, azaz E ^ 1 foka szol
gáltatja, a melyet előbb /z/ r val jelöltünk.

Ha Z)W-t az x, h , . . ., tm, x h+1 y. . ., x m_t , mennyiségek

* E b b ő l  k ö v e t k e z i k  —  a m i t  a k é s ő b b i  a l k a l m a z á s  m i a t t  m á r  ittm
m e g j e g y z ü n k  —  h o g y  a z  x  =  h e l y e t t e s í t é s  u t á n  D /^ - b ó l  a

[= i
/h+1, . . . ,  tm- i  h a t á r o z a t l a n o k  t e l j e s e n  k i e s n e k  ; m e r t  k i e s n e k  m i n d e n  

l i n e á r i s  t é n y e z ő b ő l  é s  í g y  Dlh)- b ő i  i s .  [Dt{h>] m t e h á t  a z  x - e k -
00 — ̂  tf 00 i= 1

n e k  é s  k i z á r á s á v a l  a / - k n e k  forrná  a.

‘2 3 6  V .  AZ ELIMINACZIÓ ALTALANOS E L M É L E T E .  8 .  §.
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formájának tekintjük és Phh  ennek egyik föltétlenül irre- 
ducibilis osztója, akkor a PNh lineáris osztóinak megfelelő 
főmegoldások conjugáll megoldások, még pedig abban az ér
telemben, hogy az ezekből összeállított tr-\- yj x s ís+ lm  tm

. . . r—i  s=h+i
lineáris formák conjugált mennyiségek. E formák száma szol
gáltatja annak a legkisebb genus-tartom ánynak rendszámát, 
a melyben azok m indannyian benne vannak (IV. fej. 14— 19. §.). 
E rendszám  term észetesen p»h foka ; még pedig ha ezt /-lel 
jelöljük, akkor az egyes f ' m ennyiségek az x h+1, . . ., x m_í 
határozatlanoknak oly algebrai függvényei, a melyeknek 
rendszáma /-nek osztója, míg ama lineáris formának rend
száma pontosan /, a mi az épen idézett helyen használt 
módszerek alapján könnyen belátható.

Határozatlanoknak algebrai függvényei ugyanabban a 
viszonyban vannak változók algebrai függvényeivel, mint a 
formák az egész függvényekkel.

A /i+ l-edfbkozatú  főmegoldásokkal egyidejűleg telje
sen meg vannak adva a lineáris tényezői is és így elvi
leg meg van határozva a D^ -n e k  megfelelő sokaság is*.

Magától értetődik, hogy azoknak a lineáris tényezők
nek, a melyek valamely föltétlenül irreducibilis 7 v - °  soka
ságnak megfelelnek, D ^-ben  ugyanaz a kitevőjük.

Az term észetesen nincsen kizárva, hogy bizonyos gyök
rendszerek egyidejűleg mint különböző sokaságok elemei 
szerepelhessenek; de akkor minden egyes sokaságban külön 
kell azokat számlálnunk.

Közvetlenül látni, hogy az m-edfokozatú főmegoldások 
az (A)-ba tartozó m ennyiségek rendszerei.

* Hogy egyes esetekben a főmegoldások mily módon függnek 
össze a Dlh) sokaság előállításával, a következő §-ban fejtegetjük 
majd részletesen.
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Bármely egyenletrendszer tartalm át a főmegoldások 
sorozata, azaz bizonyos számú algebrai mennyiség teljesen 
szolgáltatja. De még akkor is, ha az egyes megoldások 
összességét tekintjük, bármely mennyiség, a mely e meg
oldásokban szerepel, oly algebrai mennyiség, a milyent már 
valamely egy ism eretlent tartalmazó egyenlet értelmez ; csak 
azt a m egszorítást kell fentartanunk, hogy, a mennyiben 
bizonyos számú ism eretlen «tetszés szerinti)) mennyiségnek 
választható, az így választott értékek is algebrai mennyisé
gek legyenek. Míg tehát semmi a fogalomalkotástól idegen 
elem nem lép be, az egy ism eretlent tartalmazó egyenletek 
meghatározta algebrai mennyiségek országa oly önmagában 
zárt ország, a mely egyenletrendszerek hozzávételével sem 
bővíthető többé.

Az egy ism eretlent tartalmazó egyenletet az aequiva- 
lentia-m eghatározás értelmében annak megoldásai és az 
egyes megoldások «sokszorossága» teljesen megadják.

Ha ugyanis f ( x )  és g (x)  ugyanazokat a lineáris ténye
zőket tartalmazzák, ugyanazokkal a kitevőkkel ellátva, akkor 
az együtthatók raczionális tartományára, mint sequivalentia- 
tartományra vonatkozólag f ( x ) ~ g ( x ) .

Hogy egyenletrendszerek esetében a viszonyok nem 
mindig ilyenek, az már itt is kiemelendő. Vannak egyenlet
rendszerek, melyeknek összresolvense ugyanaz, de azért még 
sem pótolhatják egymást teljesen. Erre egyszerű példát szol
gáltat a következő két ren d sze r:

Mind a kettőnek összresolvense .r2 = 0 , azaz mind a kettőnek 
megoldása a kétszer számlálandó (0 , 0 ) gyökrendszer. Mind
amellett még sem mindegy, vájjon az .rt -)-.r2 =  0  egyenlethez

és
(x  i + ^ 2)2=°7 *1- ^ 2 = °

(x1 — x 2)2—0 , a^-f-.r^O .

(1 )

(II)
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az (I) rendszert, vagy pedig a (II) rendszert csatoljuk-e 
hozzá. A második esetben az összresolvens marad x 2= ( ) ; 
míg az első esetben x=Ö *.

* E kivételes esetek fellépésének tulajdonképeni oka abban 
rejlik, hogy az F}—0 egyenletek {A}-ból vett gyökrendszereinek ösz- 
szessége, azaz e rendszer «tartalma» nem elegendő annak jellemzé
sére ; ez csak akkor áll be, ha a vizsgálat körébe végtelen kis 
mennyiségeket is bevonunk. Mint már (a IV. fej. 9. §-ában) megem
lítettük, ezt megtehetjük a nélkül, hogy az arithmetikai és algebrai 
módszerek talaját elhagynék. Erre ugyan e könyvben nem terjesz
kedünk ki ; de fentartva magunknak a részletes kifejtést, mégis czél- 
szerű, ha kapcsolatban a szövegben bemutatott példával a dolog lé
nyegét e legegyszerűbb esetben jellemezzük.

Legyen (A) az alapúi felvett orthoid tartomány; a ^ a g , . . . ,  
b2, • • • legyenek annak bármely mennyiségei ; épedig új jelkép, a 

melyet elsőrendű végtelen kis mennyiségnek nevezünk. Akkor az

n1-(-ú1 é, a2-\-b2 é, . . .

«mennyiségek», a melyek az összeadás és szorzás következő törvé
nyét követik :

( ö i  +  Ő i é )  +  (^ 2  +  ^ 2  —  ö l  +  ö 2 +  ( ^ l _l_ ^2)

(a1+ b í ó) (a2+ b 2 ő) =  a, a2 +  (at b2 +  a2 bt) é,

hyperorthoid tartományt alkotnak; ezt az (A) tartományból származó 
elsőrendű infinitesimalis tartománynak nevezhetjük. (E mellett való
jában csak a mennyiségeknek (a1, b 1)1. . .  párjaival van dolgunk 
és az a^Fb-i <f Írásmódot csak a kényelem kedvéért használjuk; 
ó egyszerűen a (0, 1) mennyiségpár jele).

Most már nem ugyanaz az (I) és (II) rendszerek tartalma. Az 
(I) rendszert kielégíti a mennyiségek minden xt =aó, x2—aó rend
szere, a (II) rendszert pedig a mennyiségek minden x ^ a ó ,  x2= —aó 
rendszere, a hol a az (A) tartomány bármely mennyisége lehet. Ügy 
az (I), mint a (II) rendszert végtelen sok gyökrendszer elégíti ki, a 
mely mindannyi «végtelen közel» esik a (0,0) megoldáshoz. Közös 
gyökrendszerük azonban csak az egyetlen (0, 0) gyökrendszer.
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T iszta  sok aságok  főelőá llítá sa .

9.§. Valamely tiszta h-\-\-edfokozatú  (algebrai)sokaságot, 
y(*+i)-t, bármely módon legyen is megadva, a megelőzők sze
rint kellő lineáris transform atio után végűi mindig bizonyos

<p i V  • • • i trri' x h + 1 X r - l)

forma jellemez ; még pedig oly módon, hogy cp, ha E ^ —0 
valamely teljes /í+ l-edfokozatú  redukált resolvens, az 
osztója és

m , , É  X; tj
(=1

rövid összefoglalásban azt az egyenletrendszert jelenti, a 
melynek tartalm a a Vft+d sokaság összes elemeiből és csakis 
ezekből áll. Az a kifejezés ugyanis a t-k hatványszorzatai 
szerint rendezendő és azután minden egyes hatványszorzat 
együtthatója 0 -sal egyenlővé teendő.

E szerint, ha x t , . . x m a V^+d-nek egyik eleme, akkor 
x  =  2 x ^ 1  tétetvén, (j> mindig azonosan zérus és ugyanannak 
kell beállania /m szerint vett deriváltjaira vonatkozó
lag is.

Ha továbbá bevezetjük a következő röv id ítéseket: 
ßff dap

és a szögletes zárójelt már az x  =  2 x i k  hozzátétel nélkül 
is e helyettesítés jelölésére használjuk, akkor egyszersmind

W  x i +  N  ■= °-
Minthogy 9 9-nek nincsenek többszörös osztói, 9 9-nek x  

szerint vett discrim inánsa a . . ., fm, x h+i, . . ., x m_t meny- 
nyiségeknek a zérustól különböző formája és m eghatározha
tunk akárhány oly

k  — a i 1 a m d

értékrendszert, a melyre nézve
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cp (x , a1, . . ., am, a , . . ., x m_f) 
discrim inánsa az , . . ., .rm _ 1 határozatlanoknak a 0 -tól 
különböző formája. E discrim ináns legyen Aa (xh+Í, . . ., x m_f). 

Akkor

\<P\a =  9  (*’ • • •’ «m- ®m-i)=0,
[9Vla ^íH-  [95’i]a =  ®i (I=1>......... ó)

a hol a [•••]a jelkép a /t= a j  helyettesítés elvégzésére utasít, 
a sokaság h-)-l egyenletből álló olg főelőállítását szol
gáltatja, a melyben a V(h+1)-ben foglalt és a J a= 0 egyen
let által megadott, legfölebb* h-\-2-edfokozatú sokaság kivé
teles helyzetet foglal el.

Ha ugyanis x t , x 2, . . x m a V h+d sokaság bármely oly 
eleme, a melyre nézve Aa a 0 -tól különböző, akkor, mint
hogy cp lineáris tényezőkre való felbontásának ti—ar re nézve
is meg kell m aradnia, a cp=0  egyenlet gyökei közt

m
X = X aiXi

/ ' = 1

is előfordul, hacsak x h+1,. . ., x m_1 a valamely elemé
nek koordinátái. Minthogy pedig <^=0 -ra nézve =  l^ol«
nem 0 , az (I) m ásodik sorában előforduló egyenletekből 

., x h és végre azx
m

X —^J űj X{ vagy [<Po] a * m + W a = 0

egyenletből x m is egyértelm űleg kiadódik, az x , x h+1, . . . ,  x m_1 
mennyiségekkel kifejezve. Viszont pedig a \cp\ n — 0  egyen
let minden gyöke az x  — 2 at- X( alakban állítható elő, a hol 
x x, . . x m a V^+d egyik eleme. Ha tehát a J a= 0 -ban fog
lalt elemeket kizárjuk, ( 1 ) minden megoldása Vft+d egy 
elemét szolgáltatja és viszont.

* A «legfölebb» szó azért volt közbeiktatandó, mert meglehet, 
hogy z/a-ból az .r-ek teljesen kiesnek ; ekkor pedig a Aa= 0  egyen
lőinek «nincs tartalma».

König, Algebrai mennyiségek. 16
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Tekintettel arra a kivételes helyzetre, a melyet a J a—0 
elemei elfoglalnak, ama főelőállítást kétféle módon értelmez
hetjük.

aj A z (I) egyenletek a J a = | = 0  feltétel hozzácsatolásá
val a V(h+Í) sokaság oly föelöállitásál szolgáltatják, a mely 
annak elemeit bizonyos kiváló, legfölebb h-\-2-edfokozatú 
W(ft+2 ) sokaság kizárása után teljesen és kizárólagosan szol
gáltatja. Ama kizárt kiváló sokaság két teljesen különböző 
jellem ű részből alakúi. A sokaságnak lehet singulá-
ris sokasága is (1. a 6 . §. végét) és ekkor ez, m inthogy erre 
nézve Aa épen az a-k bármely választása mellett zérus, 
minden esetre benne lesz W ^+^-ben. Ellenben minden más 
elemének föllépése az a-k választásától függ, vagyis geo
metriai kifejezésmóddal élve, minthogy x  =  2aiX i koordi- 
náta-transform atiót jelent, a koordinátarendszer specziális 
választásának következménye. Mihelyt ugyanis

x h + i » • • • > x m —1 )
-nek x  szerint vett discrim inánsa nem azonosan egyenlő zé
russal, m eghatározhatunk oly /z=a,- értékrendszert is, a melyre 
nézve már An nem 0 .

b) Az (1) egyenletek minden további megszorító fel
tétel nélkül szolgáltatják a E(/,+d sokaság összes elemeit, 
de ezeken kívül még (x 1, . . . , x m) mindazon elemeit is, a 
melyekre nézve Aa (xh+1, . . ., a?ni_ 1) = 0 , x t , . . ., x h tetszés sze
rint választott értékek, x  a [<p\ a = 0  egyenlet valamely többszö
rös gyöke, x m pedig az x  — J a j  xz-ből határozandó meg. Az 
így jellem zett elemek, mint közvetetlenűl látni, egy további 
másodfokozatú sokaságot alkotnak. Mindaddig ugyanis, míg 
J a =f=0 , a viszonyok ugyanazok, mint előbb ; valamint akkor 
is, ha J a= 0 , de x  nem többszörös gyöke a [ <^] a = 0  egyen
letnek. Ha ellenben J a= 0  és a: a \<f,\ a = 0  egyenlet többszö
rös gyöke, akkor egyszersmind [̂ >o]a= 0 . Az (I) egyenletek
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tehát csak úgy elégíthetők ki, ha továbbá :

f9 pi]a=H- (1 = 1 .......h)
Minthogy azonban eredeti egyenletrendszerünket már kellő 
lineáris transform atióval átalakítottnak veszszük, mindig 
van a sokaságnak oly eleme, mely megfelel a most meg
állapított x, x h+1, . . . ,  x m_ t értékeknek. Az ezen elemeknek 
megfelelő x v . . . , x h értékek pedig szükségkép kielégítik 
az (I) második sorában álló egyenleteket; azaz J a=~-() és 
[^oJa^O-ból m indig következik, hogy

\%]a=0 - (i'=i. ••■,/!)
így tehát (I)-ből csak az első sorban álló egyenlet marad 
hátra ; tehát (x1, . . ., x m) szabad változását két egyenlet szo
rítja meg, a melyek közűi az egyik x h+1-et, a másik xm-et 
határozza meg a többi x  segítségével. Abban az esetben, mi
dőn J a az x h+1-re nézve nem szabályos, ism ét ügy mint 
előbb bizonyos lineáris transform atiót kell alkalmaznunk.

Hogy egyszerű példát is lássunk, legyenek valamely 
tiszta algebrai térgörbe főelőállítására x , x 1, x 2 már is a kö
zönséges DESCARTEs-féle koordináták ; akkor az a főelőállí
tás, ha az a-k alatt is már specziális számokat értünk, a 
következő le s z :

<p(x, x 2 ) = 0 ,

^ 2) x i Jr (P\ ^ 2 )
a hol cp0 és cp egyidejűleg csak azokra az értékrendszerekre 
nézve egyenlők zérussal, a melyekre nézve egyszersmind 
a 9 9-knek x  szerint vett discrim inánsa és <pt (x, x 2) is zérus. 
Az algebrai térgörbe e főelőállításába tehát mint felesleges 
rész véges számú párhuzamos egyenes lép be.

10. §. Bizonyos esetekben azonban a főelőállítás mégis 
már az adott sokaság teljes és kizárólagos előállítását szol
gáltatja ; így történik ez pl. minden az (x t , . . ., xm)-ben log

ic*
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Iáit első- és m-edfokozatú sokaság esetében. Erre vonatko
zólag a következő tételek érvényesek :

A tiszta elsöfokozatú sokaságot mindig teljesen és ki
zárólagosan egg eggenlel tartalma adja meg.

Ugyanis a 9. §. következtetéseit ismételve, az (I) má
sodfajú egyenletei teljesen elmaradnak. Ugyanerre az ered
ményre abból is ju thatni, hogy a 8 . §. első jegyzete szerint

m
Dt az x = ^ i ti x i substitutio alkalmazása folytán tm homogén 
formájába megy át és így felveszi a tm <J> a la k o t; ugyanaz 
érvényes tehát I)t minden osztójára nézve is és így a meg
felelő elsőfokozatú sokaság teljes értelm ezését a egyen
let adja.

T ovábbá:
Minden az (xt , . . ., x m)-ből származó m-edfokozatú so

kaságot, azaz a véges számmal levő
£ i  k i £ 2  k 1 • • • 1 ! mk  (á = i , 2 , . N)

értékrendszereket egg m eggenletből álló rendszer tartalma 
teljesen és kizárólagosan szolgáltatja.

Ama J a-val jelölt discrim ináns ugyanis m ost olyan a 
0 -tól különböző mennyiség, a mely egyetlen x-et sem tar
talmaz ; ebben az esetben tehát semmiféle singuláris vagy 
kiváló elemek nem lépnek fel.

Ha 0 < h < m —1 , akkor az (I) egyenletek V^+d-n kívül 
még egy másodfokozatú sokaságot is szolgáltathatnak, mely 
azonban, ha J a az x-ektől független (és term észetesen a 
0 -tól különböző) mennyiség, el is eshetik.

Ha fellép is ez a másodfokozatú sokaság, mégis jogo
san használhatjuk az (I) egyenleteket a V(ft+d előállítására; 
mert azok ezt a sokaságot teljesen meghatározzák. Ha 
ugyanis megalkotjuk az (I) rendszer teljes resolvensét, ennek a 
másodfokozatú részlet-resolvensen kívül még ahhoz a h-j- 1 -ed- 
fokozatú resolvenshez is kell vezetnie, a mely V(ft+d-t telje-
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sen és kizárólagosan értelmezi. (I) ugyanis csak ama két 
sokaságot szolgáltatja, a melyet elkülönítve keli nyernünk, 
mivel közös elemeik legfölebb ű-t-2 -edfokozatú sokaságot 
alkotnak.

Hogy valamely sokaság főelőállításának fogalma
term észetszerűen m ost még mily módon bővíthető, az kézzel 
fogható. Ily bővítésnek kell tekintenünk minden h-j- 1  egyen
letből álló rendszert, a mely összes elemeit és csak
ezeket értelmezi, hacsak kizárjuk egy oly tiszta elsőfokozatú 
g/=0  sokaság összes elemeit, a melynek V(h+1Wel közös 
elemei legalább ü-f-2 -edfokozatú sokaságot alkotnak*.

Még röviden meg akarjuk említeni «a leképezés elmé
letének» ebből az előállításból folyó alaptételét**.

Minden tiszta h-\-l-ed fokozatú sokaság, V(h+1\  a mely 
bármely (x t , .  . ., x m) sokaságból ered és az m -h -szo ro sa n  
kiterjedt (zt , z2, . . . ,  zm_h) sokaságból eredő bizonyos első- 
fokozatú sokaság közt oly kölcsönösen egyértelmű vonatkozás 
létesíthető, a melynek legfölebb bizonyos a V(h+1)-ben fog
lalt h-\-2-edfokozatú sokaságra nézve vannak kivételei.

Ha x , x ft+1, . . ., x ín_1-et független változóknak tekintjük, 
akkor ezen az (x, x ft+1, . . ., xm_1)-ben foglalt elsőfokozatú 
sokaság, [(p\a= 0  a VÍft+1Wel a jellem zett kölcsönösen egy
értelm ű vonatkozásban áll, a melyet épen az (I) egyenletek 
fejeznek k i ; ezekhez még a teljesség kedvéért hozzácsatol
hatjuk az ezekből eredő

[^ola ^
egyenletet.

* A főelőállítás neve (figuration principale) MoLK-tól szárma
zik, kinek már idézett értekezésében (a 153. lapon) találni a mosl 
adott értelemben vett főelőállítást.

** K r o n e c k e r , Festschrift, 10. §.
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T etszés szerin ti sok aságok  e lő á llítá sa  m ,+ 1 e g y e n le t
seg ítség év e l.

11. §. Á ttérünk már m ost KRONECKER-nek következő, be
bizonyítás nélkül közlött alapvető tételére* :

Bármely oly F j= 0 ( j= l ,  . k) egyenletrendszernek, a 
melyben az ismeretlenek x t , . . x m, tartalma teljesen és k i
zárólagosan megadható egy legfölebb m - \ - 1 egyenletből álló 
rendszer segítségével.

Minthogy magától értetődik, hogy e tétel független az 
ism eretlenekre alkalm azott oly lineáris transform atiótól, a 
melynek determ inánsa a 0-tól különböző, az adott Fj= 0 
rendszert már olyannak tekinthetjük, a mely a régebben ki
fejtett értelemben esetleges körülm ényektől meg van szaba
dítva. Minthogy azonban m ost csak az egyenletrendszer 
tartalmáról van szó, m indenekelőtt a rendszer redukált re- 
solvensét (7. §.), a mely

m -i nh
v t= n  n p hjh= o,

h=o 4 = 1

vehetjük a lap ú i; azután pedig még feltételezhetjük, hogy az 
a sokaság, a melyet ism eretes módon a

PhJh = Q
egyenlet értelmez és a mely része az előállítandó tartalom 
nak, nincsen meg teljesen a

p k jk = 0  (k< h )
értelmezte sokaságban ; m ert ebben az esetben Wt= 0  a Phjh 
tényező eltávolítása után is már teljesen megadja az Fj— 0  

tartalmát. Annak eldöntésére, vájjon valamely Phíh ebben az 
értelemben a tartalom előállítására felesleges-e, csak a

% .  =  «• (P>
által összefoglalt egyenletrendszereket kell megvizsgálnunk.

* Kronecker, Festschrift 10. §.
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Ilyen (P) rendszer % , = «  következtében oly sokaságot szol
gáltat, a melynek fokozatszáma legalább / i+ l .  Ha felállítjuk 
tehát a (P) rendszer összresolvensét, akkor ebben az a részlet- 
resolvens, a melynek fokozatszáma a legkisebb, vagy /i-j-l-ed- 
vagy pedig ennél is magasabb fokozatú lesz. Az első eset
ben tehát annak a sokaságnak, a melyet ez a resolvens ér
telmez, az irreducibilis sokaságot teljesen kell tartal
maznia és így Phpj =  0 tartalm a teljesen benne lesz a % = °  
tartalmában. A m ásodik esetben 0 és Phjh=  0  közös
elemei oly sokaságot alkotnak, a melynek fokozata leg- 
fölebb h-f-2 és PkJk=Q csak egy V(/l+2l sokaságot tartalm az 
p ^ = ° - b ó i .

Miután így minden egyes Phjh~ra nézve eldöntöttük, 
vájjon az szükséges-e az Fj —0 rendszer teljes tartalm ának 
előállítására, e tartalm at abból az egyenletrendszerből nyer- 
jük, a melyet m _ 1 ^

v = n . i i Q h j h= o
/ 1 = 0  J h = 1

szolgáltat, a hol a
Qkh =o, (*</,)

értelm ezte sokaságok közös elemei legalább Ti-j-2 -edfoko- 
zatú sokaságot alkotnak.

A
(x, ajj, . . ., i • • •i tm) d

egyenlet is az Fj=0 rendszer resolvense ; m ert annak a rend
szernek a tartalm a, a mely úgy származik, ha a t"1 . . . t^n 
hatványszorzatok együtthatóit egyenként egyenlővé teszszük 
zérussal, teljesen megegyezik Fj =  0  tartalmával. Ezt az 
egyenletet az Fj— 0  rendszer minimális resolvensének nevez
hetjük ; m ert Fj— 0 tartalm ának összefoglalása az első-, má
sod-, stb. fokozatú sokaságok bizonyos sorozatában feltét
lenül tartalmazza azokat a sokaságokat, a melyeket a mi
nimális resolvens szolgáltat. Ha az Fj== 0  rendszer
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első oly irreducibilis sokasága volna, a melyet nem szolgál
tat egyszersmind ifj= 0  is, akkor annak valamely a xfj— 0 -ból 
származó alacsonyabb fokozatú sokaságban benne kellene 
lennie és az Fj= 0 tartalm ának jellem zésére felesleges volna. 
Evvel szemben szükséges azonban minden egyes oly soka
ságnak felsorolása, a mely yj =  0 -ból e re d ; m ert ily soka
ságnak azon elemei, a melyeket valamely más, a i f —0-hó\ 
eredő sokasággal közösen bír, csupán csak magasabb foko
zatú sokaságot alkothatnak.

Ebből egyszermind világos az is, hogy két egyenlet
rendszer tartalma akkor és csak akkor lehet ugyanaz, ha 
minimális resolvenseik ugyanazok.

Hogy a következőt rövidebben összefoglalhassuk, a 
minimális resolvenst még a következő módon írjuk :

yjA). . .
a hol

... Vh
V { ) = J I  Qhj h ■

Most már könnyen bebizonyíthatjuk a következő té te lt :
Legyen az F j—0 , ( j= l ,  ■ . . ,  k) egyenletrendszer mini

mális resolvense xp—0 ; legyen továbbá

Gih> =  0 < r - i , (2h+1)
oly egyenletrendszer, melynek tartalma teljesen magában 
foglalja az Fj — 0  rendszer tartalmát és ezen fölül csak 
h-\-\-ed vagy még magasabb fokozatéi sokaságokat ölel 
föl. Akkor mindig meghatározhatjuk a mennyiségeknek oly

----«77, rendszerét (még raczionális és egész számokból
állót is), hogy a

I VAx=2aix f=: î (r=i, 2,...) (“ /,+2)
rendszer tartalma, mely természetesen ismét teljesen magá
ban foglalja az Fj—0  rendszer tartalmát, ezen fölül már 
csak hJ-2-ed vagy még magasabb fokozató sokaságokból áll.
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A történt m egállapítások folytán és a minimális re
solvens tulajdonságai alapján a (J5/,+1) minimális resolvense 
ily alakú lesz:

Qh+i—y j^  y ^  . . .  o,
hol yW  osztható ip^-ve  1. Ha y(h)~ip(h\  tételünk — mint 
közvetetlenűl látni — érvényes, akárhogy választjuk is az 
a mennyiségeket.

Az ellenkező esetben
y(h) — xjjfti) y(ty

és yW  nem ~ 1 . A y ^  irreducibilis tényezői a íp^-éitó l kü
lönbözők lesznek, és ha egyikük n^h\  akkor ti^ = 0  a m ini
mális resolvens értelmezése szerint nem tartalm azhat vala
mely y/ti)= o sokasággal közös oly sokaságot, a melynek 
fokozatszáma kisebb h-\-2 -nél. Vannak tehát olyan x t =  | f 
mennyiségek, a melyek bizonyos m eghatározott, az (A)-ból 
származó genus-tartom ányhoz tartoznak és a melyekre nézve 
[7rW] =  0 , míg [yj\ a 0 -tól különböző és ugyanilyen marad 
akkor is, midőn a t-k helyébe bizonyos a1?. . ,, ám mennyisé
gek rendszerét teszsziik (a mely még raczionális és egész 
számokból is állhat). Ekkor azonban a ^h+2 rendszer mini
mális resolvense, csakugyan megfelel a té te ln ek ;
mert xfÁ°\ ip^-\. . . ,  a (>/i+2-nek osztói, a n ^  pedig, vala
mint — az a-k kellő választásánál — y ^  többi irreducibi
lis osztója a [,ys\x=2aix =  0  egyenlet bozzálépése m iatt nem 
lehet ilyen. Más /i+ l-e d  vagy alacsonyabb fokozatú sokaság 
végre nem felelhet meg ( I h+2)-nek, m ert már (2 /,+1)-nek sem 
felel meg.

Ámde kiindulhatunk valamely [y*\x=2aixi—Q egyenletből, 
m int (2 '1) rendszerből és végre majd a

ip (Á ciri . . ., x m_ 1? ar l , . . ., cirm) —0 (Sk)
(r=i,...,fc)

egyenletrendszerhez jutunk, a melynek minimális resolvense
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az Fj= 0  rendszerével megegyező. Ekkor azonban a két rend
szer tartalm a is ugyanaz ; az (Sk) egyenleteinek száma pe
dig — a mint az e §. elején kim ondott tétel állítja — 
<gm-|-l. Ha ugyanis k az egyenletek száma, az (S^) rend
szer tartalm a az Fj= 0 rendszerétől már csak /c-adfokozatú, 
vagy még ennél is magasabb fokozatú sokaságokban külön- 
bözhetik ; a k = m - \ - 1  esetben tehát csak m-)-l-edfokozatú 
sokaságokban, a melyeknek már nincsen tartalm uk* *.

E gyen letren d szerek , íi m ely ek n ek  tarta lm a lineáris  
sok aságot alkot.

12. §. Lineáris sokaságnak nevezzük az olyan sokasá
got, a melyet lineáris egyenletek rendszere értelmez.

Könnyű felismerni, hogy a lineáris egyenletek valamely

cii x i~ h cÍ2 x 2 ~\ x m~\~ci, m + i  =  ̂  ( 0

(í=i, .. .,k)

rendszerének összresolvense milyen alakú. Ha ezeknek az 
egyenleteknek bal oldalai — a mint azt mindig feltételez
zük — szabályos formák, (vagy pedig szükség esetén azokat 
valamely alkalmas lineáris transform atio segítségével ilye
nekké átalakítottuk), akkor az x m együtthatójával, a cim meny- 
nyiséggel osztani lehet és az adott rendszer az 

a h  . i j - ) - /2 , r 2 -\ \ - tm  a jn

transformatio alkalmazása után a következő alakot veszi fel:

x  ***1 h  x m —i im —i Xjm  (^ )
(í=i, 2 , k)

* Wahlen igen erdekes példán kimutatta, hogy valóban vannak 
esetek, midőn m ismeretlent tartalmazó egyenletrendszer tartalma 
nem állítható elő kevesebbel, mint m +  1 egyenlettel. («Bemerkung
zur vollständigen Darstellung algebraischer Raumcurven». Journal
1'. r. u. a. Mathematik. 108. köt. 346. 1.).
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a hol Xim az x í , . . . , x m_í m ennyiségeknek lineáris formája. 
Minthogy azonban itt csupa lineáris formával van dolgunk, 
csak a következő két eset lehetséges. A (2 ) egyenletek bal 
oldalai vagy kivétel nélkül egymással aequivalens formák és 
így tehát bármelyik közülök a teljes elsőfokozatú részlet- 
resolvens, Dt= 0 ; de akkor az Ft-k (a melyek a III. fej. 18. §-a 
szerint alkotandók) m indannyian aequivalensek 1 -gyel és 
Dt = 0 már az összresolvens. Vagy pedig Dt~ l  és az Fj 
formák azok a formák, a melyek a (2 )-ben a bal oldalon 
állanak. Ekkor tehát 

k
— ui (A x i h  x m —i i ^im ^m)i=i

és
k

2  Lli (x  x i h x m—i tm—i Vím tm)
i=i

x., szerint vett resultánsa képezendő, és ebben az u-k és u'-k 
hatványszorzatainak együtthatói lesznek az F ^  formák.

Közvetetlenűl felismerjük, hogy ama resultáns és így 
tehát az Fj^ formák is az x, x 2, . . ., x m _ 1 mennyiségek line
áris formái. Az utóbbiak vagy ism ét kivétel nélkül egy
mással sequivalens formák és akkor úgy, m int előbb bár
melyik közülük a rendszer összresolvensét, D ^ = 0 -t szol
gáltatja ; vagy pedig 1 . Az eljárást hasonló módon
folytatva, felismerjük, hogy a lineáris egyenletek rendsze
rének vagy egyáltalában nincsen tartalm a, vagy pedig van oly

X  — X 1 t1 Xjx tfr X/j+1 tfr+i x m —i 1 — tm = 0  (/1)

alakú összresolvense, a hol X1, . . ., Xh, Xm az x/,+1, . . x m_1 
mennyiségek lineáris formái. A bal oldalon álló formának 
ugyanis utolsó fejtegetéseink szerint az x, x/l+1, . . ., x m_ t 
mennyiségek lineáris formájának és (e fej. 4. §. szerint) mint 
teljes h+ l-edfokozatú  részlet-resolvensnek az x, f1?. . tm
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határozatlanok oly homogén formájának kell lennie, a mely
ben x  legmagasabb hatványának együtthatója a t-két nem 
tartalmazza. A kérdéses forma tehát az x, tx, . . tm határo
zatlanok sorozatára nézve is lineáris lesz.

Magától értetődik, hogy (A) az (1) rendszernek, ha 
ennek egyáltalában van tartalma, egyszersmind minimális 
resolvense is és így ebben az esetben (l)-e t az esetleg 
alkalmazandó lineáris transform atio után egyszersmind az

Xi — Aj, Xm — (í=i, ...,h) (-di)
«legegyszerűbb» alakra hoztuk.

Minthogy azonban két egyenletrendszer tartalm a csak 
akkor lehet ugyanaz, ha minimális resolvenseik megegyez
nek, ebből a következő tétel foly :

Bármely egyenletrendszer tartalma akkor és csak ak
kor alkothat lineáris sokaságot, ha minimális resolvense 
olyan alakú, mint (A) és ekkor e lineáris sokaság raczionális 
műveletek segítségével megadható a (Aj) alakban.

E mellett még kiemelendő a homogén lineáris rendszer 
esete. Közvetetlenűl belátható, hogy homogén lineáris rend
szer akkor és csak akkor értelm ezhet lineáris sokaságot, ha 
az ,t , = 0  (i—1 ,. . ., m) elemet tartalmazza.

13. §. Valamely egyenletrendszer tartalma «{A]-ban
sereget alkotó, ha ........£m) és (fj\ . . ., )-mel egyidejűleg
u és v bármely értékei mellett (ii£í-|-u£i, . . ., ls 9 IIfék
rendszer.

Az a két (triviális) határeset, a melyben az egyenlet
rendszernek vagy nincsen tartalm a, vagy pedig az egyen
letrendszer az x t , . . . , x m változó voltának semmi korlátot 
sem szab, a következőkben már kizártnak tekinthető.

a. Egy mástól fiiggetlenv-nek mondjuk az oly k gyök- 
rendszeri :

S í  j ' S j y » • • • i £mj ’ ( j = i , . . . , k ;  k < m )
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a melyre nézve az összes a
I l y !  (i‘= i , . . . ,  m , j = i ........ k)

m átrixból alkotott k-adfokú determinánsok a 0 - tót külön
bözők.

Ha az egyenletrendszer igazi, azaz olyan, a mely az 
x 1?. . x m változó voltának valóban korlátot szab, tehát nem 
áll csupa identitásból és tartalm a [A}-ban sereget alkot, 
akkor csak m — 1 egymástól független gyökrendszere lehet. 
Ha ugyanis m egymástól független gyökrendszere volna, 
akkor az

m
^  llj t’ij ( i = l >. . .  ,m)

j = 1

lineáris egyenletrendszer determ inánsa, | ^  | nem volna zé
rus és így az x,--k bármely értékrendszerének megfelelőleg 
m eghatározhatnók az «j-k oly értékrendszerét, a mely ezt 
az egyenletrendszert kielégítené. A sereg értelmezése szerint 
azonban akkor (x15. . ., x m) is gyökrendszer; amaz egyenlet
rendszernek tehát csupa identitásból kellene állania.

Ha az adott egyenletrendszer tartalm a {A}-ban sereget 
alkot, akkor ezek szerint mindig van olyan az m-nél kisebb, 
nem negativ egész szám, k , hogy az egymástól független 
gyökrendszerek száma pontosan k, de nem több. A sereget 
ekkor k-tagú seregnek nevezzük. (A k — 0  eset megfelel 
olyan rendszernek, a melynek csak az egyetlen x , = 0  meg
oldása van.)

Ha a sereg k-tagú és
! i j  > • • • j *5mj  (J= 1 > • • • i Á)

k egymástól független gyökrendszer, x 1 , . . . , x m pedig oly 
gyökrendszer, a mely kielégíti az egyenletrendszert, akkor 
abban a mátrixban, a mely | £« |-ből származik, ha ahhoz, 
mint k-\- 1 -dik oszlopot x t , . . ., xm-et hozzácsatoljuk, minden 
/i'-fl-edfokú determ inánsnak 0 -sal kell egyenlőnek lennie.
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Ha az .r ism eretlenek sorozatát és a gyökrendszereket al
kalmasan rendezzük, feltehetjük, hogy a | | i ;-1 (i, j  =  1 , .  . ., k) 
determ ináns a 0 -tól különböző és ekkor a lineáris egyenle
teknek oly rendszere,

+  x i~\--------- h£zÁ x k =  ®i ( Z = i , . .  ( / )

keletkezik, a melyben £ a 0 -tól különböző és ez az adott 
egyenletrendszer tartalm át teljesen szolgáltatja. A rendszer
nek most feltételezett tulajdonságai alapján megfelel oly 
gyökrendszer, a melyben x ^ , . . . , x k tetszés szerinti értéket 
vesz fel. Másrészt, minthogy a m egoldások sereget alkotnak,
szükséges, hogy | v- , . . | m/-vel ( y = l , . . k) egyidejűleg

k
X i =  2  (i= 1 , . . . ,  m)

J = i
is gyökrendszer legyen, bármely értékük legyen is az fa
mennyiségeknek. Az

k
Uj  £,ij (I==1> • • • > Á)

/ = 1

egyenletekből azonban, bárhogy választottuk is az x t , . . ., x̂ . 
mennyiségeket, mindig az Uj m ennyiségek oly rendszere szár
mazik, a mely ezeket az egyenleteket kielégíti. A hozzá tar
tozó x k+1, . . . , x m értékek pedig csakis azok lehetnek, a 
melyek (7)-t kielégítik ; mert ilyen rendszer mindig van és 
ennek azután (/)-1 is ki kell elégítenie. Evvel tehát a kö
vetkező tételhez ju to ttunk  :

Ha valamely egyenletrendszer tartalma k-tagú sereget 
alkot, akkor ezt teljesen és kizárólagosan oly m -k -a d fo ko za tú  
lineáris sokaság állítja elő, a mely tartalmazza a (0 , 0 , . . ., 0 ) 
elemet; értelmezését tehát m —k homogén lineáris egyenlet 
adja, a mely olyan alakú, mint (/).

Közvetetlenül világos, hogy e tétel megfordítható.
Vájjon valamely egyenletrendszer ilyen-e, azt a mini

mális resolvens képezésével, azaz raczionális műveletek bizo
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nyos véges sorozatával mindig eldönthetjük, a mely eljárás 
term észetesen a k számot is megadja.

E tétel nagy szerepe az alkalmazásokban azon alapszik, 
hogy bizonyos problémákban az egyenletrendszernek az a 
tulajdonsága, hogy tartalm a sereget alkot, közvetetlenűl fel
ism erhető és ebből azután m indjárt következtethetjük, hogy 
a minimális resolvens bal oldala az x, xh+í, . . ., x m_1 hatá
rozatlanoknak homogén lineáris formája, vagyis hogy ama 
rendszer tartalm át az (/)-alakú lineáris egyenletek bizonyos 
rendszere is értelmezi. E mellett még tekintetbe veendő, 
hogy az ezekben előfordúló ism eretlenek az eredeti z17. . . ,z m 
ism eretleneknek homogén lineáris formái.

A fü ggvén yd eterm in án s.

14. §. Ha F1, . . . , F k az x 1, . . . , x m határozatlanoknak 
bármely formái és <p(zt , . . ., zk) a zl : . . . , z k határozatlanok
nak valamely formája, akkor

9 9 (E,, F2, . . ., Fk)

ism ét az x ^ , . . x m határozatlanoknak formája lesz. E for
mának xj szerint vett deriváltját a

=  V  Ü L  m
dx: dF: dxj

képlet szolgáltatja. A differencziálszámolás e szabálya mind
addig, míg csak formákról (vagy egész függvényekről) van 
szó, egyszerű azonosság, a mely a deriváltnak formális ér
telmezéséből (II. fej. 5. §.) közvetetlenűl nyerhető. Ha xj 
helyébe m indenütt xj-\-hj lép, e czélból 9 9-ben csak ht , . . . ,  hm 
együtthatóit kell m eghatároznunk és erre elég, ha Ft he
lyébe m indenütt FJ-J-i/j-t írunk és azután

A  F Ü G G V É N Y D E T E R M 1 N A I V S .
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m

=  1

-t helyettesítünk, mert az elmaradó tagoknak a keresett 
együtthatókra nincs befolyásuk. Ép úgy megegyeznek a 
h1:. . ., hm-hen első-dimensiójú tagokra nézve

+  • • •»
es

2
d<̂>
ÓK fli;

mint hj együtthatója tehát csakugyan az (I)-ben álló kifejezés 
származik.

Most különösen az £Ct , . . . , x m határozatlanoknak m 
formájából álló

É' (*̂ i •)••••> x m) (!=1> ■ • • > m)
rendszer lesz megvizsgálandó. Rövidség kedvéért legyen

dF,
Fa dxj

Az e differencziálhányadosokból alkotott

! ^y‘ l(í,y=i,. . m)
determ inánst az F17. . ., F;n form arendszer ,r1 7 . . ., .rm sze
rint vett függvény determinánsának* nevezzük.

Egy határozatlan esetében e függvénydetermináns egy
szerűen a derivá lt; ha pedig a határozatlanok száma 1 -nél 
nagyobb, a függyénydetermináns a derivált fogalmának 
igen főnios általánosítását szolgáltatja és ennek megfelőleg

a ........ vaOr Pe(,'fí -37iTszel ls Jelolhe,°-

* A függyénydetermináns alapvető tulajdonságait legelőször 
J a c o b i  fejtette ki. («De determinantibus functionalibus», Journal f. 
r. u. a. Math. 22. köt. 310. 1. =  Werke III. köt. 393. 1.). A függvény
determináns tisztán algebrai elmélete tudtommal itt található először.
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Ha (Pj,.  . ., 0m az F ,,. . ., Fm formáknak és Fí , .  . ., Fm 
az x t , . . xm határozatlanoknak formái, akkor 0 ,, . .  ., 0 m-et 
ism ét az Xj, . .  ., xm határozatlanok formáinak tekinthetjük 
és akkor

m
ó0i _  V 1 d<Pj dFr
dxj _  dFr dx;

J r= i  J

úgy, hogy a determ inánsok szorzástétele alapján

d(fl) d(0)  d(F)
d (x) d (F) d (x)

Ha az F  formákra az
m

Xj 2  Cíy Zj (i=l) • ••> ííí), I a,y I + o ( f ) 
J - l

transform atiót alkalmazzuk, ezek a z1,.  . ., zm határozatla
noknak formáiba mennek át és ily értelem ben

m
ÖF _  dF
dZ; dXj

7=1
ebből pedig

Ő(F) _  d(F )
d (z) ^ d (x)

A (T)-vel transformált rendszer függvény determinánsa 
tehát úgy származik, hogy az eredeti rendszer függvény
determ inánsát megszorozzuk a transform atio determ inán
sával. Minthogy pedig erről az utóbbiról feltételezzük, hogy 
a 0 -tól különböző, azért a két függvénydetermináns vagy 
egyidejűleg egyenlő Ü-sal, vagy pedig mind a kettő a 0 -tól 
különböző.

Az F1?. . ., Fm formákat egymástól függőknek mondjuk, 
ha fennáll köztük ilyen alakú azonosság :

"E, c g F f '0 .
( 0 )

K ö n ig , A lg e b r a i  m e n n y i s é g e k . 17
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hol a Cg-k nem mindannyian zé ru so k ; ellenkező esetben 
pedig egymástól függetlenek. A Cg-k itt oly raczionális tar
tomány mennyiségei, a melynek értelmezésébe nem lépnek 
be az x 1, . . . , x m határozatlanok. Az F1 5 . . . , F m formáknak 
egymástól függő vagy független voltát azonban m indjárt 
kezdettől fogva, az általánosság m egszorítása nélkül úgy 
értelmezhetjük, hogy a C mennyiségek az F form ák együtt
hatóival meghatározott raczionális tartományhoz tartozza
nak és nem mindannyian egyenlők a zérussal.

Mert, ha vannak egyáltalában a felállított feltételeknek 
megfelelő C mennyiségek, ezek a homogén lineáris egyen
letek oly rendszerét elégítik ki, a melyben az együtthatók 
ahhoz az F  formák együtthatóival m eghatározott raczionális 
tartományhoz tartoznak. Ezeket az egyenleteket az a kije
lentés szolgáltatja, hogy az x-ek minden hatványszorzatának 
együtthatója zérus. De akkor amaz azonosság érvényes a C-k 
minden oly értékrendszerére nézve, a mely ezeket a homo
gén lineáris egyenleteket kielégíti. Ezeknek az egyenleteknek 
tartalm a k-tagú sereget alkot, a hol k>  1 , minthogy van 
olyan megoldásuk, a mely a (0 , 0 , . . ., 0 )-tól különböző. És e 
seregnek ábrázolása értelm ében (e fej. 13. §-a) a C mennyisé
geknek oly rendszerei is lesznek, a melyek ama raczionális 
tartományhoz tartoznak.

Az F j F m formák egymástól függő vagy független 
volta a legszorosabban kapcsolatos e formák függvénydeter
minánsával. Erre nézve először is a következő tétel érvényes :

Az egymástól függő form ák rendszerének függvény
determinánsa azonosan zérus.

Ezt a tételt úgy bizonyíthatjuk be, hogy kiindulunk 
abból a most létezőnek feltételezett azonosságból, a mely ki
fejezi, hogy a formák egymástól függnek és a mely a

*(* i.........Fm)= 0
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alakban írható. De épen, mivel ez azonosság,

m
^  do ÓFid<D

és így tehát
F,-

dFj dxj 

d(p

=  0 ( 7=1

dpj
=  0  (J= 1 ......m).

Most már könnyen kim utatható, hogy j  F^ j-t a 0 -tól 
különbözőnek véve, 0-ben minden egyes Cf/ együttható 
szükségképen 0 , a mi föltevéseinkkel ellentétben áll. Ekkor 
ugyanis

dd> =  0

dd)volna, ha a bal oldalt az a-ek formájának tekintjük; míg ^  , 
m int az F-ek formája nem lehet a j  minden értékénél azono
san egyenlő a zérussal. Hisz különben 0 =  C és C a 0-tól kü
lönböző volna, a mi képtelenség.

Ha tehát 0  az F-ekben n-ed dimensiójú, akkor a for
máknak egymástól függő volta a zérustól különböző függ
vénydeterm ináns mellett bizonyos

á>1 (F1 , . . . , F m ) = 0

kapcsolathoz vezetne, a hol 0 , olyan a zérustól különböző 
forma, a melynek dimensiója n —1 . így tovább folytatva a 
következtetést, végre olyan a zérustól különböző lineáris 
formához, 0 n_ 1-hez, azaz olyan

C0 Fx-f------b E/n Fm—()

vonatkozáshoz jutunk, a hol nem az összes C'-k egyenlők a 

zérussal. Ugyané következtetési mód szerint —p p r  — Cj-nek 
(ha y = l ,  . . ., ni) a zérussal kellene egyenlőnek lennie és, m int
hogy 0 n_j nem azonosan egyenlő a zérussal, C0-nak egyrészt 
a 0 -tól különbözőnek kellene lennie, m ásrészt pedig mégis

17*
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Co = 0  volna. Az j  Fg |=j= 0  feltevés tehát ellenm ondásra vezet 
és így evvel a kim ondott tétel be van bizonyítva.

15. §. Az utoljára bebizonyított tétel meg is fordítható 
és így mint részlettétel benne van a következő, most tár
gyalandó általános tételben :

(a) A z  Ft , . .  ., Fm form ák akkor és csak akkor függet
lenek egymástól, ha az \ Fg \ függuéngdetermináns a 0-tól 
különböző .

Itt előre kiemeljük, hogy a bebizonyításban kizárólag 
csak az algebrai mennyiségek elméletébe tartozó segéd
eszközöket használunk és, a mi a tétel alkalmazásában el
engedhetetlen, m indjárt oly m ódszert is kifejtünk, a mely 
az I Fg I =  0 esetben raczionális műveletek segítségével szol
gáltat egy 0 (F 1?. . ., Fm) = 0 relácziót, ill. teljesen jellemzi e 
reláCziók összességét.

Az előadandó bebizonyítás áttekinthetőbbé válik, ha 
egyidőben az

Fi (A j, .  . ., x ffl) —wt , o = i,. . . ,  m) (1)

egyenletrendszert is tárgyaljuk, a hol w1,. . ., wm új határo
zatlanokat jelentenek és a kim ondott tétellel együtt mindjárt 
az erre az egyenletrendszerre vonatkozó következő tételt is 
bebizonyítjuk :

(b) Az Fi=iVi rendszer tartalma m-edfokozatú sokasá
got alkot, ha \Fg\ a 0-tól különböző; ha pedig \Fg\ =  0 ,a z  
Fj—Wi rendszernek nincsen tarta lm a*.

*  A í v -k ama jelentéséhez, hogy új határozatlanok, pontosan 
kell ragaszkodnunk. Itt ugyanis különösen jellemző módon mutatkozik 
az az elvi különbség, a mely határozatlanok és korlátlan változók 
között fennáll. «Határozatlan» ta-k esetében az épen kimondott tétel 
minden kivétel nélkül érvényes. Ha ellenben a w-k változók, a té
tel — a mint azl kifejezni szokás — csak «általánosságban» érvényes, 
azaz lehetséges, hogy érvényességét bizonyos a (wt , . . ., £e„,)-ben fog-
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Nem lesz talán felesleges, ha még kiemeljük, hogy 
fejtegetéseink nem tételezik fel «az algebra alaptételét». 
Csakis az algebrai mennyiségek forma-elméleti értelm ezését 
használjuk és a mint a IV. fejezet részletes fejtegetései mu
tatták, az ezekre vonatkozó eredm ények csak oly rövideb
ben írt azonosságok, a melyek az eredeti raczionális tarto 
mányból származó formákra vonatkoznak.

M indenekelőtt megjegyezzük, hogy az (a) és (b) téte
lek az m — 1 esetben érvényesek. Ha m = l  (tehát csak egy 
formánk van, Ft és egy határozatlanunk, a^), az «egymás
tól független» kifejezést nem használhatjuk a közönséges ér

ialt első vagy magasabb fokozatú sokaságra nézve elveszti. Hogy 
ebben az esetben a további vizsgálat miképen alakúi, azt röviden 
mindjárt itt jelezhetjük.

A (b) tétel kifejezi, hogy határozatlan w-k mellett az első eset
ben az Fi—Wi rendszer összresolvense ilyen alakú :

#  (*, t i , . .  ., tm, w1, . . ., wm) =  0 ; 
a második esetben pedig ily alakú relácziók állanak fenn :

m
w (wt , . • ., Wm) - 2  xi (Fi—Wi).f=i

Ha wt , . . ., mm—nek olyan értékeket tulajdonítunk, a melyek 
nem elégítik ki a ^ = 0  relácziót, az F{— Wi—0 rendszernek nem lehet 
megoldása és így a második eset evvel el van intézve.

Az első esetben képeznünk kell az Fj=Wj rendszer összresol- 
vensét a w-k ama specziális értékrendszerére nézve. A D ^  és fj^  
formák képezése teljesen ugyanazon a módon történik, mint hatá
rozatlan w- k esetében mindaddig, míg az formák most nem
mindannyian egyenlők 0-sal. Közvetetlenűl láthatjuk azt is, hogy az 
fjh+i^ f°rmakkal együtt egyszersmind az ezek után következő 
rendszerek formái is azonosan egyenlők a zérussal. De ez még akkor 
is megtörténik, ha a megelőző rendszer formáiban pl. az fj ' -k b an 
az x^+1 legmagasabb hatványának együtthatója mindig egyenlő 0-sal. 
Ha ezek az együtthatók a következők: G/*l (wt , . . ., wm),. . . ,  akkor 
a tétel minden esetre érvényes marad mindazokra a wm
rendszerekre nézve, a melyekre nézve JjGp  ̂ a 0-tól különböző.

(i,k)
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telem ben; de ez nem érinti a dolog lényegét (hisz valójában 
azt kérdezzük, vájjon van-e egg határozatlannak oly cp(z) 
formája, a melyre nézve cp(F^) — 0 ). Ebben az esetben a 
függvénydetermináns egyszerűen F, deriváltja és zérussal 
egyenlő volta azt jelenti, hogy Fx nem tartalmazza az 
határozatlant; tehát Ft =  A. Ha viszont van ilyen relá- 
c z ió : <jp(Fi') =  0, akkor F1 szükségképen valamely olyan 
genus-tartományhoz tartozik, a mely a cf együtthatóival ér
telmezett raczionális tartományból származik és így tehát
az Xj-től független. Minthogy azonban Ft e raczionális tar-

ÖFtományból származó forma, ismét Ft =  A. Ha tehát
a 0 -tól különböző, nem áll fenn egyetlen (f>{F1) =  0 relá-
czió sem és az F1 = w1 egyenlet x t számára véges számú érték-
rendszert szolgáltat, mert F. az .r. ism eretlent valóban tar-

dFtalmazza ; ha azonban —  =  0, tehát F. =A, akkor ez az adxt ’ 1 ’
reláczió, a melynek fennállását állítottuk és az A = w 1 egyen
letnek nincsen tartalma.

E szerint az (a) és (b) tételek általános bebizonyítá
sára a teljes inductiót alkalmazhatjuk, azaz feltételezhetjük, 
hogy már be vannak bizonyítva k forma, ill. k egyenlet 
esetére, a melyek ugyanannyi határozatlant, ill. ugyanannyi 
ismeretlent tartalmaznak, ha k a n  és erre alapíthatjuk a 
k= m  esetre vonatkozó bebizonyítást. Itt is feltételezzük, 
hogy az F  formák lineáris transform atiók segítségével már 
meg vannak szabadítva esetleges körülm ényektől. Szembe
tűnő ugyanis, hogy ily lineáris transform atio a tételek érvé
nyességén nem változtat semmit.

A további fejtegetések a függvénydetermináns «rangja»*

* Valamely | a,-y | ( i , j  =  1, . . .,  n i )  determináns és valamely 
I a/y I (/=1, j =  1 , . . . ,  q )  matrix is F robenius szerint («Über lineare
Gleichungen etc.» Journal f. Math. 86. köt. 1. 1.) r - e d r a n g ú , ha r  a 
legnagyobb egész szám, a melyre nézve az összes r-edfokú aldeter- 
minánsok nem mindannyian egyenlők a zérussal.
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szerint válnak szét. Erre vonatkozólag megjegyzendő, hogy, 
ha a függvénydeterm ináns rangja r, akkor az általánosság 
m egszorítása nélkül feltételezhetjük, hogy az összes

aldeterm inánsok, a hol j \ , . . . , j r az 1 ,. . ., m sorozatból bár
mely módon választott r különböző értéket jelentenek, a 
zérustól különbözők. Avval, hogy a 0 -tól különböző alde- 
term inánsban fellépő formák epen az F1?. . . ,  Fr formák, csak 
azt mondjuk, hogy az adott form arendszer formáit meg
felelő módon rendeztük és jelöltük. Ha már m ost pl.

nem egyenlő 0 -sal, alkalmazzunk valamely alkalmas módon 
választott

lineáris transform atiót és vizsgáljuk a transform ált formá
kat. Hogy ezek is az esetleges körülményektől már meg 
legyenek szabadítva, csak az a^ -k e t kell úgy választanunk, 
hogy bizonyos véges számú algebrai egyenletet ne elégítse
nek ki.

Ha a bal oldalon Ft már a transform ált formát jelenti, 
továbbá

és így tehát a transform ált formákra nézve a kérdéses al
determinánsok egyike a következő lesz :

I Fij l(í,./=i,. . .,r)

m
x /u — ! afxv z v ((*—1> • • • >m)

m

m
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és ez a determ inánsokra vonatkozó egyik ism eretes tétel* 
szerint továbbá

és a summatio az 1,. . ., m-ből lehetséges összes s1, . . . , s r 
combinatióra kiterjesztendő. Az a-knak az As determ inánsok 
kifejtésében fellépő hatványszorzatai mindannyian különbö
zők egym ástól; e szerint a 2 4 4 s kifejezésben nem áll-

(S)
hat be semmi rövidítés és így

a j t , . . . , j r bármely választása mellett az a-knak oly formája, 
a mely nem egyenlő 0 -sa l; m ert hisz a feltevés szerint 
I aji I (í, j= i, . r) együtthatója, azaz

I ^ij I (i,j=1,. . ., r)
a 0-tól különböző.

M eghatározhatjuk tehát az a-k oly értékeit, még raczio- 
nális és egész számúakat is, a melyek a 2  4  4  -  0 egyen- 
letek egyikét sem elégítik ki ; és így az ily módon transfor- 
m ált formák függvénydeterminánsa már csakugyan mutatja az 
állított tulajdonságot. Elég tehát, ha a felállított tételek be
bizonyításánál a transform ált formákat vesszük fel alapúi.

16. §. Először most azt az esetet vizsgáljuk, midőn a 
függvény determináns rangja m — 1 vagy m, azaz a függvény
determináns nem egyenlő 0-sal, vagy pedig, ha egyenlő 
0-sal, van egy a 0-tól különböző m —1-edfokú aldetermi- 
nánsa. Az előbbiek szerint szabatosan ez úgy fejezhető ki, 
hogy az összes

* L. pl. Baltzer, Theorie und Anwendung- der Determinanten, 
4. kiad. 46. 1.

2 4 4 ,
(s)

.), 4  — I aji l(/lj i  I( ; = « ! ,  • • sr ; r)
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! Fij I(1=1 , • • •, m -i; j=j1,..
aldeterm inánsok alkalmas lineáris transform atio alkalma
zása után a 0 -tól különbözők lesznek.

Ekkor m indenekelőtt látjuk, hogy az
F} =  Wj (i=i,..., m)

egyenletrendszer tartalma nem alkothat az m-diknél alacso
nyabb fokozatú sokaságot. Az ellenkező esetben a rendszer
nek olyan megoldása volna, a melyben x m_ 1 megmarad 
határozatlannak és ez a megoldás kielégítené az

F( =  W} ( i = í , . . .  , m—í)

rendszert akkor is, ha ebben xm_1-et ism ét határozatlannak 
tekintjük és csak x t , . . ., ícm_2, xm-et veszszük ism eretle
neknek. Erre az m — 1  egyenletből álló és ugyanannyi isme
retlent tartalm azó rendszerre vonatkozólag azonban téte
leink érvényesek. Ezeket az egyenleteket tehát véges számú 
gyökrendszer elégíti ki és az ezekben fellépő mennyiségek 
az x m_t , wt , . .  ., wm_x mennyiségeknek m eghatározott al
gebrai függvényei. E megoldások közül azonban az egyiknek 
a m ost megvizsgált feltétel m ellett ki kellene elégítenie az 
Fm = w m egyenletet is ; azaz az új határozatlan, wm a többi 
határozatlannak algebrai függvénye volna és ez a lehetet
len eredmény mutatja, hogy feltevésünk nem engedhető meg.

Az Ff — wt rendszer összresolvense tehát vagy az 
x, A, • • •, tm, wt , . . ., wm határozatlanoknak formája, még pe
dig akkor, midőn a rendszernek vannak m egoldásai; vagy 
pedig egyedül a wm határozatlanoknak formája, mi
dőn a rendszernek nincsenek megoldásai.

Ha először az utóbbi esetet tekintjük közelebbről, a 
resolvens formára vonatkozó alapvető tétel szerint (III. fej. 
18. §. és e fej. 4. §.)

m
@(w 1 , • 0 (mod. F1—wí ,. •., Fm—wm, x —^X itj) ,

i=i
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vagy pedig ugyanezt a tényt azonosság alakjában kifejezve:
m m

(D(wx, . . . ,  íVjxi) — 2  (-̂ í wd H- (x  £  x i î)m
i = 1 i = l

Az idézett helyek szerint a bal oldalon tulajdonképen 
mindig az egység á l l ; de akkor a w határozatlanok miatt, 
a melyek m ost az egyenletrendszer együtthatóival értelm e
zett raczionális tartom ányba belépnek, a A és ju formák 
együtthatói általánosságban a w-k formáinak hányadosai. 
Csak a nevezők eltávolítása után keletkezik az azonos
ság felírt alakja, a hol már m ostan és /u az
x, x x, . . ., x mi t17. . tm, wx, . . ., wm határozatlanoknak az F 
formák együtthatóival értelm ezett raczionális tartományból 
származó formái.

Ez az azonosság, a mely helyes, ha x : w1, . . ., wm ha
tározatlanok, helyes marad akkor is, ha a következőket he
lyettesítjük :

m
Wi=Fi, x = 2 j x í t i;

í=i
és akkor nyerjük, hogy

<2>(F ,,. .  Fm) = 0 .

Ez pedig kifejezi, hogy az F formák egymástól függ
nek és így szükséges, hogy ebben az esetben a függvény
determináns egyenlő legyen 0 -sal.

Az ellenkező esetben
m m

4>{x, wx, . .  .,, wm ) = 2  (C— ™ i) + ^ ( x - ^ X i  /,),
i = 1 /'=1

a hol d> az ar-et valóban tartalmazza. M egmutatjuk, hogy 
ez az eset nem fér össze avval, hogy a függvénydetermi
náns 0 -sal egyenlő. Feltételezve, hogy a függvénydetermi
náns O-sal egyenlő, legyen ismét x  =  2  x x tx és jelöljük e 
helyettesítés eredményét úgy, mint előbb szegletes zárójel
lel ; ekkor
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[ * ] = z w  (E,-«.,).
i= l

E kifejezésnek xj szerint vett deriváltja :

i a  ' , - i
I K
aXj\

dk;
_ dx

\ m dF-

dFés ebből, ha a függvénydetermináns elemeinek megfelelő 
m — 1 -edfokú aldeterm inánsokat <̂ y-vel jelöljük,

d(D
dx ■L OXjJ = 1

a hol Ztjtyj a 9 ?m-mel, az el nem tűnő aldeterm inánsok 
egyikével együtt a 0 -tól különböző. Ha ebben az azonosság
ban Wi helyébe ismét Fj-1 teszszük, akkor szükségképen

d0
=  0 .

E mellett =  0 t az x, fm,
dx  J wi^Fi

w1, . . . , w m határozatla
noknak oly formája, a mely úgy, m int 0  az x, tt , . .  ., tm ha
tározatlanokra nézve homogén és dimensiója, ha e határo
zatlanok formájának tekintjük, 1 -gyel kisebb mint a 0-é.

m
Ha (Pj-ben egyidőben x —^ X i t ^  wi= F i tétetik, akkor — 

a m int épen bebizonyítottuk 0 1 e ltű n ik ; ezt a tényt ki
fejezhetjük a következő azonossággal:

m m
01 =  2  W  (F i-W i)  +  ̂ (l) ( x - 2  Xi ti).

1=1 1=1 
0 X itt term észetesen 0-\e\ együtt a 0 -tól különböző form a; 
az ellenkező eset csak akkor állhatna be, ha 0  nem tartal
mazná az x határozatlant, a mi a m ost vizsgált feltevés
sel ellenkezik. Az így nyert azonosságra pontosan ugyanazo
kat a következtetéseket alkalmazhatjuk, mint az előbbire és 
így tehát, ha 0  az x-re és a f-kre vonatkozólag s-ed dimen- 
siójú volt, végre olyan
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m m
d>s (wx =  ( F i - H>f)+/*(S) ( x - 2  if) 

i=l f= 1
azonossághoz jutunk, a hol 0S az íc, tx, . . tm határo
zatlanokat már nem tartalmazza és a melyből a W(=F■,m
oc—^ X jt i  helyettesítések után közvetetlenűl a

<Ps ( F t,- - - ,F m)= 0
reláczió származik. Ugyanez az azonosság azonban azt is 
mutatja, hogy a 0{x, wt , . . . ,  wm)= 0  alakú összresolvens fel
tevése ellenmondást tartalmaz. Mert ekkor léteznék oly 
^ , . . ., | m mennyiség-rendszer, a mely kielégíti az Fi=W( 
egyenleteket, Ha pedig az utolsó azonosságban x x, . . . , x m 
helyébe ezt a rendszert helyettesítenék, és x  helyébe 2 §£ íf-t, 
akkor 0S (u\ , . . . ,  wm) azonosan 0  volna; pedig származása 
szerint 0S a m-knek el nem tűnő formája tartozik lenni.

17. §. Evvel a 15. §. elején felállított tételek az m-ed- és 
m — 1 -edrangú függvénydetermináns esetére helyeseknek bizo- 
nyúltak. Ha a függvénydetermináns m-edrangú, azaz nem 
egyenlő a 0 -sal, tehát az Fx, . . . , F m formák egymástól füg
getlenek, ehhez nincs mit hozzátennünk; az ellenkező eset
ben azonban a formák egymástól való függése még pon
tosabban jellemzendő.

A resolvens képezése, azaz a raczionális műveletek bizo
nyos m eghatározott sorozata ebben az esetben feltétlenül 
egy bizonyos reláczióhoz vezet, melyet ism ét 

0 ( F i , . . . , F m)=O
alakban írhatunk. Ebből, ha Fj= ug-)-Ej — w^-t írjuk és azután 
a EJ—íVf-k hatványszorzatai szerint kifejtünk, származik 

0 (w1, . . ., wm)= Z (f í (.Fi-W i),
a hol képezésük szerint a 0  és (pi formák az F-ek együtt
hatóival értelm ezett raczionális tartományból, (F)-ből szár
maznak.

Legyen már most (R) oly raczionális tartomány, a
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mely tartalm azza (fí)-t (jelesen valamely ebből származó 
genus-tartom ány), és

0 = 0 t .. . 0k

legyen e tartom ányban a 0  irreducibilis tényezőkre való 
felbontása. Ha helyébe ism ét az / * ) - 1 Írjuk, akkor 0  és 
így tehát egyik tényezője is egyenlő lesz ü-sal. Legyen e 
tényező 0 X; akkor

í>1 (F1 , . . . , F m) = 0 ,

a hol 0 X az (7?)-ben irreducibis formát jelent,
M ár most W-t a határozatlanok valamely

az (R)-ből származó form ájának értve, 0 \F X, . . ., Fm) =  0 
akkor és csak akkor lehetséges, ha 0' az ebben a tartom ány
ban irreducibilis 0 X form ával osztható.

Hogy Wi=Fi-re nézve ^ -g y e l egyidőben minden 0 ,-gyel 
osztható forma is egyenlő a 0 -sal, az közvetetlenűl belát
ható. Ha pedig W nem osztható (Pj-gyel, ^ -n e k  irreducibi
lis volta m iatt szükségképen (F, 0f) ~  1 . Algebrai kapcsolat 
F1?..  ., Fm_í között nem állhat fenn, mert F^ \ (,; j =1) m_ 1 )=j=0
lévén, még egy

• • • i Fm—n  *Ln)= d

alakú reláczió sem lehetséges. A 0. és W formák tehát tar
talmazzák wm-et és így wm szerint vett resultánsukra vo
natkozólag

« “ • ( & ,  f ) = v = w t * t + w t r

és yj a wx, . . ., wm_x határozatlanoknak a 0 -tól különböző 
formája. Mindamellett, ha uy helyébe Fj-t teszszük, szük
ségképen

^ ( F x, . . ., Fm_1)= 0

volna, a mi — a mint épen kifejtettük — nem lehetséges.
Ha végre (a IV. fej. 18. §-a szerint) arra a genus-tarto

mányra megyünk át, a melyben 0  föltétlenül irreducibi-

A FÜGGVÉNY D E TEK M IN ANS.



'270 V. AZ ELIMINÁCZIÓ Á LTALÁNOS E L M É L E T E .  1 8 . § .

lis tényezőkre bomlik, akkor oly föltétlenül irreducibilis 
0 (w x, . . ., wm) formát nyerünk, a melynek az a tulajdonsága, 
hogy a

reláczió akkor és csak akkor áll fenn, ha W{wx, . . ., wm) 
osztható 0 (w x, . . ., wm)-mel.

18. §. Most még azt az esetet vizsgáljuk, midőn a függ
vénydetermináns rangja, r c m —l. A mint tudjuk, ekkor fel
tételezhetjük, hogy az összes

d(Ft , F2 , . . . , F r)
d ( x ^ , X^ , . . . , OCif)

determinánsok különböznek a 0 -tó l; ellenben, ha s > r  és is
az z'j, i2 ........i, számoktól különböző, minden

d(F 1 7 F2, . . Fr, Fs) 
d (x^ , x ^ , . . . ,  x^  , Xij)

determináns egyenlő 0-sal. Most már az F1 7 . . . , F r , Fs 
formákat az x,- , .  . ., X; , x,- határozatlanok formáinak tekint- 
hetjük, a melyekben azután az együtthatók a többi m — r — 1 
határozatlannak fo rm ái; ezen határozatlanok jelei legyenek 
Zj, z2, . . ., zm_r_1. E form arendszerre nézve, a melyben a ha
tározatlanok száma már kisebb, tételeink érvényesek. Mivel 
a függvénydetermináns rangja pontosan egyenlő a határo
zatlanoknak az egységgel kisebbített számával, van raczio- 
nális műveletek segítségével m egadott olyan cp forma, a 
melyre nézve

cp(b \,. . Fr , Fs)=0.

E forma együtthatói azonban minden esetre még a zt , z2, . . . 
határozatlanok formái és így ez az azonosság pontosabban 
a következő módon Írandó :

cp{zx, z2, . . F1 5 . . ., Fr , Fs)= 0 .
Ekkor azonban mindig találhatni oly (p formát is, a mely a 
c határozatlanokat egyáltalában nem tartalmazza és ez az,
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a mit épen be kellett bizonyítanunk. Az utolsó azonosság
ból, ha F( helyébe +  F, — wr t írjuk és azután az Fi — u^-k 
hatványszorzatai szerint kifejtünk, minden esetre származik 
a következő is :

P 11 •‘'2 ’ ‘ ‘ ’ ’ ®1) ’ 1 • 

Tehát egyszersmind

w r ,  ™ s) =  1"
,u=i , . . .  , r , s

dcp
dz:t ~ 2 j  dZl (i>  +

dFfx 
'** dXi ’

(Í=Ü >•••>'/■)

a hol a summatio m indig a /a = l , . . Mr, s értékekre terjesz
tendő ki. Ha most végre a megfelelő aldeterm inánsokkal 
szorzunk és azután összeadunk,

d (Ft ,. . ., Fr) dy 
d (x 1, . . ., xr) dz* (*V « v ) -

Itt a bal oldalon d (Fi, . . . ,  Fr) a w határozatlanoktól füg- 

getlen és a 0 -tól különböző ; a forma hasonlóképen kü
lönböző a 0 -tól, m ert hiszen különben — a feltevés elle

nére — p  a zx határozatlant nem is tartalmazná. Ha azon
ban most m ^=F^ tétetik, a bal oldal zérus lesz, és e szerint 

— cpx oly forma, a melyre nézve

CP \  ( ~ i i ~ 2 1 • • • i T i i ■ • • i l " r  i Tg) 0.

Ámde cpx a z^re vonatkozólag alacsonyabb fokú mint cp úgy, 
hogy a következtetés e módja végre oly . . ., mr , ws)
formához vezet, a mely nem egyenlő 0 -sal, a z határozatla
nokat nem tartalmazza és a melyre nézve 

< W i........Fr , Fs)—0.
0 -ről azután, ép úgy mint előbb, átmegyünk az (R) tartó-
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mányban irreducibilis 0 X, ill. a föltétlenül irreducibilis 0  
formára. Evvel a következő általános tételhez ju to ttu n k :

Ha az Ft , Fm form arendszer függvény determinánsa
d (F F )r-edrangú és ennek megfelelőleg oc) a z^rus^

különböző, akkor az F1, . . . , F r form ák függetlenek egymás

tól, míg az Fx, Fr, Fs (s> r) form ák között mindig algebrai
kapcsolat áll fenn. Még pedig van m — r meghatározott, 

föltétlenül irreducibilis 0S (w1,.  . ., wr , ws) forma, a hol 

s =  r  +  1 , . . m és a melyekre nézve

0S{FX, • • Fr , Fs)=0.
Végre valamely

r s ( F i , . . . , F , ,F s ) = 0

reláczió akkor és csak akkor állhat fenn, ha Ws (wí , . . wr , ivs) 
osztható 0s (wt , . . wri ws)-sel.

Hogy az F{=  ni,-, (/ =  1 , .  . m) egyenletrendszernek, a 
hol wx, . . wm új határozatlanokat jelentenek, soha sincsen 
tartalma, ha a függvénydetermináns rangja kisebb m-nél, 
igen egyszerű módon következik az előbbiekből. Mert a 
0S (F1? . . F7., Fs) — 0-ból ismét következik, hogy

0S K , • • •, wr, ws) = 2 4
f i= 1, . . . ,  r, s

Ha már most léteznék a m ennyiségeknek oly rendszere, a 
melyre nézve valóban FM(xlv..., x m)= w [Á volna, ezt itt behelyet- 
tesíthetnők és akkor azt nyernők, hogy 0S (m1, . . ., wr, ws) =  0 , 
habár 0S ama határozatlanoknak a 0 -tól különböző formája. 

Ezek után, ha adva vannak az

F{ (Xj, • • •, x m) (i—i, ■ ■ •, k)

formák, az előbbiek szerint mindig eldönthető, vájjon azok 
függnek-e egymástól, vagy sem és az első esetben fel is 
állíthatjuk a köztük fennálló jellemzetes kapcsolatokat.
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Ha ugyanis k< m , az adott rendszert m formából álló 
és m határozatlant tartalm azó rendszerré úgy egészítjük 
ki, hogy k-\- 1 -dik, m-dik forma gyanánt hozzácsatoljuk
a zérust.

Ha A’> m , tekintsük ezeket a form ákat az x 1 , . . . , x m,
x ín+1, . . ., x k határozatlanok formáinak. Minthogy ekkor

1 , .  • 4 ^ -  mindannyian eltűnnek, ebben az esetbendxm+1 óxk J
a függvénydetermináns mindig egyenlő 0 -sal és ebből lát
hatjuk, hogy m határozatlannak /n - | - 1 vagy még ennél is 
több formája között m indig vannak algebrai kapcsolatok.

Kőnir.i, Alyebrai mennyisének. 18



HATODIK FEJEZET.

RESULTÁNSOK ÉS DISCRIMINÁNSOK.
(U. n. specziális elimináczió-elmélet.)

Á ltalános form ák és az ezek re  von atk ozó  k érd éstétel.

1. §. A z m határozatlannak, x t , x 2, . . ., x m-nek n-ed 
dimensiójú általános form ája  olyan forma, a mely a dimen- 
sio-m eghatározással összeférő összes tagokat valóban tartal
mazza és a melynek összes együtthatói egymástól külön
böző új határozatlanok. V izsgálatunk tárgya m ost már a 
következő általános form arendszer:

Fi{xi, . . * m )= 2  a(g] x f .  . . xffi.
(9)

( i = i , ; g(i)+ ■ ■ ■ + 0 (0  <;  ríj)

Ama határozatlanok complexusát, a melyek mint együttha
tók Fj-be belépnek, röviden eé'hyel, az /= 1 ,.  . ., k  értékeknek 
megfelelő összes a^-k complexusát pedig a-val je lö ljü k ; 
végre az x í l . . . , x m határozatlanok complexusának jelölé
sére most az x-et használjuk.

Tekintettel a specziális esetekre, midőn egyes határo
zatlan együtthatók lépnek be a számolásba, czélszerű most 
mindjárt ezeknek egyszerűbb jelöléséről is gondoskodni. 
Részletesebben írva legyen

m m
(T i, • • •, x m) — ̂  aijXj'A I- 2  cij xj~Fai, m+i ’

7=1 7=1
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azaz az aj  az F, formában előfordúló legm agasabb (Uj-dik) 
hatványának együtthatóját jelöljük az/-ve 1, első hatványáét 
Cy-vel, és az FJ formának az x  határozatlanok nélküli tagját 

ai, 7n+i-gyel-
Ezeknek az a és a  határozatlanoknak raczionális és 

egész formái holoid tartom ányt alkotnak és az ebből szár
mazó F1, . . Fj. formák, ha ezeket «m odulusrendszernek» 
tekintjük, olyan congruentiatartom ányt (I. fej. 10. §.) adnak, 
a mely ama tartom ányban benne foglaltatik.

Ha már most E (a ,x )  az a-knak és x-eknek bármely 
raczionális és egész form ája, akkor raczionális műveletek 
véges sorozatával eldönthető, vájjon E (a, x) beletartozik-e  
ama congruentiatartományba, azaz az erre vonatkozólag be
vezetett jelöléssel élve, eldönthető, vájjon

E (a , x )= 0  (mod. F ,, .  . ., Fk) (1 )
vagy sem és, ha fennáll ily congruentia, ism ét raczionális mű
veletek véges sorozata segítségével valóban meg is található az

k
E(a, x )= 2 j Hí Ft (la)

f=i
előállítás*.

Az E (a ,x )  forma ily módon követelt alaptulajdonságát 
(la)-ban azonosság adja, a melyet még más alakban is írha
tunk. Ha ugyanis úgy a jobb, mint a bal oldalon a,- m + 1  

helyébe, a hol i az í = l ,  . . ., k  értékeket veszi föl, m indenütt 
ai, m + t~^f-t írjuk **, a minek jelölésére e fejezetben szögle
tes zárójelt használunk, akkor — a mint közvetetlenűl 
látni — lesz :

* E «lineáris diophantikus problémának» legáltalánosabb tár
gyalását lásd a VII. és Vili. fejezetben.

** Ezt a KRONECKER-féle helyettesítést legegyszerűbb alakjában 
(egy forma esetében) már a III. fej. 23. §-ában alkalmaztuk.

18*
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[JR} ] = 0  (i—i , ..., k)
és, minthogy amaz azonosság e változtatás mellett is érvé
nyes marad, továbbá

[E(a. x)] =  0 .

Ha most az a1 m+1 kivételével minden a,- m + 1  helyébe 
ismét c t j  m+1- F i-t ( / ' = = 2 ........m) teszszük, a minek rövid jelö
lésére a [••»k jel szolgáljon, akkor

(i=a,.:.,k)
és

azaz [E (a, x)]t osztható F igyel. A z

E(a , x )= 0  (mod. F ,, . . . ,  Ff)

congruentia fönnállásának szükséges és elegendő föltétele e 
szerint

[E(a , x)j1= 0  (mod. Ff). (2)

Ezen épen m ost szükségesnek bizonyúltt föltétel ugyanis 
elegendő is, mert bárminő E (a ,x )-ra nézve

F(a, x)  =  fii (a, x )]1-\-K2 F2-\------\-Kk Fk ,

és ez a (2 )-vel együtt meg is adja a keresett előállítást.
Mint e jelölés egyszerű alkalm azását m indjárt itt mu

tatjuk be a következő, igen gyakran használt segédtételt: 
Ha E (a , x) =  0 {mod. Ft , . . ., Ff), akkor az E forma 

vagy tartalmazza az összes határozatlanokat, a melyek 
Ft-ben mint együtthatók szerepelnek, vagy pedig már 
E (a, x) =  0 (mod. F2, . . ., Ff).

Ha ugyanis aj*' az F, valamely olyan együtthatója, a 
mely nem fordul elő E(a. x)-ben, akkor ezt az együtthatót 
[F(a, x ) ] 1 sem fogja tartalm azni; ebből pedig következik, hogy 
IFf1Ji= 0 , mert különben [F(a, x)]j— f /ijj  Fx olyan forma volna, 
a melyben a{̂  legalább is az 1 kitevővel ellátva fordul elő. 
E szerint tehát [F(a, x ) ] 1 =  0  és ebből valóban következik,
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hogy F(a, x )= 0  (mod. F2 ........Fk). Még megjegyzendő, hogy
ehhen az esetben fennáll az

L (a, x) =  K2F2-\------1-Kj. Fk
azonosság. Ha m ár m ost E (a, x)-et az ah)-k hatványszorza
tai szerint rendezzük, meggondolva azt, hogy az F2, . . . , F k 
formák az ah) határozatlanokat nem tartalm azzák, a két ol
dalon álló együtthatók összehasonlításából nyerjük, hogy már 
e hatványszorzatok minden egyes e (al2K . . ., a(k\  x) együtt
hatójára nézve

e (ah), . . ., â k\  x) =  0 (mod. F2, . . ., Fk).
2. §. Az adott problém át még tovább speczializáljuk, 

t. i. az a határozatlanoknak oly raczionális és egész 8(a) for
máira szorítkozva, a melyek az x-eket nem is tartalm azzák 
és a melyekre az általános probléma is könnyen visszave
zethető, a mint azt majd később (a 6 . §-ban) kimutatjuk.

Az ily 8(a) formákra vonatkozólag m indenekelőtt a 
következő fontos tétel érvényes :

Ha Fí , . . . , F k az x-eknek igazi formái, azaz, ha ezek
nek dimensiója legalább is 1  és

8(a)  =  0(mod. F1?. . Fk),
a hol k <^m, akkor ebből következik, hogy 8(a) =  0 ; azaz, 
ha a rendszerben az általános formák száma nem nagyobb 
az x  határozatlanok számánál, a zérus az a határozatlanok
nak egyetlen raczionális és egész formája, a mely ama con- 
gruentiát kielégíti.

E tétel bebizonyítására elég, ha megvizsgáljuk a k= m  
esetet. Ha ugyanis k<m , a rendszert kiegészíthetjük a to
vábbi Fk+ 1 » • • •, Fm általános formákkal. E kiegészítés után 
nemcsak 8(a) =  0 (mod. F1? . . ., Fk), hanem egyszersmind 
8 («) =  0 (mod. F1, . . Fm) és ha ebből a congruentiából csak
ugyan mindig következik, hogy 8 (a) =  0 , evvel a tétel álta
lánosságban is be van bizonyítva.
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Ez a következtetés közvetlenül foly az előbbi fejezet 
15. §-ának (b) tételéből. Az Ft , . . Fm általános formarendszer 
függvénydeterminánsa nem zérus ; mert pl. már akkor is kü
lönböző a zérustól, midőn E j= a\'. Az Ej formának x t , . . ., x m 
nélküli tagja az at m + 1  határozatlan. Az Ej= 0  egyenletrend
szer tartalm a tehát m-edfokozatú sokaságot a lk o t; azaz e 
rendszernek van olyan megoldása, a mely az a-knak bizo
nyos algebrai függvényeiből áll. Ha ezeket belehelyettesítjük 
az Ej,.  . ., Fm formákba, akkor, m inthogy minden egyes Ej 
zérus lesz, míg 8 , a mely az x-eket nem is tartalmazza, e
mellett egyáltalában nem változik, a

m
é> (< ,)= £«,. Ff 

1 = 1
azonosságból a bebizonyítandó tételnek megfelelőleg követ
kezik, hogy 8(a) =  0 .

Didaktikai szempontból kényelmes lehet, ha e fejezet 
tárgyalása független az elimináczió általános elméletétől. 
Ezért e tételnek még egy második bebizonyítását is a d ju k ; 
elvi különbség azonban nincsen, mert — mint annak ide
jén már em lítettük — az algebra ú. n. alaptételét az első 
bizonyításnál sem használtuk.

Most a teljes inductiót alkalmazzuk. Az m — 1 esetre 
a tétel ugyanis közvetetlenűl világos. Az, hogy 

8 (a) =  0 (mod. Ej),
annak a ténynek volna kifejezése, hogy 8(a) Ej-gyel osztható; 
ez pedig, minthogy 8 (a) nem tartalmazza az .r-eket, nem 
lehetséges, ha 8(a) a zérustól különböző.

Feltételezhetjük továbbá, hogy a tétel m határozatlan 
formáira nézve érvényes és azután m-f- 1  határozatlan for
máira a következő módon térünk át.

Ha i9 (a )= 0 (m o d . Ej........Ej„+1), akkor (az 1. §. segéd
tétele szerint) 8 (a) vagy tartalmazza az határozatlant,
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vagy pedig 8  (a )= 0  (mod. F2......Fm+1). Az utóbbi esetben 8(a)
vagy tartalmazza aza 2 2 -t,vagy pedig a ^ ( a ) = 0 (rnod.F3 ,...,Fm+1) 
congruentiának kell fennállania. Ha mindig a második eset 
állana be, végre nyernők, hogy 8 (a) =  0 (mod. Fm+Í) ; de 
mert ez lehetetlen, azért ö(a)-nak az egyik aü határozatlant 
kell tartalm aznia és az általánosság m egszorítása nélkül fel
tételezhetjük, hogy ez al t . Hogy ez így legyen, csak alkal
mas módon kell rendeznünk az x  határozatlanokat és az F 
formákat.

Ha már most 8(a ) - 1 az alt hatványai szerint rendez
zük, a k k o r:

8 (a)— 80-\- 8 X alt 4 -----h 8r nl t ,

a hol r ^ l  és 8r=̂ 0. A
tn+i m+i

# ( a ) = S H ,F i= H 1(a11x í* + . . . ) + S H i f;.
í= l í=2

azonosságból azonban, ha an  legmagasabb hatványának a 
két oldalon álló együtthatóit összehasonlítjuk, nyerjük, hogy

i X1 +  G2 b^m+i ^m+n
a hol a Gi helyébe, ha esetleg H1 az a11-re nézve az r — 1 -edik- 
nél alacsonyabb fokú, 0  is jöhet. Ha ebben x t helyébe a 0 -t 
teszszük, akkor továbbá

8r= \G ^Xí=o h[̂ m+i]a1=o [̂ m+iJa1=o-
De m + 1 határozatlannak általános formáiban az x t he
lyébe a 0 -t téve, ezek term észetesen m határozatlannak 
általános formáiba mennek át és minthogy ezekre nézve 
a tétel érvényes, a 0 -tól különbözőnek feltételezett 8r forma 
egyenlő volna 0 -sal. A 8 (a) =  0 (mod. Ft , . . ., Fm+i)  felte
vés tehát ellenmondásra vezet, mihelyt 8(a) nem egyenlő 
zérussal.
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A resu ltán s ér te lm ezése  és a lapvető  tu la jdonságai.

3. §. Az határozatlanoknak m-j- 1  általános
form ájából:

P'i (jE1 1 • • • i x m) (I=1> • • • > m+!)

álló rendszerre nézve, a melyben minden forma dimensiója, 
nt , . . ., nm+1 kivétel nélkül 2 i l ,  a következő tétel érvényes:

A határozatlan a együtthatóknak egy és csak egy — 
az aequivalentia értelmében teljesen meghatározott — oly 
raczionális és egész irreducibitis form ája létezik, mely az 
(F j, . . ., Fm+1) modulusrendszer meghatározta congruentia- 
tartományhoz tartozik. E z t a form arendszer resultánsának 
nevezzük és a következő módon je lö ljü k : 

f í= R es. (Ft , F2, . . Fm+1).
Ha a határozatlan a együtthatók helyébe valamely 

holoid tartománynak bárm ely oly m ennyiségeit helyettesít
jük, a melyek csak annak az egy feltételnek vannak alá
vetve, hogy az így származó formák dimensiója ismét 
n1, . . . , n m+1 legyen, akkor a resultánsból származó meny- 
nyiséget ismét ama specziális formák resultánsának nevez
zük és a következő módon jelöljük :

pjeg / ^ i ’ • ■ - i Fm+1
\Xj , x 2,. . ., x m, 1  

Ez a részletes jelölés azért szükséges, mert a formák most 
más határozatlanokat is tartalm azhatnak.

Kitűnik majd, hogy két formának egy határozatlan sze
rint vett resultánsa, a melynek elméletét a III. fejezetben 
fejtettük ki, mint specziális eset benne van e fogalom- 
alkotásban.

A resultáns előjele, ezen értelm ezés szerint egyelőre 
nincsen meghatározva; m eghatározását későbbre tartjuk fenn.

A tétel közvetetlenűl foly az elimináczió általános el-
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méletéből. Az egyenletrendszer tartalma,
mint előbb láttuk, m-edfokozatú sokaságot a lk o t; az ígv 
m eghatározott (véges számú) gyökrendszer nem elégítheti ki 
soha az Fm+1 = 0  egyenletet, m ert ennek összes együtthatói 
új határozatlanok. Az Ft = 0 , . . ., Fm + 1 = 0  egyenletrendszer
nek tehát nincsen tartalm a és a resolvens forma elmélete 
közvetetlenűl olyan 0(a)  raczionális és egész formát ad. 
melyre nézve

<P(a)=0(mod. F1?. . ., Fm+1).

M ár pedig, ha van egyáltalában az a együtthatóknak  
olyan zérustól különböző raczionális és egész form ája, a 
mely az (F ,, . . ., Fm+1) modulusrendszer meghatározta con- 
gruentiatartományhoz tartozik, akkor érvényes a §. elején 
kimondott tétel és minden ilyen forma osztható lesz R-rel. 

Bontsuk fel ugyanis 0(a)-1 irreducibilis tényezőire : 
0 ( a ) = P l ( a ) . . .P r (a).

Ha % 77 1+1 helyébe ism ét ai m+í — Fr t írjuk, akkor 

[*(«)] =  [Pi («)]••• [^(«)] =  0 ;
tehát a tényezők egyike, pl. [P(a)] — 0, azaz egyszersmind 

P(a) =  0 (mod. F, , .  . ., Fm+Í).

De ekkor nem lehetséges, hogy valamely második, P(a)-val 
nem sequivalens, irreducibilis, raczionális és egész Q(a) for
mára nézve is

Q (a) =  0  (mod. Ft , . . ., Fm+1)

legyen. P(a) és Q (a) ugyanis mind a kettő a zérustól kü
lönböző és tartalmazza az összes együtthatókat. Ha ezek 
közűi csak egy is kiesnék, akkor P(a)-nak, illetőleg 0 (a)- 
nak ahhoz a congruentiatartom ányhoz kellene tartoznia, a 
melyet (F1? . . ., Fm+1) az Ft kizárása után m eghatároz és így 
a 2 . §. szerint zérussal kellene egyenlőnek lennie.

Ha most a III. fejezetben kifejtett elemi módszer sze
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rint képezzük P(a) és Q(a)-nak aj}* szerint vett resultánsát, 
akkor lesz

_ / p (a), Q (a)\
ReS' \ a{i) 1  ) =  P ^  +  Pl ^  Q ^  =

=  0 (m od.F 1 , . . . , F m+1)
és, m inthogy ez az a együtthatóknak az â * kizárásával ra- 
czionális és egész formája, e resultánsnak zérussal kell 
egyenlőnek lennie. így tehát az egymással nem sequivalens, 
irreducibilis P(a) és 0 (a )  formák a feltevés ellenére az 
1 -től különböző közös osztót tartalmaznának. Evvel a tétel 
már be van bizonyítva.

Ha ugyanis most bármely W(a) =  0  (mod. Fii • • • 1 Fm+1), 
akkor már e forma valamely 0 (a) irreducibilis tényezőjére 
nézve is Q(a) =  0, tehát P (a )~ Q (a )  és W(a) osztható 
P(a)-val.

A resultánsok általános elmélete azonban az eliminá- 
czió általános elm életének használata nélkül is kifejtendő. 
Ezt nem csak didaktikai okokból teszszük, hanem főleg 
azért, m ert evvel együtt megállapítjuk a formarendszer re- 
sultánsának recursiv alkotását is lehető egyszerű módon.

4. §. A módszer, a melyet itt használunk, a teljes in
ductio és ennek megfelelőleg először az m =  1  esetet kell 
tisztába hoznunk. E végből csak a III. fej. 14. §-ának ered
ményei lesznek kiegészítendők. A jelöléseket a mostani álta
lános megállapodásoknak megfelelőleg változtatva, a két 
forma a következő :

O^i) ~  an  x iM  ha 1 2  

F2 (xf) =  a 2 1 aq2+  • • • +  a2 2

és az ott felállított Sylvester-féle determináns a most adott 
pontosabb értelemben is az fq, F2 formarendszer resultánsa. 
Hogy ezt az állításunkat bebizonyítsuk, csak meg kell mu
tatnunk, hogy ez a Sylvester-féle determináns az együtlha-
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toknak irreducibilis fo rm á ja ; hogy az (F,, F2) m odulusrend
szer m eghatározta congruentiatartom ányhoz tartozik, azt már 
a III. fej. 16. §-ából tudjuk.

A kérdéses determ inánsnak kifejtése, mint közvetetle- 
nűl látni,

Ö 11 a 22

a hol a kiírt tag más taggal szemben nem eshetik ki. A bizo
nyítás magva a következő tényben rejlik :

Ha 8(a) a zérustól különböző és

8(a) =  0 (mod. F1, F2),

akkor 8(a)-nak az alx hatványai szerint való kifejtésében . 
vagyis a

8 ( « ) = anH------h^y a'n

kifejezésben \kr-nek oszthatónak kell lennie a'^-vel*.
Ugyanis

8(a) =  H1F1+ H t F%;

ha tehát a 2 2  helyébe a 2 2  —F2-t írjuk, akkor

[»(<■)]. =  [ « J , r „
vagyis

W 1 + - + M 1 o í . = [ » Á  f i ;

és ha ebben az a^-nek a két oldalon álló együtthatóit 
összehasonlítjuk, azt találjuk, hogy

P J i  =  K x*
vagyis

&J.—K xf1 -f LF2,

a hol &r term észetesen nem egyenlő a zérussal, minthogy

* Ez a tétel, valamint a megfelelő általános tétel a 9. §-ban 
F. MERTENS-től származik. («Über die bestimmenden Eigenschaften 
der Resultante», Sitzungsberichte d. k. Akad. d. Wiss. in Wien. 
Math.-nat. wiss. Cl. XCI11. k. II. r. 543. 1.)
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6(a) a zérustól különböző. Szükségképen meg r > l ,  m int
hogy az előbbiek szerint 6(a) minden esetre tartalmazza 
a^-et. Ha az utoljára nyert azonosságba x t helyébe a zérust 
teszszük, akkor

^ ’r =  (^)x1=0 a22 1
tehát &r minden esetre osztható a 2 2 -vel.

Ha már m ost osztható volna a2*~k-val, (k >  0 ), de 
nem volna osztható a2̂ _A+1-vel úgy, hogy

a  n*—k 
dr— ^ 2 2

a hol r)r term észetesen ismét az a-knak raczionális és egész 
formája, ebből következnék, hogy

K r ' íu v r ] 1= ^ ? ' .
vagyis, hogy

(a 22- F 2)" i-*  f o j x=Ka%.

Ámde (a22—F2)ni~k osztható x ^ ^ -v a l ,  de nem osztható az 
a^-nek ennél m agasabb hatványával. Ebből tehát következ
nék, hogy

fyrj i= M rí ,  

r)r—Mxk NF2 (x1)

és ha végre x 1 helyébe ism ét a 0 -t teszszük, lenne

— (N)xt = 0  a22 ’

azaz rjr osztható volna a22-vel és &r a feltevés ellenére is
n 1—k-{-1 ia2 2 -vei.

Ha már most a Sylvester-féle determ inánsnak volná
nak osztói, ezek közül az egyiknek tartalmaznia kellene 
a11-et és ennek alt hatványai szerint való kifejtésében a leg
magasabb tag a következő alakú volna :

®hl ^ 2 2  " '
Szembetűnő, hogy a SYLVESTER-féle determináns az a ^  ha
tározatlanoknak Uj-ed dimensiójú homogén formája úgy,
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hogy tehát osztói sem lehetnek az «i2'-kre nézve m agasabb 
dimensiójúak. Ezért, ha felcseréljük h\ és F2 szerepét, abban 
az osztóban, a mely egy tagot «2 2 -vel tartalm az, ugyanaz a 
tag osztható volna «i^-vel. Azaz a feltételezett osztó a kö
vetkező alakú volna :

aí i a2 2 ^ + - "  •

De akkor szükséges, hogy A=1  legyen és így tehát amaz 
osztó teljesen megegyezik a SYLVESTER-féle determ inánssal ; 
és ez az a mit be kellett bizonyítani.

5. §. Az m határozatlan m +  1 általános form ájá
ból álló

Fi(x ..........x m) (/=1,..., m+i)

rendszerre vonatkozólag bebizonyítandó tényeket a követ
kező módon fogalmazzuk. Jelentsék ismét n1, . . . , n m+1 az 
/*1 , . . ., Fm+t formák dimensióit (n ,-^l) és legyen

N nr . . . í)m+1, Nj N

Az a együtthatóknak egy és csak egy raczionális és 
egész form ája létezik, a form arendszer ú. n. resultánsa* 
R (a), a melynek a kővetkező tulajdonságai vannak:

* A  m i  a r e s u l t á n s  e l m é l e t é n e k  t ö r t é n e t é t  é s  m e g l e h e t ő s  t e r 

j e d e l m ű  i r o d a l m á t  i l l e t i ,  a z  E n c y c l o p ä d i e  d e r  m a t h e m a t i s c h e n  W i s 

s e n s c h a f t e n »  I. k ö t e t é r e  u t a l u n k .  L. o t t  N e t t o  « Ü b e r  r a t i o n a l e  F u n c 

t i o n e n  m e h r e r e r  V e r ä n d e r l i c h e n »  e z .  c z i k k é n e k  6 . — 8 . é s  14. § - á t .

Világos betekintést e bonyolódott képződmény természetébe 
csak az algebrai mennyiségek elmélete alapján nyerünk. Különösen 
ki kell itt emelnünk a resultánsnak a 3. §-ban adott első értelme
zését és a KRONECKER-féle substitutio alkalmazásának elvét. Sok
szoros érintkezése van az itt előadott tárgyalásnak F. MERTENS-nek 
két dolgozatával a Sitz. Bér. d. Wiener Akad. d. Wiss. X C I I I .  köte
tében 527.  1. és C V I I I .  kötetében II .  a. 1173.  1.; ezekben történt először 
a K R O N E C K E R - f é l e  substitutio alkalmazása a resullánsok elméletére.
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a) A resultáns az a-knak irreducibilis form ája .
b) R (a) =  0 (mod. Fl , . . ., Fm+i).
Ez a két tulajdonság meghatározza a resultánst az elő

jel mellőzésével.
c) A resultáns tartalmazza az

aNt
íi

.No . aNm+1
m+i, m+ 1

tagot, + 1  együtthatóval ellátva.
Evvel meg van határozva a resultáns előjele.
d) A resultáns az együtthatók minden egyes soroza

tának Nr dik dimensiójú homogén form ája; tehát az összes 
a együtthatóknak oly homogén formája, a melynek dimen-

771 + 1
siója Nt.

e) A resultáns isobarikus, azaz a resultáns összes tag
ja inak  súlya ugyanaz; még pedig N. Itt az együttható 
súlyának nevezzük az nt — 2  gj számot és valamely tag sú
lyának az egyes ebben tényezőkként szereplő a^-k  súlyai
nak összegét, Ha tehát a ^  súlyát P(aj^)-ve 1 jelöljük, akkor
p Q7PP1 nt

P ( a ^ a ^ . . . )  =  P (a ^ )  +  P ( a p )  +  ...

Most majd először is kim utatjuk, hogy a resultánsnak 
(a), (ú), (c) tulajdonságaiból már is mindig következnek a (d) 
és (e) tulajdonságok.

Ha ugyanis R(a) az együtthatók valamely soro
zatára vonatkozólag nem volna homogén, hanem

R (a)—Sio-\------f- Sir, (Sir 4= 0)

a hol Síj. az R(a) ama tagjainak complexusát jelenti, a me
lyeknek dimensiója az aj^-kre vonatkozólag k , akkor az

m+1
R (a) ~ S  Hí
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kapcsolatból egyszersmind következik, hogy *
/ * m+1 / ,

S ^ H ^ F i + ^ O H p F j ,
7= 1  '

a hol H .(s) a Hj ama tagjainak complexusát jelenti, a melyek- 
nek dimensiója az együtthatók ay  sorozatára vonatkozólag s. 
Ekkor azonban a 3. §-ban bebizonyított tételek szerint a 
resultáns megegyezik Sir egyik irreducibilis tényezőjével. 
R (a)—Sir tehát osztható R (a )-\a l ; de minthogy R (a)—Sir 
dimensiója az aj^-kre vonatkozólag legfölebb r —1 , az R(a)-é 
pedig r, szükséges, hogy R (a )—Sir— 0 legyen, azaz Sir—R(a).

A resultáns létezéséből tehát már következik, hogy az 
az együtthatók minden egyes a^J sorozatának és így az ösz- 
szes a együtthatóknak is homogén formája.

A (c) tulajdonság m iatt azonban az R(a) dimensiója 
az együtthatók a^  sorozatára nézve minden esetre Arz-. Az 
(a), (b) és (c) tulajdonságokból tehát valóban mindig követ
kezik a (d) tulajdonság.

Hogy kim utassuk (e) érvényességét is, írjuk, hogy
/?(a)=T'o(a)d \-Tp (a)-\-----b Tr (a), (Tr (a)=\=Q)

a hol Tp (a) az R (a) ama tagjainak complexusát jelenti, a 
melyeknek súlya p. Ámde az

m+i
R ( a )= ^ H i Fi

i=i
azonosság m egtartja érvényességét akkor is, midőn min
denütt

âg helyébe a^
-et Írjuk. De akkor

r m + i

p=o f= 1

m+1.
* A S (,) jel azt jelenti, hogy a summatio kiterjesztendő a 

j =  l , ..., m-t-1 értékekre a j —i érték kizárásával.
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mert 7^(a)-ban a tagok mind egyenlő súlyúak lévén, mind
egyikhez csak az xj^+1 tényező járul hozzá, míg a jobb olda
lon e változtatás következtében Ft átmegy a megfelelő ho
mogén formába (II. fej. 8 . §.), ■$,-be.

Ha már most x, helyébe, hol j = l , . . ., m + l, mindig 
XjU- 1  írjuk, akkor 0 2-hez csak az uni tényező lép hozzá és, 
ha most ismét x m+1 helyébe 1 -et teszünk, akkor 

r m+i
2  Tp (a) uP—2  Lt Ft ,

p—o í=1
és, ha ebben ur-nek a két oldalon álló együtthatóit össze
hasonlítjuk, nyerjük, hogy

m+i
Tr (a) = 2  Mi

Í = 1
Szükséges tehát, hogy Tr (a) osztható legyen /í(a)-val,

tehát
/í (a) -  7; (a )=  r 0  (a)d------Tr_x (a)= R(a) Q (a)

volna, a mi pedig lehetetlen ; mert az egyik oldalon van leg
alább is egy tag, a melynek súlya 2 > r, míg a másik oldalon 
csakis olyan tagok állanak, a melyeknek súlya c r .  Ez az 
ellenmondás csak úgy szűnik meg, ha f í ( a ) =  Tr (a). E sze
rint tehát a resultáns minden egyes tagjának súlya r és egy
szersmind R (a )— Tr (a).

Minthogy azonban
~  0 ,  . . . ,  7 J ( n n n )  =  0 , 7 J ( a 7J i + i ,  m+ i )  =  nm + n

a resultáns ama tagjának súlya, a mely (c)-ben meg van 
határozva, nm+1 Nm+1 =  N.

Az egy határozatlant tartalmazó két formának resul- 
tánsára nézve ezek az állítások kivétel nélkül érvényesek. 
Hogy abban az (a) és (b) tulajdonságok megvannak, azt 
már előbb bebizonyítottuk ; a (c) és (d) tulajdonságot pe
dig közvetetlenül felismerjük, ha a resultánsl (S ylvester-
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féle determ inánst) felírjuk. Hogy ezekből az (e) tulajdonság 
is következik, azt épen most bizonyítottuk be.

6 . §. Az 5. §. tételeiből még további fontos következ
tetéseket vonhatunk. Tekintetbe véve ezy és az „ 1 + 1  jelenté
sét, a melyet az F, formának részletes kiírásával állapítot
tunk meg, t. i. bogy

m m
t i  (.t'j , . . . ,  ^/n)— 2  a ij x j H k 2  cij m +1 >

/=i ' 7=i
az

m + 1

R ( a ) = Z H i F i  
i= 1

azonosságból, ha ennek Cy és az m + 1  szerint vett deriváltját 
képezzük,

óR
m+i

d c ij

ŐR
^ai, m+1

származik, a m ib ő l: 
ÖR

V  ÖHi „  „
"  2 j  dcij Fi+ Hi xj '

í=i J
m+i

- 2 fi+ H i,
i, m+1

_______  _  d/í
dai, m+í  ̂J dCij

(mod. F j , . . . ,  Fm+1). (*/)
(7= 1, . . . ,  /71).

Ha már m ost F (x , a) az x-eknek és a-knak valamely 
olyan raczionális és egész formája, a melynek az x-ekre 
vonatkozó dimensiója v, akkor

dR
dai, m+i

ügy írható, hogy minden Xj csak a 
ban forduljon elő. Az (Xj) congruentiák alapján tehát

8R

da{, m + i
Xj szorzat-

( dH \ v
------ J E (x, a) =  e (a) (mod. t \ , . . . ,  Fm+Íj

m + í

König, Algebrai mennyiségek 19
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a hol e(a) egyedül csakis az a-knak raczionális és egész 
formája. Ezek után :

Annak szükséges és elegendő feltétele, hogy 
E (x, a) =  0 (mod. Ft , . . ., Fm+1) 

legyen, az, hogy e (a) =  0 (mod. ,. . ., Fm+Í), vagyis tehát 
hogy e (a) =  0  (mod. R) legyen.

Hogy azF (x, a ) = 0 -ból közvetetlenűl foly e (a )= 0 ,az utolsó 
congruentiából világos; de ha megfordítva e(a )= 0 , ebből a 
congruentiából, m indenütt az «z- m + 1  helyébe at m+1—F(-t írva, 
következik, hogy

~ d R  J

- ^ai, m+i -
[E(x, a)] =  0 .

Ámde az nem lehetséges, hogy

8R
dü;

— 0 , azaz d R

i, m+i da: 0  (m od.Ft , . . . ,  Fm+1);
i, m+i

mert —--------- , a melynek dimensiója I 1 , nem lehet oszt-
dait m+i

ható R-rel, a melynek dimensiója IN +  így tehát:

[E(x, a)] =  0, azaz F (x, a )= 0  (mod. Ft , . . . ,  Fm+t).

A resu ltán s recu rsiv  k ép ezése .

7. §. Feltételezve most már, hogy a resultánsra vonat
kozó tételek m határozatlannak /n+ 1  formája esetében érvé
nyesek, a mint azokat az m — 1 esetére tényleg bebizonyí
tottuk, kimutatjuk, hogy azok ni-j- 1  határozatlannak m - \ - 2  

formája esetében is érvényesek maradnak. Ez lényegében 
ügy történik, hogy recursiv módszert adunk a resultáns 
képezésére.

Közvetetlenűl világos, hogy az m határozatlannak m-j- 2  

formájából álló
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Fi(x------ - x m) =  2 a{g} X? 1 . . . xj"'
(i=l, . . ., m+2)

rendszerből úgy származik a megvizsgálandó ren d szer:

Fi(xi, . . ^
(i=i, . . ., m+2)

a mely /n-j- 1  határozatlannak m+ 2  formájából áll, hogy ö^-t 
az új x m+í határozatlan oly általános formájának gondol
juk, a melynek foka /i,— 2gj (az súlya). Jelesen, ha az

m m
Fi (x ^ , * • • ,  x ni) =  V  üjj X j ' -| (- ^  c'ij x j - \ - a it rn+i

./=1 j =1
jelölést használjuk, lesz

m m
Fi (^ i i • • • 5 i ̂ m+i) ~  2  aij **7'1 “h ‘ ‘ H“ 2  Qj •X'j’F'Q-i, m+i >

j=1 J=i
mert ö^-nek xm+1-re vonatkozó foka 0  és így tehát ö« pon
tosan ugyanazt az együtthatót jelenti, m int a^. Á ltalános
ságban pedig

aii= k ii—lii> (i=i,...,m )
ai, m +i=  F, 77J+1 d Mi, /71+1 ^m+i i
ö(f)_  M) ,____, í(i) *1-29}ug ~ K9 i T ‘j  x m+i •

A közbeeső együtthatók specziális jelölésére nincs szük
ségünk.

Ha már m ost az F| formák közűi az egyiket, pl. az 
utolsót, Fm+2-t elhagyjuk — nevezzük az így származó rend
szert Sm+2-nek —• akkor a m egm aradt formákat az x 1 7 . . ., x m 
határozatlanok oly formáinak tekinthetjük, a melyekben az 
együtthatók az aj^-k. Az ilyen rendszerek resultánsára vo
natkozólag feltételezett alaptulajdonság szolgáltatja az

m+1
JW » (a ) =  2 J ^ í

i—1
azonosságot, melyet így is írh a tu n k :

Rm+2 (S) =  0 (mod. Ft ,. . ., Fm+2).
Itt Rm+2(a) az x m + 1  határozatlannak formája és ennek

19*
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x m+í nélküli tagját úgy nyerjük, hogy x m + 1 = 0  tétetik, vagy 
pedig, a mi ugyanaz, hogy n^' helyébe m indenütt a k[j- 1  Írjuk. 
Ezt a tagot tehát, a mely egyszerűen az m határozatlannak 
m - \ - 1  általános formájából álló

ÍZ. (/VI .y* \    V niV^l •>"•••> '*~m) --  ^  Hg ^  1 ■ • • •<- /7i
(í=l, . . ., Tíl+l)

formarendszer resultánsa, Rm+2 (k)-val jelölhetjük.
—' í í , + 2  — ÄJHa N= f i  n,- és Nm+2 — — , akkor továbbá Rm+2 (a)-

nak súlya ismét Nm+2. Minthogy pedig «^-nek xm+1-re vo
natkozó foka pontosan megegyezik súlyával, Rm+2(ä) min
den tagjának xm+1-re vonatkozó foka Nm+2. Az x m + 1  leg
magasabb hatványának együtthatóját pedig úgy nyerjük, 
hogy m indenütt helyébe 1^ x ’̂ f 9’ jő. E szerint teháf

k^m+2 (ö)— ̂ m+2 (̂ )H ‘ ~t~~ ̂ m +2 (0 x N„

a hol Rm+2(l) ismét az m határozatlannak m-f-l általános 
formájából álló

T. f r y  \ — y  /(‘) ~S)m,  Ji \ a ' i  i • • • i ^ m )  —  Lg  *^i • • •
(/=i, . . ., m+i)

formarendszer resultánsa.
Az 5. §. (c) tétele szerint továbbá

R  ( / A — b .^ m + 2 ,1  b ^ m + 2 ,  2 l J ^ m + 2 . m + \  \Il/n+2 VV— k22 ■ ■ • '
hol

N,m+2, i
M

___ 1 ' / 7 Í  +  2

Teljesen azonos módon még

R (1\ — Ów+2,1 Óm+2, ,xm + 2 \ lJ — h l  ‘ 22
l̂ m+2, m+1 Im + 1 , m  f i  i

Ámde az 5. §. (c) tételéből következik, hogy R,n+2(k), ill. 
/ím+2(/) felírt tagja az egyetlen, a mely csak kt í , k22......kmm-eA

'̂m+i, m+i~f%̂i 1̂ 1 ? 2̂ 2 * ■ • ^m+i, tartal
mazza. Minthogy továbbá
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n^ m+ 2 , 1  / j V n + 2 , 2
ti-. 1 WOO

/V7* m+2, /n+i . . . w/n-i-! /n+i

kivételével Rm+2(a) minden tagja legalább is egy afj-(i =t=y) 
határozatlant tartalmaz, látni, hogy

Rm+2(a) =  ( t í m+a-‘ • • • * f e t ’W l + - )  +  -  +
I / A / 7 1 + 2 , 1  A m + 2, m  é m + 2, m + i _ L , , , \  - r ^ n i +2 
i Vl i i  • • • ‘777777 ‘m + i ,  m + i  i /* * 7 7 7 + 1

kifejtésében a valóban felírt két tag kivételével minden tag 
az Fi formáknak legalább is egy a k l t , .  . ., km+1 m+1 és 
/ j i ,  . . lm + i  7 n + i “ t ő l  különböző együtthatóját tartalmazza.

Végül még bevezetjük az fr formáknak az F( formák
tól független, az eredetileg használtnak megfelelő jelölését, 
hol zavarok elkerülése végett a határozatlan együtthatók 
jelölésére az új a symbolum ot használjuk ; azaz m egállapo
dunk abban, hogy

771+1

O ^ l » • • • 1 * * 7 7 7 + 1 )  = =  2  <*ij Xj j + '  ' ' d ~ ° h ,  7 7 7 + 2  •

7=1

Akkor végűi Rm+2(a)-t, mint az a-k  és x m+1 formáját 
Rm+2 (a ' x 7n+i)-nek írva, a következő eredményhez ju tunk  :

E mellett még egyszer kiemeljük, hogy /?m+2-nek fel 
nem írt tagjai közül mindegyik tartalmaz legalább is egy az

a H !  ■ - • ,  C ím + 2 , m + 2 ,  a m + i , m + 2 )  ° 7 n + 2 ,  m + i

határozatlanoktól különböző határozatlant. Ezt az am+2 m+i 
és cfm+2 m+2 kivételével már em lítettük az itt felsorolt hatá
rozatlanokról ; e kettőt azonban hozzácsatolhatjuk a többiek
hez, mert az Rm+2 képezésénél nem is használtuk az Fm+2 
formát.

Az Rm+2 képezésénél az Ej formák rendszeréből kizár
tuk az Fm+2 fo rm át; teljesen ugyanazt a kifejtést ismétel-
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hetjük, ha az b] formák rendszeréből kizárjuk az Fm+1 for
mát. Az eredmény az előbbitől csak abban különbözik majd, 
hogy az m + 1  és m+ 2 indexek, a mennyiben formákra vo
natkoznak, helyet cserélnek. Ilyenek az n, R és N indexei, 
valamint az o+-ben az első helyen álló index és még 
fölső indexe. így tehát

Rr (a, x m+ 1

+(«u"

r / ^ m + i y i n  / y + n + i ,  m + 2  I____ \  i"mm "m+2, m+2 i /  i
r/N,n+i, m yy^m+í, m + 2  "mm "m+2, m+1 ) a f e ‘, (II)

Rm+i (°ó x m+1) — d (mod. F1, . . .  j /'m+2)i

a hol /ím+1-nek minden ki nem írt tagja ismét legalább 
is egy az

OC11, . . ., m+21 (Xm+1, m+2' C(m+2, m+i

határozatlanoktól különböző határozatlant tartalmaz.
Ha már most 7?m+1-nek és Rm+2-nek x m+1 szerint vett 

resultánsát képezzük, akkor

R e s .ífim+1 , f i™+2 i = a í > . . . «
I

A/JI+ 2 Im+2, m+2 i *(«), (Hl)-m+i 7 1 /
a hol minden további tag — a mint ez az eddigi fejte
getésekből közvetetlenűl következik — legalább is egy az 

határozatlanoktól különböző határozatlantcc, cm+2, m+2
tartalmaz ; és így a felírt tag más taggal szemben ki nem 
eshetik ; ama hatványszorzatnak együtthatója //(a)-ban  pe
dig 1 lesz. Ámde két forma resultánsának elemi elméle
téből //(or)-ra nézve következik, hogy

//(« ) =  0  (mod. Rm+1. 

úgy, hogy egyszersmind

Rm+ 2

H(<x) =  0 (mod. F\ , .  . ., Fm+2).

Evvel tehát a 3. §. szerint be van bizonyítva, hogy az 
m + 1  határozatlannak m + 2  formájából álló általános rend
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szernek van resuitánsa és ez az előjel mellőzésével minden 
esetre a H (a ) valamely irreducibilis tényezője.

Az 5. §. általános tételének (a) és (b) állításai tehát 
evvel igazolva vannak.

8 . §. Az ebben foglalt utasítás a resultáns képezésére 
még annyiban nem m ondható teljesnek, a mennyiben az H (a ) 
irreducibilis osztóin elvégzendő kísérletek sorozatát köve
teli. Helyébe azonban oly m ódszer léphet, a mely csakis k 
határozatlan k-\-l formája esetében — (k < m ) — követeli a 
resultáns képezését és azután bizonyos legnagyobb közös 
osztók m eghatározását. E módszer egyszermind feltárja a 
resultánsnak újabb tulajdonságait.

Ha a 6 . §. (Xj) képleteit az
C, ( y. ~V> \  V  sy*91 'y*9fTli  j , . . . ,  —  Z j  u g  • • • *4'm

(9)
(i= 1, . . . ,  m + 1)

formarendszerre és ennek Rm+2(ö) resultánsára alkalmazzuk, 
akkor ezekből

dRm+2 (a)
da Xi dRm+2 (a)

i, to+i dCij (mod. Ft , . . ., Fm+1)

származik, a melynek alapján, ha E (x ,a )  helyébe az

i ( l T i  ■!•••■) x m + 1 )  —  2  ag
m

ar9m

formát teszszük, úgy mint ott, továbbá következik, hogy
dRm+ 2 (a) \"

dcii, 70 + 1 ^m+2 (x i i • • • i x m+1) —

==: r(cc, a’n)+1) (mod. F4, . . ., Fm+1).

A 71 e mellett az Fm+2-ben fellépő határozatlan együtt
hatóknak lineáris formája, mert /fm + 2  és ennek deriváltjai 
azokat nem tartalmazzák. Ebből kiindulva bebizonyíthatjuk, 
hogy az Rm+2 és r  legnagyobb közös osztója az 1 . Nevezzük 
ugyanis e legnagyobb közös osztót H-nek, akkor az, mint 
Rm + 2 osztója nem tartalm azhat egyetlen a j ^ ^ - t  sem. Ha
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tehát r-t mint ezeknek lineáris formáját írjuk, akkor kell, 
hogy e forma minden együtthatója, tehát az am+2 m + 2  mel
lett álló is, azaz

/ dRm+2 («) \ n ^ + 2 

' d(*i, m+ 1 ^
osztható legyen D-vel. Tehát az

Rm+2 («) és dRm+2 (a)
d% m+i

legnagyobb közös osztója is az 1 -től különböző volna. De 
akkor ennek

A )+ A  x m+ 1 H

alakúnak kellene lennie, a hol A0  a 0 -tól különböző, mert 
Rm+2 nem osztható a'm+i-gyel- így tehát az

[^m+ 2  ( « ) ] * n i + 1  =o és ~ dRm+ 2 (a)
xm+1 —0

formáknak oszthatóknak kellene lenniök A0 -sal. Ámde ezek 
közűi az első forma, mint az [Tj]x =0(i =  l r . . . ,  m-j-1 ) forma
rendszer resultánsa irreducibilis forma és a második az 
a^-kre vonatkozólag alacsonyabb fokú, mint az első, a mi
ből következik, hogy i4 0 = ± l .

Az Rm+2(ü) továbbá az határozatlanoknak homogén 
formája és így Rm+2(a) minden osztójának is ilyen tulajdonsá
gúnak kell lennie ; e szerint . . . mind raczionális és egész 
számok. A feltételezett osztó e szerint az egyetlen x m+í hatá
rozatlannak raczionális és egész formája. Ilyen osztót azonban, 
a mely nem ~ l-gye l, Rm+2 nem tartalm azhat, mert ugyan
ezt az osztót akkor Rm+2(ä) *s tartalm azná, ha

ö(í) =  a(í)ug ug
tétetik. Ezt t. i. most nem az x n i + 1 = 0  helyettesítéssel, ha
nem úgy érjük el, hogy ö^-ben az x m+i, x ^ +1, .. . együtt
hatóiként szereplő határozatlanokat teszszük egyenlővé a
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0 -sal. De akkor ugyanezt az osztót tartalm azná |F,77+2 (ö)].tí)í+1=o 
is ; tehát xm+1-et egyáltalában nem tartalm azhatja és így evvel 
he van bizonyítva, hogy (Fm+2i F ) ~ l .

Ha már most a

— Rés.
Rm+2(a, x

x /71+1
/n+i)} r(cí^ X/jj+j)

1

formát képezzük, akkor Am+2 minden esetre a 0 -tól külön
böző és az együtthatók of|"I+2) sorozatára nézve N;i(+2-ed di- 
mensiójú lesz és azonkívül még

7bn+2 = = 0  (mod. Ft , . . ., Fm+2).
Most egym ásután az F1 , . . . , F m + 1  formáknak juttatva 

azt a szerepet, a melyet az eddigi fejtegetésben Fm+2-nek 
adtunk, a raczionális és egész form ák oly

Ai (ct) (1=1 ,..., m+2 )
sorozata keletkezik, a melyben Ai(oc)-nak dimensiója az 
otff-kre nézve A/j; továbbá minden egyes A -re  nézve

A i(a)= 0(m od. Ft , . . . ,  Fm+2).
Az F( form arendszer resultánsa tehát minden esetre a d, 
formák egyik közös osztója.

9. §. Megszakítjuk az eddigi gondolatm enetet a követ
kező fontos segédtétel bebizonyításával* :

Ha 6(a) nem egyenlő a zérussal és
6>(a)=0(mod. F ,, . . ., Fm+1),

akkor 8(a)-nak az akk hatványai szerint való kifejtésében: 
S (a)—&0 -)-----\-&r akk

frr osztható RnJf-val, a hol Rok az (Fk)Xk=0 kizárásával az

(l\)xk=0' ■ • -1 (̂ 771 + l)xk=0
-ból származó általános form arendszer resultánsa.

F. Mertens, az i. h.
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Akkor ugyanis
7 7 1 + 1

e  ( a ) = S  Hi Fi
i=i

és így tehát, ha az i= k  kizárásával az í =  1 ........m-f- 1  érté
kekre nézve aim+x helyébe a* m + 1  —F} jő és ezt a helyet
tesítést [• **]/f-val jelöljük, lesz

P J * H -------- f  [&r\k a kk  =  iH k\k Fk '

vagy pedig, ha ebben ak k nek a két oldalon álló együtt
hatóit összehasonlítjuk,

\»t\k= K x f
és ebből

7 7 7 + 1

» r=Ka%’+ '2®  L,F„
7 =  1

a hol magától értetődik, hogy &r nem egyenlő zérussal, 
mert 6 a zérustól különböző. Ha az utoljára nyert azonos
ságban az x ^ = 0 -t teszszük, akkor

7 7 7 + 1

» r = ^ k)(LdXk. 0(Fi)Xk_o,
1 = 1

&r tehát minden esetre osztható 7?o/.-val.
Ha már most &r osztható volna R ^ ~ l-\e \ ( />  0 ), de nem 

volna osztható R”k~l+1-ve 1 úgy, hogy

#  =  Rnk~l n lxok (r
volna, a hol magától értetődik, hogy r̂T ismét az a-knak ra- 
czionális és egész formája, akkor ebből következnék, hogy

Ámde
777 +  1

í=l
a hol (a 2 . §. szerint) /,• nem egyenlő zérussal és nem tar
talmazza a cik határozatlant (rr^-nak határozatlan együtt-
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hatóját Fj-ben), mert ez már az _0-ból is kiesik. írha t
juk tehát, hogy

m+1 in+i
« * = 2 ('0 h m * k_ „ - F ú + 2 k) á  u/=1 /=1

és ebből
/71 + 1

f=l
így tehát (E-)^=o-E --vel együtt [tfoA.]A is osztható *A.-val; 
arjr.-vel ellenben [/í0aJa- nem lehet osztható. Ebből ugyanis, 
hacsak / =4= A', következnék, hogy

is osztható x |-vel, tehát dRok I osztüató ,xA-val. E szerint 
»ß/.m+i-h

dRok
daJ, m+i

m+i
K kX k+ Z ^K IF ,

1 =  1
volna és, ha végre x k helyébe ismét a 0-t teszszük,

da . °k =  0 (m od- (Fi)^=o------ (Fm+i)*fc=0)’UJ, 771 + 1
a hol a m odulusrendszerben (Ff)-., nem fordul elő; azaz 

OR V K/xk=o
■77— osztható volna f?oA-val, a mi nem lehetséges.

Minthogy tehát [/?oA]A pontosan xA. első hatványával 
osztható, [7?oA]'i/<_Z-nek pontosan ;r”fc_í-vel kell oszthatónak 
lennie és így [yr\k osztható volna xj.-vel, yr pedig /foA-val. 
E szerint a feltevés ellenére nem csak R"k~ -vei, hanem 
R'oi- Z 1_vel Is osztható volna. De ez a következtetés mind
addig ismételhető, míg /> 0  és így nyerjük a §. elején ki
mondott tételt.

Ebből közvetetlenűl következtetjük, hogy, ha az 
Fv . . . , F m+1 formarendszernek egyáltalában van resultánsa, 
ennek, mint az a^  együtthatók form ájának , dimensiója nem 
lehet alacsonyabb, mint N{.
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Ez a resultáns ugyanis magában foglalja az a '^R ^j A 
tagokat, a hol A az o-knak a zérustól különböző formája. 
Minthogy azonban feltételezzük, hogy a resultánsra vonat
kozó tételek m — 1 határozatlannak m általános formájára 
már be vannak bizonyítva, / i^ ’-nak dimensiója az aj^-kre nézve 
valóban Nj.

10. §. E segédtételek alapján m ost már a resultáns elő
állítására szolgáló következő törvényhez jutunk :

Az általános Fi (x 11 . . ., x m+1) ( i = l , . . ., /n+2) form a
rendszer resultánsa a H és Aj, (i =  1, . . m-\-2) formák legna
gyobb közös osztója. A már előbb elintézett elemi (m = 0 ) 
esel kivételével a A form ák alkotására csak az szükséges, 
hogy előállítsuk k határozatlan  Ä-f- 1  form ájának resultán- 
sát, a hol k<zm-\~ 1 •

A z  alapvető műveletek tehát, a melyekre végre minden 
resultáns képezése visszavezethető: Sylvester-féle determi
nánsok felállítása és bizonyos raczionális és egész formák 
legnagyobb közös osztójának meghatározása.

A resultáns, a melynek létezését már a 7. §-ban kimu
tattuk, minden esetre a d, formáknak valamely közös osz
tója. Minthogy pedig J , az Ft forma együtthatóira vonat
kozólag Nj-edfokú, maga a resultáns, R sem lehet ennél 
magasabb fokú. De — a mint azt már bebizonyítottuk — 
ennél alacsonyabb fokú sem lehet és ezért, ha

Aí = A 'í R ,
a A'i ezeket az együtthatókat már nem tartalmazhatja. 
A A[, A'2, ■ . . mennyiségek legnagyobb közös osztója tehát 
csak valamely raczionális és egész szám, k lehet. így tehát 

(/1 17 ■ • ■ i Aux+fl^'kR.
Minthogy továbbá a 7. §-ban (III) alatt értelmezett //fo rm a 
minden esetre primitiv forma, azért

R ~ (H , At , . . dm-|_2)
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és evvel a resultáns az előjel mellőzésével meg van hatá
rozva.

Minthogy azonban a resultáns okvetetlenűl a 

H (a) =  a *  « 22 2 • • • a m+2?m+2 +  * * *

formának valamely osztója, annak minden esetre oly tago
kat kell tartalmaznia, a melyekben az

A, A\> a j  a J krr m+2 Mm + 2, m + 2

alakú hatványszorzatok fordulnak elő és minthogy ez a re
sultáns az cí^-knek iVj-ed dimensiójú homogén formája, szük
ségképen ki=Ni, azaz csak egy oly tagja lehet, a mely a 
felállított alakot veszi föl. Ez a tag a következő :

4 - íy^ 1 2 fJm+2
w 2 2  • • • Mm+2 , m+ 2  »

mert, ha ennek együtthatója k és nem ± 1  volna, akkor 
H(a) kiírt tagjának is tartalmaznia kellene a k  együtthatói.

Ha már most e tag előjeléül a felsőt választjuk, a re
sultáns teljesen meg van határozva. Ebben (a) és (b) mel
lett megvan az a tulajdonság is, a melyet az 5. §. elején
(c)-vel jelöltünk és ezekből azután — a mint ott kifejtet
tük — következnek a (d) és (e) tulajdonságok is.

A resultáns előjele meg van határozva avval, hogy az 
a ii • • • ocm+itm+í «főtag» előjelét positivnak állapítjuk meg. 
(Minthogy a teljes inductio segítségével már kim utattuk a 
resultánsra vonatkozó tételek érvényességét, a tárgyalást 
ismét az Fi (x í , . . ., x m)( i=  1 .........m +1) form arendszerre vo
natkoztatjuk.) Ha azonban a formákat bármely Fit , . . . ,  Fim+1 
sorrendben írjuk és a határozatlanok sorrendjét is úgy vál
toztatjuk, hogy az x ;i , . . ., Xjm sorrendben következzenek 
egymásra, a főtag

/yMi îrn (Y^im+t
h j i  h j z  • • ’ Uiijm ‘m+i jm+t
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lesz ; és ekkor ennek a tagnak az előjele veendő positivnak. 
Ha ezt a resultánst Rjj-ve 1 jelöljük, akkor minden esetre

Rjj=0(m od. Ft , . . Fm+1).

így tehát Rg osztható 7?-rel és ép úgy R osztható Rg-ve 1. Az 
F formák és az x  határozatlanok sorrendjének változtatása 
tehát csak a resultáns előjelének változásával járhat. Az 
előjel e változásának törvényét m eghatározandók, az a^j- k 
bármely speczialis értékeit válasz thatjuk ; csak olyanok zá- 
randók ki, a melyekre nézve a resultáns zérus lesz.

Ha először az

Fi= aiix ?iJt-----höy a"1-Á r 

formát felcseréljük az

Fj= aß x 'f  H-----h ajj xj J +  • • •

formával és azután még x r t ay-vei, akkor ati átmegy ajj-be, 
ajj pedig ai r be ; a főtag többi mennyiségei és maga a főtag 
is változatlanok maradnak. Az x t és Xj határozatlanok fel
cserélése tehát csak akkor idéz elő előjelváltozást, ha 
ugyanaz történik az Ft és Fj formák felcserélésénél.

Könnyen bebizonyítható azután a következő té te l :
Rét forma, Fj és Fj felcserélése (és tehát két határo

zatlan, xi és x j felcserélése is) akkor és csak akkor változ
tatja meg a resultáns előjelét, ha a rendszer összes form ái
nak dimensiói páratlan számok; azaz

E tétel érvényes az m =  1 esetben, a mint ezt a Syl- 
vESTER-féle determináns egyszerű megtekintése mutatja. Ez
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ugyanis
« * < * + • • '■ + ( - i)"1" - * « * ;

ha pedig a két forma szerepet cserél, a következőbe megy át

« S « í 22 + - - + ( - i ),í1 í?2 « S « S ;

a tételnek megfelelőleg tehát hozzá lép a ( — l)nin 2 tényező.
Hogy azt a változást, a melyet az +• és Fj formák 

felcserélése a resultánsban előidéz, általánosságban m egha
tározhassuk, vegyük fel az egyik formát, pl. Fk-1 a következő 
specziális alakban :

Fk = akk x kk.

Az F j , . . ., Fm+t rendszer resultánsa akkor

aNk }{nk kk ok'

a hol Rok az (F1)a.fc=0, . . . ,  (Fm+1)Xk=0 rendszer resultánsa, a 
melyből ki van zárva (Fk)Xk=0. E resultáns ugyanis az a ^ -k -  
nek A+ad dimensiójú homogén formája és így tehát F^-nak 
felvett specziális alakja m ellett csak az a ^ -v a l m egszorzott 
része m aradhat meg és ez a 9. és 10. §. szerint ilyen alakú.

Ha a bebizonyítandó tételről feltételezzük, hogy /7 1+ 1 - 
nél kevesebb formából álló rendszerekre nézve érvényes, a 
következtetés rn-ről m + l-re  igazolja majd annak általános 
érvényességét; mert két forma esetében érvényes. Az Fj- és 
Fj formák felcserélése a m ost szóban levő resultáns ese
tében követeli, hogy (Fj)Xk=s0-t felcseréljük (Fj)x 0-sál ; de 
akkor Rok átmegy ( —í)Nk'Rok-ha és maga a resultáns a be
bizonyítandó tételnek megfelelőleg átmegy a következőbe:

a mi bebizonyítandó volt.
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A resu ltán sok  szorzástéte le .

11. §. Legyen F( és F f  az x 1, . . . , x m határozatlanok
nak két általános formája, dimensiójuk pedig nj és n(\ rész
letesen :

cy _  v  h® .̂.*7/1 i p." — V r®  y9ntx i • • • j 11 — •
(.9) (9)

Ha az általános ^ii • ■ i  ^m+ 1 formarendszerben az F, 
formát rendre a F/ F f , F/ és F f  formákkal helyettesítjük és a 
megfelelő resultánsokat R , fí', R "-nek nevezzük, akkor

R — R' R".
E z a resultánsok szorzástétele.

Hogy e tételt bebizonyíthassuk, gondoljuk meg, hogy 
/?=0(m od. Ft , . . ., F{ F f , . . .) 

tehát egyszersmind
/ f = 0 (mod. Fi_„ f ; ,  • ■ •).
f i= 0  (mod. F f, Fl+Í,

és így, minthogy a m odulusrendszer «általános» formákból 
áll, R úgy /í'-rel, m int F"-rel is osztható. Ámde R' és R" 
irreducibilis és két egymással nem is sequivalens forma, 
m ert mindegyik a határozatlanoknak különböző sorozatait 
tartalmazza ; R tehát osztható R'R"-rel is és lesz

R =  AR'R",
a hol A — mint az az R, R', R" dimensióiból közvetetlenűl 
látszik — raczionális és egész szám. Ha végre még tekin
tetbe veszszük, hogy

R ' =  a N * . . . b Ni . . . a N ™+1i i ll m + i, m + l

R" =  a N * . . . CNi . . . a N™+1i i u m + i, m+1

R ---- Q A Í  +  -^2
11 (h.. r .\N i' a Nm+l + Nm+l 

\ un h i)  ‘
akkor, minthogy ÍV/ =  N", az együtthatók összehasonlításá
ból kitűnik, hogy A— 1 .
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E szorzástételt most jelesen arra az esetre alkalmaz
zuk, midőn az összes F  formák általános lineáris formák 
szorzatai.

Szembetűnő, hogy m + 1  általános lineáris forma :

^ i— öi'i ' ~t~aim m+i
(i=1 ,. . ., m+i)

resultánsa I ay |. Hogy
I aíj I =  0  (mod. Lt ........L/íí+1),

az már a determinánsok elméletének elemeiből ismeretes. 
E determináns kifejtésében továbbá az al t , . . ., am + 1  m + 1  

főtag az 1 együtthatóval fordul elő és így végre | ag | azo
nosnak bizonyúl a kérdéses resultánssal, ha e determ ináns 
a határozatlanok irreducibilis formája.

Hogy j Oy I az a-knak irreducibilis form ája , a resul- 
tánsok elméletétől függetlenül is az m — 1 -ről m-re való követ
keztetés segítségével könnyen bebizonyítható. E determ i
náns a mint kifejtése mutatja — minden esetre primitiv 
forma és minden egyes afl, ai2,. . ., aim sor lineáris formája. 
Minden valódi osztója tehát szintén primitiv forma és az 
a-knak legalább egy sorát, pl. a11?. . ., aim-et nem tartalmazza ; 
mert különben a com pleinentáris osztó d' (a melyre nézve 
dd' =  I ay I) egész szám volna, tehát 1 -gyel volna egyenlő 
és d nem lenne valódi osztó. De akkor az

m
t aij I =  2  aij - í̂j 

7=1
kifejtésében At l , . . ., Aim szükségképen oszthatók d-vel. Ha 
m = 2, tehát Alt =  a22, A12=  — a21, akkor ezek irreducibilis 
mennyiségek és így tehát a feltételezett osztó ~ 1 . Ha már 
most feltételezzük, hogy a tétel érvényes /n —1 -re nézve, akkor 
Aj j ,. . .,A lm, mint olyan /rí— 1 -edfokú determinánsok, a me
lyeknek mindegyikében az elemek kivétel nélkül különböző 
határozatlanok, irreducibilis formák és nem aíquivalensek

König, Algebrai mennyiségek. ‘2 0



306 V I .  R E S U L T Á N S O K  É S  D I S C R I M I N Á N S O K .  12. §.

egymássá ; mert pl. Alr az air határozatlant, a mely az ösz- 
szes többi Als-ekben előfordúl, egyáltalában nem tartalmazza. 
Az A11?. . ., Aim m ennyiségek legnagyobb közös osztója tehát 
1 és így a tétel be van bizonyítva.

Legyen már m ost minden egyes F■ lineáris formák 
szorzata , azaz

F i= I7(c[;//,=1
akkor a szorzástételt ismételten alkalmazva származik, hogy

v nm+1 "i ,
Rés ■(F1, . . . ,Fm+,)=ff_ í - m e i /  I

Ez a képlet újból m utatja azt a törvényt, a mely sze
rint a resultáns változik, midőn az Ft és Fj formákat, vagy 
pedig az x t és Xj határozatlanokat felcseréljük ; mert ekkor 
minden egyes determinánsban két oszlop vagy pedig két sor 
helyet cserél és így a resultánshoz hozzálép a ( —1)N tényező.

H om ogén  form ák ren d szerén ek  resu ltánsa . Invarián s
tu lajdonság.

12. §. Ha az általános

F i ( x ^ ,  . . . ,  Xjjf) ( z = í , . . . ,  m +i)

formarendszerben aty helyébe x ^ f ^ j ’ jő, akkor a meg
felelő

<h (*̂ i i • • ■ i ^m+1) (i-i,...,m+i)

általános homogén formák (II. fej. 8. §.) rendszere szárma
zik. Ha továbbá

R = R e s. l F" K- " " ’ Fm+') .
W  i x z ,• • •, 1

akkor, minthogy R minden tagjának súlya N, ugyanaz a 
helyettesítés átvezeti az



HOMOGÉN FORMÁK R E N D S Z E R É N E K  R E S U L T Á N SA .  INVAR. T U E A JU O N S.  3 0 7

7 7 7 + 1

R = 2 H iF i7 = 1
azonosságot a következőbe :

/ 71+ 1 

7= 1
Ha most

[@i (x x, . . Xm+i))xj=1~  \

akkor F (̂  az x; kizárásával az x  határozatlanoknak ismét 7 J
általános formája, és e mellett csakis az â J együtthatóknak 
bizonyos törvényszerű felcserélése történt. A resultánsra 
vonatkozó azonosság pedig átmegy a következőbe :

771 +1 
7=1

és ebből az ism eretes módon (t. i. a IvRONECKER-féle helyet
tesítés révén) következik, hogy

R = 0 (mod. FÍj\  . . ., F ^ j ) .

Ha az F^J> rendszernek az x-ek szerint vett resultánsát, a me- 
lyekből az xj ki van zárva, Rj-nek nevezzük, akkor tehát R 
osztható Rj-\e\  és minthogy e következtetés — mint azt köz- 
vetetlenűl látni — meg is fordítható, egyszersmind Rj is 
osztható F -re l; azaz

R j= ± R .

Kiindulva az F ^  formákból, a resultánsra nézve végre
még

R xV= 0  (mod. 0m+i)

és ennek megfelelőleg R-1 a <0, homogén formarendszer re- 
sultánsának is nevezzük, vagy ha ezt — tekintettel az . elő
jelre — pontosabban írjuk k i :

R =  Rés. 0 1? 0 2,
X1 i X2 i

■ • i @m+i
• • 5 x m+ 1

20*



Még akkor is, ha ebből az értelmezésből indulunk ki, 
megmaradnak a resultans alaptulajdonságai, mert a kővet
kező két á llítá s:

6 (a )x v.=  0 (mod. <Pm+1),
6 (a ) = 0  (mod. /?),

ha különben 6(a) az a-knak bármely raczionális és egész 
formája, ugyanazt a tényt fejezi ki.

Ha 6(a) osztható R-rel, akkor

6 ( a ) x ^ = 0 (mod. 0 1} -
míg az első állításból következik, hogy

0(a)=O (m od. F±j), . . ., F ^ ) ;

tehát 6 (a) =  0  (mod. R). A mint látni, v  itt oly raczionális és 
egész szám, a melynek legkisebb értéke m eghatározható az 
adott 6(a) formából. Jelesen, ha összehasonlítjuk a két olda
lon az egyenlő dimensiójú tagokat, kiadódik a

m+i 

J i= 1
specziális előállítás, a hol az x-eknek v — nr ed dimen
siójú formája és, ha 6(a) a zérustól különböző, v ^ n f; mert 
különben /7,- egyenlő volna zérussal és akkor <9 (a)-nak is 
el kellene tűnnie. Ez a következtetés még azt is mutatja, 
hogy a

6 (a) x*=  0  (mod. d>1,. . ., <Pm+1)

congruentiából mindig következik, hogy

6 (a) (mod. <DX, . . . ,  (J>m+1). (r=i,... ,m+i)
Tegyük most fel, hogy az m - \ - 1 homogén forma :

(Xll • • • » X]7l+l)l (I= l, • • •» !)

ha ezekre a határozatlan együtthatókat tartalmazó
m + 1

X j — ̂ jj 11 jk  x k

3 0 8  VI.  R ESU LTÁ N SO K  ÉS DISCRIM1NANSOK. 12 .  §.
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(homogén) lineáris transform atiót alkalmazzuk, átmegy a 
következőbe :

0 i(x í , hn+i) =  S  ag} x $ ] • • • x m+ii • • •» m+i)
(9)

a hol e szerint az aj^-k az és ujk határozatlanoknak ra- 
czionális és egész fo rm ái; továbbá legyen

fi =  Rés.
*̂ 2 ’ • • ’ x m+1 '

Ha az ennek megfelelő

R*m+ 1 =  2  Hí $i
azonosságra az invers

m+i
Uoc] . = 2  Ujk xj ' U =  \ Uij j

j = i
transform átiót alkalmazzuk, akkor, minthogy a H[-kben mint 
nevező csak az í/-nak hatványa lép fel, a nevezőt eltávo- 
lítva, lesz

jRG=0(mod. . . ., <Pm+1),

hol G az a-któl ment homogén formát jelent. Végre még x m 
helyébe 1-et téve, a KRONECKER-féle helyettesítésnél R eltűnik; 
R tehát osztható i?-rel. Ámde ä̂ J az a^-knek homogén lineáris 
formája úgy, hogy R és R homogének és az aj^-kre vonat
kozólag egyenlő dimensiójúak. így tehát

R =  RV,
a hol V az Uy-knek oly raczionális és egész formája, a melynek 
meghatározására elég, ha az aj^-k valamely specziális érték- 
rendszerét használjuk. Minthogy lineáris formák rendsze
rének resultánsára nézve V= U, az általános esetben (úgy 
mint a 1 1 . J-ban) F( számára lineáris formák szorzatát vá
laszthatjuk és akkor az ottani előállításból a következő álta
lánosságban is érvényes képlet származik :

R =  R\uij \N,
a mely a resultánsnak ú. n. invariáns-tulajdonságát fejezi ki.
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H om ogén  eg y é n ie tek  rend szere .

13. §. A resultánsnak az
R = 0(mod. FÍj), . . .,

congruentiában kifejezett tulajdonsága közvetetlenűl mutatja, 
hogy az mennyiségeket változóknak tekintve, a resultáns 
eltűnik , mihelyt az mennyiségeknek oly érlékeket tu laj
donítunk , a melyekre nézve az

F ^ = 0 , Fj'^ =  0 , . . . (7 = 1, . . . .  Hi+i)
egyenletrendszerek közül legalább egynek van megoldása. 
Hogy azonban a resultáns csakis ebben az esetben lesz 
zérus, az az egyenletrendszerek elméletének alapvető tétele, 
a melylyel majd most foglalkozunk.

Azt az m - \ - 1 egyenletrendszert , a mely m ism eretlent tar
talmazó bármely k ily F ^ =  0  egyenletből áll, igen egyszerű 
és a geometriai interpretatio szempontjából fontos módon a

( * ^ i  i • • • t • ^ 7 j H - i ) = = d  (I = 1 > ■ • ■ > k )

rendszer vizsgálatában foglalhatjuk össze, a mely tehát k 
homogén, /n-j- 1  ismeretlent tartalmazó egyenletből áll. A zt a 
megoldást, a melyben az összes ismeretlenek a 0  értéket ve
szik fel és a mely az együtthatók értékétől függetlenül min
dig fellép, egyszersmindenkorra kizárjuk.

Ha már most | 1?..  ., £ m + 1  nem ilyen gyökrendszer, 
akkor, ha /. egészen tetszés szerinti mennyiséget jelent, 

. . ., Á| m + 1  is a (p[=Q egyenletrendszernek gyökrendszere. 
Ezeket a gyökrendszereket, mint valódi megoldást a követ
kezőben akarjuk összefoglalni:

• T i  . . r 2 ...............x m + 1 ~  £ i  • £ 2 ................. £777+ 1

és valamely második, gi , .. ., gm+i megoldás ettől nem kü
lönbözőnek tekintendő, ha

* £2 • • • • • £ m - f l  =  • * ? 2 ................7777 +  1 "

Minthogy a |  mennyiségek közűi legalább egy, pl.
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a 0 -tól különböző, mindig van egy és csak egy oly Áj ér
ték, a melyre nézve Áj^j—1 és ekkor x r—Ay|r az F^ = 0  

egyenleteknek egyik gyökrendszere. Viszont F^ = 0  minden 
gyökrendszere a d>i= 0  egy olyan m egoldását szolgáltatja, 
a melyben |y = l.

A 0 ,=O-nak ama m egoldásairól, a melyekben 0, 
egyszerű geometriai okokból azt szoktuk mondani, hogy 
F ^ —0-nak «a végtelenben fekvő» megoldásai. Ez a m egol
dás fogalmának olyan bővítése, a melylyel az F( = 0  rendszer 
elméletében a kivételes eseteket m egszüntetjük; ez már az 
elemekben is megtörténik, midőn pl. két egyenesnek a «vég
telenben fekvő» m etszéspontját stb. ily módon értelmezzük. 
(Collineatio.)

A bebizonyítandó tétel most már a következő egyszerű 
alakban mondható ki:

A d>i(xí } . . ., xm+1) ( í = l , . . . ,  rendszer resultánsa
akkor és csak akkor tűnik e f  ha a d>i— 0  eggenletrendszernek 
van valódi megoldása.

Hogy akkor, midőn amaz egyenletrendszernek van va
lódi megoldása, a resultáns zérussal egyenlő, az az

m+ 1

R x f = ^  H \ J) <Pt
z'=i

azonosságokból tűnik k i ; tehát ennek a tételnek csakis m eg
fordítását kell fejtegetnünk.

Mindenekelőtt megjegyezzük, hogy az egyes <D[ for
mákkal együtt term észetesen azok dimensiója, nz- is meg 
van adva ; hogy azonban e formák szabályosak legyenek, 
most már nem szükséges, mert az a^-ket specziális érté
keknek vettük fel. Ezért ismét az

m+i
x j = z llj lljk  x k  

1

általános (homogén) lineáris transform atiót alkalmazzuk, a
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mely a 0t formákat a szabályos 0 , formákba vezeti á t ; az 
R resultáns ekkor átmegy R= R U N-he. A # ,= 0  bármely 
«valódi» m egoldásának megfelel a 0 ^— 0  «valódi» megoldása 
és v iszon t; R és R csak egyidejűleg lehetnek egyenlők a zé
russal. A tétel tehát csak a transformált, rendszerre vonat
kozólag lesz bebizonyítandó.

Ha csupa új határozatlan együtthatóval az x-eknek 
V V  é s  W  W

homogén formáit alkotjuk, a melyeknek dimensiói legyenek 
n - n t , . . n - n m+1,

a hol n bármely oly pozitív egész számot jelenthet, a melyre 
nézve n —n,-2 > 0  (i =  l, . . ., m-\-1 ), akkor

771 +  1 7n +  l
Vi0 i és 2 W i0 i  

i=  1 i = 1

az .T-eknek n-ed dimensiójú homogén formái és a
771+1 771 +  1

2 ^ = o,
1 =  1 í = 1

egyenleteknek akkor és csak akkor lesz valódi megoldá
suk, ha ugyanilyen van a 0 Z= O  egyenleteknek is. Ha már 
most a

771+1 771+1
1 + 0 ,. 1  +  0 ,

1=1 1=1
Xt , 1

resultánst képezzük, akkor annak szükséges és elegendő 
feltételét, hogy a 0 -nak valódi megoldása legyen, úgy 
fejezhetjük ki, hogy legyen egy olyan nem csupa zérus
ból álló f 2, . . ., ! m+i értékrendszer, a melyre nézve ama 
resultáns egyenlő a zérussal. Ezekhez az értékekhez (mint
hogy a formák, a melyeknek resultánsát képezzük, szabá
lyosak) minden esetre hozzácsatolható oly érték, a melyre 
nézve

* f ( f i ........?7n+i)=0;
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ha azonban f f= 0 ( i= 2 , . . akkor a felhozott okból
szükségképen egyszersmind ^ = 0 .

Ha ama resultánst a V~-kben és Wj-kben fellépő határo
zatlanoknak hatványszorzatai szerint rendezzük és az együtt
hatókat 0 ^-gyel (i j =  1 , A*1) jelöljük, akkor ama feltételt 
végre úgy fejezhetjük ki, hogy a

• • ••> *cm+1 ) =  ® (li=1> • • • ’ î)
homogén egyenletrendszernek legyen valódi megoldása. Itt 
képezésük szerint a 0 / -eknek még az a tulajdonságuk is lesz, 
hogy

0 ^ = 0  (mod. 0 m+1),

a mint az a resultánsnak megfelelő tulajdonságából közve- 
tetlenűl következik, ha az egyes hatványszorzatok mellett 
álló együtthatókat összehasonlítjuk.

E következtetések pontos ismétlésével végre arra ju 
tunk, hogy ama szükséges és elegendő feltétel úgy fejez
hető ki, hogy a

@im • • • • ^m)

homogén egyenletrendszernek, a hol

0 Í™)=O(mod. 0 j, . . 0 //1+1),

legyen valódi megoldása. Hogy e következtetések érvé
nyesek legyenek, csak az szükséges, hogy a 0 ^  forma- 
rendszer csupa szabályos formából álljon. Ezt azonban már az 
első ízben a 0 ,- formákra alkalm azott általános lineáris trans
formatio biztosítja. Ha nem ez az eset forogna fenn, akkor 
bizonyos lineáris transform atio alkalmazása vezetne szabá
lyos form ákra; de a czélt, a melyre evvel törekszünk, már 
el kellett érnünk amaz általános transform atiónak alkalma
zásával, mert ez mint specziális esetet a két lineáris trans
formatiónak amaz egym ásutánját is magában foglalja.
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Ámde, mint egy határozatlannak homogén formája, 

0 (m>=w(m)x Vim ;
lm Tlm m+t

a ^ = : 0 -nak tehát akkor és csak akkor van valódi meg
oldása, ha a cpj.7̂  formák, a melyek az Uy határozatlanok
nak formái, mind egyenlők a zérussal és e mellett még

9’C ^ n + 1 = °  (m° d‘ ■ * ' ’ ^m+i)-

Hogy a m ennyiségek szerkezetét pontosabban
1,11 (i\m egállapíthassuk, az ctg m ennyiségeket határozatlanoknak 

fogva fel, a műveleteknek ugyanazt a sorát újból alkalmaz
zuk a 0i formákra. Minthogy az aj^-k ama specziális érté
keire nézve e formák szabályosak, és homogén voltuk mellett 
dimensiójuk sem száll alább, az előbbi formákat úgy nyerjük, 
hogy az általános 0 ^  formákba behelyettesítjük az aj^-k 
értékeit. E végkövetkeztetés csak azt az esetet nem foglalja 
magában, midőn amaz értékek behelyettesítése következté
ben valamely 0 ^  forma azonosan zérus le sz ; de — mint 
közvetetlenűl belátható — még ebben az esetben is ama 
specziális formák az általánosaknak képezett formákból szár
maznak ; csakhogy ekkor fellép köztük még a formáknak 
egy további sorozata, a mely az aj^-k ama specziális vá
lasztása mellett elvész.

Annak szükséges és elegendő feltételét tehát, hogy a 
tetszés szerinti 0 ,=O egyenletrendszernek legyen valódi meg
oldása, a

m

alakban nyerjük, a hol a k az a^-knek és iífí-knek
ló riná l; ezeknek tehát az ajy-knek tekintetbe jövő specziális 
értékeire nézve el kell tünniök.

E mellett azonban a ®(m̂ -eknek, mint az a^  határo-
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zatlanok formáinak az a tulajdonságuk is megvan, hogy 

^ ) s m + i= ° (m od- • • -'0m + 1 ),

a hol a felírt m odulusrendszerben a <pr k  ismét az általános 
formákat jelentik, a melyekben az u^-k határozatlanok. Ebből 
azonban úgy, mint előbb következik, hogy minden egyes 

forma osztható az általános 0, formák R resultánsával.
lm  < _

Ha tehát 7?—0 , akkor egyszersmind minden egyes cp\ ’ is eltü-lm
nik és így az egyenletrendszernek van valódi megoldása. 
Evvel pedig a kim ondott tétel be van bizonyítva.

H atározott és  h atározatlan  k ö zö n ség es  rendszerek .

14. §. Most közelebbről megvizsgáljuk az olyan m ho
mogén egyenletből álló

*m+i) = 0

rendszereket, a melyek m + l ism eretlent tartalm aznak. Ezek
nek elmélete az előbbiek szerint egybeesik oly m, nem 
kivétel nélkül homogén Fi (x í , . .  ., x m) =  0 egyenletével, a 
mely m ism eretlent tartalm az. Ilyen rendszereket — a nél
kül, hogy erre az elnevezésre súlyt helyeznénk — «közön
ségeseknek» nevezünk, szemben azokkal, a melyekben az 
egyenletek száma kisebb, vagy nagyobb m-nél.

A legfontosabb kérdés itt a különböző m egoldások szá
mára vonatkozik. Ha ez véges, a rendszert határozottnak, 
az ellenkező esetben pedig határozatlannak  mondjuk. Az az 
eset, hogy a valódi megoldások teljesen hiányzanak -— mint 
az majd kitűnik — egyáltalában nem fordúlhat elő.

Ha a különböző valódi megoldások száma véges, pl. n, 
akkor — mint közvetetlenűl világos — az

m+i
X j  =  2  ujk x k 

k= 1
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általános lineáris transform atio alkalmazása révén származó

@i(x n  • • - i x m+1 ) ~ 0

rendszernek is n megoldása le sz ; és ezek közűi egyikben
sem lesz x k zérussal egyenlő ; mert ez az

m
Uxk—^ U jkXj 

j=  iJ m+ 1
miatt csak akkor volna lehetséges, ha 2  Ujk xj  oly érték- 
rendszerre nézve, a melyet valamely megoldás szolgáltat, 
egyenlő zérussal. Legyen már m ost az n különböző meg
oldás :

r í  ^2rí  ■ • • i £m + i , r ? (r= 1 > • • • > n)

a hol az összes mennyiségek, a melyek ugyanabban a sor
ban állanak, nem lehetnek egyidejűleg a zérussal egyenlők ; 
akkor m eghatározhatjuk a m ennyiségeknek akárhány soro
zatát (még olyanokat is, a melyek csupa raczionális szám
ból állanak), a melyre nézve sem

m+1

ajk Sjr » (r=i,...,n; k = i , m + 1)
.7=1 '

sem pedig az \c tjk \( j ,k=í, . . .,m+i)  determináns nem tűnik el. 
Az

egyenletek

m+i
ajk I ^kr 2  ajk £jr

j - 1

m + i
£ji— 2 . bjk £kr

k=i

(7c=i,..., m+1)

megoldásaiból bizonyos bjk  mennyiségeket kapunk, (a me
lyek az ajk-kka\ egyidejűleg raczionális számok és) a 
melyek oly tulajdonságúak, hogy, midőn uik—bjk tétetik,«1+ 1  ̂ Hi+i 0 , 7  J J
% U jk  x j  átmegy ajk ay-be. így tehát egyetlen

771 + 1
L £kr=2iUjk ? jr  (k=1......™+i í r= i,... ,  n)

7 = 1

mennyiség sem lesz egyenlő zérussal, mert ez már akkor
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sem történik, midőn az Ujk határozatlanok helyébe a bjk 
m ennyiségeket teszszük.

A transform ált 0  rendszernek tehát nincsen olyan 
valódi megoldása, a melyben valamelyik x k a 0  értéket 
veszi fel és ebből közvetetlenűl következik, hogy a

( '̂)*7n+i=O= 0  (í-1, —  /«)
rendszernek egyáltalában nincsen valódi megoldása (feltéve 
természetesen azt, hogy az adott rendszernek csak véges 
számú valódi megoldása van). E tényből végre (a 13. §-ban 
bebizonyított tétel szerint) az is következik, hogy ebben 
az esetben

Rm+1 (u) =  Rés. ■' •’
V Xx > • • • » x m f

szükségképen a zérustól különböző.
Ha pedig a különböző valódi m egoldások száma végte

len, akkor mindig van végtelen sok különböző valódi meg
oldás, melyben x m+í nem egyenlő zé ru ssa l; a 0 ,=O ezen kü
lönböző valódi megoldásainak mindig a (ßi)xIU = i= 0  külön
böző valódi megoldásai felelnek meg. A (^j)^ = 1  legma
gasabb dimensiójú tagjai egyszerűen a (<̂ i)̂ m+i=0"nak tagjai. 

Ha már most a

Xj  “I“ zi = 1  (i=1 ,m)
formarendszer resultánsát képezzük, akkor ennek alaptulaj
donságaiból következik, hogy kifejtése a z hatványai szerint 
a következő :

Rm+1 H *
a hol N = nt . . . nm és

fim+iZN+ ---= 0 (m od . Z - X j ,

Ha tehát | 1?. . ., $m a (0j)x i=1==0 rendszer megoldása és a
m odulusrendszerben továbbá a következőket helyettesítjük :

x  — z=£-g.nakkor
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Rm+ 1 H----— 0
és így, ha Rm+1 nem egyenlő a zérussal, £j legfölebb N 
különböző értéket vehet fel.

Evvel tehát a következő tételt nyertük :
A rendszernek véges számú, vagy pedig végtelen sok 

különböző valódi megoldása van a szerint, a mint az Rm+Í(u) 
forma a zérustól különböző, vagy pedig egyenlő zérussal.

E tételt m indjárt abban a pontosabb fogalmazásban 
kell értenünk, hogy ama véges szám sohasem zérus, azaz, 
hogy a rendszernek legalább is egy valódi megoldása van, 
a mint az majd közvetetlenűl kitűnik ama rendszereknek 
most kifejtendő elméletéből, a melyekre nézve Rm+1 (u) nem 
egyenlő a zérussal.

Megjegyezzük még, hogy /n+ 1  ism eretlent tartalmazó 
ni homogén egyenletnek ((általánosságban» véges számú kü
lönböző valódi megoldása van. Ha ugyanis Rm+Í(u)~t rész
letesen írjuk:

^m +i(u) — ^ 0U0-\~A1U1 - \— 5

a hol az Uk-k az iijk-knak hatványszorzatait jelentik és az 
d-k az a^-knek raczionális és egész formái, akkor az csak 
abban az esetben nem fog bekövetkezni, ha az â J együtt
hatók kielégítik az

egyenleteket *.
d 0 = ü, d ^ ü ,  . . .

15. §. A megelőző §-ban a <Pi (x 1, ..., #m+1) = 0 ( i = l , . . . ,  m) 
homogén rendszerre vonatkozólag történt megállapítások 
közvetetlenűl átvihetők az

* Könnyen követhető az az analogia, a mely az előbbi és a 
jelen tejezet fejtegetései közt fennáll. E mellett azonban figyelnünk 
kell arra az elvi ellentétre is, hogy ott az egyenletek számát nem 
korlátozta az ismeretlenek száma, míg másrészt itt a tárgyalandó 
probléma a «végtelenben» fekvő gyökök hozzácsatolásával ismét 
más irányban bővült.
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Ft (Xj. i • ■ • i x ni) — d (I— • • • *m)
rendszerre.

Ezt a «közönséges» nem homogén rendszert (melyben 
az ismeretlenek száma megegyezik az egyenletek számával) 
szintén határozottnak , ill. határozatlannak  akarjuk nevezni, 
a mint a különböző valódi m egoldások (gyökrendszerek és 
a végtelenben fekvő megoldások) száma véges, ill. végtelen.

Annak szükséges és elegendő föltétele, hogy ily közön
séges rendszer határozott legyen, az előbbiek szerint már is
meretes. Czélszerű és kívánatos azonban a kérdéstétel újból 
való oly tárgyalása, melynél a megfelelő 0, formák általános 
lineáris transform atioját (azaz geom etriailag beszélve, a colli- 
neatio elvét) nem használjuk ; különben úgy mint előbb csak 
a resultánsok elméletére támaszkodva, és nem az elimináczió 
általános elméletére.

E czélból az Fi (x 1, . . ., x m) =  0 rendszerhez még hozzá
csatoljuk a további

-t az Fi rendszer (z—^ t jX j- r e  vonatkozó) eliminánsának ne-

a hol, ha <pt az Fj legm agasabb (nr dik) dimensiójú tagjai
nak complexusa, a mely mint ilyen homogén forma,

míg R'm+1 stb. a t határozatlanokat is tartalm azhatják.

m
—2  tj *j + z = o

formát, és e formarendszer resultánsát,

m

vezzük. Ez részletesen kiírva :
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Ekkor áll a következő té te l :
A z  Fi(x 1, . . . , x m)= 0  rendszer határozott,

itt. határozatlan, a mint az E (z \  ft , . . tm) eliminánsnak ne
vezett forma a 0-tól különböző, vagy pedig azonosan zérus.

Ha ugyanis a az Ft=  0  gyökrendszere és a
z, /1 ?. . tm bármely mennyiségek, melyek a

z - 2 t á = 0
egyenletnek megfelelnek, akkor az E forma — resultáns ér
telménél fogva — a z, t1}. . . ,  tm minden ily értékrendszerének 
helyettesítésénél zérus lesz. Ebből pedig az V. fejezet 7. igá
ban használt módszerek szerint, vagy egyszerűbben a jegy
zetben adott segédtétel* alapján következik, hogy E osztható 
z -S tjZ j-v e l.

* Az általános elimináczió-elméletnek a szövegben idézett fej
tegetéseit (nemcsak ezen a helyen, hanem a később gyakrabban 
alkalmazandó analog következtetések alkalmával is) a következő egy
szerű segédtétel teljesen pótolja.

Legyen P(zt , z2, . . .) valamely az őrt hóid (A) tartományból szár
mazó irreducibi/is forma, továbbá tűnjék el a 0-tól különböző <P (zt , z2, . •.) 
forma minden egyes az {A}-ból vett oly £t , £2, • • • értékrendszerre 
nézve, a melyre nézve P(£j, £2, . . .) =  0 ; akkor <P szükséyképen oszt
ható P-vel.

A határozatlanok közűi valamelyiknek, pl. Zj-nek okvetetlenűl 
elő kell fordulnia #-ben és P-ben, mert különben közvetetlenűl ké
pezhetünk olyan £i, £2, • • • értékrendszert, a melyre nézve P  a zérus
sal egyenlő és <P nem tűnik el. De akkor, ha <P nem osztható P-vel, 
a <P és P  formák zt szerint vett resultánsának, a melyet Z-vel jelö
lünk, a zérustól különbözőnek kell lennie és így

Z=-Zx<t>-\-Z2 P.
Most már z2, z3, . . . oly értékeit választhatjuk, hogy Z és a zt 

legmagasabb hatványának együtthatója P-ben a zérustól különböző 
legyen. Ezeknek a £2, £3, . . . értékeknek azonban minden esetre 
megfelel olyan 2,=^, érték, a melyre nézve P = 0; erre az érték
rendszerre nézve azután Z1fP=Z és így a feltevés ellenére Z,<£, tehát 
•P is a zérustól különböző volna.
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Ép úgy, ha x 1: . , . :  x m—rj1 : . . .  : rfm az Ft— 0  rendszernek 
egyik a végtelenben fekvő m egoldása és , . . . ,  bármely 
oly mennyiségek, melyek a

^  (/ 7/ =  0

egyenletnek megfelelnek, akkor az E  forma — ismét resul- 
táns értelménél fogva — a minden ily értékrend-
szer helyettesítésénél 0 lesz, tehát E ismét osztható i ’/y^-ve 1.

Tehát az f^=  0  rendszer különböző m egoldásainak az E 
forma különböző, nem is sequivalens lineáris tényezői felel
nek meg. De az E-nek, ha nem zérus, csak véges számú 
különböző lineáris tényezője lehet, és így határozatlan rend
szer esetében az elimináns azonosan eltűnik.

Ha pedig az Ft = 0  rendszer határozott, és e szerint úgy 
gyökrendszereinek, mint a végtelenben fekvő m egoldásainak 
száma véges, legyenek e gyökrendszerek, a mennyiben ilye
nek vannak :

•-51 k i *52k i • • • i mk i (Á'=i,. . . ,  (U)

a végtelenben fekvő összes különböző m egoldások pedig 
szintén, a mennyiben ilyenek van n ak :

1 ...........x m ~  *hl • ^21 '•••■■ r}nú • •••>*')

Ha már m ost képezzük a
m m

Z tj tj (k=1 ,..., fu.; l=(*+i, ..., v)
J=i 7=1

formákat, akkor van minden esetre oly £, , . . . ,  cm értékrend-
szer, melynek a z, /m helyébe való helyettesítésénél e
íormák egyike sem ád zérust. E szerint az

m
Fi= 0 , £— '£tj Xj=0

Jel
rendszernek nincs megoldása, és E(£, . . . ,  rm) nem zérus;
tehát az E forma sem lehet azonosan zérus, a mivel előbb 
kimondott tételünk teljes igazolást nyert.

Kőni(i, Algebrai mennyiségek. 21



122 VI. KESULTÁiNSOK ÉS DlSGRXMli\ÁiNSOK. 15. §.

H atározott rendszer esetében e m eggondolások alapján 
az elimináns alakja még tovább részletezhető.

Ha ugyanis azon kitevőket, melyekkel az előbb megálla
pított lineáris tényezők az eliminánsban tényleg előfordulnak 
ck Hl. Ci~lel jelöljük, az elimináns lesz

(X  m  v  m

E(z; t„ . . tm) =  Q/ [ (z — 'Eijb tj)cK I I  & j l  t j f 1
k = i  J = i  l=/x+i j = í

és Q (mely a rendszer határozott volta miatt minden esetre 
0-tól különböző) a z és t-ktöl független együttható.

Ha ugyanis Q a z, t1, . . tm igazi formája, van egy irre- 
ducibilis tényezője P, mely szintén ilyen. Ha már most min
den z, t1}. . . ,  tm értékrendszernél, melyre nézve Feltűnik, ama 
lineáris tényezők egyike legalább 0  volna, e lineáris ténye
zők szorzata P-vel osztható volna, a mi a ck és q m egállapí
tása folytán pedig nem lehetséges. Van tehát oly £, r 15. . . ,  i m 
értékrendszer, melynek helyettesítésénél Q zérus lesz, az 
utána álló lineáris tényezők pedig a ü-tól különbözők. Volna 
tehát az

m
Fi=0, — 2  Tj Xj-j-£=0

7=i
rendszernek egy oly megoldása, mely a Q egy új lineáris 
tényezőjét adná. Ez pedig lehetetlen, ha a m egoldások föl
sorolása már teljes volt.

Határozott 0  rendszer esetében végre tehát akkor és 
csak akkor van gyökrendszer, ha az elimináns a z-l valóban 
tartalmazza *.

E gyökrendszerek m eghatározását ebben az esetben

* Hogy a gyökrendszerek száma lehet véges és a 0-tól külön
böző, midőn az elimináns 0, azt már igen egyszerű példák is mu
tatják; pl. a következő:

*1 = 0 , *2 (*1 + 1)=0 , * 3 ( * 1 +  1 )= 0 .
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igen egyszerű módon visszavezethetjük az egy ism eretlent 
tartalmazó egyenletek tárgyalására.

Ha meghatározzuk E  és 4^- legnagyobb közös osztó- 
át és ezt az E-ből eltávolítjuk, a következőt nyerjük :

<>(*;',........  t m ) = A l í ( z - 2 t j l ik)
k=i

és így tehát q discrim inánsa a /-knek a zérustól különböző 
formája. (Könnyű látni, hogy A a í-ktől független). M eghatá
rozhatjuk továbbá a ts—as mennyiségeket oly módon, hogy 
az as-ek pl. raczionális és egész számok és Dscr. q ( z ; at , . . . ,  am) 
a zérustól különböző.

Minthogy azonban

K? • • • í 4n)],=2 ‘iSjk'7=1

mint a f-knek formája zérussal egyenlő, annak tj szerint 
vett deriváltja is eltűnik szükségképen, azaz

dQ
f ]az J m

7=1
dt

0 .
J j z=ztj$jk

7=1
Ha m ost a következőket helyettesítjük:

4  as i % — ^  d j  Iljk i

a minek jelölésére a [•••]^ je lt használhatjuk, akkor a 

q (z ] a1} . . . ,a m ) = 0

egyenlet egyenesen meghatározza a £k (k=  1 , . . . , ? / )  mennyisé
geket és azután bál raczionális műveletek segítségével elő
állíthatok a i-jk mennyiségek a

ÖQ (k)
l/'/cd-

dg

dtj

(*)
(/c = 1, ..-., v)

egyenletekből. 
russal, mert kü

dz 

dn ](*) ugyanis sohasem lehet egyenlő a zé- 
önben ellentétben a (z ; ax,. . . ,  am)= 0  egyen-
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let képezésével z=£k annak nem egyszerű, hanem többszörös 
gyöke volna.

Ez az előállítás végre a | lA, . . . , £mk gyökrendszer sok
szorosságát is értelmezi, mint azt a ck kitevőt, a melylyel a 
z — S tj^ j  lineáris tényező az E-ben előfordúl; ennek meg- 
felelőleg a | lír, . . ., ^mk gyökrendszert ck-szorosnak  nevezzük, 
vagy pedig azt mondjuk, hogy a mennyiségek
ebben az esetben ck egybeeső gyökrendszert képviselnek.

Hasonló módon adják a q kitevők a végtelenben fekvő 
megoldások sokszorosságát.

16. §. Csatlakozva ismét a 14. §. fejtegetéseihez, m ost a 
@i (x x, . . ., asm _|_1) = 0  (i=í , ..., m)

rendszer ama feltevés mellett vizsgálandó, hogy annak csak 
véges számú valódi megoldása van, vagyis hogy a (&i)xm+1=o 
formák resultánsa, a melyet, mint előbb Rm+1 (u)-val jelö
lünk, a zérustól különböző*.

Minthogy homogén lineáris transform atio a kérdés
tételen mitsem változtat, úgy, mint előbb áttérhetünk a

i • • • i x m + 1 )  ^  6

rendszerre és e mellett az uy m ennyiségeket akár határozat
lanoknak tekinthetjük, akár pedig oly határozott (sőt raczío- 
nális és egész számú) értékeket is tulajdoníthatunk nekik, 
a melyekre nézve sem j uy |, sem pedig fím+1 (ii) nem egyenlő 
a zérussal.

Minthogy valódi megoldás esetében x m+x sohasem lehet

* Abban az esetben, midőn a valódi megoldások száma vég
telen nagy, természetesen az előbbi fejezetben kifejtett Kronecker- 
féle általános elimináczió-elméletet kell alkalmaznunk. Ebben külö
nösen fontos szempontok merülnek fel, ha a végtelenben fekvő meg
oldásokat a végesektől elkülönítjük, azaz előbb x m + 1 = 0 - t ,  azután 
pedig megint x„,+1= l - e t  írunk, a mivel természetesen kiterjeszke
dünk az összes megoldásokra.
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egyenlő zérussal, x m+í-et 1 -nek is vehetjük (vagy, a mi 
ugyanaz, a 0 ,- formához hozzácsatolhatjuk az x ^ +1 nevezőt és
azután J* 1-—, stbit tekinthetjük maid ismeretleneknek).

Xm+i Xm+1 J J J
A

( ^ ) im+i= l= 0

egyenletrendszer már m ost az előbbi §-ban tárgyalt eset alá 
sorakozik és eliminánsával az

^m+1 (u) +  R'm+1 (u) _1 H-------h =  0
egyenletet szolgáltatja, a melyből az összes valódi m egoldá
sok m eghatározhatók.

Evvel megvan az ú. n. Bezout-féle tétel, a melynek 
értelmében m homogén egyenletnek, a melyben m - \ - 1  az 
ismeretlenek száma, vagy végtelen sok, vagy pedig ponto
san N = nt . . . nm valódi megoldása van, ha minden egyes 
ilyen megoldást annyiszor számlálunk, a hányszor azt annak 
a 15. §-óan értelmezett sokszorossága követeli.

Ha az Uy-ket úgy választjuk, hogy Rm+1(u) a zérustól 
különböző, akkor minden egyes megoldás valódi megoldás s 
egyszersmind véges gyökrendszer i s ; a homogén lineáris 
transform atiók amaz algebrai sokaságának megfelelőleg, a 
melyeknek együtthatói, az tm-k úgy vannak választva, hogy 

Rtfi+i («) =  0, . . . ,  R{rn+\} (u) =  0, 
k valódi megoldás mindig «a végtelenben» fekszik, azaz 
ezekben x m+1=0. Ez bekövetkezhetik az összes m egoldások
nál is, ha egyedül csak R^+i  különböző a zérustól.

Hogy az elimináns összes együtthatói zérussal egyen
lők a nélkül, hogy j uy | =  0 , az akkor és csak akkor törté
nik, ha á rendszernek végtelen sok különböző valódi meg
oldása van.

17. §. Legyenek ismét az

i i ',  ( 7 *  ry . \    f  P  ’ y . Q  Ti -y .Q  JHi  j . . . , .Ln g  -- Tj U g A j . . . ,Lm

(.7 )
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formák n,-ed dimensiójú általános formák, a melyeket most 
a következő módon írunk:

a hol cp{ jelenti az fj forma n,-ed dimensiójú tagjainak com- 
p lexusát; azaz opf bizonyos «általános» n,-ed dimensiójú ho
mogén forma. Akkor term észetesen

■,9m\
• ^ 1 1 • • • 5 'r ;?rRm+i =  R es-

a zérustól különböző és a rendszernek N valódi megol
dása van, a melyek közűi egy sem fekszik a végtelenben 
és így N  gyökrendszere is van. Hogy ezek mind különbözők 
is, az igen egyszerű módon oly specziális példával igazol
ható, a melyben az mennyiségeket úgy választjuk, hogy 
az Fi formák dimensiói ne kisebbedjenek és a melynek mégis 
pontosan N különböző gyökrendszere van. Ilyen példát szol
gáltat az

/Ii 11: /7 „y  1 ----- V’ - v  * ----- - y  y .  f -----  y . y  /77-----  1
^ 1  ^ 2 1 * ^ 2  1 * * ’ ’ ^ 1  ------^ Z + l  í * ’ * 7 . / 7 7  ------ 1

rendszer, a mely csak úgy elégíthető ki, ha x t valamely iV-dik 
egységgyök és x 2, . . . , x m értékeiül az első, m á so d ik ,... 
egyenletből származó értékeket veszszük.

Ha már most az
F(= 0  (i=i,

rendszerhez hozzácsatoljuk a további

Fnn-i+ z= 0

egyenletet (a melyben Fm+1 valamely nm+1-ed dimensiójú 
általános formát jelent), akkor az 5. és 9. §-ok szerint az Ff 
formák és Fín+1-|~z resultánsa,

ÄfeY * * + •••+ * ,
minthogy végtelen megoldások nincsenek, akkor és csak 
akkor egyenlő zérussal, ha az 7^—0 valamely gyökrendsze
rére nézve z + F ín+1 = 0 .
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Az 0  rendszernek N gyökrendszerét következőké
pen je lö lve :

1̂ k i *=2k * • • • i 'sm k > (k=i,. . . ,  N)

a hol már most a f-k az n^-knek m eghatározott algebrai 
függvényei, ama resultáns akkor és csak akkor egyenlő zé
russal, ha z felveszi a

^ m + 1 ( j s i ln  • • • »  ^ m k )  (fc=i , . . . ,  AT)

értékek valamelyikét. Ezek az értékek, m inthogy az Fm+1 
együtthatói ismét új határozatlanok, mind különbözők. Az

Fm+í (^iki • • •, £mk) “  ^m+ 1 • • •» £mz)
egyenlőségből ugyanis a lineáris tagok együtthatóinak össze
hasonlítása révén nyernők, hogy

£i/c îZ i • * ~  ̂ mZ ?
a mi az előbb bebizonyítottakkal ellenkezik.

Az
Bnn?+\ ' z N+ - + R = 0

egyenletnek tehát pontosan N  különböző gyöke van ; ezek 
t. I. a — Fm+i(klo ■ ■ -.Im i) mennyiségek és így tehát

« = « " f++11 77Tm+1 ( i l t , . . . .  | ml).
A:=l

Másrészt, ha z helyébe a 0 -t teszszük, akkor, minthogy 
evvel nem jár a dimensió kisebbedése, az és Fm+1 -f-.z for
mák resultánsa átmegy az formák resultánsába
és ez e szerint R lesz. így tehát nyerjük, hogy

Rés. Fi,
x ,

a hol meg
x

R r

N
Fm' FT ) = ^ '  n Fm+i(Lk< ■ ■ - ,& *),1 / k=i

9>n
X„ ,

(Pm
X

— R ps lm+ 1 — Aics.

Ez a resultánsnak PoissoN-tól* eredő előállítása, a

* «Sur l’élimination dans los équations algébriques». Journ 
de l’école polytechniquo, IV. kői. 11. fűz. 199. lap.
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melyről közvetetlenűl láthatjuk, hogy annak az alaknak az 
általánosítása, a melyben a III. fej. 24. §-a szerint két forma 
resultánsa előállítható. A mennyiségek itt az általános 
Ft — 0  egyenletekben fellépő határozatlan a® együtthatóknak 
algebrai függvényei. A mennyiben azonban oly egyenlete
ket kellene tárgyalnunk, a melyekben az együtthatók hatá
rozott mennyiségek, a resultánsnak ez az alakja ismét sym- 
bolikus, mert ekkor fel kell tennünk, hogy azt előbb a régi 
alakba szám ítottuk át.

A resultánsnak PoissoN-tól eredő ez az előállítása a sym- 
metrikus formák fogalmának oly általánosításához vezet, a 
melylyel m indjárt tüzetesebben is foglalkozunk, mert mé
lyebb betekintést enged e képződmények természetébe és 
különösen az ú. n. discrim ináns vizsgálatát könnyíti meg 
lényegesen.

A m en n y iségek  több ren d szerén ek  sym m etrikus
form ái*.

18- §• Legyen
x ij (i=i. • • - ,m ;j= i ...... n)

mn határozatlan, a mely közül az ugyanabban az oszlop
ban állók :

x ij •> x 2j  » • • • i x mj
egy-egy «rendszert», jelesen az épen felírtak a (j ) rendszert 
alkotják. A (_/) és (k) rendszerek felcserélése e szerint a ha
tározatlanoknak olyan felcserélése, a melynél egyidejűleg i 
minden értékénél xy  lép x ik helyébe és viszont. Az adott n

.

1

* E formák elméletét, a mely tulajdonképen WARmo-ig vezet
hető vissza, pontosabban legelőször Schläfli fejtette ki. («Über die 
Hesultante eines Systems mehrerer algebraischer Gleichungen» 
(Denkschr. d. kais. Akad. d. Wiss. in Wien. Math.-naturwiss. CI. 
IV. k. 2. r. 1852.)
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rendszernek minden lehetséges felcserélését tehát az

/(!)» (2)> • • -Á n) \
\(Á)i (Á)i • • ‘i (Jn) '

jelképpel jelölhetjük, a hol j t , j 2, • • -íJn az 1 , . . . , n  számo
kat jelentik, valamely tetszés szerinti sorrendben.

Az Xy rendszerek symmetrikus form ája olyan forma, 
a mely a rendszerek bármely felcserélése mellett változat
lan marad.

A dolog természete szerint minden ilyen symm etrikus 
forma AA-alakú tagokból áll, a hol A ama holoid tartomány 
valamely mennyisége, a melyből a forma származik és X 
az Xy-knek hatványszorzata ; részletesen tehát

X = x "Vi x mj1 X, h . . .  X mi2 . x a}k.
V k

. . x amk
mh

és k<^n. Ha e hatványszorzatra az n rendszer összes lehet
séges felcseréléseit alkalmazzuk és az így származó külön
böző hatványszorzatok összegét képezzük, akkor ez az ösz- 
szeg, a mely röviden a következő módon jelölhető:

XX,
az xij rendszerek sym m etrikus formája. Ha ugyanis az ilyen 
felcserélést két különböző hatványszorzatra alkalmazzuk, 
újból különböző hatványszorzatok keletkeznek; az összes 
különböző hatványszorzatok összege tehát az elrendezés 
mellőzésével változatlan marad.

Az ilyen különösen egyszerű szerkezetű XX sym m etri
kus formát, a melyet az X hatványszorzat értelmez, typikus 
symmetrikus formának, vagy röviden ((/í/p«s»-nak nevezzük; 
és közvetetlenűl világos, hogy minden sym m etrikus forma az 

A> ^ o + ^ i ------1~AS Ts
alakban írható, a hol T0, Tt , . . ., Ts különböző typusokat, je 
lesen T0 az 1-et jelenti és A0 ,A 1 , . . . , A S az adott formának 
együtthatói.
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A typusok közűi első sorban említjük az elemi sym- 
metrikus formákat, a melyek minden egyes 
mennyiség-rendszerre nézve lineárisak és így tehát részlete
sen írva következő a lak ú ak :

2  Xrih XrJ 2 • • • Xrkh  ’
( j )

a hol k<^n, j \ , . . ., j k az 1,. . n sorozat k különböző számát, 
r1, . . . , r k pedig az 1, . . . , m  sorozat bármely egyenlő vagy 
különböző számait jelentik. A k-ad dimensiójú elemi sym- 
m etrikus formák számát a

( h  ^ 1 1 + ^ 2  x 2 i ~ k ‘ "  ~\~tm x m i)  • • ■ ( A  x tk~k  ^2 x 2 ' b  ün  x mk)  
kifejezés tagjainak száma szolgáltatja, ha ezt a t - k  formá
jának tekintjük. Ebben ugyanis valamely tr^.  . . tr.fc hatvány
szorzat együtthatója a következő alakban írható k ifejezés:

x rt i  x r2z • • • x r](k~\ ?

továbbá a különböző hatványszorzatok és e kifejezések kiírt 
első tagjai, valamint ezek az első tagok és a különböző 
k-ad dimensiójú elemi symm etrikus formák kölcsönösen 
egyértelműleg felelnek meg egymásnak. A k-ad dimensiójú 
elemi symmetrikus form ák száma tehát (a II. fej.8. §-a szerint)

r n
és az összes elemi symmetrikus form ák száma

í r n - r r
fc=i

Ha valamennyi rendszerben a mennyiségek száma, n = l ,  
akkor a mennyiségek egyetlen x t l , x 12, . . ., x ln sorozatának 
a 11. fej. 10. §-ában tárgyalt elmélet értelmében vett elemi 
symmetrikus formáit nyerjük, úgy hogy amaz elmélet, mint 
specziális eset beleilleszkedik ezekbe a fejtegetésekbe. Az 
elemi sym m etrikus formák száma tehát csak akkor egyenlő
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a határozatlanok számával, ha m = l  ; minden más esetben 
pedig ennél nagyobb. E szerint lényeges különbség van az 
előbb tárgyalt specziális eset és a jelen általános fejtegetések 
közt. A mennyiségek egy sorozatának elemei symm etrikus 
formái egymástól függetlenek voltak (II. lej. 15. §.); most 
ezek közt algebrai kapcsolatoknak kell fennállaniok és az 
egymástól függetlenek száma nem lehet nagyobb, mint mn 
(V. fej. 15. és 18. §.). Bebizonyítjuk erre vonatkozólag a kö
vetkező tételt *:

Az elemi symmetrikus form ák közt pontosan mn egy
mástól független forma van.

E tétel a legegyszerűbben úgy igazolható, hogy tény
leg felállítjuk az egymástól független formáknak egy ilyen 
sorozatát.

Ilyent alkotnak az
Xji, .Tj2 , . . . , Xjn (i=l, • • • > m)

sorozatoknak (a szó előbbi egyszerűbb értelmében vett) elemi 
symm etrikus formái, a melyek jelölésére

— 2  x ik1 x ik2 • • • x ikr
szolgáljon. Akkor a

d ( —  e?1. . . .)
d ( . . . , •)

függvénydetermináns valóban a zérustól különböző, mert 
egyenesen a

d (ei}, • • •, eí?)
d (x h , . . . ,  x in) ’

számra nézve m függvénydetermináns szorzata és ez az utóbbi 
(a II. fej. 15. §-a szerint) egyszerűen

U(Xir  — Xjs) (r, S=1,. . . ,  n ; r<s).
r, S

Evvel tételünk be van bizonyítva.

* F r . .Ju n k e r , Math. Annalon, 38. k. 91. 1.
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19. §. A nélkül, hogy az ehhez csatlakozó általános 
elméletet tovább fejtegetnők, közvetetlenűl a következő, alkal
mazásában fontos alaptételre térünk át:

Bármely raczionális, az Xy, . . ., x mj-, számra nézve n 
rendszerre vonatkozólag symmetrikus forma előállítható 
mint az elemi symmetrikus form ák raczionális formája.

Közvetetlenűl belátható, hogy elég, ha a tételt a typu- 
sokra bizonyítjuk be. A typusokat m ost meg akarjuk kü
lönböztetni az egyes tagokban fellépő különböző rendszerek 
száma szerint és a bizonyítást először az oly («egyformájú») 
typusokra vonatkozólag adjuk, a melyekben minden egyes 
tag csak egy rendszer határozatlanait tartalmazza.

Legyen
m

Tj k x ij i (7 =  i> ■ • • > n)>
f=l

a hol új határozatlanokat jelentenek, akkor a 7)
mennyiségek elemi sym m etrikus formái közvetetlenűl képe- 
zési törvényük szerint a í-knek oly homogén formái, a me
lyeknek együtthatói egyenesen az x tj , . . ., x mj  mennyiség
rendszereknek elemi symmetrikus formái és e szerint

n
S 7 / 1

7 = 1

is a í-knek oly homogén formája lesz, a melynek együtt
hatói raczionális és egész módon épülnek fel amaz elemi 
symmetrikus formákból. Hogy tehát a

TÓ) =  2 x a' x a* 
17 2j mj

typusl nyerjük, csak a—at -\------p«/n-et kell Írnunk és a

2  ■ ? / —  2  ( h  x i /  +  b  X 2./H---------b  kn x m j)a
7=1 7=i

előállításban t"1 . . . t ^ 1 együtthatóját meghatároznunk, a mely 
egyrészt bizonyos polynomiális együttható és TÓ) szorzata,
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másrészt pedig amaz elemi sym m etrikus formáknak raczio- 
nális és egész formája lesz.

Ha már most feltételezzük, hogy az előállítás e módja 
lehetséges oly typusokra nézve, a melyeknek tagjai k —1 , 
vagy pedig ennél kevesebb különböző rendszerből vannak 
összeállítva, akkor ép oly módon állíthatjuk elő azon («A-for- 
májú))) typusokat is, a melyeknek tagjai k különböző rend
szer határozatlanait tartalmazzák. Ha ugyanis

T ^ =  S x “}1Vi
. . . x am\ x**12

m.h ' VV
Xanv2
' mh  ' X lik

V k
X a mk

' ‘ ‘ mh
ilyen typus, akkor e két typus :

Tó) =  E x a} x unn
mj t ’

T(k-i)= 2 x a}2. . . x a,n2
A/ 2 2

X a l k
kik . . X amk

mÍk

szorzata bizonyára előállítható mint az elemi symm etrikus 
formák raczionális és egész formája. Másrészt azonban, ha 
mindazokat a tagokat veszszük, a melyekben j í különböző 
/2, • • •, jA'-tól, a szorzás végrehajtása szolgáltatja a typust, 
megszorozva bizonyos raczionális és egész számmal. A szor
zat összes többi tagjai legfölebb A’ — 1 különböző rendszer
hez tartozó határozatlanokat tartalm aznak és így legfölebb 
«A--l-formájú» typusokba foglalhatók össze. Evvel tehát va
lóban megvan T^d-nek keresett előállítása.

20. §. Legyen már most

Fi (X j, . . ., X/?J) 0 (i— .. .  , m)  (1)

«általános)) egyenletrendszer, azaz olyan, a melyben Ej «ál
talános» n,-ed dimensiójú formát jelent. Ennek az egyen
letrendszernek e szerint N = n 1 . . . nm gyökrendszere van :

£1 / 1 ^2j 1 • • • 1 £mj ’ (7=1> ■■■>?')
a hol a I  mennyiségek az cty együtthatók algebrai függ
vényei.
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Ha e fej. 15. §-a szerint az eliininánst képezzük, az

Rm-\-i zN+Rm+i 2 A - 1 -4------— ̂  (2 )

egyenletet nyerjük, a melynek gyökei a következő AT lineáris 
forma : 7JÍ

2  </&/■ u =i> ■ ->N) (3)
í=i

E mellett

Rm+X =  Rés.
i x m

a hol (fi az F] nr ed dimensiójú tagjainak összfoglalatja ; te
hát Rm+1 a <Pv • :,<pm formák együtthatóinak raczionalis 
és egész, irreducibilis formáját jelenti. A resultánsnak előbb 
kifejtett tulajdonságaiból továbbá közvetetlenűl követke
zik, hogy R[n+1 a /-knek olyan p-ed dimensiójú homogén 
formája, a melynek együtthatói ismét az együtthatóknak 
raczionális és egész homogén fo rm ái; még pedig ezeknek 
dimensiója a^-re nézve A* és így tehát az összes a-kra 
nézve ^A,-.I =- 1

E szerint legyen most már

Rm+í — rpi +  ^2"1---- 1

a hol a T-k a /-knek különböző p-ed dimensiójú hatvány- 
szorzatai és megfelelőleg

^m+1 =  l'o-
Ha már m ost a (3) alatti gyökök elemi symmetrikus 

formáit képezzük és jelölésükre a megszokott

fi * .Í2  ’ • * * * fw
jeleket használjuk, akkor közvetetlenűl látjuk, hogy ezek a 
/-knek oly homogén formái, a melyeknek együtthatói egye
nesen a | y- , . . ., mennyiség-rendszereknek elemi symme
trikus formái. Ezeknek bizonyos sorrendben való jelölésére 
szolgáljanak :
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©2 > • • •, %■
Könnyű látni, hogy minden egyes © föllép mint együtt
ható ; pl.

Z ^ rJ 1 $r2j 2- ■ ■ £rkj k

a tr  ̂tr^. . .  tr együtthatója f^-ban. M ásrészt

Ha tehát a különböző hatványszorzatok együtthatóit össze
hasonlítjuk, a mennyiség-rendszereknek összes
elemi symmetrikus formái egyenesen a ( —l)fc alakban
adódnak ki és ez a következő általános tételhez v e z e t:

A  l y , • . •, Imj mennyiség-rendszereknek minden raczio- 
nális symmetrikus form ája előállítható mint az -jf-  mennyi- 
ségek raczionális form ája, a hol az összes r-ek az ay-knek 
raczionális és egész formái.

Az e tétel szerint valamely sym m etrikus formára vo
natkozólag nyert

(g)
/V iY ?1/ /V 9*

(S)

előállítás úgy értendő, hogy, ha a jobb oldalon minden egyes 
mennyiség helyébe a megfelelő elemi sym m etrikus for

mát teszszük, oly azonosság származik, a mely érvényes m a
rad akkor is, ha a fy -k  bármily határozatlan mennyiségeket 
jelentenek.

E helyettesítés révén azonban a jobb oldalon olyan 
kifejezés származik, a mely egy | y-, . . ., £mj rendszer meny- 
nyiségeire nézve legfeljebb d'-ed dimensiójú lehet, ha a jobb
oldalon álló forma az m ennyiségekre vonatkozó dimen- 
siója d'. -

Ha tehát az S symmetrikus forma valamely , £mj
rendszerre nézve d-ed dimensiójú (a mikor term észetesen 
minden rendszerre nézve ugyanolyan), akkor r S  előállít
ható mint az rkl-ek és rn raczionális homogén formája
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Az (S)-ben ugyanis a jobb oldalon álló formának di- 
mensiója bármely t i / , • • •, lm/ rendszerre nézve — a mint 
épen láttuk — nem nagyobb d'-nél. Ha már most valóban 
d '> d  volna, akkor, ha (S)-ben a jobb oldalon az ^ - - o k  
helyébe a megfelelő elemi symm etrikus formákat teszszük, 
szükségképen mindama tagok összegének, a melyeknek di- 
mensiója d-j-1 , d + 2 , . . . külön-külön el kellene tűnnie, a mi 
az @-k közt most fennálló algebrai kapcsolatok m iatt csak
ugyan megtörténhetik. így tehát még egy második

rk2 ̂ 2

előállítást is nyerünk, a hol a jobb oldalon álló forma dimen- 
siója d és evvel megadja a kim ondott tételt.

E mellett azonban, ellentétben az m — 1  specziális esettel, 
lehetséges, hogy r0-nak valamely a d-diknél alacsonyabb hat
ványa mellett is már r%S az rA.r eknek és r0-nak raczionális 
és homogén formája, ha t. i. a |y -k  nem határozatlanokat, 
hanem kizárólag az (1) gyökrendszereit jelentik. Mert tekin
tettel az ily gyökrendszerek közt esetleg fönnálló kapcso
latra * lehetséges, hogy két oly S és S' formára nézve, a me
lyek az egyes Ii/, • • •, Ímj  m ennyiség-rendszerekre nézve kü
lönböző dimensiójúak, mégis S =  S'.

Mint azonnal alkalmazandó példát képezzük a

symmetrikus formát, a hol
dF;
dxj ( i , j = 1, •.  . , m)

az Ft , . . ., Fm formarendszer függvénydeterm inánsát jelenti.

* Ily kapcsolatokat ismerünk a geometriából; például idézzük 
a két 3-adrendű görbe metszéspontjaira vonatkozó tételt.
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Az / dimensiója x i , . .  ., x m-re néz ve ni úgy, hogy

........ t mj)

mint az r0  és rkrek I n - m - e d  dimensiójú formája állít
ható elő. Minthogy azonban rkl és r0, valamint / az együtt
hatók a'g sorozatára nézve Ar,-ed, ill. első dimensiójú ra-
czionális és homogén formák, az így értelm ezett forma di-

(i) IUmensiója az együtthatók o[’ sorozatára nézve A/j(V /?,—** III 111 1=1
az összes a együtthatókra nézve '£N i ( '£ n i—ni)+mN.

i' = i /  = i
Ennek megfelelőleg általánosságban is r“ S(. . •,?,;/,• • •) 

bármely specziális Ft , . . . ,F m form arendszerre nézve, hacsak 
az egyes formák dimensiói, n1, . . . , n IU nem szállnak alább, 
megtartja jelentését, mint bizonyos az F-ek specziális együtt
hatóiból képezendő mennyiségek symbolikus értelmezése, ha 
t. i. m egállapodunk abban, hogy először történik az átszá
mítás az a-k formájába és azután ama specziális értékek be
helyettesítése. Ez szem betünőleg általánosítása a III. fej. 
24. §-ában bevezetett symbolikus előállításnak.

21. §. Az előbbi példában tárgyalt kifejezésre nézve a
17. § értelmében

SS n:—m
' o 11 I& / ’ • • -’ £mj)=  Kes

J= 1

F15 . . Fm, /
x m > 1

hacsak a resultáns deíinicziója nem veszti el értelm ét. Mint
hogy állandóan feltételezzük, hogy n ^ l ,  ez csak akkor tö r
ténhetik, midőn a függvénydeterm ináns dimensiója zérus. Ez 
pedig akkor és csak akkor áll be, midőn az összes formák 
lineárisak. Ha ez általános formákra nézve más esetben is 
történnék, akkor úgy volna az F ^ x 'd  specziális esetben is ; 
minthogy azonban ekkor az

N e . . . x ^ 1
ÍÜggvénydetermináns dimensiója I n i —m is nem zérus, állí
tásunk be van bizonyítva. Lineáris formák rendszerének

König, Algebrai mennyiségek. •22
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kivételes esetében ama symm etrikus forma, mint közvetet- 
lenűl látni, = I—r0.

Könnyen felismerhető továbbá az is, hogy ama kifeje
zés, midőn mint az n'g-k raczionális form áját á llítjuk elő, 
osztható r0-sal. A lineáris formák kivételes esetében ez nyil
vánvaló ; ha azonban valóságos resultánssal van dolgunk, 
annak az a-k oly értékei mellett, a melyekre nézve ro= 0 , el 
kell tűnnie. Ha ugyanis cp[ ism ét az Ft legmagasabb dimen- 
siójú tagjainak complexusát jelenti, akkor a 9 ^ = 0  egyenle
teknek van valódi m egoldásuk ; hisz épen ez az r0 zérus 
voltának jelentése. Az / legm agasabb dimensiójú tagjainak 
complexusát ' szolgáltatja. Minthogy azonban a q>-k ho
mogén formák, azért (ha t. i. a determináns /i-dik oszlo
pát megszorozzuk x h-\a\ és azután ehhez hozzáadjuk az 

, xm-mel m egszorzott első, . . . , / n-di k oszlopot)
dcpi

x

x h
dxj —  ------

V 9?i=0 egyenletek ama valódi megoldása tehát kielégíti a
Qcp.
Tl =Q egyenletet is ;  azaz az F1 = 0 , . . ., Fm= 0 , /= 0  rend-dxj

szernek van egy a végtelenben fekvő valódi megoldása és a 
resultáns e szerint szükségképen 0 , ha az a-k értékrendszere 
olyan, hogy ro=0. Minthogy azonban r0 irreducibilis és így 
egyszersmind ro = 0  irreducibilis sokaság, ebből az V. fej. 
7. §-ában használt módszerek szerint, vagy egyszerűbben a 
15. § jegyzetében adott segédtétel alapján következik, hogy 
ama resultáns osztható rn-sal. E szerint tehát

Rés.
F F I1 ii • • • i 1 mi 1

Xmi 1X, =  rfíD,

a bol D az a^-knek raczionális formája, mert a resultáns- 
nak r0-sal való oszthatóságára vonatkozó következtetés a 
raczionális számok tartom ányára, (l)-re vonatkozik. D azon
ban szükségképen raczionális és egész forma. Ha ugyanis D’
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primitiv raczionális és egész forma, p, q pedig raczionális 
és egész számok, akkor minden esetre

D =  —  D'.
q

Minthogy azonban r0 irreducibilis raczionális és egész forma, 
p szükségképen osztható g-val.

E szerint tehát a lineáris formákból álló rendszerre is 
érvényes eredmény, hogy

J= 1

az a^g-knek raczionális és egész formája. E z t az Ft , F2, . . ., Fm 
formarendszer discriminánsának nevezzük és Dscr. (F1,.. . ,  Fm)~

l j ' ' "M-mel ie-, 1 . . i • • • j ZCfti' .
löljük. Ezt az elnevezést m egtartjuk akkor is, ha az a j  
együtthatók akármily értékeket vesznek fel, a mi term észe
tesen úgy értendő, hogy ezek a specziális értékek a discri- 
minánsnak, mint az aj^-k raczionális és egész formájának 
kész kifejezésébe helyettesítendők.

A fü ggvén yd eterm in án s irred u cib ilis  volta.

22. §. A következőkben alkalmazandó fontos segédtétel, 
melynek bizonyítását itt közbeiktatjuk, így szól:

Az Fi (x í , . . ., x m), (i =  l, . . ., 121) általános form arend
szernek, hol nf2> 1 , függvénydeterminánsa I, mint az a-k és 
x-ek raczionális és egész form ája , irreducibilis.

Csupa lineáris forma,
m

k [  — Cij X j  ( i= 1 , ..., m)
.7=1

esetében e függvénydetermináns |Cy-|, melyről már e fejezet 
1 1 . §-ában kimutattuk, hogy a c-k irreducibilis raczionális 
és egész formája.
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Áttérve tehát arra az esetre, midőn nem minden egyes 
Ft dimensiója az egység, az Ft lineáris tagjainak complexu- 
sát Lj-vel jelölhetjük; tehát

és

m
f i =  2  cij xj  (í=1...... m)

7=1

I =  \ Cij I Cj Xx +  C2 X2 -|---- ,

a hol X x, X 2 , .  . . az x-eknek az 1-től különböző hatványszor
zatait jelentik .

Az / minden osztója ép úgy, mint / maga is, az a^-k min
den sorozatára nézve homogén ; még pedig bármely sorozatra 
nézve vagy lineáris, úgy mint /, vagy pedig azt a sorozatot 
egyáltalában nem is tartalmazza. Kell továbbá, hogy ez az 
osztó

d — A0 - FAx X x-\-A 2 X2-\-----

alakú legyen, hol A0, az x-ektől ment tag, a zérustól kü
lönböző ; mert különben ebből j  Cfj \ =  0  következnék. A com- 
plementáris osztó azután

d ,==AÓ-|-AÍ Xt -\-Ä2 X2-\----
volna úgy, hogy

df) do I Cij I •

így tehát vagy A0, vagy pedig egyenlő ^  1 -g-yel; és mint
hogy d es d' minden egyes sorozatra nézve, a melyet 
tartalmaz, homogén és lineáris, e két valódi osztó egyiké
ben az X hatványszorzatok mellett álló együtthatók kivétel 
nélkül raczionális és egész számok lesznek.

Az I valamely ilyen osztója tehát szükségképen akkor 
is az / osztója maradna, ha az m ennyiségeket bármely 
módon egész számoknak választanok. Tehát ismét írhatjuk, 
hogy pl. Fi=L i és ekkor d vagy d' a j |-nek is osztója, tehát 
az x-eket sem tartalmazza, azaz = ± 1 - /-nek e szerint való
ban csak és ± 1  lehetnek osztói.
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A 11. §-ban és itt előadott módszerekkel ép úgy ki
m utatható, hogy az általános form arendszer fiiggvénydeler- 
minánsa, a melyben minden egyes forma dimensiója ^  1, 
mini az a-knak és x-eknek form ája, a IV . fej. 18. §-a ér
telmében föltétlenül irreducibilis forma.

23. §. Ha F1, . . . , F m ismét általános formarendszer 
(/ij-jSil) és I annak függvénydeterminánsa, akkor a 17. és 21. § 
szerint

és így tehát, ha a formarendszer discrim inánsát röviden 
D-ve 1 jelöljük, lesz

Innen kezdve kizárjak a csupa lineáris formából álló 
rendszert, azaz föltételezzük, hogy iY> 1.

Akkor bebizonyíthatjuk, hogy az előbbi fejtegetésekben 
raczionális és egész formának felismert discrimináns az 

I) modulasrendszer meghatározta congruentia- 
tartományhoz tartozik; azaz, hogy

Minthogy e tulajdonság az /, F1, . . . , F m formarendszer 
resultánsában megvan, minden esetre

és, ha ebben az azonosságban, a hol K0, . . ., Km az a-knak és 
x-eknek raczionális és egész formáit jelentik, ismét

A d iscrim in án s a lap tu lajd on ságai.

D= 0 (mod. /, F15 . . ., Fm). (I)

m
r0D =  K0 l+ y ,K ,F t
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ai,m+ i ( i - l ,  helyébe az aim+1- F r t
írjuk, akkor, minthogy r0 és I az af m+1 határozatlanokat 
nem is tartalmazza, lesz

'•o [ß | =  [« o U
a hol a [•••] jel úgy, mint előbb azt jelenti, hogy a jelzett 
helyettesítést végrehajtottuk. Minthogy azonban r0 nem tar
talmazza az x-eket, I pedig irreducibilis forma, ebből, ha
csak l  az x  határozatlanokat tartalmazza, következik, hogy 
[Z)]-nek oszthatónak kell lennie /-vei és ez csak más kifeje
zésmódja az (I) congruentiának.

Evvel tételünk be is van bizonyítva, mert nem csupán 
lineáris formákból álló rendszer esetében a fűggyvénydeter- 
mináns az x  határozatlanoknak legalább is egyikét mindig 
tartalmazza. Ha ugyanis e rendszert az dimensió-
számok m egtartása mellett pl. a következőre speczializáljuk:

/i, ni¥• 1 /y». I y  111

és itt pl. n,-> 1 , akkor a függvénydetermináns,
N . . .  x * ~ \  . .

még mindig tartalmazza az xz- határozatlant.
24. §. A további fejtegetések m iatt pontosabban kell 

ismernünk az oly rendszer discriminánsát, a melynek min
den formája általános lineáris form ák szorzata.

E czélból először meg kell állapítanunk, hogy milyen 
alakú ebben az esetben a függvénydetermináns. Közvetet- 
lenűl látjuk, hogy, ha az egyik forma mint szorzat állítható 
elő, pl.

akkor a lüggvénydetermináns :

a =  F„ a ( F í ,F „ , . . . ,F m)
d ( X1 , X2 , . . . , x m) 1 d (x 1, x 2, . . . , x m)

+  F;
d(Ft ',F 2 , . . . , F m) 
ö (̂ x 1 , .t 2 , . . . ,  x m)
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Ennek az azonosságnak ism ételt alkalmazása révén, ha álta
lánosságban

nyerjük, hogy
Fi=Lh .. • îfAj • • • Lin{» («=!>• ->m) (I)

v F> ■ • Fm • •» Lmfxn)
, . . . ,  x m) ^  Li w ■ •» Lmn,n d(pcx,. • • i x rn)

a hol a summatio kiterjesztendő mindazokra az m/LLm
számpárokra, melyekben /u 1 , . . . , / z m egymástól függetlenül 
az (1 ,. . ., nt), . . . ,  (1 ,. . nm) sorozatok bármely számait je 
lentik. Ha már most úgy, mint előbb (a 11. §-ban)

LifH~ ch ')x i + ' ■ -)- x T
1 im 1 Jj*i)"i, 771+1 ’

akkor a resultánsokra vonatkozó szorzástétel szerint

ro =  I Í  n \
f*m 1 A4! 1

M ) i
'ij 1 m)

és az rendszer ama | líM ,. . ., gyökrendszerre nézve, 
a mely kielégíti az

^ 1  0 , ’ ’ ’ ’ ®

lineáris rendszert, a függvénydetermináns a következő érté
ket veszi fe l :

(■/ » • " f "  ) | c « | ,
V i/xx • • • Jm(Am / £ i , . .  •, ^

a hol a hányados az első tényezőben csak azt jelenti, hogy 
az Ft . . .  Fm szorzatból .. ., Lmfti rendre eltávolítandók. 
Végre tehát az (I)-ben értelm ezett formarendszer discrimi- 
nánsa

r ^  m j f  . j f F F1 i • • • 1 n
11 11 J TJ L.

/“m= 1  V - ' ' mf*m / «1^  • • • > Smfx
A | ljUi, . . ., m ennyiségek mindegyike azonban két forma 
hányadosa ; e hányadosokban a nevező | c^1' |, a számláló pe-
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dig hasonló szerkezetű determináns, a hol csak a y-dik oszlop 
elemeinek helyébe a — cT^ elemek lépnek. A productum  
jele alatt álló általános tényező tehát, a mely Srii—m line
áris tényezőből áll, egész lesz, ha r^1 n'~m-bői épen a 
j c(̂ i) iZrif-m ^ényezőt csatoljuk hozzá. A Dscr. (F17 . . ., Fni)-et 
szolgáltató kifejezés ily módon származó tényezői tehát a 
következő alakúak :

a hol { I c f ] \ }r azt a determ inánst jelenti, a mely a | ! deter
minánsból úgy származik, hogy ebben az r-dik oszlopban a 
círl)» • • • > cmr elemek helyébe rendre a —c ^ +1, .. ., — c { ^ +1 
elemeket helyettesítjük és a k, vk számpár nem egyezik meg 
az 1, ju±; 2, /z2, . . ., vagy m, jum számpárokkal. E szerint e 
tényezők, a melyeknek száma N (In i—m) és a melyekben a 

mennyiségek kivétel nélkül különböző határozatlanokat 
jelentenek, a c ^ \  . . ., határozatlanokra vonatkozólag
mindig lineárisok és kettő közülük sohasem aequivalens 
egymással. Az egyes ilyen tényezőket teljesen megadják a 
(k, v k), (1, ytZj), . . ., (m, ta m) számpárok és két különböző té
nyező, a melyben t. i. épen ezek a számpárok nem egyez
nek meg mindannyian, különböző határozatlanokat is tartal
maz. Minden egyes ilyen tényező irreducibilis is, mert a 
lineárisan fellépő ĉ ' , . . ., i határozatlanok együtthatói
nak, a

M \/ i ’ M )
} m'ij i / i ’ • • *’ ( I ~ij

mennyiségeknek nincsen az 1-től különböző közös osztójuk. 
Ebből következik, hogy e tényezők közül egyik sem lehet 
osztható valamely | determ inánssal, m ert amaz irredu
cibilis tényező dimensiója /jí+ I  és így egyetlen olyan osztója 
sem lehet, a melynek dimensiója m.

Ezek szerint tehát az (I)-ben m egadott formarendszer



A  D I S C R I M I N A N S  A L A P T U L A J D O N S Á G A I . 345

discriminánsa egyszerűen a következő resu ltáns-szorzat* :
//R és. (L1ÍV / ^ ,.  . ., i ^ikvk)i (^ )

a hol a szorzás kiterjesztendő mindazokra a resultánsokra, a 
melyek úgy származnak, hogy /a I=  1 , ...,/?,• és minden egyes 
(yMj,..  /um) combinatióhoz rendre hozzácsatolunk minden 
LkvjrE a h°l (k, i'k) valamely az (1 , u ........(/n, ju1T,) számpá
roktól különböző számpár.

Ha tehát valamely formarendszer minden egyes fo r
mája általános lineáris form ák szorzata , akkor discrim i
nánsa csupa különböző irreducibilis form ák szorzata és nem 
osztható r0-sal. (Itt r0 — a mint azt már többször megálla
pítottuk — ama homogén formarendszer resultánsa, a mely
ben minden forma egy-egy eredeti forma legmagasabb dimen- 
siójú tagjait tartalmazza).

25. §. Á ttérünk már mostan arra az alapvető tételre, 
hogy az általános formarendszer discriminánsa az a~g 
együtthatóknak irreducibilis raczionális és egész form ája**.

E discrimináns, mint az a^-k  raczionális és egész for
mája bizonyára a következő alakú :

B =  r ' p S . . . P ^ ;

hogy minden esetre c = 0 , c1 =  --- =  cfc=  1 , az épen tárgyalt spe- 
cziális esetből következik. Ha ugyanis az a^-k  helyébe a 
c ^ - k  ama homogén formáit helyettesítjük, a melyek 
Ft =  Lit,. . ., Li(X -ben mint együtthatók szerepelnek, akkor 
ü  nem zérus, tehát r0, P11 . . ., Pk is a zérustól különbözők. 
Ha tehát a c-k nem vennék fel az em lített értékeket, I)

* M i n d e n  e g y e s  d e t e r m i n á n s n a k  i t t ,  s z e m b e n  a z  e l ő b b i  e l ő á l l í 

t á s s a l ,  a f — l ) m e l ő j e l e  v a n .  S z á m u k ,  N (Sni—m) a z o n b a n  m i n d i g  p á r o s .

**  E z t  a  t é t e l t  Kronecker a  « F e s t s c h r i f t »  10. § - á b a n  c s a k  m e l 

l é k e s e n  e m l í t i  ; b i z o n y í t á s á t  e g y  k é s ő b b i  —  f á j d a l o m  m e g  n e m  j e -  

l e n t  —  é r t e k e z é s n e k  t a r t o t t a  f e n n .
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osztható volna r0 -sal, vagy pedig többszörös tényezőket tar
talmazna, a mi pedig az előbbiek szerint lehetetlen. E sze
rint D minden esetre a következő alakú :

D =  iY ,. . . ,P * .
A 23. § fejtegetései szerint tehát továbbá 

[PJ . . .  \Pk] =  0  (mod. /)  ;
m inthogy pedig az/függvénydeterm ináns irreducibilis forma, 
azért valamelyik P-re nézve — legyen ez Px —

[Pi] =  0  (mod. /)
volna, azaz

Pi =  0(mod. F1?. . . ,  Fm, /).

Tulajdonítsunk már most az a^-knek tetszés szerint 
választott oly értékeket, a melyekre nézve Pr zérus lesz. 
Akkor erre az értékrendszerre nézve r0  vagy egyenlő a zérus
sal, vagy pedig nem. Az utóbbi esetben Rés. (Ft , . . ., Fm, /) 
eltűnik a nélkül, hogy r0 is zérus volna ; az 

F i= 0 , . . . , F m= 0 , / = 0

egyenleteknek tehát van közös véges megoldásuk. Ha 
F i,..., Fm, /-ben ezt behelyettesítjük x í , . . . , x m helyébe, akkor 
az utolsó congruentiából következik, hogy az aj^-k ugyanazon 
értékrendszere mellett Pt is egyenlő a zérussal. Mindezeket 
összefoglalva tehát látjuk, hogy az aj^-k minden olyan 
értékrendszere mellett, a melyre nézve Pr zérus, vagy r0, 
vagy pedig Px egyenlő a zérussal és így tehát r0Px is 
eltűnik. A 21. §-ban fejtegetett következtetési mód, je le
sen az ott a jegyzetben előadott egyszerű segédtétel szerint 
tehát r0 Pi-nek oszthatónak kell lennie Pr-rel, a mi azonban 
nem lehetséges, mert a feltevés szerint ügy r0, mint Pt a 
Pr-tői különböző irreducibilis formákat jelentenek. A D tehát 
Pj mellett nem tartalm azhat más irreducibilis osztót és így 
D ^ P , a mi épen bebizonyítandó volt.

26. §. Legyen ismét az fj (x t , . . ., x m) általános forma-
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rendszerre nézve N >  1 és az egyes F) (xt , . . ., x m) formák
nak megfelelő homogén formák (J){ (a:,,. . ., .rm+1) ; legyen 
továbbá úgy, mint előbb,

F (/c) = . (0 i(x l y . . - , xm+1))X/_ 1,
tehát legyen továbbá az eddigi jelöléseknek meg-
felelőleg

={4>i(x i , - - - , x m+1))xk=0
és azután még

Qk =  Res.

A 9 )̂m forma tehát az a homogén forma, a melyet eddig 
<Pi~ve\ jelöltünk és £>m + 1  az eddigi r0. Közvetellenül belát
ható, hogy g t , . . . ,  Qm+1 csupa egymástól különböző irredu- 
cibilis forma.

Legyen már most D az F1, . . . ,  Fm form arendszer előbb 
értelm ezett discrim inánsa és a ^ —a ^  valamely olyan érték- 
rendszer, a melyre nézve D a zérussal egyenlő, míg ellen
ben (>i, • • •, Qm+i a zérustól különbözők. E specziális válasz
tásnak megfelelőleg az 0  egyenleteknek van oly véges 
gyökrendszerük, mely az

|J y | =  0  (i,j=i,...,m)
egyenletet is k ie lég íti; még pedig, ha e gyökrendszert 
I n  . . . , | m-mel jelöljük, a föltétel következtében egy £
sem lehet egyenlő 0 -sal.

Legyen már most a . . ., 0m formák függvény
determinánsa . . ., x m+1 szerint, a mely határozatlanok 
sorozatából az x k ki van zárva; akkor a

0 1= O , . . - , 0 m=O ,HM=0  (í *)
egyenletrendszer egyszerűen az x k határozatlan bevezetésé
vel homogénné lett

f | ^ = 0 , . . . ,  F ^ = 0 , /<*)=0  

egyenletrendszer; ha t. i.
/(fc) =  i i

' ij I  (i=1 ,..., m; 7 =1 ,..., m+i j+k).
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A HW  függvénydeterminánsok között a következő kap
csolat áll fönn :

x m+1l/<*>= ± x k H ^+ 'I  (mod. <*>„.. , , 0 m), 
a miről közvetetlenűl meggyőződünk, ha / / l,'-ban ( H m a  1 ) 
az utolsó oszlop elemeit megszorozzuk íem+1-gyel, és a meg
előző oszlopok elemeit rendre £Ct , . . ., ícm-mel (az x k kizárá
sával) megszorozva, azokhoz hozzáadjuk és végre még tekin
tetbe veszszük a

m+ 1

2 {k) xj <Pij= - x k % + ni
, „ , Megyenlőséget.

E szerint, ha az előbb m egállapított módon vá

lasztott együttható-rendszer, a , | m + 1  gyökrendszer, a

melyben , , . . ,  | ;í} az előbb adott értékek, lm+, pedig 1 , 
nemcsak a (2m+í) rendszernek, hanem bármely (2 .̂) ren-
szernek is valódi megoldása ; és így továbbá még ,

s k
( y = l , . . ., m-\- 1 ; j=\=k) valódi megoldása az

F}k)=0, , . . , F ^  =  0 , 1 ^ = 0

egyenletrendszernek. Ebben az esetben tehát az F'1  ̂ rend
szer discrim inánsa, melyet val jelölhetünk, szintén zérus.

Minden olyan a'g értékrendszerre nézve, a melynek he
lyettesítésénél D— 0 , vagy az egyik (? lesz egyenlő zérussal, 
vagy pedig 0  úgy, hogy (?x (V  • • ( W i o k v e t e t -
lenül 0 . Ezért (a 21. § segédtétele szerint) e mennyiség 
osztható lesz D-vel. Ámde D irreducibilis és egyetlen q 
sem lehet osztható D-ve 1 , mint az közvetetlenűl világos 
annak az eselnek vizsgálatából, a hol az E-ek lineáris formák 
szorzatai ; mert akkor q irreducibilis tényezőinek dimensiója 
/», a D-éinek dimensiója pedig m-f-1 . Szükséges tehát, hogy 

osztható legyen D-vel, azaz e két irreducibilis forma
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csak előjelben különbözhetik egym ástó l; vagy általánosab
ban kifejezve:

A  Z ) ( 2 ) ,  . .  . ,  Z ) ( m + i ) = ű  discriminánsok csak előjel
ben különbözhetnek egymástól.

A gyökrendszer megfelel továbbá a
m+i

0t=o ..............(Pm —  0 , 2tkHto=0
Á =  1

rendszernek is, a hol . . ., tm+í új határozatlanokat jelen
tenek és e rendszer resultánsa minden az előbbi módon jel
lemzett a^} rendszerre nézve a zérussal egyenlő ; azaz ama 
resultáns a í-knek oly homogén formája, a mely részletesen 
írva a következő :

2  Agtj1 . . . tm+j5 (ffD----- 9̂/7?+i=A)
a hol minden egyes együtthatónak is megvan ugyanaz a tulaj
donsága. E szerint qí . . . Qm+íAg osztható lesz D-vel és, m int
hogy egyetlen (? sem osztható D-vel, minden egyes A^-nek 
oszthatónak kell lennie ö-ve 1. Könnyű azonban felismerni, 
hogy D az Ag együtthatóknak legnagyobb közös osztója. A  tk - 
nek együtthatóját ugyanis úgy nyerjük, ha a tk kivételével 
minden egyes t-t 0 -nak, tk - 1  pedig 1 -nek veszszük. De akkor 
ama resultáns átmegy a d>1, <P2, . . ., <Dm, rendszer resul- 
tánsáha, vagyis az

p(k)  p {k)  p (k )  j ( k)
1 i  i 1 2 i • • • i 1 m i 1

rendszer resultánsába is, azaz gk IJ-be. Minthogy pedig 
(>!,. • -i^/ji+i-nek nincsen az 1 -től különböző közös osztójuk, 
a I) közös osztó egyszersmind amaz A együtthatóknak is 
legnagyobb közös osztója.

Most ép úgy, mint a resultáns esetében, a <2^ , .  . . ,  ,
számra nézve m homogén forma discrtminánsa egyenesen 
az Fí , . . . , F m formák discrim inánsa legyen. E mellett az x  
határozatlanoknak még bizonyos elrendezése tartandó szem 
elö lt; ha ez nincsen megadva, a discrimináns előjele hatá
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rozatlan marad, a mi azonban term észetszerűen megfelel 
a discrim ináns mostani értelmezésének, a mely szerint az 
bizonyos formák legnagyobb közös osztója.

Evvel a homogén formarendszer discrim inánsának Kro- 
NECKER-től* eredő következő értelmezéséhez jutunk, a mely 
a discrim inánsnak egyszersm ind egyik fontos tulajdonságát 
fejezi ki :

Ha <Pi(xj, . . ., £rm+1) (i =  l ........m) általános homogén
formák, a melyeknek dimensiói nt , . . nm, (N >  1) és $m+J 
oly általános homogén lineáris formát jelent, a melynek 
együtthatói á j határozatlanok, akkor a

$ n  • • •  i $ m ) I $ i j  I [ i , j = í , . . . ,  m + i )

formák resultánsa tartalmaz egy a $In+1 forma együtthatói
tól független tényezőt és épen ez a 0 í , . . . , 0 m formarend
szer discriminánsa.

Közvetetlenűl felismerjük ugyanis, hogy 0m+ i== 2 itk x k
, " tt.1 fi \ fc = 1eseteben \  t,. fí(k' =  \ 0 ;i I.

r = i , J
E tétel még általánosabban és pontosabban következő- 

kép fogalmazható :
Ha 0m+1 oly nm+1-ed dimensiójú általános form át je

lent, melynek összes együtthatói ismét új határozatlanok , 
akkor a

$ 1 1  ■ ■ ■1 $ m  1 I $ i j  ! (i, 7 = 1 , .  . . , m + i )

form ák resultánsa:

nm+ 1 Rés. ($ í , . . . ,  0m+1) Dscr. (<pt , . . . ,  0m). 

Tekintetbe véve, hogy

* Festschrift, 10. §. Az idézett helyen adott általánosabb tétel, 
mely arra az esetre vonatkozik, midőn dimensiója nm+1, mint a 
szöveg fejtegetéseiből kitűnik, oda módosítandó, hogy ama resul- 
tánsnak a /-ktől független tényezője nem Dscr. (#t , . . . ,  <Pm), hanem 
n&+1 Dscr. «£„,).
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Res. {0\ i • • ■ i 0 m i Xm+i) Pm+1 1 

és fölhasználva a resultánsok szorzástételét, a m eghatáro
zandó resultánst fí-rel jelölve, nyerjük, hogy

( ? m + i F =  R g S .  ( 0 ^  , . • • ,  @ i n '  x m + i  I @ i j  I )?  

vagyis az x m+í 0g | egyszerű átalakításával :

/ m+1 \Qm+iF=  Rés. \0 t i ■ • • i 0 m i ríj. 0j. Hfcj

/ m+1 \
=  R es- Fm. 2  nk Fk h j  i

hol 17̂ , ill. 4 - a @i, ill. Tj, ( í = l , . . . ,  m-f-1 ; i=^k) formáknak 
függvénydeterminánsa . . . ,  x m szerint. Tehát végre a resul- 
táns PoissoN-tól eredő alakját (17. §) használva,

77?+ 1
JSnj-m N

F (?m+1 I I  nm+1 Fm+1 (£i k !••••> £mk) ^(siA» • ■ • » /̂rá)
k=i

es

^  =  ^ + 1  +Y Ö l*  > • • • > £m*) ( W i  / / F( I iA- , ■■ • •> lm *),A=i k =i
a mi már is a keresett resultánsnak a tételben adott alakja.

A d iscrim in an s invarián s-tu lajd on sága .

27. §. A discrim inánsnak m ost kifejtett új értelmezése 
végre még a következő tételhez vezet, a melyben az előbbi § 
összes jelöléseit m egtartottuk :

Ha N >  1 , akkor a 0 1, . . . , 0 m formarendszer discrimi- 
nánsának eltűnése szükséges és elegendő feltétele annak, 
hogy a

m + i

* 1 = 0 , ■ ■ ■, 0 m= o , 2  <kH(k) o
A=l

egyenletrendszernek, a hol t1, . . . , t m + 1 határozatlanoknak, 
•t’j, . . ., x m+1 pedig ismeretleneknek tekintendők, oly valódi 
megoldása legyen, mely a t-ktől független mennyiségekből áll.
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E rendszernek akkor van valódi megoldása, ha a
i a ö í 1 • • • f c 1 (9t+--+gm+i=N) 

resultáns e ltű n ik ; azaz, minthogy a t-k határozatlanok, ha 
minden egyes Ag együttható zérus, vagyis más szóval, ha a 
0  formák dg együtthatói gyanánt olyan értékrendszereket 
választunk, a melyek az Ag= 0  egyenletrendszert kielégítik.

Ámde, mint már előbb (26. §) láttuk, Ag—DA'g és így 
tehát D = 0 minden esetre elegendő feltétel. Ha pedig megfor
dítva valamely ag' együtthatórendszer olyan, hogy a ( I )  
egyenleteknek van a í-ktől független m ennyiségekből álló 
valódi megoldása, akkor ebben valamelyik x, pl. x k nem 
zérus és így az

FÍk)= (),..., f f U o ,  | í f  | =  0
egyenleteknek is megfelel valamely véges gyökrendszer. 
Ámde

ha tehát az e congruentia jelezte azonosságban az x-ek he
lyébe ama gyökrendszert helyettesítjük, akkor az együtt
hatók ama rendszerére nézve szintén D= 0 és evvel a tétel 
be van bizonyítva.

Ez a tétel lényegében már tartalmazza a discrimináns- 
nak ú. n. invariáns-tulajdonságát, a melyet most részlete
sebben is kifejtünk.

A

formák az
0 i, • • •» 0 #,

m + 1

®m+1 =  2  j  x k
k =i

/71+1
X j =  % u j k x  k  

k= 1
(T )

lineáris transformatio alkalmazása után — a már előbb 
használt jelöléssel élve — ismét a következőkbe menje
nek á t :

0 1  » • , 0/7, ’ 0,7,+1 •
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Akkor
Ö0, d0l
d x j d x 1 1Jui H------h

d0i
u 'Lm + 1

a hol az alkalmazott jelöléseket term észetszerűen tovább 

fejlesztve, azt a formát jelenti, a mely - J ^ - b ó l  szárm a
zik, ha erre a (T) transform ati ót alkalmazzuk. E szerint

d0i

és így tehát a
d x j

0 X........0!

90í
dxj

d 0 ,
m+1’ I dxj j

rendszer resultánsa csak j j-nek egy tényezőként szereplő 
hatvánvában különbözik a

d 0 i  I
@1-----,0, n i + i i d x j

rendszer resultánsától. Ez azonban a (T) transform atio alkal
mazásával

d0 t
@n • • • i @m+1 1 dXj

rendszer resultánsából szárm azik ; és így e két resultáns 
közt ép olyan kapcsolatnak kell fennállania. Tehát

Kés. U h , .. . y0 m, d0t
dxj ) = I “» \K R'es. \0 x, . . . , 0 m,

d0i
d X ;

Ha az itt a két oldalon föllépő resultánsokat a 26. § utolsó 
tételében m eghatározott alakban írjuk, lesz

Rés. , . . . ,  0 m+1) Dscr. (0 t , .  . ., 0m) =
=  I uij F  Res- (@ n---i @m+1 ) Dscr. (0 , , . . . ,  0m).

Itt Res. (0 t , . . . ,  0m+1) és Res. (01, . . . ,  0m+1) e fejezet 12. §-a 
értelmében csakis j j egy tényezőként szereplő hatványá
ban különböznek. Tehát a két oldalon álló discrim inánsok 
közt ugyanily kapcsolat áll fönn. Azaz hasonlóképen, mint

Kőnie,i, Algebrai mennyiségek- 23
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a resultáns, a discrimináns is a következő azonosság kife
jezte  invariáns-tulajdonságot m utatja :

D — Dscr. (0 1, . . ., 0m) =  I Uij jN(Sni-m) jg 
Az I Ufj I kitevőjének ebben foglalt pontos m eghatáro

zását igazolja azon körülmény, hogy adott dimensiójú for
mákra nézve e kitevő nem változik, bárhogyan választjuk is 
az a^-ket. Ha tehát lineáris formák szorzatát veszszük és a 
discrim inánsnak a 24. §-ban erre az esetre nyert szorzat
alakját használjuk, azt tapasztaljuk, hogy a transformatio 
alkalmával minden egyes tényezőként szereplő determ ináns
hoz pontosan | uzy | járul hozzá mint szorzó és így ama té
nyezők száma, N (2 n i—m) lesz a keresett kitevő.

A m ego ld ások  sok szorossága .

28. §. A 0i formarendszer discrim inánsának előadott 
tulajdonságait most átviszszük a 0 Z= O  egyenletrendszerre. 
Ajánlatos hogy e tárgyalásban a határozott és határozatlan 
rendszer eseteit szétválaszszuk.

Mindenekelőtt a következő tételnek szigorú és tisztán 
algebrai bizonyításával foglalkozunk :

A határozott . .  .,2cm+1) = 0 ( í = l , . . ., m) rendszer
discriminánsa akkor és csak akkor lesz zérus, ha e rend
szernek többszörös megoldása van.

A határozott rendszer feltevésének megfelelőleg (a 14. § 
szerint) Rm+Í(u) különböző a zérustól és a resultánsnak in
variáns-tulajdonsága m iatt másrészt elégséges, ha az iig- meny- 
nyiségek helyébe olyan értékrendszert teszünk, a melyre 
nézve | ug j 4 = 0 . Ha még továbbá az ug mennyiségeket úgy 
választjuk, hogy Rm+1(u) a zérustól különböző legyen, akkor 
a kérdés vissza van vezetve oly

Fi , . . ., ocnj  — 0 m)
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egyenletrendszer vizsgálatára, a melynek z= E tjX j-re vonat
kozó eliminánsa az

£ (z )= -R ,n + , ^ N +  « m + 1 ZN- 1 +  -  +  f i f f i i  =  0

egyenletet adja, a hol f?í,,+1a t-knek oly A‘-ad dimensiójú for- 
mája, a melynek együtthatói ahhoz a raczionális tartom ány
hoz tartoznak, a melyből az F) formák szárm aznak; még pe
dig Rm+1 e raczionális tartom ánynak valamely zérustól külön
böző mennyisége.

Ámde az adott rendszernek akkor és csak akkor van 
többszörös megoldása, ha az E(z) =  0  egyenlet gyökeinek 
száma kisebb N -nél; tehát akkor ha ennek az egyenletnek 
többszörös gyökei vannak, vagyis végre, ha Dscr. E(z) eltű
nik. Magától értetődik, hogy Dscr. E(z) itt a t-k formájának 
tekintendő.

Az Ft= 0 egyenleteknek a 15. § értelmében m eghatá
rozott gyökrendszerei legyenek

<3i k i <32 k i • • • 5 £mk i (k=i, ■ • ■ ,v)

a hol most épen a ? /<  AT, v  =  N eseteket kell szét
választanunk.

Minthogy
Fi (<3ik i ^2 k > • • • ’ <3mk) =  h ’

minden esetre
m

Fi ( x  ( X j - ^ j k )  Gij ( * ,  £(k})  ( i - 1 .........rn)
.7=1

írható, a hol a könnyen érthető Gy (x, rövidítés jelen
tése

Gij ( x ,  Á  ' )̂ —  G{j (aJj,  • • •, ÁiAr i • • • i £ mk)•

A Gij-k különféle módon választhatók; pl. úgy,-hogy 
Fr nek az Xj—I-jk-k hatványszorzatai szerint való kifejtésé
ben először mindazokat a tagokat, a melyek x t — | lft-t tar
talmazzák, összefoglaljuk az (x t — *.) GZ1 alakban, a hátra-

23*
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levők közűi ismét mindazokat, a melyek x 2 —| 2Í.-t tartalm az
zák az (x 2  —| 2 jr.) G/ 2  alakban s í. t. Bármely módon történjék 
azonban a Gy-knek ez a választása, a II. fej. 5. §-a szerint 
minden esetre

c , ( |W |M )  =  %(!<«), Fy =
axj

Legyen már most a Gy-kből képezett determ ináns

l t y ( * . l W)l(.W-........ m) =  H (*,$»)),

akkor az aldeterm inánsokat megfelelően jelölve :
ni

H (x, £*>) (X j- i jk )  =  S  Híj (x, (x 1 ........xm).
í=i

Ha Xj=í-jh és /i=t=/r, a jobb oldal eltűnik, míg a 
mennyiségek nem mindannyian egyenlők a zérussal ; e szerint

« ( l® , IW) =  0 , (A+i)
míg az előbbiek értelmében

/Í(|W , =  1 ^ . ( 1 «')) | =  /(|W).

Ha már most az egyes gyökrendszereket ck sokszoros
ságuknak megfelelőleg ck-szór írjuk, az mN mennyiség
ből álló

îí- ’ ?2r > • • • i £mr (r=1> • • •. -V)

rendszer keletkezik, és ennek megfelelőleg a

J  =  .......

determináns okvetetlenül zérussal egyenlő, ha két és ^  
gyökrendszer nem különböző egymástól; mert ekkor a h-dik 
sor megegyezik a A'-dik sorral. N különböző gyökrendszer 
esetében csak a fődiagonálisban álló elemek különbözők 
a 0 -tól és a determináns értéke e szerint

k= i
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Ebből azonban következik, hogy a most vizsgált esetben, 
midőn többszörös gyök nincs és Rm+1=\= 0 , m indig

& =  n F ü 0 k))-
k=i

Szembetűnő, hogy A a gyökrendszerek symmetrikus for
mája, mert, ha felcseréljük |(fc)-val, akkor J-ban egyide
jűleg a /i-dik és k-áik sor és ép úgy a /i-dik és A'-dik oszlop 
helyet c se ré l; ép úgy változatlan marad a jobb oldalon álló 
szorzat is.

A 20. § jelölését használva tehát

rao

h í ) ,  (!"'>) =  ■ ,
k=i r0

a hol 9 ? és rfj homogén formákat jelentenek és r0—Rm+1^ 0 . 
Ha most már Dscr. E(z) a zérustól különböző, bizonyára 
lesz

cp =  /•“ t//.

Ha ugyanazt a m eggondolást elvégezzük az általános 
egyenletrendszer esetében, ezek szerint ez az egyenlet fenn
áll az a[j együtthatók minden olyan rendszerére nézve, a 
melyre nézve r0  és a Dscr. E(z) forma összes együtthatói 
nem egyidejűleg zérusok ; tehát az együtthatók minden olyan 
rendszerére nézve, a melyre nézve r0 A, a hol A a Dscr. E(z) 
forma valamely együtthatója, különböző a zérustól. De 
akkor érvényes az együtthatók bármely rendszerére nézve 
is és minthogy feltételeztük, hogy r0 különböző a zérustól, 
végre a következő általánosan érvényes meghatározáshoz 
jutunk :

a =  rfJjFjj (|W) =  Dscr. (F ,, . . . ,
k=i
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A discrimináns tehát feltétlenül zérussal egyenlő, ha 
Rm+1 =)=() és két gyökrendszer, ^  és nem különbözik egy
mástól, vagyis tehát, ha az egyenletrendszernek többszörös 
megoldása van, a mi az utolsó egyenletből szembetűnő ; mert 
hisz ebben az esetben A egyenlő a zérussal.

29. §. Hogy a tételt, a melyre a 28. §-ban reám utat
tunk, teljesen bebizonyítsuk, még ki kell m utatnunk, hogy 
(ismét az /?m fl =  ro = | = 0  feltétel m ellett) megfordítva a dis
crimináns eltűnéséből mindig következik, hogy az egyenlet
rendszernek többszörös megoldása van.

E tényre abból a körülményből következtethetünk, hogy 
az E(z) elimináns a 15. § szerint az

F F z — S t x -  

rendszer resultánsa ; tehát fennáll az

E(z) =  0 (mod. Fx, F m, z — I t j  xj) 

congruentia, a melyből az

m  m

e (2 í, - ^ ) = 2 a,-f;•
7 = 1  i= i

azonosság foly. Ha a z-t megtartjuk mint V ti Xj rövidítését,
j = 1J ^

akkor Xj szerint deriválva, ebből

dE
dz tj =

Ha már m ostan olyan gyökrendszer, a melyre nézve 
I Fjj ( |^ )  I =  0 , akkor legyenek az r-edfokú aldeterminánsok 
a legalacsonyabb foknak, a melyek még mindannyian el
tűnnek.

Ha r = l ,  tehát Í ^ ( |^ )  mindig zérussal egyenlő, akkor 
az ulolsó azonosságból következik, hogy z — I  tj a 4 ^  =  0
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egyenletnek is gyöke és így tehát e gyök — a mint azt 
állítottuk — az E(z) — 0 egyenletnek többszörös gyöke.

Ha r>  1 , akkor az r — 1 -edfokú aldeterm inánsokat meg
felelően választva és ezekkel, a melyek közt egy a zérustól 
különböző is van, szorozva, lesz

ÖE
dz

I  tj dj
m

és ha ebben ismét az Xj=%j]c( j ~ l ,  . . ., ni) helyettesítést 
végezzük, akkor, m inthogy az egyik dj minden esetre a 
zérustól különböző, z — kielégíti a -— - = = 0  egyen
lete t; tehát ismét azt találjuk, hogy z — I t j ^ j k az E(z)  — 0 
egyenletnek többszörös gyöke.

Evvel a 28. § tétele teljesen be van bizonyítva.
30. §. Az eddigi fejtegetések végre befejezéshez jutnak, 

ha még bebizonyítjuk, hogy határozatlan rendszer discri- 
minánsa mindig zérussal egyenlő.

Határozatlan az olyan rendszer, a melynek végtelen 
sok valódi megoldása van. E szerint tehát m ost olyan 
megoldás is végtelen sok lesz, a melyben egy és ugyanaz 
a határozatlan a zérustól különböző értékeket vesz föl. Ha 
ugyanis csak véges volna azoknak a m egoldásoknak száma, 
a melyekben rendre x x, . . ., x m+1 különböző a zérustól, ak
kor a megoldások összességének száma is véges volna. Ha 
végűi ama határozatlant ;rm+i-gyel jelöljük, ez csak a hatá
rozatlanok megnevezésének változtatása és így végre fel
tételezhetjük, hogy az

Ft (Xj, . . ., x n7) =  0
egyenletrendszernek végtelen sok (véges) gyökrendszere van ; 
azaz az 0  rendszert olyan sokaság elégíti ki, a melynek 
fokozat-száma kisebb m-nél.

Feltételezhetjük továbbá, hogy az Fj= 0  rendszer az
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által, hogy az x*, . . x m határozatlanokat oly lineáris trans- 
formatiónak vetettük alá, a melynek determ inánsa a zérus
tól különböző, az V. fejezet értelmében esetleges körülm é
nyektől meg van szabadítva ; mert az eredeti és transform ált 
rendszer discriminánsa egyidejűleg zérus, vagy zérustól kü
lönböző.

Az V. fej. 9. §-ának jelöléseit* használva, látjuk, hogy a 
J a Fi= 0  rendszer ki van elégítve, ha x h+1, . . ., xm_1-et meg
hagyva határozatlanoknak, x-et, mint algebrai függvényt a

cp(x, a4, . . ., am, Xjj.j.j,. . ., Xm—i) — 0 (1)

egyenletből meghatározzuk és azután x 1 , . . . , x ft-t a
dcp
dx x i + W a  =  0  (2 )

egyenletekből számítjuk ki, míg x m m eghatározására az

x = ’2 a i x i, v a g y a
d(p
dx x m +  W a  =  0 (3)

egyenlet szolgál. (Itt h c m  — l úgy, hogy az értelm ezett so
kaság, legfölebb m —1 -edfokozatú).

A <p(x, fm, xA+1, . . ., xm_ 1) forma továbbá irre-
ducibilisnek tételezendő fe l ; az a,- értékeket pedig, a 
melyeket a í,—k helyébe teszünk, úgy választottuk, hogy 
9 ?(x, al r  . ., am, x h+1, . . ., x /n_ 1) discrim inánsa az X/,+1,.. . ,  xm 
határozatlanoknak a 0 -tól különböző formája, a melyet úgy, 
mint az idézett helyen J a-val, vagy pedig J a (xh+1, . . ., xm_ t)- 
gyel jelölünk.

* H°gy Út belépnek az általános elimináczió-elmélet fejtege
tései, nem csak természetszerű, hanem szükséges is és nem talán a 
folytonossági vizsgálat «mesterséges» elkerülésének következménye. 
Hisz valamely az m-ediknél alacsonyabb fokozatú sokaságban egye
sített gyökrendszerek «folytonosságára» épen csak amaz előállításból 
következtethetünk.
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De akkor

tehát

[ dq> ]
^  **’ + '* l to k

^a x i H” [9m]ö =   ̂ (I=1> ■ ■ • ,h);

valamint J a i^ = 0 , ha x t , . . ., x h , x m helyébe az előbb adott 
értékeket teszszük, x  pedig az (l)-ben értelm ezett algebrai 
függvényt jelenti és azonkívül még

m
2  CLi — X.
1=1

Az utóbbi azonban ismét az Fr ben foglalt határozatlanok
nak csak homogén lineáris transform atióját jelenti. Ha ez Fr t 
átvezeti G,(x, x t , . . . ,  #,n-i)"be, akkor ismét Dscr. (Gt , . . GITl) 
és Dscr. (Ft , .  . ., Fm) egyidejűleg zérus, vagy zérustól kü
lönböző.

Ha J a-nak elég magas hatványával szorzunk úgy, hogy 
az x 1, . . . , x h m ennyiségeket csak a Aa x x, . . ., Aa x h 

szorzatokba foglalva tartalmazza, akkor

Aa Gi — Hi (x, X . . . ,  X j j j—j) (mod. . . . ,  AaXi -(- [X • • •) 

és Hj zérus lesz, ha x  az (l)-ben értelm ezett algebrai függ
vényt jelenti és így tehát Ht osztható <^-vel. Ebből végre kö
vetkezik a

ACÁGi =  0 (mod. y/t , . . . ,  yjh , y h+1) (C)

congruentia, a hol a következő rövidítéseket alkalm aztuk:

W  =  A a x i +  P  [% \a  , ('=1 , . .  • ,h)

V h + 1 =  ?

és a (C)-ben fellépő m odulusrendszer elemeinek száma, 
/i-j-lcm . A (C)-t még a

m
Ad G( — 2  Q/ ipj

j= 1

alakban is írhatjuk, a hol tyhxi' • • •» Vön egyszerűen zérusnak
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veendő és ebből nyerjük, hogy 
m

jC; dGi =  v i  dC,

J= 1

x  1 Ö L "* dWjX V i ° i J +  Kir ‘a dxr
(r=o, í , . . . ,  m—í)

Minthogy pedig az (1 ) és (2 )-vel értelm ezett sokaság ele
meire nézve G,-, valam int t /y = 0 , azért ugyanekkor

c dG; m dWj

j - 1 dxrdXr

és végre ugyanazokra az elemekre nézve 

fn1' JrCm dGi
— 1 e , , - 1

dyjj
dxr I ij I dxr

Minthogy azonban a jobb oldalon legalább is egy -ip; azo- 
, d á nosán egyenlő a zérussal, és így ugyanaz áll —

dxr
-re nezve

is, Aa pedig a határozatlanoknak a zérustól különböző formája,
, , , , , . , dGi

azért vegre ama sokaság összes elemeire nezve ——  =  0 .

Ámde
dxT

Dscr. (G1?. . ., Gm) =  O^mod. G1, .. ., Gn, ,

és, ha a jobb oldalon x, x 1? . . ., irm _ 1 helyébe ama sokaság 
bármely elemét teszszük, x h+1, . . x m_ t-et mindig hatá
rozatlanoknak értve, akkor a m odulusrendszer minden 
eleme, tehát a G-k discrim inánsa is és evvel együtt az 

rendszer discriminánsa is egyenlő lesz a zérus
sal, a mit be kellett bizonyítanunk.

Most már a 28. és 30. §§ eredményeit könnyen össze
foglalhatjuk a következőben :

A 0 t=O (i =  l, . . ., m) rendszernek «általánosságban» N 
különböző megoldása van ; evvel szemben a rendszert sin- 
gulárisnak nevezzük, midőn a különböző megoldások száma 
vagy kisebb A'-nél, azaz a rendszernek «többszörös» meg

dGi_ \ 
dxr /
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oldásai vannak, vagy pedig a különböző megoldások száma 
nagyobb A-nél, azaz végtelen nagy. Evvel a következő tétel
hez ju to ttunk  :

A @i(i= 1,..., ni) form ák discriminánsának eltűnése szük
séges és elegendő föltétele annak, hogg a eggenletrend-
szer singuláris legyen.

A lineáris formák rendszerének esete, melyet az eddi
giekben állandóan kizártunk, mint könnyű látni, egész elemi 
úton intézhető el. Ily egyenletrendszer, melynek együtthatói 
m sorból és m - \ - 1 oszlopból álló mátrixot adnak, akkor és 
csak akkor singuláris, ha minden e mátrixból keletkező 
m-edfokú determináns eltűnik.

363



HETEDIK FEJEZET.

LINEÁRIS DIOPHANTIKUS PROBLÉMÁK.
(Általános tételek és az algebrai elmélet.)

A prob lém a felá llítása .

1. §. Legyen A bárminő holoid tartomány, mely tehát 
akár valódi holoid tartomány, akár pedig orthoid tartomány 
lehet és [A, x t , . . . ,  x m] e tartományból származó form atarto
mány. Ha azután

* * > 1 - ^ i ' i  i • • • i F f l  ( i = 1 > • • • > k )

e tartományhoz tartozó formák, m eghatározandók azok az

formák, a melyek ugyanahhoz a tartományhoz tartoznak
és az

Fio= Fh X1+ Fi2X2+ .. '+ F ü Xa (I)
(i'=i, •••,*)

egyenletrendszert kielégítik. E felfogásban (I) lineáris dio- 
phantikus egyenletek rendszere, a hol tehát ellentétben a kér
dés eddigi felállításával, mint megoldások csak azok a meny- 
nyiségek jönnek tekintetbe, melyek az [A, x t , . . . ,  xm] forma- 
tartományhoz tartoznak.

A következőkben különösen két eset lesz vizsgálandó, 
először, midőn A orthoid tartomány, m ásodszor pedig az az 
eset, midőn A a raczionális és egész számok tartománya. Az 
első esetben a probléma az algebrába tartozik, a második
ban pedig az arithmetikába, ha e két tudom ányágat a IV. fej.
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8 . §-ának értelmében különítjük el egymástól. E két alap
vető esetre visszavezethető az algebrai mennyiségek elmé
letének minden ide tartozó problémája.

A lineáris diophantikus egyenletrendszer megoldásának 
problémája mindkét esetben két egyszerűbb alapproblémára 
bontható és, hogy az ism ételéseket elkerüljük, e visszaveze
tést m indjárt valamivel általánosabb alakban végezzük.

Ha r  holoid tartom ány és a y -k a r  tartományhoz tar
toznak, akkor a

i

2 7ij^j-V io  (/=1 ,.. ■, k) (ll)
7=1

«lineáris diophantikus egyenletek rendszerének megoldása 
A ban» az ugyanehhez a tartományhoz tartozó ^ , . . . , 1  ̂
mennyiségek mindama rendszereinek m eghatározását köve
teli, a melyek ezt az egyenletrendszert kielégítik. Ha vég
telen sok ilyen m ennyiség-rendszer van, akkor magától ér
tetődik, hogy a «meghatározás» helyébe az a követelés lép, 
hogy azokat m eghatározott módon teljesen leírjuk.

A F  tartom ányt röviden diophantikus tartománynak 
nevezzük, ha minden

7 1 I 1 + / 2 I 2 H ---------- \ -7 i b = 0  ( 0

homogén lineáris diophantikus egyenletnek megfelelőleg vé
ges számmal m eghatározhatók a tartományhoz tartozó meny- 
nyiségek olyan

^ 1  h 1 ^ 2 / 1 1 • • ' 1 ^>lh (h—it  •••»!■)  ( 2 )

rendszerei, hogy nemcsak — a mint ez magától értetődik —

Üj 1 (7=i> • ■ ■ i 0  (8 )
a hol f i t , . . . ,  /U.J. a r  tartom ány tetszés szerinti mennyiségei, 
mindig ama diophantikus egyenlet megoldása, hanem meg
fordítva is bármely . . . ,  megoldás erre az alakra hozható. 
Ezt a tulajdonságot a következő szavakkal fejezzük ki : Dió-
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phantikus tartományban bármely homogén diophantikus egyen
let megoldásai véges sereget alkotnak. Csatlakozva már előbb 
használt elnevezésekhez (V. fej. 13. §) ezt a sereget /-tagúnak 
nevezzük. A //.,-k bármely választása mellett a (2 ) rendszerek
kel egy időben term észetesen a (3) rendszerek is megoldá
sok ; de ha A ra  nézve nincsen további megállapodásunk, 
egyáltalában nincsen kizárva az a lehetőség sem, hogy amaz 
r rendszer, bármilyen nagy szám is r, sohasem elégséges 
az összes megoldások előállítására. ((Diophantikus» tarto
mány esetében épen ez nem történik meg.

Ily értelemben be lesz bizonyítandó később, hogy min
den formatartomány, a mely orthoid tartományból, vagy pe
dig az [1 ] tartományból származik, diophantikus tartomány.

Diophantikus tartományban a lineáris diophantikus 
egyenletek (II) rendszerének teljes megoldása a kővetkező 
két alapproblémára vezethető v issza:

1) Ama véges sereg meghatározása, a mely egy egyet
len homogén lineáris diophantikus ( 1 ) egyenletei kielégít.

2) Annak eldöntése, vájjon valamely lineáris diophanti
kus egyenletnek, a mely

/ i l i H - - - - - H / z l z = 1 ( 4 )
alakú, van-e megoldása és egy megoldásának meghatározása, 
ha ilyen egyáltalában van.

E két feladat tárgyalása után minden lineáris diophan
tikus rendszer teljes megoldása véges számú lépésben tör
ténhetik. Hogy iniképen, az épen most lesz első sorban tár
gyalandó.

Mindenekelőtt világos, hogy ekkor a (4 ) egy megoldá
sának ismerete után e megoldások összessége is teljesen 
leírható. Ha ez a megoldás a következő :

“sió ’ • • • ’ Ẑo i
akkor minden más megoldás kielégíti a
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/ i  (Ii -  lio) H-----H 71 (I/ -  i/o)= ü
homogén egyenletet. Az összes megoldások tehát a

£j S / ' o Á l ~  (-/=1> • • •» 0  (h)
alakban állíthatók elő, a hol a /z-k a r  tartom ány tetszés 
szerinti mennyiségei.

Ha m ásodszor az adott egyenlet a következő :

7 ili4 ------k7zlz=7
és y  az 1-től különböző, akkor ennek az egyenletnek meg
oldásai megvannak a

7i ! i+ " + 7 í!z- 7 ??= 0
egyenlet megoldásai k ö z ö tt; még pedig oly módon, hogy 
az utóbbi egyenlet minden olyan megoldása, a melyben 
7 7= 1 , az adott egyenlet egyik megoldását szolgáltatja és vi
szont. Ámde az utóbbi egyenlet általános megoldásában n 
alakja a következő :

------V ^ r y\v
és így tehát még csak a /u m ennyiségeket kell a

------
feltételnek megfelelőleg meghatároznunk. Ebből a (/z-ket az 
(5)-höz hasonló szerkezetű kifejezések alakjában nyerjük és 
az egyenlet általános megoldása :

I /—l/o+ ^ il/iH ------h^stjs 5 (j'=i, ...,Z) (ü)
a hol a ;/-k ismét a tartom ány tetszés szerinti mennyi
ségei.

Hogy m ost már a (II) diophantikus rendszer általá
nos megoldása szintén véges számú lépésben állítható elő, 
egyszerű módon kim utatható a k-ról k — 1-re való átm enet
tel. Ha ugyanis a (II) első egyenletének

z
2  7 i j |/~ 7 io  

j =1
általános m egoldását a (6) alakban előállítottuk, akkor ezt 
az előállítást a többi egyenletbe a |)-k helyébe téve, a Vj

A PROBL ÉM A  FEL Á L L ÍT Á SA .
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m ennyiségekre vonatkozó szükséges és elegendő feltétele
ket nyerjük, a melyek e mennyiségek m eghatározására egye
nesen k — 1 lineáris diophantikus egyenletből álló rendszert 
szolgáltatnak. Ezt ily módon folytatva, végre egy egyenlet
hez és (II) megoldásainak végleges előállításához jutunk, a 
melynek ismét a (6 )-han jellem zett alakja van.

M odulusrendszerek  vagy  osztórendszerek .

2. §. Mielőtt a felállított probléma megoldásának mene
tét tovább követnők, még egy ahhoz csatlakozó fogalommal 
kell m egismerkednünk, a mely az algebrai mennyiségek el
méletében alapvető jelentőségű. Ép ezért legjobbnak tartjuk, 
ha ezt a fogalmat m indjárt elejétől fogva felhasználjuk az 
ide tartozó eredmények fogalmazásában.

Ha az A’. , , . . . ,  A) mennyiségek m eghatározásától elte
kintünk, akkor azt a tényt, hogy az

F = F 1 Z1 +  . . + F zAz
diophantikus egyenletnek az [A, rr1, . . . ,  x m\ form atartom ány
ban van megoldása, kifejezhetjük az

F = 0  (mod. F j, . .  ., Fi)
congruentiával is, a hol term észetesen az a form atarto
mány, a melyre nézve ezt a tényállást megállapítjuk, egy
szer mindenkorra adva van*.

Ha / = 1 , ez az állítás egyszerűen azt fejezi ki, hogy F 
az [A, , . . . ,  a-J;i] tartományban osztható F igye l. Az általá-

* Hogy e kijelentés helyessége ama tartomány választásától 
1'ügg, az már igen egyszerű példán is igazolható. így pl. a raczioná- 
lis formák tartományában

1 = 0  (mod. x 4- 2, x +  4j;
de ugyanaz az állítás a raczionális és egész formák tartományában 
helytelen.
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nos esetben tehát az oszthatóság fogalmának bővítésével van 
dolgunk, a hol az Fl osztó, vagyis egytagú modulus helyébe 
az /-tagú modulusrendszer lép, a melyet ebben a
felfogásban Kronecker* szerint osztórendszernek is neve
zünk.

Ezt az analógiát tovább fűzve, végre F-nek az 
F=  0 (mod. F1, . . . ,  Ff)

congruentiával m egadott tulajdonságát még úgy fejezzük ki, 
hogy F tartalmazza az (F1, . .  ., Ff) modulusrendszert (osztó
rendszeri)**.

E kifejezésmód term észetszerű bővítése a következő 
m eghatározásokhoz vezet:

I. A z  (Mj, . . . ,  Afjf,) modulusrendszer (osztórendszer) tar
talmazza az (Nt ,. . ., Ng) modulusrendszert, ha az első mo
dulusrendszer minden eleme tartalmazza a második modulus
rendszert; azaz a congruentia jelölését használva, ha

Mj=0 (mod. Nt , . . . ,  Ng). ( í = i , h)
II. Két modulusrendszer (osztórendszer) aequivalens, ha 

mindeggikiik tartalmazza a másikat. Ennek jelölésére szol
gáljon :

A h = l ,  «7=1 esetben azután a ~  jel jelentése pontosan 
ugyanaz, mint az előbb használt rv jelé.

Ebből közvetetlenűl nyerjük a következő egyszerű tételt: 
Ha M tartalmazza az (M1, . . . ,  Mh) modulusrendszert, akkor

* Kronecker «Festschrift» 20. §.
** A j é —5 tartomány példája, a melyet az 1. fejezetben tárgyal

tunk, különösen pedig az ottani 9. § mutatja, hogy bizonyos tények 
kifejezésére már akkor is szükséges ez a fogalom-alkotás, midőn az 
\ tartományban maradunk, a nélkül, hogy ahhoz új határozatlano
kat csatolnánk hozzá, vagyis midőn az F ,  F j , . . . ,  F j  mennyiségek 
mindannyian az A tartomány mennyiségei.

h'öniy: Alt/ebrai mennyiségek. 24
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Valódi m odulusrendszer az olyan, a melyet az absolut 
egység nem tartalmaz ; a melyre nézve tehát nem érvényes 
az (M j,. . Mh) ~ l  sequivalentia. Minden valódi m odulusrend
szer e szerint valódi congruentiatartom ányt határoz meg 
(I. fej. 10. §).

Még a legnagyobb közös osztó fogalmát is át kell vin
nünk a modulus- vagy osztórendszerre. (Most, midőn a vo
natkozás a congruentiatartom ányra háttérbe lép és inkább 
azokkal a tulajdonságokkal lesz dolgunk, a melyek m aguk
ban a rendszerekben m utatkoznak, főleg az osztórendszer 
elnevezést használjuk.) Ez a következő m egállapodással tör
ténik :

III. A z  (Mj, . . ., Mh, Nt , . . ., Ng) osztórendszert az 
(M1, . . . ,  Mh) és (Ní ,. . ., Ng) osztórendszerek legnagyobb kö
zös tartalmának nevezzük, a melyet az a tulajdonság jellemez, 
hogy az oly osztórendszert, a melyet az első osztórendszer 
tartalmaz, egyszersmind a második és harm adik osztórend
szer is tartalmazza, valamint megfordítva is. Ezen állítás he
lyessége a megfelelő m eghatározásokból közvetetlenűl kitű
nik. Minden osztórendszer, a melynek megvan az épen ki
mondott tulajdonsága, szükségképen ( A / , Nv ... ,N g), 
mert ezt az osztórendszert tartalmazza és viszont ez tartal
mazza amazt. Két osztórendszer legnagyobb közös tartalma 
tehát a most előadott sequivalentia-meghatározás szerint egy
é rte lm ű ig  van megadva.

IV. hét osztórendszerről, (M1,. . . ,  AIh) és (V15. . . ,  Ng)-ről 
végre azt mondjak, hogy relatív törzs-osztórendszerek, ha 
legnagyobb közös tartalmuk, (Mt , . . . ,  Mh, h\ , . . . ,  Ng)cal.

Hogy a fogalmakat — különösen képleteinkben — erő
sebben kiemeljük, czélszerűnek m utatkozott a ~  jel beveze
tése. Ez szűkebb sequivalentia jelölésére szolgál, mint a mi
lyent az előbb használt ~  jellel jelöltünk Következetesen
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ragaszkodva az utóbbi jel eddigi jelentéséhez,
(Mt , . . . ,  Mh) ~ ( Nt Ng)

kifejezi, hogy az M1?. . ., Mh mennyiségek minden közös osz
tója egyszersmind az Nt , . . . ,N g  mennyiségeknek is közös 
osztója és viszont ; ez pedig megtörténhetik a nélkül is, 
hogy

( M i Mh)~ (N t , • • •, Ng)

volna. így pl. a raczionális és egész formák tartományában

(x+ 2 , x-\-A )~ \
a nélkül, hogy

(x-f-2, x- |-4)~ 1 ;

mert nincsenek olyan A és B formák, a melyekre nézve 

A (x + 2 )+ ß (x - j -4 )= l .

Ennek egyszerű oka az, hogy x - f  2 és x-j-4 az (x, 2) kéttagú 
osztórendszert tartalmazzák, 1 pedig ezt nem tartalmazza.

Az ~  jel — a mint közvetetlenűl látni — kifejezi, hogy 
mindazokat az osztórendszereket, a melyeket M1?. . . ,  Mh tar
talmaz, tartalmazza egyszersmind Nt , . . . , N g is és viszont; 
ha pedig az ~  jelt alkalmazzuk, ez csak a közönséges 
osztókra (egytagú osztórendszerekre) áll.

Ha az ~  jel használatát csak magában álló meny- 
nyiségekre szorítanók, akkor e különbség elesnék ; mert az, 
hogy M ~N , már ugyanannyit mond, mint M ~N.

De épen nem jelentéktelen dolog, hogy e szűkebh és 
bővebb sequivalentiát ezentúl még jelöléseinkben is megkü
lönböztethetjük; különben már a legnagyobb közös osztó 
előbb használt egyszerű jelölésével is ellenkezésbe jutnánk.

A hol a szövegben ezentúl egyszerűen aequivalens osztó- 
rendszerekről lesz szó, mindig a ~  értelmezte aequivalentia 
értendő.

3. §. Ha az osztórendszerek között bizonyos lörvény-

24*



3 7 2 VJ], L IN E Á R IS  DIOPH ANTIK US P RO BL ÉM Á K . 3. §.

szerű kapcsolatot létesítünk, akkor azon osztórendszerek 
összességét, a melyeket az [A. r t , . . x m] tartomány mennyi
ségeiből alkothatunk, ismét «tartomány»-ba foglaljuk össze: 
az [A, x í , . .  ., xín] tartománynak osztó-tartományába. E kap
csolás, az ú. n. compositio törvénye, egyszerűen az legyen, 
hogy az

(. . ., Afj, . . .) ( i = i , h) és (• • •, Nj, . . .) (j=i,...,g)
osztórendszerekből egy harmadik, az

(. . . ,  Mt Nj  , . . .) ( i= i , . . . ,  h ; j = 1 , g)

jellemezte osztórendszer alkotandó.
Az utóbbi rendszerről azt mondjuk, hogy az előbbi 

kettőből össze van téve vagy componálva; amaz előbbi rend
szerek a compositio tényezői, vagy pedig (az egytagú rend
szerek szorzásával fönnálló szembetűnő analogia miatt) rö
viden az utóbbi rendszer tényezői, a melyet ennek megfele- 
lőleg az első két rendszer szorzatának  is nevezünk.

A compositio értelmezése, mint sequivalentia az

A;.7=1,..., g)

alakban is írható, a hol a componálandó rendszereket egy
szerűen egymás mellé írjuk. Ezen Írásmód jogosúlt volta 
egyszerűen abból a tényből következik, hogy a compositió- 
nál eequivalens rendszerek egymást teljesen helyettesíthetik. 
Ennek kifejezése a következő közvetetlenűl belátható té te l : 
Abból, hogy

(Mt , . . . ,  Mh) ~  (Mi, . . . ,  Mft»), 

mindig következik, hogy

( . . .  MtN j, . . . ) - ( . .  • , m;,n 7-,. . .) .
(Í=1,. . . ,  h;i '= 1.......h') j= \ , . . . ,  g)

Értelmezése szerint a compositiora érvényes a commutativ 
elv ép úgy, mint a szorzásra, a melybe ez az új kapcsolat 
átmegy, ha h— 1 és g ~  1.
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E m eghatározások a következő, egyszerűsége mellett is 
fontos tételre vezetnek :

Ha valamely oszlórendszer úgy az (M1,. . Mh), mint az 
(N1, . . . ,  Ng) osztórendszert tartalmazza és ezek relativ törzs
osztórendszerek, akkor amaz osztórendszer ezeknek szorzatát 
is tartalmazza.

Nyilvánvaló, hogy e tételt csak egytagú F osztórend
szerre kell bebizonyítanunk. Hogy ama rendszerek relativ 
törzsosztórendszerek, azaz

IVj, . . . , N g)~ l,

az részletesen kiírva annyit jelent, hogy vannak az [A, x lv .., xm] 
tartományban olyan Uh Vj mennyiségek, a melyekre nézve

Ha tehát rendre Vj, Ur \e \  szorzunk és azután összeadunk, 
akkor

F= 0 (mod. .. ., M(Nj, . . . ) .

Ebből jelesen még a következő specziális tétel foly:
Ha (M1,Nr1) ~  1, akkor egyszersmind 

(M iÍV  M21. . . ,  Mh) ~  (M1? M2, . . . ,  Mh)(N i: M2, . . . ,  Mh). 
Hogy a bal oldalon álló osztórendszer a jobb oldalon 

álló szorzatot tartalmazza, az épen bebizonyított tételnek 
következménye. Az ugyanis szembetűnő, hogy a két tényezőt

Másrészt, ha Gil Hj ism ét az [A, x 1, . . . ,  tartom ány meny- 
nyiségei, akkor

h a
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tartalmazza és ezek Mt és Nt-gyel egy időben relativ törzs
osztórendszerek; hogy pedig megfordítva a jobb oldalon álló 
szorzat amaz osztórendszert is tartalmazza, ép oly köny- 
nyen belátható. A szorzat alakjában adott osztórendszer 
elemei M1N1 és továbbá csupán csak M2, Af3, . . . ,  vagy Mh-\al 
osztható mennyiségek.

Tovább követve a közönséges oszthatóság tételeivel 
fönnálló analógiát, még a következő tételhez ju tunk:

Ha az (Nj, . . ., Ng) oszlórendszernek nem minden 
eleme 0 és

(. , . ,  M,-, .  . .) (. N j ~  M p Nj , . . .) ,
(i=i,..., h; i '=i,..., h'; j=1 ,..., g)

akkor az ( . . . ,  M? , . ..) osztórendszer tartalmazza a (..., ...)
osztórendszert és egyszersmind a (. . ., MÍf, . . . )  osztórendszer 
is tartalmazza az (.. ., Mh . . . )  osztórendszert.

A feltevés szerint ugyanis

MiNs= Í L ^ N p  ( s= i,  . . . ,g)
.7=1

és ebben az /J.'^-k a M'-ek lineáris form ái; továbbá pedig 

J=1
a hol, mint már ismételten, r)SJ-=1, ha s— j  és Ssj = 0, ha 
.s=(=y. Minthogy azonban az A.-k nem mindannyian 0-sal 
egyenlők, még

I —3 sj  Mi I ( j t s = 1>. . . ;  g) — 0,

és ebből valóban következik, hogy

M? = 0 (mod. . . . ,  M//, .. .).

Teljesen azonos módon következik az is, hogy 

Af!f=0 (mod. . . . ,  ...) .

Különösen kiemelendő még a következő specziális eset:
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Ha az (N1,.. . ,  Ng) osztórendszernek nem minden eleme 0 és
(. . . ,  . . . . ) ( . . . ,  A)---- ) ~  (s. . •, N j---- ),

akkor equszersmind
(. . . ,  Mj,.. .)~1 .

Az épen bebizonyított általános tétel szerint az 1 tar
talmazza az ( . . . ,  Mj,. . . )  osztórendszert és magától értetődik, 
hogy viszont ez az osztórendszer tartalmazza az 1 «osztó- 
rendszer-t»; tehát valóban

( ----M h . . . ) c a l .

Hogy az általános tétel megállapította feltevésekből 
épen nem következik, hogy

( . . . , Mf, . . . ) - ( . .
nagyon is figyelemre méltó tény, a mely megérdemli, hogy 
egyszerű példával megvilágítsuk.

Az [A, x, í/] formatartományban, a mely valamely tet
szés szerinti holoid A tartományból származik,

(x2, y2) (x, y) ~  (x3, x 2y, xy2, y3)
(x2, xy, y2) (x, y) ~  (x3, x 2y, xy 2, y3) ;

de azért az
(x2, y2) és (x2, xy, y2)

osztórendszerek mégsem aequivalensek, mert — a mint 
szembetűnő — az

x y = 0 (mod. x 2, y2)

congruentia lehetetlen. Az általános tétel értelmében azon
ban (x2, xy, y2)-et tartalmazza az (x4, i/4) és (x2, y2)-et az 
(x4, x 2y2, y*).

4. §. Hogy az analogia, a mely az osztórendszerek és 
közönséges osztók (egytagú osztórendszerek) elmélete közt 
fennáll, ilyen módon megszakad, lényegében e rendszerek 
olyan tulajdonságán fordúl meg, a mely az épen említett 
legegyszerűbb esetben még nem mutatkozik.

Lehetséges ugyanis, hogy az (Nt , . . . , N g)
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osztórendszert tartalmazza és még sem állítható elő mini 
ezen utóbbi és valamely harmadik (N[ , . . . ,  Ng>) osztórendszer 
szorzata. A «tartalmazás» fogalma tehát jóval bővebb, mint 
az «oszthatóság» fogalma. Ezt már egyszerű példán is 
láthatjuk. Közvetetlenűl belátható, hogy (x2, y2) az (x, y) 
osztórendszert tartalm azza; de azért még sincsenek olyan 
Xt , . . Xk formák, a melyekre nézve

(x2, 1/2) ~  (a, y)( V , , 
Az eredményt mindjárt általánosabban fogalmazva, ki

mutatjuk, hogy az (x2, y2) osztórendszernek egyáltalában 
nincsen «valódi» felbontása. Ha ugyanis

Y,),
akkor bebizonyítható, hogy az egyik tényező szükségképen 
az egységgel, a másik pedig az (x2, y2) rendszerrel aequiva- 
lens. Minden esetre írhatjuk, hogy

AI= a í+fcIx + c I i/+cfIxi/ (mod. x 2, y2),
Yj=pj +  qj x + r jy + S jx y  (mod. x 2, y2).

Hogy már most a feltevésnek megfelelőleg 
XjYj=0  (mod. x 2, y2)

legyen, szükséges, hogy egyszersmind
aiPj—®, (i=i...... k;j= i,...,l)

legyen ; azaz, hogy vagy az cq ,.. ., ak mennyiségek, vagy pe
dig a P n --.,P i  mennyiségek mindannyian eltűnjenek. Ha 
már most pl. a p mennyiségek nem mindannyian egyenlők 
a zérussal, akkor ismét az összes b, c és d mennyiségek
nek a zérussal egyenlőknek kell lenniök, és így végre az 
(Xt , . . . ,  Xj.) osztórendszer tartalmazza az (x2, y2) osztórend
szert. Minthogy ennek megfordította is érvényes, azért

(* i.......x k ) est (*2, y 2\
innen meg:

(Y t ........Y i)~  1.

Valamely osztórendszer felbonthatatlan vagy irreduci-
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bilis, ha nincsen «valódi.» felbontása, azaz, ha csak oly mó
don bontható fel két tényezőre, hogy az egyik tényező az 
adott rendszerrel, a másik tényező pedig ekkor az előbb be- 
bizonyítottakhoz képest az egységgel sequivalens. A tárgyalt 
példa azonban mutatja, hogy felbonthatatlan osztórendszer 
mégis tartalmazhat olyan osztórendszereket, a melyek sem 
az egységgel, sem pedig az adott oszlórendszerrel nem aequi- 
valensek.

Valamely osztórendszer törzsrendszer* (törzs-osztó
rendszer, törzs-modulusrendszer), ha bármely szorzat ezt 
csak akkor tartalmazhatja, ha egyik tényezője is már ta r
talmazza.

Ebben az értelemben minden törzsmennyiség, ha azt 
egytagú osztórendszernek tekintjük, törzsrendszer; ilyen pl. 
az (x, y) osztórendszer is. De felbonthatatlansága mellett 
sem törzsrendszer (x 2, y2), a melyet (x2, y) (a:2, y) tartal
maz, habár az (x2, y) tényezők — a mint közvetetlenűl belát
ható — az (x2, y2) osztórendszert nem tartalmazzák.

Minden törzsrendszer irreducibilis; mert felbontása 
olyan szorzatot szolgáltatna, a melynek egyik tényezője 
már is tartalmazná ama törzsrendszert, míg természetesen 
az adott törzsrendszer azt a tényezőt is tartalmazza. E té
nyező tehát a törzsrendszerrel, a másik tényező pedig az

* A  « F e s t s c h r i f t » - b e n  Kronecker a z  « i r r e d u c i b e l »  é s  « p r im »  

e l n e v e z é s e k e t  m é g  m e g k ü l ö n b ö z t e t é s  n é l k ü l  h a s z n á l j a  f e l b o n t h a t a t 

l a n  r e n d s z e r e k  j e l ö l é s é r e .  A z  e v v e l  j á r ó  a l k a l m a t l a n s á g o k  a z o n b a n  

k é s ő b b  a z  é l e s e b b  m e g k ü l ö n b ö z t e t é s r e  v e z e t t e k .  (Kronecker, Ü b e r  

e i n i g e  A n w e n d u n g e n  d e r  M o d u l s y s t e m e  a u f  e l e m e n t a r e  a l g e b r a i s c h e  

K r a g e n ,  J o u r n a l  f. r. n .  a. M a t h .  X C I X .  k. 3 3 7 .1 . ,  W e r k e  I II .  1. k .  158.  1.) 

A  t ö r z s r e n d s z e r n e k  a s z ö v e g b e n  e l ő a d o t t  é r t e l m e z é s e  t a r t a l m i l a g  

m e g e g y e z i k  Kronecker é r t e l m e z é s é v e l ,  d e  f o r m a i l a g  e g y s z e r ű b b ,  

m e r t  n e m  t á m a s z k o d i k  a « f o k o z a t »  f o g a l m á r a .
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egységgel volna sequivalens. E tétel megfordítása, mint azt 
már az (x2, y2) példája mutatja, nem helyes.

Absolut törzsrendszer végre az olyan, a mely csakis 
az egységgel vagy pedig az adott rendszerrel aequivalens 
osztórendszereket tartalmaz*.

A raczionális és egész formák tartományában — mint 
már említettük — minden F (x t , . . . 1x m) törzsforma (egy
tagú) törzsrendszert szo lgálta t; ez azonban, ha F  legalább 
egy x  határozatlant valóban tartalmaz, nem absolut törzs
rendszer. Ekkor ugyanis az a15. . . ,  am raczionális és egész szá
mok mindig meghatározhatók oly módon, hogy F(a15. . . ,  am) 
sem 0-sal, sem pedig i l - g y e l  nem egyenlő és így valamely 
p törzsszámmal osztható. De akkor

m
F (x i , • . . ,  x ín) 2  

1=1
és így tehát F  tartalmazza az

(x í an  • • • i am •> P)

* H o g y  a z  í g y  é r t e l m e z e t t  ( P t , P 2 , . . . )  r e n d s z e r  m i n d i g  t ö r z s 
r e n d s z e r  e  s z ó  e l ő b b  m e g h a t á r o z o t t  é r t e l m é b e n ,  e g y s z e r ű e n  b e l á t 

h a t ó ,  d e  m é g i s  b e b i z o n y í t a n d ó  á l l í t á s .

H a  u g y a n i s  a z
(Fi, F»,.-.)(Gi, Gz,...)

s z o r z a t  t a r t a l m a z n á  a  ( P , , P 2 , . .  .) o s z t ó r e n d s z e r t ,  a k k o r  e z t  a z  

(F1, F 2, . . . , P í , P 2, . . . ) ( G í1 G 2 , . . . )  

o s z t ó r e n d s z e r  i s  t a r t a l m a z n á .  Á m d e  ( P t , P 2 , . . . )  e  t é n y e z ő k  k ö z ű i  az  

e l s ő t  m i n d e n  e s e t r e  t a r t a l m a z z a  é s  í g y  a z  e  r e n d s z e r r e  v o n a t k o z ó  

f e l t e v é s  s z e r i n t  v a g y

( F i , P 2 , . . . , P i , P 2 , . . . ) ~ ( P i , P 2 , . . . )

é s  e k k o r  m á r  ( Ft , P 2 , . . . )  i s  t a r t a l m a z z a  a ( P , , P 2 , . . . )  r e n d s z e r t ,  

v a g y  p e d i g
( F i , F 2 , . . . , P i , P 2 , . . . ) ~  1 ,

a m i d ő n  a m á s i k  t é n y e z ő ,  (Gt , G 2 , . . . )  t a r t a l m a z z a  a ( P t , P 2 , . . . )  
r e n d s z e r t .
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osztórendszert, a mely sem nem ~ 1 ,  sem pedig ~ F .  A má
sodik esetben ugyanis p-nek oszthatónak kellene lennie 
F-fel; de ez nem lehetséges. Az első esetben pedig olyan 
H0, Hx, .. ., Hm formáknak kellene létezniök, a melyekre nézve

m

a f)+ tfo P = l
1 = 1

és ez az azonosság még akkor is helyes maradna, ha Xj=<*j 
és ekkor azt szolgáltatná, hogy 1 osztható p-vel. így tehát 
ez a feltevés is képtelenségre vezet.

Ellenben minden orthoid (A) tartományból származó 
[A, x t , . . . ,  x m\ formalartományban az ( x 1 — a1, . . . , x m—am) 
osztórendszer, a hol a1, . . . , a m az (A) tartomány mennyisé
gei, absolut törzsrendszer. Ha ugyanis ama rendszer az 
(Aj, . . . ,  Xk) rendszert tartalmazza, akkor minden esetre

A j = q  (mod. Xj  — ö j , . . . ,  x m—am)

lévén, ha (Aj, . . . ,  Xk) nem sequivalens az adott rendszerrel, 
legalább egy q-nek a 0-tól különbözőnek kell lennie, mert 
különben minden i-re nézve Aj=0(mod. x t —eq ,.. ., x m — am) 
volna ; tehát a két rendszer valóban tartalmazná egymást és 
így

(Aj ?••••) Afc) ~  (Xj Új , . . . ,  x /n— um) 

lenne. Ha azonban q  a zérustól különböző, akkor 

q = 0  (mod. Aj, Xj Uj, . . . ,  x m , 

tehát egyszersmind
q = 0  (mod. Aj------ Xk)

és, minthogy orthoid tartományban q-vel oszthatunk, végre 

1 = 0  (mod. Aj, . .  ., A*),
azaz

(A j , . . . ,A * ) ~ l .
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V éges osztó-Iánczok.

5. §. Hogy az algebrai mennyiségek elméletében fellépő 
tartományok diophantikus tartományok, azon általános tulaj
donságukból következik, a melyet majd most részletesen 
kifejtünk.

Legyen A valamely (valódi vagy nem valódi) holoid 
tartomány,

(^i)i (^2)■> • • ■ i (Sk)i • • •
pedig legyen az osztórendszerek olyan határtalan sorozata, 
a melyeknek elemei az A tartomány mennyiségei. Ezen kívül 
még azt a feltételt szabjuk, hogy minden egyes (Sk) osztó- 
rendszert a megelőző (S^_1) osztórendszer tartalmazza.

Az osztórendszerek ilyen sorozatát röviden osztó-láncz- 
nak mondjuk és végesnek nevezzük az (Sj), (S2),..., (Sr),... 
osztó-lánczot akkor, ha olyan pozitív egész számot, r-t 
jelölhetünk ki, hogy, ha a bármely positiv egész szám, min
dig (Sr+a) ~ (S r).

Ha (Sk) ~  (G1?. . . ,  Gc), akkor, minthogy a feltevés sze
rint (Sk) tartalmazza (Sk+1)-e t1 ez minden esetre a

( Gí .........GC 1 GC+1 5 • • • > Gd)
alakban írható és azután (Sk) és (Sk+1) közé iktathatjuk 
(interpoláljuk) a további

( ( S * ) ,  G c + 1 )»  ( ( s k ) i  G c + 1 5 G c + 2 ) 1  • • • » ( ( s k ) i  G c + 1  > • • • 1 G d —1 )  

rendszereket. Ha ezt mindenütt megteszszük, akkor, mint
hogy (Sj) elé mindig még So= 0-t  is tehetünk, bizonyos 
specziális alakú

Fi Á Fn  F2 (^ 1 , F21 ••)»•••
osztó-lánczot nyerünk és magától értetődik, hogy ez akkor 
és csak akkor véges, ha az adott osztó-láncz is ilyen.

\  annak tartományok, a melyekben minden osztó-láncz 
véges. Így lesz az mindig, ha A orthoid ta r tom ány ; mert
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hiszen ilyen tartományban minden a 0-tól különböző meny- 
nyiség sequivalens az egységgel.

Ugyanaz a tulajdonsága megvan az [1] tartománynak is. 
Ebben az esetben minden osztórendszer, (Sk) ~ d k , hol dk 
valamely meghatározott pozitiv egész szám, és, minthogy 
(Sk- í )  tartalmazza (Sk)-t,djc^ d k_í . így tehát sohasem növe
kedő pozitiv egész számok bizonyos

dt , d2, d3, . . .
sorozata keletkezik és, ha e számok közűi a legkisebb dk , 
akkor okvetetlenűl (Sk) (Sk+í) ~ ( S k+2) stb.

Az idevágó alapvető tétel a következő :
Ha minden az A tartomány mennyiségeiből alkotott 

osztó-láncz véges, akkor ugyanez áll az A -ból származó és m 
határozatlant tartalmazó form ák tartományáról, [A, x t , . . . ,  x m|- 
röl is.

Minthogy a feltevés szerint a tétel m = 0 esetében he
lyes, annak általános érvényességét az m — 1-ről m-re való 
következtetés segítségével bizonyíthatjuk be.

Másrészt azonban az előbbi fejtegetések szerint olyan 
specziális osztó-lánczokra szorítkozhatunk, a melyekben

(S k ) ^ ( F 1, . . . , F k)

és végre még a formák F,, F2, .. . sorozatát is bizonyos «leg
egyszerűbb» alakra hozhatjuk. Közvetetlenűl világos ugyanis, 
hogy Fr helyébe minden olyan F/ forma tehető, a melyre 
nézve

F;=  Fr (mod. F j , . . . ,  Fr_1).

Ennek megfelelőleg Fr helyébe majd azt a Gr formát tesz- 
szük, a mely az Fr-rel mod. (Ft , . . . ,  Fr_f) congruens formák 
között x m-re vonatkozólag a lehetőleg legalacsonyabb fokú. 
Ha Fr= 0 (mod. F j , . . . ,  Fr_j), akkor magától értetődik, hogy 
Fr az osztó-láncz alkotásánál egészen elhagyható. Az ezek
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szerint legegyszerűbb alakjában felírt
• • 7 (G1, G2, . . . ,  Gk) , . . .  (k=í, 2,3,...)

osztó-láncznak azonban a végesben teljesen meg kell sza
kadnia ; azaz bizonyos meghatározott A’-tól kezdve G^+1= 0 , 
Gk+2 =  0, . . . Ha ezt az épen állított tényt bebizonyít
juk, avval természetesen tételünk is közvetetlenűl nyilván
valóvá lesz.

Először is kimutatjuk, hogy a G1,G 2, . . .  formák soro
zata csak véges számmal tartalmazhat olyan formákat, a 
melyek x m-re vonatkozólag megbatározott, pl. n-ed fokúak. 
Legyen ugyanis

Gi , G'2, . .  .

az ilyen formák határtalan sorozata és e szerint 

Gj- CCp Un ~\~
a hol ar az x l : . . . ,  x m_ t határozatlanoknak az A-ból szár
mazó formája. Minthogy azonban tételünk m — 1 határozat
lannak az A-ból származó formáira nézve érvényes, az

0f1 , Cf2, . . . , 0f/, . . .

sorozatnak megfeleíőleg van olyan pozitív egész szám r, 
hogy

a r+a= 0  (mod. a r),

bármely pozitív egész számot jelentsen is a. Jelesen, ha 

(Xr+a =  $ 2 aa 2 ~\ Vßra^r^
akkor

Gr+a— (’r+u ß\a Ĵi /̂ 2 a G2 ’ ‘ ßra Gr ( mod. , • • •, Gr) 

és abból, hogy a jobb oldalon álló formának x ín-re vonat
kozó foka nem éri el /?-t, az következnék, hogy G'r+a még 
nem volt a feltételezett «legegyszerűbb» alakra hozva. Ha 
ez megtörtént, akkor a Gt , G2, . . .  sorozatban álló x m-re vo
natkozólag n-edfokú formák száma szükségképen véges lesz. 

Ugyané feltevések mellett azonban a Gi ,G2,... formáknak
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x m-ve vonatkozó foka bizonyos meghatározott pozitív egész 
számot, N-1 nem haladhat túl. Ha ennek ellenkezője tör
ténnék, a G1,G 21. . .  sorozatból kiválaszthatnók a formáknak 
olyan végtelen

sorozatát, a melyben Gj^-nek xm-re vonatkozó foka nr és 
/ij, n2, n3, . . .  növekedő positiv egész számoknak végtelen so
rozata. E mellett G'Ur a következő specziális alakú volna :

a hol
G' — oc x llr -t- • • •yjnr — i >

i i ’ • • i i • • •

ismét az x t , x 2, . . . ,  x m_1, számra nézve m —1 határozatlan
nak az A tartományból származó formái és most is okve- 
tetlenűl léteznék olyan meghatározott pozitív egész szám, r, 
hogy

ccI+a= 0 (mod. a 1, ec2, . . . ,  ccr),

bármely pozitív egész számot jelentsen is a. Ha részletesen 
írva

^r+a  ~  ßxa  H-  ßza  H h ßra  a r i
akkor

g;  = g;#lr+a ;ir+«
/?

/9 r nr+a~n tJra ̂ m

í r ' ___ __Uni
r Gnr (mod. g;v  . . g;v)

lenne és, minthogy a jobb oldalon álló formának x í?rre vonat
kozó foka nem éri el nr+a-1, ebből ismét az következnék, hogy 
G„ a feltevés ellenére nincsen a ((legegyszerűbb» alakra 
hozva. Ha ez megtörtént, akkor a formák fokainak száma, 
valamint a minden fokhoz tartozó formák száma is csak 
véges lehet és így tehát egyáltalában csakis véges számú a 
0-tól különböző G forma van. Evvel tehát a felállított tétel 
be van bizonyítva.

Jelesen bármely orthoid formatartományban, valamint
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akárhány határozatlan raczionális és egész form áinak tarto
mányában minden osztó-láncz véges.

Ebből közvetetlenűl foly a következő tétel, a melyet a 
homogén formákra való egészen lényegtelen megszorítással 
legelőször H ilbert* állított fe l :

A z  orlhoid form ák bármely sokaságából, vagy pedig a 
raczionális és egész form ák bármely sokaságából is mindig 
kiválaszthatók véges számmal olyan F1, F2, . . .  Fk formák,

k
hogy a sokaság minden más form ája a ^H iF i alakban á lln 

ia
ható elő, a hol Ht , H2, . . .  ismét orlhoid, ill. raczionális 
és egész formák.

Ha ez nem történhetnék, akkor a formáknak olyan 
határtalan

F F  F1 ii 12’ • * • i 1r ’ * • •

sorozatát találhatnék, hogy az Fr= 0(m od. Ft , . . . ,  Fr_ t) con
gruentia sohasem állhatna fenn, a mi az imént bebizonyított 
tétel szerint lehetetlen.

6. §. Az osztó-lánczok véges voltát az [(A), x t , . . . ,  a;m] 
és [[1], x t , . . XjA tartományokban — és ezt különösen hang- 
súlyozandónak tartjuk — csak existentia-bizonyítással mu
tattuk k i ; de azért ennek a mi czéljainkra mégis egyenesen 
alapvető fontossága van.

Közvetetlenűl következik belőle, hogy az [(A), x 1, . . . ,  x m] 
és [[1], x t , . . . ,  tartományok csakugyan diophantikus tar
tományok.

* «Über die Theorie der algebraischen Formen». (Math. Anna
len XXXVI. k. 473. 1.). Raczionális formákra vonatkozó új bizonyí
tását G ordan adta (Göttinger Nachrichten 1899, 240. 1.). Az osztó
rendszerek elmélete a tétel tartalmának fentebbi egyszerű kifejezé
sét szolgáltatja és evvel együtt az itt előadott lényegesen rövidebb 
és át látszóbb bizonyítását.



A 1
2 ^  =  o
i= 1

diophantikus egyenlet bármely , | 2, . . . ,  | /  megoldásából a 
megfelelő

! = ! i «i + £ 2«24------biz«/
forma keletkezik, a hol új határozatlanokat je 
lentenek. Az épen bebizonyított tételt a formák e sokasá
gára alkalmazva, azt nyerjük, hogy ebben véges számmal 
olyan

------bl//«/ 0=1,...,*)

formák vannak, melyeknek segítségével a £ sokaság minden 
formája a

£ = « i4 (l)H----- b«A-l(fc)
alakban állítható elő, a hol cq,..., ismét az &*m, iij,..., zzz 
határozatlanoknak az (A), ill. [lj tartományból származó for
mái. Minthogy azonban a |-k  az zz-knak homogén, lineáris 
formái, szükséges, hogy már

1=  «io l (l)H----- b«Aol(fc)
és így tehát

«io *511H b «Ao ̂ z'A (i=i,...,/)

legyen, a hol aj0 az aj tormának az zz-któl ment tagját je
lenti ; és épen ez az, a mit be kellett bizonyítanunk.

Evvel kapcsolatban mindjárt megjegyezzük, hogy a kö
vetkeztetés e módja szóról-szóra alkalmazható még akkor 
is, ha a

2FiXi= 0 (mod. GA, G2, . . . )

congruentiával van dolgunk. Tehát az ilyen congruentia 
megoldásai is véges sereget alkotnak.

Itt is — legalább egyelőre — még csak existentia- 
bizonyítással van dolgunk és tulajdonképeni feladatunk, — 
hogy e sereget az algebrai, ill. arithmetikai műveletek vé
ges sorában valóban előállítsuk, — evvel még nincsen meg
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K önig: Algebrai m ennyiségek . 25
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oldva. Épen erre a problémára nézve fontos a főtételünkből 
levonható most következő folyomány.

7. §. Legyenek
F1, F2, . .  ., Fk

az x 1, x 2, . . . , x m határozatlanoknak olyan formái, a me
lyeknek együtthatói az [(A), zt , . . zr\, itt. az [[1], zt , . . zr] 
tartományból származnak. Legyen már most adva az 
[(A), x x, • • •, x m, Zj, . . . ,  Zj.], ill. [[1], , • •., x m, zx, . . . ,  zrJ tarto
mány olyan tulajdonságú G formáinak különben bármilyen 
sokasága, hogy minden G-nek megfelelöleg meghatározható 
egy az [(A), z1?. . . ,  zr], ill. [[1], zx, . . z;.] tartományhoz tartozó, 
a G-vel különben változó H forma, a melyre nézve 

HG= 0 (mod. Fx, . . . ,  Fk) ;
akkor van az [(A), zx, . . . ,  zr], ill. [[1], zx, . . zr] tartományban 
olyan K forma is, hogy ama sokaság minden G form ájára nézve 

KG= 0 (mod. Fx, . . . ,  F/,).
Ha e sokaság G formáira ismét az 5. § végső tételét 

alkalmazzuk, akkor véges számmal találunk abban olyan 
G1,G2, . . . , G S formákat, hogy

G ^ Í T í Gí.
1 = 1

Ha tehát Hx, . . . ,  Hs azok a formák, a melyekre nézve

akkor, ha
//, G— 0(mod. F17. . . ,  Fk), 

K ~ H XH2. .. Hs ,

ez a A' forma okvetetlenűl olyan tulajdonságú, hogy az 
adott sokaság minden G formájára nézve :

AG=0 (mod. F , , . . . ,  Fk).
Ha most továbbá Fj az x J, . . . , x i_1 határozatlanokat

nem tartalmazza és Xj hatványai szerint rendezve Z ix/'-\----
alakú, a hol Zi az x  határozatlanok egyikét sem tartalmazza, 
ha továbbá User. ( a zérustól különböző: akkor^1 , - . . ,  X I /  *
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ama K forma a megfelelő tartomány lineáris diophantikus 
egyenleteinek megoldása után szintén véges számú lépésben 
meghatározható.

Ha feltételezzük, hogy van olyan az x-eket nem tar
talmazó H forma, a melyre nézve

HG =  0 (mod. F1....... Fk),
akkor G az x x, . . . , x k minden olyan értékrendszerére nézve, 
a mely az F j= 0 ,. . . ,  Fk—0 egyenleteket kielégíti, eltűnik. 
Alkalmazva a közönséges osztási eljárást, a

G —Fx Q1-\-Rí ,
R i = F2 Q2 +  F2 i

egyenlőségeket nyerjük, melyekből
G=Fx Qi ~\-F2 Q2H----b Fk Qk~\~Rk+1 ’

a hol azonban Rk+t szükségképen a zérussal azonosan egyenlő, 
mert x,--re vonatkozó foka nem éri el az n,-t és mégis eltű
nik arra az nx . .. nk különböző értékrendszerre nézve, a 
mely az F1= 0 , . . . ,  Fk= 0  egyenleteket kielégíti. A G ezen 
előállítása mellett a . . . ,  QA.-ban mint nevezők csak a Z r k 
hatványszorzatai szerepelnek. Ha tehát Z —Z x. . . Z k, akkor 
szükségképen van olyan meghatározott pozitív egész szám 
r, hogy már

ZrG=0 (mod. F-l , . . . ,  Fk) ;

tehát ZJ a K-ra kiszabott feltételt kielégíti. így tehát téte
lünk igazolása már csak azon múlik, hogy meghatározzuk 
ezt az r számot úgy, hogy megfeleljen a föltételnek, bárhogyan 
választjuk is a G formát. E számra nézve könnyű kijelölni oly 
szükséges feltételt, a melyről azután majd felismerjük, hogy 
elegendő feltétel is. Ha ugyanis valamely G -re nézve fennáll a 

Zr+1G' = 0 (mod. F1....... Fk),
congruentia, akkor szükséges, hogy fennálljon már a 

ZrG '= 0 (mod. F j , . . . ,  Fk)
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congruentia is. Minthogy magától értetődik, hogy ennek 
megfordított]a is érvényes, szükséges, hogy a

és a

k
Z rG = 2  FíXí

i= 1
k

Zr+1G' =  £  FiY{
i=1

diophantikus egyenletekből G-re, ill. G-re vonatkozólag 
ugyanazok a megoldások származzanak. Ha már most isme
retes valamely olyan véges meghatározott eljárás^ a mely 
ezeknek az egyenleteknek megoldását szolgáltatja, tehát

G =  y Gj Uj 
G '= IG 'hVh

meg van adva, akkor ez a feltétel azt fejezi ki, hogy min
den Gy-nek tartalmaznia kell a ( . . . ,  G/,,...) osztórendszert és 
minden Gj,-nak a ( . . . ,  G /,. . . )  osztórendszert, vagyis kell, hogy

(• • •, G j , . . . )  c a  (• • •,  G/ , , . .  .)

legyen.
így tehát az r = 0, 1 ,2 , . . .  számoknak megfelelőleg az 

osztórendszerek olyan (S 0), ( S J ,  ( S 2) , .. . sorozata származik, a 
melyeknek sequivalentiáját feltevésünk szerint ismét véges 
számú lépés után megítélhetjük. Véges számú kísérlet után 
azonban olyan r számhoz kell jutnunk, a melyre nézve 
(S r) ~ ( S r+ 1), és az így meghatározott szám megfelel a fe l
állított követeléseknek.

Mert ha volna olyan r  forma, a melyre nézve legelő
ször csak

Z r + k r = 0 ( m o d .  Ft , . . . ,  Fk ),

a hol k valamely pozitív egész számot jelent, akkor okvetet- 
lenűl fönnállana a

Zr+i (Zk~1F )= 0  (mod. Ft , . . . ,  Fk) ; 
congruentia ; tehát — a mint épen bebizonyítottuk — egy~
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szersmind
Zr+k~lr = 0  (mod. F17. . . ,  Fk).

Ha már mostan k — 1 nem zérus, ezt az eljárást csak addig 
kell ismételnünk, míg végre a

Z T =  0 (mod. Ft , . . . ,  Fk)
congruentiát nyerjük és evvel az ilyen r  forma létezésének 
feltevését helytelennek bizonyítottuk.

Az algeb ra i és arithm etika i prob lém a szétválasztása .

8. §. Hogy az osztórendszerek elméletének és ennek 
alkalmazásainak biztos alapját megvethessük, mindenekelőtt 
szükséges, hogy minden adott esetben eldönthessük, vájjon 
két adott rendszer közül az egyik tartalmazza-e a másikat, 
vagy sem? Annak a kérdésnek az eldöntése, vájjon két osztó
rendszer aequivalens-e, ebben benne van mint specziális eset. 
Ama kérdés azután közvetetlenűl annak az eldöntésére ve
zetendő vissza, vájjon a tartomány valamely F mennyisége 
tartalmazza-e az (Ft , . . . ,  Fk) osztórendszert, azaz, vájjon az 

F=Fí X1+ - -+ F k Xk
diophantikus egyenletnek van-e megoldása. így tehát az e 
fejezet elején felállított lineáris diophantikus problémának 
teljes megoldása egyszersmind teljes feleletet ád azon kér
désekre is, a melyek az osztórendszerekre vonatkoznak.

A további tárgyalásban külön választandó az a két eset, 
midőn az alapúi felvett A tartomány orthoid tartomány, vagy 
pedig valódi holoid tar tom ány ; mert e két eset nemcsak 
az alkalmazandó módszerek tekintetében, hanem az elő
adandó tények jelentésében és értelmezésében is lényegesen 
különböző szempontokat tár elénk.

A mennyiben az adott tartomány orthoid tartomány, 
vagy pedig ha az valamely [Aj valódi holoid tartomány volt,



V I I  L I N E A T U S  D I O P H A N T I K E S  P R O B L É M Á K .  8 .  § .

de a további tárgyalásban a mellérendelt (A) ortboid tartomány 
mennyiségeit is használjuk — hiszen ez ugyanaz, mintha 
mindjárt elejétől fogva az (A) tartományt vettük volna fel 
alapúi — olyan fejtegetéssel van dolgunk, a mely a már 
többször kifejtett értelemben kizárólag az algebrába tarto
zik és ezért az elméletet ebben az esetben a lineáris dio- 
phantikus rendszerek algebrai elméletének nevezzük.

Evvel ellentétben a lineáris diophantikus rendszerek 
arithmetikai elméletének azt az esetet nevezzük, midőn ki
zárólag csak a raczionális és egész formák tartományára 
szorítkozunk. E megszorításra mindenekelőtt az a körül
mény indít, hogy a mennyire az algebrai mennyiségek el
mélete van szóban és nem az «algebrai» elmélet amaz egy
szerű esete lép fel, kizárólag olyan problémákkal van dol
gunk, a melyek ezzel az «arithmetikai» elmélettel teljesen 
megoldhatók*.

Magától értetődik, hogy a fellépő problémák megoldá

* Megjegyezhetjük mindjárt itt, hogy a VIII. fej. ide tartozó 
fejtegetései sokkal szélesebbként módszereket nyújtanak. Hogy 
csak a legegyszerűbb esetet említsük, azok majdnem szóról szóra 
átvihetők az olyan teljes holoid tartományokra, a melyekben min
den mennyiségnek teljes maradékrendszere van. Ennek értelme a 
következő :

Ha A az [A] tartomány valamely mennyisége, akkor mindig 
van a tartománynak véges számú olyan

A0 1 Aj , . . . , A/-_l
mennyisége (a hol ezt a k számot az A teljesen meghatározza), 
hogy az [A] tartomány minden B mennyisége az A modulusra nézve 
az Aj mennyiségek közűi egygyel és csak egygyel congruens.

Az algebrai mennyiségek elmélete értelmében egyébként ho
loid tartományoknak általános elmélete nem is lehetséges. Hiszen 
pl. azoknak az analitikai függvényeknek összessége, a melyeket min
dig összetartó hatványsorok értelmeznek, szintén holoid tartományt 
alkot.
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sának mindig csak az olyat tekintjük, a mely az adott meny- 
nyiségekből kiindulva a műveleteknek csupán véges sorát kö
veteli és e műveletek ismét csak a négy alapművelet alkalma
zásából és adott mennyiségek legnagyobb közös osztójának 
meghatározásából állanak. A részletezett lineáris diophan- 
tikus problémáknak, valamint az általános arithmetika ezek
kel kapcsolatos problémáinak (1. a IX. fej.) teljes megoldását 
ebben az értelemben tudtommal ez a munka adja legelőször*

A lin eáris d iophantikus ren d szerek  a lgeb ra i e lm éle te .

9. §. Ha (A) már most orthoid tartomány, akkor e fej. 
1. §-ának fejtegetései szerint először is egy egyetlen homo
gén lineáris egyenlet:

Ft Xt -\------\-Fk Xk=Q
megoldásainak seregét kell m eghatároznunk; evvel azután 
meg van adva az ilyen egyenletekből álló rendszer meg
oldásainak serege is.

Itt az /n—1-ről m-re való következtetés alkalmazható, azaz

* Az «algebrai» elmélet előmunkálatai gyanánt tekinthetők az 
összes vizsgálatok, melyek Noether tételére (1. e fej. 12. §-át) vonat
koznak. Ezek a két határozatlant tartalmazó formák esetének felel
nek meg.

Az «arithmetikai» elméletre vonatkozólag megemlítendő Hen- 
sel két dolgozata : «Uber die Zurückführung der Divisorensysteme 
auf eine reducirte Form» (Journ. f. d. r. u. a. Math. CXVIII. és 
CXIX. k.). E dolgozatok az olyan osztórendszerek redukált alakját ha
tározzák meg, a melyeknek elemei egy határozatlant tartalmazó ra- 
czionális és egész formák és két ilyen osztórendszer sequivalentiájá- 
nak specziálisabb problémájára vonatkozólag azt az eredményt nyeri 
IIensel, hogy sequivalentia akkor és csak akkor áll fönn, ha a meg- 
lelelő redukált formák ugyanazok.

Ugyanevvel a kérdéssel foglalkozott Hancock is (Journ. f. d. r. 
u. a. Math. CX1X. k.).
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a következtetés [(A), x t , . . . ,  .r;n_i]-ről [(A), x t , . . . ,  xm]-re. Ma
gában az (A) tartományban a dolog fölötte egyszerű. Ha a

7 l l l  +  72^2Í------h/A-t/c —0
egyenletben legalább egy együttható, pl. a zérustól kü
lönböző, akkor annak teljes megoldása közvetetlenűl mint 
A'—1 tagú sereg áll elő a következő alakban:

n
7 i

f^-k'

£i M'i • (í—2 , . . . ,  k)
Ha továbbá a

7ili+72l2H----- H7/cIá=1
egyenletben pl. y t különböző a zérustól, akkor annak egyik 
megoldása közvetetlenűl felírható :

=  l , = - = 4 t = o .

Evvel tehát (A)-ban a két alapprobléma meg van oldva és 
a lineáris rendszerek elméletét erre az esetre teljesen elin
téztük.

Feltételezhetjük, hogy a homogén, lineáris diophan- 
tikus rendszer megoldására [(A), x t , . . . ,  xm_1]-ben jól értel
mezett eljárás áll rendelkezésünkre, a mint ez (A)-ról való
ban áll és e feltevés alapján megállapítjuk azt az eljárást, 
a mely az [(A), x t , . . . ,  ícm] tartományban ugyanazt a czélt 
szolgálja.

Minthogy lineáris transformatio a problémán mit sem 
változtat, mindjárt feltételezhetjük, hogy az Ft , . . . , F k for
mák mind szabályosak. Ezt feltételezve az

FxXx-\-F2X2-\------\-Fk Xk—0 (1)
egyenlet megoldása, a melylyel együtt a homogén rendszerek 
megoldása is elintézettnek tekinthető, következőképen alakúi :

Minthogy F, szabályos, az X2....... Xk ismeretlen formák
okvetetlenűl az
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Xi^ F í Yi+ R i (1=2, k)
alakban írhatók, a hol Rr nek xm-re vonatkozó foka legfö- 
lebb n1 — 1, ha n1 az F1 formának dimensiója. Maga az egyen
let azután a következő alakot veszi f e l :

Fi (^ 1 + F2 Y2-f----- h Fk Yk) -f- F2R2 -)----- {-Fk Rk=0. (2)
Az F2R2-1----- f-Fk Rk formának x m-re vonatkozó foka legfö-
ebb a legnagyobb az ^ - ( - ^  — 1 ( i = 2 , . . k) számok közűi, a 

hol n,- az Ft forma dimensióját jelenti és így tehát az
Xt -\-F2Y2-\------\~Fk Yk formának x m-re vonatkozó foka nem
nagyobb, mint s, az n ~  1 számok közűi a legnagyobb. Ha 
tehát az adott egyenletekben részletesen kiírjuk, hogy

Ri= Ui0 x 1̂  1-\-Uií x^\ 2 -\-----j- Ut „i_1,
(í=2,...,fc)

+  2  FiYi=  V0x sm~\- ------Vs,
1=2

a hol az U-k és a V-k az [(A), x t , . . . ,  xm_ J  tartománynak 
egyelőre még ismeretlen formáit jelentik, akkor az x m hatvá
nyainak együtthatóit egyenként zérussal egyenlítve, az U-kra 
és V-kre vonatkozó szükséges és elegendő feltételeknek olyan 
rendszerét nyerjük, a mely egyenesen homogén, lineáris 
diophantikus egyenletek rendszere az [(A), x t , . . . ,  x m_1] tar
tományban és a melyet a feltevés szerint teljesen meg tudunk 
oldani. így tehát (2) rendszerünk általános megoldását a kö
vetkező alakban nyerjük :

Ri— 2  Gji W j, (í=2,..., á)
j =i

*i +  2 F iYi= 2 H j Wj 
i=2 j= 1

és azután az (1) egyenlet általános megoldását is az

^ - Z F i Y i + Z H j W j ,  
i=2  ̂ J = 1

X i ^ Y i + S G j iW j  
i=1
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alakban, a hol Hj, Gg adott, Yf, Wj pedig tetszés szerinti for
mákat jelentenek. A nyert megoldás tehát legfölebb A*-)-/— 1 - 
tagú sereg alakjában lép fel.

A második alapprobléma, t. i. annak eldöntése, hogy az 
F\X1 +  ... +  Fk Xk =  1

diophantikus egyenletnek vannak-e egyáltalában megoldásai 
és ha vannak, eggiköknek meghatározása (még akkor is, ha 
a jobb oldalon az 1 helyén bármely F  forma áll), az épen 
részletezett módszer szerint ismét az [(A), x 1___, x m-i\  tar
tományra vezethető vissza ; de az általános elimináczió- 
elmélet fejtegetései alapján (V. fej. 4. és 5. §) is teljesen le
tárgyalható. Ez a nem épen elemi, de mivel mélyebbre 
ható, magában is fontos módszer, néhány sorban részle
tezhető.

Ha az F(=0 (i= \ , . . . ,  k) egyenletrendszer összresolvense 
az sequivalentia-meghatározás értelmében az 1-től külön
böző, akkor az 0 egyenleteknek van gyökrendszerük. 
Ekkor azonban ama diophantikus egyenletnek nem lehet 
megoldása ; mert olyan A' formákra nézve, a melyek ama 
diophantikus egyenletet kielégítik, annak identitássá kell 
válnia, a melynek akkor is érvényesnek kellene maradnia, 
midőn az ,r,-k helyébe az említett gyökrendszert teszszük ; 
de ez a 0=1 lehetetlenséghez vezetne.

Ha azonban az egyenletrendszer összresolvense aequi- 
valens az egységgel, akkor a III. fej. 18. §-ában leírt mű
veletsorozat segítségével a resolvensforma számára egyene
sen az

1=2) Gi h]
i=i

azonosságot nyerjük, azaz az adott diophantikus egyenlet 
egyik megoldását.
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A főosztályhoz tartozó osztóren d szerek  (a m elyek n ek  
e lem ei ortlioid tartom ányból szárm azó form ák).

10. §. Ha olyan (Ft , F2, . . . ,  Fk) osztórendszerrel van dol
gunk, a melynek elemei ortlioid tartományból származó for
mák, az Fj= 0 egyenletrendszer, vagyis az ezen egyenlet
rendszer értelmezte sokaság fokozatszámát egyszersmind az 
osztórendszer fokozatszámának  nevezzük. Aequivalens osztó- 
rendszerek fokozatszámai tehát ugyanazok és a fokozatszám 
akkor sem változik, ha az osztórendszert az x  határozatla
noknak valamely (homogén) lineáris transformatiójával olyan 
osztórendszerhe vezetjük át, a melynek elemei azután a z 
határozatlanoknak formái.

Az itt tekintetbe vett diophantikus problémák eseté
ben az ilyen transformatio a kérdésen mit sem változtat 
és ezért, a hol ez épen szükségesnek mutatkozik, már ele
jé tő l fogva feltételezzük, hogy az osztórendszerre, azaz annak 
összes elemeire az ilyen «általános» transformatiót már is 
alkalmaztuk. Ez az «általános» jelző annyit jelent, hogy a 
transformatio együtthatói nem elégítenek ki bizonyos meg
határozott algebrai egyenleteket.

Valamely osztórendszerről akkor mondjuk, hogy a fő 
osztályhoz tartozik, midőn olyan (Ft , F2, . . . ,  Ff) oszlórend
szerrel aequivalens, a melynek az a tulajdonsága, hogy 
(Fi, . . . , F k) pontosan k - i- \- \- e d  fokozatú*. A következőkben 
feltételezzük, hogy a főosztályhoz tartozó osztórendszer már 
ebben az alakban van megadva. Magától értetődik, hogy a 
k<^m fölvétel czéljainkra elégséges; mert az m-j-1 fokozat- 
számnak csupán csak az egységgel aequivalens osztórend-

* Különben könnyű kimutatni, hogy ily értelemben minden 
/f-tagú és /í-adfokozatú osztórendszer a főosztályhoz tartozik.
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szerek felelnek meg és ezeknek tulajdonságai az épen kimon
dottál ki is vannak merítve.

Az ilyen k-aá fokozatú k-tagú osztórendszer egyik alap- 
tulajdonsága még úgy is kifejezhető, hogy az

Fj =  0 (j=i,...,/c)
egyenletrendszernek, a melyben x r, . . . , x k tekintendők az 
ismeretleneknek, míg együtthatói az x k+í, . . . ,  x m határozat
lanoknak az (A) orthoid tartományból származó formái, vé
ges (a 0-tól különböző) számú gyökrendszere van. (Ha k = m , 
az együtthatók nem tartalmaznak határozatlanokat.)

A főosztály értelmezéséből közvetetlenűl folyó meg
jegyzés, hogy (Ft , F2, . • •, Fk)-val egy időben (Ff, . . . ,  Fk) is a 
főosztályhoz tartozik. Evvel azt a tényt fejezzük ki, hogy az 
F j= 0 , . . . ,  Fk—0 egyenletrendszernek is véges, a 0-tól külön
böző számú gyökrendszere van, ha az x-ek közűi k —i-j-l-et 
ismeretlennek, m --k-\-i— 1-et pedig az együtthatókban fel
lépő határozatlanoknak tekintünk. (Az F-ekre alkalmazott 
általános lineáris transformatio következtében teljesen kö
zömbös, hogy az x-eknek e szétválasztása miképen történik.) 

Ha most már az

F, =  0, . . . ,  Fk= 0

rendszer összresolvensét alkotjuk, oly módon, hogy e czélból a 

z í ~  ^ 1  +  ^12 ^ 2  H ^ im

új ismeretlent vezetjük be, akkor ez R1(z11 x k+1,. . . , x m)=0, 
és lesz :

/ k \ *
Z'i ? *A+i1 ■ • • ’ ^m ) =  j  Fj ■

v«=1 / 7 = 1

Itt az általános elimináczió-elmélet fejtegetései értel
mében a Zj legmagasabb hatványának együtthatója Rx-ben 
az x-ektől független mennyiség, és Rt a z1 igazi formája. 
Az V. fej. 2. és 3. §-ával való összehasonlítás kedvéért még
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megjegyzendő, hogy most a könnyebb áttekintés végett x k 
és x m jelentését fölcseréltük.

Tudjuk továbbá, hogy, ha 7 ^ = 0 4  mint egyenletek com- 
plexusát fogjuk fel, azaz, ha az együtthatókat, a melyek a 
/1(-k különböző hatványszorzatai mellett állanak, külön-külön 
zérussal egyenlítjük, akkor az Rt = 0 és Fj=0 rendszerek 
gyökrendszerei ugyanazok.

E tényt úgy is fejezhetjük ki, hogy, a mennyiben a 7-ktől 
független mennyiségekre szorítkozunk, az

* i=0 , F2= 0 , . . . ,  Fk=()

rendszernek ugyanazon gyökrendszerek felelnek meg, mint az 

R1 I V t^X} , Xk + 1 7̂77̂  =  0, =  • • •) =  b

egyenletrendszernek és viszont.
Ha mostan az utóbbi egyenletrendszerre ugyanazokat 

a műveleteket alkalmazzuk, jelesen a

Z2= 2̂í -Jr t22X2Ji H 2̂ m x m

új ismeretlen bevezetésével az összresolvenst alkotjuk, lesz 
ismét

/  k \  . k
^2 ( ^2i x i 1 X l i+ 1 1 • • • 1 l“  ^21 ^1 +  ^ 2 j  F j  ,

'1=1 ' 7=2

a hol, minthogy, a mint majd bebizonyítjuk, a most vizsgált 
rendszer is A-ad fokozatú, 7í2-nek a z2-re vonatkozólag ugyan
azon tulajdonságai vannak, mint Tíznek a z^re  vonatkozólag. 
Az /í2= 0 egyenlet, ha ezt az előbb megállapított módon fog
juk fel, ismét az 7  ̂=  0 , . . . ,  Fk= 0 gyökrendszereit szolgáltatja 
és csak ezeket, ha t. i. a 7-ktől független mennyiségekré szo
rítkozunk.

Ezt így folytatva, a formáknak következő sorozata ke
letkezik :



V I J .  L I N E Á R I S  D I O P H  A N T I K  U S  P R O B L É M Á K .  10. §.3 9 8

A tui mennyiségeket most már specziális módon (mint ra- 
czionális és egész számokat is) úgy választhatjuk és választ
juk is, hogy az Rt , R2, . . . ,  Rk formák alakja m egm aradjon; 
egyszersmind pedig a | tui | („ l=1; ) k) determ ináns a 0-tól
különböző legyen. Ha azután

m

í=i
-t úgy tekintjük, mint lineáris transform atiót és végre z 
helyébe ismét .r-et írunk, akkor evvel az adott osztórend
szer alkalmas transform atiója után a form ák következő so
rozatát kapjuk:

[á— i k
x k+i i • ■ • i x m)= L̂ *p A \̂uj '̂ji (*u)

(>=l j=(Z
(/“=!.•••, k)

a hol az R^-k kivétel nélkül az x^  oly igazi formái, a me
lyekben az legmagasabb halványának együtthatója a 
többi x-eklöl független mennyiség, míg az F:-k is szabályo
saknak vehetők; m ert először is olyan transform atiót alkal
mazhatunk, a mely ezt megvalósítja és a további transfor- 
m atiókat mindig úgy válaszhatjuk, hogy ez a tulajdonság 
megmaradjon.

Az Rp formasorozat létezése azonban még azon eddig 
be nem bizonyított föltevésen fordúl meg, hogy minden 

* i = 0 , . . . ,  Rf_t = 0, Ft= 0 , . . . ,  Fk=  0 
rendszer, mely most úgy értendő, hogy k egyenletből áll, 
együtthatói pedig a /-k formái, csakugyan A-adfokozatú. Az
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F(=0 , . . Fk= 0  rendszer a föltevés szerint A'—i+l-edfoko- 
zatú, és e szám nem változik, ha az F  formákat, mint az 
((A), tlx, . . . )  orthoid tartományból származókat fogjuk föl, 
mert ez által az összresolvens képezésén mi sem változik. 
Egyenletrendszerünk továbbá már is az «esetleges körülmé
nyektől» m e n t ; mert hisz ez úgy van, ha az ismeretlenekre 
oly (homogén) lineáris transformatiót alkalmazunk, melynek 
együtthatói raczionális és egész szám ok; e transformatiót 
pedig már eredetileg is az F-eken végrehajtottnak gondol
hatjuk. Ép oly kevéssé változik az egyenletrendszer «általá
nos» jellege, ha a

m
ZlX = ^ t (j á X i (̂ =1.2..........í-1)

/=1

egyenletek alapján x t , . . x i_1 helyett az új zt , . . . ,  z±_x isme
retleneket vezetjük be. De ekkor az R^—Q egyenletekből az 
x k+v..., x m minden értékrendszerének megfelelnek a zv . . zi_ 1 
bizonyos véges (a 0-tól különböző) számú értékei, míg végre 
azután az L)=0,. .., Fk = 0 egyenletek az x h . . ., x k ugyanily 
számú értékeket adnak, a mi épen bebizonyítandó volt.

Legyenek már most az Fj= 0 rendszernek a feltevés 
szerint véges, a 0-tól különböző számú gyökrendszerei, mi
dőn ismeretleneknek x 1, . . x k-t tekintjük, míg x k+í l . . . ,  x m 
az együtthatókban fellépő határozatlanok, a következők :

SlV > S2F 7 • • • 1 ^ k v  ’ (F=l, 2,..., r)

akkor az R„= 0 egyenletet is kielégítik ezek a gyökrend
szerek, azaz írhatjuk , hogy

s

R f . U ( x j i  £ /u v)Cflv i ( r  s )
F = 1

a hol az eredeti orthoid tartományhoz tartozik, tehát 
1-nek is vehető. i?/(-nek x ^ —é^, hatványai szerint való kifej
tése e jelölés értelmében a c^-dik hatványnyal kezdődik, 
vagy — a mint azt még másképen is mondhatjuk — /f^-nek
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az x r—£lv , x 2—£>2v, . . . . x k—iE>kv hatványszorzatai szerint való 
kifejtése, minthogy a többi tagok hiányzanak, a c^-ed dimen- 
siójú tagokkal kezdődik, a melyek benne a legalacsonyabb 
dimensiójúak.

11. §. Az a kérdés, vájjon valamely osztórendszer, vagy 
a mi egyre megy, valamely magában álló forma az (F1V.., Fk) 
osztórendszert tartalmazza-e, a megfelelő lineáris diophan- 
tikus egyenlet megoldásával véges számú lépésben eldönt
hető. E megoldás azonban avval a kellemetlenséggel jár, 
hogy minden egyes 0  formára nézve külön elvégzendő. Ev
vel szemben alapvető fontosságú, hogy megjelölhetjük a 0  
formán elvégzendő állandó műveletek olyan véges sorozatát, 
a mely lg el bármely 0  form áról eldönthető, vájjon az adott 
(F1, . . . , F k) osztórendszert tartalmazza-e, vagy sem. Ezt a 
kérdést a főosztályhoz tartozó osztórendszerek esetében most 
teljesen el akarjuk intézni.

A főosztályhoz tartozó elsőfokozatú osztórendszerek, 
azaz magukban álló egyes formák esetében ez egyszerűen
a közönséges oszthatósági probléma és az általános eset
egyenesen erre lesz visszavezetendő; még pedig a követ
kező alapvető tétel szer in t :

Hogy eldönthessük, vájjon valamely tetszés szerinti 
0  forma a főosztály (Fí , . . . , F k) osztórendszerét tartal
mazza-e, meg kell határoznunk az

H/u i x u i x k + i  !•■■■> x m )i (/*—*> • • • > Á)

és a további Áuv formákat, a melyek az
t*-i k

F / u ( x /u i x k + 1 '  "  i i  x rn )  =  £  2 '  ^ fx j F j  ( F f t )
v = i  j = n

jelezte kapcsolatban állanak, hol továbbá R/i= A flx lbt-f , Au
az x-eket nem tartalmazza és ku 2> 1. Azután akkor és csak 
akkor lesz

úO=0 (mod. Ft , , Fk), (C)
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ha
^ 1 1  ̂ 2 2  • • • "̂kk ̂ —0 (mod. Rj , •. •, Rj), (-^0

és az utóbbi formának megfelelő

Án . . .  ^kk 0 — 2  Ki Ri 
í=i

előállításából azután a 0  form ának
m

Hí Fí
i=1

előállítását is megkapjuk.
Hogy az R és Á formák ilyen sorozata az osztórend

szerre esetleg alkalmazandó transformatio után mindig meg
határozható, azt az előbbi §-ban bizonyítottuk be.

Mielőtt a kimondott tétel bebizonyítására áttérnénk, 
még néhány előleges megjegyzést akarunk itt közbeszúrni.

Vájjon a (A)-ban kifejezett feltétel ki van-e elégítve, 
vagy sem, az a közönséges osztási eljárással mindig eldönt
hető. Ha ugyanis

y = Z K iR h
i=i

akkor írhatjuk, hogy
Kj=MfRí -\-Ni; (í=2 , k)

azután W a
k

W v j- M2R2-j-----1-Mft Rf )Rt -{-2  NiR(
1 =  2

alakot veszi fel, és ebben Rt együtthatója a «hányados»,k
y  Nt fíj pedig a «maradék», mely W-nek Rt-gye\ való «osz- 
tás-a» alkalmával fellép. Az osztási eljárás ismételt alkalma
zása révén végre

r = 2 Q i X i ,
í=i

származik, a hol tehát Qt-nek az x í , . . . ,  határozatla
nokra vonatkozó foka kisebb, mint az R t , . . .  , Rt_t formák 
toka ugyanazokra a határozatlanokra vonatkozólag.

K á n ig : A lgebrai m en n yiségek . •26
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A  ?r=0(m od. Rt , . . . ,  Rk) feltétel tehát akkor és csak 
akkor van kielégítve, ha a közönséges osztási eljárási ismé
telten alkalmazva, a k -d ik  osztás után a «zérus» maradék
hoz ju tu n k  és ebben az esetben meg is van m indjárt a 
W —I  Q[Ri előállítás.

Ha tehát G(xk+Í,.. . ,  x m) oly forma, a melyben az x t , . . . ,  x k 
határozatlanok nem fordulnak elő és G?F=0(mod. R1, . . Rk), 
akkor egyszersmind W =0(mod. R±, . . . ,  Rk) ; mert amaz osz
tási eljárást alkalmazva, az összes Qr k rendre oszthatók 
lesznek G-vel.

A bebizonyítandó tételt egyelőre helyesnek feltételezve 
ebből következik, hogy akkor , midőn

(i (xk_ , . . . ,  0 —0 (mod. F^, . . . ,  Fkf
mindig egyszersmind lesz 0=O(mod. Ft , . . . ,  Fk).

A megelőző megjegyzés szerint ugyanis abból, hogy
K i  • • • K k G0=O(mod. Rk),

mindig az is következik, hogy
Ki • • • Kk f e o  (mod. R t , . . . ,  RQ

Hogy végre a bebizonyítandó tétel k=  1 esetében he_ 
lyes, közvetetlenűl belátható. Ebben az esetben

és a tétel csak azt a triviális tényt fejezi ki, hogy, midőn 
Átl0  osztható /?1 =  A11 Ej-gyel, 0  is osztható Figyel.

A tétel általános bebizonyítása tehát ismét teljes in
ducti óval végezhető ; ez pedig a következőkben úgy fog meg
történni, hogy feltételezve a tétel helyességét a főosztály 
k —1-tagú osztórendszerei esetében, kimutatjuk, hogy a 
A-tagú osztórendszerek esetében is érvényes.

Ez igen egyszerűen, a következő módon történik. Ab
ból, hogy

0 = 2  Hí Fí ,
i=1
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következik, hogy

0 —H\ t \  -f- Hí ,
Í=2

vagy pedig, mivel

^ 1  — ̂ 1 1  ^ 1  +  ̂ 12-^2  4 ------ \~K k ^k r

továbbá még az is, hogy

^ ^ H i R ^ H Í ' F i .
í=2

Viszont azonban az utóbbi kapcsolatból foly, hogy

/.,,<!>= Hí" Ft ,

vagyis

i J V - H Í F ^ Z H Í - F r ,

tehát egyszersmind

/.11F1( í i - H ;F 1) = 2 ’ í/,"T1f;

es

Z =  2

Ámde (F2, . . . ,  Fk) a főosztály k — 1 tagú osztórendszere, a 
melyben, hacsak a kezdetben választott lineáris transform a- 
tiót kellően határoztuk meg, x 2, . . . , x k azok a határozatla
nok, a melyekre a további műveletek vonatkoznak. E hatá
rozatlanokat azonban Rt nem tartalmazza. így tehát

0 - K F ^ H í Fí .
í = 2

E szerint a
0= 0  (mod. Fx, . . . ,  Fk),

A1]L0=O (m od. JRj, F2, . . . ,  Fk)

Fongruentiák egy időben érvényesek vagy nem érvényesek 
és Áu 0  megfelelő előállításából ismeretes műveletek segít
ségével nyerhető a 0  előállítása is.

26*



4 0 4 V I I .  L I N E Á R I S  D I O P H A N T I K U S  P R O B L É M Á K .  12 . § .

Ha ugyanezt az eljárást az (F j, F2, .. ., Fk) osztórend
szerre alkalmazzuk, ép úgy ju tunk  a

^ 1 1 ^ 2 2  0 = 0  (mod. i?j, F 2, F3, . . . ,  Fk) 
congruentiához és így tovább haladva végre a 

Au . . .  h k  0 = 0  (mod. / ? i , . . . ,  Rk) 
congruentiát nyerjük, a mivel tételünk teljesen be van bi
zonyítva.

N oether té te lé n e k  á lta lán osítása .

12. §. Legyenek már most a főosztályhoz tartozó k-tagá 
(F17.. . ,F * )  osztórendszer elemei olyan formák, a melyek az 
orthoid (A) tartományból származnak és mint ilyenek csakis 
az x í , . . . , x k , tehát számra nézve k határozatlant tartalm az
zák. Az előbbivel szemben e szerint most m—k.

Annak szükséges és elegendő feltétele, hogy 0  ezt az 
osztórendszert tartalmazza,

A0=O (mod. F i , . . . ,  Rk), (K)
a hol rövidség kedvéért A = Á11. . .Á kk áll, m ost már olyan 
congruentia-feltételek sorozatára bontható fel, a melyek az 
F i= 0 ,. . . ,  Fk—0 egyenletrendszer egyes gyökrendszereire 
vonatkoznak, ha egyidejűleg (A) helyébe azon (A)-ból szár
mazó genus-tartom ányt veszszük alapúi, a melyet az 0 
egyenletrendszer értelmez.

Rp-1 a következő módon értelm eztük :

Rf* — (XfX ^Ml)Cl<1 • • • ' 1
a hol a | ^ i , . . . ,  % . .  . sorozat, mely az Ru—0 egyenlet gyö
keit adja, tehát az x^  ismeretlennek az Fj= 0 gyökrendsze
reiben fellépő értékeit tartalmazza és e szerint, ha v ^ v ' ,

Még tekintetbe veendő, hogy az F-ekre alkalmazandó lineáris 
transform atiót mindig úgy választhatjuk, hogy minden egyes 
ismeretlen a különböző gyökrendszerekben különböző érté
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keket vegyen fel. Ha tehát ama genus-tartom ányt veszszük 
alapúi, akkor (a 3. § szerint) az (R t , . . . ,  Rk) osztórendszer 
olyan tényezőkre bomlik, a melyeknek alakja a következő :

(X2 -^2 v2)C2v̂  , ( X k - h v k)Ckvk),
a hol | lv , . . . ,  ^kVk egyenként és egymástól függetlenül az 

ism eretleneknek az Fj—0 gyökrendszereiben fel
lépő értékeit futják át.

Ha ezeket a tényezőket röviden {z^, . . . ,  z^}-val jelöl
jük, akkor a | 1JV . . , ,  4 ^  és | i n , . . . ,  mennyiségek, a me
lyek két különböző té n y e z ő b e n ,^ , . . . ,  z^j-ban és , . . . ,  z4}- 
ban előfordúlnak, nem lesznek mindannyian egyenlők. Kü
lönböző tényezőknek tehát nincsen közös tartalm uk és így 
e fej. 3. §-a szerint a (K ) congruentiát, a (A)-val egyenlő 
jelentésű

J0= O (m od . {r1, . . . ,  vk}) (K'v)

congruentiák rendszere teljesen pótolja.
E m ellett két eset lehetséges a szerint, a mint a 

t u v - . -  , ffo, mennyiségek az Fj—0 gyökrendszerét alkotják, 
vagy pedig nem. Az utóbbi esetnek megfelelő congruentiák 
azonban azonosan vannak kielégítve és egészen elhagyha
tók ; mert — m int könnyen kim utatható — ekkor 

d = 0 (m o d . [v1, . . . ,  vk}).
Minden esetre ugyanis

AFj= 0 (mod. {v t , . . . ,  vk) \
és minthogy m ost az x ±= i-1Vi, . . . ,  x k= £kvk értékekre nézve 
legalább egy az Fj-k közűi nem tűnik el,

(Fj: {y\ i • • • i i
de ekkor AFj, mely Fj-1 és . . . ,  Vk)-t is tartalmazza, e 
iejezet 3. §-a szerint tartalmazza e két osztórendszer szor
zatát is ; azaz valóban :

A = 0  (mod. { v v k}).
Ha tehát Ft = 0 , . . . ,  Fk= 0 gyökrendszereit ism ét a kö-
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vetkező módon jelöljük:

* 5 i p  i *=2v i ’ * • i 4k v  i ( v = 1 > • • • > r )

akkor (K ) helyébe a következő congruentia-rendszer lép :
A0=O (mod. (x2- | 2j;)c2 v, . . . ,  (xk -% kvfkv) (IQ

(v=i,..., r).
Szorosan a bizonyítás szavai szerint a congruentiák e 

rendszere csak olyan 0  előállítást szolgáltatna, aZ =1
melyben a HL formák együtthatói bizonyos az (A) tarto
mányból származó genus-tartom ányhoz tartoznak. Ebből 
azonban mindig a 0 t olyan előállítása is következik, a 
melyben a Hr k az (A) tartományból származó formák*.

A (K ) és (Kv) feltételek tehát kölcsönösen helyettesítik 
eyymást.

A (Kv) feltételek most már olyan alakra hozhatók, a 
melynek a következőkben alapvető jelentősége van :

Leyyenek  | 1V, . . | fcv, ( y = l , .. •, r) az Fj=() eyyenlet- 
rendszer összes különböző gyökrendszerei és civ a yyök  
sokszorossága az F ,= 0 egyenletben; akkor annak szükséges 
és elegendő feltétele, hogy 0  a főosztály k-tayú  (F1, . . . ,F / C) 
osztórendszerét tartalmazza a következő módon is kimond
ható: Kell, hogy meghatározhatók leggenek olyan KV1, . . . ,  Kvk 
formák, melyekre nézve

k
A 0 - '£ K viRi

f=i

* Ha ugyanis A<P =  0 (mod. fit , . . . ,  fi ), akkor egy 

A<P =  2  Ki fiií=i
előállítás a közönséges osztási eljárással, azaz raczionális műveletek 
segítségével nyerhető és ép úgy jutunk ettől ismét raczionális mű
veletek segítségével a

<P=k lb Fií=i
e l ő á l l í t á s h o z .
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-nek az x k—^kv hatvány szorzatai szerint való k ife j
tésében nem fordáinak elő olyan tayok, a melyeknek dimen-

k
siója ^ ^ , c iv — k.

A kimondott feltétel minden esetre szükséges feltéte l; 
mert hiszen vannak olyan K formák is, a melyekre nézve 
ama kifejezés azonosan egyenlő a zérussal. Hogy pedig 
elegendő is e feltétel, abból látható, hogy A0 —2 KviRt kifej-Í=1
tésében minden tagnak legalább egy x ~ ^ iv tényezőt kell 
tartalmaznia a civ kitevővel ellátva. Ha minden ilyen tényező 
kitevője < q v — 1 volna, akkor épen az illető tag dimensiója
nem volna nagyobb l c iv- k - nál. így e föltétel mellett 

k
A 0 - ^ K viR ~ 0 (mod. (x x -£ xv)c*, • • • > (x k~%kv)Ckv)

i'=i
és egyszersmind

J0=O(mod. (x t —| lv)civ,. . . ,  (x k - £ kv)ckv).
13. §. E fejtegetések alapján végre Noether tételének* 

általánosítását nyerjük, a melynek az algebrai mennyiségek 
elméletében, különösen ezen elmélet alkalmazásainak egész 
sorozatában alapvető jelentősége van.

Ley yenek | lv, . . . ,  (v = l,  • • •, r). az Ft = 0 ,.. ., Fk= 0
egyenletrendszer összes különböző gyökrendszerei, ha abban 
x x, . . . , x k- t  tekintjük ismeretleneknek; legyenek továbbá a

* A kérdéses tételt az irodalomban eddig egyedül tárgyalt 
k=2  esetre, a mely az algebrai görbék, ill. az egy változós algebrai 
függvények elméletére vonatkozik, legelőször N o e t h e r  M. mondta 
ki. («Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Ge
bilde von beliebig vielen Dimensionen» Math. Annalen II. k. 314. 1. 
Szigorúbb tárgyalással pedig: «Über einen Satz aus der Theorie 
der algebraischen Functionen». Math. Annalen VI. k. 351. 1.). A tétel 
további irodalmára vonatkozó részletes adatokat adja B r il l  és N o e 
t h e r  «Bericht über die Entwicklung der Theorie der algebraischen 
Functionen» ez. munkája. («Jahresberichte der deutschen Mathema
tiker-Vereinigung» III. köt. 347. I.)
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kjj forrnának az x —£ív, . . . , x k—l;kv halvány szorzatai szerint 
való kifejtésében az ljv-ed dimensiójú tagok a legalacso
nyabb dimensiójúak, a melyek abban egyáltalában előfor
d u ln a k v a g y is  az V* fej. 6. §-ában bevezetett kifejezésmód 
szerint legyen a ^jj =  0 sokaság ljv-szeres eleme;
civ pedig legyen úgy, mint előbb az R -re  nézve hasonló j e 
lentésű szám. A kkor annak szükséges és elegendő feltétele, 
hogy 0  az (F17. . Fk) osztórendszert tartalmazza, következő
képen mondható k i :

Kell, hogy meghatározhatók legyenek olyan tulajdon
ságú Hlv, . . . , H kv form ák, melyekre nézve

i=i
-nek az x x—£lv, . . . , x k — £,kv hatványszorzatai szerint való k i
fejtésében ne fordúljanak elő dv-ed vagy ennél alacsonyabb 
dimensiójú tagok. E  mellett minden esetre elegendő, a

k

d v = 2  ( cj v  j v )  ^

fölvétel.
Az előrebocsátott fejtegetés után e tétel bebizonyítása 

igen egyszerű. De mielőtt e bizonyításra áttérnénk, még egy 
(az előbbi § tételére vonatkozó) megjegyzést akarunk közbe
szúrni. A 0= 0  (mod. F j, . . . ,  Fk) fönnállására kimondott szük
séges és elegendő feltétel ép úgy, mint az előbbi (a 11. §-ban) 
algebrai fe lté te l; azaz a négy alapművelet és adott orthoid 
formák legnagyobb közös osztójának m eghatározása segít
ségével véges számú lépésben döntjük el, vájjon ama felté
tel kielégíthető-e.

A tétel term észete szerint Hiv ama tagjainak, a me
lyeknek dimensiója dv-1 túlhaladja, az itt fejtegetendő kér
désre nincsen befolyásuk; elégséges tehát, ha a Hiv-két 
olyan d,.-ed dimensiójú általános formáknak veszszük fel, a
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melyeknek együtthatói valamely m eghatározott genus-tarto
mányhoz, azaz valamely orthoid tartom ányhoz tartoznak. 
Ama feltétel e szerint a H-k együtthatóira vonatkozó lineáris 
diophantikus egyenletek rendszerét szolgáltatja, a melynek 
részletes tárgyalásába nem bocsátkozunk. Annál kevésbbé 
teszszük ezt, mert annak gyakorlati eldöntésére, hogy léte
zik-e ilyen 0  = '^ H i Fi előállítás, valam int a / /z formák m egha

lni
tározására a 11 § tétele sokkal egyszerűbb eszközöket nyújt.

Noether tételének fontossága kiválóan azokban a tulaj
donságokban nyilvánúl, a melyeket az az osztórendszert ta r
talmazó 0  formák számára megállapít. Különösen kiemeljük 
mindjárt azt a körülményt, hogy a most megadott szükséges 
és elegendő feltételek  — mint az közvetetlenül belátható — 
az íCj , . . . ,  Xj. határozatlanokra alkalmazott (homogén) lineáris 
transformatiótól függetlenek.

Ha m ost végre a tétel bebizonyítására térünk át, a fel
tétel szükséges volta ism ét nyilvánvaló ; m ert hiszen olyan

k
Hí formák is vannak, a melyekre nézve 0  —^  Ft azonosan
egyenlő a zérussal.

Hogy a feltétel elegendő voltát kim utathassuk, minde
nekelőtt megjegyzendő, hogy

W=0 (mod. {a+l}),

a hol { a + l]-e t a kifejezésmód egyszerűsítése kedvéért az

( . . . ,  (x t — | lv)? i  (a j2- | 2v)92 . . .  (x k~ ^ kv)%  . . . )
(,9i+92̂ ----- 9̂,/{==ű+1)

osztórendszer rövid jelképe gyanánt használjuk, azt a tényt 
fejezi ki, hogy a W formának az x x—| l v , x 2—f 2í, , . . .  hatvány
szorzatai szerint való kifejtése a-dik, vagy pedig annál ala
csonyabb dimensiójú tagokat nem tartalmaz.

Ha már mostan a kim ondott feltételnek megfelelőleg 
van olyan tulajdonságú Hiv formarendszer, hogy
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akkor

Ha tehát ÁÍ1F1 helyébe Rt-et vezetjük be, akkor olyan H{v 
form arendszer is van, a melyre nézve

í l t 0 - H í rR1- 2 H ! r Fi=O(moA.{dy+ k v+ l}).
1 =2

Ha ismét Á22-vel szorzunk, i?2-t bevezetjük és ezt így tovább 
folytatjuk, végre a

k k
A 0 ~ 2 KviRi=Q (mod. {dv-{-2 (7V + 1)) 

í=i 7 = 1

congruentiához ju tunk.
. ' k

Ámde, ha dv^>2 (cjv— {/„)—&, akkor 

k k
dv~\~2 2  cjv — ^ + 1

J=i 7=1
és evvel a 12. § feltétele teljesülvén, a tétel be van bizo
nyítva.

Magától értetődik, hogy egyáltalában nincsen kizárva 
(sőt a legegyszerűbb «általános» feltevéseket kivéve való
ban úgy is van), hogy a dv szám azon értéke, a melyet 
mindig használhatunk, t. i. 2  (cjv~Ijv) ~  k  a szükségesnél 
nagyobb.

Beállhat az az eset, hogy az adott feltétel helyett már a 
k

®—2 HivFi= 0 (mod. {dv})
i«. i

föltétel is elégséges. Ekkor azonban kell, hogy minden dv-ed 
dimensiójú hatványszorzat is kielégítse az

• • • (xk~£kv)hk= 0 (mod. {dv+!})
{ht+ • • ■ +h](*=dv)
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teltételt és ez egyszersmind elegendő is. Vájjon ez a con- 
gruentia-feltétel teljesül-e, az a diophantikus egyenletek bi
zonyos sorozata oldhatóságának vizsgálatával, tehát véges 
számú lépésben dönthető el. Tehát dv vagy a legkisebb szám, 
a mely a Ncether-féle feltételekbe belép, vagy pedig dv— 1 
vehető helyette. Ezt az eljárást folytatva az algebrai műve
letek sorozata bizonyos legkisebb ev számhoz vezet úgy, hogy 
annak eldöntésére, vájjon fennáll-e a 0 = 0  (rnod. F*,. . . ,  Fk) 
congruentia, szükséges és elegendő, ha 0-t ajié F^-nek az 
x x— | lv, . . . ,  x k —£kv hatvángszorzatai szerint való kifejtésével 
az ev-ed dimensiójú tagokig (bezárólag) összehasonlítjuk 
míg, ha e'v< ev, így csak szükséges, de nem elegendő felté
telhez jutunk.

Az így értelm ezett és algebrailag is m eghatározott ev 
számot a következőkben a f lv, . . . ,  f,kv ggökrendszer charak- 
teristikájának nevezzük. Az általánosított Ncether-féle tétel 
alkalmazásaira fontos, hogy az egyes gyökrendszerek e cha- 
rakteristikáját az (Ft , . . . , F k) osztórendszer általános tulaj
donságaiból pontosabban m eghatározhassuk.

A gyök ren d szerek  charakteristikájának  e lm é le te  az 
«egyszerű» esetb en .

14. §. Legyen ism ét az /^=0, ( í = l , . . . ,  k) egyenletrend
szer, a melyben x t , . . . ,  x k-t ism eretleneknek tekintjük, k-ad- 
fokozatú és legyen

^ í v i  £ 2 v >  • • • i  S k v

véges számú gyökrendszereinek egyike.
Továbbá Fr nek az x t —| lv, x 2—| 2V, . . .  hatványszorzatai 

szerint való kifejtése kezdődjék az aiv-ed dimensiójú tagok
kal, a melyeknek complexusát ^j-vel jelöljük úgy, hogy
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ezt a tényt pedig csatlakozva a már használt jelölésekhez, az 
F ~ 0(mod. {aív})

congruentiával fejezzük ki, a hol term észetesen aiv^ l .
Most az ú. n. «egyszerű esetet»* vizsgáljuk, a melyet az a 

feltevés jellemez, hogy a <̂z= 0 egyenletrendszernek csak ez 
az egy Xj—^jv megoldása van. Magától értetődik, hogy ekkor

ry =  Rés. í ̂ 1 ’ ' '  * ’ =|= 0,
\ Zj , . . . , Zj. /

a hol a kifejezésmód rövidsége kedvéért Zj — Xj—^jv legyen. 
Ha még

alv a2v . . .  akv,

akkor a mostani feltevés m ellett
rv z f v= n h (pt ^------Y^jk<Pk, (!)

a hol magától értetődik, hogy jUg a zt , . . . , z k határozatla
noknak Av- a rj -dik dimensiójú homogén formája.

Ha m ost még a 10. § utasítása szerint a 
formákra vonatkozó Rt , __ Rk form asorozatot alkotjuk, ak
kor R±= 0, 9 2̂ = 0 , . . . ,  (jpk—0 egyenleteknek is csak ez az egy 
gyökrendszerük lesz : z .,= 0 ,. . . ,  zk—Q s í. t. így tehát mindig 
egyrészt az egyszerű esettel, m ásrészt pedig homogén for
mákkal van dolgunk. A 13. § elején kim ondott tétel szerint 
m eghatározott cjv és lJV számok tehát olyanok lesznek, hogy 
Cjv—ljv= ajv és ebből közvetetlenűl következik, hogy a Zj—0 
gyökrendszer charakteristikája a ^pi=0 egyenletrendszerre 
vonatkozólag nem nagyobb ^  aiv-k -n á l .

* Ezt az elnevezést a k = 2 esetében Noether alkalmazta elő
ször (i. h.) Ha (A) a complex számok összessége, akkor «a k-á\- 
mensiós tér geometriájával» van dolgunk és a geometria kifejezés
módja szerint az «egyszerű eset» az, midőn a (£lv, . . . ,  £kv) pont az 
összes F t= 0 (k 1 -dimensiós) sokaságoknak pontja ugyan, de nincsen 
olyan «egyenes», a mely e pontban az összes F,-=0 sokaságoknak 
n/v-edrendű érintője volna.
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15. §. Hogy ugyanez érvényes m ost az F( = 0 egyenlet
rendszer esetében is, a további bebizonyítás tárgya.

E czélból előbb m egm utatjuk, hogy mindig választha
tunk oly M i(i= l , . . . ,  k) form ákat, a melyeknek a z-k  hat
ványszorzatai szerint való kifejtése pontosan az Av- a iv-ed 
dimensiójú tagokkal kezdődik, míg

z f ’- Z M iF i
1=1

-nek a z -k  hatvány szorzatai szerint való kifejtéséből kiesnek 
mindazok a tagok, a melyeknek dimensiója valamely elég 
nagynak választott g számnál kisebb.

Ennek megfelelőleg írjuk, hogy
M[= M{0 -f- Mn -f- Mj2 -)----

és úgy, m int előbb
Fí=<Pí+ <pfiv+x)+ <pfiv+2)+• • •.

Az Mj e kifejtése úgy értelmezendő, hogy abban Mih 
a z-knek Av- a iv-\-h-ad dimensiójú homogén formája.

Ekkor először is szükséges, hogy

I’ = z f v
i = 1

legyen és ezt úgy érjük el, ha Mio-1 (1) szerint a következő 
módon választjuk :

1Mi0 r F-ú •
I v

így tehát az MZ1 formákat úgy kell m eghatároznunk, hogy
}c /c
2  M i l  ? i = - 2  M io  ? \ a ‘’ + 11

í = 1  í = 1

legyen. Itt a jobb oldalon a z-knek Av-)-l-dik dimensiójú ho
mogén formája á l l ; ámde már

k

Ap— ^kv ■''* i  1)
!= 1
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és így tehát ama tételek szerint, a melyeket a (jP[=Q egyen
letrendszerre vonatkozólag bebizonyítottunk, elérhető, hogy

= ; ' i w ii=1 í=1
legyen ; és ennek megfelelőleg Mzl-et a következő módon 
választhatjuk :

á/ji =  / /̂1 •

Ha a jellem zett egyszerű eljárást folytatjuk, akkor az

M i— MI0+ Mit  H ------------h  d/Zj g -a iv

formák valóban kielégítik a m egszabott feltételeket. Ha végre 
<y-t nagyobbnak választjuk AvA~ev-né\, akkor z1v — 2.’ Mz- Ej-nekÍ=1
a z-k hatványszorzatai szerint való kifejtésében minden tag 
mint két oly tényező szorzata lesz előállítható, a mely mind 
a kettő a z-knek hatványszorzata ; még pedig az egyik, (P ') 
Av-eá dimensiójú lesz, a másiknak, (P"-nek) pedig dimensiója 
nagyobb lesz e^-nél, a hol ev a zj= 0 gyökrendszer charak- 
teristikája f}=0-ra vonatkozólag. Ennek megfelelőleg:

z i ' - S W ^ Í P Í P h -z=i /1 = 1

Ha már m ost minden tagot a 10. §-ban értelmezett

- = (x t-£ iv )c"  ■ ■ ■
(x i-$ iv )Cu

formával m egszorzunk és ismét Zj—Xj —|.-v, akkor nyerjük,
hogy

* i  (xi)= 2  M{ Ft S  Ph (Ph (xi - . l i i ) 6«  • • •>
i=i /1 = 1

Minthogy megfelelőleg választott lineáris transformatio 
alkalmazása után két különböző gyökrendszer kivétel nél
kül különböző mennyiségekből áll, azért a hozzácsatolt 
tényezőnek — <f1JM . . xj,— batványszorzatai szerint való
kifejtése el nem tűnő, 0-ad dimensiójú tagot szolgáltat és
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így tehát a R± (a^), Mt , . . . ,  Mk formák kifejtése ugyanazon 
hatványszorzatok szerint ugyanolyan dimensiójú tagokkal 
kezdődik, mint a z ^ v és Mt , . . Mk formáké.

Látjuk továbbá, hogy a

ph (x i —In)®11- - •

formák Noether tételének feltételeit kielégítik. A | lv, . . . , £ ftv 
gyökrendszer esetében ez egyszerű következménye annak a 
körülménynek, hogy a Pfr-nak az x 1—| lv, . . . ,  x k — h v  hatvány
szorzatai szerint való kifejtése csak olyan tagokat tartalmaz, a 
melyeknek dimensiója ev-né\ nagyobb. A többi gyökrendszer 
esetében ez kitűnik abból a tényből, hogy a vizsgált forma 
osztható (íCj —| lt)cn-gyel stb.-vel és így tehát a 12. § (Kv) 
congruentiáját kielégíti.

E szerint tehát

í p k ( p z ( * ■ ) =%%*h=i i=i
és az N[ formáknak az x t — | lv, . . . ,  hatványszorzatai
szerint való kifejtései a P£ megfelelő tulajdonsága m iatt olyan 
tagokkal kezdődnek, a melyeknek dimensiója nem lehet 
kisebb Av-nél.

Ha tehát a  k-T 3
M i+ N ^A ii,

akkor k
RÁ x i)= 'E K  í fíii=1

a hol R1(x1)~nek ama hatványszorzatok szerint való kifejtése 
pontosan 4,,-ed dimensiójú tagokkal kezdődik, a Alz-é pedig 
olyanokkal, a melyeknek dimensiója legalább A^—a^.

Most már az Rt (a^), F2, . . . ,  formarendszerrel • telje
sen ugyanazon a módon bánhatunk el, m ert ekkor a 14. § 
értelmezése szerint mindig ismét az «egyszerű)) esettel van 
dolgunk. így tehát olyan
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R u ( X /u) 2  1̂-íQ ^Q~\~ 2  ^ /tj Fj (R/il)
i>=l j=(*

k)
formasorozathoz jutunk, a mely a 13. § tételében alkalm az
ható. Ámde m ost az ott fellépő Cjv—ljv szám legfölebb a/v 
lehet és így tehát a következő tételhez ju tunk  :

Ha , az Fi= 0 sokaság aiv-szeres eleme, akkor
az vegyszerül) esetben a gyökrendszer charakte-
ristikája az Ft = 0 , . . . ,  Fk= 0 egyenletrendszerre vonatkozó
lag nem nagyobb I  aiv — k-nál.

H ilbert téte le .

16. §. Ha Fi(x í , . . . ,  x m) ( i = l , . . . , /c) ismét az (A) or- 
thoid tartományból származó formák, de

(* i. * ;> •••.**)
most egészen tetszés szerinti osztórendszer, akkor közve- 
tetlenűl belátható, hogy valamely 0  forma a 

0 = 0  (mod. Ft , F2, . . . ,  Fk)
con^ruentiának csak úgy felelhet meg, azaz csak úgy lehet 
0 = ^ H iFi , ha a 0 = 0  egyenletet az Ft= 0 egyenletrendszer

. i  = i
minden gyökrendszere kielégíti. De már a főosztályhoz tar
tozó osztórendszerek esete is mulatja, hogy ez a szükséges 
feltétel épenséggel nem elegendő. Ebben az esetben a kö
vetkező tétel érvényes, a melyet teljes általánosságában 
H ilbert D.* állított fe l :

Legyenek
> (r2 , . . • , G[

bármilyen form ák és az F{=  0 egyenletrendszer minden gyök

* « Ü b e r  d i e  v o l l e n  I n v a r i a n t e n s y s t e m e ) ) .  M a th .  A n n .  X L I I .  k ö t .
320.  la p .
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rendszerére nézve legyen Gj=0. A kkor van olyan az(F t , . . . ,  Fk) 
oszlórendszer meghatározta pozitív egész szám r, a melynek 
az a tulajdonsága, hogy mindig

gj\  Gj2 ■ • • GJr= 0 (mod. F1, . . . ,  Fk), 
ha G j G j  a Gt , . . . ,  Gt sorozat tetszés szerinti formed.

A helyett, hogy H ilbert bizonyításának bonyolódott 
menetét követnők, m egm utatjuk, hogy e tétel az V. feje
zetben kifejtett általános elimináczió-elmélet egyszerű co- 
rollariuma.

xMindenekelőtt megjegyezzük, hogy a tételünkben ki
fejezett tényállás teljesen független az F és G formákon 
egyidejűleg végzett bármely (homogén) lineáris transforma- 
tiótól. Ezt a körülm ényt a bizonyításban is fölhasználjuk, és 
föltételezzük, hogy az F{—ü egyenletrendszer összresolven- 
sének fölállítását megelőző transform atiót úgy választottuk, 
hogy ennek következtében a G formák is mind szabályo
sokká váljanak*.

Legyen azután a 0 t=O az F( = 0 egyenletrendszer össz- 
resolvense (V. fej. 4. §) és Phj- a 0t valamely iereducibilis 
osztója. Akkor a föltevés szerint G; eltűnik minden oly ér
tékrendszerre nézve, a mely kielégíti a

^ h j j i  1  h x ii x h + 11 • • • i x m— =  d 
'1=1 '

egyenleteket, a hol a /-két határozatlanoknak tekintjük. Ha 
most x m helyébe bevezetve x-et, Gj a tm megfelelő hatványá
val szorozva átmegy Gj-be, akkor Gj-nek oszthatónak kell 
lennie (x, x h+1, . . . ,  xm_1)-gyel. Mert különben a közön
séges osztási eljárás egy

R = B j- P hJhtí

* Azt az esetei, hogy valamely G az x-eket nem is tartalmazza, 
természetesen nem kell tekintetbe vennünk.

König, A lgebrai m en n yiségek
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kifejezéshez vezetne, mely x-ben a PNh -nál alacsonyabb fokú 
és nem 0. Ha pedig ekkor az

x h+i =  ̂ h+ii • • • x m— i =  S/n—i

értékeket úgy választjuk, hogy discrim inánsa x  szerint 
ne legyen 0, akkor ennek megfelelőleg van egy

h m—1
* = Z 'i ! í +  2 'j l/+ < m S n

í=l j=h+l

érték, melyre nézve Phj zérus és R nem zérus. Erre nézve 
Gj sem volna zérus, azaz Gj ama a egyenleteknek
megfelelő értékrendszer helyettesítésénél a föltevés ellenére 
nem tűnnék el. Hasonlóképen kell, hogy Gj a <Pt bármely 
más irreducibilis osztójával is osztható legyen.

Ha tehát r a legnagyobb kitevő, a melylyel valamely 
irreducibilis tényező a 0 r ben előfordúl, akkor

GJi Pjk  ' • • Gjr

osztható <̂r vel és igy tehát ép úgy, mint ez a forma maga 
kielégíti a

Gjt Gj2 . . .  Gj r = 0 (mod. Ft , . . . ,  Fk , x - 2  tt x t)

, m
congruentiát. Ha azután x  helyébe V fjíCj-t írjuk és a két 
oldalon a /-k hatványszorzatainak együtthatóit összehason
lítjuk, akkor valóban úgy, mint bebizonyítandó volt,

Gh  Gj2 ■ ■ ■ Gj r= 0 (mod. Fx, . . . ,  Fk).



NYOLCZADIK FEJEZET.

A LINEÁRIS DIOPHANTIKUS PROBLÉMÁK A R IT H - 

METIKAI ELM ÉL ETE.

Az a b s o lu t  tö rz s re n d s z e re k  [ [ 1 ] , acfc]-ban.

1. §. Legyenek S1,S 2, . . .  az x x, x 21. . . ,  x k határozat
lanoknak bármilyen raczionális és egész formái. Ha az 
(S15 <S2, . . . )  osztórendszert, a melyet m ost röviden az (S) 
jelképpel jelölünk, megfelelő módon választjuk, m egtörtén
hetik, hogy van az [[1], x x, . . . ,  x k] tartomány formáinak 
olyan véges so ro za ta :

C0 1 C 'i  i • • • i ÓíS_ i ,
hogy az em lített tartom ány minden formája a C formák 
közűi egygyel és csak egygyel congruens mod. (S). Az (S) 
osztórendszernek ezt a tulajdonságát a következőkben avval 
a kifejezésmóddal jelezzük, hogy «van az (S) osztórendszer
nek megfelelő C0, . . . ,  Cs_x teljes maradékrendszer'D. E mel
lett magától értetődik, hogy bármely Q felcserélhető min
den más olyan C\ formával, a mely Q-vel congruens mod. (S).

Ha továbbá valamely az (S) osztórendszernek meg
felelő teljes m aradékrendszer ism eretes és adva van olyan 
eljárás, a melylyel mindig m eghatározhatjuk a m aradék
rendszernek azt a Q formáját, mely valamely adott F for
mával congruens, akkor az

A A =£(m od.(S ))
«lineáris congruentia megoldása» elintézettnek tek in th e tő ;

2 7 *
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e m ellett két olyan megoldás, a mely congruens mod. (S), 
nem tekintendő különbözőnek. M inthogy most csupán csak 
a C0, C j,. . . ,  Cs_1 gyökök lehetségesek, mindössze véges 
számú kisérlettel megállapítandó, hogy az AC0, ACV . . ACs_ t 
mennyiségek közűi melyik congruens a B mennyiséggel 
(a mely maga = C A

Ha pedig az adott osztórendszer absolut törzs-osztó
rendszer — az ilyent ezentúl (P)-vel jelöljük — és A nem 
=0(m od. (P)), akkor az

AX= B  (mod. (P))
congruentiának egy és csak egy gyöke van.

Ekkor ugyanis (A, (P ))~ l ,  minthogy (P) tartalmazza ezt 
az osztórendszert, a mely nem lehet ~  (P)-vel; az ellenkező 
esetben ugyanis feltevésünk ellenére A =0(m od. (P)) volna. 

Ebből az aequivalentiából azonban egy

AA-\-jU-0P0-\~ ̂ - 1  Pí~\ — V

azonosság fönnállása következik, vagyis olyan A forma léte
zése, a melyre nézve

ÁA= 1 (mod. (P)),
és így tehát

X=ÁB  (mod. (P)).

Ez a mennyiség, minthogy a congruentiát valóban kielégíti, 
ennek egyetlen gyöke.

Az előbb m egállapított feltevések értelmében e gyök a 
kísérletek véges sorozatával nyerhető.

Ha az (S) osztórendszer ismét megfelel a fentebbi fel
tételeknek, akkor az a q , . . . ,  x k , x k+i,. . . ,  x m határozatlanok 
raczionális és egész formáinak «oszthatósága mod. (S)» elemi 
elméletben tárgyalható.

«Valamely F forma mod. (S) osztható a G formával», 
ha van olyan harmadik forma H. hogy 

F=GH (mod. (S)).
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Minthogy most (S) az x k+1, . . . ,  ccm határozatlanokat 
nem tartalmazza, csak úgy lehet F— GH= 0 (mod. (S)), ha 
.rA+1, . . . ,  x m különböző hatványszorzatainak minden egyes 
együtthatója már magában is = 0  mod. (S ) ; ebből pedig kö
vetkezik, hogy G és //, ha elhagyjuk belőlük azokat a tago
kat, a melyek = 0  mod. (S), (a mi hiszen itt, a hol az F, G, H 
tormák mindig mod. (S) értendők, nem idéz elő változást), 
az x k+1, . . . ,  x m határozatlanokra vonatkozólag nem lehet
nek magasabb fokúak mint F. Minthogy végre x k+1, . . . ,  x m 
különböző hatványszorzatainak együtthatói csakis a teljes 
maradékrendszerben fellépő formák lehetnek, látjuk, hogy 
F-nek csak véges számmal lehelnek osztói és világos, hogg 
ezek a kísérletek véges sorozatával meghatározhatók; még 
pedig ágg, hogg a G osztóval eggütt m indjárt a acomple- 
mentárisy) osztót, H-t is megkapjuk.

Teljes analógiában a raczionális és egész formák oszt
hatóságának közönséges elméletével azt mondjuk, hogy az 
F és G form ák  «mod. (S) aequivalensek'», ha az egyiknek 
osztói mod. (S) ugyanazok, mint a másikéi, vagyis tehát, ha 
F osztható G-vel és G osztható F-fel mod. (S).

Végre F  «mod. (S) irreducibilis», ha F  minden osztója 
az egységgel, vagy magával F-fel sequivalens mod. (S).

Most áttérünk a specziális

osztórendszer vizsgálatára, hol n0 valamely az 1-től külön
böző raczionális és egész pozitiv szám és általánosságban

= X ( i -\- (jpir X [ 1 -f i

míg f i n  i f i n. az ac,-, x i+ í, . .  ., x k kizárása után ism ét az 
x t , . . . , x k határozatlanoknak raczionális és egész form ái; 
f u .’ •••, f in t tehát raczionális és egész számok.
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Ha már most valamely tetszés szerinti F(.rx, .r2, . . . ,  x k) 
tormára a közönséges osztási eljárást alkalmazzuk, a követ
kezőket nyerjük :

F  — Mk Qk-\-Rk,

R k =  M k - 1 Q k - i  +  K k - n

R2— Af1 :

ha továbbá Rt-ben a számbeli együtthatók helyébe a mod. n0 
legkisebb nem negativ m aradékokat írjuk, vagyis tehát, ha

Rt ~ noQo~̂ ~ Ro 1
akkor végre

F = F 0 (mod. Mk , . . . ,  Mí , n0).

Képezésénél fogva azonban F0-nak x,-re vonatkozó foka 
nem lépheti túl /i, —1-et, míg, mint az x 1, . . . , x k hatvány
szorzatainak együtthatói, F0-ban csakis a 0, l , . . . , n 0 — 1 szá
mok szerepelhetnek.

Az így nyert formák azonban, a melyeknek száma nyil
vánvalóan n"1 "2 • •• nk' mindannyian különbözők m oá.(M ^). 
Ha ugyanis ezeket következőképen jelöljük :

(?0, ( > 1 , • • •,
akkor, minthogy (jr—(>s.-nek x^-re vonatkozó foka sem éri el 
/ij-t és számbeli együtthatói az előjelt mellőzve nem lépik 
túl n0 — 1-et, amaz osztási eljárást alkalmazva,

Q r — Q s — G k  M k - \ -  G k - 1  M k - 1   --------------^ 1  +  R o n o

-ból (),. — (>s-nek ép oly előállítása származnék, a hol 
Ffc=0,. . . ,  G1= 0  és azután Qr — qs osztható n0-sal úgy, hogy 
végre a számbeli együtthatókra szabott feltétel következté
ben Qr azonosan =  qs .

E szerint tehát o0, ö j, . . .  az (A/M) osztórendszernek 
megfelelő teljes maradékrendszer, a melyre e § összes fej
tegetései alkalmazhatók.

2. §. Az éjien értelm ezett (A/M) osztórendszert még
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specziálisabban akarjuk választani ; még pedig legyen e 
specziálisabb rendszer

( p w ) = ( p k , p k_1, . . . , p i ,p„),
a hol p0 valamely term észetes törzsszám  és P, olyan raczio- 
nális és egész forma, amelyben az összes az M,-re vonatkozó
lag m egállapított tulajdonságok megvannak, és mely továbbá 
még irreducibilis mod. vagyis mod. P1, p0). Az
így értelm ezett rendszereknek, a melyeket röviden <ak-\-l-ed- 
fokozatú P-rendszereknek»* nevezünk, a következő két tétel 
ad alapvető fontosságot az algebrai mennyiségek elméletében.

I. Minden (P ^ )  rendszer absolut törzsrendszer ama 
raczionális és egész form ák tartományában, a melyek más 
határozatlanokat nem tartalmaznak, mint a melyek a
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* A raczionális és egész formák tartományában a P-rendszer 
a törzsszám-fogalom természetszerű analogonja és nélkülözhetetlen, 
ha az arithmetikai problémákat ezekben a tartományokban tárgyal
juk. Eddig ezek közűi csak az m =  l eset volt részletesebb vizsgálat 
tárgya ; még pedig először Schönemann értekezésében (Journal f. r.
u. a. Mathematik 31. és 32. k.). Ez a legegyszerűbb eset már Gauss 
hagyatékában is található (Werke, II. k. 197. 1.); de GAUss-nak ez a 
vizsgálata csak később került nyilvánosságra.

E szerint tehát e fejezet egész tartalma új és az algebrai 
mennyiségek arithmetikai elméletének lényeges hézagát tölti be. 
Csak az itt kifejtett eredmények képesítenek bennünket arra, hogy 
az általános arithmetika két nagy problémáját — az alaprendsze
rek valóságos felállítását és valamely egész mennyiség irreducibilis 
tényezőkre való valóságos felbontását — a IX. fejezetben teljesen 
megoldhassuk.

Ehhez azonban mint alapvető fontosságú új módszeres segéd
eszközök kozzájárulnak a III. fejezetben értelmezett resolvens forma 
logalma és Kronecker elimináczió-elméletének erre támaszkodó 
általánosítása.

E rövid megjegyzés arra való, hogy reámutasson azon elméle
tek szükséges és következetes voltára, melyeket a szerző e könyvben 
kifejteni megkísérelt.
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P /c ,..., Pí ,p 0 formákban e lő fordulnak; továbbá egyszerűen 
törzsrendszer ama form ák tartományában a melyek azokon 
kívül még a további x k+1, . . . , x m határozatlanokat is tar
talmazzák.

II. Az  Xj, . . . ,  x k határozatlanok raczionális és egész 
form áinak tartományában minden absolut törzsrendszer 
aequivalens valamelyik ( P ^ )  rendszerrel úgy, hogy ezek a 
rendszerek bizonyos meghatározott «kanonikus» alakban az 
absolut törzsrendszerek összességét megadják.

A második tételt csak előlegesen említjük, hogy a 
P-rendszerek jelentőségére már itt reám utassunk; bebizonyí
tásához, a melyet a 8. §. tartalmaz, még további segédeszkö
zök szükségesek. Most csak az első tétellel foglalkozunk.

A (P(kj  rendszerrel egy időben meg vannak adva a

(R(0’) =  (Po).
(PW ) =  (P1, p 0),

(p » -p )  =  (pA._1, . . . , p 1, Po)
rendszerek is, a melyek közűi mindegyik tartalmazza a kö
vetkezőt, valamint végre (P(fc-1l) is a (p(fc))-t.

A k = 0-nak megfelelő (P(°l) osztórendszer tulajdonké
pen a p0 tö rzsszám ; a tétel tehát ebben a legegyszerűbb 
esetben minden esetre helyes. Általános érvényességére a 
teljes inductio segítségével következtetünk úgy, hogy feltéte
lezve helyességét (P(°l),. . . ,  (p(fc))-re nézve, ezen az alapon be
bizonyítjuk, hogy helyes a (p(k+1j  esetében is.

Ennek a teljes inductio segítségével elvégzendő bebi
zonyításnak lényeges alapját találjuk a raczionális és egész 
formák ama tulajdonságaiban, melyek akkor m utatkoznak, 
midőn azokat mod.(P^'l) vizsgáljuk, a hol (P ^ j-rő l már fel
tételezzük, hogy az [fi], x x, . . . ,  tartományban absolut 
törzsrendszer.
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A mi először az x í : . . . , x k határozatlanoknak raczio- 
nális és egész formáit illeti, van a (pM) rendszernek meg
felelő teljes m aradékrendszer; az előbb felállított

f  11 • • ■
formák ilyent szolgáltatnak, a hol még()o= 0 , 1-nek vehető.

Ezek a Q formák, habár csak véges számmal vannak, 
«tartományt» alkotnak, a melyben az összeadás és szorzás 
a következő módon értelmezhető. (pr és qs összege, ill. szor
zata legyen a m aradékrendszer ama formája, a mely az 
algebra közönséges szabályai szerint alkotott (?r + (V sel, 
ill. Qr (?s-se\ congruens mod. (P ^ ). Ha azonban m egállapít
juk, hogy az összes formák, a melyek =Qr mod. (P ^ ) , csak 
ugyanannak a Qr formának különböző jelei, akkor azt is 
mondhatjuk, hogy a q formák összeadása és szorzása az 
algebra közönséges szabályai szerint megy végbe ; e mellett 
csak azért, hogy ezeket a kapcsolatokat a szó közönséges 
értelmében vett összeadástól és szorzástól m egkülönböztet
hessük, most a megfelelő kijelentésekben az előbbitől kü
lönböző egyenlőségi je lt akarunk használni. Mint ilyen köz- 
vetetlenűl kínálkozik a « = m o d . (P ^ )»  jel. így tehát az 

F=Qr (mod. (P^'l))
kijelentésnek kettős értelme van, a mely nagyon egyszerű, 
majdnem magától értetődő, de, minthogy az arithm etikai 
vizsgálatok módszerére nézve egyenesen alapvető jelentő
ségű, mégis részletesen volt fejtegetendő.

A teljes m aradékrendszer, a melyet ily módon «tar- 
tomány»-nak tekintünk, vagy — a mint még m ondhatjuk — 
az «[[1], x t , . . . ,  xA] (mod. (P ^ ))  tartomány» mennyiségei az 
összeadás és szorzás közönséges törvényét követik ; mint- 
hogy P (fc) törzsrendszer, abból, hogy 

AB=0 (mod. P(fcl), 
mindig következik, hogy
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vagy d = 0  vagy B= 0  (mod. P W ); 
végre az A X = B (mod. P ^ )  congruentiának, ha A nem =0, 
mindig egy és csakis egy gyöke van. A tartomány az ab
solut egységet is tartalmazza és így tehát az orthoid tar
tomány minden tulajdonságát mutatja egynek kivételével, 
mert m ost az

1, 1 +  1 ,. . .

sorozatban a zérus is előfordul.
A kifejezés rövidségéért az olyan tartom ányt, a mely

ben az
1, 1 +  1 ,.. .

sorozat a zérust tartalmazza, de a melyben különben a 
holoid, ill. orthoid tartom ány minden tulajdonsága meg
van, pseudoholoid, ill. pseudoorthoid  tartom ánynak ne
vezzük.

Az [[1], x t , . . . ,  x k I (mod. tartomány tehát pseudo
orthoid tartomány.

Pontosan ugyanazok a m eggondolások mutatják, hogy 
az [[1J, x t , . . . ,  x k , x k+1,. . . ,  x in\  (mod. (P ^ ))  tartomány pseu- 
doholoid tartomány. E m ellett az x t , . . . ,  x m határozatlanok
nak formáit csak úgy kell írnunk, mint az x k+1,. . . ,  x m ha
tározatlanoknak formáit és az x t , . . . , x k határozatlanoknak 
együtthatókként szereplő formáit ismét mod. (P^d) kell ven
nünk ; különösen, minthogy a feltevés szerint (Pt*l) ebben 
a tartom ányban is törzsrendszer, abból, hogy

FG=0 (mod. (p(fc))), 

most is következik, hogy

vagy F=  0, vagy G=0 (mod. P^ ) ;

és ez ismét csak úgy lehetséges, ha F vagy G minden 
együtthatója (abban a felfogásban, hogy ezek az x 1, . . . , x k 
határozatlanoknak formái) = 0  (mod. (PÍfr;)). E tartomány
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tehát csak egyetlen egy «zérust» tartalm az. Végre pl. az 

x k+1 X=1 (mod. PW)

congruentiának nincsen megoldása, m ert az ellenkező fel
tevésből az is következnék, hogy

0= 1  (mod.

Az [flj, x t , ..., xm] (mod. (P (̂ )) pseudoholoid tartományból 
ismét az ([1], , . . . ,  x m  ̂(mod. (P(fcl)) tartom ány származik,
az előbbinek m ellérendelt pseudoorthoid tartománya (1. az 
1. fej. 4. §-át), a mely az összes formahányadosokból áll, a 
hol G különböző a 0-tól mod. (P ^ ).

Ezen az alapon épül fel azután az

[[1], x ±, . . . ,  x m] (mod. (PW))

tartomány formáinak oszthatósági elmélete, a melyet nem 
kell részletesen fejtegetnünk, mert szóról szóra megegyezik 
a III. fej. 1., 2., 4.— 17. §-ainak eredményeivel, hacsak min
denütt az « =  » jelt a « = m o d . (P ^ )»  jellel helyettesítjük.

Ez kitűnik abból, hogy a holoid, ill. orthoid tartom á
nyoknak az a tulajdonsága, a mely most hiányzik, csak 
abban a tételben nyer alkalmazást, mely szerint minden 
forma szabályossá válik bizonyos olyan m eghatározott trans
formatio alkalmazása után, a melynek determ inánsa 1 és 
együtthatói raczionális, ill. raczionális és egész számok. 
E tétel azonban, eltekintve a 3. §-tól, a mely kevésbbé fon
tos részletet tárgyal, csak a resolvens forma elméletében 
és az erre támaszkodó további fejtegetésekben (18. és köv. §) 
talál alkalmazást*.

E mellett azonban belép még az a további lényeges

* Hogy a viszonyok itt hogyan alakulnak, azt majd később a 
4. §-ban fejtjük ki.
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egyszerűsítés, hogy az [[1], x v .. ., x k, x k+1, . . . ,  x m\ (mod. (P(k})) 
tartomány, a melynek formáit m ost m int az x k+í, . . . , x m 
határozatlanoknak az [[1], x 1, . . . ,  a .̂] (mod.(P(fcf)) tartom ány
ból vett együtthatókkal ellátott formáit tekintjük, teljes 
pseudoholoid tartomány, m ert az utóbbi tartom ány pseudo- 
orthoid tartomány. A «teljes» jelző, m int előbb, ism ét úgy 
értendő, hogy a tartom ány tetszés szerinti két formájának 
mindig van — m ost term észetesen a ( P ^ )  m odulusra vonat
kozólag vett — «legnagyobb közös osztója», a melynek elő
állítására a III. fej. 11. §-ában pontos utasításunk van.

3. §. A 111. fej. 15. és 16. §-a alapján m ost a következő 
tételekhez ju tunk  :

Ha
F=A0x m+  -; G =B 0* ”+ . . .

két oly forma, a melynek együtthatói az
[[1], x l : . . . , x k , x k+1, . .  .] (mod. (P(fc))) 

pseudoholoid tartományhoz tartoznak, továbbá A0 és B0 nem 
egy időben = 0  mod. (P ^ ) , akkor

Res. I  ̂j =  0 (mod. (P(fc)))

szükséges és elegendő feltétele annak, hogy az F és G fo r 
máknak legyen olyan legnagyobb közös osztójuk  mod. (P ^ ), 
a mely az x -e t valóban tartalmazza, azaz az 

[[!]? * !)•••) > x k+11 • • •]
tartomány egyetlen mennyiségével sem congruens mod. (P(kj.  

Továbbá most is lesz

Res. I ^  =  G1F+ F1G (mod. (pW)),

a hol Gx-nek az x-re  vonatkozó foka legfölebb n—\, Ft-é  
pedig legfölebb m— 1.

Erre az alapra építve, a 2. §-ban jelzett bebizonyítás 
most már igen könnyen elvégezhető.



(pM) absolut lörzsrendszer az [[1], x t , . . . ,  x k\ tartom ány
ban ; hogy (P (/,'+1)) is az az [[1J, x .........x k, xA.+1] tartom ány
ban, részletesebben úgy fejezhető ki, hogy, ha Ft , F2, . . .  e 
tartomány bármely formái és (p(/c+d) az (Ft , F2, . . . )  osztórend
szert tartalmazza a nélkül, hogy (Ft, F2, .. ,)~ (/^ fc+1̂ ), akkor 
fen kell állania az (F1 eequivalentiának.

Az épen részletezett esetben (F1,F a , . . . )  nem tartal
mazhatja a (P(fc+1>) osz tó rendszert; mert hisz ekkor, m int
hogy ennek megfordítottja is fennáll, (Ft , F2, . . . )  ~  (p(fc+1)) 
volna. Az F  formák közt tehát legalább egy, pl. Ft olyan, 
a mely (p(fc+d)_1 nem tartalmazza és így más kifejezésmód 
szerint nem =  0 mod. (p(fc+i)). így tehát 

Ft= g  (mod. (P^’+1l)),
a hol (> az előbb (p(fr+d)_re vonatkozólag m egadott teljes 
m aradékrendszer egyik formája és nem zérus. Így tehát g az 
X j,__ x k+i határozatlanoknak oly raczionális és egész for
mája, a melynek Xj-re vonatkozó foka nem éri el n,-t és 
együtthatói a 0, 1 , . . . ,  p0— 1 sorozatból vett számok, a me
lyek nem tűnhetnek el mindannyian.

Most minden esetre m eghatározható olyan /  forma,
hogy

Á g= l (mod. (P(fc+1))).

Ha (?, a mi hiszen szintén előfordulhat, pozitív egész szám, 
a mely ekkor kisebb p0-nál, akkor e czélból olyan a 0-tól 
különböző egész számot kell választanunk, a mely a

A p= l (mod. pfí)
congruentiát kielégíti. Ha ellenben g az x x ...... r k4_t határo
zatlanoknak igazi formája és pl. x t e sorozat utolsó hatá- 
rozatlana, a mely ()-ban valóban előfordúl, akkor megjegy
zendő, hogy g az x r re vonatkozólag legfölebb nt—1-edfokú, 
míg P, olyan x n' -)- • • • alakú forma, a mely mod. (p(l - d) 
irreducibilis és az x i+í, . . .  határozatlanokat hasonlóképen

AZ ADSOLUT T Ö R Z S R E N D SZ E R E K  [[1], X t , . . x d - B A N .  4 2 9
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nem tartalmazza. Nem lehetséges tehát, hogy <p osztható 
P,-vel és így tehát (>-nak és Pr nek egyáltalában nem lehet 
olyan közös osztója, a mely £ct- t  tartalmazza. Ha tehát q és 
Pz-nek Xi szerint vett resultánsát cr^-gyel jelöljük, akkor

<7i - i= K - i9 + ^ i- iP i  (mod. ( P ^ ) )  
és g'í_ 1 különböző mod. (p á -1)) a 0-tól. A feltevés szerint 
tehát okvetetlenűl m eghatározhatunk olyan a  formát, a 
melyre nézve

(mod. (p ü -1))).
így tehát

cf/ju.t Pi (mod. (P^_1l)),

vagy a mi ugyanaz :

Áq—1 (mod. (P^)), 

hol Á=aÁi__1. Egyszersmind tehát

\ (mod. (P(A'+d)j.
Most végre

( ^ 1  ’ ^Á+l i • • • i Pfi Po) — (.Qi Pk+ 1 r • • • i Pi 1 Po) 
olyan rendszer, a mely (P(fc+d)-gyel együtt minden esetre
az (Ft , F2---- ) rendszert is tartalmazza. Ugyanaz állítható a

(Â >, P k + t , . . . ,  P j , p 0 )  ~  (1, P /f+ i 7 • • • i P \ i  P o )  — 1 

rendszerről is és így — a mit ép be akartunk bizonyítani — 
(Fi ,F 2, . . . ) ~ 1 .

Még a 2. §-ban felállított I. tétel második részét kell 
bebizonyítanunk és ennek megfelelőleg kimutatnunk, hogy 
(P(U) az [[>]• x t , . . . ,  x k , X£+1, . . . ,  :rm] tartom ányban törzs- 
rendszer. Hogy itt már nem absolut törzsrendszer, közve- 
tetlenűl abból a körülményből következtethető, hogy akkor 
(p(U) a (P(fc+i))-t is tartalmazza.

Ha az x v ...,x m határozatlanoknak formáit az x k+1, x m 
határozatlanoknak az [[1], x t , . . . ,  x k] tartományból vett együtt
hatókkal ellátott formáinak tekintjük, akkor ilyen forma csak



úgy lehet = 0  mod. (P ^ ) , ha ugyanaz áll minden egyes együtt
hatójáról.

Ha már most FG=0 (mod. (P ^ ))  volna és mindamellett 
sem F, sem pedig G nem lenne = 0  mod. (P ^ ), akkor e for
mák a következő alakban volnának előállíthatok :
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F=

G—

AgX

Bhx

9k+1 
k + i  • -
%+1 
k + 1 • -

a hol a kiírt tagok a ((legmagasabbak», a melyeknek együtt
hatója különböző mod. ( P ^ )  a 0-tól. Ekkor azonban FG leg
magasabb tagja

A g B h x k + 1
9 k + í+ hk+i X9 m + hr

volna és a feltevés ellenére AgBh nem volna 0 mod. (p(fc)), 
mert az [[1], x * , . . . ,  x^] tartományhoz tartozó Ag és Bh for
mák egyike sem 0 (mod. (P^)).

4. §. Legyenek A0, Ax, . . . ,  An az x í , . . . , x m határozat
lanoknak raczionális és egész formái és legyen (S) vala
mely osztórendszer, a mely szintén ilyen formákból á l l ; 
akkor a következő specziális diophantikus egyenletről : 

AoXn+ A 1̂ - 1- f- ..+ A n= 0(m od.(S )), 
a hol A0 nem 0 (mod. (S)), azt mondjuk, hogy «n-edfokú 
congruentia egy ismeretlennel».

A magasabbfokú congruentiák elméletének tárgyalására 
itt nem terjeszkedünk k i ; ebből csak a következő igen egy
szerű tételre lesz szükségünk:

Ha (S) törzsrendszer és A0 nem 0 (mod. (S)), akkor az
A0X n+ A 1X T' - i -)------M n= 0  (mod. (S))

congruentiának nem lehet n-nél több mod. (S) különböző 
gyöke.

Ha ugyanis X1, . . . ,  Xn, Xn+1 ilyen gyökök volnának, 
akkor abból, hogy
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AoXi + A ,X ;  -)------l~An= ü  (mod. (S)),
(i=1,.... /1+1)

a determinánsok elméletének elemei szerint következnék, 
hogy

^ o l ^ r 1! =  0 (mod. (S)),

a hol í Xl~x ism eretes módon az X.-kből alkotható különb-) I 1 ’ 1
ségek szorzatát jelenti. Minthogy azonban A0 nem 0 (mod.(S)), 
kettőnek az X1, . . . , X n+í sorozat mennyiségei közűi a fel
tevés ellenére is congruensnek kellene lennie (mod. (S)).

Teljes analógiában a II. fej. 17. §-ával fennáll továbbá 
a következő tétel :

Legyenek Fj(z11 z2, . . . )  (i —1 ,2 ,.. .)  oly form ák , a me
lyeknek együtthatói az a ^ , .. ., x m határozatlanoknak raczio- 
nális és egész form ái és a melyek különbözők a 0-tói mod. (P ^ ), 
a hol k a n ;  akkor akárhány hasonlóképen az |(1], x 1, . . . ,  apm] 
tartományhoz, sőt már az [[+  x t , . . . ,  tartományhoz
is tartozó olyan a 1,of2, . . .  mennyiségei határozhatunk meg, 
hogy minden egyes Ft (a í , a2, . . . )  különböző mod. (P ^ )  a 0-tói.

Egy z határozatlan esetében az x k+1, x 2k+1, x 3k+1, . . ■ 
sorozat mennyiségei kivétel nélkül különbözők mod. (P ^ )  
és, ha n az P(z) formának z-re vonatkozó foka, akkor kö
zülük legfölebb n elégítheti ki az F(z) ~ 0 (mod. (pífc))) con- 
gruentiát. Az adott sorozat minden más mennyisége tehát 
bizonyára kielégíti a felállított követelést. Az átm enet F(z)~ 
ről F(zt , z2, .. .)-re, valamint arra az esetre, midőn a for
mák száma tetszés szerinti, ép úgy történik, mint az idé
zett helyen.

Itt azonban a k <  m feltétel lényeges feltétel, mert kü
lönben az [[1], x r , . . . ,  xm] tartományban mod. (Plmf) tel
jes m aradékrendszer léteznék és így nem állíthatnék fel a 
m od.(P(ín)) incongruens mennyiségeknek végtelen sorozatát, 
így pl. az xP—x  forma nem = 0 (m od .p ) és mégis minden
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raczionális és egész számra nézve érvényes, hogy 
aP—a= 0 (mod. p).

Ennek megfelelőleg most az a tétel, a mely valamely 
formának szabályos formába való transform aliójára vonat
kozik (II. fej. 19. §), a következőképen m ódosítandó :

Legyenek Fi (z1, z2, . . . ,  zr) ( í= l ,  2 , . . . )  a zí , z 2, . . . , z r 
határozatlanoknak bármely olyan formái, a melyeknek együtt
hatói az [[1], x x, . . . ,  xm] tartományhoz tartoznak; akkor, ha 
ismét k a n ,  akárhány olyan lineáris transformatio jelölhető  
ki, a melynek determinánsa egyenlő l-gye l, együtthatói ugyan
ahhoz a tartományhoz tartoznak és e lineáris transforma- 
tiók alkalmazása után az formák olyan formákba men
nek át, a melyek mod. szabályosak.

Ebben a mod. ( )  szabályos forma olyannak értendő, 
a melyben, ha dimensiója n, a z", z2, . .. együtthatói mind
annyian különbözők mod. ( P ^ )  a 0-tól.

Ha részletesen írva

akkor a

. zÖ V  
r i (i=i,.... k)

— Un zj  — Hjií/i +  y/ ÍJ—%>••>> r)

specziális lineáris transform atio alkalmazása után, a mely
nek determ inánsa — bárhogyan is határozzuk majd meg az 
im-eket — l-gyel egyenlő, Ft átmegy a

* 5 = 2  Ag] y iK 112 1 Í/1 + Í/ 2 ) 3 2  • • • K i t / i+ í / r ) ^
(g)

formába, a hol yx-nek együtthatója

2A$ uh  .. . u%\

ha a sum m atiót mindazokra a tagokra terjesztjük ki,-a me
lyekben gx+ g 2^------k9V=n.

A mint épen bebizonyítottuk, az u2x, . . . , u rx mennyi
ségek, ha nem is mindig mint raczionális és egész számok,

König, Algebrai mennyiségek. 28
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de minden esetre már mint az [[1], x t l . . . ,  acm] tartom ány for
mái úgy választhatók, hogy ifi együtthatója ne legyen 0 
mod. (P ^ ) , míg í /a ,... együtthatója Fr hen ugyanaz, mint 
z 2  együtthatója Fr ben.

Ennek az eljárásnak folytatása végre ép úgy, mint 
a II. fej. 18. §-ában, olyan lineáris transform atiókat szolgál
tat, a melyek a fenn felállított feltételeket kielégítik és a 
melyeknek alkalmazása után az Ej-(zj, z2, . . . )  formák olyan 
Fi(zí , z2, . . . )  formákba mennek át, a melyek az összes 
Z j,z2, . . .  határozatlanokra nézve mod. (P^)) szabályosak.

*

Hogy a raczionális és egész formák oszthatóságának 
elméletét formálisan is teljesen egységesen fogalmazhassuk, 
czélszerűnek mutatkozik a (P l“ 1)) jelkép bevezetése, mely — 
ha úgy tetszik — 0-nak is vehető. Az F1= F2 (mod. (Pl-1))) 
kijelentés egyszerűen azt fejezze ki, hogy F1= F 2.

A «raczionális és egész formák elmélete mod. (P ^ )»  
ezután A*= — 1 esetére a régebben kifejtett tételeket is meg
adja.

O sztóren dszerek  m od. (PW).

5. §. Előbbi megállapodásainknak term észetszerű bő
vítése a következő definicziókhoz vezet.

I. Az (Mí ,. ., Mh) osztórendszer «tartalmazza  mod. (P^)y> 
az (A j,. . . ,  Ng) osztórendszert, ha az első osztórendszer min
den eleme kielégíti az

M ~ 0  (mod. A j, . . . ,  Ng, (PWj)
congruentiát.

II. Két osztórendszer (szükebb értelemben) aequivalens 
mod. (P^-), ha mindeggikük tartalmazza mod. (P(kj  a mási
kat. Ennek jelölésére szo lgá l:
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(Mi ....... iWft) ~  (N t ,. • •, Arg) (mod. (PM)).
Ugyanezt különben már az eddigi jelölésekkel is kifejez
hetjük. Közvetetlenűl belátható ugyanis, hogy az

(.1 /,,..., Af*, (P<*>)) (pW))
íequivalentia ugyanezt a tényállást jellemzi.

Itt is m egkülönböztetendő az épen értelmezett sző
kébb értelemben vett aequivalentia a bővebb értelemben vett 
íequivalentiától, a melynek jelölésére az ~  jel szolgál. É je it  
használva,

(M ,........ Mh) ~  (IV,, . . . ,  Ng) (m od. (P « ))
azt jelenti, hogy Mh minden közös osztója m o d .(P ^ )
egyszersmind az N1 , . . . , N q-nek is közös osztója m o d .(P ^ )  
és viszont.

Magukban álló m ennyiségek (egytagú osztórendsze
rek) esetében M N (mod. PW) és Mc^N (mod. p(fcl) jelentése 
ugyanaz.

Ezek után két osztórendszer ideg nagy óbb közös tartalmát 
mod. (p(U)» ism ét úgy értelm ezhetjük, mint a VII. fej. 2. §-ában 
és két osztórendszerről és (N1,. . . ,  N(J)-rö\ azt
mondjuk, hogy arelativ törzs-osztórendszerek  mod. (P ^)» , ha

(M ,........Jtf„, N ,......... JV„)~ 1 (mod.(PW)),
vagyis

(Af,.......
A VII. fej. 3. §-ának fejtegetései is szóról szóra érvé

nyesek maradnak, ha az ott alkalm azott sequivalentia he
lyett most sequivalentiát m o d .(P ^ )  értünk ; a mely esetre 
vonatkozólag külön kiemelendő a következő fontos té te l :

III. Ha az (N1, . . . ,  N(g) osztórendszernek nem minden 
eleme = 0  (mod. (PiU) j és

( ..., M„ N j, . . . )  ~  ( . . ,  M i , N j ..) (mod. (P«)),
(/=1 ,..., h; i'=i,..., ; j=l , ..., g)

akkor az (.. ., M . . . )  osztórendszer tartalmazza  mod. (P ^ )

135

28*
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a (. . ., M.n . . . )  osztórendszert és ép úgy ( . . . ,  M .?,. . . )  az 
( . . . ,  M j,. . . )  osztórendszert.

Ha m ost már olyan formákat vizsgálunk, a melyeknek 
együtthatói az

[[1], a?!,. . . ,  x m] (mod. (PW))

tartományhoz tartoznak, akkor — mint m ár em lítettük - 
a III. fej. 5—8. §-ának Kronecker alaptételére vonatkozó fej
tegetései feltétlenül érvényesek maradnak, hacsak ismét az =  
jel helyébe a (P m odulusra vonatkozó congruentia jelö
lését teszszük ; e mellett csak arra kell ügyelnünk, hogy 
az x m határozatlanoknak így m egállapított jelentése
m iatt az ott használt betűk helyett a formák határozatla- 
nait most másképen, pl. z t , . . . ,  zrt-nel kell jelölnünk. Ép 
úgy lép m ost Q1?. . . ,  Q, az ott használt Pt , . . . ,  P, , . . . betűk 
helyébe, m inthogy ezek jelenleg a (P ^ )  osztórendszer ele
meit jelentik. Azután analógiában a III. fej. 6. §-ának elején 
kimondott tétellel Kronecker alaptételének következő, mesz- 
szeható általánosítását nyerjük :

IV. Legyenek

Fj=  2  z9i . . .  zgntl (mod. (P (A'))) (j=1 , 2 ,.... h)
( 9 )

a zí 1 . . . , z n határozatlanoknak olyan formái, a melyek 
mod. (P^l) különbözők a 0-tól és a melyeknek együtthatói 
az [[1J, X j, . . . ,  xm] (mod. P ^ )  pseudoboloid tartományhoz 
tartoznak ; e formák szorzata legyen

F=F1. . .  Fh= 2 C gz9 í. . .  z9nn (mod. ( P ^ ) ) ; 

legyen továbbá

h  olyan együttható szorzata, a mely közül mindegyik m ás
más formából van véve.

Akkor van a mennyiségeknek oly H1, . . . ,  Hv sorozata,
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a melyek az A ^ ,. . . ,  együtthatóknak oly raczionális és 
egész, homogén formái, a melyek különbözők mod. (P(fc)) 
a 0 -tó l; valam int a mennyiségeknek oly további so
rozata, a melyek a Cg mennyiségeknek raczionális és egész, 
homogén és lineáris formái úgy, hogy

H s Q i = Í ^ H a (mod.(/><*■•>)). ......V, (K)
(7 = 1

Minthogy m ost az [[1], x t , . . . ,  ccm] (mod. (P(fc))) tarto
mány teljes pseudoholoid tartomány, a III. fej. 8. §-ának 
további következtetései is alkalmazhatók és így azt talál
juk, hogy

Qi , . . . ) ~ ( C 1, . . . ,  Cg, . . . )  (mod. (P<*>)), 
azaz a (jQt , • • •, Qj, ■ ■ •) és (Cí , , . . ,  Cg, . . . )  form a-sorozatok  
legnagyobb közös osztója  mod. (P(k>) ugyanaz.

Kronecker alaptétele azonban még más irányban is bőví
tendő ; ha ugyanis a kérdéstételben, a mint az osztórend
szerek bevezetése után ez önként kínálkozik, a (0 1?. . . ,  Qt , ...)  
és (C1?. . . ,  Cg , . . . )  osztórendszerek bővebb értelem ben vett 
sequivalentiájáról azoknak szőkébb értelemben vett sequi- 
valentiájára m együnk át. Magától értetődik, hogy ekkor 
(C j,. . . ,  Cg, . ..)  tartalmazza 8 ( 0 ! , . . . ,  Qn • • •) osztórendszert, 
de megfordítva csak a következő, m egszorítása m ellett is 
alapvető tétel érvényes :

V. Mindig van olyan pozitív egész szám v , hogy

a (Ct , . . . ,  Cg, . . . )  osztórendszert mod. (P(fc)) tartalmazza.
E tétel helyessége közvetetlenűl kitűnik a (K) con- 

gruentiából, ha az e §-ban III. alatt adott tételt .alkal
mazzuk.

A.z Lfa formák jelentése szerint a ( . . . ,  Hs Qi,. ..)  osztó- 
rendszer tartalmazza mod. (P ^ )  a ( . . . ,  Hs Cg, . . .) osztórend
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szert és magától értetődik, hogy megfordítva ( . . . ,  Hs Cg, . . . )  
is tartalmazza ( . . . ,  Hs Qz, . .  .)-t. Mind a kettő azonban com- 
ponált rendszer és ha azokat mint a compositio tényezői
nek szorzatát írjuk fel, lesz

( . . . ,  Hs, . . Q „ . Hs, . . C g, . . . )  (mod ,(P<*>)).

Ebből pedig III. szerint közvetetlenűl kiadódik a kimon
dott tétel.

A reso lv en s form ák e lm é le te  mod. (PW).

6. §. Hogy valamely P \ , . . . ,  Fh form arendszer resolvens 
formájának a III. fej. 18. §-ában kifejtett elméletét pontosan 
és minden változtatás nélkül az [[1], x x, . . . ,  x m] (mod. (P ^ )) 
tartom ány formáira alkalmazhassuk, az F  formákat az 
x k+2 f - - i x m határozatlanoknak oly formáinak tekintjük, a 
melyeknek együtthatói az [[1], x x, . . . ,  x k , x .̂+1] (mod. (P(fc))) 
tartom ányhoz tartoznak. Minthogy e tartom ány végtelen 
sok nem congruens formát tartalmaz, mindig lesz akár
hány oly lineáris transform atio, melynek determinánsa = 1 ,
együtthatói az [[1], x t ....... x k , x k+1] (mod. (P ^ ))  pseudoho-
loid tartom ányhoz tartoznak és a melynek alkalmazása után 
akárhány F forma egyidőben az x k + 2 ....... x m határozatla
nokra nézve szabályossá válik.

Az analogia az idézett helyen egyedül tárgyalt k=  — 1 
esettel ekkor teljes lesz, hacsak figyelembe veszszük azt a 
körülményt, hogy a raczionális egész számok helyébe most 
az [[1], x x, . , . ,  x k , x k+1] (mod. (P ^))  tartom ány formái lépnek.

E mellett az az eset, midőn az F formák az x k+2, . . . ,  x m 
határozatlanokat egyáltalában nem tartalmazzák, mint külö
nösen egyszerű eset, elsőnek tárgyalandó. Jelöljük a formá
kat ekkor a következő módon :

f j ( x i ...........x k ' x k + 1 )  ( m ° d -  ( P (k)))•
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Ha f i , - • -if it  legnagyobb közös osztója mod. (P(fcl) pl.

az « /i, •. •, fh resolvens formája mod. (P^)» .
Ehhez m indjárt hozzácsatoljuk azt a megjegyzést, hogy a

(mod.(PW))
J- 1

congruentia megoldhatóságának kérdése, valamint eggik gyö
kének meghatározása, ha e congruentia egyáltalában meg
oldható, már itt intézhető el. (Ha k — — 1, akkor egyenlettel 
van dolgunk, a melyben az összes ism eretlenek együtthatói 
raczionális egész számok.)

Ama congruentia megoldhatóságának szükséges és ele
gendő feltétele

/ i , ) ~ l  (mod.(PM)),

a hol, a bővebb értelem ben vett sequivalentia jelét ( ~ )  hasz
náljuk, és így ( fx, .. •, f h) az f h formák legnagyobb
közös osztóját jelenti.

E feltétel szükséges voltát abból ismerjük fel, hogy 
f n  - ■ • i fh~ya  ̂ együtt I f j X j — 1-nek is oszthatónak kell lennie 
mod. (Plfcl) ama legnagyobb közös osztóval. Ez tehát az egy
ség osztója mod. (PM) és e szerint rv { (mod. (p(fc))).

Hogy e feltétel egyszersmind elegendő feltétel is, abból 
tűnik ki, hogy a következő reductio alapján valóban meg
oldáshoz jutunk.

Ha az egyik együttható, pl. f \  az x k+1 határozatlant 
egyáltalában nem tartalmazza, akkor, m inthogy hiszen fel
tételezhetjük, hogy az együtthatók különbözők mod. (P ^ )
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a zérustól, van egy könnyen m eghatározható g ( x 1, . . . ,  x k) 
forrna, a mely ismét különböző mod. (pW) a zérustól, és a 
melyre nézve f \g = l .  Ha g-vel szorzunk, ama congruentia 
a következő alakot veszi fel :

* 1 + 2 f j 9 X j= g  (mod. (P(*>)),
.7=2

a melynek általános megoldása
h

* i= 9  Jjí) tj - i (j~2> ...»/*)
7 =  2

a hol /2, . . . ,  /̂i tetszés szerinti formákat jelentenek.
(A /r=  — 1 kivételes esetnek, a midőn az együtthatók 

egyáltalában határozatlanokat nem tartalmaznak, a congru
entia «megoldott» alakja felel meg, a hol az egyik együtt
ható már 1-gyel egyenlő.)

Ha az összes együtthatók az x k+í határozatlant ta r
talmazzák és egyelőre a k — — 1 esetet kizárjuk, ekkor az 
egyik /-nek, pl. /j-nek x k+1-re vonatkozó foka nem nagyobb, 
mint bármely más fj-é. Ha azután :

Í j = f i 9 j + rj  (mod. (PW)),
a hol qj, ill. rj a közönséges osztási eljárásnál fellépő há
nyados, ill. maradék, akkor, m inthogy az osztást mod. (P ^ )  
végezzük, qj és í'j ism ét raczionális és egész formák ; de rj 
foka legalább is egy egységgel kisebb mint az / j-é, vagy 
pedig /^=0 (mod. (P^)).

A congruentiát azonban ezután az

A (*1+92*2-1------k 9 /i* /i)+ 2  0 '* /= ^  (mo^- (P ^ ))
7=2

alakban írhatjuk, a mely e szerint az

7=2
congruentiával együtt m egoldottnak tekinthető. Ámde az 
utóbbi congruentiában az együtthatók legnagyobb közös
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osztója
( /1» r2 i • • • i rh) ~  {fi  ̂ fzi • • ■ i fh) ^  1 

és, minthogy a feltevés szerint f \  nem = 1 , egyik r bizo
nyára különböző lesz a 0-tól. Ha f x-nek xfc+1-re vonatkozó 
foka /J volt, akkor e szerint a reductio e m ódszerének alkal
mazása révén legfölebb n lépés után oly congruentiához 
jutunk, a melyben egyik együttható xA.41-től független és 
így tehát annak megoldása közvetetlenűl felírható.

(Az elemi kivételes esetben, midőn k — — 1, az együtt
hal ók raczionális és egész számok és ekkor a kifejteti eljá
rással ezeknek nem fokát, hanem absolut értékét redukál
juk. Ha a legkisebb együttható — az előjel mellőzésével 
n volt, akkor legfölebb n lépés után oly egyenlethez jutunk, 
a melyben az egyik együttható ± 1  és így tehát annak meg
oldása ismét közvetetlenűl felírható.)

7. §. Hogy az Fx.......Fh formarendszer resolvens for
máját mod. (Plfc)) általánosságban felállíthassuk, ismételnünk 
kell a III. fej. 18. §-ának fejtegetéseit. Azok érvényességü
ket szóról szóra megtartják, hacsak ismét ((raczioná
lis és egész szám» helyett m indenütt azt m ondjuk: «az 
[[1], x x, . . . ,  x k , x k+í\ (mod. (P ^ ))  tartom ány raczionális és 
egész formája» és a congruentiák jelölésében az (Ft , F2, . . . )  
m odulusrendszert az (Ft , . . . ,  Fft, (P ^ ))  m odulusrendszerrel 
helyettesítjük. Végre a határozatlanok sorozata m ost nem 
•fj, . . . ,  x m , hanem x kJr2, • • • •> x m .

Ily módon ju tunk az Ft , . . . ,  Fh formarendszer

n o M . . .  D « 2  Cjr «VrSO (mod. Ft , . . . ,  Fh , (P « ))  (R)
7r—1

resolvens formájához mod. (p(fc)}, a hol D̂ r\  Cjr az 
[[1], x - j , . . . ,  x k+1] (mod.(P(fc)))

tartományhoz tartoznak, 0 <zr<^m—k — 2  és általánosságban 
D& az x s+k+2, . . . ,  x m határozatlanoknak e tartományból
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származó formája. D (vagy D ^)  az F1 , . . . , F h formáknak 
legnagyobb közös osztója mod.

E mellett feltételezhetjük, hogy a D formák az x k+2,.. . ,  x m 
határozatlanokra nézve mindannyian szabályosak ; mert ez 
elérhető, ha az F1 ^ . . .^ F h form arendszerre bizonyos isme
retes lineáris transform atiót alkalmazunk, a melynek együtt
hatói az [[1], x t , . . . ,  x k+1\ (mod. (P ^ ))  tartományhoz tartoz
nak. Az (P) congruentia különben m egtartja érvényességét 
akkor is, ha ezt a transform atiót nem alkalm azzuk; csak
hogy ekkor a D-k nem lesznek mindig szabályosak.

Ha az [[1], a ^ , . . . ,  x k , x k+í\ (mod. (P f̂ )) tartományhoz 
tartozó Cjr mennyiségek legnagyobb közös osztója mod. ( P ^ )  
a következő :

(mod.(P®)),
akkor a wjr mennyiségek úgy, a mint azt bebizonyítottuk, a 

kr
Cjr wJr= D (r+d (mod. (P^-))

Jr= 1

feltételnek megfelelőleg meghatározhatók, és evvel a fen- 
forgó esetre a

D D M  .. .  Z)(r)jD(r+1)^0 (mod. F í , Fh, (P(*))), ( R k)

egyszerűsített resolvens form át nyerjük.
Az így előállított kifejezés alapját szolgáltatja ama 

P-rendszerek vizsgálatának, a melyeket az (F1, . . . ,  Fh , (p(^))), 
vagy, a mi ugyanaz, (P1, . . . ,  Fh) és (P ^ )  tartalmaz. A nél
kül, hogy ezt az elm életet egész általánosságában kifejtenők, 
itt csak a mi czéljainkra szükséges tételeket akarjuk levezetni.

Magától értetődik, hogy minden P-rendszer, a melyet 
(P (/d) tartalmaz, ügy írható, hogy utolsó k -\-1 eleme egye
nesen megegyezzék a (P(fcl) elemeivel.

Az egyszerűsített resolvensforma már mostan vagy 
~1  (mod. (P (/ó)j, vagy pedig felbontható mod. (P(fcl) irredu-
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cibilis tényezőire ; legyen azután :
DDW . . .  . . .  E“s (mod. (p(fc))).

A keresett P-rendszerek bárm elyikét, minthogy törzs
rendszer, az E  formák valamelyike tartalmazza. Először is 
azt az esetet vizsgáljuk, midőn az E tényezők valamelyike 
az x k + 2 , . . . , x m határozatlanoknak oly i g a z i  formája, a 
melynek együtthatói az [fi], . . . ,  x^+1] (mod. (P ^ ))  tarto
mányhoz tartoznak.

Ekkor először is kitűnik, hogy a z  

E  (x k+ 2 i • • • i x m)
f o r m á b a n  x k + 2 ......x m h e l y é b e  a z  [fi], x t , . . . ,  xA+1] (mod. (P ^ ))
t a r t o m á n y  o l y a n  | fc+2, . . . , | m m e n n y i s é g e i  te h e tő k ,  h o g y  a z 

u tán
P ( | fr+2, . . . ,  | m)= 0  (mod. 7ik+1, (P (/c))).

a h o l  n k+1 a z  e m l í t e t t  t a r t o m á n y  o l y a n  i r r e d u e i b i l i s  f o r 

m á j a , a m e l y  k ü l ö n b ö z ő  a  t a r t o m á n y  b á r m i k é p e n  m e g a d o t t  

ti', ti", . . . ,  7FS1 i r r e d u e i b i l i s  f o r m á i t ó l .

Legyen a  az E formának az x k+2 , . . . , x m határozatla
noktól független tag ja* ; és írjuk, hogy

Xk+r—aTl' . . .7l^Zk+r . (r=z, ...» m-k)
Akkor

— E (a r í . .. n ^ z k+2, . . . ,  a n '. .. n® zm)

a z k+1, . . . ,  z m egyetlen értékére nézve sem mod. (PM) osztható 
valamelyik zr^-vel: mert ama kifejezés — mint közvetetle- 
nűl látható —

=  1 (mod. t6 1\  (PWj).

Most azonban e fejezet 4. §-a szerint a z m ennyisége
ket az [fi], x x, . . . ,  x k+1\ (mod. (P ^ ))  tartom ányból úgy vá

* Az a=rO eset, mint közvetetlenűl látható, egyszerű transför- 
matióval elkerülhető.
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laszthatjuk, hogy az

~ E ( a n ' . .. n ^ z k+2, . . . ,  a n '. .. 7i(s)zm) -  Cj

formák közűi egyetlen egy se tűnjék el mod. (P^')), a hol Cj 
egymás után az [[1], x 1, . . . ,  xA] (mod. (P ^ )) formái teljes mara
dékrendszerének minden elem étjelenti. Ebben az esetben tehát 
~  E(aTi'... 7i ^ z k + 2 1 . . . )  az x k+í, . . . ,  x m határozatlanoknak 
igazi formája és így oszthatónak kell lennie valamely a 
7r ' , . • •, 7ds'-től különböző irreducibilis ick + 1  formával. Állítá
sunk értelmében ugyanez érvényes tehát E-re nézve is.

Tegyük már m ost fel, hogy E-1 a resolvens forma 
tényezője tartalmazza úgy, hogy az az x fc+l+2, . . . ,  x m hatá
rozatlanoknak form ája; továbbá a n 1, . . . ,  sorozat tar
talmazza az összes irreducibilis formákat, a melyek (a III. fej.
18. §-ának jelölései szerint) az al jelölt formák legma
gasabb tagjainak együtthatóiban előfordúlnak. Akkor az 
épen levezetett tétel szerint

£ = ( ) (mod. x k + i + 2  <fA_ | . • •, x m 4 i , tia+1, (P^ f)).
Az itt álló m odulusrendszer P-rendszer, a melyben, ha 

i> 0 , az x k+z, . . . ,  x k+i+í határozatlanok még nem találnak 
alkalmazást,

Ha i =  0, tehát E  a D-nek, tehát az összes F-eknek is 
osztója, akkor e szerint van végtelen sok olyan (p(m))-rend
szer, a melyet az összes F-ek tartalmaznak.

Ha i;> 0  és E a osztója, tehát (ism ét a III. fej.
18. §-ának jelölése szerint) az Fjl\  F2‘V- ■ • formák legna
gyobb közös osztója mod. (P(fc)), akkor ez a forma mind 
=  0(mod. ^A-+i+2 -4+ 1+ 2 , • • ™k+1 , (P (k}))• E szerint
ugyané m odulusrendszerre vonatkozólag, van az F lz~d for
máknak olyan legnagyobb közös osztójuk, a mely egy és 
csak egy új x k + i + 1  határozatlant tartalmaz. Ha ennek egyik 
irreducibilis tényezőjét, pl. PA+I-+1-et választjuk, akkor min-
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den egyes F k’ P-re nézve is
^(z_1)=0  (mod. Pk+i+í, xA+í+2- | A.+I-+2, . . . ,  n k+1, (P<*>)). 

Minthogy ezen a módon visszafelé következtethetünk 
egészen az F  formákig, arra a fontos eredményre jutunk, 
hogy az

( F „ . . . , F h , (pW))

formarendszer, mihelyt a resolvens formában az xA+2, .. ., x m 
határozatlanok közül csak egy is valóban előfordul, végtelen 
sok m-\-l-edfokozata P-rendszert tarta lm az.

Ha másodszor a resolvens forma, tehát minden egyes 
E tényező is, az egyetlen xA+1 határozatlannak oly formája, 
a melynek együtthatói — mint az magától értetődik — az 
[[1], x1?. . . ,  xA] (mod. tartom ányhoz tartoznak, akkor

----(mod. (pWf)
és egyenesen mint Pk+1 írható. Ha tehát

(P < *+ »)^(p t.+1,(P(*>)),
akkor a keresett P-rendszereket az így m eghatározott

(F1 . . . . , F h , ( p ^ y ))
rendszerek egyikének kell tartalm aznia és viszont minden 
P-rendszer, a melyet ez a rendszer tartalmaz, tartalm aztatik 
( F , , . . . ,  Fh , (P(/cl)j-ben is. Evvel tehát meg van adva a prob
léma reductiója és ezt az eljárást legfölebb m - k - szór ismé
telve, azokat az m +l-edfokozatú  P-rendszereket, a melyeket 
(F1, . . . ,  Fh , (p(fe>)) tartalmaz, mint azokat a P-rendszereket 
nyerjük, a melyeket az

rendszerek bizonyos véges sorozata tartalmaz, hacsak a re
dukált rendszerek közt valahol nem áll be az első eset és 
így tehát végtelen sok olyan P-rendszer van, a mely. a fel
állított feltételeknek megfelel.

Ha ez egyszer sem történt meg, akkor végre minden 
F mint az x t , . . . , x m határozatlanoknak formája vagy = 0
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(mod. (P(,J?))), vagy pedig ~ 1  (mod. (P(m))). Ha ez áz utóbbi 
csak egy F-ről is állítható, akkor

( f i , - - - ,  Fh , (P(” )))~ l
és végre azokat az m-)-l-edfokozatú P-rendszereket, a me
lyeket (F1, . . . ,  Fh , (PM)) tartalmaz, a (P(mj  rendszereknek 
az a véges sorozata szolgáltatja, a melyekre nézve 

Fj=0 (mod. (P(ml).
Ha végre minden egyes (p(m))-re nézve

(fi, • • ■, pft,(p<m)))=ii.
akkor, m inthogy F j , . . . ,  F/,-nak valamely (P(,7,_1l)-re vett re
solvens formája bizonyos P(mJ-k hatványszorzatával sequi- 
valens, minden egyes kérdéses (p(m-1))-re nézve

(p ,....... p /,,( (p (m~i)) ) ^ i
és, ha ezen a módon tovább következtetünk visszafelé, végre 
azt találjuk, hogy

8. §. A resolvens forma mod. (P^)) elmélete már az itt 
kifejtett igen egyszerű tételek alapján is igen fontos követ
keztetésekre vezet. így a megelőzőből közvetetlen bebizo
nyítását nyerjük annak a tételnek, a melyet már a 2. §-ban 
említettünk, hogy t. i. az m -\-\-edfokozatú P-rendszerek az 
m határozatlan raczionális és egész form áinak tartományá
ban létező absolut törzsrendszerek összességét és csak ezeket 
szolgáltatják.

Ha ugyanis (F4, . . . ,  Ff) absolut törzsrendszer (a mely 
e szerint nem ~1), akkor az előadott fejtegetések szerint 
mindig nyerhető oly (P(mj  rendszer, a melyet (Fx, . . . ,  Fh) 
tartalmaz. Hogy tehát az utóbbi rendszer absolut törzsrend
szer lehessen, arra valóban szükséges, hogy

(p ,,- - - ,  p / , ) ^ ( p ,m')-
legyen.

Az előadott tételekből továbbá közvetetlenűl szárma
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zik annak a problém ának is megoldása, a melyet a lineáris 
diophantikus egyenletek arithm etikai elméletében második 
alapproblémának neveztünk és már a VII. fej. 1. §-ában a 
következőképen fogalmaztunk :

Eldöntendő , vájjon valamely
2 7 ^ = 1  (1)

alakú lineáris diophantikus egyenlet megoldható-e és ha meg
oldható, meghatározandó annak valamelyik megoldása.

A megvizsgálandó egyenletet a 
h

£  F / X i S l  ( m o d .  (PM))(2 )
Í= 1

congruentia alakjában írjuk, a mely csak formálisan általá
nosabb és, ha k =  — 1, az előbb felírt egyenletbe megy át. 
Ha ennek a congruentiának van megoldása, akkor fennáll az 

(F ,, • • • i í),) ~  1 (mod.(/>«))
sequivalentia, a mely közvetetlenűl annak szükséges és 
elegendő feltétele gyanánt tekintendő, hogy ama congru
entia megoldható legyen. Ekkor m indenek előtt szükséges, 
hogy , . .  ., Fh resolvens formája mod. (P ^ )  az egyetlen 
x k+i határozatlannak olyan formája legyen, a melynek 
együtthatói az [[1], a q , . . . ,  X/t.] (mod. (P^kj )  tartományból va
lók. Ha ama resolvens forma x^+1-et sem tartalmazza, akkor 
~1 (mod. (P(kj )  és, m iután azt bizonyos közvetetlenűl meg
határozható mennyiséggel megszoroztuk, oly mennyiségbe 
megy át, a mely =1 (mod. (PW)). A resolvens formának ki
számítása a kifejtett eljárás szerint azonban annak olyan 
előállítását is szolgáltatja, a mely az F-eknek ism eretes 
együtthatókkal ellátott lineáris formája és e szerint végre a 

IF iXí=  1 (mod. (PWj)
azonos congruentiát, azaz (2)-nek egy megoldását nyerjük.

Ha a resolvens forma az x k+í határozatlant tartal
mazza, akkor az
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~  P U' P Lk+i, i ' ' ' k+1 , s (mod. (p(fc))),

a hol minden egyes Pk+i,r alakja : x^r i -f—  Ekkor azonban 
egyszersmind

(F i. • • ■ ■ Fh, P& t' , • • ■ J f t , , s) ^  ( f , ........ífc) ^  1 (mod. (P ^)),
és így

(r ,, • • •, P/,, Pk+i,r)ä L (mod. 
m ert az oly absolut törzsrendszert, a melyet ez a rendszer 
tartalmaz, az (Ft , . . . ,  Ej,) rendszer is tartalmazza. Ez az 
sequivalentia azonban az

(P1, . . . , F „ ) ~ 1  (mod. P*+1>„  (/**>))
alakban is írható és evvel a (2) alatti problémának reduc- 
tióját szolgáltatja a

2 f jV i= l  (m od.(P((*+1))) (r-J(. . . , s) (3)
Í=1

congruentia problémájára, ha az itt mint m odulusrendszer 
szereplő P-rendszer jelölésére ezt a rövid jelképet használ
juk. Ha feltételezzük, hogy ennek a congruentiának elmé
lete már teljesen be van fejezve, akkor evvel megvan az 
eredeti probléma megoldása is. A (2) alatti congruentiának 
ugyanis, a mint azt épen m egm utattuk, csak akkor van 
megoldása, ha ugyanaz áll a (3) alatti congruentiákról is ; 
m ásrészt pedig, ha a (3) alatt álló minden egyes congruen
tiának egy-egy megoldása ismeretes, akkor (2)-nek egy meg
oldása közvetetlenűl előállítható.

A (3j-nak m egoldásait jellemezzék a következő azonos 
congruentiák :

2  FiP ir= l  ( m o d - Pk+ i, r , (P (fc))). (/•=!,. . . .  S)
1=1

h
— Fi Pir^T Pk+i, r —/'=1

1 (mod. (p(fc>)) (T = 1,...,S)

Ezeket a
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alakban is írhatjuk ; mert, ha a /í-k  adva vannak, Y f} ^ lV — 1- 
nek olyan előállítását, a mely (P ^ +^)  elemeinek homogén 
lineáris formája, a közönséges osztási eljárás is szolgáltatja.

Ha már mostan ezt az azonos congruentiát az ar-dik 
hatványra emeljük és kellő módon rendezzük, abból ismét 
bizonyos

i F i f a + P f c  v a/ = l  (mod. (PW)) ( r = i , s)
i=1

alakú azonos relácziót nyerünk és ha az azonos congruen- 
tiák e sorozatát egymással megszorozzuk és a szorzatot 
ismét kellő módon rendezzük, akkor nyerjük, hogy

(mod.(PW)).
1 =  1

A resolvens formának előállításából azonban még a további

pÄ . - - - pä i , . = 2 ^ m° d-(i>w))
í=i

azonos reláczio is származik és e szerint a keresett meg
oldást a

h

Y Ft (ja1- + /'•? /)=  1 (mod. (P(k}))
i=i

azonos congruentia szolgáltatja.
Evvel azonban az a feladat, a melyet «második alap

problémának» neveztünk, véges számú lépésben teljesen el 
van intézve ; hisz így 

h
Z F iX i= 1 (mod. (P(,n~d))
/=i

alakú congruentiák egy megoldásának m eghatározására ve
zettük ezt vissza ; azt pedig, hogy ilyen congruentiákna-k nem 
csupán csak egy, hanem általános megoldása is hogyan ha
tározható meg, már a 6. §-ban előadtuk.

A mi czéljainknak megfelelőleg különben elegendő az

•29Kimig, A lgebra i m en n yiségek .
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a megjegyzés, hogy az , . .  ., Fh formák legnagyobb közös 
osztója egészen elemi úton (Euklides módszere szerint) ha
tározható meg és, ha erről kitűnik, hogy (mod. (p(m~i)))7 
akkor ugyanaz az eljárás szolgáltat egy 

IF i l i= 1 (mod. (P(m~b))
relácziót is.

G en us-tartom ányok  m od. (_P(fc)).

9. §. Ha F (x t , Xi_x, . . . ,  Xj) olyan raczionális és egész 
forma, a mely x r t valóban tartalmazza és /> /c, akkor az 

F (xh Xj_t , . ,  íTj) =  0 (mod. (Plfci)) 
congruentia szóról szóra ugyanazokra a vizsgálatokra szol
gáltat alkalmat, a melyeket a IV. fejezetben a k = — 1 eset
nek megfelelőleg végeztünk.

Jelesen, ha F (x j, x t_ t , . . . ,  a^) irreducibilis mod. 
és xr re vonatkozólag n-edfokú, akkor teljesen úgy, mint a
IV. fej. 6. §-ában a

Go+G1“ +  H+ G„ - 'g ' ' - 1 (mod. (P<*>))

pseudoorthoid tartományhoz jutunk, a hol G0, . . . ,  Gn_ t , H 
az x í , . . . , x i _ 1 határozatlanoknak raczionális és egész for
mái «mod. (P ^ )»  és / /  nem =  ü(mod. (P^J)). E tartomány 
két mennyisége,

°M------\-Gn_ í a n ~ 1 , Gó+Gi«-)------f-G/,_1a ,J 1
// es IP

akkor és csak akkor «egyenlő», azaz congruens mod. (PM), ha 
H'Gi^HG'i (mod. (P^)). (í=0, i , ..., n-x)

E mennyiségek összeadását és szorzását az algebra 
közönséges törvényei szerint hajtjuk végre, utasítva még 
arra, hogy eí-nak n-dik és ennél magasabb hatványai az 
eredményből az

F(a, x t_ t ,. . . ,  Xj) =  0 (mod. (PM))
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azonos reláczió segítségével eltávolítandók. Magától érte
tődik, hogy ennek az u tasításnak értelme az, hogy az új 
tartományban er az F=  0 (mod. (pW)) congruentia gyöke.

Az új tartom ány rövid jellem zésére azt mondjuk, hogy 
«(/—l)(m od. (P(fc)))-ból az F = 0  (mod. (P(fc))) congruentia egyik 
gyökének adjunctiója révén származik» és jelölésére szol
gáljon

((/-1 ) , or) (mod. (P(fc))),

a hol az [[1], x 1, . . . ,  orthoid tartom ány jelölésére az
(/—1) rövidített jelölést vezettük be ; e tartom ány mennyi
ségei absolut algebrai m ennyiségek «mod. (P ^)» .

Az ((/—1),«) (mod. (P ^ ))  tartom ány a IV. fej. 7. §-ában 
kifejtett értelemben a «legkisebb» pseudoorthoid tartomány, 
a melyben az F (z )= 0 (mod. (P(fe))) congruentiának van gyöke.

Teljes analógiában a IV. fej. 10. §-ának fejtegetéseivel 
megszerkeszthetjük azt a «GALOis-féle tartom ányt mod. (P(fc))» 
is, a melyben az F(z) = 0 congruentiának pontosan ugyan
annyi gyöke van, m int a hány egységet tartalmaz x r re vo
natkozó foka. Ép úgy (m int a IV. fej. 14. és 15. §-ában) 
nyerjük azután az (/—1) tartományból származó genus-tarto
mányokat mod. (P ^ ) , ezeknek conjugált tartom ányait és az 
ott felsorolt ide vonatkozó egyes tételeket.

Valamely ( (/-1 ) , er) (mod. (P ^ ))  genus-tartományból 
származó formának tényezőkre való felbontása ism ét ugyan
azokat a törvényeket és szabályokat követi, a melyeket a
IV. fej. 16. §-ában a legegyszerűbb esetre, midőn k = — 1, már 
kifejtettünk. Végre teljes analógiában a IV. fej. 19. §-ában elő
adottakkal belátjuk, hogy az ((/— 1), er) (mod. (P ^ ))  tarto
mányból származó genus-tartom ányok azonosak az. (/—1) 
(mod. (P(G)) tartom ányból származó ((/— 1), ß) (mod. (P ^))  
genus-tartományokkal.

Ha l= k -(-1 és k > — 1, akkor a ((/<•), or) (mod. (P (/d)) tar
2 9 *
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tömény csak véges számmal tartalmaz m ennyiségeket; az 
így értelm ezett algebrai mennyiségek, ha k —0, egyszerűen 
azok a képzetes mennyiségek, a melyeket Galois vezetett 
be a számelméletbe. Ez az eset, a melyre nézve egyes téte
lek állításai m ódosítandók volnának, e könyv további fejte
getéseiben nem nyer a lkalm azást; a következőkben azonban 
mindig feltételezzük, hogy l ^ k - \ - 2.

Legyenek már most
0 j  ( z 1 , z 2 , . . . ,  Zj), (7=1........r)

a zt , . . . , z r határozatlanoknak olyan igazi formái, a melyek
nek együtthatói az [[1], x 1 ....... arj (mod. (P ^ ))  tartományhoz
tartoznak, zj legm agasabb hatványának együtthatója 0 j-ben  
pedig ugyané tartományhoz tartozzék és legyen s>k~\-1. 
Tételezzük fel továbbá, hogy irreducibilis mod. (P(fcl ) ; a 
$!=() egyik gyökének adjunctiója révén származó genus- 
tartom ány legyen ((s), a fj (mod. (P(*l)) és e tartományban 
legyen ismét 0 2 (a í , z2) irreducibilis m od.(PM ); a @2 (a t , z2)=() 
congruentia egyik gyökének adjunctiója révén származzék 
az ((s), a 1, a 2) (mod. (P(fcl)) genus-tartom ány ; ezt így tovább 
folytatva végre @r (c q ,. . . ,  ar_ t , zr)-hez jutunk, a mely az 
((s), a t , . . . ,  ofr_1j (mod. (P(fcl)) tartományban irreducibilisnek
veendő és azután végre a @T(cct ....... a r_ 1? zr) = 0 congruentia
egyik gyökének adjunctiója révén származzék az

((s), a 1, . . . ,  ar) (mod. (P{k)))
tartomány.

Ha most már W a z1, . . . , z r határozatlanoknak olyan 
formája, a melynek együtthatói az [[1], x t , . . . ,  xsJ tartomány
ból valók, akkor a közönséges osztási eljárás segítségével 
olyan

G W= IA j Qj+R  (mod. (p(*)))

reláczióhoz juthatunk, a melyben G az rr-eknek oly raczionális 
és egész formája, a mely különböző mod. (PM) a 0-tól és R a
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z-knek olyan formája, a melynek Zj-re vonatkozó foka leg- 
fölebb ríj — 1, ha @j-nek Zj-re vonatkozó foka ríj. Az a  meny- 
nyiségek értelmezése szerint

R ( a í , . . . , a r) (mod. (P(*>))
akkor és csak akkor zérus, ha az R (zt , . . . ,  zr) forma mod. (P(fcl) 
eltűnik és ez csak akkor történik, ha

W(ccí , . . . ,  ar) =  0 (mod. (P ^ )).
Ebben az esetben tehát egyszersmind 

GW= 0 (mod. 0 T, (PW)).
Ha ezt az eredm ényt kapcsolatba hozzuk a VII. fej.

7. §-ának eredményével végre a következő tételt nyerjük :
I. Ha valamely olyan form a, a melyre nézve 

¥ (a1, . . ., aj) =  0 (mod. (P^))j, akkor van az x-eknek olyan 
meyhatározott raczionális és egész form ája K, a mely kü
lönböző mod. (P(fc)) a 0-tói és a melyre nézve 

KW= 0 (mod. (P<*>)).
E mellett még teljesen úgy, m int az idézett helyen, belát
ható, hogy a K formát véges számú lépésben m eghatároz
hatjuk, ha a

IFiXi =  0 (mod. (PW))

homogén lineáris congruentia általános megoldása az 
[[1], Zj , . . . ,  zr , x í l . . . ,  xj\ tartom ányban ismeretes.

E m ellett még megjegyzendő a következő: Ha cpj a 
Zj legmagasabb hatványának együtthatója 0j-ben, akkor K 
minden esetre csak azokat az x  határozatlanokat tarta l
mazza, a melyek (px, . . ., (pr-ben valóban előfordulnak.

Ha azonban m ásodszor W(at , ..., aj) nem = 0  (mod. (P^)), 
tehát R (ax, . . . ,  aj) is különböző a 0-tól, akkor m eghatá
rozhatjuk az ((s), a x, . .  ., aj) tartom ány oly második meny- 
nyiségét, a melynek alakja ép olyan m int az R-é úgy, hogy 

S (ax, . . . ,  aj) R ( « ! , . • • , a j) = 1 (mod. (P ^ )) 
legyen és így



GS (a í , . . . ,  a r) W{at ar) — 1 = 0  (mod. P^)).
E mellett S nevezője az x17. x s határozatlanoknak olyan 
raczionális és egész formája, a mely különböző mod.(P^) 
a 0-tól. Ha evvel a nevezővel és az előbb meghatározott 
K formával szorzunk, e második esetnek megfelelő követ
kező tételt nyerjük :

II. Ha W(oĉ , . . ., aj) nem = 0  (mod. (P^'))j, akkor van 
az x-eknek és z-knek egy másik raczionális és egész fo r 
mája X és az x-eknek oly raczionális és egész form ája H, 
hogy mind a kettő különböző mod. (P'kj  a 0-tói, továbbá 
pedig olyan tulajdonságú , hogy

*FX=H (mod. , . . . ,  @ri (p(fc))j.
Az X és H formák meghatározása az előbb említett diophan- 
tikus problémával együtt ismét el van intézve.

A h om ogén  lin eár is  d iop h an tik u s e g y e n le t  arithm e- 
tikai m egoldása . A red u ctio  elvei.

10. §. Most már rendelkezésünkre állanak az összes 
segédeszközök arra, hogy a SFjXj—0 egyenlet megoldását 
az [[1], x1?.. ., xm] tartományban teljesen elintézhessük. Ez 
oly általános módszer szerint történik, a melylyel az 
[Pl. Xj, . . . ,  xm] tartományban tárgyalandó problémát vissza
vezetjük a hasonló problémára az [[1], x x, . . . ,  xm_1] tarto
mányban. Magától értetődik, hogy a feladat általánossága 
mellett e reductio nem lehet valami különösen egyszerű. 
A tárgyalásban az m— 1 és m—2 esetek, a melyek bizonyos 
tekintetben elemieknek mondhatók, különös helyzetet fog
lalnak el, a melyre alkalom adtán még reámutatunk.

A problémát elejétől fogva mint a 
XFjXj= 0  (mod. (PW))

congruentia megoldását fogalmazhatjuk, a mely csupán

4 5 4  V I I I .  A L I N .  D I O P H .  P R O B L É M Á K  A R I T H M E T I K A I  E L M É L E T E .  10. §.
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csak formálisan általánosabb a XFjXj—0 egyenletnél; és, ha 
k = — 1, egyenesen ebbe megy át.

A k = m  és k = m —l esetek egész elemi módon intéz
hetők el.

Ha k —m , először is lehetséges, hogy az összes együtt
hatók =  0 (mod. (P(m))) és ekkor az X formák egyáltalában 
semmiféle további m egszorításnak nincsenek alávetve. Ha 
pedig nem evvel az esettel van dolgunk, tehát pl. Ft nem 
= 0  (mod. ( P ^ ) ) ,  akkor m eghatározható olyan G forma, a 
melyre nézve

GF̂  =  1 (mod. (p(ml)) ;

ha ezután az adott congruentiát G-vel megszorozzuk, az az 
h

X ^ Z G F j X j ^ 0 (mod. (P(m>)), 
j = 2

congruentiába megy át, a melynek megoldása közvetetlenűl 
felírható.

Ha k —m —1, ism ét csak azt az esetet kell vizsgálnunk, 
midőn nem minden együttható = 0  (mod. P(m_1l). (Ha m = 0, 
ez annyit jelent, hogy nem tűnnek el az összes együtthatók.) 
Eltávolíthatjuk továbbá az F-eknek legnagyobb közös osztó
já t mod. (p(m_1)); ha ezután az együtthatók közűi az egyik 
=  ± 1 , akkor nyilvánvaló, hogy a congruentia általános 
megoldása már is megvan. Az ellenkező esetben legyen Ft 
mod. (pím -1)) irreducibilis tényezőire felbontva :

F í = t z í  tt2 . . . (mod. (p (m-d )) .

Akkor az F  formák közűi egyik, pl. Fh nem lesz mod. (p(m-1))
osztható 77^-gyel; m ásrészt pedig 

h
2 FjXj=0  (mod. 7it , (P(m_l))). 

j'=2
Közvetetlenűl belátható, hogy az itt alkalmazott m odulus
rendszer m-|-l-edfokozatú P-rendszer, Fh pedig e m odulus
rendszerre nézve nem =0. Könnyen meghatározható tehát
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olyan G forma, a melyre nézve

GFh~ — 1 (mod. 7ÍJ,
és így tehát

Xh=2FjGXj(mod. ti, ,  (P('"-»)),
j= 2

vagy pedig

^ ^ sV jG A ij+ T r ,) ',  (mod. (P<“  -D)).
J= 2

Az adott congruentia tehát átmegy a következőbe :
h—i

Fi x í +  2  Ej (F,, G+ 1) Ay+ 71X Yt = 0  (mod. (p(m-i))). 
j =2

Ebben az összes együtthatók Tz^-gyel oszthatók ; ez az osztó 
tehát eltávolítható és így congruentiánk az 

F h ~ 1 F, G + l
—  ^ 1 + 2  ^  X-+ Fh \ \ = 0  (mod. (p(™-d))
7l1 j —2

congruentiával együtt m egoldottnak tekinthető. Most azon
ban Ft helyett Xt együtthatója ~  lett, és így tehát véges 
számú lépésben olyan congruentiához jutunk, a melyben Xt 
együtthatója + 1  és evvel megvan feladatunk általános meg
oldása.

Ha m =0, akkor ez egyszerűen a 2ctj Xj= 0  diophantikus 
egyenlet megoldása [l]-ben.

Feladatunk tehát általánosan meg van oldva, ha azt 
m-ről m—1-re tudjuk redukálni. E m ellett minden lineáris 
diophantikus rendszer megoldása az [[1], x t , . . . ,  xm_1] tarto
mányban elintézettnek tekinthető, mert a második alapproblé
mát, t. i. SFj Xx—1 egyik megoldásának m eghatározását, ha 
ilyen egyáltalában létezik, előbb már teljesen elvégeztük.

11. §. Az [(!], Xj , . . . ,  x^,] tartományban a
h

£  FjXj= 0 (mod. (PW)) 
j =i

congruentia elmélete he van fejezve, ha k —m, vagy A'=/u— 1.
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Ugyanaz áll akkor is, ha k c m — 1 és az együtthatók az 
x k+1, . . . ,  x m határozatlanok egyikét, pl. x m-et nem tartal
mazzák

Ha ebben az esetben az Xj .(y=l, . . . ,  h) ismeretlennek 
az x m hatványai szerint rendezett alakja

Xj—Xj0+Xji x m 4 (- Xjr x ]m 4 ,
akkor

XFjXjr= 0 (mod. (PW))

és ebből — minthogy hiszen csak az [[1], x r , . .  ., xm_1] tar
tományban megoldandó problémával van dolgunk —

* j r = 2  GjsUrs (mod. (PW)),
(*)

a hol a G-k az x t , . . . ,  x m_t határozatlanoknak adott, az r-től 
független, az Urs-ek pedig ugyanezen határozatlanoknak tet
szés szerinti raczionális és egész formái. Ez a mi esetünk
ben a megfelelő

X j= 2 G j,V ,(m o d  .(P<«))
(s)

általános m egoldást szolgáltatja, a hol tehát

v — y u x r
(r)

az x x, . . . , x m határozatlanoknak tetszés szerinti formája.
Az a specziális probléma, a mely mindazoknak a fo r

máknak meghatározását követeli, a melyek a 
h

2 ,FjXj = 0  (mod.(PW))
J=i

congruentiát kielégítik és a melyeknek x m-re vonatkozó foka  
nem lépi túl az n-1, m ost már szintén m egoldottnak tekint
hető. Ha ugyanis az fj-ket és az Xj ism eretleneket is az x m 
hatványai szerint rendezzük, akkor m ost szükségképen 
SFjXj-ben x m minden egyes hatványának együtthatója külön 
eeO (mod. (P(fcl)j és ez a homogén lineáris diophantikus egyen
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letek olyan rendszerét szolgáltatja az [[1|, x l t . . . ,  .xín_1] tar
tományban, a melyben az ism eretlenek az

X j = Í x jr x rm
r=o

-ben szereplő Xjr formák.
Végűi mint olyan egyenletet, a melynek megoldása 

közvetetlenűl felírható, még megem lítjük a
P /7 7 + 1 ^777 +  1 +  P m  H-------------V o = 0

egyenletet, a melynek együtthatói m-)-l-ed fokozatú P-rend- 
szert alkotnak.

Minthogy Pm + 1  Xm+Í =  0 (mod. (PM )) és Pm+i nem 
= 0  (mod. (P(;̂ )), azért

Xm+1 =  P -----l~Pi ^ i F P o ^ o  («)
és evvel az egyenlet álmegy a következőbe :

P / n  ( ^ m + P / í H  i  P 777)  H ------------h  P i  ( ^ 1  +  P / n + i  P t ) + P o  C ^ o + P / n + i  P o )  “  0 ,

a melyből ismét

x m+ Pm+1 um= p m_ 1 u £ l 1+ - +  (b)
származik. Ebből pedig következik, hogy

P / 7 1 - 1  ( ^ Í I I - 1  +  PT77 +  1 P j 7 7 - 1  +  P/77 P / 7 7 - l ) H  H

+  Po (̂ O +  P/77+l Po +  P/77 Pq̂ ) —d
es

7̂77-1 +  P 77I + I  P / 7 1 - 1  +  P 777 P / 7 1 - 1  —  P/77-2 P/77- 2  H----- P P o  P«)̂  (C)
s í. t. Közvetetlenűl belátható, hogy az ismeretleneknek ez 
a szükséges alakja mindig egyszersmind elegendő is arra, 
hogy az adott egyenletnek megoldását szolgáltassa.

Az általános módszer kifejtésére még a következő meg
jegyzés is lényeges. A 

h
y  FjXj= 0 (mod. (P (/d))

7=i
congruentia, ha a bal oldalon álló tagokat tetszés szerinti 
két részre választjuk szét, még a következő módon is írható :
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bt h"
2  Ff X 'f +  2  Fj" xj" = ö  (mod. (P ^j), (bt+ht>=h), (1) 

j ’= i  / ' = i
és általános megoldása term észetesen a

2  Ff Xj, = 0  (mod. F " , . . . ,  Ff,, (p(k)j) (2)
/ = i

congruentia általános m egoldását is szolgáltatja, m ert ekkor 
csak a X" ism eretleneknek értékeit mellőzzük.

Ennek m egfordítottja csak specziális esetekben érvé
nyes. Minden esetre szükséges, hogy a X ' ism eretlenek 
(l)-ben a (2)-ből származó

*> =  2  Gf s Us (mod. F i ', . . . ,  Fii,, (P{k))) (3)
(s)

alakot vegyék fel és, m inthogy ezek az Í7S formák bármely 
választása m ellett (2)-nek egyik m egoldását szolgáltatják, 
ismét szükséges, hogy a (3)-ból vett értékek behelyettesí
tése révén származó

ZFj',Xj, =  Z H sUs
j' = 1 (s)

kifejezésben előfordúló minden Hs-re nézve
H ,=  0 (mod. Fi',. . . .  ( ))

legyen. Ha az ennek megfelelő

Hs= Z A f ,sFj',, (mod.(PW)) (4)
/ '= i

előállítások egyikét ismerjük, akkor (2)-nek megoldása után
az (1) alatti congruentia a következőbe megy á t : 

h"
2 F Jl,(X$,+Af ,í U1 +Ar t Ut + -~ )= 0  (mod (5)

/ '  = 1
E  szerint az (1) alatti congruentia a kővetkező két eset

ben teljesen pótolható a (2)-vel; még pedig először, ha h" =  1 
és másodszor, ha a F" form ák az x k+2 , . . . , x m határozat
lanoknak eggikét, p/. x m-et nem tartalmazzák.

Az első esetben a (4)-ben és (5)-ben felállított felada-
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tok megoldása közvetetlenűl m egvan; a második esetben 
pedig az [[1 ], £Cm_ J  tartom ányban megoldandó lineá
ris diophantikus problémákkal van dolgunk.

12. §. Az eddigi fejtegetések a
h

Z F j X j = 0 (mod. (P(*>))
7=1

congruentia általános m egoldását szolgáltatták a /c=m és 
k = m — 1  esetekben ; az általános megoldás tehát mindig elő
állítható, ha a problém át ép oly congruentiára mod. (p(fc+J)) 
tudjuk visszavezetni. Ezt teszszük a következőkben.

A kitűzött czélt legegyszerűbben akkor érjük el, ha 
az együtthatók közűi az egyik csak az x t , . . . ,  x k , x k + 1  ha
tározatlanokat tartalmazza. A congruentia ekkor a 

0 (á+i) y_f_Gt Z t -\— = 0  (mod. (pW)) 
alakban írható, a hol (p(k+1'> az x t , . . . ,  x k + 1  határozatlanok
nak olyan raczionális és egész formája, a mely különböző 
mod. (PM) a 0 -tól.

Ha már mostan $(fc+1) ^ l  (mod. (P ^ )), tehát 
if0 (k+i ) = _ i  (mod.(P (fc))), 

akkor közvetetlenűl találjuk, hogy
Yee WG1 Z t + • • • (mod. (P(*>)).

Abban az esetben, midőn <fik+1) nem ~ 1  (mod. (P ^ )) 
^(á-+i) felbontható mod. (p(fct) irreducibilis tényezőire. Legyen 
e felbontás

@(k+1)= 7it n 2. . .  (mod. (p(fcl)), 

akkor a congruentia a

Tij (tt2. . . Y ) + G 1 Z 1+ ---= 0  (mod. (PW)) 

alakban írható. E szerint

Z4-|—  = 0  (mod. 7TJ, (P^)).

Az itt fellépő m odulusrendszer egyenesen /c-)-l-edfokozatú 
P-rendszer úgy. hogy ennek a congruentiának általános
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megoldása ism eretesnek vehető. E megoldás a következő
ket szolgáltatja :

Zi= ^ l Hu üa+ n 1 Yi ((mod. (P(fc>)),
(*)es

7 i2 . . . Y = Z  KsUs+ Z  Gi Yt (mod. (P ^)).
(S) (i)

Ennek az utóbbi congruentiának megoldása az t/-knak és 
Y-nak specziális alakját szolgáltatja és evvel együtt a Z-két 

is. A most megoldandó congruentiában azonban az Y együtt

hatója már csak , és így tehát véges számú lépésben

jutunk a R-----  = 1  (mod. (P ^ ))  együtthatóhoz, azaz a fel

állított feladat végleges megoldásához.
13. §. Á ltalánosságban legyen az adott congruentiában 

egy olyan együttható, a mely az x t , . . . , x k határozatlano
kon kívül még csak az x k + 1 , . . . ,  x t határozatlanokat ta r
talmazza, a hol /> /c + l .  Ha ezt az esetet arra az esetre re
dukáljuk, midőn egyik együttható az x ±, . . . , x k határozat
lanokon kívül még csak az x k + í , . . . ,  Xi_t határozatlanokat 
tartalmazza, akkor véges számú lépésben olyan congruen- 
tiához jutunk, a melynek megoldása már ismeretes, azaz 
így a felállított probléma általános m egoldását nyerjük.

E m ellett elegendő, ha feltételezzük, hogy ama 
0 ® (x1, . . . ,  xj) együttható mod. (P ^ )  irreducibilis. Az az eset, 
midőn 0 ® több mod. (pW) irreducibilis tényező szorzata, 
teljesen elintézhető az előbbi § végén alkalmazott módszer 
szerint.

Feltételezhetjük továbbá, hogy az adott congruentiá
ban, a melyet m ost a

0 Ü Y+ G1 Zj +  G2 Z2+  • • • = 0  (mod. (P(*))) 
alakban írunk, egyetlen G együttható sem osztható 0 ^-ve\ 
mod. (P(*)). Ha pl.
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Gí =  (p^H1 (mod. (pW)) 
volna, akkor a congruentiát a

0 {l) ( Y-\~HÍ Zt)+ G 2 Z2 +  • • • = 0  (mod. (P(*>)) 
alakban írhatnék, a melynek általános megoldása az

7 + / / 1Z1= Y 1
helyettesítés után a

0 (Z,yi + G 2Z2+ .. .= O  (mod. (p(*))) 
congruentia általános megoldásával együtt megvan. Az utóbbi 
congruentiából azonban az a tag, a melynek együtthatója 
0^-vel oszható, kiesett.

A tervezett reductio közvetetlenűl elvégezhető, ha az 
adott congruentiában még egy második olyan együttható is 
előfordul, a mely csupán csak az x x, . . . ,  . . . ,  xz határo
zatlanokat tartalmazza. A congruentia ekkor a

0 (Dyi +  ff(DF2+ G x Zx-\— = 0  (mod. (P(*>))

alakban is írható, vagy pedig (a 11. § utolsó megjegyzése 
szerint) a

^ F 2+ G 1Z1+ -- -= 0  (mod. 0®, (P(*)))
alakban.

Minthogy mod. (pW)  irreducibilis és W® mod. (pW) 
nem osztható a W® és formák Xi szerint vett re-
sultánsa,

Q =  jU0 ®-\-VW^

nem lesz = 0  mod. (p(*)} és magától értetődik, hogy x r t nem 
tartalmazza. Minthogy továbbá v  mod. (PW) nem osztható 
0^-vel és 0 ^  irreducibilis, ama congruentia a

v ( W® Y2 -\-Gt Z, +  ■ • •)=0 (mod. 0 ®, (pW)), 
vagy végre a

Yg-f-j/GjZjd— = 0  (mod. (PW)) 
alakban írható, a hol a p együttható már csak az x t , .. 
határozatlanokat tartalmazza. Abban az esetben, midőn 7=1, 
(j a 0-tól különböző raczionális és egész szám.
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Evvel már most a homogén lineáris diophantikus egyen
let problémája az [[1], a^] tartományban teljesen el van intézve.

E tartom ányban az ism eretleneknek együtthatói egy 
határozatlannak raczionális és egész formái. Az épen tár
gyalt reductio az egyenlet m egoldását olyan egyenlet meg
oldására vezeti vissza, a melyben az egyik együttható raczio
nális és egész szám. (Az FX=  0 triviális esetet, a melyből 
A=0 következik, mellőztük.)

A 12. §. szerint a probléma m egoldására m ár csak bi
zonyos

(mod. p)

congruentiáknak az [[1], x 1] tartom ányban való megoldása 
szükséges, a hol p term észetes lörzsszám ot jelent. Itt A=0, 
m—1; tehát olyan esettel van dolgunk, a melynek megoldá
sát már a 10. §-ban adtuk.

14. §. A reductio további menete m ost már a követ
kező. Jelenleg olyan

2FjXj= 0 (mod. 0®, (pW)) (I)
congruentiával van dolgunk, a melyben 0 ® az x t , . . . ,  hatá
rozatlanoknak raczionális és egész formája, a mely mod. (pW)  
irreducibilis, továbbá />Ä-|-1 és végre egyetlen Fj együtt
ható sem osztható 0 ^ -Vel mod. (PW).

E m ellett azonban feltehető az is, hogy le m .  Arra az 
esetre, midőn l= m  és az x m határozatlan az összes Fj együtt
hatókban valóban előfordúl, a reductiót /=  m-ről l—m — 1-re 
épen előbb végeztük el. Ha azonban pl. Ft oly forma, a 
mely x m-ei nem tartalmazza, akkor ez a forma, ill. egyik 
irreducibilis tényezője veendő 0 ^-nek  és azután csakugyan 
ismét le m .  ■

Az az eset, midőn az x m határozatlan egyetlen P-ben 
sem fordul elő, a 11. § szerint szerint szintén elintézettnek 
tekinthető.
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Ha egy F  az x m határozatlant tartalmazza, míg az ösz- 
szes többi együttható = 0  (mod. &l\  (P ^ )), akkor az 

F X+ 0 ®Y=  0 (mod. (P ^ ))
congruentiával van dolgunk, a melyet a később külön tár
gyalandó singuláris esetek sorozatába teszünk át.

Ha van olyan F, a mely xm-et nem tartalmazza, a con
gruentia a

SGjYj= ü  (mod. p, 0 ®, (pW)) (II)

alakban is írható, a hol az x t , . . . ,  x m_í olyan raczionális 
és egész formáját jelenti, a melyről magától értetődik, hogy 
mod. (pW) nem osztható

Vegyük föl végre, hogy az összes F-ek tartalmazzák 
az x m határozatlant és legyen pl. F^nek ír;j,-re vonatkozó 
foka, v  a legalacsonyabb. Akkor a közönséges osztási eljá
rás olyan

WFj ^ Q j F.+Rj (mod,(P « ))

relácziókat szolgáltat, a melyekben Py-nek x m-re vonatkozó 
foka legfölebb ?/—1 és Waz Fj-ben x vm mellett álló együttható
nak valamely hatványa és így tehát különböző mod. (0 ®, (p(*))) 
a 0-tól. Az adott congruentia tehát a következőbe megy á t :

P1( M 1+ 0 2A2+ - ) + f i 2A2+ - - = 0  (mod. (P<»)),
a hol, ha *FX1 Jr Q2 X2-\----- 1 új ism eretlennek tekintjük, az F,
együtthatónak x m-re vonatkozó foka a legmagasabb. E re
ductio ismétlése azonban véges számú lépésben vagy a már 
előbb em lített singuláris esetre vezet, vagy pedig olyan 
congruentiára, a melynek alakja a (Il)-ével megegyező és 
a közben megoldandó congruentiák alakja a következő :

PX1 +  Q , X t + - = 2 H , U . (mod. 0 V>, (P<*>)).
E szerint a singuláris eset kivételével az (I) alatti con

gruentia általános megoldását a (II) alatti congruentia álta
lános megoldására vezettük vissza.

Evvel azonban a homogén lineáris diophantikas egyen-
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let megoldása az [[1 ], x 1, x 2] tartományban teljesen el van 
intézve.

Ebben az esetben a jelen § elején előadott fejtegeté
sek szerint / > 0  és / < 2 ; tehát / = 1 . A (II) alatti congruen- 
tiában W és 0 ® az egyetlen x t határozatlannak formái. A 13. § 
szerint e probléma bizonyos homogén lineáris congruentiára 
(mod. p) redukálható, a mely az ott kifejtett módszer szerint 
teljesen megoldható. Ha az összes együtthatók mind a két 
határozatlant, x t-et és a:2-t tartalmazzák, akkor az épen ki
fejtett módszer szerint vagy a singuláris esetre, vagy pedig 
olyan congruentiához ju tunk, a melynek alakja a (Il)-ével 
megegyező és teljes megoldása a 13. § szerint ismeretes. 
A singuláris eset vagy

FA + 0W y=  0,
a hol feltételezhető, hogy F és 0 h)_nek az i_től különböző 
közös osztója nincsen ; és így tehát

X = 0 ^U , Y=  — FU
általános m egoldása közvetetlenűl felírható ; vagy pedig 

FX-\-0 ^ Y =  0 (mod.p).
Ez a congruentia is közvetetlenűl megoldható. Megoldása 
nyilvánvaló, ha vagy 1 % vagy 0 ^ = 0  (mod.//). Ha azonban e 
formák közül egyik sem = 0  (mod./)), akkor F  és 0 ^) legna
gyobb közös osztóját mod. p ismét eltávolíthatjuk és azután az 

X = 0 ^U , Y= -  FU (mod. p) 
általános m egoldást nyerjük.

Az á lta lános eset.

15. §. A  (II) congruentia továbbá a
XGj Yj=0 (mod. 0'm~1\  0 ®, (pW)) (III)

congruentiával pótolható , a hol (0 (,n_1))^=^  oly formed jelent, a 
mely a 0 - ^ = 0  (mod. (P ^ ))  congruentia e g y i k  Xi=at gyökének

König, Algebrai mennyiségek. 30
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adjunctiója révén származó ((/—1), «/) (mod. (P^))) genus
tartományban irreducibilis, az x m _ 1 határozatlant valóban 
tartalmazza és a melyben x m _ 1 legmagasabb hatványának 
együtthatója az x 1, . . határozatlanoknak olyan raczi-
onális és egész form ája , a mely mod. (PM) a 0 -tól különböző 

Hogy (II) miképen redukálható (IH)-ra, most köze
lebbről kifejtendő. E czélból (ll)-t a

VY+ 2G jYj= 0 (mod. ( ß ,  (P(*))) (11a)
alakban írjuk, ^ legalább  is egyet tartalm az az x í+1, .. ., x m_x 
határozatlanok közűi; m ert különben már megoldott problémá
val van dolgunk. A 0 ^ = 0  (mod. (pW)) congruentia egyik ;rz=orz 
gyökének adjunctiója révén származó ((/— 1), a z) (mod. (P ^ )) 
genus-tartom ányban (JF)x=a nem tűnhetik el, mert külön
ben W mod. (pW) osztható volna 0 ^-we 1.

Ha továbbá (W)Xi=a valóban az x;+1, . . . ,  x m _ 1 határo
zatlanok egyikét sem tartalmazza, azaz, ha

{W)Xl=ai =  (mod.(P ^)),
j  1 ^(Xxi  • • • , «/) v V n

9>(x1, . . . ,  Xf_± , OTj)

akkor szükségképen

y / ( x i , . . . ,  xf) W =  cp ( x j , . . . ,  xz) (mod. 0 ^, (PW))

és az adott congruentia, ha azt ip-\e 1 megszorozzuk, a mi 
a probléma felállításán mit sem változtat, a következőbe 
megy á t :

(pY-\-ZGj (i(j Yj) =  0 (mod. 0 l̂\  (p(*))).

Ez a congruentia azonban már teljesen megoldottnak tekint
hető, mert először is vonatkozással az Y és xfsYj ismeretle
nekre két együtthatója, cp és ( ß  már csak az x í , . . . ,  Xj ha
tározatlanokat tartalmazza és azután ugyanaz áll a további

V Y j = 2 G,Us+ 0 töZ (mod. (pW))

congruentiákról is, a melyekből az Yj-k határozandók meg.
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így tehát még csak avval az esettel kell foglalkoznunk, mi
dőn (¥ )Xv=ce az x [+1....... x m -i határozatlanok egyikét való
ban tartalmazza. Minthogy l> k -\- 1 , m eghatározható olyan 
homogén lineáris transform atio, a melynek determinánsa 1 , 
együtthatói az x 1, . . . , x í_1 határozatlanoknak raczionális és 
egész formái, a mely a (W)x a formát az x ;+1, . . . ,  x m_ í ha
tározatlanoknak szabályos formájába vezeti át és ugyanaz 
a transform atio átvezeti a W formát az x i + í .. ,■x m_1 hatá
rozatlanoknak olyan szabályos formájába, a melynek együtt
hatói az x t , . . . , X i  határozatlanoknak raczionális és egész 
formái, a hol azonban ama transform atio m eghatározása sze
rint x m_t legm agasabb hatványának együtthatója mod. (P ^ )  
nem lehet osztható 0 ^-vel*. A transform atio alkalmazása 
után tehát lesz

Minthogy ama transform atio alkalmazása a probléma 
felállításán ismét nem változtat, W- 1  az általánosság meg
szorítása nélkül ebben az alakban vehetjük fel. De a 'ip és 
0 ^  formáknak X; szerint vett resultánsa,

A^/+ /Li0^=0^l~^ (mod. (P^)),
olyan a 0 -tól mod. (PW) különböző forma, a mely már csak 
az x  1, . . . , x i _ 1 határozatlanokat tartalmazhatja. Ha tehát 
(Ila)-hoz hozzácsatoljuk a A tényezőt, a mi a feladaton ismét 
nem változtat, akkor ez a

( 0 - ^ x vm_t +- ■ ■) Y+ IG j (A Yj)=0 (mod. 0$, (P<*>))

* Tudniilik tp-nek, mint az xi+1, . . ., xm_t határozatlanok for
májának bármely együtthatója, valamint egyáltalában az a X/ 
határozatlanok bármely formája az helyettesítés után akkor és
csak akkor lesz =0(mod. (P(7c))), ha eredetileg is már =0(mod. <Í>{1\  (Pik>)) 
volt. így az is világos, hogy tp minden oly tagját, melynek együtt
hatója az utóbbi modulusrendszerre vonatkozólag zérus, vagyis az 
xi=<X[ helyettesítés után =0(m od. (P(fc))), kezdettől fogva elhagyhatjuk.

30*
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congruentiába megy át, a melynek vonatkozással az Y és 
kYj ism eretleneknek együtthatóira — kivéve az Y együttható
jának irreducibilis voltát — a (Ill)-ban m egszabott alakja van. 
A végleges megoldás czéljából még tovább tárgyalandó 

kYj= 2G sUs+0® Z  (mod. (p(*)))
congruentiák megoldása pedig elintézettnek tekinthető, m int
hogy k és 0® már csak az x t , . . . ,X i  határozatlanokat tar
talmazzák és A mod. (PM) nem osztható $W-vel*.

16. §. A tárgyalt reductio-m ódszer teljessé válik, ha 
azt az általános

2FjXj= 0 (mod. . . . ,  0 (d @{D, p(*))) (I)
congruentiára viszszük át, azaz ennek megoldását, hacsak 
a külön tárgyalandó «singuláris eset» nem lép fel, az r—l-f- 1  

esetben már ism eretes problémára, ha pedig r > / - ) - 1  a
IG jY j= 0  (mod. wím~r\  . . . ,  Ŵr\  ^ r~1\  W®, (pW)) (II) 

congruentia megoldására vezetjük vissza. (0 ^-nek megvannak 
a 14. § elején részletezett tulajdonságai).

Itt ( í = r , . . . ,  m— 1 ) mindig olyan formát jelent, a 
melyben az ay-+1, . . . ,  x m határozatlanok nem fordúlnak elő, de 
a mely ay-t valóban tartalmazza, a melyben továbbá az ay- leg
magasabb hatványa mellett álló együtthatóban már csak az 
x 'j , . . . ,  Xi_x határozatlanok fordúlnak elő és a mely végre az 
x i= a {, x r—a r , . . . ,  x i_ í =cci_1 helyettesítés után az

( ( / - 1 ), cch x l+1, . . . ,  x r_x, a r , . . . ,  «i--,) (mod. (PW)) 
genus-tartom ányban irreducibilis. Ez a genus-tartom ány 
mod. (P^d) úgy származik, hogy a =  O congruentia a:;=crz 
gyökét, a 0 { x r , .. ., a t .. ,) =  0  congruentia x r= a r gyökét stb.-t 
egymásután adjungáljuk.

* Ismétlés elkerülése végett itt még mellőztük, hogy Y  együtt
hatója az xi—at helyettesítés után az ((/—1), ct/) (mod. genus-tarto
mányban irreducibilisnek vehető fel. Ennek bebizonyítását e redukáló
eljárásnak általános tárgyalásával kapcsolatban (a 18. §-ban) fogjuk 
előadni.
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Magától értetődik hogy a F formák követelt tulajdon
ságai a (Il)-ben újonnan becsatolt forma m iatt meg-
felelőleg m ódosítandók úgy, hogy r helyébe r — 1  jut.

Az az eset, midőn az (I)-nek F  együtthatói közűi egyik 
sem tartalmazza x m-et, a 1 1 . § szerint elintézettnek tekinthető.

Ha van olyan F, a mely az x m határozatlant valóban 
tartalmazza, akkor legyen pl. Fj-nek a:m-re vonatkozó foka, 
/u, a legalacsonyabb, a hol /u azonban 0  is lehet. Magától 
értetődik, hogy itt csak olyan együtthatók jönnek tekintetbe, 
a melyek nem tűnnek el mod. . . . ,  0®, (p(*))j. Je 
lesen szükséges, hogy az

F  —  F  A____

kifejtésben előfordúló F1U is ilyen legyen. Mindamellett 
azonban

(Fi/u)xl=al, xr=ctr, .. xm_1=am_1 (m od. (PM))

most el is tűnhetik. De ekkor a 9. § szerint van az 
x 1, . . . ,  x l_1 határozatlanoknak mod. (PM) el nem tűnő olyan 
tulajdonságú formája, hogy

0 ^ F 1/X= 0  (mod. . . . ,  0 (d 0 0 ), (pW)),
a hol lineáris diophantikus egyenleteknek az

[[1 ], x t ,. . . ,
tartományban való megoldásával teljesen meg van adva. Ha 
az (I) congruentiát, a mely a

h m — 1

2  Fj X j + 2  0 $  Yf.+ 0 (Z) Yt= 0 (mod. (P(*)))
7 =  i  i= r

alakban is írható, 0 (Z-1)-vel megszorozzuk, az a következő 
congruentiába megy á t :

(á>(,- l)f 1) z ,+ 2  Fj 'i) +
7 = 2  

ni— i

+  £  0 (z) (0 (Z_l) Yf) + 0 (Z) (0 (Z-1) Yz)= 0  (mod. (P^)).
i= r

E congruentia (I)-et teljesen pótolja; mert a X j, . . .  is-
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m eretleneknek meghatározása után ezekből az X; ism eretle
nek is, a melyeknek együtthatói már csak az x t , . . . ,  x t_ t 
határozatlanokat tartalmazzák, meghatározhatók.

így tehát végre olyan (I) congruentiához jutunk, a 
melyben, ha pl. az együtthatónak x m-re vonatkozó foka, 
f i  a legalacsonyabb, az

F —F x^  4___M M lua'mT i
m eghatározta FífÁ m ennyiség olyan tulajdonságú, hogy

(^1 /* )* /-« !. xr~ ar> ■ ■■’ xm-i=ccm- 1 (m0< -̂ (P ^ ) )
nem tűnik el. (Kivétel az az eset, midőn minden egyes F=  0 , 
és e szerint a congruentia megoldása ismét már el van 
intézve.)

Ekkor azonban a 9. § szerint oly második Glf  ̂ formát 
is m eghatározhatunk, hogy

(Gm*) xr=ar, (m°d- (P ^))

ismét a 0 -tól különböző, továbbá

F ^G lfÁ= 0 ^  (mod. 0 ^ \  . . . ,  0 ^ \  0®, (PW))

és 0(r~1'1 már csak az x 1, . . . , x i _ 1, x í+1, . . . ,  x r_ t határozat
lanokat tartalmazza.

A
h

(mod. ^ m- d , . . . ,  0 (d (p(*))) (III)

congrueniiában tehát, ha Glu F1-et x m hatványai szerint ren
dezzük, x ^ -n ek  együtthatója most 0d~P lesz és Gi/uFt is az 
az együttható, a melynek x m-re vonatkozó foka a legala
csonyabb.

17. §. A (III) alatti congruentia megoldásának problé
mája azonban, mellőzve azokat az alacsonyabb rangú problé
mákat, a melyeknek megoldása már elintézettnek tekinthető, 
az (I) alatti congruentia megoldásának problémájával telje
sen egyenlő értékű
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Az (I)-nek minden megoldása egyszersmind a (Ill)-nak 
is megoldása. A (Ill)-nak m egoldásaiból viszont az (I)-nek 
megoldásait is megkapjuk a következő módon. Ha valamely 
Xj formarendszerre nézve 

h
G1/Jt £  FjXj= 0 (mod. . . . ,  0®, (pM)),

J=i
akkor egyszersmind

( 2  F j f y x ^ c c f ,  x r = a r , . .  . ,  a:m_ 1= a m_ 1= 0  ( m ° d -  ( P ^ ) )  J 
J=i

az x17. . . ,  határozatlanoknak van tehát olyan a 9. § sze
rint ism eretes 0(l~P formája, hogy 

h
2  ^X y= 0  (mod. 0(m~P . . . .  0« , (P(*))),

J=i
vagyis

/i zn—1
2  Fy X y+S 0 (í) ^ + 0 ^ = 0  (mod. (pl*))). 

j= i z=r
Hogy azonban amaz X- formarendszer egyszersmind az (I)-nek
is megoldása lehessen, még bizonyos 

h m—1

0 <Z- 1 >2 ] PyXy+ 2  0 (i)0(l- l)Z i+0M0(l~1)Zl = 0  (mod. (pW))
J=i i=r

relácziónak kell fennállania. Világos, hogy ennek szükséges 
és elegendő feltétele a

m—i
2 0 (* ')(y ._ ^ -i)z f) + # ) ( y z_ ^ - i ) z z)= 0  (mod. (P ^ )) (IV)
i=-r

congruentia, a melynek megoldása az Yi—0 l̂~í '>Zi , Yi—0^~^Zi 
ismeretlenek szerint már ismeretes.

A (Ill)-nak általános megoldása a következő congru- 
entiát szolgáltatja :

Xj=ZGjsUs (mod.(PW))
és ebből a következő további congruentiák szárm aznak: 

Yi=SHisVs (mod. (Pl'-'*)),
Y,=2HlsUs (mod.(#*))).
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Továbbá azután
Tj—@(l~1)Zi= IK it Vt (mod. (pW)) 

és, m inthogy itt az egyik együttható evvel megvan
az Us-ek közelebbi m eghatározása úgy, hogy végre

Xj =ZGjbUs , Us=SG'stW, (mod.(P<*>)) 
az (I) általános m egoldását szolgáltatja.

Ha tehát egyik F  együtthatónak ocm-re vonatkozó foka 0 , 
akkor evvel az (I) m egoldását visszavezettük a (Ill)-éra.

Ha egy F az x m határozatlant tartalmazza, míg az ösz- 
szes többi együttható

= 0  (mod. . . . ,  0 (d 0 (1), (pW)),
akkor az

m—i
F X + 2 0 töYi+ 0 MY®=O (mod. (PW))

i=r

congruentiával van dolgunk, a mely az utoljára tárgyalandó 
singuláris eset általános tgpusát mutatja.

Végre az x m határozatlant az összes F-ek tartalm azhat
ják, a melyeknek száma 1 -nél nagyobbnak vehető. Ekkor 
azonban a 14. §-ban az F-ek a:m-re vonatkozó fokának re- 
ductiójára alkalmazott eljárás vagy a singuláris esetre vezet, 
vagy pedig olyan congruentiákra, a melyeknek alakja — a 
0 -k irreducibilis voltát kivéve — megegyezik a (Il)-ben meg
adott alakkal, és ugyanez állítható a közben megoldandó 
congruentiákról is.

Az az eset, midőn 0 (r~1) már csak az x , , . . . ,  x; határo
zatlanokat tartalmazza, közvetetlenűl már elintézett alacso
nyabb rangú problémára vezet. így van ez mindig, ha r= l-\-1 .

Ha pedig 0 (r~1) az x l+1, . . . ,  x r _ 1 határozatlanok közűi 
legalább egyet valóban tartalmaz, akkor még meg kell mu
tatnunk. hogy az a feltevés megengedhető, mely szerint az 
újonnan bevezetett 0 (r~1) forma az x r _ 1 határozatlant való
ban tartalmazza és hogy x r_t legmagasabb hatványának
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együtthatója már csak az x í , . . . ,X i _ 1 határozatlanokat tar
talmazza.

Minthogy />A -f-l, (a következtetésnek a 15. § végén al
kalmazott módját ismételve, belátjuk, hogy) van olyan homo
gén lineáris transform atio, a melynek determ inánsa 1 , együtt
hatói az Xj , . . . ,  határozatlanoknak raczionális és egész
formái és a mely a ((pí1--1)) formát az xz+1, . . . ,  x r_t ha
tározatlanoknak szabályos formájába vezeti á t ; ugyanaz a 
transformatio átvezeti a 0^r~^ formát az xz+1, . . . ,  x r_t ha
tározatlanoknak olyan szabályos formájába, a melynek együtt
hatói az Xj , . . . ,  xz határozatlanoknak raczionális és egész 
formái, hol azonban a transform atio m eghatározása szerint 
x r - 1  legmagasabb hatványának együtthatója nem lehet 
mod. (pW) osztható 0^-xe\.

Minthogy ez a transform atio sem a probléma felállí
tásán, sem pedig a 0 (r\ . . . ,  0^m~^ formák alakján nem vál
toztat, az általánosság m egszorítása nélkül ebben az
alakban vehetjük fel és ha a congruentiát a

h m —i
2 l Fj X j+ 2 0 ( i)Yi-\-<p(r- l)Yr_ i = 0  (mod. 0®, (PWj)

7 = 1  i=r

alakban írjuk, akkor teljesen úgy, m int az idézett helyen, Yr _ 1  

együtthatóját a kívánt alakra hozhatjuk.
Az adott congruentia megoldása e m ellett csak annyi

ban változik, hogy m ost m int «ismeretlenek» kX j, AYZ sze
repelnek, a melyekből azonban Az, Yz közvetetlenűl meg
határozhatók ; m ert hiszen k  az x 4, . . . ,  xz határozatlanoknak 
és csak ezeknek oly formája, a mely 0 ^ - \e \  mod. (pW) nem 
osztható és így tehát olyan congruentiával van dolgunk, 
a melyben két a 0 -tól (mod. (pW)) különböző együttható 
van, és ezek egyedül csak az x 1 , . . . , x z határozatlanoknak 
formái.
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18. §. A lineáris diophantikus egyenletek arithm etikai 
elmélete tehát — kivéve a singuláris esetet — teljes be
fejezést nyer avval, ha még megmutatjuk, hogy a 

h
£  Fj Xj==0 (mod. 0(r), 0 ( 0  (pW)) (C)

j =i '
congruentia olyan congruentiára vezethető vissza, a melyben 
a 0 -k a 16. §-ban követelt, az irreducibilitásra vonatkozó 
tulajdonságot mutatják. Ekkor ugyanis a bem utatott mód
szer végre 1 -re vezet, a mely esetben a congruentia
teljesen elintézettnek tekinthető.

Legyen már m ost pl. 0 ^  (r<^s<^m— 1 ) a 0^r\ 0 (n'~d 
sorozat első olyan formája, a mely az

( ( / - 1 ofs-j) (mod. (PM)j
genus-tartom ányban és ha s—r, az ((/— 1 ), cíz) (mod. (pW)) 
genus-tartom ányban nem irreducibilis. Legyen tehát e genus- 
tartom ányban ama mennyiség irreducibilis tényezőkre való 
felbontása a következő :

(0 (% = « z, . _1 = (^ i)* z-.«/t. . . ,  • • •
A jobb oldalon fellépő nevezők az x í , . . . ,  xz_1, xz+1, . . . ,  x T_ 1 
határozatlanoknak a 0 -tól különböző raczionális és egész 
formái mod. (PM). Van tehát ugyané határozatlanoknak oly 
ip(r-i) formája, a melyre nézve

^ (r-i) 0 (s)=0 (s) 0 (*). . .  (mod. 0 (s- d , . . . ,  0 ( 0  (p(*))),
a hol 0 (l \  0 {2S\ . . . ama helyettesítés után az Xj , . . . ,  Xi_t , 
x í+1, . . . ,  x r _ 1 határozatlanoknak az

( ( / - 1 ), «S- 0  (mod. (P ^ ))
genus-tartom ányban irreducibilis raczionális és egész formái.

A (C) minden megoldása kielégíti a következő con- 
gruentiát is : 

h m - 1
V F j i v ^ x j )  +  • ■ ■ r ,=

7 =i i=s—i
=  0 (mod. 0 (s_6 i . . .  ? <̂(r), 0 (O? (P^'l))
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és így minden megfelelő Fs-re vonatkozólag 
( 0 ^  Y 'iV ^ I  • • • 1 sjx^cc^ Xr = a r , . . xs_ 1=as_ 1

osztható F (r~d-gyel. Az első tényezők irreducibilitása folytán 
il>en az ( Ys)x =̂ a ^ xr =ar , . . xs_ 1=a s_ 1 is* Már bebizonyított téte
lek szerint (e fej. 9. §-a és a VII. fej. 7. §-a) létezik, tehát az 
x x, . . . ,X i_ x határozatlanoknak olyan — már teljesen elinté
zett eljárásokkal m eghatározott — raczionális és egész
formája, hogy

W ^ Y S= W ^ Z s (mod. $ ( 0  (p(t))). (£ ,)
így tehát (C) minden megoldása eleget tesz továbbá a követ
kező congruentiának :

h m— 1

f  (r- 1 ) ( 2  Fj Xj) +  2  0 {i) ( f  (Z~1} Fj)) +  <p[s). . . Z s=
7 = i  i = s + 1

= 0 (mod. $(s_d?. . ., (p(*))j,
honnan a használt következtetések ism ételt alkalm azásával:

h m —i
2  fy- ( f  (Z-d  A}-) +  £  0 (i) Ff) + 0 (s). • • ( w - 1] Zs)=

7 = 1  i = s + i

= 0 (mod. 0 (s_d?. . ^(d? (C2)
és (Cx) tekintetbe vételével:

/i m —i
Fj ( (z- d  Ay) +  2  ^ ) ( F ( z-d F f) +  0 (s) (F(*-dFs)=

7 = 1  i = s + l

= 0  (mod. 0 (s~ d ,. . ., 0 (d, $(*), (/>(*>)). (C3)
A C2 megoldása a W(l~^X j, ^(z~1)Fl-, Zs «ismeret

lenekre vonatkozólag oly congruentiák lánczolatának segít
ségével történhetik, melyekben az utolsó ismeretlen együtt
hatója rendre 0 ^ \  \  . . ., hol m ost a @x\  . . .  formákban
is megvan az irreducibilitásra vonatkozó tulajdonság. Ezek 
a congruentiák azonban már teljesen elintézetteknek tekint
hetők, velük együtt pedig kiadódnak a (C3) megoldásai, ha 
Fs-et ugyancsak elintézett eljárásokkal meghatározzuk(C 1)-ből.

A (C3) megoldásai C minden megoldását m agukba fog
lalják. Hogy fordítva, C3 valamely megoldása C-1 kielégítse,
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ahhoz szükséges, hogy a (C3)-ból kiadódó kifejezés : 
h m- 1

V F1 ( f  < ' - » Xj) +  2  (!ír(i’ 1) Ti) + 0Sf i  Ts=
J =  1 i= s + l

=  ' ^ é hWh+ é lW í (mod. (pW))
/1=1

egyszersmind

(mod. (pW))
h=r

legyen. Ez ism ert eljárás által megadja a (C3) megoldásában 
még fellépő tetszőleges formák további m eghatározását és 
végűi a

WV-1) Xj =  Y  GuWi 
( i )

congruentiából (C) m egoldásait.

*

Mindezekkel azonban problémánk nincs még teljesen 
elintézve. Mert 0 (s)-nek irreducibilis $£ , . . .  tényezőkre való 
bontását elértük ugyan, de ezeknek nincs meg többé az 
előbb m egállapított alakjuk, a mennyiben x s legmaga
sabb hatványainak együtthatója tartalm azhatja nem csak 
x t , . . . ,  x ^ j-e t, hanem x í+1, . . . ,  xs_1-et is. Hogy ez beálljon, 
abhoz minden esetre szükséges, hogy r > / + l  és s> r  legyen; 
m inthogy azonban m ásrészt /^>1 , azért innen s^>4; s<^m— 1 

folytán tehát ez csak m ^ > 5  esetében állhat be.
Ezek szerint a homogén lineáris diophantikus egyenlet 

problémája — a singuláris esetet a 19. §-ban tárgyaljuk — 
az [[1 J, x t , x 2, x3] és [[1 ], x t , x 2, x3, x4] tartományokra vonat
kozólag — is teljesen el van intézve.

Hogy most már tárgyalásainkat négynél több határozat
lan esetére folytathassuk, a 9 . § alapvető tételeit kell megfele- 
lőleg általánosítanunk. Erre az x l f . . ,  x t_1: x í+1, . . . ,  x r_ t , x s 
határozatlanok homogén lineáris transformatiója szolgáltat
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alkalmas eszközt. Mindazonáltal, hogy az így keletkező 
formarendszer egyáltalában nem oly egyszerű, m int a már 
keresztülvitt esetekben, a gondolatm enet lényegileg mégis 
ugyanaz marad. Tekintettel a fölötte bonyolódott részletekre 
mellőzöm a tárgyalást, annál inkább minthogy az eredmények 
tényleges alkalmazása több mint négy határozatlan esetében 
egyelőre úgy sem vehető kilátásba.

A sin g u la r is  eset.

19. §. A homogén lineáris diophantikus egyenlet tehát 
mindig véges számmal levő műveletek segítségével old
ható meg, ha ugyanez történik az

FX + 0 ("i-i)ym_iH------T0(dYr + 0(byz= o  (mod.(PW)) (S)
singuláris esetben is, a hol a 0  formák már a 16. §-ban rész
letezett, az irreducibilitásra vonatkozó tulajdonságot m utat
ják*. De akkor

(FX)xl==ai, xr=ar , . . . .  xJT1_1=«7n_1= b  (mod. (PM)) 
és így tehát az eddigi fejtegetések szerint van az x t , . . . ,  
határozatlanoknak a műveletek véges sorával m eghatároz
ható olyan formája, hogy vagy

qr(i-i)F= 0  (mod. 0(m~1\  . . . .  $ r\  0 W, (p(*))), (a)
vagy pedig

(mod. 0(m~1\ . . . ,  0®, (P(*))). (b)
A z első esetben azonban a
^(Z-1 )F=Gm_ 1 0(m- 1>4------VGr 0 ^ + G l 0 ^  (mod. (p(*)))

előállítás a műveletek véges sorával nyerhető és az adott 
congruentia a

(jK í-1) Ym_1 +Gm_tX )+  ■■■ +  ( i* '“ 1» +  X )+
+{plt>(sQ-‘>Y,+G,X)=0 (mod. (P,k>))

* Itt, is a szöveg explicite csakis arra az esetre vonatkozik ; 
midőn a hatarozatlanok száma négynél nein nagyobb.
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congruentiával együtt meg van oldva. Ennek megoldása 
azonban a Ŵl~x<í Ym_t +  6 ™-! Xx, . .  . ism eretlenek szerint köz- 
vetetlenűl nyerhető, mert együtthatói az x m határozatlant 
nem tartalmazzák és a tovább fellépő

í r(' - 1 , Tm- 1 + G m- 1 f e i 'H s(1 , Ps (mod. (/**>)), 

< 0 ^ Y m_ ^ G m^ X = S H ^ V s (mod. (PW))

congruentiák ismét csak alacsonyabb rangú problém ákat szol
gáltatnak, a melyek már is elintézetteknek tekinthetők. Ezek 
közül ugyanis mindegyikben csak egy új ismeretlen fordúl 
elő, a melynek együtthatója m ár csak az x t , . . . ,  x í_1 határo
zatlanokat tartalmazza.

A második esetben minden esetre a (b) congruentiát 
kell kielégítenünk. Ez azonban A-nek együtthatója
m iatt ism ét már m egoldott problém át szolgáltat, azaz belőle 
minden esetre az A-nek következő szükséges alakja szár-
ÍIlBZlk *

X = IG SUS (mod.(JX*)));
és innen

W{l~^X= XG s wQ-tiUg (mod. (PM)), 

a hol azonban m ost szükségképen

Gs WÍl-A = H s m_í 0(m-i)+ ...-\-H sr0(r)-\-Hsl0W (mod. (P ^))

és Gs előállítása ebben az alakban ismét lineáris dio-
phantikus egyenleteknek az [[1 ], x t t ar t ományban 
való megoldása révén nyerhető.

Az (S) congruentia tehát, ha ahhoz még a ténye
zőt csatoljuk, a mi annak megoldásán mitsem változtat, 
átmegy a

0 (m -.)(F('-»y m _ 1 + 2  FUS)+ . ■ ■ +
(s)

+  # 0 ( ^ - 1 ) F j+ S ffrf FUS) = 0 (mod. (PW))
(s)

congruentiába, a melyből először is a
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y  4- V H FIJ
(*)

«ismeretlenek)) szám íthatók ki és azután már elintézetteknek 
tekinthető alacsonyabb rangú problém ák alapján Y ^ , Y n,_1, 
továbbá az t/-knak mindinkább szőkébb m eghatározása és 
végre X is kiadódik.

Ha az (S) congruentia csupán csak két tagból áll, 
akkor — mint azt már előbb em lítettük — ez az általános 
módszer term észetesen felesleges és a megoldás elemi úton 
nyerhető.



KILENCZEDIK FEJEZET.

AZ EGÉSZ ALGEBRAI M ENNYISÉGEK*.

B evezető  m egállapodások .

1. §. Legyen A valamely tetszés szerinti orthoid tarto
mány, vagy pedig az [1 ] tartom ány ; vizsgálataink kiinduló
pontja pedig ismét az [A, x ±, x 2, . . ., x m] tartomány, azaz az

* Az egész algebrai mennyiségek elméletének alapja első sor
ban az ideális mennyiségek fogalma, a melyet Kummer E. E. alko
tott meg. («Zur Theorie der complexen Zahlen», Journ. f. r. u. a. 
Mathematik XXXV. k.) Az ideális mennyiségek értelmezése, habár 
Kummer azt csak a körosztás problémájából származó algebrai szá
moknak aránylag egyszerű, de mégis teljesen jellemző esetében adta, 
az arithmetika történetének korszakot alkotó fordulópontja. Az evvel 
megalapított tudásunk azonban csak KRONECKER-nek a «Féstschrift»- 
ben kifejtett módszereivel vált tökéletessé, a mely módszerek lényege 
új határozatlan mennyiségek assoeiatiójában rejlik. Ezeken épül fel 
a mi tárgyalásunk is. Hogy ez mennyiben haladja túl a «Festschrift»-et, 
később, a részleteknél külön lesz kimutatandó. E további kifejtésnek 
főpontjai a következők : A lineáris diophantikus problémáknak az 
előbbeniekben előadott teljes megoldása, a mely a fellépő képződ
mények fogalmi meghatározása helyett azoknak tényleges előállítá
sát adja ; az ideális mennyiségeknek, mint az összeadás és szorzás 
közönséges törvényének alávetett mennyiségeknek értelmezése ; az 
ideális mennyiségek valamely «alaprendszerének» ennek alapján tör
ténő kész felállítása ; Kronecker eredményeinek kiegészítése azokra 
a természetes törzsszámokra nézve, a melyekre a «Festschrift» mód
szerei nem alkalmazhatók; és végre Kronecker ama tételeinek helyre-
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x \, . . x m, számra nézve m határozatlant tartalmazó és az 
A tartományból származó orthoid, ill. raczionális és egész 
formák tartom ánya, a hol term észetesen az ,r-ek új, az A 
tartomány értelm ezésében fel nem használt határozatlanokat 
jelentenek. Ebből úgy, mint a megelőző fejezetekben két pár
huzamos elmélet fejlődik, — egy algebrai és egy arithm eti- 
kai jellemű ; és a kettőnek alapvonalai közösen adhatók 
elő. Ez a körülmény nemcsak megrövidíti az egész tárgya
lást, hanem egyszersmind áttekinthetőbbé is teszi.

Midőn végül a két elmélet ismét elválik egymástól, az 
első feltevés mellett az algebrai függvényeknek az arithme- 
tika szellemében tarto tt elméletét, jelesen, ha az A tarto 
mány értelmezésében semmiféle határozatlan nem lép be, 
az elméletnek ama tételeit nyerjük, a melyek geometriai 
interpretatióra alkalmasak. A második feltevés: A =  [lj, szol
gáltatja a tiszta arithm etika legáltalánosabb fogalomképzé
sét, Kronecker nagy alkotását, az algebrai mennyiségek 
arithm etikai elméletét.

Legyen már m ost F0, F1? . . ., F„ az [A, x t , . . ., x m] tar

igazítása, a melyek bármely genus-tartomány egész mennyiségeinek 
primideálokra való felbontására vonatkoznak.

Az algebrai számok általános elméletét már sokkal előbb — 
a DiRicuLET-féle számelméleti előadások második kiadásában és jeles 
értekezéseinek további sorozatában — habár kevésbbé egyszerű, de 
annál nagyobb elmeéllel szerkesztett módszerek segítségével Dede- 
kind alapította meg. E módszereket később ő és W eber H. (Theorie 
der algebraischen Functionen einer Veränderlichen» Journ. f. r. u. 
a. Mathematik XCII. k.) az idézetben említett térre vitték át. Magá
tól értetődik, hogy e munka az algebrai függvények elméletét a szám
beli együtthatókra való tekintet nélkül tárgyalja. Az algebrai meny- 
nyiségeknek a szó teljes értelmében vett «arithmetikai» elmélete 
Kronecker alkotása.

König, Algebrai mennyiségek. 31
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tomány bárhány tetszés szerinti formája* és 
F(z)=  F0z"+ F i z" - ' +  • ■ • +  Fn =  0 

valamely az (A, x 1? . . x m) tartom ányban irreducibilis egyen
let. Ha az (A, x t , . . ., x m) tartom ányhoz az F(z)—0  egyenlet 
egyik a  gyökét adjungáljuk, bizonyos genus-tartom ány szár
mazik, a melynek rövid jelölésére r  szolgáljon. A r  genus
tartom ány az összes

q (q̂  — ^0+^1  ̂  H------

alakú mennyiségeket tartalmazza, a hol G0, Gt , G n_t , H 
a / / 4 = 0  föltétel m ellett az [A, ar15. . x m] tartom ány bármely 
formái lehetnek.

A r  genus-tartom ánynak (az összeadás és szorzás ré
vén származó kapcsolatokra vonatkozó) ((tulajdonságai» az 
a m ennyiség további interpretatiójától függetlenek. Jele
sen, ha az F(z)=0  egyenlet GALOis-féle tartom ányát képez
zük és ebben a tartom ányban ennek az egyenletnek gyökei 
of1, . . ., a n, továbbá / \ , . . . ,  r n az ezeknek megfelelő conjli
gáit genus-tartom ányok, akkor minden az cí-ra és r ~ra vo
natkozó következtetés helyes marad bármely e^-re és / ) - re 
nézve is és viszont m indenütt, a hol valamely ofj-ről és /f-rő l 
van szó, a és T  írható.

A r  genus-lartom ány mennyiségei olyan «az A tarto
mányra vonatkozólag» algebrai (vagy pedig, ha A =  [1 ], abso
lut algebrai) m ennyiségek, a melyeknek rendszáma n, vagy 
n-nek valamely osztója. Jelesen a r  tartom ány elsőrendű 
mennyiségei ~~  alakú hányadosok, a melyek na F tarto
mánynak az [A, x\ , . . . ,  x mJ tartományra vonatkozólag raczio- 
nális mennyiségei)').

* Magától értetődik, hogy m=  0 is lehet, midőn az F-ek az A 
tartomány mennyiségei.
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A g(a) mennyiséggel együtt meg vannak adva egyszer
smind a g(a í) , . . g (an) m ennyiségek is. A g(a) mennyiség 
normá-ját

n
Nm. g((x)=JJg(ai)

1 = 1

értelmezi*, a hol a jobb oldalon, a mely az a í , . . . , a n meny- 
nyiségeknek sym m etrikus formája, az e formák elméletének 
megfelelő átszámítás az

F0z ? + - + F n= F0/ I ( z - a d
i=i

azonosság alapján m ár m egtörténtnek gondolandó.
A r  genus-tartomány minden mennyiségének normája 

ugyané tartomány raczionális mennyisége.
Valamely a r  genus-tartom ányból származó

2 g r(* )U r
(r)

forma normája (a hol az Ur-ek az u1 , . . . , u m határozatlanok
nak hatványszorzatai), megfelelő módon a következőképen 
értelmezendő :

Nm. 2  9r(a)Ur= n  2  9r (at) Ur i
(r) í=i (r)

így tehát valamely a r  genus-tartom ányból származó forma 
normája az u határozatlanoknak olyan formája, a melynek 
együtthatói a r  tartom ány raczionális mennyiségei.

Teljesség kedvéért itt még megemlítjük, hogy mindig 
Nm. (AB) =  Nm. A Nm. B.

A  2  9r (a ) Ur form a, a mely mint legegyszerűbb esetettr)
a g(ot) mennyiségeket is magában foglalja, kielégíti a

Nm. (z— ^ g r (cc) Ur)= 0  
(r)

* A norma elnevezés a complex egész számok legegyszerűbb 
esetének megfelelőleg már GAUSs-nál fordúl elő.

3 1 *
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egyenletet. Ennek az egyenletnek együtthatói az u határo
zatlanok formái és e formák együtthatói ismét a F  genus
tartom ány raczionális mennyiségei.

A Nm. íz —^ g r {(z) Ur) forma vagy az (A, asx, . . . ,  x m)
'  t ( r )  .  . .

tartományban irreducibilis forma, vagy pedig valamely az 
(A, x 11. . . ,  x m) tartom ányban irreducibilis formának d-dik 
hatványa, a hol d az n valamelyik osztóját jelenti.

Ha ugyanis

Nm. ( z -2 )  gr («) Ur) =  Nt (z) N2(z) . . .,
( r )

akkor feltételezhetjük, hogy 2  legmagasabb hatványának 
együtthatója az N±(z), N2(z) ,. . . formákban az egység. Ekkor 
pl. az

N ,(z) =  0

egyenletnek lesz egy
z 9r («1) Ur

(r)
alakú gyöke úgy, hogy az

(r)
és F(z) = 0  egyenleteknek közös gyöke. Minthogy azonban az 
F{z) = 0 egyenlet irreducibilis, egyszersmind

N i  ( 2  9 r  (« /)  Ur) = 0 ,
(r)

azaz 2 9r(ai) Ur összes különböző coniugált értékei kielégítik(D
az N1(z) = 0 egyenletet és magától értetődik, hogy minden 
egyes ilyen érték ennek az egyenletnek csak egyszerű 
gyöke. így tehát

N1(z) =  N2(z) = - ,  

a miből azután következik, hogy
n

T i m .( z - 2 g r (a)Ur) =  (Nt (z))<l.



A Z  E G É S Z  A L G E B R A ]  M E N N Y I S É G E K  É S  F O R M Á K . 4 8 5

Az e g ész  a lgeb rai m en n y iség ek  és form ák.

2. §. A /'genus-ta rtom ány  raczionális mennyiségei, azaz 
a alakú form a-hányadosok kielégítik a

H z - G = 0
elsőfokú egyenletet, a melyben a G és H  legnagyobb közös 
osztójának eltávolítása után feltételezhető, hogy (G, H )~ \.  
Ha ezen egyszerűsítés után H ~  1 , vagy tehát = 1 , akkor ama 
raczionális m ennyiség az [A, x t , . . . ,  x m] tartomány form ája, 
vagy pedig — a mint ezt még másképen is kifejezzük — a T  
genus-tartománynak az [A, x ±, . . . ,  xm] tartományra vonatko
zólag raczionális és egész mennyisége. Ha (//, G )~ l és H 
nem ~ 1 , akkor magától értetődik, hogy ez nincsen úgy.

Az ily módon a legegyszerűbb esetnek megfelelőleg 
nyert osztályozási elv közvetetlenűl átvihető a r  genus-tarto
mány összes mennyiségeire, valam int az ebből a genus
tartományból származó formákra is.

A g(a) m ennyiség, valam int a 'jfgr (oc)Ur forma is —(r)
mint láttuk — olyan Nt (z)= 0 irreducibilis egyenletet elégít 
ki, a melynek együtthatói az [A, x r, . . . ,  x mi at , .. .] tarto
mányból származó formák hányadosai. Ha ebből az egyen
letből a nevezőket és azután az együtthatókként szereplő 
formák legnagyobb közös osztóját is eltávolítjuk, akkor az 
ismét irreducibilis

Go^ + -  +  Gd= 0
egyenlet származik.

Ha ebben az egyenletben G0 ^ l ,  vagy tehát G0 = l ,  akkor 
a g(a) mennyiséget (a r  genus-tartomány) egész algebrai 
mennyiségének, itt. a gr (a) Ur form át (a F  genus-tarto
mányból származó) egész form ának nevezzük. E  mellett 
mindig (tehát a következőkben is) (Laz [A, x t , . . . ,  x m\ tartó-



4 8 6 I X .  A Z  E G É S Z  A L G E B R A I  M E N N Y I S É G E K .  2 .  §

mányra vonatkozólagy>, mint közelebbi meghatározás hozzá
gondolandó.

Arra, hogy a genus-tartom ány valamely mennyiségé
nek, vagy valamely a genus-tartományból származó formá
nak «egész» voltát felism erhessük, a következő tétel szol
gál, a mely az épen adott értelmezéssel egyenlő értékű :

A g(cc) mennyiség, itt. a ^ g r (oc)Ür forma akkor és(D
csak akkor egész, ha olyan

z ''+ G 1 zt,- ‘ +  -" +  Gd="
egyenlet gyöke, a melyben Gt , . . . ,  Gd az [A, a \,,.. ., xm], ill. 
az [A, .íCj , . . x m, u.t , . ..] tartományba tartozó formák.

Az egész mennyiségek épen adott értelmezése szerint 
e feltétel okvetetíenűl szükséges. Elegendő voltáról meg
győződünk, ha megjegyezzük, hogy ugyanaz a mennyiség 
(vagy forma) az irreducibilis

Ni (?) =  0

egyenletet is okvetetíenűl kielégíti. Ha ezt az egyenletet a 
nevezők eltávolítása után a

H0zr-\------\-Hr= 0

alakban írjuk, a hol még feltételezhető, hogy (H0, . . . ,  Hr) ~  1, 
akkor

zd+G1zd- '  +  -..=:(H0z '+ - + H r)(K0z ' '+ - + K s),

a hol a H-k az [A, x t , . . ., x m, uí , . . .] tartomány formái. 
Ha már most

K -  Kl
akkor, ha

K[= DK■
volna, ebből következnék, hogy

K (i«+ G1z‘<-' +  ...)= D (H 0zr+ - ) ( K Z z * + - )
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és, m inthogy a zárójelekben álló formák kivétel nélkül pri
mitiv formák, továbbá K ~ D  volna, tehát egyszersmind 
H0K ~  1 és ebből végre H0 ~ l ,  a mi bebizonyítandó volt.

Ebből elm életünknek következő alapvető tétele követ
kezik :

Két egész algebrai form a összege, különbsége és szor
zata ismét egész algebrai forma.

Magától értetődik, hogy e tétel az egész algebrai meny- 
nyiségekre is kiterjed, a melyek specziális formáknak tekint
hetők. A tétel bebizonyítására feltételezhetjük, hogy mind a 
két forma ugyanabból a genus-tartom ányból származik; mert 
mindig alkothatunk olyan genus-tartom ányt, a melybe tet
szés szerinti véges számmal levő algebrai mennyiségek mind 
beletartoznak. Ha m ár m ost y', y "  ama két egész algebrai 
forma, csak a

n n(z-y'rFyj)=o, n n(z-7i7j)=o
1=1 j =1 i= 1 j =1

egyenleteket kell m egalkotnunk, a melyekről közvetetlenűl 
felismerhető, hogy azokban z legm agasabb hatványának 
együtthatója 1 , míg többi együtthatóik az x  és u határozat
lanoknak az A tartom ányból származó formái. Az utóbbiak 
ugyanis egyrészt a yí-knek, m ásrészt a yj'-knek symmetri- 
kus fo rm ái; tehát m int az x-ek, u-k, y [-k és y'j-k elemi 
symmetrikus formáinak az A-ból származó formái írhatók, 
a hol a feltevés szerint a y f k és y'f-k elemi symmetrikus 
formáinak az [A, x 1?. . . ,  xm, u1?. ..] tartományhoz tartozó for
máknak kell lenniök.

3. §. Az épen bebizonyított tétel értelmében minden 
olyan forma, a melynek együtthatói a r  genus-tartomány 
egész mennyiségei, egész algebrai forma. De ennek megfor- 
dítottja is érvényes:

Minden a r  genus-tartományból származó egész al
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gebrai form ának együtthatói a r  tartományba tartozó egész 
mennyiségek.

Ha ezt bebizonyítottuk, akkor teljes összhangzásban 
az ilyfajta melléknévi jelzők eddigi használatával az «egész 
algebrai formák», mint oly formák értelmezhetők, a melyek
nek együtthatói egész algebrai mennyiségek.

Hogy a tételt bebizonyítsuk, írjuk az eredeti értelmezés 
szerint egésznek feltételezett 0  formát az egyik határozat
lan hatványai szerint rendezve:

0 = 0 o-\-0xu1-\-02u\-\----
E forma kielégíti a

Nm. (z—0 )= 0

egyenletet, a melyben zn-nek együtthatója 1 , a többi együtt
ható pedig a feltevés szerint az [A, x t , . . . ,  x m, u1?...]  tarto
mány formája. Az i^-et nem tartalmazó tagok ép ily tulaj- 
donságúak és közvetetlenűl szolgáltatják a

Nm. (z— 0o)=O

egyenlet bal oldalát, a melyet a 0O mennyiség kielégít. így 
tehát 0O és egyszersmind

0— 0q -~— U i ( 01- \ - 02U j-f )

is egész algebrai forma. Ez kielégíti a

Nm. (z—u4 (0 t -\-02«!+•••))=() 

egyenletet, a mely részletesen írva legyen 

z"+  W1zn~1-\------E 1*^=0,

a hol közvetetlenűl látható, hogy Wr az [A, x t , . . . ,  .rm, n1?. . . )  
tartom ánynak «[-vei osztható formája. így tehát

0 1-\-02u1-\----

w w w-Ili. /"-1+  JZ*- tn - 2 H----- 1_ _LLZL — 0
u, u? u"

kielégíti a
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egyenletet, és e szérint egész mennyiség. E következteté
sek ismétlése rendre m utatja, hogy a 0 t , 0 2. . . .  formák is 
egész algebrai formák, a melyek azonban, ép úgy mint 0O, 
nem tartalm azzák többé az ut határozatlant. A tétel tehát 
érvényes m határozatlan formáira vonatkozólag, ha érvényes 
volt in— 1 határozatlan formáira nézve. Minthogy azonban az 
alkalmazott következtetés egy határozatlan formái eseté
ben az együtthatókat egyenesen m int a í 1 egész algebrai 
mennyiségeit tünteti fel, tételünk valóban általánosan ér
vényes.

A F  genus-tartomány egész mennyiségei valódi kólóid 
tartományt alkotnak, a melyet \r\-va l jelölünk. E tartomány 
ugyanis megfelel az I. fej. 4. §-a definicziójának és nem tar
talmazza /-n a k  oly elsőrendű mennyiségeit, a melyek nem 
egyszersmind egész m ennyiségek is. Kivételes csak az a 
triviális eset, midőn A orthoid tartomány és x  határozatla
nok nem lépnek fel. (L erre vonatkozólag a 4. § végét.)

A r  genus-tartomcinyból származó egész algebrai for
mák tehát a [Z1] tartományból származó form ák; összességük 
valódi holoid tartom ányt alkot, a melyet [/’ju,-vel jelölünk.

Prim itiv  e g é sz  a lgeb ra i form ák.

4. §. Az épen értelm ezett [Z] valódi holoid tartomány 
csak a legegyszerűbb esetekben teljes tartomány (1. a 7. §-hoz 
tartozó megjegyzést). Ha azonban a legnagyobb közös osztó 
fogalma elesik, a primitiv formákra vonatkozó, a III. fej. 
9. §-ában adott értelmezés sem tartható fenn. Helyébe most 
a következő értelmezés lép*:

K r o n e c k e r , Festschrift , 1 5 .  §.
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Valamely a [.T] tartományból származó 0  forma p r i
mitiv forma (vagy egységforma), ha Nm. 0  az . . .  hatá
rozatlanoknak prim itiv form ája. E m ellett magától értető
dik, — a mit egyszer mindenkorra megemlítünk, — hogy 
Nm. 0  az [A, x t , . . . ,  xm] tartományból származó formának 
tekintendő.

Magától értetődik, hogy a Nm. 0  formára nézve, a 
melynek együtthatói az [A, x 1,..., x m] teljes holoid tarto 
mányba tartoznak, az előbbi értelmezés m arad érvényben.

Ez az értelmezés, mihelyt jT] teljes holoid tartomány, 
megegyezik az előbbivel. Ebben az esetben Nm. 0  akkor 
és csak akkor primitiv forma, ha ugyanilyenek a 0 t , 0 2, . . 0 n 
tényezői is. Ekkor azonban o1, . . . , S n (a 0 1, . . \ , 0 n formák 
együtthatóinak legnagyobb közös osztói) is conjugált meny- 
nyiségek. Abból, hogy vagy ^ ^ = 1 , következik, hogy
S2e2= l  és c)2~ l  s í. t. A 3  mennyiségek tehát vagy mind
annyian sequivalensek 1 -gyel, vagy pedig egyikük sem ~ 1 . 
Másrészt azonban a Nm. 0  együtthatóinak legnagyobb kö
zös osztója egyenesen ~ 3 13 2 . . . 3 n és így az első esetben 
~ 1 , a m ásodikban pedig nem ~ 1 ; mert abból, hogy . . 3 n~ í ,  

minthogy 3 2 . . . 3 n e g é s z  m ennyiség és a I \  tartomány meny- 
nyisége is, az következnék, hogy d ^ l .

A primitiv forma ily módon bővített értelmezésére 
nézve — mint közvetetlenűl belátható — érvényes a követ
kező a lap téte l:

Prim itiv form ák szorzata isméi primitiv forma.
Itt — mint az magától értetődik — mindig a |T] tar

tományból származó formák értendők. Fontos még a követ
kező tétel is*:

* K r o n e c k e r , Festschrift, 15. §.
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fia 0  az u h a t á r o z a t l a n o k n a k  prim itiv egész 
algebrai form ája , W valamelg tetszés szerinti egész algebrai 
forma, továbbá X olyan egész algebrai forma, a mely az u 
határozatlanokat nem tartalmazza, akkor 0W csak akkor 
osztható X-szel, ha már W is osztható X-szel.

Abból a feltevésből, hogy
0W=XH,

a bol H egész algebrai forma, következik, hogy 
0 {X z -W ) =  X (0z—H) 

és evvel együtt, hogy
Nm. 0  N m .(X z-*F) =  Nm. X Nm. (0 z - H ).

Ekkor azonban, minthogy Nm. 0  primitiv forma, szükséges, 
hogy Nm. (Xz— W) osztható legyen Nm. A-szel. Tehát

Nm. ( 2 ----

olyan forma, a melynek együtthatói az [A, a y . . . ,  x m] tarto
mányba tartoznak és z;,-nek együtthatója benne 1 .

Minthogy 0  csak az ux,u 2, . . .  határozatlanokat tártál-M
mázzá, — okvetetlenűl a SF-ben előforduló további v, , . . .  ha- 0 1 
tározatlanoknak formája ; egyelőre azonban abban az érte
lemben, hogy az együtthatókban még az iz-kat tartalmazó 0  
mint nevező szerepelhet. Minthogy azonban ugyanarra a 
formára kell ju tnunk, ha y - e t  a közönséges osztási eljárás 
segítségével állítjuk elő, világos, hogy a valóban fellépő ne
vezők sem tartalm azhatják az u határozatlanokat. Tehát 
~  az u és v határozatlanoknak algebrai formája és,
minthogy végre a

Nm. (z y ) =  0

egyenletet is kielégíti, az ezen egyenlet bal oldaláról megálla
pított tulajdonságok szerint egyszersmind egész algebrai 
forma, a m. b. v.
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Az a két eset, midőn A orthoid tartom ány, vagy pedig 
az fi] tartom ányt jelenti, eddig teljesen egyenlő tárgyalást 
engedett meg. Hogy akkor, midőn e két eset szétválasztása 
szükségesnek mutatkozik, rövidebb kifejezésmóddal rendel
kezzünk, azokat a m ennyiségeket és formákat, a melyeknek 
értelmezése valamely orthoid A tartományból indul ki, rela
tiv egész (A-ra vonatkozólag egész) mennyiségeknek és fo r 
máknak nevezzük és evvel ellentétben, ha A = [l], absolut 
egész mennyiségekről és form ákról beszélünk.

Magától értetődik, hogy akkor, midőn A orthoid tarto
mány, csak avval az esettel kell foglalkoznunk, midőn az 
Xj, . . . ,  x m határozatlanok valóban fellépnek. Ha m = 0 , akkor 
az A-ból származó genus-tartom ány minden mennyisége 
egésznek nevezendő és így az egész mennyiségek elmélete 
elveszti tartalm át.

5. §. Legyenek
J ^ 2 ’ • • •

a [7 ]̂ tartom ány bármilyen m ennyiségei,
Uk

az üj, u2, . .. határozatlanoknak bármilyen különböző hatvány
szorzatai úgy, hogy tehát 'S]ar Ur a [71] tartományból szrá-

(r)
mazó egész algebrai forma és ennek jelölésére szolgáljon 
röviden az au jel. Nm. a u ekkor az u határozatlanoknak az 
[A, x 1, . . . ,  x ;n] tartom ányból származó formája. E felfogás
ban Nm. a u együtthatóinak legnagyobb közös osztója az 
[A, x 15. . . ,  x m] tartom ány mennyisége és, ha ezt a mennyisé
get D-ve\ jelöljük, akkor az [A, x 1, ..., x m) tartom ány
ból származó primitiv forma, a melyet, mint az a u-ból tel
jesen m eghatározott módon előállítható formát az c(oíu fo r-  
májánaky> nevezünk* és

* K r o n e c k e r , Festschrift, 14. §.
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Fm. a u — Nm. au 
I)

-vei jelölünk.
A Nm. a H-nak ilyképen keletkező N m .a u= D  Fm. a u 

előállításából ered az a nevezetes és az algebrai mennyisé
gek KRONECKER-féle elm életében alapvető tétel, hogy csakis  
Fm. a n fiigg az  U h a tván gszorza tok  vá lasztásá tó l,  míg D az  
összes az a  eggü ttha tókbó l bárm iig  módon felépülő  form ákra  
nézve az  aequivalentia értelmében vá ltoza tlan  (invariáns), 
azaz olyan, hogy azt az (er0, a x, . . . )  mennyiség-complexus 
ieljesen meghatározza.

Hogy e tételt bebizonyítsuk, legyenek 

ßo 1 ßi i ß i i • • •
az a  együtthatók bármely tetszés szerint megváltoztatott 
sorrendben, továbbá

vz , Vl , Vl , . . .‘o 'l ‘ 2

a v1,v 2, . . .  határozatlanoknak bármilyen, ismét különböző 
hatványszorzatai, a hol a v-k részben vagy egészben meg
egyezhetnek az előbb használt u-kkal, vagy pedig ezektől 
teljesen különbözők is lehetnek. E mennyiségekből alkos
suk a

ß o ^Z ß sV s
(S)

formát és most, ha ismét

Nm. ß0= D ' Fm. ßv,

ki kell m utatnunk, hogy D ~ D '.
A norma értelmezése szerint

Nm. ßv= I Iß v
i= 1

> ( ö

( 0 .

ha már most minden egyes ß f  forma együtthatói közül ki
választunk egy-egy ßj£? együtthatót és a



4 9 4 I X .  A Z  E G É S Z  A L G E B R A I  M E N N Y I S É G E K .  6 .  § .

szorzatot alkotjuk, hol a /u,2, . . . ,  jun indexek egymástól 
teljesen függetlenül állapíthatók meg, akkor Kronecker alap
tétele szerint (III. fej. 7 . §) minden egyes tlu mennyiség 
olyan

7 t j ; + 4 ' ‘) 7r£"* +  -  +  4 ' , ,= 0

azonosságot elégít ki, a melyben A f̂f1 a Nm. ß0-ben előfordúló 
együtthatóknak k-ad dimensiójú raczionális és egész ho
mogén formája. Magától értetődik, hogy Nm. ßv itt úgy te
kintendő, mint a v határozatlanoknak az [A, x x, . . . ,  xm] tar
tományból származó formája. Amaz együtthatóknak legna
gyobb közös osztóját fent D '-vei jelöltük s így tehát A^jf szük
ségképen osztható ű ' 7'-val. Az előbbi azonosság azonban a

D'
v Á( 

+
if*)

D'
TL/j.
D' +  -  +

A™
D'v

=  0

alakban is írható, a melyből kitűnik, hogy egész meny- 
nyiség.

Ámde Nm. «„-ban, mint az u határozatlanoknak formá
jában minden egyes együttható 77^-alakú mennyiségek ösz- 
szege és így szintén osztható D'-ve 1 úgy, hogy D' a ű-nek, 
a Nm. au együtthatói legnagyobb közös osztójának osztója. 
Pontosan ugyanazok a következtetések alkalmazhatók azon
ban akkor is, ha az a u és ß0 formák szerepét felcseréljük; 
D tehát a D'-nek is osztója és így

a m.
D ~ ü '

b. v.*
6 . §. Az a n formából előállított Fm. au primitiv formá

* A több oldalról fölsorolt nehézségek, a melyekbe a Kro- 
necker- féle Festschrift 14. §-ának megértése ütközik, egész egysze
rűen elesnek az itt idézett alaptétel előzetes tárgyalása és ennek 
most önállóan fogalmazott folyománya alapján. (L. a III. fej. 4. és 
5. §-ához csatolt megjegyzéseket.)



nak még további fontos tulajdonságai vannak, a melyek a 
[T] tartom ányban való oszthatóság elméletének előkészíté
sére itt kifejtendők. E tulajdonságokat a következő két tétel 
fejezi k i :

I. Ha au és ßv az előbb kife jte tt értelemben ugyanabból 
az együttható-sorozatból felépült form ák , akkor ßv Fm. a f l a 
[r]w tartományban osztható au-val, azaz van olyan a [.T] 
tartományból származó yw form a , a melyre nézve 

ßv Frn. ocu =  <xu y  w.
A yw ugyanis, m int egész algebrai forma egyszerűen 

m eghatározható azon megjegyzés alapján, hogy a 
ß0 Fm. au 1 Q Nm. au

formának valóban egész formának kell lennie. E hányados 
részletesen írva a következő:

U  (S) ’ 1 =  2

ebben pedig minden egyes Vs Ur hatványszorzat együtthatója 
yr^-alakú mennyiségek összege (hol 71^-nek értelme az 5. §-ban 
állapíttato tt meg) és így tehát valóban osztható ű-vel.

IL Ha 0  a [r]u, tartomány tetszés szerinti, E pedig e 
tartomány prim itiv formája, továbbá 0E osztható a u-val, 
akkor 0  Fm.ct„ is osztható au-val.

E tétel feltevését kifejezi bizonyos 
0 E =  a nW

azonosság, a hol W a [r\w tartom ány formája.
Ha ßv ism ét valamely az a u együtthatóinak sorozatá

ból felépült forma, hol azonban a n-k új, az adott for
mákban fellépő határozatlanoktól különböző határozatlanok 
legyenek, akkor I. szerint

ctu Fm. ßv =  ßv yw \

P R I M I T I V  E G É S Z  A L G E B R A I  F O R M Á K .  4 9 5

tehát
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4>E Fm. ß0 =  Wßu y w
és, m inthogy ßv oly forma, a mely az E primitiv formában 
fellépő határozatlanok egyikét sem tartalmazza, a 4. §-ban 
bebizonyított tétel szerint már 0  Fm. ßv is osztható ßv-ve\, 
azaz

0  Fm. ßv =  ßv y'w .

Ha már most a u< az a forma, a mely a u-ból úgy szárm a
zik, hogy az ut , u2, . . . határozatlanok helyébe az új  u j , rí2 , . .  . 
határozatlanokat teszszük, akkor ismét 1 . szerint 

ßv F m - a W =  « o ' 7w\
tehát 0  Fm. ßv Fm. au, osztható or^-val, vagy végre, minthogy 
a Fm. ßv forma a «' határozatlanok egyikét sem tartal
mazza, ismét a 4. § szerint már 0  Fm. aui osztható a„/-val. 
Ez azonban máris az előbb kimondott tétel, csakhogy az 
íi1? n2  . . . határozatlanok helyett a «í, n2 , . . . jelek állanak.

Az id eá lis m en n y iség ek  associatiója .

7. §. Az ebben a fejezetben értelm ezett [r] és fF\w 
valódi holoid tartományok általánosságban, azaz igen spe- 
cziális esetek kivételével nem teljesek*. E körülmény alak-

* Ha pl. r  az (1) tartományból az ,x2+5=r0 egyenlet egyik gyö
kének adjunctiója révén származó genus-tartományt jelenti, akkor 
e tartomány mennyiségei az /*+s J/ —5 mennyiségek, hol r és s az 
(l)-be tartozó számok. Hogy r-t-s | /  —5 absolut egész mennyiség lehes
sen, ahhoz szükséges, hogy r—sjA—5 is, tehát továbbá 2r és 2s\A—5, 
valamint 20;>,2=5 (2s)2 és végre 2s is egész legyen, azaz amaz r+ s Y ~~5
mennyiségnek a +  b Y~~5 alakúnak kell lennie, hol a és b az [1] tarto-

ö2-(-5ó2mányba tartozó számok. Ekkor azonban ismét szükséges, hogy
a2+ b 2 4és egyszersmind is egész számok legyenek; ez pedig csak akkor

van úgy, ha a és b páros számok. Példánkban tehát a [r] tarto
mány az a tartomány, a melyet az I. fej. 8. §-ában [Y —5]-tel jelöl
tünk és a melyről kimutattuk ott, hogy nem teljes tartomány.
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jában és tartalm ában egyaránt igen fontos kérdéstételre 
vezet, a melyet már a III. fej. 13. §-ában érintettünk. A [r] 
tartomány oly módon bővítendő teljes halóid tartománynyá, 
hoyy az alkotandó ú j tartományban a [.T] összes mennyisé- 
yeinek nem csupán csak az összeadás és szorzás révén nyert 
kapcsolatokra vonatkozó tulajdonságai, hanem az osztható
ságra vonatkozó tulajdonságai is megmaradjanak. Ennek pon
tosabb kifejezése a következő: Ha a . ß . y  a [r] tartom ány bár
mely mennyiségei, akkor követeljük, hogy az új bővített 
tartomány tartalmazzon olyan mennyiségeket, a melyeknek 
jelölésére az a , ß , y  jelképeket úgy használhassuk, hogy az 
aA~ß=y, vagy a ß = y  kapcsolatok mind a két tartományban 
mindig egyidőben legyenek érvényesek és ép úgy mindig 
mind a két tartom ányban egyidőben legyen a  osztható, vagy 
nem osztható /?-val.

Magától értetődik, hogy e feltételek mellett a bővített 
tartománynak is valódi lioloid tartom ánynak kell len n ie ; 
pedig a [r] tartom ány ilyen bővítésének eddig közelebbről 
megvizsgált esetei, a [Fj mellérendelt orthoid tartom ánya, 
( r ) ,  valam int az ebből származó genus-tartom ányok e köve
telést nem elégítik ki.

'VA ~  hányadosok összessége, a hol y u a [yj^ tartomány 
tetszés szerinti form áját és ev ugyanennek tetszés szerinti pri
mitiv (egység-) form áját jelen ti, a legegyszerűbb módon szol
gáltat olyan tartományt, a mely az épen felállított követelése
ket minden tekintetben kielégíti. E mellett — a mi természet- 
szerű ugyan, de nem magától értetődő — ebben a tartom ány
ban az összeadást és szorzást a következő módon értelmezzük :

7u' 7u" __ 7w £v"Jr7u" e j  •
e j  e j'  e j  ej>

7_j_ 7j'_ =  7u' 7u" . 
e j  é j'  é)' ej>

Köníy, Algebrai mennyiségek.
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úgy, hogy e műveleteket itt ugyanazon törvények szerint 
hajtjuk végre, a melyek a ([/1Jiy) orthoid tartományban ér
vényesek.

Most ki kell m utatnunk, hogy az így értelm ezett ta r
tom ányban valóban megvannak a felállított követeléseknek 
megfelelő tulajdonságok. E vizsgálatoknál, hogy rövidebb 
kifejezésre tegyünk szert, e tartom ányt [®]-vel jelöljük. 
E tartom ány értelmezése szerint mennyiségei az összes tu 
lajdonságokat mutatják, a melyeket az elemi algebra szabá-

y
lyai szerint a hányadosokról kim utathatunk. Minthogy 
pedig primitiv formák szorzata ismét primitiv forma, azért 
e mennyiségek okvetetlenűl holoid tartom ányt alkotnak. 
A [©] tartom ány továbbá valódi holoid tartomány is, mert 
pl. a 2 x = l  egyenletnek nincsen benne megoldása. Az ellen
kező esetben valamely 2 y u= £v kapcsolatnak kellene fenn- 
állania ; ez pedig lehetetlen, mert különben az £v primitiv 
forma normájának oszthatónak kellene lennie 2 -vel, tehát 
nem volna primitiv forma.

s'A  [©] tartomány egységei a -A- alakéi mennyiségek, a
, . . .  £ hol a £u számláló is prim itiv forma. Minthogy —f- is a [©]

tartom ány mennyisége, az így értelm ezett mennyiségek ok
vetetlenűl egységek ; de csakis ezek a mennyiségek az egy-

y
ségek, mert arra, hogy AJL egység lehessen, oly második 
y , . £v
AA— m ennyiség létezése szükséges, a melyre nézve 
£v<

Yu Yu' =  &v' •

Ebből azonban következik, hogy Nm. y u Nm. y'ui, tehát Nm. yu 
és végre y u is primitiv forma.

Hogy a [©] tartomány teljes holoid tartomány, azt egy
szerűen úgy mutatjuk ki, hogy e tartomány két tetszés sze
rinti mennyiségének, és -^^--nek megfelelőleg valóban

^V"
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alkotjuk a [®J tartom ány oly mennyiségét, a mely az I.fej.6 .§-a 
értelmében ama két m ennyiség legnagyobb közös osztója.

Legyenek « í, őrá, • • • az a 'u' forma és ép úgy cr", . . . 
a (Xu» torma együtthatói ; yw pedig jelöljön valamely oly for
mát, a mely au, és a j ,  együtthatóiból épült fel úgy, hogy 
ezek az együtthatók m indannyian valóban fel is használtat
tak, azaz legyen

7 w = 2 « ' r  Wjfcr+ S < W T , ,
(/•) (S)

a hol a W '-k és W "-k az ut ,u 2, . . .  határozatlanoknak ki
vétel nélkül különböző hatványszorzatai. Akkor a legnagyobb 
közös osztó eredeti jelölését használva,

Cl a"_// 7 w

a hol magától értetődik, hogy yw helyébe minden avval

tequivalens y w —̂ ~  m ennyiség is tehető *.
£w"

Ha már most az a j  és a j,  formák együtthatóiból a 
t" új határozatlanok segítségével a 

v « r L +  ^ « s ts
(r) (s)

lineáris formát alkotjuk, akkor a 6 . § I. tétele szerint

(,S  a 'r tr +  2  ccg tg) Fm . y w =  y w y'w>,
(r) (s)

hol y'w, ism ét a |T]U, tartom ány valamely formáját jelenti. 
Minthogy a t-k új határozatlanok, ennek az azonosságnak 
jobb és bal oldalán a /-knek lineáris formái állanak és a t-k 
együtthatóinak összehasonlítása révén minden egyes a-ra 
nézve egy-egy

cc Fm. y w =  yw yj»

* Hogy az r>̂ jel értelme meg ne változzék, e mellett még meg
jegyzendő, hogy a zárójelben álló mennyiségek még akkor sem te
kintendők formáknak, ha pl. e j = 1; hanem azok a [©] tartományhoz 
tartozó mennyiségek egységes jelei.

3 2 *
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alakú azonosságot nyerünk, a mely egyenesen kifejezése
annak a ténynek, hogy a  a [©] tartom ányban osztható yw-

/ /
vei, m ert /w ----  a [©] tartom ány mennyisége. Ugyanezr  m. yw
áll azután or^-ról és ról is és végre az azokkal aequi- 

valens és m ennyiségekről ; azaz y w okvetetlenűl€v' £vn
közös osztója e mennyiségeknek.

Végül yw a keresett legnagyobb közös osztó, ha aat és a'ß> 
minden osztója csakugyan yw-nek is osztója*. Hogy ezt bebi
zonyíthassuk, először is megjegyezzük, hogy az épen alkal
mazott következtetési módot ismételve, a 6 . § szerint a

( 2  b') Hm. CKni — OCui ßv
(r)

azonosság is érvényes, a melyből teljesen úgy mint előbb 
következik, hogy minden egyes a' együttható osztható cr^-val 
és így a'ui minden osztójával is. A a' és a"  együtthatók te
hát és a'^n minden közös osztójával oszthatók és ugyanez 
áll a [@j tartom ányban a yw m ennyiségről is. Evvel nem
csak azt bizonyítottuk be, hogy a [©] tartomány teljes tar
tomány, hanem egyszersmind találtunk olyan eljárást, a 
melynek segítségével e tartomány két mennyiségének leg
nagyobb közös osztója kész alakban előállítható**.

8 . §. A [@j tartom ány mennyiségei vagy olyanok, hogy

* Itt rövidség kedvéért csak a számlálóban álló formákat írtuk 
az azokkal sequivalens hányadosok helyett és ha csak el nem felejt
jük, hogy itt a [®] tartományban való oszthatóságról van szó, ma
gától értetődik, hogy ez a körülmény a kimondott tények helyessé
gén vagy általánosságán mit sem változtat.

** Még csak az szorul talán némi megokolásra, hogy a a /9-val 
(« és /9 alatt a [r ] mennyiségeit értve) a [®]-ben is csak akkor oszt
ható, ha ez már fT]-ban is úgy van. Ha k a /9-val osztható [®]-ben, 
akkor a Fm. ß osztható ,9-val [J^-ben, de Fm. /9=1, és így a osztható 
/9-val [F],„-ben, tehát már [r]-ban is.



A Z  I D E Á L I S  M E N N Y I S É G E K  A S S O C I A T I Ó J A . 50 1

már a [Z1] tartom ányba is tartoznak, vagy pedig újak, a [T7] 
tartományhoz associált mennyiségek, ha associaiiónak az 
eredeti tartom ány oly bővítését nevezzük, a mely a most 
felállított feltételeknek megfelel*. (E ttől eltérőleg az előbbe- 
niekben az adjunctio valamely adott holoid tartománynak 
oly bővítése volt, a melynél szintén az eredeti mennyisé
geknek az összeadás és szorzás révén előálló kapcsolataira 
vonatkozó szabályok változatlanok maradtak, ezentúl pedig 
az eredeti tartom ányban meg nem oldható egyenletek egy 
sorozata vált megoldhatóvá.)

Az oly m ennyiséget, a mely a [©] tartományba tarto
zik, a [7 1] tartomány ideális mennyiségének nevezzük. Ez 
nem egészen pontos ugyan, de kényelmes kifejezésmód, a 
milyennel a m athem atika más ágaiban is találkozunk. (így 
beszélünk pl. az egyenes képzetes pontjairól stb.) A [7 1] tar
tománynak a szó bővebb értelmében vett ideális mennyisége 
olyan m ennyiség is lehet, a mely «valóban» a [/7] tarto
mányba tartozik (a [T] tartom ány valódi m ennyisége); ha 
nem ez az eset forog fenn, akkor a szó szűkebb értelm é
ben vett ideális m ennyiséggel van dolgunk.

A f/1] tartom ánynak olyan ideális mennyiségét, a mely

* Hogy az itt associáltaknak nevezett mennyiségek a szó tel
jes értelmében vett «mennyiségek», a melyek megengedik úgy az 
összeadás, mint a szorzás műveletét és nem egyedül az utóbbi mű
veletet (mint DEDEKiND-nek az ideálokról szóló elméletében és Kro- 
necker tárgyalásában is az erre a czélra bevezetett mennyiségek), azt 
nem csupán formális haladásnak tekintem az osztó fogalmának fen- 
tartására törekvő mathematikai fogalomalkotásban. (L. erre vonat
kozólag a 24. §-hoz csatolt megjegyzést.) Evvel egyszersmind meg 
van vonva az éles határ  «osztók» és «osztórendszerek» közt.

Az algebrai számok elméletének specziális esetében már W e
ber H. «Lehrbuch der Algebra» ez. könyvében (II. köt. 154. §.) hasz
nál ilyen mennyiségeket, a melyeket egész functionáloknak nevez.
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csupán csak az sequivalentia-meghatározás értelmében van 
megadva, Dedekind szerint ideálnak nevezzük. Itt figye
lembe veendő, hogy az ideál értelmezése már magában 
Dedekind elméletében is bizonyos változáson megy át. 
Eredetileg ebben az elméletben az «ideál» a f/1] tartom ány 
mennyiségeinek minden olyan sokaságát jelenti, a mely a 
következő tulajdonságú : Ha a és ß  a sokaság két mennyi
sége és y a [r] tartom ány valamely tetszés szerinti mennyi
sége, akkor a  \-ß és ay  is a sokasághoz tartoznak. Ha már 
most (eq, a 2, . . . )  és (/?j, /?2, . . .) két ilyen sokaság vagy ideál, 
akkor az összes eq ßj alakú szorzatokból és az ilyen szorza
tok összegeiből álló sokaság is «ideál». Az ideálok e szorzása 
ugyanaz, a mit az előbbeniekben (VII. fej.) két osztórendszer 
compositiójának neveztünk, ha t. i. ezeket az ideálokat oly 
osztórendszereknek tekintjük, a melyeknek végtelen sok ele
mük van. DEDEKiND-nek «felette gondos és éleselméjű de- 
ductiója, a mely az ő egészen elvont fogalom-meghatározá
sainál ép oly szükséges, mint csodálatra méltó»*, a követ
kezőképen folytatódik. Egyrészt bebizonyítja, hogy ebben a 
felfogásban minden ideál aequivalens véges számú elemből 
álló osztórendszerrel; m ásrészt pedig kimutatja, hogy, ha vala
mely ilyen (cq, cc2, . . .) osztórendszer vagy ideál egy másikat, 
pl. (Ä , /?2, • • -)"t tartalmazza, akkor az előbbi mindig mint 
(ßii ßzi ■ ■ és egy harm adik ideál szorzata állítható elő**.

* Kronecker szavai a Festschrift 21. §-ának végén.
** E bizonyítás csak az algebrai számok és egy változós al

gebrai függvényeknek esetére terjed ki ugyan, (1. az 1. § idézetét) és 
nem igen látható, hogy milyen nehézségek merülnének fel az abso
lut egész mennyiségek általános esetében, ha kizárólag a Dedekind 
szerint megengedett segédeszközökre akarnánk szorítkozni. A Dede- 
KiND-féle ideál-elmélet különböző szerzőktől eredő «egyszerűsítései» 
kivétel nélkül a Kronecker- féle alapeszmének többé-kevésbbé bur
kolt alkalmazásában gyökereznek.
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Ha végre az ideált többé nem mennyiségek sokaságának, 
hanem a [71] tartom ány számra nézve véges mennyiségeivel 
értelmezett jelképnek tekintjük, a mely a szorzás jelzett 
szabályát követi, akkor az ideálok összessége olyan tarto
mány, a melyben nincsen az összeadásra vonatkozó törvény, 
de a szorzás törvénye a közönséges. E tartom ány — a mint 
könnyen kim utatható — annyiban teljesnek mondható, hogy 
két ideál legnagyobb közös osztója ism ét ideál. Ha végre a 
a f/7] tartom ány m eghatározott mennyisége és /ll annak tet
szés szerinti mennyisége, akkor az összes a/n szorzatokból 
összeállított ideál az a  jelképpel jelölhető és ezek az a 
jelképek minden a szorzásra és oszthatóságra vonatkozó 
tulajdonságukban megegyeznek az a  mennyiségekkel. Ekkor 
a felállított probléma, de avval a m egszorítással, hogy csu
pán csak a szorzásnak alávethető m ennyiségekkel dolgo
zunk, meg van oldva és az ideált a [T] tartom ány oly 
ideális mennyiségének tekinthetjük, a mely csakis sequiva- 
lentia-m eghatározással van megadva*. E szerint az elmélet 
alapjainak megvetése után — az idevágó irodalom hasz
nálatánál is — közömbös, vájjon az ideált az egyik, vagy 
pedig a másik módon akarjuk-e értelmezni. Azokban az 
esetekben ugyanis, melyekre nézve Dedekind elmélete nin
csen kifejtve, az eddigiek alapján szintén közvetetlenűl be
látható, hogy a |T] tartom ány ama mennyiségeinek összes
sége, a melyek a [($] tartom ány valamely m eghatározott 
mennyiségével oszthatók, ideált alkotnak Dedekind értelmé
ben ; valam int hogy ez az ideál, a mennyiben csak sequiva- 
lentia-m eghatározások jönnek tekintetbe, a [©] tartom ány 
ama m ennyiségét teljesen helyettesítheti.

* Az ideális szám KuMMER-féle felfogására, a mely maradandó, 
de ma már csak történeti je lenlőségű, ép ezért nem terjeszkedünk ki.
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Kronecker azokat az ideális mennyiségeket, a melyek 
csupán csak sequivalentia-meghatározással vannak megadva, 
algebrai osztóknak nevezi. E kifejezés az alkalmazásban

az irodalomban. Ha ebben az egy esetben eltérünk Kro
necker terminológiájától, ez azonban nem csak az épen em
lített okból történik ; erre késztet még a történeti fejlődés, 
valam int az a szembetűnő analogia is, mely a képzetes és 
ideális mennyiségek bevezetése közt fennáll.

Hogy a tárgyalást czélszerű jelöléssel áttekinthetőbbé 
tegyük, a [Z7] tartom ány a szó tágabb értelmében vett ideá
lis mennyiségeinek, azaz a [©] tartom ány tetszés szerinti 
mennyiségeinek jelölésére ezentúl az a, b, c , . . .  kis gót betű
ket használjuk. Azon mennyiségek jelölésére pedig, a me
lyek a szó szűkebb értelmében, tehát «valóban» a (T] tar
tományhoz tartoznak, az a, ß , y , . . . kis görög betűket tart
juk fenn.

9. §. Ha a [Zj tartom ány valamely

ideális mennyiségének előállításánál használt a, s mennyisé
gek mindannyian az [A, aq , . . ., x m] formatartományhoz tar
toznak, azaz a (Z7) genus-tartom ány elsőrendű mennyiségei, 
akkor czélszerű ezt az ideális m ennyiséget (az [A, aq ,..., x m\ 
tartományra vonatkozólag) raczionális és egésznek nevezni.

A [Z7] tartom ány bármely a ideális mennyiségének 
normája, a melyet az előbbiek szerint a

képlet értelmez, e szerint mindig raczionális mennyiség,

gyakran kényelmetlen és talán ezért használják oly ritkán

azaz az [A, aq, . . ., .rm, iq, . . zq, . . .] tartományhoz tartozó
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két formának hányadosa, a hol a nevező okvetetlenűl pri
mitiv forma úgy, hogy ez — a mint magától értetődik — 
a [©] tartom ány m ennyisége is. Ebben az érielemben tehát 
Nm. a mindig raczionális és egész menngiség.

A legnagyobb közös osztó itt kifejtett általános elmé
letének m egalapításához, még hozzátartoznak a következő 
megjegyzések :

£w’ ^w"

a fjTj tartom ány két ideális mennyisége, akkor az a genus
tartomány, a melyhez az azokban fellépő a  és ß  együtt
hatók tartoznak, különböző módon állapítható meg. E mel
lett azonban mindig lehetséges, hogy a legnagyobb közös 
osztónak a

b ~  (a, b)

képlet megadta értelm ezését úgy alakítsuk, hogy ama ge
nus-tartom ány változásától teljesen független legyen; mert 
az sequivalens mennyiségek közül azokat válaszlhatjuk, a 
melyeknek nevezője 1 .

Jelesen az a és b ideális menngiségeknek az a lalajdon- 
sága, a meinet az

(a, b) -  1

jelkép ad , független a r  genus-tarlománg választásától, ha
csak ez tartalmazza az a, ß  együtthatókat.

Legyen ( / \ )  és (T2) két ilyen genus-tartom ány és (T3) 
oly genus-tartom ány, a mely (T^j-et és (T2)-t tartalmazza. 
Most már, ha ßv-i úgy írtuk, hogy a benne föllépő V hat
ványszorzatok mind a cí„-ban szereplő U hatványszorzatok
tól különbözők,

b ^  «u d- ßv
és így tehát

Nm. b ~  Nm. (ccu-\-ß0),
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E mellett azonban Nm. («„+/?„) értelme különböző lesz 
a szerint, a mint a ( / \ ) ,  ( / 2) vagy (rs) tartom ányt veszszük 
fel alapúi. Legyen Nm. (au -\-ß j) ebben a három esetben 
rendre iV2 és N3, akkor szükségképen lesz

JV3 =N Í*=JV >
és e szerint az , N2, N3 formák egyidőben primitiv vagy 
nem primitiv formák. Ez azonban egyenesen azt jelenti, hogy 
a b ^ l  sequivalentia a m egállapított feltételt kielégítő, de 
egyébként tetszés szerint választott ( r t) és (T2) tartom á
nyokra nézve mindig egyidőben helyes vagy nem.

E m eggondolásokból kiindulva a következő tételt nyerjük: 
Legyenek a , ß  és 6 valamely oly genus-tartomány «.va

lódi» egész algebrai mennyiségei, a melynek «valódi» egész 
mennyiségei magukban is már teljes tartományt alkotnak; 
legyen továbbá S ~  (or, ß), akkor bármely más oly (r ) genus- 
tartományból kiindulva, a mely a -t, ß-t és S-t tartalmazza, 
szintén S ~  (er, ß), ha a megfelelöley bővített [©] tartományra 
megyünk át.

Most ugyanis a —S/Lt, ß —6v, a hol /J. és v  is ama 
genus-tartom ányhoz tartoznak és e tartományra nézve 
(jll, v) ~  1 . így tehát (ju, v) a vizsgált genus-tartományok 
mindegyikére nézve ~ 1 , a miből az I. fej. 6 . §-a és az 
előbb bebizonyítottak szerint valóban következik, hogy
(«, ß) ~  (SjlL, Sv) S {ju., v) d.

Különös fontosságot nyer e tétel akkor, ha er- 1 és ß-t 
abból az elsőrendű genus-tartományból választjuk, a mely 
minden az (A, x 1, . . . ,  x m) tartományból származó genus
tartományban benne van, azaz magából az [A, , . . . ,  x m]
tartományból, a midőn tehát or, ß, valam int J  is az 
[A, x t , . . ., x m] tartom ány formái. A tétel ebben az esetben 
a következő:

Ha ax és bx az [A, , . . ., x m] tartomány két oly formája,
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a melynek legnagyobb közös osztója ebben a teljes tarto
mányban dx, akkor, ha valamely az (A, x 1, . . . ,  x m) tarto
mányból származó (T ) genus-tartom ányról áttérünk a [©] 
tartományra, erre a tartományra nézve is dx ~  (ax ,bx).

Az id eá lok  oszth a tóság i e lm é le te .

10. §. A [©] teljes holoid tartományból ismeretes mó
don származik mellérendelt orthoid tartom ánya, (©), a 
mely — mint közvetetlenűl belátható — megegyezik a [.r \w 
tartománynak ((Tj^) m ellérendelt orthoid tartományával. 
Gyakran kényelmes lesz, ha a (©) tartom ányt «teljes» genus
tartom ánynak és evvel szemben (T)-t röviden genus-tarto
mánynak, vagy akkor, midőn az a világosság kedvéért szük
ségesnek látszik, «valódi» genus-tartom ánynak nevezzük.

A (©) tartom ány tartalmazza a [($] teljes holoid tarto
mányt. Összes mennyiségei «a (I j  genus-tartom ány ideális 
mennyiségei»; még pedig «egész ideális mennyiségek» ak
kor, ha már a [©] tartom ányhoz is tartoznak, «tört ideális 
mennyiségek» pedig az ellenkező esetben. Az utóbbiak 
e könyvben ugyan már nem nyernek alkalmazást, de az al
gebrai mennyiségek elméletének további kifejtésénél alig 
lesznek nélkülözhetők. Magától értetődik, hogy ezek min
dig oly alakban írhatók, hogy nevezőjük raczionális és egész 
mennyiség legyen.

A (r ) genus-tartom ány ideális mennyiségei, az egészek 
úgy mint a törtek, ismét vagy a szó szűkebb értelmében 
vett ideális mennyiségek, vagy pedig a (F) genus-tartomány 
valódi mennyiségei lehetnek. Az utóbbi esetben a (F) «valódi» 
genus-tartom ány mennyiségei, az első esetben ez nem áll.

Most majd az ideális mennyiségeknek az oszthatóságra 
vonatkozó tulajdonságaival foglalkozunk és minthogy e mel-
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lett kivétel nélkül mindig csak egy [©] tartom ány mennyisé
geire szorítkozunk, ennek külön kijelentését mellőzhetjük.

A [©] tartom ány mennyiségeire nézve első sorban az
I. fej. 5. §-ában adott értelmezések és tételek érvényesek, 
a melyek tetszés szerinti holoid tartom ányok oszthatósági 
viszonyaira vonatkoznak. Jelesen valamely ilyen p meny- 
nyiség irreducibilis, ha nincsen az sequivalentia-meghatá- 
rozás értelmében 1 -től és p-től különböző osztója. Minden 
valódi irreducibilis egész ideális m ennyiség azonban törzs
m ennyiség is, m ert a [©] tartom ány teljes holoid tartomány 
(I. fej. 6 . §). Magától értetődik, hogy minden ilyen törzs
mennyiség irreducibilis egész ideális m ennyiség is és ezért 
a két elnevezés közűi többnyire a rövidebbet fogjuk hasz
nálni. Mint törzsmennyiségnek, p-nek tudvalevőleg megvan az 
az alaptulajdonsága, hogy két egész m ennyiség szorzata, ab 
csak akkor osztható p-vel, ha p már a-nak vagy b-nek osztója.

M indenekelőtt megjegyezzük, hogy most már oly j ó l  ér
telmezett eljárással is rendelkezünk, a melylyel, ha a és b két 
eyész ideális mennyiséy, eldönthető, vájjon a osztható-e b-vel.

E tárgyalásnál a és b a velük sequivalens a u és ß v 
formákkal he lyettesíthe tők ; b tehát akkor és csakis akkor
osztója a-nak, ha au osztható /?y-vel, vagyis p -vei. 
Ámde —- ^ ' okvetetlenűl az u és v határozatlanoknak for-

P v
mája és így tehát egész ideális mennyiség, ha egész algebrai 
forma, azaz, ha együtthatói egész algebrai mennyiségek, a 
mi a 2. §-ban kifejtett módszerekkel dönthető el. Ekkor te
hát és csak ekkor b az a-nak osztója lesz. Ha ugyanis 
a„ Fm. ßv a [r\w form atartom ányban nem osztható /3^-vel, ak
kor a‘l ß° sem lehet egész ideális mennyiség, azaz nem 
tartozhatok a [©] tartom ányba ; m ert különben léteznék két 
oly primitiv forma, e j  és e ' ß t ,  a melyre nézve

au£'u> Fm. ßv
ß v £ll"
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egész algebrai forma volna. De akkor a 6 . § II. tétele szerint, 
minthogy £u, Fm. ß0 is primitiv forma, a [r]lv tartományban 
au s'u Fm. ß0-\e \ együtt már a n Fm. /?y-nek is oszthatónak kel
lene lennie /?y-vel, a mi a mostani feltevésnek épen ellen
kezője.

Közvetetlenűl belátható továbbá, hogy b akkor és csak 
akkor ~ 1 , midőn a b-vel aequivalens ßu formából képezett 
raczionális és egész form a , Nm./?u (ha ezt — mint magától 
értetődik — az [A, x t -,. . . ,  x m] tartom ányból származó formá
nak tekintjük) prim itiv forma.

Annak eldöntésére, vájjon b az a-nak valódi osztója-e, 
még a következő tétel szo lg á l:

A z a-nak valamely b osztója a-nak akkor és csak akkor 
valódi osztója, ha Nm. b a Nm. a-nak valódi osztója.

Ha ugyanis a=bc, akkor egyszersmind 
Nm. a =  Nm. b Nm. c,

és b vagy c akkor és csak akkor ^ 1 , ha Nm. b vagy Nm. c ~ l. 
Ez a fölötte egyszerű tétel azért fontos, mert a felállított 
kérdés eldöntését az [A, a q ,..., xm] tartom ányra vezeti vissza. 
Ugyanis _

Nm.a =  i ,  Nm. b =  ^  , Nm.c =  - ^ - ,
£ £ £

hol A, B , C az [A, aq , . . ., x m] tartom ány formái es e, £í , £2, £3 
e tartom ányból származó primitiv formák. így tehát továbbá 
b vagy c akkor és csak akkor ~ 1 , ha vonatkozással erre 
a tartom ányra fí vagy C ^ l ;  azaz b akkor valódi osztója 
a-nak, ha a B forma valódi osztója az A form ának.

Látják továbbá, hogy m inden egész ideális mennyiség 
normája a [©] tartom ány valamely raczionális és egész valódi 
mennyiségével, azaz az [A, x t , . . . ,  a:m] tartomány valamely 
formájával aequivalens. Ezt a gyakori alkalmazás miatt kü
lön kiemeljük.
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11. §. Az ideális mennyiségek associatiója után a genus
tartom ány egész mennyiségeire nézve az oszthatóság törvé
nyei ép oly egyszerűek és világosak, mint a raczionális és 
egész számok tartományában: Jelesen érvényes — és ez tu
lajdonképen a bevezetett módszerek fontosságának és ter
m ékenységének alapja — a következő alaptétel :

A 0 és az egységek kivételével minden egész ideális 
mennyiség mint véges szcimú törzsmennyiség szorzata állít
ható e lő ; még pedig úgy, hogy ez az előállítás az aequiva- 
lentia értelmében egyértelműen meg van határozva.

Ha a ilyen egész ideális mennyiség, a mely tehát sem 
nem = 0 , sem pedig nem ~ 1 , akkor az vagy törzsm ennyi
ség, vagy pedig van egy valódi osztója, 6 . Ekkor azonban 
b nem —0 , sem pedig nem ; b tehát vagy törzsm ennyi
ség, vagy pedig van egy valódi osztója, c s í. t. Ebben az 
a, b, c, . . . sorozatban azonban véges számú lépés után törzs- 
m ennyiségre kell jutnunk, a mely — mint az magától ér
tetődik — az a-nak osztója. Ugyanis a Nm. a, Nm. b, Nm. c,. . .  
sorozatban is minden egyes m ennyiség a megelőzőnek va
lódi osztója és ugyanaz áll az A, B , 6 ’, . . . sorozatról is, ha 
ezek a mennyiségek az [A, a q , t a r t o m á n y n a k  ama 
normákkal aequivalens formái és az oszthatóság kérdését 
erre a tartom ányra vonatkoztatjuk. Minthogy azonban az Ä 
form ának csak véges számmal vannak osztói, szükséges, 
ha az a, b, c, . . . sorozat nem szakad meg már előbb, hogy 
véges számú lépés után oly í) mennyiségre jussunk, a mely
nek normája az [A, aq, . . . ,  x m] tartomány valamely irreduci- 
bilis formájával, H-\a l aequivalens. Ez a í) mennyiség azon
ban ekkor a 1 0 . § utolsó tétele szerint szükségképen törzs
mennyiség.

Az a-val jelölt mennyiség tehát okvetetlenűl osztható 
valamely törzsmennyiséggel ; a akkor vagy maga is a
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pr gyel sequivalens törzsmennyiség, vagy pedig a = p 1 a1 és ^  
sem nem = 0 , sem pedig nem ~ 1 . Az ax akkor ismét oszt
ható valamely p2 törzsm ennyiséggel s í. t. Az így származó 
a, a15 a2, . . . sorozat minden mennyisége ismét valódi osz
tója a megelőzőnek és így tehát e sorozatnak ismét meg 
kell szakadnia a végesben. Ezek szerint

a =  PiP2  • • •
hol pt , p2, . . . ,  egyenlő vagy különböző törzsm ennyisége
ket jelentenek, vagy pedig, ha az sequivalens törzsmennyi
ségeket egyesítjük,

p " 1 p 22 . - - p " r .

Hogy a-nak nincsen az sequivalentia értelmében ettől 
különböző b b b

a ~  V  q2 2 • • • V

előállítása, azt ism eretes módon m utatjuk. (L. pl. a IV. fej. 
2 . §-át.) Ép úgy belátható, hogy minden a 0 -tói különböző 
a mennyiség nem aequivalens osztóinak száma csak véges 
lehet és azok mindannyian a

b ~  Pi" P? • • ' VS (c/i=0> !>•••» ab)
alakban írhatók.

Még megjegyzendő, hogy az épen kifejtett gondolat- 
menet a je lze tt előállításnak csak existentia-bizongitására 
vezetett és így tulajdonképen egészen hasznavehetetlen, 
midőn későbbi vizsgálatainkban ezt az előállítást ism ere
tesnek kell feltételeznünk. Ezt a hézagot majd csak a foly
tatólagos fejtegetések egész sora után tölthetjük be és ehhez 
képest a-nak tényleges előállítása, m int törzsmennyiségek 
szorzata bizonyos m eghatározott véges eljárás alapján csak 
később (a 26. §-ban) lesz bemutatható.

12. §. Az oszthatóság elmélete az [1 ] tartományban, 
vagy pedig általánosabban az [A, a q ,. . . ,  xm] tartományban 
egyrészt és a [©] tartom ányban m ásrészt az épen tárgyalt
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alaptétel közös volta mellett is igen lényeges pontban kü
lönbözik azért, m ert a [©] tartom ány oly egész mennyi
ségeket is tartalm az, a melyek nem raczionálisak. Ez meg
történik, mihelyt (T) nem esik egybe az (A, x x, . . ., x m) 
tartom ánynyal, tehát igazi genus-tartom ány (azaz az első
nél m agasabbrendű). Az erre vonatkozó főtételeket sorol
juk  föl most.

I. Minden a egész ideális mennyiségnek megfelel az 
[A, íCj , . . ., x m] tartomány bizonyos A formája ágy, hogy e tar
tomány valamely form ája, midőn azt a [©] tartomány m e n 
nyiségének tekintjük, akkor és csak akkor osztható a-val, ha 
A-val osztható, hol az utóbbi oszthatóság az [A, x x, . . . ,  ;r/n] 
formatartományban értendő.

Nm. a és az [A, x x,.  . . ,  ccm] tartom ánynak a Nm. a-val 
aequivalens Ä formája okvetetlenűl osztható a-val és így 
tehát e tartom ánynak minden A-val osztható formája is 
osztható a-val. Ha ugyanez áll valamely az A-val nem oszt
ható B formáról is, akkor A-nak és ß-nek a form atarto
mányban alkotott legnagyobb közös osztója, Ax (a 9. § 
végén tárgyalt tétel szerint) szükségképen osztható lesz 
a-val. Ha Bx osztható ugyan a-val, de nem Ángyéi, akkor 
ismét az Ax és Bx legnagyobb közös osztója, A2 osztható 
lesz a-val s í. t. Az A, A1, A2, . . . forma-sorozatban azon
ban Ar az Ar _ 1 osztója, de sohasem lesz Ar~ A r_x ; mert Ar 
az Ar_x és valamely az AJ._1-gyel nem osztható Br_x forma 
legnagyobb közös osztója és e szerint Ar vagy ~ 1 , vagy 
pedig az Ar_ x valódi osztója. A sorozat tehát megszakad, 
mert annak egyik tagja végre lesz ; azaz végül nincsen 
olyan Bs forma, a mely As-sel nem osztható, de osztható 
a-val. így valóban olyan A formára ju tottunk, a mely a tétel
ben jellem zett tulajdonságot m utatja és — mint az magától 
értetődik — akkor és csak akkor ~ 1 , ha a ~ l .
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II. Az a P forma, a mely a jellem zett módon valamely 
p törzsmennyiségnek felel meg, törzsforma és a Nm. y-vel 
aequivalens P forma Pk.

Ha ugyanis P— P1P2 volna, akkor épen, minthogy p 
törzsmennyiség, már P -n ek  vagy P2-nek oszthatónak kellene 
lennie p-vel; tehát a P-re nézve m egállapított tulajdonság 
m iatt P1 vagy P2~  1 volna.

Ámde továbbá P=pa, tehát
Nm. P = P n =  Nm. p Nm. a

és így a Nm. p-vel aequivalens P a P"-nek osztója és nem 1 , 
hanem ~  Pk (k — 1, . . . ,  n).

A p m ennyiség k-adfokú törzsmennyiség (törzsideál), 
ha Nm. p ^  Pk.

Azon különböző törzsideálokat, melyek ugyanazon törzs- 
tormának osztói, Kronecker szerint összetartozó (verbun
dene) törzsideáloknak nevezzük.

III. Ha a vizsgálat alapjáúl szolgáló (P) genus-tarto
mány Galois-féle tartom ány , akkor a [©] tartomány min
den raczionális és egész mennyisége az összetartozó törzs
osztókat egyenlő gyakran tartalmazza.

Minthogy az [A, x t , . . ., ,rm] tartom ány nem aequivalens 
irreducibilis formái a [©] tartományban is relativ törzsfor
mák, a tételt csak irreducibilis formákra nézve kell bebi
zonyítanunk. Legyen valamely P irreducibilis formára nézve

P ~  pa qb xc . . .,
akkor ez a felbontás a conjugált tartományok mindegyiké
ben is érvényes. Ha tehát p conjugált értékei p1 ?. . . , p n s 
ú. t., akkor

P ~  p fq fr? . . . ,  .

Minthogy azonban a conjugált genus-tartom ányok most 
egybeesnek, ezek az előállítások nem lehetnek különbözők ; 
ebből pedig közvetetlenűl világos, hogy a conjugált törzs

Kőnig, Algebrai m ennyiségek. 33
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mennyiségek m ost összetartozók is. De megfordítva, az 
összetartozó törzsmennyiségek conjugáltak is, mert pl. Nm. pz 
osztható P-vel, tehát qz-vel is, a mi csak úgy lehetséges, 
ha valamely -—-qz-. Ha már most pl. a e b  volna, akkor, m int
hogy qz- conjugált értékeinek egyike, pl. q; szükségképen 
~ p f , ebből következnék, hogy

azaz, hogy P osztható pj.’-vel. Ép így lehetetlen a b e  a föl
tevés is.

Ha tehát p, q, r, . . . a P forma törzsosztói, akkor most 

P ~  (pqr.. .)a.

13. §. Az olyan ideált, a mely a [P] tartom ány valamely 
valódi mennyiségével sequivalens, Dedekind szerint föideál- 
nak nevezzük.

Könnyen felismerhető a következő tény :
Ha a bármely ideál, p pedig bármely törzsideál, akkor 

mindig van olyan föideál, a mely osztható ugyan a-val, de 
ap-vel nem osztható.

Ezt a főideált közvetetlenűl az a-val sequivalens au 
forma együtthatói szolgáltatják. Ezen együtthatóknak kivé
tel nélkül oszthatóknak kell lenniök a-val (7 . §), de ap-vel 
legalább egy közülük nem osztható. Hisz az ellenkező eset
ben a-nak is oszhatónak kellene lennie ap-vel, a mi lehe
tetlen. Az így m eghatározott együttható az aequivalentia ér
telmében m eghatározza a keresett főideált.

Ebből a következő általánosabb tételt is nyerjük :
Ha a bármely ideál, míg pt , p2, . . ., pr tetszés szerinti 

törzsideálok, akkor mindig van oly föideál, a mely osztható 
ugyan a-val, de az ap15 ap2, . . ., apr ideálok egyikével sem 
osztható.

Legyen mz a p1 5 . . ., p;. tényezőkből a pz kizárásával
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alkotott szorzat. Ekkor — a mint fentebb m egm utattuk — 
van a [71] tartom ányban olyan valódi mennyiség, /%, a mely 
osztható ugyan curtj-vel, de űtn;P;-vel nem osztható ; a

Ä + A + •"+/?/•
m eghatározta főideál pedig az, a mely a keresett tulajdon
ságot mutatja. Ez a főideál ugyanis okvetetlenűl osztható 
a-val. De minthogy a /3; kivételével minden egyes ß  bizo
nyára osztható api-vel, csak akkor volna osztható apj-vel, ha 
ßi is osztható volna apj-vel. Ámde airt;P; a pz kivételével az 
egyes törzsm ennyiségeket ugyanannyiszor tartalmazza mint 
osztót, a hányszor arrtz- ; a pt- törzsm ennyiségeket pedig 
ugyanannyiszor, a hányszor apt- ; a feltevés ellenére tehát 
/%-nek oszthatónak kellene lennie cmijPj-vel.

Felism erjük továbbá, hogy van végtelen sok (az sequi- 
valentia értelm ében) különböző főidéül, a mely a felállított 
feltételnek megfelel. Ha a feladatnak megfelelőleg pl. az

1 ^ 2 5 • • • 5 &S
valódi m ennyiségek által m egadott főideálokat előállítottuk 
és most q olyan törzsideál, mely relativ törzsideál az 
cq, cf2, . . ., a s, P i , . . ., pr ideálokhoz, akkor m eghatározható 
oly as+í főideál, a mely osztható ugyan ctq-val, de az 
aqp15..  ., aqpr m ennyiségek egyikével sem osztható ; így 
tehát ez a főideál nyilván ismét megoldása a feladatnak és 
az a 1,. . ., as főideáloktól különböző. Világos, hogy ily mó
don az a  m ennyiségek határtalan sorozatát nyerjük ; mert az 
[A, aq,. . ., x m] tartom ány végtelen sok irreducibilis formát 
tartalm az és így a törzsideálok száma is végtelen nagy.

Ez végre a ÖEDEKiND-től származó és az ő elméleté
ben különösen fontos szép tételhez v eze t:

Minden a ideál két főidéül legnagyobb közös o sztó ja ; 
még pedig minden ideál végtelen sokféleképen állítható elő 
ezen a módon.

3 3 *
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Ha a valamely a  főideál, akkor ezeket az előállításo
kat — mint az magától értetődik — (a/u, av) szolgáltatja, 
hol (ja, r ) ~ l  ; ha azonban a nem főideál és a  valamely az 
a-val osztható főideál, p1? p2, . . ., pr továbbá az a törzsosztói, 
akkor az összes végtelen sok ß  főideálra nézve, a mely 
osztható ugyan a-val, de az ap17 ap2, . . ., apr ideálok egyiké
vel sem osztható, (« ,ß )~ a * .

* Az épen kifejtett elmélethez csatlakozik a további problémák 
egész sorozata, a melyek, habár további kifejtésök nélkül, itt mégis 
megemlítendők.

Az ideális mennyiségeknek a szövegben használt sequivalen- 
tiája az I. fej. 5. §-a értelmében «absolut sequivalentiának» tekin
tendő. Evvel szemben a ye mennyiségek összessége, hol y a genus
tartomány valamely valódi mennyisége, e pedig a [©] tartomány 
valamely ideális egysége, azaz a [©] tartomány ama mennyiségeinek 
összessége, a melyek valódi egész mennyiséggel absolute aequiva- 
lensek, oly sequivalentiatartományt alkotnak, a mely (az I. fej. 12. §-a 
szerint) ismét relativ sequivalentiának, — Kronecker javaslata sze
rint — ú. n. KuMMER-féle sequivalentiának szolgál alapjáéi. Ez a rela
tiv sequivalentia szolgáltatja az ideális mennyiségek, vagy ideálok 
osztályokba való sorozását, a melyet eddig csak az algebrai számok 
elméletében dolgoztak ki részletesebben. Ebben a legegyszerűbb 
esetben az így származó osztályok száma véges és ezen osztályok 
számának meghatározása (1. pl. Dedekind többször idézett könyvét) 
alkotja az ú. n. analitikai számelmélet egyik alapproblémáját.

KRONECKER-től kezdeményezett egyik további fogalomalkotás 
(Festschrift 22. §), a melyet azonban eddig bővebben nem fejteget
tek, épen az ellenkező irányban mozog, a mennyiben az eredeti 
sequivalentia-fogalom szigorításán alapszik. Csatlakozva e fejezet
7. §-ának fejtegetéséhez, ezek a vizsgálatok úgy jellemezhetők, hogy 

yaz ott bevezetett -dJL hányadosban az tv nevezőnek most tulajdonké-
. . . „ £vpeni primitiv formának kell lennie. Tulajdonképeni primitiv forma 

az olyan 2 erUr forma, a melynek együtthatói, ha azokat osztórend
szer elemeinek veszszük, kielégílik a szűkebb értelemben vett

(Cl, ^ 2 1 • • •) 1

sequivalentiát (VII. fej. 2. §).
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A gen u s-tartom án y  valódi m en n y iség e in ek  
alap ren d szere .

14. §. Ha a F  genus-tartom ány az (A, x t , . . x m) tar
tományból az

Fozn+ F 1iP -' +  -  +  Fn= 0

egyenlet egyik a  gyökének adjunctiója révén származik, 
akkor a — m int az magától értetődik — általánosságban 
nem egész mennyiség, de F0  a  m indig ily e n ; mert ez a 
mennyiség kielégíti a

P + F 1f'-*+-FMF0 f'-* + ~  •+ F n Fon - 1 = 0

egyenletet, a mely az előbbiből úgy származik, bogy F0n_1- 
vel szorzunk és azután F0z helyébe t-1 helyettesítjük. E mel
lett közvetetlenűl belátható, hogy cr-val egyidőben F0a  is 
n-edrendű algebrai mennyiség.

A F  genus-tartom ánynak, valam int az abban foglalt [F] 
tartom ánynak értelm ezésére e szerint mindig a tartom ánynak 
valamely közvetetlenűl ism eretes y  egész mennyisége hasz
nálható, a mihez a következőben mindig alkalmazkodunk.

Ha a F  genus-tartom ány ama mennyisége y, akkor a 
genus-tartom ány minden mennyisége ismét a

^ 0 + ^ 1  y-\------ 1
H

alakban állítható elő, a hol G0, Gt , . . . ,  Gn_1 és H  (a mely =kO) 
az [A, act , x m] tartom ány formái. Ha H=  1 , akkor az így 
előállított m ennyiség bizonyára egész mennyiség; de azért 
egyáltalában nem szükséges, hogy minden egész mennyiség 
előállításában 1  legyen.

Ez a körülmény már ama genus-tartom ány legegysze
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rűbb példájában is m utatkozik, a mely az ( 1 ) tartományból 
az .r2-f 3 = 0  egyenlet egyik gyökének adjunctiója révén szár
mazik. Ekkor ugyanis közvetetlenűl látni, hogy a

— l- |- l/—3 
2

mennyiség egész mennyiség, m ert kielégíti az x 2 + . r + l = 0  

egyenletet. E mellett nem is lehetséges, hogy

legyen, a hol a, b közönséges egész számokat jelentenek. 
Ebből ugyanis

(2a+ 1 ) +  (2 í> - l) l/^ 3 = 0 ,
azaz

2 a + l = 0 , 2 0 — 1 =  0

származnék, a miből a feltevés ellenére a = — ^ , b =  volna.
Hogy már most a r  genus-tartom ány egész mennyi

ségeinek általános alakját m egállapíthassuk, legyen fji vala
mely tetszés szerinti ilyen m ennyiség; akkor ju okvetet- 
lenűl a

a = R 0-\-R1y-\----- \-Rr7_ 1 y , ? _ 1

alakban írható, hol az R-ek a F  genus-tartom ány első
rendű mennyiségei, azaz az [A, ,. . ., ícm] tartomány két
formájának hányadosai. Ugyanez történhetik azonban az ösz- 
szes conjugált genus-tartományokban is és így az R-ek meg
határozására a következő egyenletrendszert nyerjük :

Ah= ^o+^i7iH ------1*
('=i, • •■,»)

Ha meggondoljuk, hogy az ismeretlenek mellett álló 
együtthatókból alkotott determináns négyzete az előjel mellő
zésével egyenesen a y  mennyiség m eghatározására szolgáló 
n-edfokú irreducibilis egyenlet discrim inánsa, a melynek
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jelölésére D vagy D(y) szolgáljon (és a melyet röviden a y  
discrim inánsának is nevezünk), akkor belátjuk, hogy

DR{
n

szükségképen egész m ennyiség; a j j -  kifejezésben tehát a 
Gj és H  legnagyobb közös osztójának eltávolítása után H 
okvetetlenűl D-nek osztója úgy, hogy

A r  genus-tartomány minden valódi egész mennyisége 
tehát a

. .  _  Go +  G i / H --------- b ^ n - i 7 n 1
n

alakban állítható elő, hol D a y  discriminánsa és így tehát 
D, valamint G0, . . ., GÍJ_ 1 is az [A, x í7 . . . ,  x m_1] tartomány 
formái.

Ebből az előállításból m ost már a r  genus-tartomány 
egész m ennyiségeinek egész formák alakjában való alapvető 
jelentőségű előállítása származik.

A (G0, G1?. . . ,  Gjj_1) form arendszerekből ugyanis, a me
lyek az összes egész mennyiségek előállításánál előfordúl- 
nak, a VII. fej. 5. §-a szerint* kiválaszthatók véges szám
mal levő

z ( i ) q(Í) 
U 1 ’ G( i )

(1= 1, •. •, r)

formarendszerek úgy, hogy minden további

rendszerre nézve
G0, Gx, . . ., Gr

* H a  u g y a n i s  t e l j e s e n  ú g y ,  m i n t  a  V I I .  fe j .  6. § - á b a n  a  G qY G f , . . .  
f o r m á k a t  a z  új u 0 , u±, . . . h a t á r o z a t l a n o k  s e g í t s é g é v e l  a  k ö v e t k e z ő b e n  

f o g l a l j u k  ö s s z e :
Gtf)=GK>Uo+G?)«i+-- - •
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í =  1

alakú kapcsolatok állanak fenn.
Ha tehát

Hí -  D

( i - i , . . . , r )

a genus-tartom ánynak bizonyos r meghatározott egész 
mennyisége, akkor a r  genus-tartomány minden további va
lódi mennyisége a

r
H = X  Hi Hi

i=l

alakban írható, hol a Hr k az [A, x 1, . . ., xmJ tartomány 
mennyiségei. Világos, hogy minden ilyen alakban írható 
m ennyiség valóban a genus-tartom ány egész mennyisége.

Minden ilyen pií , . . . , /bir rendszert a genus alaprend
szerének nevezzük. E mellett ez a rendszer szükséges ele
meire szorítható annyiban, hogy pl. oly jur , a melyet a 
többi jU-höz valamely

r—i
Hr— 2  Hi 

i=1

alakú kapcsolat fűz, egyszerűen elhagyható. Vájjon vala
mely fj, ezen a módon elhagyható-e, azt — mint közvetet- 
lenűl látjuk — bizonyos lineáris egyenletrendszer megoldá
sával dönthetjük el.

Más, sokkal mélyebb eredetű kérdés, a melyet azonban 
ilyen általánosságban eddig nem vizsgáltak, azon elemek 
legkisebb számára vonatkozik, melyek minden alaprendszer
ben feltétlenül föllépnek.

Az alaprendszer elemeinek száma, r semmi esetre sem 
lehet kisebb n-nél, a genus rendszámánál.
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Az ellenkező esetben ugyanis abból, hogy
r

y^ Hy fM i
Í= 1

(j'=i,...,r)
a y  m eghatározására olyan legfölebb n— 1 -edfokú egyenlet 
származnék, a melynek együtthatói nem tűnnek el mind
annyian ; ez pedig lehetetlen, m ert hisz y  n-edrendű al
gebrai mennyiség.

15. §. Hogy valamely az (A, x x, . . ., x m) tartományból 
származó genus-tartomány az A orthoid tartományra vo
natkozólag relativ egész mennyiségeinek egy alaprendszeréi 
felállíthassuk, ism ét a genus-tartom ánynak (a genus-tarto
mány értelmezésével közvetetlenűl m egadott) y  egész meny- 
nyiségéből indulunk ki. Legyen y  discrim inánsa D, a mely ;— 
mint tudjuk — az [A, x x, . . ., x m] tartom ány formája.

A genus-tartom ány minden (relativ) egész mennyisége a

^ o + ^ i y-\ \~Gn—iy n i  ^

alakban állítható e lő ; ha tehát 1 , ebből közvetetlenűl 
kitűnik, hogy 1 , / , . . . ,  yn~x alaprendszer. így tehát csak azt 
az esetet kell közelebbről megvizsgálnunk, midőn ü  az x  
határozatlanokat valóban tartalmazza.

A dolog azon fordul meg, hogy a G formákat, mint 
az [A, x 1? . . ., x m] tartom ány formáit a legáltalánosabb mó
don úgy határozzuk meg, hogy ama mennyiség egész meny- 
nyiség legyen. De akkor szükséges, hogy a / ) ( í = 1 , . . . , n )  
tartomány

^ o + ^ i /H ------1----------------  ------ -------(i=i,. ,  n)

mennyiségei egészek legyenek, valamint e mennyiségek elemi 
symmetrikus formái is. Ezek az
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A  ^  s ,
D 7 D2 7' '  ‘ ’ Dn

alakban írhatók, a hol Sj a G0, G1?. . . ,  Gn_1 mennyiségek
nek az [A, a?,, . . ., x m] tartom ányba tartozó együtthatókkal 
ellátott /-ed dimensiójú homogén formája. A m egszabott 
feltétel — mint közvetetlenűl belátható — nemcsak szük
séges, hanem elegendő i s ; m ert azon egésznek bizonyí
tandó mennyiség ekkor valóban megfelelő alkatú egyenlet 
gyöke.

Problém ánk tehát úgy fogalmazható, hogy az Sj 
( j = l ,  . . . ,  n) j-ed dimensiójú formában az «ismeretlen» G 
formák úgy határozandók meg, hogy Sj osztható legyen IV- 
vel. Magától értetődik, hogy ez az oszthatóság az [A, x m]
tartományra vonatkozik.

Az x  határozatlanoknak bizonyos oly lineáris trans- 
formatiója, a melynek determ inánsa az egység, együtthatói 
pedig raczionális és egész számok és a melynek alkalma
zása — mint közvetetlenűl belátható — a probléma felállítá
sán mit sem változtat, átviszi I) - 1  az x  határozatlanoknak 
szabályos formájába, a melynek dimensiója legyen r. E mel
lett fölvehető, hogy r > 0 , m ert a D ~  1  eset már elintézett- 
nek tekinthető.

E lineáris transform atio alkalmazása után 
Gi=DQi+G'i ,

G'i—^  Gih x\ln
h=o

írható, hol a Gih-k már csak az fA, x t , . . ., x m_^\ tartomány 
formái, (ha m =  1 , az A tartomány mennyiségei). A G0,..., Gn_1 
formák az (1 ) alatti kifejezésben akkor és csak akkor 
szolgáltatnak egész mennyiségeket, ha ugyanaz történik a 
G'0, . . ., G\j- j formák használata mellett. A probléma ezen új 
fogalmazásában tehát az ismeretlen formákat egyenesen az
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x m határozatlanra vonatkozólag r— 1 -edfokú formáknak ve
hetjük fel és a íV-ve 1 való oszthatóság tényét e szerint az 
[A, x t , . . . ,  £cm_1] tartom ányban képezett diophantikus egyen
letek rendszere fejezi ki, a melyben az egyenletek foka 
azonban felemelkedik n-ig. Mint «ismeretlenek» ezekben az 
egyenletekben a Gih formák és csak ezek szerepelnek; nem 
pedig a létezőknek föltételezett hányadosok ismeretlen 
együtthatói is. Ezt közvetetlenűl felismerjük, ha a kérdéses 
oszthatóság feltételeit a III. fej. 1. és 2. §-a szerint közön
séges osztási eljárással állapítjuk meg.

Ugyanezek az oszthatósági feltételek azonban még 
egészen másképen is magyarázhatók. Ha A helyett az 
(A, x t , . . x m_1) tartom ányból származó algebrai mennyisé
gek országát választjuk alapúi, — ezt úgy, mint már előbb, 
{A, x t , . . ., ^m -ij-gyel jelölve — akkor az a követelés, hogy a

UÓ+UÍ/id----- hU/i-i/" 1
-----------------^ ----------- ----- (i=i, ...,n)

mennyiségek az (A, x t , . . ., x m_ í} tartományra vonatkozólag 
relativ egész m ennyiségek legyenek, most azonban a Gih-k 
alatt e tartom ány tetszés szerinti mennyiségeit értve, ismét 
pontosan ugyanazokra az egyenletekre vezet, melyeket az 
imént fejtegettünk.

Ennek az egyenletrendszernek azonban az a szembe
tűnő tulajdonsága van, hogy a G ^  és G^j rendszerekkel 
együtt egyszersmind az uG^-\-vG^ rendszer is megoldása ; 
még pedig u-nak és u-nek, mint az {A, x í} . . ., x m_ J  tartomány 
m ennyiségeinek bármely választásánál. Erre az egyenletrend
szerre tehát alkalmazhatók az V. fej. 12. és 13. §-ának eredmé
nyei ; ezek szerint pedig minimális resolvense a G,/, ismeretle
nekre vonatkozólag lineáris. Ez a minimális resolvená azon
ban az adott egyenletekből raczionális műveletek segítsé
gével állítható elő és így végre a vizsgált egyenletrendszer
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tartalm a megegyezik oly egyenletrendszer tartalmával, a 
mely a G\y, ism eretlenekre vonatkozólag lineáris és a mely
nek együtthatói az [A, x 1: . . ., ícm_ 1] tartom ány formái. Arra, 
hogy az [A, x t , . . ., x m_t] tartom ány formái amaz egyenle
teket kielégítsék, szükséges, hogy kielégítsék ezeket a line
áris egyenleteket is és viszont.

A G(h mennyiségek meghatározását e szerint egyszerűen 
az [A, ajj, . . ., £cm_ J  tartományból származó lineáris dio- 
phantikus egyenletek rendszere szo lgá lta tja ; a r  genus-tar
tománynak az A-ra vonatkozólag relativ egész mennyiségeit 
pedig összességükben a

H1H1 A-H2pi2-\----
lineáris forma állítja elő, hol Ht , H2, . . . az [A, x t , . . ., 
tartomány tetszés szerinti formái.

Az alaprendszert úgy nyerjük, hogy a

Gq +  Gi ------\~^n-í7n i
D

kifejezésben beteszszük a G0, G17. . . számára nyert általános 
megoldást és az ebben előfordúló határozatlan formák sze
rin t rendezünk; az alaprendszer ezután e formák együtt
hatóinak rendszere. Ezek egész mennyiségek, m ert megfelel
nek a Hi— 1 választásnak, ha az összes többi H-1 egyenlővé 
teszszük zérussal.

Az épen kifejtett módszert Kronecker a Festschrift-ben 
(6 . §) csak röviden jelzi. Az ott hozzácsatolt megjegyzés 
szerint e módszer «akkor is alkalmazandó», ha absolut 
egész m ennyiségek alaprendszerérői van szó. A módszer 
ezen alkalmazására azonban, a mely feltétlenül végrehajt
ható, új elméleti segédeszközök volnának szükségesek, kü
lönösen a congruentiarendszerek általános elimináczió-elmé- 
letének (felette bonyolódott) kifejtése. E kifejtésre itt nem 
terjeszkedünk ki, mert evvel az elimináczió-módszerrel ide
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gén és minden esetre felesleges elem lép be a tárgyalásba ; 
még pedig nemcsak az alaprendszer elméletébe, hanem annak 
gyakorlati előállításába is. E helyett a felállított probléma 
m egoldásának más, lényegesen egyszerűbb módszerét mu
tatjuk be, a mely azonkívül még a relativ és absolut egész 
mennyiségekre nézve teljesen azonos. Ez a módszer csak 
a legegyszerűbb határesetre nem alkalmazható, midőn a 
genus-tartom ány algebrai számokból á l l ; ezért ezt a szélső 
esetet először külön kell elintéznünk.

16. §. A y egész algebrai szám meghatározta (y) genus
tartomány minden mennyisége relativ egész mennyiség az 
( 1 ) tartom ányra vonatkozólag és, ha y  n-edrendű algebrai 
szám, akkor a tartom ány minden mennyisége bizonyára elő
állítható az

r o + r i 7 H --------h V - i 7 ,,_1

alakban, ha az r-ek megfelelően választott raczionális számok.
A (y ) tartom ányhoz tartozó (absolut*) egész algebrai 

számok valamely alaprendszerének előállítására igen egy
szerű eljárás szolgál, a mely minden az algebrai számok 
elméletét tárgyaló munkában feltalálható ugyan, de mind
am ellett itt mégis van helye ; mert a később tárgyalandó 
általános módszer épen ebben a legegyszerűbb esetben meg
tagadhatja a szolgálatot.

Ha a y  discrim inánsa d, akkor a tartom ány minden 
egész száma bizonyára előállítható a

------\~9n-i y n i
d

alakban és így tehát úgy, mint előbb, az ilyen alakú szá-

* Ez a hozzátétel, hogy «absolut», ebben az esetben, mint ma
gától értetődő elhagyandó, mert hiszen minden algebrai szám «re
lativ» egész mennyiség.
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mok közűi választandók ki az egész számok. Magától érte
tődik, hogy a g-k, valam int d is, raczionális és egész szá
mok. Ha már m ost kt a legkisebb nem negativ maradéka 
(mod. d), akkor ama számok legáltalánosabb alakja

ao + a i7H------\~an - i7 n H ------Vkn - \7 n 1

d

hol az a-k tetszés szerinti raczionális és egész számokat 
jelentenek, míg k0, . . ., kn_t csak a 0 , 1 , . . ., d — 1 értéke
ket vehetik fel.

Szembetűnő, hogy az 1 , 7 " - 1  számok a véges 
számmal levő

h + k i7~ \---- \~k n - i  Z1“1
d

alakú egész számokkal együtt alaprendszert alkotnak.
Hogy ebből mindig igen egyszerű módon nyerhető egy 

pontosan n elemet tartalmazó alaprendszer, az már az al
gebrai számok specziális elméletébe tartozó tétel, a mely
nek további fejtegetésébe ép ezért itt nem bocsátkozunk*.

A form ák sequivalentia-m oduliis szerin t való  
oszthatósága .

17. §. Hogy az algebrai mennyiségek arithm etikai el
méletébe tartozó és még ezután elintézendő általános alap- 
problémák végleges m egoldását lehetőleg egyszerűen fogal
mazhassuk, még egy új (utolsó) fogalom -m eghatározást kell 
bevezetnünk, a melynek megbeszélésére m ost térünk át.

* Evvel a következtetés-sorozattal teljesen analog eljárás alkal
mazható még akkor is, ha az (A, x ) tartományból származó genus
tartományokkal van dolgunk, hol A orthoid tartomány; különösen 
tehát az egy változós algebrai függvények elméletében, ha a szám
beli együtthatókat mellőzzük. (L. Kronecker, Festschrift 7. §)



Valamely teljes holoid tartom ány amaz e m ennyiségei
nek összessége, a melyeknek legnagyobb közös osztójuk va
lamely adott m mennyiséggel az egység, az I. fej. 12. §-a ér
telmében sequivalentiatartományt határoz meg, a melyről azt 
mondhatjuk, hogy az m m ennyiség mellé van rendelve. Ezt 
az m mennyiséget, a mely m ost majd egyidőben congruen- 
tiatartom ányt és sequivalentiatartományt határoz meg, ezen
túl aequivalentia-modulusnak nevezzük. Ama teljes holoid 
tartományból származó két forma Slj és 2Í2 az m sequiva- 
lentia-modulus szerint — (sequ. mod. m) — sequivalens, ha 
abban az sequivalentiatartornányban van két olyan és e2  

mennyiség, hogy
e1$l1 =  e2$t2 (mod. m),

Ezt a vonatkozást, ha az et és e2 mennyiségek kiírására nem 
helyezünk súlyt, a következő módon jelezzük :

2 ÍÂ—'2 l2 (sequ. mod. m).
Továbbá azt mondjuk, hogy 2Í* osztható 2 l2-vel 

sequ. mod. m, ha abban az sequivalentiatartományban van 
két oly és e2  mennyiség, hogy

ea =  e2 2 I2 2 I3 (mod. m),
hol 2 Í3 is valamely ama teljes holoid tartományból származó 
forma.

Magától értetődik, hogy az oszthatóság az m sequiva- 
lentia-modulus szerint jól megkülönböztetendő az m mo
dulus (congruentia-m odulus) szerint való oszthatóságtól. 
Tudniillik — úgy mint előbb — osztható 2 l2-vel mod. m, 
ha van olyan harm adik 2 l3 forma, hogy

2 l1 = 2X2 2 í3 (mod. m),

míg az oszthatóságot sequ. mod. tít az újonnan bevezetett 
jelölés szerint

2X1 ~ 2 I2 2 l3 (sequ. mod. m)
fejezi ki.

A F O R M Á K  i E Q U I V A L E N T I A - M O D U L U S  S Z E R I N T  V A L Ó  O S Z T H A T Ó S Á G A .  5 2 7
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Könnyen belátható, hogy az sequivalentiákkal való szá
m olásnak az I. fej. 5. §-ában felsorolt három  alaptörvénye 
m egtartja érvényességét most is, avval az egyetlen m ódosí
tással, hogy a harmadikban nemcsak a zérus zárandó ki, 
hanem minden oly S mennyiség, melyre nézve (£, m) nem 
/v l; irreducibilis m esetében tehát minden £, mely = 0 (mod.m).

Ezeket a fogalom -m eghatározásokat m ost arra az esetre 
alkalmazzuk, midőn az adott holoid tartom ány [A, ac1?. . . ,  x/n], 
és A úgy, mint mindig vagy orthoid tartományt, vagy pe
dig az [1 ] tartom ányt jelenti. így  tehát a zt , z2, . . . új hatá
rozatlanoknak e tartományból származó formáival lesz dol
gunk. A P modulus azonban most az [A, x x, ...., xm] tarto
mánynak valódi irreducibilis mennyisége legyen.

A zt , z2.... új határozatlanoknak valamely az [A, aq,..., xn,] 
tartományból származó G formájáról ezután azt mondjuk, 
hogy F-nek valódi osztója sequ. mod. P, ha Fosztható  G-vel 
sequ. mod. P, de G a P sequivalentia-modulus szerint sem az 
egységgel, sem magával az F  formával nem sequivalens.

Ha valamely G forma (sequ. mod. P) úgy, hogy 
ex G =  e2 (mod. P),

a hol ex és e2 az [A, , . . ., x m\ tartomány oly mennyiségei,
a melyek a P-hez relativ törzsmennyiségek, akkor nyilván 
G-nek magának is a P m odulus szerint congruensnek kell 
lennie oly mennyiséggel, a melynek legnagyobb közös osz
tója P-vel ~ 1 . Ha tehát

G~G 1 G2 és G j~ l (sequ. mod. P), 
akkor szükségképen

G2~ G  (sequ. mod. P),

a mi különben az sequivalentiákra vonatkozó III. alaptörvény
nek is közvetetlen folyománya.

Olyan G tormát, a melynek a P sequivalentia-modulus



szerint nincsen valódi osztója, ism ét seqii. mod. P irreduci- 
bilis form ának  nevezzük. Akkor áll a következő té te l :

Valamely G forma a P aequivalentia-modalus szerint 
bizonyára nem irreducibilis, ha a P modulus szerint mint 
két a z határozatlanokat valóban* tartalmazó forma szor
zata állítható elő.

Magától értetődik, hogy a
G=Gl G2 (mod. P)

congruentiából, hol Gj és G2 a z határozatlanokat tartal
mazó formák, következik :

G ̂  Gt G2  (aequ. mod. P)
és a G-l és G2-re vonatkozó m ost érvényes feltevés szerint 
sem G1? sem pedig G2 nem ~ 1 .

18. §. A formáknak a P sequivalentia-modulusra vonat
kozó oszthatósági elméletében, hol P az [A, aq,.  . ., x m] tarto
mány valódi irreducibilis mennyisége, most már azt az alap
vető tételt kell bebizonyítanunk, hogy minden sequ. mod. P 
valódi irreducibilis forma egyszersmind törzsforma is, azaz, 
hogy valamely ilyen G formával bármely F1 F2 szorzat csak 
akkor lehet osztható aequ. mod. P, ha már az F1 vagy F2 
tényezők valamelyike osztható G-vel aequ. mod. P.

E mellett az az eset, midőn P valamely p közönséges 
törzsszám ot jelent, külön lesz tárgyalandó. Magától értető
dik, hogy ekkor A =  [1 ]; m ert orthoid tartományban minden 
raczionális szám, tehát p is sequivalens 1 -gyel.

Ebben az (első) esetben az
f i  1̂ 2̂  ̂GH (sequ. mod. p)

sequivalentiából az

* Ez természetesen úgy értendő, hogy az illető formában a 
z-k valamely az egytől különböző hatványszorzata a 0-tól mod. P 
különböző együtthatóval lép föl.

a  f o r m á k  /e q u i v a l e n t i a - m o d u l u s  s z e r i n t  v a l ó  o s z t h a t ó s á g a . 5 2 9
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et F1 F2= e2 GH (mod. p) 
congruentia következik.

Ámde G, a mely a z határozatlanokat valóban tarta l
mazza, a p modulus szerint okvetetlenűl az e3G1 alakban ál
lítható elő, hol Gt a z határozatlanoknak mod. p primitiv 
formája és a z határozatlanokat ism ét valóban tartalmazza. 
De ekkor G^nek továbbá mod. p irreducibilis formának és 
így tehát mod. p törzsform ának * is kell lennie, míg e1? a 
mely a z-ket nem tartalm azza, bizonyára nem osztható 
Gi-gyel. Tehát F1 F2-nek és így végre Ft-nek vagy F2-nek 
kell m od.p  oszthatónak lennie Gügyéi. Ha tehát pl.

Fi =  Gi Hn  e3 F1 =  G//j (mod. p), 
akkor egyszersmind

F̂  GHX (sequ. mod. p).
Ezekből a fejtegetésekből még a következő tétel is 

szárm azik :
Ha az aequivalentia-modulus valamely p közönséges 

törzsszám, a G forma akkor és csak akkor irreducibilis 
sequ. mod. p, ha irreducibilis mod. p.

Hogy a forma irreducibilis volta mod. p, a p aequivalentia- 
modulus szerinti megfelelő tulajdonságnak következménye, 
azt már előbb (a 17. §-ban) k im u ta ttuk ; ha pedig viszont G 
irreducibilis mod. p, ebből könnyen következtethető, hogy a p 
aequivalentia-modulus szerint lehetetlen G-t oly szorzat alak
jában előállítani, a melynek tényezői a z határozatlanokat 
valóban tartalmazó formák, azaz, hogy a 

G~Gt G2 (aequ. mod. p)
aequivalentia lehetetlen. A G, G1? G2 formákat szorzatok alak-

* A formák oszthatósága valamely p  törzsszám-modulus sze
rint egészen elemi természetű, a melyet a P-rendszereknek az előbbi 
fejezetben tárgyalt elmélete természetesen már magában foglal.



jában írhatjuk, a melyeknek egyik tényezője az [A, x q ,. . x m] 
tartomány oly mennyisége, a melynek legnagyobb közös 
osztója p-ve 1 ~ 1 , a másik pedig a z határozatlanoknak 
mod. p primitiv formája. Legyenek az utóbbi formák G', G[, G2, 
a melyek — mint az magától értetődik — sequ. mod. p sequi- 
valensek G-vel, ill. G1-gyel és G2-v e l; akkor, ha amaz sequi- 
valentia fennáll,

et G' =  e2 G[ G'2 (mod. p) ;

m inthogy pedig G' és G't G'2 primitiv formák, azért végre 
G '^ ^ G ÍG á  (mod. p)

úgy, hogy G' és evvel együtt G sem volna mod. p irreducibilis.
Minden olyan forma tehát, a mely nem ^ 0  vagy 1  

(sequ. mod. />), a p aequivalentia-modulus szerint mint 
sequ. mod. p irreducibilis form ák szorzata állítható elő és 
ez az előállítás az aequivalenlia-meyhatározás értelmében 
eyyértelmüley van meyhatározva.

Az utóbbi állítás helyessége abból a körülményből kö
vetkezik, hogy az aequ. mod. p irreducibilis formák egyszers
mind törzsform ák is. Magát az előállítást közvetetlenűl a p 
modulus szerint való felbontás szolgáltatja ; csakhogy a z 
határozatlanokat nem tartalm azó osztók, a melyek most ~ 1 , 
elhagyhatók úgy, hogy minden sequ. mod. p valódi osztó 
most egy mod. p primitiv forma kanonikus alakjában írható.

19. §. Egészen másképen kell eljárnunk, ha a P irre
ducibilis formában leyalább egy x  határozatlan , pl. x x való
ban előfordul. Ekkor a hasonlóképen irreducibilis 

P (xt , • • •, x m) =  0
egyenletben Xj-et ismeretlennek, a többi x-et pedig hatá
rozatlannak tekinthetjük. Ez az egyenlet ekkor bizonyos az 
(A, x 1?. . ., x ;„) tartom ányból származó ( |)  genus-tartományt 
értelmez, hol f  e genus-tartom ány oly mennyisége, a melyre 
nézve P ( | , .. .)= 0 .

A FORMÁK Ü5QU1VALENTIA-M ODULFS S Z E R IN T  VALÓ OSZTHATÓSÁGA. 5 31
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Ekkor minden A =  B (m oá .P )  congruentia bizonyos 
[A ]|=[ß]| azonosságra vezet, hol a [•••]£ jelölés arra utal, 
hogy x 1 helyébe |  teendő.

Magától értetődik, hogy a ( |)  genus-tartom ány minden 
mennyisége az alakban írható, hol A és E az [A, aq,..., xm] 
tartomány oly formái, a melyek közűi az elsőnek x t-re vo
natkozó foka nem magasabb n— 1 -nél, míg a második x ^ e t 
egyáltalában nem tartalmazza. Ha tehát F á z  határozatla
noknak az [A, x 1?. . ., x m] tartományból származó formája, 
akkor F  számára valamely

£[F)s - [ f ] |  =  0

alakú kapcsolat származik, hol E az [A, x 2, . . ., xm] tarto
mány formája és W az x  és z határozatlanoknak oly for
mája, a melynek x r re vonatkozó foka az n— 1 -et nem lépi 
túl. EF— W tehát okvetetlenűl osztható P-vel abban az érte
lemben, hogy még az x 2, . . . határozatlanokat tartalmazó 
nevezők léphetnek fel. Minthogy azonban nemcsak a P = 0  

egyenlet, hanem már a P forma is irreducibilis, azaz e 
formának nincsen Xj-től független osztója, azért

EF— F = 0 (mod. P).

Ha továbbá W, mint a z-k formája nem primitiv, tehát 
*F—EX(I), akkor végűi

F~@ (sequ. mod. P).

Evvel F  számára egy avval gequ. mod. P  sequivalens oly ka
nonikus alakú @ formát találtunk, a mely a 2  határozatla
noknak primitiv formája és az x r re vonatkozólag legfölebb 
n—1 -edfokú. Ezek után két forma Fí és F2 akkor és csak 
akkor aequivalens (sequ. mod. P), ha [(PJg és [<P  ̂ a (f) genus- 
tartományban aequivalensek.

Abból, hogy F ,~ F 2 (sequ. mod. P), következik, hogy 
(sequ. mod. P), vagyis, hogy
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A10 1= A 20 2 (mod. P) ;
így tehát lesz

f Aih  =  m fc \ 0 ^

azaz és [ 0 ^  csakis a ( |)  tartományból származó, a
0 -tól különböző tényezőkben különböznek egymástól és így 
sequivalensek. Minthogy szembetűnő, hogy ez a következte
tés a m egfordított sorrendben is végezhető, evvel a felállí
tott tételt már be is bizonyítottuk.

Valamely a 0 -tól különböző 0  forma, a mely egyet
len z-t sem tartalmaz mint az magától értetődik 

(sequ. mod. P), m ert 0  foka legfölebb n — 1 és így P-hez 
relativ törzsmennyiség.

Ha már m ost visszatérünk a 18. § elején kimondott 
tétel bebizonyítására és a feltevés szerint 

jpi ^  GH (sequ. mod. P),
akkor az összes form ákat a fentebb jellem zett, velők eequi- 
valens alakban gondolhatjuk írva és ekkor a következő 
azonosság érvényes:

Ha azonban G irreducibilis aequ. mod. P, akkor bizo
nyára [G]g is irreducibilis a (!) genus-tartományban. Hisz 
ennek valamely valódi felbontása a G-t a P eequivalentia- 
modulus szerint m int két a z-ket valóban tartalmazó forma 
szorzatát szolgáltatná. így tehát [Pjg vagy [FJg osztható lesz 
[Gj^-vel. Ha pl. [GĴ  //, akkor a H forma úgy írható,
hogy a nevezők már csak az x 2 , . . . , x m határozatlanokat 
tartalm azzák és ha a számlálót [//]g-vel jelöljük, végre — a 
mint be kellett bizonyítanunk — nyerjük, hogy 

F~G H  (eequ. mod. P).
E fejtegetésekből már m ost továbbá a következő tétel

ered :
A  P aequivalentia-modulus a határozatlanok oly for-
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mája lévén, a mely pl. x t-et valóban tartalm azza , a G forma 
akkor és csak akkor irreducibilis aequ. mod. P, ha [G]̂  irre- 
ducibilis a ( |)  genus-tartományban , a melyet a P=  0 egyen
letnek (x 1 lévén az ismeretlen) egyik gyöke értelmez*.

* Tehát semmiképen sem akkor, ha a G forma irreducibilis 
mod.P. Ezt a fontos különbséget az sequivalentia-modulusra nézve 
különválasztott két eset közt, a melyre még visszatérünk, itt külön 
kiemeljük. Általánosságban a P modulus szerint történő szétbontás
nál irreducibiliseknek mutatkozó formák semmiképen sem mindig törzs
formák. Ez csak az algebrai számoknak és az egy határozatlan al
gebrai függvényeinek elméletében van úgy, ha még az utóbbiak
nál a számbeli együtthatókat mellőzzük. Itt azután a forma irredu
cibilis volta mod. P  és sequ. mod. P  is ugyanaz.

így pi-
F— z(~2z1z2+ z l—xziz3+ x z2z3+ tz%

reducibilis az x 2—41 aequivalentia-modulus szerint, hol x  és t hatá
rozatlanokat jelentenek. Ugyanis

F^(2zí—2z2—z3x)2 (sequ. mod. x2—4f),
mert

4F = {2zí—2z2—z3x)2 (mod. x2—At);
ellenben F irreducibilis mod. x2—4t abban az értelemben, hogy 
mod. x2—-41 nem állítható elő mint két raczionális és egész forma 
szorzata. Ekkor ugyanis az x és t határozatlanok oly raczionális és 
egész X formáit kellene találhatnunk, a melyekre nézve

4 (XiZ±+ X2z2 X3z3) (Xjz1 +  X 2z 2 -f X3z 3) =  Í2z1—2z2—z3x)2 (mod. x 2—41)

volna. Ha az e congruentiának megfelelő azonosságba a következő
ket helyettesítjük :

t= u 2, x=2u,
a következő újabb azonosságot nyerjük:

(XiZ1-\-X2z2-\-X3z3) (X^ZfFX'2z2-\-X3z3) =  (zt —z2—uz3)2, 
hol X mindig azt a raczionális és egész formát jelenti, a mely a meg
felelő X-ből az adott helyettesítés alkalmazásával származik. Mint
hogy azonban mái* az X-ek együtthatói raczionális és egész szá
mok voltak, közvetetlenűl belátható, hogy minden egyes X-ben az 
u első hatványának együtthatója szükségképen páros szám.

Másrészt azonban abból, hogy (zt—z2—uz3)2 csak egyértelműleg



V F O R M Á K  E Q U I V A L E N T ]  A - M O D U L U S  S Z E R I N T  V A L Ó  O S Z T H A T Ó S Á G A .  535

Már előbb említettük, hogy G-nek a P  sequivalentia- 
modulus szerint való irreducibilis voltából [Gj^-nek irreduci- 
bilis volta a (f) tartom ányban is következik. Ha viszont 
[G]g a (I) tartom ányban irreducibilis, a 

G ~G X G2 (sequ. mod. P)
feltevés, hol G1 és G2 a z határozatlanokat valóban tartal
mazó formák, ellenmondásra vezet. Ekkor ugyanis 

EG=E1G1G2 (mod. P),
volna, hol E , Ex az [A, x t , . . ., x m] tartom ánynak P-vel nem 
osztható fo rm ái; továbbá

iGh  =  íGik  [G2 fe>
volna, hol y a (£) genus-tartom ánynak a 0 -tól különböző meny- 
nyisége ; ez pedig [G]g-nek valódi szétbontását adná.

Minden oly forma tehát, a mely nem ~  0  vayy 1 

(sequ. mod. P) — ép úgy mint előbb, valamely közönséges 
törzsszám esetében —  a P aequivalentia-modulus szerint 
mint sequ. mod. P  irreducibilis form ák szorzata állítható elő 
és ez az előállítás az aequivalentia-meghatározás értelmében 
egyértelmüleg van meghatározva.

Az utóbbi állítás annak a ténynek következménye, hogy 
az sequ. mod. P  irreducibilis formák mindig törzsformák is. 
Magát az előállítást közvetetlenűl a [G]g formának a ( |)  ge
nus-tartom ányban történő felbontása szolgáltatja, a melyből 
csak a nevezőkként szereplő és aq-től független formák 
szorzás útján eltávolítandók úgy, hogy tehát a tényezők az 
előbb taglalt kanonikus alakban írhatók.

20. §. A m int a forma felbontásának most befejezett 
elmélete mutatja, az «sequivalentia-modulus» bevezetése elvi

bontható fel raczionális és egész törzsformákra, ellentétben, a most 
megállapított tulajdonsággal, következnék, hogy

X3=±u.
A feltételezett felbontás tehát valóban lehetetlen.
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szempontból nem föltétlenül szükséges ; m ert az illető fo
galom -m eghatározások végre e kifejezésmód használata nél
kül is megállapíhatók. De ugyanez történik a mathematikai 
symbolika minden bővítésénél és minden egyes esetben 
megfontolandó, hogy az új symbolum bevezetése mennyiben 
czélszerű. Az sequivalentia-modulus bevezetése valóban nagy 
m értékben ilyennek mutatkozik. A nélkül, hogy a formák
nak itt kérdéses tulajdonságaira kiterjeszkednénk, az al
gebrai mennyiségek arithm etikai elméletének kifejtése egy
általában nem lehetséges ; ha azonban mind e mellett mégis 
kerülni akarnók az új sequivalentia-meghatározásnak meg
felelő jelölések bevezetését, akkor az egész tárgyalás nem
csak nehézkessé válnék és nélkülözné az áttekinthetőséget, 
hanem az eddig m egkülönböztetett két esetet mindig külön 
kellene tárgyalnunk. Egységes elmélet tehát nem mellőzheti 
ezt az új kifejezésmódot.

Használatával az épen bebizonyított alapvető tények 
mellett még a következő, az alkalmazásban fontos tételeket 
nyerj ük :

Legyen G a z ,z 1,z 2,... határozatlanoknak az [A, x 1,. . . ,x m] 
tartományból származó olyan form ája, a mely z-re nézve 
szabályos mod. P. Legyen továbbá G felbontása a P aequi- 
valentia-modulus szerint:

G ^G “ 1 G22. . . G“r (sequ. mod. P), 
a hol a most használt írásmódnál Ga, G2, . . . már nem aequi- 
valens form ák  sequ. mod. P. E  feltevés mellett G-nek felbon
tása akkor és csakis akkor tartalmaz valamely törzsformát 
többszörösen, ha G-nek (z szerint vett) discriminánsa zérus 
mod. P. E kkor továbbá a Gt , G2, . . . törzsform áknak íz  szerint 
vett) discriminánsai, valamint e törzsformák közül bármely 
két különbözőnek fz  szerint vett) resultánsa kivétel nélkül 
különbözik a O-tól mod. P.
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A felsorolt tények nyilvánvalók, lia az aequivalentia- 
modulus term észetes törzsszám, m ert ekkor csakis a G for
mának a p m odulus szerint való felbontásával van dolgunk.

Akkor pedig, midőn az Eequivalentia-modulus határo
zatlanokat tartalmaz, a következőket kell meggondolnunk. 
Többszörös törzstényezők akkor fordáinak elő G-ben, ha 
ilyenek fellépnek a [G]̂  formának a (f) genus-tartom ány
ban történő felbontásánál. A [G]̂  forma a z-re nézve szintén 
szabályos forma és így osztói ism ét a 2 -re nézve szabályos 
formák lesznek. Többszörös ilyen osztók akkor és csak 
akkor léphetnek fel, ha a [G]g formának z szerint vett dis- 
crim inánsa eltűnik. Ez pedig [Dscr. G]| és így tehát csak 
akkor zérus, ha Dscr. G =  0 (mod. P).

Ha továbbá Dscr. Gt =  0  (mod. P) volna, ebből követ
keznék, hogy Dscr. [GJ^ =  0 , azaz [GJg nem volna törzsforma, 
és így Gx sem. Ép úgy abból, hogy Rés. (G1? G2) =  0 (mod. P), 
következnék, hogy Rés. ([GJ^, [G2]g) =  0  ; m inthogy azonban 
[GJ| és [G2L irreducibilis formák, a [GJ^ és [G2]g formáknak 
akkor eequivalenseknek kellene lenniök és ekkor a feltevés 
ellenére G1 ~ G 2 (8equ. mod. P) volna.

Az a lap ren d szerek  felá llítá sára  szo lgá ló  á lta lános
m ódszer.

21. §. A mostan megoldandó probléma a következő 
módon fogalm azható:

Legyen ismét A valamely orthoid tartomány, vagy pe
dig az [1 ] tartomány, P az [A, x x, . . ., x m] tartomány irredu
cibilis mennyisége és 7  ism ét valamely e tartományból szár
mazó n-edrendű egész algebrai mennyiség; legyenek továbbá 
9 P15^ 2, . . ., <pk a 7  értelmezte (P ) genus-tartomány valódi 
egész mennyiségei. Akkor az [A, x x, . ., x ni\ tartományhoz
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tartozó Xt , . . .,.Xk mennyiségek úgy batározandók meg, hogy
X 2 cp 2-)------\ - X k  ( f  k

p

egész mennyiség legyen és e m ellett még kimutatandó, 
hogy ez csak akkor történik, ha

Xi=H iíYí +  -.- +  HisYs,
hol a H-k az [A, Xj,. . ., x m] tartom ány m eghatározott for
mái, az Y-ok pedig ugyanennek a tartom ánynak tetszés 
szerinti formái.

Hogy e probléma megoldása után a (T) genus-tarto
mány valódi mennyiségeinek alaprendszere véges számú lé
pésben felállítható, igen könnyen belátható.

Legyen y  discrim inánsa az [A, x 1? . . ., x m] tartom ány
ban irreducibilis tényezőkre felbontva :

d = p í p2p3 . . . ,

akkor a 14. § jelöléseit használva,

Go + Gi 7-i--------- l - ^ n - 1 / 1" 1

1)
csak úgy lehet egész mennyiség, ha a

6 0 + 6 i y + -  +  Cl, - 1 y n - 1

Pi
mennyiség is ilyen. A feltevés szerint ez a G-knek bizonyos 
fentebb jellem zett alakja mellett áll be ; és ekkor minden 
esetre

G0+ Gl 7 + - ■■■+Gn^ £  v Ho . n Hxi/ + •  • • + Hn - i j y n - 1
p  — 2 j rj~ p

1 j =i 1
Az épen felírt összegben tehát az Y,-k együtthatói egész 
mennyiségek és, ha ezeket röviden <^y-vel jelöljük, lesz

.S

Go + G 17 + - -  + G „ _ 1/ ' - 1 _  M 9 j ] j  

I)
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Ekkor ism ét a

J \ 9 j f j  

P2

m ennyiségnek egész m ennyiségnek kell lennie. Ez a helyes
nek felvett tétel szerint az Y-ok hasonló m eghatározását 
szolgáltatja, m int a milyen a G-ké volt. Ha így folytatjuk, 
míg D összes irreducibilis tényezőit (a melyek közt — mint 
az m agától értetődik — egyenlők is lehetnek) eltávolítottuk, 
végre a genus-tartom ány összes valódi mennyiségeit a

l y j Y p

alakban nyerjük, hol a xfj-k m eghatározott egész mennyi
ségek, az Yjr)-k pedig az [A, x t , . . ., x m] tartomány tetszés 
szerinti formái. Más szóval: A g/j mennyiségek alaprend
szeri alkotnak.

Ism étlések elkerülése végett az ehhez képest megol
dandó problém át m indjárt még általánosabban fogalmazzuk: 

Legyenek cp1,(p2, . . ,,<pk a (r ) genus-tartományhoz tar
tozó Galois-féle tartomány valódi egész mennyiségei, P az 
[A, x í , . . ., xm] tartomány valódi irreducibilis formája, to
vábbá (a 12. § III. tétele szerint) e GALOis-féle tartományban

P= (pqr. • •)“’

akkor szintén az [A, x in] tartományhoz tartozó X1,.. . ,  Xk
form ák a legáltalánosabb módon meghatároz and ók úgy, hogy

9 *1 - 1------bXk<jpk= 0  (mod. pc qc rc . . .) (C)

legyen, hol c fölveszi az 1 , 2 , . . ., a értékeket.
E m ellett m indenekelőtt kitűnik, hogy a c = l  esettel 

együtt a többi eset is el van intézve, t. i. midőn c > i .  Ha 
ugyanis — a mint azt majd később kim utatjuk — az 

Ai9 e»i H---- \-Xk y>k= 0  (mod. pqr. . .)
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congruentia általános megoldása az

Xi=Hi lYx^ + H ü Yl

alakot ölti, akkor term észetesen a (C) congruentia m egoldá
sainak is ilyen alakúaknak kell lenniök és ezek bizonyára 
kielégítik a (C) congruentiát is, ha még továbbá

/c /c
Yi 2  ------h Yi 2  Hu <pi=0 (mod. f  qc rc ...) . (C)

í=i i=i
k

Ámde származása szerint minden egyes ^  (f>i mennyiség 
osztható pqr...-vel és ezeknek a mennyiségeknek, összes 
conjugáltjaiknak és P-nek legnagyobb közös osztója a 
pq r...-nek  hatványa. Ha ugyanis e mennyiségek valamelyi
kére nézve

/=1
volna, akkor, m inthogy a GALOis-féle tartományban az össze
tartozó törzsideálok egyszersmind conjugált ideálok is, va
lamely conjugált mennyiségre nézve is

P W V - - .
Í=1

lenne ; és az összes ily mennyiségek legnagyobb közös osz
tójában a p törzsideál kitevője szükségképen a legkisebb 
mindazon számok közt, a melyek itt mint kitevők egyálta
lában szerepelnek.

Így tehát

í> ~  ( 2  «„  f f ,• • •, S  P" P9  ■ .
1=1 i= 1

a hol magától értetődik, hogy g <;a.
A (C) congruentia tehát, ha a b osztót eltávolít

juk, az
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k k

T, - ~ b-----H-------t- Y, i L -----=  o (mod. pr " qc -'i. . . )  (C")

alakban írható *.
E m ellett m indjárt arra a fontos körülményre is figyel

meztetünk, hogy a b mennyiség meghatározása nem követeli, 
hogg P-nek törzsideáljaira való felbontását már ism erjük; 
valamint, hogy, ha a (C j congruentia modulusa e felbontás 
nélkül ismeretes, akkor ismeretes egyúttal a (C 'j congruentia 
modulusa is, mert hisz csak a b osztót kell ellávolilanunk 
(pqr.. .)c-ből.

A (C 'j congruentia bal oldala, ha a b-vel való osztást 
az ideális m ennyiségekre nézve m egállapított számolási sza
bályok szerint valóban elvégezzük, két forma hányadosába 
megy át, a melyben m indenekelőtt a b tényleges képezé- 
sénél fellépő új határozatlanok tekintendők határozatlanok
nak. A nevezőben fellépő forma primitiv forma és mint 
ilyen a congruentiából elhagyható, mert evvel csak sequi- 
valens ideális m ennyiségre térünk át. A számláló végre 
akkor és csak akkor osztható pc~g qc_9' . . .-vei, ha az új ha
tározatlanok hatványszorzatai szerint rendezett forma min
den együtthatója osztható pc~ g qc~g.. .-vei. így tehát az F-ok 
m eghatározására a (C j  vagy (C 'j congruentiával egyenlő

* Hogy itt a congruentiában, habár nem pusztán sequivalentia- 
meghatározással van dolgunk, mégis oszthatunk b-vel, az annak 
következménye, hogy b nem csupán ideálnak tekinthető az sequiva- 
lentia-meghatározás értelmében, hanem mint holoid tartomány meny- 
nyisége szerepel. Ez sem D e d e k in d , sem pedig K ro n e ck e r  elméle
tében nem történhetik. Ebből áll az ideális mennyiségek elméleté
nek amaz — épen ezen és más alkalmazásainál fogva lényeges 
bővítése, a mely — e munkában legelőször — megengedi az ide tar
tozó arithmetikai alapproblémák végleges elintézését, és a melyre 
már a 8. §-ban reámutattunk.
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értékű
Yi^ i r + Y2 ^ 2r-\- - - - h Ys V̂ sr= 0  (m od . pc~9 qc-<?. . . )  (6’" ')

(r=i, 2 , . . .)

congruentiarendszert nyerjük, a mely a probléma keresett 
reductióját adja ; a modulus ugyanis m ost pq .. ,-nak alacso
nyabb hatványa, mint előbb. Hogy e mellett egy congruentia 
helyett az ilyen congruentiák rendszere lép fel, nem lénye
ges körülmény. Ha t. i. az egyik ilyen congruentia általános 
megoldása ism eretes és — a mint feltételeztük — véges se
reg alakjában van megadva, akkor ezt a m egoldást a többi 
congruentiába helyettesítve, evvel a feladatot oly rendszerre 
redukáljuk, a melyben a congruentiák száma egygyel kiseb- 
bedett, sőt esetleg többel is, ha a származó congruentiák 
közt vannak olyanok, a melyek azonosan elégíttetnek ki.

A reductio e módszere véges számú lépésben a con
gruentiák oly rendszerére vezet, a mely azonosan kielégített 
congruentiákból áll, a hol t. i. minden egyes együttható oszt
ható pc_9,qc_9'.. .-vei úgy, hogy azokból az 7-ok mint semmi 
további feltételnek alá nem vetett tetszés szerinti formák 
adódnak ki. Minthogy ugyanis ezen eljárás minden egyes 
lépésénél a p, q,. . . törzsideálok közös kitevője legalább is 
egygyel száll alább, annak, ha nem előbb, minden esetre c 
lépés után meg kell történnie, a midőn a modulus már 
~ 1  lett. Hogy ez m egtörtént-e és hogy mikor történt meg, 
kiderül közvetetlenűl a

mennyiség képezése révén, a mely ekkor primitiv formák 
hányadosa lesz.

Mint már kiemeltük, ez az eljárás nem kívánja meg, 
hogy P-nek törzsideálokra való felbontása ismeretes legyen ; 
csak a pc qc. . .  m odulust kell valahogyan megadnunk. P-nek
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ama felbontását csak az eljárás megokolásánál mint elmé
leti segédeszközt használtuk, a mely azonban a gyakorlati 
kivitelben nem nyer alkalmazást. Ezért elegendőnek m utat
kozik az e felbontásra vonatkozólag előbb adott existentia- 
bizonyítás és megfordítva a m ost kifejtett módszer avval, 
hogy az alaprendszer előállítását szolgáltatta, lehetségessé 
teszi majd azt is, hogy P-1 tényleg felbontsuk törzsideálokra.

Az e § elején felállított probléma egyenesen az 
------l x k<Pk= 0 (mod. P)

congruentia m egoldását követeli; e m ellett P okvetetlenűl 
a pq .. .-nek hatványa és az előbb kiemelt további feltevés 
is megvalósul, hogy t. i. a congruentia modulusa valamely 
tényleg m egadott mennyiség. E szerint az egész eljárás, a 
melyre valamely genus-tartom ány alaprendszerének felállí
tásánál szükségünk van, az

x i<pi~\------\~x k 9 k = 0  (m od- ?<*••■)
congruentia m egoldására van visszavezetve, hol p, q ,. . . a 
P-ben foglalt különböző törzsm ennyiségeket jelentik  ; az el
járás azonban, a mely e congruentia m egoldását szolgál
tatja, ismét úgy állapítandó meg, hogy a P  felbontásának 
ism eretétől független legyen.

22. §. Hogy m ost ezt a már legegyszerűbb alakjára 
hozott problém át megoldhassuk, képezzük az

F = n (z—y {l ] zx--------y® zk)

kifejezést, hol a szorzás a z —(p1z1-------- <]Pkzk különböző con-
jugált értékeire terjesztendő ki és F e szerint az új z,z 1 ?...,zfc 
határozatlanoknak az [A, x t , . . . ,  x m] tartományból származó 
formája. A P  eequivalentia-modulus szerint felbontva legyen

F£2 . .. (sequ. mod. P).
Ez az sequivalentia — mint tudjuk — ugyanazt a tényt fejezi 
ki, m int egy bizonyos
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Q 'F= Q "F^  F “2. . . (mod. P)
congruentia, hol Q' és Q" olyan az [A, x 1? . . x̂ ,] tartom ány
hoz tartozó mennyiségek, a melyeknek legnagyobb közös 
osztója P-vel ~1 . Az alapúi szolgáló GALois-féle tartomány 
legyen m ost már az, mely az eddig használtból az

Ft F2 . . .  — 0
egyenlet összes gyökeinek adjunctiójával keletkezik, a mely 
egyenletben z-t ism eretlennek, zl r . . . , z k t pedig továbbra is 
határozatlanoknak tekintjük. Magától értetődik, hogy az F=() 
egyenlet gyökei akkor a <p^zt -\----- \-q>^zk conjugált mennyi
ségek. Végre az Ft — 0, F2—0 egyenletek gyökeinek jelölésére 
szolgáljanak

« i, . . ., ah \ ß t , . . ., ßh -. . .,

hol e szerint lt ß 2, . . . az F1 ,F 2, . . .  formáknak z-re vonat
kozó fokát jelentik. Ha tehát az F  formának z-re vonatkozó 
foka /, akkor e szerint még lesz

ai h~\~a2 h~\----•
Ha már most p a P-ben foglalt valamelyik törzsideál’ 

akkor fennáll a
Q 'F=  Q"F“' F2 2. . .  (mod. p)

congruentia is és egyrészt a

cp [l\ zi~i— zk 
mennyiségeknek, m ásrészt az

ofj, . . . ,  « Z i ßi2, • • .
mennyiségeknek, ha minden egyes a-t c^-szer, minden egyes 
ß-i a2-ször s í. t. számlálunk, a sorrend mellőzésével mod. p 
meg kell egyezniök*. E mellett az a 1? ; Ä , • • ., ßi2 ; • • •

* Ha ugyanis
Q' (*—f*i) (z—(i2) . . . =  Q" (z—v,) (z—v2) . . . (mod. p),

akkor
Q '(v1̂ -/i1)(v1—/u2) . . . = 0  (mod. p).

Minthogy továbbá (Q\P) és így egyszersmind iQ\ p) 1, a többi tényező
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mennyiségek mindannyian különbözők mod. p ; mert ellenke
zőleg valamely Ft forma discrim inánsának, vagy pedig két 
ilyen Fh Fj forma resultánsának el kellene tűnnie mod. p ; 
vagyis, m inthogy ezek a z határozatlanoknak az [A, x 1,. . . ,  x„] 
tartományból származó formái, a P modulus szerint is el 
kellene tünniök. Ez azonban képezésüknél fogva és a 20. § 
tétele alapján ki van zárva.

Első pillanatra úgy látszik ugyan, mintha e fejtegeté
sek, valamint a jegyzetben alkalm azott következtetésmód is 
ahhoz a föltételhez volna kötve, hogy az «, ß , . . .  mennyi
ségek egész mennyiségek. Általánosságban azonban ezek 
semmikép sem ilyenek; jelesen akkor nem, ha a P sequiva- 
lentia-modulus az x t , . . . határozatlanokat tartalmazza. Ekkor 
z legm agasabb hatványának együtthatója F1F2...~ben épen 
nem 1 , hanem mivel F a z-kre nézve szabályos forma, az 
[A, x t , . . . ,  x m] tartom ány valamely formája, a melyre nézve 
csak azt tudjuk, hogy e forma és P közös osztója ~ 1 .

E szerint tehát, ha z legmagasabb hatványának együtt
hatója F-ben A, akkor a nem egész mennyiség, hanem 
csak Aa — a'. Lehet azonban úgy, mint az gyakran a szám
elmélet elemeiben is történik, a p m odulus szerint vett 
congruentiákban akadály nélkül oly törteknek helyt adni, a 
melyeknek nevezői p-vel nem osztható mennyiségek, ha a

=  jj- (mod- V)

congruentiával kifejezett

közűi valamelyiknek oszthatónak kell lennie p-vel, minthogy p törzs
ideál. Ha pl. vt— osztható p-vel, tehát (mod. p), akkor a
z—fji1= z —v1 tényezőt mind a két oldalon eltávolíthatjuk és így tehát 
ismét nyerjük, hogy r2Er<u2 (mod. p) stb. E következtetésnél csak azt 
kell figyelembe vennünk, hogy a valamely törzsmodulus szerint tör
ténő közönséges osztási eljárás egyértelműleg meghatározott művelet.

König, A lgebra i m en n yiségek , 35
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vonatkozást egyszerűen a

B a í =  Av (mod. p)

vonatkozás más írásmódjának tekintjük. így akkor az

a=(p{l ] ------zk (m od- P)
congruentia jelentése ugyanaz, m int a következőé :

Aa=a'=A(<p^ zt -\----- j zk) (mod. p).

Az előbbi megjegyzésben alkalm azott következtetés
mód m ost már könnyen átvihető arra az esetre, midőn 

. . ,  fJL  ̂y x, . . . ,  v % nem egészek. Ekkor ugyanis
Aj /Zj , A2 yíZ2 1 • ' • f Bx VJ , B2 ^ 2  ' • • '

egészek, hol A2, . . ., Bx, P2, . . . a p-vel nem osztható 
mennyiségek. E m ellett még megjegyzendő, hogy ekkor az 
A és B mennyiségek a P-hez relativ törzsmennyiségek 
és így tehát az összetartozó vagy conjugált q, r , . . .  törzs
ideálokkal sem oszthatók. így tehát csakis A1A2. . . B 1B2. . .  
megfelelő hatványával szorozva, A1A2 . . . B Í B2. . .  z= z ' veze
tendő be.

23. §. Ha e további m egállapodások után az előbbi § 
elején kifejtett congruentiához visszatérünk, akkor végre 

Ft F2. . . =  0 (mod. p)
olyan congruentia, a melynek gyökei a p modulus szerint 
különböző

— v y [lk zk
alakú mennyiségek, a melyeknek száma megegyezik a congru
entia fokával, lx~\-l2-\----- vel. Ha e congruentiában z legmaga
sabb hatványának együtthatója Q, akkor magától értetődik, 
hogy Q az [A, x x, . . x m] tartomány oly formája, a melynek 
és P-nek közös osztója ~ 1  ; és ha még rövidség kedvéért a

0  — FXF2 . . .
jelölést vezetjük be, végre (hasonlóan, mint a VI. fej. 15. §-á- 
ban) a következő congruentiához jutunk :
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r ö0 (i) . r ó0 i
- dz . - dzr. Z = 2qtpZ.'

Ámde 0-nek z szerint vett discrim inánsa az 

[A, . i j , . . . ,  x m, z1, z2, . . . ]

ü (mod. p).

tartom ány oly mennyisége, a mely különböző mod. P a ü-tól 
és e tulajdonságát m egtartja akkor is, ha z1 ,z 2,. . . helyébe 
az [A, x t , . . ., x m] tartomány megfelelően választott, Z 11 Z2, . .. 
m ennyiségeit teszszük*.

Ha annak jelölésére, hogy a z —Iqp^ Z n  zr= Z r helyet
tesítés m egtörtént, röviden a [.. .]z(i) je lt használjuk, akkor

d0
- dz J %(i)

különböző mod. p a ü-tól és a p m odulus szerint külön
böző számra nézve ----  értékrendszerre
kiterjesztett

Zö')

szorzat is különböző mod. p a zérustól. Ez úgy származik

n d0
dz .

* Hogy igy következtethessünk, ismét (úgy, mint a V ili. fej. 
4. §-ában) csak az szükséges, hogy az [A, . . ., xm] tartomány vég
telen sok a P  modulus szerint különböző mennyiséget tartalmazzon. 
Ez mindig megtörténik, ha a tartomány határozatlanokat tartalmaz. 
Ha P közönséges törzsszám, akkor 1, xt , x\ , . . . ilyen mennyiségek ; 
ha pedig P  legalább is egy határozatlant tartalmaz, 1, 2, 3, . . .  a 
megszabott föltételnek megfelelő mennyiségek. Kizárva marad e sze
rint az algebrai számok esete, hol az [A, xt , . .., xm\ tartomány he
lyébe az [1] tartomány lép. Ekkor az alkalmazandó következtetés 
esetleg valóban helytelen lehet és ezért az itt általánosan megol
dandó problémát épen erre a legegyszerűbb határesetre nézve külön 
kellett tárgyalnunk.

35*
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-bői, hogy erre a zr—Zr helyettesítést alkalm azzuk; ez az 
utóbbi mennyiség pedig a 0  =  O(mod. p) congruentia gyö
keinek symmetrikus formája és így tehát, ha Q elég magas 
hatványával megszorozzuk, a p m odulus szerint mint az 
[A, x t , . . ., xm, z1 5 z2, . . .] tartom ány S formája állítható elő, 
a mely mod. P a zérustól különböző.

Egészen hasonló módon belátható, hogy a

II w r 80
l_ dz .

szorzat, a hol a . .
o z  J Z (i)

tesítés révén származik

80]
ZÓ')

tényező kizárandó, a zr= Z r helyet-

80
dz . — xy/) zr

-bői. Ez az utóbbi m ennyiség a I(p^j) zr kizárása után a I ( p ^  zr 
mennyiségek symm etrikus formája és így tehát, ha Q elég 
magas hatványával szorozzuk, a p modulus szerint a

\W{:

alakban állítható elő úgy, hogy végre

sy.( 0  _ yr 80
8z„. Zd)

(mod. p),

vagyis
S y ?  =  yjrdh  (mod. p),

hol m ost £1? £2, . . , rendre az

[^1 ^ 2 - • -L - z  = °  (m od-P)

congruentia gyökeit, azaz a <jP̂ Zí -f----- (-<f^Zk mennyisége
ket jelentik. Minthogy a Zr-eket megfelelőleg választottuk, e 
congruentiának m ost is annyi a p modulus szerint különböző 
gyöke van, mint a hány egységet tartalmaz foka és minden 
egyes £,• gyökének egy-egy ap^\ . . . mennyiségrendszer
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felel meg. E m ellett a mennyiségek e meghatározása 
a P-ben foglalt törzsideál bármely választásánál ugyanaz 
marad és ha a szám ítást p helyett q-ra vonatkoztatva végez
zük el, ez csak annyiban okozhat különbséget, hogy a con- 
jugált <p̂ ) mennyiségek más sorrendben lépnek fel.

Az
------\-x k<Pk= 0 (mod.pq . . .)

congruentiával m ost m ár azonos jelentésű az

x i9 > i+ " '+ x k9 ,k = °  (m o d .p q ...)  (i=i,2 ,...)

congruentiarendszer; ez pedig ism ét az

Xt (p[l ]4-----\-Xk <p(í = 0  (mod. p), (í=i,2 ,...)

Xx9^í-\-----\-Xk (jp(k =  0  (mod. q), (i=i, 2 ,...)

rendszerekkel helyettesíthető ; m ert hisz p, q ,. . .  különböző 
törzsideálok.

E rendszerek bármelyike, pl. az első S-sel való szorzás 
révén átmegy a következőbe :

* 1  V'i ©  H------hXk y k ©  =  0  (mod. p) (i=i, 2 ,...)
és ez a rendszer ism ét a teljesen azonos jelentésű

2  © (Xí (©-f-----h xk Xjjk © ) = 0  (mod. p) (/•=!, 2 ,...)
U)

rendszerrel helyettesíthető. (Alig szükséges újból kiemel
nünk, hogy itt is csak a Q£í mennyiségek egész mennyisé
gek és így ism ét a Q valamely hatványával kell szoroznunk, 
hogy a szó szorosabb értelmében vett congruentiát nyerjünk, 
azaz hogy egész mennyiségek tulajdonságait fejezzük ki.) 
Az utolsó rendszer teljesen pótolja a m egelőzőt; mert hiszen, 
ha |£ f |2-et ism ét Q bizonyos hatványával megszorozzuk, oly 
egész mennyiség származik, a melynek legnagyobb közös 
osztója p-vel ~ 1 .



Ámde az utolsó rendszer minden egyes congrúentiájá- 
nak bal oldala a £z-k symmetrikus formája ; e rendszer tehát 
a következő raczionális és egész alakban írható :

Alrx i~\------\-AkrXk= 0  (mod. P ); (r=1 , 2 ,...)
m ert — a mint az magától értetődik — az [A, x 1,. . ., xmJ 
tartom ány bármely p-vel osztható formája osztható P-vel is 
és viszont. Ez azonban lineáris diophantikus egyenletek 
rendszere az [A, x t , . . . ,  x m] tartom ányban és általános meg
oldása ism eretes módon állítható elő, még pedig — a mint 
állítottuk — véges sereg alakjában.

Minthogy végre p-ről csakis azt teszszük fel, hogy ez 
valamely a P-ben tartalm azott törzsideál, a nyert megoldás 
ép úgy vonatkozik a q, r , .. .  ideálokra is és így tehát ez az

------\-x k<?k= 0  (m od .pq ...)
congruentiának is általános megoldása.

Evvel azonban most már rendelkezésünkre állanak az 
összes segédeszközök, a melyek szükségesek, hogy vala
mely tetszés szerinti genus-tartom ány valódi mennyiségei
nek alaprendszerét véges számú ism eretes művelet segítsé
gével valóban kiszám íthassuk.

Hogy az ily általános, a m athematika legkülönbözőbb 
ágait érintő probléma tényleges megoldásánál föllépő szá
m ítások hosszadalmasak, az bizonyára előre látható volt. 
Azonban az algebrai mennyiségek általános arithmetikájának 
teljes áttekintése mutatja majd, hogy az itt adott módszer, 
épen azért, mert bizonyos raczionális és egész mennyiségek
nek törzsideálokra való felbontásává párhuzamosan halad, 
az egyetlen természetes módszer, a mely idegen, a dolog 
lényegéhez nem tartozó segédeszközök alkalmazása nélkül a 
megvizsgálandó arithm etikai-algebrai képződmények jellemző 
tulajdonságait elvi alapon kidomborítja.

5 5 0  I X .  A Z  E G É S Z  A L G E B R A I  M E N N Y I S É G E K .  2 3 .  j$.
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A gen u s-tartom án y  id eá lis  m en n y iség e in ek  
a lapren dszere.

24. §. Ha ju±1 ju21. . jur a ( r )  genus-tartom ány valódi 
egész mennyiségeinek alaprendszere, akkor az bizonyos ér
telemben ugyanazon genus-tartom ány ideális mennyiségeire 
nézve is alaprendszernek tekinthető. Minden ilyen ideális 
mennyiség, ha azt m int a genus-tartom ányból származó két 
egész algebrai forma hányadosát értelmezzük, közvetetlenűl 
úgy írható, hogy nevezője «az [A, x x, . . . ,  x m] tartományra 
vonatkozólag» egyszersmind raczionális és egész forma, azaz 
úgy, hogy nevezője valamely az [A, x 15.. ., x m] tartományból 
származó és — a mint az magától értetődik — primitiv 
forma legyen. Ha az egész ideális m ennyiség ebben az 
alakban írva a következő :

ccoUk0Jr a i Uk1Ji----
E

akkor minden egyes a  együttható, mint a [f\ tartományhoz 
tartozó valódi egész m ennyiség az alaprendszer segítségé
vel az

C (j-=  U jj  h l  - f -  Ö j2 [ A .2 -f- ® i r  A h

alakra hozható, hol az a mennyiségek az [A, x 15. . . ,  x ÍJt] tar
tomány fo rm ái; ha tehát a /u mennyiségek szerint rende
zünk,

hol a f-k raczionális és egész ideális mennyiségek, azaz 
mint az [A, x 15. . ., x m] tartományból származó két formának 
hányadosai állíthatók elő, a melyekben a nevező primitiv 
torma.

Valamely genus-tartom ány egész ideális mennyiségei
nek ezen előállítása azonban még lényegesen egyszerűsít
hető és ez ism ét egészen új szempontból mutatja, hogy az
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ideális mennyiségek associatiója valamely genus-tartom ány 
vizsgálatában mennyire term észetes és czélszerű segéd
eszköz.

A míg ugyanis azon elemek száma, a melyek a genus
tartom ány valódi m ennyiségeinek valamely alaprendszerébe 
felveendők, általánosságban nagyobb a genus-tartom ány 
rendszámánál, addig az ideális m ennyiségek associatiója után 
mindig vannak oly alaprendszerek, a melyekben az elemek 
száma épen n, ha n a genus rendszám át je le n ti; legalább 
is akkor, ha az alaprendszer elnevezést az eddiginél vala
mivel általánosabb értelem ben használjuk. Részletesebben 
fogalmazva, mindig van n oly tulajdonságú  rrti, . . . ,  
ideális egész mennyiség, hogy a genus-tartomány minden 
egész ideális mennyisége, mint az mennyiségek
homogén és lineáris form ája állítható elő; még pedig úgy, 
hogy az együtthatók mindeneseire a genus-tartomány raczio- 
nális és egész ideális mennyiségei lesznek, ha azokat bizo
nyos meghatározott — később teljesen kiszámítandó — ra- 
czionális és egész számmal, d-vel megszorozzuk.

Az ideális egész m ennyiségeknek ez az alaprendszere 
minden számítás nélkül előállítható a valódi egész mennyi
ségek alaprendszeréből. Ha ugyanis az utóbbi alaprend
szer jut , . . ., jUr , továbbá ut , . . ., ur új határozatlanok és 
végre

g =  Ju 1 u1-1-----1- u r ur ,
akkor egyszerűen

l , g,  g2, • • •, g"-1

a genus-tartomány ideális egész mennyiségeinek az épen 
megadott értelemben vett alaprendszere*.

* A z  itt  h a s z n á l t  é s  a z  ö s s z e a d á s  k ö z ö n s é g e s  t ö r v é n y é n e k  i s  

a l á v e t e t t  i d e á l i s  m e n n y i s é g e k  b e v e z e t é s é v e l  a f e l á l l í t o t t  t é t e l  f o g a i -
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Mielőtt azonban az általános arithm etika e leglényege
sebb alaptételének bebizonyítására áttérnénk, még néhány 
egyszerű megjegyzést kell előre bocsátanunk.

A g mennyiséget a következőkben a genus-tartomány 
alapmennyiségének vagy alapform ájának  nevezzük. Képezé- 
sénél fogva, ha benne i71 ?. . . , u r helyébe az [A, x 1, . . . ,  x m] 
tartom ány tetszés szerinti m ennyiségeit teszszük és csakis 
ilyeneket, akkor a genus-tartom ány összes valódi mennyisé
geit szolgáltatja. Közvetetlenűl belátható, hogy g egység. 
A g m ennyiség ugyanis az f a , . . jur mennyiségek legna
gyobb közös osztója és minthogy az

1 — ytZj Cj -)-••• -)- jilj. Cj.
egyenletnek is fenn kell állania, e legnagyobb közös osztó 
szükségképen osztója lesz az 1 -nek.

A g m ennyiség u-edrendű mennyiség, mert a 
Nm. (z— g) = 0

egyenlet, a melyet kielégít, irreducibilis egyenlet tartozik 
le n n i; m ert irreducibilis még akkor is, ha az u-kat úgy 
választjuk, hogy g n-edrendű valódi egész mennyiség legyen. 
A gx, . . ., gn, számra nézve n conjugált mennyiség e szerint 
mind különböző.

mazása és bebizonyítása különösen egyszerűen alakúi ; a Kronecker- 
féle Festschrift megfelelő fejtegetései a 25. §-ban találhatók.

Magától értetődik, hogy a d szám hozzácsatolásának kérdése 
csakis az absolut egész mennyiségek vizsgálatára vonatkozik; mert 
relativ egész mennyiségek esetében minden közönséges raczionális 
szám az egységgel aequivalensnek tekintendő.

Az [A; x t , . . ., xm] =  [1] esetre, azaz az algebrai számok elmé
letére vonatkozólag ezt a kérdést elegáns specziális módszerek se
gítségével H e n s e l  K. intézte el. (Untersuchung der Fundamental
gleichung einer Gattung stb. Journal f. r. u. a. Math. CXIII. k.). Ekkor 
az 1, g, . . ., gn_1 a szó szorosabb értelmében is alaprendszer; azaz 
d eyy-nek vehető.
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A
Nm. (z—g) = 0

egyenlet, a mely bizonyos tekintetben a genus-tartomány 
összes mennyiségeit — a valódiakat és a szükebb értelem 
ben vett ideálisokat is — magában foglalja, a genus alap
egyenlete.

Az alapegyenlet discriminánsa , © közvetetlenűl ism ere
tes és magától értetődik, hogy ez a

<& = P1. .. Pr E
alakban írható, a hol P1 5 .. ., Pr az [A, x l: . . ., xm] tartomány 
egyenlő vagy különböző törzsformái és £  az u határozatla
noknak e tartományból származó primitiv formája. így tehát

Hogy valamely a ideális egész m ennyiségre nézve oly 

a = r o gn_1+ tü  0 n-2H----- bí/j-i
azonosság állhasson fenn, melyben az r-ek raczionális ideá
lis m ennyiségeket jelentenek, szükséges, hogy ez az azonos
ság az n conjugált genus-tartom ányban egyaránt érvényes 
legyen. Ha tehát a-nak n conjugált értéke rendre at , . . ., an, 
akkor az r mennyiségek m eghatározására az

<*i= r0 g •_1+ r t g?“2
( í= l ,  2

feltételi egyenletek szolgálnak, a melyekből az r mennyisé
geknek

egyértelmű m eghatározása származik, hol a íj mennyiségek, 
minthogy az a,-k egészek, raczionális és egész ideális meny- 
nyiségek.

A bebizonyítandó tétel már most azt mondja, hogy az 
így m eghatározott f.- mennyiségek d-vel megszorozva az a 
mennyiségek bármely választása mellett m indig ©-vei oszt
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hatók. Tételünk tehát a következő módon is kimondható : 
Valamely

fo9n- 1 +  f19”- 2 +  " - + f n - 1
alakú m ennyiség csak akkor osztható ©-vei, ha a df0, df1, . . .  
raczionális és egész ideális mennyiségek mindegyike oszt
ható ©-vei.

25. §. A m ost kim ondott tételt, mint közve tétlenül lát
szik, magában foglalja a következő egyrészt egyszerűbb, m ás
részt általánosabb té te l :

Ha f0, . . . , f n_ 1 raczionális és egész ideális menni/isé
gek és g a genns-tartománg alapmennyisége, akkor 

^o97’̂ + ^ 1 9,,~2H------H n -i
csak akkor lehet az [A, x x, . . ., x m] tartománg valamely P 
törzsform ájával oszlhaló, ha a dpt0< dpf t , .. . mennyiségek 
mindegyike ily tulajdonságú.

Relativ egész mennyiségek esetére d — 1-nek veendő; ép 
így az absolut egész mennyiségek elméletében minden valódi 
törzsforma, valamint minden oly természetes lörzsszám ese
tére is, a melyet nem tartalmaz egy időben mint osztót (n— 2)! 
és az alapegyenlet discriminánsa. Ha az utóbbi esetben © 
pontosan pa-val osztható, akkor elegendő felvenni, hogy 
dp= p e^ \  hol e (-§-) a legnagyobb -~-ben tartalmazott egész 
számot jelenti.

E bizonyítás elve Kronecker-WI * származik.
A tartom ány bármely egész ideális mennyisége, a ily

alakban írható: +  ------hfyrHr- Két konjugált ct; és aj
mennyiség különbségére vonatkozólag akkor

Űj— Cty =  f)i  ( H ú  H í j ) 4  \~fyr ( H ví Hrj ) -

A megfelelő konjugált alapmennyiségek különbsége, .

9;—%j—(Hü Híj) V(Hri Hrj) un

Festschrift, 25. §.
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tehát nem egyéb, mint a . . ., jüri—jurj mennyiségek
legnagyobb közös osztója. Innen következik, hogy a*— aj 
mindig osztható Sí—Qj-vel*.

Ha már m ost f(g )= f 0  0s+ fi9 s_1H------(-is osztható P-vel,
akkor az utolsó segédtétel szerint

E(9i)-E(9/)
/J(9z— 9j)

egész mennyiség, vagy, részletesen kiírva :

'f h  ( $ - h- ' + m r h- * + - ■+9r',-i)+*s-1 (o
h —o J

osztható P-vel. Itt j  helyébe rendre minden szám tehető 1 -től 
7?-ig, az i kivételével

Tekintetbe véve, hogy
Z $ = S k - 6  f,

hol . . . ,  S]; az [A, x t , . . . ,  x ;iJ] tartományból származó for
mák, ez az összeg, mely term észetesen egész és P-vel oszt
ható, a következő :

2 .’ h  {(n~  s+fr) 9'J~ / ' ~ 1 +  ̂ i9 /~ /l_2d----- \~Ss-h+i )+ ( n~ l )  í«-i*h=o
Ez a kifejezés pedig nem más, mint

(n~ s) í09f~1-H í 9*-a H (2)
Ha ezt az eljárást ism ételten alkalmazzuk, végűi azon ered
ményhez jutunk, hogy (n—s ) . . . (n—2) f0  szintén osztható 
P-vel. Ha tehát a relativ egész mennyiségek elméletében ma
radunk, hol minden szám ~ 1 , végűi f0-nak is P-vel osztható
nak kell lennie.

Az absolut egész algebrai mennyiségek arithmetikai 
elméletében végeredményünk megtagadja a szolgálatot, ha 
P az (n—2) !-ban osztóként szerepló term észetes törzsszám, p.

* Evvel a tárgyalás át van téve a [P] tartom ányból a megfelelő 
GALOis-féle tartom ányba, a mi azonban annak eldöntésére, hogy vala
mely m ennyiség egész-e, teljesen közöm bös.
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Ez esetben jegyezzük meg, hogy, ha 

^o9*+fi 9*_14----- Hs/a\ , 1 1
osztható pey2 ) _nel és £) pontosan pa-t tartalmazza, akkor 
a determ inánsokra vonatkozó elemi tételek szerint f2®-nek 
oszthatónak kell lennie p 2e& +2 és így a < 2 e (-~-) +  2  folytán f2, 
tehát fj is osztható p-vel.

Evvel még nincs kizárva, hogy ily törzsszám ra vonat
kozólag is elegendő m ár d— 1 . Ha nem elegendő, akkor azt 
mondjuk, hogy ezen törzsszám  nem szabályos. Az elmélet fel
építésére rendkívül fontos volna annak eldöntése, hogy létez- 
nek-e egyáltalában bizonyos genus-tartom ányokban ilyen nem 
szabályos törzsszám ok. Hogy ezen hiány m ellett is teljesen be
bizonyíthassuk később a kritikus törzsform ákra  vonatkozó 
alaptételt, hozzácsatoljuk még ezekhez a következő fejtege
téseket.

Legyen ism ét f(z) (fokszáma: s< in— 1 ) oly tulajdonságú 
forma, hogy f ($•) osztható a nem szabályos p törzsszámmal, 
a nélkül, hogy a f0, f17. . . együtthatókra ez beállana. Legyen 
az alapegyenlet F(z) =  () és bontsuk fel F(z)-t sequ. mod. p, 
vagy a mi itt ugyanazt jelenti, mod. p irreducibilis tényezőire : 

F (z)= F1 (z)ai . . .  Fr (.z)ar (m od. p).
Legyen hasonlóképen

t (z)= Fí (z)b-L. . .  Fr (z)br Gt (z)ci . . .  (mod. p), 
hol azon esetre, midőn f(z) nem osztható F /zj-vel mod./?, 
ü1 = = 0  teendő.

Ha m ost z= g j-t helyettesítünk, akkor, minthogy a fel
tétel szerint f(gj- ) = 0  (mod. p),

■ ■ • Fr (Qi)ar=0  (mod. p),
Ft (g i f i  . . .F r (g f) 6r G1 (qí)ci . . . = 0  (m od. p). .

A p minden törzsideáljának elő kell tehát mint osztó
nak fordúlnia az Ft (gf) .. • Fr (%i) mennyiségek valam elyikében; 
és e szerint Gt (g,-), . . .  nem lehet osztható e törzsideálok egyi
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kével sem, különben Gx és pl. Fj resultánsának is p-vel oszt
hatónak kellene lennie. Minthogy azonban Fj és Gt mod. p 
irreducibilis és nem aequivalens formák, azért e resultáns 
p-vel nem osztható mennyiség. És így m ár:

f i (9i f 1 - Fr (9 i) b r = 0  (mod. p).

Ha tehát oly f(z) formát választunk, melynek megvan 
a kivánt tulajdonsága és a m ellett z-ben a lehető legalacso
nyabb fokú, akkor ez egy tényezőt sem tartalm azhat. 
Evvel azon fontos eredményhez ju tottunk, hogy, ha p nem 
szabályos törzsszám, akkor ennek oly f(z) forma felel meg, 
mely m od .p  az F(z) osztója 

Ha ezek után
F(z) =  i (z) K (z) (mod. p),

jelöljük továbbá a f(z )= ü  egyenlet gyökeit a 1?. . ., a s-sel, 
K(z ) — 0  gyökeit ß t , . . ,, ß n_s-se\. Törzsszám-modulussal biró 
congruentiákra vonatkozó és már e fejezet 2 2 . §-ában emlí
tett tételek szerint a

9 i» 9a > • • •> 9n
és

Ofj , . . ., ocs, ß l , . . ., ßn—s
sorozatok mod. p megegyeznek, ha p a p valamely törzsideál
já t jelenti. Visszatérve ismét (l)-re, nyerjük, hogy

Jr a \ß i  ll 2~\------>r ai ) + f s_ i= ü  (mod. p).
/ 1=0

Ha az i =  l , . . . ,  s helyettesítésével keletkező congruentiákat 
összeadjuk és tekintetbe veszszük a

jelöléssel
V a r. =  Sr
i=i

ko d- Hr = 0  (/■==!,..., s—i)
alakban írható NEWTON-GiRARD-féle formulákat, akkor nyer
jük, hogy
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tfoßi 1+ (s  —l)íi/? i  2 + (s —2)t2ß i~ 3-\---- = 0  (mod. p),
a mely congruentia a i ( ß 1)= 0  (mod. p) congruentiával össze
kapcsolva közvetetlenül mutatja, hogy f(z) discriminánsa 
osztható p-vel.

Jegyezzük meg végre még, hogy raczionális műveletek 
véges sorából álló oly eljárással rendelkezünk, mely egy 
adott genus-tartomány nem szabályos törzsszámainak meg
határozására képesít, ha egyáltalában léteznek ilyenek. Csak 
F(z) osztóinak sorozatát kell felírnunk mod./) és megvizs
gálnunk, hogy van-e ezek közt olyan f(z) osztó, melyre vo
natkozólag

m
p

egész mennyiség.

Az e g é sz  m en n y isé g e k  felbontása  törzsideálokra.

26. §. Az épen bebizonyított alaptétel megadja most 
már az összes segédeszközöket arra, hogy az adott genus
tartom ány bármely a 0 -tól különböző egész mennyiségét, a 
mennyiben nem egység, jól értelmezett eljárás segítségé
vel valóban m int törzsm ennyiségek szorzatát állítsuk elő. 
Ez az eljárás egyszersmind pontosabb betekintést enged a 
kérdéses arithm etikai képződmények szerkezetébe, a meny
nyiben ezt a felbontást bizonyos tekintetben az [A, x t , . . . ,  x m\ 
tartományból származó formák tartományában leképezi.

Minthogy minden egész m ennyiség osztja normáját, e 
norma pedig az [A, x 1, . . x m] tartomány valamely formájá
val sequivalens és végre minden ilyen forma mint ugyan
ilyen törzsformák szorzata írható ; magától értetődik, hogy 
elegendő, ha csakis az [A, . . ., x m] tartomány P törzs
formáinak felbontását végezzük el valóban. Az erre vonat
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kozó tények oly egyszerűek, hogy legjobb lesz, ha a vég
leges tételt végérvényes fogalmazásában előrebocsátjuk*.

Legyen F(z) = 0  a genus-tartomány alapegyenlete, P az 
[A, as1?. .  ., x m] tartomány valamely törzsmennyisége az eset
leg létező nem szabályos törzsszámok kivételével**; bontsuk 
fel azután F(z)-l a P aequivalenlia-modulusra vonatkozólag 
irreducibilis tényezőire :

F (z )~ F 1(z)ai F2(z)a2. . . Fr (z)ar (aequ. mod. P),
hol tehát aí lí -{-a2l2-j---- {-ar lr—n, ha /,■ az Ft(z) forma z-re
vonatkozó foka.

A kkor Fi (g) és P legnagyobb közös osztója törzsideál 
{nem is ~ 1 ) és, minthogy F ja j az u határozatlanoknak ho
mogén form ája, egyenesen a P - \ - F i ( a j  alakban írható. A P 
törzsideálokra való felbontását ezután a

P~{P +  F,(9))“‘ (P+ F2(„))% ( 9  (1 )
aequivalentia szolgáltatja.

Végül (1. a 27. §-t) P-j-Fj(g) li-edfokú lörzsideál, azaz 
Nm .(P+ Fi(S) )~ P ‘i.

Az e tételben összefoglalt tények helyességének kimu
tatásánál m indenekelőtt vegyük figyelembe azt a körülményt, 
hogy F(z)-nek a P sequivalentia-modulus szerint történt fel
bontásából közvetetlenűl a

QF(z)=QFí (z)ai F2(z) a 2 . . . Fr (z)°r -  PH(z)

* Hogy mily lielyet foglal el az itt kimondott tétel az iroda
lomban — különösen Kronecker tárgyalásával szemben — az még 
részletesebb fejtegetést igényel; erre nézve 1. a 29. §-t.

** A nem szabályos törzsszámok fölbontását utólag a 28. §-ban 
végezzük. Lehetett volna ugyan, a két esetet egységes tárgyalásban 
egyesíteni ; de tekintettel a geometriai és függvénytani alkalmazá
sokra, — a mikor a második eset egyáltalában elő sem fordúl — 
czélszerűnek mutatkozott, ezen egyszerűbb meggondolásokat előre 
bocsátani, a mennyiben ezek kevesebb segédeszközt igényelnek.
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azonosság* következik, hol Q és Q az [A, x t , . . ., x m\ tar
tomány oly formái, a melyeknek legnagyobb közös osztójuk 
P-vel ~ 1 , és H e tartományból származó olyan forma, a 
melynek z-re vonatkozó foka nem éri el n-1 . Ha ebben az 
azonosságban z helyébe a g-t teszszük, végre

QF\ (ö) 0 1  F2 (g) a 2 . . . F r (g)«r =  PH( 0 ). (2)
Először is látjuk, hogy P +  Ft (g) és P+P}(g) legnagyobb 

közös osztója szükségképen ~ 1 , ha i ^ j .  E legnagyobb kö
zös osztó ugyanis Ej(g), E}(g) és P közös osztója volna és 
ha R az Ej-(z) és Ej(z) formák z szerint vett resultánsát je
lenti, egyszersmind az R és P közös osztója is. Ámde P irre- 
ducibilis forma és R a 20. §. szerint nem osztható P-vel, tehát 
(P, P ) ~ l  és, a mint állítottuk, (P-f-Pj-(g), P-)-Ey(g))^l.

Ha továbbél
f (s )—fo 9 S 4 ---- Hs 5

hot f0, . . ., fs. ismét az [A, . . ., x m] tartományból származó
form ákat jelentenek és s </,•, akkor f(g) csa/r akkor lehet 
osztható P-\-Fi(aj-vel, ha f(g) osztható P-vel; tehát, ha az 
egyes f0, . . ., fs együtthatók oszthatók P-vel.

Ha ugyanis f(g) osztható P + jF}(g)-vel, akkor a P-vel 
osztható E\ (g)"i. . . Pr (g)ör szorzatban E}(g) helyettesíthető 
f(g)-vel a nélkül, hogy a P-vel való oszthatósága megszűnnék. 
Ekkor azonban ez a szorzat oly $(g) kifejezést szolgáltat, 
a melynek g-re vonatkozó foka nem éri el n-t és így tehát 
csak akkor lehet osztható P-vel, ha g minden egyes hatvá
nyának együtthatója is P-vel osztható. Ámde g legmagasabb 
hatványának kérdéses együtthatója f"1' és oly mennyiségek 
szorzata, a melyeknek legnagyobb közös osztójuk P-vel ~1. 
E szerint tehát t0 osztható P-vel. Ekkor azonban

fi ÖS~H------Hs

* Mellesleg megjegyezzük, hogy Q— 1.

König, Algebrai mennyiségek. 36
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is osztható P + F z (g)-vel; tehát ismételve az épen részletezett 
következtetést, azt találjuk, hogy osztható P-vel s í. t.

Ebből továbbá következik, hogy P+Ej(g) valódi irre- 
ducibilis mennyiség (törzsmennyiség). Az semmi esetre sem 
lehetséges, hogy P + ^ ( q) ~  1 ; m ert hisz különben az 
Fj (g)ai . . . F;. (g)°r szorzat az jFJ(g)aí tényező elhagyása után 
is osztható volna P-vel, pedig ha ez úgy van, olyan kifeje
zéssel van dolgunk, a melynek g-re vonatkozó foka nem 
éri el n-t és a melyben g legm agasabb hatványának együtt
hatója nem osztható P-vel.

Ha már m ost P -f Pj-(g) több törzsm ennyiség szorzata, pl.

p +^(ö)~P<b
hol p és q az sequivalentia értelmében az 1 -től különbözők 
és p törzsideál. De ekkor, m inthogy minden egész ideális 
mennyiség ilyen módon előállítható,

dFp =  f0 g7' 1 -f-fn_ 1 g,! 2-\ f-fn _ 2  

volna, hol F, f0, . . ., fn _ 1 az [A, x t , . . ., x m] tartományból szár
mazó formák és E  azonfelül még primitiv forma. Ha Ej(z)-ben 
z legmagasabb hatványának együtthatója Qz, és így tehát Qz- 
az [A, x x, . . ., x m] tartom ány olyan formája, a melynek leg
nagyobb közös osztója P-vel ~ 1 , akkor a közönséges osz
tási eljárást alkalmazva, azt találjuk, hogy

dQ fE v =  Fi(S) g 'i -  +  • • ■+(;_,.
E szerint íógZf 1H----osztható p-vel. Az E}(z) és t'0zli~x0-----

formák resultánsa mod. P e szerint eltűnik, és e szerint, 
m inthogy fj(z) irreducibilis aequ. mod. P már a együtt
hatók is = 0  (mod. P ) lesznek. Ebből következik, hogy 

Q *Ep= Ft(g )«'(9) (mod. P).
Ez azt jelentené, hogy p osztható pq-val, a mi ismét csak 
akkor lehetséges, ha a feltevés ellenére q ~ l .  így tehát 
P+E}(g) valóban irreducibilis mennyiség.

Magától értetődik továbbá, hogy g) osztható a
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P+Fi(ö) törzsideállal; ámde, ha af>  1, Ft{g) sohasem lehel 
osztható (P + fj(g ))2-fe/. Pj(g) semmi esetre sem osztható 
valamely a P-ben tartalm azott és a P+P}(g)-től különböző 
tö rzsideálla l; m ert hisz különben P-f-Fj(g) e két különböző 
törzsideállal volna osztható és így tehát nem lehetne törzs
ideál. Ha azonban ^-(g) a (P +  Ft (g))2-tel volna osztható, 
akkor P  nem lehetne osztható (P+P}(g))2-tel, mert különben 
P  és Ft(g) legnagyobb közös osztójának, azaz a P+Pj(g) 
törzsideálnak is oszthatónak kellene lennie (P-f-jF}(g))2-tel. 
Ebben az esetben tehát

fK8)~ (p + fK 0))% .
p~{p+h(. g ) K

és (q,, P) 1, a hol még ki kell m utatnunk, hogy e szük
ségképen 1. Ebben az esetben ugyanis nem csupán

FÁ9)“> • ■ ■ • • fv(9)ar,
hanem, ha at helyébe az 1-et teszszük, már

F1(O)“. . . . F i(0) - - F r ( t f r
is osztható lesz P-vel. A P-ben tartalm azott és P-)-Ej(g)-től 
különböző törzsideálokat ez nem érinti, m inthogy nincsen az 
1-től különböző közös osztójuk g)-vel; a P+jFj(g) törzs
ideál azonban, a melyet P  csak egyszer tartalmaz, már az 
Ej(g) osztója. Ekkor végre szükségképen at=  1. Ellenkezőleg, 
habár a fentebbi második szorzat osztható P-vel, g-re vo
natkozó foka kisebb volna n-nél, míg benne a g legmaga
sabb hatványának együtthatója nem osztható P-vel.

A P  mennyiségnek az e § elején em lített felbontása 
m ost már az épen tárgyalt részlet-tételeknek egyszerű kö
vetkezménye.

Az F(z)-nek a Píequivalentia-modulus szerint történő fel
bontásából eredő azonosság közvetetlenűl mutatja, hogy P az

Fi(g )ű i - • • f i(g )a,‘- ■ • M g } 0*-
osztója ; a miből rögtön látni, hogy P a

36*



I X .  A Z  E G É S Z  A L G E B R A )  M E N N Y I S É G E K .  2 7 .  § .5G4

P + f 1(9) , . . . , P + f i ( 0 ) , . . . , P + F r (g) 
törzsideálok valamely hatványszorzatával aequivalens. Ha 
aj=-1, akkor Fjg)  lehet ugyan esetleg a P-j-Fjg) valamely 
magasabb hatványával osztható; de P ék k o r csakis P-j-F^g)- 
vel osztható, és nem osztható (P-|-.Fj(g))2-tel. Ebben az eset
ben tehát P megfelelő osztója valóban (P-f-Ej(g))ai.

Ha pedig a,->l, akkor P  megfelelő osztója okvetetle- 
nűl (P-hFj(Q))bi alakú és Ha azonban ót< a z volna,
akkor már az

kifejezésnek is oszthatónak kellene lennie P-vel. Ez azon
ban lehetetlen ; mert az épen felírt szorzat olyan kifejezés, 
a melynek g-re vonatkozó foka nem éri el n-t és a mely
ben a g legm agasabb hatványának együtthatója nem oszt
ható P-vel.

Evvel tehát kim utattuk, hogy P-nek az (1) alatt felállí
to tt törzsideálokra való felbontása helyes.

27. §. Csatlakozva az algebrai számok elméletében 
használatos kifejezésmódhoz, az [A, x x,. . ., :rm] tartomány 
oly törzs for  máj át, a mely az adott yenus-tartomány vala
mely törzsideáljának néyyzetével osztható, a yenus kritikus 
törzsformájÓnak nevezzük

Könnyen igazolható akkor, hogy az [A, x 1, . .., a:n,] tar
tománynak az alapegyenlet discriminánsában tartalmazott 
törzsformái és csak ezek a genus kritikus törzsformái*.

* Az algebrai számok esetére D edekjnd  R. bizonyította be elő
ször ezt a tételt egyik nagy dolgozatában. («Über die Discriminan- 
ten endlicher Körper». Abhandl. d. Göttinger Ges. d. Wiss. XXIX. 
köt.). Ezen értekezés mélyreható, nehéz módszerei alig nélkülözhe
tők, ha úgy — mint az ott történik — a határozatlan mennyiségek 
bevezetését elvileg mellőzni akarjuk.

Kronecker módszereinek segítségével fentebb idézett érteke-
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A tétel akkor is érvényes, ha P nem szabályos törzsszám. Az 
ezen esetre vonatkozó bizonyítást a § végén pótoljuk. Minden 
más esetben az, hogy P kritikus törzsforma-e, közvetetlenűl 
kitűnik, m ihelyt F(z)-t a P sequivalentia-modulus szerint fel
bontjuk. P ugyanis akkor és csak akkor kritikus törzsforma, 
ha e felbontásnál többszörös tényezők lépnek fel, vagyis 
akkor, ha az alapegyenlet discrim inánsa osztható P-vel. Ha 
P term észetes törzsszám, akkor a keresett feltételnek ez az 
utóbbi fogalmazása közvetetlenűl világos ; de könnyen be
látható ennek helyes volta akkor is, ha P határozatlanokat 
tartalm az, pl. aq-et. Hiszen e felbontás az [F(z)X felbontásá
ból adódik ki, a hol |  a P (x í) = 0 egyenlet gyökét jelenti. 
Többszörös tényezők akkor és csak akkor fordúlnak elő, ha 
[Dscr. F(z)]g=0, vagyis, ha Dscr. F(z) osztható P-vel.

Az az eset, midőn P  csupán P+F;(g) első hatványával 
osztható, e szerint az általános esetnek tekintendő ; erre az 
esetre vonatkozik a következő fontos megjegyzés. Épen ak
kor, midőn öj= 1, lehetne Tj(g) még (P-fFj(g))2-tel is oszt
ható ; ámde az F(z) forma felbontásában előfordúló Ft(z) 
forma a nélkül, hogy ez a nyert eredmények érvényessé
gét érintené, felcserélhető bármely oly Fj(z) formával, a 
mely =  Fj(z)(mod. P). Ha tehát íj(g) valóban osztható 
(P+Fj(g))2-tel, m ost Ft(z) helyébe csak az Fj(z)-)-Pu? formát 
kell bevezetnünk és evvel oly formát nyerünk, a mely már 
csak P+TXg)-vel osztható, de nem (P-f-Tj(g))2-vel.

A következő vizsgálatokban, a mennyiben ez szüksé
gesnek m utatkoznék, feltételezzük, hogy Tj(z)-t már ezen a

zésében Hentsel K. b izonyította be először a teljes té te lt ugyancsak 
az algebrai szám ok ese té re ; KRONECKER-nél ugyanis az ( n — 2)!-ben 
tartalm azott term észetes törzsszám ok viselkedése még kérdéses 
m aradt.
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módon m egváltoztattuk, tehát hogy g) nem osztható 
(P + F ^ s^ -v e l.

V isszatérünk már most a
QF(z)= QF; (z)“i . . .  . . .  -  PH(z)

azonosságra. Legyenek

Ő,
az Ff(z)=0 egyenlet gyökei. Ha az épen felírt azonosság
ban ezeket az értékeket teszszük z helyébe és szorzunk, a 
következőt nyerjük ;

Ö '. ^ F ( í / ) = ( - i ) ' 'P ' . 7 Z  «■(?/)•
j - i  i  i

Ámde (a III. fej. 24. §-a szerint) F(z) és /)(z)-nek z sze
rint vett resultánsára nézve, ha Qt- ismét a z legmagasabb 
hatványának együtthatója Ej(.z)-ben,

Rés. (F(z), y * ,$  f f  F(£,-)=
j - * y -t

a hol zt , . . . , z n az F(z) =  0 egyenlet gyökeit jelentik és így 
tehát továbbá

=  Nm. Fí (q)

úgy, hogy végre Nm. Ej(g) osztható P li-vel. Minthogy továbbá 
Ej(g) a P-nek csak ezt az egy P+J^(g) törzsideálját tartal
mazza és csakis P+Ej(g)-vel, de (P-f-P](g))2-tel már nem 
osztható, végre nyerjük, hogy

Nm. Ft (g) -  Nm. (P+E}(g)) Q, 
hol (P, 0 )~ 1 , és így tehát

N m .(P + ^ (g ) ) -P '/+ e/,
a hol még csak azt kell kim utatnunk, hogy ez-= 0.

Ez kitűnik a 26. §. (2) alatti
F2(g)“2 • • • Fr (g)«r=PH(g)

azonosságából. Itt H( g) P egy törzsideáljával sem osztható; 
mert a bal oldali szorzat és P a P törzsideáljainak egyenlő 
hatványait tartalmazzák. Arra az esetre, midőn a,->L ezt
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már előbb bebizonyítottuk; midőn pedig at= 1, épen az 
Ej-vel congruens formák közűi egy megfelelőt választottunk. 
E szerint (Nm .//(g), P ) ~ l .  Ha csak egyetlen ez- is különböző 
a 0-tól és — mint az magától értetődik — nem negativ egész 
szám, akkor a bal oldalon álló kifejezés normája P-nek az 
n-diknél magasabb hatványával volna osztható. Ez azonban 
lehetetlen, m ert ugyanazt a norm át közvetetlenűl a P"Nm .//(g) 
kifejezés szolgáltatja.

így tehát — a mint be kellett bizonyítanunk — P-)-Ej(g) 
li-edfokú törzsidéül, azaz Nm. (Pd-E j(g))~Pzí, ha Zz az Ej(2 ) 
forma z-re vonatkozó foka.

Végre még bebizonyítandó, hogy, a mennyiben ilyenek 
léteznek, a nem szabályos törzsszámok is kritikus iörsz- 
számok.

Ez esetben van egy legalacsonyabb, s-ed fokú forma 
(sgLn— 1), mely oly tulajdonságú, hogy f(g) osztható p-vel. 
Ez a forma valamelyik Ej (z)-nek, — a mint ezt a 25. § végén 
bebizonyítottuk — legalább négyzetét tartalmazza sequ. mod. p 
m int tényezőt. De m ost is Nm. Ej(g) osztható pb-ve 1; az erre 
vonatkozó fejtegetések ugyanis függetlenek minden e tár
gyalásnál különben használt föltevéstől. E szerint Ej(g) oszt
ható bizonyos a p-ben foglalt p, q ,. . . törzsideálokkal. De 
akkor kell, hogy p osztható legyen p2, q2, . . .-tel is ; m ert kü
lönben a

Ez(z) f (z) =  t (z) (mod. p)

m eghatározta 7(z) forma, melynek foka csak s— /f, szintén oly 
tulajdonságú volna, mint f(z); pedig ezt már az illető for
mák közt legalacsonyabb fokúnak tételeztük föl*.

* Az algebrai számok elméletében Nm. p egyszersmind meg
adja a mod. p nem congruens számok számát. Ebből kiindulva, be
bizonyítható, hogy Nm. (p+FiO)) pontosan tekintet nélkül arra,
vájjon p  szabályos törzsszám-e, vagy sem. Ebből azután könnyen
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28. §. A genus-tartomány nem szabályos törzsszámainak 
felbontása — ha ilyenek léteznek — ugyanezen elvek sze
rint történhetik, bár a végeredményben nincs meg az az ele
gáns egyszerűség, melylyel a szabályos törzsszám ok felbon
tási törvényénél találkozunk.

Az
Fi (g)«i. . .  Fr (g)űr =  0 (mod. p) 

congruentiából ez esetben is következik, hogy 

P+^(ö)> • • •■> P~\~Fr{9)
a p valódi osztói; m ert azon észrevétel, hogy Nm.(p-|-Ej-(g))~pz 
a jo-re vonatkozó szűkebb megszorító feltételtől független. 
Épen így m ost is

( p + Fi(9). P + Fj ( ö))~É
m ert Ej (z) és Fj (z) mod. p irreducibilis és nem aequivalens 
formák. Végűi szükséges, hogy minden p-ben foglalt törzs
ideál a P + F 1 (g),. . .  mennyiségek egyikének osztója legyen. 
Azt kell tehát már csak bebizonyítanunk, hogy e m ennyisé
gek törzsideálok. Ekkor p-nek felbontása a következő : 

p ~ ( p + F t (g))fei . . .  (p+ F r (g))6r,
hol b^^a^ ,  s í. t. A bt , . . . , b r kitevők pontos m eghatározása 
véges kisérletsorral történhetik. Csakis azt kell e czélból 
megvizsgálnunk, hogy a

P P

Pi +  Fi(Ú) ' (P +  P i(9))2
m ennyiségek közül hány egész ?

Teljesen elintézzük tehát problémánkat, ha bebizonyít
juk, hogy p-|-T}(g) törzsideál. (E bizonyításnál használandó 
eljárás H ensel K. egy gondolatát is felhasználja).

következik, hogy ez esetben nem szabályos törzsszámok egyáltalá
ban nem léteznek. (L. erre vonatkozólag K. Hensel már előbb idé
zett értekezését, valamint a tárgy részletes kifejtését, H.W eber «Lehr
buch der Algebra» ez. művében.)
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Ha nem volna törzsideál és így

p + FÁ  ő)~pq,
hol q az aequivalentia értelmében 1-től különböző, akkor ré
gebben bebizonyított tételek alapján m eghatározható a genus
tartom ánynak oly

« ~ p a

valódi egész mennyisége, hogy (a, q )~ l legyen. Legyen ez az 
a  m ennyiség az alaprendszer segítségével a következőképen 
kifejezve :

1-------- 1- a T/LLr .

így tehát a g alapm ennyiség a-ba megy át, ha iq , . . . ,  ur he
lyébe oq,. . . ,  ar-et teszünk.

Azon tény, hogy Ej-(g) osztható pq-val, igaz marad akkor 
is, ha az iq ,.. . ,  nr határozatlanok helyébe bármily egész meny- 
nyiségeket teszünk. Ha EJ(g)-t részletesebben Ej (g, iq , . . . ,  tíz
nek írjuk és iq, . . . , u r helyébe iq-f-cq,. . . ,  ür -f-ar-e t teszünk, 
akkor

Fi(% +  « i+ a 15 • • ur+ a r) ^ 0  (mod. pq). (1)

Minthogy azonban ec=0 (mod. p), azért az 
Fi(z, tq ,. ur)= 0  (mod. p),
Fi(z, iq +  cq ,.. ., «r + a r)= 0  (mod.p) 

congruentiáknak van közös gyökük. Resultánsuknak tehát 
mod. p és így mod. p is el kell tűnnie. Minthogy azonban 
Fj(z) irreducibilis mod.p, továbbá a két forma egyenlő fok
számú és végűi z li együtthatója a második formában is 1, 
azért világos, hogy

Ft (z, iq + o q ,. . . ,  uT+ a T)= Fi(z, ur) (mod.p). (2)
(1) szerint tehát

Ff (g + a , r q , . . . ,  ur)= 0  (mod. pq), (3)
oly oszthatóság meghatározás, melynek fenn kell maradnia, 
ha az u-k helyébe tetszőleges egész mennyiségeket teszünk, 
tehát pl. akkor, ha iq = 0 , . . . ,  ur=0 . Ekkor tehát
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alí= 0 (mod. pq)
volna, a mi a feltétel szerint lehetetlen, ha q az sequivalentia 
értelm ében egy p-től különböző törzsideált tartalmaz.

E szerint már csak azon eset vizsgálata van hátra, mi
dőn q a p törzsideál hatványa. Ekkor azonban a feltétel sze
rint a  csak p-vel osztható és p2-tel nem. így (3) szerint 

Ej-(g+«, ur) = 0 (mod. p2).
Ha a bal oldali kifejezést m ost a  hatványai szerint kifejtjük, 
akkor

Fi (ö)+^£ (9 ) « +  Y  Fl’(g) a 2+  - • • =  0 (mod. p2).

Itt azonban E}(g), er2, cr3, . , . osztható p2-tel. Ugyanennek kel
lene tehát ^ (g )tt-ra  is beállania, és így végűi 

Fi(ü)=0 (mod. p)
volna. Minthogy azonban Ft (g)=0 (mod. p), azért Ft (z) és 
F((z) (mod. p) resultánsának el kellene tűnnie és ez Fj (z) 
irreducibilis volta m iatt lehetetlen. Evvel a kérdéses tétel 
minden részében be van bizonyítva.

29. §. Az e tétel nyújtotta mély belátást, a mely új 
vizsgálatoknak majdnem kim eríthetetlen forrása, Kronecker 
bámulatra méltó intuitiójának köszönjük. Ezen intuitiv föl- 
födözés érdekét még csak növeli, hogy Kronecker tételei 
leglényegesebb pontjukban helyreigazításra szorulnak. Kro
necker eredményei feltétlenül csak az algebrai számok el
méletében érvényesek és az egy változós algebrai függ
vények elméletében akkor, midőn a számbeli együtthatókat 
mellőzzük ; az általános esetben azonban csak akkor érvé
nyesek, ha valamely term észetes törzsszám felbontásáról van 
szó. Ámde, ha P határozatlanokat tartalmaz, akkor a Kro
necker kijelölte, a P felbontására szolgáló módszer bizonyos 
esetekben egyenesen karnis eredményekre vezet.

KRONECKER-nek ezen érdekes tévedése, úgy látszik,
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onnan ered, hogy valamely formának a P modulus szerint 
történő felbontásánál fellépő irreducibilis formákat a P mo
dulus szerint törzsform áknak te k in ti; ez pedig — mint a
19. §-ban kifejtettük — általánosságban nem helyes.

Pontosabban fogalmazva, Kronecker az F(z) formának 
nem a P mquivalentia-inodulus, hanem a P congruentia- 
m odulus szerint való felbontását követeli. Hogy itt tényleges 
tévedéssel van dolgunk, világosan kitűnik a tárgyalás rész
leteiből, annál is inkább, mert az aequivalentia-modulus bo
nyolódott fogalom-alkotása a Festschrift-ben egyáltalában 
nem fordul elő.

Minthogy itt az algebrai mennyiségek arithmetikai el
méletének tulajdonképeni alapja — tehát kiváló fontosságú 
tárgy — forog szóban, a tényállást egy egyszerű példán még 
részletesebben is megmagyarázzuk.

A
z2= x 2—4/

egyenlet, hol x  és t határozatlanok, oly (Vx2—41) genus-tar
tományt értelmez, a mely az ([1], x, t), tartományból szár
mazik. Az egyenlet discrim inánsa 4 (x2—4f); a (Vx2—4f) 
genus-tartom ány valódi absolut egész mennyiségei pedig a 
következő alakúak:

Xt -\-X2V x2-  4t 
4 (x2—41)

hol Xí és X2 a jellem zett formatartományhoz tartoznak. 
Valamely alaprendszer m eghatározása itt majdnem triviá
lisan egyszerű úgy, hogy nem érdemes ebben az esetben 
az általános módszereket betű szerint alkalmazni. Arra, 
hogy Xí -\-X2V x 2—4t osztható legyen 4(x2 —4í)-vel, szükéges, 
hogy X1—X2V x 2—4í, tehát 2X1 is osztható legyen 4(x2—4/)- 
vel úgy, hogy végre Aj-nek oszthatónak kell lennie 2(x2—4/)- 
vel. Továbbá még 2X2V x2— 4f-nek 4 (x2 — 4í)-vel ; tehát
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4X2(x2 — 4f)-nek 16 (x2— 4?)2-vel és X2-nek 4 (x2 — 4f)-vel, 
vagyis végre X2-nek 2(x2—4/)-vel kell oszthatónak lennie. 
A (Vx2—4t) genus-tartom ány absolut egész mennyiségei tehát 
okvetetlenűl

X1-j-X2V x 2— 4t

alakúak és viszont ezek a mennyiségek valóban absolut 
egész mennyiségek, ha X* —X2(x2—4t) osztható 4-gyel, vagyis, 
ha fönnáll az

X f—X2 x 2= 0  (mo d. 4) 
congruentia. Ekkor azonban az

X1-j-X2x = 0 , Xt — X2x = 0  (mod. 2) 
congruentiák közűi legalább az egyiknek fenn kell állania. 
E congruentiák bármelyike a m ásiknak következménye ; te
hát pl. azt írhatjuk, hogy X1—X2x-\-2X3. És így látni, hogy 
a (Éx2—41) genus-tartom ány absolut egész mennyiségeinek 
szükséges alakja :

X3+ X 2 x +  Voc2-— 41

x + v .X “ 4tvégre pedig, minthogy 
mány absolut egész mennyisége,

x  +  É x2—4/
’ 2

a keresett alaprendszer
A genus-tartom ány alapmennyisége tehát

valóban a genus-tarto-

x V x 2— 41 
U1 H---------- ö--------U2

és alapegyenlete
x  -(- V x 2— 41 

z— ii-,----------- -——  u.
X

II-, —
— 1/x2—41

u2) =  0 ;

ez pedig kiszámítva :
x2 — r (2ut 4-u2x)-\-ujJrii1u2x-\-u2 t ~ 0.
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Ha már most P -ac2- 4 / - t  Kronecker utasítása szerint 
bontanók fel törzsideálokra, akkor — a 19. §-hoz csatolt jegy
zetben elvégzett szám ítások értelmében, hol m ost z1, z 2, z 3 
helyébe z, u2 teendő — az alapegyenlet bal oldala irre- 
ducibilis volna mod. (x2—4t) úgy, hogy x 2—4í-nek törzs
ideálnak kellene lennie, a mi nyilvánvalóan helytelen, mert 
x 2— 4 t= (V x2—4t)2 és Nm. V x 2—4t—x 2 —4/ nem ~ 1 .

Ha az itt adott utasításnak megfetelőleg a P sequiva- 
lentia-modulus szerint végezzük a felbontást, akkor nyer
jük, hogy _____

P~{2ux-\-(xA-V x 2— 41) u2—2u1—x u j f ,

vagyis, hogy
P ~ (V x 2-  41)2 

és ez a helyes eredmény.

A g en u s d iscrim inánsa .

30. §. Az alapegyenlet discrim inánsa mindig a 
$ = /)©

alakban írható, hol © valamely az [A, x t , . . . ,  x m] tartom ány
ból származó primitiv forma, D pedig az [A, x t , . . ., x n,] tar
tomány formája; még pedig a kritikus törzsformák hatvány
szorzata.

A z  alapeggenlet discriminánsa a tulajdonságoknak olg 
sorozatát értelmezi, a melyek a genusnak, mint ilyennek sa
játos tulajdonságai, azaz függetlenek maradnak attól, hogy 
a genust eredetileg hogyan értelmeztük. Ennek m egfelelő ig  
a D forma bizonyos sequivalentia értelmében egyérte lm űig  
m eghatározott és — Kronecker kifejezésmódja szerint — 
na genus invariánsai) e szó magasabb értelmében. Pontosab
ban kifejezve, ez a következőt je le n ti: Ha a genus külön
böző értelmezéseiből kiindulva és tetszés szerinti alaprend



5 7 4 I X .  A Z  E G É S Z  A L G E B R A I  M E N N Y I S É G E K .  3 0 .  § .

szereket használva, egyik esetben D'-t, más esetben pedig 
D"-1 nyerjük az alapegyenlet discrim inánsáúl, akkor D' és D" 
az [A, x t , . . ., x m] formatartományban sequivalensek, ha A or- 
thoid tartomány. Ha pedig A==[l], akkor esetleg csak a D'- 
ben és Z)"-ben foglalt nem szabályos törzsszámoknak, mint 
tényezőknek kihagyása után áll fönn ezen sequivalentia.

Hogy ezt bebizonyítsuk, vegyük fel, hogy ugyanannak 
a genusnak kétféle értelmezése mellett két különböző alap- 
rendszerre,

^1 1 ^2 1 1 1 ! ’ •••) f^r

-re ju tottunk, a melyeknek tehát az
s r

f =  2  uii 9 ~  2  f̂ -j uj
i=i J=i

alapm ennyiségek felelnek meg. Ezen alapmennyiségek con- 
jugált értékei legyenek fx, . . . , f n ill.

Minthogy f és g ugyanannak a genusnak két ideális 
egész mennyisége és egyszersmind alapmennyiségek is, köz- 
vetetlenűl a következő azonosságokhoz ju tunk :

fyco'Tß/ci 9iT~" ’ n — 19j ’
^8f =  &Ao+&Jh fzH---- \~bk,n-i f" 1’i

(i=1 , . . . ,  / i ;  / c = o , . . . ,  n—í )

hol az a-k és b-k a tartom ány raczionális és egész ideális 
m ennyiségei; tehát továbbá

es

d‘Vlffl2 = ä | 0 f | 2, 

dN ! sf í2 =  $  I ff I2 

2133 =

E szerint az 21 és 33 raczionális és egész ideális meny- 
nyiségek a bennök előfordúló nem szabályos törzsszámok ki
hagyása után egységek, azaz az [A, x t , . . ., xm] tartományból 
származó primitiv formáknak hányadosai. Továbbá pedig
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amaz j f\ j2 és j g *  j 2 determináns-négyzetek egyszerűen a ge
nus alapegyenleteinek discrim inánsai, 2)' és ©", a mint azok 
a genus két különböző értelmezéséből kiadódnak. így tehát 
az [A, x t , . . ., x m] tartom ánynak ©'-ben és ©"-ben együtt
hatókként szereplő formáinak a nem szabályos törzsszámok 
kihagyása után legnagyobb közös osztója ugyanaz a meny- 
nyiség, a mi épen bebizonyítandó voll.

Végre még m egadjuk a genus discriminánsa értelme
zését, a melynek különösen az algebrai alkalmazásokban 
nagy elvi jelentősége van.

Ha a t , oc2, . . ., an a genus-tartom ány bármely valódi 
egész m ennyiségei és , . . ., aín az «t- conjugált értékei, 
akkor az j#j/|2 determ ináns-négyzetet az a 1, . . . , a n mennyi
ségek discrim inánsának nevezzük. Ha már most /u 1 , . . ., f i r 

(.r> n ) a genus valódi egész m ennyiségeinek egyik alaprend
szere, akkor abból (r ) különböző módon választható ki n m'
m ennyiség :

1 Ms2 1 ■ ■ • i ju sn

és minden egyes választásnak megfelelőleg azután képez
hető e m ennyiségek discriminánsa, As.

E számra nézve (j*) discrim ináns : J 1? J 2, . . . — Kro- 
necker szerint — a discriniinánsok egy alaprendszerét alkotja. 
Végre pedig a genus discriminánsa a discriniinánsok egy 
alaprendszerében foglalt mennyiségeknek (az [A, x t , . . ., x m] 
tartományban vett) legnagyobb közös osztója.

Ha f az alapm ennyiséget jelenti, akkor közvetetlenűl lesz

d/A-Sji=cjoJr cji  fid---- k cy,/i-i f"
és így

da I f a j  I =  © [ ff I ;
e szerint tehát a da\lu s.i \ mennyiségek mindegyike osztható 
ff’ |-val, hol az oszthatóság az ideális egész mennyiségek 

tartom ányában értendő.
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Továbbá még

f j §/ci ''' "T Í)At
(f t=o, 1 , . . . ,  n —í)

és így

i f f
S=1

E szerint tehát végre ; ff' j2, azaz az alapegyenlet dis- 
crim inánsa a | /us i |2 discrim inánsok legnagyobb közös osztó
jából származik, ha a nem szabályos törzsszám ok egy bizo
nyos hatványszorzatát ehhez mint tényezőt hozzácsatoljuk. 
E mellett az oszthatóság az ideális mennyiségek tartom á
nyában értendő.

3E §. A mint közvetetlenűl belátható, bármely két
\jUSji\ determ ináns szorzata is az [A, oq....... x„,] tartom ány
formája és e szorzatok legnagyobb közös osztója ismét a 
genus discrim inánsa. E szerint végre közvetetlenűl felírhat
juk  azon (a genus discrim inánsával sequivalens) mennyiséget, 
a melyet Kronecker a genus discrimináns-formájának ne
vezett. A genusnak ez a discrimináns-formája a

| / 6 í / / | 2 ( i , j = i , . . . , r )

determináns-négyzet, hol r> n  és jbLix, . . . ,  juin az alaprend
szer /z, elemének n conjugált értékét jelentik, míg a /z;/-k, 
ha y>/?, kivétel nélkül különböző új határozatlanok. Köz
vetetlenűl belátható ezután, hogy a genus discrim ináns- 
formája az [A, x 15 . . ., x m] tartományból származó forma, a 
melyben az együtthatók legnagyobb közös osztója egyene
sen a genus discriminánsa.

A genus discrimináns-formája, vagy még pontosabban 
kifejezve a genus discrim inánsainak alaprendszere ismét a 
genus invariánsa, a mely a tulajdonságok oly sorozatát 
fejezi ki, a melyek a genusnak, mint ilyennek sajátos tulaj
donságai. Ugyanis, ha I)í ,-U.,, . . . a genus discriminánsainak

(rn)
~  2 I P s
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egy alaprendszere, akkor a

(/>1 , ö 2, ■ •)
osztórendszer a genas absolut invariánsa. Azaz, ha a genust 
két különböző módon értelmezve és két különböző alap-
rendszert Aj....... A6.-t és u 1....... u r-1 használva, a discrimi-
nánsok különböző alaprendszerei, és
származnak, akkor az ezeknek megfelelő osztórendszerek a 
szó szűkebb értelmében sequivalensek ; vagyis

(z>;, jd^ , . . . ) - ( ö 1,
Jelesen, ha van olyan alaprendszer, a melyben az ele

mek száma pontosan n és 1) ennek discriminánsa, akkor 
egyszersmind lesz

D ~ ( D lr D2, ...) .

Mind e tények helyessége abból a megjegyzésből kö
vetkezik, hogy, ha úgy Aj , . . . , / *  mint /u1, . . /Lir alaprend
szerek, akkor mindig

A,;/ — ah i^ij H b air Mrj
alakú azonosságoknak kell fennállaniok, hol az a |^-k az 
|A, Xj....... x /J(] tartom ány formái. Ebből közvetetlenűl kitű
nik, hogy a I Ájj determ inánsok a \ iig \ determinánsoknak 
oly homogén és lineáris formái, a melyekben az együtt
hatók az [A, Xj....... x ;ji] tartomány formái. Teljesen azonos
módon bármely két | Ág | determináns szorzata mint két-két 

! determ inánsból alkotott szorzatok homogén és lineá
ris formája áll elő. A (D't , D'2,. ..) osztórendszer tehát tar
talmazza a (Dj, /J3, . . . )  osztórendszert és ép úgy tartalmazza 
a osztórendszer a {D't , D'2, . . . )  osztórendszert.
E két osztórendszer tehát valóban a szó szükebb értelmé
ben aequivalens.

így tehát a discrimináns-forma, vagyis az ennek együtt
hatóiból alkotott osztórendszer raczionális és egész alakban 
szolgáltatja a genus és egyszersmind a benne tartalmazott

König, Algebrai mennyiségek. 37
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algebrai mennyiségek lényeges tulajdonságait. E tulajdon
ságok — ha a geometriában szokásos kifejezésmódot hasz
náljuk term észetszerű általánosításban — a genus singu- 
láritásai. E kifejezés m agyarázatául még fölhozzuk, hogy 
bármely alapegyenlet discrim inánsa és a genus discrimi- 
nánsa az [A, x 1, . . . ,  x m] tartom ány ugyanazon törzsformáival 
osztható. Á ltalánosságban sokszorosságuk is ugyanaz ; csak 
a nem szabályos törzsszámok, ha ilyenek vannak, az alap
egyenlet discrim inánsaiban m agasabb hatványon fordúlhat- 
nak elő, m int a genus discrim inánsáhan. Megfelelő felfogás
ban ugyanis az alapegyenlet discrim inánsa nem egyéb, mint a 

M ii • • 'i  Mri  H 'rj
mennyiségek legnagyobb közös osztóiból alkotott négyzetek 
szorzata. Minden ilyen legnagyobb közös osztó azonban, 
mint közvetetlenül látni, a genus discrim inánsának is osztója.

Evvel megvan az alap bármely specziális algebrai kép
ződmény vizsgálatára. Eddig még csak a legegyszerűbb ese
tek kifejtése ismeretes. Ilyennek tekintendő az algebrai szá
mok elmélete egyrészt és az egy változós algebrai függvények 
elmélete, azaz az algebrai síkgörbék geometriája másrészt.

Ügy algebrai (geometriai), mint arithmetikai tekintet
ben m egm érhetetlen a kilátás, a melyet az algebrai meny- 
nyiségek elmélete nyújt. És bizonyára nem utolsó érdeme 
ennek az egyszerű és általános voltában eddig aligha felül 
m últ fogalomalkotásnak, hogy megszünteti az arithmetika 
és geometria ellentétét és a kettőt mintegy magasabb egy
ségben foglalja össze.
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Lineáris diophantikus rend
szerek a. elmélete VII. 8, 9. 

A lgebrai fo rm a :
Genus-tartományból származó 
egész a. f. IX. 2, 3.

A lgebrai m ennyiség I. 1, IV. 7 : 
Absolut a. m. IV. 7, IX, 1; 
mod. (P(*)) absolut a. m. VIII. 
9; orthoid tartományra vonat
kozólag a. m. IV. 7, IX. 1. 

Á lta lán os:
Á. forma IV. 1, VI. 1; á. 
formarendszer VI. 1 ; á. forma
rendszer discriminánsa VI. 21; 
á. formarendszer discriminán- 
sának alaptulajdonságai VI. 
23, 25, 26; á. formarendszer 
resultánsa VI. 3; á. forma
rendszer resultánsának alap- 
tulajdonságai VI. 5; á. (ho
mogén) lineáris transformatio
II. 19; á. lineáris congruentia 
VIII. 16; á. lineáris formák
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resu ltán sa  VI. 11 ; á. m ásod 
fokú egyenlet V. 6; á. ;?-ed- 
fokú egyen le t IV. 26. 

Á lta lá n o sítá s:
K ronecker a lap té te lének  á l ta 
lánosítása  VIII. 5 ; N oether 
té te lének  á lta lán o sítása  VII.
13.

A n a litik a i:
A. függvény VII. 8; a. szám
elmélet IX. 13.

A nalízis I. 1 ; IV. 7 :
A. h a tá ré rté k e i IV. 21. 

A rithm etika I. 1, IV. 8, VII.l.  
A rithm etikai e lm élet:

Algebrai mennyiségek a. el
mélete IX. 1; lineáris diophan- 
tikus rendszerek a. elmélete
VII. 8.

A rithm etikai m eg o ld á s:
Homogén lineáris diophanti- 
kus egyenlet a. megoldása
VIII. 10—18.

A rithm etikai m ódszer IV. 8. 
A ssociá lt m ennyiségek IX. 8. 
A ssociatio  IX. 8.
A ssociativ  I. 2, 3.
A zonos substitutio IV. 24.

B a l t z e r  V. 15.
B a s is :

Raczionális tartomány basisa 
IV. 22.

BÉzouT-féle té te l VI. 16.
B őveb b :

B. sequivalentia VII. 2; b. 
aequivalentia mod. (P(*))VIII.

5; b. értelemben vett ideális 
mennyiség IX. 8.

Brili.VII. 13.

Charakteristika:
Gyökrendszer charakteristi- 
kája VII. 13—15. 

Charakteristikus:
Egyenlet eh. csoportja IV. 24, 
25.

Collineatio VI. 13.
Combinatio IV. 27.
C om m utativ I. 2, 3.

C. elv VII. 3.
Complementáris osztó III. 1. 
Complex számok III. 21, IV.

5, 6 :
C. sz. összessége IV. 22. 

Com ponált osztórendszer VII. 3. 
C om positio :

C. tényezői VII. 3 ; osztórend
szerek compositiója VII. 3. 

C ongruens m en n yiségek :
Modulusrendszerre vonatko
zólag c. m. I. 10.

C ongruentia:
C. gyöke VIII. 4, 9; általá
nos lineáris c. VIII. 16; n-ed- 
fokú c. egy ismeretlennel
VIII. 4.

C ongruentiarendszerek általános 
elim ináczió-elm élete IX. 15. 

C ongruentiatartom ány I. 10 : 
Valódi c. 1. 10.

Conjugált:
C. formák IV. 16; c. genus
tartományok IV. 14; c. gyö
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kök IV. 14; c. megoldások
V. 8; c. mennyiségek IV. 14. 

C soport:
Cs. rendszáma IV. 24 ; egyen
let charakteristikus csoportja
IV. 24, 25 ; permutácziók cso
portja IV. 23; substitutiók 
csoportja IV. 23.

Dedekind I. 2, 8, III. 4, 5, IV. 
22, IX. 1, 8, 13, 27:
D. segédtétele III. 4.

D erivá lt:
Első d. II. 5; magasabb d. II. 
5, 6.

D erivatio alaptörvényei II. 5. 
D eterm in án s:

D.-matrix III. 4; d. rangja
V. 15; |frs | d. II. 15; függ- 
vényd. V. 14 ; lineáris trans
formatio determinánsa. II. 18. 
SYLVESTER-féle determináns
III. 14,VI. 4 ; I x ^ 1 x/*. .. xj*
d. II. 12; I xff-f-i  I d. II. l í  

D iffereneziálszám olás 11.5, V. 14. 
D im en s io :

Egyenlet dimensiója III. 19; 
forma dimensiója II. 2. 

D iop lian tikus:
D. egyenlet III. 19; d. tarto
mány VII. 1.

D irichlet I. 2.
D iscr im in án s:

D. invariáns-tulajdonsága VI. 
27; d. mint symmetrikus 
forma III. 25; általános for
marendszer discriminánsa VI.

21 ; általános formarendszer 
discriminánsának alaptulaj
donságai VI. 23, 25, 26; egyen
let discriminánsa IV. 13; egy 
forma discriminánsa III. 22; 
egy forma discriminánsának 
alaptulajdonságai III. 23 ; for
marendszer discriminánsa, a 
melynek minden formája ál
talános lineáris formák szor
zata VI. 24; genus discrimi
nánsa IX. 30; genus-tarto
mány mennyiségének discri
minánsa IX. 14; genus-tarto
mány n valódi mennyiségének 
discriminánsa IX. 30; homo
gén formák rendszerének dis
criminánsa VI. 26.

D iscrim inánsok  alaprendszere
IX. 30.

D istributiv I. 3.

E g é sz :
E. functionál IX. 8; e. függ
vény II. 2, 16, 17 ; e. ideális 
mennyiség IX. 10; e. ideális 
mennyiségek alaprend szerel X. 
24, 25; e. mennyiségek fel
bontása törzsideálokra IX. 11, 
21, 26—28.

E gész algebrai to rm a :
Genus-tartományból származó
e. a. f. IX. 2, 3.

E gész algebrai m ennyiség :
Genus-tartomány e. a. meny
nyi sége IX. 2.
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E gész form a:
Absolut e. f. IX. 4; relativ e.
f. IX. 4.

Egész m en n y iség :
Absolut e. m. IX. 4; relativ e. 
m. IX. 4.

E gyenesnek képzetes pontja IX. 8.
E g y en le t:

E. charakteristikus csoportja
IV. 24, 25; e. dimensiója III. 
19; e. discriminánsa IV. 13;
e. foka III. 19; e. gyöke III. 
19, IV. 6; e. gyökeinek ra- 
czionális függvénye IV. 15;
e. megoldása III. 19; e. raczio- 
nális gyöke III. 12; e. rend
száma IV. 12; e. többszörös 
gyöke IV. 13; egyenletek el
méletének problémája III. 19; 
algebrai egyenletek Galois- 
féle elmélete IV. 26; általá
nos másodfokú e. V. 6; álta
lános n-edfokú e. IV. 26; di- 
ophantikus e. III. 19; genus 
alapegyenlete IX. 24 ; lineáris 
e. V. 6 ; orthoid tartományban 
((A)-ban) irreducibilis e. IV. 5 ; 
orthoid tartományból ((A)-ból) 
származó egy ismeretlent tar
talmazó n-edfokú e. IV. 5; 
x 2=2  e. IV. 7.

Egyenletrendszer V. 1 :
E. értelmezte sokaság fokozata 
vagy rangja V. 6; e. fokozata 
vagy rangja V. 6; e. gyök
rendszere III. 19; e. meg
oldása III. 19,20; e. tartalma

V. 5; egyenletrendszerek el
méletének problémája III. 19 ; 
egyenletrendszernek a végte
lenben fekvő megoldása VI. 
13; határozatlan e. VI. 14, 15, 
30; határozotté.VI. 14, 15; kö
zönségese. VI. 14, 15; orthoid 
tartományban irreducibilis e.
V. 7; singularis e. VI. 30; 
tiszta ú +  l-edfokozatú e. V. 6 ; 
transformált e. V. 2; vegyes 
h+ 1-edfokozatú e. V. 6. 

E gym ástól független :
E. f. formák V. 14; E. f. 
gyökrendszerek V. 13. 

E gym ástól függő:
E. f. formák V. 14.

Egység I. 5:
Absolut e. I. 3, IV. 6 ; sequi- 
valentiatartomány egységei I. 
12; [©] tartomány egységei
IX. 7.

Egység-form a III. 9, IX. 4. 
Egytagú .m odulusrendszer I. 11. 
E gyüttható II. 1,2:

Transformatio együtthatói II. 
18.

E isenstei IV. 4.
E lem :

Modulusrendszer eleme I. 10; 
raczionális tartomány eleme
IV. 21 ; sokaság eleme III. 21,
V. 6 ; sokaság kétszeres eleme 
V. 6; sokaság singuláris ele
me V. 6; sokaság többszörös 
eleme V. 6 ; sokaság végtelen 
eleme V. 6.
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E lem i sym m etrikus form a II. 11,
VI. 18.

E lim in ácz ió -e lm élet:
E. alapproblémája V. 1; con- 
gruentiarendszerek általános 
elimináczió-elmélete IX. 15. 

E lim in ácz ió -e lv :
KRONECKER-féle e. III. 18, V. 2. 

E lim in áczió -m ód szer: 
KRONECKER-féle e. V. 2. 

E lim ináczió  problém a IV. 21. 
E lim ináns VI. 15.
E lm élet:

Algebrai egyenletek Galois- 
féle elmélete IV. 26; algebrai 
mennyiségek arithmetikai el
mélete IX. 1; egy változós al
gebrai függvények elmélete 
IX. 1; lineáris diophantikus 
rendszerek algebrai elmélete
VII. 8, 9; lineáris diophanti
kus rendszerek arithmetikai 
elmélete VII. 8.

E lsőren d ű :
E. infinitesimális tartomány 
\ .  8; e. végtelen kis mennyi
ség V. 8.

E lv:
Commutativ e. VII. 3 ; Gai ois- 
féle e. IV. 24; GAuss-féle e.
II. 14; KRONECKER-féle elimi- 
náczió-e. III. 18, V. 2. 

E setleges körülm ény III. 18; V.
2, 3.

e szám IV. 21.
EuKLiDEs-féle algorithmus III.

1 1 .

E uler III. 14.
EuLER-féle képletek II. 16; 
EuLER-nek a homogén for
mákra nézve fennálló képlet
sorozata II. 9.

F e lb o n tá s:
Egész mennyiségek felbontása 
törzsideálokra IX. 11, 21, 26— 
28; nem szabályos törzsszám 
felbontása IX. 28; orthoid 
forma felbontása törzsfor
mákra IV. 3; raczionális és 
egész forma felbontása törzs
formákra IV. 2; raczionális 
és egész szám felbontása törzs
tényezőkre IV. 1; raczionális 
forma felbontása törzsfor
mákra IV. 3.

Felbonthatatlan osztórendszer
VII. 4.

F elület V. 6:
F., mely valamely egyenest 
teljesen tartalmaz V. 6.

F ok:
Egyenlet foka III. 19; forma 
foka II. 2; orthoid tartományra 
vonatkozólag algebrai meny- 
nyiségek országából ({A}-ból) 
származó m—h—1-szeres so
kaság foka V. 6; törzsideál 
foka IX. 12.

F ok oza t:
Egyenletrendszer fokozata V. 
6; egyenletrendszer értelmezte 
sokaság fokozata V. 6; or
thoid formarendszer fokozata
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V. 6; osztórendszer fokozata 
VII. 10; teljes részletresol- 
vens fokozata V. 4.

Form a II. 2 :
F. dimensiója II. 2; f. foka
II. 2; f. tagjának magassága
II. 3; f. többszörös osztója
III. 22; formák oszthatósága
III. 2; absolut egész f. IX. 
4; sequ. mod. P  irreducibilis
f. IX. 17; aequ. mod. P  törzsf. 
IX. 18; an formája IX. 5; 
általános f. IV. 1, VI. 1 ; con- 
jugált formák IV. 16; egy 
határozatlan formája, mely n 
határozatlan formájának meg
felel II. 4; [[1],® !,...
(mod. (P(k))) tartomány raczi- 
onális és egész formája VIII. 7; 
egymástól független formák 
V. 14; egymástól függő for
mák V. 14; egységf. III. 9, 
IX. 4; elemi symmetrikus f. 
II. 11, VI. 18; föltétlenül irre
ducibilis f. IV. 18; genus dis- 
crimináns-formája IX. 31 ; ge
nus-tartományból származó 
egész algebrai f. IX. 2, 3; ho- 
loid f. III. 12; homogén f. II. 
8 ; kritikus törzsf. IX. 27 ; line
áris f. IV. 3, 18; mod. (PW) 
szabályos f. VIII. 4; mod. (S) 
irreducibilis f. VIII. 1 ; orthoid
f. III. 12; primitiv f. III. 9, 
IX. 4; P(*)(z) f. II. 11; re
dukált f. II. 13; relativ egész 
f. IX. 4; resolvens f. III. 18;

resolvens f. mod. (P(*)) VIII. 6, 
7; symmetrikus f. II. 10, 14; 
szabályos f. II. 19; több meny- 
nyiség-rendszer symmetrikus 
formája VI. 18; törzsf. IV. 2; 
törzsf. orthoid formatarto
mányban IV. 3; törzsf. a ra- 
czionális formák tartományá
ban IV. 3; törzsf. a raczioná- 
lis és egész formák tartomá
nyában IV. 2; transformált f. 
II. 18; tulajdonképeni primi
tiv f. IX. 13; typikus symmet
rikus f. VI. 18; X [ - re nézve 
szabályos f. II. 19.

F orm aren d szer:
F. discriminánsa, a melynek 
minden formája lineáris for
mák szorzata VI. 24. általá
nos f. VI. 1.

Főelőállítás:
m-edfokozatú sokaság főelő
állítása V. 10; tiszta algebrai 
térgörbe főelőállítása V. 9; 
tiszta elsőfokozatú sokaság 
főelőállítása V. 10; tiszta so
kaság főelőállítása V. 9, 10.

Főideál IX. 13.
Föltétlenül irred u cib ilis:

F. i. forma IV. 18; f. i. kép
ződmény V. 7; f. i. sokaság 
V. 7.

Főm egoldás V. 8.
Főosztályhoz tartozó osztórend

szer VII. 10.
Frobenius V. 15.
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F u n ctio n á l:
Egész f. IX. 8.

F ü ggvén y:
Algebrai f. IV. 7; analitikai
f. VII. 8; egész f. II. 2, 16, 
17 ; egyenlet gyökeinek raczi- 
onális függvénye IV. 15 ; ra- 
czionális f. IV. 20; transcen
dens f. IV. 21.

Függvénydeterm ináns V. 14 :
F. irreducibilis volta \ I .  22.

Galois IV. 11, 21, 24.
GALOis-féle :

G. elv IV. 24; G. genus-tar
tomány IV. 14; G. képzetes 
mennyiségek VIII. 9; G. re
solvens IV. 11, 13; G. tarto
mány IV. 13; G. tartomány 
mod. (PW) VIII. 9; algebrai 
egyenletek G. elmélete. IV. 26.

Gauss I. 4, 11, II. 3, III. 12, 
IV. 27, VIII. 2, IX. 1 :
G. alaptétele IV. 27 ; G. elve
II. 14 ; GAuss-nak a raczioná- 
lis és egész formák felbontá
sára vonatkozó tétele III. 12. 

Genus IV. 15:
G. absolut invariánsa IX. 31;
g. alapegyenlete IX. 24; g. 
alaprendszere IX. 14; g. dis- 
criminánsa IX. 30; g. discri- 
mináns-formája IX. 31; g. in
variánsa IX. 30 ; g ., mely más
g. alá van foglalva IV. 15; g. 
rendszáma IV. 15; g. singu
lari lásai IX. 31.

586

G enus-tartom ány:
G. alapformája IX. 24 ; g. alap- 
mennyisége IX. 24; g. egész 
mennyiségeinek tartománya, 
[ r j  ix . 3 ; g ., melynek törzs- 
tartománya is már g. IV. 16;
g. mennyiségének discrimi- 
nánsa IX. 14; g. mennyiségé
nek rendszáma IV. 15; g. n va
lódi mennyiségének discrimi- 
nánsa IX. 30; g. törzstartomá
nya IV. 14; genus-tartomány
ból származó egész algebrai 
forma IX. 2, 3; g.-tartomány
ból származó egész formák tar
tománya, [F]u> IX. 3; genus- 
tartománynak az [A, a?!,..., a?J7J] 
tartományra vonatkozólag ra- 
czionális mennyisége IX. 1; g.- 
tartománynakaz [A, x t ,..., x m] 
tartományra vonatkozólag ra- 
czionális és egész mennyisége 
IX. 2; genus-tartománynak az 
összeadás és szorzás révén 
származó kapcsolatokra vo
natkozó tulajdonságai IX. 1. 
genus-tartománynak egész al
gebrai mennyisége IX. 2; 
conjugált genus-tartományok
IV. 14 ; GALois-féle g. IV. 14 ; 
orthoid tartományból szár
mazó g. IV. 14 ; pseudoorthoid 
tartományból származó g. 
mod. (PW) VIII. 9; teljes g. 
IX. 10; valódi g. IX. 10.

Gór d a n  VII. 6 .
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Gyök:
Congruentia gyöke VIII. 4, 9; 
conjugált gyökök IV. 14; 
egyenlet gyöke III. 19, IV. 6; 
egyenlet raczionális gyöke III. 
12; egyenlet többszörös gyöke
IV. 13.

G yökrendszer:
Gy. charakteristikája VII. 13— 
15; gy. sokszorossága V. 5,
VI. 15, 28—30 ; egyenletrend
szer gyökrendszere III. 19; 
egymástól független gyök
rendszerek V. 13.

Hancock VII. 8.
Hányados III. 1.
H atárérték IV. 7 :

Analízis határértékei IV. 21. 
H atározatlan  II. 1, 2, V. 1:

H. egyenletrendszer VI. 14, 
15, 30; h. szám I. 1.

H atározott egyenletrendszer VI.
14, 15.

Hensel VII, 8, IX. 24, 27, 28. 
Hermite IV. 21.
Hesse III. 14.
Hilbert VII. 6, 16:

H. tétele VII. 6, 16.
H olo id :

H. forma III. 12; h. mennyi
ség III. 12; h. tartomány I. 
4; h. tartományból ([A]-ból) 
származó legkisebb aequiva- 
lentiatartomány I. 12; h. tar
tományból ([A]-ból) származó 
m—k-szoros sokaság III. 21.

Holoid tartom ány I. 4 :
Nem valódi h. t. I. 4; teljes h.
t. I. 6; valódi h. t. I. 4. 

H o m o g én :
H. egyenletek rendszere VI. 
13; h. egyenletek rendszeré
nek valódi megoldása VI. 13;
h. forma II. 8; h. formák 
rendszerének discriminánsa
VI. 26; h. formák rendszeré
nek resultánsa VI. 12; h. li
neáris congruentia megoldásai
VII. 6; h. lineáris diophanti- 
kus egyenlet arithmetikai meg
oldása VIII. 10—18; h. lineá
ris diophantikus egyenlet meg
oldásának reductiójaVII 1.10— 
18; h. lineáris diophantikus 
egyenlet megoldásának singu- 
láris esetei VIII. 14,16,17, 19.

Hurwitz III. 5.
Hyperorthoid tartom ány IV. 9.

ideál IX. 8 :
Fői. IX. 13.

Id e á lis :
I. mennyiség IX. 1 ; i. meny- 
nyiségek osztályokba sorozása 
IX. 13; i. mennyiségek osz
tályainak száma IX. 13; i. 
mennyiségeknek az osztható
ságra vonatkozó tulajdonságai
IX. 10.

Ideális m ennyiség IX. 1 :
Bővebb értelemben vett i. m. 
IX. 8 ; [T̂ ] tartomány i. meny
nyi sége IX. 8; (T) genus-tar-
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tomány i. mennyisége IX. 10. 
egész i. m. IX. 10; raczionális 
és egész i. m. IX. 9; szűkebb 
értelemben vett i. m. IX. 8; 
tört i. m. IX. 10. 

In íin ite s im á lis :
Elsőrendű i. tartomány V. 8. 

Invariáns III. 9, IX. 5:
Genus invariánsa IX. 30; ge
nus absolut invariánsa IX. 31. 

Invariáns-tu lajdonság:
Discrimináns invariáns-tulaj
donsága VI. 27; resultáns in
variáns tulajdonsága VI. 12. 

Invers substitutio IV. 24. 
Irracz ion a litá s:

Valós quadratikus i. IV. 5. 
Irreducibilis egyenlet:

Orthoid tartományban i. e.
IV. 5.

Irreducibilis egyen letrendszer: 
Orthoid tartományban i. e.
V. 7.

Irreducibilis form a:
sequ. mod. P i. f. IX. 17; föl
tétlenül i. f. IV. 18; mod. (S)
i. f. Vili. 1.

Irreducibilis h + 1 -edfokozatú  
rész le t-reso lv en s: 
Orthoid-tartományra vonatko
zólag i. /i-fl-edf. r. V. 7.

Irreducibilis képződm ény:
Föltétlenül i. k. V. 7. 

Irreducibilis m ennyiség I. 5, IX. 
10:
Valódi i. m. I. 5.

Irreducibilis osztórendszer VII.4.

Irreducibilis so k a sá g :
Föltétlenül i. s. V. 7; orthoid 
tartományban i. s.V. 7. 

Irreducibilitásra vonatkozó téte
lek V. 7.

Ism eretlen  III. 19.
Isobarikus VI. 5.

Jacobi V. 14.
Jó l értelm ezett:

J. é. tartomány III. 1, IV. 3, 
16 ; j. é. teljes tartomány III. 8.

Junker VI. 18.

K apcsolat I. 1.
K épzetes m ennyiségek:

GALOis-féle k. m. VIII. 9. 
K épződm ény:

Föltétlenül irreducibilis k. V.7; 
különböző kiterjedésű képződ
mények V. 6.

K étszeres e le m :
Sokaság k. eleme V. 6. 

K ivonás I. 1, 2.
Klein IV. 26.
Koordináta V. 6:

K. -transformatio V. 3. 
Korlátlanul változó m ennyiség:

Orthoid tartományra vonatko
zólag algebrai mennyiségek or
szágában ({A}-ban) k.v.m.V.l. 

K ö zö n ség es:
K. egyenletrendszer VI. 14,15;
k. osztási eljárás III. 1; össze
adás k. törvénye I. 2; szor
zás k. törvénye I. 3.

K ritikus törzsform a IX. 25, 27.
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K ronecker  I. 1, 4, 11, II. 2, 
4, 13, III. 5, 18, 23, IV. 1, 
14, 16, 20, 21, 24, V. 2, 10,
II, VI. 1, 25, 26, VII, 2, 4, 
IX. 1, 4, 5, 8, 13, 15, 24, 25, 
27, 28, 29:
K. alaptétele III. 5—7; K. 
alaptételének általánosítása
VIII. 5; K. elimináczió-elve
III. 18, V. 2; K. elimináczió- 
módszere V. 2; K. relácziói 
II. 16.

K ummer  IX. 1, 8.
KuMMER-féle:

K. aequivalentia IX. 13. 
K ú p sze le t:

Szét nem eső k. V. 6. 
K ülönbségek szorzata II. 11.

l,AGRANGE-féle interpoláozió-kép-
let II. 17, IV. 1.

L egk iseb b :
L. orthoid tartomány, mely 
valamely irreducibilis egyenlet 
gyökét tartalmazza IV. 7. ; 1. 
pseudoorthoid tartomány, a 
melyben valamely congruen- 
tiának gyöke van VIII. 9.

Legnagyobb közös osztó I. 6, IX. 
7. 9 :
Két forma 1. k. osztója III. 
11, 17; két főideál 1. k. osz
tója IX. 13.

Legnagyobb közös tartalom :
Két osztórendszer 1. k. tar
talma VII. 2; két osztórend
szer 1. k. tartalma mod. (P(*)) 
VIII. 5.

L eképezés elm életének alaptétele
V. 10.

Lindemann IV. 21.
L in eá r is:

L. diophantikus egyenletek 
rendszere VII. 1 ; 1. diophan
tikus rendszerek algebrai el
mélete VII. 8, 9; 1. diophan
tikus egyenletek arithmetikai 
elmélete VII. 8; 1. diophan
tikus egyenletek rendszere 
teljes megoldásának alappro
blémái diophantikus tarto
mányban VII. 1 ; 1. egyenlet 
V. 6; 1. forma IV. 3, 18; 1. 
sokaság V. 12; 1. substitutio 
II. 18; 1. transformatio II. 18;
I. transformatio determinánsa
II. 18 ; AX  =  B (mod. (S)) 1. 
congruentia megoldásaVIII. 1 ; 
recziprok 1. transformatio II. 
18; 2 F iX i=  1 alakú 1. dio
phantikus egyenlet megoldása
VIII. 8.

M agasság :
Forma tagjának magassága 
II. 3.

Maradék III. 1.
M aradékrendszer:

Teljes m. VII. 8, VIII. 1. 
M ásodfokú:

Általános m. egyenlet V. 6. 
M athem atikai m ennyiség ■ 1. 1. 
M atrix:

M. rangja V. 15; determi- 
náns-m. III. 4.
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m-dimensiós tér V. 6.
m-edfokozatú sokaság főelőállí

tása V. 10.
M egoldás sokszorossága  V. 5,

VI. 28—30.
M egold ás:

A X  =  B  (mod. (S)) lineáris 
congruentia megoldása VIII. 
1 ; conjugált megoldások V. 
8 ; egyenlet megoldása III. 19 ; 
egyenletrendszer megoldása
III. 19, 20; egyenletrendszer
nek a végtelenben fekvő meg
oldása VI. 13; főm. V. 8; ho
mogén egyenletek rendszeré
nek valódi megoldása VI. 13 ; 
homogén lineáris congruentia 
megoldásai VII. 6; homogén 
lineáris diophantikus egyenlet 
arithmetikai megoldása VIII. 
10—18 ; orthoid tartományból 
((A)-ból) származó egy isme
retlent tartalmazó egyenlet 
megoldása ugyanabban az or
thoid tartományban ((A)-ban) 
ÍV. 5; 2  F( Xi — 1 alakú lineá
ris diophantikus egyenlet meg
oldása VIII. 8.

M egoldhatóság:

1 congruentia meg-
h

oldhatóságaVIII.6; VF/ V/ =1í = i
egyenlet megoldhatóságaVIII.
8 .

M ellérendelt:

M. orthoid tartomány I. 4,

III. 12; m. pseudoorthoid tar
tomány Vili. 2.

M en n yiség:
Absolut algebrai m. IV. 7, IX. 
1; absolut egész m. IX. 4; ad- 
jungált m. IV. 5; aequivalen- 
tia-modulus szerint aequiva- 
lens mennyiségek IX. 17; al
gebrai m. I. 1, IV, 7; asso- 
ciált m. IX. 8; bővebb érte
lemben vett ideális m. IX. 8; 
conjugált mennyiségek IV. 14; 
egész ideális m. IX. 10; első
rendű végtelen kis m. V. 8; 
GAi.ois-féle képzetes m. VIII. 
9; (/") genus-tartomány ideális 
mennyisége IX. 10; [.T] tarto
mány ideális mennyisége IX. 8; 
genus-tartomány alapmennyi
sége IX. 24; genus-tartomány
nak az [A, x l t . . . ,  x m] tarto
mányra vonatkozólag raczio- 
nális mennyisége IX. 1; genus
tartománynak az [A, x±, ...,ayn] 
tartományra vonatkozólag ra- 
czionális és egész mennyi
sége IX. 2; genus-tartomány
nak egész algebrai mennyi
sége IX. 2 ; holoid m. III. 12; 
ideális m. IX. 1 ; irreducibilis 
m. I. 5, IX. 10; mathemati- 
kai m. I. 1 ; mérő m. ÍV. 7 ; 
mod. (P(k)) absolut algebrai 
m. Vili. 9; modulusrend
szerre vonatkozólag congru
ens mennyiségek I. 10; or
thoid m. III. 12; orthoid tar
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tományra ((A)-ra) vonatkozó
lag- algebrai m. IV. 7, IX. 1; 
orthoid tartományra vonatko
zólag algebrai mennyiségek 
országában ({A}-ban) korlát- 
lanúl változó m. V. 1; raczio- 
nális és egész ideális m. IX. 
9; relativ egész m. IX. 4; 
singuláris m. I. 3, IV. 9; 
szűkebb értelemben vett ideá
lis m. IX. 8; tört ideális m.
IX. 10; törzsin. I. 5, IX. 10; 
transcendens m. IV. 21; va
lódi irreducibilis m. I. 5; vég
telen kicsiny m. IV. 9; vég
telen nagy m. IV. 9.

Mérő m ennyiség IV. 7.
M e r t e n s  VI. 4, 5, 9.
M inim ális reso lven s V. 11.
M ódszer:

Algebrai m. IV. 8; arithme- 
tikai m. IV. 8.

mod. (P(ky) absolut algebrai meny- 
nyiség VIII. 9.

mod. (POO) sequivalens oszlórend
szerek VIII. 5.

mod.(P(fr)) relativ törzs-osztórend
szerek Vili. 5.

mod. (P(*)) szabályos forma
VIII. 4.

mod. (S) irreducibilis forma
Vili. 1.

Modulus 1. 11.
M odulusrendszer I. 10:

M. elemei I. 10; modulus
rendszerre vonatkozólag con
gruens mennyiségek I. 10;

aequivalens modulusrendsze
rek VII. 2 ; egytagú m. I. 11; 
többtagú m. I. 10, VII. 2; 
törzs-m. VII. 4; valódi m. I. 
10, VII. 2.

Molk III. 5, IV. 16, V. 5, 10. 
Művelet:

Alapm. I. 1 ; raczionális m. 
V. 1.

n határozatlan algebrai függvé
nyeinek országa IV. 19.

Nem szabályos törzsszám IX. 25:
X. sz. t. felbontása IX. 28. 

Nem valódi holoid tartomány I. 4. 
N e t t o  V. 5.
NTEWTON-GiRARD-íele formulák

IX. 25.
N oether  VII. 13, 14:

N. tétele VII. 8; N. tételé
nek általánosítása VII. 13.

Norm a IX. 1.

O rszág:
Algebrai számok országa IV. 
19; n határozatlan algebrai 
függvényeinek országa IV. 19; 
orthoid tartományra vonatko
zólag algebrai mennyiségek 
országa V. 1.

O rthoid:
O. forma III. 12; o. forma fel
bontása törzsformákra IV. 3; o. 
formarendszer fokozata vagy 
rangjaV. 6; o. mennyiség III. 
12; o. tartományi. 4, IV. 9, 22; 
o. tartományban irreducibilis
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egyenlet ÍV. 5; o. tartomány
ban irreducibilis egyenletrend
szer V. 7; o. tartományban 
irreducibilis sokaság V. 7; 
o. tartományból származó egy 
ismeretlent tartalmazó n-ed- 
fokú egyenlet IV. 5; o. tar
tományból származó egy is
meretlent tartalmazó n-edfokú 
egyenlet megoldása ugyan
abban az o. tartományban IV. 
5; o. tartományból származó 
genus-tartomány az o. tarto
mányra vonatkozólag egész 
mennyiségeinek alaprendszere 
IX. 15; o. tartomány az oszt
hatóságra vonatkozó tulajdon
ságainak megmaradása III. 
13, IX. 7; o. tartományra vo
natkozólag algebrai mennyi
ség IV. 7, IX. 1; o. tarto
mányra vonatkozólag algebrai 
mennyiségek országa V. 1 ; 
o. tartományra vonatkozólag 
algebrai mennyiségek orszá
gában korlátlanúl változó 
mennyiség V. 1; o. tarto
mányra vonatkozólag algebrai 
mennyiségek országából szár
mazó m—h—1-szeres sokaság 
foka V. 6 ; o. tartományra vo
natkozólag irreducibilis h + 1- 
edfokozatú részletresolvens V. 
7; legkisebb o. tartomány, 
mely valamely irreducibilis 
egyenlet gyökét tartalmazza
IV. 7: mellérendelt o. tarto
mány I. 4, III. 12.

Osztás I. 1, 4.
O sztási eljárás:

Közönséges o. e. III. 1.
O szth a tó sá g :

0. elemi törvényei 1. 5; o. 
elmélete az [ti] , X t , . . . , £TmJ 
(mod. (P(k))) tartományban
VIII. 2; o. fogalmának bőví
tése VII. 2; o. mod. (S) VIII. 
1; o. törvényei az [1] tarto
mányban IV. 1; o. törvényei a 
raczionális és egész formák tar
tományában ([[1], a?!,ccjj j]- 
ben) IV. 1; sequivalentia-mo- 
dulus szerint való o. IX. 17 ; 
formák oszthatósága III. 2 ; 
ideális mennyiségeknek az 
oszthatóságra vonatkozó tu
lajdonságai IX. 10; orthoid 
tartomány az oszthatóságra 
vonatkozó tulajdonságainak 
megmaradása III. 13, IX. 7.

Osztó I. 5.
Algebrai o. IX. 8; comple- 
mentáris o. III. 1; forma több
szörös osztója III. 22 ; legna
gyobb közös o. I. 6, IX. 7, 9; 
raczionális és egész forma 
osztója IV. 1; raczionális és 
egész szám osztója IV. 1 ; 
törzso. IV. 2; valódi o. I, 5.
IX. 10; zérus osztója IV. 9; 
zérus valódi osztója IV. 8, 9.

O sztó-láncz VII. 5:
Véges o. VII. 5.

Osztórendszer VII. 2:
O. fokozatszáma VII. 10; o.,
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melynek teljes maradékrend- 
szer megfelel VIII. 1 ; osztó
rendszerek compositiója VII. 
3; osztórendszerek szorzata
VII. 3 ; sequivalens osztórend
szerek VII. 2; componált o.
VII. 3; felbonthatatlan o. VII. 
4 ; főosztályhoz tartozó o. VII. 
10; irreducibilis o. VII. 4; 
mod. (P(k)) aequivalens osztó
rendszerek VIII. 5; mod. (P(*)) 
relativ törzs-osztórendszerek
VIII. 5; relativ törzs-osztó
rendszerek VII. 2; törzs-o.
VII. 4.

Osztótartom ány VII. 3.

Ö sszeadás I. 1.
Ö. közönséges törvénye I. 2. 

Összeg I. 2, II. 1, IV. 6. 
Összesség:

Algebrai számok összessége
IV. 22; complex számok ösz- 
szessége IV. 22; valós számok 
összessége IV. 22. 

Összetartozó törzsideálok IX. 12. 
Összresolvens V. 4.

P erm utáezió II. 14, IV. 10, 14,
23.

Perm utácziók  csoportja IV. 23. 
7r-szám IV. 21.
Poisson VI. 17.
PoissoN-féle :

Resnltáns P. előállítása VI. 17. 
P olynom ialis tétel II. 7.

König, Algebrai mennyiségek

Pont V. 6.
Egyenesnek képzetes pontja
IX. 8.

P-rendszer:
k-\- 1-edfokozatú P-rendszer 
Vili. 2.

P rim itiv  form a III. 9, IX. 4:
Tulajdonképeni p. f. IX, 13. 

Pseudoholoid  tartom ány VIII. 2: 
Teljes p. t. VIII. 2. 

P seu d oorth o id :
P. tartomány VIII. 2; p. tar
tományból származó genus- 
tartomány mod. (P(*)) VIII. 
9; legkisebb p. tartomány, 
melyben valamely congruen- 
tiának van gyöke VIII. 9; 
mellérendelt p. tartomány
VIII. 2.

Quadratikus irracz ion a litá s:
Valós qu. i. IV. 5. 

R a czio n á lis:
R. forma felbontása törzsfor
mákra IV. 3; r. függvény IV. 
20; r. műveletek V. 1; r. szá
mok tartománya I. 1, IV. 20;
r. tartomány IV. 20. 

R aczionális és e g é s z :
R. ése. forma felbontása törzs
formákra IV. 2; r. és e. forma 
osztója IV. 1; r. és e. formák 
sequivalentiája IV. 1 ; r. és e. 
ideális mennyiség IX. 9; r. és 
e. szám felbontása törzsténye-

38
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zőkre IV. 1 ; r. és e. szám 
osztója IV. 1; r. és e. számok 
aequivalentiája IV. 1;
[[1], sc'i,. . . ,  x k+1~] (mod. P(k))) 
tartomány r. és e. formája
VIII. 7 ; genus-tartománynak 
az [A, a ? ! , , x m] tartományra 
vonatkozólag r. és e. mennyi
sége IX. 2.

R aczionális függvény:
Egyenlet gyökeinek r. függ
vénye IV. 15.

R aczionális g y ö k :
Egyentet r. gyöke III. 12. 

R aczionális m en n y iség : 
Genus-tartománynak az 
[A, ajj,. . . ,  x m] tartományra
vonatkozólag r. mennyisége
IX. 1.

R aczionális tartom ány IV. 20:
R. t. hasisa IV. 22; r. t. eleme
IV. 21; r. t. rendszáma IV. 22; 
absolut r. t. IV. 20; termé
szetes r. t. IV. 20.

Rados II. 12.
R a n g :

Determináns rangja V. 15; 
egyenletrendszer rangja V. 6 ; 
egyenletrendszer értelmezte 
sokaság rangja V. 6; matrix 
rangja V. 15; orthoid forma
rendszer rangja V. 6. 

R ecziprok lineáris transform atio
II. 18.

R ed u ctio :
Homogén lineáris diophanti- 
kus egyenlet megoldásának 
reductiója Vili. 10- 18.

R edukált:
R. forma II. 13; r. resolvens
V. 5.

R ela tiv :
R. aequivalentia I. 5, 12, IX. 
13; r. egész forma IX. 4; r. 
egész mennyiség IX. 4; r. 
törzs-osztórendszerek VII. 2; 
mod. (P(*)) r. törzs-osztórend
szerek VIII. 5.

R elative séquivalens I. 5, 12, IX, 
13.

R en d szám :
Csoport rendszáma IV. 24; 
egyenlet rendszáma IV. 12; 
genus rendszáma IV. 15; ge
nus-tartomány rendszáma IV. 
15; genus-tartomány mennyi
ségének rendszáma IV. 15; 
raczionális tartomány rend
száma IV. 22.

R en d szer:
Alapr. VIII. 2, IX. 1 ; általá
nos formar. VI. 1 ; congru- 
entiar. IX. 15; egyenletr. V. 1 ; 
modulusr. 1. 10, VII. 2;
homogén egyenletek rendszere
VI. 13; lineáris diophantikus 
egyenletek rendszere VII. 1; 
osztór. VII. 2.

R eso lv en s:
R. forma III. 18; r. forma 
mod. (P(*)) Vili. 6. 7 ; Galois- 
féle r. IV. 11, 13; minimális r.
V. 11; orthoid tartományra vo
natkozólag irreducibilis h + 1- 
edfokozatú részlet-r. V. 7;
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összr. V. 4; redukált r. V. 5; 
részlet-r. V. 4; teljes A +  l-ed- 
fokozatú részlet-r. V. 4.

Résül lá n s :
R. invariáns-tulajdonsága VI. 
12; r. képezési törvénye VI. 
10; r. mint symmetrikus forma
III. 24; r. PoissoN-féle elő
állítása VI. 17; resultánsok 
szorzás-tétele VI. 11; általános 
formarendszer resultánsa VI. 
3 ; általános formarendszer re- 
sultánsának alaptulajdonságai
VI. 5; általános lineáris for
mák resultánsa VI. 11; homo
gén formák rendszerének re
sultánsa VI. 12; két forma 
resultánsa III. 15; két forma 
resultánsának alaptulajdonsá
gai III. 15, 16 ; specziális for
mák resultánsa VI. 3.

Részlet-resolvens V. 4:
Orthoid tartományra vonatko
zólag irreducibilis /? +  l-ed- 
fokozatúr.V. 7 ; teljes /? -(- 1-ed- 
fokozatú r. V. 4.

R iciielot III. 14.
R unge IV. 1.

S chläfli VI. 18.
S chönemann VIII. 2.
Sereg V. 13:

Ar-tagú s. V. 13.
S in y u lá r is :

S. egyenletrendszer VI. 30;
s. mennyiség I. 3, IV. 9; ho
mogén lineáris diophantikus

egyenlet megoldásának s. ese
tei VIII. 14, 16, 17, 19 ; soka
ság s. eleme V. 6. 

S in yu lár itá s:
Genus singuláritásai IX. 31. 

Sokaság:
S. eleme III. 21, V. 6; s. két
szeres eleme V. 6; s. singu
láris eleme V. 6; s. többszörös 
eleme V. 6; s. végtelen eleme
V. 6; algebrai s. V. 6; föl
tétlenül irreducibilis s. V. 7 ; 
holoid tartományból ([A]-ból) 
származó m—A"-szoros s. III. 
21; lineáris s. V. 12; m-ed- 
fokozatú s. főelőállítása V. 10; 
orthoid tartományban irredu
cibilis s. V. 7; tiszta első
fokozatú s. főelőállítása V. 10; 
tiszta á +1-edfokozatú s. V. 6; 
tiszta s. főelőállítása V. 9, 10; 
transcendens s. V. 6; vegyes 
á + l-edfokozatú s. V. 6. 

Sokaság fo k a :
Orthoid tartományra vonatko
zólag algebrai mennyiségek 
országából ({A}-bóí) származó 
m—h—1-szeres s. f. V. 6. 

Sokaság fok ozata :
Egyenletrendszer értelmezte s. 
f. V. 6.

Sokaság ran gja :
Egyenletrendszer értelmezte s.
r. V. 6.

S o k szo ro ssá y :
Gyökrendszer vagy megoldás 
sokszorossága V.5, VI1.52.8—30.

5 9 5
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Specziális formák resultánsaVI.3. 
Substitutio II. 10, IV. 23.

Substitutiók csoportja IV. 23 ; 
substitutiók egymásutánja IV. 
23; substitutiók szorzata IV. 
23 ; azonos s. IV. 24; invers
s. IV. 24; lineáris s. 11. 18. 

Súly VI. 5.
Sylvester III. 14. 
SYLVESTER-féle determináns III.

14, VI. 4.
Sym m etrikus forrna II. 10, 14:

Discrimináns, mint s. f. III. 
25; elemi s. II. 11, VI. 18; 
resultáns, mint s. f. III. 24; 
több mennyiség-rendszer s. 
formája VI. 18 ; typikus s. f.
VI. 18.

Szabályos forma II. 19:
mod. (P(k)) sz. f. VIII. 4; x r re 
nézve sz. f. II. 19.

Szám  1. 1 :
Alaprendszer elemeinek száma
IX. 14; algebrai sz. I. 1, III. 
21, IV. 7; complex sz. III. 
21, IV. 5, 6; e szám IV. 21. 
határozatlan sz. I. 1 ; ideális 
mennyiségek osztályainak szá
ma IX. 13 ; n szám IV. 21; 
nem szabályos törzssz. IX. 25; 
természetes törzsszám I. 5; 
transcendens sz. IV. 21. 

S zám elm éle t:
Analitikai sz. IX. 13.

Szét nem  eső  kúpszelet V. 6. 
Szorzás I. 1 :

Sz. közönséges törvénye 1. 3.

S zo rzá sté te l:
Resultánsok szorzástétele VI.
11.

Szorzat I. 3, II. 1, IV. 6: 
Különbségek szorzata II. 11 ; 
osztó rendszerek szorzata VII. 
3; substitutiók szorzata IV. 23. 

S zű k eb b :
Sz. sequivalentia VII. 2; sz. 
aequivalentia mod. (P(k)) VIII. 
5; sz. értelemben vett ideális 
mennyiség IX. 8.

T a rla lm a zá s:
T. fogalma VII. 2, 4; t. 
mod. (PM) fogalma VIII. 5. 

T arta lom :
Egyenletrendszer tartalma V. 
5; két osztórendszer legna
gyobb közös tartalma VII. 2 ; 
két osztórendszer legnagyobb 
közös tartalma mod. (PM) 
Vili. 5.

T artom án y:
Absolut raczionális t. IV. 20; 
aequivalentiat. I. 12; [A, cc]
t. II. 1 ; [A, x t , . . .  , .T/ji] t. II. 
2; congruentiat. 1. 10; dio- 
phantikus t. VII. 1 ; [1] t. I. 4; 
(1) t. I. 4 ; [[1], x k~\
(mod. (P(P)) t. VIII. 2;
[[1], x t , . . . , x k, x k+1, . . ., x7ÍI] 
(mod. (PW)) t. Vili. 2;
([1], X'i, • • • , x k , Xk -(-1, • • • , Xjyi)
(mod. (PM)) t. VIII. 2; első
rendű infinitesimális t. V. 8; 
[®] t. IX. 7; (®) t. IX. 10;
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(jALois-lele t. IV. 13; Galois- 
féle tart. mod. (P^)) VIII. 9; 
genus-tartomány egész meny- 
nyiségeinek tartománya, [P] 
IX. 3; genus-tartomány törzs- 
tartománya IV. 14; genus- 
tartományból származó egész 
algebrai formák tartománya, 
[r]w IX. 3; holoid t. I. 4; 
hyperorthoid t. IV. 9; jól 
értelmezett t. III. 1, IV. 3, 
16; jól értelmezett teljes t.
III. 8; legkisebb orthoid t . , 
mely valamely irreducibilis 
egyenlet gyökét tartalmazza
IV. 7; legkisebb pseudo- 
orthoid t . , melyben valamely 
congruentiának gyöke van 
Vili. 9; mellérendelt orthoid
t. I. 4, III. 12; mellérendelt 
pseudoorthoid t. Vili. 2; 
/ = £  t. 1 . 7;  V —5 t. I. 8, 
IX. 7; nem valódi holoid t. I. 4; 
orthoid t. I. 4, IV. 9, 22; or
thoid tartományból származó 
genus-t. IV. 14 ; osztó-t. VII. 3 ; 
pseudoholoid t. VIII.2; pseudo
orthoid t. VIII. 2; pseudo
orthoid tartományból szár
mazó genus-t. mod. (P(*))VIII. 
9; raczionális t. IV. 20; ra- 
ezionális számok tartománya 
I. 1, IV. 20; teljes genus-t. 
IX. 10; teljes holoid t. I. 6; 
teljes pseudoholoid t. Vili. 2; 
természetes raczionális t. IV. 
20; valódi congruentiat. I.

10; valódi genus-t. IX. 10; 
valódi holoid t. I. 4.

T elje s:
T. genus-tartomány IX. 10; 
t. /? +  1-edfokozatú részlet- 
resolvens V. 4; t. holoid 
tartomány I. 6; t. maradék
rendszer VII. 8, VIII. 1 ; t. 
pseudoholoid tartomány VIII. 
2; t. részlet-resolvens fokozata
V. 4 ; t. tartományokból szár
mazó formákra vonatkozó 
alaptétel III. 8.

Teljes tartom ány:
Jól értelmezett t. t. III. 8.

T én yező :
Compositio tényezői VII. 3. 

Tér:
w-dimensiós t. V. 6.

Térgörbe főe lő á llítá sa :
Tiszta algebrai t. f. V. 9. 

T erm észetes:
T. raczionális tartomány IV. 
20; t. törzsszám I. 5.

T est IV. 22.
T isz ta :

T. algebrai térgörbe főelő
állítása V. 9; t. elsőfokozatú 
sokaság főelőállítása V. 10; t. 
h+ 1-edfokozatú egyenletrend
szer V. 6; t. /? +  1-edfokozatú 
sokaság V. 6; t. sokaság fő
előállítása V. 9, 10.

Több mennyiségrendszer symmet- 
rikus formája VI. 18. 

Többszörös I. 5.
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Többszörös e le m :
Sokaság t. eleme Y. 6.

T öbbszörös gyök:
Egyenlet t. gyöke IV. 13.

T öbbszörös o s z tó :
Forma t. osztója 111. 22.

Többtagú modulusrendszer I. 10,
VII. 2.

Tört ideális mennyiség IX. 10.
T örzsform a IV. 2:

T. orthoid formatartományban
IV. 3; t. a raczionális formák 
tartományában IV. 3; t. a ra
czionális és egész formák tar
tományában IV. 2 ; aequ. mod. 
P t. IX. 18; kritikus t. IX. 27.

T örzsideál IX. 12.
T. foka IX. 12 ; összetartozó 
törzsideálok IX. 12.

T örzsm ennyiség I. 5, IX. 10.
T örzs-m odulusrendszer VII. 4.
T örzsosztó IV. 2.
T örzs-osztórendszer VII. 4: 

mod. (P(k)) relativ törzsosztó
rendszerek VIII. 5 ; relativ 
törzs-osztórendszerek VII. 2.

T örzsrendszer VII. 4:
Absolut t. VII. 4; absolut t. 
[[1], x-i, . . .  , x/:]-ban VIII. 1— 
4, 8.

T örzsszám  :
Nem szabályos t. IX. 25; ter
mészetes t. I. 5.

T örzstartom ány:
Genus-tartomány törzstarto
mánya IV. 14.

T ran scen d en s:
T. függvény IV. 21; t. meny- 
nyiség IV. 21 ; t. sokaság V. 
6; t. szám IV. 21. 

T ran sform ált:
T. egyenletrendszer V. 2; l. 
forma II. 18.

T ran sform atio :
T. együtthatói II. 18; általá
nos (homogén) lineáris t. II. 19 ; 
koordináta-t. V. 3; lineáris t. 
II. 18; recziprok lineáris t. 
II. 18.

T ransform atio d eterm in án sa: 
Lineáris t. d. II. 18. 

Tulajdonképeni prim itiv form a
IX. 13.

T ulajdonságok:
Genus-tartománynak az össze
adás és szorzás révén szár
mazó kapcsolatokra vonatkozó 
tulajdonságai IX. 1; ideális 
mennyiségeknek az osztható
ságra vonatkozó tulajdonságai 
IX. 10.

Tulajdonságok m egm arad ása: 
Orthoid tartomány az osztha
tóságra vonatkozó tulajdonsá
gainak m. III. 13, IX. 7.

Typikus sym m etrikus form a VI. 
18.

Typus VI. 18.
Egyformájú t. VI. 19; A’-for- 
májú t. VI. 19.

V a h l e n  VI. 11.
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V alód i:
V. aequivalentiatartomány I. 
12; v. congruentiatartomány 
I. 10; v. egész mennyiségek 
alaprendszere IX. 21—23 ; v. 
genus-tartomány IX. 10; v. 
holoid tartomány I. 4; v. irre- 
ducibilis mennyiség I. 5; v. 
modulusrendszer I. 10. VII. 2; 
v. osztó I. 5, IX. 10.

Valódi m eg o ld á s:
Homogén egyenletek rend
szerének v. megoldása VI. 13. 

Valódi osztó :
Zérus v. osztója IV. 8, 9. 

V a ló s:
V. quadratikus irraczionalitás 
IV. 5; v. számok összessége 
IV. 22.

V áltozó m en n y iség :
Orthoid tartományra vonatko
zólag algebrai mennyiségek 
országában ({A}-ban) korlát
lanul v. m. V. 1.

V ariáczió II. 12.

V arietás V. 6.
V éges osztóláncz VII. 5. 
Végtelenben fekvő m egoldások:

Egyenletrendszernek a v. f. 
megoldásai VI. 13.

V égtelen elem ek:
Sokaságnak v. elemei V. 6. 

V égtelen kis m ennyiség IV. 9 : 
Elsőrendű v. k. m. V. 8. 

V égtelen nagy m ennyiség IV. 9. 
V egyes:

V. á + l-edfokozatú egyenlet
rendszer V. 6; v. á +  l-ed- 
fokozatú sokaság V. 6.

Vonal V. 6.

W aring VI. 18.
W eber IX. 1, 8.
W eierstrass IV. 8.

Zérus I. 2, 3. IV. 6, VIII. 2: 
Z. osztója IV. 9; z. valódi 
osztója IV. 8, 9.

Zérushely III. 19.
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