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III. MATEMATIKAI 
TUDOMÁNYOK OSZTÁLYA





Csörgő Sándor
AZ MTA LEVELEZŐ TAGJA

A SZENTPÉTERVÁRI 
PARADOXON FELOLDÁSA

Elhangzott 2002. január 23-án

Édesanyám, Csörgőné Veres Ilona (1 9 1 0 -1 9 8 7 )  
és édesapám, Csörgő Miklós (1903—1989) emlékére

P ál addig dobál egy szabályos pénzérmét, amíg fej nem lesz, és Péter 2 
vagy 4 vagy 8 vagy 16 vagy 32... dukátot ad neki annak megfelelően, 

hogy elsőre vagy másodikra vagy harmadikra vagy negyedikre vagy ötödik
re... kap először fejet. Nicolaus Bernoulli [4] kérdezte 1713-ban: Mennyit 
fizessen Pál belépti díjként a bankos Péternek, hogy a játék „egyenlő és 
igazságos” legyen? A matematika szerint ugyan végtelen sok dukátot kelle
ne fizetnie, de „még a féleszű ember is örömmel adná el a játékhoz való jo
gát negyven dukátért”, ahogy ezt Nicolaus Bernoulli írta 1728-ban unoka- 
testvérének, Dániel Bernoullinak. Ez a szentpétervári paradoxon.

Valóban, ha X jelöli Pál nyereményét, akkor X lehetséges értékei 2, 4, 
8, 16, 32, ..., vagyis a 21, 2“, 23, 24, 2 ,̂ ... számok, és bármely k E N = 
= {1, 2, ...} esetén P{X  = 2fe} annak a valószínűsége, hogy egymás után 
ffe-lj-szer írást dob Pál és végül fe-adikra fejet, tehát P{X=  z } = 1/2^, fel
téve természetesen, hogy a dobások függetlenek egymástól. A kor mate
matikai gondolkodásának megfelelően egy véleden játék igazságos díja a 
várható nyeremény, Pálnak tehát X nyereménye várható értékét, azaz

E {X )=  X 2 t'p { x  = 2t }= X l  = °o
it=i 1 1 k=\

A T-032025, T-034121 és T-048360 OTKA-pályázatok részbeni támogatásával.
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2 CSÖRGŐ SÁNDOR

dukátot kellene fizetnie ahhoz, hogy a játék „egyenlő és igazságos” legyen. 
A szokásos Z = { ... ,  —2, —1, 0, 1, 2, ...} jelöléssel legyen iyj = 
= max [/’£  Z : j £  y} azy G R  valós szám egész része, (y) = y — LyJ a tört ré
sze és íyl = min ( / '£ Z : j > y } a  „felső egész része”, továbbá Log y az y > 0 
szám kettes alapú logaritmusa. Pál a végtelen nagy árat vagy legalábbis 
akármilyen nagy összeget joggal sokallana, hiszen tetszőleges x >  2 esetén

vagyis X nyereményének (jobbról folytonos) eloszlásfüggvénye

0,
F ( x ) = P { X < x } - - {̂Logx) ha x  < 2, 

ha x > 2.
(1)

Tehát bár ugyan várhatóan végtelen nagy lesz az X nyeremény, minthogy 
P{X> x} = 2_lLogxJ, ez az X kis eséllyel halad meg egy akárcsak kissé na
gyobb x >  2 összeget is. Például,

P { X  >40} = P { X  >32} = ^  = 0,03125,

hogy Nicolaus Bernoulli mondásához is visszatérünk. Ha meg Pál sokkal több 
dukátról álmodozna, józanabb perceiben azért látja, hogy P{X>  1024} = 
= 2_1() «  0,00098 vagy P{X> 16384} = 2~14 a  0,00006. így aztán nemhogy 
végtelen sok dukátot nem szeretne adni egy ilyen X nyereségért, hanem magá
hoz mérten akár csak egy közepesen nagy összeget is félve kockáztatna.

Nicolaus Bernoulli (1687—1759), aki előbb Padovában a matematika, 
majd Bázelban „mindkét jog” professzora volt, a várható érték fogalmát a 
közjogi aequitas matematikai megfogalmazásának tekintette, véletlenül ta
lált példájával így azt az alapot sikerült felrobbantania, amelyre az egyenlő
ség és igazság fogalmait a korábbiaknál pontosabban építeni szerette volna. 
Minthogy ezáltal összeomlani látszott a matematikus dinasztiát megalapító 
nagybátyja, Jacob Bernoulli (1654—1705) egész programja (vagy inkább ál
ma, [11]), amelyet — mai szavakkal — a valószínűség-számítás és matemati
kai statisztika alkalmazásaira nevezetes, ugyancsak 1713-ban megjelent, Ars 
conjectandi című posztumusz művében hirdetett meg, a program kiteljesíté
sére kijelölt jeles unokaöcs tanítvány kétségbeesetten próbálta meggyőzni 
korának matematikusait a probléma megoldásának fontosságáról.

[1 0 ]



A SZENTPÉTERVÁRI PARADOXON FELOLDÁSA 3

Néhány korai gondolat

A kérdéshez Gabriel Cramer (1704—1752) szólt hozzá elsőként 1728-ban, 
egy ötlet két változatát felvetve. Az első az, hogy nagy a G N esetén bármi
lyen 2a-tó\ nagyobb nyereményről van is szó, az a 2a dukát által szolgálta
tott örömtől nagyobb örömet már nem tud szerezni, úgyhogy a hétközna
pi ember „vulgáris becslése” a játék értékére

2k
a + \

dukát. A második szerint ha a nyeremény által keltett öröm vagy az az által 
hajtott haszon „morálisan” korlátlanul nagy lehet is esetleg, akkor az nagy 
összeg esetén azért nem olyan nagy, mint az összeg névértéke: például az 
összegnek csak a négyzetgyöke, mely esetben Pál számára a játék

[£
dukátot ér, tekintve, hogy „a játék értéke olyan összeg, amelynek az el
vesztésével okozott fájdalom ugyanannyi, mint az elnyerésével szerzett 
öröm morális várható értéke”.

Cramertől függetlenül Dániel Bernoulli (1700-1782) is hasonló gondo
latra jutott. Szerinte ha valakinek x dukátja van, és az dx-szel nő, akkor a 
növekedéssel járó öröm, a növekedés haszna vagy utilitása du = b dx/x, va
lamilyen b > 0 konstanssal. így, ha Pálnak eredendően a  > 0 dukátja van, 
akkor egy x > 0 nyeremény haszna n(x) = b log([a + x ]/a) dukát, ahol log 
a természetes logaritmust jelöli. Eszerint Pál várható haszna a játékból nem 
az E(X) = oo matematikai várható érték, hanem az M(X) = E(u(X)) = 
= b E(log ([a + X\/a) morális várható érték vagy várható utilitás, vagyis

dukát. Ha most m(á) jelöli Pál induló a  tőkéje morális értékének a játék
ból hozzáadódó növekedését, vagyis azt az összeget, amelynek ugyanannyi

[11]



4 CSÖRGŐ SÁNDOR

a haszna, mint a játéknak, akkor az M(X) = b log ([a + m(a)]/a) egyenlő
ségnek fenn kell állnia, amiből

r* ^
m(cc)=n(cc + 2k) - a  =2fel - - a .

fe=iv '

„Morálisan” tehát ennyi dukátot kíván kockáztatni Pál egy játékért, ha 
neki a  dukátja van; speciálisan m(0) = 4 és, egész számokra kerekítve, 
m(10) «  5, m(100) «  8, m(1000) « 1 1 , m(10 000) «  14, m(100 000) «  18, 
m(l 000 000) « 2 1 , m(10 000 000) «  24, m(100 000 000) «  28 és
m( 1 000 000 000) «  53.

Az eddigiekről számot ad Dániel Bernoulli [3] híres dolgozata; ezekben 
az években születhetett Leonhard Euler (1707—1783) publikálatlan, a ha
gyatékában hátramaradt cikke is, amelyben lényegében Daniel Bernoulli- 
val megegyező módon tárgyalja a paradoxont. Nicolaus Bernoullinak nem 
tetszettek a kérdést pszichológiai—gazdasági síkra terelő morális várható ér
tékek, amelyek „nem az egyenlőségnek és igazságosságnak megfelelően ér
tékelik ki mindkét játékos esélyét egyaránt”, hisz nem az volt a kérdés, 
hogy ki-ki mennyit szeretne adni a játékért, nem is kérdezve, hogy elég 
lesz-e az Péternek. Jogászként akkor már jobban el tudná fogadni, ha a 
magisztrátus törvénybe hozná, hogy egy elég nagy a £ N  esetén a 2~(<,+l)- 
nél kisebb valószínűségek minden polgár számára egyformán nullának te- 
kindendők, mely esetben persze a válasz ugyanaz lenne, mint Cramer kor
látos utilitás-fuggvényével. Természetesen ugyanúgy nem tudjuk, hogy mi 
a közösen elfogadható ilyen a, mint ahogy azt sem, hogy mi a megfelelő 
közös utilitásfuggvény.

A paradoxon népszerűsítését Jean d’Alembert (1717—1783) folytatta, aki 
három évtizeden át nyolc művében is tárgyalta, és 1754-ben a Nagy francia 
enciklopédiában a kérdés megoldatlanságát egyenesen a matematika szégye
nének nevezte, tőle ered a „szentpétervári probléma” elnevezés is. A kiala
kuló diszkusszióban számos jeles gondolkodó vett részt (például Diderot, 
Fontaine, Lagrange, Lichtenberg, Condorcet), és miután más irányú ered
ménytelen próbálkozásait követően Laplace 1814-ben „szentesítette” a lo
garitmikus utilitás-fuggvényt, a morális várható értéknek a szentpétervári 
problémán történő bemutatása vagy annak bírálata a következő 120 évben 
nehezen hiányozhatott a véletlennel foglalkozó matematikai diskurzusokból 
és tankönyvekből; csak a nevesebbeket említve, foglalkozott vele Lacroix, 
Fourier, Poisson, De Morgan, Cournot, Bunyakovszkij, Quetelet, Her- 
schel, Bertrand, Venn, Czuber, Poincaré, Bachelier, Jordan Károly, Lévy,

[12]



A SZENTPÉTERVÁRI p a r a d o x o n  felo ld á sa 5

Boréi és von Mises is. Időközben a kezdeti utilitárius gondolatok és a 
szentpétervári paradoxon maga nagyban motiválták Jevons, Marshall majd 
Keynes munkáit és ezeken keresztül a modern közgazdaságtan kialakulását, 
melynek alapjait Neumann János és Oskar Morgenstern híres könyve 
(Theory of Games and Economic Behavior, Princeton, 1944) rakta le. Mor
genstern visszaemlékezése szerint Karl Mengernek a paradoxont tárgyaló 
dolgozata volt az, amivel meggyőzte Neumannt, hogy könyvükben dol
gozza ki az utilitásfüggvények elméletét. A paradoxon ezután visszatérő té
mája lett a közgazdaságtani irodalomnak, jelzésként itt csak annyit emlí
tünk meg, hogy Stigler, Arrow, Friedman, Samuelson, Allais és Markowitz 
(hat közgazdasági Nobel-díjas) összesen 15 általunk ismert cikkben elemzi; 
a számunkra legélvezetesebb diszkussziók Keynestől és Samuelsontól szár
maznak. A paradoxon történetének van szánva Jorland [43] cikke, Dutka 
[37] kiegészítésével. A 290 éves történet egy teljesebb leírását nyújtja majd 
[34] monográfiánk, ennek korai vázlata a [10] dolgozat.

A 18. század filozófiai felállása, a vallásos determinizmusból történő át
menet a steril gondolkodás felvilágosodott kultuszába, technikailag pedig a 
várható érték és a nagy számok törvénye közötti kapcsolat feltáratlan volta 
hovatovább kizárta azt a gondolatot, hogy az egyedi játék árának kérdését 
egy játéksorozat árának kérdésére változtassák. Az volt a cél, hogy megha
tározzák egy szentpétervári játék megfelelő szempont(ok)ból elfogadható 
m árát, kimondva vagy kimondatlanul hozzáértve ehhez azt is, hogy n já
téknak akkor n m dukát az ára, mindegy, mennyi az « G N. A közgazdaság
tani irodalomban, ahol várható utilitásként az m ár Pál kockázatvállalási 
averziójának többféleképpen mért pszichológiai mértékszáma lett, ez a fel
fogás lényegében máig változatlanul megmaradt.

Mindezekből majdnem következik annak lehetetlensége is, hogy valaki 
egy pénzémiét kézbe véve megpróbálta volna játszani is a játékot. Egy ki
vétel akadt, érthető és jellemző módon nem matematikus, Georges-Louis 
Buffon (1707-1788), a leíró természetrajz korabeli nagymestere. 1777-ben 
közzétett nevezetes Essai d’arithmétique morale című munkájában beszámol 
arról, hogy 2048-szor lejátszatta a játékot egy gyerekkel, melynek során 
Pál összes nyereménye 20 104 dukát volt, amiből egy játékra átlagosan 
20 104/2048 ~  9,82 dukát esik. Szerinte ez a körülbelül 10 dukátnyi ár 
egy játékért „érvényes és jó ” , mivel ez „nagyszámú kísérletre alapul, to
vábbá megegyezik egy olyan gondolatmenet eredményével is, amely ma
tematikai és kikezdhetetlen”. A gondolatmenet a következő. Ha n = 2fc_- 
szor játsszuk le a játékot, akkor természetesen közülük 2k/2  = 2fe_1 esetben 
lesz elsőre fej, és ezek így együtt 2 • 2h~] -  2k dukátot adnak, 2^2 játék ösz-

[13]



6 CSÖRGŐ SÁNDOR

szesen 22 • 2 ^2 = 2k dukátot, 2 ^  játék összesen 23 • 2 =  2k dukátot,
2 = 2t’_(t_l> játék összesen 2t_l ■ 2 = 2k dukátot és 1 = 2k"k játék 2k ■ 1 duká
tot. Az utolsó fennmaradó játékról Buffon sokat magyarázkodik, míg vé
gül meggyőzi magát, hogy az az egy játék már elfelejthető, hiszen az eddi
gi számok voltaképpen csak átlagokat fejeznek ki, és ennélfogva a most 
előadott történet megeshetett volna kissé másképpen is: egy játék ide vagy 
oda már nem számíthat, még akkor sem, ha az a legnagyobb nyereményt 
hordozza. így összesen körülbelül k2k = n Log n dukát a nyeremény, ami
ből egy játékra k = Log n dukát esik. Márpedig Log 2048 = 11, ami „a ta
pasztalattal egy tizenegyed pontossággal megegyezik”. Bár afelől se hagy 
kétséget, hogy az „n játékért n Log n dukát” formulát akkor is jónak tartja, 
ha n nem kettőhatvány, Buffon megriad saját következtetésétől: mivel 
2048-tól sokkal több henye játék túl sokáig tart, „a moralitás keretein be
lül” ettől többet játszani nem szabad!

A nagy számok törvénye: színe

Buffon gondolatmenetét 1777 és 1940 között legalább öten megismételték 
(De Morgan, 1838, 1845, 1847, 1872; Proctor, 1887; Bertrand, 1888; 
Lupton, 1889; Plummer, 1940), és különösen De Morgan és Bertrand 
kommentárjai a nagy számok törvénye kvalitatív megértésének elmélyülé
sét mutatják. Ez a törvény azonban matematikai tételként lényegében csak 
relatív gyakoriságokra, vagyis csak a 0 és 1 értékeket felvevő független, egy
forma eloszlású véletlen változók átlagaira létezett egészen Csebisev egy 
1867-ben közölt dolgozatáig, amelyben persze még mindig csak a gyenge 
törvény került bizonyításra, amennyiben az átlagolt változóknak véges a 
szórása. Boréi relatív gyakoriságokra értelmezhető erős törvénye 1909-ben 
jelent meg, majd Faber, Hausdorff, Hardy és Littlewood, valamint Cantelli 
pontosításai után ezt finomította véglegesen Hincsin nevezetes iterált loga
ritmus tétele 1924-ben. Már csak ezért is érdekes az a teljesen feledésbe me
rült matematikatörténeti tény, hogy második valószínűségelméleti dolgoza
tában Hincsin [44] az egész tárgy történetének második erős törvényét 
(kettő helyett mindjárt végtelen sok lehetséges értéket felvevő véletlen vál
tozóra) független szentpétervári nyeremények mértani közepeire bizonyí
totta 1925-ben; tudtunkkal az első érdemi hivatkozás erre a cikkre 77 év 
után itt történik.

A továbbiakban legyenek X,, X2, . . . Pál nyereményei független szentpé
tervári játékok egy sorozatában; ezek tehát a fenti X független példányai

[14]



A SZENTPÉTERVÁRI PARADOXON FELOLDÁSA 7

egy alkalmas (fl, A , P) valószínűségi mezőn. Tekintsük az első «játék nye
reményeinek

(  •>
M.. =

Vt

i/»
~[ X k mértani és H n = ----- — harmonikus

)  ± ±
h = \ x k

közepét. Hincsin bebizonyítja, hogy lim^^M,, = 4 = 2£(Log 'V) majdnem 
biztosan, ami ma már Kolmogorov mindkét nevezetes általános nagyszám
törvényéből persze azonnal adódik, ahogyan az is, hogy lim ^ ^  Hn = 3 = 
= 1/E(Í/X ) majdnem biztosan; a harmonikus közép gondolatát nem 
Hincsin, hanem indirekten Jordan Károly [42] vetette fel 1924-ben, termé
szetesen anélkül, hogy akárcsak célzott volna Hn konvergenciájára, de azon
naljelezve a 3 érték nem teljesen megfelelő voltát az eredeti probléma szem
pontjából. A két Kolmogorov-féle törvény persze ekkor még nem volt meg 
(a nem szükségképpen egyforma eloszlású esetre vonatkozót 1930-ban kö
zölte, az azonos eloszlású esetre vonatkozót pedig csak 1933-ban megjelent 
nevezetes könyvében mondta ki bizonyítás nélkül), az ezekhez vezető utat 
éppen Hincsin és Kolmogorov 1925 és 1930 közötti munkássága kövezte ki. 
Az iterált logaritmus tétel felfedezője iránti tiszteletadásként ezekre az átla
gokra itt most csak azt jegyezzük meg, hogy Hartman és Wintner 1941-ben 
nyert általánosításából könnyen következik, hogy

lim inf M. Nyii/iogiogii

V
= — és lim sup

4 »—

f  M  Nx/»/log log»

V 4 )
= 4,

valamint

lim inf ---- ----- \ h  -  3) = -  -—7=
«-»“ \J log log« L J 3\Í7

es

lim sup I---- ----- { h  -  3) = -A=
n-*°° V log lo g « 1 J 3n/7

majdnem biztosan.
Hincsin [44] persze tisztában van azzal, hogy «játékra vonatkozóan Pétert 

és Pált nem egy tetszetős átlag kiválasztása, hanem az eredeti kérdésnek meg
felelően végső fokon az érdekli, hogy milyen nagy az Sn = X, + ... + Xn

[15]
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össznyeremény, hogy végül el lehessen dönteni, mennyit kell Pálnak ezért 
fizetnie. Második tételében bebizonyítja, hogy

lim P  {2// log1-0 n < S„ < 2ti log1+<5 n} = 1

tetszőleges <5 > 0 esetén, ahol log" x = (log x)a, x  > 0, a G R. Ez az első sza
batos matematikai eredmény Pál kumulált Sn nyereményének aszimptoti
kus viselkedésére.

Ha I{A} jelöli a.z A G A  esemény indikátorát, és {XkI{Xk <  Pál
levágott nyereményei a rögzített c > 0 szinten, akkor a Kolmogorov-féle 
erős törvények miatt

T xdF (x) = lim — X  X ,I  {X. < r |  < lim inf —
Jn «-»“ n i - 1 ^  n

majdnem biztosan, és így c végtelenbe tartatásával adódik, hogy

lim —  = 00
«->00 n

majdnem biztosan. Az 1930-as évek elejére tehát végre világossá vált, hogy 
a misztikus E(X) = 00 várható érték nem jelent egyebet, mint azt, hogy Pál 
játékonkénti átlagos nyereménye majdnem biztosan a végtelenbe tart. 
A kérdés így már csak az lehetett: milyen sebesen? A Hincsin és Kolmogo
rov által kimunkált technikai eszköztár leleményes használatával Feller [38] 
a nagy számok gyenge törvényének egy igen általános alakját bizonyította 
1937-ben (a szegedi Actaban), majd ennek alkalmazásával az 1945-ben kü
lön erre a célra szánt [39] cikkében levezette a következő eredményt:

A NAGY számok  TÖRVÉNYE. Bármely £ > 0 esetén

lim Pn—>00 — 1 >  £  =  0.
n log n

Ez tehát egy gyenge törvény, a szokásos jelöléssel

S_
« Log«

- > 1,

amint n -* 00, mely szerint Buffon 168 évvel korábbi heurisztikus gondo
latmenete helyes eredményre vezet. Híres [40] könyvében Feller ennek

[16]
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direkt bizonyítását adja (amit a [10] cikkben részletezünk), és szokásos ke
mény stílusában a múltról kijelenti, hogy „a mai olvasó nehezen értené a 
»paradoxon« misztikus diszkusszióit”: a nagy számok törvényének klasszi
kus értelmében «játéknak n Log n dukát az „igazságos” ára, vagyis nagy n 
esetén játékonként Log n dukátot kell fizetni.

232 évvel a kérdés fölvetése után Feller tétele tehát az első olyan ered
mény, amely figyelemre méltó választ ad a kérdés értelmes változatára. 
A dolgozatra a háború utáni körülmények között a lehető leggyorsabban 
reagált Steinhaus, a kiemelkedő lengyel matematikus, a mindössze 66 rö
vid sorból álló brilliáns [47] cikkecskében, amelyben Pál nyereményeinek 
X], X2, ... sorozatát egy érdekes determinisztikus x v x2, ... sorozattal 
igyekszik „szimulálni” , ahol páratlan n E N esetén xn = 2, míg páros h 6 N  
esetén xn = 2 max {2k : 2k osztója M-nek, k E N}. Steinhaus hangsúlyozza, 
hogy Feller megoldása egy gyenge törvényre épül, míg az ő javaslata, mi
szerint X;-ért fizessen Pál xn-et, n E N, arra a determinisztikus — és ennél
fogva erős -  törvényre, hogy az sorozat

M-edik empirikus eloszlásfüggvényének az (1) alatti F(-) szentpétervári el
oszlásfüggvénytől való A n = supv e RI Pn(x)-F(x) I maximális eltérésére 
nyilvánvalóan fennáll, hogy lim ^^zln = 0; ugyanakkor nem említi azt a le
hetséges mögöttes gondolatot (amelyet [10]-ben részletezünk), hogy az 
akkor már 16 éve meglevő Glivenko—Cantelli-tétel szerint ugyanez érvé
nyes majdnem biztosan az {X,.}^, sorozat empirikus eloszlásfüggvényeire 
is. Steinhaus [47] cikkét tudtunkkal először a [29] dolgozatunk citálja, 
amelyben a A eltérést pontosan kiszámoljuk; formuláink egyikéből követ
kezik, hogy 1/2 <  n f in < 1, n E: N. Ennél érdekesebb, hogy Sn Feller-féle 
n Log n árához képest a Steinhaus-féle sn = x, + ... + xn árról megmutatjuk 
[29]-ben, hogy

:0, £,,-•• bináris

[17]
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sorozat a 0 és 1 számokból áll, azzal az egyértelműségi megállapodással, 
hogy a sorozat mindig végtelen sok nullát tartalmaz. A £(•) függvény számos 
érdekes tulajdonsága mellett (lásd [29] és [10], és mindkét cikkben a rajzola
tát is) <̂ (1/2) = 2 = <fj(l), és a határpontokat kizárva az értékkészletére fennáll,
hogy {^(^: 1/2 < / < ! }  = (0,2). Tehát 1/2 <  y < l}  = (0,2], és így az
sn ~ « Log « aszimptotikus egyenlőség teljesül, amint n-*oo. Ennélfogva a 
Feller-féle nagyszám-törvény az « Log n-nél nagyobb sn Steinhaus-árral is 
teljesül.

A nagy számok törvénye: visszája

A Feller-féle «Log n-nel aszimptotikusan egyenlő sorozatok között a más 
oldalról is indokolható sn Steinhaus-féle ár Péter javára tér el « Log «-tői. 
Jó-e ez az irány? Feller [38]—[40] sehol nem említi az erős törvény hiányát, 
Steinhaus [47] pedig hovatovább úgy ír, mintha tudná, hogy Feller nagy
szám-törvénye nem igaz majdnem biztosan. Később valóban kiderült, 
hogy ez így van, méghozzá azért, mert

S S
lim inf---- -—  = 1 és lim sup---- -—  = °o majdnem biztosan. (3)

«Log« «Log«
Ezek közül a könnyű második állítást Chow és Robbins vette észre 1961— 
ben; alább rá fogunk mutatni mindkét tény igazi okára. Sőt, a második ál
lítás finomítására [31]-ben bebizonyítottuk, hogy bármely d joo sorozat 
esetén (tehát ha dn nem csökkenve a végtelenbe tart amint n—co),

tetszőleges cn €E R  számokra, ahol a tényezők tetszőlegesen rögzített v E N 
számával Cv(«) = (log «) (loglog «)...(log...log «) a tipikus választás a dit so
rozatra, viszont

, akkor lim sup ——
n— « dn

—  OO majdnem biztosan

°L 1
ha y.- < oo, akkor lim —— = 0 majdnem biztosan, 

n-J>°° ndn

[ 1 8 ]
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ahol meg a tipikus rf(laz fi^(«) = (log «)(loglog «).. .(log.. .log «)1+f sorozat, 
megint a tényzők tetszőlegesen rögzített v E N számával és akármilyen ki
csi £ pozitív számmal.

Pál halmozott nyereményeinek Slt sorozata tehát determinisztikus soro
zatokkal nem egyensúlyozható ki úgy, hogy véges pozitív határértéket 
kapjunk majdnem biztosan, és (3) szerint Feller tételének sztochasztikus li- 
mesze az egy valószínűséggel létező torlódási pontok közül éppen a legki
sebb, miközben a legnagyobb végtelenné válik. Ez természetesen minden 
«Log «-nel aszimptotikusan egyenlő sorozatra is ugyanígy igaz, például a 
Steinhaus-féle sn összegekre is. Heurisztikusán ez a tény azt mondja, hogy 
az egyébként jó díjsorozatok semelyike sem lehet jó, abban az értelemben, 
hogy nem lehet eléggé nagy. Minthogy most már Péter talán joggal kér 
«Log « dukátnál többet n játékért, mi ennek az oka?

Adott « esetén Pál X ,, ..., Xn nyereményeinek tekintsük az X, (| < ... < 
< X(I n nagyság szerinti sorba rendezését, tehát statisztikai szóhasználattal az 
X ,, ..., Xn mintához tartozó rendezett mintát. Most rögzített iiiGN  szám

nál nagyobb n > m játékot játszva, legyen Sn (m) — 2/._” X , „ Pál nyeremé

nye «játék során, tehát a játéksorozat szabályát úgy módosítjuk, hogy min
den « > m esetén Pál lemond az elvileg létező m legnagyobb nyereményé
ről, vagyis összesen X n (I + ... + X((_m+1 ndukátról, és így az eddigi Snhelyett 
Sl((m) dukátot kap « játszmából. Józan ész szerint most kevesebbet kellene 
fizetnie Sn(l)-ért, mint korábban S^-ért. Valóban, a [31] cikkben bebizo
nyítjuk, hogy

lim =1, liminf — = 0 és limsup -  = oo
n̂ °° n Log n "~>°° n Log n «->■» n Log n

majdnem biztosan. Minthogy Sn = S(1(l) + X n n, ezekből következik (3), és 
látjuk, hogy amint Pál lemond legnagyobb XH n nyereményéről, Feller 
gyenge törvénye azonnal erős törvénnyé változik. Tehát annak az oka, 
hogy a teljes Sn nyereményre a nagyszám-törvény gyenge (és erős nem is 
lehet), nem egyéb, mint Buffon elfelejtett utolsó játéka!

Eszerint már Pál is be kell hogy lássa, hogy a teljes S(1-ért «Log « dukát
nál több jár. Ugyanakkor Sn(m)-ért annál kevesebbet kellene fizetnie, mi
nél nagyobb az m. Azonban [31]-ben az is kiderül, hogy

[19]
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limH—>°o
Sn M
« Log n

= 1

majdnem biztosan miden rögzített m E N esetén. Sőt, minél nagyobb az m, 
annál jobb a sebesség ebben az erős törvényben: bármely djco sorozatra,

majdnem biztosan, vagy, ami ezzel ekvivalens,

|SB ( m ) - « L o g /i| 
hm 1-----------i--------1 = 0n— 1

nd'”+1

majdnem biztosan. Az utóbbi ráta optimális is, mert bárhogyan választjuk 
is a cn konstansokat,

u ^  1 ,, |S„(«»)-c„ha > ---- = » , akkor lim J-------- :----- = °°
«=1 nd ,1->~ —-

nd’"+]

majdnem biztosan.
A [31] cikk eredményei szerint tehát a Feller-féle «Log « dukát Péter 

számára csak akkor lenne elfogadható «játékért, ha Pál a legnagyobb nye
reményei legtöbbjéről lemondana. Pál ezt nem szívesen tenné, hiszen vég
tére is éppen ezekért szeretne játszani és esetleg kockáztatni. Ha Pál tény
leg nem mond le még a legnagyobb nyereményéről sem, és az eredeti 
probléma szerint ilyen Pállal van dolgunk, akkor a nagyszám-törvény csak 
annyit mond, hogy «játék „igazságos” árát valahol «Log « dukát körül kell 
keresni, és a fentiek miatt Péter szemszögéből különösen kívánatos, hogy 
ennél nagyobb legyen, mint például a Steinhaus-féle sn ár. De hogy meny
nyivel nagyobb, és hogy speciálisan s elég-e már, azt a fenti típusú ered
mények nem mondhatják meg.

[2 0 ]
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Nincs határeloszlás — sok határeloszlás

A kérdés most már megkerülhetetlenül az, hogy mit tudunk mondani Sn 
eloszlásáról. Minthogy az (1) alatti F(') eloszlásfüggvényben az 1 és 2 kö
zött oszcilláló L{x) = 2^L°B £  [1,2), x  > 2, tényező nem lassú változású
függvény a végtelenben, azaz nem teljesül rá, hogy L(tx)/L(x)-> 1 ha x—-oo 
bármely t > 0 rögzített érték mellett, a klasszikus Doeblin—Gnedenko krité
rium alapján ([41], p. 175) ezért F(-) semmilyen (stabilis) eloszlás vonzástar
tományában nincs benne, vagyis a P{(Sn — C J /A n <  x) eloszlásfüggvények 
sorozata nem konvergál semmilyen nem-degenerált G(x) eloszlásfüggvény
hez, annak x  £  M folytonossági pontjaiban, a CM £  M centralizáló és A n > 0 
normalizáló sorozatok semmilyen választása mellett. Pál Sn össznyeremé- 
nyeinek tehát a hagyományos értelemben nincs határeloszlása, és valójában 
ebben a tényben rejlik a szentpétervári probléma igazi nehézsége.

1949-től semmi igazán érdemleges eredmény nem született a kérdéssel 
kapcsolatban egészen 1985-ig, amikor is Martin-Löf svéd matematikus 
[45] cikkében bebizonyította, hogy

lim p j  - 7 - -  k < x  1 = G*(x), x e E , (4)
<•-»“ 2

ahol G»(-) az a korlátlanul osztható eloszlásfüggvény, amelynek karakterisz
tikus függvénye

ahol / a képzetes egység. Martin-Löf [45] meghatároz továbbá egy heurisz
tikus közelítő formulát, mely szerint nagy k és nagy m £  N esetén

p { s 2. > 2 ‘ ( 2 - + k ) } . l - C . ( 2 * ) » F ] ,

tehát ha Pál 2;’játékra 2^(2'" + k) dukátot fizet be, akkor Péter közelítőleg a
1 8nagy 1 — valószínűséggel nem veszít ezen a 2k játékon.

Az én figyelmemet igazán Martin-Löf cikke hívta fel a problémára, 
amely címének szándéka szerint „tisztázza a pétervári paradoxont”.

[21]
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Azonnal felmerül persze a „praktikus” kérdés: mi van akkor, ha Péter és 
Pál, mondjuk, 49 152 játékot akarnak játszani, félúton 21:> = 32 768 és 216 = 
= 65 536 között? Maga a jelenség ismert volt a harmincas évek óta: függet
len, egyforma eloszlású véletlen változók részletösszegeinek létezhet határ
eloszlása a természetes számok végtelenbe tartó részsorozatai mentén — 
ahogy Martin-Löf tételében a {2fe}^, C  N részsorozat mentén — úgy, hogy 
minden n E N számot érintve ilyen nincsen. Ekkor azt mondjuk, hogy 
(bár az összeadandók közös eloszlása nincs benne semmilyen stabilis elosz
lás vonzástartományában) az illető eloszlás benne van a részsorozat mentén 
nyert, szükségképpen korlátlanul osztható határeloszlás parciális vonzástar
tományában. Ezen a nyelven Martin-Löf tétele tehát azt mondja, hogy az 
(1) alatti szentpétervári eloszlásfüggvény benne van a G*(-) eloszlásfügg
vény parciális vonzástartományában.

A Líj(-) és H2(-) egyváltozós eloszlásfüggvényekről akkor mondjuk, 
hogy ugyanolyan típusúak, ha vannak olyan a > 0 és b €E R konstansok, 
hogy H,(x) = H2(ax + b), x  6  R. Az összes eloszlásfüggvény halmaza fel
bontható az ugyanolyan típusú eloszlásfüggvények diszjunkt családjainak 
egyesítésére. Gnedenko és Doeblin egy klasszikus eredményének finomí
tása ([8], Theorem 10) szerint mármost egy eloszlásfüggvényre három do
log teljesülhet: (a) semmilyen eloszlás parciális vonzástartományában nincs 
benne, (b) pontosan egy típus parciális vonzástartományában van benne, 
mely esetben ez a típus szükségképpen stabilis, (c) benne van egy nem sta
bilis eloszlás parciális vonzástartományában, mely esetben szükségképpen 
benne kell hogy legyen eloszlások kontinuum számosságú különböző típu
sának parciális vonzástartományában.

Minthogy G*(-) nem stabilis, Martin-Löf (4) tételének magából a tényé- 
ből következik, hogy az (1) formulával adott szentpétervári E(-) eloszlás
függvény a fenti alternatívák közül a (c) kategóriába esik, tehát a természe
tes számok kontinuum végtelen sok részsorozata mentén ugyanennyi 
különböző típusú határeloszlás-tétel kell hogy létezzen Pál ^Jövedelmei
re; ha úgy tetszik, kontinuum végtelen sok „tisztázás” van. Azért nincs ha
táreloszlás, mert nagyon sok van. Mik ezek?

A  parciális határeloszlások

A Gnedenko és Kolmogorov [41] monográfiájában összefoglalt klasszikus 
elmélet keretében, Martin-Löf [45] a karakterisztikus függvények módsze
rével nyerte a (4) alatti eredményt. Az egyenletes empirikus folyamat

[ 2 2 ]
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aszimptotikus tulajdonságaira és az alapul vett eloszlás kvantilisfüggvényé- 
nek viselkedésére épülő általános „valószínűségi” módszer éppen ez idő 
tájt került kidolgozásra ([5]—[8], [16], [17], [20]—[25], [36]), és a [45] által 
motivált [15] dolgozat voltaképpen az általános módszert a szentpétervári 
példán bemutató metodikai munka, amelyben meghatározzuk a szentpé
tervári nyeremények teljes Sn = Z[!=| Xk, enyhén mqpryírt Z]™ X kn, mode- 
ráltan megnyírt E' '̂j"n X k n, erősen megnyírt ZA“j X k n és extrémális 
ZJJ. X k n összegeinek összes létező parciális (részsorozatonkénti) határel
oszlását, ahogy később a [26] dolgozat általános eredményeit illusztrálva a 
[19] cikkben meghatározzuk az intermediális nyeremények E^,,, X n¥̂ _ltn 
összegeinek összes parciális határeloszlását, ahol m E N, (X E (0,1) és 
b > a > 0 rögzített számok, míg az mn egészek olyanok, hogy mn~*oo, de 
mn/n-*0, amint n—oo; a létrejött általános elmélet többirányú későbbi 
kiteljesítése a [9], [18], [27], [28], [30], [35], [46] cikkekben található, 
melyek közül öt is előhozza illusztrációként a szentpétervári példa egy 
oldalát.

Bár a szentpétervári játék teljes megértéséhez az összes fenti összeg vizs
gálata érdekes, itt most továbbra is a teljes nyeremények Sn összegeire 
koncentrálunk, ezek összes parciális határeloszlását keresve. Először is le 
kell szűkítenünk a számba jöhető centralizáló és normáló sorozatok ösz- 
szességét. Legyen {n̂ ,}“=1 a természetes számok egy tetszőleges, végte
lenbe tartó részsorozata. A [20]-beli eredmények alkalmazásával [15]-ben 
először is kiderült, hogy ha valamely A  > 0 és C E ÍR számok esetén 
lún^oo P{(S ~ C„)/Ant < x j = H(x) a H(-) nem-degenerált eloszlásfügg
vény minden x  E R folytonossági pontjában, akkor az {nt }“=1 sorozatnak 
van olyan részsorozata, hogy valamely a > 0 és b E ÍR konstansok
kal l i r n ^  P{(S - n kjLog < x} = H(ax + b) = Ha h(x) a min
den x E ÍR folytonossági pontjában. Ez azt jelenti, hogy az összes határel
oszlási típus megtalálásához elegendő csupán az nk S  — Log nk sorozatokat 
vizsgálni.

Legyen yE (1/2,1], és tekintsünk egy {N(t) : t > 0} jobbról folytonos 
egységnyi intenzitású Poisson-folyamatot, amelynek akkor a Dr(y) = 
= N(y2~'+I) — N(y2_r) növekményei független Poisson-eloszlású véletlen 
változók E(D (y)) = y/2r várható értékkel minden rE  Z esetén. Tekintsük 
továbbá a <py(s) = - 2 l_,Log (í/y)1/y, s > 0, balról folytonos és a Ry(x) = 
= —y2“tLog (yv̂ , x  > 0, jobbról folytonos függvényeket. Felidézve a (2) for
mulából a yn = n/2lLog"'jelölést, n E N, [15] egyik fő eredménye a követ
kező:

[23]
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A PARCIÁLIS határeloszlások; tétele. Egy {nk} ^  C N végtelenbe tartó 
sorozat esetén

lim p j —— — Log/ij, < x |  = G(x)

akkor és csak akkor teljesül egy G (j nem-degenerált eloszlásfüggvény minden 
x  €= R folytonossági pontjában, ha

lime{4^ - 3}*'=e{4r-3}*' (5)

valamely 7G (1/2,1] számra, és ebben az esetben

ahol a majdnem biztosan fennálló második egyenlőséggel,

x e R ,  (6)

Wy = J [N(s)  -  s\ltpy ( 5 )  + j N(s)d<pr ( i )  + 2 -  log y
r Y

és a G f)  eloszlásfüggvény, vagyis a Wy véletlen változó

gr (t)= í  eix‘dG y(x) = E(e'Wr‘)

[24]
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karakterisztikus függvénye

f 2r 2' \

S y  ( 0  =  exp —A lo g y  +  X  •
r=()

it— 9 r
e y  — 1 -  it —•

r 2 r r = \

11—
e  y  - 1 X

2 '
/

= expfií{fcy -  log7 } + J j e te - \ - ^ ~ ^ c i R Y(x)

minden t G M pontban, ahol
Vy r I 00

K r = í  7 ~ T ~ X |á R y (* )+  1 7 7 7 ^ ( * )
0 U  + X J 1/y 1 + x
00 /̂ / 2 00 'Y

5 l  + y24fc'

Mivel y,t = 1 minden k G N egészre, és így az (5) feltétel triviálisan telje
sül a 7=1 számmal, Martin-Löf (4) alatti speciális eredménye az itteni 
G, (•) = G*(-) határeloszlás-fuggvénnyel adódik. A tétel persze a természe
tes számok teljes {«} = N sorozatára is alkalmazható: mivel az (1/2, 1] in
tervallumban oszcilláló teljes yn = /i/2[1'°8"'sorozatra az (5) feltétel nem tel
jesül, ekkor azt mondja, hogy a hagyományos értelemben az {n 'Sn — 
— Log n } f } sorozatnak tényleg nincs határeloszlása. Általában az (5) feltétel 
akkor és csak akkor teljesül, ha lim ^^y = ß valamely ß G [1/2, 1] limesz- 
szel, vagy pedig ha a {y(( } ^ t sorozatnak pontosan két torlódási pontja van: 
1/2 és 1. Az utóbbi esetben (5)-ben 7 = 1 , míg az előbbiben 7 = 1  ha ß  = 
= 1/2, és 7 = ß ha ß G (1/2, 1], A feltétel tehát akkor és csak akkor teljesül, 
ha a {yn sorozat konvergál az egységsugarú körvonalba hajtott [1/2, 1] 
intervalíumon, mely esetben az 1/2 végpont azonosítódik az é~n' ponttal, 
az 1 végpont pedig az eK' ponttal, tehát 1/2 és 1 ugyanazon e n' = en' pont
tá válnak; pontosan ezt írja le (5), amelynek további ekvivalens alakja még 
az, hogy = e2(1+L°By>’r' ugyanarra a y G  (1/2,1] számra.
Bármely adott y G  (1/2,1] diadikus sorfejtéséből könnyen szerkeszthető 
olyan {7 C N végtelenbe tartó sorozat, amelyre (5) teljesül az adott 7- 
val, tehát alkalmas sorozat mentén a Q -  (G y(-): 1/2 < y < l}  határ-
eloszlás-család minden tagja valóban előfordul (6)-ban. Kiderül továbbá, 
hogy Q különböző 7 indexekhez tartozó elemei nemcsak különböznek 
egymástól, hanem valóban különböző típusúak is, ahogy vártuk.

§  y2 + 4fc

[25]
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A fenti diszkusszió egy részét már [34]-bői vettük, ahol az is kiderül, 
hogy mindegyik Gy(-) G Q  szigorúan monoton növekvő, határozottan 0 és 
1 között levő, végtelen sokszor differenciálható függvény az egész R-en. 
Speciálisan tehát bármely y G  (1 /2 , 1] esetén létezik a szigorúan növő foly
tonos G~'(p), 0 < p < 1, inverz függvény, Gy kvantilisfüggvénye, és így bár
mely p G (0, 1) számra egyértelmű a Wy vagy a Gy eloszlásfüggvényének 
p-kvantilise, a Gy 1(p) G R szám, amelyre Gy(Gy'(p)) = P{Wy < G~'(p)} -  p, 
és a jobb és bal oldali határértékekre G”'(0) = — oo és Gy’(l) = oo. 
Ugyancsak speciálisan, bármely y G  (1 /2 ,  1] esetén, létezik a g (•) = Gy(-) 
első derivált az egész egyenesen, tehát a (6)-beli Wy véletlen változónak vagy 
Gy eloszlásfüggvényének gy sűrűségfüggvénye, amelyre limv_±0O£y(x) = 0. 
Minden yG  (1 /2 ,  1] paraméterre kiderül továbbá az is, hogy

Gy ( - x )  = p { w y < - x \ <  exp(-2A- 3/̂ ) ,  x > 0,

míg persze a W f  = max [Wr 0) pozitív részre E(Wf)  = oo. A jobb oldali 
farok finomabb viselkedését többféle módon is le lehet írni: a yG (1/2, 1] 
paraméter bármely választására igazak az

és

aszimptotikus egyenlőségek, amint k->oo, az első akármilyen rögzített 
y G {2r: rG  Z}, a második pedig tetszőleges rögzített y G R esetén, és az 
utóbbiból kihozható, hogy

Az aszimptotikus egyenlőségek ugyanazt a jelenséget festik kétfélén: a 
Gy(x) eloszlásfüggvények érdekes hullámzó módon mennek fel 1-hez, mi
nek következtében a gy(x) sűrűségfüggvények is érdekesen hullámozva 
mennek le 0-hoz, amint x—oo. Különböző y-k esetén a hullámzás más
más módon tolódik el, így az 1 -  Gy(x) = P{ Wy> x} farokvalószínűségek

[26]
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nagy x > 0 esetén, vagy ami ugyanaz, a Gy'(p) kvantilisek nagy p E  (0, 1) 
esetén igen függnek attól, hogy melyik y-nál nézzük őket.

Végül megjegyezzük, hogy a Gy eloszlásfüggvényekre és gy sűrűségfügg
vényekre a £ (■) karakterisztikus függvényeket velük összekapcsoló inver- 
ziós formulák segítségével a yE (1/2, 1] paraméter bármely választására 
fennálló

es

£y(x) = — j e  r"(t)cos(y[p(s)-s{ .v  + logy}])í/s, x e K ,
K o

integrálformulák adódnak, ahol tetszőleges s >  0 esetén

. ~ l - c o s ( s 2 r) . . ^  sin(s2r) - s 2 r ~ sin(s2r)»W= S ---V“ 2 és L_J--- +£ I I
2' r=() 2r r= 1 2r

Bonyolultságuk ellenére ezek a formulák lehetővé teszik Gy(x) és gy(x) 
tetszőleges pontosságú numerikus meghatározását. A megrajzolt kvalitatív 
kép mellett tehát ezeket tetszőleges x  E  R esetén, sőt a megfelelő integrál
egyenleteket megoldva, még a G ~1 (p) kvantilisfüggvényt is tetszőleges p-re 
gépen ki tudjuk számolni. Az előadáson bemutatott szép ábrák, amelyeket 
Gordon Simons készített, a [34] könyvben fognak megjelenni.

Összetartás

Mire jó mindez? Korábban az volt a baj, hogy nincs határ eloszlás, most meg 
az, hogy túl sok van belőlük. Adott nagy «játékszám esetén t f ]Sn — Log n 
eloszlásfüggvényének közelítésére melyik Gy eloszlásfüggvényt használjuk 
a Q családból? A kulcs ehhez a kérdéshez az a tény, hogy a y paraméter a 
mi «-ünknek a 2, 4, 8, 16, 32,..., 32 768, 65 536,... számok közötti hely
zetét leíró yn = «/2fLog''lE (1/2, 1] paraméter részsorozatonkénti limesze- 
ként adódott. Részsorozatból persze tényleg nagyon sok van, és így merül 
fel az a gondolat, hogy hátha nem is kell kimenni a végtelenbe, ha már 
amúgy sem tudnánk, melyik úton a sok közül! Az ötlet tehát az, hogy

[27]
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n_,S(1 — Log n eloszlásfüggvényének közelítésére a Q családnak azt a tagját 
választanánk, amelyikre a mi w-ünk helyzete utal, vagyis a Gy (•) eloszlás
függvényt, és annak ellenére, hogy a P{n~'Sn —Log n S  x} és a 
G y (x) =  P{ Wy <x} eloszlásfüggvény-sorozatok egyike se tart semelyik 
x G R  pontban sehova, ha n a természetes számok teljes sorozatán tart a 
végtelenbe, ezek mégis összetartanának, vagyis a különbségeik sorozata 
mégis nullához tartana, esetleg az egész R-en egyenletesen.

Kiderült, hogy ez így van, lényegében amiatt, mert a Q család a /para
méterre nézve egyenletesen folytonos, vagyis, valahányszor 7, ß G (1/2, 1] 
úgy, hogy y—/3, mindannyiszor supv g R I Gr(x) -  Gß(x) I —0. Sőt, az össze
tartás igen gyors. A parciális határeloszlások tételét eredetileg a „tisztán va
lószínűségi” elmélet keretein belül kaptuk, de amikor már tudja az ember, 
hogy mit kell bizonyítani, akkor visszatérhet a karakterisztikus függvények 
Fourier-módszeréhez is. így bizonyítottam a következő tételt 1991-ben, a 
bizonyítás a [12] cikkben jelent meg, a fő eredmény speciális eseteként 
(Theorem 1; a  = 1, p = 1/2); ez a tétel az alapja a [34] monográfiának.

ÖSSZETER.TÁSI TÉTEL. Bármely pozitív £ számhoz meghatározható egy 
ne G N küszöbszám úgy, hogy

ha n > ne.
T. V. Arak egy 1981-ből származó híres tétele szerint bármely H-elosz

lásfüggvény n-edik H*" konvolúció-hatványához létezik olyan G* korlát
lanul osztható eloszlásfüggvény, hogy sup g KI H*"(y) -  G*(y) I < C /f2/3 
valamilyen abszolút C > 0 konstanssal, n G N, és ez az approximációs se
besség általában nem javítható. A létezésén kívül azonban a H-tól függő 
G*-ról semmit sem mond Arak tétele. Tudomásunk szerint a fenti tétel 
mutatja az első olyan speciális példát (H= F), amikor egy vonzástartományba 
nem tartozó eloszlásnál az egyenletes approximáció egy pontosan megkonst
ruált korlátlanul osztható eloszlásfüggvénnyel (G*(y) = Gy(if]y -  Log 11), y £  
R) megy végbe, történetesen az Arak-félénél nagyobb sebességgel.

Egy más típusú általános jelenség irányában, már a fenti összetartási tétel 
által motivált [27], [28] és [46] cikkek terminológiáját használva, megje
gyezzük, hogy Martin-Löf (4) alatti tétele úgy is olvasható, hogy a szentpé
tervári F benne van az 1 kitevős szemistabilis eloszlások egy speciális osz
tályának a geometriai parciális vonzástartományában, mely osztály, amint

[28]
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ez az előző szakasznak a parciális határeloszlásokra vonatkozó tételéből ki
derül, a Q. Tetszőleges a  G (0,2) kitevőjű szemistabilis eloszlás geometriai 
parciális vonzástartományát Megyesi [46] jellemzi pontosan, a [28] cik
künkben pedig megmutatjuk, hogy az összetartás jelensége, legalábbis 
egyenlőre sebesség nélkül, minden ilyen vonzástartományból származó el
oszláshoz tartozó részletösszegekre érvényes, méghozzá a közelítő szemis
tabilis eloszlásokat a parciális határeloszlások hasonlóan létező osztályából a 
fentiekhez hasonló módon kell kiválasztani. A [12] dolgozat ugyanakkor 
összetartási sebességet ad tetszőleges a  G (0,2) kitevőjű, általánosított 
szentpétervári játékokra is.

A szentpétervári eloszlás érdekes példát nyújt a majdnem biztos határel
oszlásoknak az utóbbi másfél évtizedben kiterjedten vizsgált jelenségére is. 
A fenti összetartást használva az [1] cikkben megmutatjuk, hogy

majdnem biztosan, valamint hogy a logaritmikus átlagolásnak ebben az ér
telmében a Steinhaus-sorozat már nem szimulálja Pál nyereményeinek so
rozatát, ugyanis (2) jelöléseivel

és a két határeloszlás nem ugyanaz. Általános normáló sorozatok figyelem- 
bevételével a [2] dolgozatban a (7) relációt általánosítjuk [28] alapján min
den olyan eloszlásra, amely egy tetszőleges szemistabilis eloszlás geometriai 
parciális vonzástartományában van. Elképzelhető, hogy a [2]-ben fellépő, a
(7)-belihez hasonló szerkezetű határeloszlások már kimerítik a független, 
azonos eloszlású véletlen változók részletösszegeire logaritmikus átlagolás
sal nyerhető összes lehetséges majdnem biztos határeloszlások körét.

Visszatérve szentpétervári játékok egy n hosszú sorozatára és azon belül 
Pál legnagyobb mn nyereményének S(/;,mJ = LjL„_m +i n összegére, ahol 
mn->oo, de mu/n-+ 0, amint n-»oo, az összetartási tételre támaszkodva 
[13]—ban (megint egy általánosabb tétel speciális eseteként) bebizonyítjuk a

[29]
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nagy nyeremények összetartási tételét: bármely £ > 0 számhoz meghatározható 
egy ke G N küszöbszám úgy, hogy

s u p r í S ( ” ’ W » ) L o g  mH — s( — < x  - G r  ( x )
.veR l  » L  \  »  / . J

< n/37(1 + £ ) ^ L° Í '-'--
\ K

ha n > ke, ahol 0 <  ő(s) = 1 + (Log s) — 2^Log'' < 0,08608 minden s > 0 
számra. Eszerint a centralizációs konstansok alkalmas megváltoztatásával a 
játékok számához képest aszimptotikusan elhanyagolható számú legna
gyobb nyeremény összege pontosan úgy viselkedik, mint az összes nyere
mény összege, legalábbis az összetartási sebesség csökkenésével; a megadott 
pontos értelemben valóban csak a nagy nyeremények számítanak.

Azt már 1991-ben sejtettem, hogy az összetartási tétel (Log~ n)/n rendű 
sebessége nem javítható, de tizenegy évig ezt bizonyítani nem tudtam. 
A [14] cikkben végre kiderül, hogy ez tényleg így van: a fenti összetartási 
tétel maga egy meglehetősen komplikált „összetartó aszimptotikus sorfej
tés” következményeként nyerhető, és lényegében még a zr/8 konstans is 
optimális. Megjegyezve, hogy n = 1000 esetén 7rlLog nr / (Sn) ~  0,0318, 
eddigi numerikus vizsgálataink azt mutatják, hogy az összetartási tétel ap
proximációja biztonsággal alkalmazható ha n > 1000. Sőt, mivel a legna
gyobb eltérés a bal oldali farkon fordul elő, ami az «játékért fizetendő díj 
szempontjából nem számít, ez a becslés jó eséllyel még túlzottan óvatosnak 
is bizonyulhat. Mindenesetre a továbbiakban a „nagy n" kifejezést vagy 
egyáltalán az ilyen specifikáció nélkül tett numerikus állításokat és egyéb, 
az összetartási tétel alkalmazásával nyert kijelentéseket nagyjából így értjük, 
és az ilyen közelítések jelölésére a ~  jelet használjuk.

Érdekes és fontos, hogy eloszlásbeli összetartásuk mellett n~] Sn — Log n 
és W  közelségét várható értékekkel is leírhatjuk, annak ellenére, hogy 
mindkét változó várható értéke végtelen, azaz annak ellenére, hogy min
den n E N játékszámra

J p l  — — Log« > x m i = °o és j p lkV  > x \d x  = °°.
—oo l_ yi J —oo

[30]
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A [32] dolgozatban mégis megmutatjuk, hogy

dx > 1

és azt is, hogy az n_]Sn — Log n és Wy változók különbségének általánosított 
várható értékeként

n e N.

Ezt úgy bizonyítjuk, hogy alkalmasan bő valószínűségi mezőn megadjuk 
a Wy változó egy olyan, a fentiektől igen eltérő konstrukcióját, hogy min
den a-re teljesül a

fTy = J ^ - -L o g « }  + P,,

egyenlőség egy olyan R n hibataggal, amelyre E(R„) = 0 a lehető leghagyo
mányosabb értelemben, azaz E( | R j ) < oo. Sőt, ebben a konstrukcióban 
még egy átlagos összetartási jelenség is tapasztalható, amennyiben még az is 
teljesül, hogy

V
amint n —>°°

Végtelen várható értékek összehasonlításánál már a [32] cikkben abból a 
szemléletbeli változtatásból indulunk ki, hogy Péter nem egy Pállal játszik 
«játékot, hanem a Pál,, Pák,,..., Pál,Játékosok mindegyikével egy-egyjá
tékot. Az «játékos ahelyett, hogy mindegyikük egyszerűen elfogadná a sa
ját nyereményét, az Sn össznyeremény felosztására közös előzetes stratégiát 
próbál kidolgozni, amellyel mindegyikük egyforma módon maximalizálná 
a jutalékát abban az értelemben, hogy az az egyöntetűen elvetett individu
ális stratégiák nyereményeihez képest legyen a legnagyobb. Teljes általá
nosságban ezt a problémát a [33] dolgozatban oldjuk meg, ahol a legna
gyobb elképzelhető jutalékokra és azok elérésének stratégiájára vonatkozó, 
önmagukban is meglepő eredmények mellett az eddigiek után az a valóban 
meglepő tétel adódik, hogy a legjobb stratégiával elért legnagyobb egyéni 
jutaléknak már van hagyományos határeloszlása, és az történetesen fkj el
oszlása.

[31]
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F e lo ld á s

Ha Feller előírása szerint Pál » Log « dukátot fizet « játékért, akkor az ösz- 
szetartási tétel szerint P{Sn > n Log «} ~  1 — Gy(0) valószínűséggel nyer, 
és kiderül, hogy bármely y G (1/2, 1] esetén 0,2070 < G^O) < 0,2073. 
Tehát nagy n-re Péter mindössze 0,2070 és 0,2073 közötti valószínűséggel 
nyer legfeljebb « Log n — 2n dukátot, míg Pál 0,7927 és 0,7930 közötti va
lószínűséggel bekövetkező végtelen várható értékű Sn — n Log « dukát 
nyereménye akármennyi lehet. így a Feller-féle « Log « dukát ebben a 
pontos értelemben túl kevés minden, akárcsak félig épeszű Péternek. Ha 
viszont Steinhaus tanácsára a (2) formula szerint a Feller-féle díjnál általá
ban nagyobb s„ = + Log «} dukátot Péter már elfogadna «játékért,
akkor Pál P{Sn > si(} ~  1 -  Gy(£(y,)) valószínűséggel nyerne, és itt meg az 
derül ki, hogy 0,2070 < Gy(0) ^  G/£(/)) < 0,4421, bármi is a y G  (1/2, 1], 
Tehát Pál még mindig 0,5579 és 0,7930 között oszcilláló, túl nagy való
színűséggel nyerne, vagyis Péter még mindig joggal keveslené 0,4421 alatt 
maradó nyerésvalószínűségét, tehát a Steihaus-féle sn dukátot. Steinhaus 
ugyan jobb bankár, mint Feiler, de még ő is hamar csődbe vinné a játékos 
kedvű intézményt.

Van-e a paradoxonnak „egyenlő és igazságos” feloldása úgy, ahogy 
Nicolaus Bernoulli kérdezte? Nyilvánvaló az összetartási tétel következő 
átfogalmazása: Bármely pozitív £ számhoz megadható egy n£ G N küszöbszám 
úgy, hogy

sup
0<p<l

ha n > ne, tehát Péter bármely p G (0,1) nyerésvalószínűségére, azaz Pál 
bármely 1 -  p G (0,1) nyerésvalószínűségére,

p { s „ ^ d ,Ap )} = P’ ahol Dh(p ) = » [G “’ (p) + Log«]. (8)

A kérdés tehát az, hogy mi legyen a p G [1/2, 1), főleg miután Péter és 
Pál megtudja, hogy például p = 0,5, p = 0,9, p = 0,95 és p = 0,975 választá
sával,

[32]
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2,58448 -  G~'646 (0,5) < G~' (0,5) < G " ^  (0 ,5 )« 2,60495,

16,706 -  G~^2 (0,9) < G~: (0,9) < G " ^  (0,9) -  18,627,

30,471 -  G(-'658 (0,95) < G~] (0,95) < G^m  (0,95) -  37,835,

55,460 -  G0- ’676 (0,975) < G ;1 (0,975) < G~'804 (0,975) -  77,276,

bármely y €  (1/2, 1] esetén; a (8)-beli Dn(p) díjban szereplő G~](p) kvanti- 
list akármilyen (p, yt) G [1/2, 1) X (1/2, 1] párra ki lehet számolni gépen. 
Például n = 1000 játék esetén a Feller-féle « Log «, a Steinhaus-féle sn, va
lamint a Dn(0,5) és a Dn(0,9) díjak szerint Péter rendre 9966, 10 066, 12 
568 és 27 266 dukátot kérne Páltól, tehát p > 1/2 mindkét fél számára elfo
gadható megválasztásán igen sok dukát múlik.

A gondolat az lenne, hogy Pál végtelen várható értékű = Sn -  Dn(p) 
nyereményéért hajlandó belemenni abba, hogy Péter lVn̂ ttr = Dn(p) — Sn 
nyereménye, ami legfeljebb Dn(p) -  2« dukát, nagyobb p valószínűséggel 
forduljon elő. Van-e „egyenlő és igazságos” p? Ha « játék esetén Péter va
lamely p = p G (0, 1) nyerésvalószínűségében megegyeznének, akkor tet
szőleges y > 0 értéknél, «játék esetén Péter játékonkénti nettó nyeremé
nyének eloszlásfüggvénye, feltéve, hogy ő nyer,

1 - p

[3 3 ]

és Pál játékonkénti nettó nyereményének eloszlásfüggvénye, ha meg ő nyer,
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úgyhogy a közelítő feltételes eloszlások sűrűségfüggvényei

Bármi is a y G  (1/2, 1], nem létezik olyan p G (0, 1), hogy a h ^ CLr(y) és 
h}’’̂  (y) függvények minden y >  0 pontban megegyeznének. Egyenlőség te
hát nincs.

Ugyanakkor a játék játszható: bármi történik egy elég hosszú játéksoro
zatnál, pontos interpretációnk van rá. Buffon és De Morgan későbbi kísér
leteit folytatva, a játékot én 3000-szer játszottam le (fizikailag pénzt dobál
va), melynek során akadt egy játék, ahol a fej csak a tizenötödik dobásra 
jelent meg, önmagában 32 768 dukátot eredményezve. Az össznyeremény

66 088 dukát volt, egy játékra tehát ~  22,03 dukát esett, és mivel

y30oo = ~  0,73, numerikusán megoldva a 22,03 — Log 3000 ~  10,48 =

= G j173(p) egyenletet látjuk, hogy Pál akkor fizetne 66 088 dukátot 3000 
játékért, ha abban egyeznének meg, hogy Péter p = 0,826 valószínűséggel 
nyerje meg a sorozatot.

Ha Péter és Pál elég sokp G [1/2,1) értékre gondosan megvizsgálhatja a 
/£ * (•) és h™(-) sűrűségfüggvényeket (amelyek rajzait majd a [34] könyv
ben közöljük), esélyeiknek a másikéihoz viszonyított világos felmérése 
után, körülményeik egyéb kényszereit figyelembe véve, kialkudhatnak 
egymással egy kölcsönösen elfogadható p-1. Az erre vonatkozó egyezség 
után a (8)-beli Dn(p) ár már igazságos.

Egy szentpétervári játéksorozat a teljesen aszimmetrikus kockázatvállalás 
mintapéldája: egyenlőség nincs, de igazság még lehet!
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1. Bevezetés

Előadásom a hidrodinamika mikroszkopikus elméletéhez kapcsolódik, 
melynek célja a gázok és folyadékok áramlását leíró Euler és Navier—Stokes 
típusú egyenletek levezetése bizonyos végső elvek, a klasszikus, illetve 
kvantummechanika törvényei alapján. Euler egyenletei a tömeg, az impul
zus és a teljes energia megmaradását fogalmazzák meg parciális differenciál
egyenletek alakjában. Maxwell, Boltzmann és Gibbs elképzeléseiből kiin
dulva a fizikai elmélet alapjai már a múlt század első felében kialakultak. Az 
elmélet intenzív továbbfejlesztését kezdetben katonai célú kutatások moti
válták, napjainkban a rövid távú meteorológiai előrejelzés javításának igé
nye a fő hajtóerő. Megjegyzésre érdemes, hogy az első számítógépeket — 
Neumann János irányításával — hidrodinamikai egyenletek numerikus 
megoldására is használták, és ezek a kísérletek számos alapvető elméleti fel
ismeréshez is elvezettek.

A matematikai módszerek szintjén C. Morrey [Mor55] nevéhez fűződik 
az első és utolsó olyan próbálkozás, melynek célja Euler egyenleteinek a 
klasszikus mechanika Newton-féle elveiből történő levezetése. Szigorúan 
egzakt eredmények ugyan nem születtek, de többé-kevésbé világosan kör
vonalazódtak annak az eljárásnak, az ún. hidrodinamikai határátmenetnek az el
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vei, ami a fizikai és a matematikai elméletet kapcsolja össze. Az a banális ész
revétel, hogy az anyag igen kis darabjai is rendkívül sok gyorsan mozgó ré
szecskéből állnak, és így a termodinamikai egyensúly kialakulásához vezető 
folyamatok nagyon gyorsan lezajlanak, a matematika nyelvén a következő
képpen fogalmazható meg. Mivel a „nagy” és a „gyors” szavakat nem hasz
nálhatjuk, azt mondjuk, hogy bármely (makroszkopikus méretű) térrésznél 
végtelenhez tart a benne lévő részecskék száma, tehát a szomszédos részecs
kék távolsága, és a mikroszkopikus események (ütközések) között eltelő idő 
egyaránt nullához konvergál. Ezt a tényállást rövidesen formalizáljuk.

A hidrodinamikai határátmenet végrehajtása egyáltalán nem könnyű, 
még a célobjektum, a levezetendő parciális differenciálegyenletek elmélete 
sem teljes. Bár az általános fizikai elmélet klasszikus (differenciálható) meg
oldásokról szól, jól tudjuk, hogy — bizonyos speciális esetektől eltekintve — 
lökéshullámok vagy még bonyolultabb formációk alakulnak ki, amelyek a 
megoldás folytonosságának megszűnésével járnak. Mivel T>t p + div/  = 0 
alakú megmaradási elvekről van szó, kézenfekvő a gyenge megoldás fogalmának 
bevezetése, de ezek létezése is problematikus. Még nehezebb a gyenge 
megoldások egyértelműségének kérdése, a fizika szempontjából legérdeke
sebb hiperbolikus esetben a kezdeti érték a hozzátartozó gyenge megoldást 
nem határozza meg, még valamilyen entrópia-elv is szükséges a fizikailag re
leváns megoldás kiválasztásához. Erre a jelenségre és következményeire 
Lax Péter [Lax57, 71, 73] hívta fel a figyelmet, különösen bonyolultak az 
egynél több egyenletből álló hiperbolikus rendszerek. Az eredmények túl
nyomó többsége egydimenziós fizikai térre korlátozott, lásd például a 
[Smo94], [Ser99] és [BreOO] monográfiákat.

A megmaradási elvek tényleges levezetéséhez elsősorban a fentebb már 
említett lokális termodinamikai egyensúly kialakulásának mechanizmusát kel
lene megérteni. Amint azt S. R. S. Varadhan és társai [GPV88] megmutat
ták, végső soron ez annyit jelent, hogy a végtelen fizikai térben definiált 
mikroszkopikus dinamika minden eléggé „reguláris” és a tér eltolásaival 
szemben is invariáns stacionárius mértéke a statisztikus mechanikából is
mert Gibbs-állapotok szuperpozíciójaként állítható elő. Ez az állítás olyany- 
nyira erősebb a nevezetes és szintén tisztázatlan ergodikus hipotézisnél, hogy 
tisztán mechanikai rendszerek esetében matematikai tételként valószínűleg 
nem is igaz. Emiatt a mintegy húsz éve megkezdődött matematikai kutatá
sok sztochasztikus modellek vizsgálatára szorítkoznak: a véletlenség mester
ségesen beépített mechanizmusa garantálja a lokális egyensúly létrejöttét. 
H.-T. Yau vette észre, hogy ez elegendő is, feltéve, hogy a makroszkopi
kus megoldás sima, lásd [Yau91], [OVY93], Parabolikus egyenleteknél ez a
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nemlineáris esetben is nyugodtan feltehető. A hiperbolikus problémák 
sokkal bonyolultabbak, nem kerülhetjük meg a parciális differenciálegyen
letek szintjén is felmerülő nehézségeket. Nyilván nem meglepő, hogy ezek 
megoldásához a valószínűségszámítás és a parciális differenciálegyenletek 
elméletéből megismert módszerek egyfajta szintézisére van szükség; olyan 
általános módszert ismertetünk, amely a lökéshullámok megjelenése után 
is működik. Konkrétabban, a kompenzált kompaktság Tartar-Murat-féle el
méletének, [Tar79], [Mur78] sztochasztikus rendszerekre történő kiter
jesztése a cél; a sztochasztika tudományából a nemgradiens analízis, [Var93] 
és a logaritmikus Szoboljev-egyenlötlenség [Yau97a] [LPY02] a legfontosabb 
segédeszközünk. Mivel a kompenzált kompaktság módszere csak egydi
menziós térben működik, és legfeljebb két megmaradó mennyiség lehet, 
mi is csak ilyen modellekkel foglalkozunk. A módszer alapelveit a [FriOl] 
könyvecskében fejtettem ki, lásd még a [Fri04], [FT04], [FN06] dolgoza
tokat a www.math.bme.hu/~jofri honlapon.

2. A Hidrodinamikai Határátmenet

Konzervatív rendszer megmaradó mennyiségei térben és időben is arány
lag lassan változnak, míg a többi gyorsan oszcillál. Ezek szétválasztása és a 
megmaradó mennyiségek makroszkopikus viselkedését leíró parciális dif
ferenciálegyenletek kiszűrése történik a hidrodinamikai határátmenet se
gítségével. A feladat egyszerű, de azért eléggé általános kitűzése a követke
ző. A ^=(^,(í):í >  0, k G Z) mikroszkopikus dinamika az Q : = Ez 
szorzattér valamely jól meghatározott Q() részhalmazában definiált Markov- 
folyamat, ahol G E\ E az K számegyenes, esetleg az R2 sík részhalma
za, véges is lehet. Ez a folyamat konzervatív természetű, vagyis van olyan 77, 
7jk : =g(<%[) megmaradó menynyiség, hogy a 2 *. TJfcW összeg, amennyiben vé
ges, nem függ az időtől. A második megmaradó mennyiséget, ha van ilyen, 
£ jelöli. Fizikai elvek alapján konstruált konzervatív dinamika stacionárius 
(egyensúlyi) állapotai a megmaradó mennyiségek várható értékeivel para- 
méterezhető osztályt alkotnak.

Kompakt tartójú és legalábbis folytonos 1// tesztfüggvények segítségével 
definiáljuk a

R£(y ) :=  T\}/{t,£k)rik(t£a )dt,
feeZ

P£( v / ) : = e 2  J0 ¥Í.t,ek)Ck(tea )dt,
ke X

[41]
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mezőket, ahol az £ > 0 paraméter a hidrodinamikai határátmenet során 
nullához tart; cc = — l a  hiperbolikus, míg a  = — 2 a diffuzív skálázás esetében. 
A skálázás mikéntje természetesen a választott modelltől függ. Azt várjuk, 
hogy alkalmas kezdeti értékeknél teljesül a nagy számok hidrodinamikai 
törvénye: a skálázott konzervatív mezők sztochasztikusan konvergálnak 
valamilyen u = (p, n) determinisztikus folyamathoz,

s t  R e ( v )  =  J~ J1 ¥ ( b x ) P ( b * ) d t >
sí lim Pe (t//) = J“ ti/( t,x )n (t,x )d x  dt,

amit a makroszkopikus (Euler-) egyenletek határoznak meg. Ezek általá
ban nemlineáris parciális differenciálegyenletek, típusuk a skálatörvénytől 
függ. A hiperbolikus esetben dt u + dxf{u) = 0 alakú egyenlet vagy rend
szer, diffuzív skálázáskor pedig dt u = alakú parabolikus egyenletek
várhatók. Ha csak egy megmaradási elv van, akkor azt 77 jelöli, és értelem
szerűen u = p. Az alábbiakban röviden összefoglajuk a fontosabbnak te
kintett eredményeket. Az objektumok és fogalmak pontos definícióját ille
tően kénytelenek vagyunk a [KL99] monográfiára hivatkozni, de a 
következő szakasztól kezdve, a konkrét eredmények ismertetésekor jófor
mán csak elemi előismereteket tételezünk fel.

A hidrodinamika mikroszkopikus elméletének első matematikai ered
ményei hiperbolikus problémákkal kapcsolatosak. Boldrighini, Dobrushin 
és Sukhov [BDS83] dolgozata az egydimenziós merqv golyók hidrodina
mikáját írja le; ez a tisztán mechanikai modell az explicit módon tárgyalha
tó ideális gázra redukálható, és végtelen (kontinuum) sok egyenlethez ve
zet. H. Rost [Ros81] modellje, az aszimmetrikus kizárások folyamata (ASEP) 
speciális kezdeti konfigurációból indulva ritkulási hullám kialakulásához 
vezet. Általános módszerek eddig csak diffuzív modellek vizsgálatát tették 
lehetővé, lásd a [Fri87b,87c] és [GPV88] cikkeket a kezdeteket, míg a 
[Var93] és [VY97] dolgozatokat a módszerek fejlődését illetően. A hidro
dinamikai nagy számok törvénye a nagy eltérések és a fluktuációk leírásá
val egészíthető ki, lásd például a [DV89], [QY98], illetve a [BR84], 
[CY92], [CLOOl] dolgozatokat. A [Spo91], [MP91] és [KL99] monográ
fiák jó  áttekintést adnak a nyolcvanas és a kilencvenes években végbement 
intenzív fejlődésről, aminek eredményeképpen a hidrodinamikai határát
menet elmélete a sztochasztika egyik húzó ágazatává vált.

A diffuzív skálatörvényű modellek tárgyalhatósága nemcsak a makrosz
kopikus egyenlet regularitásának köszönhető, hanem annak is, hogy ilyen
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kor a rendszernek több ideje van önmaga megszervezésére, a lokális ter
modinamikai egyensúly létrehozására. Ez teszi lehetővé alapvetően hiper
bolikus modellek diffuzív skálázását olyankor, amikor a kezdeti állapot va
lamelyik egyensúlyi eloszlás térben inhomogén, kis perturbációja, lásd a 
[MEL89], [EMY96], továbbá a [LOY97] és a [QY98] cikkeket az in- 
kompresszibilis Navier—Stokes egyenlet levezetéséről. Ennek általában 
nincsenek klasszikus megoldásai, a gyenge megoldás egyértelműsége sem 
teljesül.

Sokkal kevesebb ismeretünk van a hiperbolikus skálázás témaköréből, 
szinte valamennyit fel tudjuk sorolni azok közül, amelyek nem tételezik fel 
a makroszkopikus megoldás simaságát. Az ASEP modell vizsgálatát [BF88] 
folytatta, majd [Rez91] és [Sep98] tették teljessé, annak igazolásával, hogy 
a skálázott konzervatív mező (csak egy van, a részecskék száma) a 
dtp + cdx( p — p2) = 0 Burgers-egyenlet egyértelműen meghatározott entró
pikus megoldásához konvergál. A parciális differenciálegyenletek elméleté
ből [Rez91] N. Kruzkov [Kru70] eredményét használja, [Sep98] pedig a 
Burgers-egyenlet E. Hopftól [Hop50] származó megoldóképletét teijeszti 
ki a teljesen aszimmetrikus kizárások folyamatára (TASEP). Az ASEP met
rikus és termodinamikai entrópiájának kapcsolatát tisztázza [KosOl], míg 
[Var03] a TASEP nagy eltéréseinek nehéz problémáját is megoldotta. 
A TASEP egyensúlyi állapotainak kis perturbációit vizsgálja [SepOl]. F. 
Rezakhanlou [Rez91] dolgozatának másik érdeme attraktív rácsgázok általá
nos tárgyalása tetszőleges dimenziójú térben. Ez a módszer R. J. DiPerna 
[DiP85] mérték-megoldások unicitásáról szóló tételét használja, emiatt a 
kezdeti feltétel a szokásosnál erősebb.

A fenti eredmények mind lényegesen kihasználják a vizsgált modell spe
ciális szerkezetét; egyelőre nem látszik, hogy lehetne őket lényegesen to
vábbfejleszteni. Megjegyezzük, hogy az ASEP és a TASEP is attraktív, de 
további kellemes tulajdonságaik is vannak. Mindegyik modell csak egyet
len megmaradó menynyiséggel rendelkezik, és a skálázott konzervatív 
mező a makroszkopikus egyenlet entrópia-feltétel által egyértelműen meg
határozott, általában nem folytonos megoldásához konvergál. Jellemző a 
parciális differenciálegyenletek elméleti eredményeinek és módszereinek 
kiterjedt alkalmazása.

Mindezek tudatában konkrét célunk olyan módszer kidolgozása, amely 
eléggé általános, nem feltétlenül attraktív rendszerek esetén is elvezet a 
hidrodinamikai határátmenet, vagyis a nagy számok törvényének megérté
séhez. A két megmaradási elvnek eleget tevő rendszerek biztosan nem at
traktívak, de nem csak ezért érdekesek. A legegyszerűbb termodinamikai
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számítások is legalább két mennyiséget vetnek össze, tehát fizikailag értel
mezhető modellnek legalább két megmaradási elvvel kell rendelkeznie. 
A kompenzált kompaktság sztochasztikus elmélete lehetővé teszi egydi
menziós, kétkomponensű hiperbolikus modellek tárgyalását is. Sajnos, két 
egyenlet esetén még nincsenek eszközeink a határfolyamat egyértelműsé
gének bizonyításához, de igen hosszú ideig a parciális differenciálegyenle
tek elméletével is ez volt a helyzet. Újabban A. Bressan [BreOO] olyan kö
zelítő (numerikus) eljárásokat dolgozott ki, amelyek egyértelműen 
meghatározott gyenge megoldáshoz konvergálnak. Az egyértelműség kul
csa az Olga Oleinik [01e57] által megfogalmazott entrópia-feltétel eléggé 
bonyolult általánosítása. Egyszerűbb esetekben ez a rendszer Riemann-inva- 
riánsaira vonatkozó egyenletes, de csak féloldalas Lipschitz-feltétel. Egyál
talán nem világos, hogy sztochasztikus modellek esetében ezt miként kell 
érteni, de azért el kell mondani azt is, hogy a numerikus eljárásokkal ellen
tétben mi nem választhatjuk meg modellünket a legnagyobb hatékonyság 
elve szerint, azt a statisztikus fizika elvei határozzák meg.

3. Problémák és Eredmények

Általános jelölések és feltételek bevezetése után ismertetjük a vizsgált mo
delleket és a kapcsolódó eredményeket. A skálázás adott £ > 0 szintjén ße 
jelöli a t, folyamat kezdeti eloszlását, míg p£lla (<̂ (0): I fe I <  n) változók 
együttes eloszlása. Minden esetben feltesszük, hogy a fX£ mértékekre vonat
kozóan

s t l im e X  <pWr]k (0) = j^ (p ( t ,x )p 0{x)dx dt, 
e-MJ ke Z

(3.1)
sílim £ X ^(e^ )C t.(° )=  P  (p(t,x)7t0(x)dx dt,

e~*° k e l

ahol (p tetszőleges kompakt tartójú folytonos függvény, és a makroszkopi
kus egyenletek w0 = (p0, n0) kezdeti értékei lokálisan négyzetesen integrál- 
hatók. Ha csak egy megmaradó mennyiség van, akkor a második egyenlet 
persze fölösleges. A folyamat valamelyik kitüntetett stacionárius mértékét 
Ajelöli, és feltesszük, hogy a kezdeti eloszlás S metrikus entrópiája exten- 
zív, vagyis van olyan c() konstans, hogy

X [ /Á |á ] := f /> g / ,d A < C o «  V » eN  és £ > 0 , (3.2)
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ahol/[ : = d jl£ J  dX. Ha az E individuális fázistér véges, akkor ez a feltétel 
automatikusan teljesül.

A £-hez rendelt %e empirikus folyamatot a Xc ( fx) = ha
x— £ < ek < x  képlet definiálja, hasonló p£ és ne definíciója 77, illetve £ segít
ségével. A x e folyamat eloszlását Pf jelöli, a Pf osztály feszességét, rész
sorozatok gyenge konvergenciáját illetően a lokális L2(R2) tér gyenge to
pológiájára utalunk.

A dtu + dj[u) = 0 egyenlet u = u(t,x) gyenge megoldásút a

J0~ O u ■¥',) + f ( ll)-Y'x)dx dt + j°^uo(x )\f/(0 ,x )d x  = 0, (3.3)

egyenlet jellemzi, aminek minden kompakt tartójú és folytonosan diffe
renciálható tp tesztfiiggvénnyel teljesülnie kell; \j/\ és y/'x a y/ parciális deri
váltjai. Ha két egyenlet van, akkor u és/vektor, tehát y/ is az. Nem ritka, 
hogy ugyanahhoz az w0 kezdeti értékhez igen sok gyenge megoldás tarto
zik, ezek szelektálására használatos a Lax-féle entrópia-feltétel. Az egyenlet fá
zisterén értelmezett h(ü) és _/(») függvények entrópia /fluxus párt alkotnak, ha 
klasszikus u megoldás mentén dt h(u) + dxJ(u) = 0, vagyis h is megmaradó 
mennyiség. Az entrópia-párokat a V/= V/i V/egyenlet jellemzi, ahol V a 
gradiens képzésének operátora. Valamely u gyenge megoldás entrópia-megol
dás, ha eleget tesz Lax feltételének: konvex h esetén az X h : = dt h + dxJ  ent
rópia-produkció negatív, vagyis

+ dt + \ ^ h ( u x {x))y/(0 ,x)dx  <0 , (3.4)

hacsak & > 0. Szólóegyenlet entrópia-megoldását a kezdeti feltétel egyér
telműen meghatározza, lásd [Kru70] vagy [Ser99].

Lax egyenlőtlenségét a viszkózus közelítés módszere motiválja. A d,ua + 
+ dxf u a) = ocf ua viszkózus egyenlet G> 0 esetén parabolikus, tehát egyér
telműen meghatározott klasszikus megoldásai vannak. Kézenfekvő tehát az 
eredeti egyenlet megoldását a G-* 0 határátmenettel meghatározni; ezt tet
te E. Hopf [Hop50] a Burgers-egyenlettel. Ha most h konvex, é s j a fluxu
sa, akkor

d,h M + M = aAh (w<r) • dl uo = (3 5

= °Ö.v (h' M '  dsuo ) ~ <7 (A2/z (ne ) dxuc ) ■ d*“e-

ahonnan a V2h(u) mátrix pozitivitása miatt (3.4) elég általános feltételek 
mellett következik.

[45]



8 FRITZ JÓZSEF

Amikor csak egy egyenletünk van, akkor az entrópia-párokat jellemző 
J '~  h 'f  egyenlet mindig megoldható. P. Lax [Lax57, 71, 73] mutatta meg, 
hogy két egyenletből álló rendszer esetében V/ = V/rV/(lokális) megoldha
tóságának elégséges feltétele az, hogy a rendszer szigorúan hiperbolikus, va
gyis a V/(h) mátrixnak az u minden értékéhez két valós sajátértéke tartozik.

Rövidesen kiderül, hogy modelljeink szerkezete feltűnően hasonlít a 
viszkózus közelítés sémájára. A mikroszkopikus folyamat generátora min
dig C = £ 0 + oQ alakú, ahol Q szimmetrikus az egyensúlyi mértékekre vo
natkozóan. Kedvező esetekben még az is igaz, hogy a megmaradó meny- 
nyiségek terében Q (diszkrét) elliptikus operátorként hat. Érdemes 
szemügyre venni a skálázás után nyert

Ce : = e~]C = e"’£ 0 + (eő){e~2Q)
egyenletet, amelyben —£-1Éjfelei meg a viszkózus közelítés elsőrendű dfl 
e~Q pedig a másodrendű dpi tagjának. A határátmenet során cr függhet az 
£ paramétertől, de a makroszkopikus viszkozitás £cr(£) együtthatója nyilván 
eltűnik, amint £ ->• 0. Nemcsak technikai okok miatt látszik nélkülözhetet
lennek az £cr(£) -*■ + oo ha £ -*• 0 feltétel, erről később még lesz szó.

Jelölje most már V a konzervatív mennyiségeket, vagyis Tk = rih, ha csak 
egy, = (j)k, £fe), ha kettő van belőlük. Alakját tekintve É(lFt = 
ahol í> a mikroszkopikus fluxus. Azt kell megértenünk, hogy a hidrodinami
kai határátmenet során elvégezhetjük a

A) X eL’Vfr.efe) • A (t/£)dt**e1Z  } > ;  (*,£*) • (t / e)df«A-gZ U H-gZ ü /o

= £ X ' /(A  (*.**))* = O K  (t,ek) ■ f(u)dx dt

helyettesítéseket, ahol <£> a szokásos tesztfuggvény, u a makroszkopikus 
megoldás, ü£ pedig a F konzervatív mennyiségek alkalmas átlagolással ké
pezett empirikus folyamata, lásd később. Az első lépés triviális, a másik ket
tő komoly megfontolást igényel.

3.1.  Sztochasztikus oszcillátorok

Fizikai alapon jól értelmezhető, Ginzburg-Landau típusú modell, lásd 
[HH77], Éppen ezért egyáltalán nem meglepő, hogy a leginkább kívánatos 
eredmények bizonyítása egyelőre csak ábránd, viszont ez a modell jó  lehe
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tőséget ad különféle problémák illusztrálására. A t;k = {rjk, Q  k E Z, r\k, 
C,k E R koordináták időbeli változását, valamely V : R >— R potenciál segít
ségével, sztochasztikus differenciálegyenletek végtelen rendszere határozza 
meg:

H  = & +, -  í * ) * +<*(*£, + k;_, -  2F ;)d í+

+ sj2o~Tß (dwM  — dwk)

= ( ^ + C t - i 2C j ^ +   ̂ ^

+ ^ 2 ö  / ß(dwM -d w k_]),

ahol V'k : = V'(rik), wkés Miegymástól is független Wiener-folyamatok so
rozatai, ß  > 0 a rendszer fixen tartott hőmérsékletének reciproka, végül cr, 
f f> 0  a mikroszkopikus viszkozitás adott paraméterei. Feltesszük, hogy V" 
korlátos, és liminf V"(y) > 0, amint I y —• +oo. Ekkor a rendszer driftje 
egyenletesen Lipshitz-folytonos az számokkal súlyozott Q2 térben, ahol 
tehát (3.7) diffúziós folyamatot definiál. Látható, hogy 77 és £ egyaránt 
konzervatív, és az egyensúlyi Gibbs-állapotok a z,w  E R számokkal para
méterezett

dK,w ~  n exP (zrk + uPk ~ ß V (rk)~  ßPk / 2 -  F (b, z, w)) drkdpk
ke  Z

szorzatmértékek, ahol

F (ß ,z , w ) log J exp [zr + up -  ßV  (r) -  ß p 2 / 2) dr dp

a szabad energia. Megjegyezzük, hogy rjk egyensúlyi várható értéke p : = 
= = F 'z(ß>z >w)> * ■ = K,w(Q  = Fz(ß’z ’w) = w /ß • továbbá parciális
integrálással Xz w( V'ß = z/ß .

A determinisztikus o  = ö= 0 és V" > 0 esetben tisztán mechanikai rend
szert kapunk: (3.7) egydimenziós, nemlineáris hullámegyenlet diszkretizált 
változatának tekinthető, ahol T] deformációt, £ pedig impulzust jelent. 
Pontosabban, a hanghullámok dtp = dx7t, dtK = dx V'(p) izentropikus 
egyenletéről van szó, amit [DiP83a] tárgyal. Sorsdöntő észrevétel, hogy az 
így megválasztott közelítő eljárárás nem konvergál, lásd [Lax88], [FriOl], 
Amint azt az első számítógépes kísérletek is megmutatták, hiperbolikus 
egyenletek numerikus algoritmusait elliptikus tagokkal kell stabilizálni, lásd 
[Lax57], [LW62], [DiP83a], A mi esetünkben ez a G, <7> 0 és ß = +00 félté -
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teleket diktálja, de nincs olyan eredmény, amiből pont ennek az eljárásnak 
a konvergenciája következne.

A másik szélsőség a a  -  a j e  és ä  = d0/e, <70, cr0 > 0 választással kapott 
gyengén aszimmetrikus feladat, lásd a [Gär88], [KOV89] és [Dit92] cikkeket 
a kizárásos folyamatokról. Ha V  szigorúan konvex, és ß -  +oo, akkor a 
probléma tisztán parabolikus, és így [Fri85] módszerével igazolható az eljá
rás konvergenciája; a makroszkopikus egyenletek dtp -  dxn + o0dx V'(p) és 
dyz -  dx V\p) + ö{)dx7t. Hasonló, de sokkal nehezebb a sztochasztikus 
0 < ß< +oo eset tárgyalása. Az első általános módszert, a [Fri87b,87c] dol
gozatokban kezdeményezett parabolikus perturbációszámítást [FM88] ter
jesztette ki gyengén aszimmetrikus feladatokra. A fenti eredmény úgy mó
dosul, hogy a V  függvényt a V'k = V '{t]ß változók egyensúlyi várható 
értékével kell helyettesíteni. Mivel p = F'z értéke nem függ te-tői, definiál
ható az F'z(\3,-) függvény Sp(ß,-) inverze, és V'(p) helyére (l/ß)Sp(ß, p) ke
rül. Megjegyezzük, hogy [GPV88] módszerével a degenerált ö0 = 0 eset is 
tárgyalható.

A fizikai szempontból legérdekesebb eset az, amikor 0 < ß < +oo, cr= 0, 
és <7 > 0 értéke nem függ e-tól. A lokális egyensúly elvén alapuló formális 
számolással a nemlináris, dtp = dxn, dtn= (l/ß) dx S'(ß, p) izentropikus hul
lámegyenletet kapjuk a hidrodinamikai határátmenet eredményeként. 
[Yau91] módszerével a határátmenet elvégezhető, feltéve, hogy a makrosz
kopikus egyenletnek az adott kezdeti értékhez klaszikus megoldása van, lásd 
[FriOlj. A lökéshullámok problémája megoldatlan — a következő szakaszok
ban egyszerűbb, de messze nem triviális feladatokat ismertetünk.

3.2.  Aszimmetrikus Ginzburg—Landau modellek

Az oszcillátorokhoz hasonló, szintén potenciállal és sztochasztikus diffe
renciálegyenletekkel adott modell. Egyetlen megmaradó mennyiség van, 
maga a £ = 77 konfiguráció. A potenciál V(y) = U(y) + y2/ 2 alakú, ahol U, 
U', U” egyaránt korlátos; ez a feltétel garantálja a logaritmikus Szoboljev- 
egyenlőtlenség érvényességét, lásd [LPY02], A sztochasztikus dinamika 
egyenletei:

d \  = \ ( v G - v ’M  )dt+

+a(e)(F;_i + f;+1 -  V') dt + p a ( e )  (dwfc_ , - d w k),
(3.8)
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ahol l~lh E R, V'k = : V '(t)k) ,  wk , k E Z független Wiener-folyamatok soroza
ta, és a mikroszkopikus viszkozitás cr(e) > 0 együtthatója a skálázás során 
úgy tart végtelenhez, hogy eo2(é) -* + oo, de ecr(e) 0, amint £ — 0. Ezt a 
folyamatot is exponenciálisan súlyozott f2 térben definiáljuk, generátora 
C = jC0 + o(é)Q alalakú, ahol

£<& := “ l K - r C ) ^
2  ke Z

és <9fe(p: = d(p/dr)k. A Ginzburg—Landau formalizmusból adódóan az egyensú
lyi Gibbs-állapotok olyan Xz, egyparaméteres osztályt alkotnak, hogy
a Xzszorzatmérték marginális Lebesgue-sűrűsége gz(y)'. = exp(zy— V(y)—F(z)), 
ahol

F(z):=  log exp (zy ~ V {y ))  dy.

Mivel p: = Xz(rik) = F'(z) és Xz( Vk) = z, a makroszkopikus egyenlet 
várható alakja dp + dx S'(p) = 0, ahol S' az F' inverze, vagyis 
S{p) = sup2{zp—F^z)}. Ha a ^potenciál konvex, akkor (3.8) összehasonlítá
si elvnek tesz eleget, vagyis a modell attraktív. Az első eredmény, amely nem 
feltétlenül attraktív modell hidrodinamikai viselkedését írja le, a következő 

TÉTEL: A korábbi feltételek mellett a pe empirikus folyamat eloszlásasainak 
P e, e > 0 osztálya feszes, és minden torlódási pontja a dtp + dx S'(p) = 0 egyenlet 
gyenge megoldásainak halmazára van koncentrálva. Ha a Vpotenciál szigorúan 
konvex, akkor ez a halmaz a kezdeti érték és az entrópia-feltétel által meghatáro
zott egyetlen p(t, x) gyenge megoldásból áll, vagyis

st lim R e ((//■) = Jo ij/( t,x )p (t,x )d x  dt

minden kompakt tartójú folytonos Ofüggvénnyel teljesül.
A  teljes bizonyítás a [Fri03] dolgozatban található. A p makroszkopikus 

megoldás egyértelműségéhez V  konvexitása azért kell, mert a Qr\k = 
= V'M  + V f x—2 V'k viszkózus stabilizátor csak ilyenkor elliptikus; nem az 
attraktivitás a fő, lásd [FN03]. A bizonyítás módszerét, ami előadásom lé
nyege volna, az utolsó szakaszban ismertetjük.
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3.3.  Rácsgázok

Számos olyan diszkét modell ismert, amelynek egynél több megmaradó 
mennyisége van, lásd [Qua92], [EMY96], [FriOl], [TV03], [FT04]; mind
egyikük bolyongó részecskék különféle kölcsönhatásait írja le. A részecs
kék típusát a szabad mozgásuk (a bolyongás) átlagos sebessége jellemzi, a 
kölcsönhatás legegyszerűbb formája a kizárás mechanizmusa: foglalt helyre 
nem szabad ugrani. [EMY96] és [FriOl] sejtautomata jellegű példáiban egy 
rácspontban egyszerre több, különböző típusú részecske is ülhet, és az üt
közés olyan átrendeződést eredményez, amelynél a részecskék száma és a 
sebességeik összege nem változik. Szomszédos rácspontokba ellentétes se
bességgel érkező részecskék ütközése a cseréjüket jelenti. A párkeltés és 
megsemmisítés mechanizmusa szintén szomszédos rácspontoknál hat, ellen
tétes sebességű párok létrehozásához, illetve eltüntetéséhez vezet, vagyis az 
impulzust megtartja. A sebességváltás művelete egy részecskét ellenkező se
bességűre cserél ki, amivel megsérti az impulzus megmaradásának elvét. 
Sok ilyen modell képzelhető el, lásd [TV03], [FN06] a pontos definíció
hoz a kölcsönhatás egyes elemi műveleteinek rátáit is meg kell adni. Az 
alábbiakban [FT04] példáját ismertetjük.

Az individuális fázistér E = {—1, 0, +1}, vagyis az Q konfigurációs tér £ 
elemei a %k = 0, ±1, k £  Z két irányban végtelen sorozatok. Jelölje Z* a Z 
rács b = (k, k + 1) éleinek halmazát, eped ig  azt a konfigurációt, amely £- 
bői a (ijj, és koordináták felcserélésével keletkezik. A £(<) folyamat gene
rátora £  = C0 + <J{é)Q, ahol a  ugyanaz, mint korábban, míg

A, P(£):=

G<P{Z)- l(<p{rih)-(p{ri)).
ke Z v '

A ct($, b = (k,k + 1) ráta csak a £h = (<̂ „ rendezett pártól függ, érté
ke 1 ha = (1, 0) vagy (0, - 1), = 2 ha £(| = (1, - 1), minden más eset
ben cb(£) = 0. A folyamat egyenúlyi állapotai a homogén szorzatmértékek, 
és így két megmaradó mennyiség van. Az 7]p = 1—̂ J és £],: = —̂választással 
a nevezetes

dtp + dx{np) = 0, dtn  + dx(p + 7T) = 0

Leroux-rendszert kapjuk mint a modell hidrodinamikai viselkedését leíró 
Euler-egyenleteket. [FT04] és [Fri04] alapján állíthatjuk, hogy
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TÉTEL: A z  empirikus folyamat eloszlásai feszes osztályt alkotnak, és minden 
határeloszlás a Leroux-rendszer entrópikus megoldásainak halmazára koncentrált.

Ez az első olyan eredmény amely kétkomponensű hiperbolikus modell 
hidrodinamikai viselkedését tárgyalja. Hiába igazoltuk azonban Lax Péter 
entrópia egyenlőtlenségét, két egyéniétől álló rendszer esetén nem tudjuk, 
hogy ez elegendő-e a gyenge megoldás egyértelműségéhez.

4. A Kompenzált Kompaktság Módszere

Röviden vázoljuk a hidrodinamikai nagy számok törvénye levezetésének 
főbb gondolatait. [GPV88] óta tudjuk csak igazán, hogy az okoskodás kul
csa bizonyos mikroszkopikus és makroszkopikus átlagok ekvivalenciája. 
Ennek megértéséhez tetszőleges ak(t) mikroszkopikus folyamat és / >  1 
szám esetén legyen

1
o ej M  := -  1 1 eJ (e k - x ) a ,  (t / e), (4.i)

/ fceZ v '

ahol 1 , a (-el, 0] intervallum indikátora. Például, p£ = rj£,, V'ej az 
CCk(t) = V'(Tjk(t)) folyamatra utal,ue l: = f £;. Az első lépés, ami a hiperboli
kus megmaradási elvek elméletében nem lehetséges, a mikroszkopikus flu
xus <2̂  (átlagának helyettesítése a makroszkopikus fluxus/(wEÍ) folyamatával, 
amint e -* 0, majd l -* +oo. A 3.2 szakasz példájában ez lényegében a 
A2(Pj[) = S'(p) hacsak p = Xfrili) azonosságnak köszönhető, általában azt 
mondjuk, hogy a makroszkopikus fluxus a mikroszkopikus fluxus (kanoni
kus) egyensúlyi várható értéke. Az (3.6) egyenletben ez a második lépés 
igen általános feltételek mellett elvégezhető, lásd [GPV88]. Azt se nehéz 
megmutatni, hogy az üe (empirikus folyamat eloszlása feszes a lokális L2(Pf) 
tér gyenge topológiájára vonatkozóan, de az/(w£/) ~ f(u) helyettesítéshez 
ez persze kevés, erős konvergenciát kell megállapítani. Diffúzív skálázás
kor, vagyis a C ~ l / £  esetben érvényes [GPV88] két-blokk 
becslése: ü£ l ä  m£(5/£ amint £ -<■ 0, majd / — +oo, végül 8 -* 0. Hiperbolikus 
skálázásnál ez a becslés l = o(\/é) helyett csak az

l = o[s!a  I fi)

sávban működik, valami mást kell kitalálni. Ez a mértékmegoldások kom
penzált kompaktságának sztochasztikus elmélete.
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Jelölje 0  az E fázistér É konvex burkán adott valószínűségi mértékek 
olyan 0 = {6lx : (t, x) G R ,+} osztályainak halmazát, hogy 0(r(l n i2) lokáli
san integrálható. Azt mondjuk, hogy 0 G 0  a dlu + dxf(u) = 0 egyenlet 
mérték-megoldása, ha

íoíZoí-EGt.x (dH){u V '( t^ )  + f{u )-ll/'{ t’x ))dx *  = 0, (4.2)

minden olyan y/ tesztfüggvénnyel teljesül, melynek tartója az R2 belsejé
ben fekszik. A lokális L2(R2) tér minden u eleme reprezentálható a 0  tér
nek azzal a 0 elemével, amit 0t x : = őu(l x) definiál; itt <5 a Dirac-mérték. 
Ugyanakkor minden 0 G 0  elem azzal az me mértékkel azonosítható, amit 
dmg -  dt,dx, 6tx{du) határoz meg az R 2 x £  téren, tehát a 0  halmazt ellát
hatjuk a mértékek gyenge topológiájával. Mostantól kezdve az empirikus 
folyamat eloszlását ezen a téren képzeljük adottnak, vagyis az empirikus fo
lyamat realizációit az R2 x £  téren adott mértékekként azonosítjuk. Ez 
azért jó, mert a 0  térben a relatív kompaktság feltétele egyszerűen a mér
ték lokális korlátossága. Ezt könnyű ellenőrizni, rengeteg sztochasztikus 
modellről tudjuk, hogy az üel empirikus folyamat határeloszlásai a mak
roszkopikus egyenlet (rendszer) mérték-megoldásainak halmazán koncent
rálódnak. Az igazi gond annak megmutatása, hogy valamely mérték-meg
oldás egyben gyenge megoldás is; a fordított állítás triviális. A 6 G 0  
eloszláscsalád két entrópia-pár, (ht, _/,) és (h2,J2) vonatkozásában akkor ren
delkezik a Tartar-faktoriáció tulajdonságával, lásd [Tar79], ha majdnem min
den (t,x) G R2 esetén

(V /2) ~ ( M i ) = (A,) K ,  (*2) (J ,)- (4.3)

Ha csak egy egyenlet van, akkor a h] = u,J] =/(n) és h2 =/(»), Jí 
lasztással könnyű megmutatni, hogy minden Tartar szerint faktorizálódó 
mérték-megoldás gyenge megoldás is, feltéve, hogy az /  függvény gráfja 
nem tartalmaz egyenes szakaszt. A Leroux-rendszer esete hasonló, bár bo
nyolultabb, lásd [Ser99], általános tételeket R. DiPerna [DiP83a, 83b, 85], 
[Che91] és mások bizonyítottak. Eszerint azt kell igazolnunk, hogy a mér
tékként értelmezett empirikus folyamat határeloszlásaira nézve a (4.3) 
egyenlet elég sok entrópia-párral teljesül; ezután már a hiperbolikus meg
maradási elvek elméletének eredményei alkalmazandók, amennyiben azok 
tényleg rendelkezésre is állnak.

A (4.3) Tartar-faktorizáció bizonyítása a Lax-féle X = dt h + dxJ  entrópia
produkció funkcionálanalitikus tulajdonságaira épül. Valamely <p valós függ
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vény egyenletes normáját ||<p||, Lf normáját ||<p|| jelöli, ||j|+ a H+1(R2) tér nor
mája, ||<j£>||2: = MI22+R<Pll2 + \\dx(p\\22, végül H_j(K2) a H+|(R2) duálisa L2(R2)- 
re vonatkozóan.

Tartar és Murat tételének egy változata a következőképpen mondható 
ki: Legyen u£ G L2(R2), e> 0 olyan, hogy /z,( u£), h2(uj, J2(uJ mind
korlátos L ;(R2)-ben, ahol p > 2, továbbá

x , . r - 9 A ( * 0 + 3 J , ( * Ü = L .e + z « .

ahol Z- e korlátos a mértékek terében, T  £ pedig eltűnik H ^R ^-ben . Ha 
0 G 0  az we torlódási pontja a 0  topológia értelmében, amint £ —>• 0, akkor 
0 eleget tesz a (4.3) faktorizációs tulajdonságnak, lásd [Tar79, 83], [Mur78] 
vagy [Hör97].

Ha (hv Jj) és (h2,J 2) entrópia-párok, akkor a tétel feltételei a viszkózus 
közelítés keretei között könnyen igazolhatók, lásd (3.5). Az állításnak lo
kalizált változata is van, ami az eredeti publikációkban is megjelent.

Tartar és Murat tételének sztochasztikus változatát a következő formá
ban használjuk, lásd [FriOl, 04], [FT04]. A szokásos ü empirikus átlag bizo
nyos technikai okok miatt nem felel meg igényeinknek, ezért tetszőleges a  
folyamat á  skálázott átlagát

l
á e (*.*) ~  -ATT I  Wk ~ x 1 £H ( £)I+ 1 £)/ ( £ j I'gZ

definiálja, ahol |x|+az x G R szám pozitív része, és az 1(e) blokkméretet úgy 
határozzuk meg, hogy

limsup < +oo és lim ^ - 0, (4.4)
e->o F el (e) £->0 a (e )

Mivel eo(é) — 0 és ecr(e) — +oo amint e -* 0, vT/ e  -  o(/), az e 1/2-nél
kisebb blokkokról semmit sem tudunk majd mondani.

Az entrópia-produkció mikroszkopikus változatát ű£ : = f e segítségével

X £ ( x f / , h )  : =  j Z ( h { ü e ) v / l ( t ’ x )  +  j ( “ e ) v ' x ( t , x ) ) d x  á t  (4.5)
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definiálja. Mivel *F tartója az IRj belsejének kompakt része, parciális integ
rálással

x e (v ,h )  = Me (yr,h) +
\ .  .  (4-6) 

+ -  O l  V  ('’X) (Lh (Üe ) + 6 a.v j  (üe )) dx dt

adódik, ahol Me martingái szerinti sztochasztikus integrál. Tartar és Murat 
nyomán kidolgozott segédeszközünk a következő lemma, ahol (hv J,) és 
(h2, J2) korlátosán differenciálható entrópia-pár, tf> kompakt tartójú teszt- 
függvény, és rendelkezésre áll a már említett Xf:(T,h) = Ye(*F,h) + Z c(T,h) 
felbontás.

LEMMA: Tegyük fel, hogy £ > 0 és i -  1,2 esetén

M </>)\\v\lés |z e (^ ,/i,.) |< ße (0 ) M ,

ahol A e és Be nem függ az általános (p tesztfúggvénytöl. Ha ||0|| || üe\\2 < Be(<j)), 
továbbá E Af(j)) -* 0 és limsup E A e((j)) < +oo, amint e -* 0, akkor az űEfolyamat 
eloszlásainak osztálya feszes a 0  téren, és (4.3) minden határeloszlásra vonatko
zóan majdnem biztosan igaz.

Nem annyira a lemma bizonyítása, mint inkább a feltételek ellenőrzése a 
nehéz. Az ergodikusság követelménye miatt a mikroszkopikus dinamika 
szintjén extra konzervatív mennyiségek nem lehetnek jelen, emiatt a h(üE) 
entrópia is a gyorsan változó mennyiségek körébe tartozik. Azt a kiátlago- 
lódási jelenséget, hogy az entrópia oszcillációját a fluxusa kompenzálja, lo
garitmikus Szoboljev-egyenlőtlenség segítségével tudjuk bemutatni. Érde
kes, hogy a spektrális rést használó becslés itt nem segít. Konkrét számolás 
mutatja, hogy a h változását megadó sztochasztikus egyenlet martingái ré
szének 0 (ct/ / 3£) a kvadratikus variációja, míg 0(1/a) az entrópia-produk
ció kritikus komponensének tekinthető £ 0 h + dxJ  tag járuléka, aminek el 
kell tűnnie. Ezek összevetéséből kapjuk az £cr(e) — +oo feltételt. Megje
gyezzük, hogy YE ~  Me, míg Ze főrésze a oQh tag járuléka.

Sok olyan mikroszkopikus modell van, amelyben Tartar faktorizációs 
egyenlete levezethető, ilyen a [FriOl] jegyzetben tárgyalt sejtautomata tí
pusú rácsgázok osztálya is. Nem mindegy viszont, hogy milyenek az 
Euler-egyenletek; csak a szóló egyenlet kellemes, itt még az unicitással 
sincs sok gond. Fizikailag motivált feladatoknál két egyenletünk van, és 
eléggé tipikus, hogy a fázistérben szinguláris pontok, sőt vonalak vannak, 
ahol a V/mátrix sajátértékei egybeesnek. Ilyenkor nehézséget okoz a mér
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tékmegoldás Dirac-tulajdonságának levezetése, vagyis annak igazolása, 
hogy a szóban forgó mérték valójában függvény. Kivételes a Leroux-rend- 
szer, ahol a p + 7T2 = 0 vonal szinguláris pontokból áll, a Dirac-tulajdonság 
mégis (elemi módon) igazolható. A hiperbolikus megmaradási elvek el
méletében ezt a nehézséget a kezdeti érték olyan pozitívan invariáns hal
mazokra történő megszorításával kerülik meg, amelyek szinguláris pontot 
nem tartalmaznak. Pozitívan invariáns halmazok konstruálása általában a 
Riemann-invariánsokra vonatkozó maximumelvre vezethető vissza; sok 
tartalmas példa ismert. Egyelőre nem világos, hogy ez a módszer miként 
vihető át sztochasztikus rendszerekre. Még nehezebbnek látszik a hidrodi
namikai határátmenet egyértelműségét garantáló Oleinik—Bressan kritéri
um ellenőrzése.
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Kiss Elemér
AZ MTA KÜLSŐ TAGJA

BOLYAI JÁNOS,
A 20. SZÁZAD MATEMATIKUSA

Elhangzott 2001. decem ber 19-én

M indenekelőtt szeretném megköszönni a Matematikai Osztály min
den tagjának, személyesen Császár Ákos és Győry Kálmán profesz- 

szor uraknak az MTA külső tagságára való ajánlásomat. Ez a nagy megtisz
teltetés úgy érzem főképpen a Bolyai János kézirataiban eddig rejtőzködő 
ismeretlen tételeinek feltárásában végzett munkám elismerése. így szemé
lyemen keresztül a kitüntetés Bolyai Jánosnak is szól, aki annak idején nem 
volt a Magyar Tudós Társaság tagja.

Magamat Bolyai munkatársának tekintem, akinek az ő magányában, 
sokszor különböző papírszeletekre rótt munkáit sikerült mintegy 140-150 
év késéssel sajtó alá rendezni.

Nem volt könnyű a 14 000 oldalnyi hagyaték [1] vallatása. Jegyzeteiben 
Bolyai számos új betűt, szót, matematikai szimbólumot használt. Ezekkel 
nehezíti írásai olvasását. Biztosan nem számított társszerzőre. Most mégis 
azzal áltatom magam, hogy elfogadja az én közreműködésemet, és valahol 
csöndesen mosolyog.

Bolyai saját magának jegyzetelt, de mindig azzal a szándékkal, hogy 
gondolatait közzéteszi, mégpedig „szelíd, halavány almazöldszínű papíron”. 
Sajnos ebben főképpen anyagi nehézségei gátolták. Ezek mellett mindig 
kereste a nyelv szép formáját, sokszor panaszkodott amiatt, hogy a Tan 
még nincs tökélyes rendben, kireszelve, fényesítve, mert amint édesapjá

tól!
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nak írja 1844-ben: „ha a helyes nyelvvel az olvasót meg nem barátkoztatta, 
olyan, mint mikor darázsfészekbe nyúl az ember”.

Izgalmas, ugyanakkor sok elégtételt és örömöt szerző feladat a Bolyai 
felfedezések elhelyezése a matematikatörténetben. Az újabban megtalált 
kincseket nyugodt körülmények között sikerült besorolni a tudományok 
történetébe. Ezen a téren számos segítőtársam volt. Elsősorban Győry 
Kálmán elnök úr karolta fel tevékenységemet már a kezdetek kezdetén, és 
igazított el több alkalommal a számelmélet kérdéseiben. Sok értékes infor
mációt kaptam Dénes József és Dénes Tamás matematikusoktól a Bolyai- 
féle bűvös négyzettel és a kriptográfiával kapcsolatban. Nem sikerült volna 
véghezvinnem a munkámat a Domus Hungarica Scientiarum et Artium 
ösztöndíjrendszer többszöri támogatása nélkül. Kérem, fogadják mindany- 
nyian hálás köszönetemet.

Bolyai János 1802 és 1860 között élt. Miért bátorkodunk mégis azt 
mondani, hogy ő a 20. század matematikusa? Úgy gondolom, jogos ezt ál
lítani, mivel számos olyan gondolatot fogalmazott meg, amelyek aztán a 
20. század matematikusainak munkáiban újra felmerültek. A kora által meg 
nem értett tudós felismerései a 20. században értek be. Gondolatai új voltát 
az ő idejében alig néhány matematikus tudta követni.

Hogy az új geometriát nem tudta környezete, hazája befogadni, azért 
nem kell elmarasztalnunk sem a 19. századi Akadémiát, sem az akkori ma
gyarországi és erdélyi tudományos életet. Hisz egész Európában nem csak a 
tudatlanok voltak ellenségei a nemeuklideszi geometriának. Németország
ban Carl Eugen Dühring, Angliában Arthur Cayley, Franciaországban 
Charles Renouvier, Joseph-Luis Francis Bertrand, Oroszországban 
Mihail Vasziljevics Osztrogradszkij és Victor Jakovlevics Bunyakovszkij 
voltak a leghangosabb ellenségei [12].

Ma már köztudott Bolyai a geometriában elért forradalmi felfedezésé
nek hatása a modern matematikai gondolkodás születésére. Geometriájá
nak létrejötte fordulópont az axiomatikus módszer történetében, amely
ben a 20. század matematikája nagy sikereket ért el.

Ismeretes [13], hogy csak a 20. század tudománya tudta megválaszolni a 
Bolyait is foglalkoztató kérdést: melyik geometria valósul meg a természet
ben, melyik geometriai rendszer íija le a fizikai valóságot, mi az, ami meg
határozza a tér szerkezetét. A választ Albert Einstein fejtette ki 1915—16-ban 
az általános relativitáselmélet keretén belül. Az elmélet alapgondolata, hogy 
a tömegek környezetében a tér geometriája megváltozik. Ezt a gondolatot 
csírájában már B. Riemann kimondotta, de Bolyai János, amikor kijelenti, 
hogy „...a nehézkedés törvénye szoros összeköttetésben mutatkozik az űr termé-
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szetével, valójával...” többet mond, mint Riemann. Csaknem egy évszázad
dal az általános relativitáselmélet előtt mintegy megsejtette az elméleti fizika 
későbbi nagy lépését, a gravitáció és a tér geometriája közötti összefüggést.

Bolyai János matematikai zsenijét azért szoktuk csodálni, mert Euklei- 
dész óta 2000 év leforgása után ő volt az első, aki új geometriát alkotott. 
Ezért emelte a tudománytörténet a halhatatlan tudósok sorába. Az utóbbi 
évtized kutatásai azonban megmutatták, hogy ő egy sokoldalú tudós, egye
temes matematikai géniusz volt. A geometria mellett a számelmélet nagy 
problémáiban, valamint az algebrai egyenletek megoldhatóságának kérdé
sében is kora matematikai kutatásának élvonalában haladt, olykor évtize
dekkel előzve meg más nagy nevekhez fűződő felfedezéseket. Elmondhat
juk, hogy nem geometriai eredményei is sok esetben csak a 20. században 
értek be. Bolyai János a kezdeményezője lehetett volna ezeknek a mate
matika történetében, ha az általa is ismert folyóiratok valamelyikében kö
zölhette volna azokat.

Vizsgáljuk meg a Bolyai-hagyaték néhány kincsét!
Bolyai János a legtöbbet a prímszámokkal vesződött. Kereste a prímszá

mok képletét. Tudjuk, hogy ilyen formulát, azaz olyan kifejezést, amely 
egész számokból és az n változóból az összeadás, kivonás, szorzás és hatvá
nyozás műveleteinek segítségével épül fel, és amely minden pozitív egész ír
re prímszámot szolgáltat, a 20. században sem talált senki. Amint Laczkovich 
Miklós [9] dolgozatában olvashatjuk, ilyen képleteket csak a feltételek eny
hítésével találhatunk. Bolyai egy időben úgy érezte, hogy szándékát sikerül 
megvalósítania: „nagyra nőtt azon régóta táplált sejtelmem és reményem, miszerint 
egy oly idomot adhatok, mely alatti számok mind prímek... ” — írta.

Ezeket a sorokat valószínűleg akkor vetette papírra, amikor a Mersenne- 
féle számokat, a Wilson- és Fermat-tételeket vizsgálta. A 2"— 1 alakú szá
mokról valóban azt hitte, hogy mind prímek, de hamarosan rájött arra, 
hogy a 2n—1 szám összetett. (Nem ismerte Hudalrichus Regius 1536-os 
észrevételét.)

Sikerült viszont bebizonyítania Farkassal együtt az „oly szép és fontos” 
Wilson-tétel „conversáját”. Nem tudták, hogy ezt a feladatot J. L. Lagrange 
már megoldotta, mivel az általuk jól ismert Disquisitiones arithmeticae-ben 
Gauss különös módon „merőben hallgat” erről. Ám ez a tétel nem szolgáltat 
„excellent és nagyon kényelmes” kritériumot a prímekre.

Ezen a téren legérdekesebbek Bolyainak a kis Fermat-tételhez (ha p 
prímszám, s az a egész szám nem osztható p-vel, akkor cTx = 1 (mod p)) 
fűződő észrevételei. Apja biztatására vizsgálta a tétel fordítottját, miközben 
megjegyzi, hogy „Atyámnak ez az elmés sejtése oly szép és becses”. Milyen
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igaza volt Bolyai Jánosnak! Akkoriban ez a probléma még csak egyetlen 
matematikus agyában merült fel, akinek a nevét nem tudjuk. Bolyai úgy 
vélte, ha ez a bizonyítás sikerrel jár, akkor megtalálta az áhított prímszám- 
képletet. Sikertelen kísérletek után azonban azt találta, hogy

2340 =  1 (mod 341); holott 341 = 11-31,

vagyis felfedezte a legkisebb 2-höz viszonyított pszeudoprím- vagy álprím- 
számot. Erről egy levélben számolt be apjának, amelyben azt is elmondja, 
hogy ezt a számot nem véletlenül, hanem „elmélet” segítségével találta. Az 
„elmélet” egy szép Bolyai-tétel: ha p, q prímszámok, a pedig egy olyan 
egész szám, amely nem osztható sem p-vel, sem g-val, és

<f~] = 1 (mod q), valamint aq~x = 1 (modp), akkor 
űí>‘rl =  1 (mod pq) (1)

a = 2, p = 11 és q -  31-re kapta a fenti ellenpéldát.
A tételhez több megjegyzést fűzhetünk:
a) Ezt a Bolyai kézirataiban szunnyadó „kincset” J. H. Jeans 21 éves ko

rában, a 20. század küszöbén 1898-ban, tehát Bolyai János halála után 40 
évvel újra megtalálta és közölte.

b) A pszeudoprímszámok kutatása nagyobb lendülettel csak a 20. század ele
jén kezdődött meg, és napjainkban is egyre érdekesebb eredményeket találnak 
ezen a téren a matematikusok. Megjelennek a Carmichael-számok. Ezekről 
alig 10 éve, 1992-ben sikerült bebizonyítani, hogy végtelen sok létezik belő
lük. De igen nagy jelentőséggel bírnak a pszeudoprímek és a Carmichael-szá
mok is a kriptográfai alkalmazásokban. Ez is az utóbbi évtizedek eredménye.

c) E. B. Escott 1907-ben [6], Carmichael 1912-ben [2] szerkeszt olyan 
kongruenciákat, amelyekben szereplő álprímek három törzsszám szorzatai:

<jpír’1 - 1 (mod pqr).

Bolyai ezt a kongruenciát is felírta, bizonyítás nélkül megjegyezve, hogy 
„három tényezőre elég bonyolult lesz”. Kimutatta, hogy

~ =  1 (mod 232 + 1).

Ilyen természetű kongruenciákkal ugyancsak a 20. század elején, 1904- 
ben találkozunk [3],

D. N. Lehmer 1927-ben írt dolgozatában olvassuk a

414 =  1 (mod 15)

kongruenciát [10]. Bolyai ezt a példát sok évtizeddel Lehmer előtt felírta. 
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Ezek a példák is mutatják, hogy az álprímek érdekes történetében Bolyai 
János is fontos szerepet játszhatott volna.

Bolyait foglalkoztatta az összetett számok prímtényezőkre bontása. 
Többek között próbálkozott a 22 + 1 prím vagy összetett voltával, de más 
nagy számokat is szeretett volna „saját módszerével” tényezőkre bontani.

Manapság a számítógépek legismertebb, a számelmélethez kapcsolódó 
alkalmazása a titkos üzenetküldés igényeinek kielégítése céljából a nagy 
prímek keresése, vagyis a prímtesztelés és az ezzel rokon faktorizáció. 
A prímteszteken dolgozó matematikusok figyelme a kis Fermat-tétel irá
nyába fordult [4], mivel az RSA-módszer számelméleti alapja lényegében 
ez a tétel, illetve annak viszonylag egyszerű következménye. De az (l)-es 
összefüggést felhasználva egy olyan eredményt sikerült elérni az RSA-tá- 
madásra, amely nem támaszkodik a prímfaktorizációra [5].

A 20. század matematikusai valósággal versengtek azon, hogy ki tudna 
egyszerűbb bizonyítást adni Fermat azon híres tételére, mely szerint bár
mely 4fe + 1 alakú prímszám előáll két négyzetszám összegeként. Ezek a 
kísérletek D. Zagier 1990-es dolgozatában csúcsosodtak ki, amelyben ő 
egyetlen mondatban bizonyította be a tételt. Dolgozatának is ez a címe: 
Egymondatos bizonyítása annak, hogy bármely p = 1 (mod 4) prímszám két 
négyzet összege [14], Szegedi matematikusok 1999-ben megjelent Matema
tikai problémakalauzukban úgy gondolják, hogy D. Zagier bizonyítása a té
telre a lehető legszebb [8]. Úgy vélem, hogy ha figyelmesen átnéznénk az 
Erdős Pál által oly sokszor emlegetett Nagy Könyvet, akkor ott nem 
Zagier, hanem egy Bolyai Jánostól származó bizonyítást találnánk. Ezt is 
apja kívánságára készítette Bolyai, felhasználva az általa is kidolgozott 
komplex egészek elméletét [7]. Bolyai ezáltal valamennyi 20. századi szer
zőt megelőzte nemcsak időben, hanem egyszerűségben is.

Bolyai János egyik kéziratlapjának közepén ezt olvassuk: „...a zenében 
előforduló, de számtani kérdés: találjunk a 81/80-nál kisebb olyan a/b törtet, 
amelynek számlálója eggyel nagyobb a nevezőjénél és az a valamint b természetes 
számok törzstényezői között csak a 2, 3 és 5-ös prímszámok fordulnak elő. ” A 
feladat megoldása a Bolyai által 1840 körül felírt 3x—2¥ -  1, 2X-3 Y = 1, 
2X—SY = 1 és ezekhez hasonló diofantikus egyenletekhez vezet.

Eugene Catalan francia középiskolai tanár 1844-ben írta a Crelle fo
lyóirat szerkesztőjének, hogy szerinte csak a 8 és 9 lehet szomszédos tel
jes hatványpár, de ezt nem tudja általánosan bizonyítani, más szóval, 
hogy a

s ? - t r = 1 (2)
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egyenletek, ahol az ismeretlenek pozitív egész számok, csak egy megoldása 
van. Ez a Catalan-sejtés [11], amit amint látjuk Bolyai is megfogalmazott 
körülbelül egy időben Catalannal, tehát épp így lehetne Bolyai-sejtés is.

Ez a probléma is alaposan próbára tette a 20. század matematikusait. Ma 
azt tudjuk, hogy a (2) egyenletnek csak véges sok megoldása lehet, isme
rünk explicit korlátokat is a megoldásokra, de ezek túl nagyok ahhoz, 
hogy ellenőrizhessük.

Érdekes színfoltja a Bolyai-iratoknak egy bűvös négyzet.

X y 3b-x-y

4b—2x—y b 2 x + y—2b

x  + y—b 2b—y 2b-x

Ez egy irkalap nagyságú papíron található, ám a szövegből nem tudjuk 
kihámozni, hogy miképpen szerkeszthette meg Bolyai János. Mégis igen 
figyelemreméltó. Ami azonnal feltűnik, hogy csupa betűkből áll a négyzet, 
és hogy benne három változó szerepel: x, y, b.J. Chernik 1938-ban bizo
nyította be, hogy bármely 3-adrendű bűvös négyzet, akár egymás utáni 
számokból áll, akár nem, három változóval megszerkeszthető. A Chernik 
bizonyításában előforduló

k + a k—a—b k + b

k—a + b k k + a—b

k—b k + a + b k-a

bűvös négyzet pontosan megegyezik Bolyai bűvös négyzetével.
Bolyai Jánosnak életében mindössze egyetlen munkája jelent meg 

nyomtatásban: A  tér abszolút igaz tudománya. Pedig amint láttuk még szá
mos dolgozatot, tanulmányt közölhetett volna. Amint már említettük, 
kezdeményezője lehetett volna számos ma ismert problémának. 1840 kö
rül írta: „Ideje már a Tisztelt Olvasót fölvilágosítani s egyszer mindent saját 
Appendixi stílusomon kiadni.” Most, 160 évvel ezután s születésének 200. 
éves fordulójának küszöbén, valóban ideje már zseniális tudósunk minden 
gondolatát felszínre hozni s ezáltal az eddigi Bolyai-portrét átértékelni, tel
jesebbé, színesebbé és igazabbá tenni.

Talán az elmondottak hozzásegítenek ehhez.
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Rónyai Lajos
AZ MTA LEVELEZŐ TAGJA

VÉGES TESTEK FELETTI 
POLINOMOK FELBONTÁSA

Elhangzott 2002. január 23-án

1. Bevezetés

Az algebrai kifejezések kezelésével kapcsolatos feladatok egyike a szorzattá ala
kítás. Ilyenkor a kifejezést, amivel dolgozunk, egyszerűbbek szorzataként állít
juk elő. Ennek a hasznossága nyilvánvaló a matematikával foglalkozó ember 
számára, legyen szó akár házi feladatot megoldó kisdiákról vagy éppen terebé
lyes számításokat végző mérnökről, kutatóról. Az erre szolgáló módszerek -  fel
bontó algoritmusok — kutatása ennek megfelelően hosszú és eseményekben 
gazdag történetre tekinthet vissza. A feladattal már Sir Isaac Newton is foglalko
zott az Arithmetica Universalisbm (1707). Azóta sok kérdésre sikerült megnyug
tató megoldást találni, de vannak szép számmal érdekes, nyitott problémák is.

Az előadás ennek a szerteágazó kérdéskörnek egy kulcsfontosságú eseté
vel, a véges testek feletti egyhatározatlanú kifejezések (polinomok) felbon
tásával, közelebbről az erre szolgáló módszerekkel foglalkozik. Először át
tekintem azokat az alapvető eredményeket, amelyek elhelyezik a feladatot 
a bonyolultsági osztályok térképén, majd a témakörhöz kapcsolódó saját 
eredményeimről fogok beszélni.

A továbbiakban legyen p egy prímszám, q = p , ahol s €= Z+, és jelölje F 
a q elemű testet, F<?[x] pedig az F<; feletti polinomgyűrűt. Ennek az elemei

anxn + alt_jx" 1 + ... + atx  + a0

alakú kifejezések, ahol x a változó, és az a, együtthatók F  ̂elemei.
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A  felbontási feladat bemenete egy/(3c) G  F/x] polinom.
A cél az/polinom

/ = / , v 2f2- / ; ‘ (i)
felbontásának meghatározása (kiszámítása), a h o l/, ... , f kpáronként relatív 
prím, F felett felbonthatatlan polinomok, és ei G Z+. Ismert, hogy/egyér- 
telműen meghatározza az/polinomokat és az e,- kitevőket is.

Példa. Legyen p = 23 és

/(x) = x6 — 3x5 + 8x4 — 1 lx 3 + 8x2 — 3x + 1.

Ekkor, amint arról a tényezők modulo 23 összeszorzásával meggyőződ
hetünk,

f x )  = (x2 -  x + 10) (x2 + 5x + l)(x2 -  7x + 7).

Nem nehéz annak az igazolása sem, hogy az x2 — x + 10, x2 + 5x + 1, 
x2 — 7x + 7 polinomok már nem bonthatók tovább F23[x]-ben.

A felbontási feladatot megoldó módszerek fontos számítási eszközök, 
így az általános célú szimbolikus számítási rendszerek (Mathematica, 
Maple, stb.) mind rendelkeznek is felbontó eljárásokkal. A felbontó mód
szereket különösen gyakran alkalmazzák a hibajavító kódolás és az illeték
telen hozzáféréssel szemben biztonságos kommunikáció, a kriptográfia te
rületén.

2. Az alapmódszerek

Itt összefoglalom a felbontási feladattal kapcsolatos, alapvetőnek — és ma 
már klasszikusnak — számító gondolatokat. A hangsúlyt elsősorban a poli
nom idejű algoritmusok létezésére helyezem, ezen belül eltekintve a pon
tos nagyságrendektől. Egy algoritmus polinom idejű, ha n bitből álló be
menetén legfeljebb rí bitműveletet végez, ahol c > 0 állandó.

2.1.  Négyzetmentes felbontás

Az (1) felbontási feladat könnyen és hatékonyan visszavezethető arra a spe
ciális esetére, amikor a felbontandó/négyzetmentes, vagyis az ^kitevők 
értéke 1. A visszavezetés alapja a következő két tény (az f[x) polinom x 
szerinti deriváltját/ (x) jelöli):
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Ha e(. > 1, akkor/osztója/-nek.
H a /a  nulla polinom1, akkor van olyan ̂ (x) G F [x], mellyel/x) = / ’(x).
Ha tehát/' (x) =  0, akkor/ helyett elég a nála kisebb fokú g felbontásával 

foglalkozni.
Ha pedig/(x) /  0 és ej > 1 teljesül valamelyik i-re, akkor a h(x): = fix), 

f(x))  legnagyobb közös osztó valódi osztója f(x)~nek. Ebben az esetben 
elegendő a továbbiakban h(x) és/ (x)/h(x) felbontását megtalálni.

A g(x) polinom számításakor szükségünk van yp = a alakú egyenletek 
megoldására F -ban, ahol a G F (. Ha q -  ps, akkor ennek az egyenletnek 
y = ap megoldása, ami gyors hatványozással (ismételt négyzetre emelések
kel) polinom időben megkapható. Az (/(x),/(x)) legnagyobb közös osztó 
hatékonyan számítható pl. az euklideszi algoritmussal [4, 6.2. szakasz].

A kétféle egyszerűsítő lépés valamelyike mindig elvégezhető, ha/-nek 
van pozitív fokú négyzetosztója. A továbbiakban felteszem tehát, hogy a 
felbontandó f(x) polinom

/(x) = / ( x ) /2(x) ... f k(x)

alakú, ahol/(x) G  F/x] és (fi(x),fj(x)) = 1, ha i / / .  A cél az/(x) polinomok 
meghatározása.

2.2.  Különböző fokú felbontás

Ennek a számítási fázisnak az eredményeként f-e t felbontjuk

/(x ) = /z,(x)/i2(x) ... ht(x)

alakba, ahol a /(x) G  F jx] polinom i-edfokú felbonthatatlanok szorzata. Ez 
a lépés nem feltétlenül szükséges a kiinduló feladat megoldásához. Mégis 
érdemes megismerkedni vele, mert vannak olyan módszerek, amelyek ha
tékonyan ki tudják aknázni a /  polinomok sajátos szerkezetét. A különbö
ző fokú felbontás kiindulópontja a következő nevezetes, ámde egyszerű 
tény:

2.1. Állítás. Legyen i pozitív egész. A z  xq — x polinom azon F^xj-beli 1 fő- 
együtthatós, az F felett irreducibilis polinomok szorzata, amelyek foka osztója i-nek.

' Véges test felett/1 = 0 akkor is előfordulhat, ha/ nem állandó; erre példa az j[x) = x f  polinom F 
felett.
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Innen természetes út kínálkozik a h;{x) polinomok számítására. Először 
leválasztjuk f -ről a /r,-et, majd sorban a magasabb fokú tényezők szorzatait:

5\ (x) :=AX)> A (x)- = A (*) .** -  x) -
m  : =A(x)/hx(x), _ h2(x) : = (f2(x),xr  -  x),

fj(x) ■ =fH (x)/hj-1 (*). hj(x) : = /(x ) ,x«; -  x).
Ha ittjf(x) konstans, akkor megállhatunk, h-(x) nem ad érdemi új ténye

zőt. A módszert már Gauß is ismerte. Később többen újrafelfedezték, köz
tük Galois is [13, 6. oldal].

Az xq - x  esetleges magas foka miatt az /(x),x? — x) legnagyobb közös 
osztók számítása különös gondot igényel. Az érdemi gondolat itt az, hogy 
az xq modf{x) maradékot gyors hatványozással célszerű számolni.

2.3.  A  Berlekamp-redukció

Elwyn Berlekamptól származik az alapvető meglátás, hogy az F feletti fel
bontási feladat visszavezethető az F^ prímtestben való gyökkeresésre. A kö
vetkezőkben ezt a visszavezetést vázolom.

Legyen tehát a felbontandó/polinom

/ =-/i/2 •••/*> ifi’J) = 1, ha i / /
Ekkor a kínai maradéktétel szerint a

(p : g m o d / -  (g m o d /, ... ,g  mod/,)

leképezés gyűrű-izomorfizmus:

A  : = Fq[x\/(J) s  F / x ] / / )  © ... ® F / x ] / / ) .

Itt a jobb oldalon álló gyűrű testek direkt összege, ezért egy eleme pon
tosan akkor nullosztó2, ha valamelyik komponense nulla. Ebből a (j) izo
morfizmust használva azonnal adódik a következő:

2.2. Állítás. Legyen g(x) £  F [x], A g mod/ pontosan akkor nullosztó az 
A  = F /x ] /(f) algebrában, ha 0 < fok /  jr) < fok/

2 Az R gyűrű egy nem nulla a eleme nullosztó, ha létezik olyan 0 ^  b S  R , hogy aí> = 0.
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Másként fogalmazva: az f  osztóinak keresése egyenértékű az *4-beli nul- 
losztókereséssel.

Legyen

B = { h ( E A: W’ = h}. (2)

A B  az A  algebra (illetve az f  polinom) Berlekamp-részalgebrája. A (j> segít
ségével látható, hogy

B = ¥p® ... © Fp, (3)
azaz a B gyűrű a prímtest k példányának a direkt összege. A B egyfelől elég 
gazdag nullosztókban, másfelől hatékonyan számítható. Utóbbi indoklásá
ul vegyük észre, hogy a h >— hp leképezés Fp-lineáris transzformációja A -  
nak, ugyanis

(fy + K ) P = X
f=0

h \h r  = K + h p, h a /i,,^  e A .

Itt használtuk, hogy
í p \

v  y
= 0 mod p, ha 0 < i < p.

Arra jutunk innen, hogy a B  részalgebrát a (2) formula egy Fp-lineáris 
leképezés (nevezetesen a h ^  hp -  h) magtereként határozza meg. A B  egy 
F^-bázisa tehát hatékonyan -  lineáris egyenletrendszer megoldásával — 
megadható. Legyen ennek a számításnak az eredménye /i(l̂ (x), ĥ 2\x ), ..., 
/i(l;)(x) E FJx], vagyis {/iwm od/(x): i = i,.. . ,k} Fp-bázisa £?-nek.

Mármost (3)-ból kitűnik, hogy ha h E B, akkor

<t> (h) = (av  a2, ... , ak), (4)

ahol ai E F . Ha tehát h nem az 1Begységelem skalárszorosa, akkor h — api B 
nullosztó B-ben (és természetesen *4-ban is). Ezt figyelembe véve a

h{i)- c • l fl, i= 1, ..., fe, c E Fp

elemek valamelyike biztosan nullosztó lesz. Összefoglalva az eddigieket:

2.3. Tétel. (Berlekamp, 1967. [5]) A z  flpc) E F [x] polinom felbontható 
olyan determinisztikus algoritmussal, aminek az időköltsége polinomiális a p, n és 
log q paraméterekben.
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Itt tulajdonképpen azt körvonalaztam, hogy a fenti költséghatáron belül 
/ felbontható két tényező, mondjuk,/, és f 2 szorzatára. A teljes felbontáshoz 
ugyanígy bontjuk tovább az /,/po linom okat.

Az algoritmus időigénye nem polinomkorlátos a bemenet hosszában (ti 
log ej) mérve. Abban az esetben azonban, amikor p kicsi — jelesül, amikor a 
kódelméleti és kriptográfiai alkalmazásokban gyakori p = 2 esettel van dol
gunk —, akkor az időkorlát polinomiális.

A Berlekamp-redukció nagy p esetén is lényegesen -  bár ekkor nem át- 
ütően — egyszerűsíti a feladatot.

2.4. Tétel. (Berlekamp, 1970. [6]) A z  (1) felbontási feladat polinom idejű 
többletmunka erejéig egyenértékű a következő speciális esetével: adott az fx)  E Fp[x] 
polinom, melyre f  (x) I xJ’ — x teljesül; találjuk meg az f(x) gyökeit (¥p-ben).

Legyen ugyanis h = hw a B bázisának olyan eleme, amelyik nem skalár- 
szorosa l ß-nek. Jelölje m(z) E  Fp[z] a h elem B-beli és Fp feletti minimál- 
polinomját. (4)-ből kiolvasható, hogy m(z) éppen a z-aj polinomok legki
sebb közös többese. Másfelől m(z) hatékonyan megkapható: az első 
F -lineáris függést kell megtalálnunk az l B,h,h2,h3,... elemek között.

Az m(z) polinom a tételben előírt szerkezetű, és ha a E Fp gyöke, akkor 
h — a ■ \ ß nullosztó.

2.4.  Gyökkeresés nagy prímtestben

A 2.4. Tételben megfogalmazott feladat megoldására sem ismert determi
nisztikus polinom idejű eljárás. Sokkal többre jutunk, ha segítségül hívjuk 
Tükhét, az eshetőség és a jó szerencse istennőjét:

2.5. Tétel. (Berlekamp 1970. [6]) A z  (t) felbontási feladat megoldható ran- 
domizált polinom idejű algoritmussal.

Az egyik ilyen algoritmust Cantor és Zassenhaus [8] javasolta. Szeret
ném bemutatni ennek a kulcslépését. Legyen p > 2 és h E  B. Ekkor

(j) (h) = (av a2, ..., aj), ahol aj E  Fp.

Innen ( p-1 ü ( Pzl Pl! P- 1 \

Ö h 2 - a f  ,a22 ,. • V
l  ) 1 7
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Ha tehát h a B véletlenül választott eleme (egyenletes eloszlás szerint), 
akkor

/  « _ 1  « _ 1  \  /  \  ti(  p - 1 p - 1 > (  1 Á p - 1
V  = ■ • =  a, 2 ^ 0 = 2

V l  2P )

< ife-1 (5)

ugyanis a vizsgált esemény pontosan akkor következik be, ha vagy minden 
aj kvadratikus maradék, vagy pedig minden ai kvadratikus nemmaradék;

.k
ezek összesen 2 p - í esetet jelentenek. (5) szerint legalább Vi valószí-

P - i

nűséggel igaz, hogy vagy h, vagy pedig h 2 — 1 nullosztó B-ben.

2 .5 . Rekordok és eszközök

Kaltofen és Shoup módszere [19] egyike a legjobb időkorláttal rendelkező ran- 
domizált felbontó algoritmusoknak. Algoritmusuk várhatóan 0(«1,8l:,log q) 
F -beli művelet árán kapja meg a teljes felbontást (n az/po linom  foka). 
További versenyképes véletlen módszereket találhatunk von zur Gathen és 
Shoup [14], valamint Huang és Pan [17] dogozataiban. Az utóbbi műve
letigénye OÍ«1'80533 log q), ha log q < n0,00173.

A determinisztikus algoritmusok közül von zur Gathen és Shoup [14] 
módszere a jelenlegi bajnok. A költsége CT(n2 + ni/2s + ni/2sU2p W2) F beli 
művelet, ahol q = ps.

Fontos kapcsolódó feladat az F test explicit konstrukciója. Itt az F fe
lett irreducibilis n-edfokú polinom megadása a követelmény. A leggyor
sabb (randomizált) módszer Shoup [26] nevéhez fűződik, a lépésszáma

0~(n2 + n log q).

A felhasznált algoritmikus segédeszközök sorában olyan nevezetes eljá
rásokat találunk, mint a Schönhage—Strassen-aritmetika [25], a nyomszá
mítás (pl. Ben-Or [7]), a ritka lineáris egyenletrendszerek megoldására 
szolgáló Lánczos—Wiedemann-algoritmus [28] és a gyors mátrixszorzás 
(Coppersmith és Winograd [9]).
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2.6.  A  feladat bonyolultsága

Érdemes megfogalmazni a felbontási feladat eldöntést változatát. így a 
problémát el tudjuk helyezni a nevezetes bonyolultsági osztályok térképén.

Eldöntendő változat (EV)
Bemenet: f(x) G F [x], f  (x) \ x? — x, a, b E Z, 0 <  a < b < p.
Kérdés: létezik-e olyan d G [a, b] egész, m ely re /(d) = 0 modp?

Nyilvánvaló, hogy EV G NP fi coNP, hiszen az 

/(* ) = (* -« ,)  ... (x -  a j

felbontás alkalmas tanú akkor is, ha (f, a, b) G EV, és akkor is, ha (J, a, 
b) EV az igazság. Sőt, a 2.5. Tétel szerint az/ gyökei megkaphatok ran- 
domizált polinom időben, azaz mind EV, mind a komplementere felis
merhető randomizált polinom időben. Ez pedig annyit tesz, hogy EV a Las 
Vegas nyelvosztályban van.

Az EV nyelv felismerése (polinom idejű többletmunkát nem számítva) 
nem nehezebb, mint a felbontási feladat. Fordítva, ha van egy jó algoritmu
sunk EV felismerésére, akkor [0, p]-ben bináris keresést alkalmazva hatéko
nyan meg tudjuk találni/ gyökeit. Az EV felismerése tehát — a 2.4. Tételt is 
figyelembe véve — polinomiálisan ekvivalens az eredeti felbontási feladattal.

3. Determinisztikus algoritmusok és a G R H

A felbontási feladat megoldható polinom idejű véletlent használó módsze
rekkel. Némelyek közülük a gyakorlatban is igen jó teljesítményt nyújta
nak. Jelenleg is nyitott kérdés ezzel szemben, hogy létezik-e determinisztikus 
polinom idejű felbontó algoritmus. Ilyen módszer még az

x2 — a = 0, a G F^ (6)

alakú egyenletekre sem ismert.
Tonelli [29] eredménye szerint a (6) alakú egyenletek megoldása algorit

mikusán ekvivalens négyzetes nemmaradék keresésével F -ben. Bármilyen 
furcsának és meglepőnek hangzik is, nem ismert determinisztikus polinom 
idejű recept erre a feladatra (ugyanakkor F egy véletlenül választott eleme 
közel 14valószínűséggel kvadratikus nemmaradék lesz).
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VÉGES TESTEK FELETTI POLINOMOK FELBONTÁSA 9

Az Általánosított Riemann-sejtés3 (röviden GRH) feltételezése mellett 
viszont könnyű nemmaradékot találni:

3.6. Tétel. (Bach 1985. [3]) Tegyük fel, hogy a G RH  igaz. Legyen 
m G Z + és H  a Z* multiplikativ csoport valódi részcsoportja. Ekkor létezik 
n E Z +, amelyre n <  2 log" m, és (n mod m) £  H.

Ha tehát a GRH igaz, akkor van kicsi — és ezért könnyen megtalálható 
— kvadratikus nemmaradék. Ennek birtokában (pl. Tonelli módszerével) 
pedig a (6) alakú egyenletek megoldására is van hatékony determinisztikus 
algoritmus.

Az 1980-as évek közepére több hasonló jellegű eredmény született. 
A következő feladatok a GRH-t feltéve megoldhatók determinisztikus 
polinom időben:

1. Az x'1 — uG F  [x] alakú polinomok (ún. binomok) felbontása (Adle- 
man—Manders—Miller 1977. [2], Huang 1985. [16]).

2. Az olyan/E  Z[x] polinomok felbontása F felett, amelyeknek a Q fe
letti Galois-csoportja Abel (Huang 1984. [15]).

3. Tetszőleges f  E F be] felbontása F felett, ha p — 1 sima4 S (von zur Gathen, 
1987. [12]).

4. Adott F esetén F konstrukciója (Adleman—Lenstra, 1986. [1]).
A [21] dolgozatban von zur Gathen tételének egy finomítása szerepel. 

Az 1—2. algoritmusok speciális struktúrájú polinomok felbontására szolgál
nak. A következő állomást az alábbi általános eredmény jelentette:

3.7. Tétel. (Rónyai, 1988. [20]) Legyen f  (x) I x? — x , f o k f -  n. Ha a bi- 
nomokat fel tudjuk bontani determinisztikus polinom időben, akkor f  felbontható 
(«" + log p)°(,) lépésben.

Ahogy korábban már utaltam rá, a GRH feltevése mellett a binomok 
felbontására vannak hatékony algoritmusok.

3 Az Általánosított Riemann-sejtés szerint az algebrai számtestek Dedckind-zetafuggvénycinek a 0 
< Re(-är) < 1 sávban csak a Rc(ír) = 1/2 egyenesen vannak nullahelyei [4, 8.7. szakasz].

4 A sima pontos jelentése itt az, hogy létezik olyan c> 0 állandó, hogy ha r I p — 1, rprím, akkor r
S log p.
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3.8. Következmény. A GRH-t feltéve ffelbontható (nH + log p)OÍV> lépésben.

3.9. Következmény. GRH mellett a korlátos fokú polinomok determinisz
tikus polinom időben felbonthatók.

3.1.  A  3.7.  Tétel bizonyításának vázlata

Nyilván feltehető, hogy n < p, ellenkező esetben Berlekamp determiniszti
kus módszerével kaphatjuk meg/ gyökeit.

A felbontandó/(x) polinom egy szerencsés (U, D) lineáris reprezentációjá
nak konstrukciójára adok polinomiális módszert. Ezen egy az Fp alkalmas F 
bővítése feletti U vektorteret és D : U >-* U lineáris transzformációt értek, 
melyekre teljesül, hogy a D sajátértékei mind gyökei/-nek, és n 1 dimF U.

Az (U, D) pár segítségével hatékonyan vágható az /  polinom. Legyen 
ugyanis g(x) a D karakterisztikus polinomja, és i a legnagyobb egész, 
amelyre/'(x) Ig(x). Ekkor (f, g / f j  valódi osztója f-n ek.

Az (U,D) pár konstrukciója

Legyen r\n prím r f p ,  és F = F  [y], ahol yr = 1, y f  1. Az F az r-edik 
körosztási test F^ felett. A binomok kezelhetőségére vonatkozó feltétel 
miatt F hatékonyan képezhető.

Legyen ezután V : = F [x ] //)  és az A : V ̂  V  leképezés az x-szel való 
szorzás. Jelölje e,, ..., en E V  az A  lineárisan független (és számunkra egye
lőre ismeretlen) sajátvektorait.

Első lépésben képezzük az F feletti ®' V  tenzorhatvány azon W  alterét, 
amelyet az

e. ® e, ® ... 0  e, : ha k f l

alakú tenzorok feszítenek. Ekkor

dimF W -  n(n — 1) ... (n -  r+ 1).

A W  altér (egy bázisa) megkapható ®'V-bö\ a következő leképezések- 

kel:
J i

—7 ® .. .® /® A ® /® .. .® / .
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A w tenzor ugyanis pontosan akkor eleme W-nek, ha benne van az ösz- 
szes £E (i /  j) lineáris transzformáció képterében.

Ezután kellően általános g{x) G F[x] polinommal képezzük W-nek az

f  \
I®- - -® I ®  g ( A ) ® I ® ~ - ® I

V ' 1 ’ )
(7)

lineáris transzformációját. A definícióból egyszerűen adódik, hogy ha a  sa
játértéke £-nek, akkor y a  is az, sőt e tulajdonság érvényes marad az Ek 
hatványokra is, feltéve, hogy (k, r) = 1. Alkalmas ilyen k kitevővel elérhe
tő, hogy az E'= Eh sajátértékei r-hatványrendűek legyenek.

Az E ' : W W leképezés h karakterisztikus polinomja felbontható mint

h = h] h2...hr,

ahol a hjipc) G F[x] polinomok páronként relatív prímek és fokh( = (1 /r) 
fokh. Egy ilyen előállítás — Tonelli [29] nyomán -  binomok felbontásával 
hatékonyan adódik.

Legyen mármost h* = h2... hrés

U: = lm (h*(E ')) <  W.

Az U <  W  altér dimenziója
1 1

dimF U -  -d im FkF = - « ( « - -  r + l), 
r r

tehát dimF(7 nem osztható »-nel. Igaz továbbá, hogy U-nak e(. ® eh ® ... ® e,. 
alakú (ón. elemi) tenzorokból álló bázisa van.

Legyen végezetül a D : U ̂  U leképezés az A ® I ® ... ® I megszorítá
sa U-ra. Az (7-beli elemi tenzorok a D  sajátvektorai, amiből adódik, hogy 
a sajátértékei mind gyökei f - nek. Az (U, D) pár rendelkezik a kívánt tulaj
donságokkal.

3.2.  Javítások, általánosítások

A 3.7. Tétel időkorlátja exponenciális az/fokában. Ezt a becslést a mód
szer továbbfejlesztésével Evdokimov 1994-ben jelentősen megjavította:
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3.10. Tétel. (Evdokimov [10]) A GRH feltételezése mellett a felbontási fe
ladat (nlog" + log q)0<'1' lépésben megoldható.

A  3.7. Tétel algoritmusában és bizonyításában fontos szerepet játszottak a 
®rV  tenzorhatvány szimmetriái. Az ott alkalmazott módszereket algebrák fel
bontására szolgáló technikákkal (pl. [23], [18]) ötvözve igazolható a következő:

3.11. Tétel. (Rónyai, 1992. [22]) Tételezzük fel, hogy a GRH igaz. 
Legyen A  egy struktúrakonstansokkal adott algebra ¥p felett, dimF A  -  n> \ ,  
amelyben of = a  igaz minden a  E A  elemre (A megegyezik a saját Berlekamp- 
részalgebrájával). Tegyük fel még, hogy a bemenet részeként adott az A  egy nem- 
triviális automorfizmusa. Ekkor (n + log p)°(1) lépésben tudunk találni egy valódi 
T  ideált ((0) < T  < A ) .

A tételbeli eljárás az I  ideál egy Fp feletti bázisát adja eredményül.
Egy automorfizmus tehát segít az algebra két részre (X és a direkt komp

lementere) vágásában. Ha pedig elég sok automorfizmusunk van, akkor 
hatékonyan megkapható az A  összes minimális ideálja. Ezen az úton általá
nosítható Huangnak az Abel-polinomokról szóló, már idézett tétele.

3.12. Tétel. Legyen H(x) E Z[x] egy polinom, amelynek nincs többszörös té
nyezője modulo p. Ha GRH igaz, akkor a H  mod p redukáltja felbontható ¥  ̂ felett

(fok H  + m + log p + L)°(1)

lépésszámú determinisztikus algoritmussal. Itt m a H  polinom Q feletti felbontási 
testének a foka, L pedig a H együtthatóinak maximális mérete.

Ami a bizonyítást illeti, a 3.11. Tétel alkalmazható A  = F [x] /  f ), 
f{x) \xp -  x  alakú algebrákra. A H  polinom Q feletti felbontási testének G 
Galois-csoportja szolgáltatja az automorfizmusokat: jelölje ugyanis T> a H  
felbontási testében levő algebrai egészek gyűrűjét. A G csoport hat T>-n, és 
így T>/pT>-n is. Az A  a T>/pT> alkalmas részalgebrája.

Sejtés. A 3.12. Tételben m helyettesíthető a G Galois-csoport legnagyobb 
kompozíciófaktorának a méretével.

Példa. ([22] nyomán.) Itt egy olyan esetet mutatok be, amikor a 3.12. 
Tétel módszereivel a GRH feltevése nélkül is megkaphatjuk a keresett fel
bontást.
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Legyen

F(x) = x6- 3 x 5 + 8x4- l l x 3 + 8x2- 3 x  + 1.

Az F(x) irreducibilis Q felett, és D(F) = —686 000 = —245373. Igaz továb
bá, hogy F(x) = F( 1 — x) és x6F(l/x) = F(x).

Legyen a  az F(x) egy gyöke (a Q valamely bővítésében). Ekkor az összes 
gyök az alábbi 6 testelem:

„ 1 a - í  a  1a , 1 - a , —, ------ , ---------- -—
a  a  a - 1 1 - a

Innen arra jutunk, hogy Galois q(F) = S3 (reguláris hatás).
A felbontási test — ami nem más, mint Q(a) — automorfizmusait a kö

vetkező polinomok írják le:

H,(x) = x, H 2(x ) = 1 -  x, H 4(x) = 1 -  H 3(x), H 6(x) = 1 -  H 5(x),

H3(x) = — x5 + 3x4 — 8x3 + 1 lx2 — 8x + 3,
H5(x) = — x5 + 2x4 — 6x3 + 5x2 — 3x + 1.

Ez úgy értendő, hogy a Ff-nek megfelelő automorfizmusnál a  képe H(a). 
Legyen pg  {2,5,7} prím, és

fy.(x) : = xp -  H.(x) (mod p).

Megmutatható, hogy ha f : = F mod p nem bomlik fel Fp-ben, akkor az 
F feletti irreducibilis tényezői (j, hl) alakúak.

Például, hap = 3, akkor

ify h4) = x3 — x2 + x + 1, és (/) h6) = x3 + x2 — x + 1.

Ha p = 23, akkor pedig
if, h2) = x2 — x + 10, {f, hf) = x2 + 5x + 1, és (f, h5) = x2 — 7x + 7.

Egy elliptikus alkalmazás

Legyen p > 3 és tegyük fel, hogy az

Y2Z  = X3 + aXZ2 + hZ \ a, b G ¥ p, 4a3 + 27b2 #  0

alakú Weierstraß-egyenlettel adott az 8  elliptikus görbe felett. Ismeretes 
(pl. [27]), hogy 8-n értelmezhető egy csoportművelet (jelölje ezt ©) úgy,
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hogy (£, ©) kommutatív algebrai csoport, aminek a nulleleme az (.x:y:z) 
projektív sík (0:1:0) pontja.

Legyen R E £  a görbe adott pontja és 0 < n E Z. Ekkor legfeljebb n2 
olyan T E  £  pont van, amelyre

[h] T  : = T®  T ®  ... ® T  -  R (n tagú összeg).

Az
[n]T= R  (8)

egyenletek, ahol R  adott, T ismeretlen pont a görbén, a binom egyenletek 
elliptikus változatainak tekinthetők. így szemlélve a következő tétel 
Adleman, Miller, Manders [2], valamint Huang [16] binomokra vonatko
zó eredményeinek elliptikus megfelelője. Jelölje F az R  pont koordinátái 
által generált testet.

3.13. Tétel. ([22]) A GRHfeltevése mellett a (8) alakú egyenletek megold
hatók olyan determinisztikus algoritmussal, melynek az időigénye polinomiális az 
n és log q paraméterekben.

Korábban utaltam von zur Gathen [12] speciális prímekre kimunkált 
módszerére: ha p olyan prím, hogy p — 1 sima, és a G RH  igaz, akkor tet
szőleges feletti polinom felbontható hatékonyan. Az előző tételt alkal
mazva sikerült ezt az algoritmust kiterjeszteni az F* multiplikativ csoport
ról elliptikus csoportokra.

3.14. Tétel. ([22]) Tegyük fel, hogy adott az F/; felett definiált £ elliptikus 
görbe, melynek az F  , feletti pontjaiból álló csoport rendje sima, továbbá, hogy a 
GRH igaz. Ekkor tetszőleges f  E F Jx] polinom (q -  p j  felbontható determinisz
tikus polinom időben.

Négyzetesen szuper-kiegyensúlyozott halmazok

Itt egy a [20] módszeréből kiinduló érdekes és friss fogalomalkotást fogunk 
szemügyre venni.

Legyen f E  F [x], f  (x) I xF — x, fok/ =  n > 1. A 3.7. Tétel algoritmusát 
alkalmazva (GRH feltevésével) a z / (x) hatékonyan felbontható két tényező
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szorzatára, ha n páros. A (7) formula ebben az esetben (r = 2) az alábbi egy
szerű alakot ölti:

E = I® A - A ®  I. (9)

Az E  sajátvektorai a W -beli elemi tenzorok, tehát E  sajátértékei éppen 
az a — b alakú elemek, ahol a és b az/különböző gyökei. A felbontó mód
szer ezeknek a különbségeknek a multiplikativ tulajdonságait használja fel.

A technikát Pomerance és Gao erőteljesen továbbfejlesztették. Az egy
szerűség kedvéért tegyük fel, hogy p = 3 mod 4. A p =  1 mod 4 eset vala
mivel bonyolultabb, ennek tárgyalását itt mellőznöm kell. Legyen továbbá 
S Q ¥  , n -  I SI > 1. Az S halmazt négyzetesen kiegyensúlyozottnak nevez
zük, ha minden a E S-re

n — 1
#{b  G S : a — b négyzetes nemmaradék} = ~

Jelölje Sk az S elemenkénti hatványozásával nyert {ak : a E S} halmazt.
A legalább kételemű S, 1' Q F halmazok kölcsönösen kiegyensúlyozottak, ha

#{fr£ T : a — b négyzetes nemmaradék}

független az a G S választásától, és ugyanez igaz, ha S és T  szerepét felcse
réljük.

Végezetül az S £  F halmazt négyzetesen szuper-kiegyensúlyozottnak ne
vezzük, ha 1 < k < (n fog p)(l esetén:

— Sk négyzetesen kiegyensúlyozott, és I Sk I = n,
— az Sk halmazok páronként diszjunktak,
— az Sk halmazok páronként kölcsönösen kiegyensúlyozottak.

3.15. Tétel. (Gao 2001. [11]) Tegyük fel, hogy a GRH igaz5. Legyen 
p > 2 prímszám ésf{x) G Fp[x], f  (x) IV — x. Jelölje S az f  gyökeinek halmazát. 
Ha S nem négyzetesen szuper-kiegyensúlyozott, akkor a z f  egy valódi osztója de
terminisztikus polinom időben megkapható.

A  szuper-kiegyensúlyozottság érezhetően igen szigorú kikötéseket tá
maszt S-sel szemben. Ennek fényében nem túl meglepő Gao sejtése, mi
szerint nem létezik négyzetesen szuper-kiegyensúlyozott halmaz.

3.16. Következmény. Ha a GRH és Gao sejtése igaz, akkor az általános 
felbontási feladat megoldható determinisztikus polinom időben.

5 Valójában Gao a GRH-nál gyengébb feltevést alkalmaz. Ezt nem részletezem.
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4 .  R ö v i d  a r i t m e t i k a i  p r o g r a m o k

Itt — Rónyai és Szántó (1996. [24]) nyomán — a determinisztikus felbontás 
egy másik megközelítését körvonalazom. Legyen p > 2 prím és h,h:. F »  Fp 
függvények. A

hv h2, ... , h k=h

sorozat a h-t kiszámító aritmetikai program, ha /  vagy egy F;-beli állandó, 
vagy h.ípc) = x, vagy /. = hj° ht, ahol j, l < i, és ° G {+, —, *}. Itt k a program 
hossza.

Legyen h: Fp >— F egy függvény és /(x) G Fp[x] egy polinom, melyre 
ßpc) \x? — x  teljesül. Szeretném értelmezni a h függvény és az/ polinom (h , f ) 

legnagyobb közös osztóját: legyen (h , f ) : = (h * , f ), ahol h* G F [x] olyan 
polinom, ami F;) i—■ F;) függvényként megegyezik /i-val. Megmutatható, 
hogy (h*,f) nem függ a h* választásától.

4.17. Lem m a. Tegyük fel, hogy h: F;) •-> F egy függvény ésf[x) G F^x] egy 
polinom, melyre f[x) \xp — x. A h-t kiszámító k hosszúságú aritmetikai program 
birtokában (h,J) G Fp[x] megkapható k • (log k + fok f  + logp)°(1) bitművelettel.

Azonosítsuk a szokásos módon F -t a (0,1,..., p — 1} halmazzal, és le

gyen T  F i-*- F a paritásfüggvény: azaz / (2Í): = 0, ha 0 <  i
p - \

l (2i + 1): = 1, amennyiben 0 < i < P -  1

4.18. Tétel. Legyenßpc) G Fp[x],_/(x) lxp —x. Ha adott egy az lp-t kiszámító 
k hosszúságú aritmetikai program, akkor f  felbontható k ■ (log k + n + log p)°(,) 
bitművelettel, ahol n = fokf.

A bizonyítás alapgondolata: képezzük az /*  = (l , j )  polinomot. Ez a 
lemma szerint megtehető az előírt időkorláton belül. Ezután három esetet 
különböztetünk meg:

(a) 0 < fok /*  < n. Ekkor/* nemtriviális osztója/(x)-nek.

(b) /*  = 1. Ekkor legyen f  fx): = / ( 2x + 1).

(c) /*  = /  Ekkor legyen/(x): = y  / ( 2x).
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A (b) és (c) esetekben/ (x) I x? — x, és ha/ gyökei [0/]-ban vannak, akkor 
/  gyökei [0, Lfe/2l]-be esnek. Ezek szerint vagy valódi osztót találunk, vagy 
felére csökkentjük azt az intervallumot, amelyben a gyököket keressük f , 
gyökeit, amelyekből f  gyökei hatékonyan kiszámíthatók). Amennyiben te
hát a (b) vagy a (c) ágra kerülünk, ak k o r/: = /  után ismételjük az eljárást.

A kérdés ezután az, hogy milyen rövid aritmetikai programunk van l

kiszámítására. Gyors polinomszorzás és tabellázás (kb. sfp fokú polinomot

értékelünk ki mintegy \[p pontban) segítségével igazolható a következő:

4.19. Állítás. A z  lp függvény megkapható \[p (log p)0!]> hosszúságú arit
metikai programmal.

Innen a 4.18. és 2.4. Tételek alkalmazásával adódik a következő:

4.20. Tétel. A z  F ; feletti általános felbontási feladat megoldható

sfp ■ (n + log q)°{]>

költséggel. Itt q = p \ és n a felbontandó polinom foka.

Ezzel a p-től való függés tekintetében elemi úton beállítottuk von zur 
Gathen és Shoup [14] korábban már említett rekordját. Érdekes kérdés,

hogy itt \[p helyettesíthető-e p“-val, ahol 0 < a  < V2 . Befejezésül egy

(nyitott) problémát ajánlok a figyelmükbe. Igenlő válasz esetén igenlő vá
lasz következne az előző kérdésre.

Probléma. Létezik-e olyan 0 < a  < V2  valós szám, hogy az lp paritás
függvény megkapható ö(p“) hosszúságú aritmetikai programmal?
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Totik Vilmos
AZ MTA RENDES TAGJA

EGY VERSENYFELADATTÓL 
AZ ANALÍZIS EGY MÓDSZERÉIG

Polinom iális inverz képek, 
azaz hogyan  lehet in tervallum ra ism ert e redm ény t 

általános kom pak t halm azra á tv inn i

Elhangzott 2002. június 26-án

Az örökségi feladat

n testvér egy örökség elosztása érdekében egy pártatlan bíróhoz fordul. Titokban 
azonban mindegyik testvér megpróbálja megvesztegetni a bírót. Egy adott testvér 
öröksége folytonosan és monoton módon függ a megvesztegetési összegektől: mono
ton nő a saját összegétől, és monoton csökken mások összegeitől. Igazoljuk, hogy 
ha a legidősebb testvér nem ad túl sokat a bírónak, akkor a többiek adhatnak neki 
úgy, hogy a döntés igazságos legyen.

Ez az 1991-es Schweitzer Miklós Matematikai Emlékverseny egyik fel
adata volt. Ezt a versenyt 1949 óta a Bolyai János Matematikai Társulat 
rendezi Schweitzer Miklós fiatal matematikus emlékére, aki 1945-ben 
Budapest ostromának utolsó napjaiban vesztette életét. A verseny egészen 
különleges, hozzá hasonló nincs sehol másutt a világon:

— az egyetemet éppen elvégzettekig minden diák indulhat,
— nincsenek korcsoportok,
— 10—12 feladat kerül kitűzésre 10 napra,
— minden segédeszköz megengedett.
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A jelen előadásban a fenti monotonitási feltételeknek megfelelő rend
szerekkel fogunk foglalkozni. Hogy matematikailag megfogalmazzuk a fel
adatot: legyen x. a j-edik testvér megvesztegetési összege, és gÁxv ..., x|() 
ezek mellett az öröksége. Ha a megvesztegetési összegek a [0, a] interval
lumba esnek, akkor tehát itt n db. n változós függvényről van szó az alábbi 
tulajdonságokkal:

(A) g.folytonos függvény a [0, a]" kockán,
(B) gj szigorúan monoton növekvő az Xj változóban, és szigorúan monoton csök

kenő minden más x f, i j  változóban, és
(C) S)=iá/(xi> x„) konstans.
A továbbiakban minden G(x) = (gt(x), . . . ,gn(x)), x =  (xt, ..., x j  rend

szert az (A)—(C) tulajdonságokkal monoton rendszernek nevezünk.

N éhány m onoton  rendszer 

Piaci részesedés

Tegyük fel, hogy egy terméket n vállalat gyárt. Ha x^aj-edik vállalat fej
lesztésre fordított pénzösszege, és gj(xu ..., xH) a vállalat piaci részesedése, 
akkor természetes feltevés, hogy monoton rendszert kapunk: ha egy válla
lat fejlesztésre több összeget költ, akkor feltehető, hogy a piaci részesedése 
nő, míg másoké csökken.

Közlekedőedények

Alul összekötött csövekben valami
lyen folyadék van (1. í . ábra), és le
gyen X, a j-edik cső átmérője, és 
gj(xv  ..., x(!) a benne levő folyadék 
mennyisége. Ekkor ha x. nő, a fo
lyadékszint csökken, ezért minden 
gj, i 7£ j  csökken. De a teljes folya
dékmennyiség változatlan marad, 
ezért a j-edik csőben a folyadék 
mennyiségének nőnie kell, tehát így 
egy monoton rendszer adódik. í .  ábra. Közlekedőedény
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A  fiz ika  megmaradási tételei

Fizikai megmaradási tételek monoton rendszerekhez vezetnek. Tekintsük 
pl. a perdületmegmaradást, és tételezzük fel, hogy egy forgó korongon n 
test van, amelyek tömege m,, ..., mnés a forgási középponttól vett távolsá
guk rendre x,, ..., xfJ. Ha (ű a szögsebesség, akkor a rendszer perdülete 

!'=i inge2. Mármost ha az egyik test kijjebb csúszik, pl. x. nő, akkor, mi
vel a perdület megmarad, (0 csökken, és ezért minden más test (0 mpc2 per
dülete csökken. Mivel az összperdület változatlan, a /-edik (kicsúszó) test 
perdülete nő. Tehát ha^ (x ,, ..., x j  aj-edik test perdülete, egy monoton 
rendszert kapunk.

Pontonhíd

Tételezzük fel, hogy egy az egyik végén felfüggesztett hidat n ponton tart. 
Ha X-jelöli aj-edik ponton nagyságát, és r(x(, ..., xn) a rá ható erőt, akkor, 
mint az könnyen meggondolható, ezek monoton rendszert alkotnak.

Sorba kapcsolt ellenállások

Legyenek R,, ..., R„ sorba kapcsolt ellenállások egy áramkörben. Ekkor az 
eredő ellenállás R  = R, + ... + R„, az áramerősség 1= U/R,  és a feszültség
esés a j-edik ellenálláson L7 = IRj. Ha most R nő, akkor /  csökken, így 
minden más ellenálláson a feszültségesés csökken, tehát egy monoton 
rendszert kapunk az x} = R., gj(xv ..., x j  = IRj választással.

Párhuzamosan kapcsolt kondenzátorok

Tekintsünk n db párhuzamosan kapcsolt kondenzátort a C ,, ..., Cn kapaci
tásokkal egy áramkörben. Ekkor az eredő kapacitás C = C, + ... + Cn, az 
áramerősség I = Q /C  (itt Q a teljes töltésmennyiség), és ugyanúgy, mint az 
előbb, egy monoton rendszert kapunk, ha az egyes kondenzátorokra jutó 
töltésmennyiséget nézzük Cv  ..., Cnfüggvényében.
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Töltéseloszlás

Az előző példához kapcsolódik az 
alábbi, és ennek a későbbiekben fon
tos szerepe lesz. Tegyük fel, hogy 
van n vezetőkkel összekötött leme
zünk, és erre a rendszerre egységnyi 
töltést teszünk. A töltések a rend
szerben szabadon vándorolnak, és 
az egyensúlyi töltéseloszlást tekint
jük. Ha most a j-edik lemezből le
vágunk egy darabot, akkor ahhoz, 
hogy egyensúly fennmaradjon, a da
rabon levő töltésnek át kell vándo
rolnia a maradék rendszerre (1. a 2. 
ábrát), tehát minden más lemezen nő 
a töltésmennyiség. Mérjük a j-edik 
lemez méretét egyetlen x( paraméter
rel, és legyeng(x{, ..., x(1) az erre a 
lemezre jutó töltésmennyiség. Azt 
láttuk tehát, hogy ha x, csökken, ak
kor minden más gj(x], ..., x j ,  i ^  j  
nő (és mivel a teljes töltésmennyiség 
változatlan, persze a.(x,, ..., x j  
csökken), tehát így is egy monoton 
rendszer adódik.

Artériák és szervek

Megfelelő feltételek mellett mono
ton rendszert kapunk, ha egy test
ben x ĵ elöli az artériák átmérőjét és 
^ (x ,, ..., x(l) az általa a megfelelő 
szervnek továbbított vér mennyisé
gét (1. a 3. ábrát).

2. ábra. Töltésmozgás egyensúlyi mértéknél

3. Artériák és szervek
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Harmonikus mértékek

Legyen G egy korlátos tartomány a síkon, amelynek komplementere n tar
tományból („lyukból”) áll, legyenek ezek H v ..., Hn (az egyik ezek közül 
végtelen), és legyen <9H; a j-ediknek a határa, amelyről feltesszük, hogy 
Jordan-görbe (1. a 4. ábrát). Harmonikus analízisben igazolják, hogy min
den x €E D ponthoz létezik egy mx egységmérték a D  határán úgy, hogy 
minden, a D lezártján harmonikus g függvényre

<?(*) = \dc&dmx
(hangsúlyozzuk, hogy mx csak D-től és x-től függ). Ezt az mx-et az x ponthoz 
tartozó harmonikus mértéknek vagy Poisson-mértéknek nevezik, és a tarto
mányhoz tartozó x  pólusú Green- 
függvény normális deriváltjával kap
ható meg. Méije a j'-edik H. lyuk 
nagyságát egy x, paraméter, és legyen 
gj(x] xJ  a H határára jutó mér
ték: r .(x , ,..., x,j  = mx( dHj). Ha x- (azaz 
a j-edik lyuk) nő, akkor a Green- 
függvény csökken, ezért minden más 
H , í ^  j  lyuk határán a normális 
deriváltja csökken, ami azt jelenti, 
hogy a dHj-w levő mx mérték, azaz 
y;(x,,..., x„) csökken, tehát így ismét 
egy monoton rendszert kapunk. 
Egyébként ez a rendszer tulajdonkép
pen ugyanaz, mint a fent tárgyalt töl
téseloszlással kapcsolatos rendszer.

Racionális döntések

Szükségünk lesz az eredeti örökségi feladat alábbi módosítására:
Ha a bíró nem pártatlan, a testvérek akkor is adhatnak tetszőlegesen kicsi 

vesztegetési összegeket úgy, hogy a döntés „racionális” legyen abban az értelemben, 
hogy mindenki a teljes örökség egy racionális részét kapja meg.

Ez a racionális döntési feladat azt állítja ( S ^ x , ...... x(!) = 1 feltételezésé
vel), hogy monoton rendszer esetén [(bármik is legyenek a gj(0, ..., 0) ér-

[9 3 ]

4. ábra. Tartomány véges sok „lyukkal”



6 TOTIK VILMOS

tékek] vannak tetszőlegesen kicsi x1, xn számok úgy, hogy minden 
egyesgj(xv ..., xJ  racionális szám. Figyeljük meg, hogy ez egyáltalán nem 
automatikus, mivel a

fei(*i. •••> x,)> •••> *„)]
pont az

hipersíkon fekszik. Itt tulajdonképpen az a feladat, hogy egy R )( — R() leké
pezés során a képhalmazban keresünk racionális koordinátájú pontokat.

M onoton rendszerek tulajdonságai

Legyen G(x) = (gj(x), •••, g„(x)) egy tetszőleges monoton rendszer amely
nél feltehetjük hogy 2£.(x) = 1. G tehát egy [0, a]" — R'1 leképezés, és mi
vel az értékkészlete a fentemlített L hipersíkban fekszik, G szinguláris min
den egyes pontban. Ezért G helyett a

G„_,(x) = (?,(*)<
leképezéssel fogunk dolgozni. Ez rögzített x(j esetén [0, (j]ll_1-et képezi le
R  -be, és n szerinti teljes indukcióval megmutatható, hogy ha xn elég ki
csi, akkor a képhalmaz tartalmazza G(1_,(0) egy környezetét. Ez megoldja 
mind az eredeti örökségi feladatot, mind a racionális döntési problémát. 
Tulajdonképpen minden rögzített xn esetén G(1_j nemszinguláris és nyílt le
képezés, sőt homeomorfizmus [0, ű]" -ről R" egy részhalmazára. A tar
tomány-invariancia elv miatt (nyílt halmaz 1—1 értelmű folytonos képe 
nyílt) ehhez elegendő azt megmutatni, hogy G(I_, 1—1 értelmű (rögzített xn 
esetén). Legyen x ^  x' két pont a [0, c?]"kockában úgy, hogy xn = x'n, és té
telezzük fel, a koordináták számozása olyan, hogy valamely fe-ra x, > x j ,

< x ' j. Itt k -  0 vagy n— 1 szin-x2> x'2, ., xk> x \ ,  de xtHl < X Hl ’ V»-1
tén lehetséges, de x és x ' szerepének felcserélésével feltételezhető, hogy 
1 < k < n— 1. Lgyen v. = min(xj,x'j). Ekkor v. = x'-, ha 1 < j  <  k és y■ = x., ha 
k <j < n. Mármost a monoton rendszerekre kirótt (B) tulajdonság miatt

k n n
' L g j = X X  g j { Y v - ’yn) =

j '= i i=i

[94]
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Itt, mivel a a.(x), 1 < j< k  függvények szigorúan monotonok minden x ;, 
k < i < n 1 változóban, az egyenlőség a második „kisebb, vagy egyenlő”- 
ben csak k = n—1 esetén lehetséges, és ekkor az elsőben az egyenlőség csak 
az Xj = x ', 1 <  j  <  ii 1 esetben állhat fenn. Tehát StriJ/ÖÖ = Sli5/(x') csak 
akkor állhat fenn, ha x = x', ami igazolja, hogy G (l_, (x) 7̂  é (i_j (x'), ha 
x + x \ xn = x'n.

Egyensúlyi mértékek

Legyen E egy kompakt halmaz a síkon. Szükségünk lesz ennek ún. egyen
súlyi fXE mértékére, amelyet úgy kapunk, hogy E-re, mint vezetőre, egy
ségnyi tömegű töltést teszünk, és az egyensúlyi eloszlást jelöljük jUg-vel (1. a 
Töltéseloszlás példát fentebb). Mivel a síkon a Coulomb-törvényben két 
töltés vonzása vagy taszítása a távolság reciprokával (és nem annak négyze
tével, mint a térben) arányos, és mivel ebből logaritmikus potenciáltér ke
letkezik, a nE egyensúlyi mérték az az egyértelműen meghatározott egy
ségnyi mérték E-n, amely az

J jlo g — dp(x)dn(y)
\x — y I

logaritmikus energiaintegrált minimalizálja. Ha pl. E egy kör vagy körlap, 
akkor /nEa. határon vett normalizált ívmérték, ha pedig E = [-1, 1], akkor

^ {x)=T j t 7 ix
a jól ismert Csebisev- (vagy arcus sinus) eloszlás.

Általában, ha E = uj=1 a, < < a2 < b2< ... < a, < b\ véges sok in
tervallumból áll és ha « £jelöli /J.E sűrűségét a lineáris Lebesgue-mértékre 
nézve, akkor H{x) = f E ,  (x-aj(x-frj-vel

CúE (x) =
n \ H , ( x f

ahol Sw az az egyértelműen meghatározott (/—1)—ed fokú 1 főegyütthatós 
polinom, amelyre

“T  s i 1 (*) ,
í  - 7 7 : r:;y2dx==0' J = ^
i’j n \H ^x)\

[95]



8 TOTIK VILMOS

5. ábra. Egyensúyi mérték sűrűségfüggvénye

Speciálisan, S(_,-nek minden köztes (bj,aj+,) intervallumban pontosan 
egy zérushelye van. Ezen (0E sűrűség az 5. ábrán vázolthoz hasonló.

Intervallumok polinomiális inverz képei

Legyen TN egy N-ed fokú valós polinom úgy, hogy TN-nek N- 1 lokális 
extrémuma van, és e lokális minimum-, ill. maximumértékek felváltva tel
jesítik a < —1, ill. >  1 feltételt (1. a 6. ábrát). Nevezzük az ilyen polinomo- 
kat megengedettnek. Többek között egy ilyen polinomnak N  zérushelye 
van, és ha ezek x, < x2 < ... < xN, akkor minden x. körül van egy inter
vallum úgy, hogy TN az intervallumot [-1, l]-re képezi le 1-1 értelmű 
módon. Az inverz kép

V [-U H * M * )e [ - l ,l] }= Ű ';L J j=í
ezen L , j = 1, ..., N, intervallumokból áll, de ezek közül néhány össze is 
kapcsolódhat, így a T ^ '[ -1,1] inverz kép valójában valahány, mondjuk, l 
intervallumból áll, ahol 1 < / < N  (1. a 6. ábrát, ahol az inverz kép az x ten
gely 3 megvastagított szakaszából áll).

Hogy mely intervallumrendszerek kaphatók meg ilyen megengedett 
polinommal vett inverz kép mellett, az az alábbiakkal jellemezhető. 
Legyen E = uj=1 [a^b^ véges sok intervallum egyesítése, és legyen 
H(x) = n i</<; (x—a)(x—b) az a polinom, amelynek zérushelyei a végpon
tok. Mármost az alábbiak ekvivalensek:

[96]
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— E = T n' [—1,1] valamely megengedett TNpolinomra,
— minden /z£ ([a., fr]) racionális,
— a P"(x)—H ( x ) Q ( x )  = 1 Pell-típusú egyenlet megoldható a Pn, Q)(_, 

polinomokra.
A második ekvivalens állításban /.ic az E halmaz egyensúlyi mértékét je

löli. Itt kapcsolódunk az előadás első felében tárgyalt racionális döntési 
problémához, hiszen itt is az a feltétel, hogy az egyes lemezekre [az (a,fr) 
intervallumokra] racionális mennyiségű töltés jusson. Emlékeztetőül álljon 
itt, hogy ha x = (x,, ..., x,)-re az Ex = UJ=l = , [a., bj + al] halmazt tekintjük, 
és ha p Exjelöli az Ex halmaz egyensúlyi mértékét, akkor a

gfiá = Pex daj> bj +  Xj]),j =  1, 2 , . . . ,  /

függvények monoton rendszert alkotnak (itt / mind a változók, mind a 
függvények száma). Mármost a racionális döntésről mondottak adják, hogy 
minden £ > 0-hoz van olyan xt , ..., xM E [0, e], hogy x{ = 0-val minden

P ez ([*/> bj  +  X j \ ) J =  1, 2, ..., /-I

racionális. Ez és polinomiális inverz képek fenti karakterizációja adja az 
alábbi sűrűségi tételt:

Sűrűségi tétel. Legyen E = Ll_, [a., /r] egy ideges sok intervallumból álló hal
maz. Ekkor minden £ > 0-ra van olyan megengedett TNpolinom, hogy E'= TN] 
[-1,1] pontosan l intervallumból áll, és ha ezek [a'., b'l] ,j=  1, ..., I, akkor

\a-a 'j\< £, \bj-b’j\< £ , j=  1,2,

[97]
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Tulajdonképpen azt is kaptuk, hogy itt a' = a.minden j -re fennállhat, és 
ezeken kívül még £>'. = b,is teljesülhet.

Hogyan vihetünk át eredményeket 
egy intervallumról 
a számegyenes kompakt halmazaira?

A fenti sűrűségi tétel lehetőséget ad arra, hogy intervallumokra ismert 
eredményeket általános kompakt halmazokra átvigyünk. A program a kö
vetkező:

1. Induljunk ki a [-1, l]-re vonatkozó eredményből.
2. Vigyük át ezt polinomiális inverz képekre valamely T^1 inverz leké

pezés alkalmazásával.
3. Approximáljunk véges sok intervallumokból álló rendszert polinomi- 

ális inverz képekkel.
4. Approximáljunk tetszőleges kompakt halmazt véges sok intervallum

mal.
A 2. lépésben történik az intervallum felhasadása több részre, és a 3-ban 

a fenti sűrűségi tételt alkalmazzuk.
A fenti program vagy végrehajtható, vagy nem, de ha végre is hajtható, 

több nehézség van vele:
1. Ezzel nincs probléma.
2. Ez a pont lehet, hogy működik, lehet, hogy nem, de ha működik is, 

az eredmény csak speciális Qm(TN) alakú összetett polinomra adódik.
3. Itt a halmaz jó  approximációjához magas fokszámú Tv-re van szük

ség, és ennek az az ára, hogy általános polinomokat Qm(TN) alakúak- 
kal kell közelíteni, ami a nagy N  miatt nehéz (és persze TN sem ismert 
explicit módon).

4. Ez általában működik.
Bár ezek a nehézségek kétségtelenül fennállnak, a módszer már eddig is 

jó  pár nemtriviális eredmény igazolására volt képes. Az alábbiakban ezek
ből említünk néhányat. Hangsúlyozzuk, hogy eredmények átviteléről van 
szó: nem az eredeti bizonyítást próbáljuk imitálni (az úgysem menne), ha
nem a tételt magát transzformáljuk.

[ 9 8 ]
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A Bernstein-egyenlőtlenség általános halmazokon

Az approximációelmélet egyik leggyakrabban használt egyenlőtlensége az 
ún. Bernstein-egyenlőtlenség:

xG  H > h .

egy tt-ed fokú Pn polinom és annak deriváltja között. A fenti módszerrel ez 
átvihető kompakt halmazokra: k £ c R  kompakt, akkor

\p'(x)\ < iMCúE(x)\\PnjE , x  G Int (£).

Itt &>£ az E  halmaz egyensúlyi mértékének a sűrűségét jelöli. Vegyük észre,

hogy ha E = [-1, 1], akkor 7T(0E(x) = 1 / \J 1 — x 2, és az eredeti Bernstein-

egyenlőtlenséget kapjuk. Több is igaz:

" K M I v + ti2\Pn{x)\~ <nz ||P„| E ’ x  G  Int (£),

amely a
(|p;(x)|A-x2) +«2|p„(̂ )f_,1]< n

Szegő-féle egyenlőtlenség általánosítása, és M. Baran egyik eredménye. 
A fenti kiterjesztés pontos: bármely E, x  G  Int (E) és £ > 0 esetén vannak 
olyan tetszőleges nagy fokszámú Pn polinomok, amelyekre

p ; ( x ) | > ( l - e ) ^ ö ) £ (x)||P B||E .

Christoffel-fuggvények aszimptotikája

A Christoffel-fúggvények alapvető szerepet játszanak az ortogonális poli
nomok elméletében. Egy V mértékhez tartozó M-edik Christoffel-fiigg- 
vényt

A (v ,x)=  inf \\p; | dv

[99]



1 2 TOTIK VILMOS

definiálja. Ennek aszimptotikus viselkedése, h a z a  vmérték tartójától távol 
van, jól ismert, és Szegő Gábor munkáiban megtalálható. A tartón való vi
selkedés nehezebb, csak 1991-ben igazoltuk Máté Attilával és Névai Pállal 
(Szegö’s extremum problem on the unit circle. Annals of Math., 134(1991), 
433—453.), hogy ha supp(v) = [—1, 1] és log v' integrálható, akkor majd
nem minden x E H ,  1] -re

lim nX, (v,x) = n f \ - x 2v '(x).»-><*> " V ’ V ’ (1)
A fenti módszerrel ez átvihető arra az esetre, ha a mérték tartója tetsző

leges, nem csak [—1, 1]: Legyen E = supp(v), és v lokálisan teljesítse a log v' 
E L, feltételt. Ekkor majdnem minden x  E Int (E) esetén

limnA (v,x) = ----y— .
(0E{x)

Ha E = [-1, 1], akkor COE(x) = 1 / 7T\[\ — x2, és visszakapjuk az (1) 

aszimptotikát.

Polinom -approxim áció kompakt halmazokon

Az Ixl függvény polinom-approximációja [—1, l]-en alapvető kérdés az 
approximációelméletben. Legyen

£ , ( / . F ) = i n f | | / - ' J,I ,

az/fuggvény legjobb approximációja (pontosabban annak hibája) az F hal
mazon legfeljebb n-ed fokú polinomok segítségével. S. N. Bernstein iga
zolta 1914-ben, hogy

üm »E„(|x|,[-l,l])=C7 (2)

létezik, pozitív és véges. Ez még ma is egy nehezen igazolható tétel (a leg
rövidebb ismert bizonyítása is 50 oldal felett van). A ö  határértékre meg
mutatta, hogy 0,278 < a  < 0,286, ennek pontos értéke még ma sem ismert. 
Bernstein 35 évvel később visszatért a problémához, mikoris igazolta, hogy 
ha p > 0, p f  2k, k=  1,2, ..., akkor a véges és pozitív limesz

[100]
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l i m y En(\x\p ,[ - l , í] )= o p (3)

létezik, továbbá x0 E (-1, l)-ra

í™  ,lPEn (k|P - [~ U ]) = t1 -  *0 Y'~ > (4)

ahol (7, ugyanaz a konstans, mint (3)-ban. R. K. Vasiliev egy 1998-ban 
publikált könyvében (Chebyshev Polynomials and Approximation Theory on 
Compact Subsets of the Real Axis. Saratov University Publishing House, 
1998) a problémát általános F kompakt halmazokon tekintette ([—1, 1] he
lyett). Definiált egy hFfüggvényt, és ezekkel azt állította, hogy

l l™nPE,l(\x - xo\P >F ) = hF(xQ) POp. (5)

Ez a második állítás nem igaz, ellentmond az előadó egyik tételének, 
miszerint van olyan (Cantor típusú) nullmértékű kompakt E halmaz 
amelyre, En( I x  I P,F) >  a fp valamely c > 0-val (nullmértékű F-re és x0 = 0- 
ra persze a fenti integrál nyilvánvalóan végtelen). Vasiliev a teljes könyvét a 
fenti két állítás igazolásának szentelte, és azok 166 oldal terjedelműek. 
Nehéz megmondani, hogy egy ilyen hosszú bizonyításban hol történt a 
hiba. Persze a hiba megkérdőjelezi (5) érvényességét is, és azt nem tudom, 
hogy (5) mindig igaz-e. De a fenti polinomiális inverzkép-módszerrel pár 
oldalon igazolható, hogy (5) igaz, ha x() az F halmaz belsejében van. 
Vasiliev függvényéről ugyanis kiderül, hogy az nem más, mint 
hF(x) = n(űF(x), és (5) x0 E Int(f)-re az alábbi formát ölti: Legyen F Q R  
kompakt, és x0egy belső pontja. Ekkor

lim npE„>oo " X —

Ve ' X
és ebben a speciális esetben visszakapjuk a (4) Bernstein-eredményt.
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N é h á n y  r e f e r e n c i a

— Az eredeti versenyfeladat 1991-ből származik.
— Polinomok inverz képeinek sűrűsége F. Peherstorfer egy problémája 

volt.
— A sűrűségi tétel és annak alkalmazása polinom-egyenlőtlenségekre (a 

fent tárgyalt Bernstein típusú egyenlőtlenségre és egy Markov típusúra) az 
előadó Polynomial inverse images of intervals and polynomial inequalities. Acta 
Math., 187(2001), 139-160. cikkében található. Ennek módszere az ún. 
balayage technika.

— Később F. Peherstorfer is igazolta a sűrűségi tételt Deformation of mini
mizing polynomials and approximation of several intervals by an inverse polynomi
al mapping.]. Approx. Theory, 111(2001), 180-195. dolgozatában. Az ő 
módszere a folytonos deformálás volt.

— Egy implicit bizonyítás szintén szerepel A. B. Bogatyrev Effective com
putation of Chebyshev polynomials for several intervals. Math. USSR Sb., 
190(1999), 1571—1605. dolgozatában konform leképezések segítségével.

— A polinomiális inverz képek karakterizációja az egyensúlyi mértékek 
racionalitásával jól ismert folklór eredmény.

— Mármost ennek felhasználásával van egy pár soros bizonyításunk a 
sűrűségi tételre, feltéve, ha az előadásban tárgyalt monoton rendszerek 
szempontjából vizsgáljuk a problémát.

E p i l ó g u s

Zárszóként álljon itt egy vers:

Utcasarkon várok rám, 
fél órája is van tán, 
ám értelmem filragyog, 
nem jövök, mert itt vagyok.

Ezt a Weöres Sándortól származó kis verset Pintér Lajos szeretett taná
rom szokta emlegetni mint kedvenc „matematikus”-versét. Mindannyi
unkkal előfordul, hogy valamit szeretnénk igazolni, valahova szeretnénk 
eljutni, és csak jóval később jövünk rá, hogy tulajdonképpen ott vagyunk, 
csak nem vettük észre.
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Velem is valami ilyesmi történt. Az örökségi feladatot 1991-ben javasol
tam Schweitzer-feladatnak. 1996 körül kezdtem polinom-egyenlőtlensé- 
gekkel foglalkozni, és az vezetett el polinomiális inverz-képekhez és a 
sűrűségi tételen keresztül a megfelelő módszerhez. Csak pár hónapja vet
tem észre, hogy ezek mind összefüggenek, és tárgyalásuk jelentősen egy
szerűsíthető, ha monoton rendszerek szemszögéből tekintjük őket.
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T u s n á d y  G á b o r
AZ MTA RENDES TAGJA

FÁK EVOLÚCIÓJA

Elhangzott 2002. március 27-én

B e v e z e t é s
Orbán Ottó
A bizonytalansági tényező

Az élet a statisztika hibaszázaléka, a Véletlen Egybeesés,
az anyag milliárdszor milliárd nem-je közt rejtőzködő igen;
egy-két aminosav összetanakodik,
a DNS spirálját hogy fölépítik;
és még az sem biztos, hogy a szomszédságunkban -
az űrbéli golfjátékos megüt egy aszteroidát,
repül a nehéz kő és telibe találja a Földet,
az ütközés hőjétől tűzvihar támad, megsülnek a dinoszauroszok, 
jöhet az új faj, az új sikerágazat, madarak röptétől zúg az ég...
N em  mondhatjuk, hogy nincs remény,
ha egyszer még az is lehet, hogy van;
ha a törzsfejlődés logikája tagadja a kozmosz közönyét,
melynek egyre megy a csillagrobbanás ragyogása és a fekete lyuk -
nem  győzhet rajtunk a halál, legföljebb lesből támadva lebökhet.

Korunk egyik evolúcióval foglakozó kutatója, Stuart Kauffman az élet 
születésére vonatkozó modelljét Erdős és Rényi véletlen gráfok evolúcó- 
jára vonatkozó eredményeire alapozza. (Erre majd visszatérek az Enzimdi
namika című fejezetben.) Ezt az elképzelést Albert és Barabási megkérdője
lezték, mondván, hogy a természetben a gráfok csúcsainak halmaza 
dinamikusan változik. Elgondolásuk alapja az, hogy ha egyesével épülnek
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be az új csúcsok egy gráfba, akkor az új csúcs a régiek közül azok fokával 
arányos valószínűséggel választ. Az új csúcsot összekötjük a kiválasztott ré
gi csúcsokkal, így keletkeznek az új élek. Ezt nevezem A-B dinamikának. 
(Hasonló dinamikát Lovász, Pittel és Bollobás is vizsgáltak.) Megvizsgál
ván ezt a dinamikát, Vicsek Tamás és munkatársai azt találták, hogy a ke
letkező gráfok alapvető karakterisztikái jól közelítik a természetben és a 
társadalomban megfigyelhető gráfokéit. Számomra a legfontosabb az úgy
nevezett enzimgráf, amelyben a csúcsok a bennünk lévő enzimek, és az 
élek ezek kölcsönhatásait tükrözik. Tudomásom szerint ezt ma még nem 
ismeijúk eléggé ahhoz, hogy eldöntsük, kinek van igaza, de azt hiszem, ez 
nem is lényeges. Amíg a biztos tények a kezünkbe nem kerülnek, megen
gedhető talán, ha megkíséreljük azokat kitalálni. Bizonyos részleteket én 
másként látok.

Visszatérő mozzanat az evolúcióban az egységek kialakulása. Néhány 
egyszerű alkotóelem meghatározott struktúrában ha egymásra talál, akkor 
az egyszer létrejött szerkezet megkezdi új életét, és látszólag elfeledődnek a 
komponensek. Azt keresem, ki lehet-e mutatni ezt az enzimgráfban. Azt 
várom, hogy igen, hiszen az együttműködő enzimek alkothatnak ilyen 
hierarchikus rendszert.

Mert vegyük például a hangokat avagy a betűket. Eleve nyilván kisebb 
egységekre bonthatók, belőlük viszont felépülnek a szavak, mondatok, fe
jezetek, könyvek, könyvtárak, nemzeti kultúrák. „Small worlds” címen 
alakult ki egy sokak által vizsgált témakör, melyben az enzimek mellett az 
ideghálók, az elektronikus hálózatok, társadalmi együttműködések (társ
szerzők, filmekben együtt játszó színészek) gráfjait vizsgálják. Amit az en
zimekről mondtam, ezekre is vonatkoztatható.

Amikor enzimekről beszélek, pontosabban fehérjéket kellene monda
nom. Az élő szervezetnek a fehérjék az építőkövei, ezek feladatköre széle
sebb, mint az enzimeké, például a csontok is fehérjékből épülnek fel. 
A kölcsönhatás sem szimmetrikus általában, tehát könnyen elképzelhető, 
hogy mire mindent megtudunk a fehérjék élő szervezeten belüli működé
séről, az is kiderül, hogy azt gráfokkal közelíteni komoly redukció. 
Kauffman elméletének lényege az, hogy az élő szervezet bonyolult műkö
dése két lehetséges véglet, az egyszerű, jól rendezett, kristályos és az átte
kinthetetlenül bonyolult, rendezetlen, kaotikus állapot határán fejlődött. Itt 
a fontos az, hogy a két nagy tartomány egyáltalán elválasztható valamivel, 
ami strukturálisan egyszerűbb, tehát ha egy alapjában véletlenszerű keresést 
valamilyen külső kényszer oda leszorít, akkor a keresés hatékonysága ug
rásszerűen megnő. Megtaláljuk a tűt a szalmakazalban, ha van mágnesünk.
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Ez az írás a saját fejlődésem története. Abban a sorrendben mondom el 
az egyes fejlesztéseket, amelyben én kipróbáltam azokat. Ezért sok látszó
lag felesleges dolgot is mondok, és a kérdések többsége lezáratlan marad. 
A módszert akarom bemutatni, ahogyan egy ilyen kérdéskörre a válaszokat 
keresni lehet. Csak kivételes esetekben utalok az irodalomra közvetlenül — 
a téma nagyon szerteágazó, amiket idézek, azok csak a lehetséges irányok 
érzékeltetését szolgálják. Vicsek Tamástól hallottam, hogy az A-B dinami
káról a világhálón a Burda et al: Statistical ensemble of scale free random 
graphs cond-mat/01/04155, címen jó összefoglaló cikk van (a cond-mat a 
http://xxx.sissa.it/fmd reprint server megfelelő szekciója) Rónyai Lajos 
közlése szerint a http:/vlado.fmf.uni-lj.si/pub/networks/pajek/ címen le
tölthető gráfrajzoló program található.

Először az eredeti A-B dinamikát tárgyalom, majd rámutatok ennek a di
namikának a számomra legfontosabb hiányosságára: a dinamika olyan gráfo
kat generál, amelyekben közel vannak egymáshoz a magas fokú csúcsok. 
Annak érdekében, hogy el tudjam dönteni egy gráfról, milyen mértékben 
rendelkezik azokkal a tulajdonságokkal, amelyeket a természetes gráfokban 
megfigyelhetőnek gondolok, bevezetek egy mérőszámot. Ezt potenciálnak 
nevezem. Természetes gráfokról beszélve először is arra gondolok, amely
ben a csúcsok az enzimek, és az élek azokat az enzimeket kötik össze, ame
lyek között kölcsönhatás van. Erről a gráfról ma még keveset tudunk, de ál
talánosnak mondható az az elképzelés, hogy a kölcsönhatásban álló enzimek 
rendszere hierarchikusan épül fel: kis egységekből fokozatosan nagyobb 
egységek épülnek fel, amelyek külön-külön az élő szervezetek egy-egy 
funkcióját végzik. Az egyes egységek kapcsolatát más típusú enzimek irá
nyítják. Természetes gráfok továbbá az idegsejtek hálózatai, egy ökológiai 
rendszer szereplői és a napjainkban szerveződő elekronikus hálózatok.

Egy potenciálra elsősorban azok a gráfok jellemzők, amelyekre az a po
tenciál nagy. Dolgozván a potenciálommal, szükségem volt olyan sztochasz
tikus eljárásokra, amelyek képesek ezeket a gráfokat megtalálni. Ezek között 
a legtermészetesebb maga a dinamika: a legszerencsésebb az, ha a keresett 
gráfok „maguktól” születnek meg, egy alkalmasan választott eljárás eleve 
olyan gráfokat állít elő, amelyekre a potenciál nagy. Fokozatosan derült ki 
számomra, hogy a választott potenciálnak nemkívánatos mellékhatásai van
nak. Egyrészt nagyon megnöveli az átmérőt, másrészt lecsökkenti a fokokat. 
További lépésként ezektől kellett megszabadulni. A fejlesztést mindig két fá
zisban kerestem: változtattam a potenciált és azt a módszert, ahogyan az új 
potenciál magas értékeit meg lehet találni. Végül megvizsgálom, hogyan le
het az új kölcsönhatásokat Kauflfnan eredeti modellébe beépíteni.
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4 TUSNÁDY GÁBOR

A z Albert—Barabási fa

Nem jelenti az általánosság lényeges csorbítását ha csak fákkal foglalko
zunk. Az A-B dinamika során az új csúcshoz adott számú él csatlakozik, ez 
a szám a dinamika paramétere, amely a tapasztalat és az elvi vizsgálatok 
alapján nem befolyásolja meghatározó módon a gráf jellemző tulajdonsága
it. (Noha az átmérőben Bollobás és Riordán találtak enyhe eltérést.) Ha 
mindig egyetlen él keletkezik az új csúccsal együtt, akkor fát kapunk. 
Képzeljük az éleket egyforma hosszúságú pálcikáknak. Tegyünk le egy élt, 
és lépésről lépésre csatoljuk egy új él egyik csúcsát a rendszer valamelyik 
csúcsához. Kezdetben két csúcs van és egy él. Lépésenként a csúcsok és 
élek száma egyaránt eggyel nő, ezért a fákban a csúcsok száma eggyel na
gyobb az élek számánál. A csúcsokba futó élek száma a csúcsok foka, ezek 
összege egyenlő az élek számának a kétszeresével.

Fát kapunk akkor is, ha egy véges halmaz partícióit lépésről lépésre fino
mítjuk. Kezdetben a partíciónak egyetlen eleme van, maga a halmaz. Az 
első lépésben ezt tetszés szerint részekre vágjuk. Aztán ennek minden egyes 
elemét további részekre vágjuk, és így tovább mindaddig, amíg csupa egye- 
lemű halmazt nem kapunk. A fa csúcsai a keletkező partíciók elemei, ezek 
között akkor fut él, ha egyik a másiknak közvetlen finomítása. Maguk az 
eredeti halmaz elemei a fa egyfokú csúcsai, ezeket leveleknek nevezzük.

A fák elnevezése a matematikában, legalábbis egy matematikus szemével 
nézve, pontosan megfelel a természetben található hasonló nevű objektu
moknak. Akkor fa egy gráf, ha összefüggő és körmentes. Ezek a tulajdon
ságok fellelhetők a valódi fákban is. A fáknak szinte nincsenek is más alko
tóelemeik mint az ágaik, ezek az élek, ahol az ágak elválnak egymástól, 
azok a csúcsok. Egyetlen kivételt a levelek jelentenek, ezek is csúcsok. 
A természetben a fák ültetettek, a matematikai fák ezt a tulajdonságot is 
utánozhatják, bármely csúcsuknál fogva elültethetjük őket. Szokás a csa
ládfákra is hivatkozni a fák népszerűsítésekor, én ezt nem tartom szeren
csésnek, mert ha mindkét szülőt figyelembe akarjuk venni, zavarbaejtően 
bonyolultabb struktúrát kapunk. További bonyodalomra vezet, ha a leszár
mazottakat is be szeretnénk építeni a rendszerbe.

Fák esetében kissé át lehet fogalmazni az A-B dinamikát. Egy él termé
szetes élete az, hogy a csúcsaiból egymástól függetlenül exponenciális el
oszlású várakozási idő múltával újabb éleket növeszt ki. Az új él egyik csú
csa azonos azzal a régi csúccsal, amelyből az él kinőtt, a másik csúcs egy új 
elem a gráfban. Noha az egyik új csúcs elvileg identikus a megfelelő régi
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vei, ennek is van önálló élete, belőle az ősétől függetlenül további élek fa
kadhatnak, de ezeket nem tudjuk megkülönböztetni. Tisztább a kép, ha a 
szaporodást az élek funkciójának tekintjük: szaporodván egy él mindenek 
előtt kiválasztja Vz valószínűséggel azt a csúcsát amelyhez az új él csatlakoz
ni fog. Ezt nevezem A-Bfának. Ha csak az élek száma érdekel minket, ez az 
úgynevezett Yule-folyamat, amely egy egysejtű lény életét írja le, mely 
független exponenciális eloszlású várakozási idők után osztódik két egy
mással és az eredetivel identikus sejtre. Avagy az ősnek születik egy vele 
identikus lánya. Ez a populáció exponenciális sebességgel nő: t idő múlva 
az egyedek száma e' várható értékű, úgynevezett geometriai eloszlású való
színűségi változó lesz, ami azt jelenti, hogy (1—e-'/ ’e~' annak a valószínűsé
ge, hogy k egyed van. Elmondható ugyanez az egyik csúcsról, csak a sebes
ség feleakkora lesz. Ebből kiolvasható, hogy az első két csúcs foka az

w-edik él csatlakozásakor \fn körüli, és általában a f’-adik él foka az /j-edik

él születésekor \ / i  lesz. Emiatt ha egyenletes eloszlás szerint választjuk a fa

valamelyik csúcsát, a k fokúak száma arányos lesz l/fe3-bel. Ez a legfonto
sabb szabály, amelyet az A-B gráfokkal kapcsolatban többen igazoltak, és 
amely jó egyezésben van sok, a gyakorlati életben talált nagyméretű gráffal. 
De csak a fokszám eloszlása egyezik! Azt a tulajdonságot, hogy a gráfban a 
csúcsok között azok keletkezése szerint hierarchia építhető fel a gráf stati
kus, keletkezése utáni vizsgálatakor, közvetlenül nem is igen tesztelhetjük, 
úgy képzelem, a gyakorlatban előforduló gráfoknak nagyobb a bonyolultsá
ga annál, mint ami az A-B dinamikából fakad, a „természetes” fákban a ré
szek kicsiben hasonló struktúrájúak, mint a nagyobb egységek. Ezt a tulaj
donságot reprodukálandó, fejlesztettem ki a véletlen fáknak egy új osztályát.

Élstatisztikák

Egy fában kétféle alkotóelem van: a csúcsok és az élek. Ha az élek száma n, 
célszerű a csúcsokat nullától n-ig számozni. Ha elég ügyesek vagyunk, ez a 
számozás használható az élekre is úgy, hogy minden él száma az általa ösz- 
szekötött két csúcs közül a nagyobb sorszámúnak a számával azonos. Ha ez 
sikerül, elegendő a másik csúcs sorszámát megadni. (Ha egyesével illesz
tünk új éleket a fához, az élek és a velük együtt keletkező új csúcsok sor
száma azonos lesz. Adott fa esetén ez a számozás nem egyértelmű.) így 
olyan n elemű, nem negatív egészekből álló sorozatot kapunk, melyben
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6 TUSNÁDY GÁBOR

minden egy és n közötti fe-ra igaz az, hogy a fe-adik elem kisebb fe-nál. 
Jelöljük ezt a számot X(fc)-val, akkor X(l) = 0, és ha k > 1, akkor X(k) érté
ke lÁ valószínűséggel Y(k), és Y2 valószínűséggel X[Y(/e)], ahol maguk az 
[Y(2),...,Y(«)] valószínűségi változók függetlenek, és Y(k) az (1, ..., k-1) 
értékeket 1/fe-l valószínűséggel veszi fel. Ez egy egyszerű, formális leírása az 
A-B fának: a fe-adik él az X(fe)-adik csúcsot köti össze a fe-adikkal. általában 
úgy adhatunk meg egy véletlen gráfot, hogy megadjuk az [X(l), ..., X(n)] 
valószínűségi változók együttes eloszlását. Ha az [X(l),..., X(n)] való
színűségi változók függetlenek, és X(k) a (0, ..., k-í) értékeket 1/fevaló
színűséggel veszi fel, akkor lényegében az Erdős—Rényi fát kapjuk.

Egy csúcs legkisebb környezetét a hozzá csatlakozó élek adják, ezek szá
ma a fokszámstatisztika. Az élek legkisebb környezetét az általuk összekö
tött két csúcs jelenti, ezek fokszámai adják az elsőrendű élstatisztikát. Ez 
egy olyan kétdimenziós eloszlás, melynek elemei a csúcsok fokszámai. 
Jellemző a fára az, hogy ebben a kétdimenziós eloszlásban milyen irányú a 
sztochasztikus kapcsolat. Azt mondjuk, hogy két azonos eloszlású változó 
sztochasztikus kapcsolata pozitív, ha annak a feltételes valószínűsége, hogy 
az egyik értéke nagyobb fe-nál, feltéve, hogy a másik értéke nagyobb fe-nál, 
nagyobb annál, mintha semmit se tennénk fel, ahol k tetszés szerinti érték. 
Az egyik változó nagy értéke mintegy serkenti a másikét. így van ez az 
A—B fákban, a nagy fokú csúcsok közel vannak egymáshoz, ezért mondom 
azt, hogy az A-B fák egycentrumúak. Ha mindig a nagyobb fokú csúcsot vá
lasztom első változónak, és x > y mellett v(x,y) jelöli az (x,y) fokú élek szá
mát, akkor az A—B fákra jó közelítésben

ln[ v(x,y)] = a + \n\f{x)*g(y)/n] + by,

ahol n az élek száma,j{x) -  E)( v{x-y), g(y) = Ex v(x-y), és a, b alkalmas kons
tansok (ha n = 100, akkor b = 0,25, ha n = 1000, akkor b = 0,14). Ezt a tu
lajdonságukat Móri Tamás tétele is mutatja, mely szerint a végtelen folya
matban csak véges sok maximális fokszámú van, vagyis mindig van olyan 
lépés, amely után a maximális fokszámú csúcs a folyamat további lépései 
során végig maximális marad.

Azt kerestem, hogyan lehet a többcentrumúságot mérni. Magának a 
többcentrumúságnak a minimális feltétele az, hogy a szomszédos csúcsok 
fokszáma közti sztochasztikus kapcsolat negatív legyen. Ha ugyanis egy 
magas fokú csúcsból kiinduló élek másik végén is tipikusan magas fokú 
csúcs van, akkor a magas fokú csúcsok közel vannak egymáshoz. Ennek 
pontosan az ellenkezőjét szeretném elérni: azt, hogy a magas fokú csúcsok 
kifejezetten taszítsák egymást, szétszórtan helyezkedjenek el a fában. Erez-
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hetően jobb lenne a fa alakjának a vizsgálatakor nagyobb környezetet kiér
tékelni, anélkül, hogy a keletkező statisztikák reménytelenül bonyolulttá 
válnának.

A z  új potenciál

Rendeljük a G fához a következő mennyiséget:

Q (G ) = i ^ I ^ ( 4
\V\ ,«=K

ahol
— F a  csúcsok halmaza
— I V\ a csúcsok száma
— az A(x) lokális potenciál értéke

A{x)=  X  d(y),
ye V  ,0<2 L(x,y)<2 L(x ,z)

ahol
— d(y) az y csúcs fokát jelöli
— L(x,y) az x és y csúcsok közötti élek száma
— z az x-hez legközelebbi olyan csúcs, melyre d(z) >  d(x).
Ezt nevezem potenciálnak. Ha x az egyetlen maximális fokú csúcs, akkor 

legyen A(x) = 0. E potenciál alapján a fákon a következő eloszlást definál- 
hatjuk:

P(G) = k7cQ(G)/t ,

ahol T > 0 a hőmérséklet, és /CT a partició függvény, vagyis az a konstans, 
amely mellett az adott csúcsszámú fák valószínűségének összege 1.

Ha a T  paraméter értéke nagy, akkor mintegy összehúzza a potenciál ér
tékeit, a potenciál nem képes megkülönböztetni a fákat, azok valószínűsége 
közel egyenlő. A kapott eloszlás tisztán véletlenszerű, ahogyan a nagy hő
mérsékletű gázban az atomok elrendeződése tisztán véletlenszerű. Ahogy 
csökken T  értéke, úgy nő meg a nagy potenciálú fák valószínűsége a kicsi
kéhez viszonyítva. Ennek megfelelően az átlagpotenciál értéke nő. Ha T  
egészen kicsi, akkor csak a legnagyobb potenciálú fák valószínűsége nagy. 
A T  paraméter függvényében tehát a véletlen fák változatos seregét kapjuk.

Szemléletesen fogalmazva a potenciál jelentése a következő. Elképzelé
sem szerint minden egyes csúcsnak van egy saját birtoka. Ennek a mérete
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attól függ, milyen messze van a választott csúcstól az a hozzá legközelebbi 
csúcs, amelynek a foka legalább akkora, mint a választott csúcsé. A távolsá
got az élek számában mérem, a saját birtok sugara e távolság fele. Ha a ma
ximális fokszámot egyetlen csúcs éri el, annak (kissé önkényes módon) 
nem adok birtokot. Egy csúcs vagyona a birtokán található csúcsok (ezek 
az ő alattvalói) fokszámának az összege. Ha a fokszám egy vagy kettő, a 
csúcs eleve vagyontalan. A potenciál a csúcsok vagyonának átlaga. Ha a fát 
egyik birtokának centrumánál fogva ültetjük el, akkor a centrumból mért 
távolságok egyben magasságok is, és a birtok a fa talajszint közeli része.

Indítsunk irányított élt a birtokon levő csúcsokból a centrumba. így 
minden egyes csúcsból azokba a csúcsokba fut él, amelyek a csúcs főnökei, 
földbirtokosai. Azokat a fákat tartom szépnek, amelyekben átlagosan sok 
főnökük van a csúcsoknak, ebben az értelemben mondom azt, hogy a 
nagy potenciálú fa sok központú.

Számítógépes kísérletek

Hatezer élű fákon kerestem a potenciál maximumát Metropolis-algoritmus
sal (ez a legtermészetesebb sztochasztikus optimalizálás). Az A—B fák po
tenciálja /ókörüli. Kezdetben alig tudtam ennél jobb indulást találni. Most 
a legjobb eredményem 6 körül van. Ez azt jelenti, hogy átlagosan minden 
csúcsnak három főnöke van. Kissé veleszületett rendellenessége a poten
ciálomnak, hogy nagy különbséget jelent az, hogy egy vagy több maximá
lis fokú csúcs van-e a fában. A „spártai” rendszer megjelenése táján a 
potenciál 3 körüli. Amire a potenciál 5 közelébe ér, láthatóvá válik a fák 
földieperjellege: hosszú indák vezetnek újabb és újabb centrumokhoz, és 
az egyre magasabb fokú csúcsok egyre jobban szét vannak szórva. Ezzel 
párhuzamosan a fokszámeloszlás kitevője egyre kisebb lesz.

Két természetes kérdést nem tudok megválaszolni pillanatnyilag:
a) Hogyan nő a maximális potenciál a csúcsok számának függvényében?
b) Mekkora a potenciálúk a természetes gráfoknak?
Na és mi a helyzet a fokszámeloszlással, lehetne a következő kérdés, de 

szerintem ez nem igazán lényeges, hiszen egy jó potenciál mindent elbír: 
ha a mostani potenciál más fokszámeloszlásra vezetne is, azt aránylag köny- 
nyen irányíthatjuk. Maga a potenciál többlépcsős keresés eredménye. 
Afféle plátói alapon kerestem, milyen potenciál képes a legtömörebben 
mérni azt a tulajdonságot, amelyet én alapvetőnek tartok a szép gráfokban. 
Amin persze önmagában lehet vitatkozni. De fontosabb ennél az, hogy
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egy-egy ilyen potenciál arra használható statisztika, hogy a különböző grá
fok belső struktúráját feltárjuk.

Egy potenciál önmagában valószínűleg nem elég. Nem vagyok járatos a 
gráfelméletben, elképzelhetőnek tartom, hogy elvileg könnyen konstruál
ható olyan fa, amelyre maximális a potenciálom, mégis nagyon messze van 
az ideálomtól. Nem elég bokros. Amíg a teljes igazság ki nem derül, kellő 
óvatossággal kell az ilyesmit kezelni. Valamilyen véletlenszerűséget min
denképpen jó feltételezni. A futások során T értéke egy ezred volt, jogos 
kérdés az, mi történik, ha T értékét nullához közelítem. Jó kérdés az is, 
hogyan néz ki az a fa, amelyiknek egy per k-köbös a fokszámeloszlása, de 
amúgy teljesen véletlenszerű. Minden bizonnyal nem az A—B fát kapjuk. 
De nem is az enyémet: a csúcsok véletlen keverése az optimalizáció előre
haladtával egy idő után már csökkenti a potenciált.

f

Uj dinamikák

Amikor az M-edik él csatlakozik a fához, a csúcsok megválasztása függhet 
azok fokának és sorszámának a szorzatától is. (A sorszám az él belépésekor 
az élek száma, az élek közé számítva már az új élt is.) Ez a módosítás ugyan 
megszünteti a magas fokú csúcsok koncentráltságát, de nem növeli a poten
ciált jelentős mértékben. További módosításokra van szükség. Ezek közül a 
legfontosabb az, ami már a Bollobás—Riordan-cikkben felbukkan (ott tulaj
donképpen zavaró mellékhatásként), hogy generáljunk fa helyett erdőt, ne 
követeljük meg azt, hogy evolúciója során az, amit generálunk, összefüggő 
legyen. Formálisan ez azt jelenti, hogy az új él lehet hurokéi, avagy kivéte
lesen egyszerre két új csúcsot is csatolhatunk a rendszerhez. Tanácsos az új 
centrumok növekedését védővámokkal serkenteni. Ha csak két kompo
nens van, akkor ennek a legegyszerűbb módja az, hogy az egyes kompo
nenseket a másik elemszámával arányos valószínűséggel választjuk. Aztán ha 
az új komponens mérete utoléri az elsőét, két véletlenül választott levél 
(egyfokú csúcs) összekötésével fává redukáljuk a két fából álló erdőt.

Szerencsésebbnek bizonyult az eredeti A—B dinamika következő fejlesz
tése. Ha egy él szaporodik, és a végpontjainak a foka w és v, akkor p(u,v) 
valószínűséggel keletkezzen a közepén egy új csúcs. Ha nem, minden tör
ténjen úgy, mint eddig. Ez a fejlesztés annyira effektiv, hogy leleplezte a 
potenciál amúgy is sejtett gyengeségét: indokolatlanul megnöveli a fák át
mérőjét (ez a legtávolabbi csúcsok távolsága). Ezért úgy módosítom a po
tenciált, hogy ha L(x,z) > c ■ d(x), akkor L(x,z)-t c • d(x)~szel helyettesítem,

[ 1 1 3 ]



10 TUSNÁDY GÁBOR

ahol c a konstrukció konstansa, mondjuk c — 1. Maga a p(u,v) függvény 
szabadon választható, ha azonosan nulla, akkor az eredeti dinamikát kap
juk. én a következő alakot használom

p(u,v) = 1—A exp{—Aln[m(u,t')]},

ahol m(u,v) értéke általában u és v minimuma, de m(2,2) = 1, továbbá

A = 0,95, A = 0,4.

A módosítás 4,5-re csökkenti az eddig talált legjobb potenciál értékét, a 
módosított evolúció által adott legjobb potenciál 3,5. Ha p(u,v) monoton 
nő, akkor az evolúció során fokozatosan eltávolodnak egymástól a magas 
fokszámú csúcsok. A

p( 2,2) = 1—A

feltétel azt biztosítja, hogy a 2-fokú csúcsok közti élek közepén ugyan
olyan kis valószínűséggel keletkezik új csúcs, mint a levelekhez vezetőkén.

Ez a módosítás növeli a magas fokú csúcsok távolságát. De nem eléggé. 
Az A—B dinamika szerint a fokszámok gyorsulva növekednek. Helyzeti el
őnyben vannak a kezdetben keletkező csúcsok, amelyek egyszerűen egy
más közelében jönnek létre, és ha az eltávolításukról külön nem gondos
kodunk, akkor a rendszer egycentrumú marad. Növel ezt a hatást, ha 
azokat az éleket, amelyek magas fokú csúcsokat kötnek össze, eleve na
gyobb valószínűséggel választjuk.

Redukció

Szedjük le a fáról a leveleket, vagyis az 1-fokú csúcsokat a hozzájuk tarto
zó élekkel együtt, és ugoijuk át a 2-fokú csúcsokat, vagyis hagyjuk el eze
ket a csúcsokat, és a hozzájuk csatlakozó két élt helyettesítsük egyetlen új 
éllel. Egy lehetséges statisztikasor a fákon az így keletkező fák potenciáljai
nak a sorozata. Egy lehetséges evolúció ennek a redukciónak a megfordítá
sa például az eredeti dinamikával. Tapasztalatom szerint ez a lépés csök
kenti a potenciált, de a redukció során keletkező fák potenciáljának a 
diszkontált összegezésével használható potenciált kapok, feltéve, hogy mó
dosítom a potenciálszámolást (0,85-ös diszkontáló tényezőt használok). 
A birtokhoz tartozó csúcsokból a birtok centruma felé haladva minden 
egyes csúcsban veszem a befutó élek hozadékának az átlagát. Ezt összeha
sonlítom a csúcs fokával, és ha az nagyobb, a kapott mennyiséget azzal
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írom felül. Végül a centrumban már nem veszek átlagot, ott egyszerűen 
összeadom a göngyöleget. Ez a forma hosszú küzdelem eredménye. Az 
eredeti potenciál természetes módon a fa átmérőjének a megnyújtására ve
zet. Ezt nem is lehet rossz néven venni tőle, hiszen ez segíti a birtokok nö
vekedését. Nem egészen világos előttem, hogy miért, de az eredeti poten
ciál aránylag nagy azokra a fákra, amelyekből a fenti redukció „kígyókat” 
állít elő. Ezekben a fákban nincs valódi elágazás, a fokszámot csupa egy
fokú csúcsba futó él adja, kivéve a központi útvonal éleit. Sok módosítást 
próbáltam ki, de ez az átlagolás volt az ötleteim közül az egyetlen, amelyik 
hatékonynak bizonyult. Ennek oka részben az, hogy erősen reduktív, erő
sebben, mint a birtok mechanikus redukciója a fokszám alapján. Ezért az
tán újabban nem a befutó élek számával osztok, csupán azok számával, 
amelyek foka egy vagy kettő.

A következő módosítási javaslatom az, hogy legyen a birtok értéke

A ( x ) = T , d ( y ) q \ f t \

ahol q egy újabb diszkontáló tényező, és v(y) azoknak a lépéseknek a száma 
az x-ből y-ba vezető útvonalon, amelyek során nem nő az x-től a szóban 
forgó lépés számával egyenlő lépésre álló csúcsok száma. Itt egy újabb ide
áljelenik meg: a birtok legyen lehetőleg gömbölyded (q = Vi).

Agglomeráció

Az A—B dinamika alapja az, hogy a csúcsok köre tágul, de a keletkező grá
fokban nem egyértelműen rekonstruálható a beépülési sorrend. Termé
szetes kérdés az, hogy elő lehet-e állítani hasonló véletlen gráfokat úgy, 
hogy eleve megadjuk a csúcsokat. Fák esetében ez azt jelenti, hogy az utol
só él berajzolásáig több fára, úgynevezett erdőre esik szét a gráf, minden 
egyes új él két komponenst köt össze, vagy két izolált csúcsot, vagy egy 
izolált csúcsot és egy fát, vagy két fát. Itt is feltételezhetünk exponenciális 
idejű várakozásokat. Az egymással versenyben álló párhuzamos folyamatok 
egymástól független, exponenciális eloszlású valószínűségi változók, ezek 
várható értékének a reciproka a folyamat intenzitása. A legegyszerűbb 
esetben az u és v fokú csúcsok összekötési intenzitása csak w-tól és v-től 
függ, mondjuk

. , x max(tí + l,v + l)A(w,v) = —7-7-----------(.
mm(w + \,v  + l)
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Ez már az én potenciálomnak kedvez, az eredeti dinamikához való
színűleg a

A(u,v) = (u + l)(t> + 1)

sebesség áll közelebb. Maga az agglomeráció a particiók láncolatának in
verze. Kiindulva abból az állapotból, amikor minden elem izolált, lépésről 
lépésre összevonhatjuk egy halmaz elemeit. Ha az összevonás sebessége 
konstans, akkor Kingman coalescent nevű folyamatát kapjuk.

Genetikai optimalizálás

Evolúciós potenciál optimalizálásakor igen természetes gondolat az, hogy 
ezt azzal a mechanizmussal tegyük, amit a természet alkalmaz. Fák eseté
ben erre jó alapot ad a fák éleinek már említett dinamikus felsorolása, 
melyben minden egyes új él egy régi és egy új csúcsot köt össze. Most a 
vizsgálódásunk tárgya a kész fákból álló erdő, melyben minden egyes fát a 
dinamikus reprezentációjával adunk meg. Két véletlenszerűen választott fa 
utóda ebben az előállításban keveri össze az ősök egymás utáni éleit. 
Mindazonáltal a tapasztalatom szerint ez az eljárás itt most nem effektiv.

Beágyazás

Czeizel doktor adatait vizsgálván már a hetvenes évek végén ábrázoltam hi- 
pergráfokat síkon. Azóta ha többdimenziós feladattal van dolgom, a legelső 
az, hogy az adatokat síkon jelenítem meg, mintegy beágyazom azokat a sík
ba. A cél az, hogy minden, ami hasonló, közel kerüljön egymáshoz. Egy fát 
egy gyerek is le tud rajzolni. De én nem. Minden eddigi próbálkozásom 
csődöt mondott. Leküzdhetetlen bonyodalmakra vezetnek a levelek: az ál
talam alkalmazott dinamika szerint előbb-utóbb beszippantja őket a fa. 
Aztán jön a többi csúcs. Persze azért mindig lehet valamit csinálni.

A beágyazás alapfeladata az, hogy a csúcsok kovarianciájára vonatkozó 
alsó korlát mellett minimalizáljuk az élek hosszának négyzetösszegét. Ez 
algebrailag megoldható, és sajátértékek, sajátvektorok meghatározását je 
lenti. Ezek a menynyiségek a gráfok globális statisztikái, amelyek bizo
nyos értelemben tükrözik a gráfok struktúráját. A bonyolultságot a grá
fok entrópiája méri, elképzelhető, hogy ez pozitív korrelációban áll a 
potenciálommal.
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Csillagok

T. Sós Vera javasolta azt, hogy ne felezzem le a birtok sugarát, és vegyem 
figyelembe a potenciálban az elérhető nagyobb fokszámú csúcsok számát. 
Időközben meggyőztem magam arról, hogy a birtok centruma felé haladva 
egy-egy összesítésben jobb a beható vagyon mértani közepét venni, mint a 
számtanit: ez serkenti azt, hogy egyenlő mennyiségek találkozzanak. Most

Q(g ) = ü7í X B 0 - f [ cix )]-s[d(x )]’
\ V \ x e V

ahol B(x) a mértani közepekből összegyűlő vagyon, c(x) az x-ből elérhető 
x-nél nem kisebb fokszámú csúcsok száma,

A 1) = 0,1,A2) = 0,2,i(3) = 0,3, f(4) = 0,5,»  = 0,8 + («-5)/5 ha u > 5,

és g(u) = l°g(w)- (Az általam vizsgált fákban c(x) értéke hét alatt maradt.) 
Eddig ez adta a legszebb fákat, ami persze nem jelenti azt, hogy nem talál
hatójobb potenciál. így 2-ig tudom emelni a potenciált. (Változatlanul al
kalmazom a redukció szerinti diszkontált összegezést.)

Enzimdinamika

Az élő szervezeten belül az enzimek bonyolult kölcsönhatásban állnak. 
Funkciójuk, szerepük változik az időben. Bizonyos egyszerűsítéssel azt 
mondhatjuk, hogy kétféle állapotuk van: vagy aktívak, vagy nem. Egy en
zim állapotváltozása csak kevés más enzim állapotától függ. A kölcsönhatás
ban álló enzimek alkotják az enzimgráfot. Ez jellegét tekintve nem szim
metrikus. Ha az enzimek egy bizonyos szabály szerint, nem véletlenszerűen 
működnek, akkor az állapotaik változása egy idő után ciklikussá válik. 
Ezeket a ciklusokat attraktoroknak hívják, és az élő szervezetekben a hason
ló funkciójú sejtekből álló szöveteknek feleltethetőek meg. Kauffman el
méletének elsőszámú bizonyítéka az, hogy az attraktorok száma elméletileg 
is, gyakorlatilag is arányos az enzimek számának gyökével.

Kauffman modelljében az enzimgráf irányított, a modell két részből áll: 
meg kell adnunk az egyes enzimekre ható enzimek részhalmazát, és meg 
kell adnunk ezek hatását. Az első tényező valószínűleg kicsi, csak 3-4 
elemű. Itt követte Kauffman Erdős és Rényi gráfevolúcióját, és az éleket 
tiszta véletlen szerint vette föl. De azt nem tette meg Erdős és Rényi nyo
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mán, hogy növekvő rendszereket vizsgált volna. Hosszú futások során azt 
tapasztaltam, hogy ha az enzimek számát egyesével növelem, akkor

« =  0,762----------S Ü L ---------H (P),
ln(m) m ■ \n(e + EN TIm )

ahol
— OA az attraktorokban ülő enzimek száma,
— m az enzimek száma,
— É N T  az egyes enzimeknek a többiekre vett feltételes entrópiájának az 

összege
— p annak a feltételes valószínűsége, hogy egy adott enzim aktív, feltéve, 

hogy adott a többi enzim állapota
— a H(p) függvény a bináris entrópia:

H(p) = exp{-p ■ ln(2p) -  (1 -p) • ln[2(l-p)]}

— In az e alapú logaritmus, és e = 2,71828182845...
Hevenyészve megkíséreltem összeházasítani Kauffman dinamikáját az 

A—B dinamikával. Nem tapasztaltam kimutatható változást. Tisztességes 
statisztikus csak annyit mondhat, hogy neki nem sikerült a különbséget ki
mutatnia. Nem tudom, van-e kapcsolat az enzimgráf potenciálja és az at- 
traktorok száma között. Mindebből csak annyi fontos, hogy az enzimek 
kölcsönhatása több elemet tartalmaz, mint a puszta kapcsolatok gráfja. 
Kauffman elmélete azon alapszik, hogy a különböző szövetek a dinamika 
attraktorainak feleltethetők meg. Az attraktorok számában van egy kritikus 
határ annak függvényében, ahogy a kapcsolatok bonyolultsága nő. Ez a 
kritikus jelenség várhatóan független az enzimgráf struktúrájától.

A második tényező sokváltozós bináris függvény, a változók száma az 
adott enzimre ható enzimek száma, a változók a ható enzimek állapotai, a 
függvény a vizsgált enzim új állapotát határozza meg. Kauffman ezt is tisz
ta véletlen szerint választja, és szerinte a két választás -  a ható enzimek 
megválasztása és a hatásmechanizmus — független egymástól. A ható enzi
mek körét választhatjuk az A-B dinamika szerint, de meg kellene monda
ni a hatásmechanizmus sztochasztikus kapcsolatrendszerét is, ha van ilyen.

Elvileg az attraktorok struktúrája nem feltétlenül változik monoton egy 
növekvő bonyolultságú rendszerben, a tapasztalat szerint azonban, leg
alábbis az esetek többségében igen. Ritkán előfordulnak bizonyos egy
szerűsödések, összeomlások, de az esetek többségében szegregálódnak az 
attraktorok, és ez a folyamat egy bizonyos töréspont után robbanáshoz ve
zet, az attraktorok számának a bonyolultság mértékében mutatkozó poli-
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nomiális növekedése exponenciálisra fordul. Ezt jelenti a fenti formula, és 
én azt gondolom, ez a jelleg változatlan marad akkor is, ha a rendszer meg
határozó komponensei között sztochasztikus kapcsolat alakul ki, noha a 
dolog megfordítható. Ha az attraktorok struktúráját a fák potenciáljához 
hasonló mennyiséggel minősítjük, a kapott mennyiséget optimalizáló 
rendszerekben természetes sztochasztikus kapcsolatok épülnek fel.

Az evolúció alapvető lépései kicsiben megismétlődnek az immunrend
szer fejlődésében. Itt a ’70-es években Jerne azt javasolta, hogy az úgyne
vezett B-sejtek kapcsolatát az idegsejtek hálójához hasonlóan modellezzük. 
Ezt azóta többen kritizálták: elképzelhető, hogy itt hasonló dinamika írja le 
az idegen fehérjék struktúrájának a megtanulását. Igaza lehet Gács 
Péternek, hogy a hierarchikusan egymásba skatulyázott rendszerek stabili
tása erősebb a lineárisakénál.

Összefoglalás

Egy fa legfontosabb paramétere az élszáma, ez meghatározza a csúcsok szá
mát is és a fokszámok összegét is. Az úgynevezett szabad fák száma kis él
számok mellett rendre

1, 1, 2, 3, 6, 11, 23, 47, 106, 235.

Három élből még csak a két alaptípus keletkezik: a sündisznó, melyben 
az élek egy pontból indulnak ki (mondhatjuk azt is, hogy ez a fa fűcsomó 
vagy csillag), és a kígyó, melyben az élek egymáshoz csatlakoznak (nevez
hetjük hernyónak is ezt a fát, egyetlen él mellett még ez a két állat is iden
tikus). A hét élből keletkező 23-féle fa közül szerintem az a legszebb, 
amelyben két háromélű sündisznót egy él köt össze. De az összekötő él 
nem a centrumok között halad, hanem két tüske között. Vagy ha ez job
ban tetszik, nyelvét mindkét végén kiöltő kígyó. Ez természetesen spártai 
rendszer. A legjobb potenciálok az élszám első tizenhárom értékére: 0,000, 
0,000, 0,082, 0,111, 0,134, 0,188, 0,170, 0,246, 0,231, 0,293, 0,302, 
0,349, 0,338. érdekes, hogy a sorozat nem monoton.

Az A—B dinamika sündisznóra emlékeztető fákra vezet: a maximális

fokszám \fn , az átmérő log n, ahol n az élek száma, és ráadásul a magas fo

kú élek távolsága még az átmérőhöz viszonyítva is kicsi. Az általam hasz
nált potenciálok azt mérik, milyen erős a fa multicentrikus jellege. 
Elsődleges célom az volt a potenciálok kialakításakor, hogy olyan statiszti-
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16 TUSNÁDY GÁBOR

kákát találjak, amelyek képesek feltérképezni egy nagyobb méretű fát. 
Ezeknek a statisztikáknak a véletlen struktúra kialakításához történő fel- 
használása a statisztikák jobb megismerését szolgálja. Kiderült, hogy a po
tenciál maximailzálása megnöveli az átmérőt, az általam szépnek tartott 
fákban az átmérő azonos nagyságrendű a maximális fokszámmal, mind a

kettő \fn körüli. De ha nem vigyázok, az átmérő sokkal nagyobb is lehet.

Ezt természetesnek tartom, noha el tudom képzelni, hogy lehet jobb po
tenciált találni. Az a kérdés, hogy lehet-e olyan potenciált találni, mely ala
csony hőmérsékleten a természetes fákat állítja elő, elsősorban módszertani 
jellegű. Csak a választott potenciált effektiven optimalizáló algoritmusok 
képesek ugyanis leleplezni egy-egy potenciál gyengeségeit. Gyakorlatilag a 
kérdés az, melyek azok a statisztikák, amelyek ellenőrzése elegendő egy 
bonyolult rendszer leírásához.

Egy-egy statisztika önmagában hasonlítható a hőmérséklethez. A statisz
tikajó megválasztása mellett képes jellemezni egy bonyolult rendszert vagy 
bizonyos típusokat megkülönböztetni. Az általam javasolt potenciálnak 
azokon a fákon is van eloszlása, amelyek fokszámeloszlása köbös, és az át
mérőjük logaritmikus. Ha a gyakorlatban előforduló fáknak ezt a két jel
lemzőjét meghatározzuk, a mintához illesztett értéküket vethetjük egybe a 
potenciál eloszlásával. Azt tapasztalom, hogy ha az eredeti AB-dinamiká- 
ból származó fák fokszámstatisztikáját és átmérőjét rögzítem, a potenciál 
még jelentősen növelhető: 0,3-ről 1,2-re. Rögzített fokszámeloszlás mel
lett az eredeti dinamikához hasonló evolúció építhető fel. Első fázisban el
hagyom a leveleket. Az y új csúcs az x  régi csúcshoz a

[d(x)~/?(%)] exp {A[| d(x) a-d(y)“|—pfe(x)]}

mennyiséggel arányos valószínűséggel csatlakozik, ahol
— d(x), d(y) a csúcsok kívánt foka,
— b(x) az x  csúcs pillanatnyi foka,
— k(x) értéke egy vagy nulla aszerint, hogy d(x) értéke kettő-e vagy sem,
— A, a, p a dinamika paraméterei (például A = 4,360, a  = 0,460, p = 0,103).
A csúcsok sorrendje tisztán véletlenszerű. Miután minden csúcs sorra

került, mindegyikükhöz még d{x)—b(pc) levelet csatolok.
Ha eltekintünk attól, hogy egy embernek két szülője van, a családfák 

adják a legegyszerűbb sztochasztikus modellt. Meg kell adni az utódok el
oszlását, és hagyni kell, hogy a különböző generációk összecsússzanak. 
Ennek legegyszerűbb módja, hogy az utódképzéshez szükséges időt is a 
véletlentől függővé tesszük. így a későn születetteknek természetes módon
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kevés utóduk lesz, és kialakul egy kapcsolat a fokszámok és utódszámok el
oszlása között. Ebben a folyamatban csak az idő strukturál, egy csúcs foka 
lényegében attól függ, mikor születik az a csúcs. Más a helyzet akkor, ha 
nemcsak élek csatlakozhatnak csúcsokhoz, de csúcsok is keletkezhetnek az 
éleken.

Elképzelhető, hogy amit keresek, az kapcsolatos a kvázikristályokkal. 
Kauffman gondolata — hogy az élet a rendezett és kaotikus dinamikák ha
tárán keletkezett a szervetlen világban -  is felbukkan. Bizonyos ötvözetek
ben az atomok elrendeződése sem nem teljesen rendezett, sem nem tisztán 
véletlen. Az a rend, ami ezekben az anyagtípusokban kialakul, ma még 
nem teljesen ismert, még kevésbé az a dinamika, amely kialakítja.

Köszönet

Ez az írás a 2002. március 27-én megtartott székfoglalóm anyagát tartal
mazza. 2002. május 26-án meghalt Orbán Ottó. Mindennek más mértéket 
ad a halál — köszönöm a mottóul választott verset.
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OSZTÁLYA





Arató Péter
AZ MTA LEVELEZŐ TAGJA

RENDSZERSZINTŰ
SZINTÉZISMÓDSZEREK

Elhangzott 2001. november 29-én

A  mikroelektronikai ipar állandó gyors fejlődése egyre bonyolultabb, 
„intelligens” (Intellectual Property, IP), készen kapható funkcionális 

egységeket kínál építőelemekként a tervezőknek.

Az ilyen komponensek (IP-k) adaptálhatósága, programozhatósága és 
rekonfigurálhatósága kedvező lehetőséget nyújt azonos típusok ismételt 
felhasználására (reusing) [13].

Ezáltal a piacra kerülés ideje jelentősen csökkenhet, mert a tesztelés és a 
gyors prototípuskészítés kisebb ráfordítást igényel.
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Ezzel szemben a többé-kevésbé egzakt logikai szintézis módszertana, 
amely viszonylag egyszerű építőelemek (kapuk, flip-flopok, regiszterek, 
számlálók stb.) alkalmazásán alapul, gyökeres változtatásra szorul.

A megoldandó feladatból kiinduló rendszerspecifikáció ugyanis már el
képzelhetetlen a komplex építőelemeknek (IP-knek) konkrét fizikai erő
forrásokként való kezelésével.

Rendszer
specifikáció

kapuk, flip-flopok, 
regisztrációk, 
számlálók stb.

Jóval magasabb absztrakciós szintről kell indítani a tervezési folyamatot, 
amelyet emiatt rendszerszintű szintézisnek (system-level synthesis, SLS) ne
veznek. A kiindulási magas absztrakciós szinten az ún. viselkedési specifikáci
óból (behavioral specification) kell kiindulni, amely fiktív viselkedési ösz- 
szetevők együttműködésének leírása [2], [17].

A rendszerszintű szintézis további lépéseiben olyan dekompozíciós algo
ritmusra van szükség, amely a teljes rendszert felbontja előre definiált 
IPkre. Ennek során sokszor egymásnak ellentmondó peremfeltételek mel
lett (az IP-k közötti kommunikáció sebessége, a vezérlési struktúra egy
szerűsége, az ismételt felhasználás mértéke, a különböző költségtényezők 
egymáshoz való aránya, a pipeline működés biztosítása stb.) kell a lehető 
legkedvezőbb megoldásokat megtalálni, lehetőleg szisztematikus lépések
ben. [18]

A gyártók egyre növekvő választékát kínálják az IP-knek, katalógusaik
ban többnyire viselkedési szintű specifikációval. Az IP-k között teljesen 
programozható cél- és általános processzorok is megjelennek (pl. DSP).

Ezáltal a rendszerszintű szintézis egyre inkább olyan felépítést eredmé
nyez, amely hardver és szoftver összetevőket egyaránt tartalmaz. így az ún. 
hardver-szoftver együttes tervezés (hardware-software codesign) része a rendszer- 
szintű szintézisnek [6], [12].
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Rendszer
specifikáció

Viselkedési
leírás

A tervezés automatizálása (design automation) döntő jelentőségű a rend
szerszintű szintézisben, mert a legtöbb lépés NP-teljes jellegű, így nem 
mindig kerülhetők el a közelítő optimumkereső eljárások [5],[6],[13].

A technológiai fejlődés következtében egyre komplexebb rendszerek 
hozhatók létre egyetlen integrált áramköri tokban (System on Chip, SoC) a 
fentiekben vázolt felülről lefelé haladó (topdown) metodika szerint a magas 
absztrakciós szintű viselkedési specifikációból kiindulva [15].

A magas szintű specifikáció általában valamilyen magas szintű program
nyelven történik, miáltal a számítógéppel segített automatikus tervezőeljá
rások (CAD tools) bemeneti adatai közvetlenül képezhetők.

IP-fajták

Költségelőírások

Magas szintű 
viselkedési specifikáció 
leíró nyelvtan

Sebesség
követelmények

Az újrafelhasználás 
mértéke

< ................

Rendszerstruktúra 
IP-kből felépítve

A viselkedési szintről kiinduló szisztematikus tervezési lépéseket első
ként az ún. magas szintű szintézishez (high-level synthesis, HLS) kezdték al
kalmazni a ’80-as évek közepétől.

A HLS algoritmusok főként a nagy sebességű célhardverként megvalósí
tott jelfeldolgozó eszközök struktúrájának optimalizálását támogatták.
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A valóságos hardver-erőforrások mint összetevők ekkor már elég komp
lexek voltak ahhoz (de korántsem annyira komplexek, mint az IP-k ma és 
a jövőben), hogy leírásukat már viselkedési szinten legyen célszerű kezelni, 
fiktív elemi műveletekből összeállítva.

A HLS algoritmusok többsége kiterjeszthető és alkalmazható a rendszer- 
szintű szintézis céljaira. Ezen belül a HLS algoritmusok előnyösen alkal
mazhatók pl. az IP-k tervezéséhez.

A legtöbb alkalmazási területen a sebességi követelmények igénylik az 
ún. pipeline feldolgozás megvalósítását. Ezért a HLS algoritmusoknak tá
mogatniuk kell a pipeline üzemmódban is működtethető struktúrák opti
malizálását.

Feladat magas szintű
^  nyelvi leírás

Időzítés I pipeline, throughput

3 1

Az általunk kidolgozott algoritmusok az alábbi szempontokból tekint
hetők kedvezőbbeknek a szakirodalomból ismert releváns megközelítések
hez képest: [9]

1. Az algoritmusaink mindig pipeline működést tételeznek fel (a nempi- 
peline esetet a pipeline speciális eseteként kezeljük, amikor az újraindítási 
idő egyenlő a lappangási idővel), továbbá a kívánt újraindítási idő előre 
megadható.

2. A viselkedési modellünk olyan speciális szinkron adatfolyamszerű 
(dataflow-like) elemi műveleti gráf, amelynek alapján egyszerűen elkerül

[ 1 3 0 ]



RENDSZERSZINTŰ SZINTÉZISMÓDSZEREK 5

hetők az időzítési és hazárdproblémák a magas szintű szintézist követő ter
vezési lépések során.

3. Az adatszinkronizáló algoritmusunk közvetlenül szolgáltatja az ASAP 
(minden művelet a lehető legkorábban indul) és az ALAP (minden műve
let a lehető legkésőbben indul) ütemezést. E két szélső eset közötti bár
mely ütemezés egyszerűen képezhető a szinkronizáló késleltető hatásoknak 
mint fiktív, egymás után kapcsolt pufFerregisztereknek az adatutak mentén 
történő mozgatása révén.

4. Az előre megadható kívánt pipeline újraindítási idő a minimális szá
mú pótlólagos pufferregiszter beépítésével és/vagy a minimális számú 
műveletnek a lehető legkisebb példányszámú többszörözésével (strukturá
lis pipeline) valósítható meg.

5. Az allokációs algoritmusunk a páronként nem konkurens műveletek 
közötti kompatibilitási reláción alapulva a maximális kompatibilitási osztá
lyokból képezhető fedőrendszer meghatározásán alapul.

6. Az algoritmusaink kiteljeszthetők többfelhasználós rekurzív hurkokat 
tartalmazó alkalmazások esetére is.

A továbbiakban a székfoglaló előadás az 1—5. pontokban szereplő meg
állapításokat fejti ki részletesebben.

1. Az elemi műveleti gráf definíciója

Egy feladat megoldásának menete a bemeneti adatok (xv . .x j  és az ered
mények, vagyis a kimeneti adatok között végrehajtandó elemi
műveletek sorozataival is jellemezhető. Az így értelmezett adatkapcsolatok 
és maguk az elemi műveletek összességükben egy elvi adatfeldolgozó cél
egységet képeznek, amelyhez természetesen -  szintén a megoldandó fel
adat által meghatározott -  vezérlési folyamat is tartozik. A szükséges vezér
lési folyamat meghatározásakor figyelembe kell venni a pipeline működési 
mód által megkövetelt pótlólagos előírásokat is. Az elvi adatfeldolgozó cél
egység bármilyen konkrét megvalósítása órajellel ütemezett szinkrón rend
szerként a legmegbízhatóbb, mert az aszinkron működési mód számos 
gyakorlati nehézséget okoz már nem túl nagy méretű feladatok esetén is. 
Ezért az adatfeldolgozó célegység működésének adatfolyam gráfját mint 
viselkedési leírást célszerű eleve az órajellel történő ütemezés figyelembe
vételével definiálni. Az elemi műveletek végrehajtási ideje így egyér
telműen megadható a viselkedési szinten a végrehajtáshoz szükséges órajel
periódusok számával.
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A í. ábra egyszerű példaként a gyors Fourier-transzformáció egy elemi 
lépését megoldó elvi adatfeldolgozó célegység elemi műveleti gráfjának ér
telmezését szemlélteti. Az 1. d) ábrán az műveletet jelképező csomópont 
bemenetéin lévő számok jelentik annak az órajel-periódusnak a sorszámát, 
amelyben ott az első indítás hatására adat jelenik meg. Például e2 bal odali 
bemenetén v2X -  10 azt jelenti, hogy az első adat a 10-edik órajel-perió
dusban jelenik meg ott. Esetünkben e, a közvetlen előzménye e2-nek (jelö
lésben: e, — e2) és í, = 10 jelöli, hogy e, a 10-edik órajelperiódusban állítja 
elő első eredményét.

Az elemi műveleti gráfot az alábbi négy feltétellel jellemzett szinkroni
zált adatfolyam-szerű viselkedési előírással definiáljuk:

1. ei csak azután indítható, miután az összes olyan e,, befejeződött, 
amelyre e. — e. fennáll.

2. e( az összes bemeneti adatának rendelkezésre állását igényli a teljes 
végrehajtási ideje alatt.

3. e{ változtathatja kimenetét a teljes tj végrehajtási ideje alatt.
4. A végrehajtási idő eltelte utáni kimenetét e(. csak egy következő indí

tás hatására változtathatja meg.
Az 1. feltétel az adatfuggőségi viszonyokat fejezi ki az elemi műveleti 

gráfban. A 2., 3., és 4. feltételek teljesülése lehetővé teszi, hogy ne legyen 
szükség közbenső adattárolásra (pufferelésre) a közvetlenül egymás utáni 
műveletpárok között. Ezen túlmenően jelentősen egyszerűsítik a hazárdje- 
lenségek kiküszöbölését bármilyen technológiai megvalósítás esetén.

[ 1 3 2 ]
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Az egyszerűség érdekében, de az általánosság megszorítása nélkül felté
telezhetjük, hogy az elemi műveleti gráf (a továbbiakban: EMG) művele
tei csak egyetlen adatkimenettel és legfeljebb két adatbemenettel (bejövő 
éllel) rendelkeznek (kivételt képeznek a feltételes elágazásokat megvalósító 
műveletek, 1. később). Ha az adatkimenet több további művelet bemene
tét képezi, akkor azt több kimenő él jelképezi.

A teljes EMG legkésőbb megjelenő kimenő adata (eredménye) határoz
za meg a lappangási időt (L). Az í. c) ábra alapján L=  15. Pipeline működés 
esetén az EMG L-nél rövidebb időközönként kaphat új bemeneti adatot. 
Ekkor tehát a ciklikus újraindíthatóságot egy R újraindítási periódusidővel 
fejezhetjük ki, és R < L. A bemeneti adatsorozatokra vonatkozó átbocsátó- 
képességet (throughput) az 1/R  érték határozza meg. Nyilvánvaló, hogy R  
csökkentésének korlátot szabnak a végrehajtási idők és az EMG által előírt 
adatkapcsolatok. A következőkben arra mutatunk be módszereket, hogy 
miként kell egy adott EMG-t módosítani ahhoz, hogy egy kívánt R  érték 
(esetenként akár R = 1 is) elérhető legyen.

2. Az újraindítási periódusidő csökkentése 

2 A . Pufferregisz terek beiktatása

Tegyük fel, hogy az EMG nem tartalmaz hurkot. Ekkor az EMG egymás
tól független bejárási utakból tevődik össze, amelyek mindegyike az EMG 
valamelyik bemeneti adatától indulva elvezet az EMG valamelyik kimene
ti adatához (eredményéhez).

A 2. ábrán látható EMG az alábbi bejárási utakból tevődik össze:

^1,1 — e l> e 2 ’ e3 
Sj 2 — C|, e2, e5, e6, e7

'-*4,1 =  e4 ’ e 5 ’ e6 ’ eT

Egyszerűbb jelölésekkel:

S u  =  l , 2 , 3  
S, 2 = 1, 2, 5, 6, 7 
S41 = 4, 5, 6, 7,

ahol Sik jelöli az e-vel kezdődő bejárási utak közül a k-adikat.

[ 1 3 3 ]
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2. ábra. A  bejárási utak és a foglaltsági 
idősorozatok szemléltetése

Minden egyes Sí(,-hoz egy Dik végrehajtási idősorozat rendelhető. Pl. 
D 4 , tartozik S4 ,-hez:

^ 4 ,1  ~  U ’ í5’ f6’ h

Egyszerűbben jelölve:

D4tl = 4,2,3,2.

Ha e. -*• ej, akkor az elemi műveletekre vonatkozó 2. és 3. feltételből kö
vetkezően ej nem indítható gyakrabban, mint tj + f. időközönként. Ellen
kező esetben e. nem kaphatna változatlan bemeneti adatot a teljes végrehaj
tási ideje alatt. így ei foglalt állapotúnak tekintendő a qt = í(. + f. 
időtartományban. A 3. a&raw a ^  értékek a műveleteket jelképező csomó
pontok bal oldalán vannak feltüntetve. Természetesen előfordulhat, hogy 
<2,-nek más-más értéke van különböző bejárási utak mentén (pl. q2). Az 
EMG kimenetét előállító e. esetében értelemszerűen t  = 0 veendő figye

[ 1 3 4 ]

3. ábra. a) bejárásiút-részlet 
b) A  pufferregiszter beiktatás utáni új 

foglaltsági idők c) A  beiktatott pufferregiszter 
szimbolikus jelölése
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lembe követő művelet híján. Ilyen módon minden egyes S,- ̂ -hoz egy Q; k 
foglaltsági idősorozat rendelhető. Pl.

j q\t 9̂, 3̂ azaz 5,8,5 
Ql 2 íp  2̂’ 7̂ 5,5,5,5,2,

ahol különböző értékekkel szerepel a két bejárási útnak megfelelően.
Egy Si fe-t nyilvánvalóan nem lehet rövidebb periódusonként újraindíta

ni, mint a Q)fe-ban szereplő leghosszabb foglaltsági idő. így minden egyes 
S, (,-hoz meghatározható a min Rjk legrövidebb újraindítási idő:

Ra,>m ax Q(>+ 1 
min R; k = max Q, k + 1,

ahol a + 1 érték az újraindítási periódusok biztonságos különválasztására 
szolgál, és az így definiált viselkedés kedvező feltételeket teremt a hazárdje- 
lenségek kiküszöböléséhez a megvalósítás során.

A 2. ábra alapján:

min R , , = 9 
min R, 2 = 6 
min R4 , = 7

A teljes EMG-re vonatkozó legrövidebb újraindítási idő (min R) a bejá
rási utanként számított értékek maximuma:

min R = max (min R(. k) = max (max Qik + 1).

A 2. ábrán:

min R = 9

A min R értéket a 3. cäfrra« bemutatott elven pótlólagosan beiktatott puf- 
ferregiszterek révén csökkenthetjük bizonyos esetekben. A pufferregisztert 
pótlólagosan közbeiktatott í = 1 végrehajtási idejő ep speciális műveletnek 
tekintve, eh foglaltsági ideje csökkenthető, ha tj> 1.

Tételezzük fel, hogy max (Qjk) = qh és th> 1, valamint t-> 1 fennáll a 
puffer beiktatása előtt. Ebben az esetben qw < qh teljesül a puffer beiktatása 
után, miáltal min Rjk értéke kisebb, mint eredetileg volt. Az újraindítási pe
riódusidő csökkentésének ez a módja az eh után beiktatott pufferregiszterrel 
nyilvánvalóan nem lehet hatásos, ha max (Qf k) = th + 1 fennáll. A puffer be
iktatása akkor sem hatásos, ha e^-nak nincs követője, vagyis az EMG vala
melyik kimeneti adatát állítja elő. Ilyenkor ugyanis qh = th, vagyis az eh utáni 
puffer még növelné is a foglaltsági időt.

[135]
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4. ábra. A  2. ábrán szereplő E M G  
módosítása puffer beiktatással 

R — 7 elérése céljából

Start

----*í
i:= i+ l

^ e; has successor? 11 

" t j+ í > R l  

n

R  cannot be achieved by

1
buffer insertion

I
buffer insertion after e; Stop

-I-N?- “1
Stop

5. ábra. A S E P T U N  algoritmus 
folyamatábrája

(N jelöli az E M G  műveleteinek számát)

Fentiek alapján a pufferregiszterek beiktatásával elérhető legrövidebb 
újraindítási idő:

min R = max (max D{ k + 2),

ha a leghosszabb végrehajtási idejű műveletnek van követője. Ellenkező 
esetben:

min R  = max (max D; k + 1).

Egy előre megadott kívánt R > minR újraindítási periódusidő eléréséhez 
pufferregisztert kell beiktatni minden olyan eh kimenetére, amelynek qh 
foglaltsági ideje nagyobb, mint R -  1 és végrehajtási idejére R< th + 2 nem 
áll fenn. Ha ez utóbbi egyenlőtlenség teljesül, akkor a pufferregiszter beik
tatása nem hatásos, vagyis a kívánt R  nem érhető el ilyen módon. Ha eh az 
EMG valamelyik kimeneti adatát állítja elő közvetlenül (nincs követője), 
akkor a puffer beiktatásával nem lehet eredményt elérni, vagyis az R < th + 1 
teljesülése azt jelenti, hogy a kívánt R  nem érhető el puffer beiktatása ré

[ 1 3 6 ]
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vén. Nyilvánvaló, hogy th = 1 szintén kizárja a puffer beiktatás hatékonysá
gát. Az 4. ábrán megfigyelhető a 2. ábra szerinti EMG egyetlen hatékony 
puffer beiktatása, amely min R = 5 + 2 = 7 értéket képes szolgáltatni. 
A pufferek beiktatása általában növelheti az EMG lappangási idejét, de ez a 
hatás a 4. ábrán nem érvényesül. A pufferregiszter ugyanis nem érinti a leg
hosszabb bejárási utat (y2 előállítását).

Az 5. ábra szemlélteti annak az algoritmusnak a folyamatábráját, amely a 
fenti megfontolások alapján fogalmazható meg egy előre megadott kívánt 
újraindítási periódusidő eléréséhez szükséges minimális számú beiktatandó 
pufferregiszter helyének meghatározására, vagy annak megállapítására, hogy 
a kívánt újraindítási periódusidő puffer beiktatással nem érhető el. A folya
matábrán alkalmazott jelölések feltételezik, hogy az aktuális e; közvetlen kö
vetője e . Az algoritmus neve (SEPTUN) arra utal, hogy a puffer beiktatás 
elve a bejárási utak egyenkénti módosításán alapul (SEParate TUNing).

2.2 . Műveletek többszörözése

A puffer beiktatással elérhetőnél rövidebb újraindítási periódusidőt bizo
nyos elemi műveleteknek több példányban való feltételezése révén valósít
hatunk meg. Példaként tételezzük fel, hogy a 6. ábrán szereplő bejárási út 
kívánt újraindítási periódusideje R  = 8. Látható, hogy puffer beiktatással 
(pl. e3 után) csupán min R  = 22 érhető el (6.b ábra). Az e,, e2 és e4 művele
tek utáni pufferregiszterek csökkentik q: értékét, mert q{ + 1 > 8 és a puffer 
beiktatás után q ’ + 1 < 8. Az e3 utáni puffer beiktatásának egyéb indoka is 
van, erről később lesz szó. A 6.b ábrán látható módon e3 képezi R  további 
csökkentésének akadályát. Vizsgáljuk meg ezért, hogy a bemenetén lévő 
pufferregiszterrel együtt több példányt és megfelelő vezérlést feltételezve 
miként csökkenthető tovább az újraindítási periódusidő. A 7. ábrán szem
léltetett módon tételezzük fel, hogy a vezérlés az egyes példányok beme
neti puffereit minden újraindítási periódusban ciklikusan egymás után új 
adatokkal indítja. Ekkor az egyes példányok bemenetén az első adat meg
érkezési ideje a következő módon fejezhető ki:

\ h  = \ h  + R
\ h  = \ h  + 2 * R

Vic,h =  \ h  +  (ci -  1 )  *  R

[ 1 3 7 ]
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11

25

26

8

6 - -  1

1— 1

Multiple copies arc 
required for the further 
reduction of R

4

R=8 is desired min R=22

a) b)

6. ábra. a) Bejárási út példa R = 8  elérhetőségének vizsgálatához 
b) A  puffer beiktatás utáni bejárási út

így az első példány az első adatot a ia h időpontban kapja, a következő 
bemeneti adata pedig a v. h + c. * R  időpontban érkezik a bemenetére. 
Nyilvánvaló, hogy minden egyes példány bemenetén két egymást követő 
adat megérkezése közötti idő c(. * R a feltételezett vezérlés mellett.

A foglaltsági időre vonatkozó 4. feltétel előírja, hogy

c ,* R > t,+  1 + 1

teljesüljön az egyes példányok bemeneti pufferregisztereire. így egy kívánt 
R  értékhez meghatározható a legkisebb szükséges ci példányszám:

r,.=[(t.+2)/R].
ahol a [...] szimbólum a legközelebbi nagyobb egész számot jelenti.

Az egyes y példányok bemenetéről a pufferregiszterek nem hagyhatók 
el, mert ezek nélkül a többszörözés következtében lecsökkenthető újrain
dítási periódusidő alkalmazása megsértené a foglaltsági időkre vonatkozó 2.

[ 1 3 8 ]
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7. ábra. e: helyettesítése rí számú példánnyal

feltételt. A példányok közös kimenetén R  időnként jelenik meg új adat 
megfelelő vezérlés estén. Minden egyes kimeneti adat Cj* R -  t. ideig vál
tozatlan, mert a 3. feltétel szerint minden egyes példány kimenete már a 
működés megindításakor változhat, vagyis í-vel korábban, mint a követ
kező kimeneti adat megérkezése. A kimeneti adatoknak erre a stabilitási 
időtartományára teljesülnie kell az alábbi egyenlőtlenségnek:

tj < c, * R  -  t{

Behelyettesítve c,. kifejezését és átrendezve:

(tj + tj) /  R <  [(í,- + 2) /  R].

Ellenkező esetben pufferregisztert kell beiktatni a közös kimenetre t. = 1 
beállítása céljából.

2 .3 . A  pufferbeiktatás
és a többszörözés együttes alkalmazása

Ha e( és e- közé pufferregisztert iktatunk, akkor az újraindítási periódusidő 
további csökkentéséhez, vagyis a kívánt R  érték eléréséhez e-ből legalább

c,= [(f, + 2 ) / R ]

példányra van szükség.

[139]
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Start
1

— i:= i+ l

— ^ h Í r ? -^

r V l? -* -

C t;+2>R?

Calculte ci= [ ^ y ] and 
replace ej by this number o f  
copies and a buffer before 

each copy

— Ztj= > c^R -tj? -

I
=N?
j-

Neglect the buffers followed 
by multiple operations

I
Stop

8. ábra. A  R E S T A R T  algoritmus folyamatábrája (R a kívánt újraindítási periódusidő, 
N  az E M G  műveleteinek száma)

A 6. ábrán példaként szereplő bejárási út esetén R = 8 eléréséhez e3-ból 
legalább

c3 = [ (20 + 2) /  8] = 3

példány szükséges.
Ha egy művelet elé pufferregisztert iktatunk, majd később több pél

dányt kell alkalmaznunk belőle, akkor a többszörözés miatt elengedhetet
len bemeneti pufferek átveszik a korábban beiktatottnak a szerepét, így az 
elhagyható.

Ebben az estben t4 > c3 * R -  f3, azaz 6 > 3 * 8 -  20, tehát az e3 utáni puf- 
ferregiszter semmiképpen nem hagyható el.

[ 1 4 0 ]
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Az újraindítási periódusidő kívánt mértékű csökkentését nyilvánvalóan 
először célszerű puffer beiktatással megkísérelni, mert ez jóval olcsóbb és 
egyszerűbb, mint a művelettöbbszörözés.

Csak azokat a műveleteket kell többszörözni, amelyek után beiktatott 
pufferekkel nem érhető el a kívánt újraindítási periódusidő. A két megol
dás együttes alkalmazását foglalja össze a 8. ábrán a SEPTUN algoritmus 
felhasználásával összeállított RESTART algoritmus folyamatábrája, amely 
optimális megoldást szolgáltat a következő értelemben: az előre megadott 
kívánt újraindítási periódusidőt a lehető legkevesebb pufferregiszter beik
tatásával és a lehető legkevesebb műveletnek a lehető legkisebb példány- 
számú többszörözésével állítja be.

Ha az EMG nem tartalmaz rekurzív hurkot, akkor pufferbeiktatással az 
újraindítási periódusidő csökkentésének elvi korlátja R  = 3. Ennek oka, 
hogy egy pufferregiszter foglaltsági ideje értelemszerűen nem lehet 2-nél 
kisebb. Ha a kívánt újraindítási periódusidő R  = 1, akkor ez puffer beikta
tás nélkül minden műveletnek a

c, = [(*, + 2 ) / l ]

példányszámú többszörözése révén valósítható meg hurokmentes EMG 
esetén [9].

2 .4 . R ekurzív hurkok szimbolikus értelmezése

Ha az elemi műveleti gráf rekurzív hurkot tartalmaz, akkor a hurok -  ter
mészetéből fakadóan — határt szab a pipeline újraindítási periódusidő csök
kentésének. A 9. ábrán a szimbolikus hurokábrázolás látható. Nyilvánvaló, 
hogy a hurok első művelete csak azután képes új adatot fogadni, miután az 
előző adat feldolgozása révén kapott eredmény a hurok utolsó műveletétől 
visszajutott a hurok első műveletének a bemenetére. Ennek időtartama a 
71 hurokidő, amelynek kifejezése a 9. ábrán:

T i -  h  + tl + tn H- t..

Az EMG leghosszabb hurokideje képezi a korlátját az újraindítási perió
dusidő csökkentésének. Ha ezúttal is feltételezünk egy szétválasztó bizton
sági órajel-periódust, akkor

min R  >  max 71 + 1.

[ 1 4 1 ]
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9. ábra. Rekurzív hurok szimbolikus ábrázolása

A hurok lényegéből következően R  értékét sem pufferbeiktatással, sem 
művelettöbbszörözéssel nem lehet tovább csökkenteni. A hurok belsejébe 
iktatott pufferregiszter még növelné is a hurokidőt, a többszörözés pedig 
szintén nem csökkenti a lappangási időt. Ezért egy erj hurkot szimbolikusan 
egyetlen Tr végrehajtási idejő elemi műveletnek kell tekinteni a pipeline 
működés szempontjából. A RESTART algoritmusnak viszont a foglaltsági 
időket a hurok bemeneti és kimeneti műveleteinek végrehajtási idői alap
ján kell számítania. Ezt jelzi a 9. ábra szimbolikus ábrázolása. Ha egy hurok 
csak egyetlen műveletből áll, akkor ennek közvetlen visszacsatolása meg
sértené az elemi műveletekre vonatkozó 2. feltételt. Ez az ellentmondás 
egyszerűen feloldható, ha ilyenkor az EMG kialakításakor eleve egy puffer-

[ 1 4 2 ]
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regisztert iktatunk a visszacsatolásba. Ezáltal természetesen 1-gyel meghosz- 
szabbodik a hurokidő.

A rekurzív hurok kezelése sok esetben a fentieknél sokkal bonyolultabb, 
mert egy belépő adaton a hurokban lévő műveletek többször is végrehaj
tódhatnak, mielőtt a hurok kimenetén az az adat jelenik meg, amely a hu
rok által szolgáltatott eredménynek tekintendő. Ilyenkor ezeknek az iterá
cióknak a száma, azaz a rekurzió mélysége függhet magától a belépő 
adattól is. Az ilyen rekurzív hurkok végrehajtási ideje tehát adatfüggő, mi
által nem tekinthetők szimbolikusan egyetlen műveletnek [9].

2 .5 . Feltételes elágazások kezelése

A feltételes elágazások egyszerűen kezelhetők az elemi műveleti gráfban, 
ha a feltételvizsgálatot olyan elemi műveletnek tekintjük, amelynek ered
ménye pótlólagos bemenetként engedélyezi vagy tiltja az utánakövetkező 
műveletek végrehajtását így alternáló szakaszok keletkeznek egyes bejárási 
utakban, ami nem jelent különbséget a formális tervezési lépésekben, csu
pán az allokáció során kell az alternáló szakaszokra külön figyelmet fordíta
ni. A W. ábrán egy egyszerű feltételes elágazást tartalmazó EMG látható. A 
feltételvizsgáló művelet ebben az esetben egy komparátor, és az alternáló 
szakaszokat egy multiplexer művelet (MUX) zárja, amelyet szintén a felté
telvizsgáló vezérel. A feladat természetesen más felépítésű EMG segítségé
vel is leírható. Például, ha feltételvizsgáló kimenete csak a M UX művelet
re kapcsolódna, akkor mindkét szakaszon mindig elindulna a műveletek 
végrehajtása, függetlenül a feltételvizsgálat eredményétől. Ez a megoldás 
előnyös a végrehajtási sebesség szempontjából, de hátrányt jelent az alloká
ció során (több az egyidejű művelet).

Ha az EMG-ben túlsúlyban vannak a feltételes elágazások, és ezeken kí
vül kevés és viszonylag egyszerű elemi művelet szerepel benne, akkor a 
rendszert vezérlésdominánsnak (control dominant) nevezik. Ilyen esetek
ben az EMG egy véges automata állapotgráfjához közelít.

Ha a feltételes elágazások nincsenek túlsúlyban, akkor a rendszert adat
dominánsnak (data dominant) nevezik.

[ 1 4 3 ]
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10. ábra. Feltételes elágazás szimbolikus ábrázolása

3 . S z i n k r o n i z á c i ó

Az EMG adatfolyamjellege következtében egy művelet indítható, ha az 
összes bemeneti adata stabilan rendelkezésre áll A 2. feltétel szerint a teljes 
végrehajtási időtartam alatt a műveletek bemeneti adatoknak stabilan ren
delkezésre kell állniuk. Ez a feltétel azonban nem teljesül automatikusan a 
kiindulási EMG-re, és a RESTART algoritmus módosító hatásai szintén 
okozhatnak problémákat ebből a szempontból. A 11. ábrán bemutatott 
EMG részletben e3 bemenetéin az adatok megérkezési idői: v3 2 = 2 és 
v34 = 11, ahol a 4-es szám az e, és e3 közé beiktatott pufferregiszterre utal 
mint e4-re. Ha a pipeline-újraindítási periódusidő R  = min R  = 12, akkor a 
második adatok rendre a 23 és 14 időpontokban érkeznek meg. Ebből kö
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vetkezik, hogy e3 bemenetén a 
v34 = 11 utáni következő változás a 
12 időpontban történik, mert e2 ki
menete már a v3 2 -  t2 = 14 -  2 = 12 
időpontban megkezdi a változást, 
így az első adatpár e3 bemenetén 
csak a l l  időpontban, vagyis egyet
len órajel-periódus idejéig áll fenn 
stabilan a szükséges í3 = 5 helyett.

Hasonló szinkronizációs hibák 
mindig felléphetnek, ha egy elemi 
műveletnek egynél több bemenete 
van.

A Í2. ábra alapján tételezzük fel, 
hogy

b- = max ( v iih, v i r  . . . ) é s  b. = v i r

11. ábra. A szinkronizációs probléma szem
léltetése

így ír vagy vir jelöli e(. legkorábbi lehetséges indítási időpontját. Minden 
egyes eh -* ej párra vezessük be a z i h = b- -  vjh jelölést. Az eh művelet kime
netén a víh + R  -  th időpontban történik a második változás. Ezért e. mind
két bemeneti adata egyidőben az alábbi időtartományban áll fenn stabilan:

vi, h + R - th ~ bi

Behelyettesítve In = z { h + in h kifejezését:

R  ~ z i, h ~ h
Mivel ei bemeneti adatainak egy időben legalább tj ideig stabilan fenn 

kell állniuk, ezért az

R  ~ z i,h ~ lh -  h

egyenlőtlenségnek teljesülnie kell. Ellenkező esetben egy p(. h pótlólagos 
késleltető hatásra van szükség eh és ej között, amelynek minimális értéke:

m i n  Pi. h = z i, h + th + h ~ R -

A késleltető hatás maximális értéke nyilvánvalóan max pj h = z. h, hiszen 
ennél nagyobb késleltetés megnövelné a lappangási időt. így a késleltető 
hatásnak az alábbi tartományban kell lennie:

z i.h + th + ti~  R - P i , h - Zi,h -
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12. ábra. EMG-részlet a szinkronizáló 
késleltető hatás számításához

13. ábra. A szinkronizáló késleltető hatás 
szimbolikus ábrázolása

Ha eh többszörözött, akkor feltételezhetjük, hogy mindegyik példá
nya stabilan fenntartja a kimeneti adatát mindaddig, amíg a soron követke
ző példány kimeneti adata meg nem jelenik a közös kimeneten (Ehhez 
megfelelően vezérelt mutiplexerezésre van szükség.) Tehát ilyenkor e( két 
bemenete egy időben az alábbi időtartományban stabil:

vi.h +  R ~ bi> va§yis R ~ z i.h- 

így a szinkronizáló késleltető hatás minimális értéke:

rmnPi,h = z i,h + (i~ R -
Ha e/ egy többszörözött művelet egyik példánya, akkor 

minPi,h = zi,h+1 + ti - ci * R’
mivel ilyenkor eh mindig pufferregiszter (th = 1), és csak minden c-edik új
raindítási periódusban történhet változás az ej példány bemenetén.

Az utóbbi összefüggés alkalmazandó akkor is, ha mind e(., mind eh több
szörözött, mert ilyen esetben a többszörözött e{ példányai előtt a bemeneti 
pufferek veendők figyelembe eh helyett.

Nyilvánvaló, hogy ha min p jh értéke zérusra vagy negatívra adódik, ak
kor ez azt jelenti, hogy ezen a bemeneten szinkronizáló késleltető hatás 
nélkül sem lép fel szinkronizációs probléma.
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Ha az eh és e(. közötti adatkapcsolat egy rekurzív hurok belsejében van, e(. 
másik, er felőli bemenete pedig a hurkon kívül van, és = v .  f, akkor e-t hu
rokhatároló műveletnek nevezzük.

Ebben az esetben az eh és e(. közötti szinkronizáló késleltető hatás meg
növelné a hurok végrehajtási idejét. Ennek elkerülése érdekében a szink
ronizáló késleltető hatást áthelyezzük a hurok bemenetére.

A hurok első művelete, vagyis a hurokbemenet mindig mentesnek te
kinthető a szinkronizációs problémától, mert az első adattal együtt ható 
visszacsatolt eredmény amúgy is definiálatlan, tehát megérkezési ideje akár 
azonosnak is vehető a másik bemenetével. A második és a további adatok 
már nem okozhatnak szinkronizációs problémát a hurokbemeneten, mert 
a visszacsatolt eredmény megjelenésének gyakoriságát szabályozó újraindí
tási periódusidő szükségszerűen nagyobb, mint a hurokidő.

Ha a szinkronizáló késleltető hatásokat késleltető műveletekként iktat
nánk be pótlólag az EMG-be, akkor a késleltetési értékek végrehajtási idők
ként hatnának. így a késleltető műveletek foglaltsági idői nem feltétlenül 
tennék lehetővé annak az újraindítási periódusidőnek az alkalmazását, 
amellyel a RESTART algoritmus végrehajtása során számoltunk. A RES
TART algoritmus ismételt végrehajtása nyilvánvalóan nem megoldás, mert 
ezáltal új szinkronizációs helyzetek keletkezhetnek, miáltal a konvergencia 
nem garantálható. A megoldás egy lehetséges módja az, hogy a szinkronizáló 
késleltető hatásokat annyi egymás után kapcsolt pufferregiszterrel modellez
zük, amennyi a késleltetés értéke, vagyis pih számúval. Az így kiadódó fog
laltsági idők már nem befolyásolják a RESTART algoritmus eredményét, 
mert a késleltető pufferek mindegyike csupán egységnyi végrehajtási időt ik
tat az EMG-be, azaz az így kialakuló új foglaltságiidő- sorozatok nem befo
lyásolják a RESTART algoritmus által beállított újraindítási periódusidőt. 
Ilyenkor th = 1 helyettesítendő min pi h, számításakor, mert e; elé közvetlenül 
mindig puffer kerül, ha szükség van a szinkronizáló késleltető hatásra. Az így 
számított min pjh zérus vagy negatív értéke már nem jelenti feltétlenül azt, 
hogy nincs szükség szinkronizáló késleltető hatásra, mert legalább egy puffer- 
regisztert feltételeztünk ej bemenetére iktatva. Ellenkező estben th = 1 nem 
volna feltételezhető min pi h számításakor, és az eredeti th értékkel pozitív 
eredmény is adódhatna, ami viszont szinkronizáló késleltetést igényelne.

A l l .  ábrán p3 2 alsó és felső korlátjára az alábbi értékek adódnak:

max p3 2  = 23 2  ~ 9
min p3 2 = z3 o + l  + (3 - 1 2  = 9 + 1 + 5 - 1 2  = 3
9 — P\2 — 3 '
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Start
I

i:—0

v i:= i+ ly • - i iI—  Has e; at least two inputs to be synchronized?----

Calculating bj

Calculating z, |, 
T

max Piih:=ziih

-  Zi,h+ t i + Í < Ci* R ? - ^

I
To insert (at least) one 

— buffer register between 
ê  and e^,?------------------

---- Is ej multiplied? —Y—

min Pi h^Zi h+tj+1—Cj*R

mm Pi i,:=

1
min Pi,h:—zi,h+ ti+ l~R. I  n Is eh multiplied?—— 

min P i ,h : - z i h+tj+th- R

■ min P;jh> 0 —  ̂

min Pi,h:= l

m i n  p ijh : = Zi h+t;-R

I
Ts e; a loop-border operation?

1 1 c Is ej a loop-border operation? —

1
Inserting one buffer Inserting one buffer Inserting all the Inserting all the 
between es and ei, between e; and eh buffers before buffers before 
and the others before and the others before the loop between e; between 
the loop between e, between the ASAP and the ASAP and
the ASAP and ALAP the ASAP and ALAP ALAP constraints ALAPconstraints 
constraints constraints

i_______________ Jl ____________
Has ej anoter input to be synchronized?

Replace h by new value 
------------- 1 Y f

i=N? -

Stop
14. ábra. A S Y N C  algoritmus folyamatábrája (N  jelöli a z EMG-müveleteinek számát)
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A szinkronizáló késleltetési érté
kek alsó és felső korlátáit a 1 3. ábrán 
bemutatott módon szimbolikusan 
ábrázolhatjuk. Ha ej hurokhatároló 
művelet, akkor a hurkon belül e( elé 
iktatott egyetlen pufferregiszter 
megnöveli ugyan 1-gyel a huroki
dőt, de ugyanakkor megengedi 
th = 1 alkalmazását min p(. h számítá
sakor. így a hurok bemenetén már 
csak min p. h — 1 számú az igényelt 
legkevesebb szinkronizáló puffer 
mennyiség, amelynek zérus vagy 
negatív értéke ezúttal azt jelzi, hogy 
a hurok bemenetén nincs szükség 
szinkronizáló pufferre, de a hurok 
belsejébe iktatott egyetlen puffer- 
nek nyilvánvalóan ott kell marad
nia. A hurokidő csekély mértékű 
megnövekedése általában megéri, 
ha ezáltal lényegesen csökkenthető 
a hurok bemenetén igényelt szink
ronizáló puffermennyiség.

A fenti megfontolások alapján a 
szinkronizáló késleltető hatások 
számítására a 14. ábrán összefoglalt 

SYNC algoritmus szolgál. A szinkronizáló pufferek elhelyezési lehetősége
it foglalják össze az ASAP és ALAP korlátokra vonatkozó megjegyzések. 
Ennek részletezése az ütemezéssel (scheduling) foglalkozó fejezetben kö
vetkezik. A 15. ábra egy olyan EMG részletet mutat be, amely a SYNC al
goritmus ismételt végrehajtását igényelheti. Ilyenkor egy hurkon belül 
több művelet igényel szinkronizációt. Nyilvánvalóan előfordulhat, hogy a 
Pi h Pmj' értékeket külön-külön számítva, a min pm . > z { h egyenlőtlenség 
is teljesül.

Ha a min » értékű késleltető hatást a hurok elé helyezzük, akkor új 
szinkronizációs helyzet adódik e{ bemenetén. Az eh felőli bemeneti adata 
ilyenkor ugyanis olyan mértékben késik, hogy az eu felől érkező adatot kelle
ne késleltetni. Emiatt nem kerülhető el a SYNC algoritmus ismételt végre
hajtása. Az első végrehajtás után az új adatmegérkezési időket annak feltéte

15. ábra. EM G-részlet 
a S Y N C  algoritmus ismételt végrehajtásának 

szemléltetéséhez

[ 1 4 9 ]
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lezésével kell meghatározni, hogy a hurok bemenetén max(pj h pm.) értékű 
késleltetés van. Ezután a SYNC algoritmus második végrehajtása révén he
lyes szinkronizáló késleltető értékek adódnak.

Ha e,- bemenetel egy feltételes elágazás utáni két különböző alternáló be
járási útról érkeznek, akkor közöttük nem lép fel szinkronizációs probléma 
a fenti értelemben, hiszen ugyanabban az újraindítási periódusban mindig 
csak az egyik bemenetre érkezhet adat (például a 10. ábrán a MUX művelet 
felső két bemenete). Ugyanakkor azonban biztosítani kell, hogy az alterná
ló} szakaszok eltérő végrehajtási ideje miatt a MUX művelet kimenetén 
nehogy felcserélődhessen az eredmények sorrendje az adatsorrendhez ké
pest. Jelölje Tm és Th2 rendre a két alternáló szakasz végrehajtási idejét, és 
tételezzük fel, hogy TM > Th2\ A sorrend akkor marad helyes, ha

El + ímux — T2 + R-
teljesül, ahol qMl]X jelöli a MUX művelet foglaltsági idejét, mivel az nyil
vánvalóan addig nem indítható újra, amíg még az előző alternáló szakasz
ból érkezett adat miatt foglalt. így az alternáló szakaszok végrehajtási idői 
közötti megengedhető különbségre az alábbi összefüggés írható fel:

T i  -  T>2 — R  ~  í m u x -

Ha a fenti egyenlőtlenség nem teljesül, akkor T/)2-őt meg kell növelni 
egy ph2 szinkronizáló késleltető hatással, amelynek alsó és felső korlátja az 
alábbiak szerint adódik:

T i ~ T >2 — Pi, 2  — T i -  Tb2 + qMlJX -  R
Az alternáló szakaszok szinkronizáló késleltető hatásai befolyásolják az 

adatok megérkezési időit az EMG többi részében is, ezért azok beiktatását 
a SYNC algoritmus végrehajtását megelőzően elvégezni.

4. Példák a RESTA RT
és A SY N C  algoritmus alkalmazására

4. 1.  Digitális konvolúció

A  3-as mélységű digitális konvolúció algoritmusa az alábbi módon írható le:
y. = Wj * Xj_2 + w2 * xH + w3 x:.

[ 1 5 0 ]
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ahol y( jelöli az aktuális kimeneti adatot (eredményt), 
wv w2, w3 konstans súlyok,
X; jelöli az aktuális bemeneti adatot,

és xh2 jelöli rendre az egy, illetve két újraindítással korábban fennálló 
bemeneti adatokat.

Az algoritmus jellegéből következően az első két bemeneti adatra még 
nem képes kiértékelhető eredményt szolgáltatni:

Start (Restart,,): w3 * x, + w2 * ? + * ? = ?
Restartl: w3 * x2 + w2 * x, + wx * ? = ?
Restart2: w3 * x3 + w2 * x2 + * x l = y3
Restartö: u>3 * x4 + w2 * x3 + wx * x2 = y4

[ 1 5 1 ]

16. ábra. Digitális konvolúció elemi műveletigrájfja
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Az alkalmazott műveletek végrehajtási idejét a jelzett módon feltételez
ve a 16. ábrán az EMG egy lehetséges változata látható.

Feltételezve, hogy R -  5 a kívánt újraindítási periódusidő és végrehajtva 
a RESTART és a SYNC algoritmust, a 17. ábra szerinti megoldás adódik.

4. 2 .  R ekurzív képlet számítása

Adott az alábbi rekurzív kifejezés:

y,+i = Yi +  * i * *2,- +  SQ R T (x3í * x j ,

ahol yi+| az aktuális kimeneti adat (eredmény),
y, az előző újraindítási periódusban keletkezett kimeneti adat (eredmény), 
x Xi, x2j, x3j, x4j az aktuális bemeneti adatok.

Az alkalmazott műveletek végrehajtási idejét a jelzett módon feltételez
ve a 18. ábrán látható az EMG egy lehetséges változata. A választott megol
dásban e5 kimenetéről a bemenetére történő visszavezetést csak pufferre- 
giszteren keresztül tehetjük meg. Ellenkező estben nem teljesülne az elemi 
műveletekre vonatkozó 2. feltétel. így a hurokidő T = 11, vagyis a legrö
videbb elérhető újraindítási periódusidő minR =12.  Feltételezve, hogy 
R  = 12 a kívánt újraindítási periódusidő és végrehajtva a RESTART és a 
SYNC algoritmust, a 19. ábra szerinti megoldás adódik.

A 20. ábrán egy alternatív kiindulási elemi műveleti gráf látható az adott 
képlet szerinti számításra. Ebben a megoldásban természetesen nincs szük
ség pufferregiszterre a visszavezető ágban, mert nem egyetlen művelet van a 
hurokban. Ugyanakkor a hurokidő hosszabb (T = 20), miáltal min R  = 21, 
vagyis R -  12 nem volna elérhető ilyen kiindulási EMG esetén.

5. Az ütemezés mint a szinkronizáló 
pufferregiszterek elhelyezkedése

A szinkronizáló késleltető hatásoknak egymás után kapcsolt pufferregiszte- 
rekként való modellezése előnyösen alkalmazható az összes lehetséges üte
mezési változat előállítására. A pufferregiszterek ugyanis mint egységnyi 
késleltetést megvalósító műveletek külön-külön elmozdíthatok a már 
szinkronizált EMG bejárási útjainak bizonyos szakaszain, anélkül, hogy 
növekedne az újraindítási periódusidő, és lappangási idő vagy szinkronizá-

[ 1 5 2 ]
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17. ábra. A  digitális konvolúció módosított elemi műveleti grófiá R—5 esetén végrehajtott 
R E S T A R T  és S Y N C  algoritmus után

[153]
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ciós probléma lépne fel. Ezáltal tehát minden egyes ütemezési helyzet egy
szerűen szimulálható, hiszen a szinkronizáló pufferek helye meghatározza, 
hogy az érintett műveletek melyik időpontban indulnak az indíthatósági 
időtartományukon, azaz az ún. mobilitásukon belül. A mobilitási tarto
mányt két szélső indíthatósági időpont határozza meg:

Minden művelet a lehető legkorábban indul (As Soon As Possible = 
ASAP  ütemezés)

Minden művelet a lehető legkésőbben indul (As Late As Possible = 
ALAP  ütemezés)

Például ha a í 3. ábrán mind a kilenc szinkronizáló puffer e3 és e2 között 
helyezkedik el (amint az ábrán látható), akkor ez a helyzet az ASAP-üte- 
mezésnek felel meg. Nyilvánvaló azonban, hogy a szinkronizáltság nem sé
rül, ha mind a kilenc puffert e2 bemenetére helyezzük át, miáltal előállítót—

[ 1 5 4 ]

18. ábra.
A z  yi+ 1= y .+ x li*x2i+ S Q R T (x }i* x J  

képlet szerinti számítás elemi műveleti grájja

19. ábra. A  18. ábra módosulása 
R —12 esetén végrehajtott R E S T A R T  

és S Y N C  algoritmus után
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tűk az ALAP-ütemezést. Látható, hogy p32 felső korlátja határozza meg e2 
mobilitási tartományát. Megjegyzendő, hogy a legkisebb szükséges szink
ronizáló hatást képviselő min p3 2 = 3 értékből adódó három pufferregiszter 
e2 bemenetén nem tudná ugyanazt a késleltető hatást megvalósítani, mint 
e2 és e3 között. Ennek oka, hogy min p3 2 számításakor t.=  1 értéket felté
teleztünk, ami nyilvánvalóan csak addig engedhető meg, amíg legalább egy 
pufferregiszter e2 és e3 között marad. Ha azonban az összes puffert e2 beme
netére helyezzük át, akkor már th = í2 = 2 értékkel számolva 
9 + 2 + 5 — 12 = 4 adódik. Ha egyetlen pufferregisztert e2 és e3 között ha
gyunk, akkor e2 bemenetén 2 pufferregiszter elegendő, mert így újra 
összesen három adódik min pjh értékére, hiszen th = 1 teljesül.

A SYNC algoritmus az ASAP-ütemezést szolgáltatja automatikusan, ha a 
max pjh értéket modellező összes szinkronizáló pufferregisztert ei és eh közé 
vagy (rekurzív hurok esetén) a hurok bemenetére helyezzük. Ebből a helyzet
ből szisztematikus lépésekben eljuthatunk az ALAP-ütemezéshez, ha az EMG 
kimenetéhez legközelebb eső pufferregiszterekkel kezdve a bejárási utak men
tén mindaddig felfelé léptéjük azokat, amíg tovább már nem mozdíthatók, 
vagy elértük az EMG bemenetét. Természetesen csak olyan pufferáthelyezé- 
sek megengedettek eközben, amelyek nem növelik a lappangási időt, és nem 
rontják el az EMG szinkronizáltságát. A pufferregiszterek felfelé léptetésének 
szabályai n 21. ábrán bemutatott esetek alapján fogalmazhatók meg:

20. ábra. Egy alternatív E M G  a 17. ábra szerinti számításra

[155]
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before relocation after relocation
Assume: maxpj h < maxpj h b)

2 l . ábra. A  szinkronizáló pujferregiszterek felfelé léptetésének szabályai 
a) gyűjtő művelet esetén, b) elosztó művelet esetén

Ha a műveletnek egynél több bemenete van (ún. gyűjtő típusú), akkor a 
kimenetéről felfelé léptetett szinkronizáló puffereket az összes bemenetén 
meg kell jeleníteni. Ellenkező esetben a szinkronizáció sérülhetne.

Ha a művelet kimenete több további művelet bemenetére kapcsolódik 
(ún. elosztó típusú), akkor egy közbenső állapotban különböző számú szink
ronizáló puffer helyezkedhet el az egyes kimeneti ágakon. Ilyenkor ezek kö
zül csak a legkisebb szinkronizáló késleltető hatású ágból léptethető az összes 
puffer a bemenetekre, a többi kimeneti ágban a késleltetéskülönbözetnek 
megfelelő puffermennyiségnek ott kell maradnia. Ellenkező esetben szintén 
sérülhetne a szinkronizáció.

Az alternáló feltételes ágakba a SYNC algoritmus végrehajtását megelő
zően beiktatott késleltető hatásokat modellező pufferregisztereket csak az 
adott alternáló szakaszon belül szabad mozgatni. Ellenkező esetben ki
egyenlítő hatásuk nem érvényesülne.

[ 1 5 6 ]
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A 22. ábrán megfigyelhető, hogy a 2 7. ábrán kapott ASAP ütemezésből a 
21. ábra szabályait alkalmazva hogyan keletkezik az ALAP ütemezés. 
Látható, hogy az adatelágazási csomópontok formálisan elosztó művelet
ként kezelendők. Ezért nem léptethető tovább az EMG bemenetére a max 
p4, = 1 értékből származó késleltető hatás.

Az ASAP és ALAP ütemezés ismeretében egy e(. művelet molv mobilitá
si tartománya a következőképpen fejezhető ki:

mob(. = /. -  5-,

ahol l  és s. jelöli rendre az ALAP és ASAP ütemezés szerinti bj indítási idő
ket az e(. műveletre vonatkozóan.

Egy EMG ütemezéséhez tehát minden egyes e( esetében ki kell jelölni a 
bj indítási időket az moír, mobilitási tartományon belül, vagyis az ASAP és

[ 1 5 7 ]
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ALAP korlátok között. A szinkronizáló késleltető hatásoknak a pufferre- 
giszterekkel történő modellezése fogalmazva ez azt jelenti, hogy az ASAP- 
és ALAP korlátok között minden egyes e(. esetében el kell helyezni maxp( h 
számú pufferregisztert. Minden egyes lehetséges ütemezés előállítható az 
ASAP ütemezésből kiindulva az ALAP felé haladó felfelé léptetési folya
matot valahol leállítva. Nyilvánvaló, hogy egyetlen pufferregiszter áthelye
zése egy e, kimenetéről a bemenetére már egy új ütemezést modellez.

A pufferregiszterekkel történő modellezés az ütemezések számításakor 
kedvező, de az estenként túl sok egymás után kapcsolandó pufferregiszter 
(túl hosszú shiftregiszter) a gyakorlati megvalósítás során nehézséget okoz
na. Ezért a gyakorlati megvalósítás során általában különböző áramköri és 
vezérlési megoldásokkal el kell térni a modellezéskor kedvező egymás utá
ni pufferek közvetlen leképezésétől.

Az ütemezés célja a magas szintű szintézis folyamatban az, hogy a lehető 
legkedvezőbb feltételeket biztosítsa az EMG műveleteinek valós feldolgo
zó egységekkel, vagyis processzorokkal történő optimális lefedéséhez. 
A műveletek ilyen célú hozzárendelése allokáció. Egy adott ütemezésnek 
nyilvánvalóan meghatározó a hatása az allokáció minőségére. Például, ha 
az alkalmazható processzorok száma és típusa előre adott, akkor az elemi 
műveleteket le kell fedni olyan diszjunkt részhalmazaikkal, amelyek mind
egyike valamelyik rendelkezésre álló processzorral végrehajtható művele
teket tartalmaz. Nyilvánvaló, hogy minden esetben csak olyan műveletek 
kerülhetnek egy közös processzorral végrehajtandó részhalmazba, amelyek 
foglaltsági idői soha nem fedik át egymást. Ellenkező esetben ugyanis a kö
zös processzornak egy időben több művelet végrehajtására is alkalmasnak 
kellene lennie, amit csak a szintézisnek egy későbbi fázisában célszerű ese
tenként feltételezni [9]. A megoldás minősége egyáltalán a megoldhatóság 
azért függ erősen a választott ütemezéstől, mert a műveletek foglaltsági 
időinek átfedése döntően megváltozhat az ütemezésnek akár csekély meg
változtatása révén is. Az ütemezési eljárások alapkérdése tehát a következő
képpen fogalmazható meg:

Az adott allokációs peremfeltételekhez hogyan válasszuk meg a legked
vezőbb ütemezést?

Az optimális megoldásra nem létezik algoritmus, a feladat NP-teljes [16], 
de sok gyakorlati közelítő eljárás található a szakirodalomban [10], [6]. 
Ezek minőségét és hatékonyságát nemzetközileg elfogadott vizsgáló felada
tok (benchmark) megoldása révén értékelik, hasonlítják össze.

[ 1 5 8 ]
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6 . A l l o k á c i ó

Az allokációs eljárások célja annak meghatározása, hogy egy adott üteme
zés mellett melyek azok a legnagyobb művelethalmazok, amelyeknek ele
mei ugyanazzal a konkrét erőforrással, vagyis processzorral hajthatók végre 
[16]. Az ilyen művelethalmazok megkeresését gyakorlatban számos pe
remfeltétel mellett kell végezni (költség, felület, sebesség, pipeline-műkö- 
dés, adatkapcsolatok egyszerűsége, adott processzortípusok stb.).

6. í . Nem  konkurens műveletek lefedése

Az eljárás alapgondolata az, hogy két olyan művelet, amely sosem foglalt 
egyidejűleg (nem konkurensek), végrehajtható ugyanazzal a processzorral 
megfelelő vezérlés esetén. Nyilvánvaló, hogy a pipeline újraindítási periódu
sidő hossza jelentős mértékben befolyásolhatja a műveletek konkurenciáját.

A 23. ábra szemlélteti a négy lehetséges konkurenciahelyzetet két műve
let között. Az ej műveletet véve összehasonlítási alapul, «. és jelöli 
rendre az e( és e., műveletek foglaltsági időinek kezdő és befejező időpont
jait. A számítások során feltételezzük, hogy bj > bjt vagyis az első adattal bj 
indul később.

A foglaltsági idők befejeződési időpontjait az^j = u: + q{ és jf = uj + qf ki
fejezések alapján számíthatjuk ki. Pipeline működés esetén az et és e- műve
letek végrehajtása az alábbi időpontokban kezdődik:

Uj = bj +  k j *  R  

Uj = bj + kj * R,

ahol a kj és fe nem negatív egész számok jelölik az EMG bemenetén meg
jelenő adatok sorszámát. A kj és kj sorszámokat azért célszerű megkülön
böztetni az e(. és e műveletekre, mert különböző sorszámú adatokkal való 
indításuk is okozhat átfedést a foglaltsági időik között. Ha e(. és/vagy e. több
szörözött, és példányszámuk c(. és c., akkor n;-edik és n -edik példányaik indí
tási időpontjai általánosan a következőképpen fejezhetők ki [7], [9]:

%  = bi +  (»f ~ 1 +  k, *  C) * R  
Uj.nj=bj + (nj~  1 

ahol: 1 <  n, <  c(- és 1 <  « £  ej.

[159]
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23 . ábra. Konkurenciahelyzetek két művelet között

f

A fenti általános kifejezések természetesen a korábbi összefüggéseket is 
tartalmazzák a

c =  Cj =  ti- =  ttj = 1 esetre.

Az m. -  1 + fe * ^ és ríj -  1 + kj * Cj kifejezésekből azoknak a bemeneti ada
toknak a sorszámai adódnak, amelyek az egyes újraindítási periódusokban 
rendre az ejt illetve az e, művelet n -edik, illetve n^-edik, példányára jutnak.

A négy lehetséges konkurenciahelyzet az alábbi egyenlőtlenségekkel 
egyértelműen jellemezhető:

Behelyettesítve az indítási időpontokra vonatkozó fenti általános kifeje
zéseket:

[160]

( b j - b ) / R < K < ( b i - b j + q ) / R  

(br b) /  R > K > ( b . - b j - q ) / R
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adódik, ahol

( 1 )

Mivel mindkét egyenlőtlenség bal oldala azonos, ezért — figyelembe 
véve a jobb oldalak hasonlóságából származó peremfeltételeket is -  egyet
len egyenlőtlenséghez jutunk [9], amely ej és ej konkurenciájának szüksé
ges és elégséges feltételét fejezi ki:

Az e(. és e. műveletek akkor és csak akkor konkurensek, ha a (2) egyenlőt
lenség teljesül legalább egy olyan egész értékű K-ra, amelyre teljesül az (1) 
egyenlet. Ha ilyen K  nem létezik, akkor természetesen ez a szükséges és 
elégséges feltétele annak, hogy e( és ej végrehajtható ugyanazzal a procesz- 
szorral. Különböző speciális esetekben a feltételek egyszerűbb alakban írha
tók fel. Ha például c(. = c, = n( = «. = 1, vagyis sem e{, sem ej nem többszörö
zött, akkor bármely egész K, amely kielégíti a (2) egyenlőtlenséget, már 
konkurenciát jelent. Ha azonban e(. és e. egy feltételes elágazás különböző al
ternáló ágaiban van, akkor a K = 0 egész megoldása az egyenlőtlenségnek 
nem jelent konkurenciát, mert az alternálás miatt azonos sorszámú adatok 
nem kerülhetnek a két ágba, vagyis = kj nem állhat fenn, tehát az (1) 
egyenlet bal oldala sosem lehet 0. További peremfeltételek figyelembevéte
lével a műveletek páronkénti konkurenciavizsgálatára a 24. ábrán összefog
lalt egyszerű algoritmus (CONCHECK) fogalmazható meg [9]:

Nyilvánvaló, hogy egy többszörözött művelet példányai sosem hajtha
tók végre közös processzorral, hiszen konkurensek, ha a példányszám nincs 
túlméretezve. Ha azonban a rendelkezésre álló processzorkészlet tartalmaz 
ún. strukturálisan pipeline elemeket, akkor ilyen processzorok képesek több
szörözött műveletek megvalósítására. A strukturáhs pipeline működés 
ugyanis azt jelenti, hogy a processzor maga is (nem csak a teljes EMG az ún. 
funkcionális pipeline működés esetén) képes új adatot fogadni, mielőtt az el
őző adattal kapcsolatos foglaltsági ideje letelt volna. Környezete szempont
jából ugyanígy viselkedik egy többszörözött művelet is. Ezért ilyen pro
cesszorok alkalmazása esetén a CONCHECK algoritmus eredménye 
javítható a többszörözött műveletek példányainak strukturális pipeline 
processzorokhoz való hozzárendelése révén.

Bizonyítható [7], [9], hogy két művelet konkurenciája kompatibilitási 
relációnak tekinthető. A CONCHECK algoritmus segítségével a páron
kénti kompatibilitás vizsgálat elvégezhető. A maximális kompatibilitási 
osztályok meghatározására alkalmazhatók az ismert módszerek [7]. Mivel

(br b j - q ) / R < K < ( b r bj + q ) /  R. (2)

[161]
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Start
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24. ábra. A  C O N C H E C K  algoritmus folyamatábrája bj>bi feltételezésével

műveletek konkurenciavizsgálata révén feltételes kompatibilitás nem értel
mezhető, ezért a maximális inkompatibilitási osztályok és ezek alapján egy 
megfelelő diszjunkt lefedés szintén ismert módszerekkel [7], [9] egy
szerűen képezhető. Az így kapott lefedés blokkjai rendre azokat a művele
teket tartalmazzák, amelyek végrehajthatók közös processzorral. A blok
kok ezáltal az alkalmazandó processzorok specifikációjának tekinthetők, és 
képzésükkor a rendelkezésre álló processzorkészlet által adott peremfelté
telek is figyelembe vehetők [9],

6 .2 . Topológiai allokáció

Az allokáció másik elve az EMG szakaszokra bontásán alapul. Ezek a szaka
szok, mint belső adatkapcsolatokkal rendelkező részek felelnek meg egy-egy

[ 1 6 2 ]
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processzornak. A szakaszokra bontás peremfeltételei lehetnek: a szakaszon 
belüli műveletek, a szakaszok uniformitása, szimmetriája, az adatkapcsola
tok egyszerűsége, regularitása stb. Példaként a 25. ábrán a digitális konvo- 
lúció elemi műveleti gráfjának egy lehetséges szakaszokra bontása követhe
tő. Belátható, hogy a szakaszok szimmetriája érdekében a szaggatottan 
jelölt — egyébként redundáns -  műveletek pótlólagos felvétele nem befo
lyásolja sem a konvolúció számítását, sem az újraindítási periódusidőt.

Minden egyes szakasz a 26. ábrán bemutatott uniformizált processzort 
definiálja, amelyek bemeneti és kimeneti adatkapcsolatai az alábbi össze
függésekkel írhatók le:

y0Ut = y m + w i *  * in

* o u t =  * i n - r

ahol xin_j jelöli az aktuálisnál eggyel korábbi újraindítási periódusban fellé
pő adatot.

[ 1 6 3 ]

25. ábra. Topológiai allokáció szemléltetése
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26. ábra. Topológiai allokáció révén kialakított 
processzor belső felépítése

21. ábra. Szisztolikusfelépítés szemléltetése

Az így kapott uniformizált processzorokkal kialakítható reguláris felépí
tést a 27. ábra szemlélteti, amely megegyezik a digitális konvolúció egyik 
lehetséges, ún. szisztolikus megvalósításával [9].

Általános esetben az EMG szakaszokra bontása és szimmetrikussá tétele 
intuitív feladat. A RESTART és a SYNC algoritmus végrehajtása után 
szimmetria szempontjából még nehezebb a helyzet, a beiktatott pufferre- 
giszterek és a művelettöbbszörözések által okozott aszimmetria miatt.

7 .  D e k o m p o z í c i ó  I P  f u n k c i o n á l i s  e g y s é g e k r e

Az eddigiekben bemutatott RESTART, SYNC és CONCHECK algorit
musok képezik az alapját a BME Irányítástechnika és Informatika Tanszé
ken kifejlesztett PIPE nevű CAD tervező rendszernek [9]. A SYNC algo
ritmus segítségével kapott ASAP és ALAP ütemezésből kiindulva a PIPE 
rendszer a szakirodalom egyik leggyakrabban alkalmazott ütemezési eljárá
sát, az ún .force-directed módszert [4] használja fel az ütemezés meghatározá
sára. Az allokáció eredményeként rendelkezésre áll az elemi műveleteknek 
olyan fedőrendszere, amelynek minden blokkja olyan műveleteket tartal
maz, amelyek páronként nem konkurensek, vagyis végrehajthatók közös

[164]
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processzorral. Ha közös processzorokként készen kapható, adaptálható és 
rekonfigurálható IP egységek alkalmazása a cél, akkor szükség van olyan 
(lehetőleg szisztematikus) eljárásra, amely az IP-k rendelkezésre álló kész
letéből való kiválasztást és az ismételt felhasználást (reuse) kísérli meg opti
malizálni. Mivel a feladat NP-teljes [18], a továbbiakban ismertetendő 
DECIP (DEComposition into IP-s) algoritmus csak egyszerű és gyors kö
zelítő optimumkeresést tűzhet ki célul.

Az IP-gyártók egyre növekvő választékot kínálnak. Katalógusaikban 
legtöbbször viselkedési szintű specifikációt is megadnak. Jóllehet ezáltal az 
IP viselkedése a felhasználás szempontjából egyértelműen definiált [12], a 
dekompozíciós algoritmus megfogalmazásához kedvezőbb az olyan értel
mezés, amely közvetlenül kapcsolódik a magas szintű szintézis megelőző 
lépéseihez. Mivel a megoldandó feladat viselkedési szintű leírása általában 
elemi műveleti gráf formájában adott [1], [2], [3], [9], [15], [16], ezért az 
elemi műveletek tekintendők a specifikáció tovább nem bontott egységei
nek [5], [6], [10]. A magas szintű szintézis ütemező és allokáló lépései hoz
zák létre az elemi műveleteknek azt a fedőrendszerét, amelynek blokkjait 
kell a rendelkezésre álló IP-kkel mint valós erőforrásokkal megvalósítani. 
[4], [7], [9], [10]. Ezért előnyös, ha az IP-ket is az elemi műveletekkel jel
lemezzük. Minden egyes IP-re megadjuk azokat az elemi műveleteket, 
amelyek végrehajtása az adott IP-vel lehetséges és a tervező által előnyösnek 
ítélt (preferált). Ezt az ún. végrehajthatóságot a tervező dönti el az IP-k 
alkalmassága és adaptálhatósága alapján [11], [12]. Bizonyos peremfeltéte

lek (sebesség, kommunikációs költség, a vezérlés bonyolultsága, ismételt 
felhasználás stb.) kizárhatnak egyes IP-ket adott elemi műveletek végrehaj
tói közül, annak ellenére, hogy egyébként adaptálhatók lennének a végre
hajtásra [9], [10],

7.1.  A  D E C IP  algoritmus

Jelölje M  az elemi műveletek E halmazán képzett fedőrendszert. Ilyen fedő
rendszernek tekinthető például a nem-konkurens elemi műveletek maximá
lis kompatibilitási osztályainak halmaza, amelyet az ütemezés és az allokáció 
szolgáltat a magas szintű szintézis során [6], [9], [10]. A fedőrendszerből kiin
dulva minden elemi műveletet hozzá kell rendelni végrehajtásra a felhasznál
ható IP-knek az I halmazából választott valamelyik, de csak egyetlen elem
hez. Meg kell tehát határozni az elemi műveletek E halmazán egy P teljes 
partíciót az M  fedőrendszerből kiindulva. Ennek a P partíciónak minden

[165]
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egyes blokkját egy végrehajtó IP definiálja, hiszen a blokkban szereplő 
műveleteket éppen ennek az IP-nek kell végrehajtania. A végrehajtó IP-k 
kiválasztásakor, vagyis P blokkjainak meghatározásakor a következő feltéte
lezéseket és peremfeltételeket kell figyelembe venni:

Minden egyes IP-t azok az elemi műveletek definiálják, amelyek végre
hajtása lehetséges és preferált az adott IP-vel.

1. Az adott IP-készletből a lehető legkevesebb IP-t kell felhasználni.
2. A lehető legkevesebb IP-típust kell felhasználni (törekedni kell az is

mételt felhasználásra).
3. A végrehajtó IP-k különböző kiválasztási szempontjai megfelelő súlyté

nyezők alkalmazásával egyszerűen lehessenek súlyozhatok és kombinálhatok.

7.2. A z  algoritmus leírásában alkalm azott jelölések

E: (C|,..-£j,— eg)
M: (M1,...M r,...AÍfc)

c{M)

c(U
R :(R V...R S,...R )

n{IMr)

W,
w„

IPCost

az elemi műveletek halmaza
az E halmaz teljes fedőrendszere (pl. az allokáció 
során keletkező maximális kompatibilitási osztá
lyok halmaza)
Mr relatív költsége 
az alkalmazható összes IP halmaza
I. relatív költsége
az E halmazbeli elemi műveletek azon — nem 
szükségszerűen diszjunkt -  részhalmazai, amelyek 
végrehajtása lehetséges és preferált rendre az 

IP-kkel
a kiválasztott végrehajtó IP-k halmaza 
az /. jelű IP-nek a kiválasztás során kiadódó pél
dányszáma
Rs diszjunkt részhalmazai, amelyek azokat az ele
mi műveleteket tartalmazzák, amelyek végrehajtá
sára az I jelű IP zr-edik példánya lett kiválasztva 
( í < s < j ) , [ l < z < n ( I ) ]
az E halmaz végrehajtó partíciója (blokkjait az 
összes R. 2 részhalmaz képezi) 
c(Is) relatív súlytényezője 
Ys relatív súlytényezője,
ys = X |M r n R s| : (M r, R s) e M x R

r
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WIPSort Ns relatív súlytényezője, N s -

w. az 7. jelű IP-re vonatkozó súlyfuggvényérték.

7.3. A  D E C IP  algoritmus leírása

START 
V« (/.): = 0 
S: -  0
while M ^ 0 ,  
do {
a  = max { \ M r D Rj :(Mr, R ) \  G M  x R}

for VR( : y = S |Mr n  * , | : * ,)  e M x  R

determine ymax (the maximal y value)

4 0

for VMr : <5r = | M.
determine Smin (the minimal 8r value)
select one Rs, for which: 3Mr : | Mr C\RS \ -  a  and

STOP

A DECIP algoritmus konvergenciája nyilvánvaló, hiszen M mérete 
minden ciklusban csökken, így a befejeződéskor üres halmaz adódik.
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A konvergencia sebességét alapvetően a kritériumok ( a, M>max, <5min) szerin
ti heurisztikus Rs választás határozza meg. A ws értékek változtathatók a 
súlytényezők (H/[PCost, W r W,PSort) hangolása révén. Ezáltal R. kiválasztási 
stratégiája befolyásolható, és hatékonysága ellenőrizhető, kikísérletezhető. 
A variációk száma erősen függ a kiindulási M halmaz blokkjainak számától 
(|M|). Nagy |A4| érték várhatóan nagyfokú átfedéssel jár együtt a kiindulási 
fedőrendszer blokkjai között, ami meredeken növelheti a variációk számát 
Rs kiválasztásakor. Ez a nehézség csökkenthető a kiindulási A4 fedőrendszer 
redukálását végző alábbi algoritmus segítségével.

7.4.  A  R E D I N  (REDucing the IN ital cover M ) 
algoritmus

Jelölések a RED IN  algoritmushoz:
z i az ej elemi művelet előfordulásának száma az aktuális A4 halmazban
mr az z { értékek súlyozott összege A4-ben (a súlyokat az e( művele

tek relatív költségei képezik) 
g | A41 kívánt redukciójának mértéke
s(M) a legkisebb mr értékekkel rendelkező A4-k halmaza 
A4(red) a redukált A4 halmaz.

A z  algoritmus leírása:
START
If A4 < £ then STOP 
A4(red): = 0  
f  = 1
Calculate z -s for each e-s and mr for each A4 
do {

Determine s(M)
Select an A4r from s(M) and remove it from actual M.
M(red): = M(red) U Mr 
If ej €=A4r, then z.: = 0.
Recalculate mr s and s(A4) for the actual A4
j = j  + 1
} while M{red) is not a complete cover.
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While j  <  g {
Select an Mr from s(M) and remove it from M.
M{red) : = M{red) U Mr
Recalculate z -s , m -s  and s(M) for the actual M
j = j +  1
}

g j' = j ~  1 
STOP

A REDIN algoritmus végrehajtása után is marad természetesen minden 
ciklusban kiválasztási lépés, de s{M) elemeinek száma általában elég kicsi 
ahhoz, hogy az ^.választáskor ne adódjon túl sok variáció.

7.5. Példa

A gyakorlatban használt vizsgáló feladatok (benchmark) közül a MARS 
nevű rejtjelező algoritmus példáján szemléltetjük a DECIP algoritmus al
kalmazását és hatékonyságát. A kiindulási maximális kompatibilitási osztá
lyokat (M halmaz) a PIPE tervezőrendszerrel képeztük.

A megoldás lépései
1. Az alkalmazandó elemi műveletek típusainak meghatározása. A MARS 

algoritmus esetén a típusok száma 5.
2. Az elemi művelet gráf létrehozása. A MARS algoritmus 416 elemi 

művelettel leírható.
3. Az alkalmazandó IP-k halmazának (I halmaz) generálása szempontjából 

a DECIP algoritmus két különböző végrehajtási módban használható: 
Mód í : Katalógusból választott vagy előre generált IP-készlet feltételezé
se. Esetünkben egy alkalmazható IP-készletet a XILINX Foundation 
Series CAD rendszerrel generáltunk. Az így kapott IP-ket az 1. lépésben 
meghatározott művelettípusok kombinálásával specifikáltuk. Mód 2: 
A megoldás szempontjából legkedvezőbb IP viselkedések közelítő meg
határozása kiindulási fiktív IP-készlet feltételezésével. A fiktív készletet 
szintén az elemi műveleti gráfban alkalmazott műveletek segítségével 
specifikáltuk.

4. Az elemi műveletek végrehajtási időinek meghatározása a 3. lépésben 
választott vagy generált IP-k ismeretében. Ha egy művelet több IP által 
is végrehajtható, akkor a hosszabb végrehajtási időt választjuk.

[1 6 9 ]



44 ARATÓ PÉTER

5. A kiindulási M halmaz meghatározása a PIPE tervező rendszer segítségé
vel. Mivel a PIPE rendszer pipeline-rendszerek tervezésére alkalmas, 
ezért a kívánt újraindítási periódusidő is bemeneti paramétere. A pipe
line működési módra történő tervezés egyszerűen elkerülhető volna, ha 
a kívánt újraindítási periódusidőt egyenlővé tennénk a lappangási idővel
[9], A további számításokban az újraindítási periódusidőt 200 órajelperi
ódusra állítjuk be, ami közelítőleg a fele a lappangási időnek a kiadódott 
végrehajtási idők alapján.

6. A DECIP algoritmus bemeneti paramétereinek képzése.
7. A DECIP algoritmus végrehajtása.

A  DECIP algoritmus bemeneti paraméterei 
A z  elemi műveletek halmaza
A MARS algoritmus során használt művelettípusokat és paramétereiket 

az I. táblázat foglalja össze. Minden típust a XILINX Foundation Series 
tervezőrendszerrel generáltunk. A feltételezett órajel-frekvencia 32 MHz, 
az elemi műveletek végrehajtási idői a szükséges órajelperiódusok számával 
adottak.

1. táblázat. A z  elemi műveletek végrehajtási ideje

Művelet neve Kívánt IP- 
ftmkció

Előfordulás
száma

Maximális 
frekvencia (MHz)

Végrehajtási 
idő, t,

Múlt Szorzás 16 2.823 12
Add Összeadás 72 7.29 5
Sub Kivonás 24 7.29 5
Xor XOR 80 36.621 1
shr8 Eltolás 24 32.424 1
Shl Eltolás 32 32.424 1
shl5 Eltolás 32 32.424 1
shl8 Eltolás 24 32.424 1
shl13 Eltolás 32 32.424 1
sbox T árolás 16 34.904 1
sboxO T árolás 32 34.904 1
sboxl Tárolás 32 34.904 1

Az sbox, sbox0, sbox 1 funkciók a MARS rejtjelező algoritmikus összete
vőit jelképezik, memória típusú IP-k által megvalósítva, amelyek többnyi
re ún. look-up táblák formájában alakíthatók ki.
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Kompatibilitási osztályok (M halmaz):
A PIPE tervező-rendszer az elemi műveletek E halmazán kialakított tel

jes partíciót szolgáltat végeredményként. A partíció minden egyes blokkja 
páronként nem konkurens műveleteket tartalmaz. Ha ezt a partíciót te
kintjük a kiindulási M halmaznak, akkor -  mivel a blokkok diszjunktak — 
nincs szükség a PJEDIN algoritmus végrehajtására a DECIP előtt.

A z  alkalmazható IP-készlet (I halmaz) és költsége:
Ennek a halmaznak a megadása a DECIP két végrehajtási módjában kü

lönbözőképpen történik, ezért a későbbiekben részletezzük.

Súlytényezők (WWCost, Wy, WSorlQ/}p)
Mivel ezek a tényezők csupán a különböző követelmények 0 és 1 közé eső 

mérőszámainak relatív súlyozását fejezik ki, ezért szintén lehetnek 0 és 1 kö
zötti értékűek. A súlytényezők hatásának kísérleti meghatározásához értéküket 
0 és 0,4 között változtattuk 0,1 nagyságú lépésekben. Ezáltal a relatív súlyok 
közötti arány 1-től 5-ig beállítható, és így a súlytényezőknek 125 különböző 
variációja vizsgálható kísérletileg. Az egyes variációkkal számolva az eredmé
nyek alapján a DECIP algoritmus kiválasztási lépései „behangolhatok” a meg
oldandó feladat természetének előnyös figyelembevételére. Ezt a „behangolá- 
si” folyamatot a MARS rejtjelező példáján mutatjuk be. Természetesen más 
követelmények, súlytényező értékek és változtatási lépések is alkalmazhatók. 
Például az IP-k alkalmazásának egyik legfontosabb követelménye a közöttük 
kialakítandó kommunikáció időigénye, költsége és bonyolultsága. Ennek ke
zeléséhez az eddigiekhez hasonló módon lehet a DECIP algoritmus kiválasztási 
lépéseit vezérelni pótlólag bevezetett követelményekkel és súlytényezőkkel.

Választás rendelkezésre álló IP halmazból (Mód I)
Ebben a végrehajtási módban a felhasználható IP-készlet adottnak tekin

tett és az ebből történő optimális választást kell közelíteni. Az IP-készletet 
a XILINX Foundation tervezőrendszerrel szimuláltuk. Az így generált IPk 
katalógusból vett egységeknek tekintendők a továbbiakban. Minden egyes 
ilyen IP-t azok az elemi műveletek specifikálnak, amelyek végrehajtására 
generálásuk történt. Ezek azok a műveletek tehát, amelyek végrehajtása le
hetséges és preferált az adott IP-vel. Az I. táblázatban ezek a specifikáló 
műveletek (R  halmaz elemei) szerepelnek minden egyes IP-re vonatkozó
an. Az IP-k többi paraméterét a 2. táblázat tartalmazza. Az egyszerűség ér
dekében az IP-k relatív költségét (c(Is)) azonosnak vettük az FPGA megva
lósításukhoz szükséges CLB-k számával.
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2. táblázat. Szimulált IP-készIct

IP név 
(I halmaz)

IP
specifikáció

Végrehajtható 
és preferált műveletek 

(.R, részhalmazok)

Max.
frekvencia

(MHz)

Költség [cd,)] 
(CLB-k száma)

Szorzó Szorzás Múlt 2.823 840

Összeadó Összeadás Add 7.29 32

Kivonó Kivonás Sub 7.29 32 7.29 32

Logika XOR Xor 36.621 9

Shift Eltolás shr8, shl, shl5, shl8, shll3 32.424 32

AU Összeadás, kivonás add, sub 7.29 72

Memória Tárolás sbox, sboxO, sboxl 34.904 528

Ezzel a DECIP algoritmus összes bemeneti paraméterét megadtuk.
Definiáljuk a C költségfüggvényt az alábbi módon:

c = 5 > W  •»(*,)•
5

Az eredmények kiértékelését a 28. ábrán látható radardiagram szemlélte
ti. A költségértékek és kiválasztott IP-k száma (| S |) célszerűen normalizál- 
va van ábrázolva. Definiáljunk egy ún. F hatékonysági jelzőszámot:

FJ É ± c
2

F értékének minimuma jó kompromisszumnak tekinthető a költség és 
az ismételt felhasználás között.

Ahol a költség kicsi, ott n (I )  nagy és fordítva. Ezért a hatékonysági jel
zőszám görbéje általában nem mutat a középértékhez képesti nagy eltéré
seket.

A 3. táblázat foglalja össze a kiválasztott IP-knek azt az S halmazát, 
amelynek minimális a költsége (a radardiagramon a legkisebb C értékű he
lyek egyike). Látható, hogy ilyenkor a teljes IP-készletre szükség van.

Ha az ismételt felhasználást részesítjük előnyben a költséggel szemben, ak
kor a 4. táblázatban bemutatott módon 5 típusra van szükség az IP-készlet- 
ből. Ilyenkor a költség nagyobb, vagyis ez a megoldás több CLB-t igényel.
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28. ábra. A  költség, I Sl értékek és a hatékonysági tényező ábrázolása 
adott IP-készletből történő választás esetén

3. táblázat. Eredmények minimális költség preferálása esetén

Kiválasztott IP-k Set S halmaz IP-k száma n(Is) Költség C
Szorzó 10 8 400
Összeadó 5 160
Kivonó 3 96
Logika 16 144
Shift 15 480
AU 8 576
Memória 15 7 920

17 776
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4. táblázat. Eredmények ismételt felhasználás preferálása esetén

Kiválasztott IP-k S  halmaz IP-k száma n(I) Költség C
Szorzó 10 8 400

Logika 16 144

Shift 15 480

AU 16 1 152

Memória 15 7 920

18 096

A  legkedvezőbb IP-viselkedések közelítő meghatározása (Mód 2)
Ebben a végrehajtási módban az IP-készletet (I halmaz) nem tekintjük 

adottnak, pl. katalógusból választhatónak, hanem a megoldandó feladat 
EMG műveleteiből állítjuk össze azokat úgy, hogy lehetőleg a legkedve
zőbb viselkedésű IP-készlet alakuljon ki. Kiindulásként egy fiktív IP-kész- 
letet (/ halmazt) tételezünk fel, amelynek elemeit az EMG elemi művele
teinek különböző kombinációi alkotnak. Ezeknek a fiktív IP-knek a 
paramétereit is a XILINX Foundation Series tervezőrendszerrel határoz
tuk meg a kísérleti vizsgálatokhoz, így ugyanazokat az értékeket vehetjük 
alapul, mint az előző végrehajtási módban.

Az öt elemi művelet (szorzás, osztás, kivonás, XO R, eltolás) minden 
kombinációját generáltuk egy-egy IP-ként. A többfunkciójú IP-k CLB- 
számát az alkotó műveletek 2. táblázatbeli CLB-számai összegeként téte
leztük fel. Az így kapott kiindulási fiktív IP-készlet paramétereit az 5. táblá
zat tartalmazza. A DECIP algoritmus által ebben az esetben szolgáltatott 
eredményeket a 29. ábra radar diagramja szemlélteti.

A minimális költséget és a legnagyobb mértékű ismételt felhasználást 
ezúttal is a diagram megfelelő szélső értékei jelölik ki. A különböző ese
tekben kiválasztott végrehajtó IP-halmazokat rendre a 6. és 7. táblázat 
foglalja össze.

A 3. és a 6. táblázat összehasonlítása alapján látható, hogy többfunkciós 
IP-k esetén kisebb költséget kaptunk

A 7. táblázatból látszik, hogy a triviális megoldást kapjuk, ha az ismételt 
felhasználást részesítjük előnyben.

A DECIP algoritmus kísérleti implementációja Visual Basic Script nyel
ven történt és a MARS benchmark feladat futási ideje Pentium PC-n (300 
MHz, 64M IkAM) 7 óra volt mindkét végrehajtási módban.
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29. ábra. A  költség, I Sl értékek és a hatékonysági tényező ábrázolása 
a legkedvezőbb IP-viselkedések közelítő meghatározásához

5. táblázat. Fiktív kiindulási IP-készlet

IP név 
(/hal
maz)

IP-specifikáció Végrehajtható és preferált 
műveletek (R s részhalmazok)

Költség
WO]

(CLB-k száma)

Memória Tárolás sbox, sboxO, sboxl 528
ipO Szorzás Múlt 840
ipl Összeadás Add 32
ip2 Kivonás Sub 32
ip3 X O R Xor 9
ip4 Eltolás shr8, shl, shl5, shl8, shll3 32
ip5 Szorzás, összeadás múl, add 872
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5. táblázat, folyt.

rr> tIP név 
(/ hal
maz)

IP-specifilcáció Végrehajtható és preferált 
műveletek (R, részhalmazok)

Költség
W )]

(CLB-k száma)

ipó Szorzás, kivonás múl, sub 872

ip7 Szorzás, XOR múl, xor 849
ip8 Szorzás, eltolás mul, shr8, shl, shl5, shl8, shl 13 872
ip9 Összeadás, kivonás add, sub 64
iplO Összeadás, XOR add, xor 41
ipl 1 Összeadás, eltolás add, shr8, shl, shl5, shl8, shll3 64
ipl 2 Kivonás, XOR sub, xor 41
ipl 3 Kivonás, eltolás sub, shr8, shl, shl5, shl8, shl 13 64
ipl 4 XOR, eltolás xor, shr8, shl, shl5, shl8, shl13 41

ipl 5 Szorzás, összeadás, kivonás múl, add, sub 904
ipl 6 Szorzás, összeadás, XOR múl, add, xor 881

ipl 7 Szorzás, összeadás, eltolás múl, add, shr8, shl, shl5, shl8, 
shll3 904

ipl 8 Szorzás, kivonás, XOR múl, sub, xor 881

ipl 9 Szorzás, kivonás, eltolás múl, sub, shr8, shl, shl5, shl8, 
shll 3 904

ip20 Szorzás, XOR, eltolás múl, xor, shr8, shl, shl5, shl8, 
shll 3 881

ip21 Összeadás, kivonás, XOR add, sub, xor 73

ip22 Összeadás, kivonás, eltolás add, sub, shr8, shl, shl5, shl8, 
shll 3 96

ip23 Összeadás, XOR, eltolás add, xor, shr8, shl, shl5, shl8, 
shll 3 73

ip24 Kivonás, XOR, eltolás sub, xor, shr8, shl, shl5, shl8, 
shll 3 73

ip25 Szorzás, XOR, összeadás, kivonás múl, add, sub, xor 913
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5. táblázat, folyt.

IP név 
(/hal
maz)

IP-specifikáció Végrehajtható és preferált 
műveletek (R, részhalmazok) (CLB-k száma)

ip26 Szorzás, összeadás, kivonás, eltolás múl, add, sub, shr8, shl, shl5, 
shl8, shll3 936

ip27 Szorzás, összeadás, XOR, eltolás múl, add, xor, shr8, shl, shl5, 
shl8, shll3 913

ip28 Szorzás, eltolás, kivonás, XOR múl, sub, xor, shr8, shl, shl5, 
shl8, shll3 913

ip29 Összeadás, eltolás, kivonás, XOR add, sub, xor, shr8, shl, shl5, 
shl8, shll 3 105

ip30 Szorzás, XOR, összeadás, eltolás, 
kivonás

múl, add, sub, xor, shr8, shl, 
shl5, shl8, shll3 945

6. táblázat. Eredmények a legkedvezőbb [P-viselkedések közelítése esetén, 
ha a minimális költség preferált

T E " IP-specifikáció Költség
c( 1)

Teljes 
költségű C

ipl 2 í Kivonás, XOR 41 41
ip23 í Összeadás, XOR, eltolás 73 73
ip24 2 Kivonás, XOR, eltolás 73 146
ip27 4 Szorzás, összeadás, XOR, eltolás 913 3 652
ip29 2 Összeadás, eltolás, kivonás, XOR 105 210
ip30 6 Szorzás, XOR, összeadás, eltolás, kivonás 945 5 670
Memória 15 T árolás 528 7 920

17 712

7. táblázat. Eredmények a legkedvezőbb IP viselkedések közelítése esetén, 
ha az ismételt felhasználás preferált

Kiválasztott
IP-k

S halmaz
IP-k száma 

n(l)
IP-specifikáció Költség

c{I)
Teljes 

költségű C

ip30 16 Szorzás, XOR összeadás, eltolás, kivonás 945 15 120
Memória 15 Tárolás 528 7 920

23 040
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1.6.  További kutatási célok

A rendszerszintű szintézis igen fontos megoldandó problémája az alkalma
zott IP-k közötti kommunikáció szabványosítása és hatásának figyelembe
vétele a tervezéskor. További kutatás tárgya lehet a DEC IP algoritmus al
kalmassá tétele erre a feladatra pótlólagos súlytényezők és kiválasztási 
peremfeltételek bevezetése révén.

További kiterjesztések szükségesek, ha figyelembe kellene venni a kivá
lasztáskor azt is, hogy különböző IP-k más-más sebességgel hajthatják vég
re ugyanazt az elemi műveletet. A lassúbb végrehajtású IP is lehet előnyös, 
ha az ismételt felhasználást kedvezően befolyásolja.

Fontos cél annak figyelembevétele, hogy az IP-ket specifikáló elemi 
műveletek általában valamilyen adatfolyammal és vezérléssel is jellemzik az 
adott IP-t, nem csak a végrehajtható és preferált műveletek felsorolásával 
(pl. szűrők, ALU-k stb.). Az ilyen IP-knek előnyt kell biztosítani a kivá
lasztási folyamatban, ha a megoldandó feladat elemi műveleti gráfja tartal
maz az IP adatfolyamához hasonló részeket.

További kutatási cél a súlytényezők adaptív változtatásának megvalósítá
sa valamilyen tanuló algoritmus segítségével. Ezáltal a megoldandó feladat 
jellege vezérelhetné az adaptív tanuló algoritmus révén a DECIP algorit
mus során a kiválasztási lépéseket.

Köszönetemet fejezem ki ezúton is néhai tanszékvezetőmnek, Dr. 
Frigyes Andor professzornak; munkatársaimnak a BME Irányítástechnika 
és Informatika Tanszéken; a kutatási témán dolgozó jelenlegi és volt dok- 
toranduszoknak: Dr. Visegrády Tamásnak; Kandár Tibornak; Mohr 
Zoltánnak; Dr. Sugár Zoltánnak; Jankovits Istvánnak; Szigeti Szabolcsnak; 
Béres Istvánnak; Mann Zoltánnak; Orbán Andrásnak; Csák Bencének; a 
kutatási témát támogató OTKA- és egyéb pályázatok keretében köz
reműködőknek: Pásztorné Dr. Varga Katalinnak (MTA SZTAKI); Dr. 
Demetrovits Jánosnak (MTA SZTAKI); Dr. Kozma Lászlónak (ELTE 
TTK); Dr. Várszegi Sándornak; Dr. Lőrincz Andrásnak (ELTE TTK); Dr. 
Ziegler Gábornak; Palotai Zsoltnak; ajánlóimnak: Dr. Tuschák Róbert 
professzornak; Dr. Keviczky László professzornak; Dr. Bokor József pro
fesszornak; az MTA Műszaki Tudományok Osztályának; családomnak.
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Bokor József
AZ MTA RENDES TAGJA

RENDSZER- ES 
IRÁNYÍTÁSELMÉLET

új kihívások, alkalm azások, elm élet és m ódszertan

Elhangzott 2002. január 24-én

A  rendszerelmélet formálisan leírja és jellemzi adott (mesterségesen létre
hozott vagy természetileg adott) rendszer tulajdonságait egységes, sa

ját fogalomrendszerre építve.
Maguk a rendszerek a valóságban sokfélék lehetnek, tipikusan az egyes 

diszciplínák szerint tekintve elektromechanikai, mechatronikai, elektronikai, 
ökológiai, ökonometriai, biológiai, kvantum-, illetve információs rendszerek.

Alkalmazási szempontból — a fenti diszciplínák közül — elsősorban a 
műszaki tudomány területeihez tartozó dinamikus rendszereket említjük.

Ilyenek a közúti forgalmi rendszerek mint dinamikus folyamatok, vala
mint a gépjárművek, illetve az azokon alkalmazott irányítási rendszerek, 
mint az elektronikus fékezés, kormányzás, valamint az autonóm járművek 
navigációs rendszerei. Hasonlóképp dinamikus rendszer a légi forgalom és 
a légi járművek, az információáramlás az interneten, valamint az adhoc- 
hálózatokon.

Az irányításelmélet a formális leírás és/vagy megfigyelt viselkedés (mérési 
adatok) alapján elméleti alapokat és módszertant ad a komplex rendszerek 
analíziséhez és tervezéséhez, úgy, hogy: teljesüljenek előírt tulajdonságok, 
képesek legyenek környezeti változásokhoz adaptálódni, bizonytalansá
gokra robusztusak legyenek.
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2 BOKOR JÓZSEF

Az irányítási rendszer megvalósítása mérnöki rendszerekben információ
visszacsatolást és számítógépi algoritmusok alkalmazását jelenti.

Az információk tipikusan érzékelt és/vagy kommunikált információk 
lehetnek.

A továbbiakban rövid történeti áttekintést adunk a rendszer- és irányí
táselmélet kialakulásáról és néhány, a tudományág fejlődése szempontjából 
alapvető eredményről. Ezek után a felsorolás szintjén áttekintjük a mai él
vonalbeli kutatási irányokat, rátérve egy bizonyos témakörre, a nemlineáris 
rendszerek egy osztályának, az un. lineáris paraméter-változós rendszerek 
geometriai elméletére, amelynek kidolgozásával a saját kutatási eredmé
nyek várhatóan több kurrens problémakör megoldásához járulhatnak hoz
zá. Ezt illusztrálandó, bemutatunk egy repülőgép-biztonsági irányítási 
rendszert, és bemutatjuk ennek irányításelméleti tárgyalását.

A tárgyalási mód a rendszer- és irányításelméletben szokásos matemati
kai formalizmusra épül. A könnyebb érthetőség segítése érdekében formá
lis tételeket és definíciókat nem mondunk ki, a fogalmakat és eredménye
ket azonban pontosan idézzük, és a bizonyításokra hivatkozunk.

Történeti áttekintés, új kutatási irányok

A továbbiakban a terjedelmi korlátok miatt a teljesség igénye nélkül átte
kintést adunk a rendszer- és irányításelmélet fejlődésének főbb mérföldkö
veiről és azon új témakörökről, amelyek a jelenlegi főbb irányokat jelentik. 
Történetileg az előzményeket az 1880-as évektől vizsgálhatnánk, amikor 
megjelentek a a mozgás szabályozásának (szélmalmok őrlőkövei közötti tá
volság tartása a változó szélviszonyok mellett, gőzgépek szabályozása, szer- 
vomechanizmusok) majd ezt követték az elektromos hálózatokhoz kapcso
lódó feladatok (feszültségszabályozás, visszacsatolt erősítők). A mai — 
intelligensnek is nevezett — rendszereinkben a modern szenzorok, a mikro
elektronika és az informatika alkalmazása dominál.

Ezt az ívet próbáljuk a ’30-as évektől kezdődően áttekinteni és egyúttal 
bevezetni a mai terminológiában használt fontosabb fogalmakat is.

A rendszerelméletben a rendszereket érő hatásokat geijesztő vagy bemenő 
jeleknek, zajoknak, míg a mérhető vagy számolható jellemzőket kimenője
leknek nevezzük. Formálisan a jeleket függvényekkel újuk le, amelyek tulaj
donságaiktól függően valamilyen függvénytér elemei. A rendszereket (a be
menő jeleikre kifejtett hatásuk modellezésével) valamilyen operátorral 
írhatjuk le, a konkrét operátor reprezentációkat a jelterek rögzítése alapján
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1. ábra. U: bemenőjel-tér, Y: kimenőjel-tér, S: a rendszert leíró operátorok tere

származtathatjuk, 1. í. ábra. A korai (20. század eleji) rendszerfogalom a line- 
aritásra épült, tipikus bemenőjel-osztályok rögzítése mellett. Az egyik ma is 
élő fogalom a frekvenciafüggvény, amely lineáris, pontosabban lineáris idő
invariáns (LTI) rendszerek esetén adott frekvenciájú szinuszos bemenő jelre 
a frekvencia függvényében a jel erősítését, illetve a bemenő jel és kimenőjel 
közötti fáziseltolást írja le. Formálisan ezt a következőképp írhatjuk:

Y(i (ú) -  G(i ai) U{i co) ,

ahol U(i(ű), Y (i(ú) a bemenő és kimenőjelek Fourier-transzformáltjai, G(i(ú) 
pedig a rendszer firekvenciafüggvénye. Ha a rendszert korlátos LTI operátor 
hja le, akkor belátható, hogy a G(i(ú) A 7 azaz a G(iCŐ) komplex változós 
függvény a Hardy-tér eleme. A rendszert hagyományosan az I G(iCű) I 
erősítésfüggvénnyel és a (p(Cú) = argG(iCü) fazisszöggel jellemezték.

A Bode és Nyquist nevével jellemzett, 1930-as évektől induló klasszikus 
periódusban az alap szabályozási feladat a stabilitásra és zaj elnyomásra való 
tervezés volt, amin belül egy soros dinamikus szabályozó és visszacsatolás se
gítségével a zárt rendszer erősítés- és fázisfüggvényeit tervezték meg (Bode, 
1945). A szabályozási kör blokkdiagramját a 2. ábrán láthatjuk. Ezt a megkö
zelítést ma is alkalmazzák, angol kifejezéssel „loop shaping”-nek nevezik.

A későbbiekben megjelent az ún. optimális rendszerek és irányítások el
mélete, amikor időtartományban, a rendszert leíró differenciálegyenletek 
és egy az optimális viselkedést leíró funkcionál alapján határozzák meg az

K

2. ábra. A  klasszikus szabályozási kör blokkdiagramja (u: bemenő jel, y: kimenő jel, 
r,: referencia- vagy alapjel, r,: a bemeneten ható zavaró jel, d: a kimeneten ható zavaró jel)

[ 1 8 3 ]



4 BOKOR. JÓZSEF

optimális irányító jelet. A variációszámítás alkalmazásai mellett kiemelendő 
a Pontrjagin-féle maximumelv és a Bellman-féle dinamikus programozás, 
sztochasztikus rendszereknél pedig a Wiener-féle szűréselmélet megjelené
se és alkalmazásaik.

Az ún. modern irányításelméletet R . E. Kalman alapvető cikkei (1960, 
1963) indították el, amelyekben bevezette az állapottér modelleket (időtar
tománybeli megközelítés) és a hozzájuk kapcsolódó megfigyelhetőség, irá
nyíthatóság fogalmakat. Ezekre építve megoldotta LTV és LTI rendszerek
re a kvadratikus irányítási problémát, amelyben az optimális irányítás az

x = Ax + Bu,x(t) |f=0 = *o (1.1)

y = Cx, (1.2)

alakú állapot egyenlettel adott rendszer esetén a
1 r

J(x , u)  = — J [x 7Qx + u rRu~^dt, Q > 0, R > 0, (1.3)
2 oL

kvadratikus funkcionál minimalizálása mellett u = Kx statikus állapotvisz- 
szacsatolással számítható. A visszacsatolás K -  -R T] BTP erősítését az ún. 
mátrix Riccati-féle differenciál vagy a T  — °° stacionárius esetre algebrai 
egyenlet megoldásából származtathatjuk:

PA + A tP -  PBR~]Bt P + Q = 0.

Az ilyen típusú irányítást LQ optimális irányításnak nevezzük, megoldá
sa sztochasztikus állapot és megfigyelési zajok jelenlétében az ún. LQG op
timális irányítás. Numerikus módszereket tekintve a rendszeranalízis 
és -szintézis lineáris algebrai eszközök és Riccati-egyenlet megoldó mód
szerek alkalmazását igényli.

A lineáris rendszerek elméletét tekintve a nyolcvanas években fejlődött 
ki az ún. algebrai és a geometriai rendszerelmélet, az eredmények kiváló 
összefoglalását H. H. Rosenbrock (1970), T. Kailath (1980) és M. Wonham 
(1985) monográfiáiban találjuk meg.

Néhány gyakorlati alkalmazás sikertelensége ráirányította a figyelmet az 
LQ, LQG irányításoknak a rendszert leíró modell közelítő volta miatti ér
zékenységre. Emiatt indult el kb. 1975-től az MIT-en a klasszikus frekven
ciatartománybeli megközelítés és az állapottér-módszerek egymást kiegészí
tő tulajdonságainak együttes alkalmazása, amiből a robusztus irányítások 
klasszikus-modern elmélete fejlődött ki (Stein and Athans, 1987; Doyle and 
Stein, 1981; Safnov et al., 1989). Ennek lényeges eleme a sokváltozós rend
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szerek erősítésének a frekvenciafüggvény-mátrixok szingulárisérték-fugg- 
vényeivel való definiálása és az ezek alapján levezetett, a frekvenciafügg- 
vény bizonytalanságainak modelljét is figyelembe vevő robusztus stabilitásra 
való tervezés módszereinek kidolgozása.

A bizonytalan rendszerek formális optimális, illetve r o b u s z tu s  irányításá
nak elméleti problémáit a frekvenciatartományban Zames (1981) fogal
mazta meg először, ezt követte az állapottérben való megoldás (1. Glover, 
1984; Doyle et ab, 1989). Ezt az 1980-tól számított korszakot p o s z tm o d e r n  

i r á n y ítá s e lm é le tn e k  nevezték. Az irányítás tervezése alapvetően a feladatot 
leíró ún. általánosított rendszer indukált C2 normájának, azaz a zárt, szabá
lyozót is magában foglaló rendszer operátor normájának a stabilizáló 
szabályozók szerinti optimalizálását jelentette.

Ezt követte a kilencvenes években a valós paraméterek bizonytalansága
ival szemben robusztus irányítások elméletének kidolgozása ami elsősorban
J. C. Doyle et al. (1986) nevéhez fűződik, és amelyet p vagy strukturált 
szinguláris értékanalízisnek és szintézisnek neveznek (1. Balas et al., 1991). 
Az indukált normaminimalizálására épülő irányítás tervezésére az ún. /, 
optimális irányítások elméletét Daleh és Pearson (1987) dolgozta ki.

Ezt az időszakot nevezték el p o s z tm o d e r n  korszaknak.
A fenti fejlődési folyamat részeként több új modellezési és irányítás terve

zési paradigma került bevezetésre. Ezek között megemlítjük a bizonytalanság 
matematikai leírására bevezetett strukturált és nemstrukturált bizonytalansági 
modelleket és az általánosított rendszermodelleket (Zhou et al., 1996).

Nem strukturált additív és multiplikativ hibák az átviteli vagy frekvenci
afüggvények bizonytalanságait írják le a frekvenciatartományban a AA (iCO), 

AM(iCű) komplex változós függvényekkel:

G(ioí) = GN(ico) +WA(iaj)AA(ico),

G(ioí) = GN(ico)( 1 + WM(ico)AM(icő)),

ahol W A (iCő), 'W M(iú í) az additív, illetve multiplikativ hiba-súlyfüggvények, 
amelyekkel úgy normálunk, hogy ||AA {i(Ő) ||M < 1, || A M (iCŐ) ||M <  1 teljesül
jön. A hagyományos irányítási hatásvázlatot additív hiba figyelembe véte
lével a 3 .  á b rán  láthatjuk.

A strukturált hibamodellek a szabályozási rendszer egyes elemeinek vagy 
az állapottérmodell valós paramétereinek bizonytalanságát igák le. Egy va
lós paraméter bizonytalanságát mind additív, mind multiplikativ modellel 
jellemezhetjük. Állapottérmodellek esetén az A  mátrix additív bizonyta
lanságát A  = A n + Aa alakban adhatjuk meg, ahol A N a névleges mátrix.
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3. ábra. A  hagyományos irányítási struktúra, nem strukturált additív bizonytalansággal

4. ábra. A z  általánosított irányítási struktúra

Megmutatható, hogy a legtöbb rendszeranalízis-probléma átírható és 
tárgyalható M—A struktúraalakban. Ezt a struktúrát példaként a 3. ábrán lát
ható additív rendszerbizonytalansággal szemben robusztus stabilitási teszt 
felírásán keresztülmutatjuk be. Az általánosított modell struktúrája a 4. áb
rán látható, ahol

2

y
= p , p  =

0 wA
1 G
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Aa

M (G , K)

5. ábra. A z  Aí-A struktúra

e

y

6. ábra. A  P - K  általánosított rendszermodell (P(s): általánosított rendszer, 
K(s): szabályozó átvitelifüggvénye, d: külső zavaró jel, u: irányító bemenő jel, 

e: minőségi jellemzők jelei, y: mérhető kimenő jel)

A P fenti particionálásával az u bemenet és a visszacsatolt y kimenet kö
zötti átviteli függvény

M(G, K) = WaK {I-  GK)-\

amivel az ún. M—A struktúrát kapjuk, 1. 5. ábra. Robusztus stabilitás feltétele:

|| WAK (I-G K )-]\\„< 1, H A J L Ó I ,

amely a kis erősítéstétel egy formája (Zhou et al., 1996)'. (zavar kompen
zálás, értéktartás, jelkövetés, szűrés) átírható a P-K  általánosított modellst- 
ruktúra- alakba (1. 6. ábra), amivel a megoldás mint egy operátornorma mi
nimalizálás kapható meg:

114
inf sup .. <y.

k*k«m \\d\\2*0,deC2 \\d\\2

A kis erősítés tétel verbálisán azt mondja ki, hogy egy visszacsatolt szabályozási kör stabilis, ha a 
körben szereplő operátorok normái mind kisebbek, mint az egység.
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8 BOKOR JÓZSEF

Ha az operátort

P(s) pM  pM
P2l(5) P2l(S)

alakban particionáljuk, akkor LTI rendszerekre a fenti feladat a következő 
lesz:

ll̂ (p>K)IL̂ K™n -'Stott/

ahol

F,(P, K) = Pu + P]2K(I — P22K)-'P2V

Ez a Hrja optimalizálási feladat a frekvenciatartományban mint egy 
Navanlinna-Pick interpolációs probléma tárgyalható és oldható meg, míg 
állapottér-megközelítésben az ún. két Riccati-egyenlettel megadott /-ite
rációs eljárás alkalmazásával számítható. Egy újabb alternatíva a lineáris 
mátrixegyenlőtlenségek alkalmazása (Zames, 1981; Francis, 1987; Doyle et 
ah, 1992; Boyd et ah, 1994), amit a kilencvenes években kifejlesztett bel
sőpontos optimalizálási módszerekkel lehet numerikusán megoldani.

Az előbbi eredmények elsősorban a lineáris rendszerek elméletéhez kap
csolódnak. További új kutatási irányokként jelentek meg a kapcsolt lineáris 
és hibrid (diszkrét állapottérrel is rendelkező) rendszerek, a változó topoló
giájú rendszerek (ilyenek a járműkötelékek irányítási rendszerei), biztonsá
gi irányítási rendszerek (ezek magukban foglalják az automatikus hibade
tektálást és rendszer-átkonfigurálást), valamint az intelligens autonóm 
rendszerek, amelyek adott feladatokat önállóan, a számítógépi látás és in
telligens érzékelésen keresztül oldanak meg.

Természetes hogy a rendszerek nagy része nem lineáris és a lineáris meg
közelítés alapján való irányításuk konzervatív megoldásokat eredményez, 
vagy nem is oldható meg. A nemlineáris rendszerek sokféleségét tekintve a 
továbbiakban csak az ún. sima rendszerekkel foglalkozunk, amelyet általá
nosan

x =f(x,  ü), 
y = h(x, ü)

alakban adhatunk meg, ahol a z / (x, u) vektor az x(t) állapotvektor és az »(/) 
bemenőjelvektor elegendően sokszor differenciálható függvénye.

[ 1 8 8 ]
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Ennek az osztálynak része a bemenő jelre nézve affin rendszerek osz
tálya, amelynek alakja:

*= /(*) + £?,(*)«/>
y = h{x).

Ezt a modellosztályt eltelj edten alkalmazzák a mechanikai és járműmo- 
dellekben. Az eredmények jó összefoglalását találjuk Isidori könyvében 
(1985), ahol a Wonham által kidolgozott geometriai rendszerelmélet (1985) 
koncepcióját terjeszti ki az affin nemlineáris rendszerekre. A differenciálge
ometria fogalmainak alkalmazása mellett a központi szerepet a lineáris al
gebra invariáns altereinek megfelelő invariáns vektortér-eloszlások játsszák 
(Bockett, 1972), ezekre építve adhatók meg az irányíthatóság, megfigyelhe
tőség, visszacsatolással való linearizálás, zavarszétcsatolás és más feladatok 
definíciói, illetve megoldásai. A klasszikusnak tekinthető irányítási feladato
kon túl kiterjesztésre kerültek (legalábbis elméleti szempontból) a opti
mális irányítás eredményei is erre az osztályra, 1. Van der Schaft (1993).

Az elegáns elméleti eredmények mellett azonban gondot jelent ezek al
kalmazása, illetve az irányítás numerikus kiszámítása, mivel vektortérelosz
lásokkal gyakorlatilag csak szimbolikusan tudunk számolni, az optimális 
irányítások számításához pedig Hamilton—Jacobi-Bellmann parciális diffe
renciálegyenleteket kellene rutinszerűen megoldani.

írásunk további részében ezen osztállyal foglalkozunk, az LPV rendsze
rek bevezetésével alternatívát kínálva számos rendszerelméleti és irányítási 
probléma hatékony lineáris algebrai eszközökkel való megoldhatóságára.

Megmutatjuk a irányítások mint lineáris mátrixegyenlőtlenségek 
megoldhatóságát, valamint a paraméterfüggő invariáns alterek fogalmának 
bevezetésével az irányíthatóság, megfigyelhetőség ellenőrzését, továbbá al
kalmazást mutatunk be a hibadetektálás és átkonfigurálás megoldására egy 
repülőgép longitudinális mozgásának optimális irányításán keresztül.

Affin nemlineáris és lineáris 
paraméterfuggő rendszerek

A lineáris paraméterfüggő (LPV) rendszerek leírásánál feltesszük, hogy az 
állapottér modell mátrixai egy olyan p(t) £ V  paraméter függvényei, amely 
minden időpillanatban mérhető, de maga a függvény előre nem ismert.

[189]
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Ekkor az állapot egyenletek a következőképp írhatók:

ahol x(t) az állapotvektor, y(t) a mérhető és visszacsatolható kimenőjel, u(t) 
az irányító jel (bemenő jel), d(t) a külső zavaró jel, e(t) pedig a minőségi 
jellemzőket leíró, általunk definiált kimenőjel. Ha a p -  p(x(t)), azaz a pa
raméter az állapotváltozónak is függvénye, akkor kvázilineáris paraméter- 
változós (qLPV) rendszerről beszélünk. Megjegyezzük, hogy ha az input 
affin rendszereknél/  (x) e C 1, akkor mindig lehetséges az átírás

LPV rendszereknél a d jelet az e jelre leképező operátor indukált L2 nor
máját, azaz az LPV erősítést a következőképp definiálhatjuk:

Az általánosított modellnek megfelelő szuboptimális szabályozó terve
zési kritériuma ezek után:

azaz olyan szuboptimális stabilizáló K(p) szabályozót keresünk, amellyel az 
általánosított LPV rendszer ||Gp(K)|| erősítése kisebb, mint egy adott /szint. 
A tervezésnél a /szerint iterálva keressük a legkisebb értéket, amire a fel
adat megoldható. Ez a megközelítés az LTI elmélet kiterjesztését jelen
ti LPV rendszerekre. Illusztrációképpen megadjuk a feladat megoldását 
arra a speciális esetre, amikor V  halmaz egy konvex politóp. Ekkor ugyan
is a feladatot az £  sarokpontokon definiált konvex LMI problémaként ad
hatjuk meg. A megoldás formai egyszerűsítése érdekében tegyük fel, hogy

[ 1 9 0 ]
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az állapotegyenletben D u — 0, D22 — 0, Dj2D n  — I, D2]D2] — I, D^Cj — 0, 
= 0, ekkor az

x(t) A p ) BÁP) 0 b2(p)~ *(0
ei(0 c , ( p ) 0 0 0 ál
«2(0 0 0 0 / d2 (0

_y(0. . A p ) 0 I 0 u(t)

LPV állapotegyenletre jutunk. Használjuk fel a következő eredményt 
(Becker and Packard, 1994.).

A  zárt rendszerben az LPV erősítés kisebb vagy egyenlő mint y, ha léteznek 
olyan X  e ÍZ"*" és Y  e  7Z"X" mátrixok, hogy a p e  £ paraméter minden értékére 
X  > 0 és Y > 0, valamint az alábbi affin mátrixegyenlőtlenségek (LMI) fennáll
nak'

A ( p ) Y  +  Y Á r { p ) - B 2B ] ' ( p )  Y C ' f f i p )

c ,(p )p

y~'b[ {p)

x a (p)+Ar (p)X—C2 (p)C2(p)
B\ (p)X

y'c, (p)

/I szuboptimális LPV szabályozót ekkor

*c = A Á P )x c + ZC2(p)y(í),
«(0 = -B [{p )X -\c

alakban számíthatjuk, ahol Z  — (X— y~] V))-1, az A K(p) pedig az X, Y, A, Bv  
B2, C j, C2, yfüggvényében számítható.

Megjegyezzük, hogy a fenti LMI-ket a Shur-komplemens fogalmának 
felhasználásával átírhatjuk az LQ-elméletből már ismert Riccati-egyenlőt- 
lenségek alakjába is.

<0

<0

>0

[ 1 9 1 ]
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LPV rendszerek geometriai elmélete

A rendszer- és irányításelméletben a R udolf E. Kalman által bevezetett 
rendszertulajdonságok, úgymint az állapotirányíthatóság, -elérhetőség, - 
megfigyelhetőség, -rekonstruálhatóság, valamint az ezen tulajdonságok el
lenőrzésére szolgáló ún. rangfeltételek alapvető szerepet játszanak. Egy LTI 
állapottérmodellel leírható rendszernél ismert, azon állapotok, amelyek az 
állapottér origójából véges idő alatt elérhetők, az

n [A B) = lm{B, A B ,...,A '^B }

altér elemei, ahol Im B egy B mátrix képterét jelöli. Vegyük észre, hogy ez 
az altér H-invariáns, azaz A1ZiA B) Q 7Z,A B), és tartalmazza a B képterét, azaz 
Im B-t. Belátható, hogy ez a legkisebb Im B-1 tartalmazó H-invariáns altér.

A  fenti fogalom felhasználásával egy LTI rendszert akkor mondunk teljesen 
állapotelérhetőnek, ha az A, B párra teljesül, hogy TZfA B) = R", azaz 
rang{B, AB,..., A"~] B} — n. Ezt a feltételt Kálmán-féle rangfeltételnek nevezik.

Az LTI rendszerek teljes állapotvisszacsatolással való irányításával kap
csolatos az (A, B)-invariáns alterek fogalma. Ha egy állapottéralakban meg
adott rendszert u(t) = Kx(t) + v(t) alakú állapot-visszacsatolással szabályo
zunk, akkor a zárt rendszer

xz -  {A + BF)xz + Bv, xfO) — x(0)

alakú lesz, az A  szerepét A+ BF veszi át. Ennek megfelelően az (A, B)- in
variáns alterek definíciója szerint egy V altér (A, B)-invariáns, és tartalmaz
za a B mátrix Im B képterét, ha a következő ekvivalens tulajdonságok tel
jesülnek:

■ A V  £  V + Im B,

■ 3 F : (A + BF)V Q V.
Duális fogalom a nem-megfigyelhetőségi altér, amely a legnagyobb 

(A, B)-invariáns altér a Kér C-ben, ahol Kér C a C-mátrix nullterét jelöli, 
és az állapotmegfigyelőknél egy adott alteret tartalmazó (C, H)-invariáns 
altér. Ez utóbbi fontos szerepet játszik a hibadetektáló szűrők elméletében, 
ezért később még tárgyaljuk. A fenti geometriai fogalmak kiterjeszthetők 
az alábbi LPV rendszerekre is:

[ 1 9 2 ]
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Ebben az esetben az invariáns altér fogalmakat egy lineáris leképezéscsa
ládra invariáns altér fogja helyettesíteni az alábbi definíciók szerint.

Egy V alteret paraméterfúggö vagy A-invariáns altérnek nevezünk az A(p) li
neáris leképezéscsaládra nézve, ha A(p)V  C V V p eV .

Jelölje B a B(p), p  e V  képterét. Ekkor az LPV rendszer elérhetőségi al
terét a B-t tartalmazó legkisebb, míg a nem megfigyelhető alterét a Kér C- 
ben legnagyobb vA-invariáns altérrel adhatjuk meg.

A Kálmán-féle rangfeltételt LPV rendszerekre is kiterjeszthetjük a kö
vetkezőképp.

Jelölje {A v ..., A k} az A(p) által (végesen) generált Lie-algebra egy bázisát. 
Ekkor az LPV rendszert teljesen állapotirányíthatónak nevezzük, ha

V  D= t ''- t Im {■V '  ■ ■• •■ ÁT'B } = R".
'i 'k l j

Az TZ^ ß) elérhetőségi altérről belátható, hogy ^.-invariáns, és igen egy
szerűen számíthatjuk olyan LPV rendszerek esetén amelyeknél az állapot
tér- reprezentációban szereplő mátrixok a p  paraméter affin függvényei 
(affin LPV rendszerek):

A (P) = A o + P \A \ + ••• + P íA n ’

B(P) = ßo + P\B\ + + Pnb n-

A kiszámításra szolgáló algoritmust A-invariáns altér-algoritmusnak ne
vezzük:

AISA : ■
v () =  c

«AH
(1.4)

Belátható (Szabó et ah, 2002b), hogy véges lépés után (ha V k már nem 
bővül tovább), megkapjuk az affin LPV rendszer ^  elérhetőségi alte
rét. Az állapot-visszacsatolással megoldható irányítási problémákat az 
(A , B ), míg az állapotbecsléssel és megfigyelőtervezéssel kapcsolatos terve
zési problémákat a (C, A)--invariáns altér fogalmakkal tárgyalhatjuk. Ez 
utóbbi szerepel a későbbiekben bemutatásra kerülő hibadetektálószűrő
elmélet LPV-kiterjesztésében, így definícióját az alábbiakban megadjuk.

[ 1 9 3 ]
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A  W alteret paraméterfüggő (C, A)-invariáns (vagy rövidítve C, A) altérnek 
nevezzük, ha az alábbi ekvivalens tulajdonságok teljesülnek minden p s V  3G: 
V  —■ K"Xp, úgyhogy:

■ (4(p)+G(p)C(p))W cW ;
*(A (p) (W  n C(p)) c  W .

A  fenti invariáns altereket igen egyszerűen számíthatjuk affin LPV rend
szerek esetén. Példaként egy adott £  alteret tartalmazó (C, ^-invariáns al
tér számításának algoritmusa a következő:

CAISA :
í VV0 = £
\ w M = £  + ^ A i (Wk n C ) >

(1.5)

ahol C = Kér C. A fenti (C, *4.)-invariáns alterek halmaza egy alsó félháló
struktúrát alkot, így van egy minimális eleme, amelyet a fenti algoritmussal 
számíthatunk. Az elérhető és elérhetőségi, nem-megfigyelhető és nem- 
megfigyelhetőségi invariáns altér fogalmak megfelelő általánosításait, vala
mint a kiszámításukra kidolgozott algoritmusokat megtalálhatjuk a Bokor 
et al., 2002; Stikkel, 2001; Szabó et ah, 2002a irodalmakban.

Nemlineáris input affin rendszereknél a fenti fogalmat lokálisan és glo
bálisan is definiálhatjuk. Illusztrációként megadjuk az adott £  alteret tartal
mazó legkisebb C, A  altérfogalom megfelelőjét, valamint a kiszámítására 
ajánlott algoritmust.

Tekintsük az alábbi input affin rendszert:
k

x(t) = f ( x )  + 'Zgi (x)ui (t),
1=1

y{t) = h{x)

és jelölje U. a fenti rendszer adott állapotának egy nyílt halmazát. Ekkor A az lA-n 
definiált feltételes invariáns vektortér-eloszlás2, ha

2 Legyenekf(x ) ,. . . ,f j(x) sima vektor-vektor függvények az R" U nyílt környezetében definiálva, 
és jelölje A(x) -  span{fjx),...,f(l(x)}. Ekkor az R" minden U  nyílt környezetének egy x pont
jához hozzárendelünk egy vektorteret. Ezt a hozzárendelést eloszlásnak nevezzük. Pontonként 
tekintve a A(x) eloszlást úgy tekinthetjük, mint az R" egy alterét.

[ 1 9 4 ]
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[ / ,  A O Ker(dh)J c  A , A  O Ker(dh)~j c A , í =

<3/10/ [ / , _ § ] ( x )  = — / ( * ) -  —  g(x) a Lie-szorzást jelöli. 
d x ' dx

A (C, A)-invariáns altér algoritmus megfelelője ekkor az ún. feltételes 
invariáns-eloszlás algoritmus, amely a következő:

CAIDA:<
n  = c

= VH + J j ,  [í„S , n  Ktr (<*,)]+[/, S„ )],

ahol c//i = dh/dx,C,  Wfc pedig a megfelelő eloszlások involutív lezártjait je
löli3. Az algoritmus eredményeként Wfc — W* az L -1 tartalmazó minimális 
feltételes invariáns eloszlást kapjuk.

Látható, hogy a fenti fogalom iterált Lie-szorzatok, illetve vektortérel
oszlások involutív lezártjainak számítását igényli. Ez jelentősen csökkenti 
az alkalmazhatóság esélyét még a mai nagy teljesítményű, szimbolikus szá
mítási programcsomagok használata mellett is. Ezzel szemben ha átíijuk a 
feladatot qLPV alakba, és a mátrixok affin módon függnek a paraméterek
től, akkor a fenti fogalmakat különösen egyszerűen, lineáris algebrai eszkö
zökkel számíthatjuk. A továbbiakban ilyen alkalmazást mutatunk be hiba
detektálás és átkonfiguráló irányítások tervezéséhez kapcsolódva. További 
alkalmazások a Tánczos—Bokor (2000) és Rödönyi- (2001) dolgozatokban 
találhatók.

H i b a d e t e k t á l á s  és  d i a g n o s z t i k a  

d i n a m i k u s  r e n d s z e r e k b e n

A továbbiakban bemutatunk egy alkalmazást a geometriai rendszerelmélet 
előzőekben tárgyalt fogalmaira. Tételezzük először fel azt, hogy a rendszert 
egy LTI állapotegyenlet írja le, amelyben az egyes hibák hatását additív hi- 
bamodellel vesszük figyelembe. A hibamodellezés lényege, hogy a hibák 
hatásának irányát az állapottérben ismertnek tételezzük fel, ezeket L(-vel

3 Egy eloszlás involutív, ha zárt a Lie-szorzatra nézve.

[ 1 9 5 ]
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jelöljük, míg a hiba időbeli lefolyását tetszőleges ismeretlen m;(t) függvé
nyekkel jellemezzük, amelyek zérusok a hibamegjelenésének időpontjáig, 
utána pedig tetszőlegesen változhatnak. A szituációnak megfelelő állapot
egyenletek, amelyekben A, B, C, Ljt i — 1,..., m ismert, ekkor az alábbiak:

x(t) = Ax(t)  + Bu(t) +
i=i

y(t) = Cx(t).

Tervezzünk egy állapotmegfigyelőt:

x(t)  = Ax( t )  + Bn(t) + G ^y(í) — C x(í) j

y(t) = Cx(t).

Képezzük az állapotbecslés hibáját:
m

é(t) = {A + GC)e(t)+ X L-m, (t), e(0) = 0
i=i

r(t) = HCe(t),

és ekkor láthatjuk, hogy az állapothiba egyenletében a hibák hatása additív 
módon megjelenik. Hibamentes esetben az állapot- és output-hibák állan
dósult értéke (stabil megfigyelők esetén) zérus lesz. Ha tudunk olyan megfi
gyelőt tervezni, amelynél az output-hibák terében az egyes hibák hatása el
különülten, diszjunkt alterekben jelenik meg, akkor a hibadetektálás 
problémája megoldható úgy, hogy vizsgáljuk az egyes alterekben az output
hibák állandósult állapotának zérustól való eltérését. Az egyes alterek adott 
hibákhoz való rendelésével a hibafajták is azonosíthatók (diagnosztika).

A hibák hatása olyan W( alterekben jelenik meg, ahol

W,. = £, + (A + G Q C ,... + (A + GQ^C,,

a W. tehát (C, A )-invariáns altér L(. fölött. A hibadetektáló szűrők tervezé
sével LTI és LTV rendszerekre az Edelmayer et. al. (1997, 1999) és 
Reviczky et. al. (1993) munkák foglalkoznak.

A fenti eljárás kiteijeszthető affin nemlineáris és LPV rendszerekre is, ha 
az előző pontokban felvázolt geometriai eredményeket alkalmazzuk.

Az első lépés a W j alterek kiszámítása, amely a megfigyelő G erősítés mát
rixának ismerete nélkül is kiszámítható a megadott CAISA algoritmussal.

[ 1 9 6 ]



RENDSZER- ÉS IRÁNYÍTÁSELMÉLET 1 7

A hibahatások szétcsatolhatóságának feltétele az, hogy

C ( p ) ^ n X c ( p ) W ; = 0 V p e V ,
i*j

továbbá szükséges hogy ezek kompatibilisek legyenek, azaz hogy létezzen 
olyan közös paraméterfüggő G(p) megfigyelő erősítés, amely mellett min
den p e  'P-re:

(A(p) + G(p) C(p)) W„ CW„ i = 1 m.

Ebből következik, hogy aW( alterek erre a G(p)-ra nézve paraméterfüg
gő (C, ,4.)-invariáns alterek lesznek. Belátható, hogy a szétcsatolhatóság és 
a kompatibilitás a fenti tulajdonságú alterekre azonos feltételeket adnak. 
Ezzel a fenti probléma megoldását szolgáltató erősítést az alábbi módon 
számíthatjuk:

G(p) = (W(p)T(p)-A(p)W(p))(ap)W(p))-‘, p e £ ,

ahol T{p) — diag{Ti (p))í=1 m és T^p) a megoldást parametrizáló tetszőle
ges mátrixok, míg W(p) a VV; bázisaiból álló mátrix.

A detektáló szűrő természetesen csak akkor használható, ha stabilis is ez
zel a G(p) erősítéssel. Kvadratikus stabilitást egy paraméterfuggő 
Ljapunovfeltétellel írhatunk elő, azaz léteznie kell egy olyan P-nek 
( P - P r > 0), amelyre A{p)'P + PA(p) < 0, V p e £. Ennek a feltételnek a 
részletes kibontását, valamint a fenti állítások bizonyításait a Balas et al. 
(2002) irodalomban találhatjuk.

B oeing 747-100 /200  repülőgép longitudinális 
mozgásának irányítása

A továbbiakban a címben szereplő repülőgép biztonságkritikus irányító- 
rendszerének egy problémájával foglalkozunk. A mozgásegyenletek felírá
sához használt koordináta-rendszert, valamint a jelöléseket az 7. ábrán lát
hatjuk.

A feladat a következő:
(i) Tervezzünk egy szabályozást az út-irányszög parancsok követésére, 

amely robusztus az inputra redukált multiplikativ modellezési bizonytalan
ságokkal szemben, és elnyomja a légköri zavarás hatását.

[1 9 7 ]
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X

7. ábra. Repülőgép koordináta-rendszere és állapotváltozói ( a — a repülőgép állásszöge;
P — a repülőgép csúszási szöge; y  —a repülőgép útirányszöge; V — teljes sebesség; 

h -  magasság; u, v, w — x, y, z  irányú sebességkomponens; (p -  dőlésszög; 0 -  bólintásszög; 
'F  — irányszög; p, q, r— x, y, z  tengely körüli szögsebesség;

8el -  a magassági kormány kitérítési szöge; 8S( — stabilizator kitérítési szöge)

(ii) Detektáljuk a magassági kormány és a hajtómű tolóerőben megjele
nő lehetséges hibáit, és hiba esetén konfiguráljuk át az irányítást a stabilizá- 
tor használatára.

A fenti feladatoknak megfelelő irányítási rendszer blokksémáját a 8. áb
rán láthatjuk.

Ezen belül az (i) feladat megoldására egy két szabadságfokú 'H00 LPV sza
bályozó lett tervezve, ennek részleteit a (Ganguli and Balas, 2001) iroda
lomban találhatjuk. Az LPV modell származtatását az eredeti, Boeing által 
szolgáltatott nemlineáris modellből a University of Minnesota Department 
of Aeospace Engineering and Mechanics kutatói végezték.
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8. ábra. Hibatűrő repülőgépirányító-rendszer-architektúrája

Az irányítástervezés céljára használt longitudinális mozgást leíró diffe
renciálegyenletek az alábbiak4:

a  =

amelyből a köetkező LPV állapotegyenleteket vezethetjük le:
x(t)  = A( p) x ( t )  + B(p)u( t )  + Lel (p)vel(t) + L t vt (t) 

y(t) = Cx(t), ( 1. 11)

4 Megjegyezzük, hogy a (mozgásegyenlet) mozgásegyenletben szereplő Fx, Fz, M y aerodi
namikai erők és nyomatékok az aerodinamikai paraméterek és deriváltak igen bonyolult füg
gvényei, ezek részletezése a (Sziszi et al., 2002) irodalomban található.

[199]
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allQl A {p)~ A ) + P]A] + '" + P‘)AV’

B{p) = B0 + PiB, + • • • + p9B9,

Al (p) = PAl.l + Pó̂ c/,6  ̂  ̂Punéig,

Lei (p) = V,o-

A fenti egyenletekben az állapotvektor

x = [a,q,V ,0,h]T ,
a paramétervektor

( 1. 12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

A p  paramétervektor komponensei itt a repülőgép stabilitási deriváltjai
ból és bizonyos fizikai jellemzőkből (mint a dinamikus nyomás, valódi se
besség, útirányszög) állnak.

9. ábra. A zárt irányítási rendszer hatásvázlata (Wp: követésihiba-súlyfüggvény; 
Wscl: referenciajel-súlyfüggvény; Wn: szenzorzaj-súlyfüggvény;

Wu: bizonytalansági súlyfüggvény; G: nominális modell; K: szabályzó; 
Elevator: magasságikormány-modell; Engine: hajtóműmodeli)

[2 0 0 ]
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10. ábra. A z  útirányszög és a magasság időföggvényei

Az irányító bemenő jelek és a mért kimenőjelek vektorai

« = [ Sc„ T, <5J T,
y  — x .

Az irányítási rendszer hatásvázlatát az 9. ábrán szemléltetjük. Az LPV hi
badetektáló szűrőt a pontban bemutatott elvek és a hivatkozott algoritmu
sok szerint terveztük. A 10. ábrán egy yc útirányszögparancs hatását láthat
juk hibamentes esetben. A yc a t = 10 s időpontban yc = 3° értéket vesz fel, 
majd t — 40 s-nál újra zérus. Ennek hatására a repülőgép 7000 m-ről 7360 
m-re emelkedik. A magassági kormány szöghelyzetének időbeli lefolyását 
eközben az 11. ábrán szaggatott vonallal jelzett yd(t)függvény írja le.

A hiba szimulációja a következők szerint történt. A t — 15 s-ban a ma
gassági kormány ycl = 1,5° értéknél beállt, és nem képes követni a paran
csot. Ezt a hibát a detektáló szűrő azonosítja egy igen gyors tranziens után. 
Ennek megfelelően a stabilizátor (amely hibamentes esetben nem műkö-
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dött) belép, és az ábrán látható időfuggvény szerint változtatva az állásszö
gét, beállítja az útirányszög előírt értékét.

Befejezés

Az előadás a rendszer- és irányításelmélet rövid áttekintésével és a jelentős 
új irányok felvázolásával megpróbálta ezt a diszciplínát közel vinni azok
hoz is, akik nemezen a szakterületen dolgoznak. A kiválasztott szűkebb té
makör a nemlineáris dinamikus rendszerekhez kapcsolódott, és illusztrálni 
kívánta azt a folyamatot, amely az elmélet kialakításától az adott probléma 
megoldásáig tart, nem számítva a speciális alkalmazáshoz tartozó imple
mentációs kérdéseket. Az előadás ugyan a műszaki tudományhoz tartozó 
területekre koncentrált, véleményünk szerint azonban jelentős új eredmé
nyek várhatók más tudományterületeken, például a fizikához és a biológiá
hoz való kapcsolódásokból is.

Zárszóul köszönetemet szeretném kifejezni Csáki Frigyes akadémikusnak, 
aki sajnos már nincs köztünk, és akinek egyetemi éveim alatt tanítványa vol
tam, továbbá különösen Reviczky Lászlónak, akinek nemcsak tanítványa vol
tam, hanem a tudományos munka területén elért eredményeimet is leginkább 
neki köszönhetem. Nagyon sokat tanultam Vámos Tibor, Michelberger Pál 
és Csibi Sándor akadémikusoktól — ajánlóimtól - ,  akikkel szerencsém volt 
különböző témákban együtt dolgozni. Hálás vagyok közvetlen kutatói kör
nyezetem, az MTA SZTAKI Rendszer- és Irányításelméleti Laboratórium és 
a BME Közlekedés Automatizálási Tanszék munkatársainak, valamint PhD 
diákjaimnak, akikkel együtt dolgozva számos érdekes feladat vizsgálatára és al
kalmanként megoldására nyílott lehetőségünk. Végül, de nem utolsósorban 
mindent köszönök családomnak, akik kutatói pályámon mellettem állnak.
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Ginsztler János
AZ MTA LEVELEZŐ TAGJA

EROMUVI ACÉLOK 
KÁROSODÁSANALÍZISE 

ÉS ÉLETTARTAM-NÖVELÉSI 
LEHETŐSÉGEI

Elhangzott 2002. február 5-én

Bevezetés, célkitűzés

Egy ország villamosenergia-ellátási biztonsága az adott ország stabil gazda
ságának és a gazdasági növekedésnek az alapja. A villamosenergia-termelés 
megbízhatósága számos tényezőtől, köztük az erőművekbe beépített szer
kezeti anyagok, az adott célnak megfelelően megválasztott erőművi acélok 
megbízhatóságától függ. Ezeknek az acéloknak a szerkezete az idő és a 
mindenkori igénybevétel függvényében változik. Elvégzett kutatásaink so
rán arra kerestünk választ, hogy a Cr-Mo-V ötvözésű, ferrit-bainites szö
vetszerkezetű erőművi főgőzvezetéki acélok kúszás és kis ciklusú fáradás 
következtében létrejövő anyagszerkezeti károsodása meddig tekinthető re
verzibilisnek, azaz meddig tekinthető olyan mértékűnek, ameddig egy 
megfelelően megválasztott regeneráló hőkezelési technológia alkalmazásá
val közel az eredeti állapotnak megfelelő anyagszerkezet (és az ehhez tarto
zó kedvező anyagtulajdonságok) még visszaállíthatok.

A tárgyalt témakört az alábbi felépítés szerint ismertetem:
— „a leggyengébb láncszem__”
— az életkor/élettartam meghosszabbíthatósága
— az erőművek üzemeltetésének jellege
— a konstrukció, a technológia és az anyagtudomány összhangja és kap

csolata a mechanikával; az anyagtudomány és az üzemeltetés kapcsolata
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— a károsodások nyomon követésének logisztikája
— a károsodásanalízis néhány új iránya; szemcsehatár-kutatások
— a regenerálás hatékonysága
— összefoglalás

1. A leggyengébb láncszemek

Selye János professzor úr szerint a stressz-hányados definíciója a következő: 
„ .. .lokális stress valamely testrészben/a szervezet stressének összessége. ”

Ugyancsak Selye professzortól származik az alábbi idézet a halálról: 
„Először mindig csak egy szerv válik üzemképtelenné, s ez roppantja össze a teljes 
emberi gépezetet, pusztán azért, mert a többi nem tud működni nélküle. ’’

2. Az életkor/élettartam meghosszabbíthatósága

Bár az emberek életereje az életkor előrehaladtával csökken, pihenéssel, az 
emberi szervezet rendszeres regenerálásával az életkor meghosszabbítható. 
Ezzel az orvostudománytól (Selye professzortól) átvett gondolattal keres
tem meg egykori tanszékvezetőmet, Gillemot László professzor urat, aka
démikust, 35 évvel ezelőtt egy decemberi napon, hozzájárulását kérve, 
hogy erőművek főberendezéseinek anyagain a fenti elmélet gyakorlati al
kalmazhatóságával kapcsolatban végezhessek kutatásokat. Miután Gillemot 
professzor úr támogatását megkaptam, több — különböző üzemi „előélet
tel” rendelkező — hazai erőmű magas hőmérsékleten üzemelő fogőzveze- 
téki és kamra anyagain kezdtem — munkatársaimmal együtt — kutatni az 
adott szerkezeti elemek leggyengébbnek tekinthető részeit, s ezeken a he
lyeken az anyag szerkezetében az üzemeltetés során lejátszódó károsodási 
folyamatokat a biztonságos üzemvitel, valamint az anyagszerkezetben még 
megengedhető károsodási mérték megállapítása érdekében.

3. Az erőművek üzemeltetésének jellege

Amint az ismeretes, a hazai villamosenergia-rendszerben működő erőmű
vek — üzemeltetésük jellege szerint — alap-, menetrendtartó, illetve csúcs
erőművek. Valamennyi erőműtípusnál lényeges szerepe van a tranziens fo
lyamatoknak és az erőművek szabályozásának. Amíg a víz és gázturbinák
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felfutása perceket — a kondenzációs gőzturbinák felfutása órákat —, a hideg 
tartalékok igénybevétele még hosszabb időt vesz igénybe.

4. A konstrukció, a technológia
és az anyagtudomány összhangja és kapcsolata
a mechanikával.
Az anyagtudomány és az üzemeltetés kapcsolata

A növelt hőmérsékleten üzemelő erőművi csővezetékek anyagai nincse
nek termodinamikai egyensúlyi állapotban, s az üzemi körülmények kö
zött olyan anyagszerkezeti folyamatok játszódnak le bennük, amelyek öre
gedésükhöz, kimerülésükhöz vezethetnek.

A fázisszerkezet és a szemcseszerkezet egyaránt olyan irányban változ
nak, amely a további biztonságos üzemeltetés szempontjából mértékadó 
mechanikai tulajdonságok leromlását eredményezik. Az erőművek főbe
rendezéseinek biztonságos üzemét a konstrukciós kialakításnál döntően be
folyásolják az ún. feszültséggyűjtő helyek, mint például a hegesztett cson
kok, kivágások, csőívek, hirtelen keresztmetszetváltozások. Technológiai 
oldalról a gyártás- és szereléstechnológia, a javítási technológia paraméterei 
és kivitelezése a meghatározó. Ugyanakkor az üzemeltetés oldaláról szem
lélve a kérdést, az állandósult és a tranzienes üzemállapotokban fellépő me
chanikai és termikus feszültségek értékein keresztül lehet a megengedett 
terhelésváltoztatási sebesség értékét meghatározni, annak érdekében, hogy 
a konstrukció feszültségkoncentrációs helyeinél ébredő ismétlődő képlé
keny alakváltozásokat és az ebből következő kis ciklusú fáradási jelensége
ket el lehessen kerülni.

5. A károsodások nyom on követésének logisztikája 

5 A . A z  alapjellemzők analizálása

Ide tartozik az üzemeltetési adatok pontos ismerete stacioner és tranziens ál
lapotban egyaránt (hőmérséklet, nyomás, korrózió, sugárzás, egyéb hatá
sok); az anyagjellemzők ismerete és az ún. „gyenge” helyek meghatározása.
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5 .2 . A z  anyagtulajdonságok meghatározása

A szükséges információk meghatározott üzemidők utáni roncsolásmentes 
vizsgálatokkal, az üzemelt anyagok metallográfiái és roncsolásos (statikus, 
dinamikus, fárasztó) vizsgálataival nyerhetők.

5 .3 . Anyagok tönkremeneteli folyam atainak analízise

Vizsgálni kell a szóban forgó anyagokban az egyenlőtlen hőmérsékletelosz
lási profilok miatt fellépő nyúláslokalizáció, valamint a kúszás-fáradás köl
csönhatásaként a szemcsehatárokon, többnyire közvetlenül a karbidfázi- 
soknál keletkező üregek képződési folyamatát, majd a mikro- és 
makrorepedések keletkezését és terjedését; az esetleges feszültségkorrózió 
okozta repedéseket; az esetleges sugárzás és/vagy hőmérséklet-változások 
okozta elridegedést s a korrózió miatt lehetséges falvastagságcsökkenést.

5 .4 . M odellezés

Az egyes komponensek véges elemes módszerrel végzett feszültséganalízi
sét követően meghatározandó a vizsgált anyagok állapota (szükség szerint 
törésmechanikai analízist is felhasználva). Ezt követően meghatározható a 
károsodások akkumulációja és értékelhetőek az egyes komponensek vizs
gált időpontbeli állapotai. A korábbi üzemeltetési paraméterek analízisét 
követően a valószínűségi analízis felhasználásával becsülhetők a további 
üzemeltetési paraméter-értékek.

5.5 . Folyamatos állapot-ellenőrzés

Az üzemeltetési adatok adatbázisa és a fentiek ismeretében meghatározható 
a vizsgált berendezés degradációjának mértéke, s elvégezhető a folyamatos 
károsodásakkumulációs analízis.
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5 .6 . A z  élettartam-növelést befolyásoló tényezők

Az élettartam-növelés gazdasági előnyeinek kimunkálásához szükség van 
az üzemeltetés folytatásához kapcsolódó költségek ismeretére. Mérlegelni 
kell az üzemeltetés folytatásának biztonsági és megbízhatósági szempontjait 
is, valamint az üzemeltetés paramétereinek esetleges megváltoztatását az 
élettartam-növelés érdekében. Mindezeket követően lehet dönteni a vizs
gált berendezés helyettesítéséről vagy javításáról.

5 .7 . Regenerálás

A reverzibilis-irreverzibilis anyagszerkezeti változások határsávjának meg
állapítását követően nyílhat meg a lehetőség a károsodás mértékétől is füg
gő regeneráló hőkezelési technológiák paramétereinek meghatározására s 
ezek laboratóriumi, majd helyszíni alkalmazására.

6. A károsodásanalízis néhány új iránya, 
szemcsehatár-kutatások

Az erőművek főberendezésének anyagaiban létrejövő károsodások a magas 
hőmérsékletű üzem miatt már az üzemelés kezdeti szakaszában a diszloká- 
ció- mozgásokkal s a diszlokációreakciókkal elkezdődnek. Ahhoz, hogy 
ezek a diszlokációreakciók minnél később eredményezzék a szemcsehatá
rok közötti folyamatos kapcsolatok felszakadását, már a beépítendő alap
anyagok esetén is korszerű gyártástechnológiára, korszerű képlékeny alakí
tó tervezési eljárásra, majd később modern, számítógéppel segített 
hegesztési eljárások alkalmazására van szükség. Az ún. „grain boundary en
gineering” (szemcsehatár-kutatások) ugyancsak segítik a válaszadást arra a 
kérdésre, hogy miként lehetne késleltetni a szemcsehatárok folytonosságá
nak megszűnését, az első mikroüregek kialakulását. Ezekkel a kutatásokkal 
az atomi méretek tartományában lehet a károsodások kezdeti szakaszát kö
vetni. Az ún. on-line diagnosztikai módszerek alkalmazása, a mágneses és 
villamos jellemzők változásának folyamatos nyomon követése (az anyag
szerkezetben bekövetkezett változásokkal együtt és azokhoz hozzárendel
ve növelheti az ún. maradék élettartam-becslés pontosságát.
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7. A regenerálás hatékonysága

Kutatásaink egy részét az 1. táblázat szerinti kémiai összetételű ferrit-baini- 
tes szövetszerkezetű, Cr-Mo-V ötvözésű melegszilárd főgőzvezetéki acé
lon végeztük. Különböző -  növekvő — üzemidők (és indítási, leállási, ter
helésváltoztatási ciklusszámok) után elvégzett vizsgálatsorozataink alapján 
megállapítottuk, hogy minden olyan esetben sikerült eredményes regene
ráló hőkezelési technológiát kidolgoznunk, ahol a kúszási és kis ciklusú fá
radási igénybevételből számított károsodási mérték

-  nem haladta meg a 30 százalékot,
-  a legnagyobb mikroüreg mérete (átmérője) kisebb volt 10~4mm-nél, 

továbbá
-  az üzemi igénybevétel következtében létrejött alakváltozás kisebb 

volt 1 százaléknál.

1. táblázat (százalékban)

c Si M n P S Cr Mo V Fe

0,11 0,26 0,6 0,009 0,002 1,7 0,28 0,25 a többi

Az alkalmazott regeneráló hőkezelés révén gyakorlatilag sikerült még a 
117 464 üzemórát 540 °C-on üzemelt és 450 hideginditást elviselt főgőz
vezetéki anyag esetén is a közel eredeti szövetszerkezetet, valamint közel 
az eredeti (mértékadó) mechanikai tulajdonságokat visszaállítani, s ezáltal a 
főgőzvezeték élettartamát -  az üzembiztonság csökkentése nélkül — jelen
tősen meghosszabbítani.

8. Összefoglalás, köszönetnyilvánítás

Több évtizeden keresztül végzett kutatásaink során — a kutatásokban fel
használt anyagminőségeken — sikerült meghatároznunk a reverzibilis és az ir
reverzibilis anyagszerkezeti változások határsávját. Azokat a reverzibilis anyag- 
szerkezeti elváltozásokat, amelyek az évek során folytatott üzemelés során 
bekövetkezett károsodási folyamatok eredményeként jöttek létre, sikerült 
közel az eredeti (beépítési) anyagszerkezeti állapotot visszaállítanunk.

A kutatások eredményes végzésében való közreműködésért köszönet il
leti a BME Mechanikai Technológia és Anyagszerkezettani Tanszék, to
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vábbá a tanszéken működő MTA Fémtechnológiai Kutatócsoport vala
mennyi jelenlegi és korábbi munkatársát, továbbá köszönöm az OM TéT  
Alapítvány keretében működő koreai-magyar (1-1-055 jelű) kutatási 
együttműködés támogatását.

Szüleim sajnos nem érhették meg ezt a napot. Köszönöm nekik, vala
mint családomnak megértő támogatásukat, továbbá mindazon kollégáim 
segítségét és támogatását, akik közvetve vagy közvetlenül évtizedeken ke
resztül részt vállaltak a fenti kutatások elvégzéséből.

*

Bár az elvégzett kutatások anyagai erőművi acélok voltak, úgy gondolom, 
hogy Selye János professzor úrnak a bevezetőben ismertetett alapgondola
tai a műszaki élet egyéb területein is hasznosíthatók a károsodásanalízis 
korszerű módszereinek és pontosan kikísérletezett, az üzembiztonságot 
nem csökkentő élettartam-növelési technológiák alkalmazása révén.
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Györfi László
AZ MTA RENDES TAGJA

EGY ÚJ NEMPARAMÉTERES ELV 
PREDIKCIÓ KONSTRUÁLÁSÁRA: 

SZAKÉRTŐK KOMBINÁLÁSA

Elhangzott 2001. szeptember 27-én

Bevezetés

Az informatika térhódításának jelenlegi szakaszában felerősödött az igény, 
hogy a korábban felgyűlt (sokszor igen nagy volumenű) adatsorainkból jó 
minőségű előrejelzéseket, predikciókat kapjunk a szóban forgó folyamat, 
jelenségkör jövőbeli helyzeteivel, viselkedésével kapcsolatban.

Valószínűleg az informatika az egyetlen olyan diszciplína, amelyik nem 
definiálja általánosan a kutatásának a tárgyát, az információt. Az informáci
óval különböző műveleteket végzünk, és minden egyes alkalommal defi
niáljuk az információnak egy aspektusát. Az információt gyűjtjük, továb
bítjuk, tároljuk, kódoljuk, kezeljük, visszakeressük, védjük, tömörítjük stb.

Egy ilyen felsorolásból jellegzetesen kimarad az, hogy miért tesszük 
mindezt, vagyis az, hogy a keletkezett adatokat feldolgozzuk, kinyerjük a 
bennük levő értéket.

Az információ feldolgozása alapvetően a matematikai statisztika feladata. 
A klasszikus statisztika jobbára paraméteres modellekből áll, amelyek arra 
az esetre vonatkoznak, amikor van valamilyen előzetes ismeretünk az ak
tuális problémáról, és így feltételezhetjük, hogy az ismeretlen valószínűségi 
törvény az eloszlások valamely paraméteres osztályához tartozik. Általában 
viszonylag kevés adatból is konzisztens statisztikai következtetést kapha
tunk, továbbá meg tudjuk mondani, hogy előírt pontossághoz mekkora
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statisztikai minta kell, és adott hibakritériumhoz meghatározhatjuk az opti
mális eljárást.

A nemparaméteres statisztika esetében nem áll rendelkezésre ilyen el
őzetes tudás, ezért a következtetések konstruálása nem használhatja a tör
vény egyetlen speciális jellemzőjét sem, és az alapvető tulajdonságainak 
(például a konzisztencia) eloszlásfuggetleneknek kell lenniük. A paraméte
res problémakörrel ellentétben itt nincs szuper eljárás, nem tudjuk megvá
laszolni a mintanagyságra vonatkozó kérdéseket, mert tetszőlegesen lassú 
lehet a konvergencia sebessége, amennyiben a szóban forgó problémáról 
nem tudunk semmit, azaz nem élhetünk semmilyen modellfeltevéssel. 
Ennek a problémának a kezelésére szolgál az automatikus modellválasztás, 
amely történhet például szakértők kombinálásával.

Megemlíthető továbbá példaként az adatbányászat témaköre, aminek lé
nyege, hogy nagy, korábbi adatsorokban lévő látens összefüggéseket sze
retnénk feltárni és hasznosítani. Jól ismert például, hogy a nagy áruházlán
cok adatbázisaiban az eladásokkal kapcsolatos idősorok elemzésével értékes 
megállapítások nyerhetők a fogyasztási szokásokról.

Az adataink igényesebb felhasználására irányuló törekvésnek tekinthető 
az univerzális predikció gondolatkörének megjelenése az 1990-es évek
ben. Egy új információfeldolgozási megközelítésről van szó, ami széles ál
talánosságban alkalmazható előrejelzési feladatokra, és a számítástudomány 
más eredményeivel ötvözve előrelépést hozhat több területen is. Az uni
verzális predikció lehetővé teszi, hogy számítógépes statisztikai módszere
ket alkalmazzunk olyan jelenségek elemzésére is, amelyeknél ez korábban 
nem látszott lehetségesnek.

A jó minőségű predikció egy igen fontos felhasználási területe a távközlő 
hálózatok mérésalapú forgalomszabályozása, illetve hívásengedélyezése, 
ahol a hálózat átvitelét, kihasználtságát akaijuk maximalizálni úgy, hogy szi
gorú minőségi előírásokat kell teljesíteni (pl. ATM, mobil-adatátvitel stb.). 
Ehhez hasonlóan fel kell készülni arra, hogy a közeli jövőben az internet
forgalmazásnál is bevezetnek szolgáltatásminőséget, ugyanakkor az internet
forgalomra a forgalomelméletben megszokott modellelőírások nem telje
sülnek (long range dependence).

A predikcióra eddig használt módszerek általában olyan modellekben 
működtek, ahol a szóban forgó sorozat stacionárius és gyengén függő. Való 
életbeli feladatokban ez gyakran nehezen ellenőrizhető, vagy egyáltalán 
nem teljesül. Gondoljunk csak a tőzsdei folyamatokra, ahol nyilvánvaló a 
nemstacionaritás! Az ilyen sorozatokat hívja az irodalom individuális soro
zatoknak.
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Predikció négyzetes költség esetén

A predikció feladatát formálisan a következőképpen fogalmazhatjuk meg. 
Legyen yv  y2,... valós számok egy sorozata, és xt, x2,... d-dimenziós vek
torok egy sorozata. Az y,, y2,... sorozatot szeretnék előrejelezni az ő múlt
jával és x,, x2,... sorozattal, vagyis célunk, hogy az (xt........xf, yv ...
yM) = (xj, yj_1) megfigyelése alapján y(. értékére következtessünk. A predik- 
tor egy g = {£,} *j függvénysorozat, gj(x[, y]_1) jelöli az y( becslését, n lépés 
után az empirikus négyzetes hiba az x", y" sorozatra

vagyis ag prediktort négyzetes költségfüggvénnyel minősítjük, és a predik- 
tor hosszú távú viselkedését a költségek átlagával mérjük. A cél természte- 
sen olyan prediktor konstruálása, amelyre Ltl(g) kicsi (Haussier et al., 1998; 
Merhav—Feder, 1998).

Az univerzális predikció lényege az, hogy feltesszük, K  szakértő dolgozik a 
problémán, azaz adott K előrejelzés, h('\  h(fC\  és megfigyelhetjük a szakér
tők Ln( h veszteségeit. Az n + 1-edik időpontban kombináljuk a szakértőket 
az eddigi eredményességük alapján. Például úgy, hogy generálunk egy olyan 
eloszlást a szakértők felett, amelyben egy szakértőnek nagyobb súlyt 
adunk, ha eredményesebb volt, azaz kedvezőbb volt az Ezután az
eloszlás szerint átlagoljuk a szakértők predikcióit (Cesa-Bianchi et al., 
1997; Littlestone-Warmuth, 1994; Vovk (1990), Weinberger et al., 1994).

Ennek az általános problémának egy statikus speciális esete a regresszió
függvény- becslés. Legyen Y  valós értékű valószínűségi változó, és legyen 
X d-dimenziós véletlen vektor (megfigyelés). X koordinátái különböző el- 
oszlásúak lehetnek, lehet némelyik diszkrét (például bináris), mások lehet
nek abszolút folytonosak. így nem teszünk fel semmit X eloszlásáról. 
A regresszióanalízis célja Y  becslése, ha X adott, azaz olyan g valós függ
vényt keresünk, amelyre g(X) „közel” van Y-hoz. Tegyük fel, hogy az 
analízis fő célja a négyzetes középhiba minimalizálása:

m in E [ (<?( x ) - Y ) 2}.

Jól ismert, hogy a minimumot az

m (x)=f E{Y |X  = x}
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regressziófúggvény éri el, ugyanis minden g függvényre

E { U ( X ) - y ) 2} = E { ( m ( X ) - y ) 2} + E { ( m ( X ) - 5 (X))2}.

A jobb oldal második tagját a g függvény integrált négyzetes hibájának 
nevezzük, és J  (g)-vel jelöljük:

A négyzetes középhiba nyilván pontosan akkor lesz közel a minimum
hoz, ha J  (g) közel van a 0-hoz.

A regresszióbecslés feladatánál adottak az (X,Y)-nak a

Dn= (Xn,Y„)}
független, azonos eloszlású példányai. Az m(x)-nek olyan

m„(x) = m„(x ’D,)
becslését akarjuk megkonstruálni, amelyre J(mn) kicsi, azaz az mn regresszió
függvény- becslés m-hez való konvergenciáját vizsgáljuk.

Az mn becslő gyengén (erősen) univerzálisan konzisztens, ha

J(m(J) -* 0 sztochasztikusan (1 valószínűséggel)

(X,Y) minden olyan eloszlására, amelyre E { Y 2} < oo.
Stone (1977) mutatott rá először, hogy léteznek gyengén univerzálisan 

konzisztens becslők. A következő alakú becslőket vizsgálta:

m(x) = t  Wni( x - ,X , - ,X„ ) Yr
f=i

Ezek a becslők lokális átlagoló típusúak, mivel a Wni súlyok jellegzetesen 
nemnegatívak, összegük 1, továbbá Wni „nagy”, ha x és X, „közel” van 
egymáshoz, egyébként Wnj „kicsi”.

A k-legközelebbi szomszéd becslő esetében, Wnj (x; X, , ..., Xf!) = 1/fe, ha 
X(az x k legközelebbi szomszédjának egyike X, , ... , Xn közül, különben 
Wni = 0. Ha

K  — oo, k j n  -  0,

akkor a feH-legközelebbi szomszéd becslő gyengén univerzálisan konzisz
tens (Stone, 1977).
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Ha
lim kn / log(n) = °°, lim kn / n = 0,

akkor a fe,-legközelebbi szomszéd becslő erősen univerzálisan konzisztens 
(Devroye et al., 1994). A konzisztencia feltételei igen általánosak, ezen belül 
a konvergenciasebesség nagyon különböző lehet. A fejó választása, az adap
táció tehát alapvető kérdés, amely történhet szakértők kombinálásával.

A hisztorgram vagy partíciós becslő lZd egy V n = {A(1 1 ,An2 •■■} partíciója ese
tén az

Í T K . M , )
m,Áx ) = —,---------------

5 X M , )  /=1

függvény, ahol K (x,u)= £  7r n

(IA az A  esemény indikátorfüggvényét jelöli). Gyenge és erős univerzális 
konzisztenciára vonatkozó eredményeket bizonyított Devroye—Györfi 
(1983) és Györfi (1991).

A regressziófuggvényt az

Í y M * ' x <)
— - — -

1 =  1

magfüggvényes becslőve 1 is lehet becsülni ahol h = hn> 0 egy «-tői függő si
mító tényező, K  egy abszolút integrálható függvény (a magfüggvény), és 
Kh (x) = K{x/h). A  magfüggvényes becslés gyenge és erős konzisztenciáját 
bizonyította Devroye-Wagner (1980), Spiegelman-Sacks (1980), Devroye— 
Krzyzak (1989).

Az eddig ismertetett regresszióbecslési módszerek a lokális átlagolás el
vén alapultak. Létezik egy másik, hasonlóan természetes alapelv, az empiri
kus hibaminimalizálás, amely szintén elvezethet univerzálisan konzisztens 
becslésekhez. Választunk egy T n fuggvényosztályt, és a regresszióbecslés 
ebből az osztályból veszi az értékeit. Az T n kiválasztásakor vagy az m reg
ressziófüggvényről szerzett ismereteinket vesszük figyelembe, vagy T n 
olyan függvényekből áll, amelyek számítógéppel bizonyos számítási bo
nyolultsággal realizálhatók.

[ 2 1 7 ]



6 GYÖRFI LÁSZLÓ

Az empirikus hibaminimalizálás alapötlete, hogy az
1 « / v 2

m y=i
empirikus hibát minimalizáljuk, és azt a függvényt választjuk ki T n függvény- 
osztályból, amelynek az empirikus hibája minimális (Györfi et al., 2002).

Az univerzális predikció problémájának másik forrása az idősorok, va
gyis a függő megfigyelések esete. Itt az adatok a Dn = {(X,, Y,),... ,(XfJ,Yn)} 
sorozat, amelyről feltesszük, hogy stacionárius és ergodikus.

A feladat minden n időpontban a

minimalizálás.
A legjobb prediktor a

feltételes várható érték, amely nem tanulható meg olyan értelemben, hogy 
nincs olyan gn predikciósorozat, melyre

(A (*.« • ■ )  ■- E {r„+, |x .„ . d }) = 0
egy valószínűséggel minden stacionárius és ergodikus adatsorozatra.

Ha az adatok egy Gauss-folyamat, akkor ez a feltételes várható érték, va
gyis a prediktor lineáris, és a probléma lényegesen egyszerűbb. Sajnos az 
újabb idősoraink jellegzetesen messze nem Gauss-folyamatok, sőt ha a 
megszokott lineáris előrejelzéseket használjuk, akkor gyakran használhatat
lan eredményeket kapunk. Ilyen kellemetlen tapasztalatokra számíthatunk, 
ha az emberi tényezőnek szerepe van az illető idősor keletkezésében, mint 
például a pénzügyi folyamatok esetén.

Általánosan a vágyunk az

L* = ,l! S T E { ( ú x „ « .D „ ) - n « ) 2}

optimum elérése, amely az előzőek miatt nem lehetséges. Ugyanakkor lé
tezik Cesáro-konzisztens predikciósorozat gn, azaz amelyre

•™ -Í ( í(x „ ,.D ,) -y wl)2 = L‘
ti /= 1

egy valószínűséggel minden stacionárius és ergodikus adatsorozatra.

[ 2 1 8 ]
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Az ilyen predikciósorozatot univerzálisan konzisztensnek nevezzük, és 
vázlatosan megmutatjuk, hogyan konstruálható univerzálisan konzisztens 
prediktor szakértők kombinálásával.

1. lem m a. (Kivinen, Warmuth, 1999). Jelölje hv h2,... predikcióknak egy 
családját (szakértőket) és {qk} egy valószínűség-eloszlást. Tegyük fel, hogy 
I hk(y"~]) I < B és I yH I < B. Legyen

w, — „ -(n-l)í-„-i M 1'
n.k =  W

ahol c = 8B2, és
vn,k

_  WnM
Z oo

i=lwn.i

Ha a kombinált g predikciót úgy definiáljuk, hogy

gn{y‘r ' ) = Í i,n.khk ( y r ])

akkor

Ennek a lemmának az egyik speciális esete az, amikor véges sok, K  szak
értő (prediktor) van, és {qk} az egyenletes eloszlás.

Ekkor

LnU ) ^ ní nL « M + f- ^ -* n

vagyis a kombinált szakértő hibája alig nagyobb, mint a legjobb szakértő 
hibája.

[219]
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Bizonyítás. A bizonyítás elemi. Legyen W ] = 1 és Wt = wtk> ha í > 1. 
Mivel

fc=i

ezért

c= 8B2 miatt az F(z) = e (y' z)/f függvény konkáv a [-B,B] intervallumon, 
tehát a Jensen egyenlőtlenség miatt

ezért í > 1 esetén

[220]
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Következésképp

n L „ { g )  = í ( y , - s { y [  ')) =

Térjünk vissza a függő megfigyelések problémájára, vagyis amikor 
(Xj.Yj),... ,(Xtl,YJ  stacionárius és ergodikus. Tegyük fel, hogy I Y0 I < B.
Egy elemi prediktort (szakértőt) jelöljön /i(k,l), k, É = 1,2,__ Legyen G,az
lZd, ill. Ht az ÍZ kvantálója. Rögzített fe,C esetén legyen In azon k < i < n 
időpontok halmaza, amikor van k hosszú illeszkedés a kvantált sorozatra:

G/. (x j-k) = (xn_k j 

és
« , ( £ ! ) =  M l . '- ! ) -

Akkor a szakértő predikciója az i illeszkedési időpontokhoz tartozó y—k 
átlaga:

1  Yi

[2 2 1 ]
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Egyenként ezek a szakértők nem univerzálisan konzisztensek, ugyanis 
kicsi k esetén a becslés torzítása nagy, másrészt nagy k esetén a szórás lesz 
nagy, mert kevés az illeszkedés. Ugyanez mondható el a kvantálókra. 
A probléma az, hogy az adatok függvényében hogyan választható meg k,d. 
Ennek a feladatnak egy lehetséges megoldása a szakértők kombinálása.

A kombinált predikciót az előző lemma segítségével konstruáljuk, azaz 
választunk egy {qk t} valószínűség-eloszlást (fe,C)-en, és c= 8B2 esetén legyen

wt,k,e ~ 4k/

es
w,

u t,k,e =
t j i , t

Ekkor a kombinált predikció

1. tétel. (Györft—Lugosi, 2001). Ha a Gc és Hí kvantálók „aszimptotikusan 
finomak", és PjY,. GE [—B,B]} = akkor a kombinált g prediktor univerzálisan
konzisztens.

Alakfelismerés: 0-1  költség

Az alakfelismerés általános feladatában az y(. {1,2,... M) értékű. Az i idő
pontban a döntőnek (osztályozónak, preditornak) tippelni kell y.-re, ha 
rendelkezésre áll a múlt (xj,yj_1).

n lépés után az empirikus hiba az x\\ y" sorozatra

vagyis a költség a 0—1 költség, és Ln(g) a hibák relatív gyakorisága.

[222]
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Az alakfelismerés statikus feladatában az {1,2,... M } lehetséges értékű Yva
lószínűségi változó (címke, osztály) értékét kell eldönteni adott X d-dimenziós 
véletlen vektor (megfigyelés) alapján. A döntés vagy osztályozási szabály egy

g : K d {1,2,-- M }

döntésfüggvény. Az osztályozási szabály minőségét az

def r ..
L (^) = p { <?( x ) ^ y }

hiba-valószínűség méri.
A lehető legjobb (legkisebb) hiba-valószínűséget a Bayes-döntés adja:

def
g*(x) = i, ha P { y  = t'|X = x} = m axP {y  = j \X  = x}.

A Bayes-döntés hibáját, L(g*)-ot, Bayes-hibának nevezik, és L*-gal is 
jelölik. A Bayes-döntéshez ismernünk kellene Y-nak X feltétel melletti fel
tételes eloszlásait. Az alakfelismerés feladatánál ezek ismeretlenek, de ren
delkezésünkre állnak a Dn = {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)} adatok, melyek (X,Y) 
független és azonos eloszlású példányai. Egy olyan adatoktól függő

S„(x) = gn(x ,D n)

osztályozási szabályt akarunk megkonstruálni, amelyre

def / \ r I T

r ,  = i - U . ) = p { & ( x ) * y |D ,}
közel van L*-hoz.

Most is kétfajta univerzális konzisztenciáról beszélhetünk: A gn osztályo
zási szabály gyengén univerzálisan konzisztens, ha

EL„ = P { £ „ (X )^ Y } ^ L *

(X,Y) minden eloszlására. A gn osztályozási szabály erősen univerzálisan kon
zisztens, ha

P {^(X) #  Y|D } -  L*

1 valószínűséggel (X,Y) minden eloszlására.
A regressziófüggvény-becsléshez hasonlóan itt is két egyszerű alapelv 

fogalmazható meg. Az egyik a lokális többségi döntés elve:

[223]
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A k-legközelebbi szomszéd szabály a

&« (*) = arg max X  Wni (x)ll }je{l,2,- -Aí}í=l i '
döntésfüggvény, ahol Pí7̂ . az előző szakaszban definiált legközelebbi szom
széd súly.

A partíciós szabály a

£ „ ( * ) =  arg max £ /
Ml.2,- M}á i xieAM { y , mJ}

döntésfüggvény, ahol A n(x) a Vn azon cellája, amelybe x  beleesik. 
A magfúggvényes szabály a

ti
g„ (*) =  arg m ax X K h (x, -  x)l, }

je{l,2, - Aí} »=1 " <■ '

döntésfüggvény.
Az alakfelismerési módszerek másik nagy csoportja az empirikus hibamini- 

malizáláson alapuló módszerek. Egy g döntésfüggvény empirikus hibája az

mennyiség. Az empirikus hibaminimalizálás módszere a döntésfüggvények 
egy T n családja esetén a

£„(x)=  arg m in  Ltt(g)

döntésfüggvényt választja (Devroye et al., 1996).
Visszatérve az univerzális predikció problémájához 0-1 költségfüggvény 

esetén megjegyezzük, hogy itt más a kombinálás, mégpedig egy randomi- 
zálás a szakértők felett:

2. lem m a. (Cesa-Bianchi, 1997). Jelölje hx.....hKpredikcióknak egy véges
családját. Legyen

wn k = e~(n-i)L«-ÁK)

és w.
Vv,k ~  í r

n.k

^  n,t /=1

[ 2 2 4 ]
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Ha a kombinált, randomizált {y} predikciót úgy definiáljuk, hogy rögzített n 
esetén a vn k eloszlás szerint választunk egy Un véletlen számot, és

s{yr'.u,)=\j.(r,-').
akkor

(<?) -  m/ n Ln (hk ) +

Ezzel a kombinálási technikával oldható meg az alakfelismerés feladata 
függő megfigyelések esetén (Györfi et al., 1999).

Portfólióválasztás: logaritmikus költség

A tőzsdei portfólióválasztás is egy előrejelzési probléma, ahol a részvények 
értékének változását akarjuk megjósolni. Tegyük fel, hogy d darab rész
vény van, és a tőkénket minden nap elején szabadon újraoszthatjuk a rész
vények között.

Egy nap végén az egyes részvények eredményességét a z x =  . x(lí))
hozamvektor adja meg, amelynek j-edik komponense x® a j-edik rész
vénybe fektetett egységnyi tőke értéke a nap végén. A befektetésünket a 
b = f f  portfólióvektorral adjuk meg, amelynekj-edik komponen
se b® azt mondja meg, hogy a j-edik részvénybe tőkénk hányadrészét fek
tetjük be. Ekkor S0 kezdőtőke esetén a tőke egy nap múlva

S, = So X  b ^ x ^  =S0(b,x), 
j=1

ahol (•,•) a skalárszorzatot jelöli.
Hosszú idejű befektetések esetén jelölje az xt- vektor az ;-edik nap végén 

a hozamvektort, azaz az x. vektor j-edik komponense azt mondja meg, 
hogy a j-edik részvénybe fektetett egységnyi tőke mennyit ér az i-edik nap 
végén. Legyen kezdetben S0 tőkénk. Első nap a portfoliónkat egy £>, vek
torral adjuk meg, ahol b] komponensei nemnegatívak, és az összegük 1. Az 
első nap végén a tőkénk

~ Sq • (6,,x,).

[2 2 5 ]
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S,-et a második nap elején újból befektetjük egy b2 portfolió szerint, ahol 
b2 már függhet Xj-től. Ekkor

S2 = S0 • (/>,,*,) ■ (b2(x j,x 2).

Ezt folytatva tőkénk az n-edik nap végén

s„=s.n(i’,b r ,),*,.)=soe_ ,  „f,1"W 'f'W  ,  S r,L,(l*)

Tehát a b* = {b(x\ 1)} portfolió (prediktor) esetén annál jobban gyarapo-

1 n i- 1dik a pénzünk, minél nagyobb az Ln(b*) = - Z In (6;(xJ ),x() átlagos

kamatszint. Ezzel indokolható a logaritmikus költségfüggvény, bár ebben az 
esetben a költségfüggvény elnevezés nem annyira szerencsés, hiszen most 
L„(b*)~t nyilván maximalizálni akarjuk (Cover, 1991; Cover and Thomas, 
1991).

Az előző szakaszok alapján a szakértők kombinálása itt igen egyszerűen 
levezethető. Jelölje hv h2,... portfolióknak egy családját (szakértőket) és 
{qk} egy valószínűség-eloszlást. Legyen

-  a,k ~ %e

és

A kombinált g portfoliót úgy definiáljuk, hogy

Egyszerűen belátható, hogy ez a kombinálás egy elbonyolított formája 
annak az eljárásnak, amikor az elején az S0 kezdőtőkémet a {qk} eloszlás 
szerint szétosztom a szakértők között, és „hagyom őket dolgozni”, azaz az 
M-edik időpontban a pénzem összesen:

[ 2 2 6 ]
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= X ? A  (A*),

ahol Sn(/i|:,) a ^.portfolió értéke S0 kezdőtőke esetén (Cover and Ordentlich, 
1996; Opper and Haussier, 1997).

Ebből következik egy alsó becslés a kombinált portfolió kamatszintjére, 
ugyanis S0 = 1 esetén

[227]
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Ha K=  20 szakértőt dolgoztatunk egy évig (n = 365), akkor kamatszin
ten legfeljebb 0,008 a veszteségünk a legjobb kamatszinthez képest.

Stacionárius és ergodikus tőzsdei folyamat esetén Algoet (1992) és 
Győrfi et al. (2006) adott aszimptotikusan optimális empirikus portfolió- 
stratégiát.
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Karádi Gábor
AZ MTA KÜLSŐ TAGJA

SZENNYEZETT TERÜLETEK 
FELTÁRÁSA ÉS HELYREÁLLÍTÁSA

Elhangzott 2001. október 18-án

Bevezetés

A talaj és talajvíz szennyezettségét elsősorban szerves és szervetlen veszélyes 
(mérgező) anyagok okozzák. Az USA Nemzeti Kutatási Tanácsa (National 
Research Council) a talajban és talajvízben leggyakrabban található veszé
lyes vegyi anyagokat felmérte és 1994-ben közzétette. Az 7. táblázat a 25 
veszélyes anyagot gyakoriságuk sorrendjében tünteti fel.

A fenti listán szereplő vegyületek közül 9 szervetlen, a többi szerves ve- 
gyület. Ólom, arzén és kadmium nemcsak gyakran található a talajban és 
talajvízben, hanem toxikus hatásuk miatt a legveszélyesebb anyagok közé 
tartoznak (Karádi és V. Nagy, 1997).

-  NAPL-e k (non-aqueous phase liquids), azaz nem vizes fázisú folyadé
kok. A fenti listán szereplő szerves anyagok jelentős része nehezen ol
dódik a vízben, ezért az NAPL-ek közé tartoznak. Az NAPL-ek a 
vízhez viszonyított fajsúlyúktól függően két csoportra oszthatók:

-  LNAPL-ek — könnyű, nem vizes fázisú folyadékok, amelyek sűrűsége 
kevesebb, mint a vízé (üzemanyag szénhidrogének, nyersolaj, benzin 
és benzol);

-  DNAPL-e k — nehéz, nem vizes fázisú folyadékok, amelyek sűrűsége na
gyobb, mint a vízé (klóros oldóanyagok, poliklórozott bifenilek 
(PCB), műtrágyák és policiklikus aromás szénhidrogének [PAH]).

[ 2 3 1 ]
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í . táblázat. Veszélyes anyagok és gyakoriságuk

R ang Vegyidet Emelet
1 triklór-etilén Vegytisztítás; fémek zsírtalanítása
2 ólom Benzin; bányászat; építőanyag (cső)
3 tetraklór-etilén Vegy tisztítás; fémek zsírtalanítása
4 benzol Benzin; gyáripar
5 toluol Benzin; gyáripar
6 króm Galvanizálás
7 metilén-klorid Zsirtalanitás
8 cink Gyáripar; bányászat
9 1,1,1-triklór-etán Fém- és plasztiktisztítás

10 arzén Bányászat; gyáripar
11 kloroform Oldóanyagok
12 1,1-diklór-etán Zsirtalanitás; oldóanyagok
13 1,2- transz-diklór-etén Átalakított triklór-etén
14 kadmium Bányászat; galvanizálás
15 mangán Gyáripar; bányászat
16 réz Gyáripar; bányászat
17 1,1-diklór-etén Gyáripar
18 vinil klorid Plasztik- és hanglemezgyártás
19 bárium Gyáripar; energiatermelés
20 1,2-diklór-etán Fémek zsírtalanítása; festékipar
21 etilbenzol Benzin; aszfaltgyártás
22 nikkel Gyáripar; bányászat
23 di-(2-etilhexy)-ftalát Plasztikgyártás
24 xilolok Benzin; oldóanyag
25 fenol Faanyag kezelése; orvosság

2. táblázat. Fontosabb nem uizes fázisú folyadékok

Szennyezőanyag | Fajsúly (kg/1) | Oldhatóság vízben (mg/1)
LNAPL-ek
benzol 0,873 1,75 x 103
etilbenzol 0,867 1,61 x 102
toluol 0,862 5,35 x 102
p-xilol 0,861 1,98 x 102
DNAPL-ek
szén-tetraklorid 1,58 7,57 x 102
triklór-etilén 1,47 1,10 x 103
tetraklór-etilén 1,63 1,50 x 102
fenol 1,24 9,30 x 104
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Meg kell jegyezni, hogy a vízben ténylegesen feloldott anyag mennyisé
ge lényegesen kevesebb, mint az oldhatósági érték. Általában ez az érték az 
oldhatóság 10-15%-ára becsülhető. A nehezen oldható tulajdonságuk mi
att az oldott NAPL-ek teljes eltávolítása a talajvízből rendkívül nehéz és 
gyakran lehetetlen. Mint az 1. ábra mutatja, az

— LNAPL-ek szétterjednek a talajban és a talajvíz felső rétegeiben, míg a
— DNAPL-ek a talaj hézagaiban kis csomópontok formájában fenn

akadnak, vagy a vízzáró rétegig lesüllyednek. Feloldódással történő 
eltávolításuk évszázadokat vehet igénybe.

Föld alatti és föld feletti tartályok okozta 
szennyeződés

Minthogy több millió petróleumot és egyéb veszélyes anyagot tartalmazó 
föld alatti és föld feletti tartály van az USA-ban, ezek a telepek okozzák a 
leggyakrabban előforduló talaj- és talajvízszennyezést. Mindmáig kb. 500 
000 telep jelentett veszélyes anyagok véletlen kiszivárgását és az ezzel kap
csolatos szennyeződést.

A benzin kb. 50—150 különböző összetevőből áll. Ezeket az oktánszám, il- 
lékonyság és a kibocsátott gázok kontrollálása szerint választják meg. A ben
zin leggyakoribb szénhidrátjai a paraffin- és az aromás csoportba tartoznak.

A Diesel-olajok nagy százaléka a természetes lebontásnak ellenálló PAH- 
okat (policiklikus aromás szénhidrogéneket) tartalmaznak.

Szénhidrogének. Az utóbbi 15 évben egészségtani kutatások kétségkívül 
bizonyították, hogy a szerves szennyeződés az emberi egészséget rendkívül

1. ábra. N APL-ek eloszlása talajban

[233]



4 KARÁDl G Á bO R

károsan befolyásolja. Az oxigén-, nitrogén-, kén-, hidrogén- és a klórato
mok a szénatomokkal (C) négy hely bármelyikén képesek molekulát al
kotni. Ennek megfelelő szerkezeti alapon a szénhidrogének aromás és alifás 
csoportra oszthatók.

Az alifás szénhidrogének nem tartalmaznak benzolgyűrűt, míg az aromás 
szénhidrogének a benzol C6 Hfi molekuláris szerkezetén alapulnak. Talaj
vízszennyezettség szempontjából fontos a nehezen lebontható PAH-okat 
(policiklikus aromás szénhidrogéneket) kiemelni. Ezek kivonása a talajvíz
ből nagy nehézségbe ütközik, és jelentős költséggel jár. Ha egy ben
zolgyűrű klórral kapcsolódik, poliklórozott bifenil (PCB) képződik.

Talajvíz-szennyezés szempontjából a halogénes szénhidrogének képviselik a 
legnagyobb és legfontosabb csoportot, amely magában foglalja az alifás és 
aromás alcsoportokat is. Az alifás alcsoportba tartoznak az oldóanyagok, 
mint például a kloroform, a szén-tetraklorid, a TCE (tetraklór-etilén) és 
vinilklorid. Az aromás alcsoportba tartoznak a különböző klórtartalmú ro
varirtó szerek, mint például a DDD, a DDT és a különböző PCB-vegyü- 
letek (pl. Rittman and McCarthy, 2001).

A szennyezett talaj feltárása és helyreállítása folyamatában az alábbiakban 
felsorolt fogalmak fontos szerepet játszanak:

Oktánnövelök: M TB  metil-terciebutiléter), metilalkohol és etanol. Wiscon- 
sinban a benzin 10%-a etanolt tartalmaz.

A BTEX- (benzol, toluol, etilbenzol, xilol) vegyületek fontos szerepet 
játszanak a helyreállítás koncepciós tervének kidolgozásában.

A Gasoline Range Organics (GRO) a benzintartományba eső szerves anya
gokat foglalja össze. Wisconsinban a molekulák szénatomjainak számát a 
rendeletek 4 és 8 között állapították meg. (Korábban a felső határ 10 volt.)

A Diesel Range Organics (DRO) tartományba tartozó vegyületek széna
tomjainak száma 8-tól 28-ig teljed.

A TOC (total organic carbon) a szerves szénvegyületek összegét jelenti. 
Ezt az értéket szénelemzővel határozzák meg, amely a total carbon (TC) és 
a total inorganic carbon (TIC) különbségét méri.

A TPH (total petroleum hydrocarbons) értéke hozzávetőlegesen a 
G R O  és a DRO összege.

A NAPL-ek kivonása a szennyezett talajokból hosszú időt vesz igénybe. 
Ennek jellemzésére a következő példát mutatjuk be.

Példa: Tételezzük fel, hogy 1 m3 talajt (1 m X 1 m X 1 m) 20 liter PCE 
(tetraklór-etilén) szennyezi. Ha a víztartó réteg porozitása 0,25, a talajvíz se
bessége 0,025 m/nap, az oldott PCE koncentrációja 10%-a az 1500 mg/1 
oldhatóságnak, számítsuk ki a PCE természetes kivonásához szükséges időt:
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Oldott PCE = 150 mg/1 x 0,25 m3 x Í0 0 0  1/m3 = 37,5 g 
Ossz PCE = 20 1 x 1,63 x  1 kg/1 x 103 g/kg = 32 600 g 
Oldatlan PCE = 32 600 -  37,5 = 32 653,5 g
PCE-fluxus 1 m2 keresztmetszetén keresztül = 1 m2 X 0,025 m/nap X 

37,5 g/m3 = 0,938 g/nap
32 653,5 g PCE eltávolításához szükséges idő: 32 653,5 g /  (0,938 g/nap 

X 365 nap/év) = 95,4 év
A valóságban ennél lényegesen hosszabb időre kell számítani, mivel a 

PCE-csomók feloldásával egyidejűleg csökken a felületük, ezzel kapcsolat
ban a feloldódásuk gyorsasága is.

T e r ü l e t f e l t á r á s

1970. január 1-jén Nixon elnök aláírta a NEPA (National Environmental 
Policy Act) törvényt. Ezt követően számos környezetvédelmi szabályzatot 
léptettek életbe, amelyek az Environmental Auditing kialakulásához vezet
tek. Ez a folyamat a ma ismert környezetvédelmi feltárások és vizsgálatok 
alapjait fektette le.

K o n v e n c i o n á l i s  t e r ü l e t f e l t á r á s

Az 1988-ban a CERCLA irányvonala értelmében készített EPA „Útmuta
tó és szabvány környezetvédelmi vizsgálatok végrehajtására” alapján az 
ASCE (American Society of Civil Engineers) részletes utasítást adott ki, 
amely a konvencionális területfeltárás vizsgálatát négy fázisban javasolja 
(ASCE, 1996). Ezt az USA államai elfogadták, és megfelelő rendeleteket 
dolgoztak ki.

I. fázis. Előzetes területfeltárás alkalmával a következő lépésekre kerül sor:
— a terep történetének megismerése meglévő adatokból,
— a terep bejárása,
— az érvényes szabályzatok felülvizsgálata; a beszerzett információk alapján:
— jelentés elkészítése és ha szükséges: javaslat előteijesztése további vizs

gálatra a II. fázisban.
(Az I. fázis részletes tárgyalása K. Hess (1993) könyvében található).
II. fázis. E fázisban az I. fázis következtetéseinek felülvizsgálatára és 

helyszíni adatgyűjtésre kerül sor a geotechnikai és szennyezőanyagok jel
lemzőinek meghatározására.
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Ezen a fázison belül:
— a vizsgálat folyamatát tervezik meg,
— sor kerül a terepre kidolgozott program végrehajtására,
— adatvizsgálatra és
— az eredményeket és a következtetéseket összefoglaló jelentés kidolgo

zására.
A  III. fázis a következő lépések sorozata:
1. adatelemzés,
2. a terep jellemzése,
3. kockázatelemzés,
4. laboratóriumi és helyszíni vizsgálat,
5. javaslat kidolgozása a helyreállításra.
IV. fázis: A terület helyreállításának tervezése keretében sor kerül
— a célok és kritériumok kijelölésére,
— az alternatívák kidolgozására és összehasonlítására,
— a költségelemzésre,
— a javasolt alternatíva megvalósíthatóságának felülvizsgálatára, valamint
— az előtervezési előterjesztés kidolgozására.
Az 1980-as években s a ’90-es évek elején a cél a szennyezés előtti álla

pot, valamint az MCL (maximum contaminant level)-szabályzatban előírt, 
a tereptől független állapot elérése volt. Ez a követelmény a terület helyreállí
tását rendkívül költségessé tette.

A Lawrence Livermore National Laboratory felülvizsgálta a konvencio
nális alapon végrehajtott feltárások eredményeit, s az 1994-ben közzétett 
jelentésében új folyamat elfogadását javasolta. Ennek alapján kialakult a 
Risk-Based Corrective Action (kockázaton alapuló helyreállítási akció) prog
ram, ami REBECCA  néven került a szakirodalomba. Ez a módszer a hely
reállítandó terepre speciálisan kidolgozott és az illetékes hatóság által elfo
gadott célokat tűz ki az emberi egészségre, valamint a környezetre várható 
kockázat figyelembevételével (ASTM, 1994).

Ez a folyamat lehetővé teszi, hogy a különböző helyreállítási célok leg
kedvezőbb változatát vegyük figyelembe. Az említett változatok a követ
kező kategóriákra oszthatók:

í. teljes helyreállítás, vagyis az összes szennyező anyag kivonása a talajból,
2. a szennyezés csökkentése, a szennyezést megelőző, ún. háttér-koncent

ráció színvonalára,
3. technológián alapuló, vagyis a rendelkezésre álló legfejlettebb technoló

giával elérhető cél,
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4. egészségi követelményeken alapuló cél, mint például az ivóvízminőség 
elérése,

5. a szennyezett talajvíz lehatárolása a szennyezőanyag továbbterjedésének 
megakadályozására,

6. a talajvíz használatának korlátozása, vagyis ivóvíz céljára való alkalma
zásának betiltása, de az öntözésre vagy az ipari célokra történő használat 
engedélyezése.

Ezek a változatok elkerülik a talajvízhasználat káros hatását. A kockázat 
mértékét és az ezzel kapcsolatos gazdasági előnyöket azonban gyakorlatilag 
nagyon nehéz s gyakran lehetetlen megállapítani. A kockázaton alapuló fo
lyamat erre minőségi szempontból lehetőséget nyújt.

REBECCA: A kockázaton alapuló helyreállítási akció folyamata három 
emeletre osztódik.

I. emelet: Az előzetes terepfeltárás keretében a jellemző adatokat az I. emelet 
keretében előírt konzervatív (legszigorúbb) szűrési szint jellemzőivel (ivó
vízszabvány, esztétikai, ökológiai kritériumok stb.) hasonlítjuk össze. Ha a 
helyreállítási célok nem érhetők el, vagy gazdaságtalannak tűnnek, a II. 
emelet kidolgozására kerül sor.

II. emelet: Az I. emelete t követően a terepre jellemző helyreállítási akció célja
it jelöljük ki. A szükséges helyreállítási megoldások költségeit az I. emeletben 
elfogadott konzervatív intézkedések költségeivel hasonlítjuk össze. Ha a II. 
emeletre elfogadott helyreállítási megoldás a konzervatív feltételek költsé
geinél kedvezőbb,sor kerül a

III. emelet kidolgozására. Ennek keretében kibővített terepfeltárásra, új beso
rolásra, valamint a terepre jellemző célok finomítására kerül sor a szennyező
anyagok sorsának, valamint szállításának fejlettebb statisztikai analízise se
gítségével. Ezenkívül további adatok beszerzése szükséges a terepre 
jellemző paraméterek (például a biodegradáció mértékének) pontosítása és 
a kiválasztott modell érzékenységének növelésére céljából.

Az utóbbi időben kialakult az a felfogás, hogy a REBECCA-folyamat- 
ban bevezetett alapelvet, vagyis a helyi körülményeknek megfelelő tisztítá
si célokat a konvencionális folyamatra is lehet alkalmazni. Ezzel magyaráz
ható, hogy a fázisokra osztott konvencionális folyamat változott formában 
ismét előtérbe került (ASCE, 1999). A szigorúan vett REBECCA-folya- 
matot csupán nagyobb területekre alkalmazzák.

A módosított konvencionális vagy a REBECCA-folyamatnak megfelelő
en kidolgozott javaslatot az illetékes hatóságok (Wisconsinban pl. a Wis
consin Department of Natural Resources, a Commerce Department, EPA, 
megyei és városi hatóságok stb.) felülvizsgálják, és döntést hoznak a javaslat
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elfogadására vagy elutasítására. A javaslat elfogadása esetén a helyreállítás 
kivitelezésre kerül sor. A REBECCA céljainak elérése után a tulajdonos 
nevében a tervező kérvényezi a további akció beszüntetését, amit az illetékes 
hatóságok -  gyakran a területhasználat korlátozásával — engedélyeznek.

Helyreállítási technológiák

A szennyezett talaj és talajvíz helyreállításának megtervezésére különböző 
szempontokat kell figyelembe venni a szennyezőanyag összetételétől, a ta
laj geológiai és hidrogeológiai viszonyaitól, a szennyezés környezeti hatá
sának veszélyességétől, valamint a terepviszonyoktól függően. Elvileg a 
szennyezett talajvíz két jellemző részre osztható: (1) az oldott szennyező- 
anyag csóvája, (2) a szennyezés legnagyobb koncentrációval jellemzett for
rása (Cherry, 1992). A szennyezés forrászónája nemcsak felszínhez közeli 
tartályokból származó forrásokat, hanem a mélyre süllyedt és visszamaradt 
nem vizes fázisú folyadékok tócsáját, valamint olyan fémeket is magában 
foglal, amelyek az alacsony oldóképességük miatt ásványi formában mélyre 
szivárogtak. Általában a

— talaj közeli zónában,
— telített zónában,
— felúszó szennyezés eltávolítására, valamint a
— kiszivattyúzott szennyezett víz kezelésére,
különböző technológiák alkalmazására kerül sor.

A  szennyezés forrásának csökkentése

E célra a következő technológiák állnak rendelkezésre:
Helyszíni (in situ) kezelés
— szivattyúzás és tisztítás,
— talajnedvesség-kivonás (soil vapor extraction — (SVE),
— nyomás alatti levegőbetáplálás,
— biológiai lebontás a talajban lévő mikrobákkal és tápanyag betáplálásá

val.
Talajkiásás és a kiásott talaj kezelése-elhelyezése
— biomáglya,
— hőkezelés,
— tárolás (engedélyezett telepen).
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Felúszó LNAPL anyagok visszanyerése
— lefölözés,
— talajvízleszívás.
A  szennycsóva kezelése-lezárása
— a szennycsóva lezárása stabilizálással,
— a forrás lezárása NAPL visszanyerésével,
— a szennyezett talaj eltávolítása vagy kezelése a terepszint közeli zóná

ban,
— a szennyforrás eltávolítása.
A felsorolt technológiák közül leggyakrabban a
1. szivattyúzáson és tisztításon,
2. a talajnedvesség kivonásán,
3. a levegő betáplálásán és
4. a szennyezőanyagok biológiai lebontásán alapuló technológiák alkal

mazására kerül sor.
A felsorolt technológiák közül a leggyakrabban alkalmazott és konvenci

onálisnak tekinthető megoldás a szivattyúzás és tisztítás. A rendszer alapelve 
igen egyszerű. A talajvizet a felszínre szivattyúzzák, s ott tiszti tó rendszerben 
-  gyakran aktivált széntartályokban -  kezelik. A tisztított talajvizet vagy 
visszatáplálják a talajba, vagy felszíni befogadóba vezetik. Jelenleg az USA- 
ban a működésben lévő helyreállítási technológiák nagy része — kb. 3000 — 
ezen a rendszeren alapul. A tisztítási cél a szivattyúzási és tisztítási technoló
gia alkalmazásának költségeit igen jelentős mértékben befolyásolja. 1991— 
ben az EPA egy részletes vizsgálat eredményeit hozta nyilvánosságra (EPA, 
1991) a következő feltevések figyelembe vételével: a csóva köbtartalma 190 
millió liter, a szivattyúzás hozama 380 1/perc, a szennyezőanyag (TCE) re- 
tardációs tényezője 4,8. Az eredményeket a 3. táblázat tünteti fel.

3. táblázat

Megkívánt %-os lebontás Szükséges idő (év) Jelenlegi érték (dollár)
80 15 2 800 000
90 21 3 250 000
99 42 4 750 000
99,9 63 5 600 000
99,99 84 6 000 000

A National Research Council (1944) e technológián alapuló 77 helyreállí
tási telepet vizsgált felül. A vizsgálat eredménye arra a következtetésre ve
zetett, hogy a szivattyúzási és tisztítási rendszer önmagában nem vezet a
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szennyezett terület helyreállítására elfogadható költséggel és időn belül. 
A szerző egy telep tíz évvel azelőtt megkezdett helyreállítását vizsgálta fe
lül. A későbbiekben bemutatandó Mann—Kendall analízis azt igazolta, 
hogy a két legfontosabb szennyező vegyi anyag — a benzol és toluol — még 
tíz év után sem érte el a szennyezést megelőző ún. háttérkoncentráció ér
tékét. Ehhez még további 15 évre lenne szükség. Minthogy a csóva nem 
terjed tovább, a helyreállítás bizonyos korlátozásokkal leállítható: a talajvíz 
ivóvízellátásra nem használható, és a talajvízminták vételét további 5—10 
évig szükség folytatni.

Itt kell megjegyezni, hogy a tisztítási cél mellett a szivattyúzási és tisztítá
si technológia költségeit az alábbiakban ismertetendő retardációs tényező is 
jelentősen befolyásolja.

A talajnedvesség kivonása (SVE): Ez a technológia elsősorban a szerves 
anyagok gőzeinek telítetlen talajból való eltávolítására alkalmas. Elszívóku- 
takon keresztül légszivattyúk a párát a talaj közeli zónából eltávolítják, és 
páratisztító egységhez továbbítják. Az elszívókutak vízszintesen vagy füg
gőlegesen helyezhetők el. Az SVE és a szivattyúzás és tisztítás rendszerének 
kombinációja a talajvíz felszínére úszó LNAPL-ek kiszívására is alkalmas.

Az SVE rendszer nagymértékben függ az altalaj és a szennyezőanyagjel
lemzőitől. A rendszer sikeresen alkalmazható erősen illékony szerves anya
gok kivonására, de kis áteresztőképességű, pl. agyagtalajokban nem hatásos.

Az SVE-rendszerek eredményessége jelentősen növelhető levegöztetö- 
rendszer bevonásával. A 2. ábra (Masters, 1998 után) egy SVE és levegőzte
tőrendszer kombinációját mutatja. A levegőztetőberendezés szíve a komp
resszor, amely a levegőt egy injektálókúton keresztül a telített zónába 
vezeti. A betáplált levegő a szennyezett csóván keresztül a felszínre emel
kedik, és így a talajvízben lévő illóanyagokat a talajfelszín közeli zónába 
táplálja. Az adszorbeált szennyezőanyagok közvetlenül a felemelkedő leve
gőáramban deszorbeálódnak, és így az oldott illő szerves anyagok folyé
kony fázisból párafázisba alakulnak át. A párát az SVE-rendszer a talajból 
kiszívja. A bemutatott kombináció sikeresen alkalmazható benzol- és ben
zinszennyeződések eltávolítására.

A helyszíni biológiai tisztítás (biodegradáció) illő szerves anyagok eltávolí
tására alkalmas, anélkül, hogy talaj eltávolításra, a talajvíz felszínre hozatalá
ra és tisztítására lenne szükség. A rendszer alkalmazhatóságát erősen befo
lyásolja

1. a talaj áteresztőképessége (a Darcy-tényező);
2. a talaj szerkezete és rétegződése;
3. a talajvíz hőmérséklete;
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4. a talajvíz pH-ja;
5. az ásvány tartalom;
6. mikroorganizmusok jelenléte.
A helyszíni biológiai tisztítás elve az altalajban természetesen meglévő 

mikroorganizmusok növelésén alapul. A mikroorganizmusoknak oxigént, 
valamint tápanyagot kell biztosítani, hogy a szennyezőanyagok lebontását 
elősegítsük. A 3. ábra ilyen rendszer elvét mutatja.

A sikeres lebontás tervezése az elektronbefogadók és tápanyagszükséglet 
becslésén alapul (Wisconsin DNR, 1999). Ennek érdekében

— a hatásterület felmérése,
— a kutak elhelyezése,
— az elektronbefogadók és tápanyagok gyarapítása,
— a makrotápanyagok helyes aránya (szén, nitrogén, foszfor: C /N /P  = 

= 100:10:1) és
— mikrotápanyagok: kén, kálium, kalcium, magnézium stb. biztosítása 

szükséges.

2. ábra. Talajpárakivonás és levegőztetőrendszer kombinációja
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A  szennyezőanyagok mozgása

Diszperzió és diffúzió: A talajvízben oldott anyagok a molekuláris diffúzió ha
tására a nagyobb koncentrációjú régiókból az alacsonyabb koncentráció 
irányába mozognak. Ilyen esetben a szennyezőanyag még akkor is minden 
irányban szétterjed, ha a talajvíz nem stacionárius. A második jelenség, a 
diszperzió, a szennytömeg szétterjedését eredményezi. Minthogy a szenny
csóva mozgása szabálytalan utat követ, a csóva egyes elemei nagyobb héza
gokon keresztül gyorsabban mozognak, míg más részei kisebb hézagokba 
ütköznek, és ezért mozgásuk lelassul. Ennek eredményeként az előrenyo
muló csóva szétterjed. Mind a diffúzió, mind a diszperzió a csóva határát 
bizonytalanná teszi, ezért a két különböző hatást gyakran egybevonva tár
gyalja a szakirodalom, hidrodinamikai diszperzió néven. Ezt a jelenséget la-

3. ábra. Biológiai tisztítórendszer vázlata

Telítetlen zóna

Telített
zóna
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boratóriumban egyszerű előállítani. Ha jelzőanyagot injektálunk a talaj
mintába, a koncentrációidő-grafikon (4. ábra) erős emelkedést mutat t idő 
elteltével. A diszperzió a függőleges frontot a C /C o függvényében a görbé
nek megfelelően bizonytalanná teszi. Az ábra a vízszintes diszperziót mu
tatja. A terepen a csóva mozgását azonban nemcsak a vízszintes diszperzió 
befolyásolja, hanem az erre merőleges diszperzió is, vagyis a csóva x, y és z  
irányba egyaránt szétoszlik.

Retardáció: A szennyezés csóvájának mozgását a (hidrodinamikai) disz
perzió mellett a retardáció is jelentősen befolyásolja. Amint a szennyező- 
anyag a talajban előrehalad, egyes részüket a talajszemcsék abszorbeálják, 
míg más részük adszorpció hatására a talajszemcsékhez tapad. Az irodalom
ban használt általános kifejezés — szorpció — mindkét jelenséget magában 
foglalja. A szennyezett anyag egységnyi talajkockába foglalt teljes mennyi
sége és az oldott szennyezőanyag mennyiségének hányadát retardációs ténye
zőnek (R) nevezzük. Pl. a klórionok retardációs tényezője R  = 1, mert az 
összes anyag a talajvízben feloldódik. Az R  = 2 érték arra utal, hogy a 
szennyező anyag 50%-a oldott, míg a másik fele a víztartó réteg szemcséi
hez szorbeálódott. Az R  retardációs tényező értéke a szennyezés első idő-

M ért hozam r  1 1
4. ábra. Hidrodinamikai diszperzió és retardáció

[ 2 4 3 ]



14 KARÁDI GÁBOR

szakában nagy lehet, de idővel állandó, egyensúlyi értékhez közelít. Az 
egyensúlyi helyzetben az R  érték a talajvíz tényleges sebessége és a szorbe- 
ált anyag sebességének hányadosaként fejezhető ki. Az R  = 2 érték azt je 
lenti, hogy a talajvíz kétszer gyorsabban halad előre, mint a szennyező 
anyag. A retardációs tényező időbeli változását az 5. ábra mutatja különbö
ző vegyi anyagokra (DCB — diklór-benzol, tetraklór-etilén — PCE, szén- 
tetraklorid -  CTET; Roberts et al. 1986 adatai alapján).

A szakirodalomban a retardációs tényezőre jelentősen eltérő értékeket 
találunk. Általában elfogadott (Testa et ab, 2000, 145.), hogy a retardációs 
tényező értéke:

R  = 1 + K { nb/n.
E képletben Kd = 0,6. K(V..fwa megoszlási tényező (L/kg), K^a talaj nor- 

malizált szorpciós tényezője, f )(. a talaj összes szervesszén-tartalma (mg 
szén/mg talaj), n a talaj hézagtérfogata.

Példa: Hasonlítsuk össze a benzol és a toluol retardációs tényezőit! A ta
laj hézagtérfogata n = 0,25, mindkét talajra az f)C = 0,0028 (átlagos érték), 
benzol esetében Kgc = 38 L/kg, a megfelelő tényező toluolra K )c =135 
L/kg. A megoszlási tényezők értékei 

Rb.nzo,= 1.43 R toluol = 2,34.
Ezek az eredmények a terepen mért értékeknél magasabbak. Ezért gya

korlatban a BTEX-re az R  átlagos értékét 1 és 2 között választjuk meg.
Mint a 6. ábrából kitűnik, a retardációs tényező értéke a helyreállítási 

költségekre jelentős hatással van. Emiatt a szennyezett terület helyreállítá
sának tervezésénél a költségek felső határának megállapításához az R  = 1 
használata javasolható.

[244]
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Természetes lebontás

Arra megfelelő terepen a telítetlen talajok helyreállítására a természetes le
bontás a legalkalmasabb módszer, vagyis hagyjuk, hogy a természetben lévő 
mikrobák bontsák le a szennyeződést. Ez a módszer az utóbbi időben nép
szerű lett, és széles körű alkalmazást talált. A módszer nem jelenti azt, hogy 
nincs szükség a helyreállítás megtervezésére — éppen ellenkezőleg: ezt a 
megoldást nagyon részletes vizsgálat előzi meg. Ennek keretében sor kerül

— a rendelkezésre álló adat felülvizsgálatára kockázaton alapuló szűréssel,
— a szennyezési adatok rendszerezése a környezetvédelmi közeg fajtája 

szerint (talaj, talaj gáz, talajvíz, felszíni víz),
— információ beszerzése a BTEX-csóvákról,
— a lehetséges egészségügyi és környezetvédelmi kockázatok megjelölé

sére,
— a talajpára és talajvíz-vándorlás okozta várható kockázat felmérésére 

és a
— a csóva vándorlásának becslésére a geotechnikai paraméterek megálla

pítása révén.
Ezt követően a koncepciós modell kidolgozására kerül sor három lépésben.
2. A szennyezés története és természete. Ennek keretében a telepre vonat

kozó összes adatot feldolgozzuk. Elsősorban a szennyezőanyag fajtáját kell

cnj

o"O
‘O
a
sbí)v<L></5

:0

Lebontás
A=99,9%
B=90%

6. ábra. A  retardáció hatása a szivattyú- és tisztításrendszer költségeire
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megállapítani és kiterjedését megbecsülni. A telep története megvilágítja a 
szennyezés időpontját, vízszintes és függőleges kiteijedését. Ezt követően 
kell megvizsgálni, hogy a szennyezett telep befolyásolja-e a közelben fekvő 
létesítmények környezeti minőségét.

2. A  szennyanyag mozgását befolyásoló tényezők. Ezeket a helyi topográfia, 
a talaj rétegződése, a talajvíz mozgásának várható iránya, a valószínű hidra
ulikai vezetőképesség, valamint a talajvíz kedvező útvonalai (közműveze
tékek árkai, töredezett és részben áteresztő sziklaréteg) befolyásolják.

3. A  szennyezőanyagok befogadóinak feltárása. Ennek keretében a meglévő 
közösségi és magánkutak, kútcsoportok, nagy teljesítményű kutak, talaj
víz- utánpótló területek, felszíni vízfolyások, tavak feltérképezésére kerül 
sor. Ezenkívül részletes környezetvédelmi vizsgálatot kell végezni.

A koncepciós modell segítségével fejleszthető ki a további geológiai, 
hidrogeológiai, a szennyezésre vonatkozó, valamint a természetes lebontás 
megállapításához és a környezetvédelmi hatás felméréséhez szükséges terv. 
Ezt a lépést követi a befogadók feltárása. Az összes rendelkezésre álló infor
máció igénybevételével (térképek, a helyi hatóságok közműosztályai stb.) a 
szennyezett terep közelében lévő befogadók jelenlétét kell megállapítani. 
A befogadók felsorolása kiterjed

1. a szennyezett terület (telep) 300 m-es körzetében található közösségi, 
valamint nagy teljesítményű (pl. ipari célokra, öntözésre használt) kutakra,

2. a terület 30 m-es körzetében használt magánkutakra,
3. a 300 m távolságban található felszíni vizekre, amelyek befogadhatják 

a talajvízben lévő szennyezőanyagokat, található bezárt helyiségeket.
4. a 30 m-es körzetben található alagsori és egyéb terepszint alatt találha

tó bezárt helyiségeket.
A befodadók feltárása után a talajvíz jellemzése következik az alábbi lé

pésekben:
1. A talajvíz szennyezés fokának és kiterjedésének meghatározása. Gyorsított 

terepjellemzési módszerek segítségével az oldott szennyeződés csóvájának 
kiterjedését és eloszlását szükséges megállapítani. Ezen az alapon a termé
szetes lebontás ellenőrzésére telepített állandó kutak helye határozható 
meg. Ebben a lépésben talaj- és talajvízminta vételére és laboratóriumi 
vizsgálatára kerül sor.

2. A z állandó ellenőrző kutak telepítése. A  kutak helyzetét és mélységét a 
rendelkezésre álló hidrolgeológiai adatok alapján kell megválasztani, azzal a 
céllal, hogy a stacionárius szenny tócsa kiterjedését vagy az egész csóva idő
beli változását követni tudjuk.
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3. A  talajvíz megfigyelése. A szennyezett terep vizsgálata keretében a jel
lemző szennyezőanyagok koncentrációjának változását kell követni. 
Petróleumszennyeződés esetében szükséges az illó szerves anyagok, illetve 
az olaj tartományába (DRO) tartozó és a policiklikus aromás szénhidrogé
nek koncentrációváltozásának követése.

A természetes lebontás sikerességének kezdeti megítéléséhez az elekt
ronbefogadók indikátorainak — oldott oxigén, nitrát, oldott mangán, vas, 
szulfát és metán — koncentrációját kell megállapítani. Ezeken kívül az adott 
terep szennyezőanyagainak lebontására szintén jellemző geokémiai para
méterek — lúgosság, oxidációs/redukciós potenciál, pH és a fajlagos elekt
romos vezetőképesség — meghatározására kerül sor az összes mérési soro
zatban.

Az oldott csóva viselkedésének meghatározása

A csóva viselkedését a határvonala szabja meg. Éppen ezért a határvonal 
időbeli alakulásának ismerete szükséges a természetes lebontás menetének 
becslésére. Ennek érdekében a szennycsóva háromdimenziós kiteqedését 
kell figyelemmel kísérni. A mérnöki gyakorlatban a csóva ún. „vezető élé
nek” változását követjük a csóva növekedésének, illetve csökkenésének 
megítélésére.

A csóva viselkedése több módon állapítható meg.
1. A csóva lehatárolása a talajvíz és a szennyezőanyag sebességének összeha

sonlítása segítségével. A sebességek ismeretében meghatározható az az idő, 
amely a szennyezőanyag két észlelőkút közötti előrenyomulását vagy visz- 
szatartását jellemzi. Ennek megfelelően az észlelési sorozatok közötti peri
ódust úgy kell megválasztani, hogy az a talajvíz két kút közötti áthaladási 
idejénél rövidebb legyen.

2. A szennyezőanyag koncentrációváltozásánaka grafikus ábrázolása megha
tározza a csóva viselkedését. E módszer viszonylag nagy számú észlelést és 
hosszú időt igényel.

3. A nem paraméteres Mann—Kendall statisztikai analízis (Gilbert 1987, 
Wiedemeier et ah, 1999) a leggyakoribb módszer az oldott szennycsóva 
viselkedésének becslésére.
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N em  paraméteres statisztikai analízis

A Mann—Kendall analízis előnye, hogy minimum négy, de nem több, 
mint tíz észlelési sorozat elemzését teszi szükségessé. Megbízható ered
mény akkor érhető el, ha a szennyezett csóva határát (vezető élét) jellemző 
kútból vagy kutakból veszünk talaj- és talajvízmintát. Az alábbiakban be
mutatott táblázatot a Jefferson Handy Pantry telepén végzett mérések adatai 
alapján dolgoztuk ki. Bár az esetek többségében az összes BTEX-vegyület 
koncentrációjának értékét határozzuk meg, ez esetben csak két jellemző 
szerves anyag — benzol és toluol — koncentrációit tüntettük fel. Korábbi 
mérések arra mutattak, hogy a másik két vegyület (etil-benzol és xilolok) 
koncentációja a megengedett határértéknél kisebb.

A Mann-Kendall statisztikának nevezett S értéket úgy kapjuk meg, hogy 
az időrendben felsorolt adatokat összehasonlítjuk a többi észlelési adattal, 
és a különbséget +l-gyel vagy —1-gyei jelöljük, attól függően, hogy az ér
ték nagyobb vagy kisebb az összehasonlított mérésnél. A bemutatott pél
dán az 1. sz. észlelés a 2. sz. kútban észlelt adatnál nagyobb, így a trend 
csökkenésre utal, ezért a különbséget —1-gyel jelöljük meg. Az 1. és 3. sz. 
kutakban észlelt koncentráció szintén csökkenő, ezért ismét -1-et jelö
lünk. Hasonlóan a 3. és 7. sz. kutakban kapott mérések különbségét is —1- 
gyel jelöljük, de az 1., valamint az 5. és 6. sz. mérések összehasonlítása +1 
eredményre vezet. Ezután a számokat összegezzük, és négy -1 és két +1 
eredményeként —2-őt kapunk. A következő lépésben a 2. sz. méréssorozat 
eredményeit hasonlítjuk össze a 3., 4., 5., 6., és 7. sz. kutakban mért kon
centrációértékekkel. Az összeg ebben ez esetben -1 lesz. A 3. sz. észlelési 
sorozat eredménye 0, míg a 4., 5, és 6. sz. sorozatok eredményei: +1, —1, 
és + 1. így a pozitív és negatív eredmények összege a Mann—Kendall sta
tisztikára S = —1-et ad.

A z  eredmények értelmezése: A fenti —1 eredmény értelmezésére az alábbi 
táblázat alkalmazható, amely a maximális, Smax értéket jelöli meg (Gilbert, 
1987) a 80% megbízhatóság függvényében.

1. A csökkenő csóva jellemzése:
— a csóva határvonala csökken,
— a szennyezőanyag koncentrációja csökken,
— a Mann—Kendall statisztika S < or = Smax.
A fenti esetben n = 7 és a = 0,2, vagyis a 80%-os megbízhatóság elérésé

hez az S statisztikának -7-tel egyenlőnek vagy kisebb értékűnek kellene 
lennie.
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4. táblázat

Vegyület Benzol
koncentráció

Toluol
koncentráció

Sz. A mintavétel dátuma mg/kg m g/kg

i 1999. július 15. 14,00 17 000,00

2 1999. november 2. 11,00 21 000,00

3 2000. február 10. 4,72 15 900,00

4 2000. június 21. 0,97 4 400,00

5 2000. október 19. 1,00 6,80

6 2001. január 12. 29,00 2,80

7 2001. április 12. 1,00 0,37

Mann-Kendall statisztika -1 -19

Mérések száma = 7 7

Átlag = 11,38 8 330,00

Standard deviáció = 10,30 9 277,65

Variációs tényező = 0,90 1,11

Trend = 80% megbízhatósági szinten Nincs trend Csökkenő

Stabilitás vizsgálat CV < 1

= 80% megbízhatósági szinten Stabilis

5. táblázat

11 S tartománya
4 -6  -tói +6 ig -4
5 -10-től + 10-ig -5
6 -15-től + 15-ig -6
7 -21-től +21-ig -7
8 -28-tól +28-ig -8
9 —36-tól +36-ig -9

10 -45-től +45-ig -10
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Eszerint a csóva nem csökkenő. Ugyanakkor a toluol-csóva csökkenő ten
denciát mutat, mivel S = —19.

2. A stabilis csóvát az jellemi, hogy
— a csóva határvonala nem terjed,
— a Mann—Kendall statisztika S = 0 vagy negatív szám, és a variációs té

nyező 1-nél kisebb vagy azzal egyenlő értékű.
A benzolra kapott negatív érték arra utal: nincs trend. A kérdés most az, 

a csóva stabilis-e. Ennek megállapítása érdekében a CV variációs tényező 
értékét kell kiszámítani. A CV tényező a standard deviáció és az aritmeti
kai átlag hányadosa. Ha CV < 1, a csóva stabil, vagyis a trendet nem muta
tó benzol csóvája stabilisnak tekinthető.

3. Az előrenyomuló csóvát az jellemzi, hogy
— a természetes lebontás csak részleges eredménnyel járhat,
— a Mann—Kendall statisztika S > S ,
— a forrás vagy a csóva zónájában elhelyezett kutak a szennyező anyag 

koncentrációjának növekedését mutatják.

Bioscreen

A Mann-Kendall módszer nem alkalmas a szennyezés koncentrációja jövő 
időben várható alakulása, vagyis a környezetre már nem veszélyes kon
centráció eléréséhez szükséges idő becslésére. Erre a célra számos analitikus 
és numerikus megoldás áll rendelkezésre. A szerző tapasztalatai szerint pet
róleumszennyezés esetére a Domem'co-egyenleten alapuló (Domenico, 
1987) általánosított megoldás javasolható. Ez a módszer a szennyezőanya
gok szállításának és lebontásának becslésére, valamint a javasolt alternatívák 
összehasonlítására alkalmas. Három különböző típusú talajvízmodell és 
azok kívánt kombinációja vezethető le az általánosított egyenletből:

1. oldott anyag szállítása lebontás nélkül,
2. oldott anyag szállítása elsőfokú lebontással (degradáció),
3. oldott anyag szállítása hirtelen biológiai lebontással.
Az általánosított megoldás a

C (x, y, z, 0) = 0 
C (0, X, Y, 0) = C,

kezdeti feltételek és a szennyforrás exponenciális csökkenésének figyelem- 
bevételével a következő alakban írható fel:
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A fenti egyenletekben:
BC -  biodegradációs kapacitás (mg/L)
UFn = az n-ik elektronbefogadó,
C(x, y, z, t) = a koncentráció az x, y, z, koordinátájú pontban és t idő

pontban (mg/L)
ax = diszperzió x irányban (m)
C0 = koncentráció a forrászónában (mg/L) 
az = diszperzió z irányban (m)
l = első fokú lebontási tényező (év'1) és t = 0 időpontban 
qc = effektiv talajporozitás 
x, y , z -  koordináták (m) 
n -  a szennyezőanyag sebessége (m/év)
C{eij) = az n-edik elektronbefogadó koncentrációja (mg/L)
K = Darcy-tényező (m/év)
R = retardációs tényező
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k = a forráskoncentráció lebontásának első fokú tényezője 
Y  = a forrás szélessége (m) 
t = idő (év)
Z -  a forrás mélysége (m)
A diszperzivitás, retardációs tényező és az elektron befogadók számításá

ra az alábbiak nyújtanak segítséget:
Diszperzivitás
a x = 0,1 Lp
Lp = csóvahosszúság 

= 0,33 ax

Delta Oxigén 0 2 
Delta Nitrát N O , 
Vas Fe2+
Delta Szulfát S 0 4 
Mért metángáz

az -  0,025 ax -  0,1 ax 
Retardációs tényező
Gyakran használt érték = 1 és 2 között
Elektron befogadók:

0,4 és 12,7 mg/1 között 
0 és 6,3 mg/1 között 
0 és 599,5 mg/1 között 
0 és 109,2 mg/1 között 
0 és 48,4 mg/1 között

Az általánosított Domenico-megoldásból a fentiekben felsorolt model
lek levezethetők (7. ábra).

1. A lebontás hiányának feltételezése esetén az egyenletekbe BC = 0 és 
X = 0 értékeket kell helyettesíteni.

2. Az első fokú lebontás és diszperzió megoldását BC = 0 behelyettesíté
sével kapjuk meg.

3. Hirtelen biológiai lebontás és diszperzió esetében 1 = 0-t kell behe
lyettesíteni.

Hangsúlyozni kell azonban, hogy a kiszámított megoldások csak a mini
málisan szükséges degradációs idő számítására javasolhatók. A K. Singh & 
Associates vállalatnál az ún. Pharmacy Station esetére végzett vizsgálatok a 
telep helyreállítására 15 és 150 év között időszakot határoztuk meg. A ter
mészetes lebontás időbeli változására végrehajtott újabb mérések eredmé
nyei ezt az időtartamot 15 és 30 év közötti időszakra pontosította be 
(.Remediat Investigation Report, 1998).

A 7. ábra az általánosított Domenico-modellen alapuló három módszer
rel ugyanolyan feltételek mellett végrehajtott számításokat mutatja be a 
BTEX koncentrációváltozására a csóva középvonala mentén. A Keesler Air 
Force Base-en (Mississipi), a helyszíni vizsgálat megindításától számított 6 év 
után mért adatok (Newell, 1996) szerint az első fokú lebontáson alapuló
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7. ábra. Lebontási modelltípusok eredményeinek összehasonlítása

megoldás szolgáltatja a legmegbízhatóbb eredményeket. A jellemző ténye
zőt ez esetben a mérési adatoknak megfelelően lehetett változtatni és ezzel 
a koncentráció időbeli alakulását bepontosítani. A szerző számításai szerint 
az első fokú lebontás értékének csökkentése a hirtelen reakció alapján ka
pott koncentrációváltozással gyakorlatilag azonos eredményekre vezet.

A 7. ábrán a felső görbe a lebontás nélküli, a középső az első fokú lebon
tás, az alsó a hirtelen lebontás esete.

Newellnek (1997) a számítógépre kidolgozott szoftverje a retardációs 
tényező értékét 1-nek tételezi fel. Ez az érték a költségek számításának 
megbízhatóságát növeli. Ugyanakkor a t idő elteltével végzett mérések 
alapján R  = 1 érték figyelembevételével módosította a lebontási tényezőt, 
ami a teljes lebontási idő becslésére nem jellemző.

Bedient, et al. (1994, 227.) hangsúlyozza, hogy az első fokú lebontás 
modellje gyakran téves eredményre vezet. Ugyanis a modell figyelmen kí
vül hagyja a talajban meglévő és a lebontáshoz szükséges elektronbefoga
dók mennyiségét. Ha az elektronbefogadók kimerültek, az első fokú le
bontási modell a ténylegesnél rövidebb lebontási időt jelöl meg, ezért 
csupán a helyi mérések adataira lehet támaszkodni az eredmények megbíz
hatósága megítélésében.

Összefoglalás

A bemutatott tanulmány a szennyezett területek feltárásának és helyreállí
tásának kérdéseit foglalja össze az USA-ban alkalmazott újabb módszerek,
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valamint a szerző kutatásainak és a gyakorlatban szerzett tapasztalatainak 
igénybevételével. A tanulmány kitér a konvencionális és a kockázaton ala
puló REBECCA feltárási módszer tárgyalására, és rámutat a két folyamat 
hasonlóságára. A leggyakrabban alkalmazott helyreállítási technológia (szi
vattyúzás és tisztítás) hiányosságait kiemelve a tanulmány röviden tárgyalja 
az utóbbi időben népszerűséget nyert természetes lebontás előnyeit. A le
bontás gazdaságos és sikeres megvalósítása a szennyezőanyagok koncentrá
ciójának ellenőrzésére kidolgozott terv helyességétől függ. A helyreállítás 
időtartamának előzetes becslése nem megbízható, de a helyreállítás során a 
helyszínen szerzett adatok segítségével a tisztítás várható időtartama a gya
korlati igényeknek megfelelően pontosítható. A szerző tapasztalatai szerint 
az általánosított Domenico-egyenlettel kapott megoldás elfogadható ered
ményeket szolgáltat.
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K o l l á r  L á s z ló  P é t e r
AZ MTA LEVELEZŐ TAGJA

KOMPOZITSZERKEZETEK: 
LEHETŐSÉGEK ÉS REALITÁS

Elhangzott 2001. december 5-én

B e v e z e t é s  — a m ú l t

Előadásom témája a szálerősítésű anyagokból készült szerkezetek, vagyis a 
kompozitszerkezetek vizsgálata. A kompozitszerkezetek használata évezre
dekre megy vissza, hiszen például vályogot már a kínaiak is használtak, 
vagy gondoljunk a fára, amely az egyik legrégebbi építőanyagunk, és 
amelynek használatánál a fa szálas szerkezetéből származó előnyöket tuda
tosan kihasználták. A fa-kompozit építés egyik csúcspontja a második vi
lágháborúban épített Mosquito vadászrepülőgép. A ma alkalmazott kompo- 
zitok vizsgálatának elveit és módszereit a faszerkezetekkel foglalkozó 
mérnökök dolgozták ki.

A  j e l e n

A ma alkalmazott kompozitokban a leggyakrabban üveg- vagy szénszálakat 
ágyaznak be polimerbe (pl. epoxiba vagy poliészterbe). A kompozitot 
többnyire réteges anyagként készítik, így lehetővé válik az anyag „tervezé
se”: a rétegeket úgy rendezhetjük el, hogy a szálak többsége a legnagyobb 
teher irányában helyezkedjen el. A kompozitok alkalmazásának egyik leg
fontosabb oka, hogy sűrűsége kicsiny (az acélénak mintegy negyede), szi
lárdsága meghaladja az acélét, és korrózióállósága jó. Ezen kedvező tulaj
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donságok miatt a hadi-, a repülőgép- és a sportszeripar széles körűen alkal
mazza, sőt újabban, a csökkenő áraknak köszönhetően, az építőipar is. 
Kompozitból készült az első olyan repülőgép (Voyager, 1986), amely tan
kolás nélkül körberepülte a Földet. Urs Meier összehasonlítása jól mutatja 
a kompozitokban rejlő lehetőségeket: számítása szerint egy híd maximáli
san elérhető szabad nyílása acélanyag esetén 4,5 km, kompozitanyag eseté
ben a nagy szilárdság és kicsiny súly következtében 14 km.

A kompozitok a mérnököknek számtalan lehetőséget kínálnak: sok fel
adat megoldhatóvá vált, amely hagyományos anyagokból nem volt lehet
séges, ugyanakkor az újszerű anyag sok elméleti és gyakorlati nehézséget is 
felvet. A továbbiakban e problémákról fogok szólni, oly módon, hogy 
olyan témákat fogok röviden ismertetni, amelyek megoldásában magam is 
részt vettem. A terjedelmi korlát miatt csak a problémák rövid ismertetésé
re fogok szorítkozni, az érdeklődő megismerheti a részleteket az irodalom
ban felsorolt publikációimból.

Gyártási deformációk és feszültségek

A kompozitszerkezetek megváltoztatják alakjukat a hőmérséklet-változás 
hatására. Ez hagyományos anyagú szerkezetek esetén is igaz, de mégis van 
egy lényeges különbség. Egyenletes hőmérséklet-változás esetén a hagyomá
nyos anyagból készített szerkezetnek a nagysága megváltozik ugyan, de a 
méretváltozás minden irányban arányos, így például egy derékszögű mere
vítőborda két szára egymásra merőleges marad. Kompozitanyag esetében a 
viselkedés gyökeresen módosul: egyenletes hűtés esetén nemcsak a méret, 
hanem az alak is megváltozik, például egy merevítőborda két szára közti 
szög csökken, ahogy azt az alábbi ábra is mutatja.

Steel

Composite
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Ez a jelenség gyakorlatilag minden kompozitszerkezetnél fontos szere
pet játszik, mert a kompozitokat nem szobahőmérsékleten gyártják, így 
szobahőmérsékletre lehűtve deformálódnak, alakjukat megváltoztatják, és 
jelentős feszültségek is keletkeznek bennük. (A jelenség kissé bonyolultabb 
a fentieknél, mivel a deformáció csak részben származik a hőmérsékletvál
tozásból, részben a kémiai zsugorodás következtében jön létre. A kikemé- 
nyedés időben lejátszódó folyamat és a kompozit a gyártás során viszkózus 
tulajdonságot mutat, így a gyártási feszültségek egy része a gyártás során le
épül.) Nagyon fontos egyrészt a fenti jelenség pontos leírása [1, 2, 3, 4], 
másrészt a fizikai viselkedés megértése és közelítő tárgyalása [5, 6, 7], amely 
lehetővé teszi a tervezés során a megfelelő gyártási alak felvételét és a leg
jobb rétegrend megtervezését.

Űrantennák alakjának megváltoztatása p ie zo -rétegekkel 
(intelligens szerkezetek)

A hőmérséklet-változás hatására bekövetkező deformációk nemcsak a 
gyártáskor, hanem a használat során is fontos szerepet játszanak. Ez foko
zottan igaz űrantennák esetében, ahol a hőmérsékleti deformáció megvál
toztatja az antenna alakját, fókusztávolságát, így az antenna akár használha
tatlanná is válhat. Ezt a problémát meg tudjuk oldani olyan módon, hogy 
az antennára piezo-anyagból készült lemezkéket helyezünk el, amelynek 
kettős szerepe van: az antenna deformációi miatt a piezo-lemezke is defor
málódik, ennek következtében a lemezke két pontja közt feszültségkü
lönbség jön létre, ezt mérve meg tudjuk határozni az antenna deformáció
jának a mértékét. A deformációkat ismerve úgy tudjuk az antenna kellő 
alakját visszaállítani, hogy feszültségkülönbséget hozunk létre a piezo-le- 
mezkék két pontja közt, így azok alakja megváltozik, és ez kényszeríti az 
antennát a kellő alak felvételére [8, 9]. így egy intelligens szerkezetet ho
zunk létre, amelyben egyrészt folyamatosan figyelni tudjuk az alak megvál
tozását, másrészt folyamatosan helyre tudjuk állítani az eredeti alakot.

Alacsony rugalmassági modulus, stabilitásvesztés

Közismert, hogy egy elkészült szerkezet nemcsak a szilárdság kimerülésé
vel mehet tönkre, hanem oly módon is, hogy elveszti a stabilitását. A kom-
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pozitok szilárdsága általában igen magas (meghaladja az acélét), a stabilitás
sal szemben fennálló biztonság viszont elsősorban az anyag merevségétől 
(rugalmassági modulusától) függ; és a kompozitok merevsége általában ala
csony: egy üvegszál-erősítéses poliészter rugalmassági modulusa például az 
acélénak mindössze a tizede! Ebből az következik, hogy a kompozitok 
sokkal érzékenyebbek a stabilitásvesztésre, mint a hagyományos anyagok
ból készült szerkezeteink. A hagyományos szerkezetek stabilitásának vizs
gálata régóta megoldott: pl. egy héjszerkezet kritikus ereje az alakon kívül 
csupán a szerkezetet vastagságától és rugalmassági modulusától függ; így a 
hagyományos anyagú szerkezetek vizsgálatához egyszerű képletek vagy di
agramok állnak rendelkezésünkre. Kompozit esetén minden egyes réteg
rendnek más és más merevségi jellemzői vannak, ezért a szerzők a legtöbb 
esetben csak numerikus módszereket tudtak javasolni a kompozitszerkeze- 
tek kritikus terhének meghatározására. Az elmúlt években megoldottuk az 
igen fontos lemez [10], a hengerhéj [11, 12], az általános laposhéj [13, 14], 
a kompozit gerendák alkotólemezeinek horpadásvizsgálatát [15, 16], a 
kompozitoszlopok stabilitásvizsgálatát [17] és a kompozitgerendák kifor- 
dulásvizsgálatát is [18],

„Structural health monitoring”, száloptikai szenzorok

A kompozitok teherbírása igen szokatlan módon is kimerülhet: a kompo
zit általában réteges szerkezetű, és ütésszerű teher esetén két réteg határán 
egy repedés (delamináció) alakulhat ki, amely igen nehezen detektálható: a 
kompozit felületét vizsgálva egyáltalán nem látszik. Egy ilyen repedés a ké
sőbbi használat során továbbterjedhet, és ez a kompozit teljes tönkremene
teléhez is vezethet. A delamináció észlelhető lehet olyan módon, hogy a 
kompozit belsejében mérjük a nyúlásokat, és ezek megváltozásából tudunk 
következni egy repedés megjelenésére vagy tovaterjedésére [19]. Ez az ún. 
„structural health monitoring”.

A mérés egyik lehetősége, hogy a kompozitban elhelyezett szálak egyi
két optikai szálra cseréljük ki, így a mérőeszközzel nem vagy csak kis mér
tékben rontjuk a szerkezet teherbírását. A mérés nehézségét a probléma 
összetettsége okozza: a mért hullámhossz- (vagy intenzitás-) változást nem
csak a kompozit nyúlásainak megváltozása befolyásolja, hanem az elhelye
zett optikai szenzornak (a kompozittól eltérő) nyúlásai és a szenzor optikai 
jellemzőinek a (nyúlásoktól függő) megváltozása is. Ezt a problémát oldot
tuk meg a [20, 21, 22] cikkekben.
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Rideg viselkedés — téglaszerkezet erősítése kompozittal

A kompozitok, ahogy azt az előzőekben megtárgyaltuk, fokozottan érzéke
nyek a stabilitásvesztésre, és tönkremenetelük bekövetkezhet a rétegek köz
ti elválás miatt is. A kompozit viselkedése azonban még egy meglepetést 
tartogat a mérnök számára: a kompozit ridegen viselkedik. Ez azt jelenti, 
hogy a törést nem előzik meg sem repedések, sem nagy deformációk. Ez 
merőben más, mint a hagyományos építőanyagaink viselkedése: az acél a 
tönkremenetel előtt megfolyik, a vasbeton pedig megrepedezik, így a hasz
náló kellő időben észleli, hogy a szerkezet tönkremenetele várható, és in
tézkedni tud a szerkezet megerősítéséről vagy a használat korlátozásáról.

A nem rideg (duktilis) viselkedés különösen fontos akkor, ha a szerkezet 
földrengéses területen épül. így például kérdésessé válik, hogy a téglaszerke
zetek kompozittal történő megerősítése megfelelő szerkezetet eredményez-e.

Reinforcing 
Composite Sheets
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6 KOLLÁR LÁSZLÓ PÉTER

A megerősítés elve igen egyszerű: a téglafalazatra, amelynek húzószi
lárdsága kicsiny, az egyik (vagy mind a két oldalon) egy kompozitréteget 
ragasztunk fel, mintha a kompozit „tapéta” volna. így a kompozit pótolja a 
fal hiányzó húzószilárdságát. Az erősített falazatokat vizsgáltuk mind hajlí- 
tásra [23, 24], mind pedig a tárcsaszerű terhelésre [25, 26] és azt találtuk, 
hogy jóllehet mind a tégla, mind pedig a kompozit rideg anyag, az erősített 
szerkezet mégsem ridegen viselkedik. Ennek oka egyrészt a kompozit és a 
fal között kialakuló delamináció terjedése, másrészt pedig a falazat repedé
seinek fokozatos kialakulása.

K om pozit síléc és hódeszka tervezése

Végül egy példán szeretném bemutatni a kompozitszerkezetek tervezésé
nek problémáit. Egy PhD-hallgatóval együttműködve módszert fejlesztet
tünk ki kompozit sílécek tervezésére [27, 28],

A régi, fából készült síléceket a síléc geometriájával, hosszal, szélességgel 
(,,sidecut”), vastagsággal és görbültséggel („camber”), vagyis viszonylag 
kevés paraméterrel jellemezhettük. A modern síléc kompozitszerkezet, a 
közbenső magot két oldalról vagy a teljes kerület mentén szálerősítésű 
műanyag veszi közre. A síléc viselkedését nemcsak a geometria, hanem az 
alkalmazott anyagok és a rétegrend is befolyásolja, így a tervezőnek nagy 
szabadsága van a tervezésében.

A síléc tervezése jelenleg a következőképpen történik: először a korábbi 
tapasztalatokra építve elkészítik egy új síléc prototípusát. Ezt követően a sí
lécet a laboratóriumban megvizsgálják, és ha eleget tesz bizonyos feltéte
leknek, akkor a sípályán is kipróbálják. Ha a laboratóriumi vagy a sípálya
kísérletek nem teljesítik a tervező elvárásait (reményeit), akkor néhány 
paraméter változtatásával új prototípust készítenek.

Célunk azt volt, hogy egy olyan szimulációs programot készítsünk, 
amely helyettesíti a laboratóriumi és a sípályakísérleteket — így nagymér
tékben csökkenthető az elkészítendő prototípusok száma.

A laboratóriumi kísérletek szimulációja viszonylag egyszerű feladat volt 
(bár ezt sem oldották meg korábban), a sízés szimulációja viszont komoly 
kihívást jelentett, mert három, önmagában is komplikált területet kellet 
összekapcsolni: a síléc mechanikai viselkedését, a hó modellezését és a síző 
dinamikai vizsgálatát.

A síléccel való kanyarodás egy lábon történik, ezért elegendő volt csak 
az egyik sílécet modellezni, amelyhez a sízőnek egy lába csatlakozik. Kifej
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lesztettünk egy kompozitgerenda-elméletet, amely figyelembe tudja venni 
a kompozit sílécek jellemző viselkedését és erre építve egy diszkretizált 
modellt is.

A hómodell figyelembe veszi a benyomódást mélységét és azt is, hogy 
egy bizonyos erő elérésénél a síléc „söpri” a havat oldalirányban. (Ezt a je
lenséget lényegében egy a rézsűállékonyság vizsgálatához alkalmazott 
módszerrel modelleztük.) A vizsgálatban meg kellett oldanunk a síléc és 
a hó közötti kontaktproblémát is: a sílécnek csak egy kis része érintkezik a 
hóval.

A harmadik modell a síző mozgása alapján meghatározza a síbakancsról a 
sílécre átadódó dinamikus erőket. A három modell összekapcsolásával ki
fejlesztettünk egy szimulációs programot, amely meg tudja határozni, hogy 
egy adott (geometriájú és anyagú) síléccel egy adott súlyú síző egy adott 
lejtésű és hosszúságú (sima) lejtőn, adott hóviszonyok, adott kezdősebesség 
(vo) és adott fordulási sugár (R) esetén mennyi idő alatt tud lemenni. Ez a 
modell lehetőséget ad arra, hogy különböző építésű síléceket összehason
lítsunk, és így prototípus építése nélkül el lehessen dönteni, hogy melyik 
síléc a „jobb”. Az elvégzett szimulációkat kísérletekkel is összehasonlítot
tuk, és azt találtuk, hogy az elméleti és a kísérleti eredmények jó egyezést 
mutatnak egymással.

A szimulációs program lehetőséget ad arra is, hogy a legmegfelelőbb sí
lécet lehessen megtervezni (vagy kiválasztani) adott pályaviszonyok és 
adott súlyú síző esetén.

Végül az elvégzett szimulációk eredményeit fizikailag is meg tudtuk 
magyarázni: olyan az optimális síléc, amely a rá ható erők hatására ponto-
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8 KOLLÁR LÁSZLÓ PÉTER

san a pályájának megfelelő alakot tudja felvenni, így a síléc egyáltalán nem 
söpri a havat. Ezt mutatja az alábbi ábra alacsony és nagy sebességre, három 
különböző szélességváltozás („sidecut”) esetében.

smallest
sidecut

medium
sidecut

largest
sidecut

low
speed

desired 
tum  path

not enough proper too much 
bending bending bending

high
speed

too much too much too much 
bending bending bending

Jelenleg egy másik PhD-hallgatóval, Sarah Brennannel dolgozunk a 
kompozit hódeszka tervezésén. A feladat lényegesen komplikáltabb, mint 
a síléc esetében, mert egyrészt a hódeszka nem szimmetrikus, másrészt a 
síző a két lábával különböző erőt ad át a két bakancsra. A hódeszkázás me
chanikájának megértéséhez kísérleteket végeztünk: a síző mozgásának kö
vetéséhez egy lokális GPS-t (Global Positioning System) építettünk ki, 
a bakancsról átadódó erők méréséhez pedig nyomásadókat építettünk be a 
hódeszka és a bakancsok közé. A mért eredményeket egy a síző hátára erő
sített computerrel regisztráltuk. Sarah Brennen 2002 tavaszi félévét Ma
gyarországon tölti, hogy a szimulációs programot befejezze, és várhatóan a 
2002-es év végére a disszertációját is benyújtja.
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A  j ö v ő

Mint mondtam, a jelenleg leggyakrabban alkalmazott szénszálas és üveg
szálas kompozitok szilárdsága eléri, esetleg (2—3 szorosan) meghaladja az 
acél szilárdságát. Ezekben a kompozitokban a szálak átmérője körülbelül 
10‘3m. Az elmúlt években olyan kicsiny átmérőjű (10‘9m) kompozitcsö- 
veket, ún. nanokompozitokát állítottak elő, amelyeknek szilárdsága mintegy 
százszorosa az acélénak. Ez a hihetetlenül nagy teherbírás különleges lehe
tőségeket teremt. Sokan prognosztizálják, hogy a következő évtized a na- 
nokompozitok évtizede lesz, és a nanokompozitok átformálhatják min
dennapi életünket is.

K ö s z ö n e t n y i l v á n í t á s

Tisztelt Osztályülés, Hölgyeim és Uraim, kedves Barátaim!
Elérkeztem szakmai előadásom végére, és talán el kellene mondanom 

azokat a gondolatokat, amelyek átfutottak a fejemen, amikor jelöltek, és 
érzékeltetnem kellene azt az örömöt és zavart, amit akkor éreztem, amikor 
megválasztottak az Akadémia levelező tagjának. Szólanom kellene arról, 
hogy mi az egyéni érdem szerepe, mi a véletlené vagy akár a szerencséé. 
Beszélnem kellene arról, hogy a megtiszteltetés nemcsak az egyénnek szól, 
hanem a tudományterületnek és az intézménynek is, ahol dolgozik. 
Zavarban vagyok, minderről furcsa lenne most beszélni.

Mégis úgy érzem, kötelességem néhány mondat erejéig visszatekinte
nem és köszönetemet kifejeznem azoknak, akik hatottak rám, és segítettek 
életem folyamán.

Meghatározónak érzem a családi légkört, amelyben felnőttem, és amely
ben mindenki szabadon alakíthatta ki és mondhatta meg a véleményét; 
ahol arra biztattak bennünket, hogy a világot kritikával szemléljük, és ne 
fogadjunk el tekintélyelven, gondolkodás nélkül semmilyen nézetet sem. 
Visszagondolva a budapesti Piarista Gimnáziumban eltöltött négy évre, 
most igazán megdöbbentő, hogy milyen nyitott gondolkodásmóddal taní
tottak és mennyire felnőttnek kezeltek bennünket. Szeretettel emlékezem 
tanáraimra, Meggyes Jánosra, Havas Józsefre, László Mihályra és Jelenits 
Istvánra.

Az egyetemi évek alatt legnagyobb hatással Hegedűs István volt rám. 
A szakmai befolyáson túlmenően hatott rám igényessége, sokszínű művelt
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10 KOLLÁR LÁSZLÓ PÉTER

sége és konok erkölcsisége is. Látókörömet szélesítette a Fehér Márta filo
zófussal kialakult kapcsolatom: a sok-sok vele folytatott beszélgetés ablakot 
nyitott sokféle gondolkodásmód felé.

Az UVATERV-ben Knébel Jenő vezetése alatt dolgoztam, aki a terve
zési feladatok irányításán túlmenően rendszeresen foglalkozott az osztályán 
lévő fiatalok képzésével. A tőle tanult elvek máig segítségemre vannak 
munkámban.

Az USA Stanford Egyetemén Springer György professzor, a Repülő
mérnöki Kar dékánja volt rám nagy hatással. Tőle tanultam meg azt, hogy 
a mérnöknek nyitottnak kell lennie a tudomány különböző területei iránt. 
ITatására megerősödött bennem az a tudat, hogy magas szintű egyetemi 
oktatás csak színvonalas kutató-, tervező- és ipari munkára épülhet.

Néhány nevet választottam ki, akik talán a legnagyobb hatással voltak 
rám, de köszönettel tartozom sok volt tanáromnak, professzoromnak és 
munkatársamnak is, akik közül többen most a hallgatóság soraiban foglal
nak helyet.
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K o z á k  I m r e
AZ MTA RENDES TAGJA

SZILÁRD TEST EGYENSÚLYI 
ÁLLAPOTAINAK 3D-S STATIKAI 

STABILITÁSANALÍZISE 
ALAKVÁLTOZÁSTÓL FÜGGŐ 

FELÜLETI TERHELÉSEK ESETÉN
Elhangzott 2001. november 12-én

1 . B e v e z e t é s

Erőhatásoknak kitett mérnöki szerkezetek egyensúlyi állapotainak stabili
tásvizsgálata gyakori feladat. A szilárd testek mechanikájában a legutóbbi 
időkben is témája a konferenciáknak (lásd pl. European Conference on 
Computational Mechanics, June 26—29, 2001, Cracow, Poland).

Az előadás a szilárd test mint kontinuummechanikai modell stabilitás
vizsgálatát 3D-s feladatnak tekinti, statikai eljárást követ, és az alakváltozás 
nemlineáris elméletét alkalmazza. Feltételezi, hogy a test terhelése alakvál
tozástól függő felületi erőrendszer, amelyet az általánosság kedvéért nem- 
konzervatívnak tekint. Az előadás két főfeladatot részletez. Az egyik az 
egyensúlyi állapotok meghatározása, a másik az egyensúlyi állapotok stabi
litásának vizsgálata (utóbbiba beleértve a stabilitásvesztés problémakörét). 
Mindkét fő feladat tekintetében kitér az előadás a kritikuson inneni és a 
kritikuson túli (posztkritikus) állapotokra.

A gondolatmenet elméleti kifejtését, amely kontinuummechanikai mo
dell felhasználásával történik, megszakítják az alkalmazások numerikus be
mutatásai. Az utóbbiak végeselem-módszert (VEM) tételeznek fel. A nu
merikus eredményeket Nándori Frigyes, túlnyomó többségében Szabó 
Tamás tanszéki kollégáim munkássága szolgáltatta.
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Stabilitási kritériumként az előadás sajátosan mechanikai megfogalma
zást követ, amennyiben azt a munkát tekinti alapnak, amelyet az egyensú
lyi állapot teljes (külső és belső) erőrendszere az elmozdulásmező valamely 
lehetséges növekményén végez.

Kitér az előadás a terhelési zavarás és a geometriai zavarás (tökéletlenség) 
problémakörére. Egyaránt alkalmazza a terhelésvezérlést és az elmozdulás
vezérlést.

Kontinuummechanikai modelleknél tetszőleges görbe vonalú koordiná
tarendszert tételezünk fel. Invariáns jelölés esetén félkövér álló betű vek
tort, félkövér dőlt betű tenzort jelöl. A szokásos módon alkalmazott inde
xes jelölési rendszerben az indexek az 1,2,3 értékeket veszik fel, és a 
pontosvessző utáni index kovariáns deriválást jelöl.

VEM modelleknél a mátrixokat félkövér álló betűk jelölik, és index, in
dexek mutatják a mátrix méretét. Ilyenkor az indexek az 1,2,..., m értéke
ket veszik fel, ahol m a szabadságfokok száma.

Azonos indexek mindkét modellnél az összegezési konvencióra utalnak.
Az irodalomjegyzék csak a vonatkozó saját publikációkat tartalmazza.

2 .  F e l t é t e l e z é s e k .  J e l ö l é s e k

A 2.Í. ábrának megfelelően megkülönböztetjük a szilárd test feszültség- és 
alakváltozás-mentes, (B) jelű, azonosító (vagy kezdeti) állapotát, valamint a 
(B) és (B + AB) jelű pillanatnyi egyensúlyi állapotait.

A pillanatnyi állapothoz kötött mennyiségeket felülvonás jelöli, míg az 
azonosító állapothoz kötött mennyiségek megkülönböztető jel nélküliek.

A gondolatmenet kifejtése teljes Lagrange-féle leírási módban, azaz a (B) 
állapothoz kötött tenzormezőkkel történik. A tetszőlegesnek tekintett gör
be vonalú koordináta-rendszerben a bázisvektorok: gfe ,g(, a kovariáns met
rikus tenzor: gkl és g -  det gkl. Az elmozdulásvektor, az elmozdulásvektor 
növekménye és a virtuális elmozdulásvektor:

u = t/'gj,, Auk,

A Green—Lagrange alakváltozási tenzor és növekménye:

( 2 . 1)

(2 .2)

AE„ = AE«> + AE®. (2.3)

[2 7 0 ]
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Legutóbbi képletben és a továbbiakban a felső indexsorban zárójelbe tett 
szám azt jelzi, hogy az illető mennyiségben a A«H derivált koordinátáinak 
hányadik hatványai szerepelnek [lásd pl. a (2.6), (2.7) képleteket].

A lineárisan rugalmasnak vett szilárd test anyagegyenlete a II. Piola—Kirch- 
hoff feszültségi tenzorra és a Green-Lagrange alakváltozási tenzorra vonat
kozik:

Spq = EtíC típq = C pqtíEkl. (2.4)

Cklpq az anyagállandók negyedrendű tenzora.
A feszültségi tenzor növekménye:

A = AEklCklpi = AE ^ C klpq + A E<fi)C klpq, (2.5)

ahol (2.2) szerint
A E ^ C k,pq = A um.k (ő + u“ ) C ^ ,  

A E ^ C klpq= U u m;kAum,C ldpq.

(2 . 6)

(2.7)

Legyen a 2.2. ábra szerint a felületelem-vektor a pillanatnyi (B) állapot
ban:

dÄ = dÄ7g i = dÄ „g\ (2.8)

az azonosító (B) állapotban:

[2 7 1 ]
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dA = d A ^ .  (2.9)

(2.8)-ban dAk a dÄ vektor (B)-be áthelyezett koordinátáit jelöli.

A felületelem-vektorok között a

dÄk = Q£dAp, (2.10)

összefüggés áll fenn, ahol

Q, '4  + (2-11)

81 a Kronecker-delta, eklm, é p e d ig  a permutációs szimbólumok.
A (B) állapot felületelem-vektorának növekménye [a (B) állapotban fel

írva] : _
A(dAk) = AQ^dAp =AQWpkdAp + AQ(2)pkdAp, (2.12)

lh0‘ AQ">: =W " ' ( Í , + « ' , ) A (2.13)

AQ(2)Í = 1  e^ (2.14)

[2 7 2 ]
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dFn dFn—pi\ dAxe

Térfogati terhelést nem veszünk figyelembe. A megoszló felületi terhe
lés vagy merőleges a pillanatnyi (B) állapot felületére, vagy érinti azt [(2.3) 
ábra]. Tetszőleges esetben két terhelést és terhelési felületet tételezünk fel:

P i = P i P i o >  r e ( A i ) ’ P a  ~  P i i P w '  r  g ( A ii)- (2-15)

Pj és pu független terhelési paraméterek, pw és piw referenciaterhelések. 
Elemi erő a pillanatnyi felületre merőleges terhelés esetén:

dPN = pNdÄ, dFm  = pNpNOdÄk = pNpm QkpdAp, N  = I,II, (2.16)

a pillanatnyi felületet érintő terhelés esetén, ha az é = - e mg m vektor érinti a 
felületet:

d^N — Pn^-^ X e’ d̂ Nfe ~ Pn Pno^I; (2-17)

ahol
V  V<2/- (2.18)

(2.16) és (2.17) formai hasonlósága miatt a továbbiak csak a (2.16)-nak 
megfelelő esetet tárgyalják.

[ 2 7 3 ]
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3. A  virtuálistelj esítmény-elv. Virtuálismunka-elv

A pillanatnyi (B) állapot egyensúlyi, ha az azonosító (B) állapotban felírt 
virtuálistelj esítmény-elv:

(3.1)

bármely 8úk virtuális sebességmezőre nézve, vagy az ugyancsak az azonosí
tó (B) állapotban felírt virtuálismunka-elv:

Í ^ S A E m c ^ E  d V =  i p N J )Pn0& ‘Q /A 4 , (3.2)
N=I

bármely őuk virtuális elmozdulásmezőre nézve fennáll. (2.2), illetve (2.6) és 
(2.1)3 szerint

A pillanatnyi (B) állapot egyensúlyának feltétele a — (B) állapotban felírt 
— virtuálismunka-elv segítségével a célszerűen, egyébként tetszőlegesen 
felvehető (B\) ún. kiinduló (nem egyensúlyi) állapothoz képest is kifejez
hető. Ha un  a (B\) állapot elmozdulásmezője, a (B) állapot elmozdulásme
zője az uk = u]k + Auk módon írható fel, és a virtuálismunka-elv alakja az 
alábbi lesz:

1(B, SAE,„C‘*y  E ,„  + A£, J c R  =

= í Pn L i Pno^ 'ÍQ Í .+ A Q í ) ^ ,  (3.5)
N=I

ahol az egyes tenzormezők (2.2) és (2.5)-(2.7), illetve (2.11) és (2.12)—(2.14) 
mintájára képezhetők az wlfeelmozdulásmező felhasználásával.

A (3.5) feltétel a Auk elmozdulásnövekményre nézve nemlineáris felada
tot jelent. Megoldására az előadás a Newton—Raphson iterációs algorit

[ 2 7 4 ]
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must alkalmazza. Eszerint a (B) állapot keresett uk elmozdulásmezőjét a (B\) 
állapot uXk elmozdulásmezőjéből kiindulva az

uk =  u \_k +  A u \k +  u 2 k + ' "  +  A u ±k +  ’ ’ ’

módon, a Ausk; s = 1_,2, ... elmozdulásmező-növekmények sorozatával
közelítjük a (B\), (B'2), ..., (B'J, ... közbenső állapotokon keresztül. Az 
iterációs algoritmust a 3.1. ábra szemlélteti. Az iteráció s-edik, (3.5)-nek 
Awsí,-ra linearizált alakja a következő:

1«) ( A e ('»C*<A E ^ + S S E ^ C ^ B ^
ii r (3.6)

— X  P n  J ( / i N) P n o ^ u A Q * k 1 =
N=I

= J (B)áAE<'»C""Afia,d K +  i  J, , PhM Q . S M , .
N=I

Kinematikailag lehetséges állapotok

(B'2) ... (B'n-1) közbenső, 
nemegyensúlyi állapot

A z  alakváltozás nemlineáris elmélete

3.1.  ábra. A  Newton-Raphson iterációs algoritmus (sematikus ábra)

[275]
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Az egyes tenzormezők az előzőek alapján az

“sk = wu  + A«u + Aí,2k +■■■ + Ali^  és A«11. (3.7)

elmozdulásmezőkkel képezhetők.
A Newton—Raphson iterációs algoritmus s-edik lépése VEM formaliz

mussal az alábbiak szerint adódik:
f  n \  ii

K ^  + K ° - l p NK LsNij 
n = i y

A t/ = _ b , /+ X FNgs Ni>
N=I

(3.8)

ahol
K^. a lineáris merevségi mátrix,

K.9. a geometriai merevségi mátrix,

K^N(.. a terhelési korrekciós merevségi mátrixok, N = I, II,

K9 = K . - + K ? -  U K
N =I

NiJ (3.9)

a teljes merevségi mátrix és
t az általánosított csomóponti elmozdulásvektor.
Á 3D-s kontinuummechanikai modell és a megfelelő VEM modell kife

jezései a Függelékben összefoglalt képletek segítségével azonosíthatók.
A konvencionális VEM modell kibővítését jelenti (3.8)-ban a terhelési 

korrekciós merevségi mátrixok bevezetése. Meg kell azonban jegyeznünk, 
hogy a (3.6)—(3.8) alatti iterációs algoritmus akkor is működik, ha (3.8)- 
ban a terhelési korrekciós merevségi mátrixokat nem az egyenlet bal olda
lán, hanem -  megfelelő módosítással — a jobb oldalán szerepeltetjük. Ilyen
kor azonban — a numerikus tapasztalatok szerint — jelentősen megnő az 
előírt hibahatár eléréséhez szüksége iterációs lépések száma.

Szilárd testek egyensúlyi feladatainak a virtuálismunka-elv alapján törté
nő megoldásainak körében két jellemző feladattípus fogalmazható meg:

A típus: keressük a pv pn terhelési paraméterek mellett egyensúlyi (B) ál
lapotot a felvett nemegyensúlyi (B\) állapotból kiindulva,

B típus: keressük a px, pn terhelési paraméterek mellett egyensúlyi (B) ál
lapotból kiindulva a p, + Ap{, pn + Apu terhelési paraméterek mellett 
egyensúlyi (B + AB) állapotot.

[ 2 7 6 ]
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Utóbbi feladatra (3.5) alapján

J un» £ uC ^ ( E „ + A E M)d K =  (3.10)

= X 1 /):J + A»-:) J PNo& , (Q<’,+AQ / ) d-V
N=I

a virtuálismunka-elv alakja és (3.8)—(3.9)-nek megfelelően a VEM forma
lizmussal felépített Newton-Raphson iterációs algoritmus s-edik lépése a 
következő:

4. Egyensúlyi utak

Egyensúlyi út alatt olyan görbét értünk, amely a feladat terhelési paraméte
rét ábrázolja az egyensúlyi (B) állapotot valamely jellemző elmozdulás-pa
raméterének függvényében (lásd pl. 5.2., 5.3. és 5.4. ábrákat).

Feltételezve, hogy pn = 0, sok feladatra alkalmazhatóan az alábbi elneve
zések terjedtek el. Terhelési paraméter: pl = p. Az alapegyensúlyi út a terhe
letlen és alakváltozás-mentes (B) állapotnak megfelelő p -  0 pontból indul, 
míg az elágazási egyensúlyi út a posztkritikus állapotokra jellemző (p ) pk).

Megkapjuk az elágazási út egy pontját, ha ap ) phrterhelési paraméterhez 
— a felvett (B\) állapotból kiindulva -  megkeressük a megfelelő egyensúlyi 
(B) állapotot (A típusú feladat). Innét kiindulva a terhelési paraméter 
p + Ap szerinti változtatásával sorra megkapjuk az elágazási út többi pontját 
(B típusú feladat).

Ilyen értelemben az alapút és az elágazási út (elágazási utak) közös pont
ja jelöli ki az elágazási pontot és a p = pkr kritikus terhelést.

A kritikus terhelés meghatározásának egy másik módja a

K; At. = 0, At. y  0, det K.. = 0

sajátérték-feladat első zérus saját értékéhez tartozó terhelési paraméter 
megkeresése.

[277]
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Két terhelési paraméteres feladatokban az egyensúlyi (B) állapotokat az 
ún. egyensúlyi felületek szemléltetik. Ez esetekben a pv pn terhelési para
méterek és a jellemző elmozdulás-paraméter a változók (lásd pl. a 9.Í.,  
9.1. és 9.10 ábrá kát).

Az előadás az elméleti részek alkalmazását a külső hengeres felületén 
egyenletes, a mindenkori pillanatnyi felületre merőleges nyomással terhelt, 
négyzet-keresztmetszetű körgyűrű példáján keresztül érzékelteti (lásd az 5. 1 
ábrát). Az 5. és 6. szakasz egyensúlyi utakat, míg a 9. szakasz egyensúlyi felü
leteket szemléltet. A 9. szakasz egyúttal teljes stabilitásanalízist mutat be.

5. Körgyűrű egyparaméteres terheléssel

Az adatok és az alkalmazott jelölések az 5.1. ábrán láthatók. A terhelési pa
raméter: p, a jellemző elmozdulás-paraméter (koordináta): vA vagy uB. 
Feltételezzük, hogy az alakváltozás az x  és az y tengelyre is szimmetrikus, 
elegendő ezért egy negyed kör vizsgálata.

E = 3,0 X 107 lbf/in2, V = 0, p„ = —1,0 lbf/in2
5.1.  ábra. Körgyűrű egyparaméteres terheléssel

[2 7 8 ]
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Klasszikus rúdmodell feltételezésével (lD-s feladat) már a 19. században 
meghatározta M. Levy a kritikus terhelési paramétert:

PkrL = 3
EI 1

3 , , =7500,
o

(5.1)

A 3D-s feladatként kezelt probléma kritikus terhelését az alapút és az el
ágazási utak közös pontja szolgáltatja. A vonatkozó diagram elágazási pont 
környezetébe eső részét az 5.2. ábra szemlélteti.

i--------------- 1---------------1--------------- 1--------- — i---------------- --------------- 1--------------- 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

5 .2 . ábra. Egyensúlyi utak az elágazási pont környezetében

A kritikus terhelési paraméter így adódó értéke: pkr = 7422,79.
Geometriai zavarásnak (geometriai tökéletlenségnek) tekintjük az olyan 

eseteket, amelyeknél a gyűrű alakja kismértékben eltér a körgyűrűtől. Két 
esetet vizsgáltunk, a gyűrű eredetileg kör alakú középvonalát ellipszissel 
helyettesítve. Az ellipszis y irányú fél nagytengelye mindkét esetben azo
nos volt a kör sugarával, míg az x  irányú fél kistengelye az egyik esetben 
0,5%-kal, a másik esetben 0,05%-kal eltért attól. Az egyensúlyi utakat az 
5.3. és 5.4. ábrák szemléltetik.

Az ábrák feltüntetik az elágazási pont kiemelésével a körgyűrű alapútját 
és elágazási útjait is. Az elliptikus gyűrűk egyensúlyi útjainak nincs elágazá
si pontja, és alaputakból, valamint kiegészítő utakból állnak. A kiegészítő 
utakon (p ) pk) , a vízszintes érintőhöz közeledve, átpattanás lép fel (a kiegé
szítő út átpattan az alapútra). Az átpattanási pontban K... = 0.

[ 2 7 9 ]
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0 0—    O Elliptikus gyűrű (a = 10 in;b = 9,95 in) : VAe
□---------- □  □ Elliptikus gyűrű (a = 10 in;b = 9,995 in) : vac

Körgyűrű (a = b = R  = 10 in) : VAk, UBk 
Ji Elágazási pont

5 .3 . ábra. Egyensúlyi utak geometriai zavarás esetén

uB in
O-----------O— — —O Elliptikus gyűrű (a = 10 in;b = 9,95 in) : Uße
A----------- A----------- A Elliptikus gyűrű (a = 10 in;b = 9,995 in) : uBe

------------  Körgyűrű (a = b = R  = 10 in) : vac, uBc

Elágazási pont
5.4.  ábra. Egyensúlyi utak geometriai zavarás esetén

[2 8 0 ]
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Az 5.3. és 5.4. ábrákon feltüntetett egyensúlyi utakat terhelésvezérléssel 
számítottuk, azaz a vezérlő paraméter a p terhelési paraméter volt. Ennek 
volt következménye az átpattanás jelensége (a kiegészítő utakról az alap- 
utakra).

Kiküszöbölhetjük az átpattanást a kiegészítő egyensúlyi utakon az ún. el
mozdulásvezérlés bevezetésével. Az alábbiak az elmozdulásvezérlést VEM 
modell keretében, a Newton—Raphson iteráció s-edik lépéséhez kapcsolva 
mutatják be (a mátrixok indexeit a jobb áttekinthetőség kedvért nem fel
tüntetve). Az eljáráshoz kiválasztjuk a t csomóponti vektor egy jellemző, í2 
jelű paraméterét (koordinátáját), ez lesz a vezérlő paraméter, míg a többi 
koordinátáját a t 1 vektorba gyűjtjük össze. Ilyen módon a terhelés vezérlés
sel felírt (3.11) képlet (p, = p, pn = 0) a következőképp részletezhető:

K

KT21

(5.3)

Elmozdulásvezérlés esetén (5.3)-at az alábbiak szerint módosítjuk. 
Egyrészt Aí2-ő t állandónak vesszük, és A r-tel jelö ljük (ilyen m ódon 
At2 = í, + Af2, azaz s-től független), másrészt p-t és Ap-t az iterációban vál
tozónak tekintjük, ésps-sel, illetve Aps-sel jelöljük (az iteráció közben tehát 
ps+i = ps + Aps). Formálisan (5.3)-ban a következő jelölésváltoztatást és cse
rét hajtjuk végre:

(5.4)

Ezáltal Af|és Ap lesznek az ismeretlenek, Aí2 mint vezérlő paraméter át
kerül az egyenletrendszer jobb oldalára, és egyúttal megszűnik az így adó
dó együttható mátrix szingularitása az átpattanási pontban.

A terhelésvezérlés és az elmozdulásvezérlés is általánosan használható. 
Olyankor azonban, amikor terhelésvezérlés alkalmazásával az együttható

[ 2 8 1 ]
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mátrix determinánsa zérussá válik, át kell térnünk elmozdulásvezérlésre, 
ami által a számítás tovább folytatható. Hasonlóan, ha elmozdulásvezérlés 
alkalmazásakor válik az együttható mátrix determinánsa zérussá, át kell tér
nünk terhelésvezérlésre.

Az 5.5. ábra elmozdulásvezérlést is alkalmazva szemlélteti az 5.3. ábra 
egyik elliptikus gyűrűjének teljes kiegészítő útját és az alaputat.

6. Körgyűrű kétparaméteres terheléssel

Terhelje a körgyűrűt mint terhelési zavarás az (A(II) kis felületrészen meg
osztó pu = pu pu0, szintén a mindenkori pillanatnyi felületre merőleges ter
helés. Az adatokat a 6.Í. ábra foglalja össze.

A 6.2. ábrán a pu = 40 paraméterérték melletti alapút és kiegészítő út lát
ható.

A 6.3. ábra a körgyűrű alakváltozás utáni külső peremvonalát szemlélte
ti pl = 7600 ) pkrés pn = 50 paraméterértékek esetén a 6.2. ábrán feltünte
tett posztkritikus egyensúlyi állapotokban. A 6.4. ábra z p x — 7800 terhelési 
paraméter melletti pu = pu (vA) posztkritikus egyensúlyi utat mutatja.

[ 2 8 2 ]

5.5. ábra. Egyensúlyi út elmozdulás vezérléssel
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[ 2 8 3 ]

6.1. ábra. Körgyűrű terhelési zavarással

6 .2 . ábra. Egyensúlyi utak
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[284]

6.3 . ábra. Alakváltozás utáni külső peremvonlak

6.4. ábra. Posztkritikus egyensúlyi út
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A különböző geometriai és terhelési zavarásokhoz tartozó, az 5 .3 —5.5. 
és a 6.2., 6.4. ábrákon látható egyensúlyi utak egyensúlyi állapotainak sta
bilitási kérdéseire a 9. szakaszban találunk választ.

7. Aszimptotikus numerikus módszer

A 3. szakaszban a B típusú probléma megoldására a virtuálismunka-elv nö- 
vekményes alakját alkalmaztuk, és az így adódó nemlineáris feladatot a 
Newton—Raphson iteráció segítségével oldottuk meg.

A probléma másik megoldási lehetősége, egyúttal az egyensúlyi (B) álla
pot stabilitásának vizsgálatát lehetővé tevő eljárás az aszimptotikus numeri
kus módszer.

A módszer abban áll, hogy a jellemző változókat az egyensúlyi (B) álla
pot kis környezetében a T vezérlő paraméter (mint kváziidő) szerint korlá
tozott számú tagot tartalmazó Taylor-sorba fejtjük. A vezérlő paraméter le
het terhelési vagy elmozdulási. A (B) állapotban T= 0, a (B+AB) állapotban 
T = At, a közbenső állapotokban 0 ( T ( At.

Jellemző Taylor-sorok a következők:

u k ( t ) =  u  + A u k =  u k +  ú kT +  — ü kX 2 + -  ü'kT 3 +  • • •, (7.1)
2 6

Ey (T) = Eki + AEkl = Etí + Étíx + — É t íX +  — É klX  4 , (7.2)

1 1
P n ( ^ )  =  P n  APn  = P n  ■*" P n ^  + ^ P n ^  +  ^   ̂ ;N  =  I,II, (7.3)

0 /  « = 0 / + A Q /  =  Q /  + Q / I + ^  Q / f 2 + J  Q / I 3 +  • • • ■ (7.4)z 6

w, Ekl> PN, Q /é s  a T szerinti deriváltak a (B) állapothoz taroznak. és QJ' 
első három deriváltja az alábbiak szerint adódik:
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A virtuális teljesítmény elv szerint a (B) állapot (r = 0) egyensúlyának 
feltétele (3.1) teljesülése. VEM algoritmussal:

őt. • £  PnS
N=I Ni = 0. (7.11)

(3.1) és (7.11) azonosítását a (7.5) és (F.6), (F.15) képletek teszik lehetővé. 
A (B + AB) állapot (r=  At) egyensúlyát a virtuálisteljesítmény-elv alábbi 

alakja biztosítja:

[ 2 8 6 ]
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(7.14)

(SÉM) C “» = S ú ^ ú - jC'*>, (7.15)

(7.16)

VEM formalizmussal felírva:

V N=I Nli j  1 N=I

A (7.12) és (7.17) formulákban szereplő mennyiségek a Függelék 
(F.6)—(F.14) és (F.15)—(F.17) képleteivel azonosíthatók. Külön kiírva:

N=I Nyfc (7.18)

Figyelemmel arra, hogy (7.17) bármely kinematikailag lehetséges <5t(-re 
és tetszőleges Ar-ra nézve fennáll, sorra megkapjuk az aszimptotikus mód
szer VEM modellel felírt egyensúlyi egyenleteit (a At = 0 melletti első 
egyenlet a (.B) állapot egyensúlyát fejezi ki). Az így nyerhető egyensúlyi 
egyenletek sajátossága, hogy sorra a t t ,  't', ... ismeretlenek együttható 
mátrixai azonosak, éspedig a teljes merevségi mátrix.

Az egyensúlyi (B) állapot teljes (külső és belső) erőrendszerének teljesít
ménye a következő:

A (B) állapotban (r=  0):

A 0 ( T ( At közbenső állapotokban:

[ 2 8 7 ]
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(7.20)
Az egyensúlyi (B) állapot teljes erőrendszerének munkáját két esetre is 

számíthatjuk. Az egyik esetben valamely kinematikailag lehetséges elmoz
dulásnövekményen, a másik esetben egyensúlyi úton vett elmozdulásnö
vekményen.

A (7.1) által meghatározott, kinematikailag lehetséges elmozdulás-nö
vekményen (7.20)-nak a 0 < T< Az intervallumon vett integrálja adja a 
keresett munkát:

ALk,n = í" , P (T) dT = ALg, + Alg, + AZg + • • •.

VEM formalizmussal felírva:

(7.21)

(7.22)

(7.23)

N=I

(7.24)

A (7.22) egyenlet a (B) állapot egyensúlyából következik.
A másik esetben a keresett munka a (7.3) terhelésnövekmény által meg

határozott, a (B + AB) egyensúlyi állapothoz vezető egyensúlyi úton a
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(7.22)—(7.24) képletekből adódik, a (7.17)-ből következő egyensúlyi 
egyenletek figyelembevételével:

ahol ALq = 0, továbbá

AL(2)= -X [í» Nt/gN/]
At2

At”
J 2

. +

At4

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)

A legutóbbi képletekben szereplő mennyiségek az egyensúlyi (B) álla
potra vonatkoznak.

8. Stabilitási kritériumok

Szilárd test egyensúlyi állapota stabil, ha az egyensúlyi állapot teljes (külső 
és belső) erőrendszerének munkája bármely kinematikailag lehetséges kis
mértékű elmozdulásnövekményen negatív.

[2 8 9 ]
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Az állítás alapja a mechanika energiatétele, amely szerint ha feltételezzük, 
hogy a szilárd test az egyensúlyi állapotban valamely (kismértékű) kinetikai 
energiával rendelkezik, és ez a kinetikai energia bármely kinematikailag le
hetséges kismértékű elmozdulásnövekményen csökken (az egyensúlyi álla
pot teljes erőrendszerének munkája negatív), akkor a szilárd test mozgása 
az egyensúlyi állapot kis környezetére korlátozódik.

Az ellenkező esetben, ha az egyensúlyi állapot teljes erőrendszerének 
munkája valamely kinematikailag lehetséges kismértékű elmozdulásnövek
ményen zérus vagy pozitív, az egyensúlyi állapot nem stabil.

A stabilitás fenti értelmezésének megfelelően a ALkjn munkanövekmény 
alkalmas az egyensúlyi állapot stabilitásának jellemzésére mind a kritikuson 
inneni, mind a kritikuson túli (posztkritikus) állapotban. A konkrét nume
rikus vizsgálatok egyensúlyi utakon végezhetők el.

A stabilitási kritériumok az előzőek alapján az egyensúlyi utakon az 
alábbiak szerint összegezhetők a (7.26)—(7.28) képletek szerint számítható 
AL  = AL(2) + AL<3) + AL(4) + ... munkanövekmény alapján.

Az egyensúlyi (B) állapot valamely egyensúlyi útra nézve

stabil AL(2) < 0

átmeneti (kritikus) ', h a '

oII(N*kJ<1

instabil AL(2) > 0

Az átmeneti (kritikus) állapot

|  határpont j  A ^  0

[elágazási pontJ ’ AL(3) = 0, de AL(4) * 07

(8 . 1)

( 8. 2)

Teljes stabilitásanalízisről beszélünk, ha azt nemcsak néhány pontban, 
hanem a terhelési paraméterek és a vezérlő paraméter meghatározott (a 
kritikus terhelést megelőző és azon túli) tartományaiban elvégezzük. Erre 
mutat példát a 9. szakasz.
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9. Körgyűrű teljes stabilitásanalízise

A feladat adatait a 6.1. ábra foglalja össze. Legyen a vezérlő paraméter T= vA, 
és legyen At = Ava ) 0.

A geometriai zavarást (tökéletlenséget) az alábbi elliptikus gyűrűkkel 
vesszük figyelembe (a méretek a középvonalra vonatkoznak):

Elliptikus gyűrű 1. Elliptikus gyűrű 2. 
x  irányú tengely 19,99 in 20,00 in, 
y irányú tengely 20,00 in 19,90 in.
A teljes stabilitásanalízishez a következő részfeladatokat kellett megolda

ni (a körgyűrűre és a két elliptikus gyűrűre):
1. egyensúlyi felület: p„ = /1(p!, vA),
2. az egyensúlyi felület derivált felületei:

*t. AAJL. ~r L A J ^ ,  ~ r  LA L-* C l U J t l t ,  l id  J J j — etil.

Kihasználjuk azt a közelítést, hogy a kis kiterjedésű (A(II) felületen

A p, = áll. (pj = 0, p, = 0, p, = 0) melletti egyensúlyi utak állapotainak 
stabilitási kritériumai (8.1), (8.2) és (7.26)-(7.28) alapján a következőképp 
fogalmazhatók meg:

azaz

(9.2)

(9.3)

[ 2 9 1 ]
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ha pn = 0, és pu = 0, akkor Aíi2̂ = A = 0 és
(9.4)

A körgyűrű-feladat
1. egyensúlyi felületét a 9.1. ábra,
2. pn felületét a 9.2. ábra,
3. felületét a 9.5. ábra,
4. egyensúlyi útjait a 9.3., 9.4. ábrák,
5. az egyensúlyi felület pu = 0 egyensúlyi útjait (az alaputat és az elágazá

si utakat), valamint a pn, pn felületekpu = 0 és pu = 0 metszetgörbéit, 
továbbá az elágazási pontot a 9.6. ábra szemlélteti.

A 9.3., 9.4. ábrák kapcsán megállapíthatjuk, hogy az 5. és 6. szakasz kör
gyűrűre vonatkozó ábráinak egyensúlyi útjai a 9.1. ábra egyensúlyi felüle
tének pn = áll. síkmetszetei.

(8.1) és (9.2) szerint AL™ ( 0, azaz az egyensúlyi állapot stabil, ahol 
pn ( 0. A 9.2. ábrából következően tehát a 9.6. ábra pn = 0 görbén kívüli 
tartománya stabil, instabil ezzel szemben ap„ = 0 görbére és az ezen belül
re eső tartomány. A pu = 0 görbén a határpontok találhatók, míg a pu = 0 és 
a pu = 0 görbék metszéspontja az elágazási pont.

A 9.4. ábrából kivehető, hogy pn sehol sem zérus értékű, vagyis az el
ágazási pont (8.2)-ből következő (9.4) feltétele teljesül.

S,

-4000
7400

-2000

2000

0

7!

7800 9 1
Pi

va [in

9.1. ábra. Körgyűrű: egyensúlyi felület
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Va [in]

9.3 . ábra. Körgyűrű: egyensúlyi utak

[293]
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t'A [in]

9.4 . ábra. Körgyűrű: egyensúlyi utak
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vA [in]
9.6 . ábra. Körgyűrű: elágazási pont, határgörbe

Az elliptikus gyűrűk feladatainál
1. a 9.7. és 9.10. ábrák az egyensúlyi felületeket,
2. a 9.8. és 9.11. ábrák apu felületeket szemléltetik, míg
3. a 9.9. és 9.12. ábrák a 9.6. ábrának megfelelően ábrázolják a jellemző 

görbéket.
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Az alapvető megállapítások ugyanazok, mint amelyeket az előzőekben a 
körgyűrű-feladat kapcsán tettünk. Egy körülményre azonban érdemes a fi
gyelmet felhívni, nevezetesen arra, hogy az elágazási pont körgyűrű esetén 
a p{ = 2422,8, pu = 0, míg elliptikus gyűrűknél a px = 2427,2, pu = 26,9,

t-A [in]

9 .9 . ábra. Elliptikus gyűrű 1.: elágazási pont, határgörbe
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illetve a p, = 2499,2, 270,8 terhelési paraméterekhez tartozik.
Utóbbi eredmények megerősítik azt a korábbi, az 5.3. és 5.4. ábrákról is 
leolvasható tényt, hogy elliptikus gyűrűknél pu = 0 esetén nincs elágazási 
pont.

9 .1 0 . ábra. Elliptikus gyűrű 2 .: egyensúlyi felület

[2 9 7 ]

9.11.  ábra. Elliptikus gyűrű 2.: ap nfelület
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rA [in]
9 .12 . ábra. Elliptikus gyűrű 2.: elágazási pont, határgörbe

Végezetül a 9.13. ábrán a határpontokat összekötő ún. határgörbék lát
hatók a pn, p{ síkra vetítve.

Stabilitásanalízis keretében olyan feladatok is megfogalmazhatók, hogy a 
teljes stabilitásanalízis helyett csak a határgörbéket keressük meg.

[298]
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10. Összegezés

Az előadás a következő feladatokat mutatta be:
1. 3D-s, lineárisan rugalmas, geometriailag nemlineáris szilárdtest- (kon- 

tinuum) modell teljes Lagrange-leírási módban,
2. alakváltozástól függő, a mindenkori pillanatnyi felületre merőleges 

vagy azt érintő felületi terhelések figyelembevétele a modellben,
3. két terhelési paraméter bevezetése,
4. a virtuálismunka-elv növekményes alakjának alkalmazása egyensúlyi 

állapotok megkeresésére VEM modell és a Newton-Raphson iteráció 
alkalmazásával, nem egyensúlyi vagy egyensúlyi állapotból kiindulva,

5. a terhelési korrekciós merevségi mátrix bevezetése,
6. terhelési és elmozdulási vezérlő paraméterek alkalmazása,
7. az aszimptotikus numerikus módszer alapjai és alkalmazása egyensúlyi 

állapotok meghatározására,
8. az aszimptotikus numerikus módszer alkalmazása egyensúlyi állapot 

teljes (alakváltozástól függő külső és a belső) erőrendszere által végzett 
munka Taylor-sorának számítására, kinematikailag lehetséges, illetve 
egyensúlyi úton vett elmozdulásnövekményen,

9. stabilitási kritériumok megfogalmazása a végzett munka Taylor-sorá
nak tagjai alapján,

10. alkalmazások a külső peremén egyenletes, a mindenkori pillanatnyi fe
lületre merőleges terhelésű, négyzet-keresztmetszetű körgyűrű egyen
súlyi feladataira és teljes stabilitásanalízisére (egyensúlyi felületek, utak 
meghatározásával), mind a kritikuson inneni, mind a kritikuson túli ál
lapotokban, terhelési zavarás és geometriai tökéletlenség figyelembe
vételével, terhelésvezérléssel és elmozdulásvezérléssel.

Irodalom
[1] Kozák, I.: Conservativeness of follower loads and stiffness matrix o f FE analysis. Publ. 

Univ. Miskolc. Series C , Mechanical Engineering Sciences, 1999, 50:41-54.
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problems with follower loads. Computer Assisted Mechanics and Engineering Sciences, 
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Függelék

A szilárdtest-(kontinuum) modell és a VEM-modell kifejezéseinek azono
sítása.

Ü )  r„Na » ‘AQ«'»/<L4, =
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Pap László
AZ MTA LEVELEZŐ TAGJA

A KÓDOSZTÁSOS 
TÖBBSZÖRÖS HOZZÁFÉRÉS 

SZEREPE A KORSZERŰ MOBIL 
HÍRKÖZLÉSBEN

Elhangzott 2001. október 24-én

Bevezetés

Az utóbbi két évtizedben a hírközlés, az informatika és a média területén 
igazi forradalom zajlik a világon és egyúttal Magyarországon is. Folyama
tosan fejlődik és bővül a globális információs társadalom kialakításához 
szükséges infrastruktúra, melynek négy rétegében (hírközlő hálózatok, 
rendszerek és szolgáltatások; számítástechnikai hálózatok, rendszerek és 
szolgáltatások; adatbázisok és tartalomszolgáltatás; infokommunikációs al
kalmazások) nap mint nap új felhasználói igények keletkeznek, új techno
lógiák és szolgáltatások jelennek meg. Mindez érdekes kihívásokat jelent a 
kutatás és fejlesztés számára. Ebben a forradalmi átalakulásban kiemelkedő 
szerepet játszik a mobil hírközlő, adatátviteli és informatikai szolgáltatások 
gyors bővülése és a mobil rendszerek drámai sebességű fejlődése.

A székfoglaló előadás fő célkitűzése az, hogy áttekintést adjon a mobil 
hírközlő rendszerek legfontosabb fejlődési irányairól, a korszerű mobil hír
közlő rendszerek technológiai alapjairól és néhány olyan új tudományos 
vizsgálati területről, melyben a hazai kutatás érdekes eredményeket ért el.
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A  hírközlés nagy fejlődési trendjei, a „jelszavak”

Az informatika, a hírközlés és a média területén ma néhány népszerű fo
galmat igen gyakran használnak. Úgy is fogalmazhatnánk, hogy a területet 
aktuális divatszavak uralják. A fejlődés általános trendjeinek áttekintését 
ezeknek a fogalmaknak, „jelszavaknak” a magyarázatával célszerű kezdeni:

• Globalizálódás
Az elmúlt években olyan hírközlési és informatikai technológiák alakul

tak ki, amelyek lehetővé tették, hogy világméretű szolgáltatások és hálóza
tok jöjjenek létre. A korábbi fejlődési trendek folytatásaként nyilvánvalóvá 
vált, hogy a hírközlés és az informatika témakörében sem technikailag, sem 
területileg nem alakulhatnak ki elszigetelt, független szolgáltatások és rend
szerek, azaz ezen a területen a korszerűség triviális ismérve a globalitás.

• Digitalizálódás
A mikroelektronikai technológiák rohamos fejlődése az utóbbi két-há- 

rom évtized folyamán lehetővé tette azt, hogy a hagyományos analóg átvi
teli rendszereket digitális eszközök váltsák fel. A hírközlés területén általá
nossá vált, hogy minden információt „adatként” kezelünk, és diszkrét 
szimbólumokká átalakítva viszünk át hírközlő csatornán. A digitalizálás 
legfontosabb előnye az, hogy (i) a számítástechnika eszközeit alkalmazva 
mód nyílik igen bonyolult eljárások és algoritmusok megvalósítására, (ii) a 
rendszerek hibaérzékenysége jelentősen csökkenthető, az eszközök és be
rendezések megbízhatósága nő, és (iii) az informatika és a hírközlés tech
nológiai eszköztára homogénné válik.

• Mobilitás
A hírközlés területén az elmúlt néhány év egyik leginkább feltűnő vál

tozása a vezeték nélküli technológiák reneszánsza. Az elmúlt század máso
dik harmadának végéig a hírközlést a vezetékes távközlési technológiák és 
a vezeték nélküli műsorszóró rendszerek uralták. Ezzel szemben az utóbbi 
időben a vezetékes hálózatok és a hagyományos, vezeték nélküli rendsze
rek mellett új mobil távközlési és informatikai szolgáltatások jelentek meg, 
amelyek igen gyorsan fejlődtek, és rohamosan terjedtek el az egész vilá
gon. Napjainkban eljutottunk arra — a korábban szinte elképzelhetetlen — 
szintre, hogy a vezetékes távközlő rendszerek előfizetőinek a számát a mo
bil előfizetők száma meghaladta. A mobil távközlési szolgáltatások tehát 
igen népszerűek, mivel (i) valódi felhasználói igényeket elégítenek ki, és 
(ii) illeszkednek a mai ember életviteléhez. Igaz, hogy ezt a megállapítást
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azzal is ki lehet egészíteni, hogy a mai ember életvitelét és mindennapi 
szokásait a mobil távközlési szolgáltatások sajátos módon alakítják is.

• Integrálódás
A korszerű hírközlési és informatikai rendszerek a különböző informáci

ókat, képet, hangot, valódi adatot közös és egységes technológiával kezelik. 
Ez azt jelenti, hogy szemben a korábban alkalmazott eljárásokkal, ahol az 
egyes szolgáltatásokat (rádió- és televízió-műsorszórás, telefon, adatátvitel, 
telex stb.) független technológiákkal és elkülönült rendszerekkel valósítot
ták meg, mára a technológia fejlődése lehetővé tette ezeknek a szolgáltatá
soknak a közös kezelését, azaz integrálását. Célszerű azonban megjegyezni, 
hogy e folyamat során az időbeli késleltetésre érzékeny, úgynevezett valós 
idejű információkat (tipikusan ilyenek a párbeszédre épülő kapcsolatok) és 
a késleltetésre kevésbé érzékeny adatokat (ilyenek pedig jellegzetesen az 
egyirányú adatátszolgáltatások és a nem valós idejű üzenetcserék) különbö
ző eljárásokkal kell kezelni. Az egységes rendszeren belül az integrált szol
gáltatások minősége többek között éppen e két információtípus speciális 
kezelésén múlik. A szolgáltatások integrálása egyúttal megteremtette a le
hetőséget a multimédia-szolgáltatások elterjedésére.

• Konvergenciák
A  hírközlés és az informatika fejlődésével kapcsolatban talán a leggyak

rabban emlegetett „jelszó” a konvergencia. Ez a fogalom szélesebb érte
lemben arra utal, hogy a korszerű hírközlési és informatikai rendszerek és 
szolgáltatások széles körű elterjedése a korábban egymástól távol eső szelle
mi irányzatokat és tudományterületeket képes közelíteni egymáshoz, 
ugyanakkor szűkebb értelemben azt is jelzi, hogy a technológiákon belül is 
megindult egy folyamat, amely az egyes részterületek elméleti alapjait és 
gyakorlatát egyre közelebb hozza egymáshoz. A teljesség igénye nélkül e 
technológiai konvergencia elemei az alábbiak:

— A távközlés, informatika és média technológiái közelednek egymáshoz.
— A szolgáltatások infrastruktúrája egységessé válik, maguk a szolgáltatá

sok is közelebb kerülnek egymáshoz.
— A helyhez kötött és mobil szolgáltatások egységes rendszert alkotnak.
— Közös technológiai platformok alakulnak ki az alábbi — korábban el

különült -  területeken:
— a kapcsolástechnika és átviteltechnika közös technológiája,
— a csomag- és vonalkapcsolási rendszerek egységes technológiája,
— a lokális számítógép-hálózatok és a távközlési rendszerek integrációja,
— az interaktív, kétirányú kábeltelevíziós rendszerek megjelenése,
— a mobilitás terjedése a távközlés minden területén,
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— az Internet Protokoll távközlési alkalmazásainak terjedése,
— mobilitás a számítástechnikában és az informatikai rendszerekben 

(mobile computing, mobil számítástechnika),
— egységes koncepciók a hálózati hozzáféréssel és felhasználással kap

csolatban (PCS, IN stb.),
— egységes hálózatmenedzsment-filozófiák és -rendszerek megjele

nése.
Ezekben a drámai változásokban a mobil távközlési rendszereknek kiemelt és 

meghatározó szerepe van. A jövő távközlésének kulcseleme a mobilitás.

A  mobil telefonrendszerek négy korszaka, 
„generációk”

A mobil telefonrendszerek fejlődését korszakokra szokás bontani. Az egyes 
korszakokat a mobil telefonrendszerek különböző „generációinak” a meg
jelenése és elteijedése fémjelzi. A mobil rendszerek generációinak legfon
tosabb jellemzőit (a moduláció típusa, a szolgáltatások felsorolása, a rend
szerek kiterjedése, a rendszerek szabványos elnevezése) az alábbiakban 
adjuk meg:

• Első generáció
— analóg modulációs rendszerek,
— korlátozott, független szolgáltatások (cellás mobiltelefon, zsinór nél

küli telefon, személyhívó, nem nyilvános célú diszpécserrendszerek, 
zsinór nélküli mikrofonok, vezeték nélküli helyi hurkok, légi és ten
geri szolgálatok),

— legfeljebb országos kiterjedésű, lokális rendszerek,
— típusai: NMT, TACS, AMPS, Eurosignal, CT-1, CT-2, Mobitex stb.
• Második generáció
— digitális modulációs rendszerek,
— széles választékú, de elkülönült szolgáltatások (cellás mobiltelefon, 

zsinór nélküli telefon, személyhívó, műholdas globális telefon, disz
pécser-rendszerek, vezeték nélküli helyi hurok, vezeték nélküli loká
lis hálózatok, légi és tengeri szolgálatok),

— a szolgáltatások kezdeti integrációja (SMS-személyhívó, modemes 
számítógép-kapcsolat, WLL-zsinór nélküli telefon, egységes híváske
zelési módok, a csomagkapcsolt technológiák beépülése stb.),

— kontinens méretű rendszerek,
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— típusai: GSM, DCS, USDS, PDC, IS-95, TETRA, DECT, ÉRMÉS, 
HIPERLAN 1/2/3, IEEE 802.11, IRIDIUM stb.

• A  GSM /DCS rendszerek evolúciója harmadik generáció felé 
GSM/DCS alapú mobiltechnológiák széles körű elteijedése természe

tessé tette azt a törekvést, hogy a következő generáció technológiája rész
ben vagy egészben a meglévő alapokra épüljön. A GSM/DCS rendszerek 
evolúciója során több olyan rendszert fejlesztettek ki, melyek a technoló
gia kismértékű módosításával, de a rendszer domináns elemeinek a megőr
zésével javították az eredeti rendszerek műszaki paramétereit (pl. nagy sáv- 
szélességű internet-elérés, folyamatos on-line kapcsolat stb.). Az evolúció 
lépései az alábbiak voltak:

— HSCSD (High Speed Circuit-Switched Data):
— összevont GSM időrések,
— maximálisan 57,6 kbit/s mobil adatsebesség,
— vonalkapcsolt összeköttetés.

— GPRS (General Packet Radio Services):
— maximálisan 115 kbit/s adatsebesség,
— csomagkapcsolt adatátvitel,
— folyamatos on-line üzemmód,
— teljesen új felhasználói készülékek.

— EDGE (GSM 384):
— speciális modulációs technológia,
— maximálisan 384 kbit/s átviteli sebesség,
— az UMTS helyettesítése az adatszolgáltatásban.

• Harmadik generáció
— újszerű, szélessávú digitális modulációs eljárások,
— a szolgáltatások teljes integrációja (egyidejű hang-, kép- és adatátvitel, 

nagy sávszélesség, a B-ISDN támogatása, változó sebességű forgalmak 
kezelése),

— világméretű, globális rendszerek,
— a PCS- és IN-koncepció támogatása,
— típusai: UMTS, FPLMTS vagy IMT 2000 stb.
• Negyedik generáció
— nagy komplexitású digitális modulációs eljárás,
— ultra nagy átviteli sebesség, nagy sávszélesség,
— ultra nagyfrekvenciás rádiós interfész,
— pikocellás lefedés,
— illeszkedés a szélessávú, vezeték nélküli lokális hálózati (WLAN) 

rendszerekhez.
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A  harmadik generációs m obil távközlő rendszerek 
legfontosabb paraméterei

A harmadik generációs mobil rendszerek — az Európában létrehozott GSM 
rendszerhez hasonlóan — nemzetközi kooperációban jöttek létre. A külön
böző országok kutató-fejlesztő csoportjai és tudományos intézetei, össze
fogva a nagy gyártó cégekkel és távközlési szolgáltató vállalatokkal, az el
múlt évtized során nagyszabású nemzetközi programok keretében dolgoz
ták ki a harmadik generációs mobil távközlési rendszerek alapkoncepcióit, 
szolgáltatásait, rendszertechnikai terveit és szabványait. Ez a hosszan tartó 
és igen alapos előkészítő munka teremtette meg azt a lehetőséget, hogy 
napjainkban a berendezésgyártó cégek már egymással versenyezve dobhat
ják piacra harmadik generációs mobileszközeiket és berendezéseiket, és ez
zel párhuzamosan a mobilszolgáltatók megkezdhették a felhasználói piac 
meghódítását, a szolgáltatások terjesztését. Érdemes említést tenni arról, 
hogy a harmadik generációs rendszerek számára nemzetközi egyezmé
nyekkel kijelölt frekvenciasávok felhasználói jogának értékesítése minden 
országban különleges kihívást jelent a szakhatóságok számára. A harmadik 
generációs mobil rendszerekre vonatkozó alapkoncepciók kidolgozói a 
szabványosítási munka előkészítése során az alábbi általános és műszaki cé
lokat fogalmazták meg:

• Célok
— minden korábbi mobilszolgáltatás támogatása,
— a vezetékes hálózatok minőségi paramétereinek elérése,
— a rendszer teljes kapacitásának növelése,
— a frekvenciasávok kihasználási hatékonyságának javítása,
— olcsó és kisméretű kézi készülékek kifejlesztése,
— az adatbiztonság és adatvédelem erősítése.
• A legfontosabb műszaki paraméterek
— változatos szolgáltatások (hang, kép, adat; távszolgáltatások, hordozó

szolgáltatások, járulékos szolgáltatások, értéknövelt szolgáltatások) 
megvalósítása,

— különböző adatátviteli sebességű szolgáltatások támogatása (a kis se
bességű beszédtől egészen a 2 Mbit/sec sebességű adatig),

— változó sebességű csomagorientált szolgáltatások bevezetése,
— különböző méretű cellákat alkalmazó szabadtéri (makro-, mikro- és 

pikocellák), valamint a beltéri lefedés biztosítása,
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— a mobilitás fejlettebb támogatása (bolyongás, hívásátadás minden szol
gáltatásra) ,

— rugalmas frekvenciagazdálkodás,
— a rádiós erőforrások rugalmas kezelése.
E feladatokat Európában az UMTS, más régiókban az FPLMTS vagy IM T  

2000 koncepciók oldják meg.

A harmadik generációs mobil távközlő rendszerek 
fő műszaki jellem zői

A rendszertervezési és szabványosítási munka elkezdésének egyik legfonto
sabb feltétele a szolgáltatásokra vonatkozó műszaki alapadatok rögzítése. 
A teljesség igénye nélkül az alábbiakban megadjuk azokat a jellegzetes 
alapparamétereket (adatsebességek, megengedett késleltetések, a szolgálta
tásokra felhasználható sávszélességek, a rendelkezésre álló sávszélességek), 
melyek a rendszer kialakítását a leginkább befolyásolták:

-  Tipikus adatsebességek:
— telefon: 8-32 kbit/s
-  videó: 64-768 kbit/s
— e-mail, adatátvitel: 1,2-2000 kbit/s
— adatbázis elérés, távvásárlás: 2,4-768 kbit/s
Tipikus késleltetések:
-  telefon: 40 msec
— videó: 40-90 msec
— adatbázis: 100-200 msec
— üzenet: 90-300 msec

A harmadik generációs rendszerek rádiós interfésze

A mobil rendszerek egyik legfontosabb eleme a vezeték nélküli átvitelt 
biztosító úgynevezett rádiós interfész, amely egyaránt magában foglalja az 
alkalmazott modulációs és kódolási rendszert, az adás- és vételtechnikát, 
valamint a többszörös hozzáférésű rádiós átvitel egyéb megoldásait. A har
madik generációs mobil távközlő rendszerek kialakítása során — hosszú 
előkészítő munkát követően -  elméleti és gyakorlati szempontokat egya
ránt mérlegelve a szakértői csoportok úgy döntöttek, hogy egy sajátos —
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korábban csak speciális célokra használt — modulációs és többszörös hozzá
férési eljárást alkalmaznak a rádiós interfész kialakítására. Ez az eljárás az 
úgynevezett kódosztásos többszörös hozzáférésű átviteli technológia, 
amely az első és második generációs rendszerekben alkalmazott eljárások
kal szemben határozott előnyökkel rendelkezik. Az alábbiakban felsoroljuk 
a harmadik generációs mobil rendszerek rádiós interfészével szemben tá
masztott követelményeket, és azokat a többszörös hozzáférési technológiá
kat, amelyeket — más rendszerekkel együtt — alternatív megoldásként fi
gyelembe vettek a rendszertervezés során:

• Alapkövetelmények
— Működési körülmények:

— A lefedés legyen beltéri, kültéri és műholdas;
— működjön a rendszer a következő maximális mozgási sebességek

nél: földi (0—500 km/h); légi (< 1500 km/h); műhold (< 27000 
km/h),

— szolgálja ki a rendszer a < 1000 ETE/km2 forgalomsűrűséget,
— legyen ellátás a munkahelyeken, a lakásokban és természetesen a 

szabad térségekben,
— támogassa a rendszer a műholdas, a makro-, mikro- és pikocellás 

lefedést.
— Lehetséges frekvenciatartomány:

— A frekvenciagazdálkodással foglalkozó nemzetközi szervezetek a 
harmadik generációs mobil rendszerek számára az 1710—2690 
MHz frekvenciatartományt jelölték ki (WARC-határozat, 1992).

— Protokollok:
— Alkalmazza a rendszer a szabványos ISO/OSI modell;
— szülessenek új technológiai megoldások, pl. a hívásátadás, a csoma

golt adatok kezelése, a dinamikus adaptáció és a többszörös hozzá
férés eljárások területén,

— legyen újszerű a rádiós jelzésrendszer és a vezérelhetőség.
• Lehetséges többszörös hozzáférési megoldások
A párhuzamosan sok felhasználót kiszolgáló kommunikációs rendsze

rekben az egyes felhasználóktól érkező üzeneteket el kell választani egy
mástól. Az elválasztás módja a rendszer egyik legfontosabb jellemzője, 
amely épülhet frekvenciaosztásra, időosztásra és kódosztásra. Az alábbiak
ban felsorolunk néhány olyan megoldást, melyeket -  más megoldások 
mellett — komolyan számításba vettek a rendszertervezési munka során:

— Széles sávú kódosztásos, többszörös hozzáférés (W-CDMA, elválasztás
kóddal):
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-  DS W-CDMA (direkt szekvenciális kódosztásos, többszörös hozzáfé
rés),

— OFDMA (ortogonális frekvenciaosztásos, többszörös hozzáférés),
— széles sávú időosztásos, többszörös hozzáférés (W-TDMA, elválasztás időben),
— széles sávú kombinált, időosztásos-kódosztásos, többszörös hozzáférés 

(W -TDM A/ CDMA, elválasztás kóddal és időben).
A z  európai szabványosítási szervezet illetékes munkacsoportja (ETSI SMG  

24) 1998. januárjában döntést hozott az UMTS rádiós interfészéről. Ezek 
szerint az ETSI két technológiát támogat:

— a széles sávú kódosztásos, többszörös hozzáférésű rendszert (W-CDMA) és
— a széles sávú időosztásos-kódosztásos, többszörös hozzáférésű rendszert 

(W -TDM A/ CDMA).
A z  európai harmadik generációs mobil távközlési rendszer, az UMTS a frekven

ciaosztásos duplex, FDD sávokban a W-CDMA-t, az időosztásos duplex, TDD  
sávokban pedig a W -TD M A/ CDMA-t alkalmazza.

Kihívások a kutatás számára 
a harmadik generációval kapcsolatban

A harmadik generációs mobil kommunikációs rendszerek kifejlesztését 
igen komoly tudományos kutatómunka, elméleti vizsgálat előzte meg. Az 
alábbiakban címszavakkal jellemezve megadunk néhány olyan szakmai 
részterületet, amelyen a rendszertervezés időszakában, illetve azt követően 
is igen fontos és érdekes elméleti és alkalmazott kutatások folytak:

• Kutatási főirányok
— Moduláció és többszörös hozzáférés:

— a mobil csatorna átviteli tulajdonságainak pontos modellezése,
— a rendszer fizikai rétegének leírása,
— új modulációs, kódolási és többszörös hozzáférési eljárások kidol

gozása és azok elméleti vizsgálata,
— rendszervezérlő algoritmusok fejlesztése.

— Hálózati architektúra:
— a speciális hálózati követelmények meghatározása és azok hatás- 

elemzése (a megszakadásmentes, széles sávú szolgáltatás biztosításá
nak a feltételei; a mobilitás hatása az intelligens hálózatok (IN) és a 
vezetékes hálózat működésére stb.),

— a rendszer számítógépes modellezése,
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— információáramlás a hálózat vezérlési funkcióival kapcsolatban,
— hívásátadási módszerek kidolgozása és elemzése,
— biztonsági eljárások (hitelesítés, titkosítás, integritás, ellenőrizhető 

számlázás, hálózati hozzáférés-szabályozás) analízise,
— hálózatmenedzselési koncepciók kidolgozása,
— A rendszer és az egyes elemek teljesítőképességének vizsgálata:

— a mobilitás hatásai (forgalmi leírás, helyzetkövetés, személyhívás, 
hívásátadás),

-  rádiós erőforrások kezelése (diverziti technikák, interferenciák 
hatása, antennák fejlesztése).

— Egyéb támogató technológiák:
— hatékony képkódolási eljárások fejlesztése a mobil csatornához il

lesztve (pl. 17 kbit/s adatsebességű képátvitel, MPEG-4 kódolás),
— audiovizuális demonstrációs rendszerek fejlesztése,
— adaptív antennák kidolgozása,
— kézi készülékek fejlesztése.

A  kutatás forró témái

Bár napjainkban a harmadik generációs mobilszolgáltatások gyakorlati be
vezetése már elkezdődött, a nagy nemzetközi konferenciákon és a szakmai 
folyóiratokban még ma is számtalan, elméleti és gyakorlati kérdésekkel 
foglalkozó tudományos közlemény jelenik meg. Ez a tény azt mutatja, 
hogy a harmadik generációs rendszerekkel, illetve azok továbbfejlesztésé
vel kapcsolat igen sok érdekes és fontos tudományos kérdés maradt még 
megválaszolatlanul. A tudományos kutatás „forró” témái közül sorolunk 
néhányat annak érdekében, hogy illusztráljuk a tématerület komplexitását 
és egyben érdekességét is:

• A z  érdeklődés középpontjában lévő témák
— rádiós erőforrások kezelése, adaptív antennák vizsgálata és optimalizá

lása, a cellás rendszerek spektrális hatékonyságának vizsgálata, speciális 
csatornakijelölési algoritmusok elemzése,

— széles sávú csomagkommunikációs hálózatok vizsgálata,
— többszintű cellás rendszerek tervezése, a mobil rendszerek forgalmi 

modellezése, a helyváltoztatás-követési algoritmusok vizsgálata,
— vezeték nélküli lokális hálózati (WLAN) technológiák (IEEE 802.11, 

HIPERLAN) fejlesztése, azok forgalmi modellezése,
— a W-CDMA rendszerek analízise (kódolás, architektúrák, alkalmazások),

[ 3 1 2 ]



A KÓDOSZTÁSOS TÖBBSZÖRÖS HOZZÁFÉRÉS SZEREPE A KORSZERŰ MOBIL HÍRKÖZLÉSBEN 1 1

— hatékony beszédkódolási eljárások fejlesztése (pl. 3,45—13 kbit/sec 
vagy a G.729 ITU 8 kbit/sec sebességű beszédkódolás),

— hatékony videókódolás fejlesztése (MPEG-4 szabvány),
— az ATM és IP rendszer illesztése a mobil hálózatokhoz,
— a meglévő mobil rendszerek integrálása az UMTS-be,
— mobil IP rendszerek és protokollok, WAP alkalmazások,
— mobil számítástechnika,
— A mobilügynök-koncepció:

— biztonság, hordozhatóság, mobilitás, kommunikáció,
— az erőforrások megosztása,
— az erőforrások felkutatása,
— azonosítási eljárások,
— vezérlési módszerek,
— az adatok kezelése.

A fent felsorolt kutatási témakörök egyik kiemelten fontos területe a kódosztásos, 
többszörös hozzáférésű rendszerek vizsgálata. A  kódosztásos technológia gyökerei 
pedig az ún. szórt spektrumú hírközlő rendszerekhez nyúlnak vissza.

A szórt spektrumú rendszerek működésének alapjai

A szórt spektrumú rendszereket a második világháború után elsősorban ka
tonai célokra fejlesztették ki. Működésük lényege az, hogy azonos informá
cióátvitelei sebességek mellett lényegesen nagyobb sávszélességet használ
nak fel, mint a hagyományos kommunikációs rendszerek, azaz a modulált 
jel sávszélességét „indokolatlanul” kiterjesztik, megnövelik. A sávszélesség 
kiteijesztése első közelítésben logikátlan, és látszólag ellentmond annak a 
hagyományos célkitűzésnek, hogy a rádiófrekvenciás sávokkal minden 
modulációs rendszerben takarékoskodni kell. Egyszerűen belátható azon
ban, hogy a sok felhasználós, többszörös hozzáférésű rendszerekben a szórt 
spektrumú technológia jelentős előnyökkel rendelkezik. Ezeket az elő
nyöket mutatja be az alábbi fejezet.

• A  szórt spektrumú rendszerek működésének illusztrációja 
— A szórt spektrumú rendszerek általános modellje az I. ábrán látható. 

A rendszer a hagyományos vezeték nélküli átviteli rendszerektől ab
ban különbözik, hogy a klasszikus modulált jel spektrumát egy speci
ális kódoló és egy álvéletlen kód segítségével kiterjeszti, majd a vevő 
oldalon ugyanennek az álvéletlen kódnak a felhasználásával a klasszi
kus modulált jelet helyreállítja. A rendszer működéséhez feltétlenül
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szükséges az adó és vevő oldali álvéletlen kódok szinkronizációja. Az 
ábrán az s index a hasznos jelre, a j  index pedig a zavaró jelre utal.

álvcletlen kód
1. ábra. A  szórt spektrumú rendszerek általános modellje

A rendszer általános működését a spektrális viszonyok elemzésével lehet 
a leginkább jellemezni. A spektrális viszonyokat a 2. ábra illusztrálja. Az áb
rán a sraffozott területek a hasznos jel, az anélküli területek a zavaró jel tel
jesítményével arányosak a rendszer különböző pontjain.

Az 1. ábrán bemutatott rendszerben azt feltételezzük, hogy a rádiófrekven
ciás sávban a hasznos jel mellett azonos frekvenciás zavaró jel is van a csator
nában. A 2. ábra tanulságai alapján megállapíthatjuk, hogy a hasznos jel spekt
rumának kiterjesztése következtében a detektor kimenetén a jelzaj viszony 
megnő ahhoz az esethez viszonyítva, ha a hasznos és a zavaró jel egyszerűen 
egymásra lapolódik a rádiófrekvenciás csatornában. A rendszer spektrális tu
lajdonságainak elemzése alapján a vevőszűrő kimenetén a jel-zaj (zavar) vi
szony a

j ‘l _ Ss0Bs Ss0Bs
P B jzavar C __L  R

j0 B. s Eljárási nyereség

formában adható meg, ami azt jelenti, hogy az eljárás alkalmazása során a 
zavaró jellel szemben nyereséget érünk el. Ezt a javulási tényezőt eljárási 
nyereségnek nevezzük, mely a

alakban adható meg.
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2. ábra. A  szórt spektrumú rendszerek spektrális viszonyai

A rendszer megfelelő működéséhez feltétlenül szükséges követelmények:
— a hasznos jel (álvéletlen kód) és a zavaró jel korrelálatlansága,
— a spektrum kiteijesztésének növelése,
— az adó és vevő kódsorozatainak szinkronizmusa.

A szórt spektrumú rendszerek általános 
tulajdonságai

A spektrum kiterjesztésével kapcsolatos előnyöket és hátrányokat az aláb
biakban foglalhatjuk össze, megjegyezve, hogy az előnyök feltétlenül túl
súlyban vannak a hátrányokkal szemben:

• Előnyök:
-  az interferáló jelek elnyomása (CDMA, zavarás elleni védelem),
-  kis teljesítménysűrűség (zaj alatti kommunikáció),
-  nehéz felismerhetőség (rejtett kommunikáció),
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— a csatornában fellépő véletlen ingadozások elleni védelem (fading el
leni belső védettség),

— igen pontos időbeli felbontás (GPS, pontos helymeghatározás).
• Hátrányok:
— nagy sávszélesség (elektromágneses kompatibilitási problémák, frek

venciagazdálkodás) ,
— komplex vevőkészülék (optimális egy- és több felhasználós vevő),
— összetettebb szinkronizációs rendszer szükségessége (kód-, bit-, vivő- 

és keretszinkronizáció).

A szórt spektrumú rendszerek típusai

A szórt spektrumú átviteli rendszerek különböző típusait az alapján lehet 
megkülönböztetni, hogy a hasznos jel spektrumának kiterjesztése milyen 
eljárással történik. Ennek alapján három alaprendszert különböztetünk meg:

• Direkt szekvenciális rendszer (DS, alkalmazási terület: IS-95, UMTS)
A szimbólumokat egy gyors változású, nagy sávszélességű, tipikusan bi

náris kódsorozat vagy annak inverze viszi át a csatornán. A rendszerben 
olyan álvéletlen kódsorozatokat célszerű alkalmazni, amelyek egycsúcsú, 
ún. unimodális autokorrelációs és lehetőleg kis értékű keresztkorrelációs 
függvénnyel rendelkeznek. Ez utóbbi követelmény a kódosztásos többszö
rös hozzáférésű rendszerek működéséhez szükséges.

• Frekvenciaugratásos rendszer (FH, alkalmazási terület: W LAN, Bluetooth)
— lassú frekvenciaugratásos rendszer (SFH, alkalmazási terület: taktikai rá

diók, GSM). Klasszikus rádiórendszerek relatíve gyors vivőáthangolással,
— gyors frekvenciaugratásos rendszer (FFH, alkalmazási terület: 

WLAN). Egyetlen szimbólum átvitele alatt a kisugárzott jel vivőfrek
venciája többször változik, az alapmoduláció MFSK vagy DPSK.

• Idöugratásos rendszerek (TH, alkalmazási terület: véletlen hozzáférés)
A kommunikációra egy időkeret réseit használja, azaz az információs 

csomagokat véletlenül kiválasztott, „ugratott” időrésekben viszi át.

Néhány érdekes tudományos alapkérdés

A hagyományos hírközlés- és információelmélet szemszögéből nézve a 
szórt spektrumú rendszerekkel kapcsolatban már a kezdeti időszakban fel
vetődött néhány tudományos alapkérdés, ezek az alábbiak:

[ 3 1 6 ]
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— Hogyan viselkednek a szórt spektrumú rendszerek fehér Gauss-zajos 
csatornában?

— Milyen az „ideális” vagy „tökéletes” szórt, spektrumú rendszer fel
építése és modellje?

— Hogyan modellezhető a zavaró jelek hatása az „ideális” vagy „tökéle
tes” szórt spektrumú rendszerekben?

— Hogyan helyezhetők el a szórt spektrumú rendszerek a klasszikus hír
közlés- és információelméletben?

A kérdésekkel a terület olyan ismert szaktekintélyei foglalkoztak, mint 
A. Viterbi vagy J. Massey. A következő fejezetek saját hozzájárulásainkat 
foglalják össze ezen a területen.

Az első kérdésre a bizonyítások részletezése nélkül a választ egyszerűen 
meg lehet adni:

Fehér Gauss-zajos csatornában a szórt spektrumú rendszerek semmilyen előn
nyel nem rendelkeznek a hagyományos modulációs rendszerekkel szemben.

A szórt spektrumú rendszerek modellezésének  
általános szempontjai

Az „ideális vagy „tökéletes” szórt spektrumú rendszerek leírására legin
kább a hírközléselméletben általánosan alkalmazott ortogonális jeltér al
kalmas.

A szórt spektrumú jelek leírására szolgáló jel tér legfontosabb jellemzői:
A jeltér nem más, mint a modulált és kódolt jelek halmaza által kifeszí

tett ortogonális L2 tér.
A spektrum kiterjesztése és a lehetséges kódok számának a növelése ek

vivalens ajeltér dimenzióinak a növelésével.
A szórt spektrumú rendszerekben a kódok véletlen megválasztása annyit 

jelent, hogy a hasznos jel vektorát a jeltérben tetszőleges irányban elforgat
juk, ez alapján felállítható az „ideális” vagy „tökéletes” szórt spektrumú 
rendszerek modellje. Mind a koherens, mind a nem koherens rendszer 
esetén feltételezzük, hogy a kódok véletlen választása véletlen rotációval 
írható le az N  dimenziós jeltérben.
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A koherens rendszerek modellje

Koherens rendszer alatt olyan kommunikációs hálózatot értünk, ahol a 
vevő képes fázishelyesen helyreállítani a vivőhullámú jelet, ami a jeltérben 
megfogalmazva annyit jelent, hogy a vevőben pontos információval ren
delkezünk a beérkező jelvektor térbeli irányáról. Éppen ezért ilyenkor 
mód van arra, hogy az üzenettől függő hasznos jelkészlet birtokában a za
jos jelvektorból optimálisan, a legkisebb átlagos szimbólum-hibavaló- 
színűséggel döntsünk az aktuálisan küldött üzenetre.

• Feltételek
— véletlen kódolás,
— tetszőleges interferencia, E} szimbólumenergiával,
— a hasznos jel szimbólumenergiája egységnyi, egyébként Es,
— fehér Gauss-zajban optimális koherens vevő,
— a véletlen kódolás az egységnyi hosszúságú hasznos jelvektor vég

pontját egyenletes eloszlással mozgatja az N  dimenziós egységsugarú 
gömb felületén.

A koherens rendszer modellje a 3. ábrán látható.

Zaj Interferencia

Véletlen Inzerz véletlen
rotáció rotáció

3. ábra. A  koherens rendszerek modellje
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• A rendszer jeleinek jellemzése
A hasznos jelet az adóban a véletlen rotáció tetszőlegesen elforgatja az N  

dimenziós jeltérben, a vevőben viszont az inverz véletlen rotáció a jelvektort 
az eredeti helyére állítja vissza. Éppen ezért a következő helyzet alakul ki:

— A vevő detektorának a bemenetén az alábbi jel jelenik meg:

z = x + ÍH _1n + j = x + n* + j*,
ahol x a hasznos jel, n fehér Gauss-zaj, j pedig a külső zavaró jel vektora.

— A hasznos jel mellett megjelenő zaj- és zavarkomponenseket a követ
kezőképpen lehet jellemezni: a transzformált zajvektor,

n* = £H-1n,

a zajvektor elforgatott változata, és róla tudjuk, hogy az eredeti N  di
menziós, független Gauss-eloszlású valószínűségi vektorváltozó (nulla 
várható értékkel és azonos szórású összetevőkkel) az elforgatásra inva
riáns, a transzformált zavaró jelvektort,

j*  = j,
pedig a vevőben az inverz véletlen rotáció elforgatja, és ily módon a j 
vektor egy N  dimenziós valószínűségi változó vektorrá transzformá
lódik, Ej/N  komponensenkénti átlagos szimbólumenergiával.

Igazolható, hogy ennek a vektornak az összetevői tetszőleges független 
zavaró jel esetén aszimptotikusan (ha N —• oo) független, nulla várható ér
tékű Gauss-eloszlású valószínűségi változókhoz tartanak. Ez a tény azt 
eredményezi, hogy a szórt spektrumú rendszerek általános modellezésénél 
aszimptotikusan alkalmazhatók a hírközléselméletből jól ismert gaussi csa- 
tornamodellek tetszőleges zavaró jel esetén. A 4. ábrán az „ideális” vagy 
„tökéletes” koherens szórt spektrumú rendszerek zavaró jelvektorát il
lusztráljuk a jól ábrázolható háromdimenziós jeltérben.
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• Egy érdekes melléktétel
Egy N  dimenziós, egységsugarú gömb aszimptotikusan (ha N  -* oo) egy 

valószínűséggel egy tetszőlegesen kis, £ élhosszúságú, N  dimenziós kocka 
belsejébe kerül.

• Következmények
— A koherens szórt spektrumú rendszerek fehér Gauss-zajos csatorná

ban úgy viselkednek, mint a spektrumkiteijesztés nélküli rendszerek.
— Az „ideális” vagy „tökéletes” szórt spektrumú rendszerekben tetsző

leges zavaró jelből aszimptotikusan Gauss-eloszlású fehér zaj keletke
zik, Ej/N  dimenziónkénti átlagos szimbólumenergiával.

[320]
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— Az „ideális” vagy „tökéletes” szórt spektrumú rendszerek aszimptoti
kus kapacitása az alábbi alakban adható meg:

C = Wh log2 1 +
W„(N0+J I W) '

ahol S a hasznos jel teljesítménye, Wh a hasznos jel sávszélessége, J  a 
zavaró jel teljesítménye, N0 a fehér Gauss-zaj egyoldalas teljesít
ménysűrűsége, W  pedig a szórt spektrumú jel sávszélessége,

— Mindezek alapján a gyakorlati rendszerekben két elvet lehet alkal
mazni:
— Törekedni kell a véletlen kódolás megvalósítására.
— A rendszer méretezésénél a fenti kapacitással kell számolni.

A nem  koherens rendszerek modellje

Nem koherens rendszer alatt olyan kommunikációs hálózatot értünk, ahol 
a vevő nem képes fázishelyesen helyreállítani a vivőhullámú jelet, ami a 
jeltérben megfogalmazva annyit jelent, hogy a vevőben nem rendelkezünk 
pontos információval a beérkező jelvektor térbeli irányáról. Éppen ezért 
ilyenkor célszerűen ortogonális jelkészletet használunk, és a hasznos jel
készlet birtokában a zajos jelvektorból nem koherens detekcióval optimáli
san, a legkisebb átlagos szimbólum-hibavalószínűséggel döntünk az aktuá
lisan küldött üzenetre.

A nem koherens rendszer modellje az 5. ábrán látható.

Zaj Interferencia

Véletlen Inzerz véletlen
rotáció rotáció

5. ábra. A  nem koherens rendszer modellje
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• Feltételek:
— Véletlen kódolás,
— Tetszőleges interferencia, szimbólumenergiával,
— A hasznos jel szimbólumenergiája Es, az ortogonális üzenetek száma 

M.
— Nem koherens vevő, amely a vett jel energiáját IV, részletben, nem 

koherens összegzéssel becsüli,
— A véletlen kódolás az egységnyi hosszúságú hasznos jelvektor vég

pontját egyenletes eloszlással mozgatja az N  dimenziós egységsugarú 
gömb felületén.

•A  rendszer zavaró jeleinek a jellemzése
— A nem koherens detektor úgy hoz döntést, hogy az M különböző 

üzenethez vett energiákat rendel, N, nem koherensen becsült rész
energia összegzésével. Majd arra az üzenetre dönt, amelyikhez a leg
nagyobb így értelmezett vett energia tartozik.

— A döntést befolyásoló jelek négyzetes szórásait az alábbi összefüggések 
adják (ha N  — oo és N , — oo):

— Jel nélkül:
(2  E t V

*5 =

— Jel esetén
(2  Ej

N

N

V

+ N n

- +  N n N 1 +
'2 E ,  '

•— -  + N,
N 'o E J-

• Következmények
— A nem koherens szórt spektrumú rendszerek teljesítőképessége fehér 

Gauss-zajos csatornában, zavaró jel nélkül (ha £. = 0) N ] növekedésé
vel romlik.

— A nem koherens szórt spektrumú rendszerek zavarelnyomása zajmen
tes esetben (ha N 0 = 0) az alábbi összefüggéssel mérhető:

o 20 + o 2 =
( 2 E . j 2 ( 2 E A

J N . + 2 J

{  N  J {  N  J
ami N, = N /2 M  esetén a

2 2 4 £ ; 4 Ej
cTq + a 2 = — -  + — - 

NM  N
E„

[ 3 2 2 ]



A KÓDOSZTÁSOS TÖBBSZÖRÖS HOZZÁFÉRÉS SZEREPE A KORSZERŰ MOBIL HÍRKÖZLÉSBEN 2 1

kifejezéshez vezet, ami azt jelenti, hogy a zavarelnyomás csak N  négy
zetgyökével arányos, szemben a koherens rendszerek N-nel arányos el
nyomásával.

A szórt spektrumú rendszerek szinkronizálása

Amint azt az előadás korábbi fejezeteiben már megemlítettük, a szórt 
spektrumú rendszerek gyakorlati megvalósításánál kiemelkedően fontos 
feladat a szinkronizáció biztosítása. Az alábbiakban a szinkronizációval 
kapcsolatos problémakör néhány kérdését tekintjük át, és ismertetünk egy 
új elven működő, saját fejlesztésű kódszinkronizálási eljárást.

• A  szinkronizálás alapfeladatai:
— koherens átvitel esetén vivő szinkronizáció,
— szimbólumszinkronizáció,
— a spektrumszóró kódok szinkronizációja, ezen belül:

— a kódszinkron keresése,
— a kódszinkron követése.

• A kódszinkron keresési feladat jellemzése
— A feladat célja az adó és vevő azonos kódsorozatai közötti véletlen 

időkésleltetés becslése.
— A feladat megoldásának a lényege az, hogy zajjal és interferenciával 

terhelt csatornában nem koherens módon meg kell találni az adóban 
és vevőben lévő azonos kódsorozatok autokorrelációjának a maxi
mumát (az alkalmazott kódsorozatok autokorrelációs függvénye uni- 
modális).

• A z  új elvű megoldás lényege
— A feladat optimális megoldása fehér Gauss-zajos csatornában ismert, 

miszerint párhuzamos feldolgozással képezni kell a bejövő jel és a he
lyileg rendelkezésre álló kódsorozat átlagos korrelációját a helyi kód
sorozat összes lehetséges késleltetési pozíciójában, és a maximális kor
relációs értékhez tartozó késleltetés a valódi késleltetés optimális 
becslése.

— A fenti optimális megoldás igen komplex eljárást igényel, ezért egy szu- 
boptimális megoldás terjedt el a gyakorlatban, az ún. csúszó korrelációs 
algoritmus. Csúszó korrelációs kódszinkron keresés esetén a bejövő jel 
és a helyileg rendelkezésre álló kódsorozat átlagos korrelációját egy idő
ben a helyi kódsorozatnak csak egyetlen késleltetési pozíciójában állít
juk elő, és a helyi kódsorozat léptetésével tapogatjuk le az összes késlel
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tetési pozíciót. Ezután a maximális korrelációs értékhez tartozó késlel
tetést tekintjük a valódi késleltetés szuboptimális becslésének.

— Az új elv a kétféle megoldás között kompromisszumot teremt. 
Csökkenti a feladat számítási komplexitását, és javítja a csúszó korre- 
látoros rendszer paramétereit. A megoldás egy ún. kereső és egy ún. 
követő korrelátort alkalmaz a maximális korrelációjú pont becslésére.

Csomagkommunikációs C D M A  rendszerek 
vizsgálata

A véletlen időosztásos csomagkommunikációs eljárások az elmúlt két évti
zedben igen széles körben elterjedtek az infokommunikációs rendszerek
ben. A megoldás alkalmazására elsősorban akkor kerül sor, ha nagy számú, 
egymással közvetlen kapcsolatban nem lévő, koordinálatlanul működő fel
használó veszi igénybe a közös adatátviteli csatornát, és szükség van olyan 
algoritmusra, amely lehetővé teszi a csatorna hatékony (esetleg optimális) 
kihasználását. Ez az algoritmuscsalád a véletlen időosztásos többszörös hoz
záférési vagy ALOHA típusú eljárások csoportja, ahol az egyes felhasználók 
egymástól függetlenül, időben véletlenszerűen küldik el üzeneteiket a kö
zös infokommunikációs csatornába, és ütközés esetén valamilyen speciális 
eljárás alkalmazásával (legegyszerűbb esetben véletlen késleltetéssel és is
métléssel) feloldják az ütközés okozta konfliktust. A módszer fontos szere
pet játszik a lokális számítógép-hálózatokban és a mobiltelefon-rendszerek 
kapcsolatfelvételi algoritmusaiban. A véletlen időosztásos többszörös hoz
záférési eljárások egyik speciális alcsoportja a kódosztásos módszereket is 
felhasználja az infokommunikációs csatorna hatékony megosztására a fel
használók között. Az alábbiakban az ezen a területen elért alapkutatási 
eredményeink egy részéről adunk számot.

• Alapfogalmak
— Alkalmazási területek:

-  a vezeték nélküli helyi hálózatok (WLAN),
-  cellás mobil csomagkommunikációs hálózatok.

— A csomagkommunikációs CDMA rendszerek tipikus felépítése (topológiák):
-  Adó-vevő párok (CDMA közös csatornával, 1. 6. ábra):
-  Csillaghálózat (szórt spektrumú ALOHA rendszerek, 1. 7. ábra):
-  Többszörös csillaghálózat (szórt spektrumú ALOHA rendszer).
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• Megoldandó feladatok:
— a rendszer áteresztőképességének vizsgálata, aszimptotikus analízis,
— különböző rendszertípusok összehasonlítása,
— a különböző ütközésmodellek kezelése (logikai, analóg),
— dekódolási eljárások összehasonlítása (hibajavítással, törléssel),

Kód,

KódK

Kód,

KódK

6. ábra. Adó-vevő párok egyedi kódokkal

7. ábra. Csillaghálózat egyetlen közös kóddal

— néhány forgalomi modell analízise (Poisson, binomiális),
— FH esetben a lassú és gyors frekvenciaugratásos rendszerek elemzése,
— a különböző szórt spektrumú rendszerek vizsgálata (DS, FH, TH).
• Új analízismódszer a rendszerek leírására
— Egy példa a rendszerek általános vizsgálati módszerének bemutatására (lassú 

frekvenciaugratásos rendszer, SFH).
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Csomag 0

f«>) í r / f í r f(0)J L 1 Hasznos csomag

L*J = <
Interferáló csomag fű")

** Csomag j

J\U) h U)
j (J) fU)  

J l í

h°> h\>] h f uU)nL 1 Páros ütközésvektor

8. ábra. A  lassú frekvenciaugratásos rendszer ütközési mechanizmusa

A  8. ábrán megadjuk a lassú frekvenciaugratásos, véletlen időosztásos 
rendszer csomagjainak időbeli elrendezését adó-vevő párokból felépített 
hálózatban. A 0 indexű csomag a hasznos vagy referenciacsomag, amely a 
csatornában ütközhet egy másik, interferáló csomaggal, amely aj-dik adó
vevő pár között szállítja az információt. A két csomag ütközését az ún. pá
ros ütközésvektor jellemzi, amelynek egy-egy összetevője a hasznos jel i- 
dik időrésében akkor vesz fel 1 értéket, ha az i-dik időrés frekvenciája 
éppen megegyezik az interferáló csomag megfelelő időrésébe eső/^j* frek
venciával, ellenkező esetben az értéke 0. Az ábrán t a kerekített véletlen 
késleltetést jelöli.

— Tipikus paraméterek:
— az ütközés típusa (réseit vagy nem réseit),
— a csomag hossza (állandó vagy változó),
— a jel szintje (azonos vagy véletlen),
— a kódok típusa (véletlen, determinisztikus, ortogonális),
— hibajavító kódolás (van vagy nincs).

— A módszer lépései:
— A páros ütközésvektor (logikai ütközéses modell esetén) az alábbi 

formában adható meg, ahol I(.) az indikátorfüggvény:

h\j) o0 = 1  ) + 1 ); t < i < L + 1 .

— Ennek alapján a páros ütközésvektor együttes generátorfüggvénye 
kiszámítható:
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r ( z , í )
L-l
r í* ?

h^(,)

— Ez a függvény véletlen kódolás és pl. ún. egyszeres ütközéses kódok 
esetén könnyen kezelhető.
Ha ugyanis bevezetjük a következő jelölést:

íz,.. 0 < i < L -1  
z. = j ,

[1, egyébként

akkor véletlen kódolás esetén a 
L + l - \ (ríz,<)= n . 1 z,1----- 1——

<? ^
11- -  + i+l

4 V
egyszeres ütközéses kód esetén pedig a

függvényhez jutunk.
— A többszörös hozzáféréses eljárás során keletkező eredő-interferenci- 

avektor a páros ütközésvektorok egyszerű összeadásával előállítható:

í. - i "(0
«/= X  X^; (0; « =

< = -L  7=1

ahol n(íj a í késleltetéssel érkező csomagok száma.
— Az effektiv többszörös hozzáféréses interferenciavektor-együttes ge

nerátorfüggvénye Uj ismeretében az alábbi formában adható meg:

U ( z  ) = E
L—1rw
í=0

és ez pl. független n(t) sorozatok esetén az

U ( * ) =  n r"">(z ,o
í=—L

alakra hozható.
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A hibátlan csomagátvitel valószínűsége ebből könnyen számítható: 
hibajavító kódolás nélkül:

Pc = Pr(u = 0) = U(0),

hibajavító kódolással pedig:

ahol L2 az L  hosszúságú r nulla elemet tartalmazó bináris vektorok 
halmaza.

— Az utolsó lépés a rendszer áteresztőképességének a meghatározása, ami 
Poisson/forgalom esetén az

v 1
S = — — GPC; G = XL, felkínált forgalom 

L q

kifejezéssel számolható.

E g y é b  c s o m a g k o m m u n i k á c i ó s  C D M A  r e n d s z e r e k  

v iz s g á la ta

A fentebb bemutatott alapeljárás sokféle igen összetett rendszer leírását és 
elemzését lehetővé teszi. Az alábbiakban erre mutatunk be néhány jelleg
zetes példát.

• A z  általános módszer kiterjesztése
— A frekvenciaugratásos rendszerek leírása területén:

-  egy ugratási idő alatt egynél több szimbólum átvitele a csatornán,
— véletlenül változó jelszintű rendszerek leírása (fadinges csatorna, te

rületileg véletlenül elszórt felhasználók, szándékosan randomizált 
jelszintek).

Ennél a feladatnál alapvetően módosítani kell az ütközés kezelésére szol
gáló páros ütközésvektor definícióját az alábbi összefüggés szerint:

[ 3 2 8 ]
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/íP'} = 11; elj ) > y - ' e ]

lO; egyébként

t ö ( o )

y >1

ahol ef a hasznos csomag i-dik időrésébe jutó, aj-d ik  interferáló forrásból 
származó szimbólumenergia, /pedig  az ún. befogási paraméter.

— Nem kódosztásos ALOHA rendszer gyors fadinges csatornában a pá
ros ütközésvektor elemeit a összefüggéssel lehet leírni.

j ;
0; egyébként

Zip') -  •

— Direkt szekvenciális rendszerek vizsgálatánál:
— Olyan rendszerek esetén, ahol az alkalmazott kódok autó- és ke

resztkorrelációjának a melléknyalábjai korlátozott értékűek és is
mertek.

• Érdekesebb eredmények
— Lassú frekvenciaugratás esetén:

— Néhány bonyolult rendszer esetén zárt megoldásokat sikerült kapni 
az áteresztőképességre.

— A vizsgálatokból kitűnik, hogy a sztochasztikusan változó jelszint 
emeli a rendszer áteresztőképességét.

— Az egyszerű ALOHA rendszer áteresztőképessége javul a fading 
hatására, a hibátlan átvitel valószínűsége a befogási paraméter mo
noton függvénye:

í  9 / 0
P( = exp -A (2 L -1 )  + A ( l - / ) _1 + A - ( l - ( l  + / y  L)

— Néhány bonyolult FH rendszer esetében analitikus formában sike
rült meghatározni a rendszer teljesítőképességét RS(L, jJ) hibajaví
tó kódolás esetén. Az eredményeket a 9. és a 10. ábrán lévő diag
rammokkal illusztráljuk. A 9. ábrán egy lassú frekvenciaugratásos 
rendszer áteresztőképességét adtuk meg RS(16,8) hibajavító kód
dal működő réseit és nem réseit ALOHA algoritmus esetén az egy 
részsávra jutó felkínált forgalom függvényében (q = 20 a frekvenci
asávok száma). A ÍO. ábrán egy hasonló rendszer adatait adtuk meg 
olyan esetben, amikor egy réssávban egynél több szimbólumot vi
szünk át a csatornán.

[ 3 2 9 ]



28 PAP LÁSZLÓ

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
G /q

9. ábra. Egy SFH  A L O H A  rendszer áteresztőképessége 
a z  egy részsávra jutó felkínált forgalom függvényében, réseit (sm) és nem réseit (um) átvitel esetén

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
10. ábra. Egy SF H  A L O H A  rendszer áteresztőképessége 

a z  egy részsávra jutó felkínált forgalom függvényében, 
ha egy részsávban éppen S számú szimbólumot viszünk át a csatornán
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— DS rendszerek analízisénél:
A DS szórt spektrumú rendszerek áteresztőképessége az alkalmazott 
kódok autó- és keresztkorrelációs melléknyalábjainak az amplitúdójá
tól függ, kis melléknyalábok esetén aszimptotikusan csak nagy felkínált 
forgalom esetén romlik az áteresztőképesség. A í í . ábrán a rendszer 
áteresztőképességét adjuk meg a felkínált forgalom függvényében, ha 
az alkalmazott kód autokorrelációs függvényének a melléknyalábjai 
m-mel fordítottan arányosan változnak. A 12. ábra ugyanezt a vizsgá
latot ismerteti abban az esetben, amikor az alkalmazott kód hossza (N) 
minden határon túl növekszik, ugyanakkor a melléknyalábok nagysá
ga, p = 1, illetve 2. Az eredmény azt mutatja, hogy a rendszer áteresz
tőképessége aszimptotikusan kis felkínált forgalomnál azonos az ideá
lis rendszerével, viszont nagy forgalom esetében az áteresztőképesség 
ugrásszerűen nullára csökken.

í í .  ábra. A  direkt szekvenciális rendszer áteresztőképessége 
a felkínált forgalom függvényében, ha a z alkalmazott kód autokorrelációs függvényének 

a melléknyalábjai m-mel fordítottan arányosan változnak
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72. ábra. A direkt szekvenciális rendszer áteresztőképessége a felkínált forgalom függvényében, 
ha a z  alkalmazott kód hossza (N) minden határon túl 

növekszik, ugyanakkor a melléknyalábok nagysága, p  = 7, illetve 2

Cellás m obil hálózatokkal kapcsolatos vizsgálatok

A mobil kommunikációtechnológiák közül talán a cellás mobil rendszerek 
terjedtek el a leginkább. A tömegesen használt cellás mobiltelefon-rend
szerek mellett napjainkban egyre fontosabb szerepet kapnak a számítás- 
technikában széles körben használt vezeték nélküli, lokális hálózatok 
(WLAN), illetve azok a speciális rendszerek, amelyek a hagyományos cel
lás mobilhálózatok szolgáltatásait kiegészítik. Az alábbiakban néhány érde
kes eredményt ismertetünk erről a területről.

• Frekvenciaugratásos cellás csomagkommunikációs hálózatok vizsgálata 
— Egy vezeték nélküli, lokális hálózat tipikus topológiája a 13. ábrán látható 

(IEEE 802.11 szabvány, infrastruktúra típusú WLAN):
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A rendszer frekvenciaugratásos CDMA technológiával működik. 
A mobilok (M) vezeték nélküli rádiós összeköttetést tartanak fent az 
egyes bázisállomásokkal (BS). A mobil a kapcsolatot éppen azzal a bá
zisállomással tudja megteremteni, amelynek a lefedési körzetében, 
cellájában tartózkodik. A folyamatos mozgó szolgáltatás biztosítása ér
dekében az egyes bázisállomások lefedési területei között mindenkép
pen átfedéseknek kell lenni, hogy a mozgó felhasználó kapcsolata az 
infrastruktúrával sohase szakadjon meg. Az egyes bázisállomások a sa
ját körzetükben egy-egy adott frekvenciaugratásos kódot használnak 
a kommunikációra, és képesek a többszörös hozzáféréses forgalmat 
központilag irányítani. Ily módon az egyes cellákon belül a véletlen 
ütközések kezelhetők. A szomszédos cellák között azonban nincsen 
koordináció, így a lefedési területek közötti átfedések mértékétől füg
gően a szomszédos cellák zavarják egymást.

— A  14. ábrán illusztráljuk a bázisállomás és a mobil állomás közötti párbe
széd protokollját.
— A mobil állomás egy RTS üzenettel jelzi, hogy adni kíván, mire a 

bázisállomás egy CTS üzenettel válaszol. Az adatátviteli fázisban a 
vevő foglalt, az üzenet végét a bázisállomás egy ACK üzenettel jelzi.

• Ismétlésre van szükség, ha:
— két RTS üzenet ütközik,
— a vevő már foglalt, mert adatot vesz egy másik mobiltól,
— a cellaközi interferencia szintje olyan magas, hogy a hibajavító kó

dolás már képtelen a csomagot javítani.

[3 3 3 ]
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Feltételek:
— lassú frekvenciaugratásos technika,
— az interferencia forrása a cellák átlapolódása, jellemző paramétere az 

átlapolódási valószínűség (a),
— független véletlen kódok,
— az adatokat hibajavító kód védi,
— a mobilok száma minden cellában M, a frekvenciák száma q,

Bázisállomás Mobil állomás

14. ábra. A  bázisállomás és a mobil állomás közötti párbeszéd protokollja

— a mobilitás lassú,
— a cellákban a mobil állomások egyenletesen oszlanak meg.

— Megoldási mód:
— az új leíró módszer módosított változata.

— Eredmények:
— A rendszer áteresztőképessége a cellaközi átlapolódás mértékének és 

az átfedő cellák számának a függvényében a 15. és 16. ábrán látható. 
A 15. ábrán a rendszer normalizált áteresztőképességét adtuk meg a 
felkínált forgalom és a szomszédos cellák számának (K) a függvényé
ben, ha az átlapolódási valószínűség, a felhasználók száma, a frek
venciák száma és a hibajavító kód paramétere adott. Hasonló vizs
gálati eredményeket közöl a 16. ábra is, azzal a különbséggel, hogy
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itt a rendszer áteresztőképességét a felkínált forgalom és az átlapoló- 
dási valószínűség függvényében ábrázoltuk.

• A z ODMA rendszerek vizsgálata
A korszerű mobilkommunikáció-technológiák — ezen belül a CDMA 

technológia is — támogatják az ún. ad hoc hálózatok létrehozását. Cellás 
rendszerekben ez annyit jelent, hogy egy mobil állomásról a bázisállomást 
véletlenül vagy szándékosan elhelyezett mobil átjátszóállomásokon keresz
tül is el lehet érni.

Í5 . ábra. A  rendszer normalizált áteresztőképessége a felkínált forgalomnak és a szomszédos cel
lák számának a függvényében, ha a z átlapolódási valószínűség, a felhasználók száma, a frekven

ciák száma és a hibajavító kód paramétere adott

[ 3 3 5 ]
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16. ábra. A  rendszer normalizált áteresztőképessége a felkínált forgalom és a z átlapolódási 
valószínűség függvényében, ha a szomszédos cellák száma, a felhasználók száma, a frekvenciák 

száma és a hibajavító kód paramétere adott

— A hálózat jellemzése:
A hálózat topológiáját a 17. ábra mutatja be (a lépések száma K  = 3). 
Az ábrán bemutatott ún. ODMA rendszerben mód van arra, hogy az 
M mobil állomás megtalálja a saját lefedési területén lévő A x átjátszó- 
állomás, majd az a saját lefedési területén kapcsolatot teremtsen az A 2 
átjátszóállomással, és így kapcsolat jöjjön létre a mobil és a bázisállo
más között abban az esetben is, ha egyébként a mobil nem tartózko
dik a bázisállomás lefedési körzetében.

— A  problémafelvetése:
— A területi ellátottság új értelmezése a következőképpen fogalmaz

ható meg: meghatározandó annak a valószínűsége, hogy egy adott 
helyről a mobil állomás kapcsolatot tud teremteni a bázisállomással.

— Kérdés, hogyan függ ez a valószínűség a szabad, átjátszásra képes 
mobilok számától, területi eloszlásától és a lépések számától.

— Eredmények:
— A feladat analitikusan megoldható, de a megoldás számítási komp

lexitása nagy, így csak kis populáció esetében lehet ezt az ered
ményt hatékonyan alkalmazni,

[ 3 3 6 ]
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Í7. ábra. A z  O D M A  rendszer hálózati topológiája

— A feladat szimulációs megoldása valamivel hatékonyabb, bár a szá
mítási komplexitás ebben az esetben is jelentős,

— Illusztrációképpen bemutatjuk a háromlépéses megoldás analitikus 
változatát:

, M - L ,

ahol/(f) a mobilok térbeli eloszlását leíró függvény, r a helyvektor, 
B(r) és R(r) pedig az átjátszásra kész mobilok helyzetétől függő le
fedési területek.

A 18. ábrán összehasonlítjuk az analitikus és a szimulációs eredménye
ket, amiből megállapítható, hogy a mindkét vizsgálati módszer azonos 
eredményre vezetett.
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Analitikus eredmény 5 mobilra

18. ábra. A z  O D M A  rendszer területi ellátottsága, 
a z  analitikus (folytonos vonalak) és a szimulációs (pontok) eredmények összehasonlítása, 

a mobilok száma 5, a területi eloszlás egyenletes, a lépések száma három

A  kódosztásos technológia szerepe 
az U M TS szabványban

M int ahogy azt a korábbi fejezetekben ismertettük, az európai harmadik 
generációs mobil távközlési rendszer a széles sávú, kódosztásos, többszörös 
hozzáférési (W-CDMA) technológiát használja.

• A  kódosztás feladatai
A  kódosztás két hagyományos távközlési feladat ellátására szolgál az 

UMTS rendszerben:
— Megoldást ad az azonos forrásból származó, különböző sebességű 

adatsorozatok multiplexálására (ezt a szabvány csatornázásnak nevezi, 
és a feladatot ortogonális kódok felhasználásával oldja meg).

— A kódosztás eredeti feladatának megfelelően elválasztja a különböző 
forrásokból származó jeleket egymástól (ezt a szabvány zagyválásnak 
nevezi, és erre a célra kis keresztkorrelációjú kódokat alkalmaz).

- A  19. ábra bemutatja az UMTS rendszer alapsávi jelkezelési struktú
ráját. Az ábrán az ortogonális cd és cc kódok az azonos forrásból szár-
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öd, 1 ßd

19. ábra. Kódosztásos jelkezelés a z U M T S  rendszerben (csatornázás és zagyválás)

mazó jelek multiplexálására (csatornázás), az Slongn és/vagy Sshort n kó
dok pedig a különböző forrásokból származó jelek szétválasztására 
(zagyválás) szolgálnak.

Összefoglalás

A székfoglaló előadás áttekintést adott a CDMA technológiák alkalmazási 
területeiről és a CDMA szerepéről a jövő mobil hírközlő rendszereiben.

— Bemutatta a CDMA technológia gyökereit jelentő szórt spektrumú 
modulációs technika legfontosabb jellemzőit.

— Áttekintette az egyetemi kutatócsoport néhány érdekes eredményét:
— a szórt spektrumú rendszerek információelméleti modellezésével,
— a szórt spektrumú rendszerek szinkronizációjával,
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— a CDMA alapú csomagkommunikációs hálózatok teljesítmény elem
zésével,

— az ad hoc hálózatok ellátási képességeinek vizsgálatával kapcsolatban.
— Az előadás áttekintette a témában folyó nemzetközi kutatások legfon

tosabb területeit.
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NEMLINEÁRIS DINAMIKA,
A TECHNOLÓGIAI FEJLESZTÉS

ESZKÖZE
Elhangzott 2001. október 11-én

Előszó

Gépek tervezésekor a mérnökök elsősorban szilárdsági szempontok szerint 
méreteznek. Gépeink azonban akkor működnek jól, ha mozognak, és ha 
mozognak, akkor dinamikai hatások érik őket. Ezért ha egy gépnek egy 
megadott élettartamot, üzemidőt kell teljesítenie, elkerülhetetlen, hogy a 
méretezés során a gép egyes részeinek gyorsulásállapotát is meghatározzák, 
figyelembe vegyék, különös tekintettel azok időbeli, gyakran periodikus 
változására, hiszen az ismétlődő terhelések az anyag kifáradását okozhatják.

A mérnökök tervezőmunkájuk során elsősorban a lineáris dinamika esz
közeit használják, hiszen lineáris egyeneletek megoldására, linearizált ösz- 
szefüggések tetszőleges rendezésére, jól használható, gyors algoritmusok 
vannak kidolgozva. Nemlineáris modelleket akkor használnak, azok analí
zisét inkább olyan esetekben végzik csak el, ha egy már elkészült, működő 
gép valamilyen nem tervezett, anomáliás viselkedésének okát, magyaráza
tát keresik, esetleg ha egy különösen értékes, kis sorozatban vagy egyedi 
célra tervezett, különleges gépről van szó.

Még ritkábban fordul elő, hogy a nemlineáris dinamikai számítások esz
közeit a gépek gyártásának megtervezése, a technológia kialakítása során 
használnák. A gyártástechnológia általában nagy menyiségű adat, informá
ció rendezését és tervezését igényli, és kevés lehetőség marad olyan speciá
lis feladatok megoldására, mint a gyártás folyamán keletkező rezgések előre
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megtervezett elkerülése. Márpedig a termékeink gyártása során jelentkező 
rezgések nemcsak a velük járó zaj, a gyártásban használt eszközök élettarta
mának csökkenése miatt károsak, de gyártmányaink minőségét is rontják.

Akadémiai székfoglaló előadásomban egy ilyen kérdéskörrel foglalkozom. 
Kutatók több mint százévnyi munkája ma jutott el abba a fázisba, hogy a 
gyártástechnológia területén a nemlineáris dinamika eszközeinek alkalmazá
sával az ipar az eddigieknél hatékonyabban, jobb minőségű termékeket, gé
pelemeket tud előállítani. Közvetlen alkalmazási példaként a forgácsolás ha
tékonyságának növelésével foglalkozom, röviden ismertetem az utóbbi 25 
év során a magam és az általam vezetett kutatócsoport elérte eredményeket, 
amelyekkel hozzájárultunk az említett fejlődési folyamathoz.

Bevezetés

Majdnem száz éve, 1907-ben, az Amerikai Gépészmérnökök Egyesüle
tének (ASME) harmadik elnöke, F. W. Taylor írta a következőket: 
„. . .A szerszámgépeken jelentkező rezgés a legrejtélyesebb és legbonyolul
tabb jelenség, mellyel a technológusnak szembe kell néznie — valószínűleg 
nem lehet semmiféle szabályt vagy formulát levezetni, meghatározni, ami 
kielégítő pontossággal segítené a technológust azon törekvésében, hogy a 
lehető legnagyobb forgácskeresztmetszeteket és vágási sebességeket hasz
nálja úgy, hogy közben nem kelt rezgéseket.. .” (Taylor, 1907)

Taylor egy nagyon fontos tudományos kihívást jósolt meg a gépészmér
nökök számára. Ahogy látni fogjuk, a szerszámgéprezgések kérdésköre bizo
nyos tekintetben hasonlóan bonyolult, mint az áramlástanban a turbulencia.

A szerszám és a munkadarab közötti nemkívánatos rezgés veszélyezteti a 
megmunkált munkadarab felületi minőségét. Amennyiben a szerszámgép 
modális paramétereit — mint a sajátfrekvenciák, relatív csillapítási tényezők, 
lengésképek — sikerül megfelelő pontossággal azonosítani az adott munka
darab- és szerszámkombináció mellett, továbbá a szerszámra ható forgácso
lóerő értékét kielégítően tudjuk becsülni, akkor van remény a rezgések el
őrejelzésére, illetve a gyártási technológia ennek is megfelelő tervezésére. 
Ha ezek a módszerek a technológiai optimáló szoftverekbe beépülnek, je 
lentős gazdasági hasznot remélhetünk (Halley, 1999).

A forgácsolási folyamat során jelentkező instabilitás egyik legfontosabb 
oka az úgynevezett regeneratív hatás. Zavarások hatására a szerszám gyak
ran kezd rezegni a munkadarabhoz képest. A rezgés természetesen először 
csillapodik a szerszámgép egyébként viszonylag kis mértékű disszipatív tu
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lajdonsága miatt. A csillapodó rezgések azonban a munkarab felszínét hul
lámossá teszik. A munkadarab egy körülfordulása után a szerszámnak már 
egy a hullámos felület miatt változó vastagságú forgácsot kell leválasztania. 
Következésképpen a szerszámra ható forgácsolóerő is változni fog, mivel 
az függ a forgács változó vastagságától, azon keresztül pedig a szerszámnak 
az előző megmunkálási ciklusban ugyanott mért elmozdulásától. Ez a 
múltbeli elmozdulás pont a munkadarab egy körülfordulásának idejével, x 
idővel korábban vett időpontban tekintendő. A X időkésleltetés a regene
ratív hatás meghatározó eleme.

Természetesen sok más fizikai oka is lehet a szerszám és a munkadarab re
latív rezgéseinek. Ezek közül az egyik a forgács anyagának termoplasztikus 
viselkedése (Davies—Burns, 1999), egy másik a kettő és több szabadsági fokú 
modellekben a szerszám homloklapja és a forgács, illetve a szerszám hátlapja 
és a munkadarab között jelentkező súrlódóerők jelenlétével kapcslatos 
(Grabec, 1988 vagy Wiercigroch, 1997), és természetesen szerepelnek egy
szerű gerjesztett rezgési jelenségek is az okok között, melyeket a mérnökök 
jól ismernek és kezelnek. Ezeknek a fizikai okoknak egységes modellbe 
foglalása, a közöttük lévő esetleges átfedések tisztázása még nyitott kérdés.

A regeneratív rezgések előrejelzése azonban nagyon nehéz feladat még 
akkor is, ha az előbb említett előkészítő méréseket (modális analízis és for
gácsolóerőbecslés) sikeresen végeztük el. Annak ellenére, hogy a regenera
tív hatást leíró matemaikai modellek lineáris stabilitási vizsgálata megoldott 
feladatnak tekinthető, ezeket az eredményeket ritkán alkalmazzák a gyakor
latban, és sok kutató inkább a szerszámgéprezgés adaptív vagy aktív szabá
lyozásától vár eredményt. Ennek egyik oka, hogy a matematikai modellek 
paramétereinek számszerű értékei elég bizonytalanok. De még ha ezek a 
paraméterek megfelelő pontossággal is vannak becsülve, kimérve, a lineáris 
stabilitásvizsgálat eredményei csak fenntartásokkal fogadhatók. Kísérleti 
eredmények (Shi-Tobias, 1984) már a ’70-es, ’80-as években valószínűsí
tették: olyan instabil periodikus mozgás létezhet az egyébként stabilis staci
onárius forgácsolás körül, melynek amplitúdója igen kicsi, és így az egész 
megmunkálási folyamat nagyon érzékennyé válhat az akár csupán kismér
tékű zavarásokra. Mindez nagyon komoly korlátot jelent az egyébként ön
magában is bonyolult lineáris stabilitásvizsgálat ipari szintű alkalmazására.

A szerszámgéprezgés nemlineáris dinamikájának szakirodalma (1. pl. 
Stépán—Kalmár-Nagy, 1997; Nayfeh et. al., 1997; Balachandran, 2001) az 
utóbbi években sokat foglalkozik az említett instabil periodikus mozgással. 
Az első számítási eredmények egymással és a kísérletekkel is gyakran el
lentmondóak, ráadásul bonyolultságuk miatt ellenőrizhetetlenek és meg
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bízhatatlanok voltak. A következőkben a jelenség megértését egy ipari pél
da ismertetése fogja segíteni, amikor menetvágás során kváziperiodikus és 
kaotikus rezgések kifejlődését figyelhetjük meg. A megmunkált munkada
rab néhol fraktál jellegű felületének vizsgálata alapján a nemlináris regene
ratív rezgések kifejlődésének egy négydimenziós topológiai mechanizmusa 
kerül majd bemutatásra. Ez a négydimenziós tér a regeneratív rezgések 
végtelen dimenziós fázisterébe van ágyazva.

Miközben az aktív vágóélek száma a menetvágás példája esetén állandó a 
megmunkálás során, ez nem feltétlenül igaz marási folyamatra. Maráskor az 
aktív vágóélek száma az időben periodikusan változik, ami — szemben az 
esztergálást leíró autonóm késleltetett differenciál-egyenlettel — egy perio
dikus időfüggő késleltetett differenciálegyenlethez vezet. A periodikus 
késleltetett rendszerek stabilitása még lineáris esetben sem adható meg zárt 
alakban, bár egyes speciális paraméter-tartományokra jó közelítések készít
hetők. A gazdaságossága miatt manapság igen kedvelt nagy sebességű marás 
esetére ilyen eredmények is bemutatásra kerülnek.

Stabilitás és rezgések az esztergálási folyamat során

Annak érdekében, hogy az időkésleltetéssel kapcsolatos fizikai jelenségekre 
koncentrálhassuk vizsgálatainkat, a szerszámgépnek egy leegyszerűsített, 1 
szabadsági fokú, csillapított lengőrendszerű modelljét használjuk (ún és £ 
jellemző paraméterekkel, amelyek rendre a sajátkör-frekvenciát és a relatív 
csillapítási tényezőt jelölik. Ez az egyszerű modell kielégítő pontosságú 
azokban a gyakorlati esetekben, amikor a szerszámgép-rendszernek van 
egy jól elkülönült első (legalacsonyabb) sajátfrekvenciája és annak megfele
lő egyetlen lengésképe (Tlusty-Spacek, 1954; Tobias 1965; Stépán 1989). 
Ezt a modellt az 1. ábra mutatja, ortogonális forgácsolást feltételezve.

Az egyetlen mechanikai szabadsági fok azt a benyomást kelti, hogy a 
rendszer dinamikája egyértelműen vizsgálható a szerszám (lengéskép által 
meghatározott) elmozdulásának és sebességének fázissíkján, és az erre kidol
gozott lineáris és nemlineáris dinamikai módszerek egyszerűen használha
tók. A megfelelő matematikai modell azonban végtelen dimenziós, a fázis
tér a [—r,0] idő-intervallum feletti folytonos függvények tere, és jóval 
bonyolultabb nemlineáris rezgési jelenségek léphetnek fel, mint amit a me
chanikai szabadsági fokok alapján várnánk. Ebben a tekintetben a forgácso
lás során keletkező nemlineáris regeneratív rezgések bonyolultsága hasonló 
a folyadékokban jelentkező turbulenciáéhoz — mind a kettő végtelen dimen-
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í. ábra. Regeneratív rezgés mechanikai modellje ortogonális forgácsolás esetén

ziós fázisterekben írható csak le. Mindennek a T időkésleltetés az oka, ami a 
Bevezetőben leírt módon fordítottan arányos a megmunkálás v sebességével.

Az í. ábrán bemutatott mechanikai modellhez tartozó mozgásegyenlet 
ún. késleltetett differenciál-differenciaegyenlet (DDE). A regeneratív rez
gések matematikai modellezése az 1950-es évekre nyúlik vissza, lényegé
ben párhuzamosan fejlődött a differenciál-differenciaegyenletek elméleté
vel a matematikában.

Szabályozáselméletben, matematikában, jól ismert „ökölszabály”, hogy 
növekvő időkésleltetés előbb-utóbb instabilitást okoz dinamikai rendsze
rekben. Más szóval azt is mondhatjuk, „a jó memória gondokat okoz!” — 
célozva ezzel kapcsolatos magánéleti problémáinkra is.

A szerszámgépek regeneratív rezgései azonban még ebből a szempont
ból is kivételt képeznek: kis csillapítású mechanikai lengőrendszerekben 
(amilyenek a szerszámgépek is) az időkésleltetésnek gyakran lehet stabilizá
ló hatása.

A 2. ábra mutatja stacionárius forgácsolás esetén a forgácsolóerő függését 
a h forgácsvastagságtól. Első közelítésben a forgácsolóerő KwAh alakú line- 
arizáltját használjuk, ahol a K  együttható és a w forgácsszélesség szorzatát 
gyakran nevezik vágási tényezőnek, jele: fet.

A szerszámkés aktív homloklapján a lefutó forgács okozta nyomáselosz
lást a p(ff) függvény hja le, melynek értelmezési tartománya 0 E  [— <T,0], és 
ahol a  azt az időtartamot jelöli, amire a forgács egy részecskéjének van 
szüksége ahhoz, hogy az / hosszúságú aktív érintkezési tarományon végig-
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2. ábra. A  forgácsolóerő nemlineáris karakterisztikája

csússzon (1. 1. ábra). Ha ezt a megosztó erőrendszert megfelelő pontosság
gal tudjuk modellezni (amire kísérleti, szimulációs és speciális véges elemes 
eredmények is találhatók az irodalomban, 1. rendre Usui (1978), Davies 
(2000), Marusich és Ortiz (1995) cikkeit), akkor az úgynevezett rövid re
generációs hatás ideje felett integrálva, megkapjuk a forgácsolóerő kifeje
zését (Stépán, 1998).

A vizsgált modell mozgásegyenlete ezek alapján a következő integrodif- 
ferenciálegyenlet:

K in  **
x(t) + 2£(Onx(t) + (úlx(t)-i----- f p(6)x(t + G)dG-

m -a
~ a

J P(t + G)x(t + G)dG = 0
m —t—CT

Itt a K paraméter az egyébként állandónak tekintett munkadarab anyag- 
jellemzőitől, a forgács elméleti geometriájától és a megmunkálási sebesség
től függ.

Usui (1978) eredményei alapján a forgács érintkezési tartományában a

csúsztató feszültség megoszlását a p(G) = —  e0 a,í , GE. [—oo,0] exponenciális

függvénnyel jól közelíthetjük, ahol (J0v = Z0 veszi át a véges érintkezési hossz 
szerepét, miközben ekkor az érintkezési hosszra elméletileg a  -*• + oo adódik.
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Ennek a súlyfuggvénynek az a matematikai előnye, hogy a mozgásegyenlet
ben az integrálok parciális integrálással kiszámíthatók, és az integrodifferen- 
ciálegyenlet idő szerinti deriválása után a matematikai modell egy most már 
harmadrendű, de diszkrét késleltetésű differenciál-differenciaegyenlet lesz.

Az x(t) =  0 megoldás itt akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis, ha 
a rendszer összes (itt megszámlálhatóan végtelen sok) karakterisztikus gyö
ke a komplex számsík bal oldalán helyezkedik el. Ezt a feltételt hatékony 
módszerrel ellenőrizhetjük (Stépán, 1989). Az eredményeket a technoló
gusok számára fontos paraméterek síkján stabilitástérképekben foglalhatjuk 
össze. Egy ilyen stabilitási térképet látunk a 3. ábrán az £2 fordulatszám 
(a megmunkálási sebesség és munkadarab-sugár hányadosa) és a w forgács
szélesség paraméterek síkján, miközben a többi paraméter értéke

m = 50 [kg], £ = 0,05, (On = 775 [1/s], K=  1000 [N/mm2], és a0 = 0,01 T.

Utóbbi jelentése, hogy a forgács és a homloklap érintkezési hossza kb. 1%- 
a a munkadarab kerületének). A stabilitási határokon egy komplex konju- 
gált gyökpár lép át a komplex számsík képzetes tengelyén, más szóval 
Hop-bifurkáció játszódik le, aminek fizikai jelentése az, hogy a stabilitás—

3. ábra. Stabilitási térkép rövid és hosszú regenerációs hatás együttes jelenlétében
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vesztés környékén rezgések jelentkeznek. A nemlineáris vizsgálatok meg
lepő eredménye az, hogy ezek a rezgések maguk is instabilak, és már az
előtt megjelennek, hogy a stacionárius forgácsolás elvesztené stabilitását. Ez 
a jelenség a következő fejezetben egy ipari esettanulmány kapcsán is meg
világításra kerül.

Kísérleti megfigyelések

Szerszámgéprezgési probléma okozott szűk keresztmetszetet egy gyártási 
folyamatában. A kérdéses CNC szerszámgép menetvágásra volt progra
mozva. A hétfogú fésűszerű menetvágó szerszám felnagyított részlete a 4. 
ábrán látható. A vonalkázott részek jelzik a forgácsképződés folyamatát for
gácsolás során. A menetet egy hengeres munkadarab (olajbányászati kar
mantyú) belső felületére kellett vágni. A munkadarab hossza 220 [mm] 
volt, belső átmérője pedig kb. d = 176 [mm].

A munkadarab belső felülete valójában enyhén kúpos volt, átmérője a 
középső keresztmetszetnél kb. 3 [mm]-rel volt kisebb, mint a két végén. 
Ennek nem volt közvetlen hatása a dinamikai viselkedésre, közvetett vi
szont igen. A menetvágást a karmantyú egyik végén kellett kezdeni a kö
zépső keresztmetszet felé, majd ezt meg kellett ismételni a karmantyú másik 
vége felől ismét a karmantyú közepéig. A gyártási költségek csökkentése, a 
hatékonyság növelése érdekében egy sepciális kialakítású tokmányt használ
tak. Ez a tokmány lehetővé tette, hogy a munkadarabot megfordítsák egy a 
főorsóra merőleges, a hengeres szimmetriájú mukadarab geometriai közép
pontján átmenő tengely körül, miközben a főorsó szabadon futott (4. ábra). 
Természetesen az átfordítás ideje alatt a szerszámot visszavonták a henger 
belsejéből, de a főorsót közben nem kellett megállítani, majd újra felgyorsí
tani, és a munkadarabot sem kellett kivenni a tokmányból, sem megfordíta
ni, például egy külön erre a célra kialakított szervízrobottal.

Ennek az elrendezésnek viszont már dinamikai következményei voltak. 
A legfontosabb ezek közül az, hogy a csapágy-főorsó-munkadarab szerkeze
ti egység első sajátfrekvenciája viszonylag kis érték volt, elsősorban az átfor
dítható tokmány szokatlanul nagy tömege miatt, másrészt a csapágyakban al
kalmazott viszonylag rugalmas, csőszerű görgőelemek miatt. A tokmány 
tömege önmagában 340 [kg] volt, a munkadarab és a többi rezgő rész továb
bi 6 [kg]-mal növelte ezt az értéket.

Ahogy azt a 4. ábra mutatja, az első lengéskép merőleges volt a főorsó 
tengelyére, a hozzátartozó sajátfrekvencia f n = 84,1 [Hz], Ezt az értéket
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egyszerű ütési kísérletek is megerősítették. A tokmányt gumikalapáccsal 
gerjesztettük, és a tokmány rezgéseit piezo gyorsulásérzékelővel mértük, 
miközben a főorsó természetesen nem forgott. A főorsó forgás közbeni 
axiális nyomó-igénybevételének és melegedésének, illetve a tokmány for
gás közbeni pörgettyűhatásának befolyását az első sajátfrekvenciára összes
ségében 1%-nál kisebb értékre becsültük. Ez így is kb. 1 [Hz] eltérést 
okozhat ahhoz az értékhez képest, amit álló főorsó mellett mértünk. Az 
ilyen pontos frekvenciameghatározásra azért volt szükség, mert ennek a kis 
értéknek is lehet jelentősége, amikor a regeneratív rezgések elemzése során 
az elméleti és kísérleti eredményeknek egy hozzávetőlegesen mindössze 6 
[Hz] szélességű sávban változva kell megegyeznie.

Az ütés keltette rezgési jelek jól voltak használhatók az 5. ábrán látható 
egyszerű mechanikai modellben a disszipációt leíró relatív csillapítási té
nyező értékének mérésére is, ami £ = 0,025-nek adódott.

A kísérletek azt is megerősítették, hogy nincs a rendszernek más, az em
lítetthez közeli alacsony sajátfrekvenciájú lengésképe. Ez a szerszámgép te
hát pontosan kielégítette azokat a feltételeket, amelyeket a laboratóriumi 
kísérletek során is alkalmazni szoktak a kutatók, amikor is szándékosan épí
tenek be rugalmas elemet pl. a szerszámtartóba (Moon—Johnson, 1998). Az 
5. ábrán látható mechanikai modellnek két szabadsági foka van a henger
szimmetria miatt. Követve azonban a Tobias által (Shi—Tobias, 1984) java
solt utat, a forgácsolóerő AF megváltozásának irányát azonosíthatjuk a for
gácsolóerő irányával. így a két szabadsági fokú rendszer gerjesztett rezgése 
leírható az egyetlen x koordinátával, ami közvetlenül a forgácsvastagság 
vátozását adja. A kialakuló rezgésnek az y irányban is van komponense, de 
ennek az iránynak nincsen számottevő szerepe a forgács geometriájának 
alakulásában, úgyhogy a regeneratív rezgési modellben ezt nem vesszük fi
gyelembe, és a forgácsolóerőnek is csak az x irányú komponensét model
lezzük és számítjuk.

A menetvágó szerszámnak 7 éle van, ahogy ezt a 4. ábra is mutatja, de a 
kialakított technológia szerint az első él nem dolgozik. Az időkésleltetés a 
fogak között egyenlő marad a munkadarab körülfordulásának idejével. 
Tehát annak ellenére, hogy az aktív vágóélek száma jóval több, mint egy, a 
paraméteres gerjesztés hatása, ami egyébként marás során tipikus, az aktív 
vágóélek számának periodikus vátozása miatt, itt nem jelentkezik.

Van azonban egy másik hatás, ami némileg módosítja a 2. részben is
mertetett klasszikus lineáris regeneratív modellt. Ez a hatás azzal kapcsola
tos, hogy a menetvágó 2. vágóéle megmunkálatlan felületen dolgozik, erre 
tehát nem jelentkezik regeneratív hatás. Ezt a q úgynevezett átlapolási té-
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nyezővel tudjuk leírni, ami azt fejezi ki fizikailag, hogy az egymást követő 
vágások milyen mértékben fedik át egymást.

A forgácsolóerő értékét a szokásos %-es szabállyal becsüljük, de pontos 
meghatározásához összegeznünk kell a 7 fogra eső erőkomponenseket.

A rövid és a hosszú regeneratív hatás összevetése ebben az esetben azt 
mutatja, hogy a rövid időkésleltetés itt lényegében elhanyagolható a főorsó 
Q = 100 — 400 [ford/perc]-es tartományában. A forgácsolóerő cr= 0 mel
lett kielégítően közelíthető koncentrált erővel, azaz a megosztó erőrend
szer súlyfüggvényére a Dirac-delta függvényt használhatjuk: p(0) = 8(6).

Mindezek alapján a mozgásegyenlet a következő alakot ölti:

x(t) + 2£(Dnx (t) + f  2co. + — -
V

x(í) —  —  t) = 0
m )  m

Az ehhez a lineáris modellhez tartozó stabilitási térkép ugyanazzal a bo
nyolult, de zárt alakú matematikai formulával határozható meg, mint koráb
ban, az eredményeket csupán a q = 0,8 átlapolási tényező módosítja bizonyos 
fokig. A stabilitási térképet végül is a 6. ábra mutajta, ahol a folytonos vo-
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7. ábra. A  megmunkált munkadarab felszíne erős regeneratív rezgések után

8. ábra. A  menetvágással megmunkált munkadarab felszínének alakja
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nalakkal jelzett stabilitási határok az elméleti számítás eredményei, míg a 
körök a mérési pontokat jelzik.

A mérésekhez tartozó munkapontok gyakorlatilag mind az instabil tarto
mányba esnek, kivéve a harmadik, Q = 344 [ford/perc]-hez tartozó pontot. 
Különböző frekvenciájú rezgések keletkeztek a mérések esetén, még a har
madik mérési pont esetében is, aminek pedig lineárisan stabilnak kellett vol
na lennie az elméleti számítás alapján. A stabilitási térkép felett látható szá
mított és mért rezgési frekvenciák azonban nagyon jól egyeznek.

Természetesen nagyobb stabil tartományokat találhatnánk magasabb fő- 
orsó-fordulatszámtartományban, vátozatlan vágásitényező-érték mellett. 
A szerszámgépmotor teljesítménye azonban kb. 370 [ford/perc] értéknél 
szabott határt a megmunkálási sebesség növelésének, azaz a biztonságosan 
stabil megmunkálási tartományok nem voltak elérhetők.

A megmunkált mukadarabnak a 7. ábrán látható fényképén jól megfigyel
hetők a regeneratív rezgések esetén a felületen tipikusan látható ún. „napra
forgó-spirálisok”. Ezt a felületet alaposabban is megvizsgáltuk Í2 = 344 
[ford/perc] esetén. A 8. ábrán a vágott menetfelületre merőleges eltérését egy 
a meneten végigvezetett induktív útérzékelővel rögzítettük. A jel minden 
egyes sora a mukadarab egy körülfordulásához tartozik, azaz minden egyes 
idősáv hossza azonos az időkésleltetéssel, ami T= 60/Í2 = 0,175 [s]. Annak 
ellenére, hogy a megmunkálás a technológiai paraméterek lineárisan stabil 
tartományába esik a stabilitási térképnek megfelelően, a mukadarab egyre 
erősödő rezgésekbe kezd. Ennek oka egy pl. a munkadarab inhomogén 
anyagából származó zavarás, ami mintegy „kilökte” a rendszert a stabil meg
munkálás kicsiny vonzási tartományából, medencéjéből, a szubkritikus 
Hopf-bifurkáció által leírt instabil periodikus mozgáson „kívülre”.

A 8. ábrán bemutatott jel első szakasza jól mutatja a nemlineáris rezgések ki
fejlődésének előbb vázolt kezdeti részét. Két rezgési frekvenciát is azonosítha
tunk a jelből egyszerűen a 8. ábrán is jelzett lebegés két egymást követő perió
dusában a rezgési csúcsok leszámolásával. Ezt a számlálást több helyen is meg
ismételhetjük a 8. ábrán a munkadarab első 3-4 fordulatának megfelelő 
jelszakaszokból. Mivel körülbelül 15,3 rezgési periódus számolható meg egy T 
körülfordulási idő alatt, és a jelzett lebegés hozzávetőlegesen kétszer 12,5 osz
cillációt tartalmaz, a rezgésijeiben bujkáló két, egymáshoz közeli sajátfrekven- 
cia összege és különbsége a jól ismert egyszerű összefüggésekből számolható:

ü)] +(ú2
2

15,3
T

88,0[Hz],
cl», +co2

2
15,3 1

2 x 1 2 , 5  T
3,5 [Hz],
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amiből azután a két kérdéses frekvenciára

úí, =91,5 [Hz], a>2 = 84,5 [Hz]

adódik.
Ezek a frekvenciák viszont pontosan megegyeznek a 6. ábra stabilitási 

térképen a 344 [ford/perc] paraméternél a két stabilitási határ metszéspont
jához feltüntetett két rezgési frekvenciával. Az ennek megfelelő kváziperio- 
dikus rezgés azonban ugyanúgy instabil, mint a stabilitási határoknál koráb
ban elméletileg is bizonyított periodikus mozgások. A rendszer „kívül” 
lévén ezen az instabil kváziperiodikus mozgáson, egyre nagyobb amplitú
dóval végzi a két közeli frekvencia miatti lebegő rezgését, egész addig, amíg 
a szerszám kezdi elhagyni rövid időtartamokra a munkadarab anyagát. Az 
ennek a mozgásnak megfelelően feltételezett szerszámpályát pontozott vo
nal jelzi a 8. ábrán, a már több fordulatnak megfelelő jeltartományban. Ez a 
szerszámmozgás két különböző dinamika közötti kapcsolgatás eredménye, 
ahol az egyik az időkésleltetés jelenléte miatt végtelen dimenziós, míg a má
sik kétdimenziós szabad lengés. A kapcsolgatás, azaz az anyagból való ki- és 
belépés erős nemlinearitás (1. 2. ábrán a forgácsolóerő karakterisztikájának 
törését az origó körül), és a szerszám rezgése így feltehetően kaotikus lesz, 
fraktálszerűre munkált felületet hagyva maga után.

A  marási folyamat stabilitása

Maráskor a forgácsolóerő függ a vágóéi szöghelyzetétől. A marószerszámra 
ható erő az egyes vágóélekre ható forgácsolóerők eredője. Ez az erő idő
ben periodikus változást mutat, mivel a marószerszám szöghelyzete egyen
letesen, az aktív vágóélek száma pedig periodikusan változik. Ha feltételez
zük is, hogy a forgácsolóerő kellő pontossággal írható le koncentrált 
erőként, és elhanyagolható a rövid regenerációs hatás, a linearizált késlelte
tett differenciálegyenlet periodikus együtthatót fog tartalmazni:

x( t )  4- 2£ú)nx(t)  +  CO^x(t) = ——— (x ( t ) — x ( t  —  t )),
m

ahol a K(t) függvény periódusideje éppen T, a marószerszám fogkövetési 
ideje, azaz körülfordulási ideje osztva a fogak számával.

Az ilyen csillapított, késleltetett Mathieu típusú egyenlet stabilitási vizs
gálatára csak speciális, csillapítatlan esetben található zárt alakú eredmény 
(Insperger-Stépán, 2002). Az általánosabb esetekben a diszkrét időkéslelte-
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9. ábra. A  marás mechanikai modellje
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10. ábra. Stabilitási térkép és bifurkációk nagy sebességű forgácsolás esetén
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tést speciális megosztó vagy időben változó időkésleltetéssel közelítve azon
ban a végtelen dimenziós feladat nagy, de véges dimenziós sajáérték-feladat- 
ra egyszerűsíthető (Insperger—Stépán, 2002). A Floquet-elmélet általánosítása 
szerint a rendszer aszimptotikus stabilitásának feltétele, hogy az összes (általá
nos esetben megszámlálhatóan végtelen) karakterisztikus multiplikátor, azaz 
az infinitezimális generátor sajátértékei, a komplex számsík nyílt egységsug
arú körén helyezkednek el (1. pl. Farkas, 1994). Az időkésleltetés előbb emlí
tett közelítése mellett a K(t) függvény szakaszonként konstans közelítése is 
megfelelő. A következő számszerű paraméterekkel végeztünk számításokat: 
m = 0,05 [kg], £= 0,02, 0)H = 711 [1/s], a K(t) függvény alakját a 9. ábra mu
tatja. A t2 = 0,71t ideig egyetlen fog dolgozik, í, = 0,29t ideig pedig egy 
sem. Ilyen helyzet vékony falú mukadarabok marásakor alakul ki. A stabilitá
si térképen ilyenkor a zQ, értékeket szokták feltüntetni, mivel a fogkövetési 
idő, azaz az időkésleltetés X — 1 /(zQ) értéke függ az összes fog z  számától.

A releváns karakterisztikus multiplikátorok kiszámítása azt mutatja, hogy 
a stabilitási határokon itt kétféle bifurkáció is jelentkezhet. A nagyobb lebe
nyek mentén komplex konjugált gyökpárok metszik az egységsugarú kört, 
ami az esztergálás esetén is jelentkező Hopf-bifurkációnak felel meg. Az 
keskenyebb lebenyek mentén -1-nél lépi át egy valós karakterisztikus mul
tiplikátor az egységsugarú kört. Ez egy forgácsoláskor jelentkező új típusú 
bifurkáció, amit periódus kettőzésnek nevezünk, és amit a nagy sebességű 
maráskor sikerült először azonosítani.

Ö s s z e f o g la lá s

Egy munkadarabon menetvágás után kialakuló megmunkált felület egy
szerű vizsgálata, a menetek felületre merőleges eltérésének pontos lemérése 
adott lehetőséget a szerszámgépeken kialakuló komplex rezgési jelenségek 
egész sorának megfigyelésére és leírására egyetlen megmunkálás során. 
A végtelen dimenziós fázisterű szerszámgéprezgési dinamika esetén így sike
rült egy véges dimenziójú topológiai magyarázatot adni a regeneratív rezgé
sek kifejlődésére olyan esetekben is, amikor a lineáris vizsgálatok egyébként 
stabilis stacionárius forgácsolást jeleznek. Ezeknek a rezgési jelenségeknek 
a magyarázatában központi szerepe van a több forgácsolóélnek, illetve a 
munkadarabot a rezgések következtében időnként elhagyó szerszámnak.

A marási folyamatok esetén hasonló jelenségekre számíthatunk, hiszen a 
szerszámnak több vágóéle van, és a vágóélek periodikusan elhagyják a mun
kadarabot. Mégis, nagy sebességű, kevés vágóéllel rendelkező szerszám
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esetén bizonyos esetekben nagyon gazdaságos az ilyen megmunkálás, és 
stabilitási viszonyai is kedvezők lehetnek. A nagy sebességű forgácsolás di
namikájában a regeneratív rezgések paraméteres gerjesztéssel kombinálód
nak. A stabilitási térképek ugyan az instabil tartományok számának duplá
zódását mutatják az ún. perióduskettőző bifurkációk megjelenése miatt, de 
ezek között az instabil tartományok között viszont igen nagy forgácsszéles
ségek mellett is lehet a forgácsolás stabilis. Ezeknek a tartományoknak a 
pontos ismerete és az ennek megfelelő technológia alkalmazása így jelen
tősen növeli a forgácsolás hatékonyságát.

Mivel a forgácsolási folyamat hatékonyságát jelentősen növeljük napjaink
ban, pontossága és megbízhatósága miatt versenytársa marad az olyan új 
anyagmegmunkálási technológiáknak, melyeket kisebb anyagvesztesége, ki
sebb energiafelhasználása miatt egyébként környezetkímélőnek tartanak. 
A környezetvédelem szempontja valóban nagyon fontos, korunkban meg
határozó szerepe van a technológia fejlődésében. Amikor a forgácsolási tech
nológiák fejlődéséről, fejlesztéséről beszélünk, nem hallgathatjuk el ezt a kér
dést. Miközben vitathatatlan, hogy a nagy sebességű forgácsoláskor jelentős 
az anyagveszteség, annak újrahasznosítása pedig energiaigényes, nem szabad 
megfeledkeznünk a környezetet kímélő vonatkozásairól. Az 5 tengelyes, 
nagy teljesítményű és nagy sebességű megmunkáló-központok térbeli szo
borfelületek megmunkálásával lehetővé tették korábban több darabból álló 
alkatrészek egy darabban való gyártását. Ezzel jelentősen csökkentették az al
katrészek számát, csökkentették a logisztikai költségeket, és a hozzávetőlege
sen egy nagyságrenddel kevesebb alkatrész tárolására ennek megfelelően sok
kal kevesebb raktárfelületet, épületet kell használni. A kevesebb alkatrészből 
összeállított termék kevesebb emberi hibalehetőséget hordoz, a termékek 
élettartama, megbízhatósága pedig ezen keresztül növekszik. Mindezeknek a 
környezetre nézve kedvező hatása ugyan ma még kevésbé számszerűsíthető, 
mint az anyag-, illetve energia felhasználása, de azt jól mutatja, hogy a forgá
csolás egyértelműen versenyképes technológia marad a környezet védelmét 
egyre jobban előtérbe állító technológiai fejlesztés korában is.
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S z a b ly a  J á n o s
AZ MTA KÜLSŐ TAGJA

ENERGIA -
A TÁRSADALOM ÉS AZ EGYÉN

Elhangzott 2002. május 16-án

B e v e z e t é s

Energiával kapcsolatos előadásaim bevezetőjeként meg szoktam kérdezni a 
hallgatóságot, hogy tudják-e, mi van a fali dugaszolóaljzat mögött. A vá
lasz, amit kapok sokféle: drótok, villamos vezetékek, biztosítók, generáto
rok, villamos hálózat stb. Miután mindenki elmondta a magáét, én is el
mondom az enyémet: a dugaszolóaljzat mögött minden egyes lakos 
számára, az újszülöttől az aggastyánig, 251 rabszolga áll készenlétben, hogy 
az egyént éjjel-nappal szolgálhassák. Utána bemutatok egy kézzel hajtható 
generátort, melyhez egy 25 wattos villanykörte van kapcsolva. Ezután fel
kérek két vállalkozó szellemű személyt, hogy az egyik hajtsa a generátort, 
míg a másiknak egy újságot adok, hogy olvassa fel hangosan a napi híreket. 
Majd a teremvilágítás le lesz oltva.

Talán csodálkoznak, ha megmondom, hogy a leghosszabb felolvasási idő 
40 másodperc volt.2

1 Az USA-ban és Kanadában ez a szám 50.
" Ezt egy diákom érte el, aki egy farmon nőtt föl és büszke volt arra, hogy istállókat ganajozott ki 

vasvillával.
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M i az energia?

Az elemi fizika az energiát az erő és elmozdulás szorzataként határozza 
meg. Newton szerint az erő a tömeg és a gyorsulás szorzata. Ugyanakkor a 
gyorsulás második integrálja az elmozdulás, és az elmozdulás akkor is be
következik, ha a kezdeti állapot a nyugalom volt. Vagyis ahhoz, hogy el
mozdulás legyen, ahhoz, hogy a sebesség megváltozzon, mechanikus ener
gia kell. A hőenergia a jeget vízzé, a vizet gőzzé változtatja. Vagyis ahhoz, 
hogy valami is változzon, energia kell.

Tehát mondhatjuk, hogy az energia az, ami változást hoz létre. Vagyis 
bármilyen változáshoz energiára van szükség.

Kire mondjuk azt, hogy energikus egyén, sok energiája van? Arra, aki 
változásokat tud létrehozni. Ezek a változások lehetnek mindennaposak, 
de lehetnek társadalmakat megmozdítok is. Minden változás lehet jó, és le
het rossz, sőt lehet semleges is.

Mai előadásomban az energiát ebből a nézőpontból fogom megvilágítani.

Az energiafogyasztás története

Az európai energiafogyasztás a fennmaradt bányászati és erdészeti adatok
ból elég jól megállapítható. Ezekből az derül ki, hogy az egy fóré eső ener
giafogyasztás az 1600-as évektől kezdve közel állandó 10 MWóra/év/fó

í. ábra. Fejenkénti energiafogyasztás 1600 óta. Három kritikus esemény van megjelölve
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volt egészen az 1880-as évek közepéig (1. ábra). Ez főleg fűtésre és főzésre 
szolgált, és csak kevés ipari tevékenységre, mint pl. kovácsműhelyek fenn
tartására.

Ez a görbe az 1880-as évek közepén hirtelen emelkedni kezdett, és az
óta egyenes vonalban emelkedik. Mi volt az, ami ezt a hirtelen növekedést 
előidézte, amit sem Newcomen és Watt gőzgépe, sem Fulton gőzhajója, 
sem Stephenson mozdonya, sem Murdock kőszéngáza nem ért el? Három 
esemény: Az első belső égésű motort Otto 1876-ban csinálta; Edison 
1881-ben indította be Londonban a Holiburn Viaduct Station villa-mos 
erőművet januárban és New Yorkban a Pearl Street Stationt szeptem
berben; Benz pedig 1885-ben kerekes járműjére belső égésű motort sze
relt. Ezzel a világ megváltozott.3

Előtte

Az Egyesült Államok transzkontinentális vasútvonalát 1860 és 1869 között 
építették Omaha, Nebraska és Sacramento, Kalifornia között (2. ábra), va
gyis 20 évvel Edison erőművei előtt. A 2900 km hosszú vasútvonalat 
mindkét végről egyszerre kezdték építeni (3. ábra). Keletről a Union Pa
cific, nyugatról a Central Pacific vasúttársaság. A nyugati részen a terep- és 
geológiai nehézségek sokszorosan nagyobbak voltak, mint a keleti részen. 
A nyugati részen kínaiak dolgoztak, a keleti részen írek. Időnként, csak a 
keleti részen, 10 000 munkás dolgozott. Az egész vonalon egyetlen gép 
volt, egy primitív kanalas gőzkotró a keleti részen (4. ábra). A nyugati ré
szen, a parti hegységben gránitba kellett alagutakat fúrni. A fúrást kézzel 
végezték, egy kínai tartotta és forgatta lassan a vésőfúrót, mialatt kettő pö- 
rölyözött. A munka 10 emberes, 8 órás műszakokban, éjjel-nappal folyt. 
Átlagban napi 300 hordó puskaport használtak robbantáshoz. Ugyanakkor 
a napi előrehaladás általában 15 és 25 centiméter^) között volt. A vasúttár
saság 100 tonnás tételekben vásárolta a vésőfúrókat. A szétmarcangolt vég
tagokról és egyéb sebesülésekről nem maradt fenn adat, de elképzelhetően 
nagyon sok lehetett.4 A két vágány Utah államban találkozott, és az arany
szöget5 1869. május 10-én ütötték be (5. ábra).

3 A három közül Edison tevékenysége a legjelentősebb, mert az energiát egy drótpárral szagtalan, 
lényegileg veszélymentes f,5ormában lehet elvinni a felhasználás helyére, bárhol is legyen az.

4 Ambrose, Stephen E.: Nothing Like It in the World. Simon & Schuster; 2000.
5 Tömege 600 gramm. A Stanford Universityn őrzik.
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2. ábra. A z  U SA  első tranlszkontinentális vasútvonala Omaha és Sacramento között épült
(1 8 6 0 -1 8 6 9 )

3. ábra. A z  U SA első transzkontinentális vasút-nyomvonala (1 8 6 0 -1 8 6 9 )
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4. ábra. A  transzkontinentális vasútépítés 5. ábra. A  Kelet és a Nyugattalálkozása, 
egyetlen fóldmozgató gépe 1869. május 10.

Utána

A Panama-csatornát 1904-ben, vagyis két évtizeddel Edison erőművei és 
Benz automobilja után kezdték építeni (6. ábra). Ott már nagy gépek vé
gezték a földmunkát (7. ábra). Óriás zsilipeket emeltek (8. ábra). Mindez az 
akkori technológiai ismeretek teljes bevetésével történt. A csatorna 10 évig 
készült.

6. ábra. A  transzkontinentális vasút és a Panama-csatorna építése a z  energiafogysztásgörbéjén

[363]

Egy fore eső energiafogyasztás
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8. ábra. Gépek kotorták a Panama-csatorna 
zsilipjei helyét (1904—1914)

Itt azonban érdekességként érde
mes megemlíteni, hogy a technikai 
megoldások mellett egy másik tu
domány is életbevágóan fontos sze
repet játszott. A csatorna megvalósí
tását, ami Lessepsnek nem sikerült, 
az tette lehetővé, hoy megfékezték 

a sárgalázat és a maláriát. Ez egy korai példája a műszaki és biológiai tudo
mányok egymásra utaltságának.

Egy érdekes példája a villamos energia okozta változásoknak a röntgen- 
sugarak. Röntgen 1895. évi felfedezéséhez6 kapcsolódik a történet, mi
szerint egy balerina lába elgennyedt, és az amputálás látszott az egyetlen le
hetőségnek élete megmentésére. Valakinek eszébe jutott, hogy egy 
professzor az egyetemen a napokban feltalált sugarakat, melyek az anyagon 
is áthatolnak. Elvitték a balerinát Röntgenhez, aki kimutatta, hogy egy tű 
van a sarkában. A tűt kivették, és az amputáció elmaradt.

Társadalmi változások

Az energia növekvő felhasználásával a társadalom és az egyén nagy változá
sokon ment át a 20. század folyamán. Sokkal kevesebb ember végez fizikai 
munkát ma, mint mondjuk, 50 évvel ezelőtt. Próbált valaki újabban jelent

6 Az első fizikai Nobel-díjat Wilhelm Conrad Röntgennek ítélték.

[ 3 6 4 ]

7. ábra. A  Panama-csatornán már nagy föld- 
mozgató gépeket alkalmaztak (1904—1914)



ENERGIA -  A TÁRSADALOM ÉS AZ EGYÉN 7

kezőt találni arra, hogy nyaralójának füvét lekaszálja? Nyaraló? Amikor 
1928-ban először nyaraltam szüleimmel Abrahám-hegyen, a Balaton partján, 
3 nyaraló volt. A többi család, mint mi is, a helybeliektől bérelt szobákat. 
Ami az én gyerekkoromban legelő és szőlő volt, ma sűrűn be van építve 
nyaralókkal.

1928-ban az USA mezőgazdasági területének majdnem 30%-a termelt 
takarmányt lovak számára. A lovak voltak a szállítmányozási ipar energia
átalakítói. Én még jól emlékszem, amikor az 1930-as években Budapesten 
az utcaseprők járták az utcákat, hogy felsöpörjék a „lópogácsákat”.

Van-e valaki is, aki visszakívánja a lovakat a városok utcáira az ezzel járó 
piszokkal és bűzzel?

Platón azt hirdette, a rabszolgaság intézménye szükséges, hogy lehetősé
get adjon néhány embernek arra, hogy szabadon gondolkozzon. Elképzel
hetetlen, hogy manapság valaki ilyent vagy hasonlót hirdessen!

Az olcsó és könnyen hozzáférhető energia azonban nemcsak a fizikai jó 
létünk alapja. Sokkal fontosabb, hogy szellemi jólétünket teszi lehetővé. 
Túlzás nélkül mondható, hogy az energia lett társadalmunk legfontosabb 
„alapanyaga”.

Gondolunk-e arra, hogy Beethoven műveit ebben a pillanatban több em
ber hallgatja, mint a zeneszerző egész életén át? A 9. szimfóniát először 1824- 
ben adták elő. Másodszor Wagner vezényelte 24 évvel később. Nem hiszem, 
manapság lenne olyan pillanat, hogy ezt a művet valaki nem hallgatná.

Johann Sebastian Bach Lübeckből gyalogolt 170 km-t Cehébe, és 
ugyanannyit vissza, hogy a királyi színház előadását megnézze. Lenne ma
napság erre vállalkozó?

Az utolsó évszázad radikális változásai sok eltolódást okoztak.
Nemrég olvastam, hogy az USA legkisebb szakszervezete a Patkolóko

vácsok Szakszervezete. 1990-ben már kevesebb mint 100 tagja volt, 2000- 
ben kevesebb, mint 60. Hány patkolókovács volt még 1930-ban is Ma
gyarországon? Sok, jóformán minden faluban volt.

Nemcsak az automatizálás és a számítógép okozott munkaviszony-eltoló
dásokat társadalmunkban világszerte. Az átalakulás sokkal régebben elkezdő
dött. Már az 1970-es években az USA telefonkönyveiben a változások szá
ma 2 és fél év alatt egyenlő volt az előfizetők számával. Jelenleg az USA-ban 
az átlagos idő, amit a dolgozók ugyanannál a vállalatnál töltenek, 2 és fél év.

Világszerte a mobilitás olyan mértékét észleljük, melyről még néhány 
évtizeddel ezelőtt fogalmunk sem volt.

A turizmus évente milliókat visz a Föld legkülönbözőbb helyeire. Olyan 
helyek, mint Angkor Vat Kambodzsában, 50 évvel ezelőtt az őserdők kö
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zepén voltak, és csak a mindenre elszánt régészek merészeltek odamenni. 
Ma világszerte hirdetett turistahelyek.

Csak körül kell nézni Budapesten a vendéglők cégtáblái között, és lehe
tetlen nem felismerni az új népvándorlást. Ezek az emberek nem lóháton 
és ökrös szekerekkel jöttek, mint a magyarok 1100 évvel ezelőtt, hanem 
energiaigényes repülőgépekkel, hajókkal, vonatokkal, gépkocsikkal.

Valahogy úgy látszik, hogy az egynapi járásnyi területet lehet sikeresen 
kormányozni. Az USA érdekes példa erre. Ha keletről nyugatra megyünk, 
az államok mindig nagyobbak lesznek (2. ábra). Az eredeti 13 állam még a 
gyaloglás és a szekér korában született (az 1700-as évek vége), a következő 
államok a gyors postakocsi idején (az 1800-as évek első fele), a nyugati ál
lamok a vasút bevonulásával (az 1800-as évek második fele), és Alaszka a 
propelleres repülőgép korában (1959) lett állam.

Ma, a sugárhajtású repülőgép korában, a világ bármelyik pontjáról an
nak bármelyik pontjára el lehet jutni 24 órán belül. Továbbá még a régi 
időkben a hírközlés a személy mobilitásához volt kötve (a levelet valakinek 
vinnie kellett), manapság az interneten a világ bármelyik részével tudunk 
(az USA-ban és Kanadában jóformán ingyen) kommunikálni. Mi hajtja 
ezeket a számítógépeket, mi teszi lehetővé a számítógépek mikrocsipjeinek 
a gyártását? A villamos energia.

Globalizálás. Ezzel a szóval az indulatokat jól fel lehet korbácsolni!
A globalizálást nem lehet megakadályozni. Globalizált világban élünk 

már most! A kérdés csak az, hogy miképpen lehet ezt a folyamatot a lehető 
legsimábbá és leginkább szenvedésmentessé tenni. Érdekes, hogy a globali
zálás ellenzői főleg az internetet, a globalizálás megtestesítőjét, használják 
haditerveik kidolgozására.

A társadalmi stabilitás

Wiener Norbert, a Massachusetts Institute of Technology professzora, aki 
a „cybemetika” szót hozta létre, még az 1960-as években mondta, hogy a 
társadalom entrópiája csökken, és ezzel a rendetlensége növekszik. Félek, 
hogy igaza lesz. Ugyanakkor remélem, hogy nem lesz igaza. Hogyan le
hetne ezen segíteni?

A 9. ábra a különböző országok egy főre eső energiafogyasztását mutatja 
be a bruttó hazai termék (BHT) függvényében.7 Mindkét skála logaritmi-

7 Yannacone, Victor J. Jr.: Energy Crisis -  Danger and Opportunity. West Publishing Co., 1974.
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kus, ami azt jelenti, hogy a koordináta tengelyek eleje és vége között ezer
szeres a különbség.

Azonnal szembetűnik, hogy a különböző országok meglehetősen lineá
risan helyezkednek el a kettős vonal körül. Ebből következik, hogy az egy 
főre eső bruttó hazai termék (azaz a jólét) és az energiafogyasztás között

[ 3 6 7 ]
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szoros kapcsolat van, éspedig lineáris8 kapcsolat. Minél nagyobb az ener
giafogyasztás, annál nagyobb a jólét.

Megdöbbentő az, hogy míg az ábra alján lévő országok politikailag nem 
nagyon stabilak, belső forrongásokra hajlamosak, addig az ábra tetején lévő 
országok stabilak. Ebből azt a következtetést lehet levonni, hogy az ener
giához való hozzáférés stabilizálja a társadalmat.

Gondolnak-e sokan arra, hogy Marx Károly az „energiaforradalom” 
előtt halt meg9 (10. ábra)? Halálakor villamos energia Londonban csak 
másfél éve létezett, és csak a gazdagok számára volt elérhető. Viszont az 
energiafogyasztás görbéje már felmenőben volt, amikor Lenin kijelentette, 
hogy „A szocializmus a termelőeszközök államosítása plusz az ország villa
mosítása”. A marxizmus jóformán már Marx halálakor elavult, és rá mo
dern társadalmat építeni a 21. században nem lehet. Azért nem, mert a 
Marx halála körüli években nyíltak meg az emberiség előtt olyan lehetősé
gek, melyek az idők kezdete óta nem voltak.

Az energiahordozók problémája

Jelenleg energiaszükségletünk túlnyomó részét szénhidrogén-alapú ener
giahordozókból szerezzük. A í í .  ábra tájékoztató adatai mutatnak némi 
képet a különböző energiahordozókról. A 12. ábra pedig a felhasználási te
rületeket mutatja be.10

A kőolajnak nagy fontosságot ad, hogy súly- vagy térfogategységre vo
natkoztatva a kőolaj párlatai tartalmazzák a legtöbb energiát az összes is
mert közeg közül, kivéve a hidrogént.11 Ezért a közlekedés számára a kő
olajalapú hajtóanyagok, jelenlegi ismereteink szerint, nélkülözhetetlenek. 
Ez különösen áll a légi közlekedésre.

A szénhidrogéneknek azonban sokkal fontosabb alkalmazásai vannak, 
semhogy azokat egyszerűen elégessük.

A mai világban a műanyagok az élet minden ágazatában tért hódítanak. 
A legújabb repülőgépeket nem fémből készítik, hanem szénszálas anya-

8 A kettős vonal a pontok kiegyenlített középegyenese, a bal oldali vastag egyenes 2 kWh/BHT- 
nek, a jobb oldali vékonyabb egyenes pedig 0,5 kWh/BHT-nek felel meg.

’’ 1883. március 14.
10 Curran, Sámuel C.—Curran, John S.: Energy and Human Needs. John Wiley & Sons, 1979.
11 A hidrogénnek csak folyékony állapotban van nagy energia sűrűsége, ami nyomásálló, nehéz 

tartályokat és alacsony hőmérsékletet tartó segédberendezéseket igényel, tehát pl. repülőgép 
hajtására nem alkalmas.
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10. ábra. Marx halálának és a „Lenin-egyenlet”időpontja a z energiafogysztás görbéjén

Energiahordozók az USÁ-ban Az energiafelhasználás területei 
az USÁ-ban

32% Összesen: 100%
Földgáz

27% Összesen: 100%

Szén Atom
3%

Vízi erő
Egyéb

1%
Kőolaj

46%

11. ábra. A  különböző energiahordozók ban 
az USA-ban

12. ábra. A z  energiafelhasználás területei az  
USÁ-ban

gokból. A gyógyászatban hol lennénk műanyag csövek, tartályok, testré
szek12 nélkül?! (gumicsöveket nem lehet olyan mértékben sterilizálni, mint 
a műanyagból készülteket) — és a felsorolást hosszasan lehetne folytatni.

Az első szintetikus gyógyszer az aszpirin13 volt, amely a széngázosítás 
melléktermékéből, szurokból készült. Még ma is, több mint 100 évvel ké

12 Mindkét térdkalácsom műanyagból van.
13 Friedrich Bayer, 1899.
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sőbb, egyik alapgyógyszerünk. Ma fel sem tudnám sorolni a szénhidrogén 
alapanyagokból készült gyógyszereket.

Vagy vegyük a ruházkodást! Van valaki is ebben a teremben, aki nem 
visel valamit, amiben műanyag van?

Még a legelemibb szükségleteinkre is hatással vannak a szénhidrogének. 
Élelmiszer-ellátásunk közvetlenül függ a műtrágyától és a mezőgazdasági 
gépeket meghajtó benzintől.

A szénhidrogén-alapú energiahordozók

Nézzük meg, hogy mi a kőolaj- és a 
széntartalékok jövője! Erre vonat
kozólag a következő szemléltető 
adat érdekes.

Tételezzük fel, hogy a földgolyó 
egy 2 méter vastag kéregből áll, és 
belül tiszta kőolaj. Semmi más — 
csak kőolaj (13. ábra). Ha a jelenlegi 
fogyasztási trend folytatódik, ez a 
kőolajmennyiség 300 éven belül el
fogyna!

Két probléma van. Először is 300 
év nem olyan hosszú idő. Másod
szor a Föld belül nem csupán kő
olaj. Míg az atom -,14 a vízierő, a 
napenergia kifogyhatatlan, addig a 
szénhidrogén-alapú energiahordo
zók mennyisége nagyon is véges.

A  szénhidrogén-alapú energiahordozók, a szén és a kőolaj, felelőtlen elfecsérelése 
megbocsáthatatlan bűn.

Még most is magam előtt látom az 1930-as években, H. G. Wells regé
nyéből készült film, a Mi lesz holnap? egyik jelenetét. Ebben filmben hábo
rú következtében egy egész kontinens elpusztult! Az emberek borzalmas

13. ábra. Ha tele lenne is a Föld kőolajjal, 
az 300  éven belül elfogyna

14 Érdemes megemlíteni, hogy amikor Szilárd, Wigner, Teller és társaik a University o f Chica
gón kutattak az 1940-es években, az energiatermelés számára kizárólag tenyészreaktorokat 
képzeltek el.
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körülmények között éltek. Mindezt betetézte egy járvány kitörése. A jele
netben a főszereplő orvos, aki egy gyógyszer kifejlesztésén dolgozik, két
ségbeesetten felkiált: „Ha csak egy csepp jódot tudnék találni, megment
hetném az emberiséget!” És nem volt az a csepp jód.

Utódaink ugyanígy járhatnak.

Lehetőségek

Ennek a fejezetnek a címét egyes számban kellene írni. Ugyanis jelenleg az 
egyetlen ismert energiaforrás, mely a szükséges mennyiségben tudja ellátni a 
világot, az atomenergia. Tisztában vagyok azzal, hogy ez szintén vad érzel
meket korbácsol fel, de a társadalomnak meg kell tanulnia, hogy a problé
mákat meg kell oldani, és a fejét nem szabad struccként a homokba dugni.

Miért vezették be az USA-ban a kivégzések eszközeként a villamosszé
ket? Mert Edison, aki kidolgozta a 110 voltos egyenáramú rendszert és 
gyártotta a General Electric révén, ezzel akarta a közvéleményt Westing
house és a nagyfeszültségű váltóáram ellen hangolni. Ha sikerült volna a 
nagyfeszültségű villamosenergia-átvitelt meghiúsítani, akkor „ma gyertya
fény mellett nézhetnénk televíziót”.15

Ne engedjük, hogy Hirosima és Nagaszaki az atomenergia villamosszé
ke legyen!

Érdekes módon az emberek nehezen viselik el a hirtelen változásokat, 
amelyeket „újításoknak” vagy „találmányoknak” is nevezünk.

Elias Howe varrógépét a féltékeny szabók összetörték. El tudjuk képzel
ni ma az életet varrógép nélkül?

John Murdock londoni gázvezetékeit az angol parlament, a közvéle
mény nyomására, törvénnyel akarta lezáratni. Erre Murdock meghívta a 
honatyákat és házastársaikat egy nagy vacsorára a gázgyárba. Vacsora alatt 
csákánnyal lyukat vágott az egyik gáztartályba, és fáklyával meggyújtotta a 
kiáramló gázt. A pánikos menekülést a bezárt kapuk megakadályozták. 
Miután a honatyák visszanézve látták, hogy semmi baj sem történt, vissza
mentek vacsorázni. A törvényből nem lett semmi. El tudjuk képzelni ma 
az életet gázfűtés nélkül?

Az utolsó 50 évben, a csernobili mértéktelen felelőtlenség okozta tra
gédiát (1986) kivéve, senki sem halt meg atomerőmű-sugárzási baleset kö

15 Amerikai szólásmondás.
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vetkeztében. A másik két nagyobb baleset (Windscale UK, 1957 és Three 
Mile Island, USA, 1979) nem követelt emberéletet.16 Ugyanabban az 50 
évben sok millió ember halt meg közlekedési balesetekben. Mégis, senki 
sem tüntet a gépjárművek betiltásáért, míg az atomerőművek betiltása na
pirendi téma.

Miért? Mert az emberek, és összességük, a társadalom, szubjektiven ítél
nek meg mindent, ami azt jelenti, hogy szelektívek abban, ahogy a külön
böző dolgokat megítélik. Vannak, akik nem mernek repülőgépre ülni, de 
beszállnak egy autóba, pedig az utóbbiban a sebesülés és halál valószí
nűsége sokszorosan, talán ezerszeresen is nagyobb, mint egy utasszállító 
rp ülőgépen.

M it tegyünk?

Két fontos teendő van. Először is az energiaellátást biztosítani kell a sze
gény országok számára. Ne értsenek félre, én nem azt mondom, hogy 
építsünk nagy erőműveket, és akkor minden jó lesz! De megfelelő energia 
hozzáférhetősége nélkül nincs társadalmi és kulturális fejlődés. Az energia 
olyan, mint a víz: önmagában nem csinál semmit, de még sincs élet nélkü
le. Ez hosszú folyamat, de el kell indítani.

Másodszor: a szénhidrogén-alapú energiahordozókkal a legmesszebb- 
menően takarékoskodni kell. Jelenlegi lehetőségeinket mérlegelve az 
atomenergia fejlesztésére és terjesztésére kell súlyt fektetni. És ezt sürgősen 
meg kell tenni.

Befejezés

A bőségesen rendelkezésre álló energia száz év alatt nemcsak a fizikai mun
kát könnyítette meg, hanem jóformán ki isküszöbölte azt. Legfontosabb 
hatása mégis az emberi szellem kibontakozásának hihetetlen lehetőségei
ben és a tömegek számára a kulturális tevékenység azelőtt soha nem látott 
hozzáférhetőségében van.

1880 körül három ember munkássága elképzelhetetlen mértékben vál
toztatta meg a civilizációnkat és a kultúránkat (í. ábra). Régi elméletek

Teller, Edward: Memoirs -  A  Twentieth-Century Journey in Science and Politics. Perseus Publishing, 
2001.

[3 7 2 ]



ENERGIA -  A TÁRSADALOM ÉS AZ EGYÉN 1 5

használhatatlanná váltak, és az új társadalmi fejlődés az egyik megoldást 
próbálta és próbálja ki a másik után, és fogja kipróbálni a jövőben. Volt, 
amelyik bevált, volt, amelyik nem. Ez így lesz a jövőben is. De azt megál
lapíthatjuk: soha annyi művész nem dolgozott ezen a Földön, mint ma
napság; a kiadott könyvek száma sokszorosa annak, mint ami száz évvel 
ezelőtt volt; csak a mai napon több ember ment és fog menni hangverse
nyekre, mint Napóleon idejében egy évtized alatt. A „szellem luxusa,A1 
a mienk. És ezekhez a tevékenységekhez nincs szükségünk Platón rabszol
gáira, mert van gőzturbina rabszolgánk.

Csak arra vigyázzunk, nehogy előforduljon az, hogy valamelyik déd- 
vagy ükunokánk szüleinek azt mondja az orvos: „Ha csak egy aszpirinom 
lenne, meg tudnám menteni a gyerekük életét.”

Köszönetek

Köszönetét mondok a Magyar Tudományos Akadémiának ezért az elisme
rő kitüntetésért.

Különös köszönettel tartozom a Washingtoni Sajtószövetség volt elnö
kének, a Magyar Köztársaság seattle-i tiszteletbeli konzuljának, feleségem
nek, Szablya Ilonának, akivel együtt dolgoztuk ki ezt a témakört számos 
angol nyelvű cikk során, és aki nemcsak nyelv szempontjából, hanem tar
talmilag is hozzájárult ehhez a közleményhez.

Köszönetét mondok két villamosmérnök fiamnak, Szablya Istvánnak, 
aki az ábrák kidolgozásában volt pótolhatatlan segítség, és Szablya Lajos
nak; mindketten bírálatukkal, vitákkal és forrásmunkák felderítésével segí
tettel. Lányaimnak, Pool Ritának, a Batelle Northwest tudományos mun
katársának, aki sok értékes és érdekes adatot és kritikát adott, s Szablya 
Ilinek, aki PR-szempontból kritizálta meg és írta át az eredeti angol nyelvű 
fogalmazványt, ezzel segítve ennek a cikknek a kialakítását.

17 Szablya, Helen, M. and Szablya, John F.: Energy and Culture. European Conference on Electro
technics, Eurocon ’74. Amsterdam, 1974.
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