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BEVEZETES

Amint megallapithato, a totalis pozitivitas
fogalmat F. R. Gantmacher és M. G. Krein
vezettek be, még 1935-ben megjelent egyik dol-
gozatukban [1]. Ebben oszcillacios kérdések
megoldasara hasznaltak fel a totalisan pozitiv
matrixok fogalmat és azokat az eredményeket,
amelyeket ezzel kapcsolatban kaptak. Ezutan
tobb dolgozatban [2, 3] és egy monografia-
ban is [4] foglalkoztak ezekkel a kérdésekkel.
I. J. Schoenberg 1951-ben megjelent nagyobb
terjedelmt dolgozataban [5] a pozitiv definit
figgvények altalanositasaként értelmezi és a
Polya-fele frekvenciafiiggvények segitségevel
jellemzi a totalisan pozitiv fluggvenyeket.
Schoenberg tanitvanya, S. Karlin szamos dol-

" gozataban tovabbfejleszti ezt a kérdéskort, és

}

két terjedelmes monografiat is [6, 7] szentel
ennek. Mindkét munka az elert eredmeények
valoszintiségszamitasi és matematikai statiszti-
kai vonatkozasait is kifejti.

Eloado az altala bevezetett matrixértéku,
pozitiv definit (szemidefinit), exponencialisan
konvex, valamint a matrixértéki, Hankel-érte-
lemben totalidan pozitiv (nem negativ) fliggve-
nyekre és sorozatokra vonatkozo, nagyobb-
részt a totalis pozitivitas ttmakorébe eso ered-
ményeinek egy részét [8] munkajaban foglalta
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Ossze. Ebben azonban nem tér ki azokra a
kdvetkezményekre, amelyekre, kapott eredmé-
nyei alapjan, valoszinliségszamitasi vonatko-
zasban eljutott. Jelen el6adas célja az, hogy
ezek kozil ismertesse azokat, amelyek a szile-
tési és haldlozési folyamatok elméletével kap-
csolatosak.

Az el6adads harom részb6l all. Az els6 rész
azokat a fogalmakat és eredményeket foglalja
ossze, amelyek segitségével megfogalmazha-
tok a sziletési és halalozési folyamatokkal
kapcsolatos eredmények. A masodik rész a
sziletési és halalozési folyamatok analitikus
elméletének McGregortol és Karlint6l szarma-
z6 ama eredményeit ismerteti, amelyek e folya-
matok totalisan pozitiv tulajdonséagainak is-
mertetése szempontjabol sziikségesek. A har-
madik rész az el6adas tulajdonképpeni célja-
val, a szliletési és halalozasi folyamatok totali-
san pozitiv tulajdonsagaival foglalkozik.



1. ERTELMEZESEK, JELOLESEK

A véges vagy végtelen a<x<b intervallu-
mon eértelmezett, korlatos valtozasu, valos
o (x) fuggvenyt eloszlasfiiggvénynek nevezziik,
ha nem konstans és nem csokkend ezen az
intervallumon. Véges vagy végtelen tipusunak
nevezzik, amint novekedési pontjainak szama
veges vagy végtelen.

A veges vagy végtelen a<x<b intervallu-
mon értelmezett p x p-ed rendii, matrixérték,
valos F(x) figgvényt matrixértékli eloszlas-
fuggvenynek nevezziik,

(a) ha szimmetrikus,

(b) ha elemei korlatos valtozast fiiggvé-

nyek,

(c) ha F(y)— F(x) pozitiv definit vagy sze-

midefinit matrix, ha a<x<y=b, azaz,
ha

(1) w(eZ) =z H(x) z0a—5~D

eloszlasfiiggveény minden zeR?, z#0 esetén.

A p x p-ed rendli, matrixertékt F(x), a<x<bh
eloszlasfliggvényt végtelen tipusinak nevezziik,
ha (1) végtelen tipust eloszlasfiiggvény minden
zeRP, z#£0 esstén.

A veéges vagy vegtelen 4=(a;) matrixot p-
ed fokl hipermatrixnak nevezziik, ha elemei
p x p-ed rendi matrixok.



Legyen
A —(ajk)j, k=1~
és legyen
1=j\ < eee<jsin,
1 < ... <ks"n.

Hasznalni fogjuk az
2

jelolést. Ha A p-ed fokd hipermatrix, akkor
természetesen (2) is p-ed fokd hipermatrix.

Ha A p-ed foku véges vagy végtelen hiper-
matrix, akkor az

matrixokat az A matrix p-ed fok( féminor-
maétrixainak nevezzik.

A végtelen A matrixot pozitiv definitnek
(szemidefinitnek) mondjuk, ha minden fémi-
normatrixa pozitiv definit (szemidefinit).

Ha adva van fliggvényeknek egy

a*x"b  (y=I,...,«)

sorozata, és ha a”xl< ... <xn“b, akkor
hasznalni fogjuk az

jelolést.
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Matrixerteki fliggvény derivaltjan (integral-
jan) az elemeinek derivaltjaibol (integraljaibol)
alkotott matrixot értjik.

Sziikséglink lesz a pozitiv definit (szemidefi-
nit) szimmetrikus matrixok fogalmanak ko-
vetkezd altalanositasara.

1. Ertelmezés. ([8], Definition 2.1.) A p-ed
fokt szimmetrikus

A =(ajk),'~', k=1

hipermatrixot p-ed rendben pozitiv definitnek
(szemidefinitnek) nevezziik, ha minden

p .
zeR', zeR' (j=1,...,n),
n
Az 0
j=1
esetén

Y ¥ Erapz)zz=0 (200
Jj=1 k=1

A véges vagy végtelen 4 matrixot totalisan
pozitivak (nem negativnak) nevezziik, ha min-
den rendt aldeterminansa pozitiv (nem nega-
tiv).

Ennek a kiterjesztését jelenti a kovetkezo
ertelmezes.

2. Ertelmezés. ([8], Definition 4.2.) A p-ed
fok véges Magy végtelen 4 hipermatrixot p-ed
rendben totalisan pozitivnak (nem negativ-
nak) nevezziik, ha a

jl .]s >
D‘“’“(k1 ...ks>>0 (20)
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feltételek minden szambajohet6
INyi<... </, \"k{<. .<ks(-=1, 2,...)

esetén teljesulnek.
A valos és folytonos fuiggvényeknek egy

@) fix), a’x"b

sorozatat ezen az intervallumon értelmezett
Csebisev-rendszernek nevezzik, ha tetszés sze-
rinti a”x{<... <xn  esetén

(4)

nullatol kilonbdz6 (minden ilyen determi-
nansnak ugyanaz az elGjele).

A (3) Csebisev-rendszert pozitiv tipusiunak
nevezzilk, ha a (4)-beli determinansok poziti-
vak, ellenkezd esetben negativ tipusinak.

3. Ertelmezés. ([8], Definition 5.1.) A pxp-
ed rendd, matrixértékd

/ (x), a<x<b, —oo”a<b”co

fuggvényt p-ed rendben exponencialisan kon-
vex pozitiv definit (szemidefinit) fliggvénynek
nevezzik,

(@) ha/(x) valés szimmetrikus matrix,

(b) ha minden eleme mérhetd fliggvény,

(c) ha minden eleme majdnem mindeniitt

Véges,
(d) ha a /»-ed foku



hipermatrix p-ed rendben pozitiv definit
(szemidefinit) tetszes szerinti természetes
n szam €s tetszes szerinti

[y SRR B
a<tt+t=b (. k=1,.. .50

valasztas esetén.

Ezt a fogalmat p=1 esetre S. N. Bernstein
vezette be. Ebben az esetben az f(x) fiiggvényt
roviden pozitiv definit (szemidifinit) exponen-
cialisan konvex fliggvénynek nevezzik.

4. Ertelmezés. ([8], Definition 5.2.) A p x p-
ed rendu, matrixértékt

f(@), a<t<b, —owo=a<b=zw

fuggvéenyt Hankel-értelemben p-ed rendben
totalisan pozitivnak (nem negativnak) nevez-
zuk,
(a) ha f(r) mérhetd fiiggvény minden elemeé-
ben, '
(b) ha f(#) minden eleme majdnem minde-
niitt véges,
(c) ha a p-ed foku

(f@+ rk)),"l, k=1

hipermatrix p-ed rendben totalisan pozi-
tiv (nem negativ) tetszés szerinti terme-
szetes n szam és az

a<t<bh, a<mn<b (j=L%..n)

szamok olyan megvalasztasa esetén,

13



amelyek kielégitik az
A =]
A< =D
a<t+r.<b (] &=L ..., n

felteteleket.

S. N. Bernstein az f(x), a<x<b fliggvényt
abszolat monotonnak nevezi, ha minden ter-
meészetes n szam esetén és minden olyan x és
h>0 szamra, amelyek kielégitik az a<x<b,
a<x+nh<b feltételt, teljestilnek az

f(x)20,
(0= 3 (—1)""‘<Z>f(x+nh)§0
k=0

feltételek. Az f(x) = oo trivialis esetet kizarjuk.
5. Ertelmezés. ([8], Definition 5.3.) A p x p-
ed rendd, valds, szimmetrikus, matrixérteki
f(x), a<x<b figgvényt abszolit monoton-
nak nevezziik ezen az intervallumon, ha min-
den zeR’, z#0 estén z*f(x)z, a<x<b ab-
szolit monoton fiiggvény. '
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2. SZULETESI ES HALALOZASI
FOLYAMATOK

A sziiletesi és halalozasi folyamatok analiti-
kus elmeéletével kapcsolatos alabbi eredmeé-
nyek Osszeallitasa [9] felhasznalasaval késziilt.

A sziiletesi és halalozasi folyamat olyan sta-
cionarius X (t), 0=t<oo Markov-folyamat,
amelynek allapottere a nem negativ egeész sza-
mok halmaza, és amelynek

(5) P,-j(t)=P(X(t+s)=j|X(s)=i)
=00 b2 ooty
atmeneti valoszintsegei kielégitik a
P . (t)=At+0(t)
(6) P,(t)=1—(A+w)t+o()
P, (t)=wt+0(t) '
feltételeket, ahol
4,>0 (i20), @>0 (iz1), o020
allandok, és

lim Olih, 0.
- -0 t
Pongyolabban megfogalmazva: olyan po-
pulacioban, amelyben az s idépontban i szamu
egyed van, annak valosziniisége, hogy kis >0
esetén az [s, s+ 7] intervallumban pontosan egy
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szlletés, illetve egy haldlozas torténjék, ara-
nyos a t mennyiséggel. Annak valdszinlisége,
hogy sem szilletés, sem halalozas ne torténjék,
kozel egy, és hogy egynél tobb sziletés, illetve
elhalélozéas legyen, kozel zérus.

A sziletési és halalozési folyamatok analiti-
kus elméletének alapkérdése az (5) fuggvények
meghatarozasa a (6) feltételek mellett.

A (6) feltételek teljestilése esetén az (5) fugg-
venyek differencialhatok a nem negativ szdm-
egyenesen. Ezért ha

és ha az

A0+ o00) 2 0 0 ...
@] —A Hoaij,) A 0 ...

0 &2 R+ A

{élassel éliink PrelfasuRél) 4 -
(B) P\t )—AP (1),
© P(0)=/

egyenldségek, ahol / az egységmatrix. Az (A)
differencidlegyenlet-rendszert ,,backward”, a
(B) differencial-egyenletrendszert ,,forward”
egyenleteknek is nevezik, és (C) a kezd6feltéte-
leket adja meg.

A fentiek alapjan feladatunk az (A) és (B)
differencialegyenlet-rendszerek megoldasa a
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(C) kezdofeltételek mellett. Mivel ennek a
feladatnak végtelen sok matrixértekt P(7)
fiiggvény tesz eleget, P(¢) meghatarozasanal
az Atmeneti valoszinliségek matrixanak tovab-
bi tulajdonsagait is szamba kell venniink. Ezek

®)  Py)=0l Gy giLaLll,

o

Y
0

J

(F) P(t+s5)=P(t)P(s).

Ez utobbi az a félcsoport-tulajdonsag, amelyet
Chapman—Kolmogorov-egyenletnek is ne-
veznek.

Hogy ezeknek a feltételeknek figyelembeve-
telével oldhassuk meg az (A)—(C) differencial-
egyenlet-rendszert, McGregor és Karlin nyo-
man ([10]) a kovetkezoképpen jarhatunk el. Az
A matrix elemeinek segitségével a

Q) (x)=1,
—xQ (x)= — (4o + @) @y (X) + 40 O, (x),
—x0,() =@, @, () —(4,+w,) @, (x)+
+4,0,:1 (%)
n=1,2,3,))

rekurzioval értelmezziik a {Q, (x)} polinom-
sorozatot. Legyen a(x), xeR tetszés szerinti

17



eloszlasfuggvény. Ekkor az

®

| 6o(*)da(x)=l,
o —
| (x)da(x)=0 1)
—m

feltételekb6l kiindulva meghatérozhaté az
a (x) eloszlasfliggvénytél fuggetlen, csak a szi-
letési és halalozasi folyamatot meghatarozo A
intenzitasi matrix elemeitdl figgd olyan

®

szamsorozat, amelyr6l kimutathatd, hogy
eleget tesz a Stieltjes-momentumprobléma
megoldasat Kkielégitd feltételeknek. De akkor
létezik olyan végtelen tipusd  (X), 0" x< @
eloszlasfuggvény, amelyre

®

és

18



ahol

n():l’ nn=iolll.”,1"—l
W0, ...0,
(n=17 21}
Tehat a
{@,(¥)}

polinomrendszer a 0 <x < oo intervallumon a
¥ eloszlasfiiggvényre nézve ortogonalis rend-
szer. A ¥ eloszlasfiiggvényt az adott sziiletési
és halalozasi folyamathoz tartozo Stieltjes-
momentumprobléma megoldasanak nevez-
zuk.

A Stieltjes-momentumprobléma ¥ megol-
déasa extremalis, ha az

f () 12 d¥ ()=

[ r0,avco i

0

00
Sl F
n=0

Parseval-egyenloség minden feL,(¥) esetén
teljesiil.

Ismeretes, ha a Stieltjes-momentumproblé-
manak egyetlen megoldasa van, akkor az ext-
remalis. Ha tobb megoldas is létezik, akkor az
extremalis mepoldasok szama kontinuum sza-
mossagu.

A Stieltjes-momentumprobléma minden ¥
megoldasahoz olyan P(f) matrix tartozik,

19




amelynek elemei

(7) Pij(t)=nd J e-*'&WR,(x)d!P(jt)
UJ=0 12 ..)

alakban allithatok el6. Ez a P{t) matrix kielé-
giti az (A)—(C) differencialegyenlet-rendszert,
és a Stieltjes-momentumprobléma kilénbdzd
megoldasaihoz mas és més P(t) tartozik.

Igazak a k6vetkezd allitasok:

() Ha P a Stieltjes-momentumprobléma
megoldésa és P(t) a hozza tartoz6 mat-
rix (7) elemekkel, akkor P{t) a (D) és
(E) feltételeket is kielégiti.

(1) Annak sziikséges és elegend6 feltétele,
hogy P(t) az (F) feltételt is kielégitse
az, hogy P a Stieltjes-momentumprob-
Iéma extremalis megoldasa legyen.

(1) Ha a P(t) matrix kielégiti az (A)—(F)
feltételeket, akkor elemei el6allithatok
(7) alakban, ahol P a Stieltjes-momen-
tumprobléma megoldésa.

(IV) Ahhoz, hogy egyetlen olyan P(t) mat-
rix létezzék, amely kielégiti az (A)—(F)
feltételeket, sziikséges és elegendd az,
hogy a

sor divergens legyen.

20



3. A SZULETESI ES HALALOZASI
FOLYAMATOK TOTALIS POZITIV
TULAJDONSAGAIROL

Az eldz6 részek elOkeészitése utan ratériink
az eloadas céljakent megfogalmazott problé-
makorre, a sziiletési és halalozasi folyamatok
totalisan pozitiv tulajdonsagainak targyalasa-
ra.

Harom ilyen tulajdonsagot ismertetiink. Az
elso a [8] dolgozat 6.2. tételenek a kovetkezmé-
nye. Ugyanis a Stieltjes-momentumprobléma
¥ (1), t =0 megoldasa végtelen tipusu eloszlas-
fuggveny, igy ennek a tételnek értelmében igaz
a kovetkezo allitas.

1. Tetel. Legyen a(x), xeR tetszés szerinti
eloszlasfiiggvény. Ekkor az

j&umum=n

[0 0]

j@mmm=omzn

— 00

feltetelek alapjan képzett, csak a sziiletési és
halalozasi folyamatot meghatarozé A intenzi-
tasi matrix elesmeitol fiiggd

G — j x"da(x) (n=103122 ¢ 515

21



szamsorozattal megalkotott Hankel-tipusu

matrix totalisan pozitiv.

A kovetkez6 totalisan pozitiv tulajdonsag-
ként McGregor és Kariin kovetkezd érdekes
tételét emlitjik meg ([10], Theorem 20.).

Ha Wa Stieltjes-momentumprobléma extre-
malis megoldasa, akkor a

matrix minden rogzitett />0 esetén totalisan
pozitiv.

Innen kovetkezik, ha W a Stieltjes-momen-
tumprobléma extremalis megoldésa, akkor

Pij()>0, t>0 (ij=0,1,2,...),

tovabba az is kdvetkezik, hogy ha i{<... <ip
ésj\ < ... <jp nem negativ egész szdmok, ak-
kor

( p,jao ...
= Det | :

\ p.jAO mmmp.J ‘U
Ennek a formuldnak érdekes valdszin(iség-
szamitasi jelentése is van.

J>0, 0.

22



Legyen adva p szamu, az 1, ..., p szamok-
kal megjeldlt részecske. Ezek valamely adott s
idopontban, egymastol fiiggetleniil induljanak
ki rendre az iy, . . .,i, allapotbol. Ekkor

annak a valoszintisége, hogy ezek a részecskék
t id6 mulva rendre a ji, .. .,j, allapotban le-
gyenek, feltéve, hogy a ¢ ido alatt egy idoben
tobb részecske nem tartozkodhat ugyanabban
az allapotban.

Veégiil a sziiletési és halalozasi folyamatok
olyan totalisan pozitiv tulajdonsagaval szeret-
nck foglalkozni, amelyet teljes egészében csak
a kozelmultban sikeriilt igazolni.

2. Tetel. Legyen ¥ a Stieltjes-momentum-
probléma megoldasa és

a hozza tartoz6 atmeneti valosziniségek mat-
rixa, ahol

i Pi()=m; J e” " 0:(x)Q;(x)d¥ (x).
0

Ekkor minden természetes p szam esetén, a
ki, ..., k, egész szamoknak minden 0<k, <

<...<k, mdgvalasztasa mellett, a pxp
! matrixértekt

|

|
|
', 23
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fuggveny p-ea rendben Hankel-értelemben to-
talisan pozitiv a 0</<oo0 intervallumban.

A tétel megfogalmazasabol kovetkezik, ér-
vényességéhez nem szlikséges feltételezni, hogy
P extremalis megoldasa legyen a Stieltjes-
momentumproblémanak. igy McGregor és
Kariin totalpozitivitasi tétele a P(t) matrix
véges rendd fominoraira nézve akkor is igaz,
ha nem tételezziik fel, hogy P extremalis
megoldasa a Stieltjes-momentumprobléma-
nak. Innen kovetkezik pl. az, hogy a P(t) mat-
rix elemei pozitiv szamok, akkor is, ha nem
tételezzlk fel azt, hogy P a Stieltjes-momen-
tumproblémaénak extremalis megoldasa.

2. Tétel bizonyitasa. Legyenek

0<T,<...<T,,

tetszés szerinti valés szdmok. A [8] dolgozat
3.2. tételének felhasznalasaval

o<i, <...<i

P (%, ****k)2x

e fIx... e tx X

24



.. dnxrm),
ahol

Q={0<XU<. ..<xlp<...<Xnl< ...<xm.

Mivel az
e mi+l*¥=), - A? 0<x<

sorozatok pozitiv tipusd Markov-sorozatok
ezen az intervallumon, minden 0<x{< ... <
<XN<00 Szamsorozat esetén

(©) X

X Det

Tehat D*O. (8) miatt azonban D —0 akkor és
csak akkor, ha 0<x1< ... <xp< 00 esetén

(9)

a  meértékre nézve nullmértékd halmaz kivé-
telével. Viszont

0<xi< ... <Xp<oo
X dfC-X]) .. .d"¥(xp) =

25



P

=Det< j Qk,(x)Qkp(x)d'P(x)> =
0

o, f=1

=—1—>0,

o, eves T

1 P

ami ellentmond a (9) megallapitasanak. Ezzel
a 2. tételt igazoltuk.

Legyen ¥ a Stieltjes-momentumprobléma
megoldasa. Ennek és az ortogonalis polino-
mok egy {Q,(x)};° rendszerének segitségével
értelmezzik az

10)  Fyx)= f 0,(x)0,(x)d ¥ (x)

(¢Jj=0,1,2,...)

fuggvényeket. Ha i=j, akkor (10) végtelen ti-
pusu eloszlasfiiggvény. Ha i+j, akkor (10)
korlatos valtozasu fliggvény, amely kielégiti az

(11) F;(0)=F;(0)=0  (i#))
feltételt.

1. Lemma. Legyen ¥ a Stieltjes-momen- -

tumprobléma megoldasa. Legyen
(12) F(x)=(F,.j(x))zoj_=0, 0= x<00;

ahol e végtelen matrix elemeit (10) értelmezi.
Ekkor a (12) matrix minden rogzitett x>0
esetén pozitiv definit végtelen matrix, tovabba
minden véges rendii fébminormatrixa végtelen
tipust, matrixértékii eloszlasfiiggvény.
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Bizonyitas. Legyen p természetes szam, és
legyenek 0<i, <...<i, egész szamok. Le-
gyen z=(z;))eR?, z+0. Ekkor (7) alapjan

freve ST
2| x} .")zz
WO

P P
=Y ) F,,(0)z25=

a— 15—l

a3
" J(élzag,-ﬂ(x)>2dqf(x)>o, o

mivel részben a zardjelben 1évoé polinom csak
véges szamu helyen tinhet el, részben mert ¥
végtelen tipusa eloszlasfiiggvény. Igy a (13)
kvadratikus forma az x valtozonak szigoruan
novekvo fliggvénye.

Az 1. Lemma, tovabba a [8] dolgozat 5.2.,
5.5. és 6.2. tételei alapjan igaz a

3. Tetel. Legyen ¥ a Stieltjes-momentum-
probléma megoldasa. Legyen IT az a végtelen
diagonalis matrix, amelynek diagonalisaban
,rendre a {m, };° sorozat elemei vannak. Ekkor a

o 'P()= Je*”‘dF(x), 0<t<oo
0

végtelen matriX minden p x p-ed rendti fémi-

' normatrixa

(1) p-ed rendben Hankel-értelemben totali-
san pozitiv,
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(2) p-td rendben pozitiv definit exponencia-
lisan konvex,
() p xp-ea rendl matrixértékd abszolut
monoton flggveny.
Az 1 Lemma, tovabba a [8] dolgozat 5.1.,
5.3. és 5.4. tételei, valamint (11) alapjan igaz a
4. Tétel. Legyen  a Stieltjes-momentum-
probléma megoldéasa. Ekkor a

Paf{t)=1 e ixdFi(x), O<t<co

0=o0, i,...)
fuggvények

(1) Hankel-értelemben totalisan  pozitiv
fuggvények,

(2) pozitiv definit exponencialisan konvex
fuggvények,

(3) abszolit monoton fiiggvények.

Viszont a

Pijx)=T | e txaFij(x), O0<t<co, /=y

0
0,7=0, 12, ...)

fliggvények nem rendelkezhetnek (1), (2) és (3)
tulajdonsagok egyikével sem.

Végezetll szeretném megemliteni, matema-
tikai szempontbdl van annak érdekessége, ha a
V(x), 0rgx < 0o mértékre nézve ortogonalis
polinomok {(2,X)}£° rendszerének segitsége-
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vel felépitett Hankel-tipusu

0y(x) 0;(x) Q,(x) ...
0(x)= 0,(x) 0,(x) O3(x) . ..
0,(x) 03(x) Qu(®) ...

matrixot is hasonl6 vizsgalatnak vetnénk ala,
mint azt az atmeneti valosziniségek P(t) mat-
rixaval tettiik. Ebben a vonatkozasban varha-
to eredmények — a dolog természetebdl kifo-
lyolag — erdsen fliiggenek a ¥(x) mértektol,
pl. attol, milyen a spektruma.

Ilyen vizsgalatok a sziiletési és halalozasi
folyamatoktol fiiggetleniil folytak. Az volt a
kérdés, ha a Hankel-tipust végtelen Q(x) mat-
rix, valamely a<x <b intervallumon értelme-
zett ¥ (x) mértékre nézve, ortogonalis polino-
mokbol épiil fel, mit lehet mondani a Q(x)
matrix fominormatrixainak determinansarol. -

Els6 ilyen eredmény Turan Pal nevéhez fi-
zodik. Kimutatta, ha {Q,(x)}; a Legendre-

fele ortogonalis polinomoknak a rendszere,
vagyis ha a

! (=7,
fQAﬂQAﬂdx= >
ha i=j
i 2 SE]

feltetel teljes\ﬁl, akkor

Qn (X) Qn +1 (x)
m<gmmg”m>

IIA
e
|
A
=
A
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ahol egyenléség akkor és csak akkor lehet, ha
X =+ 1 Ezt az eredmeényt, a Turanétol kilon-
b6z6 négy Ujabb bizonyitassal egyltt, Szeg6
Gébor tette kozzé [11]. A cikk megjelenését
nagy érdeklGdés kovette. Altalaban is, de spe-
cialis ortogonalis rendszerek esetében is, sokan
vizsgaltak a Q(x) matrix elemeibdl felépithet
determinansokat. Sok érdekes eredmény szile-
tett ebben a témakdrben. Csak Kariin és Szeg6
gazdag anyagot feldlel [12] dolgozatara hi-
vatkozunk, amelyet Tarén P&l 6tvenedik szi-
letésnapjara irtak és amelyet teljesen ennek a
targykornek szenteltek.

Ezeknek az altalanos eredményeknek egy
része a sziletési és halalozési folyamatok vizs-
galataval kapcsolatban felléps, ortogonalis
polinomrendszerek elemeibdl felépitett Q(x)
matrixokra is alkalmazhatd. igy pl. a [12] dol-
gozatban is tobb olyan tétel taldlhat6, ame-
lyekb6l kovetkeztetés vonhatd erre az esetre is.
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