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1. Az ortogonalis sorok szummalhatésaga
azon témakorok egyike, amelyekkel eddigi
tudoméanyos munkassagom 25 éve alatt legtob-
bet foglalkoztam. Mar els6 dolgozatomban
([14]) megjelenik egy altaldnos approximacios
tétel alkalmazasaként, s a negyedik dolgozatom
([15]) témaja kizardlag az er6s szummacio,
amelyet par évvel korabban Alexits Gyoérgy [2],
[3] és Tandori Karoly [56], [58] vizsgéaltak
intenziven és eredményesen. Ettél kezdve tobb
éven at kutatdsaim f6 részét az ortogonalis
sorok szummalhatdsaganak és a vele rendkivil
szoros kapcsolatban lev6é approximacios
kérdések vizsgalata képezte. Késébb érdekl6dé-
sem kilonb6z6 témakkal bévilt, példaul tobb
dolgozatomban foglalkoztam egyltthatd és
strukturalis feltételek ekvivalenciajanak és
egyéb relacidjanak tisztdzasaval, specialis
Fourier-sorok és hatvanysorok vizsgalataval,
flggvényosztalyok kapcsolataival, kilénbo-
z6 egyenl6tlenségek  altalanositasaival, s
kilénésen sok dolgozatomban vizsgaltam az
ugyancsak Alexits professzor ([4]) altal kez-
deményezett erés approximaciot. Azonban az
ortogonalis sor, mégha specialisan is, mint
Fourier-sor vagy Haar-sor, szinte minden
dolgozatomban megjelenik legaldbb mint mo-
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tivalé tényezd. Példaul a Hardy— Littlewood-
tipust egyenl6tlenségek altaldnositasaira is
ilyen célbdl volt sziikségem, bar e dolgozatom-
ban ([26]) Kkizar6lag numerikus sorokkal
foglalkozom; s6t ilyen célbdl kértem Németh
Jozsefet azok tovabbi &altalanositasara ([48]).

Mindezek alapjan Ugy érzem, hogy ezen
eredményeimrol sz4616 el6adas fejezi ki leghtieb-
ben a véleményemet arrdl, hogy mely tudo-
manyos eredményeimet, pontosabban mely
témakorben kifejtett tudoméanyos kutatésai-
mat, méginkabb azok egylttes hatasat tekintem
legdont6bb tényezének akadémiai rendes tag-
ga tortén6 megtiszteld megvalasztasomban.
Természetesen nem tudom és nem is akarom
minden eredményemet még e témar6l sem
megemliteni, pl. olyan nagy problémakdrt, mint
az abszolut szummalhatésag, amirdl szintén
tobb cikket irtam, teljes egészében mell6zém.

Legyen {<>} négyzetesen integralhat6
flggvények ortonormalt rendszere. A kdvetkezd
tételekben az alabbi alaku ortogonalis sor és
annak részletdsszegei lesznek az alapfogalmak:

(€Y
N(X): = X ckgk(x).



A klasszikus Riesz—Fischer-tétel szerint az
(1) sor reszletdsszegei integralkdzépben egy
négyzetesen integralhatd fliggvényhez kon-
vergéalnak, de a pontonkénti konvergenciat mar
csak az ugyancsak klasszikus

) £ cllog2n< oo
n=2

Mensov— Rademacher-féle feltétel biztositja,
de természetesen az is csak majdnem min-
deniitt. Mensov azt is megmutatta, hogy a (2)
feltétel nem gyengithetd. Ezt a szép eredményt
Tandori Karoly [55] lényegesen tovabbfejlesz-
tette, ugyanis 6 azt is megmutatta, hogy mono-
ton {c,,} egyltthatdkra a (2) feltétel szlikséges is
ahhoz, hogy az (1) sor majdnem minden pont-
ban konvergaljon barmely ortonormalt {,}
flggvényrendszerre. Tandori Karoly ezen
eredményét ugy tudtam élesiteni, hogy megmu-
tattam, hogy ha (2) monoton {c,}-re nem
teljesul, akkor ortonormalt polinomrendszert is
lehet konstrudlni Ugy, hogy az azzal képzett (1)
sor mar pozitiv mérték(i halmazon divergalt
([14]). Szalay Istvan [52] anal6g eredményt
bizonyitott  trigonometrikus polinomokra.
Csernydk Laszldval kozds dolgozatunkban
pedig egyenletesen korlatos divergencia-rend-
szer létezését bizonyitottuk ,,ritkitott” rész-
letosszegekre ([9]).



Ezen eredmények mutatjak, hogy a (2) fel-
tételt gyengitve mar csak bizonyos szummal-
hat6sagi eredményt varhatunk. Az egyik leg-
egyszer(bb és legfontosabb szummaciés maéd-
szerre, a

un. (C,I)-kodzepekre. Mensov és Kaczmarz
egymastol flggetlentl megmutattak, hogy a

3) £ c”(log log N)2< go
n=4

feltétel biztositja a konvergenciat. Természete-
sen itt is csak egy zéré mértékd halmaztél
eltekintve tudjuk a an(x) kézepek konvergen-
cigjat, s a tovabbi tételekben is mindig ez lesz a
helyzet, ezért az egyszer(iség kedvéért mos-
tantél konvergencian mindig majdnem min-
denttt val6 konvergenciat értink. Meg-
emlitjuk, hogy a (3) feltétel élesithetetlenségével
kapcsolatban a konvergencidnél elmondott
eredmények analogonjai is ismertek, s ugyan-
azon matematikusok mutattak ezeket meg,
mint akiket a konvergencianal emlitettiink.

A Mensov—Kaczmarz-féle eredményt az
alabbi ekvivalens formakban is megfo-
galmazhatjuk:

4)
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A masodik allitas szinte felkinalja a kérdést,
hogy az 6sszeg azért tart-e nulldhoz, mert az
Osszegben fellép6 tagok kilonboz6 elbjellek, és
igy azok 6sszege ezért lesz kicsi; vagy azért tart
az 6sszeg nullahoz, mert tagjai el6jeltél flgget-
lendl kicsik. Ezt a kérdést Hardy és Littlewood
méar 1913-ban Fejér Lipo6t vilaghir( alaptételé-
vel, a folytonos flggvények (C,I)-szummal-
hatésagaval kapcsolatban fel is tette, s
vélaszként megmutatta, hogy a masodik eset all
fenn. Pontosabban 6k azt az erBsebb allitast
mutattdk meg, hogy ha i(jo egy integralhatd
flggvény és a {(p,,} rendszer a trigonometrikus
rendszer, akkor

® 4 1S5 ()10,

s az (5) allitas minden folytonossagi pontban
teljesdl.

Ezzel az eredménnyel el is jutottunk az Un.
er6s szummalhatésdg fogalméhoz, ugyanis, ha
(5) teljesil, akkor azt mondjuk, hogy az (1) sor
erds értelemben is i(x)-hez szummalhatd, azaz
az eltérések abszolut értékeinek szamtani koze-
pe is nulldhoz tart, nemcsak a tagoké, ami nyil-
vanvaléan egy ,.er6sebb” Allitas. E kérdéskort
sokan vizsgaltdk, tébbek kozott Fejér Lipot
maga is, de vizsgélta Fekete Mihaly, Carleman,
Sutton, Marcinkiewicz és Zygmund is.



Az (5) allitasnak tobbféle &ltalanositésa is
lehetséges.

1 Kilénbodz6é kitev6kkel vizsgalhatjuk az
alabbi konvergenciat:

(6) ﬁ+rliE=OIs*(*)—s(*)r—o.
Marcinkiewicz (1936) p = 2-re, Zygmund (1941)
minden pozitiv p-re igazolta a konvergenciat.

2. Lehet a kitev6ket az nindex figgvényeként
is valtoztatni. llyen kérdést Fourier-sorok
esetén Grinwald Géza vetett fel az aldbbi
modon: Legyen {An} egy végtelenbe tartd
monoton szamsorozat. lgaz-e ekkor, hogy
minden folytonossagi pontban

ﬁ+rligOKM_SM 1*"-»0

teljestil? E kérdésre Turan Pal [63] nega-
tiv valaszt adott. Ugyanis 6 megmutatta,
hogy minden végtelenbe tartdé {An} szdmsoro-
zathoz megadhat6 egy olyan folytonos sj(x:) =
= X$Un); x) fuggvény, amelyre alkalmas x0
pontban

1 -
i _ *(NAY-ia(N = 9
IIT*SprW 1fC)z(0 [s*("0)-io(”o)lA= °0

fennall.

Ezzel az eredménnyel kapcsolatban Alexits

azt a kérdést vetette fel, hogy milyen mddon
lehet jellemezni azokat a folytonos fliggvénye-

it)



két, amelyek egy adott {A,} sorozat esetén
hasonld tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint
konstans kitevé esetén a folytonos fliggvények,
azaz, hogy melyek azok a flggvények, amelyek-
nek az ilyen altalanositott er6s kozepuk is
nulldhoz tart. Pontosabban olyan feltételt kért,
hogy az biztositsa az alabbi allitas teljestilését:

llyen feltételt el6sz6r Kralik [11] adott, amelyet
azonban hamarosan sikerult 1ényegesen élesite-
nem és altalanos triangularis 6sszegz6 matri-
xokra is kiterjesztenem ([22]). Ugyancsak si-
keriilt eredményemet a trigonometrikus rend-
szerr6l nemnegativ sulyfiiggvényekkel generélt
polinomrendszerekre is bizonyitanom.

3. A (6) alatti (C,I)-kdzép helyett vizsgalha-
tunk altalanosabb kozepeket. llyen vizsgélato-
kat végeztem a [22] dolgozatomban, s az itteni
eredmény egyik specialis esete azt allitja, hogy
barmely pozitiv p-re és pozitiv acra az un. erés
(C, a)pkdzepek szintén nulldhoz tartanak, azaz

teljesil a Hardy—L.ittlewood-féle feltételek
mellett.

E pontban emlitem meg, hogy az altalam
1967-ben ([21]) bevezetett altaldnositott de la
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Vallée Poussin-kozepekre hasonl6 allitasokat
sikerult bizonyitani. E kézepeknek az az érde-
kessége, hogy a definicidjukban szereplé {A.}
sorozat alkalmas véalasztasaval, e kdzepek tar-
talmazzak mind a klasszikus Cesaro-kozepeket,
mind az eredeti de la Vallée Poussin-kdzepeket,
s6t még a kozonséges részletdsszegeket is. A
definiciéban szerepld {A,} sorozat elemei csak
olyan pozitiv egész szamok lehetnek, amelyek
tagonkénti névekedése maximum egy, azaz egy
olyan pozitiv egész szamokbdl all6 sorozat,
amelyben Aj=1 és A+1—A,"l. A kozép
altalanos alakja a kovetkez6:

Konny(i latni, hogy ha A,,=1, akkor F,+i(U,})=
=s,; ha X,=n, akkor K+,(UJ) = on, és a
klasszikus de la Vallée Poussin-kozepeket a

sorozat generalja paros «-ekre; itt [a]

az a szam egész részét jeloli.

4 Erdekes altalanositasa (5)-nek az is, ami-
kor csak bizonyos részletdsszegeket, mondjuk a
legrosszabbul approximélokat ,,atlagoljuk™, s
kérdezzik, ezek kozepei tartanak-e nulldhoz.
Ezt a problemat is Alexits Gyorgy vetette fel
ortogonalis sorokra ilyen altalanos forméban, s
e kérdéskor elvezet a nagyon erfs szummal-
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hatésag probléméajahoz. Pontosabban itt az a
kérdés, hogy igaz-e tetszés szerinti monoton
novekedd {v,} indexsorozatra a kovetkez§
allitas:

@) t KKM -swr-o.

Tandori Karoly [57] megmutatta, hogy a (3)
feltétel p=2-re ezt a nagyon er6s szummal-
hatésagot is biztositja. Totik Vilmos [62] vi-
szont azt mutatta meg, hogy Fourier-sorok
esetén az s(x) fuggvény integralhatésagabol
csak akkor kovetkezik (7), ha a {vJ sorozat nem
ugrik nagyot, azaz, haavH ,-v kkilénbségek
egy kozos korlat alatt maradnak. Tandori
professzor vetette fel azt a kérdést, hogy ha a
vizsgalt indexsorozat monotonsagéatol is elte-
kintlink, azaz a természetes szamok valamilyen
részsorozatdnak egy tetszés szerinti {gn} per-
mutacidjara vizsgaljuk az

® REr ol (%)-5(*) >0

konvergenciat, akkor a (3) feltétel elegend6-e
ehhez is. Els6 pillanatra agy tdnik, hogy ez
trividlis kovetkezménye az el6z6 allitdsnak.
Valdjdban azonban ez nem igy van, mert itt
el6fordulhatna, hogy a nagyon rosszul appro-
ximal6 tagok ,el6rekeriilnek”, s igy azok
Osszegét relative kisebb faktorral osztjuk. A (8)
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allitas bizonyitasa is teljesen méas maddszert
igényel, mint a (7) allitasé, de [15]-ben sikertilt
megmutatnom, hogy a (3) feltétel p=2-re, és
ebbél kovetkez6leg minden 0<p”2-re is, biz-
tositja a (8) allitas teljestilését. Sajnos a p >2
esetre a kérdés mind a mai napig nyitott
probléma.

5. Egy kovetkezd altalanositési lehet6ség
maguknak az sk(x) részletdsszegeknek a cseréje
olyan kozepekkel, amelyek a részletdsszegeknél
is rosszabbul approximalnak. llyen vizsgéalato-
kat Sunouchi 1967-ben kezdeményezett, aki

negativ y-rendi kozepekkel vizsgéalta az
f A )
) ﬂ+r1FE=o' W -SWr-o

konvergenciat.

Ezen Kkilonbdz6 irdnyd altalanositasok
egyesitése elvezet az altalanos erés szummacio-
hoz, azaz, hogy a

(10) Z a-*K (x)-s(x)|p->0

allitas milyen Altaldnos (xk) szummacios
maodszer esetén, milyen <x*(x) kdzepekre, milyen
{gk} indexsorozat esetén és milyen p Kkitevlkre
teljestl. llyen jellegl kérdésekkel, ha nem is
minden esetben a legaltaldnosabb formaban,
tébb dolgozatomban foglalkoztam, pl. emlithe-
tem a kdvetkez6ket [18], [19], [31]. Ugyancsak
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foglalkoztak hasonl6é kérdésekkel, részben az
eredményeimhez kapcsolédva Nakata (1968),
Endl (1981), Schwinn (1981) és Szalay Istvan
[53].

Amennyiben arra is kivancsiak vagyunk,
hogy a (10) alatti sorok milyen gyorsan tarta-
nak nulldhoz, azaz, ha azt a kérdést vizsgaljuk,
hogy egy monoton nulldhoz tarté {e,} sorozat-
raa

(1) £« (9)-)" = 0-fe)

vagy
= **(E,)

allitasok milyen feltételek mellett teljestiinek,
akkor mar el is jutottunk az er8s approximacid
kérdéséhez. E rendkivil szoros kapcsolat elle-
nére, ami az erés szummacié és az erés appro-
ximacio ko6zott fenndll, az er6s approximacios
vizsgalatok mégis 50 évet véarattak magukra,
ugyanis ezt a kérdéskort Fourier-sorokra
ugyancsak Alexits professzor kezdte el vizsgal-
ni, de csak 1963-ban, s késébb Kralik Dezs6vel
k6z6s dolgozataikban jelent6s eredményeket
bizonyitottak. Példaul [4]-ben megmutattak,
hogy a Lipschitz alfa-osztadlyba tartozé
flggvényeket az er6s (C,l)-kdzepek is ugyan-
olyan joél approximaljak, mint a k&zonséges
(C,h)-kbzepek. A konjugélt fuggvényekkel kap-
csolatos eltérésre az Alexits— Leindler [8] dol-
gozat mutat réa.
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Ezt kovetben, 1965-t6l kezdve magam is
intenziven vizsgaltam a témat, s az elmult 17 év
alatt kozel 30 dolgozatot publikaltam e
kérdéskorrel kapcsolatban. Ugyancsak
vizsgaltak e témat Freud Géza [10], Szabados
Jozsef [51], és az utdbbi 6t évben kiilondsen
eredményes kutatést végzett e teriileten Totik
Vilmos, aki tdbb mint 10 cikket kozolt e
témardl. Els6 dolgozatdban ([59]) azonnal
olyan eredményt kdzolt, amellyel kapcsolatban
elétte tobbunk, kulféldi matematikusokat is
beleértve, csak részeredményeket tudtunk bi-
zonyitani. Az erés approximécioval foglalkozd
kalfoldi matematikusok kozil feltétlen meg kell
emliteniink Sunouchi, Nikisin, Krotov, Oskol-
kov, Gogoladze, Lenski és Taberski nevét, akik
jelentésen hozzajarultak ahhoz, hogy az Alexits
professzor altal kezdeményezett, s elsésorban
magyar matematikusok munkassaga révén a
témaval kapcsolatos eredmények olyan
mértékdvé névekedtek, hogy az elmult évben —
tobbek javaslatara, kozulik érommel emlitem
SzOkefalvi-Nagy Béla akadémikus batoritasat
— megirhattam a témaraol els6 monografiamat,
amelynek cime ,,On strong approximation by
Fourier series” lesz, és amely az Akadémiai
Kiad6 gondozésdban remélhetéleg jovére meg-
jelenik.

E téma irodalma napjainkban is tovabb
bévilt, a kdzeli napokban jelent meg pl. két
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kinai matematikus egy-egy cikke ilyen prob-
I[émakat kutatva.

E gazdag témakorb6l a kévetkezékben, csu-
pan illusztracioként, emlitink néhany ered-
ményt.

2. Fourier-sorok er6s approximacidja. E pont-
ban / egy 2n szerint periodikus Lebesgue-
integralhato6 fliggvényt fog jeldlni, amelynek a
Fourier-kifejtése

d ®
1) /(x)~-~+ X (ancosnx+bnsin nx).

E sor /7-edik részletosszegét, illetve (C,a)-
kozepét a szokott modon jeldljék:

és

Bernstein klasszikus eredménye szerint, ha
/ e Lip a, akkor

23)  \\el-f\\ = (P(h llogn), ha a=1;

a ||...|| normajel a folytonos filiggvények

terében szokasos maximumnormat jelenti.
Mivel azf e Lip a (a< 1) feltételbél kovetke-

zik, hogy a konjugalt flggvény is ugyanebbe az
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osztalyba tartozik, azaz /e Lip a, (2.2)-bél
adddik, hogy

@4)  1I51-f || = 0(ir*) (0<a< 1)

Azonban ha fe Lip 1, akkor altalaban
Lip 1, mégis Alexits [1] egy nagyon szép
eredménye szerint a

(2.5) I~ -7 11 =0(n~)

becslés teljestl, s6t ez a feltétel sziikséges és
elegend6 ahhoz, hogy / a Lip 1 osztdlyba
tartozzon.

Az els6 er6s approximéacidval kapcsolatos
eredmények ezekkel a becslésekkel kapcsolato-
sak. Alexits—Kralik [6] bebizonyitottak, hogy
az el6z6ekben adott approximécios rend erds
approximacio esetén is elérhet6, azaz akkor, ha

L -
fn(x)-f(x) = = T X (SVM-/(*))

kilénbség helyett az

nemnegativ tagu 6sszegeket becsiljuk.

A (2.5) alatti eredménnyel kapcsolatban Ale-
xits professzor azt vetette fel, hogy igaz marad-e
a (P(n~1) becslés, ha itt is az er6s approximaciot
vizsgaljuk. A negativ vélaszt erre a kérdésre
Alexits— Leindler [8] munkéajéaban talaljuk, sez
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azt mutatja, hogy a Lip 1 osztaly az erds
approximacié szempontjabol masként viselke-
dik, mint a k6zdnséges approximacio esetén.
Ennek mélyebb okéat tarja fel kovetkezd téte-
lunk ([17]):

Ha / r-edik derivaltja létezik, és / (r)e Lip a,
O<abi 1, akkor barmely pozitiv p-re

fwee K - /Ty P=0(n-"-),

akkor

Ugyanilyen becsléseket lehet adni a kon-
jugalt figgvényre is a tétel feltételei mellett.

A kapott eredményeket — dsszehasonlitva a
klasszikus Jackson-féle eredményekkel —, Ugy
is megfogalmazhatjuk, hogy a B>(r + ct)p fel-
tétel mellett az erés approximacié esetén is az
elérhetd legjobb becsléseket sikertilt elérniink.

Ha csak a B = (r+ct)p feltétel teljestlését
kivanjuk meg, akkor az elérhetd legjobb erds
approximacids rend $((log n)Ym-r-*); azaz, ha
/ e Lip a, akkor

@27) hn(f,R,p) = m ogn)l/pn-'-*)
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KiLB, p) = V((\ogn)l» nlirn-'-°y,

és e becslések &ltaldban nem javithatdk.

Ezen egyenl6tlenséggel kapcsolatban meg-
emlitjuk, hogy még az/<eLip 1és/(reLip 1
feltételek egytitt se biztositanak jobb appro-
ximacios becslést, mint ami (2.7)-ben szerepel
oc= 1 esetén ([29]).

Ezen eredmények vilagossa teszik, hogy a Lip
1osztalynak fentebb emlitett extrém viselkedé-
se az er6s approximacioval kapcsolatban on-
nan ered, hogy a vizsgalt esetben 8 = p = 1és
r = Ovolt, igya]? = (r+ a)pegyenléséga = 1-re
Iép fel. Viszont, ha (2.6) alatti altalanosabb erds
approximaciés kozepeket vizsgalunk, akkor
kidertl, hogy barmely Lip a osztaly extrém
viselkedésd lesz, ha a B = (r+of)p egyenldség
bekdvetkezik. Tehat a R>(r +a)p feltétel a
doénté ahhoz, hogy a legjobb approximacio
rendjét elérjuk.

Még szamos, lényegileg a fenti eredmények-
hez annyiban hasonlé eredmény szlletett az
erds approximacio terén, hogy ezek a tételek is
olyan allitasokat mondanak ki, hogy bizonyos
erds tipusu kozéppel egy egész fliggvényosztaly-
ra az elérhet6 legjobb approximéciés rend
milyen nagysagrendd lehet, s legtobb esetben a
kapott becslések élesithetetlensége is bizonyi-
tott.
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A mar emlitett dolgozatunkban ([17]) igen
altaldnos  Toeplitz-matrixokra  vonatkozé
eredmények is taldlhatok a WrHa(/ e W'H*, ha
/ (e Lip a) osztalyokkal kapcsolatban. Ezen
eredménytnk felhasznalasaval még altalano-
sabb erds Riesz-kdzepekre is kaptunk tételeket
([20]). A kodvetkezd

alaku, az el6z6 pontban mar emlitett, Un. er6s
altalanositott de la Vallée Poussin-féle koze-
pekre vonatkozd eredmények talalhatdk a [23]
ésa [32] szamu cikkeimben. R. Taberski [54] az
erds Abel-approximaciot vizsgalta az Lp(I™
UPU o0) térben.

G. Sunouchi [50] pedig olyan tételeket
bizonyitott, amelyekben az sk részletdsszegeket
negativ rendd (C, <x)-kozepekkel pétolja. llyen
tipust, a Sunouchi-féle eredményeket élesité
tételek taldlhatdk a [28]-as dolgozatunkban is.

Totik Vilmos munkatarsam dolgozataiban
([59], [60]) szdmos eddig emlitett eredményt
altalanosit a WrH* osztalyra [/eW'H*, ha
a>(/(r), 9~ Aax(<5)], s azt is megmutatja, hogy
eredményei pontosak. llyen tipust eredménye-
ket kordbban W. Lenski [47] lengyel matemati-
kus is bizonyitott, aki az utébbi idében szintén
intenziv kutatoja lett az erés approximécionak.
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A kovetkezd részben néhany an. inverz
tipusi er6s approximacidoval kapcsolatos
eredményt emlitink. Ha a (2.7) becslésekkel
kapcsolatos eredményeinket pl. r = 0 és a =
= Up (p 1) esetén mas alakban fogalmazzuk,
akkor azt allithatjuk, hogy az/e Lip 1/p feltétel
altaldban nem biztositja, hogy

2.8) £ s, (x>-/(*)r

mindenitt konvergens legyen.

Freud G. [10] vetette fel azt a kérdést, hogy
ha a (2.8) sor konvergencidjat p>1 esetén
megkoveteljuk, pontosabban azt, hogy a (2.8)
sor részletdsszegei egyenletesen korlatosak le-
gyenek, egyébként a flggvényrdl csak az in-
tegralhatésagot tételezzik fel, akkor mit
allithatunk az/ figgvényrél. O bebizonyitotta

idézett dolgozataban, hogy ekkor/ e Lip 1/p és
majdnem minden x pontban

2.9) lim h- /p(/(x + 1)- 1)) =0.

Felvetette azt a problémat is, hogy (2.9)
teljestil-e minden pontban. E kérdésre a negativ
valaszt [24]-es dolgozatomban adtam meg.

Az analdég kérdést p=1 esetén Nikisinnel
k6zos dolgozatunkban [43] tisztaztuk. Ezen
eredményt altaldnositva [29]-ben tdbbek
kdzott megmutattam, hogy a
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feltétel majdnem minden x pontban biztositja
f A\x +h)-f@Mx) = K(h)

becslést, mig az dsszes pontra csak az
\f'\x+ h)-f'\x)\iKh\ogt

érhet§ el, s ezek az allitasok nem javithatok.
A fentiekkel kapcsolatban természetszer(ileg
vetddott fel a sejtés, hogy a

210,

feltételek implikaljak, hogy/ eLip 1 E prob-
[émat tobbszor felvetettem, pl. [30]-ban, s
csak 1976-ban sikertlt bebizonyitani a sejtés
helyességét. Ekkor azonban ketten is, egy-
mastdl flggetlentl, lényegileg azonos élesi-
tettebb forméban adtdk meg az igenl6 valaszt.
K. I. Oszkolkov [49] szovjet matematikus és
Szabados Jozsef [51] bebizonyitottak, hogy ha
B(x) olyan folytonossagi modulus fliggvény,
hogy !

akkor a

feltétel biztositja, hogy / a Lip 1 osztalyba
tartozik. Vildgos, hogy R (x) = xp(0</?< 1)
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valasztas esetén ez az eredmény valaszt ad a
fenti kérdésre. Mindketten azt is megmutattéak,
hogy bizonyos poétfeltételek mellett (potfeltéte-
leik kilonboztek egymastol) az adott feltételek
szlikségesek is ahhoz, hogy/ a Lip 1osztalyba
tartozzon. Totik V. [59] megmutatta, hogy
minden tovabbi potfeltétel nélkil is szlikséges e
feltételek egyuttes teljestlése.

Szabados idézett cikkében a (2.10) feltételbdl
erdsebb kovetkeztetéseket is levont, pl. hogy az/
flggvény bizonyos rendben differencialhato, és
annak folytonossagi modulusara adott becslé-
seket. Szabados ezen eredményeit javitva [34]-
ben megmutattam, hogy ha O<p”~Il és \/p=
=p+a, O<aigl, akkor (2.10)-b6l kovetke-
zik, hogy / @) folytonos, és folytonossagi modu-
lusara a koévetkez6 pontos becslések adhatok:

Alexits Gyorgy sziletésnapjanak 80. évfor-
duléjara irt [38] cikkemben a (2.10) feltételt Ugy
altalanositottam tetszés szerinti pozitiv p-re,
hogy abbdl is pontosan a (2.11) alatti becslése-
ket kapjuk, s a feltétel O<p<I é l/p = r+a
esetén redukalddik (2.10)-re. Ez a feltétel a
kovetkez6:
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V. G. Krotovval kozds cikklinkben ([13])
monoton {An} sorozattal képezett

2.13)

feltételbdl dedukaltunk strukturalis allitasokat.
Példaul azt, hogy ha

akkor (2.13)-bol kovetkezik /eH ™. Konnyd
latni, hogy ahhoz, hogy (2.13)-bdél kévetkezhes-
sen/ eLip 1, elegend6 a

Z(u*rlp

sor konvergenciajat megkivanni; s ha Ak = 1,
akkor ez 0 < p < 1 esetén teljesil. igy ebbdl az
eredménybdl is adddik, hogy (2.10)-b6l kovet-
kezik/ eLip 1

A {2n} sorozat monotonitasat elvetve, de
természetszer(ileg mas, kevésbé szigoru szabé-
lyossagot megkovetelve, [25], [38] dolgozata-
imban a (2.13) feltételbdl co(/(), <b)-ra sikerilt
tovabb nem finomithaté becsléseket adni, s6t
azt is megmutatni, hogy a modulus becslésére
adott p(6) flggvénnyel majdnem minden x
pontban a

214) lim B)-I<>(*)) = 0
A-0
relécio is fennall.
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A [38] dolgozatban azt is sikerlilt megmutat-
ni, hogy ha (2.13) helyett a kissé erésebb

feltételt kivanjuk meg, akkor (2.14) mindeniitt
teljesul.

Krotov [12] legUjabb dolgozataban a még
altaldnosabb

feltételbdl kovetkeztet, s ad pl. szikséges és
elegend6 feltételt arra, hogy/ <) folytonos vagy
korlatos legyen, illetve a szokasos H* osztalyba
tartozzon. Ezen eredmények bizonyitasanal
nélkilozhetetlenek a klasszikus Hardy— Little-
wood-egyenlétlenség azon  altalanositasai,
amelyeket Németh Jozsef [48] bizonyitott be,
altalanositva a [33]-ban bizonyitott, ugyancsak
gyakran alkalmazott egyenl6tlenségeimet.

Xian Liang [64] kinai matematikus ezen
inverz jellegd probléméakat olyan modon
bdvitette, hogy azt vizsgalta, hogy ha a (2.13)
feltételben nem minden n-re dsszegzlink, hanem
csak bizonyos m, részletdsszegek eltéréseinek
Osszegére kivanjuk meg a norma végességet,
azaz a
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végességét, akkor milyen {m,} részletésszegek
biztositjdk ugyanazokat a kovetkezményeket,
amelyek (2.13)-bol kovetkeztek.

A fenti eredmények, vagy azok analogonjai a
konjugalt fliggvényekre is ismertek.

Az ismert, hogy a (2.12) feltétel <x=1 esetén
altaldban nem biztositja, hogy/ <€) vagy/ (), r
paritasatol figgéen, a Lip 1osztalyba tartozik.
Ha azonban ezt a feltételt a kovetkezd formaban
kissé élesitjuk ([26]), azaz haO<a 1,p>0¢és

(2.15)
min p

akkor a= lesetén majdnem minden x pontban
\Mfi'\x +h)-f"(x)\ +\?""\x +h)-

- 7 W | = 0x(h)
teljesul; s6t

/ (NeLip 1, ha r = 2k+ 1,
és
/ <elLip 1, har=2k

Az utébbi id6ben lassan kikristalyosodott,
hogy az Un. inverz tipusiu eredmények bi-
zonyitasanal a kovetkezd két eredménynek van
dontd szerepe, amelyek kozil az els6t [34]-ben,
a masodikat [37]-ben bizonyitottam.
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1. Barmilyen 0<pg I-re teljesil az

egyenl6tlenség, ahol £,,(/) a szokasos, C-térbeli
legjobb approximéciot jeldli.

2. Ha valamely pozitiv p-re és pozitiv tagu
{y,.} szamsorozatray2, g Cy2,+i(C ™ )(n = 1,
2, ...; 1lgig 29és

teljestl, akkor
Enf)g M*MCi- lip,,

Ezen utébbi allitasbol kénnyen adodik az is,
hogy barmilyen a (0<)B g (r+ a)p egyenlét-
lenségnek eleget tevé paraméterek esetén

EAf) = B, ),

ami 0<p<| esetén egyaltaldan nem magatol
értet6dd allitas.

Tekintettel arra, hogy a fenti eredmények
pontosak, ezért pl. paros r-re még a (2.15) feltétel
a=1 valasztds mellett sem biztositja, hogy
/ <e Lip 1 Ha azonban a

m=0
(2.16)
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feltétel teljestilését kivanjuk meg, akkor r pa-
rithsatol fuggetlendl f () a Lip 1 osztalyba
tartozik ([37]). EKkor azonban a feltétel jellege
eltér a szokasos erds approximacios fel-
tételekét6l; hiszen itt blokkonként is ké-
peziink egy maximumnormat. Ha pontosak
akarunk lenni, akkor itt pl. d4n. ,extra erGs
approximaciorol” beszélhetnénk, hiszen nem-
csak a tagok egy pontban val6 elGjeles Kie-
gyenlitédését zarjuk ki az abszolat érték
hasznalataval, hanem az dn. ,,rossz helyek”
kozul is blokkonként a legrosszabbat vesszik, s
az igy keletkezett 0sszeg végessegét kivanjuk
meg.

Annak mélyebb oka, hogy a (2.16) feltétel mar
biztositja, hogy/ (reLip 1, abban van, hogy a
(2.16) alaku feltételek mar ekvivalensek bizo-
nyos, az n-edrend( trigonometrikus polino-
mokkal valé C-térbeli legjobb approximaéciora,
azaz £,,(/)-re vonatkozo feltételekkel. Ugyanis,
[37]-ben, tobbek kozott bebizonyitottuk, hogy
barmely pozitiv p-re és p*-ra, és olyan monoton
{p.,.}-re, amelyre 0 <k ~ p2'+//U" ™ K<co
teljestl, a

és a
Z (npnpn ‘fA'-coo
feltételek ekvivalensek.
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E témakorben Xie Tingfan [65] kinai mate-
matikus végzett tovabbi finomabb 6sszefliggé-
seket feltard vizsgalatokat.

E pontban végil az ers approximacioval
kapcsolatos beagyazasi eredményeket te-
kintjuk at nagyon rdviden. Konny( latni,
hogy az eredmények nagy részét meg lehet fo-
galmazni bizonyos alkalmasan definialt
flggvényosztalyok egymassal kapcsolatos bea-
gyazasi viszonyat kifejezd formaban. Az els6
ilyen nyelven megfogalmazott eredmény [13]-
ban taldlhat6. Ennek megfogalmazasahoz defi-
nialjuk az alabbi fuggvényosztalyt adott p és
{4,,} sorozat esetén:

Eredményiink a kovetkezd: Ha {2,,} pozitiv,
monoton sorozat, 0<p<oo0 és a>folytonossagi
modulus, akkor

2.17) X («-U lLp=0(maj(m 1)
n=1
implikélja, hogy

(2.18) S,,({>U)<rH".

Ha van olyan 0 ~ R< 1, hogy npAJ, akkor
(2.18) -bol kovetkezik (2.17) is.

A [36], [39] dolgozatokban az alabbi
flggvenyosztalyok kozotti tartalmazési rela-
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dokat vizsgaltam:

Természetesen az itteni elsd flggvényosztaly-
nak a tobbivel val6 kapcsolata az, ami az er6s
approximécioval kapcsolatos probléma. Min-
taként idézzik a kovetkez6 eredményt:

Ha

0

és létezik olyan p természetes szdm, hogy
és

teljestl, akkor
M, P, o= WTT.

Krotov [12] dolgozataban a WrC és WrLd
osztalyokat is bevonta vizsgélataiba, s6t ezek
konjugalt osztalyaira, WrC-re és WL"-re is
kiterjesztette vizsgélatait, ahol pl. W(C := {/:
/[ eW'C}.

Ujabban tovabbfejlesztettem ezeket a
flggvényosztalyok kapcsolatait feltdro vizsgé-
latokat, bevezetve az altalanositott Lipschitz-
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és Zygmund-flggvényosztalyok fogalméat is
(lasd [41], [42] és [46]).

E rovid attekintés is mutatja, hogy ez a
témakor, amely egyike azon kutatdsoknak,
amelyek Alexits Gyorgy professzor probléma-
felvetései nyoman bontakoztak ki, milyen méret-
ben szélesedett nemzetkozi kutatasi témava,
mélyitve a magyar klasszikus analizis, szlikebben
a Fourier-analizis jo hirét.

3. Altalanos ortogonalis sorok erés szumma-
ciojaval kapcsolatban az els6 eredményt még
1936-ban Zalcwasser érte el, de az intenziv
vizsgalatok itt is kozel hasz évet varattak
magukra; ugyanis ezt szintén Alexits Gyodrgy
1955-ben kozolt eredményei vezették be, majd
1959-t61 kuléndsen Tandori Karoly kutatasai
szélesitették ki. Tandori Karoly [57] tdobbek
k6zott megmutatta, hogy a (3) alatti feltétel
biztositja az (1) sor nagyon er6s (C, 1)-szummal-
hatdsagat, annak ellenére, hogy a kézdnséges
(C,)-szummalhatdsagbol ez nem kovetkezik.
Mint mar emlitettik, ugyancsak Tandorit6l
szarmazik a ,,kevert” indexekkel kapcsolatos
erés szummacié probléméaja is, amelyre a
(3)=>(8) allitassal kapcsolatban az igenl6 valaszt
p = 2-re nekem sikerlt megadni. Ezt az ered-
ményemet 1966-ban er6s (C,a)-kdzepekre is
sikerult Kkiterjesztenem, azaz a kdvetkez0 tételt
bizonyitani: A (3) alatti feltétel minden pozitiv
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a-ra,0<p ™ 2-re és barmilyen {pn} indexsoro-
zatra biztositja, hogy

An k-0

teljesdl.

Az altalanos ortogonalis sorok erés szumma-
cidjaval kapcsolatban itt csak azt emlitjuk még
meg, hogy a magyar eredményeket, amelyek
els6sorban a klasszikus (C, 1)- és (C, <x)-szumma-
cidra vonatkoztak, tobb kilféldi matematikus
atvitte Abel-, Riesz-, Norlund-, Euler- és még
specialisabb szummacids eljarasokra is.

4, A kovetkez6kben néhany, az altalanos
ortogonalis sorokkal kapcsolatos approximéacios
eredményemet emlitem. Mar lattuk, hogy a (3)-
as feltételbdl kdvetkeznek a (4) alatti allitasok.
Az is ardnylag kénnyen megmutathat6, hogy
ha {2n} egy elég szabalyosan ndvekedd pozitiv
szamokbdl all6 sorozat, akkor a

. *
ZalY@: <
feltételbdl a
41) <r,(X)-s(x) = @\X,)
a&proximéoiés allitas is kovetkezik. Azonban a

Z cl Xl < oo feltétel altaldban nem biztositja,
«=
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hogy (4.1) teljestl. 1963-ban ([16]) azonban
sikerllt azt bizonyitanom, hogy ha A,=ny és
O<y< 1, akkor a a,(x) kozepek az s(x)
Osszegfliggvényt Ox(n~Y) nagysagrendben app-
roximéaljak, azaz ha 0 <y< 1és

4-2) Y, cl nZy< oo,
n=1

akkor

€,(x) - s(ic) = Ox(n~y)

teljestil. Ezen eredményemet Sunouchi (1967)
erds (C, a)-approximacidra is kiterjesztette, azaz
a kovetkez6 eredményt bizonyitotta.

Ha 0<y<1 és (4.2) teljestl, akkor minden
pozitiva-raés0 < p < ly-rateljesul a kovetkez6
approximacios allitas:

C.(x) = Ca):=
4.3)

fi" Vip
- ] =vAT

Ezt az eredményt viszont én fejlesztettem, s
végul élesitettem tovabb. 1971-ben megmutat-
tam, hogy Sunouchi feltételei mellett a nagyon
erés (C, a)-kozepek is a fenti rendben appro-
ximalnak, azaz (4.3)-ban az s*(x) részletésszege-
ket s\Wk(x) részletosszegekkel is kicserélhetjik,
barmilyen névekedd indexsorozatot is jelol
{vk}. Ugyancsak megmutattam, hogy az sk(x)
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részletdsszegek bizonyos negativ B rend( crf(x)
Cesaro-kozepekkel is potolhatok az appro-
ximéacios rend romlasa nélkil. Kevert {pk}

00
sorozatra viszont csak a £ c¢™2floglog«)2<

n=4
< oo feltétel mellett tudtam igazolni (4.3)-ban az
sk(x) 6sszegek cseréjét s, k(x)-szel.

A problémahoz visszatérve 1980-ban sikertilt
megmutatnom ([40]), hogy az a= 1 specialis
esetben a 0 <y <1 megszoritas nélkdl is teljesul
(4.3). A kovetkez6 évben még egy lépéssel
sikertlt tovabbmenni, azaz azt bizonyitani,
hogy minden olyan pozitiv y-ra és p-re, amelyre
al0<py<a” lteljesul, a (4.2) feltétel garantalja
a (4.3)-as approximaciot, viszont haa > 1, akkor
a py<a feltétel mar nem elegend6 (4.3) tel-
jesuléséhez. Ez az eredmény, mint az a feltéte-
lekbdl jol lathatd, az a paraméterre ad mellék-
feltételt, ami az eredmény értékét csdokkenti.

Més mdédszerrel viszont azt tudtam igazolni,
hogy ha a p paraméterrea0 < p ~ 2 mellékfelté-
telt feltessziik, akkor minden pozitiv a-ra
allithatjuk (4.3)-at, természetesen a 0 <py < 1és
a (4.2) feltételek teljestilése mellett.

E két irdnybdl val6 el6rehaladas mar szinte
biztossa tette, hogy minden tovabbi meg-
szoritads nélkil a 0<y< 1 feltétel a Sunouchi-
féle tételbdl elhagyhat6. Ezt azonban nem
tudtam bizonyitani, igy sejtésként, problé-
makeént fel is vetettem.

35



Végul egy olyan otlet felhasznalasaval si-
kertlt a fenti sejtést igazolni, amelyet H.
Schwinn német matematikus hasznalt Euler-
szummaciéval kapcsolatban, s igy szlletett
k6z06s dolgozatunkban ([44]) igazoltuk, hogy a
(4.2) feltétel minden pozitiv a-ra és y-ra, vala-
mint a O<p<l/y feltételnek elegettevé p-re
biztositja (4.3)-at.

Ezzel Iényegileg a lehet6 legjobb ilyen jellegl
eredményt sikerilt bizonyitanunk; hiszen az
ma mar kovetkezmény jellegli allitas, hogy
ugyanezen feltételek mellett a nagyon er6s
kdzepekre is fenndll ugyanez az approximacios
rend. Ez egy igen altaldnos formaban megfogal-
mazott eredményembdl azonnal kovetkezik.
Ezen lemmat talan érdemes itt is idézni annak
,».Szokatlan formaja és mondanivaléja” miatt.

Legyen « tetszés szerinti pozitiv szam, €s
legyen {2,} pozitiv szdmoknak egy tetszés
szerinti sorozata. Ha a

(44)

feltétel biztositja, hogy az (1) sor s,,(X) részletdsz-
szegei egy ,bizonyos T = T({s,,(X)}) tulaj-
donsaggal” rendelkeznek barmilyen ortonor-
malt rendszer legyen is {q1(x)}, akkor a (4.4)
feltétel azt is biztositja, hogy az (1) sor névekvd
indexekkel képzett barmely részletdsz-
szegei is rendelkeznek ugyanazzal a T tulaj-
donsaggal; azaz ha
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4.4) =>T({s,,(x)}), akkor (4.4) =>T{sm,(x)})

barmely névekedd {mn} indexsorozatra.
Kevert {//,.} indexsorozatra azonban a 0 <py <
<min(a, 1) feltétel sziikséges, azaz ekkor nem
minden pozitiv a-ra allithatunk (4.3)-as appro-
ximéaciéhoz hasonld allitast. E kiegészitd fel-
tétel szlikségessége kevert {/i,,} sorozatok esetén
kdnnyen igazolhat6, tehat ez nem a bizonyités
hidanyossaga, hanem valdban szlikséges feltétel.
Hasonlé eredmények bizonyithaték az alab-
bi tipust er6s, nagyon er@s és kevert index(

kdzepekre is:
K(x): =

= {(«+i) ?klzo(k+iy' Mvw-swr}1-

Az eredmények 6sszehasonlitasabol az a
meglep6 tény deril ki, hogy a fenti kozepek
esetén a B = 1 specialis k6zép ugyanazokat az
eredményeket adja, mint az el6z6 erés (C,a)-
kdzepek barmilyen pozitiv a-ra.

Kanadai utamon 1983-ban megvizsgéltam
azt a kérdést is, hogy milyen valtozasok lépnek
fel, ha a paraméterfeltételek hatareseteiben néz-
zilk az approximacids rendet. Nagyon tdméren
fogalmazva azt mondhatjuk, hogy Aaltaldban
(log«)Ypfaktorral romlik az approximéciés rend;
de példaul ap = 2 eset bizonyos szingularitast
mutat. Kicsit precizebben, tobbek koézott az
alabbiakat sikerilt bizonyitani ([45]):
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Minden pozitiv a-ra és p-re a

feltétel a

approximéciot biztositja; de ha p= 2, akkor

(4.5)

is teljesdl.

Ha p/2, de a (4.5)-6s approximaciot el
akarjuk érni, akkor ehhez a kdvetkez6 feltételek
elegend@ségét tudtam igazolni:

€s

®
£ c\n< 00, ha 2.

5. A matematikai részletek utan is érdekl6dé
olvasé szdméra a tovabbiakban megadunk
néhany, a fontosabb eredményeket tartalmazo,
tébbnyire magyar szerzg altal publikalt cikket,
ahol az emlitett kilfoldi szerzékre vonatkozé
referencidk, s tovabbi magyar vonatkozasu
cikkek is megtalalhatok.
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