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A Steiuer-féle kritériumról a kúpszeletek 
elméleté beu. 

SteinM' a Giornale arcadico di Roma XCIX. kötetének 
e e   értekezésében: »Teoremi relativi alle coniche 

inscritte e circonscritte«, mely e  a Crelle-féle »Journal 

für die reine und angewanclte Mathematik«  folyóirat 

30-dik kötetében (97. 1.) is megjelent, meghatározta a három 
pontból és adott középpontból meghatározott kúpszelet nemét, 

az általa nyert eredményt a e e  be nem bizonyított 

kritériumban ·foglalván össze: 

»Ha CL kúpszeletnek hcírom A} B} e pontján kívül még 
annak P középpontja is adva van} úgy az ily m6don meghatá-

1·ozott kúpszelet nemét a e e e  döntjük el : Legyenek 

az A, B, C hcíromszög oldalainak középpontjai A', B', C' és 
kössilk össze egyenesek által az utóbbi pontokat, úgy ez egye-

nesek a síkot hét rész1·e oszt.ják} ú. ni. A'B' C' véges 1·ész1·e, 
azutcín CL szögök felett e el e  három síkrész1·e, vég1·e pedig az 

oldalak felett e el e  három sík1·ész1'eJ ha a P pont az elsö 

négy síkrészben fekszik} akko1· az e e  kúpszelet ellipsis} ha} 

pedig a P pont az tLtóbb említett há1·om sikrészben fekszik 

akko1· az e ·e l  kúpszelet hype1·bola.« 

Steiner, a mint már említettem, e kritériumot be nem 
bizonyitotta; a jelen sorok czélja annak bebizonyítása ana-

lytikai módszerek segítségével. 

1. Azon jelöléseket megtartva, melyeket már több érte-

kezésemben használtam, x, y alatt a currens orthogonál-
coordinátákat, x;, y; alatt pedig az i pont orthogonál-coordi-
nátáit értem. Felveszem továbbá, hogy 1, 2, 3 legyenek a kúp-

szelet adott pontjai, 4 pedig a kúpszelet középpontja. Az 1, 2, 3 
pontokból meghatározott 23, 31, 12 oldalak középpontjai pedig 

legyenek l', 2', 3'. 

;,l. T • . Mt, BRT. A MA'Ill, TUD. KÖRÉBÖL. 1880. VII, K. 24. SZ. l* 



HUNYADY J . 

Legyen továbbá: 

\ ~: ~ 1 = Sik, \ ~ :: 1 = 'lik, 1 :: :~ \ = t;k 
Xi y; 1 Xi y; 1 • · · • • (a) 

Xkyd = (iko)J XkYk 1 = (ikl) 
X y 1 X1 y1 1 

2. Az 1, 2, 3 pontok és a  4 középpont coordinátái az 

el e  szerint x1 y1 ; x2 y2 ; x3 y3 ; x4 y4, úgy az 1 2 3 három-
szög oldalai középpontjainak coordinátái a e e  lesznek: 

1'. · ... Hx2+xa), {(y2+Ya)· i 
2' ..... Hxa+x1), i(Ya+Y1)· · · · · · (b) 
3'. · · · · {(x1 +x2), .}(y1 +y2)· 

Áttérünk az (1'2'3'), (2'3'4), (3'1'4), (1'2'4) determinán-
sok értékeinek meghatározására. A (b) alatti jelöléseket tekin-

tetbe véve, találjuk : 

x2+xa Y2+Ya l+l 

(1'2'3')= § xa+x1 Ya+Y1 1+ 1 ..... (e) 
x1 +x2 Y1 +y2 l+ 1 

és ha ez egyenletet a e e  identikus egyenlettel sok-

szorozzuk: 

találjuk, hogy 

~  1l2a l2a 

(123)2 = ~  1/31 lai ..... ( d) 
~  1/12 .r;_2 

0 (123) (123) 

(1'2'3') (123)2 = ! (123) 0 (123) = ~ (123)3 
(123) (123) 0 

vagy az e e l  e  elhagyása után : 

(1'2'3') = í (123) ..... (e) 

Miután pedig a e e  azonos e e le l: 

X1 yi 1 11 
X2 Y2 1  1 = 0 
x3 y8 11,-
x 4 y4 l  1 
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következik, hogy : 

(234)+(314)+(124)-(123) = 0 

zért, ha az (123) értékét ez e e le l az (e) alatti e e ~ 

letbe helyettesítjük, találjuk, hogy: 

(234)+(314)+(124) = 4(1'2'3') ..... (f) 

Továbbá találjuk, hogy 

xa+x1 Ya+y1 1+1 
(2'3'4)=í X1+X2'!}1+'!}2l+l ..... (g) 

X4 Y4 1 

X1 +x2 Yi +y2 1+1 / 
(3'1'4) = { x8+x1 y3+y1 1+1 f ..... (h) 

X4 Y4 1 1 

x2+xa Y2+.11a 1+1 / 
(1'2'4) = t xa+x1 Ya+Yi 1+1

1

. „ „ (i) 

X4 '!}4 1}; 

Ha pe(1ig a (g), (h) és (i) alatti egyenleteket a  ( d) alattival 

sokszorozzuk, akkor az e e l  e  elhagyása után talál-
iuk, hogy 

-(234) + (314) + (124) = 4(2'3'4) l 
(234)-(314) + (124) = 4(3'1'4) ..... (k) 
(234) + (314)-(i24) = 4(1'2'4) 

Ha végre még az (f) és (k) alatti egyenletekben a követkeoo 
rövidebb jelöléseket vezetjük be: 

(234) = u1, (314) = u2, (124) = u3 ••••• (1) 

akkor a e e  nevezetes egyenletrendszert nyeijük : 

u1 +u2+u8 = 4(1'2'3')! 

-u1 +u2+11a = 4(2:3:4) ..... (l) 
U1-u2+tt3 = -4(134) 
it1 +u2-=-u3 = 4(1'2'4) ) 
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3. Az 1, 2, 3 ponton e  vagyis az 123 háromszög-

nek körülírt kúpszelet egyenlete az (a) alatti jelölések tekin-

tetbe vételével a e e  alakban írható: 

(120) (130)+/,l (120) (230)+1.2 (130) (230) = o, ..... (2) 

mely egyenletben a A-i 1.2 mennyiségek határozatlan állandókat 
jelentenek. A (2) alatti egyenletben kifejezett kúpszelet ellipsis 

vagy hyperbo1a, a mint annak x, y szerint rendezett 

ax2+2bxy+cy2+2dx+vy+f = 0 ..... (3) 

egyenletében 

'

a bl > b e < 0 ..... (4) 

Ha tehát a (2) alatti kúpszeletre nézve el aka1juk dönteni, hogy 

mikor ellipsis és mikor hyperbola, akkor el  azt x, y szerint 
rendezzük és ezután a e e  determináns értékét meg-

határozzuk: 

E determináns értékét a e e e  határozzuk meg : 

1 

a b l l 2a 2b 1 2a 2b 0 
4 b e/ = 2b 2c = 2b 2c 0 ..... (5) 

2cl 2e 1 

A (2) és (3) alatti egyenletek összehasonlításából találjuk, hogy 

2a = S12S1a + St aS1 2 +/,l (S12;28 + S2aS12) + },2 (S1aS2a + S2aS1 a) 
2b = 11i211i3+111311i2+A1(11i21128+11231112) + /.2(11131123+1;2311i3) 

~f = f'12f'13 + .rl3.r;.2 +  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . (6) 

2b = S12l/13 + S1;;IJi2 + },1(S12l/2a + S2alJi2) + },2(;13l/2a+S23IJi2) 

2d = S12fia + S1 afi2 + ;,1 (S12Íi?a + S2afi2) + },z (S1a.r;a + S2ar; 2) 
2e = IJi2fia + l/t afi2 + A1 (11i2J.ia + l/2afi2)+ A2(11rnÍi?a+ 112af12) 

Ha pedig ez értékeket az (5) alatti egyenletben helyettesit· 

jük, akkor találjuk, hogy 



;12;13 + ;1a;12 +A.1 ~ ;  ~ ~ ) +l2(;13;2a +;2a;13) ;121/i3 ~  +A.1 (;121/2a+;281112) + A2(;131123 + ;231/13) 0 
4( ac-b2)= !;121;18 +;1811i 2+ A1 ~ ; ; ; ) . ; ; ) l/12IJia+ IJt 31/12+ A1 ( 1;121;28+11281;12)+A2(11i811g8+ 11g811i3) 01 ( 7) 

;12/'.i3 +;13/'.i2+A1 (;12F2a+;23f12) tA2(;1 af2s+;23Jrn) /'.i21Ji3+F131Ji2+A1(!,.2l/23+J2alJi2)+A.2(lx3lfoa+F2alJia) 1 

Ez egyenletet úgy alakitjuk át, hogy azt a e e el sokszorozzuk: 

X1 X2 Xa 

(123) =  / Y1 Y2 Ya / • · · · · (8) 
1  1  l 

megjegyezvén, hogy a sokszorozás a jobb oldalakon álló determinánsokban oszlopok szerínt történik. A sok-
szorozás eredménye a e e : 

(123) )A.1 ;12 +J,2;13( -(123)) ;12+ A2;23I (123) ! ;, a +A.1 ;23! 
4(ac-b2)(123)= 1 (123))A.111i2+A.211ial -(123))1112+A.2112al (123))11i8)+A.11;23( 

1 1 1 

A.1;12+ A.2;rn -(;12 +A.2;2aH1s-+-J,1;2a O 
= (123)2 I },111i2+},211ia -(1112+ },21123) 7Ji3+ A11/23 0 

1 1  1 0 

},1.r12 + },2.r1s -( F12 + A.2f2a) fi 3 + },1 f23 1 

> 
w 
"3 
l:=l 

i:2 
l:=l 

~ 
"'l 
t.=:-
t:" 
i:rj 

~ 
l:d ..... ..., 
i:rj-

l:d 

d 
~ 
l:d 

~ 

-:i 

-- ~~-----~ 
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és innét 

J,11;12+A.21;13 -( 1;12+J,21;2a) 1;1a + A.11;23 0 

4(ac-b•) = -(123) Á11112+A.21Ji3 -(11i2+A.2112a) 1Ji3+A1112a 0 (9) 
A.1'12+.1°2J13 -(f12+A.2.r2a) fia+J,1112a 1 

1 1  1 0 

s ha még ez egyenletet a e e el sokszorozzuk : 

X1X2X3Ü 
(l23) = Y1 Y2 y3 0 '  ' .... (lO) 

1  1  1 0 

0 0 0 1 

akkor, ha a sokszorozás ismét oszlopok szerínt történik, annak 

eredménye a e e  lesz : 

0 -(123)/.2 (123)/·1 1 
4(ac-iJ2) (123)= - (123) -(123)/.2 0 -(123) 1 

(123)A.1 -(123) 0 1 

1  1  1 0 

vagy ha a jobb oldalon álló determinánsban az utolsó oszlopot 

(123)-mal sokszorozzuk és az el  három sort (123)-rnal el-
osztjuk, akkor az e e l  e  elhagyása után a e e  

egyenletet nyerjük: 

0 _,,2 /,1 1 
4(ac-b2) = -(123)2 _ 1,2 0 -l l 

A.1 -1 0 1 

1  1  1 0 

A (4) alatti feltétel szerínt tehát a (2) alatti kúpszelet ellipsis 

vagy hyperbola, a mini 

0 -A.2 A.1 l < -A.2 0 -1 1 ). 0 . .  . . (11) 

l1 -1 0 1 

1  1  1 0 
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4. Jelen esetben a (2) alatti kúpszeletsereg egyik kúp-

szelete úgy van meghatározva, hogy annak középpontja az 

x4, y4 pontban van. A (2) alatti kúpszeletben a középpont a 
e e  egyenletek által van meghatározva: 

(120);13 + (130H12+ A1[(120) S2a+ (230);12] l 
. . +;•2[(13o)s2a +(230H1a] = o (l

2
) 

(120)1113+ (130)1112+ ;,1[(120)1123 + (230)1112] ..... 

+ ),2[(130)1123 + (230)11rn] = 0. 

Miután pedig a középpont coordinátái x4, y4 azért ez egyen-
letek akkor is állanak, ha bennök x, y helyett x4, y4-et helyet-
tesítünk és így a még határozatlan ),1, J,2 állandók meghatáro-
zására a e e  egyenletek szolgálnak : 

c124);13+(134);12 + ;,1 [(124H2a + (234};12J l 
+;·2[(134H23+(234)s1a] = o (l

3
) 

(124)1113+ (134)1112+ J.1[(124)1/23 + (234)1112] ..... 

+J,2[(134)1123+(234)11i3] - 0 

H N= 1 (124H2a +(234);12 (134);23+(234)srn I (l4) 
a 
1 

(124)1123+(234)1112 (134)112a+(234)1113 '· · · · · 

akkor ez egyenletek megoldásai a e e  : 

A (14) és (15) alatti egyenletekben meghatározott értékeket 
még tovább redukálhatjuk, ha az el  egyenleteket ·még így 
írjuk: 

1 

(124H23+(234);12 (134);23+ (234};13 0 
Y' = (124)1123+(234)1112 (134)1123+(234)11i3 0 

1 
(124).í23+(234)r12 (134)f23+ (234)!;_3 1

1 

M, T. AK. ÉHT._A )fATH. TUD. KÖRÉBÖL. 1880. VII. K 24. SZ, ** 

) 
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(124);
13
+(134H12 (134);23+(234);13 0 

]\,T},
1 
=  - (124)11i3+(134)11i2 (134)1123+(234)11i3 0 

(124)f13+(134)f;_2 (134)f23+(234)r;_3 1 

(124H2a + (234) ;12 (124H1a + (234);12 0 

]\.T},
2 
=  - (124)1123+(234)11i 2 (124)11t3+(234)11i2 0 

(124)f
23
+(234)!;_2 (124)f13+(234)f12 1 

és azután mindegyikét a e e el sokszorozzuk : 

X 1  X 2 X s \ 

(123) = y1 y2 y8 

1 

...... (16) 

1  1  1 

megjegyezvén, hogy a sokszorozást oszlopok szerint hajtjuk 

végre. A leírt módon találjuk, hogy 

1 (124)(134) 0 (234)(123) 

N(123) = i (134)(123) -(234)(123) o 
. 1 1  1 
1 

vagy az e e l  e  elhagyása után és az (1) alatti jelö-

léseket tekintve: 

és ehhez hasonlóan 

5. Ha továbbá a (11) alatti feltételben el f l  determináns 
el  három sorát N-nel sokszorozzuk és az utolsó oszlopot N-nel 
elosztjuk, akkor az a feltétel J,- e  elhagyása után a kö-

e e e megy át: 

0 -N'A2 Nl1 11 
-NJ,2 0 -Nl < 
N/,

1 
-N 0 1 > o 

1  1  1 0 
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vagy ha N, N/,1 és N/,2 értékeit a (17) és (18) alatti egyenletek-
l helyettesítjük még továbbá: 

1 0 u,ua( U1 +u2-ua) u,u2 ( u, -u.+ua) 1 j 

1 

~ - ) • 0 u,u,(-u,+u.+ua)ll < O„ „(l
9
) 

. u,u2(u1-it2+ua)u,u,(-u1+u,+qt3) 0 1 > 
1 1 1 1 0 

Ha pedig az itten el f l  determinánsban az utolsó oszlopot 

u4-gyel sokszorozzuk, akkor az el  három sor e l 

u4, mint e  kiválik, azért a fennebbi feltétel az u! e  

elhagyása után még a e e e megy át: 

0 113( 'lh +u2-u3) u2( i11-u2+u3) 1 

ii3(u1 +ii2-u3) 0 u1(-u1 +i12+u3) 1 < 
0 u2(u1-u2+u3) u2(-ii1+u2+ii3) 0 1 > 

1 1 1 0 

és ha még itten az el  második és harmadik sort u1, u2, u3-mal, 

a negyedik sort pedig u1 u2u3-mal sokszorozzuk és azután az 
1, 2 és 3-clik oszlopot u2u3, u3u1 és u1ii2-vel osztjuk még' to-

vábbá: 

0 it1 +it2-U3 U1-u2+it3 U1 

it1 +u2-U3 0 -u1 +i12+u3 U2 <o 
it1-u2+ua --U1 +u2+ua 0 ii3 > 

it1 U2 U3 0 

ha pedig itt még az el  három oszlopból a negyediket kivon-

juk, akkor: 

-u1 u2-ua -u2+ua U1 

u1-u3 -u2 -tt1 +ua U2 < 
0 

U1-U2 -U1 +u2 -it3 U3 > 
0 

és ha még a bal oldalon álló determinánst a e e el 

sokszorozzuk : 
1  1  1  1 

1 -1 -1 1 

1 -1 1-1 = 
16 

1  1 -1-1 

** 
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akkor a sokszorozás eredménye ez lesz: 

0 0 -'2( u1+u2-ua)-2( u1-u2+u3) 

0 2(u1+u2-u3) 0 -.2(-u1+u2+113) 

0 2(u1-u2+u3 -2(-u1 +u2+ua) 0 

(u1 +u2+1ia) . 

Ü 'U1 +u2-U3 
=-8(u1+u2+u3)  u1+u2-u3 0 

u1-u2+u3 
-u1+u2+ua 

0 u1-u2+u3 -u1 +u2+u3 

= -16(u1 +u2+iia)(-u1 +i12+ua)(u1-1i2+u3)(u1 +u2-u3) 

Ezeknél fogva a fennebbi feltétel a e e e megy át: 

és ha ebben még az (1) alatti egyenletekre vagyunk tekintettel, 

akkor végre azt az eredményt nyertük, hogy a kérdéses kúp-
szelet ellipsis vagy hyperbola, a mint: 

(1'2'3')(2'3'4)(1'3'4)(1'2'4) < 0 ..... (20) 
> 

6. A (20) alatti _egyenlet fejezi ki az értekezés elején 

kifejezett kritériumot. 
Ha ugyanis a 2'3'4, 1'3'4, 1'2'4 és 1'2'3' háromszögök 

kétszeres területeit t1, t2, t3, t4-gyel jelöljük, akkor: 

(2'3'4)=±t1, (1'3'4)=±t2, (1'2'4)=±t3, (1'2'3')=±t4, 

mely egyenletekben a fel  vagy alsó el ele  választandók, a 

mint a 2'3'42', 1'3'41', 1'2'41', 1'2'3'1' körülírások positivok 

vagy negatívok. Ha aJ kérdésben forgó négy pont közül a 
1'2'3' pontokat tekintjük állandóknak, akkor a 4 pont a síknak 

azon hét részében fekhetik, melyekre az az 1'2'3' háromszög 
oldalai által osztatik. Ha a 4 pont vagy magában a 1'2'3' három-

szögben fekszik, vagy pedig a csúcsok felett e el e  végtelen 
síkrészekben, akkor az idom e e l látjuk, hogy a fen-
nebbi háromszögö közül páratlan számúak pozitív, tehát szin-
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tén páratlan számúak negativ körülirásuak, ekkor tehát az 

1'2'3'4 pontoknak a helyzete olyan, hogy bizonyos háromból 
képezett háromszög a negyediket magába zárja; ez esetben 

tehát a (20) alatti feltételek közül az el  áll és így a kérdéses 

kúpszelet ellipsis. Ha pedig az el  feltevéssel ellentétben, a 

4 pont az 1'2'3' háromszög oldalai felett e el e  végtelen sík-

részekben fekszik, akkor szintúgy találjuk, hogy a  kérdésben 
forgó háromszögök közül a positiv, valamint a negativ körül-

irásúak is páros számban fordúlnak el  a mi a fennebbi fel-

tételek közül a másodikra, vagyis a hyperbolára vezet. Meg-

jegyezhetjük, hogy ez esetben az 1'2'3'4 pontok egymást 
kizá1ják, azaz bármely háromból képezett háromszög a negye-

dik pontot kizárja. 
Így tehát az értekezés elején kimondott kritériumot be-

bizonyítottuk és még a e e e  mondhatjuk ki: 

»A há1·om pontból és a középpontból adott kúpszelet nemét 

a e e e  dönYük el: 

M e e el  meghatározzuk a három pontból képezett 

háromszög oldalainak középpontjait, ha ezek a kúpszelet közép-

pontjával oly helyzetet foglalnak eli hogy egymást kizá1ják, 

akkor a kúpszelet hyperbola, az evvel elle e  esetben pedig 

ellipsis.« 

M. T. AK. ÉRT, A MATH, TUD. KÖRÉBÖL, 1880. VU. K 24. SZ. *** 
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