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Az állandó elektromos áramlások elméletélrnz. 

Az elektromosság tüneményeinek magyarázatában leg-

nagyobb szerepet játszanak a közvetetlen távolbahatás fölvé-

telci, az elektrodynamikai alaptörvények. 

Ezek értelmében minden egyes mozgó elektromosság 

mús mozgó elektromosságra bizonyos szabály szerint gyakorol 

hatást, mely azok helyzete és s ss  függ. 

i  az elektromosság galván folyamhoz tartozik, arra 

nrmcsak más elektromosságok, hanem a galván elemben föl-

 kevéssé ismert r  is hatnak, s az elektromosság mozgása 

ily behatások alatt történik; ha pedig a galván áramot nagy 

hosszaságú  a galván  nagy távolnyira visz-

szük, mint pl. a távírda sodronyainál: akkor ily  részek-

ben  elektromosságra az elemben r  folyamatok nagy 

távolságukntLl fogva nem gyakorolhatnak közvetetlen hatást. Az 

elektromosság mozgása e  részekben csakis a többi elek-

tromosságok által kifejtett r  befolyása alatt történhetik s a 

távolba hatás törvényének következménye gyanánt i . 

K  megvizsgáljuk ama közelebbi föltételeket, 

melyek az elektromosság mozgását szabályozzák, i  az 

s i  által határolt  szabaélon mozoghat s arra 

csak más, szintén mozgó elekromosságoktól származó erök 

hatnak, és minden erö egy vele arányos áramlást okoz; meg-

állapítjuk azon általános egyenleteket, melyek ilynemií moz-

gások számára fennállanak; ezután a közvetetlen távolba 

lrn,tás egyes törvényeit allrnlmazzuk s vizsgáljuk azt, vajjon 

az  r  állandó mozgások megegyeznek-e azon galváu-

folyamokkal, melyek az említett törvények egyeseihez tartoz-

nak, s nem lehetségesek-e még más állandó áramlások is. 

M, T, AKAD. Élt'PEK. A MATll. TUD. KÜRÉJJÖT„ 1880. YJI. K. 20. SZ. 1 * 
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1. E s megállapítások. 

· Valamely  és isotrop  i és k pontjai-

nak 'X'iyiZi és o:1, y1, z„ a térbeli ss r i ; ezrk helyén  

dri = dxirl.11irlZi és drk = d;rk dyk dzk térfogati elemekben 
c+i, Li és c+k, Lk positiv és negatív elektromosságok x-t-wf-; 
z +i, x.:_iy:__i z!__i stb. s ss '.' i ss . A kétnemü 

elektromosság térbeli és felületi s r s  <J+ii a_i; (J+i, (J-i; 

a szabad elektromosság s r s : <Ji = <J ti+ a_;; (Ji = (J+i 

+ (J-í· E mennyiségek összefüggése: E+;= a +i dTi, Li = a_; 
dr:i; c+i = f.?+id:f;; L; = (J-irlfi; stb., hasonlóan Zéi = aidri, 

i 

Zéi = f.?idfi; a Z összegezési jel ezentúl az egy térfogati, 1agy 
i 

felületi elemben foglalt mennyiségekre vonatkozik. 

Jelezze ii; 'l:i w; a dT,-ben r  áramlás s r s i ösz-

s i  ezek kifejezése: 

Uidr:i = l:°éiXÍ 
i 

v,dr:i = ZE;yÍ 
i 

Widr: = ..J'cizi 

Ez áramlások a mozgás folytonossága elvének felelnek 

meg; de figyelembe  itt azon körülmény, hogy az áram-

Us ss i nemcsn,k a térbeli ss r  függvényei, hanem 

ezenkívül még explicite a sebességeket is tartalmazzák. 

A folytonosság egyenletének a  belsejére megálla-

pítása czéljából vizsgáljuk meg r  az egy dTi elemben 

r  áramlást. Ez elem x,yiz; csúcsában a sebességek xíyízí 

értékkel bírnak ; az e csúcsot tartalma.zó d.lfidz; lapon keresztül 

dt i  alatt ömlik iti dx; dy; dt mennyiség; a szemközt  

dydz lapon pedig, mely dx távolnyira van az s , ömlik: 

[ 
oui ou1 oxí ou; oyí oiii ozí J 

- Ui +;:;-dx;+ ö>1T dx;+ ;:,;-; --;----dx; + ~ -;---dxi dy;dz;dt. 
O;ri uxi,uXi uyi,uX; uzi,ux; 

~ 
Itt ~ i-  dx:-t jelezzük, azaz csak a sebesség különb-
uxi 

ségét, az s  és a második dy;dz; lapra nézve. 
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A térbeli folytonosság eg.yeulete tehát: 

06;= - ~ i  ov; + ~ )- E; ..... l). 
ot ,OXi Offi e;:; 

E ala.tt értjük: 

Cll; e.;;; Óv; OJ'; OW; oxi 
~·" + „. + „. + ~- "'-+ „. + „. + ;--; ;;-
i ·.r; u.ri CJ' ; uy; "::t'i ez; 

mennyi éget, melyben a eb' ségek, mint azt ~1 távolba hatá 

egye törvényei mutatjfrk, s  h<Ltváuyon fordúluak . 

A felületi folytonossig egyenlete pedig: 

00; ( OJ'i 01/i OZ;) 
~ =  - 'Ili iJi;: + Vi O.n + 1V On • • • • • 2)· 

Ez 1) és 2) egyenletek föltevést nem tartalmaznak s az 

áramlás minden ú.llapotára érvényesek. 

2. Ohm törvénye. 

\-izsgálatunk folytatá ára. azon ~s f s  kell bevc-

zetuüuk, mely az elektromosságokra c  r  (elektromo-

torikus r ) s az általa létesített áramlás intenzitása között 

feunáll. E kapcsolatot if  Ohm törvényét azonban közve-

tetlenül nem alkalmazhatjuk, mert nemcsak a sebességnek befo-

lyását ez r r , hanem még azt is figyelembe kell vennünk, 

hogy a távolba hatás egyik (Clausfos) törvénye zerint oly 

gahán-áramok is megegyeznek a tapa ztalással, melyekben a 

-  elektromosság i.i  sebességgel mozog. Eme 

föltétnek csak úgy felelhetünk meg, ha a különnemlí. elektro-

mosságoknak  mozoghatóságot tulajdonítunk, azaz, 

fölvesszük, hogy azok ii  ellenállással mozognak egy-

ugyanazon . Ohm törvényét itt ily alakban mondjuk 

ki: a c~:~~~~ ) mozgó elektromosságra  elektromotori-

k Ő 1 ' (postiv ) ' l' t k  1 u  er  egy ve e egyenesen amnyos uegati» aram as o ·oz; e e 

ez áramlás arányossági  1.1 és /.2 nem  a két 

esetben. 



Jelezze: X+• a dr,-ben x+i, .1/+i, z+• sebességgel mozgó positiv elektromosság egységére  r ss -
, s hasonló symmetrikus jelek a többi ss , Ohm törvényének ~L leszen: 

'lti = ii i +U-i= " .~1 -i ..'...  = A1X+; + },2 X-1 l 
v1 = v+' + v_i = 0"+1y-t1+cr_,JJ....'.1 = /,1 Y +i + A2Y. . ..,, és 
Wi=w+; +w-; = O"-t;iö+i+ O"_;z..'...1 = /,1 Z+; + },2 Z-i 

uk = u+k + ii-k =O"+kx+k cr- -~ = /,1X+k + /,2X-k \ 
vk = v+k +V-k =O"+kY+k+a-ky....'.k = /,1Y+k + A.2 y_k f' 
Wk= WH + W-k=O"+kz+k+cr-kz...'.k= l.1 Z+k + /,2 Z-k 

Ezek figyelembe vételével a folytonosság egyenletei: 

ocri _ {, (ax+i oY+i ·az+') , (ax_ j + oY_; +az_,), l E 
--1'1 --+ --+ - -1,2 ~ . - j 

ot ox, 0.71, ozj &xi oyi ozi 1 3). 

~~' - { 1 1~:1  ~~ i~)- ''2 -i ~~~  -1~1~  + -i~: ~ ..... 4). 
X_i i  x_, az ck mozgó elektromoss[tgok által dri-ben mozgó positiv, i  negativ elektromosság 
egységére ható r , ezek írhatók: 

X+;= fff ~' ,  x_, =fjJ „n:_ik, 
k k 

hol I+1k és I-ik az ck által a positiv vagy negativ egységre gyakorolt hatás és .S a drk-ban tartalmazott ck-k-ra 
vonatkozik. 1t 

-N 
0 
~ 



3. A távolba hatás törvényeinek bevezetése. 

A 3) és 4) alatti egyenletek közelebbi számítása czéljából a távolba hatás  egyes r i  folyó 
cr -c s  kell kiszámítanunk. Clo:usiiis, Riemann és ·weber i  törvényeiben az elektromosságok 
potentiálja két r s  áll; az s  a mind a háromban közös elektrostatikai potoutial: 

u = é,ék; 
z 

a második az elektrodyuamikai poteutial, mely minden  egyes törvényre nézve : 

mc k éiék (  ,  , I I , I 

. v = ·-;-rx·,xk + Y•Yk + z,zk), 

k é;ék [( I ') 2  ( f f 1 f J 5B11= -2-;;-X; - Xk + y , - 'Jh) 2+ (z,-z1.-)2, 

miv =  - ~ 1:~ [(x;-Xk) (x:'-x;) + (yí-yk) (y;-y;,) + (z; -Zk) (z'-z;)p. 
Lagrange mozgás-egyenletei értelmében az éi és ék között  r  kifejezése: 

a:. = o(m-u) -~- ) 
• ik OXi dt ox'. . . 



A számítás végrehajtása adja: 

é,é„ éiF.k ( ' ' ' ' ' ') ké;llk[( )( ' ') ( )( ' ') + l ~ i- 1 )- - ) x,xk+y,yk + z,zk + -;;:a X;-Xk X;-xk + y1-,yk Y•-.1/k 1 

' )  ( ' ')] , é;ék " 1 + (z,-z„ z,-zk xk-k-x k· i 
?' 

-rn é;é k (  ) k f.;Ek ( (  , ') (  ,  . ')2+  , ') ] f.;ék [( )  (  , ') ;{.;;,=-;.a Xi-Xk + ·2-;;:a X;-Xk) [ X;-Xk 2+ y;-yk z,-zk 2 - k -;.a Xi-Xk x,-xk + 1 

( , ') ( )  (  , ')] (  , ') 1 é,é„ ( „ ") 1 I + (y.-yk) y;-yk + Zi-Zk z,-zk X;-Xk + '"--:;-X; - Xt . ?" „ . 

-rw ei é„ (  ) 3k é; Ek ( , ') (  )  (  , ') (  )  (  , ')] 1 ;{.;„=;:a-X;-xk -2-;a (x;-x„) [(x;- x„) X;-Xk + y;-yk y,-yk + z;-Zk z,-z„ 2 + I 

+ k E; é„ [C )( ,  , 2 ,  ,  ,  ,  ] e;Ek (  ) [( )  ( " ") ( )( „ ") 1 -;s x;-Xk x,-xk) +(y,-yk)2+(z,-zk)2 +k;=s-x;-Xk X;-x„ x , -xk + y;-y„ y, -yk 

+ (z;-zk) (z;'-z;')]. J 
i  e kifejezéseket a. folytonosság egyenleteibe helyettesíteni akarjuk, li+; és L; helyébe  + 1 és - 1 
A 3) alatti egyenlet képzésénél az r if s s  tagja mind a három törvényben . 

JJJ ~ d2 ~~  -4n<J; 
k ?' 



AZ AT,LA'SDÓ :LEKT ~r s AuA\lL.\soK EL ~: :TÉrr . H 

értékhez vezet, a többi tagoka.t az egyes törvények szerint 

külön-külön kell megvizsgálni. 

Clausins kifejezésének nüsodik tagja adja: 

k rr ... ~ (  ,  ,  ,  ,  , ') d zék 
t+J.ÍJ; Xi Xk ...L. !J; !/k + Zi Zk -;.· 

E mennyiség s  oly i és k pontok számára, me-

lyek egymástól véges távolban vannak ; i  pedig e pontok 

egymáshoz végtelen közelek, ez már nem áll. 

Messünk ki a  egy igen kis sugárú gömböt, mely 

az i pontot tartalmazza, e gömbben minden c~:~~~ ) elekti·omos-

ság ~, _ ~ ) stb. sebességgel mozog. A fennebbi kifejezés s  
X-k-X-i 

tagja írható: 

fff ...!' x+: x: ~ f : ~ d 2é+k + ~  Lk) = 
k 1· 1' 1' 

A többi tag e mintára . Clausius kifejezésének 

tö'bbi részére a differentiálás átalános szabályai alkalmazandók. 

Riernann törvényére számítva az összefüggést, az r  

második tagjából leszen : 

k [( , ')9 (  ' ')Q (  ' ') ] d ék -2éi x,-xk ·+ .1/i-yk ·+ z;-zk 2 2
-;, 

, hogy Riemann és W ebe1· kifejezéseiben minde-

nütt A1 =A2 írandó, mivel ott a  elektromosság mozog-

hatósága . A  mennyiség s  tagja: 

....!'éJff ... i'- ~)  ~  + ~ '.:f Zd2 ~- ~f ... ' ~ 
i  k  . 1' l k r +k I' 

2 ' 'J ,~ Az ~  'zr v Ai+k + '2J y Az é_k} 
- X +iX-k ..,LI - x+kJ ..,LI - x _k ...., LI -

--k 1' +'k 1' -k 1' 

-(-1){ 'zrvAzek_2 , 'J Yd2e+k -2 , 'J.v A2é-k X-1 J ..,LI x_,x+k ...- x _,x_k _, LI 
k ,. +k 1· -k 1' 

+ x+'k 2f ...Sdl+k + x_:,.2J ...Sdl·-k}· 
+k 1' - k 1· 

=  - 4rra;(x+'.2- x_;2). 
A ..S összegezési jel, melyet ezentúl is használunk, jel:t.i, 

i 

hogy e, helyébe s r +1, azután -1 , egyszersmind 
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+l-el x+'. stb.; -l-el x-'. stb. sebességek is járna,k; erre a 
két mennyiség különbsége . 

Riemann kifejezésének többi része a közönséges módon 

számítandó. 

Webe1· r if s  második tagja írható: 

3  . o (i:k ) cfr 2 . + 2ki:i OXj -:;:-• C-zu) ' 
 leszen: 

3k Gj {cd1') 2.d 2!!_ + _!_ ~)-~ r) 2 + _!._ ( ~)~ ~1'  2 + 
2 dt 1' OX; r oxi dt O!fi 1' oyj dt 

+ ~ ~) _!__ cc!!_»} = 5k éi (03_·) 2Lf2 Ilk• 
~ 1' ~ ~ 2 ~ r 

Meghatározandó ez utóbbi kifejezések összege minden é• mozgó 

pontra nézve. A fenn használt kis gömböt véve figyelembe, 

. ositiv , X i=X k 
abban mmden P r elektromossag +, +, stb. sebes-

( ) ( 

I ') 

nega 1v X _ ; =X-k 

séggel mozog; tehát minden é+i és c+k' valamint minden c_j és i:_k 

, , cfr A f d' „ ' h t' parra nezve : -z = o. J:l._ enmara o osszeg ir a  o : 
e t 

-(-l)J ..J - -;+k .d2-. ~ (cfr )
2 

i:+k 
+k dt 1' 

' dl' cfr 
Amde a gömb minden drk elemére áll: (-l )+i-k=-(d-)-i+k, 

- cd t 

mert a két összegben az é+i' c_k s az é_j, c+k sebességei fölcsc-
réltetnek; ennek értelmében a két összeg értéke: 

J .z cii1~)  Lf2 ~. 
k dt 1' 

A végleges kiszámítás igen bonyolódott, de ezt kerülhet-

jük és rövidebb uton érhetünk czélt: 

Legyen 

2-'c '2 '2 .... '2) 
1
/2 e '2 '2, '2)

1
/2}
2 

e - l X+; +y+; +<>+ + x _j +y_i TZ-i 
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a ~ i· viszonyos sebesség legnagyolJb értéke; fennáll  
ct 

s  : 
, ~ ék ~ clr A lök 
f,,;;,,c2.d2- = - c ~ (-)2a2-i 
k 1' k clt 1' 

mert az s i jel jobb oldalán  összeg miuden 

tagja (clz''' )2 positiv együtthatóval van szorozva, mely általáu 
ct 

kisebb c2-nél s csak egyes esetekben  vele. 

Összegünket tehát: 
-4:;r<J,c20-2. 

alakban írhatjuk, hol {)-2 egy positiv való tört. 

Weber r if s  harmadik tagja ugyanazt adja, 

mint Riemann számított kifejezésének második tagja; ellenben 

a negyedik tagból lészen : 

-k é1 ( .d2;+ 1~ ) [(x1-xk) (x;' - ~) + - ) '.'- ~) + 
+ 1- ~) '.'- ~) . 

Az összeg képzésénél az s  tag : 
„ 

J.5°A2 ék [( )( " ") ]-, -a - x, -:J:\ x, -xk + .. + .. -o, 
k 1' 

véges t{ivolokra .d2 ~  o végett, végtelen csekély távolok szá-
?' 

mára pedig, mivel akkor az összeg minden egyes tagja (x,-xk) 

végtelen kis mennyiséggel van szorozva és f Z .d2 ék összeg véges 
1· 

értékü.-

A felületi egyenletek, melyek a 4) alatti összefüggé:st 

tartalmazzák, minden akadály nélkül a jelzett miítétek végre-

hajtá a utján r  mind a három kifejezésben az s  

tagból összegezés által 

fff ~- - = - =-7TO; 
vo(sk) oU 4 , 
k on 1· on " 

menny1seg keletkezik ; U az összes elektroinosságok statikai 

potentiálja, vonatkoztatva azt x,yizi pontra. Az n szerint  

hányados csakis a, felületen befelé vont nonnalisra vonatkoz-

hatik, mert itt csa,k oly r   :figyelembe, melyek a 

 belsejében vagy annak felületén lépnek fel; de nem 



r ~  a k'ifelé vont normalisnak f  hányadost, mert ez a s i   r  adná; (!; pedig 
·a felületi s'i.irüség ama részét j elzi, mely az U-nak a f  befelé változásának felel meg. 

Összefoglalva az eddigi eredményeket,  alakot öltenek 

4. A folytonosság egyenletei: 
" _ a) A t é r b e 1 i s ü r  s é g e gy e n l e t e. 

1. Clausi'US: ~i + 4m1, U•1 -H.2)-4::rk [().1x+i + },2x_'.i) u,+ U•1Y+i +}•2Y_'.i) v , + (l1z+i +}.2z_'.,) w,) = l 
=-kf).;;Jfe• {-1~  [(x,-xk)(x:-x:)+(y,-yk)(y;-y:)+(z,-zk)(z;-z:)](x1-xk)x:+(y,-y.)y; + 1 

+(z,-zk)z:) + 1~ :- ~) : - ~) ~ .'- :) : ,- ) ~ ,- ) ~ + (z,-zk) ~ Ec.1 

2. Riemann: 
0

0:i + 4no), {2 ~ - ,- '.) - ,- 'i) - ,- ~')  = -V-f€J fek{ + !1J(xi- ~ ...... II. 

- ) :- ~) , : )  -y:)+(zi-zk)(z:-z:)J2 -
1
\ [ [(x:-x:)2 + (y;-y:)2 + (z:-zD 2) +  (xi- 1 

- ) :'- ~) ,- .) :·- ~) ,- .) '- ~)  }+ ER. 1 

3. W eber: 
0
;; + 4nai ;,{ 2 --k 1:-- ' , 1 , , '. '. ', )

1

' ~ '.- --'.) 'i-1 

-J1-'.)2+ (z;i-z-'.)2) - .f 1~ i- ,) 1 ' -x':) +(y,-y.)(y:'-y':)+ (z,- zk)(z;' - ~)  + J!,IY. J 

r 

N 
0 
l:ll 



b) a f e 1ü1 e t. i s ürü s ég egy e n 1 e t e. 

1. Clausius:, "'~i + ~i •1 + A2) = -k..ZA.EJ ..ZEk ~ (x;xk + y;yk + z;zic) + \[ X;-Xk)(xí- xí-) + (y;-J/k) l 
ut i  k on r 1 

( • • )  (  ) C • , )J ( . ox; . oy; . oz; ) i ( „ ox; „ oy; + .„ oz; )l 1 
y;-yk + Z;-Zk Z;-Zk X k ~ +1Jk -::. - ~ + - Xk -;-+ J/k -~- Zk-;- r· 1 

un · un un r un „n un 

o · { 1 o' ·1 
2. Riemann:!:_+ 87Tq;A.= -kA..ZF-J ..Ztk - -7 [(x;-xic)2+(yÍ-yÍc)2+(zi-zir.)2]-:_[(x;-xk)(xi-1 

ot i k 2 ón 9•
3 

1 

- Xt)+ (1/i-yk) (yi-yÍc)+ (z;-Zk) (zÍ-zÍt)]( (xi-xt) ~~ + (yi-yÍ<) ~~~ + (zi-zÍt) ~) + 1 

1 ( o o . oz· )' ~ · · III. -(x;'-xí,'.) x; +(yí'-ví.'.) y, +zi'-zí.'.h/J l. 1 
1· on . .J on un 1 

3. Webe1· : ~  +Snq;/i.=-kAfEJ ;sk :~ ~ 1~  [cx;-Xk) (xi-- xÍt)+(y;-yk) (y;-Ícy)+(zi-Zk)(z:-zÍt)]
2 
1 

-[cx:-xÍt)2 + (y;-yÍt)2+ (zÍ-zÍc)2 J-[(a:;-Xk)(xi'-xk)+(y;-yk)(yí'-yí.'.)+(z;-zk)(zí'-zí.'.) }-j 
A felírt egyenletek s  csoportjában E c, En, Ew oly összegek, melyek egyes tagjai az ss r , 

a. sebességek s  hatványától  s e sebességek térbeli differentiál hányaclosaitól függenek. 

> 
N 



14 DH. FRÖHLICH IZOR. 

1\ c c , hogy a Weber törvénye zámára felállított 
0gyenletek a Kirchhoff*) által képezett egyenletekbe mennek 

át, ha a,-nek a sebességgel szorzott tagjait elhagyjuk, hason-
lóan az x:' y:' z;' gyorsulásokat és Ew-t; a felületi s r s  egyen-

letének jobb oldalán pedig csak az XkYkZk gyorsulásokkal szor-
zott tagokat tartjuk meg, mert Weber szerint: 

A ;rr. és III. rendszer az elektrostatikai egyensúlyhoz 
vezet, ha bennök a sebességek és gyorsulások zéróknak tétet-

nek. Lészen ekként ai=o s~  =o, azaz ~  =o a befelé húzott 
un 

normalis szerint a felület mentében. 

5. Állandó elektromos áramlások. 

A folytonosság ez egyenletei mindazon mozgások szá-
mára érvényesek, melyek Ohm törvénye itt bevezetett aJakjá-
nak felelnek meg ; ez pedig mechanikai értelemben véve, ellen-
álló közegben r  mozgást jelent, i  az ellenállás a 
sebesség s  hatványával arányos és a mozgás állapota állandó 

lett. Állandó áramlások beálltakor a gyorsulások a  
minden pontjában zérók: x:'= .. = .. Xk = .. = .. = o; az 
áramlások ss i, it1 .•. , itk ••• , álland6k és a ürüség az 
i  független : 

0<11 ~  
ae-=o,ae= o. 

E  föltétek következtében az X+1 és X_1 r  is minden 
 állanclók. 

Bevezetve mind e megszorító feltéteket, fennebbi egyeu-
leteink némileg s r s  de a szabad elektromos-
ság térbeli s r s  nem lesz zero, a kétnemü elektromosság 
sebességére nézve nem vonhatunk semmif6lc következtetést, 
s  még positiv és negatív áramlás bármely elemben sem tör-
ténik általán ugyanazon egyenes mentében. 

*)Kirchhoff. Pogg. Ann. C és CII. !857. 
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Ezek az á1landó mozgások tulnjdonai; azok sokkal álta-

lánosabb jellegü r ~ , rniut a galván állandó folyamok; 

de egyszersmind ez áramlások elektrodynamikai hatása kifelé 

általában ellenkezésben les;; a tapasztalati tényekkel; a meg-

egyezés csak amaz esetben következik be, i  ez áramlások 

az egyes törvényeknek f  galván áramokba mennek át. 

6. Összehasonlitás a tapasztalással. 

Az állandó mozgás feltéteinek bevezetése még nem ele-

 arra nézve, hogy a végtelen számú állandó elektromos 

áramlások kifelé hatását általában megegyeztesse az észlelés 
adataival. 

Még közelebbi megszorító feltétek szükségesek. 

Ezek elseje legyen, hogy a positiv és negatív áramlás az 

egyes elemekben egy egyenes mentiben történjék; ez beáll, 

i  R+; = (X+;2+ Y+;2+Z+;2) 
1

f2 ésR_;=(X-;2+ Y_;2+ 
+ Z_; 2) 

1 

/
2 r  egy egyenesben fekszenek. E feltét kifejezése : 

u+; v+; w+1 /,1X+; A1Y+1 A1Z+; 
U-i =V-i = W-i= - A2X-1= - A2Y-1= - A2Z-1; 

és érvényes a  minden s  pontjára. 

Elemezzük r  az X+1 stb. r  állandó moz-

gásoknál. Az I. r s r  i i , hogy X+i =  - ~  + a 
UXi 

sebességek egynemü, négyzetes függvénye. 

A sebességet tartalmazó tagokat csoportokba szedhetjük 
s írhatjuk: 

i -~  +s ~ . . <:fa;y:+ J .Zekn'x+'.x:+ f. ~i i ". 5). 
UX; l k k k 

A teljes egynemü függvényben 21 a s ss  f  

tag foglaltatik, az S jel ily tagok összegét j elzi, a felírt s  s 
harmadik tag sémája hat-hat tagra érvényes, - a második 

kilenczre; ~' \5, @ ss r c  fögg\"ényei, melyek általán 

minden egyes tagra . 

f· ., 
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Ámde írhatjuk: 

f ~1  ~ ~  f~ '. ' - - . ~ ) d1 k + 
k 

+ f~1

- -- , '.  + (>-kX_:..ky_:..k) dfk· 
f ~1 ' ' ~ = Xti f~ r  fB'' Uk dfk]. 

k 

f ~ E.1<@x,'.iy+';=x+'n1+';(i'@akdrk+ j@'(Jkdfk]· 
k • 

Az s  hat tag t+i s ss  független, a második 

kilencz tag vele arányos, a harmadik hat tag annak négyzetét 

tartalmazza. Tegyük 

c+;2=x+'i2+y+'i2+z+'i2 és -i ~i ..:..i ~i i 

az r  sematikus jelzése: 

X+;=Hx+c+iFx+c+i2Gx ;-X-;=Hx+c-iFy+c-i2Gx ... 6). 

Fennebbi feltétünk tehát leszen: 

ii+; V+i W+i A1 Hx+C+iFx+c+;2Gx 
U-t= V-i = W-i =-l.2' H"'<+c-iFx+C-i2Gx=-

1 c i c i:~ - A2 Hz+c+iFz+c+;:G·„„„ 1). 
A2 Hy + C-iFy + C-i Gy ),2 Hz+ C-iFz + C-i Gz 

A) Clausiiis törvénye értelmében r  áramlások. E 

törvény erökifejezése nem tartalmazza a c+;2-el arányos tagokat 

s igy a 7) alatti egyenlet még írható : 

'  '  ' ~"' H+ F X+i y+; z+i "1"-i x c+i 1x 7 ) 
~  = y_:..i = ~i  =  -AgtJ +i • Hx + C-iFx = ' '' = '' ' '' a • 

E  ered: ~: . ~  = ;). ; ennek figyelembe vételével azon-

nal következik : 
'•' • • • rrrrrr pPv X+i :y+i: z+i =X-i: Y-i: Z-i =.n.x: ny: D.z = x: L'y: L'z. 

Az áramlás ss i : 

ti+j=O'+i x.fi=A1Hx+A1c+1Fx, 

U-i=IJ-i x..:..i= A2Hx + A2C-iFx j 
'  ' 

t, " 'd't' 'l' 'b 'l X+; X-i k't 1 t }k 1 eve rov1 1 es cze Ja o  : -,=·-,=a, e  e egyen e  a  a mas 
C+; C_ i 

egybekapcsolása adja: 

)'). c+1 IJ+i«-Á1Fx 
A2 = C-i · O'_ia-A2Fx · 
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i  az áramlás intenzitása folyton fogy, F,, mely 

ezzel arányos, a zéró felé közeledik és cr+, igen közel -cr_j; 

- tehát csekély intenzitású áramlásoknál  áll: 

C+i - A1 
-x-· c_i 2 

i  Clausius szerint galván-áramot akarunk, tegyük 
I 

' l' . lX+ C+ cr+=-O'_j es eszen, m1ve -, =-: 
X_i C_i 

Fx 
i l+c+; TI 

C+i Al 11x 

----,. F „„„ 8). 
C-i A2 l+ x 

C-i Hx 

Ha ekifejezésben példáúl c+i absolut értéke ~ , mint e_ 

absolut értéke és ~  negatív, r:~: viszony  

positiv is lehet, szóval olynemü galván-áramlások is állanak 

megegyezésben Clausius törvényével, melyeknél a positiv és 

negatív elektromosság  irányban, cle általán nem  

sebességgel mozognak. 

Hogy ama mozgásokat lehessen felismerni, melyeknek e 

lehetséges galván áramlások f .  okvetetlenül fellépniök kell, 

vizsgáljuk meg az elektromos r  által ily mozgás közben 

végezett munkát. Az X+i és X_i r  ( é+x_;) dt és ( é_j x_;) dt 
mennyiségekkel való szorozata a dri elemben dt i  alatt vége-

zett munka ss i  jelzi; az egész munka: 

[ X+;( E+;Xti) + Y +;( E+;y.t';) + Z+; ( é+;z.+'.i) +X-i( IL;X_'.i) + 
+ Y-i( L;y_'.i) + Z-i( L;z_'.;) ]dt. 

Í1juk rövidség kedvéért: 

u2+i+v2+i+w2+i---:-l2+;; ii2-;+v2-i+w2-;=J2-i; 

lészen valamely véges  részben e munka 

~ J 12 +;dri + ).~ J 12 -i drj }u. 
Ellenben Lenz - Joiile lj:isérleti törvénye értelmében 

ugyane r s  végezett munka: 

1 
;,f (I+; + L;)2dr;dt. 

:J. T, AK, JÍaTEK, A MATI{, 'l'UD, KÖRJÍBÖL, 1880. VU, K, 20. SZ, 2 

. . 
H 
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A két kifejezés minden r  uézve , ha a 

Clausius törvénye szerint r  galván-folyam a kisérleti 

tényekkel . Ennek feltéte : 

1 
A.1R2+;+A.2R

2-;=-.t:(A.1R-i -A2R_;)
2, avagy: 

l1R2+;+A2R2_; '11 d' .  d  . t "t' , 
(
, R . , R ·)2= a an o mm en 111 enz1 asra nezve. 
/\,1 +1-Az -1 

Az áram irányában  r : 

R+;=H+c+;F; ~R- c-1  

de ezek értéke még: 

R 6+;c+; -R' ·= O'_iC-i. 
+;=--; l , ' A1 - "2 

továbbá, mivel galván-áramlással van dolgunk 6+i=-a ,, a 
fönnebbi viszony még írható: 

A2c2 +; + A1 c2 -i Azyz + A1 '11 l' 
~  ----)~  anco, 

(A2c+;-A1C-i)" (A.2r-A1 " 

a hol r= e+;. Ez egyenlet y-ra nézve ?násodfokú; ennek két 
C-i 

gyöke y1 és y2 állandó. Bármelyikét vegyük _is, áll: 

F 
,1 l+c+; H 

e+; " - - állandó minden intenzitásra nézve. -C-i-A2--F-
I+c-;H 

E kifejezést egyenlet alakjába hozva: 

, e+; , 2  F , 11 l , 
Az-+ A1 =-c+;H= a anC10; 

-i 

• „ k t h' t F '11 d' F '11 d' .  d  . nyer.iu e  a :c+;H= a a.no; e_; H=a an o mm en m-

tenzitásra nézve. 
De még tovább mehetünk; a s r s r  nézve érvényes a 

 összefüggés : 
H 

6+1=.A.1-+.A.1F; 
c+1 

az intenzitás fogyásával F, mely vele egyenesen arányos, szin-

tén fogy a zero felé, mig O"+; lesz a nyugvás, egyensúly eseté-

ben dr; elemben tartalmazott positiv electromosság s r s , 
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me1y  soha sem lehet zero ; igy 6 +; = /,1 !!_ a ha-
c+; 

tárérték, mely felé i kifejezésünk végtelen közel , i  

az áramlás intenzitása végtelenül fogy ; mivel pedig találtuk, 

hogy ~  állandó minden intenzitásra nézve, ez csak ak-
kor áll fenn, i  F o és igy l+;=A1H; L;=A2H; azaz 
c+i és C-i  ellentett. 

A H r  alakját az 5) a.  következtethetjük: 

H=-oU +sf f\[<J+k(c2 -c - ) r f~' c  +k + 
OSi t 

+ !,)-kC2-k) djk]. 
A dri elemben dt i  végzett munka: . 

.1i.~ l2+;+ ~ P·-; )d•i dt= 
(I+iR+i -L;R-;)dr;dt . (I+;H + L;H)dr;dt = 

= (l+; + Li) ~  dt-(l+;+ L ) ~  +I-k C-k) dr+ 
s. . 

+ f@.' ( I+í.c+k + L..:.k C-k)dfk ]dt. 
Fordítsuk meg az áram irányát, akkor a  kísér-

leti tények érvényesek: 

a) A  felületén  szabad elektromosság, mely-

nek potentiálja U, s r s - szigorúan ellenkezövé változtatja; 

b) Az (I+á L;) összeg, az áram teljes, fajlagos inten-
zitása csak ~  változtatja; 

e) A  részben végezett munkci az ámm irányától 
fil,qgetlen. 

Fennebbi kifejezésünk második része azonban a folyam 

megfordításával szintén változtatja , tehát értéke zéró 

vagy s  csekély, míg ( l+; + Li) véges marad. . 
Elvégre tehát a Clausius törvénye értelmében r  

áramlások csak úgy  a tapasztalati tényekkel, ha 

az áram két részének kifejezése: oUl 
1+;=6+; e+;= -),1 ZJs-

' •..•. 9 a). 
oU 

1-i=(J-i C-i =  - A2" 
vsi 

2* 
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' 
B) Riemann és Weber törvényei értelmében csak egyet-

len galván áramlás lehetséges : i  a szabad elektromosság 

s r s  a  belsejében zéró s  a kétnemü elektromosság 
, de ellentett irányú sebességgel mozog. A 7) a. viszony-

ból nem  új összefüggések, de i  c+;2=C-i2, 

ez átmegy a  kifejezésbe: 

l=-c+i= _O'-d:l+c+i_E_+c
2
+i fi. 

C-i O'+;H-c+;F' +c6+i G 

Ha még tesszük O' +i =  - O' _i, e viszony fennállására okve-

tetlen szükséges, hogy F'=o legyen minden intenzitásnál Ez 
által lészen l+i = J_i és: 

- -c G -~ U + .f~' c - - ) f  + 
USi 

c2 +J<JJS (?kdfk]. 

E kifejezés 2-ik tagja számára, mint fe1111ebb, kimutathatjuk 
hogy értéke igen csekély; marad: 

oU oU e+; 
1+;=-l ~ ..c G, : -A.c;--= I+,(1-J.- G). 

USj USi IJ+; 

Kísérleti tény, hogy I a felületi elektromosság s r s , 

t h, t 
0 u 1 . , . l' e  a ~-  is egyenesen aranyos, eszen: 
USi 

1 , c+i G A.H '11 d' . cl .  . 
- '" - =  - = a an o mm en mteuz1tásra nézve. 

O'+; O'+;c+; 

Az i  figyelembe vétele mellett kövotkeúk q, a= o; 
ennélfogva Riemann és Weber törvényei értelmében r  

áramlás csak úgy  a tapasztalati tényekkel, ha e 
kétnemü áramlás kifejezése: 

Azon nevezetes eredményhez jutottunk, hogy bármily 
törvény szerint mm;gatottuak vesszük az elektromosságot: az 
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arra gyakorolt r  csakis az elektromosság statikai hatásából 

eredhet. 

De ha figyelemmel vagyunk az elektromosságok egy-

másrahatására, a mint azt a távolba hatás i.  törvényei 

I. a. kifejezései követelik: észrevesszük, hogy a nevezett ered-

ményt minden intenzitásra és bármily alakú  csak 

úgy érhetjük el, ha az r  kifejezéseiben a s ss  f  

minden tag elhanyagoltatik. E körülmény fontos physikai 

s  bir. - A nevezett tagok mindegyike ugyanis 

három szorzóból áll: az s  az ss r  függvénye, mely 

általán nem zéró, s  bizonyos esetekben igen nagy értékü ; a 

második elektromosság szorzata sebességgel és k-val, ez az áram-

lás intenzitásával arányos vagy  mennyiség, mely véges 

áramlás mellett nem lehet zeró; a harmadik pedig az elek-

tromosság sebessége szorozva k-val. Az említett elhanyagolás 

_tehát csak k-hoz viszonyított csekély· sebesség mellett enged-

 meg. 

Ha tehát a távolbahatás fennebbi törvényeit érvényesek-

nek akarjuk tekinteni: akkor a galván állandó folyamban rop-
pant is  positiv s negativ elektromosság k-hoz észre-

vehetlen csekély sebességgel mozog;  de ily mozgás tényleges 

fennállása nem s . 

E viszonyok közelebbi kimutatására vizsgáljuk az áram-

lás s r  esetét. Valamely egyenes, hengeralakú, cse-

kély r s s ) végtelen hosszu  folyam létez-

7cék; ez kevéssel a folyam zárása után állandóvá válik. A 

 felületén  szabad elektromosság kisérleti megfigye-

lése szerint ~ hányados állandó, s  a felülethez r s 

elektrostatikai r ss  nem létezik. Az áramlás a henger 

tengelye körlí.l symmetrikus lesz s e tengelylyel párhuzamosan 
történik. 

Válaszszuk az összrendezöi tengelyek fekvését úgy, hogy 

az X tengely a hengerével együvé essék. Akkor lesz yí= 
zÍ=yÍt=zÍt=o és marad: 

&U 
X+i=-X-1=-;;;-, 

t1Xi 
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mert az I. egyenletek szerint az egyes törvények if s i  

még fenmaradó 

tagok összege párokra bontható, melyek egyik tagja számára ( x;-
Xk) positiv, másika számára negatív s igy az összeg zero. Nem 

ugy áll a dolog a tengelyre r s Y+; és Y-i r ss

r  nézve. Ezeknek a fennebbiek értelmében elektrostatikai 

részök nincs, marad az elektromosság egységére vonatkoz-

tatva: 

YR +Jk ~ y;-yk (  ,  , )2 7 ·11fi-Yk T d 
+
.= -

2 
é;.o;;,ék '--

3
- X+i -Xk =  - 1.-:X+i -· --

3
' .lk t"ft, 

' r r 

Ez értékek meghatározására tegyük drk=dxk dq, hol q a 
 keresztmetszete; továbbá feküdjék az ykxk ponton át-

 folyamfonál s az XiYi pont az XY síkban; y;-yk e pont-
nak r s távola e fonáltól. Az egész, végtelennek tekint-

 fonál hatása számítására: 

+e<> dxk +00 dxk 
!00 - ) 1-~)  =[! 7 -

-J3(x;-Xk)2dxk = 2 
-oo r5 (yi-,1/k)2 
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integrálokat figyelembe véve, lesz mind a három törvény szá-

mára a positiv és negativ mozgó elektromosság egységére gya-

korlott r  : 

-2kx-f-; Ikdq ; + 2kx_'.; Ikdq . 
y;-yk y;-yk 

A végtelen hosszaságú fonál hatása úgy i , 

mintha annak (2klkdq) tömege az (y;-yk) r s vonal 

talppontjában lenne központosítva s az általa gyakorolt r  e 

távollal fordítva arányos. Valamely 1· sugarú, végtelen vékony 

cs  áramlási réteg hatása az i pontban mozgó elektro-

mosságokra r  azzal, melyet az i ponton keresz-

tül  s az X tengelyre r s síknak e cs  átmet-

szést  r r  gyakorol, i  annak minden eleme 

(
2klkdq) tömeggel van beborítva. 
E feladat már meg van oldva, *) az eredmény: i  ·i 

pont e rétegen belül fekszik, a hatás zero, kívül f  pon-

tokra pedig  a r  központjában  összes r  

tömegével s a tengely felé va.n irányítva. 

Jelezze 1·; az i pont r s távolát a , 1·0 a 
 sugarát s a két r  : 

, 1 1'i 1 1'-
_;_ 2 kx+; -;::.f lkClq; + 2 kx_;-;::: J 'Ikdq. 

,  1 0 -,  l 0 

Az eddig ismert észlelések értelmében a szabad elektro-

• r l"l t' l' 'l • t · " t"k" oU s~c  1e u e i megosz asa i y aramo vivo veze o on 
08 
= 

conrJt. s  a felületre vagy a tengelyre r s r ss  

nem létezik. Ha pedig nincs r , mely a fennebbit egyensú-
lyozza : az elektromosságok ez r  engedni fognak s kelet-

kezik a tengelyre r s áramlási ss , melyet írhat-

juk (Ik-t az egész keresztmetszetre állandónak véve): 

, 'k, J 
6_;1•_;= -2X-í A-2-

2
1';; 

1' 0 

ámde, nagy megközelítéssel áll: 

, ~ oU J_; 
6-iX-1 = -A2 ~  --

2
-• 

us; 1'o 

*) 0. Nemnann: Newton'sche und logarithmische Potential, 53. !. 
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Itt J H, J _; a  egész keresztmetszetére érvényes  

áramlás és J =J +1 + J-i· Lészen: 
, or +1 7 (, , ) 2 , 01'-i 2 1 (, + , )  , 2 
r+t= Tt=-2rtc 111 +112 X+i ; 1'-i =Tt=-l'IC 111 112 X-i j 

ez egyenletek megoldásai: 

-2k(A.1 +1,2) x.Nt 

.A. fenn számított elektrodynamikai r  hatása abban áll, 

hogy a mozgó elektromosságokat a  tengelye felé moz-

gatni fogja, mindaddig, mig a mozgás csak magában a tengely-

ben történik. 

Kirchhoff*) és Weber**) közel  mérései sze-

rint k (A.1 +li.2) absolut értéke  1: 10000, a cm t-t, 

grmmot és másodperczet s  választva. Legyen ~ egy 

centimeter, akkor-5,000 másodpercz, azaz r  másfél 

óra mulva ama positiv elektromosság, mely ?'0 távolban, a hen-

ger felületén mozgott, most  a  csak (1 : 2-7) r0 távol-
ban lesz, tehát a keresztmetszet, melyen keresztül még mozgás 
történhetik, a  csak hetedrésze. Miután J,1 és J,2 i

beli állandók, a galván folyam intenzitása is csak hetedére 

apadt. Ámde e következtetés egyenes e1lentétben áll a tapasz-
talással, mert hosszú távirda sodronyokon  folyam inten-

zitása ily röv:id i  közel állandó, s azt nem tételezhet-

jük fel, hogy a  végtelen is  elektromosság 

újra meg újra .1\f  x+'i és x_'.i sebességeket rend-
kivií1 csekélyeknek veszszük, az említett hatás csak igen hosszú 

i  lefolyta után fog beállani. 

Ez s r  példa tehát világosan szól a mellett, hogy 

ha a távolba hatás r i  egyedül akarjuk magyarázni a 

galván állandó áramlást, ez csak akkor lehetséges, ha ily ára-

mokban igen nagy is  elektromosságok rendkívül cse-

kély sebességgel mozognak.*"'*) 

*) Pogg. Ann. LXXVII. 

**) Elektrod. Maasbestimmungen etc. 
***) E következtetés teljesen megegyezik a Hall és Bollzinami és 

J;ttingshausen által a legujabb ic  tett észlelésekkel. 
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