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A Hamilton-féle rendszerek és az elsdrendii parczidlis
differenczidl-egyenletek dltaldnos elmélete.

A magyar tud. akadémia utolsd nagygyiilése alkalméval,
elnézéssel birdlva eddigi miikodésemet, folvett levelezd tagjai
sordba. Engedje meg a t. akadémia, hogy midén e kitiinte-
tésért halas koszonetet mondok, egyszersmind élve a reAm ru-
hézott joggal, egy szaktirgyam korébe vigé dolgozatomat
e helyen el6terjeszszem.

E dolgozat a Hamilton-féle rendszerek és az altalinos
elsérendii parczidlis differenczidl-egyenlet integracziéjat tér-
gyalja, még pedig az integriczié folyamatira vonatkozé részek
rendszeres Attekintését adja. Az ilyen — az el6zményeket is
magiban foglalé — monographia alakjaf valasztottam, a
helyett, hogy csupén sajit vizsgilataimat, az eddigi szakiroda-
lom teljes ismerete nélkiil meg nem érthetd toredékekben fog-
lalndm ossze. Mentsen ki ama korilmény, hogy az Altalam
bevezetett modszerek alapjan a targyaldsnak lényeges egy-
szerfisitése torténik, és igy csak nehiny oldal hozzitoldasira
volt sziitkségem, midén az elméletet olyan fogalmazisban
kivintam kifejteni, mely a differenczidl és integralszimitési
kézikényvekben foglaltatni szokott anyagon kiviil més eldzmé-
- nyeket nem kivetel. Szemben az eddig sziikségelt terjedelmes
segédelméletekkel, az ily egyszeriisités — mellézve az ij ered-
ményeket — magiban is nem csekély jelentdségli, midén az
analysis oly fontos fejezetérsl van sz6, mely — hogy példat
emlitsek — magédban foglalja mindazon dynamikai problémé-
kat, melyekre nézve érvényes a Hamilton-féle elv, valamint
minden egyszerfi integrdl varidcziéjara vonatkozo foladatot,
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4 KONIG GYULA

melyben a varidlandé fiiggvények széma tetszileges, de az elss-
nél magasabb differenczidlhinyadosaik nem foglaltatnak.

Bevezetésiil az elsi fejezetben a quadraturdk foladatat,
vagy méas széval az . n. teljes differencziflok integriezifjit
targyalom, nem annyira azért, mert e rég ismeretes dolgok a
targyaland6 4ltalinos feladatok legegyszeriibb specziilis ese-
tét adjik, hanem leginkabh, hogy a kés6ébb folyton alkalma-
zandd moédszereket leheté egyszerii példin bemutathassam.
Amaz 1 elv, melynek alkalmazisa az értekezésben folyton
ismétlédik, altalanos fogalmazishan a kivetkezd :

Ha egy és ugyanazon fiigguény meghatdrozdsdra t5bb
parczidlis differenczidl-eqyenletiink van, és ezek az egyenletek
egydltaldban lehetségesel: eqyiitt, akkor az Gsszes egyenletek —
az elsg kivételével — csak a fiiggquény kezdiértékét szoritjdk
meq ; és az elsé eqyenlet minden integrdlja, melyben a kezdi-
értéket e megszoritdsnak megfeleldleg vdlasztottuk, integrdlja
eqyszersmind az eqész rendszernck.

Ugyanez az elv a mdsodik fejezetben a Mayer Altal eld-
szor bevezetett . n. foltétleniil integrdlhatd rendszereknek
megoldaséara szolgéltat @ij és egyszerfi eljarist. E rendszerck
tulajdonképen az elsérenddi totil differencziflegyenlet rend-
szereknek egy egész sorozatibol 4llanak, melyekben a megha-
tarozandé fiiggvények tobb fiiggetlen vAltoz6t tartalmaznak,
még pedig tgy, hogy minden egyes differenczidlegyenlet-rend-
szerben csak egy-egy szerint torténik differenczidlas, mig a
tobbiek csak mint parameterek szerepelnek.

A harmadik fejezet most mar a Hamilton-féle rendsze-
rek teljes integrdczidjdt adja. Ismeretes, hogy e probléma meg-
oldasira direkt médszer eddig nem volt, hanem a Hamilton-
féle rendszer megoldasa egy parczidlis differencziil-egyenleté-
t6l tétetett fiiggdvé. Az itt elért eredmények részletes elemzé-
sére vonatkozblag az értekezés szovegére utalva, itt csak any-
nyit jegyzek még meg, hogy evvel egylitt az altalinos elsd-
rendii parczidlis differenczidl-egyenlet integraczidjara is @)
médszert nyertiink, mely a legegyszertibb Mayer és Lie-félék-
kel egyenld szami alapopericziot kivetel.

A negyedik fejezetben mindenekel6tt a Jacobi-Hamil-
ton-féle elméletet adom el6, Mayer modositasaitél esak néhany
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aldrendelt pontban eltérve. Ez elmélet tudvalevéleg a Hamil-
ton-féle rendszer és az dltaldnos elsérendii parczidlis differen-
czidl-egyenlet ama kapcsolatit adja, mely szerint az egyik
probléma megoldisabél teljesen végezheté miiveletek segitsé-
gével a masikat nyerhetni, — Ebbél az elmélethsl azutin qj
kovetkeztetéseket vonok, melyek szerint az adott egyenletek
alakjabol lathatni, hogy mikor redukalhaté a Hamilton-féle
rendszer integriczidja alsobb rend(i probléméra, vagy a mi —
csak més fogalmazisban — ugyanaz a kérdés, mikor nyerhetd
egy parczidlis differenczidl-egyenlet integriczioja egy mésiké-
bol, melynek az eredetinél egyszeriibb alkata van.

Az itidik fejezet végre az elsirendii parczidlis differen-
czidl-eqyenletel simultdn rendszerét tirgyalja.

Ily médon e dolgozat az ide tartozd alakok integriczid-
jara vonatkozolag a teljes eredményeket adja; més alkalom-
mal a tirgyaldast azonban még mis szempontbél folytatni szin-
dékozom. A megfejtendd kérdés itt a Hamilton-féle rendszer
elsé integriljainak kapcsolata lesz, a mindnek egy esete p. a
dynamikéban szereplé Jacobi-Poissonféle tétel. Az ide vonat-
koz6 médszerek alapgondolatit a harmadik fejezet végén mar
jellemeztem.
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L

TISZTA QUADRATURAK.

l. — A legegyszeritbb probléma a differenczial-egyen-
letek elméletében valamely n valtozét tartalmazd figgvény
meghatirozisit koveteli, midén e fiiggvény differenczidlhinya-
dosai a kiilonboz6 viltozok szerint adva vannak. E probléma
megoldisa rég ismeretes és tudvalevéleg esak kozonséges in-
tegracziok kivitelét kivinja, ellentétben az dltalinosabb diffe-
renczidlegyenletekkel, melyeknek megoldisa csak ujonnan ér-
telmezend6 operdcziok segitségével eszkozolhets, Ha itt ezt az
ismeretes problémét wjbél tirgyalom, ez csak azért torténik,
hogy a kivetkezékhen folyton hasznalandé 0j modszert eldszor
egyszertibb példan lehetd vilagosan hemutassam.

Legyen tehat z az ismeretlen fiiggvény, oy, @o, . . . @, az

n fiiggetlen véltozo, végre Xi, X5, ...., Xuaz ® ... @, bi-
zonyos adott fiiggvényei ; akkor probléménk abbél 4ll, hogy a

0z

31,1 XI ? a_'"_ =3 X2:

"0z 0z

..é}:—-X.-,....,%-—Xk,.... (1)
oz
..... T Xa

adatokbdl a z figgvényt meghatirozzuk. A probléma, mint

ismeretes, nem mindig lehetséges, hanem csak, ha — a mint

ezt kifejezni szokdsos — az X;,... X, az integrabilitds folté-

teleit kielégitik. Ha ugyanis p. a masodik sorban 4llé egyen-

letek koziil az elsét xx, a masodikat x; szerint differenczidljuk,
22

vy E‘ két kiilonboz6 kifejezését nyerjiik, mely egyenlé tar-
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tozik lenni. Minthogy i és I ket tetszoleges szamot jelenthet-
nek az 1, 2, ... n sorozathél, ez mindossze 114—(31—2?—1) foltételt
4d. B foltételek kozos alakja:
BX; E’X&
aﬂ?k N E;E_. 3 (2‘)
G k=198 ... 0)

E foltételek a probléma lehetdségére sziikségesek ; de
egyszersmind elegenddk is, azaz, ha e foltételek ki vannak elé-
gitve, mindig lehet oly z fiiggvényt taldlni, minét a foladat

kovetel. Ennek bebizonyitisa egyszeriien az éltal torténik,
hogy ekkor a z-t valoban kiszdmitjuk.

Attériink e kiszamitdsra, még pedig eldszor a legegysze-
riibh esethen, ha a valtozok szdma kettd.

Ket fiiggetlen valtozo esete.

2. — Legyen most adva a kovetkezs két egyenlet :

oz 0z
3}: = Xy, 3_373 = X 23
ekkor csak egy integrabilitisi foltételhez van kitve a foladat

lehetésége és ez:

X, X,
axg w5 39;‘1 ;

Ha csak az elsé egyenlet volna kielégitendd, akkor a
megfelelé z-értéket tiistént folirhatndk és ez lenne:

z=/‘X13m1+50($cg)
”

hol ¢ (x,) nem egyéb, mint a z-nek szabadon valaszthaté, . n.
kezd6 értéke, azaz a melyet nyer, ha benne x, helyébe a
kiindulé pontil vilasztott, kiillonben tetszéleges § szimértéket
teszsziik. A miésodik egyenlet miatt azonban a ¢ (x,) tobbé
nem vélaszthaté szabadon; a megszoritis médja meghatiroz-
hato az éltal, hogy ebben @ helyébe a kezds értéket af-ot
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teszsziik, és e helyettesitést Xy-ben az éltal jeloljiik, hogy ehhez
az x; mutatéjat, az 1-et foliil hozza illesztjiik. Lesz ez altal:

B

axe

qp——~fX§”8xz+C

A ¢ e meghatirozasa azonban még nem volna elégséges,
mert hiszen a miasodik egyenlet esak akkor volna kielégitve,
ha o, helyébe a kezddérték 9 jon; de teljes lesz, hogyha ki-
mutatjuk, hogy

vagyis

0z
oy
az x; vdltozdsa mellett nem 1is wdltoztatja értélét ; ha tehat
@y = af-ndl eltiinik, mindig 0 marad. Ezt bebizonyitjuk, ha 2
szerint differenczialunk, és a differenczialhdnyadosrél kimutat-

juk, hogy zérus. Ez pedig valoban :
0%z 0X;
Oxy Oxy 0wy

o

ha csak z az elsé differenczial-egyenletnek tesz eleget és az
integrabilitasi foltétel ki van elégitve.
E szerint a probléma megoldasat a kovetkezd alakban

nyerjiik :
o "
3=fX]aﬂ31+fX§1Ia$g+ C
=5 2

3. — A z-re nyert alak itt még két egyszerii integricziot
kovetel. — Nem taldlom sehol foltiintetve, hogy ebbdl egy-
szeriien a valtozok transformiczidja dltal oly alakra térhetiink,
melyben csal eqy integrdezid kivdntatik.

Ha X, oly speczialis alaki, hogy az xx = 0 helyette-
sités X = 0-t adna, a mésodik integral elesik, és z egy in-
tegral 4ltal van adva.

Mis szoval, ez akkor torténik, ha a z kezds értékének
xy = af mellett az xp-t6] is fiiggetlen 4llandot valaszthatok.
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Ezt mindig el lehet érni, ha az a, helyett a kovetkezd
egyenlet segitségével :

xXrg — SLO (.1'1 = 0) Ya
uj valtozot vezetiink be, hol ») és o tetszbleges szimértékek.

A transforméczional szem el6tt kell tartani, hogy y, az a;-et
68 x,-0t 1s tartalmazza,

Legyen znek a transforméczié Altal nyert alakja w,
akkor :
oz _ Ou du By,

dmy, 0wy | Oyg 0wy

0z Ou Oy,
3J'g 3y3 a&?g
0
Xg — &
Mluthogy pedl i — (a‘:.:Tng’
‘15’2 . R
3::,'2 2 xy —

tovabbé lesz, ha még a—- és o értékeit is behelyettesitjiik, ezek-
Ly g ;

ben a transformécziét bevégzettnek tekintve:

w oy
oy Oyg (& —af)® T
ou
aj (ml b= 3'1) XQ:
azaz végre az u parczialis differenczialhinyadosai :
ou
a'—l = Xl + Ya Xg,
ou
é}; S (;1:'1 =T 93?) X,y

és ebbdl valoban u-t egy integrdl segitségével lehet kifejezni:

Xy
u=f(Xl +yBXg)3ml + C;
x}

mert gﬁ eltiinik, ha benne az a; = ¢ helyettesitést végezziik,

Ty
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4. — Az &) és ) szabadon vilaszthato szdmértékek ;
ezeket egyes probléméban val6ban adott szdmoknak, hacsak
lehet 0-nak fogjuk venni. »Ha csak lehet¢ — ugy mondom,
mert a szabad vélasztist egy koriilmény mégis megszoritja,
melyet csak teljesség kedveért emlitek még, dmbéir a dolog
mint mindeniitt, hol fiiggvény hatirozott integril alakjiban
lesz folirva, magitol értendd.

Nem vehet6k ugyanis azok az «? és «f értékek, melyek
X, vagy Xy-be helyettesitve, végtelent adnak: mert akkor oly
értékek ezek, melyekre nézve z is végtelen lesz. — Természe-
tes, hogy midén z-t hatirozott egészlet altal akarjuk kifejezni,
ezekt6l nem szabad kiinddlni, mert ezek az egyetlen pontok,
melyekben z kiilonben tetszoleges kezdéértéke korlitozva van.

Harom és tobb valtozo esete.

5. — Ha a meghatirozand6 figgvény tobb, mint két
valtozot tartalmaz, az eldadott modszer e szdmot n-rél n—I1-re
redukilja s igy most is a filggvény végalakjit szolgaltatja.

A probléma most egész Altalinossighan az 1.) alatti
egyenletrendszer dltal van jellemezve. Ismét sziikséges, hogy =
mindenekel6tt eleget tegyen az elsé egyenletnek.

ai— % Xls

3:01

és ebbél z szimara a kovetkezd alakot nyerjiik:
&xy
z ~—-—-in 0y + @ (@g: gy v vy %n)
x

Ha csak az els6 egyenlet volna kielégitendt, akkor a ¢
alakja egész tetszéleges maradhatna ; de igy a kivetkez egyen-
letek erre vonatkozdlag 1j megszoritisokat adnak, Mindenek
elott szitkséges, hogy ezek az egyenletek fonnélljanak, ha
helyébe «f-ot tesziink. Ismét ki fog tiinni, hogy a ¢-nek ily
maodon tortént megszoritisa elégséges is. Ha 2, helyébe a? jb,
a z-h6] ismét elesik az els6 tag, mely az integral jelét tartal-
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mazza, és a () meghatdrozisira a kovetkezd egyenleteket

nyerjitk:

o _ o

3:1:2

o (1)

—_—— 3.
axs 3 ( )
.o g

it 2

ha az X mellé rakott fels6 index, az 1 megint jelenti, hogy
xy helyébe 2, a kezd¢ érték teendd.

Mis oldalrdl, a ¢ e meghatdrozdsa elégséges is, ha

ugyanis p.

oz

e
az ry egy értékénél eltiinik, akkor az x; minden értékénél O
lesz ; foltéve ugyanis, hogy az X-ek az integrabilitis foltételei-
nek eleget tesznek. Akkor ugyanis e kifejezés differenczialbi-
nyadosa x; szerint

Gy O e oy

nmindig zérus lesz, mert = az elsd egyenlet szerint

BT o
Eml E:L'g T 393,'
és ez az integrabilitasi foltétel értelméhen egyenld a levonando
2 el.
o,

Most mér csak a -t kell a 3. alatti rendszerb6l megha-
tirozni; ez ép olyan természetii probléma, mint az eredeti, (1.),
csakhogy benne a fiiggetlen valtozok szima egygyel alabb-
széllt. Lesz tehat ismét az elsé egyenlethdl:

@='/X§1)3mg+'w(a:3,...,wn).

&y
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A tobbi egyenlet a mér is bebizonyitott és alkalmazott
elv alapjén csak a ¥, a @ kezds értékének meghatirozisira
‘szolgilnak és szabad benniik x, helyébe az elébb emlitett kor-
latok kozt tetszéleges «f szimértéket tenni. De ez 4ltal ¢-hol
y lesz és igy ezek az egyenletek

W _ xo
Bma g
oy (@)
Oy ey
oy )
ox, Xf‘

hol az X-ek mellé tett folsd index, a 2 azt jelenti, hogy az
els6 két valtozé a; és x, helyébe a tetszbleges «f és af kezds
értékek jutottak. Igy most megint

X3

1,b=fX§2)3w3 + X (24 @a)

x;

Igy lejutunk végre oly integracziéig, melyben azintegré-

las valtoz6jan kiviil mds valtozoé elem mér nincsen, a fiiggvény

tetszbleges kezddértéke egyszeriien tetszéleges allandd. De

evvel a keresett z fiiggvényre nézve a kész végképletet nyer-
titk és ez:

Xy g g
2 = le '3:.[:1 —I-fXél)am, +/‘X§2) 3.1:3 i
a @ @3

(4)
Tn—1 En
ot f X e+ | X0 0, + C.
x5y @

hol X;*™" 4ltalanossigban azt az értéket jelenti, mely X -bol
keletkezik, ha benne az @y, . . . . wxs-t folcseréljitk e viltozok
kezd6értékeivel az o, @), . . , «f | szhmértékekkel,
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6. — Ezen az ismeretes alakon azonban ismét lényeges
egyszeriisitést végezhetiink. T. i. épen gy, mint az el6bb tar-
gyalt egyszeribb esetben a véltozok transformécziéja éltal
elérhetjilk, hogy az itt kivetelt, szdmra nézve n integrdczid
helyett csak egyet kell végezni.

Ez megtorténik, ha X;, Xj, , . .. X, mind olyan fiiggvény,

hogy az @, = af helyettesités mellett eltiinik ; ebben a speczifi-
lis esetben minden integrél az elsd kivételével 0 és egyszertien :

F
Z=./X13$1+C.
o}

Ez ismét annyit jelent, hogy a z fiiggvény kezd6értékét
(@ = 20 mellett), melyet a 2-ik...n-edik egyenlet tetszs-
leges voltiban megszorit, szabad az s, . .., x.-t6] fiiggetlen
illandénak venni,

Ezt mindig el lehet érni, ha a kivetkez6 transformiczié
segitségével

2p — a§ = (w0, — =) ¥y

T3 — wg = (21 — %)) s

w“_aﬂ: (ml_wg)y“!
az 23 . . . . valtozékat ys, . . . y.-nel foleseréljiik.
Legyen z-nek e transforméczié 4ltal nyert alakja w,

akkor tekintetbe véve, hogy ys, ys, . . . mostan zy és xy-ef, g
& @y-et s w t. tartalmazza, lesz:

0z _ Ou | Oudyy  Budys L Ou Oyn
Ox;  Omy @ Oypdwy | Aysdxy T Oyadmy
% _ oudy,
33?2 5T 35(2 aﬁ:‘g,
0z ou Bys

5:.;:=3_y_,3m,.
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Minthogy pedig:
Wo_ _ ma—us gy 1
oy (2 — )’ Oxg ) —a)’
% R 2 e S a3 Oyg 1
92, (g — 202’ 0wy @ —a)
végre, ha s e 21 . értékeit is helyettesitjiik, ezekben a

!
oy

tranaformécmot elvégzetinek tekintve, az w parczidlis diffe-

renczidlhdnyadosai sziméra a kivetkezoket nyerjiik :

o g

a—:c]j = Xl+92 Ag+y3 X3+- --+yﬂ Xn’
ou 2

3_"1;; = (2, — 9?(13) X,

¢

o=,

¢s ebbOl most mar egy egyetlen integrdl seqatsegevel fejezheti
ki az u fiiggvény :

uw =ﬁX1 +y2 Xg+- . +yn th) 3-.1:,+ C._.

x

a kiszdmitott u-bol pedig, visszafelé végezve a transformicziot,
ismét visszatériink z-hez.
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II.

FOLTETLENUL INTEGRALHATO
DIFFERENCZIALEGYENLET-RENDSZEREK.

l. — A megel6z0 fejezetben targyalt probléma Altalano-
sitdsival van dolgunk, ha foltételezzilk, hogy az ismeretlen
figgvény parczidlis differenczidlhinyadosainak kifejezésében
nemcsak a fiiggetlen valtozok sora, hanem maga az ismeretlen
fiiggvény is follép. B foladat esak a fogalmazisban kiilonbi-
zik az . n. t6bb valtozét tartalmazé totil differencziilegyen-
letek integriczi6jinak kérdésétol™) A megoldis pontosan az
el6bbi fejezetben kifejtett gondolatmenet alapjan torténhetik,
csakhogy a szorosabb értelemben vett integréiczié (quadratura)
helyébe mindenkor elstrendfi kozonséges differenczidlegyenlet
integriczidja 1ép. Hogy itt is bizonyos transformicziok kivitele
utan mindenkor csak egy integriczi6 végzendd, azt Du Bois-
Reymond mutatta ki el6szor. (Crelle-féle Journal, 70. kot.
p. 312.)

A helyett, hogy azonban e rendszereket kiilon tirgyal-
nok, mindjart egy lépéssel tovibb mehetiink az altaldnosités-
ban az altal, hogy az ismeretlen fiiggvények szamat is tetszo-
legesen nagyobbitjuk. Ekkor az G. n. foltétleniil integralhato
differenczidlegyenlet-rendszereket nyerjiik, melyeknek els6 tar-
gyalasa A. Mayer-t6l valé. (Math. Annalen, V. kiot. p. 446.)

*) E »totdl differenczidlegyenlets :
dz = Pdz + Qdy
csak roviditett kifejezése annak, hogy :
0z 0z

3_x=ab;r-;=Q'
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Ugyanazon elv, melyet az el6bbi fejezethen kovettiink, e rend-
szereknél is folotte rovid és atnézetes fiton vezet a végeredmé-
nyekhez. '

Legyenek tehit:

21y %8y 2m
az ismeretlen fiiggvények ; tovabbd
TyygLgyeeees 3 Ln
a fiiggetlen viltozok, végre :
Xu:Xsn- ] XM:;XIE; . Xﬂ!n;- #.x8 8 XHN

a z-k és a-ek bizonyos adott fiiggvényei, akkor a targyalands
rendszerek altalinos alak,]a,

8z 02

Xn,ax Xg;,-a-., =1Ym1,

Oy By

o __ Ozg OZm

T X””a?g_xf‘”""" i K AL)

a a 02m

é;c:—'_x"“’ a__'_X!"s"";aTv;“—-Xmm
vagyis dsszevont alakban :

Oz Ay (£= 1,2.., m—1, m)
e O \k=1,2....,n—1n
Ttt is kozvetetleniil latni, hogy a probléma nem mindig

lehetséges, hanem csak akkor, midén az X-ek bizonyos integra-
bilitdsi foltételeket kielégitenek. Ha t. i. két ugyanazon z-re
vonatkozd egyenletet vesziink, p.

0z; _ 0z

S, = lik,% = Xu,
akkor, minthogy Xx és X, ugyanegy fiiggvénynek két kiilon-
bozs fiiggetlen valtozd szerint vett differenczidlhdnyadosai,
kell, hogy legyen: *)

dXu  dXa
e @)
A foltételek szdma, alland6 ¢ mellett, minthogy % és 7

5 (n; 1)—; és igy, minthogy ¢

minden értéket félvehet 1-t61+-n-ig,

*) Egyenes d-t irunk e foltételekben, emlékeztetsiil arra, hogy az
X-ekben eléfordul6 z-k is az ax-ek fiiggvényei, és igy a differencziilds
ebben a tekintetben teljesnek tekintendd.



A HAMILTON-FELE RENDSZEREK § U. T. S5

maga 1-t6] m-ig mehet, az ily médon nyert integrabilitdsi
foltételel: szdma :
mn (n—1)

E foltételek levezetése eddig csak azt mutatja, hogy
sziikségesek ; hogy e foltételek egyszersmind a probléma meg-
fejtésére elégségesek, azt a szimitis menete, mely a z fiiggvé-
nyeket valoban megadja, maga mutatja.

Ha tekintetbe veszsziik, hogy az X-ek a fiiggetlen vélto-
z0kat nemcsak explicite tartalmazzik, hanem implicite a z-kben
is, akkor a 2.) alatti foltételek részletesebben igy irhatok :

0 Xk 0Xix 0z 0Xix 0zg 0Xix Ozm
D R Y e R ey e
AL 6X.-g a- il az; 3X|'l 323 aXu 32,“
T SRR PRy A BT SOOI Rt v

vagy, ha a z-k differencziilhinyadosainak értékeit ismét az
eredeti rendszerbsl veszszitk és rividség kedveért dsszegezési

jelt hasznilunk :
=m ',

oXu - oXy. %G [eXu X
= (a"z,;_ Xt — o ng)—o. (3.

oy oxy

o=

2. — A legegyszeriibb eset és egyszersmind az, melyre

az dltalinos problémit mindig vissza lehet vezetni az, mely-

ben csak egy fiiggetlen viltozé fordul eld. — Ekkor az 1.)

alatti altalinos alakbdl csak az els6 sor marad meg és a fol-

adat kizonséges elsérendii differencziilegyenlet-rendszer integ-

ricziGjat kivanja, melynek elméletét e tirgyalisnal mar befe-
jezettnek kell tekinteniink.

E foladat csak az édltal lesz teljesen meghatarozotta,
hogy a meghatirozandé fiiggvényeknek kezdiértékeit — kiilon-
ben egészen tetszoleges médon — megéllapitjuk, azaz megha-
tarozzuk, hogy mid6n

2 = af,
a z-k értékei:
B =22 =2 ay2m = 2
legyenek.

M. T. AK. ERT. A MATH. TUD. KOREBOL. 1881, vir. k. 10, sz, 2
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Az 1)) altal adott Altalinos esetekben is a megolddst
azzal kezdhetjitk, hogy az els6 sorban 4116 egyenleteknek meg-
felels z-fiiggvényeket keresiink ; ekkor azonban x,, ...z, tetszi-
leges parameterek, és a kezdbértékek legaltalanosabb valasz-
thsa az lesz, hogy 2%, ... 2 alatt az @, ... «, tetszoleges figg-
vényeit értjiik.

Ha azonban azt akarjuk, hogy a nyert fiiggvények a
mésodik sorban és utdna 4ll6 egyenleteket is kielégitsék,
akkor a 20 ... 2% e szabad vilasztasa korlatozva lesz. Nagyon
konnyti lesz, a 22. . . 2% vAlasztisindl tekintetbe veendé sziik-
séges foltételeket nyerni, és e foltételekrsl ut6lagosan kimu-
tatni, hogy elégségesek is, azaz olyamok, melyeknek megalla-
pitdsa utin a legaltalinosabb fiiggvényeket nyerjiik, melyek
az egész rendszernek eleget tesznek.

A miésodik sorban és késébb az @, ugyanis csak mint
parameter fordal el6; ezek az egyenletek tehdt helyesek ma-
radnak, ha mindeniitt 2, helyébe x]-ot, & megfeleléleg =,
helyébe z0-ot tesziink s u. t. E helyettesités utin a méso-
dik sorban és ezutin all6 egyenletek a kovetkezd alakba
mennek &t;

0 0
azll X0 023 ng,--- 8z_,,.=Xg“

dg % B Oxg ? g (4.
d21 Y 332 X ?_Z;:. o
By oo Gy o 2 TR L AR

ha t. 1. az z-ek és z-k kezd6értékeinek helyettesitését az X-eknél
is egy zérus, mint mutaté hozzicsatolasa altal jeloljik. Az
egyenletekben az a? helyettesitését és az ap, a3 . .. szerinti
differenczifilist megforditott sorrendben végzendének irtuk;
de konnyii belatni, hogy a sorrend e viltoztatisa nincs befo-
lydssal a nyerendd eredményre, mert hiszen x;-et a differen-
czialas alatt dllandénak tekintjiik.

E szerint a teljes rendszer megoldasai ecsak az elsd sor
4ltal adott differenczidlegyenletrendszer oly megolddsai lehet-
nek, melyekben a kezddé értékek a 4.) alatti egyenleteket ki-
elégitik. Megforditva, minden ily médon nyert esoportja a
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z-értékeknele valdban kiclégiti az egész 1.) alatti rendszert. Bz
az elsd sorban 4ll6 egyenletekre nézve magatél vilagos. Legyen
valamely méis egyenlet

L 0;

k

akkor — kivetve az el6bbi fejezetben alkalmazott gondolat-
menetet — az itt a baloldalon 4ll6 kifejezésrd]l kimutatjuk, .
hogy w, szerint vett differenczidlhinyadosa zérus, hogy tehat
értéke a,-t6l egyaltaliban fiiggetlen. Ha tehit e kifejezés zérus,
mid6n x; = 29, akkor mindig egyenl$ zérussal. Az 2, = &9 he-
lyettesités pedig atviszi az egyenletet a 4.) alatti rendszer meg-
felel6 egyenletébe, mely, minthogy a z-k kezdd értékét épen
ezekbdl talaltuk, valéban ki van elégitve.

Ha most mir a kérdéses kifejezést a, szerint differen-
czialjuk, lesz:
0%z d Xix
- brybwe dawy
mely, minthogy

Py @ az,-)__ dX;
EE*E(Q;, - da
dtmegy ebbe:
dXil dXik
dwk _.Egc—l’
és ez a 2.) alatti integrabilitisi foltétel értelmében valoban
eltiinik.

E szerint az 1.) alatti rendszer megoldasinil kovetend6
ljaras egyelére a kivetkez6: Meghatdrozzuk eliszir a (4.)
alatti rendszerbil a z-k meqfelels kezdi értékeit, mint az
g . . . @ filgguényeit ; megoldjuk azutdn az eredeti rendszer
elsé sora dltal adott kizimséges differenczidlegyenletrendszert
és végiil meghatdrozzuk az ebben nyert tetszileges dllanddkat
az elébb nyert kezdiértékek dltal kifejezett foltételek szerint.

A (4) alatti rendszer, melynek targyalasira tulajdon-
képen visszavezettitk a foladatot, az eredeti rendszerhez telje-
sen hasonlé differenczidlegyenletesoport, melyben azonban a
fiiggetlen vdltozok szima eqygyel kisebb. Kérdezni lehetne
még, vajjon e rendszer kielégiti-e az integrabilitisi foltétele-
ket? De konnyii latni, hogy ezek barmelyike p.

2*
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axs_ax,
dﬂ‘.‘; dmk

az eredeti rendszernek megfelel§ egyik foltételbdl nyerhetd,
ha @, helyébe af-ot tesziink és ismét tekintetbe veszsziik,
hogy az wy, ®3 s u. t. szerint torténd differenczidlis és a heh'et-
tesités sorrendje foleserélhetd.

A szémités menete ezutin viligos. A 4.) alatti rendszer
targyalasa ravezet ismét egy 1j, foltétlentil integralhaté rend-
szerre, melyben azonban a fﬁggetlen valtozok szima mér csak
n—2. Kz megadja ismét a 29, 29, ... 2%-nak, melyek mind-
egyike hiszen az as, @3, ... &n f'uggvénye, kezdbértékeit vala-
mely szabadon vélasztott xz = ) sziméira. E kezd$ értékek
meghatirozisa utén a 2, . . . 2% fiiggvények értékeia 4.) alatti
rendszer elsé sordban foglalt kozonséges differencziflegyenlet-
rendszerbél lesznek kiszémitandok.

Ily médon vilégos, hogy az egész probléma n kézionséges
elsbrendii differenczidilegyenletrendszer integricziojat koveteli.
Egyszersmind latni, hogy a tetszéleges kezd6 értékek lépésen-
ként torténs megszoritisa végiil ezekben csak annyi, az Gsszes
valtozoktol fiiggetlen tetszbleges dllandot hagy meg, a mennyi
az utoljara follépd kozonséges differencziilegyenlet-rendszer-
nek megfelel. B széim, mint tudjuk, megegyezik az ismeretlen
fiiggvények szdmaval. s i igy az eredeti foladat Altaldnos meg-
oldisiban 1s az ismeretlen 2y, 2o, . . . Zm kifejezésében m tetszg-
leges dllandd lép ﬂjl vagy més fogalmazésban a fiiggetlen vil-
tozdk valamely a, a3, . . . 20 értékesoportjira nézve szabadon
vdlaszthatjuk a z; . . . Zn fii_qgvények kezdd értékét.

3. — Az elébbi czikkben eldadott megoldisi mddszer
azonban még lényegesen egyszerfisithets. Valamint az elébbi
probléménél, mely ennek csak egy speczidlis esete, bizonyos
transforméiczié kivitele utin az = integriczié helyett csak
egyet kellett végezni, Ggy mostis az n differenczidlegyenlet-
rendszer helyett csak egyet kell valéban integrdlni.

Ez megtérténik mindenkor, midén a 4.) alatti rendszer-
nek megolddsait szimitis nélkill kozvetetleniil az egyenletek
alakjabol fol lehet irni. Ekkor csakis az eredeti rendszer elso
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sorabol allo rendszert kell integrilni, és a tetszoleges allando-
kat megfelel6leg meghatarozni.
Legegyszertibb ily esettel van dolgunk, midén az osszes
Xigy Xogy oo ooy Xonas
X]n, XIII, e ey Xmu
kifejezések az ®; = a«? helyettesités utdn zérussi lesznek.
Ekkor 29, 23 . . . 20 egyszeriien az @, . . 2,-t0l is fiiggetlen tet-
sz6leges 4llandénak vehet$, és az 1)) alatt allo egyenletek
els6 sorabol allé rendszer mindjart az egész rendszer megolda-
sait szolgiltatja, ha a benne follépd tetszoleges dllanddokat a tobbi
fiiggetlen valtozotol is fiiggetleneknek veszszitk. Az igy nyert

megoldésok egyszersmind a legéltalinosabbak, mert a kells
szam tetszdleges dllandé megvan benne.

Rendszeriinknek mindig ezt az egyszerfi alakot adhat-
Jjuk, ha az z, @, . . . . 2, viltozok helyébe akivetkezs A. Mayer
dltal adott atalakitdsi képletek segitségével uj yo ys ya vélto-
zokat hozunk be:

2y — @) = (2, — ) ys
2y — o = (27 — o) yay (5.)

xn — ) = (2 — o}) yn.

Legyen 2z, zo, ... zwnek e transformiczié altal nyert
alakja uy, ug . . . um, akkor:

Ozi _ Owi | Oui Oyy | Oui Oys S

s Oy
0xy  Oxy = Oys dwy = Oyg Oy

= t';‘y.. 33':1

9zi _ Ou Oy,
3;332 e ayg 31'2’
A
ox, Oyn Oy
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Minthogy pedig:

dys . my— g, oy o1
oy (oy— ad)®’ Bag @y — 0
OYs . Xg— a5 Oys 1
oty e it el ey
&Y n Lo — Tn s _ 1
33‘1__“(5;—-:1:“)3’ oy w —ab’

ha most z differencziilhdnyadosainak értékeit behelyettesit-
jitk, ezekben a transformécziot elvégzettnek tekintve, nyerjitk

hogy :

- Oui  Owi .1‘.‘3—*&‘}3 _ Oui y—ity _ Owi @w— 2
N 0wy Ay (ay—a! ) Gy, (y—ad)? . Oya(w—a)¥
ou; 1
Rl
i 1
X = e 1 —
Es ezekbbl, ha még E;u § gu. . értékeit az els6 egyen-
. Yz CYs
lethe bevezetjiik, végre az w; differenczidlhinyadosai lesznek:
ou;
E = X + Ya Xig"i‘ Ys AYu'a+" e Yn Xins
Oui
ays = (2, — %) Xa, (6.)
31&.‘ 0
a?;" — (wl S 931) Xine

G=1,%2....m —1,m)

De ez nem mas, mint egyenlétrendszer az w-k szdméra,
melyek megolddsa utin a z-k is ismeretesek, mert ezek az
u-kbol keletkeznek, ha az y-ok helyébe ismét hevezetjitk az
w-eket. Igy tehat az (5) alatt adott 4talakitasi képletek Aatvi-
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szik az eredeti rendszert az uj alakba, melynél minden o, ...,
szerinti  difierencziflhinyados értéke eltiinik, ha a; helyébe
a)-ot, a kezdbértéket teszszik, mert — mint mindig — a
kiilonben tetszéleges dllandok «f, ), . . .« agy vilasztandok,
hogy az X-ek ne legyenek végtelenek vagy hatirozatlanok.
Igy tehit az (1.) alatti rendszer teljes megolddsa vissza
van vezetve a
g£= Xil -+ Ya Xl'e + ---yuXr'u
z ()
G=12...,m)
kizinséges differenczidlegyenlet-rendszerére. Mert ha ebben a
tetszoleges allandokat az a, . . . @a parameterektdl fiiggetlenek-
nek vessziik, a nyert megoldisok megfelelnek az egész (6.)-ban
allé rendszernek, ¢s igy az elsének is, ha t. i. az y-okat ismét
foleseréljiik az »-ekkel.

A (7)) alatti differencziilegyenlet-rendszer megoldisa
utin a targyalis menetét kivetve, a tetszéleges dllandékat az
u-k vagy z-k*) ama értékei Altal fejezziik ki, melyek @, = +0-nak
megfelelnek, Ez dltal ugyanis — a mint kell, ezeknek kifeje-
zésébe ismét belépnek az y, . . ya, illetéleg az ... x, para-
meterek.

Kérdezni lehetne még, vajjon a transformalt rendszer
(6.) kielégiti-e a szitkséges integrabilitasi foltételeket, amit
eddigi fejtegetéseinkben kiilon indokolis nélkiil foltételeztiink.
De vildgos, hogy ha az eredeti probléma lehetséges volt, akkor
a transforméiczié utin is ilyennek kell maradnia és azért mel-
16zziik az integrabilitasi foltételek direct igazoldsat, mely kiilon-
ben egyszerfi szimitds utjin végezheto.

*) Az u-k és z-k értéke ugyanaz, csak mas viltozokban kifejezve.
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REL

A HAMILTON-FELE RENDSZEREK
INTEGRACZIOJA.

l. — E fejezetben a kivetkezd alakii totil-differencziil-
egyenlet-rendszerrel foglalkozunk :

dey _ OH dp, _ 0N
de,  Opg’ dey - Oxg
des _ OH dps . OH (1)
dwl apg, dﬂ?] 3&‘,’3 ;
den 6H dp.  ©0H
dey,  Opa dxy  Oxy

melyben x, a fiiggetlen valtozd, a,, pg, @3, ps, . . . . 2 meghati-

rozandd fiiggvények, vagyis fiiggé valtozok, melyeknek szima
tehat 2 (n— 1), végre H tetsz6legesen adott fiiggvény,
melynek formalisan képezett parezialis differenczidlhinyadosai
az egyenletek jobb oldalin 4116 kifejezéseket adjak. Az ily
rendszert Hamilton-féle rendszernek nevezziik, mert Hamilton
volt az elsé, ki a dynamika probléméainak egy fontos osztilyit
ily egyenletrendszer térgyalasira vezette vissza. Kiilonben a
varidezioszamitdsi foladatok egy nagy része, valamint az elsd-
rendfi parczialis differenczidlegyenletek elmélete is ily rend-
szerekre vezet.

Az ily rendszer altalinos megolddsa — mint ismeretes
— a fiiggd valtozokat eldallitja, mint a fiiggetlen véltozé és
tetsz0leges dllanddk fiiggvényeit. Az utébbiak szima megegye-
zik a fiiggé viltozok szdmdival és legjobban mint a meghata-
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rozandé figgvények szabadon vilaszthaté kezdGértékei értel-
mezhetSk. Ha az ily médon nyert 2 (n—1) egyenletet megold-
juk a tetszbleges allandék szerint, akkor

D (15 %y Pay + + « Emy P) = @ (2)
alaki egyenleteket, az w. n. elsé integrdlokat nyerjik. Ha
2 (n—1) egyméstol fuggetlen ily elsé integrdl adva van, ezek
egyiittesen az éltalinos megoldast az el6bbitél csak alakban
kiillonbizé médon adjik. Egy-egy ily elsé integral meghatiro-
zdsa — 0gy szolvin — az elemi, Altalanossigban tovibb nem
egyszerfisithetd operdczi6, melyet a foladatnél végezniink kell,
és melyet 2 (n—1)-ed rendii opericzionak mondunk, a rendszer
rendszamanak vagyis a fiiggé valtozok sziménak megfeleldleg.

Az ilyen, a tetszbleges Allandd szerint megoldott elsd
integralnak jellemz6 tulajdonséga, hogy teljes differenczidlhd-

nyadosa, ha C—EE?-, @}2, ... helyett az adott rendszerbél értékeit
d.?".q dxl
veszsziik, azonosan eltfinik, azaz
[ddj _B(P 6P 0H oD E_BE +3@ oH
dey| 0wy Oxg dpy Oxg Opy =~ 0w Opa ()

0 H o9 oH_ @ H
Opg Oxq Opg Oxg ' Opa Oxm

identitds.

Ezt a tételt, mely a differenczidlegyenlet-rendszer elmé-
letéhen alapveté jelentéségii, kovetkez6kép bizonyithatjuk.
Minthogy (2.) az #; minden értékénél helyes, szabad x, szerint
differenczidlni, és igy a (3)-at nyerjik ; de ezért még nem latni,
hogy az ebben baloldalon 4ll6 kifejezés mir tekintet nélkiil
az xg, Py . . . . fiiggvények értékére, identice eltiinjék. — Tegyiik
fol, hogy ez nem torténik, akkor a benne folléps a,, pg, .. . .
fiiggvények egyikét meg lehetne hatirozni a tobbibol. Ha az
ilymédon meghatarozott fiiggvény értékét az eredeti rendszerbe
beviszsziik, elhagyhatni azt az egyenletet, mely épen e fiiggvény
differenczidlhényadosit adja. Akkor a tobbi figgvény megha-
tirozisira egy 2n—3-ad rendfi rendszeriink volna, mig az
utolsét a (3.)-bol nyerjitk. De ekkor e fiiggvények legiltalino-
sabb meghatirozisa csak 2n—3 & nem 2n—2 tetszéleges
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allandét tartalmazna, a mi nem lehetséges, és igy kell, hogy a
3.) identitis legyen.

Ha azonban az elsé integril nem a tetszéleges allandé
szerint megoldott alakban, hanem &ltalinosabban ily médon
van adva:

W (20g; Xgy PasovinjLmPus 8) =0, (4)
akkor a megfelelsleg képezett differencziilhéinyados ismét 0
ugyan, de nem tibbé identice az; az erre vonatkozb kovetkez-
tetésekben ngyanis lényeges kiilonbséget tesz az, hogy most a
differenczidlas 4ltal nyert relicziobél az a allandé ki nem esik,
és igy az allandok megszimliliasa nem vezet tobbé a lehetet-
len 2n—3, hanem a helyes 2n—2 szdmhoz A réviden

i ©

altal jellemzett egyenlet tehdt most is helyes, de nem identitds.
Ebben az esetben azonban bebizonyithatjuk, hogy (4.) és (5.)
két aequivalens egyenlet, vagy mds széval, hogy ha a két
cqyenlethil a benniik eliforduld mennyiségek birmelyikét kikii-
szobiljiik, az eredmény nem resultdns eqyenlet, hanem identice
eltiimik.

Ez mindenek el6tt vilagos, ha a kikiigzobolendd mennyi-
ség a tetszoleges allandd, a; mert kiilonben a kikiiszobolés
eredménye ismét reléczié volna a valtozok kozott, tetszoleges
allandé nélkiil és igy ekkor az elobbi kivetkeztetéseket szordl

* szora ismételhetjiik.

Ha a kikiiszobblendd mennyiség nem a, tegyiik fol, hogy
a kikiisz6bolés valéban resultins egyenlethez vezet. Ha ez az
egyenlet nem tartalmazné az a-t, akkor erre az elébbi kovet-
keztetéseket ujbél alkalmazhatjuk, tehat identitisnak kell
lennie. Ha ellenben foltételezziik, hogy tartalmazza az a-t,
akkor llitsuk ossze a (4.) vagy (5.) alatti egyenletek egyiké-
vel, mely a kikiiszobolt mennyiséget tartalmazza. Ha ebb6l a
kett6h6l most a-t kikiiszobéljiik, az eredmény ismét reliczid
volna a p-k és a-ek kozt, mely, mint lattuk, ellentmondéishoz
vezet. De az eredmény misrészt nem tinhetik el identikus
mébdon. Ha ugyanis a két osszedllitott egyenletbdl az a-t kisza-
mitjuk, az egyiknél az eredetileg kikiiszoholendd mennyiségtol
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fiiggtd értéket nyeriink, a méasiknAl ellenben ettdl fiiggetlent,
mert az egyenlet nem is tartalmazza e mennyiséget. Ha most
az a-nak két ily médon nyert értékét egyenlivé teszszilk, az
eredmény nem lehet identitis. Igy ellenmondishoz jutunk,
mihelyt az elsé kikiiszibilés 4ltal nyert egyenletet nem vesz-
sziik identitdsnak, mig természetesen ez utébbi esethben nem
juthatunk tobbé ama lehetetlenséget tartalmazd reliczidhoz.

Az, hogy a ¥ = 0-hé] ily mébdon identitdshoz jussunk,
e szerint sziikséges foltétele annak, hogy ¥ = 0 els6 integral
legyen; konnyii tovibbd bebizonyitani, hogy e foltétel egy-
szersmind elégséges, a mire azonban itt nem tériink at.

2. — A kovetkeztkben sziikségiink lesz ez identitis rész-
letes alakjara, midén az els6 integril

Pa‘—F(ﬂ?umz-—swn;Pa:--;’Pusa)=0- (6)

az egyik valtozé, példaal p, szerint megoldott alakban
van adva. Akkor mindenekeldtt az «, szerinti teljes differen-
czidlhdnyadost képezve, és a tobbi viltozok differenczialhdnya-
dosainak értékét az eredetileg adott rendszerbdl véve lesz:

OF _ oF oH . OF aH oF oH
2o, dxy Opy  Oxg dps 8 et
6H ©oF ¢H oF oH

e Ip B o e

Ha most ebbfl az egyenletbdl és az adott elsd integral-
bél példiul a py-t kikiiszoboljiik, a keresett identitist nyerjiik.
E kikiiszobolés egyszeriien tgy torténik, hogy py-nek az elsé
egyenletbél adott értékét a méasodikba behelyettesitjiik. Azt,
hogy p, helyébe ily modon az F' fiiggvényt tettiik, jeloljiik az
altal, hogy az illetd kifejezést szogletes zarjelbe teszszilk. Az
identités tehét

_OF _oF[oH]| aF af]_ _oF [oH

3y 0wy |Ops|  Owy|ps 32| Opa )

oH oF [eH oF [6H ;
‘[a]J”a}z;[@;]*“'*a[a:J ko

Most még atalakitjuk ezt az alakot az ltal, hogy a H
differenczidlhdnyadosainak helyettesitési értékeit foleseréljik
a H helyettesitési értékének, [ H]-nak differenczidlhédnyadosai-
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val. E két mfivelet sorrendje azonban f61 nem cserélhetd, ha-
nem a két érték kozt a kovetkezé kapesolat &ll fonn: Ha
ugyanis v &z @g . . . Tn, Pg - - - Pn Valtozék barmelyikét jelenti,

lesz: i
AH)_[om) , [o|oF
v | o Bpg jov’

mert ha [H]-t v szerint differencziéljuk, p,-t, mely helyébe az
F fiiggvény j6, szintén a v-tol fiiggének kell tekinteniink. s

ebbél :
B

(ve=g,..., Ta;Pg.+.Pn)
Ha ezeket az értékeket most a (7.)-ben behelyettesitjiik,

lesz:
oF oF [BH} or S[HJ [BH} BF)
02y  Oxg ops 3.123 3p3 Opy | Opg
B[H] H BF
“3_9«’: _32: _[% opa)
aH] o[H] [eH aF
T g [Bp Ba:g ap,, (B:cg (Bps:{a;cs

FOF (3[H] [3H]3F)

Opn \ 0a Opg | 0a
vagy ha az elenyészé tagokat kihagyjuk, végre
oF  oF 9[H| oF ¢[H|
T dmip T mdp g
_am orom,  orqm_, @
dxg — Opy Oxg Opn Oy

A tulajdonképen alkalmazandé identitist a (9.)-bél az
altal nyerjik, hogy a benne el6fordulé viltozék barmelyike
szerint differenczilunk. Epen mivel a (9.) identitds, azaz he-
lyes teljesen fiiggetleniil a benne eldfordulé valtozok értékétol,
vilagos, hogy a nyerendd alak is ilyen lesz. Jeldljiik ismét a
vialtozot, mely szerint differenczidlunk, v-vel, akkor lesz:

*F  9°F 9[H] oF &’[H]
" Ovdw; Ovdwg Ops ' dmgdvdps (10)

__OH] , &F §[H| 5 oF 2°[H) '

Qvdxy ' Ouipy dxg T Opy dvoag
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hol minden sorban csak az elsd tag nem koveti a symmetridt,
mig az azutan f6lirt 4 taghél a tobbit mind nyerjik, ha az x3, p,
véaltozo-part egymésutn foleseréljitk ay, py; . . . 2a, pa-nel.

3. — Ha most mir az adott Hamilton-féle rendszert
integrilni akarjuk, az elsd lépés erre egy elsé integril meg-
hatirozisa. — Ez, mint ismeretes, altalinossigban formélis
fiton nem is eszkozolhetd, mert magit a rendszert, mint a
megoldasnal follépt fiiggvények definiczidjat kell tekinteniink,
mely csak kivételesen a legegyszeriibb esetekben vezet méar
egyéb vizsgilatokbol ismert fiiggvényalakokra. A kérdés, mely
az integriczié Altalanos vizsgilatianal térgyalandé (és a mely-
nek megoldisa kiilondsen a dynamikai és varificzidszimitdsi
alkalmazésokban igen fontos), a kovetkezd :

Az adott Hamilton-féle rendszer integrdczidjdnak pro-
blémdjdban mind eqyszerisités torténik egy elsé integrdl isme-
rete dltal ?

Ismeretes, hogy egy elsé integral ismerete minden diffe-
rencziilegyenlet-rendszer megoldasit visszavezeti oly rend-
szerére, melynek rendszima egygyel kisebb, mint az eredeti-
leg adott rendszeré. A Hamilton-féle rendszer esetében azon-
ban a probléménak az egy els integrdl ismerete utin végez-
hetd egyszeriisitése az egyenletek speczidlis alkatinil fogva
sokkal jelentékenyebb, a probléma ugyanis két egységgel ala-
csonyabb rendfi rendszer integricziojara lesz visszavezethetd,
melynek azonkiviil ismét megvan a Hamilton-féle rendszer
alakja.

Lassuk azonban el8szir azt az egyszeriisitést, mely a
Hamilton-féle rendszer alakjatél fiiggetleniil, itt épen figy vé-
gezhet6, mint minden més differencziilegyenlet-rendszernél.
Legyen az ismert els6 integral :

ps — F =0. (6)

(Az, hogy itt az els6 integralt py szerint megoldott alak-
ban irjuk o], nem szoritja meg a tdrgyalis Altalinossigit,
mert ha az adott integril nem tartalmazné a py-t, hanem méis
p-t, akkor, minthogy a sorrend kozényds, egyszerfien més x, p
valtozépart lathatni el a 2-es mutatéval. Ha pedig az elsé
integral egy p-t sem tartalmaz, hanem csak « véltozokat,
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akkor az eredeti rendszerben foleserélhetjiik az @yt a py-vel
s . t. ha csak egy idoben H helyet —H-t irunk. Ez iltal a
rendszer maga nem valtozott, mig az x-ek és p-k jelentésiikre
nézve szerepet cseréltek.)

Ha a pynek a tobbi valtozok és a tetszoleges allandé
altal valé meghatirozisit, amint azt az els6 integral szol-
ghltatja, az adott Hamilton-féle rendszerbe bevezetjiik, amaz
egyenletet, mely p, differenczidlbinyadosit adja, mint folsle-
gest kihagyhatjuk, minthogy hiszen a tobbi fiiggvény meghata-
rozisa utén p, is ismeretes. Ha még a p, értékének helyette-
sitését ismét szogletes zarjel altal jeloljik, lesz:

day oH j

de; Ops

da; . [oH | dpiiy oH |
daey [3 i E*_[%J’

(t=3,4,....m)
és igy e csak 2n—3 egyenletb6l all6 és ugyanannyi ismeretlen
fiiggvényt tartalmazé rendszer lesz megoldandé. Ha e rend-

szerben most ismét a
oH | [0
Bpi || | P

helyébe bevezetjitk a (8.)-ban adott képlet segitségével a [H)
differenczidlhanyadosait, ez a kivetkez6 alakot nyeri:

dita £t oS
dey | 9psf

de. _ 8[H] [BH J oF

dey - opi  |9ps] Opi’
dp: __ O[H] _ [9H | O0F
dzy oz opg | 8’

(i=3,4,...%6)
4. — Vegyiik f6l most az xy, pj, . . . viltozékat, mint az
x, bs xy fiiggvényeit. Ily alakokat nyernénk valoban, ha az
eredeti rendszernek 2n—3 egymastdl fiiggetlen els6 integraljat
venndk és ezekb6l az a3 . .. @, ps ... p. viltozokat egynek
kivételével, tehdt Osszesen 2n—4 mennyiséget kikiiszoboliink.
De ekkor sem szabad mellézni, hogy w, tulajdonképen az a,

fiiggvénye és igy :
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ffmf L5 o ?x; @

: dml hE aa':l 3..‘(‘3 dml,
s i on
dey, oy dxy doy

Ha ezen értékeket atviszszik rendszeriinkbe, és egyszer-

%EJ helyéhe az elsd egyenlet szerint vele egyenls
s

@-et teszsziik, a rendszernek alakja lesz:
o
‘ dey _ [EE]

smind

day apa|
B dxi des  9(H] oF duxg
oy T e T g
o, pi des _ _ OH) | OF dmy T
dey 0wy day oy i day’
e SRRy ¥
Ha most az @y, . . . p, . . . valtozokat tgy tudjuk megha-

tarozni, mint az », és x, fiiggvényeit, hogy e viltozok kapcso-
latétél fiiggetleniil ki legyenek elégitve az

ow _ OH] 0w _ OF
oy,  Opi 'y  Opi’
oo om) op _ op D)
oy 0wy lOmg 0w
(=8 ..,"1n)

egyenletek, akkor a (11.)-ben foglalt egyenletek az elsé kivéte-

lével ki lesznek elégitve, barminé figgvénye az @,-nek legyen -

is @o. Ha most az @y, . . , ps, . . . ily médon nyert értékeit a

dacg oH

e =[5 o
egyenletbe helyettesitem és ebbél a csak x; és xy-t tartalmazo
elsérendii differenczifilegyenleth6l meghatirozom xo-t, mint az
x, figgvényét, ily médon az dsszes valtozok xy... . pg...pw
mint az x, fiiggvényei, meg lesznek hatérozva, és e meghataro-
zhsokat a

p—F =0
egyenlethen helyettesitve, ezt az utolsé valtozot is mint o, fiigg-
vényét nyerem.

el
(._'{iir-
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De hogy a megoldis e menete valoban lehetséges legyen,
arra sziikséges, hogy a (12) alatt 4ll6 rendszer az ;. .. xa,
Ps - - - pa véltozokat mint az egymdstél fiiggetleneknek tekin-
tett o, és x, fiiggvényeit hatirozza meg, mis széval tehit, hogy
e rendszer a megel6z6 fejezet értelmében foltétleniil integrél-
haté rendszer legyen, mely az ott kifejtett integrabilitdsi fol-
tételeket kielégiti.

E foltétel teljesitve 1évén, konnyli litni, hogy a nyert
megoldas egészen dltalinos is. A p, értékének helyettesitése
behoz egy elsd tetszileges dllandét, a (12.) alatt All6 rendszer

integriczidja az xg, . . , py, . . . . viltozok sziménak megfeleld-
leg 2n—4-et, a (13)-ban adott differenczidlegyenlet végre még
egyet, gy hogy végiil az xy, .., pg, . ..., mint az o, fiiggvé-

nyei kifejezve, 2n—2 tetszbleges éllandét tartalmaznak, mely
szim egyszersmind az eredeti rendszer rendszima. A nyert
megoldas tehét a leghltalinosabb.

Hogy a (12)-ben folirt rendszer valéban kielégiti az inte-
grabilitas foltételeit, azt részletes folirdsuk dltal nehézség nél-
kiil kimutathatjuk. B foltételek mind

d [oF d (o[H]\
e (E) et 1208 (a—u) = 0 (14.)
alakban irhatok, hol v az @, ... .. Py « -« Valtozok bérme-
lyikét jelentheti. Az elébbi fejezet értelmében most:

G0 L O AE . ¥ oH]
daey o, g Opg S dxn Opu

of ) _ o i

dpy Oxy S O e
¥ _% o oF o oF
deg  Oxs Oxg Opy - . Oms Opa

- TOH" of aF

o R

Ha e képletet a (14.) alatt 4ll6 egyenletre alkalmaz-

zuk, lesz
o:F *F o[H] ?*F o[H]

(H] | @H) oF B

T Omgdv | Ows0v Ops "' Opgdv dwg
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~ mely valamivel més sorrendben a (10.) alatt 4ll6 identitas,
mert a két parczidlis differencziflas sorrendje foleserélhetd.

A (14.) 4ltal adott integrabilitdsi foltételek tehat identi-
tasok és igy a (12)-es rendszer valoban foltétlentil integralhatd.
Hogy most e rendszer megoldisit kizonséges differenczidl-
egyenletére vezessiik vissza, az x, helyébe a kovetkezd képlet
segitségével :

wg — a) = (2 — ) ¥
bevezetiink egy fj vy valtoz6t; a mi Altal a megeldzd fejezet
fejtegetései értelmében a kivetkezd rendszerhez jutunk :

S e (15)
. oH oF :
i

hol a jobb oldalon szintén x, helyébe y,-t gondolunk be-
vezetve.

Az igy nyert kizimséges differenczidlegyenlet-rendszer,
melyre a foladatot eqy elsd inteqrdl ismerete utdn redukdltuk,
mdr csak 2n—d-ed rendii, és — a mi ép oly fontos — alak-
jdra nézve ismét Hamilton-féle rendszer. A jobb oldalon 4116 ki-
fejezések ugyanis mindannyian egy fiiggvénynek [ H]—y,F-nek
az x-ek és p-k szerint vett parczialis differenczialhinyadosai,
az els6k positiv, az utobbiak negativ eldjellel.

A megoldis utén ismét visszateszszilk wg-t 7, helyébe,
és kifejezziik a tetszéleges dllandékat az g, . . . ps, . . . tetszd-
legesen megéallapitott kezdd értékei altal; a nyert alakok —
mint tudjuk — &ltalinos megoldasat adjik a (12.)-vel jelolt
rendszernek is. — A legel6szor nyert elsé integralbol még, ha
ott minden véltozé helyébe kezdd értéket tesziink, még az a
tetsz6leges Allandot is kifejezhetjiik e kezdd értékek Altal és
az Osszes eddigi eredmény tehdt az, hogy
: Xgy &gy +LnyPaye--Pn

mind az », és x, és a tetszbleges kezd§ értékek altal lesz ki-
fejezve. Ezek kozil az ) szabadon vélaszthaté kezd6 érték a
sz6 szorosabb értelmében, azaz olyan, melynek speczializilisa
még nem szoritja meg a megoldas altalanossagit, mig a tob-
biek tetsz6leges allanddknak tekintend6k. Ennél azonban még

M. T. AK. BRT. A MATH. TUD. KOREBOL, 1881, vir. k. 10, sz 3
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tekintetbe veends, hogy ambar szimuk 2(n—1), mégis most
csak 2n—3 tetszoleges allandot képviselnek. Ha t. 1. a (15.)
alatti rendszer integriczidjinil directe follép6 Allandokat
Gy ...ty O, . ., Oa jeloljitk, akkor ezek, valamint a kifejez-
heték, mint a kezdéértékek fiiggvényei és igy ezek csak az
e, 3 és a 4ltal jelolt 2n—3 kombindcziéban 1épnek fol, és
igy ugyanannyi fiiggetlen tetszileges éllandéval egyértékiiek.
Ha végre még a nyert integrilegyenleteket az «;, f; és a sze-
rint megoldjuk, latni, hogy ez Altal az eredeti rendszernek
2n—3 els6 integraljat nyertiik.

A még hifnyzo els6 integrilt most a

dey  [0H

o= o]
szolgiltatja, melyben minden véltozét méar =, és =, 4ltal ki-
fejezve gondolunk. Azonban ezen elsirendii differenczidlegyen-
let integrdezidja dirvekt operdczidkra, azaz tiszta quadraturdra
vezethetd vissza. Minden Hamilton-féle rendszerre nézve érvé-
nyes ugyanis az utolsé multiplikitor elve. E szerint, ha az
lleté rendszer teljes integra czidjara mar csak egy elsé integri
hidnyzik, annak az elsérendii differencziilegyenletnek, mely
ezt szolgiltatja, Huler-féle multiplikitorat direkt opericzidk
dltal lehet meghatirozni, figy, hogy ez fltal p. a mostani

esetben
| eH |
M (dﬂfg—[a}—}lldml)

teljes differenczifl lesz és igy a hidnyzo elsd integralt ennek
integriczidja dltal nyerjiik.
A nyert eredmény dsszefoglalisa a kivetkez6 :
Legyen az adott Hamilton-féle rendszer :
de;  0H dp; o
dz,  opi’ dmy  owi
(E5E52 800 1)
és e rendszer eqy elsé integrdlja:
Py == V=p;

akkor tovdbbi 2n—4 integrdlt a Lkivetkezs rendszer integrd-
czidgjdbdl nyerhetni, melynek ismét megqvan a Hamilton-féle
alakja és melynek rendszdma két eqységgel kisebb :
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or; _ A[H]—y.F)

diry api 2
opi _ _ [H]—ysF)
3371 ori 1

i =8,...58),
hol a jobboldalon dllé Fkifejezésben axg helyébe yo-t vezettiik be
a kivetkezs transformdczidképlet segitségével :
@y — ag = (2 — @) ya,

mig [H] a Hb6l tigy keletkezik, hogy ps helyébe F-et teszsziik.
E rendszer integrdeidjdndl ys csak parameternek tekintendd
és a tetszileges dllanddk ettil fiiggetleneknek veendok. Az in-
tegrdcezid utdn ismét bevezetjiik xo-t yo helyébe. A még hidnyzd
utolsd integrdlt végre eqyszerii integrdaczid dltal nyerjiik.

Minthogy a redukélt rendszer ismét Hamilton-féle rend-
szer, a most kifejtett elméletet erre ismét alkalmazhatjuk,
azaz egy els integral ismerete dltal a problémit ismét vissza-
vezethetjiik egy 2n—6-odrendi Hamilton-féle rendszer in-
tegricziGjira s w. t.

A 2(n—1)-rendii Hamilton-féle rendszer teljes integrd-
czidja e szerint, mellizve a kizvetetleniil végezhets formdlis
operdezidkat, eqy-eqy elsé integrdl meghatdrozdsdt kiveteli oly
Homilton-féle rendszerekbil, melyeknek rendszdma eqymdsutdin

2n—2,2n—4, 20 —6,...,4, 2,
mig, ha a rendszer alakjaban vejlé egyszerfisitést nem hasz-
niljuk, az éltaldnos differencziilegyenlet-rendszer mintéjara,
még kizben mindeniitt egy-egy els6 integrdl meghatirozisat
kellene végezniink, mely a fontebbi sorozatban megfelel a fol
nem 1épd paratlan rendszdmoknak.

Minden Hamilton-féle rendszer egy-egy varidcziészami-
tasi probléma kifejezése és erre vonatkozblag az eredmény tgy
értelmezhett, hogy egy els6 integrdl ismerete utin az
illeté problémét fol lehet cserélni egy mdsikkal, melyben a
fiiggetlen koordinitak szima egygyel kisebb lett.

Az elbadott médszer a Hamilton-féle rendszerek inte-
graczi6jaban eszkozolhetd egyszeriisitéseket teljesen- direkt
ton adja, ellentétben az ismeretes médszerrel, mely azt kove-
teli, hogy a 2(n—1)-edrendii rendszernek megfeleléleg minde-
nekel6tt egy » fiiggetlen viltozot tartalmazé éltalinos elsd-

3%
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rend{i parczidlis differencziilegyenletet képezziink és ennek
azutin egy teljes integriljat nyerjitkk. Ebbél azutin kozvetet-
lentil végezhetd opericzidk segitségével megkapjuk végre a
Hamilton-féle rendszer integricziéjat.

A targyalt eljaris jelentGségét azonban még noveli az a
koriilmény, hogy segitségével még sokkal Altalinosabb kér-
désre is nyerhetiink feleletet. Ez a kivetkezs :

Adva lévén a Hamilton-féle rendszernel: I elsé inte-
grdlja, ming eqyszeriisitéseket nyerviink ez dltal a rendszer inte-
grdczidjdnalk foladatdban ?

Ez rivezet — mint litni — az els6 integrilok kapeso-
laténak dltalinos elméletére, mely kiilondsen a dynamikai diffe-
rencziflegyenleteknél igen fontos. E vizsgilat el6adisit azon-
ban més alkalomra halasztva, most az e fejezethen hasznilt mod-
szerre nézve még egy fltalinos megjegyzést akarok tenni.

5. Ugyanazon mdédszer, melyetitt a Hamilton-féle rend-
szerek redukeziGjéra haszniltunk, a differencziilegyenlet-rend-
szerek egy nagy osztilyfira alkalmazhat6. Segitségével t. i. egy
n-ed rendii rendszer eqy n—k-ad és eqy k-ad rendii rendszer
eqymdsutdni integrdczidjdara vezethetd vissza. Az ily rendsze-

rek alakja:

dZ;[ et

dﬂ? i Pl ]

dz

i

d A
z{;‘;l = Qi1+ Qrp11Pr + Qipre P=. . . +Qk+1,kPk,( )

d

—%ii-_—' Qit2+Qigon P+ Qrtoe P+« o +QitoyxPhy

dzn
X, =Qn +Qm -!Jl +Qn,¢Pu +--«+Q“,k P,;,

hol a Q-val jelolt mennyiségek bizonyos még kifejtends folté-
teli egyenleteket tartoznak kielégiteni, mig a P-k az osszes
valtozok tetszileges fiiggvényei.
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Tekintsiik ugyanis a

Zk41y Tk42y o0 By
valtozokat; mint az

®y Zyy Zzy v o Bk
figgvényeit. (Vilagos ismét az integralok elméletébol, hogy ily
eldéllitas valéban létezik.)

Ekkor azonban, minthogy z; . . . zx tulajdonképen az »
fiiggvényei :

dzk+1 AT szrl 33g+1 d_zl. e azH.l d__zi
de o 0zy dx NEEHET TRy T
dz:m i) 3Zn az,, dzl aZn dz-k
de — ox +3z1 B g e
Ha ezeket az értékeket atviszszitk az (A) rendszerbe, és
az elsd egyenletekbél még a % [ -;%;5 értékeit bevissziik, az
a kovetkez6 alakba megy at:
dz
d_a: e Pn
dz
EE;'E = Pk,
Ozk41 02k 41 02k 11 | p Zkt1
am "‘-Ijla1 IPzag + e +PkaZk s
= Qit+1 + Qiy1y1 Py + Qigrye Po + ... . + Qit1yx Py
0 0 2
aZk+2+Pl 2k+1+PgaZk+2+ +Pkaz:;;+

= Qk+2+Qk+2,1 P1 + Qitose Po 4+ ... + Qitoyx Phy

02 u

s azn 32..
o +P’31+P“az bR -

2 0z

-‘—Q,n +Qn;lP1 +Qn,3Pg + ---+Qa,kPg.
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Ha most a 2441, . . . 2z, valtozokat Ggy tudjuk meghata-
rozni, mint az a; zy, . . . zx fiiggvényeit, hogy e valtozok kap-
csolatatol fiiggetleniil ki legyenek elégitve a kovetkezd egyen-
letek:

331‘4.2 0z

02k+1

o = Uy o = Quiny. . Yo O
3z;+1 32k+2 32;:

R e T R e, " B
5 QH-lr 1y 331 QH-?:J: > 321 Q 13 ( )
6zt+1 32};1.2 an

aZk_- oE Q"-H!") B2k L QH‘E’}": Sy % e QN!"

akkor rendszeriink egyenletei, a kpyi-1ktél kezdve, ki lesznek
elégitve, barmind fiiggvényei az «,-nek legyenek is z ... z.
Ha most a 241y 2k49, .« . « 2o ily médon nyert értékeit az elsé
% egyenletbe helyettesitem, ezek :

dz dz
£!=Pls"':cﬁ=}3": (©)
egy k-adrendfi rendszert adnak a z, ... zr meghatirozisara.

De, hogy a megoldés e menete valoban kivihetd legyen,
szitkséges hogy a (B)-vel jelolt rendszer a zii1, zigo, -« . .« 2a
viltozokat, mint az egymastél figgetlencknek tekintett o,
21 . . . za figgvényeit adja, azaz hogy e rendszer foltétlentil in-
tegralhaté rendszer legyen.

E foltétel teljesitve 1évén, a nyert megoldis, mint kénny
latni, Altalinos is. A (B) rendszer integriczidja n—=Fk tetszo-
leges dllandét 4d, a (C) rendszeré még k-t, figy hogy tehdt a
végeredményben az Osszes tetszéleges allanddok szima n lévén,
a targyalas val6ban az dltalinos integralt adja.

A moédszer alkalmazhatosiga tehat csak attol figg, vaj-
jon a (B) rendszer kielégiti-e az integrabilitis foltételeit és
ekkor végre integriczidjit egy kozonséges n—k-adrendfi diffe-
rencziflegyenletrendszerére lehet visszavezetni. Ezen integra-
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bilitdsi foltételek most foltételi egyenleteket adnak a Qi szé-
méra. Alakjuk a kovetkezs :

dQusi _ dQui

dz_,' = dz (D)
ko+i,j= AQk+i.1
dz dzJ'
(i=1,...n—k),
(j=1,...k)
ET =T k)

mig e teljes differenczidlhdnyadosok értelme :
b d d
of <X -—f— Qk+1 +3 -—L— Qk+9 +.. -+azf Qny

de o
g; az} af Qk+1 R Qk+2 it -+% Qu. e

Médszerunk tehé,t alka.lmazhato, ha a Q-k a (D) altal
jellemzett reldczi6knak eleget tesznek. A legegyszeriibb ide
tartozo egyenletrendszereket akkor nyerjiik, ha a Q-kat 4llan-
déknak veszsziik.

A Hamilton-féle rendszer redukezidja % els6é integral
ismerete utdn szintén a most vazolt eljards szerint torténik,
mely elméletileg is igen érdekes, mert els6 altalanos mintdjit
adja a reduktibilis differenczidlegyenletrendszernek és ez altal
egyszersmind rautal arra, hogy az irreduktibilitds fogalmanak
itt is alapvetd jelentésége van.
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1V.

AZ ELSORENDU PARCZIALIS DIFFEREN-
CZIALEGYENLETEK ES A HAMILTON-FELE
RENDSZEREK KAPCSOLATA.

I. — Cauchy és — téle fiiggetleniil — Jacobi voltak az
elsﬁk kik kimutattik, hogy a legéltalanosabb elsérendii par-
czidlis differenczidlegyenlet integriczifjit egy egyetlen kozin-
séges differencziflegyenlet-rendszer megoldisara lehet vissza-
vezetni, az utébbi dltalanositva Hamiltonnak egy speczidlis
esethben, a dynamikai problémék esetében nyert eredményeit.
A folléps rendszernek az elbbi fejezetben targyalt alakja van
¢és integrilegyenletei adva 1évén, bel6liikk kozvetleniil végez-
heté opericziék A4ltal a parczidlis differenczidilegyenlet egy
teljes integriljat nyerhetjitk,. Hogy ebbél azutin minden més
integril mikép nyerhetd, azt mar Lagrange mutatta. — E ré-
gibb targyalis azonban még hézagos volt, a mennyiben a méd-
szer bizonyos kivételes esetekben nem vezetett a kivant ered-
ményhez. E hézag betoltését talaljuk végre A. Mayer egy dol-
gozatiban, mely a » Math. Annalen« 3-ik kétetében jelent meg.

Mindenekel6tt e médszert tirgyalom, mely az elsérendii
parczialis differenczidlegyenlet megoldasinak kérdését egy Ha-
milton-féle rendszer integraczidjara vezeti vissza, a lényeghen
Mayer gondolatmenetét kivetve, de némi mdodositissal, mely
rividebbé és étnézetesebbé teszi az egész eljarast.

Legyen ismét egy Hamilton-féle rendszer, melynek rend-
szama 2 (n—1):
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de  oH
dry o/ (1)
) |
doy  ~ omy’

(=23, ...n)
melyben ismét x; a fiiggetlen viltozd, as, ps, .. . az ismeretlen
fiiggvények. Az altaldnos integralegyenletekben a tetszileges
allandék

mgs ng$ P;!"'PE

jelentsék a kezdbértékeket, melyeket a fiiggvények folvesznek,
ha z; = «f. Ha most még az x, . . . p; . . . betiiket még fiigg-
vényjelek gyanant is haszniljuk, a rendszer megoldésit a ko-

vetkez6 alakban irhatjuk :
wi:wf(wlimga---mg;Pgs-“P:): (2.
pim=m (el .. adi ;B . BY),
=200 b)
Az xi, prknek e jelentést adva, vizsgiljuk meg a kovet-
kezb kifejezés varidczi6jat :
y

hol a varidlandé figgvények természetesen ay, ... py ..
Jegyezziik meg mindjart, hogy, miutan e fiiggvények az elobb
folirtak, alakjuk valtozdsa csak a benniik follép6 tetszoleges
allandok valtozdsa 4ltal torténhetik és igy tehdt e varidczio
¢V nem egyéh, mint V teljes differenczialja az «9..., p, ...
szerint.

Ha a varidlast az integrdl jele alatt valoban végez-
ziik, lesz:

L T
=1
ax®

vagy, miutin:
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lesz:

= oH
éV*-fZ P ﬁp. a—@@w.-)dwl.

=2

Ha most a H parcm:ihs differenczialhinyadosait az adott
Hamilton-féle rendszer értelmében foleseréljiik, az ai, pirnek
@ szerint volt diﬂ'erencziﬁlhanyadosaival e varidczié tovabbi

s i
3V = [ ( 3d—“”'— 4 B a‘w.)da:,

Ebben a kifejezésben :

5z _ dom
d{l‘l dﬁ':l ?
és azért:
dzi dp. d( p.ﬁa:.-)
00 ;= s
B o e
tehat :
6]7— d(f),(?a‘,‘,) d 25
d.’L'l

i=2

Itt most mér az mtegral jele alatt differencziilhényados
all és igy az integracziot kozvetleniil elvégezhetjik. Liesz:

i=n

2y
0 Y o [2 j';'!' 0.1?,]#;

—
és részletesebben kiirva:
OV =py0xg+ .,. + pa oz, + Pg 5932—., =" ﬁscf". (4.)
Ha még a d V-t a val6ban fiiggetlen véiltoz6 elemek varid-
czi6i Altal akarndk kifejezni, akkor még a ]

P

L]

. ox; o

"2
értékek volninak a (4.)-be helyetteswendok. De ezt nem tesz-
szitk. Czélunk ugyanis mds, a o V-t kifejezni

Lgy oo Ty PGy« o v Py
varidcziol altal. Erre csak az sziikséges, hogy az
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@ = i (g 22y . . 25 p% . - 2D
(f=23,...,n)
szAmra nézve n—1 egyenletet megoldjuk J,.... ) szerint.
Ha azutén p.
= fi (@15 @gy o . ®n; PG« - - Py

és ebbdl:
2 of; of; af ofi

it | Sas, 3 o g
ami 61’2 5 axn i apo a a 0 aP“’

csak 0x? értékeit kell 0 V-be helyettesiteni, hogy a czélba vett
alakot nyerjik. — A 0V alakjit azonban még sem tudjuk igy
folirni, mert amaz egyenletrendszer megoldisit nem lehet
explicite elvégezni. Ep ezért foleseréljik a V-t a kovetkezd
kifejezéssel ’
W= b + V; 5.
ZZP (3)

akkor

=n

oW = o(pla?) + oV,
g (pla?) + 9V,
és minthogy
0 (pia) = pidal + aop3,
ha még a 0V fontebb kifejtett értékét tekintetbe veszsziik:
OW == p; dxg + ... padwa + &0p) + ... + ) Ip’(6.)
A W-ben a viltozé elemek eredetileg a tetszéleges al-
landok, a3 . ... a0 pd...pd Az af...a figgetlen elemek
helyett bevezetjitk az @y ... a.-t és ekkor W alakja épen
e transformiczionak megfelel, ha t. i. még a p, ... pa-t,
19 ... a%-okat a (2.) alatti egyenletek segitségével kiszdmitot-
taknak gondoljuk. De ily folfogisban a 0 W még igy is irhato .

L

oW = opd+ .. +— 513", (7.)

a mibdl végre kovetkeztet;uk, hogy.
4 ow

E bl apo 9«’2:

W oW
a‘T" Pll‘\ aPD = SCN. (8.)
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E képletekben most természetesen fol van tételezve,
hogy W kifejezésében, mely az = és p valtozokkal egyiitt a
kezddértékek fiiggvénye, az xl-okat az x; és p|-bol osszerakott
alakok altal pétoltak, és igy W-t, mint az @y, ag,... 2n, ply.. p°
fiigguényét dllitottuk eld.

2. — A (8) alatt all6 egyenletek minden tovabbi kivet-
keztetésnek alapjat teszik ; de levezetésiik, mielott azt elfogad-
hatjuk, még néhany pontban kiegészitendd. Az egyenleteket
tigy nyerjiik, hogy a 0V két kiillonbozd kifejezését egymashol
kivonjuk. Ily médon:

oW aw ow e af
0= (g — oot (G —pa)omt Gy = out

3;1?3
oW
f (apo -mg)apg.

Ha az itt follépé varideziok egymastol teljesen fiigget-
lenek, ez csak dgy lehetséges, hogy minden varidczit egyiitt-
hatéja zérus, és ekkor épen a fontebbi egyenleteket nyerjiik.
De ez egyenletek megforditva csak is akkor helyesek, ha a
varidezick egymdstol fiiggetlenek. A dpf ... dpd-ra nézve ez
kozvetetleniil viligos; de nem az x-ekre nézve, ha ezek kozott
van valami reldczi6, akkor ebbdl egy misik kivetkezik a va-
ridczidk kozott. Ki kell tehdt még mutatni, hogy ily reliczio
nincsen. *) Arra, hogy az

Liw= 1 (1) 2y« o « 225 DL v P (2.)
(i=2,...n
dltal adott fiiggvények egymdistol fiiggetlenek legyenek, vagyis
hogy az a-kat ne kapesolja ossze az 29-oktol fiiggetlen egyen-
let (mas kifejezésm6dban, hogy a (2.) alatti egyenleteket az

*) E kivetkeztetések nem tisztdn elméleti jelentBségiiek, melyek
targyaldsunk szigort voltit biztositjak. A régibb Jacobi-féle targyalis
lényegben ett6l az dltal kiillonbodzik, hogy nem az @}, hanem a pi-ek
helyébe vezetjiik be az x-iket. Bz azonban valéban lehetetlen lesz a
H fuggvény bizonyos értékeinél és igy megforditva a parczidlis differen-
czidlegyenletek bizonyos osztalydndl szintén nem lehetséges a Hamilton-
féle rendszerre vald visszavezetést elvégezni. E kivételes eset jelentdsé-
gére még visszatérek.
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x?-ok szerint meg lehessen oldani), a szitkséges és elégséges fol-

tétel, hogy a:
oy Ges O,
é'mg’ 'y B ic o o
[ 3:1:3 33'3 9:1:8
D=.3m;’3x§” “’Bmg
0y 02 Oy
"? 0

| 93’ Ga)”
determinins ne legyen identice zérus. Erre elég kimutatni,
hogy D értéke a 0-t6l kiilonboz6, ha x; helyébe a?.ot tesziink,

Az xrkr6l tudjuk, hogy dtmennek z%-ba, ha », — a9, & igy
tehit, miutin az o, = a9 kizelében véges, egyértékii és foly-

tonos fiiggvények : *)
xr; = m? + (:L'l _‘w&') Kl',

hol K;-nek az a; — «9 positiv egész hatvinyai szerint haladé

sor alakja van. Ebhél
3;\2; BK;
=1+ (r, — “‘(1,) Py

P!

3935; oK; 3 4

C (1 — =) Py ( z i),
2 J

hol K-val egyiitt az «? parameterek szerint vett differenczidl-
hanyadosai is végesek, ha @, = . Igy tehét:

ox;
(3:6? )El'.f; =5C‘: i 1,

(Ba?,- ) R

By=x
a D elemei tehdt, ha @, helyébe xf-ot tesziink, mindannyian
eltiinnek, a diagonalishan &llok kivételével, melyek az egység-
gel egyenlok és igy tehat:
(D). il
T =

#) Tipen e foltétel szoritja meg egyediil a kezddértékek vélasztdsat.
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D tehit nem tiinhetik el identikus modon, és igy most
méar a (8.) alatt 4116 egyenletek teljesen igazolva vannak.

3. — E kitérés utin 6sszeillitom az elsé pontban nyert
eredményeket :

Ha @y, . . @n. Poy « + « P a kibvetkezé Hamilton-féle rend-
szernek megolddsai :

des' O wdp . 0B (1)
dey Opi'dxy O’ :
¢ =12, 5:5n)

ha tovdbbd a3, . .. , a%, Pl . .. P’ e figgvények kezdiértékeit
Jelentilk, ha xy = a3, akkor helyettesitsiik a
Ty
t=n EFI
W= }Jf!’:rg + ..+ p2w2+/1( Pi F_p_' —_ H) day
;:l: =2
Fifejezésben, mely tulajdonképen (wy mellett) a kezdiértékel:
figguénye, az x3 . . . x0 helyébe az
e = @ (308 A g0 1)

eqyenletekbil vett értékeiket. Ez dltal W az @y @g... @ny p2..p0
fiiggvénye lesz és a W ily alaljdra nézve :

oW oW

5;; = Pi é;g = ::c? (8)

Y F [ R !

Kozvetetlentil 1atni, hogy az utolsé egyenletek (8.) az
adott Hamilton-féle rendszer dltaldnos integrdlegyenleteit kép-
viselik. Ezek ugyanis 2(n—1) relacziét adnak az x,, @, pi és
a kezd6értékek kozott, és e reldcziok fiiggetlenek is egyméastol,
mert barmelyik egyenlet egy mennyiséget, egy p~t vagy egy
af-t tartalmaz, mely a tébbiekben nem forddl eld, tehit nem
is hozhat le a tobbiek Gsszedllitasabél. E tétel azonban sem-
mikép sem adja a Hamilton-féle rendszer integricziéjat. Erre
ugyanis sziikséges volna, hogy a W fiiggvényt ismerjiik, ez
pedig csak a rendszer integriczidja utin ismeretes. A nyert
eredmény azonban més irdnyban igen fontos. Kimutatja ugyanis,
hogy épen igy, a mint a Hamilton-féle rendszer differenczidl-
egyenleteit eqy egyetlen H fiigguény parezidlis differenczidl-
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hdnyadosai jellemzik, dgy az integrdlegyenleteknek is oly alak
adhatd, melyben eqy eqyetlen W fiiggvény parczidlis differen-
czidlhdnyadosai dltal adva vannalk.

H-t a charakteristikus fiiggvénynek, W-t alapfiigguény-
nek szokés nevezni.

Az alapfiiggvény, W szdmdra eqy n fiiggetlen vdltozdt
tartalmazd elstrendii parezidlis d?ﬁerenczadleqyenletet lépez-
hetiink.

Ha ugyanis a W-t mint az #;, @ . . . @, figgvényét vesz-
szitk és tekintetbe veszsziik, hogy @, . . . x, ismét az w, fiigg-
vényei, akkor:

AW oW | NYOW das

dey  Or, | &= omi day

vagy, ha az itt el6fordulé teljes differenczidlhdnyadosok érté-
keit a Hamilton-féle rendszerbél veszsziik :

AW oW | N1eWoH

fiml 3.1:1 e a @u'
M4s oldalrél a W-nek integral alakjibol kozvetleniil

nyerni:
- hH

— ap'
Ts a két alak osszehasonhtﬁséhol:
oW
ér -+ H(&'f‘l, Lo .a'}n,j?g,-..pﬂ) o 0,
o L
hol a viszonyok jobb foltiintetésére a H-ba, mint fiiggvényjelbe
beirtuk ama mennyiségeket, melyek a H-ban el6fordulnak. Ez,
ha az »;, p-k a Hamilton-féle rendszer megoldésai, identitis
¢s az marad, ha az integrilegyenleteknek (8.) alatt 4ll6 alak-
jabél a pek értékeit helyettesitjiik. Igy lesz:
oW oW ow
aT1+H(r1,frg <.,m“,5""‘“.-.. )“-‘—0 (9)
Ez egyenlet nemesak hogy helyes, de identikus egyen-
letnek kell lennie. Benne ugyanis mindeniitt a 7 mint az
@y, gy . . Ty P PO fiiggvénye szerepel; és miutin a levezetés
minden esetre helyes, érvényesnek kell maradnia, ha az a-ek
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helyébe a kezd6értékeket teszszik. Ha ekkor nem kapunk
identitdst, ez kapcsolatot adna a tetszileges kezddértékek
kozott, a mi lehetetlenség. Az x-ok pedig ép fgy tetsatleges
mennyiségek, mint az x-k maguk ; tehit a (9.) egyenletidenti-
t4s. Ha most ebben a W-t ismeretlen fiiggvénynek veszszik,
akkor a (9.) parczidlis differenczidlegyenlet a W szimfra és
igy a nyert eredmény ugy is fogalmazhatd, hogy az elibb értel-
mezett W fiigguény a (9.)-czel jellt parczidlis differenczidl-
eqyenlet megolddsa.

E megoldds, mely természetesen egy additiv 4llandé hoz-
zdadasa utan is ilyen marad: '

W= W (@, @2y ..%np3 .03 + C

{i. 0. teljes integrdl. Ez ugyanis ebben az esetben, hol a diffe-
renczidlegyenlet az ismeretlen fiiggvényének csakis differenczifil-
hényadosait tartalmazza, annyit jelent, hogy ha a W-nek
parczidlis differenczidlhinyadosait képezziik :

o= 5 @y w90, (= 1,2, 0)
az itt el6fordulé osszes szdmra nézve n—1 A4llandé, pf, ... p?
kikiiszobolése kevesebbdl, mint az osszes n egyenletbdl nem
lehetséges. — Ha ugyanis e kikiiszobilés lehetséges volna,
akkor relacziét nyernénk a
ow ow
Es e iy a

kozott, melyben azonban ezek koziill az egyik hidnyzik és ép
azért a(9.) alatt 4lloval nem lehet aequivalens. Hiinyzonak

L, :
mindig a ax—w-et vehetjiik, mert ha ez benne elforddl, helyette
1

a (9.)-b6l vett értéket vehetjitk. Igy tehat egy egyenletet
nyernénk :
oW oW
@((ml Qﬁg,..mn,é';s_,..-,a—m)=0,
-mely a W adott értékénél identités volna. Ha a (8.)-bél a dif-
ferenczidlhanyadosok értékeit veszsziik, volna ismét identice

@({L‘i :rz,..mn,pg,---Pﬂ) o | O;

ez az egyenlet fonnillana még akkor is, ha ismét a valtozok
helyébe kezdértékeiket teszsziik. Foltevésiink tehit e kezdo-
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értékek kozott kapesolatot adna, és igy e kivetkezményével
egyiitt lehetetlen.

A H fiiggvény kezdettd]l fogva egészen tetszileges volt,
és igy eredményeink kionnyen dgy fogalmazhatok, hogy a
(9.)-czel jeldlt parezidlis differenczidleqyenlet integrdczidjdra
vonatkozzanak :

A kivetkezi parczidlis differenczidlegyenletnel: megfe-
leliileg :
ot + H(ml, TR

ew ow .
Bal ) ™0

P OLTRE
integrdljul e Hamilton-féle rendszert :
dr; _ OH dps SRR |
day 3}); f d.’BI ow; ’
i=29....%)

0
hol a H fiiggvényben % helyébe mindeniitt pit gondolunk

betéve, Ha e vendszerbil :
o = & (€, 00 2L s ... %)
P — i (23 08 . 2% 38y - - 2,
(t=2...n);
aklkor szdmitsuk ki a kfivetkezc’i kifejezést'

és helyettesitsiik benne az mg, oo @ helyébe az

wi:mf(mlsxg"wﬂrpg"'f’?.)
eqyenletele megolddsdbil nyerhets értékeket. Az ily mddon eli-
dlld kifejezés tetszilleges dllandd hozzdaddsdval :
W= Wi, @...anp%.... 0% + C,
a parezidlis differenczidlegyenlet teljes integrdlja.

Az elbadott tétel, mely a parczidlis differencziflegyenlet
integriczi6jit a Hamilton-féle rendszerére vezeti vissza, nem
méas, mint a Cauchy-féle vagy més néven Jacobi-Hamilton-féle
médszer az 4ltalinos elsbrendii parcziilis differencziilegyen-
letek megoldaséra.

M, T, AK. BRT. A MATH. TUD. KOREp6L. 1881, vir. k. 10, sz. 4
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Mindenekel6tt konnyti kimutatni, hogy a mddszer min-
den elsérendii parczidlis differenczifilegyenletre alkalmazhato.
A targyalt alak speczilis jellegfi az 4ltal, hogy az ismeretlen
fiiggvény maga nem fordal el6, hanem csak a differenczidl-
hényadosokban 1ép fol. De ismeretes transformiczi6 éltal
minden differenczidlegyenlet ilyenbe vezethett At. Ez azutin

i

fént a i szerint megoldott alakban lép fol, a mi ismét nem
L1

megszorités, mert a H figgvény tetszéleges. Kiilonben a kive-

telt szdmitésok keresztiilvihet6k tgy is, hogy a differenczidl-
egyenletet oldatlan alakban hagyjuk.

Ha a most nyert eredményt a Hamilton-féle rendszerek
integraczijira szolgilo, az elébbi fejezetben targyalt modszer-
rel Oszszekotjik, az dltaldnos elsirendii parczidlis differen-
czidlegyenlet megolddsdra szolgdld mddszert nyeriink, mely a
most ismeretes eljardsok kozt legegyszerlibb Mayer és Lie-
félékkel egyenld szimia alapopericziét kovetel, de levezeté-
sében sokkal egyszer{ibb, a mennyiben a Jacobi terjedelmes
ujabb elméleteib6l nem tételez f61 semmit.

Az e fejezetben kifejtett elmélet tovabba még azt is mu-
tatja, hogy az n fiiggetlen valtoz6t tartalmazo parczidlis diffe-
rencziflegyenlet és a megfeleld 2 (n — 1)-edrendi Hamilton-
féle rendszer két aequivalens problémét képvisel. T. i. nemesak
hogy a differencziilegyenlet teljes integrilja levezetheté a
Hamilton-féle rendszer integréljaibél, hanem megforditva a
Hamilton-féle rendszer integriljai teljesen ismeretesek, ha a
parczidlis differencziil-egyenletnek csak egy teljes integrilja
ismeretes. B megforditott tétel kozvetetlentil viligos volna, ha
a parcziilis differencziilegyenletnek csak egy teljes integrilja
volna. Azonban ilyen végtelen sok van ; és igy még fonmmarad
ama nehézség, hogy e végtelen sok alak kozt miképen taldl-
juk meg azt a W értéket, mely fejtegetéseinkben follépett.
E nehézség azonban megsziinik, ha bebizonyitjuk, hogy tétc-
leink érvényesek maradnak, a parczidlis differenczidlegyenlet-
nek barmely teljes inteqrdljdt jelentse is W.

E tétel bebizonyitisit itt mell6zom, annél inkébb, mi-
utin a mi tirgyalsunkban fontos szerepe figy sincsen. Kz t. i.
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arra szolgalt, hogy a Hamilton-féle rendszer integriczidjit
parcziilis differenczidilegyenletére vezesse vissza; mig az inte-
griczi6 ama moédszere, melyet az el6bbi fejezethen adtam, a
probléménak targyalasiban az ily idegen elem behozdsit folog-
legessé teszi. -

4. — A Mayer 4ltal mddositott Jacobi-Hamilton-féle
clmélet eléterjesatése utin taldn jo lesz, ezt egy altalanosabb,
de mégis egyszeriibb példan folvilagositani, mely egyszersmind
mis e targygyal kapesolatos kérdésre utal, E példa a homogén
linear parczidlis differenczidlegyenlet térgyaldsa, melyre kii-
Ionben ismeretes médon speczidlis modszerek is vezetnek.

Az ily differenczidlegyenlet altalinos alakja :

WL P oW ow

"—'+A ‘f"Xaa_—'f— XE 0

hol X5yi.o X,. az @y, @y . . . @, tetszéleges fiiggvényeit jelen-
tik. Az ennek megfelelé H fiiggvény, ha benne mindjart Z}V
helyett pi-t irunk:

e Xg}?g‘i‘XsPa'l‘o--"‘Xn??u,
¢s igy a megfelel§ Hamilton-féle rendszer :

da;

CEJ,'] 5 Xi’
dpe _ el
d.‘fl a:b'.',

G=—2,8,...n)
mig a megfelelt kifejezésben'

i=n =n

zP- 2?- (=

=3 =3

¢s ebhOl: ;
Wespal 4 gl
Most a Hamilton-féle rendszer integrilegyenleteibsl ki
kell fejezni az a%-okat az x-k dltal; ebben azonban a H fiigg-
vény specidlis jellege 1ényeges egyszeriisitést ad. T.i. a Hamil-
ton-féle rendszerben foglalt egyenletek elsé esoportja
dar;

f}ﬂﬂ'] 3 X;

4*
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a p-ket nem is tartalmazza, és egymagiban mint » —1-edrendii
rendszer integrilhato. Ebbol :
@i = % (21, 2%, .. 20),
és ha most a Hamilton-féle rendszert téljesen akarjuk inte-
~grilni, az igy nyert értékeket az egyenletek mésodik csoport-
jaba behelyettesitjiik és igy még egy méisodik n—1-edrendii
rendszer integrdlandé. De e mésodik rendszer integriczitja
egészen elmaradhat. Az el6bb folirt integrilegyenletek épen
azok, melyek a W transformécziéjira sziikségesek, és igy ha
ezeknek az «? szerint megoldott alakja:
@) = fi (@1, ®g, .. . #)
a megfelel§ parczialis differencziilegyenlet teljes integrélja
W=p3fa+...0%fu,
melybdl azutin az Altaldnos integral ¢ (fe,...fu), — hol ¢
tetsz6leges fiiggvényt jelent — tiistént folirhatd. Viligos egy-
szersmind, hogy az ¢ = f; alakok nem mésok, mint a
dai
a
totdl differenczialegyenletrendszer fiiggetlen elsé integriljai.

A targyalt példa elméletileg érdekes az dltal, hogy mu-
tatja, miképen redukéalhaté a probléma a H bizonyos speczidlis
alakjainil. A 2 (n—1)-edrendfi Hamilton-féle rendszer két
(n—1)-edrendii rendszerre esik szét, melyek egymés utin in-
tegralhaték. A parczidlis differenczidlegyenlet megoldisira
egyiltalaban csak az elsé rendszer integriczidja végzendd ; és
igy a Hamilton-féle rendszer integricziéja is mir teljesen
ismeretes az els rendszer megoldéisa utén.

5. — A tirgyalt példa csak szélsG esete a probléma
ama — eddig nem ismert — redukczidjanak, mely mindenkor
eszkozolhets, ha a H-nak a prk szerint vett fiigquénydeter-
mindnsa eltiinik. (A fontebbi példiban a determinéns minden
eleme 0 lesz.) -

E redukezi6 lehetdsége azon alapszik, hogy a TW-ben az
integral jele alatt eléforduld

o
97=Zp,- 515;—)‘[ (10.)

kifejezés mint az
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a?l,mg,...x,.,ms,...x

fiiggvénye irhatd, hol rovidség kedvéért o helyett ' -et irunk.
J £ d&c }r i
; _

;-fltaldnossdgban ez magaban vildgos, mert a Hamilton-
féle rendszerben foglalt egyenletek els6 csoportja:
o
@ ap:
akkor ps ... p. szerint megoldhaté, és az igy nyert értékek
fp-ben helyettesitheték. Azonban épen ebben az esetben a ¢ e
transforméicziéja nem vezet @j eredményekhez. Ez csak akkor'
torténik, mikor az utolsé egyenletrendszer nem oldhaté meg

a p-k szerint, vagyis midén més széval a g;—{-k, és igy az «-k

kizott a p-ktél fiiggetlen reliczidk 1éteznek. Ez akkor torténik,
ha H fiiggvénytermininsa

*H °H o*H _
op2 ' Opedps’ " Opedpa
2H  °H P H

4= Opedps’ apy ' Opslpa
o g i -
| Opadpa T Bpgdpn’ " T 0p? i

Itfinik és erre az esetre egyszersmind a ¢p-nek font kijelentett

ajatsaga kiilon bebizonyitist igényel. A (11.) alatt 4116 egyen-

etrendszer most olyan, hogy az n—1 egyenleth6l most az

1—1 mennyiség p, ... p. mind eliminalhaté, és az ezaltal

celetkezd fiiggetlen egyenletek, melyeknek szédma természetesen

1—1-nél kisebb, legyenek :

Bk Tuils -0 B P15 25) = 0,
(r=12...,k—1)
\ reldcziok szAmat k—1-nek véve, e relicziok mutatjik, hogy
Z Xy ... Tuy @y .. @, varidezibi sem fiiggetlenek egyméstol,
wanem kozottik is k-egyenlet all fonn, t. 1.
;.—i—z—ﬁwz 4+ ... +g§:0}rn + %53{2 + ...+ 2i:3;1,”=0

(r=1,9.,,k=1)
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Ebhél a k—1 relacziobol p.
du, 0., .. 0z,
kifejezhetd mind a tobbinek linedris fiiggvénye.
A 0 maga, épen tigy, mint el6bb, lesz:
, ¥ oH aH
3!}‘) = _psaa','s + .. + p,.aa:" — '3:;;5{]’33 e e .-—*-%- Jﬂ‘_’,,,

n
vagy ha a dx), . . 0z, varidcziokat kifejezziik a tobbiek altal:
Op = holwg + .o + A0 + g1 0 | + ... + pad,. (12.)
Ha — mint most épen foltételezziik — az ), . . . 2 koat
k—1 relaczié 4ll fonn, ezek nem vezethetok be fiiggetlen val-
tozoknak a p-k helyébe, de igen még:
Typ1r Tieygr» v+ Ly
melyek kozt, miutdn a mutatok sorrendjét,mér font igy meg-
allapitottuk, nines tsszefiigggés. Ezek mellett tehit még megha-
gyando k—1 a p-k koziil, melyek kiszemelése az 4ltal torténik,
hogy a (11.)-gyel jelolt rendszer a tobbiek szerint megoldhato.
Ezek legyenek :
Py Piay « « + Pik—ye
Akkor a ¢-be belépé fiiggetlen figgvények mindéssze :

Ty Tgy oy Lnj Ly e o @5 Piss e e Pig_ye
és e szerint a d¢ egy mésodik kifejezése lesz : _
01 o . ap
b ___F P 5o %R0 aiiyi VP 5o
v R = A S ¥ %]+
% b o 5 .
Bpa, P Lt iy, oy (18)

De a d¢ (12) és (13.) alatt 4116 két kifejezésben csupa fiiggetlen
varidcziok allanak és igy kell, hogy a két kifejezéshen az egyes
varidcziok egyiitthatéi egyenlék legyenek, tehdt :

J AT A3 (14.)
0
P =0,
Py
Ez az egyenletrendszer azonban mir azt mondja, hogy
ha a ¢ ben a

P2 Pay v 00 s + Pa
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helyébe bevezetjik a
Piyy -+ Pik—1y :l:’,‘H, S A
fiiggvénycsoportot, mely az elébbib6l még k—1-et tartalmaz,
akkor a transforméczio kivitelénél ezek is elesnek. Evvel tehat
bebizonyitottuk a kezdetben kimondott tételt.
A parczidlis differenczidlegyenlet integricziéjira e sze-
rint elégséges, ha a Hamilton-féle rendszerbél az
gy o+ o Lny Ly y -+ o0 T
figgvények Aaltaldnos kifejezését nyerjitk. Csak ezek sziiksé-
gesek a T elsd kiszdmitisdra, mig az azutin torténd Atalaki-
tdsra mér csak az x-ek szitkségesek.
" AH fiiggvény foltételezett speczidlis alkatinal, e figg-
vények kiszamitésa alacsonyabb rendii rendszerb6l torténhetik.

Ha ugyanis az .
dei  0H dp:i oH

"?7’1 ap, d'L‘I_ ) afl
egyenletek elsé csoportjat, ujbhol «; szerint differenczidljuk, és
tekintetbe veszsziik, hogy :

dgx; d:l?:
ek T

dai dp:i
day’ dory
Hamilton-féle rendszerbdl ertékelket teszsziik, a kovetkezd
alaki egyenleteket nyerjiik :

dee,

T = Gi'(21, T3« + Ty P2+ » + Pn)

A Hamilton-féle rendszer elst csoportja és a most nyert
alakok mindéssze 2 (n—1) egyenletet adnak, melybél a p; .. pa-t
minddssze n—1 mennyiséget ki lehet kiiszobolni és ez altal a
kovetkezd alakd rendszert nyerjiik:

dai. dm;)
.f"(wls"'wfi"":d’mi""d_ml=0 (15.)
hol mindenik egyenlet tulajdonképen mésodrendf, de elséren-
diinek is tekintheté, ha az x; és x; kapcsolatit kiilon kije-
lentjitk :

tovabbé a jobboldalon helyt foglalé helyébe ismét a

dai
= (15)
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A (15.) és (16.) egyiittesen most ismét 2(n—1)-ed rendit
rendszer az x;, =, fiiggvények meghatirozasira. A most vég-
zett atalakitdsban még nem vettiik tekintetbe a H speczidlis
tulajdonsagat. Ebb6l, mint lattuk, k—1 fiiggetlen reliczié folyt
az i, x, kozott:

Fol@iys oo @iy oo @yars) =0 (17.)
(rs=1, sk i 1),
tehat — a mutatdk sorrendjének elébb tortént megillapitisa
szerint — ezekbdl a5, w3, ..., értéke meghatirozando, és
ebbil kivetkezik, hogy ezen egyenletek teljes differenczidczidja

. ; dar, da),
altal ismét k—1 egyenletet nyerni, melyben el 6
;]

. — elf-
day
fordal ;

#

@
F l\ey..zpr..n )=U (18.)

LY 5 &ml
A (15),(16),(17) és (18)-ban osszesen 2(n—1)+2(k—1)
egyenlet 4ll, melyb6l az

: da, de,
By ++ By cpe SOIE
szamra 2(k—1) mennyiség kikiiszobolése altal egy 2(n—1)
_egyenlethél 4ll6 rendszert nyeriink, melyben csak 2(n—1)—
(k—1) fuggvény: s .. . au, @, ... «, foglal helyet. Ezek-
nek tehdt ki lehetne kiiszobdlni osszes differenczidlhanyadosait
és igy tehat Gjbol relicziét nyernérk az a, z;, kozott, mely fiig-
getlen volna az elébb folirtaktél, (17), mert azok i, . .. aj-t
meghatérozzak a tobbi figgvények dltal, a most nyert egyenlet
ezeket nem is tartalmazza, tehdt egy uj o) -et hatarozza meg a
tobbiek Altal. De ez lehetetlen, mert (17)-ben mér az osszes
létezé reldczidkat folirtuk és igy tehat a most nyert reldczié-
nak identikusnak kell lennie. Igy tehat a 2(n—1) egyenlet-
bél esak
2(n—1)—k—1
lehet fiiggetlen ; a tobbi egyenlet mér algebrailag kivetkezik
ezekhél és igy kihagyhato.
Igy tehét csupdn teljesen végezheti differenczidezidk és
elimindcziok dltal az
Ly« o Tny L oy o T



A HAMILTON-FELE RENDSZEREK 8 U, T. 57

meghatdrozisdra eogy 2(n—1)—k—l-edrendii differenczidl-
egyenletrendszert nyertiink.

Fz teljesen megadja mér a parczidlis differenczidlegyen-
let integracziéjat és ha még tekintethe veszsziik a determiniin-
sok elméletébél, hogy k—1 reléczié akkor van, midén a k—2
sor és oszlop elhagydsa 4ltal keletkez§ (a k—2-dik) aldetermi-
nénsok az utolsék, melyek mindannyian elt{innek, akkor a vég-
eredményt még igy is fogalmazhatjuk:

A parezidlis  differenczidlegyenlet integrdczidja egy
2(n-—1)—k—1-edrendii totdl differenczidlegyenletére vesetheti
vissza, ha H figgvény determindnsa eltiinik, még pedig oly
médon, hogy a k—2-ik aldetermindnsok az utolsdk, melyek
méq mind eltiinnek.

Az el6bb térgyalt példiban a H fiiggvény determindn-
sdnak minden eleme kiilon 0, azaz, minthogy a determinins
n—1-edrendfi,az utolsd eltiing aldetermininsok az (n—2)-ikiek ;
tehat & = n, és igy a differencziilegyenletrendszer n—1-ed-
rendfi.

E redukélt rendszer latszélag még nem oldja meg telje-
sen a Hamilton-féle rendszert; de meghatirozza, mint tiistént
latni, ennek ugyancsak 2(n—1—k—1) fiiggvényét és igy még
egy k—1-edrendii rendszer marad megoldandé. A Hamilton-
féle rendszer megolddsdban tehdt a folléps eqyszerisités annyi-
bol dll, hogy a 2 (n — 1)-edrendii rendszer helyett egy
2(n—1)—k—1 és eqy k—I-edrendii integrdlands egqymds-
utcn ; hol azonban a mdsodik rendszer integrdljainak kiszdmi-
tasdra esak quadraturdk kellenek.

6. — Miutin ilymédon az integréczié folyamaban fél-
1épé egyszeriisitéseket is tArgyaltuk, &mbar ezeknek elméletére
még més alkalommal viszszatérni szindékozom, még a kovet-
kez8k miatt, sziikséges lesz, az eldadott ‘eljards alapjan nyert
teljes integralt pontosabban jellemezni.

A parczidlis differencziilegyenlet megoldasanal altald-
nossigban még jogunkban 4ll, szabadon vilasztani azt a kez-
doértéket, melyet a megoldas nyerjen, midén az egyik fiigget-
len valtozd, p. x; értéke adva van: 2). Ha ennek a tobbi vél-
tozo tetszoleges fiiggvényét veszem, az dltaldnos integrdlt
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nyerem, ha pedig ilyennek egy megszabott figgvényalakot
veszek, mely kell6 szimi, és egymastol fiiggetlen tetszdleges
allandét tartalmaz, akkor teljes integrdl lesz az eredmény.

Az eléadott modszer egy bizonyos teljes integrilhoz
vezet és igy ennek jellemzésére tudnunk kell, hogy mi e tel-
Jes integrdl kezdiértéke, ha xy = a3 ?

Ekkor, mint tistént 14tni, a 1W-hen az integralrész min-
denesetre eltiinik, mert a felsd hatar egyenlé lesz az als6 hatar-
ral, és igy a megvirsgilandé kifejezés

: poat 4 i pla) ¢
hol még az a9, . . . «? az

oy == (wiy ol v o 2l BY . <o pd)
egyenletekb6l meghatirozanddk és azutin z; helyébe a9 teendd.
Vilagos azonban, hogy az eredmény nem viltozik, ha eldszir
végezzitk azx; helyettesitését, és azutin az egyenletek megol-
disit. Ez akkor nagyon egyszerii,. mert ekkor a jobboldalon
csakis kezddértékek allanak és igy az egyenletek egyszeriien:

; &Ly = a?::',
az egyenleteket méris a kivant oldott alakban nyerjitk és igy:

(W) == 3wy + ... pd an + C.
0 =u"

Az vsszes egyiitthatok tetszbleges 4llandok és igy tehat
a mddositott Jacobi-Hamilton-féle mddszer a differenczidl-
egyenlet ama teljes integrdljdt adja, melyben az w, = x{-nak
meqfelels kezdiértéh a tobbi vdltozdk legdltaldnosabl linedris

fiigguénye.
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¥

SIMULTAN PARCZIALIS DIFFERENCZIAL-
EGYENLET-RENDSZEREK INTEGRACZIOJA.

. — Az egyes parczidlis differenczidlegyenletek tirgya-
Jasa utan attériink az oly rendszerek elméletére, melyben egy
fiiggvény tobb egyidejiileg fonndlld parezidlis differenczidl-
egyenlet dltal van adva. Itt is az Altalunk bevezetett moidsze-
rek a probléménak uj és igen egyszerii megoldisihoz vezetnek,
mely impliczite tulajdonképen méar bennfoglaltatik a IT. és ITI.
fejezet targyaldsaiban, — Mindenekel6tt azonban ismét Gssze-
allitom a probléma pontos fogalmazisira vonatkozo dolgokat.
A differenczidlegyenleteket ismét mér amaz egyszeriisitett
alakban gondoljuk irva, hol az ismeretlen fiiggvény csak a
differenczidlhdnyadosokban fordal el6. E szerint, ha z az isme-
retlen fiiggvény, o, #, . . . . a fiiggetlen viltozdk, ha tovabba
0z
&
alakja

helyett roviden p.-t irunk, a tirgyalt egyenletek Altaldnos

D (2, Egy .« + vy Tuy Pry Pas -« pa) =0

melyet néha a fiiggvényjelben eléfordulé betiik kihagydsival
@ = (-nak irunk.

Ha most a z fiiggvény meghatirozandé a kovetkezd
rendszerbél : :

¢ =0P;,=0,..,. 9, =0,

akkor ismét mindenekeldtt a probléma lehetiségének filtéte-
leit kell megéllapitanunk ; mert kizvetetleniil viligos, hogy az
adott egyenletek esetleg nem is lehetségesek egyiitt, a mint az
mér kitlinik a quadraturdk foladatabél, mely hiszen a most
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targyaltnak legegyszeriibb esete. Hat. i. m = »n, akkor az n
egyenletbl a p-ket mint az x fiiggvényeit nyerjiik, és akkor
szitkséges, hogy e kifejezések eleget tegyenek az integrabilitis
foltételeinek. SG6t az is lehetséges, hogy az egyenletek nem
oldhaték meg a p-k szerint, tehit az x-ek kozt relicziot adnak,
a mikor a foladat természetesen lehetetlen.

Kérdezziik tehdt altalanosségban, hogy ketté ama diffe-
renczidlegyenletek koziil, p.

D, = 0D, =0

mikor dllhat fonn eqyiitt ?

Hogy erre foltételt nyerjiink, vegyiik tekintetbe, hogy a
pk ugyanazon fiiggvény differenczidlhanyadosai, hogy tehat

ezek, melyek végelemzésben az ,, ... w, figgvényei, kovet-
kezb egyenletekuek tartoznak eleget tenni.

opi 0,0;.

own  Omi

Ha ezutén a két folvett egyenletet x; szerint differen-
czialjuk, tekintetbe véve, hogy a p-k is @, figgvényei, lesz:

oD, ap;, W
2 ope 0wy %
oD, ap;. 3y
2 ope Oxi

0P, :
Ha most az els6 egyenletet megszorozzuk SP—I-vel,azutzm

az i helyébe minden értéket tesziink 1-t6l n-ig és végre Ossze-
adunk, lesz:

i=n aQ 0¢ i=n k=n a@y a@g a_pk
A =1,
oxi 31). 2’ 2 opi  Opi Ox; .

=1 =1 k=l

=T

. D, -
Hasonl6kép szorozzuk a mésodik egyenletben %—-vcl és

L

adunk Ossze az i-k szerint: lesz:

2D, 0, N P, 0P, ope
B.T, a}). + 22 aP!c aPl BWr

Ha e két egyenletet egyméshol levonjuk, a kettds dssze-
gek két-két tagja:
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0P, 0P, op: & 0@, 0P, ipi
dpr Opi Ox:  Opi Opx Owx
a p-k kbzt fonndllé relicziok miatt mindig egyenls és igy az

eredmény : :
f=n a@] a‘p’- BQ, agr 3 O
2 ox; ap,' o aj'T;- e

=1

A baloldalon 4116 6sszeg szdméra a Jacobi 4ltal beveze-
tett jelt (@,, @,)-t hasznilva, e szerint annak, hogy a @, = 0
és D, = () parezidlis differenczidlegyenletek eqyidejiileq finn-
d@llhassanalk, sziikséges foltétele :
(@, ?.) = 0.

2. — Ha most az igy nyert sziikséges foltétel segitsé-
gével a
e W e A e
rendszer integriczidjinak lehetségét akarjuk vizsgélni, az
eljaris kivetkezt lesz:

Mindenekel6tt vilagos, hogy az egyenletek szdma, n nem
léhet nagyobb a fiiggetlen véltozok sziméndl n-nél; mert
kiillonben a py, pg, . . . pa kikiiszobolésével reldcziét nyernénk
a fiiggetlen valtozok kozott, a mi lehetetlenség. (Ha e kikii-
szobolés nem vezetne relacziohoz az x-ek kozott, hanem identi-
tashoz, ez annyit jelentene, hogy egy vagy tobb egyenlet a tob-
binek algebrai kovetkezménye; de ezeket, melyek uj adatot
nem adnak, egyszerfien kihagyjuk, azaz a folvett egyenleteket
algebrai értelemben mér egymastél fiiggetleneknek veszsziik.)

Az adott egyenletek, ha a py, ps . . . pa kozill m-et kel-
l6en kivalasztunk, ezek szerint megoldhaték. A mutatdk sor-
rendjét figy valaszthatjuk, hogy ezek py, ps ... pa legyenek.
A @,-ben ugyanis mindenesetre el6fordal egy p; ez legyen
p1; igy tehdt a W, = 0 egyenlet segitségével a tobbi egyen-
letb6l kikiiszobolhetni p,-et ; és igy a

D, =0,..., Bu=0
uj alakokban ekkor p, nem forddl els; de @, tartalmaz leg-
alibb egy p-t, mert kiilonben vagy relfczié az x-ek kozt &s
ekkor ez mutatnd, hogy a rendszer integriczidja lehetetlen,
vagy pedig identitds, és ekkor az egyenlet az elsének algebrai
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kiovetkezménye, tehat kihagyandd volna. Most ismét a misodik
egyenlet segitségével kikiiszobolhetjiik a tobbibdl py-t s u. t.,
Gigy hogy az m egyenlet helyébe vele aequivalens rend-
szert nyeriink, melyben a k-adik egyenlet csak pi, pits, .
pw-t tartalmazza. Az ily egyenletrendszernél pedig kozvetet-
leniil vildgos, hogy py , ps . - . pw valéban kifejezhets po 41, . . -
pa Altal. Ebben a rendszerben még az i-edik egyenlet utin
kovetkezoket haszniljuk, hogy ebbll pity, pite, .. . pu-et ki-
kiiszoboljilk és ez 4ltal végre az adott egyenleteket a kivet-
kez6 alakba viszsziik at:
Wi (g5« « o 5 Ty ?’-‘:PmH:P") mih
(ia=1;.%. %0

Az elmélet egyszeriisitése végett irjuk még az egyenle-
teket a benniik eléfordulé egy-egy pi szerint megoldott
alakban :

p— B (ﬂ-“n---sﬂ?nstﬂ:---:P») =0
Py — Fa (150 0e ,Tuy Pt s+ snPi)700 (1)
P —Fu (@, 000y @ny Putay - - y Pn) = 0.

Erre vonatkoztatjuk a tovdbbi tdrgyaldst, dmbir ez
maga majd mutatja, hogy a megoldds alakjdinak ismerete a
rendszer megolddsira nem sziikséges, hacsak tekintetbe vesz-
szitk, hogy a kikiiszobolés raczionlis mfivelet, mely az egyen-
letek megoldésa nélkiil végezhets. Ha most meg akarjuk vizs-
ghlni, vajjon ez a rendszer lehetséges-e, mindenekelitt az
isszes

(p.— F., p.— F)
kifejezéseket kell képezniink. Az ennél kovetelt miiveletek &t-
tekintése tiistént mutatja, hogy e kifejezésekben py, po . - . pm
egyiltalaban nem fordal eld.

A legegyszeriibb eset az, hogy e kifejezések valGban
mind identikus médon eltiinnek ; akkor a rendszert Jacobi-féle
vagy involutorikus rendszernek nevezzitk. Hogy ennél az in-
tegriczi6 lehetséges, azt maga a szémitds kifejtése mutatja
majd & egyszersmind kimutatjuk, hogy minden lehetséges
rendszer ilyenre vezethetd vissza.

Ha (p, — F,, p,— F.) = 0 nem identitis, akkor vagy
relacziot 4d az z-ek kizt és a rendszer lehetetlen, vagy pedig
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a reliczi6 egy p-t is tartalmaz. Az utolsé esetben legyen ez,
ha az el6forduld p-t p. 4-nek mondjuk:

i["‘m{-l (;1‘-1, «o s Loy Png1ys0- p,.) ==l

E szerint, hogy a rendszer integriczidja lehetséges le-
gyen, sziikséges a W, , = 0 foltétel kielégitése. De ez azt
mondja, hogy oly fiiggvény, mely az adott m differencziil-
egyenletet kielégiti, sziikségkép kielégiti a most nyert m + 1-dik
differenczidlegyenletet is. Ez pedig az elébbiekt6l fiiggetlen
alak. Hiszen kapesolat p,, 41 . .. p. kizt, mely az(1.)-es rend-
szer alapjin még algebrailag egymastél fiiggetlen. Ekkor tehét
a most nyert egyenletet a rendszerhez csatoljuk, és miutén se-
gitségével a megel6z6 egyenletekbil a p,. 4,-et kikiiszoboltiik,
az 1] rendszeren a vizsgilatot ismételjiik.

Az 4 rendszer vagy Jacobi-féle rendszer, vagy lehetet-
len, vagy végre ismét egy 1j differencziilegyenletet 4d, melyet
ismét a rendszerhez csatolunk.

Az eljaras ily ismétlése végre Jacobi-féle rendszerhez
vezet vagy kimutatja, hogy a rendszer lehetetlen. Mert ha az
egyenletek szima n-re novekedett, akkor az I fiiggvények
csak az x-eket tartalmazzik és igy az integrabilitas foltételei
vagy identikusok, vagy a fiiggetlen viltozék kozt fénnallando
relaczidkat kovetelnek.

E szerint az adott simultdn parczidlis differenczidl-
eqyenlet-rendszer integrdczidja — ha eqydltaldban a probléma
nem vezet lehetetlenséghez — mindenkor Jacobi-féle rendszer ére
vezetheté vissza,

(Ha az cgycnletek nem a p-k szerint megoldott alakban
vannak adva, az egész killonbség csak az, hogy a (W, W) = 0
vizsgilataban tekintetbe kell venni, hogy a p-k kozt fonnall
az eredeti egyenletek altal jelzett kapcsolat; és igy az el6bbi
kovetkeztetéseket szorul széra ismételhetjitk, ha csak el6bb a
P1 Ps - 5 pu-et az adott rendszer segitségével a (W, W) =0
foltételekb6l kikiiszoboltiik.)

3. — Attériink most mar a Jacobi-féle rendszerek inte-
grdezidgjdra. Ugyanazon alapgondolat, melyet a foltétlentil in-
tegrilhaté rendszereknél (a II. fejezetben) haszniltunk, erre
is eljarast szolgiltat, mely sokkal természetesebh és egysze-
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riibb, mint a bonyolédottabb elméleten alapulé Lie-féle mod-
szer, ¢s végeredményben majd ugyanazon szabdlyhoz vezet,
mint az.
Ha a Jacobi-féle rendszer:
pr — Fr (@4, 0 @y Putty -« Pa)y (1)

fr = 1,2 .. m)

mindenekel6tt irjuk ki részletesebben a
(p,- — K, ps — Fs) = 0

identitisok alakjat. Bz, tekintetbe véve, hogy Fi és F; nem
tartalmazzak a py, po, . . - pa-et, a kovetkezd :

BF; BFr Z‘ (BE a}"s an a}‘r) ¢
Rt T 2)

oz, o, ow; Op; dai Opi

i=m+41

Mindenesetre kell, hogy a meghatdrozand6 » fiiggvény
kielégitse mar az els6 egyenletet:

?91 o i Fl =) 0-
Ha ez az egyenlet magéban allana, akkor szabadon
vilaszthatnok még a z kezdéértékét, azaz az a,, ... @, ama

figgvényét, melybe z dtmenjen, ha p.x;, = 2. De most a t5bbi
egyenletek megszoritjik e kezddérték szabad vilasztisit. Ha
ugyanis ezekben x; helyébe a%-ot tesziink, lesznek :

py=Fy=F; (@ wa. .. P) i - PO
?)2 ) ‘Flo =X (m?} Lgy + v s Ly PS.H, s ‘Pff); (3)

hol ismét az @, ... =, szerinti differencziilis és az a; = af
helyettesités sorrendje foleserélheté; és igy. ha ismét egy-
szerfien :

z'll o (z)xl_—_ﬂ!

akkor p? jelenti a z%-nak x, szerint vett differenczidlhanyadosit.

Ha megforditva a z° kezddértéket a (3) alatti rendszer-
bél vettiik, az elsé egyenlet megfeleld integralja kielégiti az
egész rendszert. Kzt kivetkezoképen mutatjuk ki :
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Képezziik mindenekel6tt p, — F,-nek x, szerinti diffe-
renczialhdAnyadosit.*) Lesz:

op—F:) _ op _OF: _ 0F, Opuni OF, op.
31'] Bﬂ.‘l 3;1'3 3p...+1 3.761 #es a'p.. 3:}:1’

¢s a p-k jelentésénél fogva tovibba :
) _ o _oF. ok p ___ohim
3:1‘1 am:‘ aw‘] apm-i—l 3‘7.8,,.+1 A ap.. a:r.',‘

Most a p, helyébe, miutin a foltevés szerint 2 kielégiti
az elsé egyenletet, F,-et irhatni, és ekkor:

‘a; e aFI aFI E-Pm+1 3F1 E;[:
B S Ak o B e v T O
vagy pedig még:

TR Sl R
da, Oy OPm +1 0w g1 Opu 0w’
Ezen értékek folhasznilasival a kérdéses kifejezés:
A —F) _ for oe B, L oRp
oy Opm+1 0w 41 Opn Oy,
oL R L
0r; Opwi1 ' 0%wsr Opmt10Tmyr  Opr Oxm
OB (IR OR T O
Opn  \Oxu pmt100myr,  Op Oxal

mely még igy is irhatd:

Hp—F.) _0F, 0F, Sw oF, |

8-1,'1 3 ox L'r a--"‘-?1 apl a'f'f
+§ @(B_PT_EF!' ?"—Pi-.l:.l.__ _aFr -BE\
Lt Opi \omi  Opm 1 0m: T pa o )

)
*) A Bi jelt itt kettés értelemben kell haszndlnunk, néha formalis
e =

differenczidcziot jelent a valoban kiirt «; szerint, mig a masik értelem-
ben parezidlis differenczidldst jelent ugyan, a mennyiben mas fiiggetlen
valtozok is vannak, de mds oldalrél teljesnek is mondhatd, mert tekin
tetbe veends, hogy a p-k is =i fiiggvényei. Ebben az utolsé értelemben az

illett differenczidlhdnyados folé vondst tesziink : ai
T

M, T. AK. BRT. A MATH, TUD, KORGROL. 1881, viir, . 10, sz b
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v'agy" végre, minthogy :

Kp—F) _op. O _ 0 pays _ O p
awn i awl aml' apm +1 al: apu aﬂ|
még lesz:
o _on_ G,
B, - O T &0 o
~ 3F1 3E - 31"1 a('pr __._'_p
2 opi 5?.‘ 2 opi dir
i=m+1 f=m+41

de itt a jobb oldalon 4116 kifejezés, az utols6 tag leetelével a
(2)-ben foglalt integrabilitasi, foltétel (s=1) alapjin eltiinik

és igy

o=F) o KT
oy opi oxi

i=m 41

Ez nem méas, mint parczidlis differenczidlegyenlet a
pr—F, szdmara. De oly érték, mely e differenczidlegyenletet
kielégiti és mel} tovabbd, mint azt a p, —F,-r6l tudjuk, 0 lesz,
ha a; = a9, csak egy van. (A kezddérték teljes meghatirozisa
egy egyém integralt 4d.) Méas oldalrél litni, hogy a O oly
érték, mely mindkét foltételnek eleget tesz, és igy tehdt
valéban .

: pr—F, = 0,

hol a levezetés foltétele csak az, hogy z a Jacobi-féle rendszer
elsé egyenletének oly integrdlja, melynek kedzbértéke 20 kielc-
giti a 3. alatt kiirt rendszert.

Kozvetetlenil l4tui, hogy az uj rendszer, (3) ismét Jacobi-
féle rendszer, melyben az egyenletek és a fiiggetlen viltozok
szfma egygyel kisebbedett. Mert az j rendszer integrabilitasi
foltételeit a régiekbdl nyerjiik, ha mindazokban, hol » vagy s
nem = 1, @ helyébe «%ot tesziink; tehit az eredetiekkel
egyiitt az aj foltételek is teljesiilnek.

Ezen az alapon most mér a probléma megoldésérél alta
l4nos képet alkothatunk magunknak, A 20 = (2)u—. széméra
Jacobi-féle rendszeriink van ; de akkor ismét az elsd egyenlet
integricziGjéra vezetjiik vissza a foladatot ha a 20 kezddérté-
két, mid6n #g = 9, egy uj rendszerbl hatirozzuk meg, mely-
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ben az egyenletek szima m —2, a fiiggetlen valtozok szima
n—2. — Igy végre lejutunk egy utolsé egyes differenczial-
egyenlethez.
Pn— Fu =0

melyben a; ... ®,, helyén még a kezddértékek teendék..
Ennek megoldasit wgy vdlaszthatjuk, hogy

(z)w,:x‘,’, 5 hOLH :\:....::1:3I
AZ Tty -« . 2n egy tetszileges fiiggvénye legyen. Ea tehat azon
meghllapitis alakja, melynek segitségével a Jacobi-féle rend-
szer integriljainak sokasfgibdl egy és csak egy meghatiro-
zott egyént nyeriink.

3. — Az eldadott elyir:is azonban még lényegesen egy-
szeviisitheté. Tsmét van egy -eset, melyben az egyszeriisités
tiistént az egyenletek alakjabél leolvashaté. Ha t. i. a

pr=Fiyps = Fay..o,pa=Fa
rendszerben az F,, ... F, fiiggvények oly tulajdonsigaak,
hogy az x, = o helyettesitésnél eltiinnek. Akkor az elsé
egyenlet integriczi6janil megengedhetd kezdGértékek a - -

R=0.,..p,=

rendszerbél veenddk, hol pf = =

De e rendszernek integraljai tiistént folismerheték. Bzt
kielégiti minden tetszoleges fiiggvénye az w4y, ... &, vilto-
zoknak, és igy az egész Jacobi-féle rendszer integriljat nye-
rem, ha az els6 egyenletet Gigy integrélom, h-:)g;,f

(2)e=s: = Tetaz. figgV. (Tms1;. 55 n

Ha tehat az elobbiek szerint az elsé egyenletnek a meg-
felel6 Hamilton-féle rendszerbsl képezhetd teljes integraljat
képezem, ez az egész rendszernek is megfelel, mert ebben az
elsé egyenlethen mint vdltozé csak @y, @w4yq,... . szere-
pel, mig s . . . x, csak mint parameter tekintends. Ama teljes
integral kezdoértéke pedig az @z, 4, ... . tetsz6leges linedris
fiiggvénye, tehit a foltételnek megfelel. Azonban egy megszo-
ritds mégis teendd. Ha t. i. az elsé egyenlet egymagiban volna
integralandd, akkor a linedris fiiggvénybe belépd tetszoleges
allanddkat az g . . . o, parameterektdl fiiggd tetszéleges figg-
vényeknek lehetne tekinteni; mig most a kezddérték szamara

5*
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nyert foltétel azt kivanja, hogy e tetszileges allandok az
Xy, ... xa-tOl 18 fliggetlenek, tehat tiszta allanddk legyenek.

Ebben a speczidlis esetben tehit az elsé n—m+1 fiig-
getlen véltozot tartalmazé differenczidlegyenletnek a Jacobi-
Hamilton-féle modszer altal nyert teljes integrilja egyszer-
smind az egész m egyenletbdl 4116 rendszer megoldisit adja.

De igen egyszerti transforméczié altal minden Jacobi-
féle rendszer az ily alakra hozhaté. Legyen ez ugyanis, kiirva
ismét a p-ket differenczidlhanyadosoknak :

0z
"_=F19

* = F,,

= e Flll’

akkor vezessiink be az xg, g, ... an helyébe 1) valtozokat a
kovetkez6 képletek segitségével : *)

Xy = mg o= (5‘71 i ¥ -"Uo) Yoo

xrg = ch + (:L'l — $D)ya,

Lm = m?“ S5 (:1:1 — CCQ) Yme
Ha most foltételezziik, hogy a z fiiggvény e transfor-
méczi6 altal u-ba megy at, akkor

ou oz 0z Oxg . 0z Oxy 0z OXn
0y Owy  Omglmy | Owydxy | Owalm’'
ou 0z Oxy
Jys Oy 3;’!2 ;
ou 0z Oy

s Peaye

- My L
affm £ O agm.

*) Az af, ... 2, e képletekben szabadon valaszthato szamértékek,
melyet ugy lehet értelmezni, hogy az x,; . . . @m valtozok amaz értékeso-
portjit képviselik, melyre nézve a keresett fiiggvény kezdGértékét meg
tetszdlegesen lehet megdllapitani.
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o
3 1, o ' értékeit az

atalakitasi képletekbol veszszuk, végre az w-k szamara a ko-
vetkez6 differenczidlegyenletrendszert nyerjitk, hol természe-
tesen az F-ekbe is bevezettitk az j viltozokat,

Ha helyettesitjiik :

g% = B+ gal £ goFE s o T gaF,
39‘8 o a:f) A
g_;; = (z, — o) Fy,
g:;’m = (2, — @) F,,

oly rendszer, mely valoban az el6bb targyalt speczialis alakot
mutatja. Ha tehit az w-nak az els6é egyenlethél a Jacobi-
Hamilton-féle modszer segitségével nyerhett teljes integraljit
veszem, az egész rendszer megoldasit nyerem, és természete-
sen, ha az x, . . . xa-et ismét bevezetjiik az y, ... y. helyébe,
u megint Atmegy z-be és ez az eredetileg adott rendszer
megoldésa.

A nyert megoldas ismét a rendszer teljes integralja, a
melyb6] minden més, a kezd6érték altal jellemzett integral
kozvetetleniil végezhetd opericziok dltal levezethetd.

4. — A Jacobi-féle rendszerek elmélete nemcsak mint
onallé probléma kifejtése fontos ; nagy értéket ad neki tovabbi
az a koriilmény, hogy az eddig egy parczidlis differenczil-
egyenlet integriczi6jara adott médszerek a foladatot ily rend-
szer targyalasira vezetik vissza. Az e dolgozatban kifejtett
elvek adjak ugyanis az elsé modszert, melynél, miutin a par-
czialis differenczialegyenletnek megfelels Hamilton-féle rend-
szert képeztiink, a parczidlis differencziilegyenlet integraczidja
a Hamilton-féle rendszer teljes megoldésa altal torténik, és
minden lehetséges egyszeriisitést e rendszer integraczi6jinal
eszkozliink. Hzzel ellentétben az dsszes eddigi médszerek Jacobi
nyoman a Hamilton-féle rendszernek csak egy elsé integraljat
keresik és azutin elhagyva ennck integriczidjat, mely végiil
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megforditva a parczidlis differenczidlegyenletnek kovetkezménye
lesz, visszatérnek a parczidlis differencziilegyenlethez, keresve
az egyszerfisitést, melyet amaz elsd integril ismerete ennek
integriiczitjan eszkozol. Az egyszeriisitést a kivetkezd Jacobi-
féle tétel adja:
Haa
Py + H (2 gy« @ny Pay oo Pn) =0
elsorendii parczidlis differenczidlegyenletnel: megfelels Hamil-
ton-féle rendszer eqy elsé integrdlja :
Q(ml,mn,..:r,,,pg,...P,.)'—a='D
akkor ez utébbi eqyenlet, ha a p-ket mint differenczidlhdinya-
dosokat értelmezziik, az eredeti differenczidlegyenlettel egyiitt
Jacobi-féle rendszert képez.
A tétel bebizonyitasa igen egyszerit, Ha t.i. @ —a =0
a Hamilton-féle rendszernek elst integralja, akkor (L a 25. lapot)
fonndll a kovetkezd ideutitds :

2D SN/o® ¢H @ BH)
s ol R ot ¢
y i 2 (3.:*.- opi opi ox;

Mis oldalrél, hogy a két egyenlet Jacobi-féle rendszert

adjon, kell, hogy legyen:
(P —ay, pr + H) =0

de ha a 61. lapon adott értelmezés szerint e kifejezést részle-
tesen kiirjuk, pontosan az elbb folirt alakot nyerjiik, a két
foltétel tehat ugyanazt mondja.

Ez 4ltal tehit az eredetileg adott parczidlis differenczidl-
egyenlethez egy misodikat csatoltunk, melynek vele kozds
megoldisa van.

A Lie-féle modszernél most egyenesen foleseréljik az
adott problémit a Jacobi-féle rendszer integriczidjaval. De ez
az el6bbi fejtegetések szerint ismét visszavezetheté egy egyet-
len parezidlis differenczidlegyenlet targyalisira, mely mir
csak n—1 fiiggetlen valtoz6t tartalmaz. (A megoldésban sze-
replé tetszéleges elem korlatozva latszik a viltozok szdménak
fogyasaval, de ezt kirpotolja ama koriilmény, hogy a @ = «
alakbol az a tetszoleges allandé a differenczidlegyenletbe jut. Ha
most ezen az @] differencziilegyenleten a targyalast ujbél kezd-
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jiik, egy n—2 fiiggetlen viltoz6t tartalmazd differencziilegyen-
letre jutunk és ugy tovabb. Latni, hogy a sziikséges alapope-
réczidk itt is, épen gy, mint a mi médszeriinknél a Hamilton-
féle rendszerek teljes integriczidjira egy-egy
9(n—1), 2(n—2), . ..., 4, 2

egyenletb6l 4116 Hamilton-féle rendszer egy elsé integraljanak
meghatarozisat kovetelik, S6t szorosabb vizsgalatnal lithatni,
hogy ha a parczidlis differenczidlegyenlet és a Hamilton-féle
rendszer egymfsnak megfelel, a follépé rendszerek sorozata
is ugyanaz.

A tobbi médszereknél, miutin a két egyenlethsl 4llo
Jacobi-féle rendszert nyertiik, ehhez még egy harmadik egyen-
letet keresiink, gy hogy mind a hirom egyenlet megint ily
rendszert alkosson ; a hiromhoz megint egy negyediket s w. t.,
mig végre n egyenletiink van. Akkor mir a problémat quad-
ratura dltal végkép megoldjuk; mert az Osszes p-k szerint
megoldva a differenczidlegyenletet, ezeket mint az = fiiggvé-
nyeit nyerjitkk és egyszerfi integriczié megadja a keresett fiigg-
vényt. Ezen 4 egyenletek hozzétoldisa ismét Jacobi-féle rend-
szerek megoldésit kivinja, de a melyekben a follépé differen-
czidlegyenletek linedrisak. A probléma ezen atalakitisa még
Jacobitél valé. A Jacobi, Weiler és Mayer-féle modszerek csak
a simultin rendszerek megolddsiban kiilonbdznek. A Mayer-
féle ezek kozt a legtovabb mend egyszer(isitést adja, mely ismét
teljesen egyértékii avval, melyet az el6bb Osszehasonlitott két
eljaras eszkozol.
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