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A Hamilton-féle rendszerek és az s  parcziális 

differencziál-egyenletek általános elmélete. 

A magyar tud. akadémia utolsó nagygyülése alkalmával, 

elnézéssel birálva eddigi s  fölvett  tagjai 

sorába. Engedje meg a t. akadémia, hogy  e kitünte-

tésért hálás köszönetet mondok, egyszersmind élve a reám ru-

házott joggal, egy szaktárgyam körébe vágó dolgozatomat 

e helyen s s  

E dolgozat a Hamilton-féle rendszerek és az általános 

s  parcziális differencziál-egyenlet integráczióját tár-

gyalja, még pedig az integráczió folyamatára vonatkozó részek 
rendszeres áttekintését adja. Az ilyen - az  is 

magában foglaló - monographia alakját választottam, a 

helyett, hogy csupán saját vizsgálataimat, az eddigi szakiroda-

lom teljes ismerete nélkül meg nem  töredékekben fog-

lalnám össze. Mentsen ki ama körülmény, hogy az általam 

bevezetett módszerek alapján a tárgyalásnak lényeges egy-

s s s  történik, és így csak nehány oldal hozzátoldására 
volt szükségem,  az elméletet olyan fogalmazásban 

kivántam kifejteni, mely a differencziál és integrálszámítási 
kézikönyvekben foglaltatni szokott anyagon kivül más 
nyeket nem követel. Szemben az eddig szükségelt terjedelmes 

segédelméletekkel, az ily egyszerüsítés -  az új ered-

ményeket - magában is nem csekély s   az 

analysis oly fontos  van szó, mely - hogy példát 

említsek - magában foglalja mindazon  dynamikai problémá-

kat, melyekre nézve érvényes a Hamilton-féle elv, valamint 

minden s  integrál variácziójára vonatkozó föladatot, 
M. T. Ali. ÉRT. A. MA.TH. 'fUD. ~  1881. VIII. K. 10. SZ. p;· 
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melyben a variálandó függvények száma s s  de az s

nél magasabb differencziálhányadosaik nem foglaltatnak. 

Bevezetésül az s  fejezetben a quadmtU?·ák föladatát, 
vagy más szóval az ú. n. teljes differencziálok integráczióját 

tárgyalom, nem annyira azért, mert e rég ismeretes dolgok a 

tárgyalandó általános feladatok legegyszerübb specziális ese-
tét adják, hanem leginkább, hogy a s  folyton alkalma-
zandó módszereket  egyszeríí példán bemutathassam. 
Amaz új elv, melynek alkalmazása az értekezésben folyton 

s  általános fogalmazásban a  

Ha eg.Y és ug.Yanazon fiiggvén.Y meghatározására több 

pa1·cziális dijferencziál-eg.Yenletiink van, és ezek az egyenletek 

egyáltalában lehetségesek eg,tjütt, akko1· az összes egyenletek -

az s  kivételével - csak a .függvény  szorítják 

meg; és az s  egyenlet minden integrálja, mel.yben a kezdö-

frtéket e megszorításnak megfelelöleg választottuk, integi·álja 

egyszersmind az e.qész 1·endszernek. 

Ugyanez az elv a második fejezetben a Mayer által 
ször bevezetett ú. n. föltétlenül integi·álható 1·endszereknek 
megoldására szolgáltat új és s  eljárást. E rendszerek 
tulajdonképen az s  totál differencziálegyenlet rend-
szereknek egy egész sorozatából állanak, melyekben a megha-
tározanaó függvények több független változót tartalmaznak, 
még pedig úgy, hogy minden egyes c ~ 

szerben csak egy-egy szerint történik differencziálás, míg a 

többiek csak mint parameterek szerepelnek. 

A harmadik fejezet most már a Hamiltonféle 1·endsze-
rek teljes integráczióját adja. Ismeretes, hogy e probléma meg-
oldására direkt módszer eddig nem volt, hanem a Hamilton-
féle rendszer megoldása egy parcziális differencziál-egyenleté-

 tétetett  Az itt elért eredmények részletes elemzé-
sére vonatkozólag az értekezés szövegére utalva, itt csak any-
nyit jegyzek még meg, hogy evvel együtt az általános s

 parcziális differencziál-egyenlet integrácziójára is új 
módszert nyertünk, mely a s  Mayer és Lie-félék-
kel  számú alapoperácziót követel. 

A negyedik fejezetben  a Jacobi-Ramil-
ton-féle elméletet adom  Mayer módosításaitól csak néhány 
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alárendelt pontban eltérve. Ez elmélet  a Hamil-

ton-féle rendszer és az általános s  parcziális differen-
cziál-egyenlet ama kapcsolatát adja, mely szerint az egyik 

probléma megoldásából teljesen   segítsé-
gével a másikat nyerhetni. -  az  azután új 
következtetéseket vonok, melyek szerint az adott egyenletek 
alakjából láthatni, hogy mikor redukálható a Hamilton-féle 
rendszer integrácziója alsóbb  problémára, vagy a mi -
csak más fogalmazásban - ugyanaz a kérdés, mikor  

egy parcziális differencziál-egyenlet integrácziója egy másiké-
ból, melynek az eredetinél s  alkata van. 

Az ötödik fejezet végre az elsö1·endíl pct1'cziális differen-
cziál-egyenletek simultán 1·endszerét tárgyalj a. 

Ily módon e dolgozat az ide tartozó alakok integráczió-
jára vonatkozólag a teljes eredményeket adja; más alkalom-
mal a tárgyalást azonban még más szempontból folytatni szán-
dékozom. A  kérdés itt a Hamilton-féle rendszer 
s  integráljainak kapcsolata lesz, a  egy esete p. a 

clynamikában s  J acobi-Poissonféle tétel. Az ide vonat-
kozó módszerek alapgondolatát a harmadik fejezet végén már 
jellemeztem. 



6 KÖNIG GYULo\ 

I. 

TISZT A QU ADRA TURÁK. 

1. - A legegyszerübb probléma a differencziál-egyen-

letek elméletében valamely n változót tartalmazó függvény 

meghatározását követeli,  e függvény differencziálhánya·· 

dosai a  változók szerint adva vannak. E probléma 

megoldása rég ismeretes és  csak közönséges in-

tegrácziók kivitelét kivánja, ellentétben az általánosabb diffe-

rencziálegyenletekkel, melyeknek megoldása csak ujonnan ér-

 operácziók segitségével s  Ha itt ezt az 
ismeretes problémát újból tárgyalom, ez csak azért történik, 

hogy a  folyton használandó új módszert s  

egyszerübb példán  világosan bemutassam. 

Legyen tehát z az ismeretlen függvény, x1, x2, ••• x„ az 

n független változó, végre X1' X2, .... ' x„ az X1 ••• x„ bi-
zonyos adott függvényei; akkor problémánk abból áll, hogy a 

oz oz 
;-= X1' ;-= X2' .... 
uX1 vX2 

. oz oz 
.. „ ;-= X;, .... , ;;;-= Xk, „ „ (1.) 

uX; VXk 

oz „. „, ;;;-= x„ 
CIXn. 

adatokból a z függvényt meghatározzuk. A probléma, mint 

ismeretes, nem mindig lehetséges, hanem csak, ha - a mint 

ezt kifejezni szokásos - az X1, ••• X„ az integrabilitás fölté-

teleit kielégítik. Ha ugyanis p. a második sorban álló egyen-

letek közül az s  XA·, a másodikat x; szerint clifferencziáljuk, 
()2z 

a ;--„-két  kifejezését nyerjük, mely  tar-
ux; uXk 
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tozik lenni. Minthog:y i és k két s s számot jelenthet-

k 12 tb'l 'd" n(n-l)f''lt'tlt ne az ,  , ... n soroza o , ez mm ossze --
2
--o  e e 

ád. E föltételek közös alakja: 

ax oxk 
(2.) 

OXk OX; ) 

(i, k= 1, 2, 3, .... n). 

E föitételek a probléma s  szükségesek; de 

egyszersmind  is, azaz, ha e föltételek ki vannak elé-

gítve, mindig lehet oly z függvényt találni,  a föladat 

követel. Ennek bebizonyitása s  az által történik, 

hogy ekkor a z-t valóban kiszámitjuk. 

Áttérünk e kiszámításra, még pedig s  a legegysze-
 esetben, ha a változók száma  

Két független változó esete. 

2. -Legyen mo t adva a  két egyenlet : 

oz oz 
;-= Xl> ;-= X2; 
UX1 UX2 

ekkor csak egy integrabilitási föltételhez van kötve a föladat 
s  és ez : 

oX1 0X2 
OX2 = OX1. 

Ha csak az s  egyenlet volna  akkor a 

 z-értéket tüstént fölirhatnók és ez lenne: 

X1 

z -.! X1 ox1 + p (x2) 
hol rp (x2) nem egyéb, mint a z-nek szabadon választható, ú. n. 

 értéke, azaz a melyet nyer, ha benne x, helyébe a, 

kiinduló pontúl választott, különben s s ~ számértéket 

teszszük. A második egyenlet miatt azonban  a p (x2) többé 
nem választható szabadon; a megszoritás módja meghatároz-

ható az által, hogy ebben x1 helyébe a  értéket ~  
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teszszük, és  e helyettesitést X2-ben az által j elöljük, hogy ehhez 
az x1 mutatóját, az 1-et fölül hozzá illesztjük. Lesz ez által: 

vagyis 

ocp = xf' 
OX2 

Xo 

<p = jxJ1' ox2 +e 
x • • 

A cp e meghatározása azonban még nem volna elégsége , 
mert hiszen a második egyenlet csak akkor volna kielégítve, 
ha x1 helyébe a  ~ jön; de teljes lesz, hogyha ki-

mutatjuk, hogy 
öz 
- -Xo 
OX2 ~ 

az x1 változása mellett nem is vdltoztat,ja értékét; ha tehát 
x1 = ~  eltünik, mindig 0 marad. Ezt bebizonyítjuk, ha x, 
szerint differencziálunk, és a differencziálhányadosról kimutat-
juk, hogy zérus. Ez pedig valóban : 

o2z oX2 --- -=o 
OX1 OX2 OX1 

ha csak z az s  differencziál-egyenletnek tesz eleget és az 

integrabilitási föltétel ki van elégítve. 

E szerint a probléma megoldását a  alakban 

nyerjük: 
X1 X2' 

z = f X1 ÖX1 +f X{ox2 +e 
3. - A z-re nyert alak itt még két s  integrácziót 

követel. - Nem találom sehol föltüntetve, hogy  egy-
s  a változók transformácziója által oly alaha té1·hetunk, 
melyben csak egy integ1·áczió kivántatik. 

Ha X2 oly speczialis alakú, hogy az x1 = ~ helyette-
sítés ~  = 0-t adna, a második integrál elesik, és z egy in-
tegrál által van adva. 

Más szóval, ez akkor történik, ha a z  értékének 
x1 = ~ mellett az  is független állandót választhatok. 
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Ezt mindig el lehet érni, ha az x2 helyett a  

egyenlet segítségével : 

X2 - ~ = (x1 - ~  Y2 

uj változót vezetünk be, hol ~ és ~ s s számértékek. 

A transformácziónál szem  kell tartani, hogy y2 az x1 -et 

és  is tartalmazza. 

Legyen z-nek a transformáczió által nyert alakja tt, 
akkor: 

oz ou o-ii oy2 
-=-+--
OX1 OX1 0.1J2 OX1' 

oz 0u oy2 
OX2 = oy2 ox2' 

0 

M 
oy2 X2 - X2 

inthogy pedig: ;--=  -
ux1 (x1 - ~  

oy2 i 

ox2= x1-xr 

továbbá lesz, ha még :z és ~  értékeit is behelyettesítjük, ezek-
ux1 ux2 

ben a transformácziót be-végzettnek tekintve : 
0 

O'U ou X2 - X2 

OX1 - oy2 (x1 - ~  = Xi, 
ou 
;--= (x1 - ~  X2 ; 
uy2 

azaz végre az u parcziális differencziálhányadosai : 

ou 
;--= X1 + Y2 X2, 
uX1 

~  = (x1 - ~  X2, 
uX2 

és  valóban u-t egy integrál segitségével lehet kifejezni: 

x, 

u =J(x1 + Y2 xJ) ox1 + C; 

x': 

mert 0u eltünik, ha benne az x1 = ~ helyettesítést végezzük. 
OX2 
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4. - Az xi és ~ szabadon választható számértékek; 
ezeket egyes problémában valóban adott számoknak, hacsak 
lehet O-nak fogjuk venni. »Ha csak lehet< - ugy mondom, 

mert a szabad választást egy körülmény mégis megszorítja, 

melyet csak teljesség kedveért említek még, ámbár a dolog 

mint mindenütt, hol függvény határozott integrál alakjában 

lesz fölírva, magától  

Nem  ugyanis azok az ~ és ~ értékek, melyek 
X1 vagy X2-be helyettesítve, végtelent adnak: mert akkor oly 
értékek ezek, melyekre nézve z is végtelen lesz. - Természe-

tes, hogy  z-t határozott egészlet által akarjuk kifejezni, 
 nem szabad kiindúlni, mert ezek az egyetlen pontok, 

melyekben z különben s s  korlátozva van. 

Három és több változó esete. 

5. - Ha a meghatározandó függvény több, mint két 
változót tartalmaz, az  módszer e számot  n-1-re 
redukálja s igy most is a függvény végalakját szolgáltatja. 

A probléma most egész általánosságban az 1.) alatti 
egyenletrendszer által van jellemezve. Ismét szükséges, hogy z 

 eleget tegyen az s  egyenletnek. 

oz 
-=X1 
OX1 ' 

és  z számára a  alakot nyerjük: 

x, 

z = f X1 ox1 + <p (x2• x8, ••• , x„) 

Ha csak az s  egyenlet volna  akkor a cp 
alakja egész s s maradhatna; cle igya  egyen-

~  erre vonatkozólag új megszorításokat adnak. Mindenek 

 szükséges, hogy ezek az egyenletek fönnálljanak, ha x1 
helyébe ~  teszünk. Ismét ki fog tünni, hogy a p-nek ily 
módon történt megszorítása elégséges is. Ha x1 helyébe ~  

a  ismét elesik az s  tag, mely az integrál jelét tartal-
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mazza, és a cp meghatározására a  egyenleteket 

nyerjük: 

acp = xJll 
OX2 

ccp = xJ1' 
ox8 

arp = r,.1i 
OXn 

(3.) 

ha az X mellé rakott s  index, az 1 megint jelenti, hogy 
x1 helyébe ~  a  érték  

Más oldalról, a cp e meghatározása elégséges is; ha 
ugyanis p. 

~  
OXi - ' 

az x1 egy értékénél eltünil<, akkor az x1 minden értékénél 0 

lesz; föltéve ugyanis, hogy az X-ek az integrabilitás föltételei-
nek eleget tesznek. Akkor ugyanis e kifejezés differencúálhá-
nyadosa x1 szerint 

o2z oX; 
Fx1 ox, -ox1 

mindig zérus lesz, mert z az s  egyenlet szerint 

o2z 0X1 
---=-
OX1 OXi OX; 

és ez az integrabilitási föltétel értelmében  a levonandó 

axi 
1 ---e 

OX1 • 

Most már csak a cp-t kell a 3. alatti s  megha-
tározni; ez ép olyan s  probléma, mint az eredeti, (1.), 

csakhogy benne a független változók száma egygyel alább-
szállt. Lesz tehát ismét az s   

x, 

g> = f ~  OX2 + 1/J (x8, ·• • • , Xn ). 



12 KÖNIG GYOT,A 

A többi egyenlet a már is bebizonyított és alkalmazott 

elv alapján csak a '!jJ, a <p  értékének meghatározására 
szolgálnak és szabad bennük x2 helyébe az  említett kor-
látok közt s s xg számértéket tenni. De ez által  

'ljJ lesz és így ezek az egyenletek 

o1!J = ~  
ox3 ' 

01/J = xi2) 
ox, ' 

01/J = r,_2) 
ox„ 

hol az X-ek mellé tett s  index, a 2 azt jelenti, hogy az 
s  két változó x1 és x2 helyébe a s s ~ és xg  

értékek jutottak. Igy most megint 

Xs 

1jJ = J xJ2> OXa + x ( X4 ••• x„ ). 
x• . 

Igy lejutunk végre oly integráczióig, melyben az integrá-
lás változóján kivül más változó elem már nincsen, a függvény 

s s  s  s s állandó. De 
evvel a keresett z függvényre nézve a kész végképletet nyer-
tük és ez: 

x• 
' 

x' • x• • 
Xn-1 Xn 

(4.) 

f (n-2),;, ~  ,;, e • • • • + X n-1 uXn-1 ~ An uX„ +  , 

~  x• „ 

hol Xkk-l} általánosságban azt az értéket jelenti, mely Xk -ból 
keletkezik, ha benne az x1, •••• Xk-1-t fölcseréljük e változók 
k d'" t'k .  l 0 0 0 , , t'k kk l ez oer e eive az x1, x2, •• , xk-l szamei· e  e  e . 
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6. -Ezen az ismerete alakon azonban i mét lényege 

egyszerüsítést végezhetünk. T. i. épen úgy, mint az  tár-

gyalt s  esetben a változók transformácziója által 

elérhetjük, hogy az itt követelt, számra nézve n integ1·áczi6 

helyett csak egyet kell végezni. 

Ez megtörténik, ha X2, X3, „ .. ,X„ mind olyan függvény, 
hogy az x1 = ~ helyettesítés mellett eltünik ; ebben a specziá-
lis esetben minden integrál az s  kivételével 0 és s  

x, 

z = J X1 ox1 + e. 
x'; 

Ez ismét annyit jelent, hogy a z függvény  

(x1 = ~ mellett), melyet a 2-ik ... n-edik egyenlet s

leges voltában megszorít, szabad az x2 , ••• ,  független 
állantlónak venni. 

Ezt mindig el lehet érni, ha a  transformáczió 
segítségével 

X2 - ~ = (x1 - ~  y2, 

Xa - ~ = (x1 - ~  ys, 

az x2 ••• x„ változókat y2 ••• y„ -nel fölcseréljük. 

Legyen z-nek e transformáczió által nyert alakja u, 
akkor tekintetbe véve, hogy y2, y3, ••• mostan x2 és x1-et, x3 
és x1-et s u. t. tartalmazza, lesz: 

oz _ ou + ou oy2 + ou oy8 +  + ou oy„ 
OX1 - OX1 oy2 OX1 0_1/a OX1 • • • oy„ oxi' 

oz _ ou oy2 
ox2 -oy2 ox2' 
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Minthogy pedig : 

oy2 x2 ~ oy2 1 
ox1 =  - (x1 ~  ox2 = x1 ~  

0 
oya _ X3 -X3 oya 1 

ox1 - -(x1 - ~  oxa = X1 - ~  

,  h oz oz , t'k •t .  h 1 tt 't'••k kb vegre, a a ;-, ;-, .•. er e ei is e ye es1 :JU , eze en a 
uX1 uX2 

transformácziót elvégzettnek tekintve, az u parcziális diffe-

rencziálhányadosai számára a  nyerjük: 

ou 
oxi = X1 +y2 X2+Ya Xa+· .. +y„ X„, 

ou 0 
;-= (x1 -x1) X2, 
uy2 

oii o 
;-= (x1 -x1) X,,, 
uy„ 

és  most már egy e,qyetlen integ1·ál segítségével  

ki az u függvény : 
x, 

u= Jcx1+y2 X2+ ... +y„X„)ox1+C, 

x' 
' 

a kiszámított u-ból pedig, visszafelé végezve a transformácziót, 

ismét visszatérünk z-hez. 
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II. 

FÖLTÉTLENÜL INTEGRÁLHATÓ 
DIFFERENOZIÁLEG YENLET-RENDSZEREK. 

1. -A  fejezetben tárgyalt probléma általáno-

sításával van dolgunk, ha föltételezzük, hogy az ismeretlen 

függvény parcziális di:fferencziálhányadosainak kifejezésében 

nemcsak a független változók sora, hanem maga az ismeretlen 

függvény is föllép. E föladat csak a fogalmazásban különbö-
zik az ú. n. több változót tartalmazó totál di:fferencziálegyen-

letek integrácziójának s  A megoldás pontosan az 

 fejezetben kifejtett gondolatmenet alapján történhetik, 

csakhogy a szorosabb értelemben vett integráczió ( quadratura) 

helyébe mindenkor s  közönséges di:fferencziálegyenlet 

integrácziója lép. Hogy itt is bizonyos transformácziók kivitele 

után mindenkor csak egy integráczió  azt Du Bois-
Reymond mutatta ki s  (Crelle-féle Journal, 70. köt. 

p. 312.) 
A helyett, hogy azonban e rendszereket külön tárgyal-

nók, mindjárt egy lépéssel tovább mehetünk az általánositás-

ban az által, hogy az ismeretlen függvények számát is s

legesen nagyobbítjuk. Ekkor az ú. n. föltétlenül integrálható 

di:fferencziálegyenlet-rendszereket nyerjük, melyeknek s  tár-

gyalása A. Mayer-tol való. (Math . .Annalen, V. köt. p. 446.) 

*) E  »totál differencziálegyenlet• : 

dz= Pdx+ Qdy 
csak rövidített kifejezése annak, hogy : 

oz oz 
-=P,-=Q. ax oy 
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Ugyanazon elv, melyet az  fejezetben követtünk, e rend-

szereknél is fölötte rövid és átnézetes úton vezet a végeredmé-
nyekhez. '-

Legyenek tehát: 
z1, z2, ••• z„, 

az ismeretlen függvények; továbbá 

X1, X2, ••••• , X„ 

a független változók, végre: 

Xu, X21,.,., X„„; X12, ••• X,,.,; .... X,,,„ 
a z-k és x-ek bizonyos adott függvényei, akkor a tárgyalandó 
rendszerek általános alakja: 

oz,„ v 
OX1 =A,,..,, 

oz,„ 
-„-= x.„., 
UX2 

OZ1 OZ2 x oz.,. x „-=X.„, ~  „,, .... , „-= 1nfl) 

ux,; ux„ ux„ 

vagyis összevont alakban: 

oz; X (i = 1, 2, .. , m -1, rn) 
- "k' 

oxk - ' ' k = 1, 2, .... , n - 1, n 

(1.) 

Itt is közvetetlenül látni, hogy a probléma nem mindig 

lehetséges, hanem csak akkor,  az X-ek bizonyos integrn-

bilitdsi .föltételeket kielégítenek. Ha t. i. két ugyanazon z-re 

vonatkozó egyenletet veszünk, p. 

0Zi 0Zi 
~ = ~ = Xit, 
UXk UXl 

akkor, minthogy X;k és X;1 ugyanegy függvénynek két külön-

 független változó szerint vett differencziálhányadosai, 

kell, hogy legyen: *) 
dX;k dXil 
dx1 = dxk' (2.) 

A föltételek száma, állandó i mellett, minthogy k és l 

minden  (n;l2; és így, minthogy i 

*) Egyenes d-t irunk e fölt.ételekben,  arra, hogy az 

X-ekben elilforduló z-k is az x-ek függvényei, és igy a differencziálás 

ebben a tekintetben teljesnek tekintendlí. 
,, 
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maga  m-ig mehet, az ily módon nyert integrabilitási 

föltételek száma : 
mn (n-1) 
--2-· 

E föltételek levezetése eddig csak azt mutatja, hogy 

szükségesek; hogy e föltételek egyszersmind a probléma meg-
fejtésére elégségesek, azt a számítás menete, mely a z függvé-

nyeket valóban megadja, maga mutatja. 

Ha tekintetbe veszszük, hogy az X-ek a független válto-

zókat nemcsak explicite tartalmazzák, hanem implicite a z-kben 

is, akkor a 2.) alatti föltételek részletesebben igy írhatók: 

oX.k oX;k oz1 oX;k oz2 oX;k oz,,. -+--+--+„.+--= 
ox, OZ1 ox, OZ2 ox, OZni ox, 

axit oXit oz1 0X;1 oz2 oX.1 az,,. 
--::> - + -::>---::> + --::> - --::> -+ „ . + --::> - ;---, 
UXk UZ1 UXk UZ2 UXk UZm UXk 

vagy, ha a z-k differencziálhányadosainak értékeit ismét az 

eredeti s  veszszük és rövidség kedveért összegezési 

jelt használunk: 
f!=m 

oX.k oxit ~ (ox.k x oXitx ) 0 - - - - - +  - -Ql - - - Qk =  . 
iJx1 oxk ozQ ozQ 

Q=l 

(3.) 

2. - A s  eset és egyszersmind az, melyre 

az általános problémát mindig vissza lehet vezetni az, mely-

ben csak egy független változó fordul  - Ekkor az 1.) 
alatti általános alakból csak az s  sor marad meg és a föl-

adat közönséges s  differencziálegyenlet-rendszer integ-

ráczióját kivánja, melynek elméletét e tárgyalásnál már befe-

jezettnek kell tekintenünk. 

E föladat csak az által lesz teljesen meghatározottá, 

hogy a meghatározandó függvényeknek kezdöértékeit - külön-
ben egészen s s módon - megállapítjuk, azaz megha· 

tározzuk, hogy  

a z-k értékei: 

z1 = ~  z2 = ~  .•.. , z „, = z?,, 
legyenek. 
M. '!', AK. tRT. A MA.TH. TUD. KÖRtBÖL, 1881. Yl!J. K. 10. SZ. 2 
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Az 1.) által adott általános esetekben is a megoldást 

azzal kezdhetjük, hogy az s  sorban álló egyenleteknek meg-

 z-függvényeket keresünk; ekkor azonban x2, ••• x„ s

leges parameterek, és a  legáltalánosabb válasz-

tása az lesz, hogy ~  ... z?,, alatt az x2 ••• x„ s s függ-

vényeit értjük. 

Ha azonban azt akarjuk, hogy a nyert függvények a 

második sorban és utána álló egyenleteket is kielégítsék, 

akkor a ~ ... z?,, e szabad választása korlátozva lesz. Nagyon 
 lesz, ~ ... z?,, választásánál tekintetbe  szük-

séges föltételeket nyerni, és e  utólagosan kimu-

tatni, hogy elégségesek is, azaz olyanok, melyeknek megálla-
pitása után a legáltalánosabb függvényeket nyerjük, melyek 

az egész rendszernek eleget tesznek. 

A második sorban és s  az x1 ugyanis csak mint 

parameter fordúl  ; ezek az egyenletek tehát helyesek ma-

radnak, ha mindenütt x1 helyébe xi-ot, és  z1 
helyébe zf-ot teszünk s u. t. E helyettesítés után a máso-
dik sorban és ezután álló egyenletek a  alakba 

mennek át: 

ha t. i. az x-ek és z-k  helyettesítését az X-eknél 

is egy zérus, mint mutató hozzácsatolása által jelöljük. Az 

egyenletekben az ~ helyettesítését és az x2, x8 ••• szerinti 
differencziálást megfordított sorrendben  irtuk; 

. de  belátni, hogy a sorrend e változtatása nincs befo-
lyással a  eredményre, mert hiszen x1 -et a differen-

cziálás alatt állandónak tekintjük. 

E szerint a teljes rendszer megoldásai csak az s  sor 
által adott differencziálegyenletrendszer oly megoldásai lehet-

nek, melyekben a  értékek a 4.) alatti egyenleteket ki-

elégítik. Megfordítva, minden ily módon nyert csoportja a 
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z-értékeknek val6ban kielégíti az egész 1.) alatti ?'endszert. Ez 
az s  sorban álló egyenletekre nézve magától világos. Legyen 

valamely más egyenlet 

oz· 
- ' -X·"=Ü · 
Oxk ~ ' 

akkor - követve az  fejezetben alkalmazott gondolat-
menetet - az itt a baloldalon álló s  kimutatjuk,. 

hogy x1 szerint vett di:fferencziálhányadosa zérus, hogy tehát 

értéke X1  egyáltalában független. Ha tehát e kifejezés zérus
1 

 x1 = ~  akkor mindig  zérussal. Az x1 = ~ he-

lyettesítés pedig átviszi az egyenletet a 4.) alatti rendszer meg-

 egyenletébe, mely, minthogy a z-k  értékét épen 

 találtuk, valóban ki van elégítve. 

Ha most már a kérdéses kifejezést x1 szerint differen-

cziáljuk, lesz: 
o2 Zi d X;k 
.óx1 óxk - dx1 

mely, minthogy 

átmegy ebbe: 

dxk - dx1' 

és ez a 2.) alatti integrabilitási föltétel értelmében valóban 

eltünik. 

E szerint az 1.) alatti rendszer megoldásánál  

ljárás  a  Meghatá1·ozzuk s  a  ( 4.) 

alatti s  a z-k   értékeit, mint az 

x2 .•• Xnfüggvényeit; megoldjuk azután az eredeti s ~  

s  sora által adott közönséges diff erencziálegyenlefrendszert 

és végül meghatározzuk az ebben nye1·t s s álland6kat 

az  nye1·t  által kifejezett föltételek szerint. 

A. (4.) alatti rendszer, melynek tárgyalására tulajdon-
képen visszavezettük a föladatot, az eredeti rendszerhez telje-

sen hasonló differencziálegyenletcsoport, melyben azonban a 

független változ6k száma egygyel kisebb. Kérdezni lehetne 
még, vajjon e rendszer kielégíti-e az integrabilitási föltétele-

ket? De  látni, hogy ezek bármelyike p. 
2* 
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~ 
dx, dxk 

az eredeti rendszernek  egyik   

ha x, helyébe ~  teszünk és ismét tekintetbe veszszük, 

hogy az x2, x3 s u. t. szerint  differencziálás és a helyet-

tesítés sorrendje cs  

A számitás menete ezután világos. A 4.) alatti rendszer 

tárgyalásarávezet ismét egy új, föltétlenül integrálható rend-

szerre, melyben azonban a független változók száma már csak 

n-2. Ez megadja ismét a ~  ~  ... z?n-nak, melyek mind-
egyike hiszen az x2, x3, ••• Xn függvénye,  vala-

mely szabadon választott x2 = ~ számára.  E  értékek 

meghatározása után a ~  ... z?,, függvények értékei a 4.) alatti 
rendszer s  sorában foglalt közönséges differencziálegyenlet-

s  lesznek kiszámítandók. 

Ily módon világos, hogy az egész probléma n közönséges 
s  differencziálegyenletrendszer integráczióját követeli. 
Egyszersmind látni, hogy a s s  értékek lépésen-
ként  megszorítása  ezekben csak annyi, az összes 

változóktól független s s állandót hagy meg, a mennyi 

az utoljára  közönséges differencziálegyenlet-rendszer-

nek megfelel. E szám, mint tudjuk, megegyezik az ismeretlen 

függvények számával. És igy az eredeti föladat általános meg-

oldásában is az ismeret!en z1, z2 , ••• z,,. kifejezésében m s

leges állandó lép föl, vagy más fogalmazásban a független vál-

tozók valamely ~ , ~ , ... x?, cs ~  nézve szabadon 

választhaUiik a z1 ••• z,,. függvények  értékét. 

3. - Az  czikkben  megoldási módszer 
azonban még lényegesen s s  Valamint az  

problémánál, mely ennek csak egy specziális esete, bizonyos 

transformáczió kivitele után az n integráczió helyett csak 

egyet kellett végezni, úgy most is az n dijf erencziálegyenlet-

rendsze?· helyett csak egyet kell valóban integ?·álni. 

Ez megtörténik mindenkor,  a 4.) alatti rendszer-
nek megoldásait számítás nélkül közvetetlenül az egyenletek 

alakjából föl lehet irni. Ekkor csakis az eredeti rendszer s  
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sorából álló rendszert kell integrálni, és a s s állandó-

kat megfelelöleg meghatározni. 

s  ily esettel van dolgunk,  az összes 

X12, X22, .... , Xm. , 

X,„, x.„, ... , Xm„ 

kifejezések az x1 = ~ helyettesítés után zérussá lesznek. 
Ekkor ~  ~ ... z?„ s  az x2, •• x„-töl is független tet-
s s állandónak  és az 1.) alatt álló egyenletek 
s  sorából álló rendszer mindjárt az egész rendszer megoldá-
sait szolgáltatja, ha a benne  s s állandókat a többi 
független változótól is függetleneknek veszszük. Az igy nyert 
megoldások egyszersmind a legáltalánosabbak, mert a  

számú s s állandó megvan benne. 

Rendszerünknek mindig ezt az s  alakot adhat-

juk, ha az x2 x8 .... x„ változók helyébe  A. Mayei· 

által adott átalakítási képletek segítségével uj y2 y3 y „ válto-
zókat hozunk be : 

X2 - ~ = (x1 - ~  y2, 

Xa - ~ = (x1 - ~  ya, (5.) 

Legyen z1, z2, • • • z„,-nek e transformáczió által nyert 

alakja 1t1, it2 ••• 1t.,., akkor: 

oz, 01,i + au, oy2 + au, oya + ... + ~ oy„ 
ox1 ox1 oy2 ox1 oy3 ox1 oy„ ox1 

0Zi OU OY2 

ox2 = oy2 ox2' 

oz, 01i oy„ 
ox„ oy„ ~  
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Minthogy pedig: 

oy2 =  _ 
0 

0.1J2 - 1 X2 - X2 

OX1 (x1 - ~  ox2 - X1 - ~ 

oya 
0 

a.1/a 1 Xa - X3 

OX1 =-(x1 -xV2' 
-= 

0' OX3 X1 - X1 

0 oy„ x„-x„ oy„ 1 

ox1 =  -(x1 - ~  ox „ = x1 - ~ ' 

ha most z; clifferencziálhányadosainak értékeit behelyettesít-

jük, ezekben a transformácziót elvégzettnek tekintve, nyerjük 

hogy: 

ou; 1 
X;,. =-----o 

oy„ X1 - X
1 

0 
OUi X3-X3 

oy3 ~  

oui x„ ~ 

- ~  

E,  h  , OU; OUi , ték •t 1  s eze ,  a meg ;:,;-- , ;------.... er ei az e s egyen-
uy2 uy3 

letbe bevezetjük, végre az uj differencziálhányadosai lesznek: 

OU; - x.. 
OX1 - 11 + Y2 X;, + Ys X;. + · · · .Y" X;„, 
OUi ( 
-= X1 
oy2 

(6.) 

OU; - ( 0) x „-- X1 - X
1 
;„. 

uy„ 

(i = 1, 2, .... m - 1, m) 

De ez nem más, mint egyenlétrendszer az u-k szamara, 

melyek megoldása után a z-k is ismeretesek, mert ezek az 

it-kból keletkeznek, ha az y-ok helyébe ismét bevezetjük az 

x-eket. Igy tehát az (5) alatt adott átalakítási képletek átvi-
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szik az eredeti rendszert az uj alakba, melynél minden x2 ••• x" 

szerinti difi.erencziálhányados értéke  ha x1 helyébe 

xi-ot, a  teszszük, mert - mint mindig - a 

különben s s állandók ~  xg, ... ~ úgy választandók, 
hogy az X-ek ne legyenek végtelenek vagy határozatlanok. 

Igy tehát az (1.) alatti 1·endsze1· teljes megoldcísa vissza 
van vezetve a 

OU; 
~ = X;, + y2 X;, + ... y„ X;„ 
uX1 

(i = 1, 2) ... , m) 
(7.) 

közönséges cl1iferenczicílegyenlet-1·endsze1·ére. Mert ha ebben a 
s s állandókat az x2 ••• X11  függetlenek-

nek vesszük, a nyert megoldások megfelelnek az egész (6.)-ban 

álló rendszernek, é igy az s  is, ha t. i. az .IJ·Okat ismét 

fölcseréljük az x-ekkel. 

A (7.) alatti differencziálegyenlet-rendszer megoldása 

után a tárgyalás menetét követve, a s s állandókat az 

u-k vagy z-k*) ama értékei által fejezzük ki, melyek x1 = ~~  

megfelelnek. Ez által ugyanis - a mint kell, ezeknek kifeje-

zésébe i mét belépnek az y2 •• y„,  az x2 ••• x„ para-

meterek. 

Kérdezni lehetne még, vajjon a transformált rendszer 

(6.) kielégíti-e a szükséges integrabilitási föltételeket, amit 

eddigi fejtegetéseinkben külön indokolás nélkül föltételeztünk. 

De világos, hogy ha az eredeti probléma lehetséges volt, akkor 

a transformáczió után is ilyennek kell maradnia és azért mel-

 az integrabilitási föltételek direct igazolását, mely külön-

ben s  számítás utján  

*) Az u-k és z-k értéke ugyanaz, csak más változókbau kifejezvP.. 
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III. 

A HAMILTON-FÉLE RENDSZEREK 
INTEGRÁCZIÓJA. 

1. -E fejezetben a  alakú totál-differencziál-

egyenlet-rendszerrel foglalkozunk: 

dx2 oH dp2 oH 
dx1 = op2' dx1 =  - OX2 

dx3 oH dp8 oH 
dx1 = opa' dx1 =  - OX3 

dx„ oH dp„ oH 
dx1 = op„' dx1 =  - ox„' 

(1.) 

melyben x1 a független változó, x2, p2, x3, p8, •••• a meghatá-

rozandó függvények, vagyis  változók, melyeknek száma 

tehát 2 ( n -1 ), végre H s s  adott függvény, 

melynek formálisan képezett parcziális differencziálhányadosai 

az egyenletek jobb oldalán álló kifejezéseket adják. Az ily 
rendszert Hamilton-féle rendszernek nevezzük, mert Hamilton 

volt az s  ki a dynamika problémáinak egy fontos osztályát 
ily egyenletrendszer tárgyalására vezette vissza. Különben a 

váriácziószámítási föladatok egy nagy része, valamint az s

 parcziális differencziálegyenletek elmélete is ily rend-
szerekre vezet. 

Az ily rendszer általános megoldása - m;nt ismeretes 

- a  változókat  mint a független változó és 
s s állandók függv-ényeit. Az utóbbiak száma megegye-

zik a  változók számával és legjobban mint a meghatá-
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rozandó függvények  szabadon választható  értel-

 Ha az ily módon nyert 2 ( n-1) egyenletet megold-

juk a s s állandók szerint, akkor 

<P (xi; X2, P21 • • • x„, pn) = a (2.) 

alakú egyenleteket, az u. n. s  integ1·álokat nyerjük. Ha 
2 (n-1) egymástól független ily s  integrál adva van, ezek 
együttesen az általános megoldást az  csak alakban 

 módon adják. Egy-egy ily s  integrál meghatáro-
zása -úgy szólván _:__ az elemi, általánosságban tovább nem 

s s  operáczió, melyet a föladatnál végeznünk kell, 

és melyet 2 ( n-1 )-ed  operácziónak mondunk, a rendszer 
rendszámának vagyis a  változók számának  

Az ilyen, a s s állandó szerint megoldott s  

integrálnak  tulajdonsága, hogy teljes di:fferencziálhá-

nyadosa, ha ddx2, ddpz, ••. helyett az adott s  értékeit 
X1 X1 

veszszük, azonosan  azaz 

identitás. 

Ezt a tételt, mely a di:fferencziálegyenlet-rendszer elmé-
letében  s   bizonyíthatjuk. 
Minthogy (2.) az x1 minden értékénél helyes, szabad x1 szerint 
differencziálni, és igy a (3)-at nyerjük; de ezért még nem látni, 
hogy az ebben baloldalon álló kifejezés már tekintet nélkül 

az x2,p2 •••• függvények értékére, identice  -Tegyük 
föl, hogy ez nem történik, akkor a benne  x2, p2, •••• 

függvények egyikét meg lehetne határozni a  Ha az 
ilymódon meghatározott függvény értékét az eredeti rendszerbe 
beviszszük, elhagyhatni azt az egyenletet, mely épen e függvény 
di:fferencziálhányadosát adja. Akkor a többi függvény megha-
tározására egy 2n-3-ad  rendszerünk volna, mig az 
utolsót a (3.)-ból nyerjük. De ekkor e függvények legáltaláno-

sabb meghatározása csak 2n-3 és nem 2n-2 s s 
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állandót tartalmazna, a mi nem lehetsége , é igy kell, hogy a 
3.) identitás legyen. 

Ha azonban az s  integrál nem a s s állandó 

sze1'int megoldott alakban, hanem általánosabban ily módon 

van adva: 

1J.1(x1; x2, P2i .... ; x„, p„; a)= O, (4.) 

akkor a  képezett differencziálhányados ismét 0 

ugyan, de nem többé identice az ; az erre vonatkozó következ-

tetésekben ugyanis lényeges különbséget tesz az, hogy most a 

differencziálás által nyert reláczióból az a állandó ki nem esik, 

és igy az állandók megszámlálása nem vezet többé a lehetet-

len 2n-3, hanem a helyes 2n-2 számhoz. A röviden 

(5.) 

által jellemzett egyenlet tehát most is helyes, cle nem identitás. 

Ebben az esetben azonban bebizonyíthatjuk, hogy (4.) és (5.) 
két aequivalens egyenlet, vagy más szóval, hogy ha a két 

e,yyenletb/Jl a bennük c  mennyiségek bdrmelyikét kikil-

szöbö7,jiik, az eredmény nem residtáns egyenlet, hanem identice 

eltünik. 

Ez mindenek  világos, ha a s  mennyi-

ség a s s állandó, a; mert különben a kiküszöbölés 

eredménye ismét reláczió volna a változók között, s s 

állandó nélkül és igy ekkor az  következtetéseket szóról 

szóra ismételhetjük. 

Ha a s  mennyiség nem a, tegyük föl, hogy 

a s ~s valóban resultáns egyenlethez vezet. Ha ez az 
egyenlet nem tartalmazná az a-t, akkor erre az  követ-

keztetéseket ujból alkalmazhatjuk, tehát identitásnak kell 
lennie. Ha ellenben föltételezzük, hogy tartalmazza az a-t, 

akkor állítsuk össze a  ( 4.) vagy (5.) alatti egyenletek egyiké-

vel, mely a kiküszöbölt mennyiséget tartalmazza. Ha  a 

 most a-t kiküszöböljük, az eredmény ismét reláczió 
volna a p-k és x-ek közt, mely, mint láttuk, ellentmondáshoz 
vezet. De az eredmény másrészt nem  el identikus 
módon. Ha ugyanis a két összeállított  az a-t kiszá-

mítjuk, az egyiknél az eredetileg s  s  



..\. HAMILTON·l!'ÉJ,E RENDSZEREK S U. 'l'. 27 

 értéket nyerünk, a másiknál ellenben  függetlent, 

mert az egyenlet nem is tartalmazza e mennyiséget. Ha most 

az a-nak két ily módon nyert értékét  teszszük, az 
eredmény nem lehet identitás. Igy ellenmondáshoz jutunk, 
mihelyt az s  kiküszöbölés által nyert egyenletet nem vesz-
szük identitásnak, mig természetesen ez utóbbi esetben nem 
juthatunk többé ama lehetetlenséget tartalmazó reláczióhoz. 

Az, hogy a 1J.i = O-ból ily módon identitáshoz jussunk, 
e szerint szükséges föltétele annak, hogy IJJ = 0 s  integrál 

legyen; könnyü továbbá bebizonyitani, hogy e föltétel egy-
szersmind elégséges, a mire azonban itt nem térünk át. 

2. - A  szükségünk lesz ez identitás rész-
letes alakjára,  az s  integrál 

P2 - F (X:i, X2 .. , x„, p8, •• , p„, a)= 0. (6.) 

az egyik változó1 példáúl p2 szerint megoldott alakban 
van adva. Akkor  az x1 szerinti teljes di:fferen-

cziálhányadost képezve, és a többi változók di:fferencziálhánya-
dosainak értékét az eredetileg adott s  véve lesz: 

oF oF oH oF oH oF oH 
-ax1 -OX2 opg -OX3 opa - -Oxn Opn 

oH 'iJF oH oF oH --+--+.„.+ --=0. OX2 opa OXa op ox„ 
Ha most  az  és az s  integrál-

ból például a p2-t kiküszöböljük, a keresett identitást nyerjük. 
E kiküszöbölés egyszerüen úgy történik, hogy p2-nek az s  

 adott értékét a másodikba behelyettesítjük. Azt, 
hogy p2 helyébe ily módon az F függvényt tettük, jelöljük az 

által, hogy az  kifejezést szögletes zárjelbe teszszük. Az 
identitás tehát 

oF oF [oH] oF f oH] oF [oH] 
-OX1 -OXg opg -OX3 Lopa -... -ox„ op„ (7) 

-[aH] + oF [oH]+ + oF [oH] _ 0 · OX2 opa opa . . . op„ -ox„ . 

Most még átalakítjuk ezt az alakot az által, hogy a H 
cli:fferencziálhányadosainak helyettesitési értékeit fölcseréljük 
a H helyettesi tési értékének, [ H]-nak di:fferencziálhányaclosai-
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val. E két  sorrendje azonban föl nem cs  ha-
nem a két érték közt a  kapcsolat áll fönn: Ha 

ugyanis v az x9 ••• x„, p3 ••• p„ változók bármelyikét jelenti, 
lesz: , 

o[H] = [aH] + [aH]aF, 
ov ov _op2 ov 

mert ha [ H]-t v szerint differencziáljuk, p2-t, mely helyébe az 
F függvény  szintén a  v-tól  kell tekintenünk. És 

 

[aH] = ofH] _[aH]oF av av op2 av 
(8.) 

( v = x2, ••• , x„ ; Pa ... p„) 

Ha ezeket az értékeket most a (7.)-ben behelyettesítjük, 
lesz: 

~~ -~ ~ ~~ ( ~  -[!!] !!)-... -
-::. ~  -[:!J ::)-

-a[H]+ [aH]oF + aF (a[H] _[aH]aF)+ + 
OXg op2 OX2 opa OX3 op2 OXa ... 

+ aF (o[H] _[aH]aF)=o 
op„ ox„ op2 ox„ . 

vagy ha az s  tagokat kihagyjuk, végre 

aF aF a[HJ aF o[H] 
-OX1 - OX3 opa - -ox„ opn -

_ a[H] + aF a[ H] + ... + aF a[ H] = o. 
OX2 opa OXs op„ ox„ 

(9.) 

A tulajdonképen alkalmazandó identitást a  az 
által nyeijük, hogy a benne  változók bármelyike 
szerint differencziálunk. Épen mivel a (9.) identitás, azaz he-
lyes teljesen függetlenül a benne  változók  

világos, hogy a  alak is ilyen lesz. Jelöljük ismét a 
változót, mely szerint differencziálunk, v-vel, akkor lesz: 

a2F a2F a[H] aF a2[H] 
-oi;OX1 -oi;oxa opa - -OXs ovopa -
o2[H] o2F o[H] oF o2[H] (IO.) 
-,;--;-+ ;;--;---':>- + ... +---+ ... =0. 

CJVCJX2 CJVcJPa CJXa opa OVOXa 
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hol minden sorban csak az s  tag nem követi a symmetriát, 
míg az azután fölirt 4 tagból a többit mind nyerjük, ha az x8, p8 
változó-párt egymásután fölcseréljük x4, p4; ••• Xn, p„-nel. 

3. - Ha most már az adott Hamilton-féle rendszert 
integrálni akarjuk, az s  lépés erre egy s  integrál meg-
határozása. - Ez, mint ismeretes, általánosságban formális 
úton nem is s  mert magát a rendszert, mint a 
megoldásnál  függvények definiczióját kell tekintenünk, 
mely csak kivételesen a s  esetekben vezet már 
egyéb vizsgálatokból ismert függvényalakokra. A kérdés, mely 

az integráczió általános vizsgálatánál tárgyalandó (és a mely-
nek megoldása különösen a dynamikai és variácziószámitási 
alkalmazásokban igen fontos), a  : 

Az adott Hamiltonjéle rendsze1· integráczióJának pro-

blémájában  s s s tö1·ténik egy s  integ1·ál isme-
rete által .'l 

Ismeretes, hogy egy s  integrál ismerete minden diífo-
rencziálegyenlet-rendszer megoldását visszavezeti oly rend-
szerére, melynek rendszáma egygyel kisebb, mint az eredeti-

leg adott rendszeré. A Hamilton-féle rendszer esetében azon-
ban a problémának az egy s  integrál ismerete után végez-

 s s s  az egyenletek specziális alkatánál fogva 
sokkal jelentékenyebb, a probléma ugyanis két egységgel ala-
csonyabb  rendszer integi·ácziójára lesz ss  

melynek azonkivül ismét megvan a Hamilton-féle rendszer 
alakja. 

Lássuk azonban s  azt az egyszerüsítést, mely a 
Hamilton-féle rendszer alakjától függetlenül, itt épen úgy vé-

 mint minden más di:fferencziálegyenlet-rendszernél. 
Legyen az ismert s  integrál: 

P2 - F = 0. (6.) 

(Az, hogy itt az s  integrált p2 szerint megoldott alak-
ban írjuk föl, nem szorítja meg a tárgyalás általánosságát, 
mert ha az adott integrál nem tartalmazná a p2-t, hanem más 

p-t, akkor, minthogy a sorrend közönyös, s  más x, p 
változópárt láthatni el a 2-es mutatóval. Ha pedig az s  

integrál egy p-t sem tartalmaz, hanem csak x változókat, 
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akkor az eredeti rendszerben fölcserélhetjük az x2-t a  p2-vel, 

s u. t. ha csak egy  H helyet -H-t irunk. Ez által a 

rendszer maga nem változott, mig az x-ek és p-k jelentésükre 

nézve szerepet cseréltek.) 

Ha a p2-nek a többi változók és a s s állandó 

által való meghatározását, amint azt az s  integrál szol-

gáltatja, az adott Hamilton-féle rendszerbe bevezetjük, amaz 

egyenletet, mely p2 differencziálhányadosát adja, mint fölösle-

gest kihagyhatjuk, minthogy hiszen a többi függvény meghatá-

rozása után p2 is ismeretes. Ha még a p2 értékének helyette-

sitését ismét szögletes zá1jel által jelöljük, lesz: 

dx2 ,-oHJ 
dx
1 
= _op2 

dx; [oH] dp; [0Hj-
dx1 = _ opi ' dx1 =  - oxi ' 

(i = 3, 4, .... n) 

és igy e csak 2n -3  álló és ugyanannyi ismeretlen 

függvényt tartalmazó rendszer lesz megoldandó. Ha e rend-

szerben most ismét a 

~  [!:. J 
helyébe bevezetjük a (8.)-ban adott képlet segítségével a [R) 

differencziálhányadosait, ez a  alakot nyeri: 

dx2 [oH] 
dx1 = op2 ' 
dx; _ o[R] _ [oH] oF' 
dx1 ~ opi op2 op; ' 
dp; o[HJ [oHj oF' 
dx1 = OX; - op2 OXi ' 

(i = 3, 4, ... n) 

4. - Vegyük föl most az x2, p8, ••• változókat, mint az 

x1 és x2 függvényeit. Ily alakokat nyernénk valóban, ha az 

eredeti rendszernek 2n-3 egymástól független s  integrálját 

 és  az x8 ••• x„, p2 • • • p „ változókat egynek 
kivételével, tehát összesen 2n-4 mennyiséget kiküszöbölünk. 

De ekkor sem szabad  hogy x2 tulajdonképen az x1 
függvénye és így : 
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clx1 = oxi + ~ dx2. 
d;r1 ox1 fü·2 dx1' 

dp. _ op, + op; dx2 
dx1 - ox1 ox2 dx1 • 

Ha ezen értékeket átviszszük rendszerünkbe, és egyszer-

snúnd l ~~  helyébe az s  egyenlet szerint vele  

dx2-et teszszük, a rendszernek alakja le z: 
rlx1 

dx2 [oH] 
dx1 = op2 ' 

OX; + OX; dx2 - o[H] oF dx2 
OX1 OX2 dx1 - op; - op; dx1' (11.) 

op; + op1 dx2 =  _ o[H] + oF dx2 
ox1 ox2 dx1 ox; ox; dx1' 

(i = 3, ... n). 

Ha most az x8, ••• p3, ••• változókat úgy tudjuk megha-

tározni, mint az x1 és x2 függvényeit, hogy 
latától függetlenül ki legyenek elégítve az 

e változók kapcso-

oF 
-op,' 

oF 

ox, o[H] ox, 
ox1 = op; ' ox2 
op. o[HJ op; 
ox1 =-ox, 'ox2 = OX; ' 

(i = 3, .... n) 

(12.) 

egyenletek, akkor a (11.)-ben foglalt egyenletek az s  kivéte-

lével ki lesznek ~   függvénye az x1-nek legyen 

is x2• Ha most az x8, •• , p8, ••• ily  módon nyert értékeit a 

dx2 [oH] 
dx
1 
= op

2 

(13.) 

egyenletbe helyettesítem és  a csak x1 és x2-t tartalmazó 

s  c  meghatározom x2-t, mint az 

x1 függvényét, ily módon az összes változók x2 ••• x "' p3 ••• p „ 
mint az :r1 függvényei, meg lesznek határozva, és e meghatáro-
zásokat a 

P2 -Fi= O 
egyenletben helyettesítve, ezt az utolsó változót is mint x1 függ-

~  nyerem. 
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De hogy a megoldás e menete valóban lehetséges legyen, 

arra szükséges, hogy a (12) alatt álló rendszer az x3 ••• x„, 
p3 ••• p„ változókat mint az egymástól függetleneknek tekin-
tett x1 és x2 függvényeit határozza meg, más szóval tehát, hogy 

e s~  a  fejezet értelmében föltétlenül integrál-

ható rendszer legyen, mely az ott kifejtett integrabilitási föl-

tételeket kielégíti. 

E föltétel teljesítve lévén,  látni, hogy a nyert 

megoldás egészen általános is. A p2 értékének helyettesítése 
behoz egy s  s s állandót, a (12.) alatt álló rendszer 

integrácziója az x3, •• , p8, •••• változók számának 

leg 2n-4-et, a (13)-ban adott differencziálegyenlet végre még 

egyet, úgy hogy végül az x2, •• , p2, •••• , mint az x1 függvé-

nyei kifejezve, 2n-2 s s állandót tartalmaznak, mely 

szám egyszersmind az eredeti rendszer rendszáma. A nyert 
megoldás tehát a legáltalánosabb. 

Hogy a (12)-ben fölirt rendszer valóban kielégíti az inte-
grabilitás föltételeit, azt részletes fölirásuk által nehézség nél-
kül kimutathatjuk. E föltételek mind . 

_ -3:_ (oF) _ _!:__ (o[HJ) = 0 (l4.) 
dx1 ov · dx2 ov 

alakban írhatók, hol v az x3, ••••• p3, •••• változók bárme-

lyikét jelentheti. Az  fejezet értelmében most: 

df = qL_ + qL_ o[H] + .... + of o[HJ _ 
dx1 OX1 OX3 opa ox„ () p„ 

+ ?f__ o[HJ _  _ of o[Jfl 
Op3 OX3 . . . . op„ ox„ ' 

df = ~ _ ?!_ oF _ _ of oF + 
dx2 OX2 OX3 op3 . . . . ox„ op„ 

?!_ oF of oF 
+o:i +„„+':> . 

rJPa OX3 rJPn ox„ 

Ha e képletet a (14.) alatt álló egyenletre alkalmaz-

zuk, lesz 

_ 02F _ a2F _ o[HJ _ + ozF o[H] + 
OX10V OX30V opa • . • opaov OXs ..• 

_ 32[HJ + o2[HJ oF + --' o2[H] oF _ = 0 OX20V OX30V op3 . . . opaov OXs . . . -
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mely valamivel más sorrendben a (10.) alatt álló identitás, 

mert a két parcziális differencziálás sorrendje cs  

A (14.) által adott integrabilitási föltételek tehát identi-

tások és igy a (12)-es rendszer valóban föltétlenül integrálható. 

Hogy most e rendszer megoldását közönséges differencziál-

egyenletére vezessük vissza, az x2 helyébe a  képlet 

segítségével 
X2 - ~ = (x1 - ~  Y2 

bevezetünk egy új y2 változót; a mi által a  fejezet 

fejtegetései értelmében a  rendszerhez jutunk: 

ox; o[H] oF 
---y2-

0X1 op; op/ 
~  oH oF 
OX1 =  - OX; + Y2 ox/ 

(15.) 

hol a jobb oldalon szintén x2 helyébe y2-t gondolunk be-
vezetve. 

Az így nyert közönséges dijferencziálegyenlet-1·endsze1·, 

melyre a föladatot egy s  integrál ismm·ete után redukáltuk, 

má1· csak 2n-4-ed ?'endíl, és - a mi ép oly fontos - alak-

já1·a nézve ismét Hamilton-fe'le rendszer. A jobb oldalon álló ki-

fejezések ugyanis mindannyian egy függvénynek [ H]-y2F-nek 

az x-ek és _p-k szerint vett parczialis cliff erencziálhányadosai, 

az s  positiv, az utóbbiak negativ  

A megoldás után ismét visszateszszük ·x2-t y2 helyébe, 

és kifejezzük a s s állandókat az x3, ••• p3, ••• s

legesen megállapított  értékei által; a nyert alakok -

mint tudjuk - általános megoldását adják a (12.)-vel jelölt 

rendszernek is. - A s  nyert s  integrálból még, ha 

ott minden változó helyébe  értéket teszünk, még az a 

s s állandót is kifejezhetjük e  értékek által és 

az összes eddigi eredmény tehát az, hogy 

Xa' X4' ... x„, P2' ... Pn 
mind az x, és x2 és a s s  értékek által lesz ki-

fejezve. Ezek közül az ~ szabadon választható  érték a 

szó szorosabb értelmében, azaz olyan, melynek speczializálása 

még nem szorítja meg a megoldás általánosságát, míg a töb-

biek s s állandóknak  Ennél azonban még 

M, T, AK. :BRT. A MATH. TUD. KÖR};uÖL. 1881, VIII. K. 1 Ü. SZ. 3 
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tekintetbe  hogy ámbár számuk 2(n-1), mégis most 
csak 2n-3 s s állandót képviselnek. Ha t. i. a (15.) 

alatti rendszer integrácziójánál directe  állandókat 
a3 ••• a„, {33, •• , (J„ jelöljük, akkor ezek, valamint a kifejez-

 mint a  függvényei és igy ezek csak az 

a;, (J; és a által jelölt 2n-3 kombináczióban lépnek föl, és 
igy ugyanannyi független s s állandóval  

Ha végre még a nyert integrálegyenleteket az a;, {J; és a sze-
rint megoldjuk, látni, hogy ez által az eredeti rendszernek 

2n-3 s  integrálját nyertük. 

A még hiányzó s  integrált most a 

dx2 [oHJ 
dx1 = opl 

szolgáltatja, melyben minden változót már x1 és x2 által ki-
fejezve gondolunk. Azonban ezen s  dfffe1·encziálegyen-

let c ~  direkt operáczi6km, azaz tiszta quadmturám 

 vissza. Minden Hamilton-féle rendszene nézve érvé-
nyes ugyanis az utolsó multiplikátor elve. E szerint, ha az 

 rendszer teljes integrá cziójára már csak egy s  integrá 
hiányzik, annak az s  differencziálegyenletnek, mely 
ezt szolgáltatja, Euler-féle multiplikátorát direkt operácziók 
által lehet meghatározni, úgy, hogy ez által p. a mostani 

esetben 

M ( dx2 ~  dx1) 
teljes differencziál lesz és igy a hiányzó s  integrált ennek 
integrácziója által nyerjük. 

A nyert eredmény összefoglalása a  : 

Legyen az adott Hamiltonjéle rendszer: 

dx; oH dp; oH 
-=-,-=--, 
dx1 Opi dx1 lJX; 

(i = 2, 3, ... n) 
és e 1·endsze1· egy s  integrálja: 

P2 - F= o; 
akko1· további 2n-4 integ1·ált a  1·endsze1· integ1·á-

czi6jáb6l nyerhetni, melynek ismét megvan a Hamiltonjéle 

alakja és melynek 1·endszáma lcét egységgel kisebb: 
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ox, o([H]-.l!2F) 
ox1 op; 
op. _ o([ FI]-.112F) 
~ ----o.r; ·-, 
(i = 3, ... , n), 

hol a jobboldalon álló kifejezésben x2 helyébe y2-t ~  be 

a  transformáczióképlet segítségével: 

x2 - ~ = (x1 - ~  Y2, 
mí,q [H] a H-ból iígy keletkezik, hog,y p2 helyébe F-et teszszilk. 

E ?'endsze1· integi·áció,jánál y2 csak pammete1·nek  

és a s s állandók  függetleneknek  Az in-

tegráczió után ismét bevezetjilk x2-t y2 helyébe. A még hiányzó 

utolsó integrált vé,qre s  integráczió által nyerjük. 

Minthogy a redukált rendszer ismét Hamilton-féle rend-

szer, a most kifejtett elméletet erre ismét alkalmazhatjuk, 

azaz egy s  integrál ismerete által a problémát ismét vissza-

vezethetjük egy  Hamilton-féle rendszer in-

tegrácziójára s u. t. 

A  Hamiltonjéle ?"endszer teljes integ1·á-

c ~  e sze1·int,  a  vé,qezhetö f 01·mális 
operácziókat, egy-egy s  integrál meghatározását követeli oly 

I-Iamiltonjéle s  melyeknek ?'endszáma egymásután 

2n-2, 2n-4, 2n-6, ... , 4, 2, 
míg, ha a rendszer alakjában  s s s  nem hasz· 

náljuk, az általános differencziálegyenlet-rendszer mintájára, 
még közben mindenütt egy-egy s  integrál meghatározását 

kellene végeznünk, mely a föntebbi sorozatban megfelel a föl 

nem  páratlan rendszámoknak. 

Minden Hamilton-féle re11dszer egy-egy variácziószárui-

tási probléma kifejezése és erre vonatkozólag az eredmény úgy 

 hogy egy s  integrál ismerete után az 
 problémát föl lehet cserélni egy másikkal, melyben a 

független koordináták száma egygyel kisebb lett. 

Az  módszer a Hamilton-féle rendszerek inte-

grácziójában s  s s s  teljesen· direkt 

úton adja, ellentétben az ismeretes módszerrel, mely azt köve-

teli, hogy a 2(n-1)-edrendü rendszernek  minde-

 egy n független változót tartalmazó általános s

3* 
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 parcziális differencziálegyenletet képezzünk és ennek 

azután egy teljes integrálját nyeiji.i.k.  azután közvetet-
  operácziók segítségével megkapjuk végre a 

Hamilton-féle rendszer integráczióját. 

A tárgyalt eljárás s  azonban még növeli az a 
körülmény, hogy segítségével még sokkal általánosabb kér-

désre is nyerhetünk feleletet. Ez a  : 

Adva lévén a Hamiltonf éle ?·endsze1·nek k s  inte-

g1·áUa, minö egyszerilsítéseket nye1·iink ez által a ?'endszer inte-

g1·áczi6jának föladatában? 

Ez rávezet -mint látni - az s  integrálok kapcso-
latának általános elméletére, mely különösen a dynamikai diffe-
rencziálegyenleteknél igen fontos. E vizsgálat s  azon-

ban más alkalomra halasztva, most az e fejezetben használt mód-
szerre nézve még egy általános megjegyzést akarok tenni. 

5. Ugyanazon módszer, melyet itt a Hamilton-féle rend-
szerek redukcziójára használtunk, a di:fferencziálegyenlet-rend-
szerek egy nagy osztályára alkalmazható. Segítségével t. i. e,qy 

n-ed ?·endit ?·endsze1· egy n-k-ad és egy k-arl  ?·endsze1· 

egymásutáni integ1·ácziójám vezethetö vissza. Az ily rendsze-
rek alakja: 

dzi 
=Pi, 

dx 

dzk 
=Pk, 

dx 

dzk+i (A) -a;;-= Qk+i + Qk+1,1Pi + Qk+1,2 Pi= ... + Qk+1, kPk, 
dZk+2 
d;-= Qk+2 + Qk+2,1 P1 + Qk+2,2 P2 + ... + Qk+2, kp k, 

dz„ 

dx 
= Q„ +Q,„ Pi +Q„,. P„ + ... +Q„,k P„, 

hol a  Q-val jelölt mennyiségek bizonyos még  fölté-
teli egyenleteket tartoznak kielégíteni, mig a P-k az összes 
változók s s függvényei. 
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Tekintsük ugyanis a 

változókat; mint az 

függvényeit. (Világos ismét az integrálok  hogy ily 

s valóban létezik.) 

Ekkor azonban, minthogy z1 ••• z k tulajdonképen az x 

függvényei : 

dzk+1 _ OZk+1 + ozk+_!: dz1 + ... + OZk+1 dz k, 
-dx - --a;- oz1 dx oz k dx 

dz„ 

dx 

OZn 
= ox 

OZn 
+ -

OZ1 

. / . 

dz1 + . . . + oz„ dzk 
dx ozk dx 

H a ezeket az értékeket átviszszük az (A) rendszerbe, és 

1 " 1 t  ' dzi dz k ' t'k 'tb · "k az e so egyen e e meg a dx . : .. dx -er  e ei ev1sszu , az 

a  alakba megy át: 

dz1 _ P 
dx - 1

' 

dzk 
- =Pk, 
dx 

0Zk+1 +P1 OZk+I ~  + .. + pk0Zk+1 = 
ox OZ1 OZ2 OZk 

= Qk+1 + Qk+1,1 P1 + Qk+1,2 P2 + ....  + Qk+1,k Pk, 
0Zkt2 + P1 ~  + p/!k+2 + .. + p k?!k+2 = 
h ~ ~ ~  

=Qk+2+Qk+2,1P1 + Qk+2,2P2 + .... + Qk+2,kPk, 
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Ha most a zq 1, ••• z „ változókat úgy tudjuk meghatá-
rozni, mint az x1 z1, ••• z k függvényeit, hogy e változók kap-
csolatától függetlenül ki legyenek elégítve a  egyen-
letek: 

akkor rendszerünk egyenletei, a  kezdve, ki lesznek 
elégítve,  függvényei az xi-nek legyenek is z1 ••• Zk. 
Ha most a Zk+J, zk+2, · ••• z„ ily módon nyert értékeit az s  

k egyenletbe helyettesítem, ezek: 

(0) 

egy k-adrendü rendszert adnak a z1 • • • Zk meghatározására. 

De, hogy a megoldás e menete valóban  legyen, 
szükséges hogy a (B)-vel jelölt rendszer a zk+1,  zk+2, ..•. z„ 
változókat, mint az egymástól függetleneknek tekintett x1 
z1 ••• z„ függvényeit adja, azaz hogy e rendszer föltétlenül in-
tegrálható rendszer legyen. 

E föltétel teljesítve lévén, a nyert megoldás, mint  

látni, általános is. A (B) rendszer integrácziója n-k s

leges állandót ád, a (0) rendszeré még k-t, úgy hogy tehát a 
végeredményben az összes s s állandók száma n lévén, 
a tárgyalás valóban az általános integrált aJja,. 

A módszer alkalmazhatósága tehát csak attól függ, vaj-
jon a (B) rendszer kielégíti-e az integrabilitás föltételeit és 

ekkor végre integráczióját egy közönséges  di:ffe-
rencziálegyenletrendszerére lehet visszavezetni. Ezen integra-
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bilitási föltételek most föltételi egyenleteket adnak a Qk szá-

mára. Alakjuk a  : 

dQk+i = dQk+i,j 
dzi dx 

dQk+i,j dQ,k+;, l 
dz-, -= --az-;-
( i = 1, ... n-k), 
(j = 1, „. k), 
( l = 1, ... k), 

míg e teljes di:fferencziálhányadosok értelme: 

(D) 

df of of of of 
-d = ;,.---+ „-Qk+l + -„-Qk+2 + ... ~ Q., 
x ux UZk+l UZk+2 uz„ 

df of of of of 

d
- =-;--+ „-Qk+l,j + „-Qk+2,j +. • •+-;--Qn,j• 
Zj UZj UZk+l UZk+2 uz„ 

Módszerünk tehát alkalmazható, ha a Q-k a (D) által 

jellemzett reláczióknak eleget tesznek. A s  ide 
tartozó egyenletrendszereket akkor nyerjük, ha a Q-kat állan-
dóknak veszszük. 

A Hamilton-féle rendszer redukcziója k s  integrál 
ismerete után szintén a most vázolt eljárás szerint történik, 
mely elméletileg is igen érdekes, mert s  általános mintáját 
adja a rediiktibilis di:fferencziálegyenletrendszernek és ez által 
egyszersmind ráutal arra, hogy az irrediiktibilitás fogalmának 
itt is  s  van. 
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IV. 

AZ  PARCZIÁLIS DIFFEREN-
CZIÁLEGYENLETEK ÉS A HAMILTON-FÉLE 

RENDSZEREK KAPCSOLATA. 

1. - Cauchy és -  függetlenül - Jacobi voltak az 

s  kik kimutatták, hogy a legáltalánosabb s  par-

cziális differencziálegyenlet integráczióját egy egyetlen közön-

séges differencziálegyenlet-rendszer megoldására lehet vissza-

vezetni, az utóbbi általánosítva Hamiltonnak egy specziális 

esetben, a dynamikai problémák esetében nyert eredményeit . 

.. A  rendszernek az  fejezetben tárgyalt alakja van 

és integrálegyenletei adva lévén,  közvetlenül végez-
 operácziók által a parcziális diff erencziálegyenlet egy 

teljes integrálját nyerhetjük. Hogy  azután minden más 

integrál mikép  azt már Lagrange mutatta. - E ré-

gibb tárgyalás azonban még hézagos volt, a mennyiben a mód-

szer bizonyos kivételes esetekben nem vezetett a kivánt ered-
ményhez. E hézag betöltését találjuk végre A. Mayer egy dol-

gozatában, mely a »Math. Annalen« 3-ik kötetében jelent meg. 

 e módszert tárgyalom, mely az s  

parcziális differencziálegyenlet megoldásának kérdését egy Ha-

milton-féle rendszer integrácziójára vezeti vissza, a lényegben 

Mayer gondolatmenetét követve, de némi módosítással, mely 

rövidebbé és átnézetesebbé teszi az egész eljárást. 

Legyen ismét egy Hamilton-féle rendszer, melynek rend-
száma 2 (n-I): 
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dx; aiI 
dx1 op;' (1.) 
dp; cH 
-= ' dx1 ox1 
(i=2,3,„ .n) 

melyben ismét x1 a független változó, x2, p2, ••• az ismeretlen 
függvények. Az általános integrálegyenletekben a s s 

állandók 
~ , ... x?. , ~ , ... p?. 

jelentsék a  melyeket a függvények fölvesznek, 

ha x1 = ~  Ha most még az x2 ••• p2 •••  még függ-
vényjelek gyanánt is használjuk, a rendszer megoldását a kö-

 alakban írhatjuk: 

X; = x, (x1 ; ~  ... x?.; pg, ... p?,), (2.) 

P. - p . (x . x·1 xo . po po) 
,-' 1> 2, ••• n' 2, ••• 11' 

(i = 2, 3, ... n). 

Az x,, p;-knek e jelentést adva, vizsgáljuk meg a követ-
 kifejezés variáczióját: 

X1 . 

~ ~  
x' 1 

hol a variálandó függvények természetesen x2, • • • p2 ••• 
Jegyezzük meg mindjárt, hogy, miután e függvények az  

fölirtak, alakjuk változása csak a bennük  s s 

állandók változása által történhetik és igy tehát e variáczió 

o V nem egyéb, mint V teljes differencziálja az ~ ... , ~  ... 

szerint. 

Ha a variálást az integrál jele alatt valóban végez-
zük, lesz: 

vagy, miután: 
i=n 

"'1(oH oH \ oH=,.::;,,; -;:;-OX; + - op,1, 
i=2 OX; op; j 
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lesz: 

Ha most a H parcziális differencziálhányadosait az adott 
Hamilton-féle rendszer értelmében fölcseréljük, az x;, p;-nek 
x1 szerint volt di:fferencziálhányadosaival, e variáczió továbbá 

x, 
~ dx; dp; ' 

oV = ~ p;o dxi + dx/x;)dx1• 

x: 
Ebben a kifejezésben: 

0 
dx; = dox; 
dx1 dx1 ' 

és azért: 

tehát: 

Itt most már az integrál jele alatt di:fferencziálhányaclos 

áll és igy az integrácziót közvetlenül elvégezhetjük. Lesz : 

o V = [2 p; ox;Jx: 
1=2 X1 

és részletesebben kiírva: 

oV= p9ox2+.,. + p„ ox„ + ~ ~ ... ~ ~  (4.) 

Ha még a o V-t a valóban független változó elemek variá-
cziói által akarnók kifejezni, akkor még a 

0 . - OX; 0 0 OX; lJ 0 OX; 0 0 ' OX; 0 0 
x, - 0 0 x2 + .. + 0 0 xil + 0 0 P2 + .. ' + opO P„ 

~ x. P2 • 

értékek volnának a  ( 4.)-be s  De ezt nem tesz-

szük. Ozélunk ugyanis más, a oV-t kifejezni 

X2, • • • x„, ~  ... p?, 

variácziói által. Erre csak az szükséges, hogy az 
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Xi = Xi (X1i ~  ... x?,; ~  ... p?,) 

(i = 2, ... , n) 

számra nézve n-1 egyenletet megoldjuk ~  .... ~  szerint. 

Ha azután p. 

xj = f; (x1 ; X21 · · . Xn ; ~  · . · p?,), 
és  

s-
0 
_ of; s- of; 

0 
~  0 0 ~  0 o uxi - ;--UX2 + ... + a x„ + a 0 P2 + ... +a 0 P„' 

~ ~ ~ ~ 

csak ~ értékeit kell o V-be helyettesíteni, hogy a czélba vett 
alakot nyerjük. - A o V alakját azonban még sem tudjuk így 
fölirni, mert amaz egyenletrendszer megoldását nem lehet 

explicite elvégezni. Ép ezért fölcseréljük a V-t a  

kifejezéssel , 
i=n 

W= ~ ~ ~ + V; (5.) 
~ 

akkor 

ow = ~ o(p?x?) + av, 
i=2 

és minthogy 
o (p0x0) = p0oxP + x0op0, 

' ' i ' ' „ 
ha még a o V föntebb kifejtett értékét tekintetbe veszszük: 
0 w = P2 OX2 + ... p„ox„ + ~ ~ + ... + x?, ~ (6.) 

A W-ben a változó elemek eredetileg a s s ál-

landók, ~ .... x?., ~ ... p?,. Az ~ ... x?, független elemek 
helyett bevezetjük az X2 ••• x„-t és ekkor oWalakja épen 

e transformácziónak  ha t. i. még a  p2 ••• pn -t, 
a·g ... x?,-okat a (2.) alatti egyenletek segítségével kiszámitot-
taknak gondoljuk. De ily fölfogásban a o W még így is irható : 
oW-aw0 + 1 aw 0 aw s- 0 aw s- 0 .  ) 

- ;--X2 ••• :-"-x„+-;oup2+ ... +-;-u up„, (7. 
~ ~ ~ ~ 

a  végre következtetjük, hogy : 

aw aw 
0 

"x" = P2, - - X u ~ ~ - 2' 

aw aw 
0 -"-=p„, -=x. 

ux„ op?, " (8.) 
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E képletekben most természetesen föl van tételezve, 

hogy W kifejezésében, mely az x és p változókkal együtt a 

 függvénye, az x?-okat az x1 és ~  összerakott 
alakok által pótolták, és így W-t, mint az xIJ x2, ••• x„, ~  .. p?, 

függvényét állitottitk  

2. - A (8.) alatt álló egyenletek minden további követ-

keztetésnek alapját teszik; de levezetésük,  azt elfogad-
hatjuk, még néhány pontban s  Az egyenleteket 

úgy nyerjük, hogy a o V két  kifejezését egymásból 

kivonjuk. Ily módon: 

-(oW )"' (oW )"' (í.lTV o)so 0 0-OX2 -p2 ux2+ ... + ,ox„ -p„ uxn+ opg -x2 up2+··· 

(í.l W o)s-o ... + op?,-x„ up„. 

Ha az itt  variácziók egymástól teljesen függet-
lenek, ez csak úgy lehetséges, hogy minden variáczió együtt-
hatója zérus, és ekkor épen a föntebbi egyenleteket nyeijük. 
De ez egyenletek megfordítva csak is akkor helyesek, ha a 

variácziók egymástól függetlenek. A opg ... op?,-ra nézve ez 
közvetetlenül világos; de nem az x-ekre nézve, ha ezek között 
van valami reláczió, akkor  egy másik következik a va-

riácziók között. Ki kell tehát még mutatni, hogy ily reláczió 
nincsen.*) Arra, hogy az 

x, = x; (x1 , ~ , ... x?., pg ... p?,), (2.) 

(i = 2, ... n) 

által adott függvények egymástól függetlenek legyenek, vagyis 

hogy az x;-kat ne kapcsolja össze az ~  független egyen-

let (más kifejezésmódban, hogy a (2.) alatti egyenleteket az 

*) E következtetések nem tisztán elméleti j elentllségüek, melyek 

tárgyalásunk szigorú voltát biztosítják. A régibb Jacobi-féle tárgyalás 

lényegben  az által különbözik, hogy nem az xi, hanem a Pi-ek 
helyébe vezetjük be az X;·iket„ Ez azonban valóban lehetetlen lesz a 

H függvény bizonyos értékeinél és így megfordítva a parcziális differen-

cziálegyenlet.ek bizonyos orntályánál szintén nem lehetséges a Hamilton-

féle rendszerre való visszavezetést elvégezni. E kivételes eset s

gére még visszatérek. 
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x?-ok szerint meg lehessen oldani), a szükséges és elégséges föl-

tétel, hogy a : 

determináns ne legyen identice zérus. Erre elég kimutatni, 

hogy D értéke a O-tól  ha x1 helyébe ~  teszünk. 

Az  tudjuk, hogy átmennek ~  ha x1 = ~  és igy 

tehát, miután az x1 = ~ közelében véges,  és foly-

tonos függvények : *) 

X; = x? + (x1 - ~  K;, 

hol K1 -nek az x1 - ~ positiv egész hatványai szerint haladó 

sor alakja van.  

ox, _  ( .o) oK; 
<l() - } + X 1 - X1 <i() , 
uX; uX; 

OX;; -( 0) oK; u· > .) 
OXO- X 1 -Xl OXO' <t' 
J J 

hol K-val együtt az x? parameterek szerint vett differencziál-
hányadosai is végesek, ha x1 = ~  Igy tehát: 

a D elemei tehát, ha x1 helyébe ~  teszünk, mindannyian 

eltünnek, a diagonálisban állók kivételével, melyek az egység-

gel  és igy tehát : 

(D) = 1. 
~ 

*) :Épen e föltétel szorítja 111eg egyedül a kezdl.lértékek választását;. 

„. 
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D tehát nem  el identikus módon, és igy most 

már a (8.) alatt álló egyenletek teljesen igazolva vannak. 

3. - E kitérés után összeállitom az s  pontban nyert 

eredményeket : 

Ha x2, •• x„. p2, ••• pn a  Hamiltonféle rend-

szernek megoldásai : 

dx; oH dp; oll 
- = -, -d = - ~  (1.) 
dx1 op; X1 uX; ' 

i = (2, ... n) 
ha továbbá xg, ... , x?,, ~  ... P?. e függvények  

jelentik, ha x1 = ~  akkor helyettesítsük a 

x, 

o  o · o  o f / ~ oT-I H) d W = p2x2 -r .. + p„x„+ ~  ~ - x1 

x: 
kifejezésben, mely tulajdonképen (x1 mellett) a  

függvénye, az ~ ... ~ helyébe az 

X; = X; (x1, ~ ... x0, ~ „ . pO) 
- n - n 

 vett értékeiket. Ez által TV az x1 x2 ••• x„, pg .. ~ 
filggvénye lesz és a  W ily alakjára nézve: 

8W _  . 8W _ 0 
" .  -p,, " o  - X; 
uX, up; 

(8.) 

i = (2, ... n), 

Közvetetlenül látni, hogy a.z utolsó egyenletek (8.) az 

adott Hamiltonjéle ?'endsze1· általános inte,q·rálegyenleteit kép-

viselik. Ezek ugyanis 2(n-1) relácziót adnak az x1, x;, p; és 
a  között, és e relácziók függetlenek is egymástól, 

mert bármelyik egyenlet egy mennyiséget, egy p;-t vagy egy 

~  tartalmaz, mely a többiekben nem fordúl  tehát nem 

is hozható le a többiek összeállitásából. E tétel azonban sem-

mikép sem adja a Hamilton-féle rendszer integráczióját. Erre 

ugyanis szükséges volna, hogy a W függvényt ismerjük, ez 

pedig csak a rendszer integrácziója után ismeretes . .A nyert 
eredmény azonban más irányban igen fontos. Kimutatja ugyanis, 

hogy épen úgy, a mint a Hamiltonféle ?'endszei· differencziál-

egyenleteit egy egyetlen H függvény pa1·cziális dijfe1·encziál-
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luínyadosai jellemzik, úgy ~ integrcílegyenleteknelc is oly alak 

adhat6, melyben egy egyetlen W függvény c ~ differen-

cziálhányadosai által adva vannak. 

H-t a chamkte1·istikus füg,qvénynek, W-t alapfüggvény-
nek szokás nevezni. 

Az alapfüggvény, W számá1·a egy n fil,qgetlen változót 
ta1·talmaz6 elsö1·endü pa1·cziális dijferencziálegyenletet képez-

hetünk. 

Ha ugyanis a W-t mint az x1, x2 ••• x„ függvényét vesz-
szük és tekintetbe veszszük, hogy x2 .•• x„ ismét az x1 függ-
vényei, akkor: 

dW= oW + ~ ~~  
dx1 . ox1 •=2 ox; dx1 

vagy, ha az itt  teljes differencziálhányadosok érté-
keit a Hamilton-féle s  veszszük: 

~  = ~  + ~~ ~~  
Más oldalról a W-nek integrál alakjából közvetlenül 

nyerni: 

dlf = ~  oH _ H. 
dx1 i=2 op; 

És a két alak összehasonlitásából : 

oW -;--+ H (xx, X2· ... x„, p2, ... p„) = O, 
uX1 

hol a viszonyok jobb föl tüntetésére a H-ba, mint függvényjelbe 
beírtuk ama mennyiségeket, melyek a H-ban  Ez, 
ha az x,, p;-k a Hamilton-féle rendszer megoldásai, identitás 
és az marad, ha az integrálegyenleteknek (8.) alatt álló alak-
jából a p;-k értékeit helyettesítjük. Igy lesz: 

aw aw aw -;---+ H (x1, x2, •• • , x„, „ .... , -„ -) = 0 (9.)• 
UX1 UX2 ux„ 

Ez egyenlet nemcsak hogy helyes, de identiklls egyen-
letnek kell lennie. Benne ugyanis mindenütt a W mint az 
x1, x2, •• x„, pg ~ függvénye szerepel; és miután a levezetés 
minden esetre helyes, érvényesnek kell maradnia, ha az x-ek 
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helyébe a  teszszük. Ha ekkor nem kapunk 

identitást, ez kapcsolatot adna a s s  

között, a mi lehetetlenség. Az ~  pedig ép úgy s s 

mennyiségek, mint az x;-k maguk ; tehát a (9.) egyenlet identi-

tás. Ha most ebben a W-t ismeretlen függvénynek veszszük, 
akkor a (9.) parcziális differencziálegyenlet a W számára és 

igy a nyert eredmény ugy is fogalmazható, hogy az  értel-

mezett W füg.9vény a (9.)-czel jelölt pa1·cz·iális dijfe1·encziál-

egyenlet megoldása. 

E megoldás, mely természetesen egy additiv állandó hoz· 

záadása után is ilyen marad: 

W = W (X1, ~  •• • Xn, pg .. ~  + C, 
ú. n. tel,:jes integrál. Ez ugyanis ebben az esetben, hol a diffe-

rencziálegyenlet az ismeretlen függvényének csakis differencziál-

hányadosait tartalmazza, annyit jelent, hogy ha a W-nek 

parcziális differencziálhányadosait képezzük: 

oW _  . ( o o) (. _  ) 
OXj - CfJ X1, X2, •• x„, p2 ••• ZJ„, J - 1, 2, .. n 

az itt  összes számra nézve n-l állandó, ~  ... p?, 
kiküszöbölése s  mint az összes n  nem 

lehetséges. - Ha ugyanis e kiküszöbölés lehetséges volna, 

akkor relácziót nyernénk a 

aw aw 
OX1' ••• 'ox„ 

között, melyben azonban ezek közül az egyik hiányzik és éj) 

azért a (9.) alatt állóval nem lehet aequivalens. Hiányzónak 

mindig a ~ w_et vehetjük, mert ha ez benne  helyette 
uX1 

a  vett értéket vehetjük. Igy tehát egy egyenletet 

nyernénk: 

(ti (cx1 X2, • • Xn, ~  · · ·, ~  = 0, 
ux2 ux„ 

·mely a W adott értékénél identitás volna. Ha a (8.)-ból a dif-

ferencziálhányadosok értékeit veszszük, volna ismét identice 

(ti (x1 x2, .. x„, p2, ... p„) = 0; 
ez az egyenlet fönnállana még akkor is, ha ismét a változók 

helyébe  teszszük. Föltevésünk tehát e 

.J 
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értékek között kapcsolatot adna, és igy e következményével 

együtt lehetetlen. 

A H függvény  fogva eg"észen s s volt, 

és igy eredményeink könnyen úgy fogalmazhatók, hogy a 

(9.)-czel jelölt pa1·cziális dijferencziálegyenlet integ1·ácziójcíra 
vonatkozzanak: 

A  parcziális d{ffe?·encziálegyenletnek megfe-

 

~~ + TI(x1, X2, ••• x„, ~  ... ' ~  = 0 
u:i1 VX2 ux„' 

1·nfegrá1,jiik e Hamiltonjéle 1·endszert: 

rfr. oH dpi oH 
-=-,-=--, 
dx1 op; dx1 OX; 

(i = 2, .... n) 

hol a  H függvényben ~~~ helyébe mindenütt p;-t gondolimk 

betéve. Ha e 1 endszerböl ; 

X; = X; (x1, ~  .. x?., ~  . · · p?.), 

p; = p; (x11 ~  . . . x?., pg, .. p?.), 

(i= 2, ... n); 

akkor számítsuk ki a  kifejezést: 

;=„ x, i=k oTI 

W= ~ p?x? + j ~ p; op; - H)dx1, 

és helyettesítsilk benne az ~  ... x?. helyébe az 

x; = X; (x1, ~ .. x?,, pg · . · P2) 
egyenletek megoldásáb6l  é·rtékeket. Az ily módon 

álló kifejezés s s állandó hozzáadásával: 

TV= W(x1 Xz ••• ~  ... ·P?.). +e, 
a 2Ja1·cziális differencziálegyenlet teljes integ1·álja. 

Az  tétel, mely a parcziális differencziálegyenlet 

integráczióját a Hamilton-féle rendszerére vezeti vissza, nem 

más, mint a Cauchy-féle vagy más néven Jacobi-Hamilton-féle 

módszer az általános s  parcziális differencziálegyen-
letek megoldására. 

!!, T. AK. ÉRT, A ~  TUD.  1881. \III. K, 10, SZ. 4 
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  kímutatni, hogy a módszer mm-

den s  parcziális differencziálegyenletre alkalmazható. 

A tárgyalt alak specziális  az által, hogy az ismeretlen 
függvény maga nem fordúl  hanem csak a clifferencziál-

hányadosokban lép föl. De ismeretes transformáczió által 

minden differencziálegyenlet ilyenbe  át. Ez azután 

fönt a olV szerint megoldott alakban lép föl, a mi ismét nem 
OX1 

megszorítás, mert a H függvény s s  Különben a körn-

telt számitások s  úgy is: hogy a differencziál-

egyenletet oldatlan alakban hagyjuk. 

H a  a most nyert eredményt a Hamilton-féle rendszerek 

integrácziójára szolgáló, az  fejezetben tárgyalt módszer-

rel öszszekötjük, az általános elsörendíi pa1·czirílis differen· 

cziálegyenlet megoldására szolgáló módszert nyeriink, mely a 
most ismeretes eljárások közt s  Mayer és Lie-

félékkel  számú aJapoperácziót követel, de levezeté-

sében sokkal s  a mennyiben a Jacobi terjedelmes 

ujabb  nem tételez föl semmit. 

Az e fejezetben kifejtett elmélet továbbá még azt is mu-

tatja, hogy az n független változót tartalmazó parcziális diffe-

rencziálegyenlet és a  2 (n  Hamilton-

féle rendszer két aequivalens problémát képvisel. T. i. nemcsak 

hogy a differencziálegyenlet teljes integrálja  a 

Hamilton-féle rendszer integráljaiból, hanem megfordítva a 

Hamilton-féle rendszer integráljai teljesen ismeretesek, ha a 

parcziális differencziál-egyenletnek csak egy teljes integrálja 

ismeretes. E megfordított tétel  világos volna, ha 
a parcziális differencziálegyenletnek csak egy teljes integrálja 

volna. Azonban ilyen végtelen sok van; és így még fönnmarad 
ama nehézség, ~  e végtelen sok alak közt miképen talál-

juk meg azt a W értéket, mely fejtegetéseinkben föllépett. 

E nehézség azonban megszünik, ha bebizonyítjuk, hogy tétc-

le;nk érvényesek ~  a pa1·cziális dijfere11cziálegyenlet-

nek bá1·mely teljes integrálját jelentse is W. 

E tétel bebizonyítását itt  annál inkább, 1ni-

után a mi tárgyalásunkban fontos szerepe úgy sincsen. Ez t. i. 
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arra szolgált, hogy a Hamilton-féle rendszer integráczióját 

parcziális differencziálegyenletére vezesse vissza; míg az inte-· 

gráczió ama módszere, melyet az.  fejezetben adtam, a 

problémának tárgyalásában az ily idegen elem behozását fölös-

legessé teszi. 

4. - A Mayer által módositott Jacobi-Hamilton-féle 

elmélet s s  után talán jó lesz, ezt egy általánosabb, 

de mégi s  példán fölvilágosítani, mely egyszersinind 

más e tárgygyal kapcsolatos kérdésre utal. E  példa a homogén 

lineár parcziális differencziálegyenlet tárgyalása, melyre kü-

lönben i merete módon specziális módszerek is vezetnek. 

Az ily differencziálegyenlet általános alakja: 

ow oW oW oW ;-----+ X2 ;-----+ X3 „-+ ... X„ ;-----= 0 
UX1 UX2 UX3 ux„ 

hol X2' ... xfl az X1' X2 ••• x„ s s függvényeit jelen-

tik. Az ennek  H függvény, ha benne Inindjárt ~ W 
uX; 

helyett p;-t irunk : 

H = X2 p2 + Xa Pa + ... + X„ p„, 
és igy a  Hamilton-féle rendszer: 

dx;_x 
dx1 - '' 
dp. 'j)}f 
-=-- , 
dx1 ox; 

(i = 2, 3, ... n) 

míg a  kifejezésben: 

i=n OH i=n 

_2 p;a-:= _2p;X;=H, 
i=2 'P i=2 

és  

W = ~ ~ + ... + p?, x?,. 
Most a Hamilton-féle s ~   ki 

kell fejezni az ~  az X;-k által; ebben azonban a H függ-

vény speciális jellege lényeges s s s  ácl. T. i. a Hamil-· 

ton-féle r'3nclszerben foglalt egyenletek s  csoportja 

dx;=X 
dx1 ' 

4* 
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a p-ket nem is tartalmazza, és egymagában mint  

rendszer integrálható.  

Xi = x; (xi, ~  ... x?,), 

és ha most a Hamilton-féle rendszert teljesen akarjuk inte-

. grálni, az így nyert értékeket az egyenletek második csoport-
jába behelyettesítjük és így még egy második  

rendszer integrálandó. De e második rendszer integrácziója 
egészen elmaradhat. Az  fölirt integrálegyenletek épen 

azok, melyek a W transformácziójára szükségesek, és így ha 

ezeknek az ~ szerint megoldott alakja: 

~ = f; (x1 , X2, ••• x„) 

a  parcziális di:fferencziálegyenlet teljes integrálja 

w = ~ f2 + ... p?, .f„ ' 
 azután az általános integrál cp (f2, ••• f„), -hol rp 

s s függvényt jelent - tüstént fölirható. Világos egy-
szersmind, hogy az ~ = f ; alakok nem mások, mint a 

dx•_ x 
dx
1 
- ' 

totál di:fferencziálegyenletrendszer független s  integráljai. 
A tárgyalt példa elméletileg érdekes az által, hogy mu-

tatja, miképen redukálható a probléma a H bizonyos specziális 
alakjainál. A 2 (n-1)-edrendíí Hamilton-féle rendszer két 

 rendszerre esik szét, melyek egymás után in-
tegrálhatók. A parcziális differencziálegyenlet megoldására 
egyáltalában csak az s  rendszer integrácúója  és 
igy a Hamilton-féle rendszer integrácziója is már teljesen 
ismeretes az· s  rendszer megoldása után. 

5. - A tárgyalt példa csak s s  esete a p7'obléma 

ama - eddig nem ismert - ?'edukczi6jának) mely mindenko7' 
s  ha a H-nak a p;-k szerint vett fii,qgvénydeter-

minánsa  (A föntebbi példában a determináns minden 
eleme 0 lesz.) ·_ 

E redukczió s  azon alapszik, hogy a W-ben az 
integrál jele alatt  

i=" oH 
cp = """'p; - -Il (10.) 
~ op.; 
;=2 

kifejezés mint az 
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x1, x2, ••• x", ~  ... _x;, 

fiig,gvénye frható, hol rövidség kedvéért ddxi helyett ~ -et írunk. 
X1 . 

Általánosságban ez magában világos, mert a Hamilton-
féle rendszerben foglalt egyenletek s  csoportja: 

, oH 
x. = -
• op; 

akkor p2 ••• p„ szerint megoldható, és az így nyert értékek 
cp-ben s  Azonban épen ebben az esetben a rp e 
transformácziója nem vezet új eredményekhez. Ez csak akkor· 

történik, mikor az utolsó egyenletrendszer nem oldható meg 

k .  t  . 'd" ' ' 1 oH k ' ' '  k a p- szerm , vagyis m1 on mas szova a -;--, es igy az X; -
• vp, 

között a  független relácziók léteznek. Ez akkor történik, 
ha H föggvényterminánsa 

a2H 'iJ2H 'iJ2H 
OJJ20p3 ' ••• ' o b,O p„ 
a2H a2H 

LI = op2opa ' ~ ' · · · · ·' opaop„ 

op2op„' opaop„' · · · 'ap;, 
eltiínik és erre az esetre egyszersmind a cp-nek fönt kijelentett 
sajátsága külön bebizonyítást igényel. A  (11.) alatt álló egyen-
letrendszer most olyan, hogy az n-1  most az 
n-l mennyiség p2 ••• p„ mind eliminálható, és az ezáltal 

 független egyenletek, melyeknek száma természetesen 
n-1-nél kisebb, legyenek: 

F„ (x1, x2, ••• , x„, ~  . . x;J = O, 

(r = 1, 2, ... , 7c-l ) 

A relácziók számát k-1-nek véve, e relácziók mutatják, hogy 
az x2 ••• x„, ~ .. x;, variácziói sem függetlenek egymástól, 
hanem közöttük is k-egyenlet áll fönn, t. i. 

oP oF oF , oP , 
;--Öx2 + ... + ;--Öx„ + F"' ox. + ... + -;---;---(ix = 0. 
UX2 uX„ UX

2 
- u X

11 

11 

(l' = 1, 2, .. 'k-1) 
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 a k-1 reláczióból p. 

~  ~  .. ~ 

 mind a többinek lineáris függvénye. 

A ocp maga, épen úgy, mint  lesz: 

S' s-, s-, oH s- oH s-
ucp = P2 ux2 + .. + p„ ux„ - OX2 UXz - ... - ox„ ux„, 

vagy ha a ~  .. ~ variácziókat kifejezzük a többiek által: 

Ofj! . },20X2 + .. + A„Ox„ + f'k+t ~  + ... + µ„ox;„ (12.) 
Ha - mint most épen föltételezzük - az x'

2 
••• x;, közt 

k-1 reláczió áll fönn, ezek nem  be független vál-

tozóknak a p-k helyébe, de igen még: 

~  ~  ... x;,, 

melyek közt, miután a mutatók sorrendjé már fönt igy meg-

állapítottuk, nincs összefüggés. Ezek mellett tehát még megha-

gyandó k-1 a p-k közül, melyek kiszemelése az által történik, 
hogy a (11.)-gyel jelölt rendszer a többiek szerint megoldható. 

Ezek legyenek : 
pi,, pi., ... pik-1• 

Akkor a g.i-be  független függvények mindössze : 

X21 X31 • • • 1 Xn j ~  ... x'„ i ~ 1 • • • pik-l' 

és e szerint a op egy második kifejezése lesz: 

3 ocp 
0 

ocp 
0 

ocp 
3
, , a rp J , 

p=a x2+ ~ ~ xk+l ... ~ x„+ 
X2 ux„ uxk+l ux. 

ocp S' • o'f.' ~ .  (  ) + ~ upi,, + .. + ~ upik-l' 13. 
vpi, vpik-l 

De a Jcp (12) és ( 13.) alatt álló két kifejezésben csupa független 
variácziók állanak és igy kell, hogy a két kifejezésben az egyes 

variácziók együtthatói  legyenek, tehát: 

~  
op;, ' 

~  
op;k-1 

Ez az egyenletrendszer azonban már azt mondja, 
ha a <p ben a 

P21 pa, ..... , p„ 

(14.) 

hogy 
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helyébe bevezetjük a 

p;,, .. pik-1, Xk+i' •.• ~ 

függvénycsoportot, mely az  még k-1-et tartalmaz, 
akkor a transformáczió kivitelénél ezek is elesnek. Evvel tehát 

bebizonyítottuk a kezdetben kimondott tételt. 

A parcziális differencziálegyenlet integrácziójára e sze-
rint elégséges, ha a Hamilton-féle s  az 

x2, ••• x„, ~  ••• x;, 

függvények általános kifejezését nyerjük. Csak ezek szüksé-

gesek a W s  kiszámítására, míg az azután  átalakí-
tásra már csak az x-ek szükségesek. 

A H függvény föltételezett specziális alkatánál, e függ-
vények kiszámítása alacsonyabb  s  történhetik. 

Ha ugyanis az 
dx; oH dp. oH 
dx
1 
= fJp;' dx

1 
=  - ox1' 

egyenletek s  csoportját, ujból x1 szerint differencziáljuk, és 

tekintetbe veszszük, hogy: 
d2x; dx; 
---, 
~ - dx1 

továbbá a jobboldalon helyt foglaló ddx;, ddp; helyébe ismét a 
X1 X1 

Hamilton-féle s  értékeiket teszszi.i.k: a  

alakú egyenleteket nyerjük: 
dx· 
-l 
2 
= G, '(x1, x2 •• x„, P2 ... p„) 

IJX1 

A Hamilton-féle rendszer s  csoportja és a most nyert 

alakok mindössze 2 (n-1) egyenletet adnak,  a p2 •• p„-t 

mindössze n-1 mennyiséget ki lehet küszöbölni és ez által a 

 alakú rendszert nyerjük: 

( 
dx; dx") 

.f; x1, ... X;, •••• ' dx1' ... dx: = 0 (15.) 

hol mindenik egyenlet tulajdonképen s  de s

diínek is  ha az x; és x; kapcsolatát külön kije-
lentjük: 

(15.) 
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A (15.) és (16.) egyi.ittesen most ismét 2(n-1)-ed rendü 

rendszer az x;, x; függvények meghatározására. A most vég-
zett átalakításban még nem vettük tekintetbe a H specziális 

tulajdonságát.  mint láttuk, k-1 fiiggetlen reláczió folyt 

az x;, x: között : 
F,.(x1, ••• x;, .... x:, ... ) = 0 (17.) 

(1· = 1, ... 'k-1), 
tehát - a mutatók sorrendjének  történt megállapítása 

szerint -  x't, x3, ... x',, értéke meghatározandó, és 
 következik, hogy ezen egyenletek teljes differencziácziója 

~ ~  
által ismét k-1 egyenletet nyerni, melyben -d , -l-

X1 C X1 

fordúl: 

(
' dx'.) F;. x1, .• X;1 ••• x',, . , . ~ = 0 (18.) 

A(15),(16),(17)és (18)-ban összesen 2(n-1)+2(k-1) 
egyenlet áll, ~  

, , ~ ~ 
x2, .. xk, -d '  . . . l 

X1 CX1 

számra 2(k-1) mennyiség kiküszöbölése által egy 2(n-1) 
 álló rendszert nyerünk, melyben csak 2(n-1)-

(k-1) függvény: x2 ... x„, x'k+i ... x;, foglal helyet. Ezek-
nek tehát ki lehetne küszöbölni összes differencziálhányadosait 
és így tehát újból relácziót nyernérk az x;, x; között, mely füg-
getlen volna az  fölirtaktól, (17), mert azok x'

2
, ••• ~ -t 

meghatározzák a többi függvények által, a most nyert egyenlet 

ezeket nem is tartalmazza, tehát egy uj x'. -et határozza meg a 
többiek által. De ez lehetetlen, mert (17)-ben már az összes 

 relácziókat fölirtuk és igy tehát a most nyert reláczió-
nak identikusnak kell lennie. Igy tehát a 2(n-1) egyenlet-

 csak 
2(n-I)-k-I 

lehet független ; a többi egyenlet már algebrailag következik 
 és igy kihagyható. 

Igy tehát csiipán teljesen  diffetenczicícziók és 

eliminácziók cílta.l az 
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meghatcfrozására em; 2(n-1 )-k-1-edrendíi clifferencziál· 

egyenletrendszert nyertünk. 
Ez teljesen megadja már a parcziális differencziálegyeu-

let integráczióját és ha még tekintetbe veszszük a determinán-

sok  hogy k-1 reláczió akkor van,  a k-2 
sor és oszlop elhagyása által  (a k-2-dik) aldetermi-
nánsok az utolsók, melyek mindannyian  akkor a vég-

eredményt még így is fogalmazhatjuk: 
A parcziális diff erencziálegyenlet integrcíczi6ja egy 

2(n--1)-k-1-ed1·endii totál dijferencziálegyenleté1·e vesethetö 

v·issza, ha H függvény dete1·minánsa eltíinik, még pedig oly 

módon, hogy a k-2-ik aldetermincínsok az utols6k, melyek 

mé,q mind eltiínnek. 
Az  tárgyalt példában a H függvény determinán-

sának minden eleme külön O, azaz, minthogy a determináns 

 utolsó  aldeterminánsok az (n-2)-ikiek; 

tehát k = n, és így a diffei:encziálegyenletrendszer n-1-ed· 

 

E redukált rendszer látszólag még nem oldja meg telje-

sen a Hamílton-féle rendszert; de meghatározza, mint tüstént 
látni, ennek ugyancsak 2(n-1-k-1) függvényét és így még 

egy k-1-edrendü rendszer marad megoldandó. A Hamilton· 

féle 1·endsze1· megoldásában tehát aföllépö egysze1·íísités annyi· 

ból cíll, hogy a  2 (n - 1 )-ed1·endií 1·endsze1· helyett egy 

2(n-1)-k-1 és egy k-1-edJ"endü integrálandú egymás-

után; hol azonbcm ci mcísodik rendszm· integ1·áljainak kiszámí-

tására csak qiiadraturák kellenek. 

6. -Miután ilymódon az integráczió folyamában föl-

 egyszerüsítéseket is tárgyaltuk, ámbár ezeknek elméletére 
még más alkalommal viszszatérni szándékozom, még a követ-

 miatt, szükséges lesz, az  :eljárás alapján nyert 
teljes integrált pontosabban jellemezni. 

A parcziális diff erencziálegyenlet megoldásánál általá-
nosságban még jogunkban áll, szabadon választani azt a kez-

 melyet a megoldás nyerjen,  az egyik függet-
len változó, p. x1 értéke adva van: ~  Ha ennek a többi vál-

tozó s s függvényét veszem, az általános inte,q1·cílt 
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nyerem, ha pedig ilyennek egy megszabott függvényalakot 

veszek, mely  számú, és egymástól független s s 

állandót tartalmaz, akkor teljes integ1·ál lesz az eredmény. 

Az  módszer egy bizonyos teljes integrálhoz 

vezet és így ennek jellemzésére tudnunk kell, hogy mi e tel-

j es integ1·ál  ha x1 = ~  

Ekkor, mint tüstént látni, a W-ben az integrálrész min-

denesetre_  mert a s  határ  lesz az alsó határ-

ral, és így a megviisgálandó kifejezés 

~ ~ + .. p?, x?, + G' 
hol még az xg, ... x?, az 

X i = Xi (x1, ~ ... ~  ~ ... p?,) 

 meghatározandók és azután x1 helyébe ~  

Világos azonban, hogy az eredmény nem változik, ha s  

végezzük az x1 helyettesítését, és azután az egyenletek megol-

dását. Ez akkor nagyon egyszerü,. mert ekkor a jobboldalon 

csakis  állanak és így az egyenletek egyszerüen : 

Xi = x?, 
az egyenleteket máris a kívánt ,oldott alakban nye1jük és így: 

( W) 0 = ~ X2 + ... P?. Xn + e. 
X1=Xi 

Az összes együtthatók s s állandók és igy tehát 
a módosított J acobi-Harniltonféle módsze1· a ~ c

egyenlet arna teljes integ1·ciljcit adja, rnelyben az x1 = ~  

  a többi változók legáltalánosabb lineáris 

f'iiggvénye. 
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v. 

SIMULTÁN PARCZIÁLIS DIFFERENCZIÁL-

EGYENLET-RENDSZEREK INTEGRÁCZIÓJA. 

1. -Az egyes parcziá1is differencziálegyenletek tárgya-
lása után áttérünk az oly rendszerek elméletére, melyben egy 

függvény több  fönnálló parcziális di:fferencziál-

egyenlet által van adva. Itt is az általunk bevezetett módsze-

rek a problémának uj és igen egyszerü megoldásához vezetnek, 

mely impliczite tulajdonképen már bennfoglaltfttik a II. és III. 

fejezet tárgyalásaiban. -  azonban ismét össze-

állítom a probléma pontos fogalmazására vonatkozó dolgokat. 

A di:fferencziálegyenleteket ismét már amaz s s  

alakban gondoljuk irva, hol az ismeretlen függvény csak a 

di:fferencziálhányadosokban fordúl  E szerint, ha z az isme-

retlen függvény, xll x2 ••• x„ a független változók, ha továbbá 

~~  helyett röviden p,-t irunk, a tárgyalt egyenletek általános 

alakja 
<P (x1, x2, ••• , x„, p1, p2, •• p„) = 0 

melyet néha a függvényjelben   kihagyásával 

(/J = O-nak irunk. 
Ha most a z .függvény meghatározandó a  

s  

(/Jl = o, (/J2 = o, .... <P,„ = o, 
akkor ismét  a probléma s  föltéte-

leit kell megállapítanunk; mert közvetetlenül világos, hogy az 

adott egyenletek esetleg nem is lehetségesek együtt, a mint az 

már  a quaclraturák fölaclatából, mely hiszen a most 
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tárgyaltnak s  esete. Hat. i. m = n, akkor az n 
 a p-ket mint az x függvényeit nyerjük, és akkor 

szükséges, hogy e kifejezések eleget tegyenek az integrabilitás 
föltételeinek.  az is lehetséges, hogy az egyenletek nem 

oldhatók meg a p-k szerint, tehát az x-ek közt relácziót adnak, 

a mikor a föladat természetesen lehetetlen. 

Kérdezzük tehát általánosságban, hogy  ama diffc-

rencziálegyenletek közül, p. 
'1>„ = o, <P, = 0 

miko1· állhcit fönn együtt? 

Hogy erre föltételt nyeijünk, vegyük tekintetbe, hogy a 

pi-k ugyanazon függvény differencziálhányadosai, hogy tehát 
ezek, melyek végelemzésben az x1, •.• x„ függvényei, követ-

 egyenleteknek tartoznak eleget tenni. 

op; OJh 

OXk OX; . 

Ha ezután a két fölvett egyenletet Xi szerint differen-

cziáljuk, tekintetbe véve, hogy a p-k is x, függvényei, lesz: 

o<P.,. ~  o'1>,. o1)k -+ --=0, 
oxi opk oxj 

"=1 
o<l>. + ~ o<Ps op1, = 0. 
ox; ,.:;,.; opk oxi 

k=l 

()'1>, 
Ha most az s  egyenletet megszorozzuk ;----vel,azután 

vpi 
az ·i helyébe minden értéket teszünk  n-ig és végre össze-
adunk, lesz : 

i=ll ()/J)„ fj(l>s ~~ ~  '()(/>„ ()(/>$ opk ---+ ----0. 
oxi opi o1)k opi oxi 

i=l i=l fi·,=1 

Hasonlókép szorozzuk a második egyenletben ~ ~  és 
adunk össze az i-k szerint: lesz: 

i=11 „,... ~  i=n k=n '>(/> '>(/> '.:> 

"'1 _uw, u_w, + "'1 ~ _u .  s  _u „ ~ = O 
,.:;,.; ox; opi ,.::;,,,; ,.::;,,,; opk opi ox; · 
i=l •=l k=l 

Ha e két egyenletet egymásból levonjuk, a s össze-

gek két-két tagja: 
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otP„ otPs a1h , otP, atP,. op; 
---es---
op" op; ox; op; apk axk 

a 71-k közt fönnálló relácziók miatt mindig  és igy az 
erec4nény: 

A baloldalon álló összeg számára a Jacobi által beveze-
tett jelt (tP,., tPs)-t használva, e szerint annak, hogy a tP,. = 0 
és tPs = 0 pm·cziális dijfe1·encziálegyenletek egyidejiileg fönn-
állhassanak, szükséges föltétele: 

(tP,., <R$) = 0. 

2. -Ha most az igy nyert szükséges föltétel segítsé-
gével a 

tP1 = 01 .... ' tP ... = 0 
rendszer integrácziójának s  akarjuk vizsgálni, az 
eljárás  lesz : 

 világos, hogy az egyenletek száma, n nem 
léhet nagyobb a független változók számánál n-nél; mert 

különben a pi, p2, ••• p„ kiküszöbölésével relácziót nyernénk 
a független változók között, a mi lehetetlenség. (Ha e kikü-

szöbölés nem vezetne reláczióhoz az x-ek között, hanem identi-
táshoz, ez annyit jelentene, hogy egy vagy több egyenlet a töb-
binek algebrai következménye; de ezeket, melyek uj adatot 
nem adnak, s  kihagyjuk, azaz a fölvett  egyenleteket 

algebrai értelemben már egymástól függetleneknek veszszük.) 

Az adott egyenletek, ha a pi, p2 ••• p„ közül m-et kel-
 kiválasztunk, ezek szerint megoldhatók. A mutatók sor-

rendjét úgy választhatjuk, hogy ezek p11 p2 ••• p,,. legyenek. 
A tPi -ben ugyanis mindenesetre  egy p ; ez legyen 

Pi ; így tehát a lJJi = 0 egyenlet segitségével a többi egyen-
 kiküszöbölhetni pi·et; és igy a 

tP2 = 0' ... ' tP„, = 0 

uj alakokban ekkor z>i nem fordúl  de tP2 tartalmaz leg-
alább egy p-t, mert különben vagy reláczió az x-ek közt és 

ekkor ez mutatná, hogy a rendszer integrácziója lehetetlen, 
vagy pedig identitás, és ekkor az egyenlet az s  algebrai 
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következménye, tehát kihagyandó volna. Most ismét a második 

egyenlet segítségével kiküszöbölhetjük a  p2-t s u. t., 

úgy hogy az m egyenlet helyébe vele aequivalens rend. 

szert nyerünk, melyben a k-adik egyenlet csak pk, pk+11 ••• 
_p„-t tartalmazza. Az ily egyenletrendszernél pedig közvetet-

lenül világos, hogy Pi, p2 ••• p111 valóban  p111. +i, ... 
p„ által. Ebben a rendszerben még az i-edik egyenlet után 

 használjuk, hogy  p;+i, p;+2, ... p,,.-et ki-
küszöböljük és ez által végre az adott egyenleteket a követ-

 alakba viszsziik át: 
1P; (xi, ... , x„, 17;,pm+i,p„) = 0 

(i = 1, ... m) 
Az elmélet s s s  végett irjuk még az egyenle-

teket a bennük  egy-egy p; szerint megoldott 

alakban: 

Pi·- Fi (x1, ... , Xn, pm+1, · ·., p11) = 0 
P2 - F2 (Xi, ... ,x„, p111+1, ... , p„) = 0 (1.) 

.P111 - F,,. (x1, ... , x„, pm+1, ... , p„) = 0. 
Erre vonatkoztatjuk a. további tárgyalást, ámbár ez 

maga majd mutatja, hogy a. megoldás alakjának ismerete a 

rendszer megoldására nem szükséges, hacsak tekintetbe vesz-

szük, hogy a kiküszöbölés raczioná1is  mely az egyen-

letek megoldása nélkül  Ha most meg akarjuk vizs-

gálni, vajjon ez a rendszer lehetséges-e,  az 

összes 
(p„ - F,., Ps - Fs) 

kifejezéseket kell képeznünk. Az ennél követelt  át-

tekintése tüstént mutatja, hogy e kifejezésekben Pi, p2 ••• _p„, 
egyáltalában nem   

A s  eset az, hogy e kifejezések valóban 

mind identikus módon eltünnek; akkor a rendszert Jacobi-féle 

vagy úivolitto1·ikus ?'endszernek nevezzük. Hogy ennél az in-

tegráczió lehetséges, azt maga a számitás kifejtése mutatja 

majd és egyszersmind kimutatjuk, hogy minden lehetséges 

rendszer ilyenre  vissza. 
Ha (p„ ,_. p;., ps -F,) =-0 nem identitás, akkor vagy 

rrlácziót ác1 az x-ek közt és a rendszer lehetetlen, vagy pedig 
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a reláczió egy p-t is tartalmaz. Az utolsó esetben legyen ez, 

ha az  p-t p,,. +1-nek mondjuk: 

1/J:„+1 (x1, ... x„, Pm+1, ... p„) = 0. 

E szerint, hogy a rendszer integrácziója lehetséges le-
gyen, szükséges a 'l/_J:„ + 1 = 0 föltétel kielégítése. De ez azt 
mondja, hogy oly függvény, mely az adott m differencziál-
egyenletet kielégíti, szükségkép kielégíti a most nyert m + 1-dik 
differencziálegyenletet is. Ez pedig az  független 

alak. Hiszen kapcsolat Pm +1 ... p„ közt, mely az (1.)-es rend-
szer alapján még algebrailag egymástól független. Ekkor.tehát 

a  most nyert egyenletet a rendszerhez csatoljuk, és miután se-

gítségével a   a p1„+1-et kiküszöböltük, 
az új rendszeren a vizsgálatot ismételjük. 

Az új rendszer vagy Jacobi-féle rendszer, vagy lehetet-
len, vagy végre ismét egy új differencziálegyenletet ád, melyet 

ismét a rendszerhez csatolunk. 

Az eljárás ily ismétlése végre J acobi-féle rendszerhez 
vezet vagy kimutatja, hogy a rendszer lehetetlen. Mert ha az 
egyenletek száma n-re növekedett, akkor az F függvények 
csak az x-eket tartalmazzák és így az integrabilitás föltételei 

vagy identikusok, vagy a független változók közt fönnállandó 
relácziókat követelnek. 

E szerint az adott simultán pa1·cziális d{ff e1·encziál-

..egyenlet-rendszer integ1'áczi6ja - ha egyáltalában a probléma 

nem vezet lehetetlenséghez - mindenkor Jacobi-féle ?'endszei·ére 

 vissza. 

(Ha az egyenletek nem a p-k szerint megoldott alakban 
vannak adva, az egész különbség csak az, hogy a ( l/Ji, l/!j) = 0 
vizsgálatában tekintetbe kell venni, hogy a p-k közt fönnáll 
az eredeti egyenletek által jelzett kapcsolat; és igy az  

következtetéseket szórul szóra ismételhetjük, ha csak  a 

Pi p2 • , p ... -et az adott rendszer segítségével a (lfi;, lfii) = 0 
 kiküszöböltük.) 

3. - Áttérünk most már a Jacobi:féle rendsze1·ek inte-
gráczi6jára. Ugyanazon alapgondolat, melyet a föltétlenül in-
tegrálható rendszereknél (a II. fejezetben) használtunk, erre 
is eljárá t szolgáltat, mely sokkal természetesebh és egysze-
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rübb, mint a bonyolódottabb elméleten alapuló Lie-féle mód-
szer, és végeredményben majd ugyanazon szabályhoz vezet, 

mint az. 

Ha a Jacobi-féle rendszer: 

p .. - Fr (:i.:i, ... x„, P111+1, •• ]J„), (1) 

(1· = 1, 2, ... rn), 

 írjuk ki részletesebben a 

(p.· - F„,ps -F,) = 0 
identitások alakját. Ez, tekintetbe véve, hogy F ; és Fk nem 
tartalmazzák a pi, p2, ••• p„-et, a  

oF, _ oF„ + ~ (oF.. oF, _ oF, oF„) = o. (2) ox„ OXs ,.::::;,.; OX; op; OX; op; 
i==m+l -

Mindenesetre kell, hogy a meghatározandó z függvény 

kielégítse már az s  egyenletet: 

Pi - Fi= 0. 

Ha ez az egyenlet magában állana, akkor szabadon 
választbatnók még a z  azaz az x2, ••• X11 ama 

függvényét, melybe z átmenjen, ha p.a:\ = ~  Demo tatöbbi 
egyenletek megszorítják e  szabad választását. Ha 

ugyanis ezekben xi helyébe ~  teszünk, lesznek: 

~ = ~ = F2 (x?, X2 .. · x„, ~  • • • ~  

hol ismét az x2 ••• x„ szerinti differencziálás és az x1 = ~ 

helyettesítés sorrendje cs  és igy, ha ismét egy-
szerüen: 

akkor p?, jelenti a z0-nak x,. szerint vett differencziálh:inyadosát. 

Ha megfordítva a z0  a (3) alatti rendszer-
 vettük, az s  egyenlet  integrálja kielégíti az 

egész rendszert. Ezt  mutatjuk ki : 
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Képezzük  p •. - F„-nek X 1 szerinti diffe-
rencziálhányadosát.*) Lesz: 

o(p-:-F„) op„ oF,. oF,. op ... +-; 
-ax1- -= ox1 -ox2 - ap.„+1 Fx--;--

oF„ op„ 
op„ ox1' 

és a p-k jelentésénél fogva továbbá: 

oF„ o(p„-F„) op1 oF„ oF„ op1 
--o;;-= ox„ - ax-;--áp.„+1 Fx,,,+1 - op„ ox„ 

op1 

Most a p1 helyébe, miután a föltevés szerint z kielégíti 
az s  egyenletet, F1-et irhatni, és ekkor: 

op1 = 0F1 + 
ox,. ox,. 

0F1 op„,+1 + 0F1 op„ + .„ ' o p.„ + 1 ox,. op„ ox,. 
vagy pedig még : 

op1 = 0F1 + ~  ry...:.:__ + ... + 0F1 op„, 
ox„ ox„ op„:+1 OX111+1 op„ ox„ 

Ezen értékek fölhasználásával a kérdéses kifejezés: 

_ oF„ op"), 
op„ ox; 

*) .A. ~  jelt itt s értelemben kell használnunk, néha formális 
differencziácziót jelent a valóban kiirt x; szerint., rnig a másik értelem-

ben parcziális differencziálást jelent ugyan, a mennyiben más független 

változók is vannak, de más oldalról teljesnek is mondható, mert t.ekin· 

tet.be  hogy a p-k is x; függvényei. Ebben az utolsó értelemben az 

illem clifferencziálhányaclos fölé vonást teszünk : oj . 
lJx; 

M, T. AK. }:RT. A MAT11. TUD.  1SS1. vm. K. 1 0. sz. 5 
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vagy végre, mmtbogy: 

o(pr-F„) op.. oF,. oF„ op„,+1 
~ = OX; - OX; -8J> ... +1 a;-
még lesz: 

o(p„ ~  -0F1 oF,. ;=„ oF,. 0F1 
~  -o-;;:---ox„ - OX1 - .:::.,; op; OX; 
;=m+l 

~ o F1 oF,. :2b" o ~ 8(i:=ff.) + v--+ - . 
.:::.,; op; ox; op; o:r; 
i=m+l i=m+l 

de itt a jobb oldalon álló kifejezés, az utolsó tag kivételével, a 

(2)-ben ·foglalt integrnbilitási, föltétel (s= 1) alapján eltünik 

és igy: 

o(p •. -F;} ' ~ 0F1 o(p •. -F,.) 
---a-;

1
- ~~ .:::.,; 8

1
); ~  

i=m+l 

Ez ~  más, mint parcúális differencziálegyenlet a 

P•· -F„ számára. De oly érték, mely e differencziálegyenletet 
kielégíti és mely továbbá, mint azt a  tudjuk, 0 lesz, 

ha x1 , ~  csak egy. van. (.A  teljes meghatározása 
egy egyéni. integrált ád.) Más oldalról látni, hogy a 0 oly 

érték, mely mindkét föltételnek eleget tesz, és igy tehát 

valóban . 
p„-P,. = 0, 

hol a levezetés föltétele csak az, hogy z a J acobi-féle rendszer 
s  egyenletének oly integrálja, melynek  ~ ~ 

gíti a 3. alatt kiirt rendszert. 

--  látni, hogy az uj rendszer, (3) ismét Jacobi-

féle rendszer, melyben az egyenletek és a független változók 

száma egygyel kisebbedett. Mert az új rendszer integrabilitási 

föltételeit a  nyerjük, ha mindazokban, hol 1· vagy s 
nem = l, x, helyébe ~  teszünk; tehát az eredetiekkel 

együtt az új föltételek. is teljesülnek. 

Ezen az alapon most már a probléma megoldásáról álta• 

lános képet alkothatunk magunknak. A z0 = (z )x,=„: számára 
Jacobi-féle rendszerünk van; de akkor ismét az s  egyenlet 

integrácziójára vezetjük vissza a föladatot ha a z0  

két,  xii = ~  egy uj s  határozzuk meg, mely-
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ben az egyenletek száma rn -2, a független változók szám a 

n-2. - ~  végre lejutunk egy utolsó egyes c ~ 

egyenlethez. 
p111-F111 = 0 

melyben x1 ••• X111-i helyén még a   

Ennek megoldását ugy választhatjuk, hogy 

az x,,, +i, ... x,, egy s s függvénye legyen. Ez tehát azou 
-megállapítás alakja, melynek segítségével a J acobi-féle rend: 

szer integráljainak sokaságából egy és ·csak ·egy meglíátái•o: 
wtt egyént nyerünk. 

3. - Az  eljárás azonban még lényegesen egy-

zerüsí  Ismét van egy -eset,_ melyben az egyszerüsítés 

tüstént az egyenletek alakjából leolvasható. Hat. i. a 

Pi = 11'1, 1J2 = F'2, ... , p"' = F"' 
rendszerben az F2, ••• F,,. függvények oly tulajdonságúak, 

hogy az x1 = ~ h_elyettesítésnél eltünnek. .Akkoi; az ~ ~  

egyenlet integrácziójánál  kezd9_é_rtékek_a _ ~ .. 

~ = O, . , .. ~  = 0 

rend   hol ~ = ~ ~  

De e rendszernek integráljai tüstént s  Ezt 

kielégHi minden s s függvénye az-.e"' +1, ... ~  válto-
zóknak, és igy az egész J acobi-féle rendszer ~  !}ye-

rem, ha az s  egyenletet úgy integrálom, hogy 

(z) ... ~ = Tetsz. függv. (xm + 1, ••• , Xn) 

Ha tehát az  szerint az s  egyenletnek a meg-

 Hamilton-féle s   teljes integrálját 

képezem, ez az egész 1·endszernek is megfelel, mert ebben az 

s  egyenletben mint változó csak Xi, x,,. +1, ... x„ szere-
pel, míg x2 ••• x"' csak mint parameter  . .Ama teljes 

integrál  pedig az X11, + 1 , ••• x„ s s lineáris 
függvénye, tehát a föltételnek megfelel. Azonban egy megszo-

ritás mégis  Ha t. i. az s  egyenlet egymagában volna 

integrálandó, akkor a lineáris függvénybe  s s 

állandókat az x2 ••• x,,,   s s ~ 

véiiyeknek lehetne tekinteni; míg most a  s'zámára 
- - - - --5* 
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nyert föltétel azt kivánja, hogy e s s állandók az 

x2, •••  is függetlenek, tehát tiszta  legyenek. 

Ebben a specziális esetben tehát az s  n-m+ 1 füg-
getlen változót tartalmazó differencziálegyenletnek a Jacobi-

Hamilton-féle módszer által nyert teljes integrálja egyszer-

smind az egész m  álló rendszer megoldását adja. 

. De igen egyszerü transformáczió által minden Jacobi-

féle rendszer az ily alakra hozható. Legyen ez ugyanis, kiirva 

ismét a p-ket differencziálhányadosoknak: 

oz 
-=F1, 
OX1 

oz 
- =F2, 
OX2 

oz 
;:;-·-= F,,,,, 
VXtn 

akkor vezessünk be az x2 , x3 , ••• x„, helyébe új változókat a 

 képletek segítségével: *) 
X2 = xg + (x1 - Xo) Y2, 
Xa = ~ + (x1 - Xo) Ys, 

x,,,, = ~  + (x1 - x0) y„,. 
Ha most föltételezzük, hogy a z függvény e transfor-

máczió által u-ba megy át, akkor 

ou oz oz OX2 oz OX3 oz ox„ 
-=-+--+--+ --
OX1 OX1 OX2 OX1 OX3 OX1 ••• OX11 OX1 • 

i)u, oz OX2 

oy2 = ox2 oy2 ' 

OU, O.!! OX3 

0.1fa = OX3 oya' 

OU Oz OXm 

oy„. = o<r:„, oym' 

*) Az x:, ... x:„ e képletekben szabadon választható számértékek, 
melyet úgy lehet értelmezni, hogy az :r.1 ••• xm változók amaz értékcso-

portját képviselik, melyre nézve tt keresett függvény  még 

s s  lehet megállapítani. 
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H h .. k oz , t'l . , OX; OX; , t ' k 't a elyettesitJü a ~ er e mit es a -;-----, ,,----er e ei az 
UXi UX1 U.'Ji 

átalakitási  veszszük, végre az u-k számára a kö-
 differencziálegyenletrendszert nyerjük, hol természe-

tesen az F·ekbe is bevezettük az új változókat. 

?:!:___ = ~ + Y2F2 + yaFa + ... + y„,F,,. , 
OX1 

oit 
~ = (x1 ~  F2, 
U.'J9 

ou ( o) F 
~ = X1 - X1 3, 
uya 

~  = (x1 - ~  Fin, 
uy,„ 

oly rendszer, mely valóban az  tárgyalt specziális alakot 
mutatja. Ha tehát az u-nak az s   a Jacobi-

Hamilton-féle módszer segítségével  teljes integrá1ját 
veszem, az egész rendszer megoldását nyerem, és természete-
sen, ha az x2 ••• x,,.-et ismét bevezetjük az y2 ••• Ym helyébe, 
zt megint átmegy z-be és ez az eredetileg adott rendszer 

megoldása. 

A nyert megoldás ismét a rendszer teljes integrálja, a 
 minden más, a  által jellemzett integrál 

közvetetlenül  operácziók által  

4. - A Jacobi-féle rendszerek elmélete nemcsak mint 
önálló probléma kifejtése fontos; nagy értéket ad neki továbbá 

az a körülmény, hogy az eddig egy parcziális differencziál-
egyenlet integrácziójára adott módszerek a föladatot ily rend-

szer tárgyalására vezetik vissza. Az e dolgozatban kifejtett 
elvek adják ugyanis az s  módszert, melynél, miután a par-
cziális differencziálegyenletnek  Hamilton-féle rend-
szert képeztünk, a parcziális differencziálegyenlet integrácziója 

a Hamilton-féle rendszer teljes megoldása által történik, és 
minden lehetséges egyszeriísítést e rendszer integrácziójánál 
eszközlünk. Ezzel ellentétben az összes eddigi módszerek Jacobi 

nyomán a Hamilton-féle rendszernek csak egy s  integrálját 
keresik és azután elhagyva enuek integráczióját, mely végül 
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megforditva a parcziális differencziálegyenletnek következménye 
lesz, visszatérnek a parcziális clifferencziálegyenlethez, keresve 
az egyszerüsitést, melyet amaz s  integrál ismerete ennek 
integráczióján eszközöl. Az egyszer(ísitést a  Jacobi-

féle tétel adja: 
Haa 

p1 + H (x1, x2, ·• • x„, p2, ••• p„) = 0 
elsöi·endíí parcziális dijfei·encziálegyenletnek  Hcimil-

ton-féle i·endszei· egy s  integrálja: 

<P (x1, X2, •. x„, p2, ... p„) - a = 0 
akkor ez iitóbbi egyenlet, ha a p-ket mint dtlferencziálhányci-

dosokat éi-telrnezzük, az ei·ecleti dijfe1·encziálegyenlettel egyiilt 

Jacobi:féle rendszei·t képez. 

A tétel bebizonyítása igen s  Ha t. i. </J - ci = lJ 

a Hamilton-féle rendszernek s  integrálja, akkor (1. a 25. lapot) 
fönnáll a  ideutitás : 

o<P + '=" (o<P oH _ orJ> oH) = 0 ox1 :2 oxi op; opi oxi 
•=2 

Más oldalról, hogy a két egyenlet J acobi-féle rendszert 

adjon, kell, hogy legyen: 

(4'i - a1, Pi + H) = 0 
cle ha a 61. lapon adott értelmezés szerint e kifejezést részle-
tesen kiirjuk, pontosan az  fölirt alakot nyerjük, a két 

föltétel tehát ugyanazt mondja. 

Ez által tehát az eredetileg adott parcziális differencziál-

egyenlethez egy s ~  csatoltunk, melynek vele közös 

megoldása van. 

A Lie-féle módszernél most egyenesen fölcseréljük az 

adott problémát a Jacobi-féle rendszer integrácziójával. De ez 

az  fejtegetések szerint ismét ss  egy egyet-
len parcziális diff erencziálegyenlet tárgyalására, mely már 
csak n-1 független változót tartalmaz. (A megoldásban sze-

 s s elem korlátozva látszik a változók számának 

fogyásával, de ezt kárpótolja ama körülmény, hogy a </J = ci 

alakból az a s s állandó a differencziálegyenletbe jut. Ha 
most ezen az új differencziálegyenleten a tárgyalást ujból ~ 
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jük, egy n-2 független változót tartalmazó differencziálegyen-

letre jutunk és ugy tovább. Látni, hogy a szükséges alapope-
rácziók itt is, épen úgy, mint a mi módszerünknél a Hamilton-
féle rendszerek teljes integrácziójára egy-egy 

2(n-1), 2(n-2), .... 1 4, 2 

 álló Hamilton-féle rendszer egy s  integráljának 
meghatározását követelik.  szorosabb vizsgálatnál láthatni, 

hogy ha a parcziális differencziálegyenlet és a Hamilton-féle 
rendszer egymásnak megfelel, a  rendszerek sorozata 
is ugyanaz. 

A többi módszereknél, miután a két  álló 

Jacobi-féle rendszert nyertük, ehhez még egy harmadik egyen-
letet keresünk, úgy hogy mind a három egyenlet megint ily 

rendszert alkosson; a háromhoz megint egy negyediket s u. t., 
míg végre n egyenletünk van. Akkor már a problémát quad-

ratura által végkép megoldjuk; mert az összes p-k szerint 
megoldva a differencziálegyenletet, ezeket mint az x függvé-

nyeit nyerjük és s  integráczió megadja a keresett függ-

vényt. Ezen új egyenletek hozzátoldása ismét J acobi-féle rend-
szerek megoldását kívánja, de a melyekben a  differen-
cziálegyenletek lineárisak. A probléma ezen átalakítása még 
J acobitól való. A Jacobi, Weiler és Mayer-féle módszerek csak 
a simultán rendszerek megoldásában különböznek. A Mayer-
féle ezek közt a legtovább  s s s  adja, mely ismét 
teljesen  avval, melyet az  összehasonlított két 

eljárás eszközöl. 
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