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(Eldadta az osztilyilésen 1891 méarezius 16.)

BEVEZETES.

1. §. A probléma eredete. Altaldnos fogalmazdsa.

Korulbelill mdasfél évvel ezelétt néhai Dr. Regéezy Nagy
Imre allatorvosintézeti tandr az izom osszehtizéddsa czéljabdl
néhai Dr. Jendrdssik Jend az élettannak tud. egyetemi ny. r.
tandra és sajat maga részérol felallitott hypothesist kozolt velem
(L. alabb) és ebbél kifolyolag oly kérdést intézett hozzim, mely
médgnesek rendszerének valamint electromos dramok dtfolyta
vezett tekercsek rendszerének egytittes lengéseire és e lengések
dltal netdn modositott translatorius (az egyes mégneseket vagy
tekercseket Oonmagukhoz parhuzamosan eltolni torekvd) erdire
vonatkozott.

a ) Ugyanis, ha az egyenl6, mozoghato tekercsek oly rendszerét
veszszuk fel, melyek kozéppontjai egy egyenesben fekszenek, geo-
metriai tengelyeik pedig egyenstlyi helyzetikben ezen egyenesre
merdlegesek, akkor a tekercsek mindaddig maradhatnak egyen-
sulyban, mig rajtuk stationdrus dramok dthaladnak; de mihelyt
ezek egyike is, barmily okndl fogva egyensulyi helyzetéb6l kimoz-

M. T. AE. RRT. A MATHEM. TUD. KOREBOL 1891. x1v. K. b. 62, 1
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dil, az egyenstily megsziinik, a tobbi tekercsek is mozgédsba jonnek
s ha felfiiggesztésiik megengedi, kolesonds hatisuk befolydsa alatt
lengéseket 1étesitenek és az indukdlt aramok rendszerét gerjesztik.

b ) Hasonloan dll a dolog, ha e tekercseket oly allandé médgne-
sekkel helyettezziik, melyek mégnesi nyomatékainak irdnyai az « )
alatti tekercsek tengelyeivel megegyeznek, s melyek stabilis egyen-
salyi helyzete felfiiggesztésik modja szerint a kozéppontjaikat
egybekapesolo egyenesre meroleges. Ittis egyetlen egy mégnesnek
egyensulyi helyzetéb6l tortént kimozduldsa a tobbieket is fogja
mozgfisha hozni s az egész rendszer, ha felfliggesztésének modja
megengedi, lengésbe jo.

¢) A tekercsekben halado stationdrius dramok, illetve a per-
manens mégnesek, rendszerik emlitett egyensulyi helyzetében
egymdsra tobbek kozott a kozéppontjaikat egybekapesold egye-
nes mentén trauslatérius eréket fejtenek ki, melyek (miutdn e
helyzetben a rendszert alkoto egyes elemek [mdgnesek vagy
tekercsek] geometriai tengelyei egyméshoz parhuzamosak s a
kozéppontjaikat egybekapcsolé egyenesre merdlegesek) laszitol:,
azaz ezen erbk torekvése az elemek kozéppontjait egymdstol el-
tavolitani.

d ) Ezeket elore bocsitva, illetve felvéve, a fent nevezett
physiologiai buvérok kérdése a kovetkezd volt :

Megviltoznak-e a c. alatt emlitett trauslatorius erék, ha a
rendszer elemei lengéshen vannak ezen lengés kovetkeztében ? s
ha véltoznak, vonzi-e az er6k ezen viltozdsa ? Ha a kérdés mind-
két részére igenld volna a vélasz, akkor a nevezett élettani kuta-
t0k nézete szerint az izmok oszszehuzidisa ily alapon volna ma-
gyardzhaté vagy legaldbb értelmezhetd.

e. Még dltaldnosabb ily rendszer is vehet6 fel, ugyanis olyan,
melynek elemei sorokban és oszlopokban vannak elhelyezve ; igy
példdal egy nm szému elembél 416 rendszer, melynek az «a. vagy
b. pont szerint szerkesztett egyes oszlopait 7 szémi elem, ellenben
ezen oszlopokra mertleges egyes sorait (melyek elemeinek geo-
metriai tengelyei a kozéppontjaikat egybekapesold egyenesen fek-
szenek) m szamu elem alkotja.

E sorok egyébként még korcket is alkothatnak, tgy, hogy
az elemek egy hengerfeliileten lehetnek eloszolva, kozéppontjaik
pedig a hengernek tengelyekorili symmetrikus generatrix vonalai
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mentén és egymdstol egyenlé tdvolsdgban 1évé parhuzamos korok
mentén (e vonalak és korok metszépontjaiban) fekszenek,
felfuggesztésik vagy alitdimasztdsuk pedig olyan legyen, hogy
stabilis egyenstlyi helyzetben minden elem geometriai tengelye
merbleges a henger tengelyére és érinti a parhuzamos kort, me-
lyen kozéppontja fekszik.

Itt a kérdés analog, mint a d. alatti egyszertibb esetben,
ugyanis, vajjon a rendszer egyes elemei dltal egymdsra a henger
tengelye mentén kifejtett translatorius erd a rendszer elemeinek
lengései folytin mds értékii-e, mint dllando egyensily alkalma-
val és hogy e viltozds vonzé-e ?

2. §. A jelen értekezésben felkarolt feladal. Az ezt jellemzd
korldtozo feltevésel. Az elért eredményelk.

1. Jelen dolgozatban e kérdéssel mint kizarélagosan physikai
probleméval foglalkozom és itt egyelére ennek csak egyszerti b.
és (. alatt részletezett, de bizonyos médositdsokkal megviltozta-
tott esetét karolom fol.

a. Felveszem ugyanis, hogy a permanens mégnesek méretei
kozéppontjaiknak egymdstol valé tdvolsagaihoz képest kiesinyek,
azaz, hogy 6ket elemi mégneseknek (vagy mdgneselemeknek)
lehet tekinteni.

E felvétél azért szukséges, mivel véges méretli permanens
mégnesek egymdsra hatasdt csak akkor hatdrozhatjuk meg, ha
a mégnesség eloszldsiat e testekben ismerntk ; de ezt nem ismer-
Juk és igy erre nézve hypothesishez kellene folyamodnunk. Ellen-
ben elemi magneseknek t6luk véges tavolsdgban 1évé mdgnessé-
gekre valo hatdsa teljesen fiiggetlen a mégnességnek az egyes
elemi médgnesekben valé eloszldsatol, és csak ezeknek mégnesi
nyomatékaitol és ezek irdnyaitdl fligg.

b. Felveszem tovdbbd, hogy az elemi mdgnesek, melyek ko-
zéppontjai egy egyenesben fekszenek, ha ketténél tobb elem van
jelen, olyformén legyenek felfiggesztve, hogy dllandé egyensulyi
helyzetiitkben pdrhnzamosak legyenek és igy ekkor valamennyien
a kozéppontjaikat egybekapesolé egyenessel egy és ugyanazt a
0, szoget képezzenek,

E felvételt egyszertiség kedveért és azon okndl fogva is ho-
zom be, mivel akkor a rendszernek mind az az elrendezése, mely-
nél stabilis egyensuly alkalmdval az elemek tengelyei a kozép-
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pontokat egybekapesolé egyenesre merblegesek (¢ = 3 x), mind
pedig az az elrendezés, melynél dllandé egyensuly alkalmdval e
tengelyek a nevezett egyenesbe esnek (4, = 0) ezen dltalanosabb
elrendezésnek csak specdlis esetel.

¢. Felveszem tovdabbd, hogy az elemi mégnesek lengéseinek
amplitidoi igen kicsinyek. Ezt a suppositiot azon analytikai
complicatiok elkeriilese czéljdbol teszszilk, melyekkel a véges
nagysdgh amplitudokkal torténé ily lengések mathematikai tdr-
gyaldsa jar.

d. Felveszem végre, hogy az egyes elemek lengl mozgisi-
nak periodusai igen kicsinyek a kozonséges id6egységekhez ké-
pest és hogy e szerint az egyes lengések igen sok periodusa mu-
lik el a kozben, a mi alatt kozéppontjaik tdvolsiga (a translatorius
erék viltozdsa folytdn) észrevehett vdltozdst szenved.

Ezt a feltevést a kovetkezd koriilmény koveteli : Ha a trans-
latorius er6 a lengések folytdn védltoznék (a mi dltalinossdgban
tényleg bekovetkezik), akkor ez minden pillanatban a rendszer
elemei mindenkori helyzetének fiiggvénye, azaz az idében valtozo
menynyiség és igy az erd e viltozo részének eldjele is vdltozhatik
az id6vel. Ha most e lengések periodusai oly nagyok volndnalk,
hogy egy ily periodus tartama alatt az elemek kozéppontjainak
helyzete észrevehetéleg viltoznék, akkor a kozéppontok helyzeté-
nek ezen viltozhatdsita lengések egyenleteinek felallitdsdandl ok-
vetetleniil tekintetbe kellene venni. De ez dltal a mathematikai
térgyaldst anynyira complicaljuk, hogy a felmerilé analytikai
nehézségek a vizsgdlatot majdnem lehetetlenné teszik. Ellenben,
ha a lengések periodusai igen kicsinyek, akkor véges (de nagy)
szdmi ily periodus lefolydsa kézben az elemek kozéppontjainak
helyeit viltozatlanoknak lehet tekinteni és a lengések egyenleteit
ezen az alapon feldllitani.

9. Miutén a physikusra nézve a specidlis, az egyszertibb
esetek részletes megvizsgdlisa rendszerint mdr csak azon okndl
fogva nagyon érdekes, mivel szdmos viszony és kapesolat sokszor
atlitszobban és jellemz6bben domborodik ki, mint az dltaldnos
eset vizsgdlatdndl és mivel az el6bbiek a legtébb esetben az
utébbinak igen jo elbiskoldjat képezik : azért jelen dolgozatom-
ban a két és a hdrom elemi mdgnesb6l 4ll6 rendszer lengéseinek
és translatorius erbinek részletes td1gyaldsa megelézi a tetszole-
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ges szdmu elembél 4116 rendszer ide tartozd viszonyainak dltald-
nos targyaldsdt.

Az értekezésben nyert eredmények kozul e helyen felemlit-
hetjiik azokat, melyek az 1. §. d. pontjdban felvetett kérdésre
megadjik a feleletet.

a. Kittinik ugyanis, hogy a 2. §. 1. a, b, ¢, d, pontjaiban
meghatdrozott barhany, » szdmu elemb6] 4116 rendszerre nézve
az egyes elemek lengései n szmu egyszerti harmonikus (inga-
szerfi) lengések Oszszegeibél dllanak, hogy a rendszer kozéppont-
jatol egyenld tdavolsigban levé (e kozépponthoz symmetrikusan
fekv6) elemek lengései nem egyenlék ugyan, hanem symmetrikus
szerkezetliek ; hogy az n? szdmu lengési amplitadok kozul esak
n fuggetlen egymadstél; végre, hogy a rendszer minden oly két
elemére nézve, mely a rendszer kozéppontjatol egyenlé tdvolsig-
ban van, az ezen lengd elemekre a kézéppontjaikat egybekapesold
egyenes mentén miikods translatorius er6k kozépértékei értékre
nézve egyenl6k, de eldjelre nézve ellentettek.

b. Ennek értelmében a lengések » szdmu fiiggetlen ampli-
tadéit mindenkor tgy védlaszthatjuk, hogy azok azon ; szdmu
(pératlan n-eknél " L it} Teltialokot Kislégitodk, melyok

fennédllanak, mikor a nevezett franslatorius eréknek a lengésektol
fuggt részei a rendszer kozéppontja felé tarték, azaz vonzdk ; ha
e szerint az dllandd egyensily alkalmdval fellép6 translatorius
erbk compensdlva vannak, akkor ezen esetben a lengések az
egész rendszer Osszehuzoddsdt fogjak 1étesiteni.

c. De megjegyzend6, hogy e [uggetlen amplitadékat mds-

Pl R AT { n Y
ként, még pedig Ggy is valaszthatjuk, hogy ezek azon - szdmu

2
o ;1 szdmi) feltételeket kielégitsék, melyek

fenndllanak, mikor a nevezett translatoérius er6knek a lengések-
t6l fuggb részei a rendszer kozéppontjatél el vannak fordulva,
azaz taszitdl ; ha itt is a stabilis egyensulyi helyzetben miikods
translatorius erék compensdlvik, akkor ezen esetben a lengések
az egész rendszer kitdguldsit fogjdk eredményezni.

(pératlan n-eknél
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I. Két elemi magnesh6l allo rendszer lengései és translatorius er6i.

3. §. Jelolések. Az erdfiigguény, a forgaté nyomatékok és az
r menti translatorius erdk dltaldnos kifejezései.

Legyen a kovetkez6kben :
1, az elsd
1y & mésodik
s, az elsb médgnesi nyomatéknak positiv irdnya mentén szd-
Sy & mésodik} mitott hoszszak.
r a két magnes kozéppontjainak egymdstdl vald tavolsdga.
iy az my
Iy az My, |
¢ a ¥, és a 1, szogek sikjai dltal bezdrt szog.
U a két médgnesbél 4116 rendszer (mdgnesi erdinek) erbfiiggvénye.
R az egyik dltal a misikra kifejtett er6nek r menti osszetevije.
| a mdsodik mégnes az elsbre |
| az els6 mégnes a masodikra |’
sikjdban fejt ki.

} elemi mdgnes mégnesi nyomatéka.
positiv irdnya és az » positiv irdnya dltal bezdrt szog.

i,‘ } a forgaté nyomaték, melyet
B, ;
kozéppontja koriil a { il }
Vg
K, az els6 |
K, a mésodik |
K, 6, az €ls6 | mégnes felfiiggeszté szerkezete (sodronyai)
K, 6, a mdsodik | csavaroddsdnak egyutthatdja.

midgnes tehetetlenségi nyomatéka.

¥, + e azels6 | mégnes felfiggesstt szerkezetének torsio-
¥y + e, & mdsodik | szogei; ¢, és ¢, az id6t6] fuggetlenek.
Usp 6 irnek o otike/ Bllands epybakuly alkalinkvel.
Jao & Fo-nek |
a; az els6 | mégnes szogkitérése a stabilis egyensalyi helyze-
a, & mésodik | t6b6l; e szerint
!9[:3}10—1_&1]. A 5 3 -8
P i a,; és a, kiesiny szogek.
"1’ roviditések.

i g

L‘i £ '?‘8 Kg

E jelolésekkel :
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a%e 1 M1, . :
U= —mmy—— 35,05, ( ) =+ ;a = (2 cos 1}, cos ¢,—sin ¥, sin ¥, co8 ¢) (1)
S al o A d*3,
Sy a9, — K6, (% + &) = K, e @
S Al i Z
Fy = ady K36, (99 + &) = Ky —
alU :
H S (_'jrl_ - - . - . . - - . . . . - - . . (d)

/ A

1. Abra. 2. abra,

4. 8. A két mdgnes eqy sikban fekszik. A mozgds és az
eqyensily egyenletei, ha a két mdgnes kiillinbiozo és ha egyenld.

Ha a két médgnes egy sikban fekszik, akkor ¢=0.

Ezen esetben a megel6z6 §. (1) és (2) egyenletei :

U=+ "% | Joos (%, +3) +heos =9 | . . . @
B %3— | §6in (3, + 9) + dsin (3, — 5) } =
— K6, (8 + e) = K, ddfz :
Fy=— "% Lgsin (9, + 8) — bsin (9, — ) | — 7
— K,8,(9, + &) = K, d;f;’

A tovdbbiakra nézve a (&, + ¢,) és (¢, — i},) szogek sinu-
sait fejtjik ki az (a, + a,) és (@; — a,) kicsiny menynyiségek no-
vekv6 hatvdinyai szerint:
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€08 (I, & ¥5) =08 (319 Jog+ @y & 2) =08 (193 Pg9) [1—3 (2L a9)2+...] —
—sin (930 & Ag)(@y £ a9) — 55 (04 + a9)® +...]

8in (8, 1 9y) =sin (9,9t Fop+a, 4 ag) =8in (9t S [1— % (o £ @)+ .. 1+
+ 008 (310 + O) ({0 £ @) — 5 (@ £ @) ...]

(6)

hol minden egyenletben egyszerre csak valamenynyi felsé vagy
egyszerre valamennyi alsé el6jel veendd.
Rovidség kedvéért legyen.

co8 (B, + og) = €;;  8iD (P45 + Tog) = 8y |

08 (D — Fg) =G; Bin(Fy— ) =8 ° ()

Az (5) egyenletek az elemek kozéppontjaik korili lengései-
nek egyenletei; kicsiny lengésekre nézve a (6) kifejtések csak az
elsé rendfi tagokig bezdrolag alkalmazandok; e szerint az (5)-bél
a 3. §. L, és L, roviditései tekintetbe vételével :

d®a;

| S Ly (35,4450} — 01310+ 2)— Ly, +36) + 61 lay— Ly(Ge, — 36)a,

d?a { b
S fﬂg = — Ly\§5,—150) — Oy Vag+ 20— LoGey —§eday — [ Lo(3e, +-46)+bslas

(8)

a. B két egyenlet azonban tetemesen egyszerlisbodik azon
koriilmény tekintetbe vétele folytdn, hogy u; =0, ay = 0 érté-
keknek a stabilis egyensulyi helyzet felel meg, melyre nézve az
egyes szoggyorsuldsoknak zérusoknak kell lenniok.

E szerint :

Ll (381 +38)+ 8, +e)=0] 9)
L35, — 489 + 6x(0gg +€) =01/ ° -
a stabilis egyensuly feltételi egyenletei.

frva rovidség kedvéért az dllandokat :

-_Ll Gey+3e)+6,=ay |, LG ey —3c) =0y .(‘1‘0}
LyGe,+4c)+6=ayl’ LyGe,— e e

a mozgds (8) egyenletei irhatok :
af + gy + agoy = 0}

a3 + ag1ay + ag ey =0 )
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melyek az dlland6 egyutthatoja linedr mdsodrendfi differentidl-
egyenletek simultdn rendszerét képezik.

b. Legyen egyszertiség kedvéért a két mdgnes felfiiggesatési
vagy aldtdmasztdsi modja minden tekintetben egyenlé ; akkor :

Ki=K,=K; 6,=6,=6; Ly=L,=L; m;=my=m (12)
Ekkor a (9—(11) egyenletek :
VL3, +89) + 6+ ) =0

LL(3s,—8)+ 0P+ 29)=0 | =
ay =3 LBe;+ ¢ + 6 = ag| (14
e =% L3¢, — ¢) =0

(:T—i—(!u ay + gz =0 | (15)

@ + gy + ayya9 =0 I
5. §. A lengésel: explicit kifejezései.
a. A (15) rendszer egyenleteit Oszszegezve, illetve egymds-
bl levonva, nyerjik:
(ay + a9 + (g + Ay + ag) =0
(ay — ag)” + (tyy — A2, — a)) =0’
azaz, a% a +ay €s az a,—a, az egyszerli harmonikus mozgds
egyenletének felelnek meg.
Jeleljék a (14) szerint :

ay+ ap=3Ley + 0= ).?

16)

bl e e
ay — arg= Les + 6 =l 7,
akkor a (16) teljes megoldasai :

ay + ay = 24, cos (Lt + 6,) | (18)

) — ag = 24,5 008 (Mat 4 69 | °

hol A,,, 9, és A, J, az integrdtiok dllandoi.

A X és i posiliv értékeket jelenthetnek esak, ha o, «, a
magneseknek a sfabilis egyensulyi helyzeth6l vald szdg-elongé-
tioit jelentik ; ezenkivil a # positiv 1évén, értékét mindig gy
valaszthatjuk, hogy a 12-ek e feltételt kielégitsék. (V. 6. a (17)-etl.
Negativ értékti 15 és 73 azt jelzené, hogy a (16) megolddsai redlis
exponensekkel bird kifejezések és igy «, és g, az id6ben mindig
novekednének, azaz, hogy az egyenstly labilis volna, a mi felte-
véstinkkel ellenkezik.
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A (18) szerint:

= A, cos (At + dy) + Ajq o8 (Af + d3) | (182)
.r;a_:l“ cos (At + d;) — Ay cos (At - d) | '
Az egyes harmonikus mozgdsok periodusai:
T 97 7 27 19
P r N e )—2 . . . . . ( )

6. §. A translatorius erd kozépértéke. Specidlis esetek.

a. Az r menti translatorius eré (mely mindkét mdgnesre
nézve egyenlt, de ellentett eldjelti) a (3)-bol :

alU 3m? .

HZT’}% o e f 3 cos (¥, + ) + § cos (9, — b;), e (20)

Kifejtve a { | jelekben lev kifejezést a (6) séma alapjdn az
az (a; + ay) 6s az (o, — ay) hatvdnyai szerint és élve a (7) rovi-
ditésekkel, a rendezés utdn :

3m? o

R=— e l{i"l +46)— 35y(ay+ag)— 35 (@ —ag)

—3¢y(ay a9 —1Colay—ag)+ .. - - o }

mely kifejezés az R-nek az a,, a, elongitioktol valo fuggesét
explicite tiinteti el6. Ha R negativ, akkor a kizéppontok vonzd-
sdl, ha posiliv, taszitdsdt jelenti.

b. A 2. §. d. pontjanak megfontoldsai értelmében ezen erd
idobeli kozépértékét kivanjuk ismerni.

Egy periodusra vonatkozdlag a (18) kifejezések vagy négy-
zeteik kozépértéke sematikusan :

'2‘". o
SNy B 5 On—ul) T
Tf [GOS t-rr))] e 9.4 ..9n 2

TJ; o (wT -+ r})rnﬂdt:o

E szerint a (21)-nek R-el jelelendd, akdrhdny periodusra
vonatkozo kozépértéke a (18) és (22) szerint :

l . (22
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2
R=— %’f— (e, +5c)— 3¢ A= Le, A1g, (23)
hol a negyed- és magasabbrendii tagok elhanyagolvdk; az A,
és A, lelszdleges az egységhez képest kicsiny dllandok.

Miutén cos (7) szerint ¢,=cos (,,+y), Ca=c0s (},5—5),
tovdabba a o, és J,, értéke pedig 0 és Ix kozott van: ¢, negativ
is lehet, mig ¢, mindig positiv.

Ezért a (23)-nak az A, és A,, amplitadoktol figgd része
ugy értékre, mint el6jelre nézve nagyon kilonbozo lehet.

Ha nines lengés, akkor:

B,=— 55” el e ) W

a stabilis egyenstlyban érvényes translatorius erd.
Az esetben, mikor A, = A, =4, a (23)-bdl :

Bl (e A% A N e

c. A tovdbbiakra nézve specidlis egyensulyi helyzetekbél
induljunk ki.

1. Legyen #,, = ¥y = #fy, mit a (13) értelmében az ¢, ¢, és
a @ alkalmas védlasztdsa dltal érheti el ; ekkor a (23)-bol :

R= 99, + & — 2 Asicos 28, — § A% (23a)

2. Legyen &= t,,=0, azaz a két mdgnes egyensuly
alkalmdval a kozéppontjaikat egybekapesol egyenesen van és
mégnesi nyomatékuk e vonalba esik. (Ekkor a @ a (17) és (13)
szerint zérusnak is vélaszthato, azaz ez vertikdlis tithegyeken
foroghaté ket magnestii stabilis egyenstlyi helyzete, ha pl. a.
fold mégnességének hatdsa compensdlva van.)

Ezen esetben (23)-bdl :

~}*mJr

R=— 2— § A% — $A%) =R, {1 — § A} —} A%}, (23b)
hol R a (24) értéke &y=1,,=0 esetben.

E szerint a translatorius erének a lengés amplitudéitol
fiiggd része itt mindig laszitd.
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3. Ha ¢, = ¢y = 4= (és ez az 1.§. b. pontjdban emlitett
helyzet) akkor # nem lehet zérus, mig az eré :

= AL - AR = Rl - 3Ah ), . @0

hol R, a (24) ertéke a },,—=,,=17 esetben.

Ezen 3. esetben az R, erb faszifd ; ha azt akarjuk, hogy a
lengések folytdn fellépl része a translatérius erbnek wvonzds
legyen, akkor az amplituddk a kovetkez6 feltételnek tartoznak
eleget tenni :

SHN A vagy A, ]/_3> A, U aneiod)

E feltételnek az eddig egészen tetszélegesnek hagyott A,
s A, amplitudok alkalmas vilasztdsa dltal mindenkor megfelel-
hetiink ; a legegyszertibb feltevés: A, = A,, szintén kielégiti e
feltételt.

E szerint a bevezetés 1. §. d. pontjdban felvetett kérdésre
azt felelhetjiik, hogy kéf elemi mégnes esetében a lengés okozta
vonzis tényleg felléphet s ha azamplitudok a (24) feltétel szerint
vilasztvik, mindig fel is fog 1épni.

II. Harom egyenlé elemi magnesh6l all rendszer lengései és
translatorius erdi.

7. §. Jellésel: ; egyszeriisitd fellélelek. Az erdfigquény, a
forgato nyomatékok és az r menti translalérius erdk.

A 3. §-ban megdllapitott jelolések itt is alkalmazandok, a
felmeriild megfelelé menynyiségek szdma itt egygyel nagyobb,
mint ott, a hozzdjarulokat a, indexxel jeloljik ; ezenkivill meg-
jegyzendd, hogy az erdfiggvény hdrom részbsl 4l s hogy itt a
mégnesek kozéppontjainak tavolsdgai 1y, 7y, 750, melyek irdnyai
dltalaban kilonbozok, és hogy végre mindegyik médgnesre dlta-
lanossdgban véve kiilonboz6 nagysdgn és irdnya r menti transla-
torius erék miikodhetnek.

B szerint itt

123 313 3 cos(dy+g)+4 cos (Fy—ty) -ﬂb—q—' 13 cos(d,+0,) +
Ta ?'-;1 @5

+4cos (d— )] Inl? 213 cos(d,+ ) +4 cos (8, —,)|
'?“12
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all (e
Fl e 6!}1 i Kj o, (81 =1 El) R jr‘I t‘If;
ol .2y,
= —o — K, &) = Ng 2" FUBE Rt b o 26
F, 29, K, 6, (i, + ) = K, P (26)
: all 2 . d24,
all 7 {ed oy = S i = 2
e = - o ; ez positiv az ry = 0,0, vagy azry = 030, mentén
= L ?—Lr—-; ez positiv az .:;;: ()__:03 vagy az;‘:,,:O_:O3 mentén | (27)
Ory Oy
= 48 i 24 ; ez positiv az ;;3= 0:03 vagy &.&:qz O:bs mentén
Orgg =~ Ory

3. abra.

A tovdbbiakra nézve a mégnesek teljes egyenldségén kivil
még a 2.§ b. pontjdban tett azon egyszertisitést hozzuk be,
hogy a hdrom mdgnes kozéppontja egy egyenesen, egyméstol 7
tdvolsagban fekszik és hogy stabilis egyensuly alkalmdval a
magnesek tengelyei az r irdnydval egyenlé o, szogeket képez-
nek (3. dbra).

Ekkor:
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K=K=K=K; 6,=60,=6;=86;
M=M= Mg=M; Pra=Tm=4rs=7;

m?
Kr?
=3 ta; Sh=0+ta; d=0+ta;... } ; (29)

(28)

L= 1= ae= =l

m? e m? :
U.—_ng [3c08(28)+ ay+ ag)+4 €08 (ay—ats)| + g '3 cos (20 +-ay+a,)
o ; (30)
+4 cos (ay— “1)} + 78 13 cos {2‘?0‘f‘“l‘f‘"e]‘i‘%eﬂs(al_“;’}}
hol a,, s, uy az egyes mégnesek szog-elongdtioi.
A (26) egyenletekbél:
i all &y 0] %
fihp= P K& (dy+a,+2)=K .«Hﬂ_j -
'f' o ¥ £ -f(ﬁfli i
i TR e g @
st ok {] ; A7 Al
= T K& (g + ag+ e = K ST

8. §. Az eqyensiily és a mozgds eqyenlelei.

a. Képezve a (31) egvenletrendszert a (30)-bol, megjegyezve,
hogy @, =0, a,=0, a;=0, a stabilis egyensulynak felelnek meg,
és hogy ekkor mind a hérom mdgnes szoggyorsuldsa zérus,
nyerjilk az egyensuly egyenleteit :

3L +4)sin28,+60+¢)=0
3L+ 1)sin2d,+ 6 (% + ) =0 LR
SLA+Hsin28+ 60+ ) =0

melyekbdl még kozvetetleniil folyik :
& =& | 39a)
16 (Fy+e)=9@ +e |~ = ° * ° o

b. Képezve most a (31) egyenleteket (30)-bol tetszdleges ay,
ay, ag értékek mellett, tovdbb4 a (16) séma szerint kifejtve (30)
argumentumai sinusait az «,, a,, a; elsé hatvinyaiig bezdrolag,
végre pedig a kovetkez6 roviditéseket vezetve be:
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i%L(-l— 143 cos2d)+ 6 =ay,
; L(—1 43 cos28) = a,,

1 93 (33)
s L(— 143 eos20) = a,q
FL(4 143 cos 209 + 6 = a,,
nyerjik a kovetkez6 rendszerét a mozgdsegyenleteknek :
af + o+ ap s+ agay=0 l
az + Aoy + Qo ay + @03 =0 (34)

L 5
a3 + @z + Ao uy + a4 a3 =0

9. §. A rewdszer egyiittes lengéseinek kifejezései.

Ezen (34) rendszer dllandé egyutthatdja linedr simultdn
differentidl egyenletekbdl dllvéin, megfejtése azily egyenletek el-
méletének elemei szerint kozvetetleniil torténhetik.

Ha

ay=A;cos (i 4 8), uy=A,cos(At 4 ), ay=A,cos (i + dy) (35)
a partikuldris megolddsok egy rendszere, hol A,, A,, A, 0 az
integrdtié dllanddi, akkor ezeket a (34)-be helyettezve, az A,,
Ay, Ag, 2 a kovetkezd rendszert tartoznak kielégiteni
(ay —HA, +apAy+a,A4;,=0
QoA+ (age — Ay + a,4;=01). . . (36)
O Ay + g Ay + (4, — ) Ay =0
a. B szerint az A,, A,, A, egyiitthatéibdl képezett deter-
mindns eltlnik ; azaz -
ay — 22 g O3
D= a, gy — )2 W | e
‘ Uyg s gy — A2

mely az 22 meghatdrozdsara sz0lgdlé harmadrendii egyenlet.
A_zonnal ésareveszszilk, hogy a ) irhat6 * :

lay — 22+ ay 2a,, 0 |
= 2 oL
D=1 e gy — 2 0 =0
| g o gy — 2 — ayg)|

E szerint a (37) egyenlet szétbomlik a kovetkezs kettore :

¥ V. 6. a 27. lap utols6 kikezdését, a 28. és a 30. lapokat.
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(ayy + a3 —2%) (ag — 2 — 203, =0 LN TS TR)
@y — Ay — 12 =0

/

melyek gyokei rendre :

5= $(ay; + a3+ age) + -&V(au + a5 — f:.eﬂ)g f- S(m
HE gy + a4+ axp) — é'l/ (ay + a3 — “ﬂ}g + 8“19 185
3= a, — ay

b. A (36) egyenlet-rendszerhez értelmében az A, A, A,
allandok kozil ketté fejezhetd ki a harmadik dltal, mely utébbi
tetszileges.

Ha rovidség kedvéert

i = B,, e s s L e,
a (36)-bol :
ay — A2+ apB, +aB; =0
Ayo + (Agg — 2Y) By + @y By =0 o R )
g + e By + (@ — *) By =0

Ez az egyenletrendszer érvényes a nevezett A, A, A,
dllandok-, illetve B,, B; viszonyaik azon hérom rendszerére
nézve, melyek a /1?, - gyokértékekhez tartoznak ; e viszonyo-
kat most meghatdrozzuk.

c. Legyenek A, Ay, Ag illetve By, By, a Ai-hoz-, Ay,
Ay, Ay, illetve By, By, a J3-hoz tartozo értékrendszerek; a Af
és 13 a (37a) egyenletnek felel meg :

(g + gz — A?) (age — 2% = 2032, I

VAEY ¢ . (4

5 V(a; + ag — 1) (ag — 4

Bu'=s, V’Q

E gyokot /(... (. J-al jelelve s ezen oszszefuggessel az
-t a (40)-b0l elimindlva, ez a rendszer 1j-ra nézve :
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— M+ - lf(?( ) By + a3 By =0

V‘
—Vm%mu% B)By+ 990 By =0 40w)
V2 V2

g+ V—V(---){- ) By + (an_ll}B 5 =0
hol a (41)-nek §/(...)(..) gyokében 1, teends 2 helyébe.
Ezekbél :

) 42
By = — "/97‘1“: a_BE =, By=+1
2

Hasonloképen nyerjiik a 23-hoz tartozo viszonyok értékeit :

2
I AT L Tl Rl RIS SRR OF
g — 13
Tekintettel a (41)-re:

: o L LA @y i — 1
gy — I Rt

By=_ 20s _ _Gutan—3
gy — ).g _ Q49

A (38) és (39) figyelembe vételével, némi rovidités utdn végre:

A,, tetszbleges,
Am:; — (@ +Ayg—ag)+ ‘/ air_'i:;'fn aae)- _‘!’_“_8;121 ; { (421)
Ay = Ay
A, tetszdleges ;
Ayy= ‘éi—jé" (@14 Qg — ag9) — V“u‘i‘ﬂ;q - Gige)? +8a1g; ; | (429)
Agy = Ay,

d.Ha Ay, Ay, Ay, illetve By, By, a 23-hez tartozo érték-
rendszer, akkor A3 = a,, — a,, értékét (38)-bél (40)-be helyettezve
ebbdl :

M. T. AK. ERT. A MATHEM. TUD. KOREBOL. 1891. x1v. K. 5. 82, 2
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O3+ Oy By + 043 B3 =10

(g + (“@3 gy + @y3) By e aj.a B~;3 = 0 . - (409

3 + tyg Boy + a3 By = 0
Ezen egyenletek megolddsa :

.823:0; Bg;]='—1
azaz (39) szerint: :

A, tetszbleges ; AR = Agg = —iAy3 . (42s)

Ezek szerint a (34) rendszer teljes megolddsa :

| =A,; 008 (Al-+0;)+A g c08 (Aef+35)+ A, 008 (gt + )

9% 9
s 54,4 008 (A48 — = A 19 €08 (A +0y)
agz_ L1 a..;g—zg

az=A,, cos (%,.“—H?,)-f-AM 08 (Al +0y) — A 3008 Ay +35)

(43)

hol Ay, Ay, A 64, 8, 05 22 inteérzitié fiiggetlen hat dllanddja

Il-) Q i 3 A
ésaz 12 3 és—-ﬂg—i értékei a (421) és (422) formuldiban

Ogo—21 Oyp—Aa
A, iletve A,, egyutthatoi.

az

10. §. Az » menti R,; R, By translatorius erdk Lifejezései.

Kozépeérteliik.

a. A (27) egyenleteket a (25)-b6l képezve és benniik a (28)

'egyszerﬁsitéseket behozva, nyerjik

2
le_a " {3 cos (%494 cos (¢, :‘ig)—f—ls cos (i —t-f?l)—i—l( cos (dy—

i3
By,=—3 T 13 cos (% +3y)+ cos (- Fy) —3 cos (Fo+ ) — cos(Fy— )}

2

. 3:—33;3- ls cos (&J+s}g+ cos (5, —b‘ﬂ-}- cos(é‘ﬁé‘ )+16 c0s (5 —

4

t?fj}

Tekintettel a (29) értékekre, a (44) egyenleteknek a (6)
séma szerint végzett kifejtése és rendezése az ay, ay, oy elsi-,
harmad- és valamenynyi magasabb rendfi tagjainak elhagyésﬁval

a kovetkezo Osszefiiggéseket szolgdltatja :

(44



g a ’ ’ y i 1 1
Hi: -3 mi {;7 e - 29, —1 [r,tl—-fi.a)ﬂ‘f‘ltam:i -a,)*]— 4§ cos 28y () +ug)* +g(ag+a)?l+ .
pt U6 T pg BUB 2V —3 (L %
2] \ 45
Ry=—3- ﬂ:' '{_é'i(m U el Uy a5)%]— § cos 20 (@) +ug)*—(ag g+ - - 49
2 % \ 4
oo B e \
Bq:—;—;'ﬂ {;7_1__5; o ]——%:(ag+fb.}3+1:all{“‘l' ~ i) 21— 3 cos 28 (aa+ ap)® + ﬂ(aa—l"m] 4=
: pt 6T 16 (

b. A piratlan hatvénya tagokat azért hagytuk el, mert ezek az erdk kozeperteke képzésénél zérust
adnak (v. 6. a (22) kifejezéseket). -

Megjegyzends tovJé,hbé, hogy az (a, + a3’ (ag—uy)? sth. dszszegeket vagy kiilonbségeket a (43)-bol képez
ziik ; a négyzetre emelésnél tiszta quadritos, cos® (4,L+0)), . . . jellegli és szorzatos, cos (Al -d,) cos (Agl—+0); k
_]ellegﬁ tagok keletkeznek. Az elsbbiek a (22) szerint az 1 kbzépértékekhes véges taggal jarulnak ; az ut{)bblﬂ.
széthonthatok § cos (A -+ Ayl 4 oy + 0] + 4 €08 (A — Al + 8, — 3] tagokra, melyek a (22) szerint szintén
nem képesek a kozépértéket befolydsolni. s e

Ezek értelmében a (48)-bol ésareveszsaiik, hogy az (uy—ay)* kozépértéke az (a,—ay)*-ével, az (a, ‘rl‘ﬂ:s) i
pedig az (a,+a,)*-ével egyenls ; s igy végre taldljuk, hogy az R, és az R, kozépértékei egymdssal egyenlk, mig
az Ry-é zérus.

Explicite kifejezve e kﬁzépértékeket ¢

2a 284 ' | 2 0 % a2a
= m? 47 =M 2143 19 ya A% AR ) e
R=— “—4—— :“.-1-160052&0 4 (1-}-{% _)1) Aj+(14- w—Zg} bA1e + 3 dia + jgdis!
2 2 .
_gcoSgtvoi(1__f“tfl PpAh -2 gty gl 2R . L

2
gy 1M “ﬂ_ 5

L

"IVSYIJZSVL ST IVSYZNOA NASHNHYN QONE'T NASALLOXOE
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D I
ben az A, illetve A,, egyiitthatdi.

A (46) kifejezésben a [] zérdjelekben felléps két oOszszeg
mindig absolute positiv, de mivel a mdsodik Oszszeg szorzoja
cos 24, ez utobbinak el6jele lényeges.

Stabilis egyensuly alkalméval az A, A,,, A,; amplitadok
zérusok és a translatorius erdk:

Ap ith felmeriils 28 gy 298 0ok eb o (A31) 6o (42:)-

m* 17 , & g -
-HIO = —% _}A' {16 =+ 16 co8s MO: = _Rgm : {4?}
BRyy = 0= Ry

‘Mindaddig, mig 1 + 3 eos 2,>0, azaz mig cos 29,>—1,
vagy ¢,<54°44', az R,, és Iy, a kozéps6 mégnes kozéppontja
felé irdnyitott vonzdst jelent, ezentul faszildst.

1. Ha ¢, = 4=, (hol ¥, a szog, melyet a médgnesek stabilis
egyensuly alkalmédval a kozéppontjaikat 6szszekapesol6 egyenessel
képeznek 3. dbra, 13. 1.), akkor cos 24, feltétlentil positiv és a
(46) kifejezések | | zérojeleiben az Ay, A, A5, amplitadéktol
fugg6 tagok Oszszege mindenkor ellentett eldjelti, mint az R,
vagy az R, ; mivel pedig a #,=4r hatdrig ezen ertk a (47) értel-
mében vonzdk, a lengések fenndlldsa e vonzds esokkenését fogja
maga utdn vonni.

2. Ha 4r = ,>4n, akkor cos 29, negativ és az amplitudok-
0] fuggd tagok oszszegének elbjele a -0l és az A, A, A,
értékeitsl fugg. Ezen utobbiaknak alkalmas vilasztdsa dltal tet-
szés szerint elérhetjik azt, hogy a translatorius er6knek a len-
gések folytdn bekovetkezd vdltozdsa vonzés vagy pedig taszitds.

11. § Specidlis esetel : a mdgnesek tengelyei a kézéppont-
Jaikat egybekapesolo eqyenesben felszenek vagy erre merdle-
gesek:.

a. Legyen a megel6z6 7—10. §§. formuldiban mindentitt
¥y = 0, azaz a stabilis egyensuly alkalmédval a hdrom mdgnes
mégnesi nyomatékai a kozéppontjaikat egybekapesold egyenes-
ben fekszik.

Ekkor a (33), (38) 5 a (421), (42¢) a kozépsé tényezdi rendre :
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36
A= 16L+8

34
gy —y3=15L+6
112

QL : a11+”l:i+“gg— L+U”6
“3= 16 -
aﬂzd-L-}-a Ay g —ay=— s L

2
A1

=L+ 6+ 1 LY/ (1374 2(16)
I3 =iﬁL+~ -1-{;L1/('13)*+2(1'6j'2

2_34
13— l'f_‘;IJ'l—H

A A%, 23, 13 értékei még akkor is positivek, ha #-it zérusnak
vilasztjuk; e vilasztds (mivel #,=0), a (32) egyenleteket is kielé-
giti, ekkor a hdrom mégnest vertikdlis tiihegyeken szabadon
foroghatoknak tekinthetjik (a fold mdgnessége compensdlva
lévén) és stabilis egyensilyi helyzetitk a #, = 0-nak felel meg].

i

Ezekbl folyolag, korilbelsl =i -résanyi pontossiggal
nyerjik :
2y _q18 20, _ .13
Gyl 16 g1 16

Ezek alapjdn a franslatorius ertk kozépértéke a (46)-bol
némi rbviﬂitések utdn

3 m’ 36
R,=— 2?4{— “‘”‘-- G]A 1{):’ ]A f3}=1{3{48)

E szerint a translatorius erfknek a lengés amplitudéitol
fiiggd részei itt mindig taszitok.

b. A mégnesek stabilis egyensulyi helyzete legyen a kozép-
pontjaikat egybekapesolo egyenesre meréleges, ekkor #, = 4.

Ekkor ismét a (33), (38) és (421), (422) kozépss tényezdi :

18 14
ay=--16L+6 Uy — Qy=— 7o L+6

A1g= _Ei[‘ - Qyy+ g3+ gy = — ¥L+29
ay=—qq L

IU
(. Ayg— Qgg=
agy=—2L+86 urtGa T el f
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J§=—1iL+6— - LY 251 8(16)

14
h=—1L+6

A=—jgl+6+ -1-’61;1/ %867 l

Itt A5, 23, 43 csak akkor positivek, ha
1660 > 1AL és 1660 > (27 +9/25 + 8. 256)L),

mely utobbi feltétel az el6bbit is magdaban foglalja.

A felirt értékek egy ezredrészmél nagyobb pontossdggal
adjik :
2, . 205 2 255

PR AR 116

Ezek szerint a translatorius er8k kozépértéke a (46)-bol
némi rovidités utdn

34 ci- 3[.1 285

+ 9 4 {16 o (,jA - 5 T+ "—?ﬂ Al — 13; = . (44

Itt az Afs egyutthatoja negativ.

Ha azt kivanjuk, hogy az egyensulyi helyzetben taszito
translatorius er6hoz a lengések folytdn vonzo rész jaruljon, akkor
az amplitndok kovetkezo feltételnek tartoznak eleget tenni :

7R AR SR A h o ABD)

melyet az A, A, A, kell6 vilasstdsa dltal mindig kielégit-
hetjuk.

TIL Altalénos eset: Tetsz6leges szamu, kbzéppontjaikkal egyenls
kozokben egy egyenesen fekvé, allandd egyenstly alkalmaval egy-
méssal parhuzamos mégnesek rendszere.

12. §. Az erdfilggvény, a forgalé nyomatékok és a transla-
torius erdk dltaldnos kifejezései. Az eqyensiily fellélelei.

A kovetkezkben megvizsgilandd rendszerre nézve mir
eleve azokat az egyszertisits felvételeket hozzuk be, hogy a még-
nesek minden tekintetben egyenldk, hogy kézéppontjaik egy-
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méstol egyenlt tdvolsagokban egy egyenesen fekszenek és hogy
stabilis egyensuly alkalméval tengelyeik mind pérhuzamosak és
igy ugyanazon ¢, szogek képeznek ezen egyenessel. (4. dbra).

4. ébra.

Legyen n a mdgneselemek szdma, r a szomszédos kozép-
pontok egymdstol valo tdvolsdga ; ¥y a k-ik elem és a kozéppon-
tokat egybekapesolo egyenes kozotti szog o + r pedig a torsio
szoge (v. 0. a 3. §-ot), akkor az eréfiggvény, a forgaté nyomaték
és az r menti translatorius er6 sematikus kifejezései :

n T 2 A
3 3" (Foos i+ %) + 4 oos Bk — B} kL
l=1 k=1 T}
- al d t?k
= - 51
Fi 99r K6 (9 + ex) = dt (51)
y n ol Fh
Hk-'—l!:la?kl 3 I{"r"')

Az Ry képzésénél egyeé tagjainé.k eldjele veendd figyelembe.
Feltevéseink értelmében a tdvolsdgok absolut értékei :




24 FROHLICH IZIDOR,

T=7Ts= ... =P-q,n="7";
Pig=Tay =", . . =Ty 90— 2;
TU=1T95= ... =g 3,0 =3}

Tik = Vo, k41 =+o. =Tp_(k—1yon = (K — 1) 7;

i = R—1)r

Tovabba
#k = 80 + ak ]
hol ay a vdltozo és igy :

5 a 7
k= L h K6 @+ ax + ) = K — i

3&_:; t‘l“t2
frjunk most rovidség kedveért :
1 1 1
hl =1 + 98 "I" '3_3 —f_ e + (”__1'33' s
1 il
hg—.l—}—l—}—-gs—l— Jegs +(”_—__—
pris 1 3 I Tk 1
= )g+ 98 S +23+---+
et + i
"= 1) + s
hol, mint azonnal észreveszsziik, all :
hl == hu 3
he = hfn—l ]
végre }t-_; =T h_g__+1} ha n pérgg,
avagy e h.£+_3_
h.._n_i_]_ ¥ h«_nL ha n péaratlan.
2 2

(';t

_—k)s;

51a)

. (52)

(52a)



EGYUTTESEN LENGO MAGNESEK VONZASAT ES TASZIT{SAT. 25

Képezve a (51a)-t s benne az a-kat és az ap gyorsuldsdt
zérussd téve, nyerjuk rendre az egyensuly feltételi egyenleteit

(L= 1even)

$ Lhisin 23+ 6 +ex)=01!; . . . (53)

hol az (52a) és az (53)-bol folyélag :

€1 =¢&n
&2 = En-1
végre en==¢n _| ha n péros, e al (Bla)
9 ) +1 J'
avagy En—-1=— En+3 I
2
» ha 7 paratlan.
En+1 = En+1
3 2

13. §. A mozgds egyenletei.

Az (50) elsd egyenletébdl és (51a)-bil a lengések egyenletei
is kozvetlenil kovetkeznek, ha a cos (Fx+ ;) =cos (29 +ar+a7)
sth. kifejezéseket a (6) sémékkal az a-k szerint kifejtjiik és ezek-
nek esak elsd hatvinyu tagjait megtartjuk.

Az u-k egyutthatéit kovetkezoleg jeleljik :



. 1 : . 1 ;
gy =4Lh,(1+43 cos 2dy)+6 ; tg=2%1(—1-+3 cos2d); a-l:,:-éLQ,,(*l +3e0828); .. . Aip= é’i‘(ﬁ,t'jj_ﬁ(_ 143 cos 25,) ;
Ggy =012’} ugg_%Lhﬂ (14-3 008 28))+6; Gog=015; Ogg=0z} « s v o+ s s+ b == 14 (b3

- e - . . . - . - . . - - . . . - . . . - - - . .

Qe —01% ; Qe =01 k15 - a‘,;;,k_1=u1,g; k=14 Lf.',r,(l—}—?w cos 2 é‘nH—é’ ks 1=04,2} + + « Blen=01,n—k }

. . . . - . . . . . . . .

. . . . . . . . - . .

Ap1=01n; OAp,@ =01, m—1y « + = = =« =+ + + o + + o o o+ o Ou1=03; aﬁn-“‘gL n(1+3003280)+
Tekintettel az (52a) értékekekre

y=0pn; 020=0Ap—1,n-1; BR=0Un-2n-2; - -;
ezenkiviil vegre :

tn n=0n,_ n ha n péros, (54a)
2z 2 '2
avagy Up—1 n—1=0n+3 n+3. n+1 n+e1 =On1 n+1 ha n pératlan.
ECIT A Y e WA [ R

Ezek szerint az (51a)-bol szdrmazd mozgds-egyenletek [az (53) egyenstlyi egyenletek levondsdval] a kivetkeztk :

3 '
(af + anay)+ tgag +agzas + . . . . .. e pns + g, n— 1001+ i a1n =0
- [
gy F(as +Ggeaa)+a1zes+ . . . o oo oL +ayn—o0n 1+ 0151010 =0

; R W 4 55
Mg+ —102+ . oo 10051 +(ak+ Argar) + G100k 1+ o oo FA1n— 1010 =0 )

. . . . . . . . . . . -

Ay -1 + 0y -0+ . . . .. +aaan ot (an_1+dasan_1)+ arpary, =0
Otn 81 + Mn—1Ggrhe oo v o s + aun 1+ (an+dy1on) =0

(54)
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Ez az dllandé egyutthatéja masodrendii linedris differentidl:
egyenletek rendszere azonnal megfejthetd.

14.§. A mozgds-eqyenleteknel: Lacrance-féle delermindnsa.
Ennel: szétbontdsa két aldetermindns szorzaldra.

Ha

k= A 0B (At ) =i o s (06)

az (55) rendszer egy partikuldris megolddsa, akkor az Ay és a 2
a kivetkezd oszszefiggéseknek tartoznak eleget tenni:

(@ — 210 Ay + aeAa+ . . . +a1nAn=0
p Ay +(aee— 22 Ag+ . .. +A1u—1 Ay=0

apds+ ..o Flag— 2 A+ . ki1 Aa=0

Wsn A1+ ... Faedp_1+(a—212)A4,=0
E szerint a rendszer Lacranee-féle determindnsa, mely

egyszersmind a A%-re nézve n-edrendii meghatirozo egyenlet, a
a kovetkezé mindkét diagondlisra nézve symmetrikus szex-

kezetii:
(f-u-—;\“! (LT MG + o o v 6 o s 88 59 -2 i n-1 dyin :
(12 Gu— A% iy s T R Ain-3 -2 Qn—1 i
D= TS -1 ++. 12 gk Lo 3. ... Qgn—k l’l,],n_k+1;=0(58)
. a2
: y,n—1 Ain-2 Un-3¢.cec:aas (15T (lga — 22 2
| Ay, RS TUEE S e S T 7Y iy —A2

Azon tétel, hogy ezen egyenlet valamenynyi 2? gyokértéke
redlis, tobbféleképen van bebizonyitva. (V. 6. pl. Rovrs, Dynan-
ries of a system of rigid bodies, II. 36. 1. ldbjegyzékét.)

Ezen determindns, miként azonnal bebizonyitjuk, kett6s
symmetridjandl fogva szétbonthaté két mds determindns szor-

zatdra ; ha n paros szdm, akkor ezek mindegyikének foka —; ha

w41 — 1

: =
A szétbontds alapjaal a determindnsok elméletének azon
elemi tétele szolgdl, hogy a determindns értéke nem viltozik,

n
;23

n paratlan, akkor az egyiknek foka , & masiké i
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ha egyik oszlopdnak (vagy sordnak) elemeihez egy mésik oszlop
(vagy sor) megfelel6 elemeit tetsz6leges, de ugyanazon tényezével
szorozva hozzdadjuk.

E tételt a kovetendd bizonyitdsdnal sokszor fogjuk alkal-
mazni; de czélszeri a pédros n-ek esetét s a pdratlan n-ekét
kiilon-kiilon tdrgyalni.

a. Legyen n pdros szam.

1. Adjuk az (58) els6 oszlopa elemeihez az n-ik oszlop meg-
felel6 elemeit, a mdsedik oszlop elemeihez az n-—1-ik oszlop
megfelel§ elemeit si.t. végre az ;’ -ik oszlop elemeihez az -E;-—f*l-ik

oszlopéit ; a tobbi; —}i A L '; + 2 —, ... n-ik oszlopok ele-
meit viltozatlanal meghagyva. Ezen uj a D-vel egyenértéki
determinans elsé sordnak elemeit vonjuk most le az n-ik sor meg-
felel6 elemeibél, tovabba a mdsodik sor elemeit az »-— 1-ik sor
megfeleld elemeibél s it., végre az ii -ik sor elemeit az i:--{-l-ik
soréibél.

A keletkez§ determindns értéké a D-ével teljesen egyenld ;
de a nevezett egyszerii miitétek befejezése utdn észreveszszik,

g : R
hogy azok az elemek, melyek az els6, masodik, . . . 5 -ik oszlop
; n R > o : e :
es az - + 1, Sy 2, ... n-ik sor metszéhelyein fekszenek, zérus

=Sl i n\e
brtéket mutatnak ; ezen elemek szdma (3) .

; ; A SR
E szerint ez a determindns egyenld a két adjungdlt  -ed

rendfti subdetermindns szorzataval.
A ket subdetermindns D, és D, pedig a megel6z6 észre-
vétel értelmében a kovetkezd szerkezetdi :



!au—f‘am—ﬁ al!"‘at.n—i ﬂ.13+a],n—2 P R S T T SO {lh ;+ﬂ-]| ;+1 i
e+ n—1 OgatGing—2" Autadip-38.....0....... “1' ;;_1 +“l, : i
R B A o X o
-DI = |Umt WG n-m+1 A1+ Cn—m o oo gyt n—amia—A2. . .. ﬂl’ :-m+l +“I’ ;-—m+2 |
a n ,T& a a n _+a g N n  +a1a—2i%  atag
{1 il TR T Bty
Eoarg "3 ) 2 g g .
a nta n a a_ ta n reeseecieiee gty Ap ntAe—22 i
- g+l 1,51 ‘3 2
| Qg — 1 — A2 Ayg— g n—1 A3—0p—2...4 pn—a
R L
! 2 2
I ]
AT R R B S T e A L i(agg)
(& n—0 n y Hn  TC e .Og—013 Gy p—ae—A?|
o 5 TR el e 22 |

; (59)

‘IVSYLIZSVL ST IVSYZNOA NUSANOYN QONA'T NHSTLIQXOE

66
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A D, szerkezete csak anynyiban kilonbozik a D,-ét6l, a
menynyiben az el6bbi minden elemének mésodik része negativ,
mig az utébbindl positiv; az a—2%-ek elGjele érintetleniil ma-
radvdn.

E szerint:

mibdl _ _
' s S (TN

azaz a 12 meghatdrozo egyenlete az (09,) és (59,) ket '1; -ed rendit
egyenletre bomlott sz6t.

b. Legyen n pdratlan szém. -
Ezen esetben az a. alatt emlitett operatickat csak az elsotél

n—1 .1 Al e : ¢
az — -ik s az utolsotol az T -ik oszlopokra-, illetve ezutdn
% wn—1 . ik n—+3 .
csak az elsétél az o --ik s az utolsotol az —:_ --ik sorokra
szabad alkalmazni.
Ezen esetben a szdrmazo detel‘minﬁns azon elemei, melyek
& £ g—1 3 n+5 4
az elsd, mdsodik . . . _‘"_c) — oszlop és az —-—+—--, —:— PR

sor metsz6helyein fekszenek, zérus értékkel birnak ; ezen elemek

qyéma, ( ”___I_J
s ¥/ Q , .

n+1 Ly

E determindns egyenld az - 3

jungdlt D, és D, determindnsok szorzatdval, melyek szerkezete
itt a kovetkezd :

=4 rendli ad



D,

A+t — A gy -1 B e o O oa—itT0 n48 a nit
15y | BT g

1o+ y,p—1 aQ%"'ﬂfl,n—Q—"lS . o O n—3+a'1 n+1 ”1 n—1
Tor T g

Wt pm-mert e+« o OO -omsa— A% . 20y n-gmet A n-gmss A n-gm+3 (611)
R il Fog

a n- 1_'|"'5¢-t ni3. @ g:ﬂ_‘i‘al ntl - dn-1 = n—1+a13 = e |

AT e e T ] 2 W E
2a_ n+1 Z.)(tl n—1 QaI n—=3 + - 2049 Ant1 n+1 —
L] 2 ’ Q L 2 2"_ ’ 2—

| e - . . . . . . .
Dy =
A n-1—0 n+3 “] n—3
2 ' 2 e

(612)

L L T e T ot o
2 2 '

IVSYZNOA MUASANOYN QONA'T NASHLLAXDE

.

P

‘IVEY.LIZEVL SH

5
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A D, itt esak anynyiban kilonbozik a D;-t6l, a menynyiben
az el6bbi minden elemének mésodik része negativ, mig az a D, -
nél positiv, az @ — A2 eldjele érintetlentil maradvdn ; ezenkiviil a
Dy-ben a Dy -nek utolsé oszlopa és sora hidnyzik.

Ith is D = DD, = 0 lévén :

D=0,

D=0 3 £2)

e szerint a A%-et meghatdrozo egyenlet a jelen esetben egy

741 ; e | y ;
—Q—-ed és egy —5— -ed rendii egyenletre bomlik.

Eszreveszszik, hogy az (5%) és (592), valamint a (611) és
(612) determindnsok szintén symmetrikusak, de esak eqy diago-
nélisra nézve.

15. §. A lengések: kitéréseinel: dltaldnos kifejezései. Ampli-
tudoiknak eqymdssal vald Gszszefiiggése.

Jeleljék 2%, 43. . . 2% . . . Ay a D = 0 determindns (58) gyo-
keit; az (56) partikuldris megoldds sémdjabol az dltaldnos meg-
oldds az aj. lengés-szogre nézve :

n
ay = EAM cos (At = 87, v o e R (G
i=1

hol a d; és az Ay az integrdtié dllandoi; az el6bbiek szdma n;
az utobbiaké #2. Amde az ily differentislegyenletek elemi elmélete
szerint az (55) rendszer teljes megolddsdban csak 2n szdmu fig-
getlen (tetszdleges) dllandéja az integrdtiénak lehet; ha a d-kat
ezekhez szamitjuk, akkor esak n szdmua Ay, fuggetlen amplitado
létezhetik. :

Az amplitudéknak egymdssal valé Oszszeftiggését az (57)
rendszer fejezi ki, mely az egyméshoz tartozo

A, Au, Agq...An...An

értékek minden egyes, /= 1-tdl | = n-ig terjedé rendszerére
nézve kulon-kulon fenndll.
Egyike ezen egyenletrendszereknek :
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(ﬂu—i?)Au-}*ﬂ-leAm"%- eoe T 1 An_ 1+ a1, Ayy=0
arg Ay + (12— 17) Ag+ . . . a2 An_1,1+ A1 - 1AnE=0

auAn+rfu :Au-i- fﬂn---lshlm+ st Up-ks1Ani=0 "} (64)

ad.n-—tl"‘ln'"{‘“-l,n-'zAii‘l_ s 4 +(Nea-—Z?JAn--I,.*"FNHAn.z:O
GinAutayn_1Aat ... .. +ase An—1,0+ (@1s—77) Apg=0

Ezen egyenletrendszerben az Ay, . . . A,; amplituddok egyutt-
hatol mindkét diagondlisra nézve symmetrikusak és megfelelnek
a megeloz6 § (5%) és (592), illetve (611) és (612) egyenleteinek.

Kony n_vli ezen subdetermindnsoknak az amplituadokra vo-
natkoz6 jelentését megdllapitani.

a. Oszszegezve a (64) rendszerben az elsd és az n-ik, a mé-
sodik és az n - 1-ik egyenletet s 1. t., Oszszegek rendezése utdn
nyerjiik rendre :

(@ +tan — 1) (Ay+ An) +asa+ayn—1)(Aa+An—1)+ - - - - . . l

(e + arn—1) (Ay+Aw)+(ae+ayno- D) (Ag+ A1)+ . , (641)

mely egyenletekbdl az (5), illetve a (611) determindns adddik,
a szerint, a mint »# péros vagy pdratlan. Mivel azonban a neve-
?ett determindnsok a 2%-et meghatdarozd D = 0 (58) egyenletnek

¥ 2 ,illetve . ,13,,,1 gyokeit hatdrozzdk meg ; azérta (641)

egy enletrendszer csak az { =1-46] I—- Q—--, illetve = Ak -%,;-1—-ig ter-
jedd A egyutthatokrendszeréreszolgiltathatja e determindnsokat.

b. Ellenben levonva a (64) rendszerben az n-ik egyenletet
az els6bol, az (n—1)-iket a masodikbdl s i. t., a kulénbségek

rendezése utdn nyerjik: -
(31— Ain— A7) (Ag— Ap) + (12— - Ag—Apn—1)+ - .. - .. =0
(aya— ety -n-—l) (Au--Ant)—i—(aee—ﬂi,n—e—l%)(Aw Ap_1 )+ . (649)
melyekhﬁl piros n esetében az (599 pé,la.t.lan n esetében a
(612) adodik. Miutdén ezek a determindnsok a i%et meghatdrozo
D = 0 (58) egyenletnek 25, An , - - - Z, illetve Znis, nss ..

- R T S

M T.AK ERT, A MATH. TUD, ROREBOL. 1891, x1v, K. 5. 8Z. 3
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Ia_1, )y gyokeit tartalmazzdk, azért a (642) egyenlet ezen deter-
mindnsokat az A egyutthatoknak is esak azon rendsgereire nézve
szolgiltathatja, melyeknél az | az [= +1 161, illetve [ _"+%
t6l az | = n-ig terjedd értékekkel bir.

De még fovabb mehetink.

1. A (642) rendszert még az [ = 1-t6l az [= -i& , illetve

gl ‘_"_ - -ig terjedd indexek szdmdra is szabad a (64)-b6l képez-

niink ; de ekkor nem szabad az (592), illetve a (612) determi-
ndnst szolgdltatnia, mert ezen indexti i%-kra nézve az (5%),
illetve (611) determindns érvényes. Miutdin pedig a (642)-ben az
Ay— Ay s it killonbségek egyutthatoi nem zérusok, azért az
[-nek most emlitett értékeire nézve e kiillonbségek legalabb egyi-
kének zérusnak kell lennie, mert csak ez dltal van elérve, hogy a
(642) az (592)-t, illetve (612)-t nem adhatja. De ekkor a (642) egven-
leteinek most roviden v-vel jelelend$ szdma megmaradt, mig az
Ay— Ay . . . meghatdrozando kilonbségek szdma egygvel apadt,
¢s igy a (642) v szam egyenleteinek minden y—1-ed combina-
tiGja a 22 szdmdra egy (v—1)-ed rendli determindnst dd, mely
determindnsok egyméstol dltalinossdgban kilonboznek es az
ekkor érvényes (5%), illetve (611) determindnssal dltaldnossdgban
szintén nem, még rendjitkre nézve sem egyezhetnek meg. Ezért
kénytelenek vagyunk felvenni, hogy akkor az Ay-— A, . . . ku-
lonbségek kozul még egy, azutin még egy s i. t. végre pedig az
utolsé killonbség is zérus. Innek értelmében a (642) rendszer

egyenletei az [=1-t6l | :g—-ig, illetve / ___fe._:é—_l_ -ig csak identitd-
sok, melyekben az Ay;— Ay, . .. kilonbségek mind zérus értékiiek.
2. Teljesen ily modon, mint a megelz6 1. pont alatt bebizo-
nyithatni, hogy a (641) rendszer egyenleteiaz [ :-n. +1-t61, illetve
azl—=" +—— -t6l az | = n-ig esak identitdsokat ]elezzthetnek me-

1}-ekben az Ay+A,, . . . o6szszegek mind zérus értékiiek.
Szemmel tartva az épen nyert fontos eredményeket, az n?
szdmu A, ... A,, amplitadok oszszefiggeset kovetkezileg irhat-
juk fel :
aa. ha n péros és az [ rendre:



*&

i=1: Apy=An, Ail:A'ﬂ"l,l i A e i A";,l =411
d:% 2 Alg:Ang, AQQZA.-n-—‘]'Q bl e e w e e e e A? Q:An+l 2
29 '2 r
i A n:A Ny A n=r R A e e A 'n_f'.ll.zA_ﬂ._‘-jﬂ
b= g My L T~k g gthy
{0 A n =—2A noooa A n ,— n A A-n_ n :—'Aﬂ n
I= ’2+1 : 1, 41 T n-1,% +1 3 5+ S g+
l=n—1: Al,n I:P'Aﬂ.,ﬂ.—.l; A!,-n—&!:_Aﬂ—-l,-n—i se e e A’n —_ "-Aﬂ
g,ﬂ—l -§+l,n—-1
=t : Alﬂ:“Aﬂﬂ_, A%:—Aﬂ,—i.ﬂ PR R R A..n :'_"Aﬂ
'é,ﬂ Q'l'l,ﬂ

1 e
Az Oszszefuggések szdma ith: n%’: Qu‘"; az A amplitadoké »2

v
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bb. ha n paratlan és az [ rendre :

$=1 " T Ay=Ay, Ag=As-ii. . Ai 1=A.n+3 !
q R
1=2 : Ap=Aps An=Ap-12...4n1 =40
= N
n—+
— T All n+1 :Aﬂ Mtls s == s s e s s Ap_y s n+1 :A-n+3 s n+1
9 s R 5 L
5, (653)
-
I= 2_ : Al n+3 =_Aﬂ N+ ge o0 v e A-n_--_] » n+3 =”""'1n-{:_3_; n4 3
i ey 2 2 2 2
l=n—1: Al.n—i e 'Aﬂ.,n—ls ------- A-n—l y = = "An+3 )
5 R n—1 —— -1
=n v il et AR e e B R An—1 e S
e T

az utolsé oszlop az egyenként onmagukkal egyenls Ay 0

A8y E...A,,H R amplitudokat tartalmazza, de ezek kozil az

Rt B

b T A_,!,),_l nes oo e AHH_ : amplitidoknak zérusoknak
+1

L T e 2
kell lenniok, mert kilonben a (64) vagy a (642) az [ = j-t—-ﬁ)- - esetre
nézve nem adhatja a (61a)-6t. (V. 6. e §. 1. és_, 2. pontjait.)
Az Oszszefiggések szdma itt u - e 3_—] =4§(m*—n); az ampli-

tudoké n2

16. §. A kiszdmitandd és a figgetlen amplitidal.

Kszreveszsziik, hogy a (651), illetve (652) Oszszefiiggések he-
lyettezése a (64) rendszerbe kozvetetlenul szolgdltatja az (59.)
és (591) és (592), illetve a (611) és (622) determindnsokat.

Evvel azonban az A amplitudok egymaéssal valo kapesola-
tdnak vizsgdlata még nincsen befejezve; ugyanis a fent tett
megjegyzések szerint pédros »-eknél még $n?, pdratlan n-eknél
meg $n*+n amplitudé ismeretlen.

De ezek az amplitudok a (64:1) és (642) rendszerbél adodnak ;
ezek a rendszerek ugyanis a (651) és (652) szemmel tartdsdval :
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1) ha .-'xq, vagy ;?312)'1

(a1 +aim—27) Ay+-(ae+ay, 1) Agy+ ()
(@a+a1,n—1) Aut(te+ayn_o—17) Ag+ ... =0 | (661)

2) hal= +I vagy .T_"H_d
(a1, —azn — M) Ay (tie—ay,u—y) Ag+ ... =0
(@e—ay,n—1) Aut(dee—ay,n_o—77)Ag+ ... =0 | (662)

Miutén a (661) és (662) egyenletek minden egyes rendszere
homogén linedris egyenletekbdl dll, melyeknek aldetermindnsai
dltaldnossdgban véve a zérustdl killonboznek, azért minden egyes
rendszer egyszeresen hatdrozatlan, azaz, minden egyes rendszer-
benaz Ay, Ag . .. egyutthatok viszonyai meg vannak hatérozva,
de az egytitthatok egyike még tetszélegesen vélaszthato.

Legyenek Ay, Aso,.... Ay n_1, Ayn ezen Oszszesen n
szamn tetszolegesen vdlaszthaté amplitidok; ezekkel, a (651),
illetve (652) oszszefliggésekkel g a (661) illetve (662) egyenletekkel
a tobbi amplituddé mind kifejezhetd.

f_rjunk most : Ayg=yq Ay, hol py a szém, melylyel az Ay;-et
kell szoroznunk, hogy az Aj;-et nyerjik, e szdmot a megel6z6
kifejtések szerint meghatdarozottnak kell tekinteniink.

Megjegyzendd, hogy 11;=1 minden /-re nézve és hogy pd-

r0s szdmu n-eknél a py-ben k=1-t61 b

s 2
fi.g_ ~-ig terjedhet.

-1g, paratlan szamuakndl

17. §. A lengésel explicil kifejezései.
Oszszefoglalva a megel6z6 §. eredményeit, a (63) egyenlete-
ket kévetkezoképen irhatjuk kifejtett alakban :



ay = A41 008 (At 1)+ Aqa cos (Aet+02)+ . . . +Ay 5y 08 (An_1l+0n—1)+A1,n €08 (nl+dn)

[/ 1]

=par A1 €08 (At +01)+preaA o cos (ol +-d9)+ . . . + 19, n—1 At n—1 €08 (An—-1t+0n—1) + 12, n A1, n €08 (Ant+ )

an—1= a1 411 €08 (il +01)+preaAsa €08 (Aal+-do)+ . . . —prg 1 A1, n—1€08 (An—1t+0n—1)—prg,nA1, n €08 (Ant+-0n)
an =+ A cos (ht+01)+ Ae co8 (Aol +-d9)+ . . . — Ay 1 08 (An—1l+n—1)—A1,n c08 (Ant+0n)

FROHLICH IZIDOR.

n+1 : ,
Ha n pératlan, akkor a (652) utdn tett megjegyzés értelmében az an+1 értéke csak i——_g— gzdm1 taghol

2
dllhat, azaz :

'(1_'{&1-_1:#\0‘&_-#-1.11411 cos (th*i“fil)‘f“ L N e Ai n+1 CO8 (_}--n+1 £+d'!f-+l) (682)
8 3 " S e 2 2

E rendszerek az egyes migneselemek lengéseinek symmetridjat tintetik eld.

38

(68)
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18. §. Az (ap+wp)? kizépértékeinek sajdtsdgai.

Miutdn az r menti R translatorius er6k szdmitdsandl (51)
az U-ban felmerul6 ¢+ h=20¢+ ar— a; és 9p—h=ar—a; ivek
cosinusai az (ap+a) €s az (arp—«;) menynyiségek hatvinyai
szerint kifejtetnek, mivel tovabbd az Ry idébeli kozépértéke
képzésénél a nevezett menynyiségek pdratlan hatvdanykitevejt
tagjai zérust adnak [10. §. b. pontjdnak elst része : elengendének
latszik az (ai +ap)® négyzetek id6beli kozépértékeit megvizsgdlni.

Tekintettel a 10. §. b. pontja elején mondottakra, s az id6-
beli kozépértéket egy vizszintes vondssal jelelve, azonnal észre-
veszszilk, hogy a (68) értelmében a kovetkezt Oszszefuggések
dllanak fenn : '

(@ £off=(antan1)*; (1yta=(antan-9?;... |

s 6Y)
(agt ag)®=(an_1tan-9?;... [
végre pedig:
1. Ha n pdros, akkor az utolsé oszlop :

(ﬂaiﬂn_}gz(ﬂ-ﬁniﬂﬂ Jﬂ
2 i

(@ anP =G £y, )

: L Sl i e

=y toan
(a;_lj:az_) (L;wi f;+1)

2. Ha n pdratlan, (a (68,) tekintetbe vételével az utolso oszlop:

(a1 £ ans1)?=(antans1)?
7 B
(ﬂg:!: I p+1 )2:(‘1?:.—1 +a n+1 )ﬂ

2 ] ik 60

(@ n—1 +2ns1 )g:(aﬂ.tﬂ :ha_fi-t—_I)s
o 5 . :

Megjegyzendd, hogy ezen egyenletek két oldaldn egyszerre
csak a fels6 vagy csak az alsé el6jel haszndlhato.
Maguk e kozépértékek a (68) értelmében :

(ar+ @) =14 (ua 4 pn)® Al 4+ . .44 (tenpn) AT . (70)
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19. §. Az r menli translatorius erél kézépériekeinek eqy-
mdssal valé oszszefiiggése.

Az egyes magneselemekre az r mentén haté R translatérius
er6knek az (51) séma eértelmében valdo képzésekor mindenek
el6tt a k-ik és az n— k-4-1-ik elemre miikods Ry, illetve R, _j ¢
er6ket kivdnjuk oszszehasonlitani és bebizonyitani, hogy ezek
kozépértékei egyenlik.

Ugyanis :
n

:———3m2!"—2 7{; {% cos (20 +ax+ap)+4 cos(ak—(x;)}; ‘i: aitid,)

(=Y

1
Bp_gy1=—3m* 3 —- 5

en Uy frim—1+1
—i—%COS[aﬂ_k_H an—f+])}; '{'?I SR G518 (Tlg)

{g'cos(gl?o'f‘ﬂﬂ—k«y1+"1ﬂ—t'+1.]"?"

Amde az (51) utdn a 24. lapon kivetkezd feltevések értel-
mében :
n=0—k)r, _
ri=(1—k) | : 79)
3'-;:—k-+1,n—j'.+1:(n‘"-'f——f) b T J

7 B
és ezért a (71,) s a (71,) megfeleld tagjai az Ryp= 3 (’)L_ séma

151 Orgg
értelmében ellentett eltjeltiek.

Ezenkivil, a (71,) és (71,) kifejtéseit a (6) séma értelmében
az (ar-+aj) 8 1. t. argumentumok szerint végezve, az R-ek kozép-
értékeit képezve és a megel6zo §. (69), (69,), 69,) Oszszeftiiggéseit
tekintetbe véve, végre pedig e kozéperdket positiveknek tekintve,
ha a rendszerkozéppontjitol el vannakirdnyitva, negativeknek, ha
e kozéppont felé tartanak (v. 6. a kovetkezo §.-ot), rendre nyerjilk :

R=R: BB, . . BBy .. (13
végre pedig, ba n péros:
.H;:_H;H; St LTt R TS,
ha » paratlan : _
.-H-n—l :-HH+3 ’ f{,H_l:O . - . = (73£)
. R
Tszreveszsziik, hogy péros n-eknél ; szému, paratlan 7-ek-

] i Al R ;s
nél """ szémi killonbézo értéki ily translatorius eré létezik,

2
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hogy a translatorius hatds a kozépponthoz symmetrikusan fekvi
mégneselemekre nézve egyenlt értékii, de ellentett irdnyu.

20. §. Az Ry kézépértékel: explicit kifejezései.

A kozépértékek kifejezésére vonatkozolag a megelozo §.
eredmén}_'ei és a (71,) kifejezés cosinusai kifejtése szerint :

Az oOszszegnek az a-ktol fuggetlen része az Rj erének azon
értéke, mely érvényes, mikor a rendszer stabilis egyensulyban
van ; a tobbi tagok a lengések folytdn lépnek az Rj-hoz.

Az Ry tényleges szdmitdsdra nézve megjegyzendd, hogy elte-
kintve a | | zfrdjelekben 1évé menynyiség el6jelétol, (mely féleg
a 1, értékétdl fiigg) a kiilso elbjel az l=1-t6l az I=k—1-ignegativ,
mint az a (74)-ben is el6 van tiintetve; ellenben !=/F-1-t61
l=n-ig positiv, gy hogy ha Rp az erbknek az a-kt6] figget-
len része, R} wy, pedig az ezektol fiiggd része, akkor :

k=1 { n
RY— _3m2 S — | (B cos 28,+1),
k ;21 ‘.'“i_; e I\2+l ': (

avagy, mivel (72) szerint

2 2 2 _ 2 P I A
Pr=(k—1)2r*=rier_1; The=Tkak—2;. . Thk-1=Thk+1;

az 0szszevonds eredménye :

Rj=+3m? {gcos“zr‘}o—i—!)ﬁ &_H,L_;,H v, W7D}

Az Oszszeg, paros n-eknél az -—;-ik valamint az ; + 1-ik

. 1 1 AP
magneselemre nézve az - — Sy A tagra redukalodik ;
T.;,ﬂ (=1} rt

2
pératlan n-eknél, a kozépso, +1-1k elemre nézve az Oszszeg-

b6l egy tag sem marad meg (752),

Tovébbd ezen eréknek a lengésektsl figgs, Rf wp-val je-
16lend6 részére nézve :

l%coqgr‘}0+%——~8052§02(ak-{—a;)g——— g(ak—a;)gl k=1 (74)
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k—1 n
R} o= + 3m? [ 2 o (axta)?— 3 (ax~+a1) J cos 24, l
= vy ‘“"4 l.p>1 @
Eod o e 7] i
+3m? [z 4 T'}t: {ak—a;_)ﬂ---—t:%t a(rx;ﬂ—a;)gJ i—:ﬁg_knwu—kﬂ
hol az egész erd :
.H;;:f'fg(l o rr Iy R I S SRR NG (75)

A (75, dltaldnossdgban nem egyszertisitheté; csak azt
jegyezhetni meg, hogy pératlan n-ek esetében az 4. 1_Bqn+1 ér-

4 2
ték zérusra redukalodik, miként azt a (69,) és a (75,) megtekin-
tése azonnal szolgdltatja.
Maguk az (ax + a;)? kozépértékek a (70)-b6l adodnak.

21. §. Felelet a feltell s az értekezésben tdargyalt Eérdésre.

A taldlt eredmények nagy konynytiséggel felhaszndlhatiok
az ezen értekezés bevezetésében emlitett kérdés eldontésére.

Itt e kérdést kissé dltaldnosabb fogalmazdsban mint az
1. §. d. alatt, ugyanis a ¢, tetsz6leges értékére nézve intézhetjuk el.

A lengés folytdn a meglévikhoz 1épd translatorius erék :

m1_H(1] , (r;.i_HO y G)‘Z_Ifg, wil{(]};

Gszszesen 2 , illetve i?'—_,ﬂ_—i szdmu kulonboz6 értékek, melyek a

(70) és (75,) értelmében az AR A négyzetektol fiiggenek.
Amde az (55) mozgds-egyenletek integrdljainak 2n szdmu
fiuggetlen dllanddja :

¢ 5 3 5
Aus A]g: .. Al.n.—l, J“'L,u: Ofy gy -« On—1, Onj;

melyet az adottnak tekintett kezdé dllapotbdl (kezdd helyzetbél
és kezd6 sebességekb6l) mindig meghatdrozhatjuk.

Ezek kozil az utobbiak kezdd phdsisok lévén, az wy R}
kozépértékek értékére nem folyhatnak be.

Rendelkezésre 41l még az n szdmua A;; amplitado.

Ha azt kivdnjuk, hogy a lengés folytdn a mdgneselemek
translatorius erbihez vonzds lépjen, akkor kell, hogy legyen :
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o =1,
o< 0, k=1-16] 3 -ig, illetve s 5 Cig;
ha taszitdst kivinunk :

ol > 05 k=146 2 -ig, illetve "= -ig

Mindkét esetben a feltételek szama %, illetve i-,) : ; mivel

pedig n szdmu tetszéleges Ay amplitadé 4dll rendelkezésre,

; -szeresen, illetve ”-:51 -szeresen végtelen szdmuoly A, ... 4,
értékrendszereket vdlaszthatunk, melyek az els6, vagy a mdso-
dik rendszerét a feltételeknek kielégitik.

E szerint az egyes mdgneselemek lengési amplitudoinak
alkalmas vélasztdsa folytdn tetszés szerint a rendszer elemeinek
kolesonos vonzésat és igy (ha a magnesek stabilis egyensulya-
ndl felmeriils R} translatorius ertk compensdlva vannak) az
egeész rendszer oszszehuzoddsat, vagy pedig az elemek kolesonos
taszitdsat és igy az egész rendszer kitdguldsat létesithetjuk.

Ennek értelmében, ha adva van egyenlé mdgneselemekbél
4ll6 oly rendszer, melynek elemeinek kozéppontjai egyenlt kozok-
ben egy egyeneshen fekszenek, magnesi nyomatékaik pedig sta-
bilis egyensily alkalmaval ezen egyenessel egy tetszéleges, de
ugyanazon ¢, szoget képeznek, akkor az a suppositio, hogy az
elemeknek kolesonhatdsuk befolydsa alatt végzett lengései foly-
tén az egész rendszer Oszszehuzodik, vagy kitdgul, nem 4ll ellen-
kezésben a mdgnesi tdvolba hatds torvényeivel.
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13. §.
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14.
15,

16.
17.
18.
19.

20,
21.

T

N e R
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. Felelet o feltett s az értékezéshen targyalt keldesre

TARTALOMJEGYZEK,

Lap

. A mozgis egyenleteinek Lacrsnee-féle determinfinsa. Ennek
szétbontasa két aldetermindns szorzatira o G

. A lengések kitéréseinek Altalinos kifejezései. Amphtlidélkna.k
egyméissal valé Oszezeftiggése e e
. A kiszdmitando és a fiiggetlen amplltudok T ]
. A lengések explicit kifejemései ... . . . - ___ .37
. Az (e + o )? kozépértékeinek ssgatsa.gm B fefer e 30

. Az » menti translatérius erék kozépértekeinek egwna&s&l valo

Oszszeftiggése .~ ___ R Ste L3

. Az Ry kozépértékek exphclt klfe]ezesel.... . =









. Hunyady Jend. Tételek a eomponal determmﬁnsoknak egy kiilonss
~nemér61 10 kr. — XXII. Konig Gyula. A raczionglis fiigevények altalinos
- elméletéhez. 10 kr. — XXIIL Silberstein Salamon. Vonalgeometriai tanul-

- minyok 20 kr. — XXIV. Hunyady Janos. A Steiner-féle kritérinmrél a kip-
- szeletek elméletében. 10 kr. — XXV. Hunyady Jené. A pontokbél vagy érin-
- t0kbdl és a conjugdlt haromszdégbél meghatirozott kiipszelet nemének el lon-

 téebre szolgdlé kritérinmok. 10 kr.

Nyolezadik kitet.

o I szém. Astrophysikai megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsghlén 1880-
ban. Konkoly Miklostol. Egy tablu rajzzal. — TI. szam. Adatok Jupiter physi-
.: kijdhoz az 1880-ik évbil. Egy fiigeelékkel. Konkoly Miklostol. — I11. szém.
] A Bolyai-féle algorithmus. Dr. Farkas Gyulitol. — IV szdm. Napfoltok
megfigyelédse 1880-ban, ¢és 1382 napfolt micrometricus mérése. Konkoly
y _ Miklostol. Két tabla rajzzal. — V. szAm. Hulléesillagok megfigyelése 1880-ban
~ a magyar korona teriiletén. V-ik rész. Komkoly Miklostol.-— VI. szam. Csil-
 lagdszati megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsgilon. Konkoly Miklostol. —
~ VIL szédm. 102 hullbesillag kisugérzisi pont, levezetve 518 megfigyelésbil,
 melyek a magyar korona teriiletén 1879. és 1880-ban tétettek. Konkoly Mik-
lostil. — VIIL szim. Uj villimzaré vagy nyitékésziilék norméilérin, és a
Jitrgenssen-féle 6raszerkezet. Konkoly Miklostol. Egy képtablaval. — IX. szdm.
Adatok Jupiter forgisi elemeihez. Dr. Kobold Armintol. — X. szam. A Ha-
milton-féle rendszerek és az elsérendii partialis differentidlegyenletek 4ltalinos
_elmélete, Székfoglalé értekezds. Kinig Gyulatil. — X1, szdm. A hadtndomény
viszonya a tébbi tudomanyokhoz. Kapolnai Pauer Isivantol. Székfglalé érte-
kezés. — XII. szam, Flgy negyedrendii feliiletrsl. Hunyady Jendiél.

Kilenczedik kitet.

- 1. szdm. Astrophisikai megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsgdlén. (Ha-
rom tdblaval) Konkoly Miklostol. — TI. szam. Az 6-gyallai csillagvizsgald
foldrajzi szélessége. Dr. Lakits Ferencztdl. — III. szim. A herényi astrophy-
sikai observatorium leirdsa, és az abban tett megfigyelések 1881-ben. (Egy
tablaval.) Gothard Jendtsl. — IV. sziim. Napfoltok és a nap feliiletének meg-
figyelése 1881-ben. Konkoly Miklistol. — V. szam. Csillagiszati megfigyelések
az 6-gyallai csillagvizsghlon, Konkoly Miklistol. — VI. szim. Hulldesillagok
megfigyelése 1881-ben. Konloly Miklostol. — VIL. szam. Adatok Jupiter és
Mars pllysikéj{ihuz. az 1881. évi megtigyelésekbdl. (IIT. rész. Harom tdblival.)
Konkoly Miklostol. — VIIL szam. Az iistbkisék vegytani alkotésa. Konkoly
Miklostol. — TX. szam. Az 1871—1880. években, Magyarorszigban megfigyelt
hulléesillagok phlyaclemei. Kivesligethy Raditol. — X. szam, Néhény deter-
mindns-egyenletrél. Hunyady Jendtil. — XI. Perspectiv helyzetli alakzatok-
r6l Dr. Klug Lipittol — XII. szam. Az elhajlott fény intenzitdsinak vizsga-
lata. (A math, és teuneqzetf.uniomé.np allardé bizottshg segélvezésével késziilt
dolgozat. Tizenkét Abraval a szbveg kozott.) Dr. Frohlich Izortol. — XIII
szam, Az algt ‘brai egyenletek elméletéher. Kinig Gyulatol.

Tizedik kiitet.

I. A nap feliiletének megfigyelése 1882-ben. Konkoly Miklistol. —
IT. Astrophysikai megfigyelések 1882-ben. a) A Wells-iistokos szinképe. ) A szep-
temberi nagy fistokos szinképe. ¢) 9 Meteor szinképe, d) 115 4llbcsillag spec-
trnma. ¢) Coloremetricus megfigyelések. Konkoly Miklostol. — III. Hullb-
esillagok megfigyelése a magyar korona teriiletén. 1882. Konkoly Miklostil. —
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- Miklostol. — V. 16 i 't'i' megfigye-

lések eredménye. 1882, Konkaiy Miklostol. — VI. Néhany szé az tistokosok
vegytani alkothsir6l, osszehasonlitva a meteoritekkel. Konkoly Miklostol. —
VII. Egy uj szerkezetii spectroscop. (Egy tAblaval) Konkoly Miklostol. —
VIII. Astrophysikai megfigyelések a herényi observatoriumon, 1882. (Egy
tablaval.) Gothard Jendtsl. — IX. Adatok Jupiter és Mars bolygdk physika-
jahoz, (Hérom tablaval.) Gothard Sandortol. — X. Egy uj spectroscop (Egy
tablarajzzal) Gothard Jendiél. — XI. Astrophysikai megfigyelések 1883. (Egy
tdblaval.) I. rész. a) y Cassiopejae spectruma. b) « Ursae minoris spectruma.
1) A Swift iistokos speetruma. @) A Brooks iistokos spectruma. e) Colori-
metricus megfigyelése 65 alloesillagnak. Konkoly Miklostol.

Tizenegyedik kitet.

1. Astrophysikai megfigyelések 1883-ban, az 6-gyallai csillagdan. (II-ik
rész, 3 tabla.) Konkoly Mikiostol. — II. A nap feliiletének megfigyelése
1883-ban, az 6-gyallai csillagdan. Konkoly Miklostél. — 1II. Hulldesillagok
megfigyelése a magyar korona teriiletén 1883-ban. Komkoly Miklistol. —
IV. 615 Alloesillag spectruma. A déli ov Atkutatisinak 1. része. Konkoly
Miklostal. — V. Megfigyelések a herényi astrophysikai observatorinmon 1883-ban.
(Eét tablival) Gothard Jendtdl, — VI. A Pons-Brooks iistokos spectroscopicus
megfigyelése a herényi astrophysikai observatorinmon. (Két tiblival.) Gothard
Jenétdl. — VIL Csillagiszati megfigyelések az 6-gyallai esillagdin 1883-ban
Konkoly Miklostol. — VIII, Eléleges vizsgilatok néhéany szénhydrogén-giz
spectrumén, spectroscoppal és speetralphotometerrel. (3 tablaval s 2 fametszet-

tel.) Konkoly Miklostal. — IX. Adatok Bolyai Farkas életrajzdhoz. Szily -

Kalmintil. — X. A herényi astrophyslkm observatorium sarkmagassiginak
meghatirozasa. Gothard Jendtil.

Tizenkettedik kiatet.

I. A napfoltok és o nap felilletének megfigyelése az O-gyallai csillag-
vizsgAlén 1884-ben. (1 fametszettel.) Konkoly Miklostol. — 1I. Astrophysikai
megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsgalon 1884-ben. (4 fametszettel) Konkoly
Miklostol. — 111, Az 1884. évi megfigyelések a herényi astrophysikai obser-

vatoriumon. (2 abra és 3 tdblaval) Gothard Jendtsl. — IV, Hullb-esillagok -

megfigyelése a m. korona teriiletén 1884-ben. 26 radiatio ponttal. Konkoly
Miklostol. — V. 615 allbesillag spectruma. Konkoly Miklostol. — VI. A nap-
foltok gyakorviassiga 1872-t6l 1884 végdig. (2 kényomatu tablaval) Konkoly
Miklostol. — VIL. Adatok Jupiter physikijaihoz. (2 tablaval) Konkoly Mik-
lostol. — VIII. Tanulminyok az égitestek photographilisa terén. (1 téablaval.)
Gothard Jendtdl. — IX. A Haynald-observatoriumban 1880—1884-ben meg-
figyelt napfoltok. Hininger Adolftol. — X. Az 1873. VII. sz. Coggia-Winnecke-
féle tistokos palyaszamitésa, Schulhof Lipottol. — XI. A folytonoa spectrumok
elmélete. Kovesligethi Radotol.

Tizenharmadik kitet.

I. A foldnehézség meghatirozdsa Budapesten 1885-ben (4 tabléval).
Gruber Lajostol. — II. Hullé esillagok megfigyelése a magyar korona teriiletén
1885-ben. Konkoly Mikisstol.— TIL 855 &ll6esillag spectruma. Konkoly Miklostol.

Tizennegyedik kitet.

I. A dinamika alapegyenleteinek jelentésérsl. Kinig Gyuldtel. — I1. Az
orthogonalis substitutié egyfitthatéinak paraméteres értékei, Hunyady Jendtél. —
IIL. Az orthogondlis substitutié egyiitthatéinak paraméteres értékei. (Folytathsa.

az elébbinek.) Hunyady Jendtél. — IV. A linezhidak merevitd tsxtéma.k
grafikai elméletérsl. Kherndl Antaltol. 3
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