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(Mint székfoglalot eldadta a ITI. osztaly iilésén, 1889, aprilis 15.)

Az dtmenet egyik hdromtengelyli orthogondl koordindta-
rendszerb6l egy mésik szintén orthogondl koordindta-rendszerre,
ha mind a kettének a kezd6pontja ugyanaz, a kovetkezd egyen-
letek segitségével torténik

z=0,2+by +e¢7

Y= a2 + by + 2’ (1)

Z2=ay,% +byy + 37
melyekben z, y, z és &', y', 2’ egy és ugyanazon pontnak a koor-
dindtdit a két rendszerben jelentik, az a,, by, ¢4, ... ¢y egyiitt-
hatok pedig dllanddkat jelentenek.

Ismeretes, hogy az orthogondl helyettesités kilencz egyutt-
hatéja nem fiiggetlen egymdstol, hanem bizonyos megszoritdsok-
nak hédolnak, melyek a kovetkez6 identitdshol :

' 2 YRy " (2)
erednek, ha ebben az (1) alatti helyettesitésekre vagyunk tekin-
tettel, mi 4ltal az el6bbi identitds a kovetkezé hat egyenletbe
esik szét: ;

1

M. T. AK. ERT. A MATH. TUD EGREBOL. 1889, x1v. x, 2. sz,
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ad+ai+ai=1 ‘

b +bi+b2=1

q+agt+eag=1 I
bycq +bacy+byes =10
a6y + ayts+ a5ca =10 %
arby + aghy + azhy =0

(3)

Az orthogondl helyettesités egytitthatéi kozott a (3) és (4)
alatti egyenleteken kivil még egyéb nevezetes egyenletek dlla-
nak fenn, melyekrél egyelére csak annyit akarunk megjegyezni,
hogy ezek nem minta (3) és (4) alattiak, hogy egymdstol fiigget-
lenek, hanem ellenkezéleg mindannyian a (3) és (4) alatti egyen-
letekbél kovetkeznek.

Miutén az (1) alatti helyettesités kilencz egyiitthatoja csak
annyiban vdlaszthaté szabadon a mennyiben azt a (3) és (4)
alatti feltételi egyenletek dltal szabta megszoritdsok engedik,
azért az (1) alatti helyettesités kilencz egyutthatoja koziil csak
hérom vélaszthaté szabadon, a hdtralevé hat pedig a (3) és (4)
alatti egyenletekbtl az adottak figgvényeiben kifejezhets, mely
viszonyoknak felderitése a mathematikusok figyelmét az ortho-
gondl helyettesités egyutthatéinak meghatdrozdsdra terelte, igy
els6 sorban Eulernek koszonink ilynemfti vizsgilatokat.

Fuler az orthogondl helyettesités egyutthatéinak hdrom-
féle meghatdrozdsit hagyta reink. Euler*) els6 meghatdrozdsa
«Introductio in analysin infinitorum» czim{i munkdjdban, a md-
sodik pedig a szentpétervdari akadémia kommentdrjaiban jelent
meg. Euler ezen miiveiben az orthogondl helyettesités kilencz
egyutthatoja hdrom paraméter dltal van kifejezve, de nem raczio-
nalisan,

Euler**) egy mdsik értekezésében, mely szintén a péterviri
akadémia kommentdrjaiban jelent meg, a széban forgd kilencz

*¥) Introductio in analysin infinitornm T. IL. p. 369. Novi Com-
mentarii academiz scientiarum imperialis petropolitanse T. XX. «Nova
methodus motum eorporum rigidorum determinandi» pp. 208—238.

lema algebraicum ete. ete. p. 101.
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egyutthatot, mint a p, ¢, r, s paraméterek racziondlis figgvényét
fejezte ki deductiéinak minden tovdbbi kozlése nélkil.

Euler ezen utébb emlitett képleteit, anélkil, hogy azokat
Eulerbél ismerte volna Rodrigues?) vezette le, Eulernek az itt
mdsodik sorban felemlitett vizsgdlataibol indulvén ki.

Rodrigues utdn Cayley?) fogott az idézett Eulerféle kép-
letek levezetéséhez; a problémdt a maga dltaldnossdgdban n ha-
tarozatlan szdmu vdltozéra determindnsok segitségével az ezen
nagy mathematikustol megszokott eleganczidval oldotta meg s
eredményeit a Crelle-féle mathematikai Journal 32. kétetében
tette kozzé.

Euler vizsgdlatainak megjelenése utdn Monge®) fogott a
szoban forgé probléma megoldasihoz s nevezetesen az a,, b,, ¢,
egyutthatok dltal fejezte ki a hdtralev$ hatot.

Végre Hesse®) fejezte ki az orthogondl helyettesités egyttt-
hatoit hat paraméter dltal, melyek koztil hdrmat dllandénak,
hdarmat pedig vdltozénak kell tekintenunk s eredményeit Crelle-
féle Journal 63. kotetében minden levezetés nélkil, azzal egyutt
pedig a Schlémilch-féle Zeitschriftban tette kozzé.

Az ide vonatkozé irodalom tanulmdnyozdsa kovetkeztében
egy modszer utdn vdgyédtam, melybél minden ismeretes para-
méter elodllitds a még szdmtalan sok lehetségessel egytitt egészen
egyontetti eljards altal adddjek ki.

E sorok tartalma a szem el6tt lebegett modszer részletes
kifejtése, miel6tt azonban erre dttérnék czélszeriinek vélem a
felsorolt értekezéseknek ide tartozd lényeges részét rovid vizlat-
ban ecsetelni.

') J. Lionville Journ. d. math. p. et appl. T. V. (pp. 389—440.)
«Des lois géométriques ete. ete.n p. 405.

%) Crelle: Journal f. r. u. a. Math. XXXII. kot. «Sur quelques
propriétés des déterminants gauchess» pp. 119—123.

%) Mémoire de l'academie des sciences de Paris, année 1784, p. 154.
(L. e tekintetben Hesse értekezésében Crelle J. f. r. u. a. Math. Bd.
LXIII, 247. 1. a *) jelélt czitdtumot.)

%) Crelle-Borchardt: Journal f. r. u. a. Math. LXIII. két. «Trans-
formationsformeln fiir rechtwinklige Ranmecoordinaten.» 247—251. 1L
és Schlomilch Zeitschrift, f. M. u. Ph. Jhrg. XI. «Vier Vorlesungen ans
der anal. Geometrier 387—396. 1L

1*
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i2
A ) Euler képleteinek I. és IL. rendszere.

1. Elsé6 sorban. Euler azon képleteit vezetjik le, melyek
«Introductio in analysin infinitorum» ezimti munkdjéban jelen-
tek meg.

Legyen OXYZ és OX'Y'Z' két orthogonidlis koordindta-
rendszer, melyeknek kozos kezdépontjuk ()-ban van. A két koor-
dindta-rendszer viszonylagos helyzete a kovetkezd adatok dltal
van meghatdrozva: 4. m. azon szogok éltal, melyet az X1 és
X'Y’ sikoknak OX, metszésvonala képez az OX, illetdleg OX'-
tengelyekkel, valamint az XY és X'Y" sikok hajlds szoge dltal.
Az XOX,= ¢ szognek forgdsi irdnydt ugyanazon értelemben
veszszik, mint a milyenben a pozitiv (O)X-tengelynek forognia
kell, hogy az 90° dt a pozitiv OY-tengely helyzetébe jusson. Az
XOY és XO'Y' koordindta-sikoknak ¢ hajlisit pedig ugyan-
azon értelemben veszsziik, mint a milyenben a pozitly OY-ten-
gely 90° it a pozitiv (Z-tengely helyzetébe jut; végre az
X,0X'= ¢ szoy forgdsdnak irdnya a ¢ szogével ugyanazon érte-
lemben veendd.

Ezen jeloléseket szem elbtt tartva, konnyen beldthatd, hogy
az OXY 7 koordindta-rendszer az OX'Y' 7' koordindta-rendszer,
helyzetébe a kiovetkezd hdrom parczidlis forgds dltal jut:

a) Az OXY Z rendszert az OZ-tengely korul ugy forgatjuk,
hogy az OX-tengelyt az elébb emlitett értelemben ¢ szoggel for-
gatjuk, mi dltal az OX-tengely az OX,-metszés-vonal helyze-
tébe jut.

b) Az XY-sikot OX,, mint forgds-tengely koriil forgatva a
X'Y'-sikkal osszeeséshez hozzuk, mely forgds dltal az OZ-ten-
gely az OZ' tengely helyzetébe jut.

¢) Végre az OX,-tengely az OX'-tengely helyzetébe jut, ha
az OX,-tengelyt OZ' koriil az a) alatti értelemben ¢ szoggel
forgatjuk.

Ezen egymdsutdn kovetkezd transformdtiok dltal a térbeli
transformdtio-probléma, vissza van vezetve hirom sikbeli trans-
formétiora; ugyanis az a) alatti forgatds kovetkeztében az
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OXYZ rendszerrél dtmegytink az OX,Y, rendszerre s miutin
az OZ-tengely ugyanaz marad, a transformécziondl csak z és y
véltozik, ez pedig:

x =1 eos—ysing | 1)
y=asmng +y cos¢ |

Tovdbbé a b) alatti forgatdsndl az OX,-tengely ugyanaz
marad, de az OZ és OY -tengelyek dtmennek OZ'-illetbleg,
OY rtengelyekbe, ha pedig ezen tengelyek sikjiban a pont koor-
dindtdit 21, y,-vel jeloljuk, akkor

Yy=1Ysco8J —2'sin it |
2 =y,sind + 2 cosdt |

végre a ¢ ) alatti forgatds dltal az OZ'- és OY,-tengelyek dtmen-
nek OX'-, illet6leg O1}'-tengelyekbe, mely utobbi tengelypdr
sikjdban a pont koordindtait ', y'-nal jelolve a kivetkezd egyen-
letek dallanak :
=2 cosg—1y sing
Yo=2a'sing +y cosg

3)

Az (1), (2) és (3) alatti hat egyenletbdl az z,, y, és y, kikiiszo-
bolése szolgiltatja az Euler-féle transformétio-képletek I. rend-
szerét, mely a kovetkezo:

& = (cos ¢) cos ¢ — gin ¢ sin ¢ cos ) 2’ —
— (cos ¢ sin ¢ 4 sin ¢ cos ¢ cos F) y' +
+ sin¢ sin .2’

i = (sin ¢ cos ¢ + cos ¢ sin ¢ cos &) &’ —

— (sin ¢ 8in ¢ — cos ¢ cos ¢ cos )y’ — 4)*)

— cos ¢ sin .2

= sing sin . &'

+ cosgsind.y’

+ cos .2

*) Itt, valamint a kovetkezOkben felteszsziik, hogy az OXY.Z és
OX'Y' Z' koordinatarendszerek ugyanazon értelmiiek (gleichstimmig). [Lasd
Joachimsthal: Anw. d. Diff. u. Integr.-Rechnung a. d. alg. Theor. d. Fl
u. Curv. dopp. Krmm. Leipzig 1872, §. 30].
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2. A koordindta-transformadtio, képletek IL. rendszere, melye-
ket Euler a szentpétervdri akadémia XX. kitetében dllitott fel
a kovetkezok :

Ha ugyanis az OXYZ rendszer OX, OY, OZ tengelyeit
az OR rotatié-tengely kortli ¢ forgatds éltal hozzuk az OX'Y' 7'
rendszer OX', OY', OZ' tengelyeinek helyzetébe, akkor ha azon
szogeket, melyeket az OR-forgdstengely az OX, OY, OZ ten-
gelyekkel képez a, 3, y-val jeloljik, a kivetkez$ transformdtio
képleteink vannak :

x = {cos®a + sin?u cos o) 2’ +
+ {cos @ cos 3 (1 — cos ¢) — cos 7 sin ¢} y' +
+ {cosa cosy (1 —cos @) + cos F sin o} 2'.

Y = cosa cos ? (1 —cos @) + cosy sing) 2’ +
+ {cos? 3 + sin® 3 cos o} y' + (5)*)
+ (c0s 7 cos y (1 —cos¢) — cosu sin ¢ 2’

z = |co8u cosy (1 —cos ) —cos 3 sin ¢} 2’ +
+ {cos 3 cosy (1 —cos¢) +cosusing) y +
+ {cos? 7 + sin? y cos ¢} 2’

B ) Euler képleteinek IIL. rendszere. Cayley levezetése.

3. Haazx, 1, zés 2, i, 2’ mennyiségeket a kovetkezoképen
fejezziik ki az u, v, w mennyiségek dltal :

T=aqu+/hv+rw
Yy =aut+fv+raw (1)
2 =agU+ FHo+pw
T=au+a?+agw
Y=8utpgo+ 3w (2)
Y=pnutrvtw
akkor ha az (1) és (2) alatti egyenletrendszerek kozos determi-
nénsdt, 4-val és ebben a;, 3;, 7; elemek egyitthatoit 4:, B,
Ci-vel (i =1, 2, 3) jeloljiik, az (1) és (2) alatti rendszernek meg-
olddsa a kovetkezs egyenletekre vezet:

*) Novi, Comm. acad. scient. Petropolitane T. XX p, 220.
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du=Axz + Ay + 432

dv = Bz + B,y + B,z (3)
dw= Ciz + C,y + Cyz
du= A, + B,y + C, 7
dv = A, 2 + B,y + G2 4)
duw = A, ' + By + C32'
melyekb6l ezen egyenletek kovetkeznek :

4,2+ Aoy + A3z= 4,7 + By’ + C, 2

B,z + Byy+ Byz = 4,2 + B,y + G2 (9)

Ciz+ Cy+ Ciz= 4,2 + By’ + Gy 7'

Ha pedig ezen egyenletrendszer egyenleteit rendre sokszorozzuk:

ay, 31, ri-gyel
g,y .32, ?’a""*l

ag, 3, ry-mal

és mindenkor dsszeadjuk, akkor taldljuk :

dz=(a, 4, + 8y Ay + 1, 43) 2’ +
+(ay By+ 8 By+r, By) ¥ +
+ (2, Cy+ 8, C3+ 1, Cs) 7,

Ay =(0g Ay 4 8o Ay + 12 43) @ +
+ (a3 By + 8, By +12 By) ¥ + (6)
+ (ag Cy + B2 Cy + 7. Cy) 7,

4z =ag Ay + 83 A+ 13 A3) 2 +
+ (a3 By + 83 By+ 73 By) ¥' +
+ (23 Cy+ 33 Co + 13 C) 7. 1

¢s ha ugyancsak az (5) alatti rendszer egyenleteit sokszorozzuk

ay, 09, ay-mal
Bis ;33; 3y-mal
715 72» 7g'mal

s osszeadjuk, akkor pedig a kovetkezd egyenletekre joviink :
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A2’ = (ay Ay + a3 B, + a;, C)) z +
+ (g As + ag Bg =+ 6!-3'02) Y+
+ (a4 A:-l T a B:} T+ ay UE) Z

y = (‘51 4,+ 7, Bl.+ 3 CJ) x4+
+ (3 s+ 8, Bo+ 3, Cy) y+ ()
+ (3 A:} + 4, Bg—i_ B Og) 2,

4z = (y, A+ 7o Bl +7C)xr+
+G1det+reBat+ 13 Co) y +
+ (ry A3+ e Bs+ i3 Cs) 2.

Ha toviabba a (6) és (7) alatti rendszerekben az a;, B, 7i
(1 =1, 2, 3) mennyiségekre nézve még a kovetkez6 feltevéseket
teszsziik :

“I == )";’ = ;‘.—i = 1

ra=—ids (8)
=7

f=—a

akkor, mivel akkor :
ay dy+ 8y Ao+ Ay = A, —ay Ay —a3 A3=24,—4
@, By+ 3y By +r, By=B,—a, B,—a; By=2B,
iy C] + ﬂi O.g_ + 71 (}13 = OI — il C__!”'— &y Gi = E')Ol
stbh. sth.

a (6) és (7) alatti rendszerek a kovetkezékbe mennek 4t:

dz = (24— 4) &' 4+ 2By’ + 20, #'
dy = 24,2 4+ 2B,— 4) ¥y + 20,2 (9
dz = 24,2 + 2By’ + (20, — D &'
Code' = (24, — ) x+24, Yy + 2452
4y = 2B,z + (2B,—4) y + 2B,z (10)
42 = 20,2+ 20,y + (20, — 4d) 2.
s ha végre még :
re=—pgs =14
ag=—y, =u (11)
Bi=—ag—v

akkor az orthogondlis substitutié a,, b, . . . . ¢; egyiitthatoinak
- értékei ezek:
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b 22—t 3 Ap v 9 lv—p
N Yo 5 A N N
p—y =2 42— w42
9 % 9) #).
R i N vl N (12)%)
glvtpr Gmw=2 A=V—p+s
< I e o5 N

a hol
N=14+24p2 42

(') Monge képletei.

4. Monge képleteit levezetés nélkiil tette kozzé, levezetésik
kulonben semmiféle nehézséggel nem jdr. Itt azoknak a szokott.
levezetéseknél pontosabb levezetését tiiztik ki czélul,

A bevezetésnek (1) alatti orthogondl helyettesités kilenez.
egyutthatoi kozott a (3) és (4) alatti feltételek dllanak, e kilenez
egytitthaté kézott azonban még més nevezetes egyenletek is dlla-
nak, melyek koziil elsé sorban a kovetkezoket emlitjuk fel :

al+b+cl=1
B+bh4ed=1 (1)
adt+bht+a=1
g a3+ by by +¢y c3=10
a;ay+by by +¢, =10 (2)
a @y + by by + ¢y c,=0

Miutén pedig a két orthogondl-rendszerrél feltessziik, hogy
azok ugyanazon értelmtiek, az orthogondl helyettesités deter-
mindnsa

lay by ¢ |
|ag by ¢ |=+1
ay by e
de ekkor
ay=1b, e5—by ¢, (3)
sth. stb,

*) Lasd Cayley az i. h. 121. L
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Monge az orthogonal helyettesités a,, b,, ¢, egyttthatéibol

hatérozza meg a tobbieket; A b, és ¢, egyiitthatok meghatdrozdsa
czéljabdl még a kovetkez8 egyenleteket vezetjiik le. A (3) alatti
-egyenletb6l kovetkezik :
68 Innét még : :
b2 2= (b, cy—a,)? (5)
Tovabbd a két utolsd (1) alatti és a bevezetés els6 (3) alatti
-egyenletébll a kovetkezdst nyerjiik :

b+cd=14+a2—b—c? (6)
Az utolsé két egyenletbdl b, és ¢, meghatdrozhaté; amint

ezen egyenletek szerkezetébll szembetiinik b2 és 2 a kovetkezs
misodfokt egyenletnek :

2—(14at—0—cDz1 thacz—a,)*=0 (7
a gyokei, melyet 2 szerint megoldva és a kovetkezs jeloléseket:

14+a —by—e;=A4
l—a,—by+¢;,=0C ®
14a;,4+by+c¢,—=D

bevezetve taldljuk, hogy

. 1+4a}—b—c + VABCD
b= ] e

b 9
i 1+ai—b—c2FVABCD 2
R A ad

a hol a felst és alsé eljelek egy-egy értékrendszert szolgiltatnak.
A (8) alatti identitdsokat a kovetkezd reldtio flizi ossze :

A+B+C+ D=4, (10)
tovabbé konnyen taldljuk, hogy :
BC+4D=2 (1 + ai—b—c)
CA+BD=2(1—a+bi—cd (11)
AB+CD=2 (1 —a?—bt+ ¢
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68
BC—AD =4 (b, cs—a,)
CA—BD =4 (¢;a,—b,) (12)
AB— CD =4 (a; b,—¢,)

A (9) alatti képleteknek a Monge-féle alakot adhatjuk, ha
megjegyezzik, hogy a (11) alatti identitdsok elsejénél fogva
BC + AD
1+al—bi—e=— v
s ezen értéket a kérdéses képletekben helyettesitjiik, mi dltal
azok a kovetkezbkbe mennek dt:
B (VBC + V AD)*
L 4
g VBCFVAD)?
s 4

a honnét :
b+ VBOEVAD.

S/ i V"
fuip ol le 3 AD

(13)

itt a kils6 el6jel ekre nézve ismét az el6bbi szabdly jut érvényre,
hogy t.1i. a fels6 elgjelek és az also eldjelek Oszszetartozdk, minek
kritériumat a (4) alatti egyenlet szabja meg.

A kovetkezo roviditett jelolések :

VBC =« VAD =«
VCA=p VBD=p (14)
VAB=: . V0D =7
haszndlata mellett a (4) és (6) alatti egyenleteket a kivetkez6
-értékrendszerek elégitik ki:
b= @+ a) §a—d), —a+a), —} (a—a) |
Cg = % (“'_'a’); ;-(I‘I o "1')) _EI'(Q_"“‘)J R é‘ (x4 (J.’) [
5. Hasonl6képen taldljuk a (8) és (14) alatti jelolések figye-

lembe vétele mellett ¢; és as-ra valamint a, és b,-re nézve a ko-
vetkez$ értékrendszereket:

(15)
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=+B+8)403—78)—13+3),—4+3—73) (16)
BT % (i-_"}’} (.?'*'i-}r}; _é‘(}g_te’)s_%(.3'+.ef)

és

Ga=3G+"4G—7rr—3G+7)—%Gc—7) a7

b=t G—0)htG+1)—3o—0r—tG+7)

A (15), (16) és (17) alatti rendszerek kozul mindegyik
négy-négy értékrendszert foglal magdban, mibél azon kivetkez-
tetésre juthatndnk, hogy a bevezetés (3) és (4) alatti egyenletek-
nek annyi megoldds felel meg, mint a hany csoportositist a
(15), (16) és (17) alatti rendszerek megengednek, tehdt Osszesen
hatvannégy megoldds. Hogy ezen a prioristikus kovetkestetés
nem felel meg a valsdgnak annak a kritérinmédt a bevezetés
(3) és (4) alatti egyenletei szabjik meg. A dolgot e tekintetben is
egészen behatéan vizsgdltam meg, mely vizsgdlat eredménye az,
hogy a bevezetés (3) és (4) alatti egyenleteit dsszesen nyolcz rend-
szer elégiti ki, mely a kovetkezo :

a tGe+r). +B-—2)
$—7") by i@+ d) L
§([B+3) 3la—d) G |
@ =i +N—1G—8)
—=1 by §(a+ o) 1.
—$B+8) 1—d) Gy
('!‘| T {F (;‘ + i") % (If R 'lj’tJ
—4G—7") b, —4(a+ a) II1.
B+ 8)—%(a—a') Cy
a A a
% —) b, — 32+ ') IV.
—4(@B—3)~i(@a—a) €3
a to—r) 3@B+8)
$r+7) b, $(a—d) i
13—3) La+d) Cy
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a, —-$c—"—13+8)
—+G+7) b, $la—a') VI
b é (ﬂ_ij") '&(‘I = "1') Cy

g —=3G—7) {684+
— 3G+ b, —3(e—ad) VIL

13—f3)—4(a+4a) (!
a $G6—7r—316+8)
FG+7) by, —i(a—ad) VIIL
—33—p8)—4@+4d) C3

Legezélszertibb volt a hat egytutthato értékét az a,, b,, ¢,
egyutthatokkal egyutt quadratikus sémdba elhelyezve felirni,
miutdn igy a legjobban tinik ki azon egyszerii szabdly, mely
szerint a nyolez séma utolsé hét sémédja az (I) alatti {6-sémabal,
mely a substitutié-egytitthatok foértékét tartalmazza, keletkezik.

A (II) (II) és (IV) alatti sémdk az (I) alattibol erednek, ha
ebben az els6 sort és oszlopot, illetéleg mésodik sort és oszlopot,
vagy harmadik sort és oszlopot a negativ egységgel szorozzuk,
az (V), (VI), VII és VIII alatti sémdk pedig az (I), (II), (ILI) és
(IV) alattiakbél a sorok és oszlopok feleserélése dltal keletkeznek.

D) Hesse képletei.

6. Ha a sik tetszbleges pontjdnak homogén koordinatdit
@, 1, 2-vel, a sik tetszéleges egyenesének homogén vonal-koordi-
ndtdit pedig u, v, w-vel jeloljik, akkor az z, y, z pont egyenlete
a kovetkez0 :

Tu+yo+ 2w =o, (1)
vagy a kovetkezd symbolum :

rut+yw+zw=W (2

haszndlata mellett a kérdéses pont egyenlete :
W=o (3)

Az zi, i, zi pont egyenletét a kovetkezs jelolés mellett :

riutyiv+zw=W, 4)
Wi=o (5)

egyenlet fejezi ki.
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Haaz z;, yi, 2i 0 =1, 2, 3, 4, 5, 6) pontok ugyanazon kup-
szeleten fekszenek, akkor azt a kovetkez6 egyenlet:

[ s
oy
2 2

| g g
| T3 Y3
2 2
rn Y%
a2 2
U5

R "

2
4

2
23
A
22

o

2
zﬁ

Y1 %
Y22y
Y323
Yy2y
Y525
Y5 %5

T %

L2

T Y,
T2 Y
T3y

TylYy |

T5Ys

T Y

|
|
|
|

|

i
||
|

fejezi ki, a kérdéses hat pont egyenletei pedig, az (5) alatti jelo-

lést szem el6tt tartva, a kovetkezo :

W,=o0, Wy=0, Wa=0, Wy=o0, Wy=0, Wy=0 (7

7. A (6) alatti egyenlet dtalakitdsa dltal a kapszeleten fekvd
hat pont feltételi egyenletének kilénbozé alakokat adhatunk ;
czélunknak megfelel6leg azt majd tobbféleképen alakitjuk dt :

a ) Ha a (6) alatti determindnsban az oszlopokat rendre

uﬂ .v'& wﬁ

20w 2uw 2ue-

vel sokszorozzuk és a mésodik oszlophoz adjuk, akkor a (4)
alatti jelolés tekintetbe vételével a (6) alatti egyenlet a kivet-

kez6 alakot veszi fel :

2\ W}
2 TJ2
x WQ
2 I-V?f
2 7
i Wf
z: Wi

| a2 W

L2y
T 2y
323
Ly 2y
Z525
&g 2

L1 Yy
Zala
T3Ys
Ty Yy
5 Y5
Zg Yo

|
\:0 (A)
|

b) Ha tovdbbé a (6) alatti determindnst ugy alakitjuk 4t, hogy
annak w-, illetleg v-val szorzott harmadik és negyedik oszlopét
az u-val szorzott 6todik oszlopahoz adjuk, akkor az a kiovetkezobe-

megy dt:
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]x% v g gz W, oy, '
| % ¥ 4 Yt % W, =z,
ot 9 2wl By o g
l 2 .2 li=* (B)
2 u: o yn W, a2y,
22y 2 gz Wy s ‘
| %3 Ys % Ys% % We Y |

¢) Ha pedig a (6) alatti detarmindnsban a v-vel szorzott m4-
sodik oszlophoz a w-, illetbleg u-val szorzott negyedik és hatodik

oszlopot adjuk, akkor lesz:

2y W % nwo oz 2y

I; YWy 4 o2 %z Ye |

B 6 & hn wn mh|_ ()
o YWy 2 w2 w2, 2,9,

i @2y Wy 2 Yz w52 35y |

,! w2y We % Yo% TeZs TolYe ;

d) Es ha végre a kérdéses determindns w-vel szorzott 6todik

oszlopdhoz annak u-, illet6leg v-vel szorzott elsé és hatodik osz-
lopdt adjuk, akkor a (6) alatti egyenletet, a kovetkezd alakban

nyerjuk:
a8

| 24 ¥ & yz o W, 39, |
w3 P Z Yeza Wy Y, |

! :'Bg y% Z% yﬂ 29 &Iy ”?3 T3 Y I =1 (1))
o oy oA gz oW, oz,

|22 R 2 Yz oWy s

| @2 Yy 2 Yeze T Wo Ye¥s |

8. Ismeretes, hogy a kupszelet barmely pontjinak homogén
koordinétéi egy vdltozd paraméter mdsodfoku figgvényei dltal

kifejezheték, ugy hogy

r=r 2451+t

Z :?‘322—#33).—’,-1'3

(8)
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a hol egy és ugyanazon kapszeletre nézve r,, s,, t, sat. dllandok,
/1 pedig véltozd, ugy hogy 4 pontrél-pontra viltozik.

A miként a (8) alatti egyenletekben az dllandéknak mds és
més értékeket adunk, akként nyerjiik a sik kiilonboz6 kapszeleteit,
ha tehdt az dllandéknak a kovetkezd értékeket adjuk :

Tl e () =)
TQZO, 32:1, rgzo
13=0, =0, ;=0

a (8) alatti egyenletek a kovetkez6kbe mennek 4t :

r=12
y=1 &)
]

melyekbél a kapszelet egyenlete :
zZ—y*=0 (10)
Legyen a (9) alatti kapszelet hat pontja :
%is Yoo dinonlt=1,2,3, 4,35, 6)

az ezeknek megfelels paraméterértékek pedig 2; (1= 1, 2,...6),
akkor a (9) alatti egyenleteknél fogva:

xﬂ;:)\f
yi-:}.{ (3:13 93 3, 4‘: 5; G) (11]
Zf=1

9.Hamostaz(A4),(B),(C)és(D ) alatti azonos egyenletek-
ben z;, yi , zi (11) alatti értékeit helyettesitjuk, akkor azon egyen-
letek a kovetkez6kbe mennek dt :

A 2 239t

SR
T 487 ¥h ‘
Qg g A3 A%

w1y 8B
W1 o3, B 23K
We 12, 2222 A
2 il at (4)
w2 1o, 28 R
1
1
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W, 1
W, 1
W, 1
W, 1
1
1

W

",

|2, W,
Yy Wy
iy W
by W
WA

2 W,

2 W, |
2 W, |
2 W, i
2 W, 1
A W
2 W, 1

Ha tovdbbd :

— ek e =
>~
)

— e e

e s M e
LEL W el

e s D
T TNL e

1
)y

%

3

Ser s

s

3 o
S GG a0

e WA W . I W

[=A TR L RN TR T Ty =]

5
2
z
it
z

i

334
A
3 34
),Q )'2
i3 34
tg Ay | __ 0
pERT’ e
iy Ay
L
5 5
p | TR
/'l") )'!}
=3 34
L o
3 34
A3 13
y3 =g
":} }':-1 Ty 0
18 o [T
~y )'{-_
TR
b -):
g 4
)‘f‘» }'li.
53 34
f.l }'I |
;3 34
f.g f\g
13 24
;3 )':-'i Pl 0
L A o
et ehy
53 34
!.__.) .!5
33 118
kg A
5
Ay
w2 |
a5 |
A

e s

B

ST wion el

= I

(Ag—A) (Ag— 2)) (24— 2)) Qs—24)) (g— 1) ==,

(j-| 3 )g} U-:-;_ f"g) (J‘(;_ lg) (;5‘_

4y) (Rg—Ay) = 7y

(A —2Ag) (g — 23) (Ag—1g) (Ag—23) (Ag—A3) = m3
Ay —2) Bg— 2y (Ag—R) l—2) A — 1) =m,
Ay —25) (Ag— 25) (23— 12) (Ag—123) g — 4;) = m;
(2 —2g) (2 —7¢) (2o — 7¢) (Z—2) (15— =

M. TUD. AK. ERT. A MATH, TUD. EOREBOL. 1889, x1v. ®. 2. 82,

(B)

(')

(D)

(13)
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akkor a (A') alatti egyenlet determindnsit az els6 oszlop szerint
kifejtve az a kovetkezobe megy 4t :
11 11 JTiek ' LTS S R A

g
vagy még ezt [/-vel osztva:
e p W w2 e wt
Lo R SR L 0 (1)

3| Ty Ty Ty 5 T

Hasonlo felbontdsok dltal a (B'), (C') és (1)) alatti egyen-
letek a kovetkezokbe mennek 4t :

W, r E >
-_I‘+ W*+ e 'LV > B, If“zo
e Ty w Ty Tg
ARG +_).:,m,+ (AR AN A P
Ty G 73 T4 75 ]
W, BW,  BW, BV, BW, AW, _
ny Ty Mg Ty T Ty

10. Miutén a (15) alatti egyenletek a 17 ,... I/ mennyi-
ségekben linedrisak, a (14) alatti egyenlet pedig ugyanazokban
mdsodfokn, tgy ezen egyenletek a térbeli geométria transfor-
métio probléméjdra emlékeztetnek, a mely problémét algebrailag
a kovetkez6képen fogalmazhatjuk :

«Kerestetnek azon linedris helyettesitések, melyekben hd-
rom fiiggs valtozd hdrom fuggetlen vdltozd 4ltal tgy van kife-
jezve, hogy azok a fuggé véltozok négyzeteinek Osszegét, a fug-
getlen valtozok négyzeteinek osszejébe transformdljdk.»

Ha
Wi=V=r .2 Wy=iVz,.2
Wo=Vz.y Wy=iVz,.y (16)
W=V rg.2 We=1iVmg. 2

tétetik, akkor a (14) és (15) alatti egyenletek a kovetkezbkbe

mennek at:
Byt =2yt 2" (17)
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' ' p

T e e e |
Vx Pms e Koy ¥ o otk 7 ﬂ/zs
e Ay g _ .f‘*i+ sy’ _)ﬁz a8)
Ve, Vmg Vag Vr, iVzz iVmg
Rz e o 2z 1 2y 27
Va,  Vmy @ Vmy iVm  iVm  iVm,

az utébbi egyenleteket z, 9, z szerint megoldva azok olyan ala-
kaak lesznek mint a bevezetés (1) fdattl egyenletei, a hol, ha
még a kovetkezd jelzést:

).,' P Zk — (ﬂz)
hasznaljuk :

. (15)(16) (42)(43) - (14)(16) (52)(53)

17 (45)(46) (12)(13) (34)(56) (12)(13)°
o_ (14)(15) (62)(63)
%7 (64)(65)  (12)(13)

oo @96 @A) . @426) (G1)(E3)

27 (45)(46) " (21)(29) 2= (54)(56)  (21)(23) 19)
2= CHE5) (61463)
27 (64)(65) (21)(23)

o (39)36) AN@Y) ., (HE6) (1)()

37 (45)(46) (31)32)° 37 (54)(56) (31)(32)
o (34)(35) (61)(62)
3= (64)(65) (31)(32)°

a mely egyenletekrdl még utélagosan bebizonyitandd, hogy a be-
vezetés (3) és (4) alatti egyenletrendszereit kielégitik.

Hesse azon paradoxont, hogy az orthogondlis substituti6
egyutthatéi harom tetszlleges paraméter dltal elédllithatok, ho-
lott itt hat paraméter dltal vannak kifejezve tigy magyardzza
meg, hogy kimutatja, ha a hat paraméter koztil hdromnak
allando értéket tulajdonitunk és esak a mésik hdrmat véltoztat-
juk ép Ggy nyeriink mindenfele gondolhatd substitutiot, mintha
mind a hatot védltoztatjuk, mire nézve magdra az értekezésre
utalunk.
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A dolog t. i. gy dll, ha a két tengelyrendszer hat tengelye
kozil mindegyiknek egy-egy paraméter felel meg, ugy viligos,
hogy arra, hogy valamennyi transformdtiora j6jjuink nem szik-
séges, hogy mind a két koordindta-rendszert valtoztassuk, hanem
elégséges, ha csak az egyiket vdltoztatjuk, a mdsikat pedig éllan-
dénak hagyjuk meg.

I1.
Azon médszer kifejtése, melybél az elébbiek kovetkeznek.

11. Az itten kifejtend6 modszer a maga lényegében a kovet-
kez6 kérdés eldontésén alapszik.

Ha a £, 7, { mennyiségek a &', 7/, ' mennyiségeknek egé-
szen tetszéleges linedris fiiggvényei, ugy hogy:
=a &'+ 7+nl
a &+ By + 72l (1)
L) e o §'+Tﬂ 5
ayy Bys 71s--- 1y alatt tetszoleges*) dllandokat értvén képesek
vagyunk-e? [, m, n; I', m', n' dllandékat gy meghatérozni, ha

S oy
I

t=lz & =dig
p=my 7 =my (2)
{=mnz {=n'7

hogy x, ¥, z és &', /', 2' két Osszetartozé orthogondlis értékrend-
szert, constitudljon.

Az (1) és (2) alatti kilencz eyyenletbdl a &, %, {; &', 7, ¢
mennyiségek kikiiszobolése a kovetkez6 egyenletekre vezet :
il m' T
T=ay % + 7 7Y + 7 I ?

’ ’

e m' n
Yi=ttg— .+ B — U L, z
[} Ry +.amj+:am

r

(3)

L

Z d m' ' n
2=y — &+ Y +rs YL

¥) A atetszoleges» szd itt csak azon értelemben veendd, hogy «meg

nem hatdrozott.»
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melyekhez, miutdn x, y, z és 2’, y/', 2’ két Osszetartozd orthogo-
ndlis értékrendszert képeznek, még a kovetkezt azonos egyenlet

jérul :
B4yt =a 4y 427,
mely a kovetkezo hat egyenletbe esik szét:

Etg 2 lr%

o s e ), A8
LI + a5 m? + n2 =1
2 2 2

m m
2 2" —1
ﬂ] {; + “a ?"g + 'y ng
2 2 2
mn =Nt = N
R B R + g b T LN
""" @ 72 2 T 73 p2

1 1 1

Biri '}i' +.-9£?'2 me +:7’32’:i n2 =0
1

a7 lg ‘5‘“1?: +“n;ﬂ =0

1

1
ay 3 "p + 13, m + a3 33 = Z 0

és ezek még a kovetkezd hatot vonjdk maguk utdn

2

lr"l m-‘ nf—

1 T =% f’i N it ?’1 2 =1
Ir! ”; "1‘2
ag.';ﬁe"'ﬂ%ms s =1
' ' 2
. m $ g N

ﬁg;g'i_;?%_ng‘*’ i3 n2 =1

dg Oy E’g o x'iz 133 m,g =t 7273 ﬂﬂ =t}
2403 & + 3185 m’* + gl ?’2”'9 =0
ay ag I + 318 m' +rire n*=0

12. A (6) alatti egyenletrendszerbél vildgos, hogy —;é-,
csak agy nyerhetnek zérustdl kulonbozd értékeket, ha az

=
egyenletrendszer determindnsa eltiinik, azaz ha:

(4)

(5)

(6)

(@)

(8)

==l
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| Oiry Paia Pars
a7 dyrs U373 | =0 (9)
ai By s 30|

2

a (8) alatti rendszerbél pedig kitinik, hogy I, m", n'* esak
akkor nyernek zérustél kulonbozé értékeket, ha a (8) alatti
egyenletrendszer determindnsa :

| @aay BBy 7ars
ayay APy s =0 (10}
way BBy rira y

A (9) és (10) alatti feltételek azonosak, azonossdiguk a
determindnsok azonossdigibol kivetkezik, ez pedig tiistént beldt-
haté, ha a (9) alatti determindns oszlopait rendre «, 3, 7,,
dy s 7ams 0 P yyal, a (10) alatti determindns oszlopait pedig
ay ay ds=, 3y 3 Bay 71 72 vy-mal elosztjuk, miutdn ekkor a két
determindns kozos értéke :

e 1. 4,
‘ oy %1 5|
T el e
gt 1
S S

Ezek szerint a kovetkezét mondhatjuk ki :

«A kérdéses I, m, n; U', m', n' allandokat csak akkor va-
qyunk képesek meghatdrozni, ha az (1) alatti helyettesités eqyiitt-
hatii a (9 )- vagy a mi ugyanaz a (10) alatti eqyenlet dltal ki-
fejezett feltételt kieléqitik.»

13. Az I, m, n; ', m', n' meghatarozdsa czéljébol a kovet-
kezd jeloléseket vezetjiik be; az (1) alatti helyettesités :

[ oy e i1
a3 a2 72 [ (12)
| ag ())3 73 |

determindnsdt J-val, abban pedig az «;, 3, yi elemeknek egytitt-
hatoit A;, B;, Ci-vel (=1, 2, 3) jeldljik.



AZ ORTH. SUBSTITUTIO EGYUTTHATOINAK PARAMETERES ERTEKEL 23

1 1 1
At oo’

meghatdrozdsira a (6) alatti egyenletek

szolgdlnak, a melyekbbl, feltéve, hogy a (9) alatti feltétel ki van

elégitve, taldljuk ;
=

1
FE

B,

__._?7;-'

C,

i

vagy ha o, se, oy avényossdgi tényezket jelentenek :

kit ok . Ay

e M -j;l—

1 4,

m® — ",

i R A

RE g ‘a'

vagy

Pt B,

FATSIN By

ha Dy

ms — 2B,

4| & B1

P S N

vagy végre

e O

R 1

] C,

R T

1 Cs

Ea Ps3 3‘3-

1
2 "'m* n @

Ao

5 B, ,_Bs_ '
B2 Bs
06
72 ; I3

(13)

(14)

1%)

(16)

A 12, m'®, n'® meghatdrozdsa pedig a (8) alatti egyenletek-
bl torténik, feltéve t.i. hogy a 10-alatti feltétel ‘a mely a (9)

alattival azonos] ki van elégitve:
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zri,mr!:nf! = él_:ﬁl__ s &
ay }.-;1 74
A - )
iy Ba 72
4 By G
a A \rs
vagy ha pi, pa, pi-mal megint arfnyossigi tényezbket jelolink :
A
‘p!: }r 434
5 ay
m’! == ‘a'l BI (18)
74
N pr
i
vagy
A ,‘E
(J‘e
m'”® = p} B - (19)
. (-TJ
n=p—=
T
vagy végre
2 ' 543
l = 3 ay
m'* = b ":,* (20)
3
n.& fy ,"’:‘1 _C_:t_
s

14. Miutdn a (3) alatti orthogondl helyettesités meghatéro-
zéisdndl, tulajdonképen nem az I, m, n; I', m’, n' mennyiségekre
van sziikségink, hanem azoknak kovetkezo fiiggvényeire :

&
R
f,m
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azért tulajdonképeni torekvésiink e kilencz fiiggvény meghaté-
rozdséira irdanyul.

Ha ugyanis az (5) alatti rendszer elsb egyenletében ¢

1 1 1 - .
R értéket a (18) alatti els6 egyenletbél és a (14) alatti
egyenletekbol helyettesitjik, akkor ered:

, A
mm ?: (ﬂ'.l Al + Ly Ag + Ly 443) =1
€8 innét

I e

J"l]ﬂ’l: j 'Al * (91)

szintén a {18) alatti elsd és (14) alatti egyenleteknél fogva:

CUM Ay 4
£ ol N iy Yoy
PRI B A, Ay
— =g M -

m? Fr oy fly
e, Ay
n? = 4 oy 3 ity

vagy ha még p1 pi (21) alatti értékére vagyunk tekintettel :

ot A
P d ay
iy S _,;,
~ Loyl M =
LRI Y
n! 4 a
2 2 2
2 Ugy:nilyer; moédon hatérozhatjuk meg %—, %11 R ﬂn*_’
T 5 My~ értékeit, melycket az elbbiekkel egyiitt a ko-

vetkez® tabldzatban éllitunk Ossze :
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RN Y R e Bl e i o

B4 et R R R

if_ 1 Ay W SR TR e, A @3)
O SRR BT By B TR TRy B z
P21 Ay m™ s e il el oty
4wy WE T _n’_ oA o

Majdnem felesleges felemliteni, hogy ha kiindulé pontul az
(5) alatti egyenletek helyett a (7) alatti egyenleteket valasztjuk,
ugy hasonléo médon megint a (23) alatti képletekre joviink.

Ha végre a (3) alatti orthogondl helyettesités egyutthatoit
rovidség kedvéért

a; by ¢
ag by ¢
az by ¢

jeloljuk akkor a (4) alatti orthogondl helyettesités egyutthatéinak
értékel ezek :

i o:l;l LN 2] 'B[ e e O—. ¥,
a? A J_Im’ o= 1_f %Aty L _LJ
) Ar
g=tade iy BB 1O . @)
ittt 4'[:; T oy s Ba TR Ul
= - b2 = Lo '3—"‘_{

© . 15. Vigsgdlataink eredményét egybefoglalva latjuk, hogy az
(1) alatti helyettesitéshol, levezethetjik a (3) alatti orthogondl
helyettesitést, ha az (1) alatti substitutio egyutthatéi a (9)- vagy
a mi ugyanaz a (10)-alatti feltételt kielégitik. Ha tehdt az

r=a, 2 + by +¢7
Y=z +by +ez
Z = a.;x' +b_;y’ +C_; o

orthogonahs substitutio egyiitthatéinak paraméteres e]balhta.sa.t
akarjuk nyerni, mindenek el6tt oly tetszéleges

*) Minden félreértés kikeriilése miatt kiemeljiik, hogy az e, ....y,
allandok hérom fiiggetlen allanddéval aequivalensek,
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helyettesitést kell keresntink, melynek substitutio-egytutthatoi,.
a kovetkezo feltételt kielégitik :

ayay 335 rais |
a2 St = r
aay 133 riia| =0
a ] 5' i
a a3 1% 172

tlri 2

16. A prcoco mennyiségek meghatdrozdsit ille-

ng
t6leg még megjegyezzik, hogy értékeiket, a kovetkezdképen is
2 2 2
' lr lr

taldlhatjuk. Els6 sorban ugyanis B értekeire szorit-

kozva azokat a kovetkez6 egyenletekbdl hatdrozhatjuk meg; az
(5) alatti rendszer elsé és (6) alatti rendszer I'*-tel szorzott har-
madik és mdsodik egyenletébél, melyek a kovetkezok :

g !ni / Irﬂ E!g
o T T tiag = - o 1
trr! 2 in
ay 3 N + ay 9, g + ag 3y T 0. (25)
2 12 g 2
a4y 11 2 o 3 '3 m2 + a3y e =0

ha ezen egyenletekbdl a kérdésben forgé mennyiségeket meg-
hatdrozzuk, akkor ismét a (22) alatti képleteket nyerjik. Ha-
gsonlé moédon nyerjuk azutdn a tobbicknek az értékeit is, ugy
hogy ismét a (23) alatti tibldzatra jovunk.

Az itten bévebben fejtegetett kérdés eldontése dltal képesck
vagyunk a paraméteres elballitdsok egész végtelen sordndl a maga.
lényegében egy és ugyanazon eljardst kovetni; e paraméteres
eléallitdsok kozil néhdnyat a kovetkez§ szamokban korilménye-
sebben fogunk kifejteni.
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A).
17. A megel6zd fejtegetéseknél fogva, ha az

r=a,2 +by +¢2
Y=a,% + by + ¢, (1)
z =asx + by +¢52

-orthogondlis helyettesites egyutthatoinak paraméteres elddllitdsdt
akarjuk megnyerni, agy oly

w &+ 617 +rd
ay§' + fay + 720’ (2)
ug é’ +.d:13?' +F’:4’3’

Dy Ny
{

ferde helyettesitésbél kell kiindulnunk, melynek egyutthatoi a
kovetkezd feltételt elégitik ki:

! agay (3305 7a T:;i
| way PPy nirs | =0 (3)

| B

I ayay 313y rire
Ha tehdt a kovetkez6 ferde helyettesitésben :
a!! Ef + c r{f + bf 3!
(,'-’ -.:' + b” 7," _i_ a a: kd'}
b] ‘,:' +ar §! + CH (;r

oy
I

I

(W
|

az a”, b", ¢ egyutthatokat agy hatdrozzuk meg, hogy red nézve
.a (3) alatti determindnsnak megfelelé
Ibcf allb!'! aﬂf! I
aabas saies o bt (5)
|a'¢  b'c ab

-determindns azon okndl fogva tunjék el, hogy oszlopainak 0sz-
szegét képezve
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be'! +a'dt' +ac” =0
a'b +ac +b0e" =0 (6)
a’d +b'¢c +ab' =0

[}

akkor ezen hdrom az a", b", ¢
vetkezik, hogy :

', szerént linedris egyenletbél ko-

g e —aa (b* + &
AT abec +a'b' ¢
n __ claa’— bY @+ a?
e abc+d'b'cd @y
g aa'bb’ —ec’ (a”* + b
55 abe +a'b'e

mely értékeket a (4) alatti egyenletekben helyettesitve a tulajdon-
képeni kiindulépontunkat képezd ferde helyettesités a kovet-
kezt lesz :

bb'cc' — aa’ o + &

R abe +a'b' ¢ -k +6
., cdad —Dbb (¢ +ad o
7)= CE+_ g abc+arblcf 7} _i—a‘n (8)

~ - ) _(HI"M}' — (,'c' (a'i ._+_ bgj i
= b:+ a¥+—*_abu+a'b!cf 2

a melyb6l mar most az dtmenet a megfeleld orthogondlis he--
lyettesitésre az elérebocsdtott dltaldnos eljdrds szerént torténik.
A kérdésben forgd orthogondlis substitutié egyutthatéinak meg--
hatdrozdsa czéljdbol, mindenek elétt az A4,, B,, C;,.... C;
azutdn pedig a 4 determindns értékét kell kiszdémitanunk, amint.
a 14. sz. (24) alatti képleteibél vildgosan kitiinik.

Szem el6tt tartva, hogy J alatt a (2) alatti ferdehelyettesités-
nek determindnsdt értjuk A;, B;, C; alatt pedig a 4 — deter-
mindnshan az a;i, Ji, yi elemek egytutthatoit (2 = kg2, 3), ugy
minden nehézség nélkil taldljuk, hogy a (8) alatti ferde helyette-
gitésnél :
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{bb:ccr_aal (b:ﬂ c&!)l Iagbg+bgc;i+cn- 191

i (abe +a"b' ¢
B = cA@P + 1% + %%
o abc+a'b ¢
0 - }f Iagbﬂ+bgcr£+ 6,2 ,gl
A2 abe+dbe
4, = oA+ ta” + a”b
BT P R o
B iy {Ce'aa! ok | E}bf (cr£ + ag)} _{?]QCQ + cg afg + a,Q b,g} | {9)
e (abe +a'b' ¢')?
O __Jbac! + 2 ar?l —f— a,g b,gl
85 % ST Fip = T
4. bieat +atbt + b0
= abc_}_a Ve
B L3 _af 'FC ﬂ'ﬂ _}_ ﬂ'g b"g + b_r‘ﬁ I.r2|
sy abe +a'b'¢
0, = 10’y —et @ + 1) {a? + a?b? + b7
e (abc 4+ a' b’ ¢')?

A 4d-determindns kiszdmitdsdndl legezélszerlibb a kovetkezd
utat kovetni:

| AI Bl Ul .
= | AQ B.g Cg I
Ag .83 03-:

vagy ha az 4,, B, C,,. ... C; mennyiségek (9) alatti értékeit
helyettesitjiik és a sorok kozos tényezbire vagyunk figyelemmel :



a2h b o2 '+ (," a"} b2 +cta 24 a* ") {2at 4 a* b+ b'g %] .
£ = (abe + a'b' ¢')®
Db’ ¢¢’ — ad U] . %
abc+a'b'¢
\ ' aa fbb' (* " a%) 3
g Tabe +a'b' ¢
o aa' by — e’ (@ + )
b abc+a'b' ¢ I
(a2b? + b? PRl o B ol a? {— a? b’!‘_ {tat+a* b+ b,e o 4

a7 "~ (abcra bl
ég innét

B T ot T o et T
T (abc+ a'b' P

|@ ‘TENFTE SIWALINVEVE NVNIQIVHILALOH QIIALILSANS “HINO ZV



32 HUNYADY JENO.

A 14 sz, (24) alatti képleteiben a (9) és (10) alatti értékeket
tekintetbe véve, végre taldljuk, hogy a (8) alatti ferde helyette-
sitésnek megfeleld orthogondl helyettesités egyutthatoi a kovet-

D 1bb' ed’ — aa (b —{—:*”

1T "B E+ a4+ b (2a? + @b+ Y
Ty 2 (abe 4 a' b' ¢ s

: B2+ e2a” + b (a2 —|— a2b? + B2 ]
o b'* (abe +a'b' )

2 (b? & —i— 2a" —|— a*b? fc—ug + a? b’g _b?, ’“)
R L 'g(ab{,—f-ab"“'

5 (a2 + @b +b%¢?) (@b + h2¢ St a'e)
GRS cc'aa’ — b (*+ a2 (11
! (2a®+ a?b? + by @b+ b2 et + P a?
T 5 a2 (abe + a'b' ¢

. (@a2+ a2b® + b2 ¢?) @b+ b2 + ¢ a?)
i 2 ue Pgbed-a' b -

? (a2b® + b2 + o Y e+ Ea? 4 a*b?
el = bl b W 3
3 @R+ + ¢ a®) BB+ a® 4+ a’b?)
3 aa'bb’ — cc _(_’g_—f— oY 1B
BT @R+ Pad) BB+ 2d® 4 ath

Kzen képletekben a a’ b’ ¢’ paramétereket pusztdn a nagyobb
symmétria kedvéért hagytuk meg.

B~
18. Ha a 17. sz képleteiben el6fordulo hat paramétert a szik-

séges és elegendé paraméterszdmra redukéljuk, agy azt elérjuk,
ha a nevezett képletekben

He e

tessziik, mely helyettesités dltal a 17. sz. (8) alatti ferde helyet-
tesitése dtmegy a kovetkezébe :
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- bc—a(1+cg) h!
e #
ac—b(1+4a? ,

il - »
i e 1-‘]"(!63 ﬁ"}'cs

ab—c(1+b?

::b:"—l*{r’—f‘ 1+ab¢ »

(1)

az ennek megfelel orthogondlis helyettesités egyutthatéit a (11)

alatti képletekbdl nyerjiik :

A tbe—a(14c?))?

LT A+ 402 (1+a® +ac?
L ¢ (14 abe)?

17 (1424 b2¢?) (1+a®Fadc?)
o e (14 abe)?

V7 (142402 (14 a®+ a2cy)
gd (14 abe)?

27 (14-a?+ac® (14 b2+ a?b?)
L lac—b(1+4 a?))?

2T {1+a"‘—|—a"cs)[1+b“ ab?)
AL a*(fabep
2 (14a+ac?) (14 b2+ a®b?)
i b*(1+ abe)®

37 A0+ a®b®) (142 + b°¢?)
bt — (14 abe)?

b A4+ a?b®) (14 2+ b2 c?)
{ab—c(l+09)®*
T AF b4 ath) (14 1 b

(2)

mely képletek az orthogondlis substitutié egyiitthatéit, az a, b, ¢

paraméterekben, a mint litni irrationdlis alakban fejezik ki.

Ha az a, b, ¢ paramétereknek a kovetkezd értékeket adjuk :

A= o1
akkor
a, =1\ b= et
ag =0 Iyt iz}
as =0, by B e ann

M. TUD. AK. £RT A MATH. TUD. EOREROL. 1889, x1v. K. 2. 82,

®3)

(4)
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a mi azt mutatja, hogy ekkor a két orthogondl koordindtarend-
szer egybeesik. Ha tehdt a két orthogondl koordindtarendszer ko-
zill az XY Z-t dllandonak tekintjik a X'}Y"7' rendszert pedig
viltoztatjuk, akkor a mozgé koordindtarendszer kezdetleges hely-
zete az XY Z-rendszer lesz az ennek megfelel§ paraméterértékek
pedig a (3) alatti értékek lesznek; ezen oknal fogva a (3) alatti
paraméterértékeket az a, b, ¢ paraméterek kezdetleges értékei-
nek nevezhetjiik.

(') Euler képleteinek III. rendszere.

19. Az L. B alatt levezetett Euler-féle képleteknek III. rend-
szerét, vagy a megel6z6, vagy még kényelmesebben a 17. sz.-bol
nyerhetjik.

A 18, sz. (2) alatti képletei az orthogondlis helyettesités
egyiitthatéit, hdrom paraméterben, a 17. sz. (11) alatti képletei
pedig hat paraméterben fejezi ki, s pedig mind a két képlet-
csoport irrationdlis, holott Euler képleteinek III. rendszere a
kérdéses egyttthatokat rationdlisan fejezi ki; a 17, sz. (11) alatti
egyenleteibél dttérhetiink az Fuler-féle képletekre, ha azokban
a kovetkez helyettesitéseket teszsziik :

a =;1v—]~, b =v—p, c=lp—y [
ad=m+2, b=lv+p, =ty )
melyek tekintetbe vetelével a 17. sz. (11) alatti képleteiben el6-
fordulé kifejezések a kovetkezd értékeket veszik fel, ha rovidség
kedvéért :
P22 30 =M _
14-224-p242=N 2)

2242 +a'? =
= a®+a2"*+b%? =
= a2+ b%"*+c%a* = MN
bb'ec' —aa’ (b4 =M (1472—p2—?2)
cc'aa’ —bb' (C'Q—I-ae) =M (1—7224p2—12)
: aa'bb' —ece' (a'g—l—bg):M(l—F—-;ﬁ-}—ﬁ)

(3)
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és igy
14 22—p2—y2 (Ap—v) 2dv+p)
=——g - b=
2 v 1— 184 p2—2 Dy — A
ag:_p;fi;"_), b=~ A -E%u | o ( ,r,cr___ﬂ
2(Av—p) 9(;»—&-1) 1-—1“—..".’4-99
3= — _E\T'_— 3 b3= 3 ._'V s G N_“_

Az orthogondlis substitutié egyutthatéinak e rendszere, meg-
egyezik az 1. B )-ben foglalt (12) alatti képletekkel.

D ) Euler képleteinek I. és IL. rendszere.

20. Ha a megel6z6 szdm (4) alatti képleteiben a kovetkezd
helyettesitéseket teszsziik :

tg? 1.
= cos y (¢—
" cosd(¢+o) (4=
t'g_‘g(& nlid (l)
# cosk(¢+g) BnE 0ioh)
v= tgi(¢+o)
akkor taldljuk, hogy :
i sin{ ¢ cos sin§#cosg
v cosyiteos* 5P +o) 8 i eoa‘é‘cos" (g’:+¢)
- 0y sin 3/ sin ¢ _ sinj#dsing
i coslb‘cos_“}_gj-ﬂoj Ak coa;&cos“ ($+9)
1
T -y S L & . ¥ f r8ind \
i 3008 fFc0s* 1(g+-0) \sing cos¢ + cose sing cosi |
1 ’
ptv= e ——_ lsingcos¢cosi? + cosgsing |
e 2cos* §deos? L(¢+o) s il @)
. 1 \
1+ TR 1dcos? L(¢+¢)
c0s¢ cosp — i sing cosi
Sl | cos? 19 cos? L(¢+o)
ek ¥ o cos¢ cosg cost—singsing
1— Kb cos? L& cos? §(¢+¢)
— R e - COSE&' L
1= A BN eos? L cos® 1P+ o)

%)
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mely értékek tekintetbe vételével a megel6z6 szam (4) alatti kép-
leteib6l Kuler képleteinek I. rendszerét nyerjuk. (L. I. A4 )-ban
a(4) a.e.r)

Ha pedig a megelozé szdm (4) alatti képleteiben a kovet-
kezt helyettesitéseket tessziik :

i=tglocosa,p=tglpcos ,v=1tgipcosy

akkor az Euler-féle képleteknek II. rendszerét nyerjik (L, I, A4,
(5) a, e, ,) amint azt mdr Cayley az idézett hely 121. lapjin
megjegyezte.

Végre még megjegyezziik, hogy az Euler-féle képleteknek
I. és II. rendszerét szintén ugy mint azok III. rendszerét a 17. sz.
(11) alatti egyenleteibél, vagy a 18. sz. (2) alatti egyenleteibil
vezethettilk volna le, de a felesleges szamitdsok kikeriilése miatt
czélszertibbnek tartottuk az itt kovetett utat vdlasztani.

D) Monge képletei.

21. Monge képleteit is egyenesen a 17. sz. (11) alatti
egyenleteibdl vezethetn6k le, de miutdn ezekb6l mdr az Euler-
féle képletek III. rendszerét levezettiik czélszertibbnek tartjuk
ezeket is a 19, sz. (4) alatti egyenleteibél levezetni.

A Monge-féle képletekben az orthogondlis helyettesités egyutt-
hatéi a,, by, ¢y dltal vannak kifejezve; ha tehdt a 18. sz. (4)
alatti egyenletei kozil egyelore esak is a diagondlis-sorban &ll6-
kat vessziik tekintetbe, akkor azokbdl taldljuk, hogy

szem el6tt tartva az 1. (' )-ben hasznélt, (8) alatti jelolést. Ha
pedig végre a 18, sz. (4) alatti tobbi egyenleteiben A, p, v értékeit
helyettesitjik, tigy ismét a Monge-féle képletekhez jutunk
(L, az 1. C)-ben (14) a. jelolést és (I) alatti rendszert] a mint
azt mdr Rodrigues is ésarevette [az i. h. 405. lapjén] .



AZ ORTH. SUBSTITUTIO EGYUTTHATOINAK PARAMETERES ERTEKEI, 37

FE) Hesse képletei.
22, Ismét a kovetkezo ferde helyettesitéshol

E=aq & +o7+nl

n=ag &'+ 8y + 1l (1)
- '

{=ay & 4 4, 7 + rsé

kiindulva hatdrozzuk meg a hozzdja tartozd orthogonilis helyet-
tesités egyutthatoit.

Mindenek el6tt az (1) alatti helyettesités egytitthatoit agy
kell vdlasztanunk, hogy azok a kovetkez6 feltételt :

A |

a4y 3 ')

1 1 1

=0 @
lag B 712
o

Uy e Is |

kielégitsék.
Kiindulopontunkat a kovetkez6 azonossdg képezi :
[ Ag—Ay A— 2y Ag—124 | =0 (3)
=y iy Ay

melynek helyességét konnyen beldthatjuk; ha itt még a kovet-
kezé jelzést haszndljuk :

A — A = (ik) %)
akkor azt még igy is irhatjuk:

[@an (1) (61)]
(42) (52) (62)|=0
(43) (53) (63)

a melybdl kovetkezik :
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il 1 e

| (51) (61) (46) (61) (41) (B1) |

Sau 1 1 5% ¢
6y @6y ey | —° O
? 1 1 1

| (53) (63) (43) (63) (43) (53)

a mely egyenlet elsé tagjdt a (2) alatti egyenlet els6 tagjdval
osszehasonlitva, taldljuk, hogy :

= (59) (69), 5= (42) (62), r, = (42) (52)

a; = (51) (61), 3, = (41) (B1), y, = (41) (51)
2 (6)
ay = (53) (63), 35 = (43) (63), 73 = (43) (53)

és igy a kiindulé pontunkat képez6 ferdehelyettesités ez :

g=(51) (61) & 4 (41) (61) 7' + (41) (51) ¢’
y = (52) (62) & + (42) (62) 7 + (42) (52) ¢’ W)
= (53) (63) & + (43) (63) 7' + (43) (53) ¢’

23. Az ezen helyettesitéshez tartozé orthogondlis substitutio
egyiitthatoit a 14. sz. (24) alatti képletei szerént hatdrozzuk meg,
mely czélbdl a (7) alatti rendszer determindnsdt és abban az
elemeknek az egyttthatoit kell kiszamitanunk, a mi pedig ez
utébbiak értékeit illeti, ugy a (6) alatti értékekbél konnyen
talaljuk, hogy

fa7i] Z[42169) @2 52) | g el
\'D )
A= 5 70 |7 |43)63) 43)(53)[~ ‘)(40);1 L L A
| 0 0 [
= (19 13)[ % % %] L O Dl At
e s dp|=(12)(43)| 3, Iy =
£l 1) {1 1

— (42) (43) (23) (56),

ugyanigy taldljuk B,, C,, sat. értékeit, ugy hogy:
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4,=—(42)(43) (23)(56), B,=—(52)(53) (23)(64),
Cy=—(62)(63) (23)(45)
Ay=—(41){43) (31)(36), B,=—(51)(53) (31)(64),
C,=—(61)(63) (31)(45) ®)
A;=—(41)(42) (12)(56), By;=—(51)(52) (12)(64),
Cy=—(61)(62) (12)(45)

A 4 determindins kiszdmitdsa pedig legegyszertibben igy
torténik :
4, B, G
P= ‘Ag J ;SO P
|A3 B, 035
—(42)(43) (23)(56) —(52)(53) (23)(64) —(62)(63) (23)(45)|
= —(41)(43) (31)(56) —(51)(53) (31)(64) —(61)(63) (31)(45)
—(41)(42) (12)(56) — (51)(52) (12)(64) —(61)(62) (12)(45)
= — (23) (31) (12) (56) (64) (45) | (42) (43) (52) (33) (62) (63) |
(41) (43) (51) (53) (61) (63) |
[(M] (42) (51) (52) (61) (62)

4* = — (23) (31) (12) (56) (64) (45).| 1 1 1

. (A1) (42) (43). @1 (1) (61)

. (B51) (52) (53). |__1___ Rk

. (61) (62) (63). 42 (2) (62
_ |1 1 1

43)  (53) (63)
(51) (61) (41)(61) (41) (51)]
— — (23) (31) (12) (56) (64) (45) . |(52) (62) (42) (62) (42) (52)|
(53) (63) (43) (63) (43) (63)i
= — (23) (31) (12) (56) (64) (45) . 4

tehdt : .
d=—(23) (31) (12) (56) (64) (45) 9)
Ha végre a 14. sz. (24) alatti képleteiben a;,.... yq;
Ay, oo .. Gy é8 4 értékeit a (6), — illetbleg (8) — illetdleg

(9)-alatti egyenletekbdl helyettesitjiik, akkor ismét az I. I )-ben
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kifejtett (19) alatti Hesse-féle képletekre joviink, a melyekben ha
W= A=l k=M (10)
tessziik, taldljuk hogy :
G=lt=0 c,=1
a mi azt mondja ki, hogy ha a A-k kozitt a (10) alatti felté-

telek dllanak, akkor a két orthogonilis koordindtarendszer teljesen
Osszeesik.

F)

24. Haa 17. sz. (4) alatti helyettesités egyttthatéibol képezett
kovetkezd determindns:

i bcf aabu aC”
|| o LATRE b'e” 1)
| ancf b”C ﬂ-b’

azon okndl fogva tlinik el, hogy sorainak Osszegét képezve :

be +a"b +a"c"=0
ab +ae +8"¢c =0 (2)
ac' +bc" +a b=0

mely egyenletekbél kovetkezik :

JiE0) L be
T N T
o i A 3

b = el (3)

PR ab

Oels 1L AR

a

akkor az idézett helyettesités dtmegy a kovetkezbbe :
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be
:2______51! c.r b!:r
£ ¥ i Cnt
P oar Uﬂ-‘ ! 3
7= CC'—c+a.?}'+a: (4)
T PR |1
(= :+€I§f—'m’:

Ha rovidség kedvéért :

aad' +ac+a'b=A4
b +ab+b¢ =B (5)
¢ +be+acd=C

akkor az elébbi helyettesitésbol a kovetkezbket taldljuk :

__—axd  piiake __aC

T (e+a)(@+b)’ ' a+ b’ 17 ¢+4d

_ b4 S B -, W ©6)
a8 TG4 2T b+

Y gy L py i a4 N
—C+a", 3_b+cr! :‘]—(b“i—ﬂ')((:"f‘a’)

tovabb4 :

d=a; A, +ay Ay + as Ag

B b(j" ﬂ.a,A ; b’A GA
=Pre" Cra)@rt) ety T ot

A D : '
= BT i@ e b e bt (e+a) +

+b ¢ (b+c') (a+b) |
ABC

= 0F0) (e+d) (a+Db)

agy hogy 4 értéke ez :

i ABC
(b)) (e+d) (a+d)
Végre a (6) és (7) alatti értékek tekintetbe vételével a (4) alatti

helyettesitéshez tartozd orthogondl helyettesités egyutthatéi a
kovetkezok :

M. TUD. AE. fRT. 4 MATH. TUD. KOREBOL. 1889, x1v. K. 2. 82, 4

d (7)
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,_ ad'be o cabte) (c+a)
e g5, ) 13 AC ’
3 a'b (b+¢') (a+b")
S AB
g2 2 Ote) eta) ,  bb'ea
2 BC B L iy
2 ab(c+a’) (a+b)
ol AB
g beb+c)(atb) . ., ¢ (eta) (atb)
B BC Ny R T 2
R cc'_t_r@:f_
A el D
G)

25. Ha végre az eldbbi szdm (4) alatti ferde helyettesitésé-

ben el6fordulé paraméterek szdmat a sziikséges paraméterszsimra

redukdljuk, mit agy érhetink el, hogy a nevezett helyettesi-
tésekben
ab=bi=¢ = (1)

tessziik, akkor az utébbi a kovetkezébe megy 4t :

(8)

-~ b = e

:——'1—;1)‘.: i ¢y + &

PR WD Vi e @)
S :l‘ .F____a___ =

i e h'\- + 7;' 1_+_a b

az ezen ferde helyettesitéshez tartozé orthogondlis substitutio
egyutthatéi pedig a megel6zo szdm (8) alatti képleteinél fogva

ezek lesznek :
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o R pe— ca(l+b) (1+0)
4= VAR
2= (1+a) (1+b)
3 AB
o (14d) (1+¢) b2 — be
i BC i i [IG, (3)
o ab(14-¢) (14-a) '
e AB
o bec(14a) (1+b) B2 — (14¢) (1+a)
a3 = BC R SRR T ’
AL
L AB
a hol:
A=14+a+ac
B=1+b+ab @)
C=14¢+bc

A két orthogondlis rendszer osszeesik, ha
G=Nh=c=—11, (5)

miutdn az a, b, ¢ paraméterek ezen értékénél az orthogonilis
substitutio egyutthatéi a kovetkez6 értékeket nyerik :
a‘:U, blzo, G]ZO

fp == O ]

amint az a (3) alatti képletekb6l vilagos.
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XXI. Hunyady Jené. Tételek a componalt determinansoknak egy kiilinos
nemérsl, 10 kr. — XXIT. Kinig Gyula. A raczionilis fiiggvények altalinos
elméletéhez. 10 kr. — XXIIL. Silberstein Salamon. Vonalgeometriai tanul-
minyok 20 kr. — XXIV. Hunyady Jdanos. A Steiner-féle kritériumrél a kip-
szeletek elméletében. 10 kr, — XXV, Hunyady Jendé. A pontokbél vagy érin-
tokbol és a conjugalt haromszogbl meghatirozott kiipszelet nemének eldén-
tésére szolgdld kritériumok. 10 kr.

Nyoleczadik kitet.

1. szim. Astrophysikai megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsghlén 1SS0-
ban. Konkoly Miklistol. Egy tibla rajzzal. — TI. szdm. Adatok Jupiter physi-
kijihoz az 1880-ik évbol. Egy fiiggelékkel. Konkoly Miklistél. — IIL. szém.
A Bolyai-féle  algorithmus. Dr. Farkas Gyulitél. — IV. szdm. Napfoltok
megfigyelése 1880-ban, és 1382 napfolt micrometricus mérése. Konkoly
Miklostol. Két tdbla rajzzal. — V. szdm, Hulléesillagok megfigyelése 1880-ban
a magyar korona teriiletén. V-ik rész. Konkoly Miklistol. — VI. szam. Csil-
lagiszati megfigyelések az 6-gyallai csillagvizsgdlon, Konkoly Miklostil. —
VIL szam. 102 hulléesillag kisugarzasi pont, levezetve 518 megfigyelésbél,
melyek a magyar korona teriiletén 1879, és 1880-ban tétettek. Konkoly Mik-
lostol. — VIIL szam. Uj villimzéré vagy nyitokésziilék normilérdn, és a
Jiirgenssen-féle oraszerkezet. Konkoly Miklostol. Egy képtablfval. — IX. szfim.
Adatok Jupiter forgisi elemeihez. Dr. Kobold Armintél. — X. szdm. A Ha-
milton-féle rendszerek és az els6rendii partialis differentidlegyenletek &ltaldnos
elmélete. Székfoglalé értekezés. Konig Gyulatol. — XI, szam. A hadtudoméiny
viszonya a tobbi tudoményokhoz. Kdpolnai Pauer Istvintol. Székfoglald érte-
kezés. — XII. szdm, Egy negyedrendii feliiletrél. Hunyady Jen6tol.

Kilenczedik kitet.

I. szdm. Astrophisikai megfigyelések az 6-gyallai csillagvizsgilén. (Ha-
vom tablival) Konkoly Miklostol. — II. szdm. Az &-gyallai ecsillagvizsgald
foldrajzi szélessége. Dr. Lakits Ferencztél. — IIL. szdm. A herényi astrophy-
sikai observatorium leirdsa, és az abban tett megfigyelések 1881-ben. (Egy
tiblaval.) Gothard Jendtdl. — IV. szim. Napfoltok és a nap felilletének meg-
figyelése 1881-ben. Konkoly Miklostol. — V. szfum. Csillagiszati megfigyclések
az b-gyallai csillagvizsgdlén. Konkoly Miklistol. — VI. szam. Hulléesillagok
megfigyelése 1881-ben. Konkoly Miklostol. — VIL. szdm. Adatok Jupiter és
Mars physikijahoz, az 1881. évi megfigyelésekbdl. (III. rész. Harom tdblival.)
Konkoly Miklostol. — VIII. szim. Az iistokosok vegytani alkotdsa. Konkoly
Miklostol. — IX. szdm. Az 1871—1880. években, Magyarorszdghan megfigyelt
hulléesillagok palyaelemei. Kovesligethy Radoétol. — X. szam. Néhiny deter-
mindns-egyenletrl. Hunyady Jendtil. — XI. Perspeetiv helyzetii alakzatok-
v6l Dr. Klug Lipottol, — XII. szam. Az elhajlott fény intenzitdsinak vizsgé-
lata. (A math, és természettudomanyi allardé bizottshg segélvezésével késziilt
dolgozat. Tizenkét abraval a szoveg kozott.) Dr. Frihlich Izortol. — XIII.
szdim. Az algebrai egyenletek elméletéhez. Konig Gyulatal.

-

Tizedik kitet.

I. A nap feliiletének megfigyelése 1882-ben. Konkoly Miklistol. —
I Astrophysikai megfigyelések 1882-ben. a) A Wells-iistokos szinképe. b) A szep-
temberi nagy iistékos szinképe. ¢) 9 Meteor szinképe, d) 115 &llesillag spec-
truma. e¢) Coloremetricus megfigyelések. Konkoly Miklostol. — TIL. Hulls-
csillagok megfigyelése a magyar korona feriiletén. 1882. Konkoly Miklistol. —

x




1V. Egy uj reversro-speetroscop s annak hasmﬂlnta {Egy tﬁhl&ml) Konholy‘_
Miklostol. — V. Az 6-gyallai esillagvizsgalén eszkozilt esillaghszati megfigye-
lések eredménye. 1882. Konkoly Miklostil. — VI. Néhény szé az iistokdsok
vegytani alkotisirdl, osszehasonlitva a meteoritekkel. Konkoly Miklostol. —
e VII. Egy uj szerkezetii spectroscop. (Egy tablival) Konkoly Miklostol. —
VIIL. Astrophysikai megfigyelések a herényi observatoriumon, 1882, (Egy
e - "~ tablaval) Gothard Jenétél. — 1X. Adatok Jupiter és Mars bolygdk physiké-
jdhoz. (Harom téblival) Gothard Sdndortsl. — X. Egy uj spectroscop. (Egy
tablarajzzal.) Gothard Jenétil. — XI. Astrophysikai megfigyelések 1883. (Egy
tablaval.) I. rész. a) y Cassiopejae speetruma. b) = Ursae minoris spectrnma.
1) A Swift iistokos spectruma. d) A Brooks iistékos spectruma. e) Colori-
metricus megfigyelése 65 &lléesillagnak. Konkoly Mikléstol.

T

R TR

t

LN

Tizenegyedik kitet.

_ L Astrophysikai megfigyelések 1883-ban, az 6-gyallai esillagdin. (IT-ik

5 rész, 3 tibla.) Konkoly Miklostol. — IL. A nap felilletének megfigyelése

. 1883-ban, az é-gyallai csillagdin. Konkoly Miklostol. — I1II. Hullbesillagok
megfigyelése a magyar korona teriiletén 1883-ban. Konkoly Miklistol. —
IV. 615 &ll6esillag spectruma. A déli 6v dtkutatdsinak I. része. Konkoly
Miklostil. — V., Megfigyelések a herényi astrophysikai observatoriumon 1883-ban.
(Két tablival.) Gothard Jenétél. — VI. A Pons-Brooks iistokos spectroscopicus
megfigyelése a herényi astrophysikai observatoriguon. (Két tablival.) Gothard
Jendtsl. — VIL Csillagészati megfigyelések az 6-gyallai csillagdin 1883-ban.
Konkoly Miklostol. — VIII, Elbleges vizsgilatok néhény szénhydrogén-giz
spectrumén, spectroscoppal és spectralphotometerrel. (3 tablaval s 2 fametszet-
tel.) Konkoly Mikléstol. — IX. Adatok Bolyai Farkas életrajzihoz. Szily
Kalmantol. — X. A herényi astrophysikai observatorium sarkmagassigfinak
meghatirozdsa. Gothard Jendtil.

TR IR,

§

g

==
e
it
&
-2

Tizenkettedik kitet.

1. A napfoltok és a nap feliiletének megfigyelése az O-gyallai esillag-
vizsgalén 1884-ben. (1 fametszettel) Konkoly Miklostol. — II. Astrophysikai
megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsgalon 1884-ben. (4 fametszettel) Konkoly
Miklostol. — 111, Az 1884. évi megfigyelések a herényi astrophysikai obser-
vatoriumon. (2 Abra és 3 tablaval) Gothard Jendtél. — IV, Hullé-csillagok
megfigyelése a m. korona teriiletén 1884-ben. 26 radiatio ponttal. Konkoly
Miklostol. — V. 615 dlloesillag spectruma, Konkoly Miklostol. — VI. A nap-
foltok gyakoriassfiga 1872-t61 1884 végéig. (2 kényomatu téblival) Konkoly
Miklostol, — VII. Adatok Jupiter physikijahoz. (2 tablaval) Konkely Mik-
lostol. — VIII. Tanulminyok az égitestek photographilisa terén. (1 téblival.)
Gothard Jendtél. — IX, A Haynald-observatoriumban 1880—1884-ben meg-
figyelt napfoltok. Hiininger Adolftol. — X. Az 1873. VIL. sz. Coggia-Winnecke-
féle iistokos palyaszdmitdsa, Schulhof Lipottol. — XI. A folytonos spectrumok
elmélete. Kivesligethi Radotol.

Tizenharmadik kitet.

I. A foldnehézség meghatirozisa Budapesten 1885-ben (4 tdblaval). ’
Gruber Lajostol. — 11. Hullé csillagok megfigyelése a magyar korona teriiletén
1885-ben. Konkoly Mikléstol.— I1L. 855 4ll6esillag spectruma. Konkoly Miklostal.

.Tisonnegyedlk kitet.
I. A dinamika alapegyenleteinek jelentésérél. Kinig Gyuzdtoi..
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