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1. BEVEZETES

A szamitéastechnika alkalmazasdnak kezdeti i1d6szakara els6-
sorban a nagymennyiségl informacié tarolasat, feldolgozasat,
visszakeresését igényl6 adatfeldolgozas volt jellemz6. Anélkil,
hogy e terilet veszitett volna jelent6ségébsl, az utdbbi i1dbben
kifejlédott és egyre nagyobb jelentdségre tesz szert egy masik
terilet 1is; szamitastechnikai eszk6zok és mdédszerek igénybevéte
le mlszaki tervezési feladatok megoldasara. Létrejott egy vi-
szonylag 6nallé és korulhatarolt diszciplina: CAD = Computer
Aided Design, amely a szamitdgépes tervezés elméleti, mildszaki,
szamitastechnikai problémaival, szamitogépes tervezd rendszerek
felépitésével, tervezésével és létrehozasaval foglalkozik. A
fejlbédés eredményeképpen a magas szamitastechnikail kulturaju
orszagokban hatékony szamitdgépes tervezd rendszerek allnak a
mindennapi tervez6i gyakorlat szolgalataban. Elen jarnak e te-
kintetben azok az iparagak, ahol nagymennyiségl tervezdi mun-
ka gyors elvégzését kovetelik meg piaci, eszkdzkihasznalasi,
sth. szempontok, mint pl. a jarmikarosszéria-tervezés, NC meg-
munkdlas tervezése esetében.

A szamitdgépes tervezés Osszetett témakorén belll elhatarol
haté a szamitdégépes geometriail tervezés kérdéskdre, amely a
tervezendd miiszaki objektum geometriai viszonyainak reprezenta-
ldsara szolgaldé matematikai modszerekkel és azok szamitdgépes
megvalositasaval foglalkozik. Egyszerld és bonyolult tervezérend
szereknek egyarant szerves része a geometriai leirds, amely
tobbek kozott geometriai leird nyelvben, geometriail adatbazis-
ban, geometriai modellben, geometriai modulokban o6lt testet. Az
els6ként kidolgozott rendszereket és a bennik realizalt nyelve-
ket - APT, EXAPT, FORTAP - az egyszer(ibb, de a mérndki gyakor-
latban igen sokszor elé6forduld feluletek (sik, henger, Kkuap,
gomb) leirasara dolgoztdk ki. E felluletek természetesen egysze-
rid sikgorbékb6l: egyenes szakasz, koriv hozhatdok Ilétre.

Az utébbi években felmerult az igény olyan rendszerek meg-
valositasara, amelyekkel a hagyomanyostél eltérd, valtozatos



geometridju, bonyolult Tfelileteket lehet tervezni és megmunkal-
ni. E 'szoborszeri" vagy 'szabadformgju'” Tfellletek (sculptured
surfaces, free-form surfaces) és a megfeleld, bonyolult térbeli
gorbék leirasara uj matematikai médszereket dolgoztak ki, és
fejlesztenek manapséag is. A cél olyan eljarasokat adnia tervezd
kezébe amelyekkel a kivant feluletalakot-pl. jarmikarosszéria,
hajotest, turbinalapat, présszerszam fellletei- egyszerlien tud-
ja eléallitani, moédositani, transzformalni, stb.

Ugyanakkor mivel az 0sszes geometriai jellegld miveletet
szamitogép veégzi, e modszereknek szamitogépen jol reprezental-
hatdéknak kell Ilennituk. A gorbéket és a feliuleteket definiald
geometriai iInformacidkat egyszeriden és redlis keretek kozott
kell tarolni, ugyanakkor rugalmas lehet8séget kell biztositani
az interaktiv tervezést lehet6vé tevé valtoztatasokra. Szikség
van kulonféle feluletjellemz6k (érinték, normalisok, metszetek,
vetiuletek) gyors szamitasara, valamint fellletek és fellletele-
mek grafikus eszkdzokdon valé megjelenitésére.

A fejlbédés eredményeként sajatos helyzet allt eld. Léteznek
modszerek és rendszerek, amelyekkel az igen gyakori hagyomanyos
és egyszerl feliletek kezelhetb6k, és léteznek egyre hatékonyabb
modszerek és rendszerek bonyolult szoborszeriu feliletek leira-
sadra. Ez utobbiakkal azonban az egyszerld gorbék és feliletek e-
164llitdsa nehézséget jelent. Kulondsen is jelentkezik a nehéz-
ség a koriv és az abbdél generalt feliletek vonatkozasaban, mi-
vel a szabadformaju gorbék és feliletek leirasara szolgaldé alta-
lanosan elterjedt modszerekkel a kor nem &allithato eld egzakt
médon .

Ugyanakkor kiderult, hogy az altalaban szoborszerinek miné-
sulé alkatrész-feliuletek is tartalmaznak - ha sokszor jelenték-
telen mértékben is - egyszer( Tfellleteket, amelyek a szoborfe-
liuletekkel egyltt egységes egészt alkotnak (pl. csatlakozéfeli-
letek, peremek, lekerekitések, stb.). Kivanatos ezért, hogy az
egész alkatrész tervezése egységes koncepcid szerint, egy rend-
szeren belul torténjék, és a szabadformdju geometriai elemek
leirdsara szolgald modszereket alkalmassa tegyiuk egyszer( geo-



metriai formdk eldballitisara vagy kozelitésére.

Tanulmdnyunkban a kor szabadformaju gorbékkel valdé kozeli-
tésének kilonbdz6 lehetbségeit vizsgaljuk meg. EI6szOr kdriven
elhelyezked6 kiinduld pontokat veszink alapul és kiszamitjuk a
kil6nb6z6 interpolacids moédszerekkel adédé gorbe kortél vald
maximalis eltérését. Ezutan targyaljuk az optimalis korkozeli-
tést ami azonban csak a kdzépponttdl kuldénbdzé tavolsagban le-
v6 pontok felhasznadlasaval hozhatd l1étre. Végul Osszehasonlit-
Juk a kiloénbdzé kor-kozelitési médokat.



2, KORKOZELITES KORIVEN ELHELYEZKEDO PONTOKKAL

Tervezési szempontbhél a teljes kor vagy koriv-darab létre-
hozdsdnak egyszer( médja, ha megadjuk a koriv néhany pontjat,
és ezeket a tervezdé-rendszerben rendelkezésre allo és gorbék
eldallitasara szolgald moédszerek (interpolacié, approximacio)
bemend adataként tekintjuk. A szamitdgépes gorbetervezésre jJa-
vasolt médszerek kozul a racionalis tortfiuggvények hasznalata
lehet6séget ad a kor egzakt eldallitasara az el6bbi bemené ada-
tok mellett. E mdédszer azonban nem tudott széleskodrien elter-
jedni a tobbi mdédszerhez viszonyitott bonyolultsaga miatt. A
hasznalatban levd mddszerek esetében viszont a kapott gorbe el-
tér a korté6l. A kovetkezdbkben megadjuk ezen eltérés maximumat
a legfontosabb médszerekre. Latni fogjuk, hogy a koriv jobb ko-
zelitését érhetjuk el, ha a kiinduldé pontokat az eredetitél el-
térd sugaru koriven helyezzik el.

2.1 BEZIER-MODSZER

Az 1. &bran lathatdé R sugaru korivet a PN és P~ pontok ko-
zott - melynek nyilédsszdoge O - kozelitsiuk n-edfoku Bézier gor-
bével. Vegyiuk fel ehhez a P, P ... Pyl 1 pontokat egyenletes
osztasban az v=R sugaru koriv menetén. Két szomszédos pont szdg-
tavolsaga (@) és a k-adik pont koordinatai (1. abra):

QR
|
o

Pp: (rcoska; rsinka)

Oskzgn

1. dbra




Tekintsik az x-y sikot a komplex szamsiknak, és Irjuk fel a
PojP ..-tPn pontokhoz tartozé (az ezen pontokon &tmend hur-
poligont approximald) Bézier gorbét CI3.

n n
@ B(u) - Z <> (WP, - Z <K, (@)(raoska +jrsinka) =
k=0 K K k=0 K
n .
Z (u)reJka
k=0
ahol a
@) W - ufaewr

Bézier sulyfluggvények az u gorbementi paraméternek n-edfoku
fluggvényei és O<u< l. A Bézier-gorbék tulajdonsagaibol kovetke-
zik C1D, hogy a kozelitd gobrbe atmegy a hurpoligon Kkezd6 és
végpontjan (P~ ill. P ) és itt érintje az els6, ill.utolso
har iréanyaba esik (P P. ill. P ,P ). A pontok szamanak {n+l)
novelésével a gbrbe egyre jobban megkdzeliti az n oldalu poli-
gont, és igy magat a korivet is.

A tovabbiakban kiszamitjuk a Bézier-gorbe és a kor eltéré-
sének maximumat. E maximum helyét, tehat ahol az

©) P-15U) | - r=15(uw) |

r 7

kifejezésnek szélsbértéke van, olyan u paraméter-értéknél kap-
Juk, amelyre:

Q) du =0

Masrészt viszont mivel B(u) IB@)] ~u\ mindig fennall a
kdvetkez6 oOsszeflggés:

§§522 -5 ;?3%2_ LefoPew '\"B{uﬂ‘ | fei@ O §<%(&J)_
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Figyelembevéve itt a (4) feltételt, a szélséérték helyére fenn-
all :

Q) —f— - B -

A mennyiség barmely w-ra valés szam. Az (5) egyenlet

r 7

tehat azt mondja ki, hogy a széls6érték helyén a gorbeponthoz
mutatd komplex vektor és a paraméter szerinti derivalt vektor
(a gorbe érintéje) merb6leges egymasra.

A kozelité Bézier-gorbe (1) egyenletébe vald helyettesités-
sel belathaté, hogy a B(u) és B(l-u) pontok szimmetrikus hely-
zetliek a 0 szb6g szogfelez6jére, és ennek a gorbével vald met-
széspontja a B(1/2) pont. Mivel itt a gorbe (n-1)-ed rendben
folytonosan megy at, a szimmetria miatt fennall e pontban a
széls6éerték helyét jelentd merd6legességi relacio. Valoban az

parafietererteknel:

o gd
®) B(w = r(cos™) e 2
. a
aB . a , a” °n=2
dt - 2rnj *9? (0O0S 6

vagyis e helyen

- 32n tgj B(u)

ami a sugariranyu és az érintdiranyu vektorok merdélegességéet
jelenti. Behelyettesitéssel meggy6zédhetink rola, hogy a (3)
kifejezés u paraméter szerinti masodik derivaltja az u - ~ he-

cl

r 7

lyen negativ, tehat a szélsBérték valdban maximum.

Ezek utan felirhatjuk a Bézier-gbrbe és a kér maximalis
(sugariranyu) eltérésének kifejezését

@ H=R - IS(I
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és a (6) egyenletet felhasznalva (r-i?)
n

(3) H=R ZIl-ioos j) 1

vagy a koézeliteni kivant koriv 0 nyilasszogével kifejezve:

Q N
(©)) H =R CI-(cos Zﬁ) 1
A kozelités hibdja lathatéan n novelésével (@ pontok szama-
nak nodvelésével) egyre csokken és esetén zérushoz tart.

Az eddig vizsgalt és az 1. abran bemutatott helyzetben a
kozelitd Bézier-gorbe elsd és utolsd pontja a koriven helyezke-
dik el, de egyébként a gorbe mindentutt a koérdn belul halad. E-
gyenletesebb hibaeloszlast és kisebb abszolut hibat kaphatunk,
ha a kozeliteni kivant kor R sugaranal nagyobb sugaron (r) he-
lyezzik el a Bézier-pontokat (2. abra)..

2. abra
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Ilymédon az eredetileg zérus értékd hiba az u=0 és u=l pontok-
ban néni fog, az eredetileg maximdlis hiba az wL% pontban pedig
csbkken. E hibak az r sugartol linearisan fuggenek, és az opti-
malis helyzetet ott kapjuk ahol

(10) \B(O ) |-R - I

A b (0O\=v értéket, valamint a B(-)\=r (cos-)n értéket Tfel-
hasznalva (10)-bol kapjuk:

2R
(1) Vo=
0 I+Fao0s3sn
illetve a 0 kbzépponti szoggel kifejezve:
2R

- fFeos ,ONA
2n

2) ro =

E képletek tehdt megadjdk azt az ro sugarat, amelyen el kell
helyezni az n+l Bézier pontot egy 0 ko6zépponti-szdgld, R suga-
ru koriv optimdlis koézelitéséhez. A kodzelités hibaja ez eset-

ben
as3) H

lesz , vagyis a maximalis hiba

H
14) M

1+{cos 0 .n

2n ;

aranyban csodkkenthetd.

A korkozelités Bézier-gorbékkel elérhetd pontossaganak
numerikus értékeit az 1. és 2. tablazatban foglaltuk Ossze. Az
1. tablazat (65. oldal) egység sugaru koron elhelyezkedd Bézier-
pontokkal szamolt gorbe ugyanezen kortél vald maximalis eltéré-
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seit (a H/R értékeket) adja meg, mig a 2. tablazatban (56-58.
odalak) a (11) képlettel korrigdlt esetre vonatkozd eltéréseket
tiuntettik fel. Mindkét téablazatban a polinomok fokszama n=l és
n=10 koézott valtozik.

2.2. B-SPLINE MODSZER

A gorbetervezésben igen elterjedt spline médszer esetében
egymashoz eldirt folytonossagi rendben csatlakoz6 godrbeszaka-
szokbol allitjuk el a kivant gorbealakot. E gdrbeszakaszokat
a legtdobbszdor a godrbeparaméter polinomjaiként allitjuk eld. A
mlszaki gyakorlatban és a szamitdgépes geometriai tervezésben
majdnem kizardélagosan harmadfoku polinomokat hasznalnak; tanul-
manyunkban mi is ezt az esetet vizsgaljuk. Harmadfoku polino-
mokbdél &ll6 spline gorbe masodrendben (és igy gorbuletben is)
folytonos a gorbeszakaszok talalkozasi pontjaban, és harmad-
rendben a gorbeszakaszokon belul. Mig ez altaldban messzemen6-
en kielégiti a miiszaki-esztétikai kovetelményeket, a magasabb-
rendud polinomok oszcillaciéra hajlamosak.

Lok&dlis gorbeleirast valdsit meg a B-spline reprezentéacit
C2H. Egy harmadfoku B-spline gorbeivet négy tampont hataroz
meg: kor kozelitéséhez helyezzik el ezeket egy r sugaru Kkor
mentén egymastél egyenletes tavolsagban és szimmetrikusan az
x tengelyre, (3. &bra).Vizsgaljuk el8szdr azt az esetet, amikor
a tampontokat a kozeliteni kivant koriven helyezzik el és en-
nek megfeleléen v=R (3. abra). A B-spline gdrbe nem megy a4t a
tampontokon, de belul halad a tampontok &altal meghatarozott
konvex poligonon.
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Az abra jelodléseivel a PP~ P~ P pontok koordinatai:

X y
PO (r aos3i3j -r sin3R)
p1 (r cosB jJ -v sinB)
P (r cos3 ; r sinfi3)

P3 (v 00s3ij r sin33)

A kozelité gbrbe mentén az u gOrbeparaméter a O<u<l tarto-
manyban valtozik, és az u=0 paraméter( pont (S =S(.0)) rajta
van az OP™ sugaron, az u=l paraméterd pont (S*-SCIl)) pedig az
OP£ sugéaron 121. Tekintsiuk tehat a B-spline gorbét a 0-2g ko6-
zépponti szogl és R sugaru koriv kozelitésének (3. &bra). Ha
Ujabb koérivet akarunk a meglév6hoz csatlakoztatni, elegendd
egyetlen Gjabb tampontot (P*) felvenni, és a P P P P4 pon-
tok altal generalt koriv a meglév6hdz érint6-és gorbulet-
folytonosan fog csatlakozni.

A Po>P 2j P~ pontok altal definialt harmadfokd B-spline
gorbe paraméteres egyenlete C33:
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S{u)= D wduéur 4 3-3 1 P,
3 - 6 3 0
P1
(16) _
3 0 3 0 P2
1 4 1 0 L 33

Felhasznalva itt a (15) alatti pontkoordinatakat, valamint
elvégezve a matrixmlveleteket, az S(u)-~ S, (u)i+sy(u)j koordi -
natafiggvényekre a kovetkezdket kapjuk:

17 Sy W - re .cosSB—cos$)|:Lr~ +(cosR-eos3B )é\+ %{0033$+5008$)1
(18) Sy ) - rC(—:-é— sin3$—sin$)u3 + (3sinB-sin3R )—3‘— +

+ {sxn3$+s'i.n3)§' - %t(sin3f3+3sinr$ )1

Egyszerd helyettesitéssel meggy6z6dhetink rdéla, hogy

Sy {1-u) S {uw) és

s {1-u) -s (u)

y y

vagyis a B-spline gorbeiv szimmetrikus az u-—g\ pontra es az x ten-
gelyre miként a kor is. Tovabbad a kor és a B-spline gorbe maxi-
malis eltéréseit ott kapjuk, ahol a

(19) s, MUY + g M) - R

kifejezésnek maximuma van, azaz u szerinti derivaltja zérussal
egyenld. Elvégezve a derivalast kapjuk:

33 W) 9s (u)

(20) FU) = s (W= Jg— + s, (W= Y - O

Mivel azonban a (20) kifejezés éppen az s”Ni+sj sugariranyl

ds (u) _ ds (u) _
vektor és a ~(u) 1 + = 3 érintdiranyu vektor skalaris
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szorzata, az eltérések széls6é értéke ott van, ahol e két vektor
mer6leges egymasra. Figyelembe véve a fenti szimmetriarelacio-
kat, valamint azt, hogy tovabbi gorbeivek egymashoz illesztése
esetén a teljes B-spline gorbe a rajzon lathatdé gdrbedarab pe-
riodikus ismétléseibdl all, mikdézben a csatlakozasoknal a maso-
dik derivaltig folytonos atmenet van, a fenti mer6legességi re-
laciéo fennall az u=03 u=2 és U=1 pontokban. (Errél behelyette-
sitéssel is kénnyen meggy6z6dhetink). Masrészt a (20) feltéte-
li egyenletben F(u) lathatdéan u-ban otoéodfoka, ezért legfeljebb
ot kalonboz6 valds gyoke lehet. A masodik fejezetben kozlink
egy modszert, amely F(u) O<x 1l intervallumba esf esetleges to-
vabbi gyokeinek kimutatasara szolgal. E mdodszerrel végzett vizs-
galatunk (amit terjedelmi okokbdél itt nem részletezink) negativ
eredménnyel zarul, tehat a B-spline gorbe és a kor kozotti el-
térés szélsdbértékeit a gorbe végpontjaiban és a kozéppontban kap-
Juk (uU=0j u=2> u=l).

Behelyettesitéssel és trigonometriaili azonossagok felhasz-
nadlasaval igazolhatjuk, hogy [S(O0O)]-]1S(1)], valamint

(1) \S(0) [ = j (2+aos 2B)

(22)

Ha e képletekbe esetiinknek megfeleléen r=R-et Irunk, lathatjuk,
hogy mindkét érték kisebb F-nél vagyis a kozelité gorbe az R
sugaru korén belul halad. Képezzik tovabba az

FCB) =1S(O)I-1s i)l

fuggvényt. A (21) és (22) képletek felhasznalasaval, valamint

UoslR-e-t helyettesitve:

F(e) - ) (-c3+402-50+2)
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Figgvényanalizissel meggy6z6dhetiink rdéla, hogy E(o) alakja a
4. 4bran rajzoltnak megfeleld (zérushelyek a o=l, e=2 helyeken,
széls6értékek a o=I, o=~ helyeken).

Mivel o=cosB-ra -2<i<l és e tartomanyban E(0)> 0, tehat levon-
hatjuk a kovetkeztetést, hogy |SO)|I>SCE)]| barmilyen R szogre.
Ez egydttal azt is jelenti, hogy a spline gorbe kortél valé
legnagyobb eltérését az u="~ pontban kapjuk:

©3) H = fF-|S(]) - R 6-5cosB-o0s B
vagy pedig a koriv 0 kozépponti szogével kifejezve:
) - & Zl-cos-1] (28%311-4

A (23), (24) képletek megadjak a hibafiggvény maximumat. Szél-
s6értéke van a hibafiggvénynek az u~o és u=l helyen is, az el6-
z6ek alapjan ez minimumpont. A spline gorbe eltérése a kortél
ez utébbi pontokban azonos értéki, ‘es az u—é—pontbeli maximalis
eltéréssel azonos értelmlG (elgjelld). Ha tehat elvetjik azt a
(legegyszer(bb) kiindul6é feltételt, hogy a gorbét definialod
tampontok a kodzeliteni Kkivant R sugaru koériven legyenek, jobb
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kdozelitést kaphatunk. Ennek feltétele:
ISC(0) J-i? - R-\S<ij)\
Felhasznalva itt a (21), (22) képleteket, megkapjuk azt az

optimadlis sugarat, amelyen el kell helyezni a B-spline godrbét
definidldé pontokat az R sugaru koriv jobb kdzelitéséhez:

(25) ro- s 5
cos R+4cos “R+5cos R+2

illetve a tobbszorods szogekkel kifejezve.

48R
(26) Vo cos 3R+8cos 2R +23cosR +16

és itt a kérivhez tartozé kozépponti szog fele. A korko-
zelités hib4jara ez esetben

"2-bco"sR3+4cos 28—(:033 3
2+500$B+4c0528+co§38

adodik. A 3. tablazatban (59. oldal) megadjuk a 0 k6zépponti
sz6gli, R=1 sugaru koriv B-spline gorbével valdo kozelitésének
numerikus értékeit; a maximalis hibat az eredeti R sugaru kor-
iven elhelyezkedd tampontok esetére, a jobb kozelitéshez tartd
z6 sugarat (25) i1ll. (26) szerint, valamint az ez esetben ado6-
dé hibat (27) szerint, és végul a RQ/R hanyadost.

2.3, RP MODSZER

Az RP modszer els8sorban a gépészmérnoki tervez6i gyakor-
latban el6forduld gorbék interpolacidjara lett kidolgozva. E
gorbék jellemz6je, hogy valtakozva tartalmazhatnak egyszer(
gorbealakokat (egyenes, kor) és valtozatos geometridju un. sza



19

badformdju gorbeszakaszokat. E gdrbeszakaszok folytonos érinté-
vel csatlakoznak egymashoz, a gorbiletbeli folytonossagot azon-
ban altalaban nem koveteljik meg (mar pl. egy egyenes és egy

kdriv csatlakozasa sem elégiti ki). Illyen jellegl go6rbék inter-

- 7z = 7

polaciéjara elénydsen hasznalhaté az RP médszer CZF¥l1.

A médszer kiinduldé adatként térbeli pontokat hasznal és az
interpoldlt gorbe atmegy e pontokon. Két adat-pont kdzott har-
madfoklt polinomfiggvény Irja le a gorbét, és e gorbeszakaszok
folytonos érintével csatlakoznak egymashoz. Az interpoléacié
lokalis abban az értelemben, hogy a gorbe alakja egy kivalasz-
tott pontban csak az ezen pont definialt kdérnyezetében lev6é adat-
pontok helyzetét6l figg. I1lymédon egy adat-pont helyzetének
valtoztatasa a gorbének csak egy jJol definialt részére van be-
folyassal. A gorbe jo kozelitéssel természetes paraméterezésii;
a definiald pontokban az érintévektorok egységvektorok, és a
paraméter valtozasa a gorbe mentén kozelit6leg az Ivhosszal e-
gyezik meg.

Az RP médszer automatikusan biztositja, hogy ha harom szomszé-
dos adatpont egy egyenesre esik, a koztiuk lev6 gdrbeszakaszok e-
gyenessé redukaldédnak, amelyek érintében folytonos atmenettel
csatlakoznak koérnyezetikhoéz. Az egyenes szakaszok paraméterezé-
se linearis C5D. Mig tehat egyenesszakaszokat egzakt mdédon el -
allithatunk az RP mddszerrel, ez korre (koérivre) nem mondhaté
el; a harmadfokl, paraméteres gorbe csak kozeliti a korivet.
A kozelités pontossaga attol fiugg, hogy a médszer milyen érté-
keket szolgaltat a gorbeszakaszt meghataroz6é geometriai mennyi-
ségekre (kezdeti és végpontbeli érinték). A tovabbiakban meg-
vizsgaljuk, hogy az RP mddszerrel interpoldlt gorbe és a kor
maximalis eltérése hogyan fugg a kozeliteni kivant koriv kozép-
ponti szo6gétdl.

Kozelitsiuk tehat az 5. &4bran lathatdé R sugaru és 0-2B8 ko6-
zépponti szogl korivet RP gorbével (6. abra), és vegyuk fel az
interpolacié alap-pontjait el6szor az R sugaru koron (r-fF).
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Az RP gOrbedarabot a Pq3P™ végpontok, e pontokban az érintévek-
torok (To, T valamint az U paraméterintervallum egyértelmien
meghatarozza L11 (a Pq pontban u=0; P~ pontban u=U). Figyelem-
be véve, hogy az RP médszer esetén az érintévektorok a gorbét
definidld pontokban egységvektorok, a kezd§ és végpontban a
pontkoordinatidk és az érintévektor komponensei;

PO: (r eos3; -v sinR)
P2: (r cosfB; Vv stnB)
TO: ( sinf3; cos )
T2: ( msind; cosR)

A (28) feltételeket kielégité harmadfokd paraméteres gorbe e-
gyenlete (Ffigyelembe véve hogy O<u< U):

P(u) - p (uH + p (@)I

ahol
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C) - U uo+ sind u + r oosd
(29) ]
\ - [2U_cos$-dr sind 3 , 6r_sind, 33U oosd ..

+ u oosd -r sind-\

A kvazi-természetes paraméterezést biztositdé U paraméterinter-
vallum az RP mdédszer szerint a kdvetkez§ Osszefluggésekbb6l ha-
tarozhaté meg CUO:

(30) U=j ( Jb2+2AC-B)
ahol

A-T7-TTy

B - AP(T+Tp)

C = (AP)2

és AP - Pl—PO.

Ha most a (29) Osszefliggésbe behelyettesitjiuk (28)-bél a
gorbeivet definiald adatokat, a paraméter-intervallum hosszara
a kovetkez6 oOsszefiggést kapjuk:

@G - = r
2+o0o0sd

Ezzel tehat az 0Osszes adat, amely a kdort kozelitd RP gdrbeivet meg-
hatarozza, 3 Tfiuggvényében ismert.

A tovabbiakban az RP gorbe és a koriv maximadlis eltérésé-
nek a kiszamitasaval foglalkozunk. E maximum helyén az

R —|P(W] R pz(us

kifejezésnek szélsBértéke van, aminek sziikséges fTeltétele az
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3 dp () dp ()
FIC) = R T TR W g

fluggvény zérus volta. A jobboldalon azonban az u paraméterd
gorbeponthoz mutatdé sugariranyu vektor: P(u)=pxi +p. J €és az e-

y
zen pontbeli érintévektor skalaris szorzata szerepel. Az emli-

tett szélséérték tehat ott l1ép fel, ahol e két vektor meréle-
ges egymasra. Nyilvanvaldéan fennall e mer6legességi relacio a
gbrbeiv kezd6 és végpontjaban @=0; u=U). Fennall tovabba még

az u=1_paraméterd pontban, a gorbeiv és az x tengely metszés-
pontjgban is. Errdl részint behelyettesitessel, részint kozvet-
len szemlélet utjan a gorbe szimmetrigjat tekintve is meggyl-
z6dhetink. Ugyanakkor a masodik fejezetben kozolt mbédszert a
jelen esetre alkalmazva kénnyen meggy6z6dhetink arrol, hogy az F(u)
fliggvénynek nincs tovabbi gydkhelye a O<u< U tartomanyban. Az RP

gbrbe és a koriv eltéréseinek széls6értékét tehat az u=01
u="3 u=U paraméterid pontokban kapjuk.

A kezd6 és végpontban (u=03 u=U) az eltérések értéke r=R
esetén nyilvanvaldéan zérus (egyuttal az eltérésfiggvénynek mi-
nimuma van). A két gorbe eltérésének maximuma tehat az i
pontban addédik .

H = J?-IP(D |

Felhasznadlva a (29) alatti koordinata-fuggvényeket valamint
(31)-et;az RP gorbékkel vald korkozelités hibajara a kovetkezd
képletet kapjuk:

(1-cosBB))N

2) H 4+2eo0sh

és itt [-|-F a koriv Tél kozépponti szoge.

Az R sugaru korivet kozelitd RP gbrbe zérus hibaval adja
vissza a koriv kezd6 és végpontjat, illetve itt az érintéket,
a kortél valdé maximalis eltérést pedig az u=sj£ pontban (a gorbe
szimmetriapontjdban) (32) szerint szamithatjuk. A képletb6l l1at-
hatéan a hiba barmely koézépponti szigre pozitiv, tehat az RP



23

gorbe mindig a koériven belul halad.

Ha eltekintink a végpontokbeli egzakt korinterpolaciétol és
megnoveljuk az interpoléaci6 alappontjainak sugarat (r*), kisebb
hibat is kaphatunk. Ennek feltétele:

33) IPCOO\-R = P-[P(]) |

Hasznaljuk fel itt a (29),(30), (31) egyenleteket, és vegyuk fi-
gyelembe, hogy az alappontok sugara most (e képletekben »
helyébe keril). Ilymédon egy egyenletet kapunk r~-ra, mely-

nek megoldasa:

8+4cos$
G4 Mo o, ~2~ H

6+6eosB+sin2§

Ezen rq>R esetén tehat a kezd6 és végpontban fellépdé hiba egyen-
16 abszolut étéki lesz a gorbe kozéppontjaban Tellépd hibaval.
E hibéara

(1-coss&

(35) H D
6 (1+cosB)+shn 3

vagyis az eredeti helyzethez képest

(36) AO_____4+t200SB__ o

6+6c0s fct+sin BB

mértékben csokkent a korkozelités hibaja. Mivel azonban az RP
modszerrel vald korkozelités a korrekcidval elvesztette inter-
polalé jellegét a koriv végpontjaiban, a tervezés szempontjabodl
itt kisebb jelent6sége van e korrekcidonak mint az egy”b gdrbe-
tervez6 moédszereknél.

A 4. tablazatban (60. oldal) megadjuk az AP mdédszerrel valo
korkozelités numerikus értékeit; a maximalis hibat (H) az alap-
esetre vonatkozdan (32) szerint, az rq korrekcidés sugarat (34),
valamint a Rq hibat (35) szerint, végul pedig H és H aranyat
(36) szerint. A tablazatban szerepld értékek egység sugaru kor-
re vonatkoznak.
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3. OPTIMALIS KORKOZELITESEK

Az el6z6 fejezetben azt a goOrbetervezés szempontjibdél leg-
egyszeribb esetet vizsgaltuk, amikor a koérivet kozelitd gorbét
definidld - és valamely interpolacidés vagy approximacidés méd-
szer kiinduld adataként szolgald - pontok maguk is koriven he-
lyezkednek el. Pontosabb koérkdzelitést kaphatunk azonban, ha e
feltételtdl eltekintink, és megengedjiuk, hogy ezen pontok, vagy
ezek némelyike kulonbdzé tavolsagban legyen a kdr kdzéppontja-
tol. A 3. fejezetben ezt az esetet tesszik vizsgalat targyava.

Vizsgalatainkat harmadfokd paraméteres gorbére végezzik.
Egy ilyen gorbét egyértelmlien difinalhatunk négy geometriai a-
dattal - a két végponttal és itt az érintévektorokkal - vala-
mint a gdrbeparaméter valtozasanak intervallumaval. Ez utobbi-
ra az egyszerlség kedvéért az uiOsll intervallumot valasztjuk.
E fejezetben megadjuk az optimadlis gorbealakot definialé geo-
metriai adatokat, majd az igy adéddé gorbe Bézier és B-spline
reprezentaciéjahoz tartozdé geometriai adatokat.

3,1, A TIPUSU KORKOZELITES

E fejezetben a korkozelités kovetkez6 médjat vizsgaljuk:
Kozelitsik az R sugaru 0-2B nyilédsszogl korivet egy olyan har-
madfoku paraméteres gorbével (C(u); O<u<l); amely &tmegy a kor-
iv kezd6 és veégpontjan: a Pg3 ill. P™ pontokon. Hatarozzuk meg
tovadbba e pontokban az érintévektorok hosszat (t) oly médon,
hogy a kozelito gorbe atmenjen a koriv K szimmetriapontjan is
(lasd 6. 4bra) i6l.
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PN pontban a koordinatdk és az érintévektorok komponen-

(P cosBB; -P sinRk)
(P oosB; R sinfB)
(t sinBj t oosB)
(-t sinl3 ; t ooshk)

<e<e]

és fTeladatunk a t értékének (az érintévektorok abszolut értéké-

nek) meghatarozasa.

Belathat6é, hogy a (37) fTeltételeket az u=0, ill. u=l pont-
ban kielégité harmadfokl paraméteres godrbe egyenlete:

(38)

39)

G(u) - gx {
gx{uy - ™
_ u3
9y ()
+ ut cosfR -P sinR

Kiinduld feltételink szerinta G(u) kozelité gorbe &atmegy a

kdr K szimmetriapontjan (6. abra)rvagyis
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Figyelembe véve (38)-at,e feltételb6l a végpontokbeli tangens-—

vektorok t abszolidt értékére (hosszara)

) - AL ¥

adédik. Konnyen belathatjuk azt is, hogy a K pontban a goérbe
érintéjének s-iranyu komponense eltinik, tehat e kdézds pontban

a kérnek és gorbének kozos érintdje van.

A kovetkez6kben a Giu) gobrbe és a kor maximéalis eltérésé-
nek a kiszamitasaval foglalkozunk. Keressuk tehat a

(41) hiG) - \GILW\-R = Jgjiu)+g2iu) -R

fuggvény szélséértékeit. A szélsbérték létezésének szikséges
feltétele, hogy a (41) hibafiggvény u szerinti derivaltja el-
tlnjobn, azaz

- 3g_ 1u) dg 1u)
42) Fig) = dh('jﬂ) - gy i oy g iu) g =0

legyen. Itt azonban felismerhetjuk a giu)=g”iu)i+g”™iu)j Sugar-

dox <) 30 k) _
iranya vektor és a - do i, + — EU"_ J érintbévektor skalaris

szorzatat. Ennek zérus volta a két vektor egymasra meré6leges

helyzetét jelenti.

Szélséérték feltételink nyilvanvaldan teljesil az u=0,

u=l pontokban; itt a hiba értéke egyuttal zérus. Masrészt
az Fiu) Tfiggvény u-ban o6tédfoku Ffiggvény, igy ot kiulonbdézé zérus-
helye lehet. (A hiu) hibafiuggvény alakjat a 7. abran lathatjuk.)
A tovabbiakban a még hianyzo két zérushely meghatarozaséaval

foglalkozunk.
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Kozvetlen geometriai szemlélettel és behelyettesitéssel is be-
lathatjuk, hogy a G(u) gorbe a O<u<l intervallumban szimmetri-
kus az x-tengelyre, és mivel az x tengellyel vald metszéspont-

ban (K) kdvetkezésképpen:
gx~u) " gxU ~u)
- -Glyd-u)

Mivel a kor is ugyanilyen szimmetriatulajdonsagot mutat,

2r 7

a ketté kulonbségeként eldalléo h(u) hibafiggvény is szimmetri-
kus ur%Fre- Ebb6l kovetkezik, hogy a két hiadnyzd szélsbérték-
ponthoz tartézé u érték ZJgtol valéd elterese azonos abszollt
éertéekd.

Masrészt azonban az F(.u) otodfoku Figgvény az elbzbek a-
lapjan felbonthatdé a kdvetkez6 gyoktényez6s alakra:

43) FCW - u(u-1) ) - NCuMCU)

r 7

ahol M(u) méasodfoklu fluggvény és gydke a két hianyzo szélsbérték-
ponthoz tartozdé u érték, (u?jz)- Vegyuk fel M(u)~t az

2
44) M(Cu) - mpu  + m&u +mg

alakban. Mivel gyodkei szimmetrikus helyzetldek u-|-re, maga az
M(u) fluggvény is hasonld szimmetriat mutat:
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M(I-u) - MC.w
E feltételbdl
m2 = -m2

adédik, vagyis (44) egyszerlibben is irhaté

2
M(u) - myu - mpu + mo

A keresett gyokok tehéat:
(45)

A szimmetria miatt a tovabbiakban csak u*-al foglalkozunk, és
ezt u*-al jeloljuk.

Tételezzik Tfel tovabba, hogy ismerjuk Af(u) értékét az u=0
helyen: M(0) - Mg és az u=~ helyen: M("/2"=Mj/2 .

Ezekkel a (45)-ben szerepld o hanyados kifejezhetb.
m2

m M

m2 « JW7

és ezt u* képletébe Irva:

A=
(46) , 1 1 F™
2 " 2\J M1/2-

Az M(u) Tuggvény értékei altaldban megkaphatok az

w8

alakban. Specidlisan az u=03 és u=%az FQu) és N(u) fluggvé-
nyek gyokhelyei, 1igy itt a I"Hopital szabalyt kell alkalmazni.
Az u=0 helyen:
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9F(u)
- F(u) - du - F3 )
(47) M(U) J-:g N(U) LII-:g] %/9(5) Iim Wnn

és hasonldéképpen u-~-re is. (Az u-szerinti derivaltat itt és a
tovabbiakban "-vei jeloljuk). Figyelembe véve, hogy

Feuy = udu-du-A — o8 B 2s 1y

N3(Cu) - 3u™ - 3u + ~»
a keresett derivalt-értékek:

N3@)=1 : N3(D = -1
Ezek felhasznaldsaval (47) szerint

M(0) - 2F3(0) ; M(lo - -4F3(D

majd ezt u* (46) alatti képletébe helyettesitve:

1 1 12F3U/2)
(48) 2 « 2y 2F3{1/2YF3{0)

A (48) képletben szerepld F3(u) értékeket F(u) (42)-ben fel-
irt alakjanak ~-szerinti derivaléasaval kapjuk:

9%
“9) FB - ﬂﬁ' %i_ Ox au +gy§E%b

d 2 _
_ (99 ) 1o 9 g 929|L
Su X du s<F=F>

A (48), (49) képletek igen altalanosak. Segitségikkel megitél-
hetjuk a harmadfoku, végpontokban érintéleges korkdzelitések
hibafluggvényeinek alakjat; eldonthetjik, hogy felvesz-e a hiba-
fluggvény szélsb6értéket a végpontokon és a felez6ponton kiviul és
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hol? Ehhez mindbssze a kozelito médszerre jellemz6 gx(uii gy(u)
fluggvények ill. derivaltjaik helyettesitési értékeire van szik-
seg az u=0 &s u = pontokban.

Alkalmazzuk eredményeinket a fejezet elején vazolt A tipu-
su korkozelitésre. A (48) képlet kiértékeléséhez szikséges de-
rivalt értékeket (38) és (39)-bol szamithatjuk:

(50) -2tusin$ * tsin$
d2g
X -2t sin$
du
34 6(tcos$-2R sEnB)(u“-u)+tcos$
d2g. .
d 6 (tcos$-2R sinfi) (2u-1)
du
E derivaltak helyettesitési értékeit az u=0, u=~ helyeken

(figyelembe véve t (40) alatti kifejezését) az 5. tablazatban
foglaltuk Ossze.

gXx ay
u=0 u=1/2 u=0 u=1/2
g R cos 3 R -R sinR 0
dg ) 4R (I-cosR) 3- 2cos B-c0323
du AR (1-cos ) 0 tgs Sink
d29  _8r(l-cos$) -8R(l-cos$) 12RCé|}-(5888)2 0
du2 i

5. tablazat
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Mindezek felhaszndlasaval a gorbe és a kor maximalis elté-
résének helyére u*-ra a kovetkez6 Osszefliggést nyerjuk.

(1) ub-L -L 2(2-cosB)-sw2i
N J 12 1-cosH)M4sin&( 1-eos$) (sin2$-sin$) -6sin*$

A kozelitd gorbe és a kor eltérésének maximumat ezek utan koény-

nyen kiszamithatjuk a
(52) H - 16" I-R - Jod(us)+g) (U™ ~R

kifejezés kiértékelésével, ahol u*-ot (51)-bél vesszik.

A 6. tablazatban (Id. 61.oldalon) megadjuk a targyalt kor-
kdzelités numerikus értékeit; a végpontokbeli érintévektor hosz-
szat (40) szerint, a maximalis eltérés helyére jellemz6 u* ér-
téket (561) szerint, valamint a szamitott maximalis eltéréseket
a koriv kozépponti szogének 0=2R-nak fluggvényében és egység

sugaru korre vonatkoztatva.

3.2. B TIPUSU KORKOZELITES

Az el6z6 fejezetben targyalt korkozelités esetén (A-tipusu
kozelités) a harmadfoku paraméteres kozelitd gorbe (G(u))
kezd6, kozéps6 és végpontja egybeesik a koriv ugyanilyen hely-
zetl pontjaival, és ennek megfeleléen a hibafliggvény a 7. ab-
ran lathatdé két maximummal és harom minimumponttal biré figg-
vény. A go6rbe mindenitt a koéron kivul halad, a p (k)& képlet-
tel definialt hiba mindenitt pozitiv.

Egyenletesebbé tehetjiuk a hibadk eloszlasat, ha a hibaflgg-
vényt eltoljuk olymédon, hogy a maximadlis és a minimalis hibék
azonos abszolut értékiek és ellenkez6 elgjelliek legyenek
(8. abra).
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8. abra
Ez természetesen azzal a kdvetkezménnyel Jar, hogy a koriv jel-
legzetes pontjai (kezd6pont, végpont, szimmetriapont) nem lesz-
nek rajta a gorbén, hanem a gorbe "korulfonja"™ a korivet (9.
abra) és négy pontban metszdédik vele.

A hibafluggvény 8. abran bemutatott eltolasat természetesen ugy

érhetjuk el, hogy a G(u) gorbe generalasdhoz egy, a kozeliteni
kivant kor R sugaratoél eltérd sugarat valasztunk, amelyre
nyilvan ro<R. Ezen sugaron helyezziuk el R nyilasszoggel a
gorbe kezdé illetve végpontjat, az érintéket pedig e pontokban
a (40) képlettel hatarozzuk meg 8=rQ helyettesités figyelembevé-

telével. A gOrbe egyenlete ezek utan (38) és (39) szerint adoédik.
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Feladatunk tehat a moédositott sugar (r ) meghatarozasa. A
fejezet elején targyalt egyenletes hibaeloszlast akkor kapjuk,
ha (lId. a 8. és 9. &brat)

G3) R -\G(O)] = [G(u*)]- R

ahol u* a maximumpont helye, és az (6l1) képletb6l szamithaté.

A (40) képlet értelmében a végpontbeli érintévektorok hosz-
sza (t) aréanyos a gorbe '"generaléasi sugaraval”™ ami jelen eset-
ben ro - ez egyuttal a kezd6 és végpont kozépponttdl vald tavol-
sadga is. Kovetkezésképpen nyilvanvald, (lasd a (38) (39) egyenle-
teket), hogy a G(u) gbrbe barmely pontjanak origétéimért tavol-
sadga aranyos r~-lal. A maximumpontra vonatkoztatva ezt:

54) [GuU*)] = C

és az el6z6 fejezet analizise alapjan C>1 és C mar nem flgg
r~-tél, hanem csak a kdzépponti szogtél: C-C(R). Mivel tovabba
G(0)=ro, az (63) feltételi egyenlet igy irhato:

CQ)— R-R - Vo

Ebb6l a keresett sugar:

és ez lathatdéan kisebb )7?-nél.
A koriv és a kozelitd gorbe maximalis eltérése ezek utan

(56) = R-r0 = s

ami az el6zb6ek alapjan a kovetkezd6 pontokban l1ép fel: u=03
u=01/2i u=I1. Ugyanilyen abszolut értékil, de ellenkez6 elgjell
eltérés adédik az w-u*, u-u* paraméterl( pontokban (Ild. a 8. ab-
rat). A sugarkorrekcid nélkuli harmadfoku korkozelités (A tipu-
su kobzelités) esetére (52) szerint:
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H = |6(k*)]-a - CR-R = (C-DR

Ezt Osszevetve (6GI-talja hiba csokkenésének mértékére a ko-
vetkez6t kapjuk:

GnN

Mivel redlis kozépponti szdgek (B<90°) esetén C egység koruli
érték, (57) szerint a hibak durvan felezddésére szamithatunk.

Megkaphatjuk a korrigalt sugar és a hibadk H Kkifejezését
a fél kozépponti szog (RB) fuggvéenyében is. Mindossze a C egyltt
hatét kell a RB-val Kkifejezni, felhasznadlva az (G4), (G5), (@38),
(39), 40) osszefiuggéseket. Az igen terjedelmes képletek feli-
rasatol azonban eltekintink. Megadjuk viszont v 3 H valamint
Hg/H numerikus értékeit a kozépponti szdg (0) fuggvényében és
egységsugaru korre (R=l) vonatkoztatva (7. tablazat,62.oldalon)

33 C TIPUSU KORKOZELITES

Az el6z6 fejezetekben bemutattunk két korkodzelitést; az
egyik (A tipusu korkozelités) olyan gorbét ad, hogy a koriv
jellegzetes pontjai egyuttal gorbepontok is (kezd6pont, vég-
pont, kozéps6é pont), a masik (B tipusu korkozelités) esetében
ez nem all fenn, azonban a korivtél vald eltérések Kkisebbek.
Mindkét esetben a gorbét meghatdrozdé érintévektor hossza, a
maximalis eltérés helye, a hiba nagysaga a koriv adataibol
(f?,B) egyszerid, - vagy nem tul bonyolult képletek segitségével
meghatarozhaté.

A jelen fejezetben targyalt C tipusu korkozelitésnél az
A és B tipusu korkozelitések eldnyei egyesitésére torekszink.
Megtartjuk az A moédszer jellegzetes pontokat visszaaddé tulaj-
donsagat a koriv kezdd és végpontjaban, de noévelni kivanjuk
az A-nal elért pontossagot. Latni fogjuk, hogy a végpontokbeli
érintévektorok hosszanak meghatarozasa nemlinearis egyenletre
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vezet, ami zart alakban nem oldhatdé meg. Szamitdégépes numerikus
megoldassal azonban kaphatunk egy tablazatot, amely a kor ko-
zépponti-szdg értékeihez hozzarendeli a valasztandd érintovek-
tor abszolut értékeket.

A 3.1. fejezetben a koriv végpontjain atmend harmadfoku ko-
zelitd gorbe végpontokbeli érintévektoranak hosszat (t) azzal a
feltétellel hataroztuk meg, hogy a gorbe menjen at a koriv fe-
lez6pontjan (a K ponton), és igy kaptuk a (40) képletet. E fe-
jezet elején tett kikotéseket pedig kielégithetjuk, ha a C ti-
pusu korkozelitéshez az érintévektorok hosszat a végpontokban a

(58) IG(u™) |-1I? - R-\G(1/2) 1
feltételb6l hatdrozzuk meg. A C tipusu korkozelités hibafigg-

vényét a 10. &bran lathatjuk, a kodzelitdé gorbe és a kor hely-
zetét pedig a 11. abran.

11. abra
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A gorbének tehat négy ko6zds pontja van a koérivvel, miként
a B-esetben, azonban B-vel ellentétben ezek kéziul két pont jel-
legzetes pont (AjD). Az A esethez viszonyitva hianyzik a kdzép-
s6 pont mint 6sszees6 jellegzetes pont, de van helyette két ko-
z6s bels6 pont (BjCj -

irjuk fel az (58) feltételi egyenletet \G(I/2)\ részlete-
z
sebb kifejtésével, amit az altalanos (38) egyenletbe w-"-et
helyettesitve nyerhetink:

(9 IGU*)]-R - R — ~siM? - AcosB

Itt |G(m*)| bonyolult médon figg t-t6l. Ez rogtén lathatd, ha
figyelembe vesszik, hogy az abszolut érték a koordindtdk négy-
zetdsszegével fejezhetd ki, ezek pedig a t értéke mellett a
paraméterérték - jelen esetben a maximumponthoz tartozdé para-
méterérték u* - kobétdl fFuggenek. Az u* paraméter maga is Tlgg
az érintévektorok hosszatol t-t6l, ugyhogy mindezt Tfigyelembe
véve (59)-re bonyolult nemlinearis 0Osszefliggést kapunk. Nem
torédve egyelbre |Jg (n*)] t-té8l vald fluggésével, Tejezzik Ki
az (59) egyenletb6l t-t:

4 (1-00s3) R A IGCU)HHD)

t sinR sTnR

A jobboldalon az els6 tagban felismerhetjuk az A tipusu korko-
zelitést addé t vektort: a (40) képlet szerint.

Jelen koézelitésink végpontokbeli érintévektora tehat az A eset
hasonlé vektorabdél egy korrekcidval nyerhetd, amit a masodik
tag fejez ki. Ennek szamlaldjaban viszont jelen kozelitéslnk
hibajat ismerhetjuk TfTel. irhatjuk tehat, hogy

4H U)
(€0 tA TSR
ahol természetesen fligg a maximumpont helyérél u*-toi, il-

letve ezen keresztil magatél t-t6l. Ha a maximumpont helye a t
érintovektor illetve a kiinduld adatként tekintett [ fél-ko-

zépponti szog fuggvényében ismert, t~-bol kiindulva a (60) 6sz-
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szeflggés ismételt alkalmazasaval az érintovektorok egyre pon-
tosabb értékéhez juthatunk a kovetkez® iteracids séma szerint:

u% = V

(61) 4H o (u*B)
N+l *A sTnR ~

A maximumponthoz tartoz6é paraméterérték u* meghatarozasihoz a
3.1. fejezetben kidolgozott altalanos érvényld moédszert hasznal-

Juk .

A (38), (39), (B0) egyenleteket Tigyelembe véve a g™(u)
g (u) fuggvények, valamint derivaltjaik helyettesitési értéke-
it az u=0 es u:%elyeken az aldbbi tablazatban foglaltuk 06sz-

sze.
X y
u=0 u=1/2 u=0 u=>1/2
9 Rcoshi sinfR+Rcoshi -Rsinf 0]
%Iu tsini 0 tcos 3 3RsinRBcosR
-2tsin$ -2tsin$ 6 (2Rsinfk- 0
du2 -tcoshk)

8. tablazat

A 3.1. fejezetben koz6lt médszer szerint tovabb haladva,
a (48) és (49) oOsszefliggések TfTelhasznalasaval megkapjuk most
mar az eltérések szélsoértékéhez tartozd paraméter értéket:
2
n

! 2 2 .2 - 2 .
2 2 l~f|"‘i aos sin 3~5tRsin2R+18R si 3

(62) u
s Cc0s2B-t2sin28+12-3tRsin28+6R2sin2R
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Ez tehat a (61) iteracids sémaban szereplé
vény konkrét alakja. Felhasznaléasaval
egyenlet iteracidés megoldasat. Az
mitégépi programot irtunk,
ran kozoljuk.

fugg-

megszerkeszthetjuk a (60)
iteracid végrehajtasara sza-
amelynek blokk-diagramjat a 12. ab-

gx(ug),gy(uz) 1=1+1

!

Hi(u%)

PRINT
B sl

12. &bra
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A szamitasok eredményeit a 9. tédblazatban tintettiuk fel.
(Id. a 63. oldalon) Itt megtaldljuk a C tipusu korkozelitést
definidld végponti érintdévektorok abszolut értékének, a maxi-
malis eltérés paraméterértékének, a maximalis hibéanak és a t /7t
hdnyadosnak a numerikus értékeit a koriv Q=2Q kozépponti sz06-
gének fFluggvényében egység sugaru kdrre vonatkoztatva.
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4. OPTIMALIS KORKOZELITESEK BEZIER, B-SPLINE,
RP REPREZENTACIOI

Az elb6zb6 fejezetek korkozelitésének (A,B,C tipusu korkdze-
litések) targyalasanal lattuk, hogy a koézelité harmadfokd gor-
beivet mindig a kezd6 és végpontok helyzete, valamint e pontok
ban az érintévektorok iranya és nagysadga hatarozza meg. Tekint
hetjuk azonban az optimadlisan koézelitd gorbeivet harmadfoku
Bezier, B-spline vagy RP godrbének 1is, és meghatarozhatjuk az
ezen reprezentacidknak megfeleld gorbeadatokat, amelyek az op-
timdlis gorbét allitjadk el6. Erre annal is inkdbb szukség van,
mivel megvaldésitott rendszerekben gyakran hasznaljak a fenti
reprezentaciodkat.

Tekintsuk tehat a Gg3 G végpontok és a T T végpontok-
beli érinték &altal egyértelmlien meghatarozott harmadfoku para-
méteres gorbeivet. Ezen geometriai adatokat a 3.1, 3.2. vagy
3.3. fejezetben ko6zolt Osszefiuggések szerint hatarozzuk meg a
kdzeliteni kivant koriv adataibol (R}Q). Feladatunk az igy de-
finialt gorbe kuldénb6z6 reprezentacidinak meghatarozéasa.

4 1 BEZIER REPREZENTACIO

Egy gbrbe Bezier-reprezentaciojat a megfeleld Bezier-poli-
gon pontjaibol allithatjuk elé. Ismeretes CI], hogy harmadfoku
gorbe esetén e poligon négy pontbél all (P ,P13P 3P a 13. ab-
ran) és a poligon elsé és utolsdé pontja a gorbe kezd§ és vég-
pontjaval esik egybe.
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A Bézier-gorbe érintéit a kovetkez6 oOsszefiggések adjak:

B:IO - ,:h-PO)
V

Mindezek figyelembevételével tehat a Bézier-poligon pontjai:

o o
To
P.= G +
(63) 1 o 3
T1
2 1 3
P3 °1

és ezek felhasznalédsaval a Bézier-gorbe egyenlete:

w

GRU) - Z (?) u-U-u)2~ P.
i=0



42

4 2 B—SPLINE REPREZENTACIO

A B-spline gorbe nem megy at a definiadldé poligon-pontokon

(Po + 6 o 2 14. abran), de belidl halad a pontok &altal Kije-

161t konvex pligonon.

To

o 2

14. &bra

Haramdfoku B-spline gorbe esetén fenndllnak a kovetkez§
Osszefiggések C3H:

5 - P,+4P 1450
PO-P

o PER,

. . P1+4P2+P3
P,-P

T,- 3,1
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E négy Osszefliggés négy linearis egyenletet jelent Pljpﬁjpéj

P4 meghatarozasara. Az egyenletrendszer megoldadsa a poligon-
pontokat szolgaltatja:

Pop = 652G, 5- Tp*+ 4 T4

Vi =26 G +4 T, -4

©4)
P,2 = —GO+261——3\t0 - !_;_ rZL
Pg = 26,-CGp+r % T + 3 Ty

Megjegyezzik, hogy a (64) kifejezések vizsgalataval bebizonyit-
hat6é, hogy a P» és P~ pontoknak ko6zds szimmetria egyenesuk van

a P
gyenese is.

0IDé pontokkal, amely egyenes egyuttal a gdrbe szimmetriaé-

A poligonpontok ismeretében a spline gorbe a kovetkezbkép-
pen adédik C3:

EQ(U) - %} 1J3u2u 11

8 o A

> o 8 w
w

© o o r

4 3. R-P REPREZENTACIO

Az 1.3. fejezetben ismertetett R-P médszer optimdlis kor-
kozelitésre vald alkalmazasa esetén némiképp mas helyzettel
allunk szemben mint a Bézier- vagy B-spline mdédszer esetén.

Itt ugyanis az érintovektorok abszolut értéke a végpontokban

< és ) mindig egységnyi, és ez, e vektorok iranyaval va-
lamint a végpontok helyzetével egylutt, mar egyértelmliien megha-
tarozza a gorbe paraméterintervallumat a (30) Osszefliggés sze-
rint. Ennek ismeretében mar a teljes gorbe is egyértelmliien adé6-



44

dik, ami természetesen az 1.3. fejezetben vizsgalt gorbe, az
ott megadott kor-kozelitési pontossaggal. Ilyen értelemben te-
hat az optimalis korkdzelitést add gorbék nem képezhetbk le

az R-P médszerrel.

Lehet6ség van azonban az optimalis korkdzelitd gorbék R-P
modszernek megfeleld6 adatokkal vald eldallitasara. Ehhez az op-
timalis gorbék olyan paraméter-transzformacidojara van szikség,
amely a végpontokban egységnyi abszolit értékl érintévektoro-

kat ad.

Az optimalis korkozelité médszerek- A,B,C modszer, 3.1.,
3.2., 3.3. fejezet - meghataroznak egy-egy t értéket a végpontok-
beli érintévektor hosszara vonatkozéan, amellyel a gorbe az
u=L03Il paraméterintervallum figyelembevételével egyértelmien
adodik, és az u=03 és u=l pontokban:

% ¢

du

Ha tehat most az u3=tu Osszefiggéssel uj paramétert veze-
tink be az optimalis gorbe R-P reprezentaciodjara:

paraméter szerinti derivaltra:

gap(*"> =% az uj
TP Cppr wu
du3 du du3

Vagyis az RP gorbe érintévektora a végpontokban:

Gpp

du3

azaz egységnyi lesz, a gorbe paraméterintervalluma pedig

u3 103tl lesz. A goOrbe alakjat az atparaméterezés természete-
sen nem érinti, igy tehat az optimalis kodrkozelitd gorbét az
R-P gOrbék generdlasédhoz hasznalt adatokkal allitottuk eld. Az
atparaméterezést szemléletesen mutatja a 15. &bra.
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15. abra
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5, KORKOZELITO MODSZEREK 0SSZEHASONLITASA

A kuldnb6z6 gorbetervezd moédszereken alapuld korkozelitése-
ket, valamint a kulénb6z6 tipusu optimalis korkdzelitéseket a
6l -63. oldalon 1év6 tablazatok numerikus értékei alapjan hason-
litjuk Ossze. A kdnnyebb &ttekinthetdség kedvéért Kkiirtuk e
tablazatokbd6l a korkozelitéseknél adédd maximalis hiba néhany
jellegzetes kozépponti szboghdz tartozé értékeit (10, 11, 12.
tablazatok).

A tervezés szempontjabdél a legkézenfekvébb és legegyszer(ibb
eset az, amikor a godrbetervezd mdédszer kiinduld adatai a koron
fekvd pontok. A kozelitd gobrbe hibdit erre az esetre vonatkozo-
an a 10. téblazat tartalmazza. Itt az Osszehasonlitas kedvéért
a harmadfoku Bézier-gdrbére vonatkozd értékeket tintettik fel,
mivel a masik két modszer is harmadfokld gorbével dolgozik.

Ce1 Bézier B-spline R-P
10 1,27.10“3 5,06.10~3 2,4.10~6
2 5,07.10“3 0,0201 3,87.10-5
-
0 0,0113 0,0448 £2354,°
45 0,0254 0,0986 9,9.10 &
60 0,0448 0,1700 3,13.10~-3
0 0,0987 0,3518 0,0158
120 0,1702 0,5625 0,0500
150 0,2555 0,7814 0,1216
180 0,3504 1,0000 0,2500

10. tablazat
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A 10. tablazat alapjan megallapithatjuk, hogy a legjobb ko-
zelitést az RP mdédszer adja; kis szogeknél két nagysagrenddel
kisebb, nagy szogeknél pedig azonos nagysagrendbe esé6 de kisebb
hibat eredményez mint a Bézier mbédszer. Ezen felil a Bézier-
gorbe érintéi a végpontokban nem esnek egybe a kdr érintéivel,
mig az érintdék azonos iranya az RP gorbénél fennall. Meg kell
azonban jegyeznunk, hogy Bézier-gorbénél igen egyszer( lehet6-
ség van a gorbe fokszamanak noévelésére; minddssze a Bézier-pon-
tok szamat kell megfelel6 médon novelni a kor keruletén szim-
metrikusan elhelyezked6 tovéabbi pontok hozzavételével. Ekkor a
gbrbe pontossaga nd, és a végpontok-beli érintdé egyre jobban
megkozeliti a kor érintéjét. Az 1. tablazatbol lathatjuk, hogy
a 8-adfoku Bézier-gdrbe még mindenidtt nagyobb eltéréseket ad
mint az RP gorbe, de pl. a 10-edfoku Bézier-gdrbe 0>120° ese-
tén mar pontosabb mint az RP go6rbe.

A B-spline médszer adja jelen esetben a legkisebb pontos-
sadgot, tovabba a kdrnek és gorbének nincs ko6zdés pontja, de a
gbrbe végpontjaiban az érinték iranya megegyezik a korérintd
iranyaval.

A korkozelitések pontossaga javithaté a 2. fejezetben tar-
gyalt médon; az egyes gorbetervezdé moédszerek kiinduldé adata-
ként szolgaldé pontokat nem a koézeliteni kivant kérdn, hanem
azzal koncentrikus de eltér6 sugaru koron helyezzik el. A meg-
feleld korrekcidés sugarakat megtalaljuk a 2-4 tadblazatokban, a
kozelitések maximalis hibait pedig a 11. tablazatban gylijtot-
tik 6ssze néhany jellegzetes 0 értékre.

Ha O0sszehasonlitjuk a 10. és 11. tablazatok megfeleld osz-
lopait, lathatjuk, hogy a hiba mindegyik moédszer esetében va-
I6ban csokken. A legnagyobb mértékld a cstkkenés a B-spline
modszer esetében, amely a sugarkorrekcioval 0s30°-ig egyenér-
tékl lesz az RP médszerrel, és ilyen Kis szogekre mindkettd
jobb mint a harmadfoklu Bézier gorbe. Novekvd kozépponti szo-
gekre a B-spline mdédszer javulasa egyre csokkend mértékl, és
0>130° esetén mar a harmadfokl Bézier-gdrbe jobb mint az ugyan-
csak harmadfoku B-spline gorbe. Az RP- és a Bézier-gbrbe maxi-
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Vi Bézier B-spline R-P

10 6,30.10-4 1,22.10-6 1,20.10
20 2,54.10~3 1,99.10“5 1,93.10-5
30 5,72 10”3 1,04.10~4 9,79.10"5
45 0,0129 5,76.10-4 4,96.104
60 0,0229 2 08 soF® 1,57.10"3
Q0 0,0520 0,0140 7,98.10"3
120 0,0930 0,0666 0,0256
150 0,1465 0,2672 0,0647
180 0,2124 1,0000 0,1428

11. tablazat

malis eltérése a kortol a sugarkorrekcido hatasara megkozeli-
téleg a felére csokken.

A sugarkorrekcio alkalmazdsa tehadt mindh&rom mdédszer eseté-
ben csokkenti a korkoézelités hibajat, hatranyos tulajdonséaga
viszont az, hogy a kozelité gorbe és a kor kezd6 és végpontjai
nem esnek egybe.

Legbonyolultabb a 3. fejezetben targyalt optimdlis korkoze-
litések alkalmazasa, viszont a legnagyobb koérkézelitési pon-
tossagot is ezek a médszerek adjadk. A 12. tablazatban 0Ossze-
foglaltuk a 3. fejezetben targyalt A,B és C tipusu korkozeli-
tések néhany jellegzetes 0 értékhez tartozd hibait.
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6eo] A B C

10 5.10-10 3.10-10 4.10-10
20 3,27.10-8 1,63.10-8 2,33.10-8
30 3,73.10"7 1,86.1077 2,66.10-7
45 4,24.106 2,12.10"6 3,03.10%“6
60 2,39.10-5 1,19.10-5 1,70.10~5
90 2,73.10~4 1 36.10-4 1 95.10~4
120 1,54.10-3 7,70.10_4 1,11 .1i0-3
150 5,97.10"3 2,98.10-3 4,3.10-3
180 0,0183 0,0090 0,0131

12. téablazat

A tablazat barmely oszlopat alapul véve megallapithatjuk,

az optimalis harmadfokd korkozelitd gorbék nagysagrendekkel
jobb kozelitést adnak, mint a 10. tablazat alapjaul szolgéalé
egyszeril, vagy a 1ll1. téablazat alapjaul szolgaldé sugarkorrekci-
0s gorbék. Az optimadlis moédszereken belil az A médszert a leg-
egyszerlbb alkalmazni és olyan gorbét ad, amelynek harom kozos
pontja van a korrel, és ott az érinték is azonos iranyuak a
kor érintdéjével. A kozds pontok jellegzetes pontok: kezdépont,
végpont és a felez6pont. A legpontosabb kdrkdzelitést a B mdd-
szer nydjtja, amely az A modszer sugarkorrekcios valtozata.
Itt bar négy kozbs pont van a korrel, de ezek nem jellegzetes
pontok, és e pontokban a godrbe és a kor érint6jének iranya kui-
16nb6zik egymastol.

A C mddszerrel eléallitott gorbe pontossaga jobb mint az
A médszeré és megtartja annak elényds tulajdonsagait. A C gor-

bének négy kozds pontja van a korrel és ezek kozul kettd jel-
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legzetes pont; a kezd6 és a végpont. Ez utdbbiakban a gorbe
érint6je is azonos iranyu a korérintével. Bar a C médszer al-
kalmazadsa valamivel nagyobb hibat okoz a koérkoézelitésben mint

a B modszer, de a felsorolt geometriai tulajdonsagok miatt
hasznidlata elénydsebb a gdrbetervezésben (pl. folytonos csat-
lakozasok biztositdsa). Masrészt az elérhetd pontossadg 6nmaga-
ban véve 1is olyan nagy, hogy messze kielégiti a szokasos mlisza-
ki-esztétikai kovetelményeket.

A 12. téblazatbdél l1athatéan az optimalis korkdozelitdé gor-
békkel igen nagy pontossagot lehet elérni. E gorbék alakjat
meghataroz6 elsédleges adatok (a gorbék végpontjai és az érin-
tévektorok iradnya és nagysaga e pontokban) azonban nem illesz-
kednek a szokasos goOrbetervezd mdédszerek altal megkovetelt a-
datokhoz. Szukség van tehat egy transzformacidra, amely ezen
optimalis gorbéket meghatarozé geometriai adatokat leképezi a
gorbetervezd mdédszerek kiindulasi adataira, és ilymédon lehe-
tévé teszi az optimdlis gorbék kodzvetlen eldallitasat a mar
hasznalatban levé gorbetervezd rendszerekben. Ezeket a transz-
formaciokat tartalmazza a 4. fejezet, amelyben megmutattuk,
hogy eld lehet allitani az optimalis korkdzelitd gorbéket.
Bézier, B-spline ill. RP gorbeként is. A gorbét definialé pon-
tok azonban most mar nem koériven helyezkednek el.
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0.J25 65103
0. 02031359
0. 03562 755
U.351 66963
(. 053553 35
0. 05611923
0, Jb5 73650
0. )750507
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0. 03735395
0.11 JF7737
9. 12593999
0.15?35 715

4 . tablazat
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05359 938
0. >0610 9° 7
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A TIPUSU KORKOZELITES

*

0 t U H

[ 0.007280 C.096735 0.0000000QUU
10 J. 174644 3.210779 0.0000000005
I r> J. 2621 74 1.211310 0.0000000058
20 0. 24 3955 C. 211331 0. 0030003327
=5 J. 433071 3.211326 0.0000001248
3 J.526610 C. 211325 0. 0000003726
55 0.615659 0.211325 0.0000009397
*0 3.7 35333 1.211 325 0.0000023940
ng . 795643 2.213325 0.0000042455
50 U.006773 1.211325 0. 000007 98096
55 0.'373794 n.211325 0.0000141560
bJ 1.371797 3.2 11325 0. cU00 238644
h 1.165824 0.21 33-;5 3.0000385857
70 1.261195 0.21132 5 0.0000602095
75 1. 357817 0.211525 0. 0Q109 111 83
33 1.4553 01 1.21132 5 3. UD01342 689
55 1.535515 1.211 325 J. 0001932303
in 1.c5685< m3.2 11375 0. 0602 7253 U0
35 1. 760042 3.2115 25 0.0003 772579
11n 1.065371 .211 5i5 ).0015136302
i -r> 1.273582 ©.2 11726 j. 0046891122
un 2.J07260 1.211325 0. 00001210 32
115 2.19 44 75 i.211325 0.0011325825
12 3 2. 303401 2113. 5 0.0015420209
s 3.437260 1.211 325 0. 00197360 69
1 50 3.44 0201 0.2 11325 0.0025J24415
£y 3.672715 3.2 11325 U. 00 31 457537
1'40 2.000830 i.21132 5 0.0039231411
145 2. 352921 1.211325 0.0048 5683 74
150 7¢ 06 3308 0.2 13325 3,0056 720169
155 3. 2103 59 mj.211325 0. 0072671 160
160 3. 356399 ).211 725 0.0068642659
165 3.5 J7906 W.211 7’5 3- 0107 06616
1/0 3,665325 0.211725 0. B1287413f 7
175 3.529167 0.211325 1.0164036747
1< 4. 330000 1.211 <°5 ). 0143301542
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7 tablazat
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11656869
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3. 9969312
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