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ELOSZO

A matematika nem boritélapokkal hatarolt és rézkapcsok kozé szoritott
konyv, amelynek tartalmat elegendd tiirelemmel kiismerhetjiik; nem
banya, amelynek kincseit birtokba venni esetleg sokd tarthat, 4m ezek
csak korldtos szamu eret és réteget toltenek meg; nem talaj, amelynek
termékenységét a sorozatos aratésok hozama kimeritheti; nem foldrész
vagy 6cedn, amelynek teriilete feltérképezhetd és kérvonala meghata-
rozhaté: a matematika éppoly hatartalan, mint az a tér, amelyet tul
sziliknek érez torekvéseihez; lehet&ségei éppoly végtelenek, mint a csil-
lagdsz szeme elétt sziinteleniil slirlisod6 és sokasodé vildgok; éppoly
képtelenség 6t kijelslt hatarok kozé szoritani vagy orék érvényil de-
finiciékra korlatozni, mint az élet eszméls erejét, amely ott szunnyad
minden paranyi részben, az anyag minden atomjdban, a levél és a bim-
b6 minden egyes sejtjében, és mindig készen 4ll arra, hogy a novényi
és allati létet 4j formakkal gazdagitsa.

James Joseph Sylvester
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INTERJU EGY MATEMATIKUSSAL ...

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

A riporter: Emberfia Tamas,
aki az ,utca emberét” képviseli

Az igazat mondd, csak kissé ferditve.

Emily Dickinson

J6 estét kivanok, kedves nézSink, szeretettel koszon-
tom Onoket ismét a Nagy agyak cimii sorozatban,
ahol bekukkantunk a tuddsok fejébe, és kideriil, mi
foglalkoztatja Sket. Ma esti vendégiink egy matema-
tikus. [A matematikus felé fordul.] Oriilok, hogy meg-
ismerhetjik.

Ko6sz6nom és szép j6 estét mindenkinek.

Az el6z6 adasokban egy fizikus mesélte el, hogyan pat-
tannak le az atomok a kristalyokrdl; egy vegyész be-
szélt ujfajta miianyagokrdl; egy bioldgus magyardzta
el a zsirafembrié korai fejlédési szakaszat; egy mérnok
vazolta fel a tomegkozlekedés j tavlatait; és egy csil-
lagasz szamolt be az ismert viligegyetem legtavolabbi
galaxisanak a felfedezésér6l. Nos, tisztelt Matemati-
kusunk: On milyen csodékat tartogat a szdmunkra?
Talan arrdl szolnék, hogyan nyerhetiink egy TOP, de
nem-DIFF 4-sokasagot a Kummer-feliilet bemetszésé-
vel. Es itt van ez a fantasztikus kohomolégia metszet-
alak, amely az Fy kivételes Lie-algebrdhoz kapcsold-
dik, és ...

[ginyosan] Nagyszerii!

[meglepédve és elégedetten] Koszonom.

Es ez a sok halandzsa jelent is valamit?
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Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Embe;ﬁa:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Interji egy matematikussal

[még mindig meglepetten, de mér elégedettség nélkiil]
Természetesen! Ez volt az évtized egyik legfontosabb
felfedezése!

El tudnd magyardzni gy, hogy kozonséges halanddk
is megértsék?

Nézze baratocskam, ha kozonséges halanddk is meg-
érthetnék, akkor ehhez a dologhoz nem kellenének a
matematikusok, nem gondolja?

Nem érdekelnek a technikai részletek. Csak altalanos
benyomdst szeretnék kapni, mirdl is van szé.
Altalanos benyomads szintjén sem érezheti valaki, hogy
mirdl van sz6, ha nem érti a technikai részleteket.
Miért nem?

[aki erre még sohasem gondolt] Hat ... mert ez egy-
szeriien lehetetlen.

A fizikusoknak mintha sikeriilne.

Ok a mindennapos tapasztalati tényekkel foglalkoz-
nak.

Bizonyara. ,Hogyan hat a gluon antidrnyékolds egy
kvark szintoltésére.” |, Vezetési savok a gallium-arze-
nidben.” Mindennap ezekbe botlunk munkéba menet,
nemde?

Igen, de ...

Meggydz6désem, hogy a fizikusok az Osszes technikai
részletet éppolyan csodalatosnak tartjak, mint On. De
nem hagyjak, hogy ezek ennyire elétérbe tolakodja-
nak.

Hogyan magyarazzam el rendesen a dolgokat, ha at-
ugrom a részleteket?

Hogyan érthetné meg barki mas, ha nem ugorja at?
Ha elsiklom a kényes részek felett, akkor egyes dolgok
nem lesznek teljesen igazak! Hogyan beszéljek sokasa-
gokrol annak emlitése nélkiil, hogy a tételek csak véges
dimenzids, parakompakt, tires hatdrvonali Hausdorff-
sokasagokra érvényesek?

Hazudjon egy kicsit.

Nem tehetem!

Miért nem? Mindenki mds azt teszi.
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Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:

Emberfia:

Matematikus:
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[némi kisértést érez, de egy egész élet beidegzddése
ellen kell kiizdenie] Az igazat kell mondanom!
Feltétleniil. Egy kis hajlékonysdg azért talan megen-
gedhetd, ha ennek révén mas emberek is megérthetik,
hogy On mivel foglalkozik.

[bizonytalanul] Hat ...

Akkor kezdjiik. Mi a matematika legfontosabb felada-
ta?

Problémak megoldasa.

Remek. Mesélje el, mik ezek a problémak, honnan
szarmaznak, hogyan lehet ket megoldani, milyenek
az emberek, akik megoldjak Oket, mire megylnk a
kapott valaszokkal, mely problémakat nem oldottak
még meg, hogyan befolydsolja a megoldds vagy a si-
kertelenség a véleményiinket arrél, mi a matematika
és merre tart. Valami ilyesmit. A matematika egészét
— didhéjban.

Az egészrdl sz6 sem lehet! Messze til nagy. Megte-
szem, ami télem telik, de igen sok teriiletrél halvany
fogalmam sincs, és ezeket ki kell hagynom.

Rendben van. Sokak szamdra mar az is 6ridsi megle-
petés lesz, hogy a matematikaban egyaltalan torténik
valami 1j.

Es nem tudom teljesen elhagyni a technikai részeket
sem. Ugy értem, nem beszélhetek csoportelméleti ku-
tatasokrol anélkil, hogy nagyjabél el ne mondandm,
mi az a csoport. Ahogy egy fizikus sem beszélhet fe-
kete lyukakrdl a gorbiilt téridé vazoldsa nélkiil.
Rendben van. De ne vigye tilzasba. Ugy értem ...

. ne magyarazzam el, hogy egy pszeudo-Riemann-
sokasdgon C" atlaszt feltéve hogyan kovetkezik anali-
tikus atlasz létezése.

Ezt magam sem tudtam volna jobban megfogalmazni.
[kétkeddn, de megrészegiilve sajat merészségétdl] Nos,
talan megprébdlhatom . ..






1
A MATEMATIKA TERMESZETE

Lemegyek haromszor, harmadom, 5t6d8m hozzdm adédik; visszatérek, feltsl-
tédtem. Mely mennyiség mondja ezt?
Ahmesz, az frnok — Rhind-papirusz

A matematika egyik legnagyobb problémaja az, hogyan magyarazza el
mindenki masnak, mivel is foglalkozik. Technikai csapdai, Jjelrendszere,
formalizmusa, zavarba €jt6 terminoldgidja, a hosszas szamoldsok irdnti
latsz6lagos vonzédasa: mindezek inkabb elrejtik igazi arcat. A zenész
szornylilkédne, ha valaki a miivészetét »€8Y sor vonalra irt kiilonleges
akombdkomként” Gsszegezné; pedig ez minden, amit a gyakorlatlan
szem a kottalapon észrevesz. A nagysag, a szenvedés, a lirai szar-
nyalds és a kétségbeesés disszonanciaja: nem konnyi feladat ezeket az
dkombakombdl kiolvasni. Jelen vannak benne, de csak kédolt alakban.
Ugyanigy, a matematika Jelrendszere is csupan a kédolt alak, és nem a
lényeg. Itt is megtalalhatd a nagysag, a szenvedés és a lirai szarnyalds.
Van azonban egy nagy killonbség. Még az alkalmi zenehallgaté is él-
vezheti a muzsikdt, csak az el6addknak kell ismerniiik az akombakom
titkdt. A zene kozvetleniil hat szinte mindenkire. Matematikai el6-
addsként azonban legfeljebb a reneszansz viadalok Jjuthatnak esziink-
be, amikor vezets matematikusok nyilvanosan kiizdottek meg egymas
feladataival. Talan hasznos lenne ennek felelevenitése; am hatasaban
ez inkabb a birkdzasra emlékeztet, mintsem a zenére.

A zenét tobbféle szemszogbél nézhetjiik: a hallgatéébdl, az eléadé-
€bél, a zeneszerz8éb8l. A matematikdban a hallgaténak nincs megfe-
lelje; és ha lenne is ilyen, 6t inkdbb a zeneszerzd, és nem az eléadé
¢rdekelné. Ami igazan izgalmas, az az \ij matematika teremtése, nem
Pedig annak foldi gyakorlata. A matematika nem jelekrdl és szamola-
sokrél sz6l. Ezek csupan a szakma kellékei — nyolcad- és negyedhang-
Jegyek és ujjgyakorlatok. A matematika gondolatokrél szél. Féképpen
Pedig arrél, ahogyan az egyes gondolatok egymashoz kapcsolédnak.
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Ha egy bizonyos informdcié ismert, mi az, ami ebbdl sziikségszertien
kovetkezik? A matematika célja, hogy az ilyen kérdéseket megértse.
Ehhez lehamozza a problémardl az esetleges, lényegtelen vondsokat, és
megprobal a probléma mélyére hatolni. Nem egyszeriien csak a helyes
valaszt akarjuk megkapni; sokkal inkdbb meg akarjuk érteni, miért
remélhetd egyaltalin valasz, és miért lesz az ilyen alaku. A j6 ma-
tematika takarékos és mindig tartogat meglepetéseket. Az elsddleges
azonban, hogy jelentdsége legyen.

Nyersanyagok

A matematikus szét hallva, azt hiszem, sokak képzeletében egy ko-
moly, szemiiveges fické jelenik meg, aki elmélyiilten hajol a végtelen
szamoszlopok folé. Olyan szuperkonyveld féle. Gondolom, ez a kép
inspiralhatta az egyik kivalé szamitastechnikai szakembernek azt a
fontos eldadasa soran tett megjegyzését, mely szerint ,amit a mate-
matikdban csak papir és ceruza segitségével meg lehetett oldani, azt
mara mind megoldottak”. Ez teljes tévedés, és ugyanilyen hamis a fen-
ti kép is. Kollégaim kozott talalhato lelkes sarkanyrepiild, elsGosztalyi
hegymaszd, kistermeld, aki egy traktort percek alatt apré darabokra
tud szétszedni, kolts és krimiiré. Es egyikiik sem til jo szamold.

Amint mondtam, a matematika lényegét nem szamoldsok, hanem
gondolatok alkotjak. Valaki egyszer kimondott egy primszamokra vo-
natkozé tételt, azt allitva, hogy ezt sohasem fogjak bebizonyitani, mert
a primek tulajdonsagait nem lehet jél megfogalmazni. Carl Friedrich
Gauss 6t perc alatt adott egy bizonyitast, megjegyezve (kissé fanyarul),
hogy ,nem fogalmazdsra, hanem fogalmakra van sziikség”. A szamolds
csak eszkoz a célhoz vezetd tton. Ha egy tételt csak rengeteg szamo-
las aran sikeriilt igazolni, az eredményt mindaddig nem értettiilk meg
igazan, amig nem deritettiik ki azokat az okokat, amelyek a szamolds
hatékonysagat biztositottak, és amig mindez nem valt természetessé és
sziikségszertivé. Nem minden gondolatbdl lesz matematika; de minden
j6 matematikahoz kell gondolat.

Pitagorasz és iskoldja a matematikat négy agra osztotta, a kovetkezo
oldalon lathaté médon:
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Matematika
Diszkrét Folytonos
l [ L
Abszolit Relativ Statikus Dinamikus
Aritmetika Zene Geometria Csillagaszat

Ezek kozil harom ma is a matematikai ihlet alapvetd forrdsa. A ne-
gyedik, a zene, mar nem jatszik ugyanilyen f3szerepet, de 1j értelme-
zést nyerhet mint az algebrai vagy kombinatorikai megkézelitésméd.
(Hozzatehetjiik, hogy a matematikusok gyakran tehetségesek a zené-
ben is.) Ezt a négy dgat a modern matematika egy todikkel gyarapi-
totta: Szerencse Kisasszonnyal. Igy a matematikai gondolatoknak ma
mar legalabb 6t kiilénbozd forrdsa van: a szam, a forma, az elrendezés,
a mozgas és a véletlen.

Legalapvetbb és legismertebb a szam. A szamfogalom eredetileg
bizonydra a szamlalasbol alakult ki: ,szémon” kellett tartani a Jjava-
kat, a napokat, az ellenségeket. Hosszisagok és siilyok mérése elveze-
tett a tortekhez és a ,valés” szamokhoz. A matematikai képzelSerd
egyik nagy alkotdsaként megsziilettek a ,képzetes” szamok, mint pél-
daul a /1. Ett8] kezdve a matematika tobbé mar nem volt ugyan-
az. Az alak vagy forma elvezet a geometridhoz: nemcsak ahhoz a
pedans stilusi szabvanygeometridhoz, amelyért régebben Euklidészt
okoltuk, hanem a modern hajtdsokhoz is, a topolégidhoz, a szingu-
laritdselmélethez, a Lie-csoportokhoz és a mértékterekhez. Ujszerii
geometriai alakzatok — fraktalok, katasztréfak, nyaldbok, attraktorok
— ma is \j fejlédési irdnyokat nyitnak a matematikdban. Ha a tar-
gyak kiilonféle szabalyok szerinti elrendezésére vonatkozé problémakat
nézziik, maris eljutottunk a kombinatorikdhoz, a modern algebra és
a szamelmélet bizonyos részeihez, és ahhoz a ,véges matematika” né-
ven ismertté valo teriilethez, amely a szamitastudomany egyik alapja.
A mozgés vizsgalatdbl — agyigolydk, bolygok és hullimok mozgd-
sdnak a tanulmdnyozasabdl — kialakult az analizis, a kozonséges és
a parcidlis differencialegyenletek elmélete, a varidcidszamitds és a to-
Polégikus dinamika. A matematikai kutatasok szamos nagy teriilete



18 A matematika természete

foglalkozik a rendszerek idSbeli véltozdsaival. Nemrég jelent meg 1j
alkotérészként a véletlen. Alig néhany szdz éve ismerték fel, hogy a
véletlennek is megvannak a maga sajatos mintai és szabalyszeriisé-
gei, és csak a legutébbi tven évben sikeriilt ezeket pontos formaban
megfogalmazni. A valdsziniiségszamitds és a statisztika eredményeirdl
mindenki hallott; kevésbé ismert, de éppolyan fontos a sztochasztikus
differencialegyenletek elmélete, amely a dinamika és a véletlen hatasok
Otvozetét vizsgalja.

- A hajtder6

A matematika hajtéerejét a problémdk adjak. J6é probléma az, amely-
nek megoldasa a zsdkutcak soprogetése helyett uj tavlatokat nyit. A
legtobb j6 probléma nehéz: a matematikdban — éppiigy, mint az élet
mas teriiletein — ritkdn kap az ember valamit ingyen. Azonban nem
minden nehéz probléma jé is egyben: az intellektualis silyemelés kifej-
leszthet ugyan szellemi izmokat, de ki akarja az agydt izmokkal gizsba
kotni? A matematikai inspiracié masik fontos forrasat a példdk jelen-
tik. Egy igazan szép, egyetlen jol megvalasztott példara koncentralt,
onmagaban kerek egész matematikai eredmény gyakran magaban hor-
dozza egy altaldnos elmélet csirdjat, amelyben a példa tetszés szerint
feldiszithetd apré részletté valik. E két dolgot kombindlva, matemati-
kai problémékbdl fogok példakat mutatni. A legkiilonb6zébb korokbdl
veszem Oket, hogy hangsiilyozzam a matematikai gondolkodas folyto-
nossagat. Az eléfordulé szakszavakat késébb magyarazom meg.

(1) Van-e olyan tort, amelynek a négyzete pontosan 2-vel egyenld?

(2) Megoldhaté-e az altaldnos 6todfoki egyenlet gyokjelekkel?

(3) Milyen alaki a leggyorsabb esésii gorbe?

(4) Lehet-e a 4-dimenziés térben a standard sima struktirdn kiviil
masikat is megadni?

(5) Van-e hatékony szamitégépes program egy adott szam primténye-
z6inek a meghatdrozasara?

Mindegyik probléméhoz sziikséges némi kommentar és elézetes ma-
gyarazat, vegyilk 6ket sorra.

Az elsére mar a régi gorogok megadtak a — nemleges — vélaszt. A
felfedezést a pitagoraszi iskoldnak tulajdonitjdk i. e. 550 tajarél. Fon-
tos kérdésrdl volt sz6, ugyanis a gorog geométerek tudtak, hogy az
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egységnégyzetben az 4tlé hosszanak négyzete 2. Tehat léteznek olyan
természetes geometriai mennyiségek, amelyek nem irhatdk fel tortként
(egész szamok hanyadosaként). Egy legenda szerint szaz okrot aldoz-
tak a felfedezés megiinneplésére. Lehet, hogy ez nem igaz (a pitago-
reusokt6l nem maradtak fenn dokumentumok), azonban a felfedezés
mindenképpen megérdemelt ekkora iinneplést. Alapvet$ hatést gya-
korolt a kovetkezd 600 év gorog matematikajara, dtbillentve az egyen-
silyt az aritmetika és az algebra oldalirél a geometria iranyaba. A
gorog geometria csodalatos eredményei ellenére ez a kiegyensilyozat-
lanség silyosan eltorzitotta a matematika fejlédését. Negativ hatasa
még 2000 év miilva is érz8dott, akkortajt, amikor Isaac Newton és
Gottfried Leibniz az analizist kezdték megalkotni.

A masodik probléma a reneszansz koraban keriilt eldtérbe. Gyaokks-
fejezésen olyan képletet értiink, amelyben csak a szokdsos aritmetikai
miiveletek (6sszeadas, kivonas, szorzas és osztds) valamint a gyokvonas
szerepelnek. Egy egyenlet foka az ismeretlennek a legnagyobb eléfor-
dulé hatvanykitevéje. Elsé- és masodfoki (linedris és kvadratikus)
egyenleteket mar a régi babiloniak is sikerrel oldottak meg i. e. 2000
koriil. A harmad- és magasabb fokiak ezzel szemben minden tdmadds-
nak notdriusan ellenélltak egészen a tizenhatodik szazadig, amikor Sci-
pione del Ferro Bolognabél és Niccolo Fontana (gunynevén Tartaglia,
»a dadogd”) Bresciabdl végre megbirkéztak a harmadfokiival. Nem-
sokkal ezutan Lodovico Ferrari legy8ate a negyedfokit is. Az Osszes
esetben gyokkifejezések adtdk a megolddst. Az 6todfoki egyenletnél
azonban minden erdfeszités kudarcot vallott. A tizenkilencedik sza-
zadban azutan két fiatal matematikus, Niels Henrik Abel és Evariste
Galois, egymastdl fiiggetleniil bebizonyitottik, hogy ilyen tipusi meg-
oldds altaliban nem is lehetséges. Galois munkassdaga kiindulépontul
szolgalt a modern algebra jelentds részéhez, és ma is termékeny kuta-
tasi teriilet.

A harmadik probléma azt (az idealizalt matematikai modellt) vizs-
galja, hogyan mozog egy részecske a nehézségi eré hatasara egy maga-
sabban fekvd ponttél egy téle lejjebb és oldalabbra fekvé pontig egy
surlédasmentes huzal mentén. A huzal alakjatol fiiggden az it mds és
maés ideig tart. Milyen alakii huzalnal ér le a részecske a leggyorsab-
ban? Galileo Galilei 1630-ban rosszul oldotta meg a feladatot (korivet
hozott ki eredményiil). Johann Bernoulli ybrachisztochron-probléma”
néven 1696-ban tjra elévette a kérdést; helyes vdlaszt adott Newton,
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1. dbra. A gordiil5 kerék peremének egy pontja cikloist ir le.

Leibniz, Guillaume L’Hopital, maga Bernoulli és batyja, Jakob. A
megoldas egy forditott ciklois (ilyen palyat ir le a gordiilé kerék pere-
mének egy pontja). Ez az elegans kis probléma, csinos és kellemesen
klasszikus megolddsaval egyiitt, elinditotta a variaciészamitast, amely
rovid id8 alatt forradalmasitotta eldbb a mechanikdt, majd az optikat.
Ma is a matematikai fizika egyik sarokkove, emellett jelentds hatast
gyakorol a kvantummechanikdra és az altaldnos relativitdselméletre,
valamint a ,tiszta” matematikdra is.

A negyedik probléma djabb keletii és a differencidltopolégia néven
ismert teriilethez tartozik. Ebben a témaban a feliiletek tobbdimenziés
megfelelSit vizsgaljdk, masnéven a sokasdgokat, amelyeken bevezetik
a ,simasag” fogalmat is — igy példaul el lehet donteni, hogy egy so-
kasagra rajzolt gorbének van-e éles sarka vagy sem. Fontos kérdés,
hogy egy adott sokasagon csak egyetlen sima struktira létezik-e. John
Milnor 1963-ban azzal hokkentette meg a matematikai vilagot, hogy
a 7-dimenziés gombon egynél tobb sima struktirat talalt. Egzotikus
gombjeinek altaldnositott valtozataira azéta mds dimenzickban is ra-
bukkantak. Azonban tovabbra is tartotta magdt az a vélemény, hogy
egyszeriibb sokasidgokon, mindenekelstt a kozonséges n-dimenzids té-
ren, csak egyféle sima struktira létezhet — az, amit az analizishez
hasznalunk. Ezt (nehezen ugyan, de) sikeriilt valamennyi dimenzidra
be is bizonyitani, kivéve a négyet. 1983-ban viszont Simon Donaldson
megmutatta, hogy a 4-dimenzids téren a standardon kiviil létezik egy
egzotikus sima struktira is. Tulajdonképpen Donaldson egy némileg
mas problémat oldott meg, olyan vadonatij gondolatok felhasznalasa-
val, amelyek topoldgiai, algebrai és matematikai fizikai médszerek mes-
teri otvozésébol sziilettek. Ha Donaldson eredményeit Osszekapesoljuk
M. Freedman, K. Uhlenbeck és C. H. Taubes kordbbi munkaival, akkor
jutunk el az egzotikus 4-dimenzids térhez.
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Az 6tédik probléma a bonyolultsigelmélethez tartozik, amely a ma-
tematikanak egy egészen 1j dga. Az elektronikus szamitégépek megje-
lenésével fontossa valt, hogy ne csak egyszeriien megolddsi médszere-
ket adjunk egy problémara, hanem hogy ezek hatékonyak is legyenek.
Donald Knuth ma is érvényes megjegyzése szerint a matematikusok
és a szamitdgéptuddsok stilusiban dontd killonbséget jelent, hogy az
elébbiek, ugy altaldban, nem torédnek a megoldds (munkdban, idé-
ben vagy pénzben megjelend) kiltségével. A bonyolultsigelméletben
a dont6 szempont éppen ez a bizonyos koltség (amelyet az aritmeti-
kai miiveletek Osszesitett szamdval mérnek). Alapvetd vélasztévonal,
hogy a bemend adatok méretének novelése esetén hogyan emelkedik
a koltség. Tipikusan kétféle dolog szokott bekovetkezni: ez az emel-
kedés vagy meglehetSsen lassi (kisebb mint az input méretének va-
lamilyen rogzitett hatvanya), vagy pedig rendkiviil gyors (a koltség
yexponencialisan” emelkedik; mindannyiszor egy adott mennyiséggel
szorzodik, amikor az input méretét egyetlen egységgel noveljiik). Em-
lékezziink vissza, hogy primszdmoknak azokat a szamokat nevezziik,
amelyeknek nincsenek osztéik,! ilyen példaul a 11 vagy a 29. Minden
szam felirhaté primek szorzataként, azonban egyaltaldin nem konnyi
ezeket a tényezoket megtaldlni. Az Osszes lehetdség végigprobaldsa
olyan eljarast eredményez, amelynél a koltség a szam novelése esetén
exponencialisan emelkedik. A kérdés marmost a kovetkezd: megadha-
t6-e hatékonyabb mddszer — olyan, amelynél a koltség csak egy rogzi-
tett hatvany mértékében emelkedik. Senki sem ismeri a valaszt. Egy
darabig a ,nem” vezette a vélemények mezdényét; de éppen a konyvem
megirasa idején fedezett fel Hendrik Lenstra egy olyan tj mddszert,
amely szamos esetben sokkal gyorsabb, mint az eddigiek, és igy az
»igen” erdsen jon fel a célegyenesben. A megoldds nemcsak a bonyo-
lultsdgelmélet, hanem a gyakorlati rejtjelezés szempontjabdl is rend-
kiviil fontos; szdmos ,elvileg megfejthetetlen” katonai és diplomaciai
kédnak az ,igen” vdlasz esetén megsziinne ez a tulajdonsaga.

3 Pontosabban, csak trividlis osztéik vannak, tehdt a természetes szamok ké-
rében csak onmaguk és az 1. Ezenkiviil célszerli, ha magat az 1-et sem tekintjiik
primnek. Ily médon a kovetkez8 mondat &llit4sa is csak az 1-nél nagyobb szdmokra
vonatkozik. (FR)
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A torténelmi szdl

Az iménti tallézasom a problémak kozott azt is illusztralta, hogy a ma-
tematikai gondolatok altalaban hosszu életiliek. Az a médszer, amellyel
a babiloniak a masodfoku egyenleteket megoldottak, ma is éppolyan
friss és hasznos, mint 4000 évvel ezelStt volt. A varidciészamitas elsé
gyumolcsét a klasszikus mechanikaban hozta, de sértetlentl atvészelte
a kvatummechanikai forradalmat is. Megvaltozott a mdd, ahogy al-
kalmaztak, de nem valtozott a matematikai alap. Galois gondolatai
ma is a matematikai kutatds homlokterében allnak. Es ki tudja, hova
vezetnek el majd Donaldsonéi? A matematikusok altaldban jobban tu-
datdban vannak gondolataik torténelmi el6zményeinek, mint sok mas
tudos. Nem azért, mert a matematikdban az utébbi idoben semmi
fontos sem tortént volna — ennek éppen az ellenkezGje igaz. Az ok
a matematikai gondolatok olyan jellegii dllanddsiga, amely a fizikai
elméletekbol hianyzik.

Igazan j6é matematikai gondolatokra nem lehet egykonnyen szert
tenni. Ezek sok ember hosszi idén 4t tarté egyiittes munkajanak a
gyumolesei. A hozzadjuk vezetd it nem mentes a vargabetiiktdl és a
szellemi zsakutcaktol sem. Nem lehet megrendelni 6ket: az igazi mate-
matikai ijdonsagok nem tervezhetSk egy ipari , kutatasi és fejlesztési”
program mintajara. A létrehozasukkal jaré dldozatokat azonban bu-
sasan meghaldljak tartéssagukkal és sokoldalisagukkal. Ptolemaiosz
naprendszerelmélete egy modern kozmoldgus szamara torténeti érde-
kesség, de komoly kutatasban nem tudja felhaszndlni. Ezzel szemben
naponta hasznalunk tobb ezer éves matematikai gondolatokat a legmo-
dernebb matematikaban, s6t minden tudomanyagban. A ciklois vonzé
érdekességet jelentett a gorogoknek, de nem tudtak vele mit kezdeni.
A brachisztochron-probléma megoldasaként azutan gytjtészikraja lett
a variaciészamitasnak. Christiaan Huygens a pontos 6ra tervezésé-
hez hasznalta. A mai mérnokok a fogaskerékgyartasnal alkalmazzak.
Szerepet jatszik az égi mechanikdban és a részecskegyorsitoknal. Szép
karriert futott be — szerény szarmazasa ellenére.
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A sodorvonal

A Mississippi hossza 3950 kilométer, vizgyfijté teriilete 3,25 millié
négyzetkilométer. Sok helyen csak kanyarok és holtagak labirintusanak
tiinik, mégis keresztiilfolyik gyakorlatilag az egész észak-amerikai kon-
tinensen, a minnesotai Itasca t6tdl a louisianai New Orleansig. Egyes
mellékdgak, kanyarok és morotvak teljesen el vannak vigva a folyd {6
vonalatdl, de ez a f6 vonal létezik, és barki érzékelheti, aki mérni tudja
a viz sodrasat. A végén a Mississippi a Mexikéi 6bélbe torkollik, ha-
talmas iszapos deltdval, amelyben sajat oldaldgacskak és f8csatornak
burjénzanak, és ezek alakja és dsszefonédasa allanddan valtozik.

A matematika sok szempontbdl hasonlit a Mississippire. Vannak
benne 6blok, holtigak és kisebb allévizek, de egyértelmiien kitapint-
haté a f8 sodorvonal; ott, ahol az dramlds — a matematikai teljesit-
mény — a leger6sebb. A delta a matematikai kutatas: novekszik, tart
valamerre (esetleg nem mindig vildgos, hogy merre), ami ma egy fon-
tos csatorna, holnapra taldn iszappal tomédik el és elhagyotta valik,
ugyanakkor egy apré erecske hirtelen robajlé dradatta duzzad. A ma-
tematika legjava mindig a sodorvonalat gazdagitja, néha éppen azaltal,
hogy teljesen 1j irdnyba tériti.

Az aranykor

Egészen a legutébbi idékig az iskoldkban zommel a yklasszikus” ma-
tematikat tanitottak, amelyben a(z 1700 tajira datalhatd) kalkulus
szamitott a legijabbnak. Még az tin. ,modern matematika” megjele-
nésével is a tananyag dontd része legaldbb szaz éves! Részben ennek
is koszonhetd, hogy a matematikdt sokan halott targynak tekintik, és
Byakran reveldciéként hat, hogy egyaltalin akad még benne felfedez-
nivald,

Behatérolhaté-e torténelmileg a matematika aranykora? Taldn Euk-
lidész idejében volt, amikor lefektették a geometriai bizonyitds logikai
alapjait? A hindu-arab szamrendszer kialakuldsanak a kora? Az al-
gebra virdgzdsa a reneszdnszban? Descartes koordinatageometridja?
Newton és Leibniz kalkulusa? A természetfilozéfia hatalmas tizennyol-
cadik szazadi épiilete, amely a matematikat a csillagdszat, a hidrodina-
mika, a mechanika, a rugalmassag-, hé-, fény- és hangtan sziikségletei-
hez igazitotta? Ha a matematikanak valéban létezik aranykora, akkor
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ezek egyike sem tekinthetd annak. A matematika aranykora a jelen.
Az utolsé otven évben tobb matematikat alkottak, mint az Osszes el6z6
korban egytittvéve. Tobb mint 1500 matematikai folydiratban évente
mintegy 25000 tudomanyos dolgozat jelenik meg (tobb mint szaz nyel-
ven). 1868-ban a Jahrbuch uber die Fortschritte der Mathematik (A
matematikai fejlédés évkonyve) a matematikai kutatémunkat mind-
Ossze tizenkét kategdriaba sorolta; a Mathematical Reviews 1985-0s
listdjan ezek szama hatvan foltt van. Természetesen nem a mennyi-
ség, hanem a min6ség alapjan kell véleményt mondanunk, azonban a
matematika aranykora az utébbi mérce szerint is egyértelmiien a jelen.

Egyes megfigyel6k a mai matematika sokféleségében és szabadsaga-
ban a dekadencia és a hanyatlds jeleit vélik felfedezni. Szerintik a
matematika egymdssal Ossze nem filiggs darabkakra esett szét, elvesz-
tette egységes jellegét, és fogalma sincs, merre halad. A matematika
altaldnos ,valsidgardl” beszélnek, mintha az egész targy, gy ahogy
van, rossz iranyba fordult volna. Nincs ilyen valsig. A mai mate-
matika egészséges, életerds, egységes, és az egyetemes emberi kultira
éppoly szerves része, mint barmikor volt. A matematikusok nagyon
j6l tudjak, hogy szerintiik merre tartanak 6k, és merre tart a tudo-
manyuk. A latszat azért jelezhet valsagot, mert a targy olyan nagyra
nétt, hogy egyetlen ember mar nem képes attekinteni. Emiatt nehéz
atfogd képet kapni arrdl, hogy valéjaban mi is torténik, és ez mire j6.
Egy kiilsé szemlélé szamara a matematikusok vonzodasa az absztrakt
elméletek és a szorszalhasogatd logika irant belterjesnek és betegesnek
tinhet. A valddi vildg dolgaiban mutatott latszolagos k6zombosségiik
pedig azt a képzetet kelti, hogy csak sajat magukkal torédve onelé-
giilten trénolnak elefantcsonttornyukban. A mai matematika azonban
nem valamiféle idegenes eltévelyedés, hanem szerves folytatasa a ma-
tematikai sodorvonalnak. Absztrakt, altaldnos és szigorian logikus,
de nem perverz hajlamai teszik ilyenné, hanem ez tiinik az egyetlen
lehetséges médnak arra, hogy a rd varé munkat rendesen elvégezze,
Mint manapsag a tudomanyok tébbségében, benne is sok a specialitds,
mert virdgkorat éli és nagyra nétt. A mai matematika szamos olyan
problémat sikeresen megoldott, amely kifogott az elmilt szazadok leg-
nagyobb elméin. Legabsztraktabb elméleteit folyamatosan, ij meg 1j
teriileteken alkalmazzak alapvetd fizikai, kémiai, bioldgiai, szamitégé-
pes és technikai kérdések megolddsindl. Ez lenne a dekadencia és a
hanyatlas? Aligha.
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Tegyiik fel, hogy a takariténd tévedésbdl kidobta a p és g szamokat, de a
pg szorzat megmaradt. Hogyan nyerhetjiik vissza a tényezoket? Csakis a
matematika vereségeként érzékelhetjiik, hogy ennek legreményteljesebb médja
a szeméttelep dtguberdldsa és memohipnotikus technikdk alkalmazasa.

Ifj. Hendrik W. Lenstra

A legjobb matematikai problémék némelyike egyben a legegyszeriibb
is. Nehéz az aritmetikdnal egyszeriibb és természetesebb dolgot el-
képzelni. Az 1,2,3,... egész szamok additiv szerkezete til egyszeri
ahhoz, hogy nagy rejtélyeket takarjon, de a multiplikativ struktiira
mar olyan problémadkat vet fel, amelyek még t6bb ezer év utén is alko-
t6 munkara 6sztonoznek. Vegyiik példaul a primszam nagyon egyszeru
és természetes fogalmat: ez olyan szdm, amely nem bonthato fel két
nala kisebb szam szorzatara. OsidSk ota ismert az a tapasztalati tény,
hogy minden szdm egyértelmiien bonthaté fel primek szorzatara, és a
gorogoknek sikeriilt ezt be is bizonyitaniuk.! Ezutan rogton felmeriil a
kérdés, hogyan taldljuk meg egy adott szam primtényezdit. ,Elméleti”
modszerek konnyen adédnak. A gorogok példaul kidolgoztak az era-
toszteneszi szitat, amelynél tulajdonképpen az Osszes lehetséges szor-
zatot, illetve primet el kell késziteni, és utana meg kell nézni, hogy a
kérdéses szam szerepel-e valahol. Kicsit olyan ez, mintha egy hazat
ugy épitenénk fel, hogy szisztematikusan végigprobéljuk tizezer tégla
minden lehetséges elrendezését, és ezek koziil kivalasztjuk azt, amelyik
a leglakhatébbnak tiinik. Mindez gyakorlati célokra teljesen hasznal-

i Y preciz megfogalmazassal kapcsolatban ismét utalunk a 21. oldalon levé lab-
jegyzetre. Megjegyezziik tovabbd, hogy a gorogdk tulajdonképpen nem mondtak
ki, és gy nem is bizonyitottdk be a felbontds egyértelmiiségét, noha minden ehhez
sziikséges segédtétel rendelkezésiikre allt. (FR)
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hatatlan. Béven akad még tennivald, szamos alapvet6 kérdésre ma sem
ismerjiik a valaszt.

A nehézségek oka a primek skizofrén jellegében rejlik. Az ismert
szamelméleti szakember, Don Zagier, igy ir errdl:

A primekkel kapcsolatban két tényrél szeretném Ondket olyan erdvel meggydzni,
hogy ezeket egész életiikre a sziviikbe véssék. Az egyik az, hogy a matematikusok
altal vizsgalt objektumok koziil a primek viselkednek a legonkényesebben: mintha
gyomokként nénének a természetes szdmok kozott, ldtszdlag csak a véletlen torvé-
nyeinek engedelmeskedve, és senki sem tudja megjésolni, hogy kovetkezd példanyuk
hol bukkan el6. A mésik tény ennek pont az ellenkez8je: a primek débbenetes sza-
balyossdgot mutatnak, viselkedésiiket szigori torvényszerliségek irdnyitjak, és &k
ezeknek a torvényeknek szinte katonai pontossiggal engedelmeskednek.

Zagier els6sorban azokra a nagyszabasi elméletekre utal, amelyek a
primszamok eloszldsaval kapcsolatban a milt szdzadban sziilettek. Itt
van példaul a Primszamtétel, amelyet a szamitasokkal nyert adatok
alapjan Carl Friedrich Gauss sejtett meg 1792-ben,? és egymdstol fiig-
getlenill Jaques Hadamard és Charles-Jean de la Vallée Poussin bi-
zonyitottak be 1896-ban. Ez a tétel azt allitja, hogy nagy = esetén
az z-nél kisebb primek szama egyre jobban kozelithetd az z/loga
értékkel.® Ebben a fejezetben azonban mell6zni fogjuk az ilyen ma-
gasroptii dolgokat, és a primekkel kapcsolatos szamitasi kérdésekre
koncentralunk. Még ezekbdl az egyszerli anyagokbdl is pompas ru-
hét szabott a matematika. Es szinte melléktermékként adédott, hogy
a szamelmélet, amelyet sokaig a matematika legabsztraktabb és gya-
korlati alkalmazasokra teljesen alkalmatlan dganak tekintettek, olyan
JjelentGségre tett szert a rejtjelezésben, hogy komoly kisérletek tortén-
tek arra, hogy egyes eredményeit katonai titokkd nyilvanitsak.

2 Té6le fliggetleniil hasonlé eredményre jutott Adrien Legendre is 1798-ban. (FR)

3 1t logz az iin. természetes alapi logaritmust jeloli. Az Allitdsban szerepld
kozelités relative értendd, vagyis a két érték hanyadosa tetszdlegesen kozel lesz az
1-hez; a kiilonbségiik ugyanakkor akdrmilyen nagy lehet. (FR)
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Oszd meg és uralkod]

A primek sorozata a 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, . .. szdmokkal kezds-
dik, és meglehetsen szabalytalanul folytatédik, a szamitassal elérhetd
hatdrokon is til. A legnagyobb ismert primszam a 221%%°1 — 1 ame-
lyet David Slowinski taldlt egy Cray X-MP szuperszamitogép segitsé-
gével. Biztosak lehetiink azonban benne, hogy léteznek még nagyobb
primek, még ha nem is tudjuk, melyek ezek, mert Euklidész bebizonyi-
totta, hogy végtelen sok primszdm van. A bizonyitas lényege: tegyiik
fel, hogy csak véges sok prim van, szorozzuk ezeket Ossze, és az ered-
ményhez adjunk hozza 1-et. Az igy kapott szdmnak kell hogy legyen
Primosztéja, de ez nem lehet az eredeti listdn szereplék egyike sem,
hiszen azokkal osztva mindig 1 a maradék. Vagyis ellentmonddsra
j}ltottunk, és ezért nem létezhetett semmiféle véges kiinduldsi lista.*
Igy ha képezzik a 2-3-4-5...(2216%! _ 1) + 1 szamdriast, akkor
tudjuk, hogy ennek mindegyik primtényezdje sziikségképpen nagyobb,
mint Slowinski gigantikus primszama. Nem &ll azonban rendelkezé-
siinkre olyan gyakorlati médszer, amellyel akar egy ilyen tényezét meg
tudndnk taldlni, és itt van a kutya elasva.

Primtesztelés

A primszamelmélet két kozponti gyakorlati problémaja a kovetkezd:

(1) Adjunk hatékony eljarast annak eldontésére, hogy egy adott szam
prim-e,

(2) Adjunk hatékony eljarast egy adott szam primtényezékre bonta-
séara.

Viligos, hogy (2) legaldbb olyan nehéz, mint (1), hiszen (2) bar-
mely megolddsa (1)-et specialis esetként kiadja. A megforditds nem
nyilvanvald (és valésziniileg nem is igaz): alabb latni fogjuk, hogy egy
Sj'lém osszetett voltat hatékonyan igazolhatjuk anélkiil is, hogy exp-
licite elsallitandnk egy osztojat. A  hatékony” itt azt jelenti, hogy a

* Okoskodhattunk volna gy is, hogy a feltételezett 5sszes prim helyett a legna-

8Yobbig terjedd valamennyi pozitiv egészt szorozzuk Sssze, vé. a kovetkezd mon-
dattal, (FR)
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szam méretének novelésekor a szamitdasok hossza ne néjon tilsagosan
gyorsan. Erre az elvre részletesen visszatériink még a 18. fejezetben.
Ha egy szam egy osztdjat meg akarjuk taldlni, illetve be akarjuk bi-
zonyitani, hogy ilyen oszt6 nincs, azaz a szam prim, akkor a legegysze-
riibb eljaras az, ha a szdmot sorra elosztjuk minden (a négyzetgyokénél
kisebb) szammal, és megnézziik, hogy valamelyikitk megvan-e benne
maradék nélkil. Ez azonban nem hatékony. Képzeljiink el egy olyan
szamitogépet, amely masodpercenként egymillié osztast tud elvégez-
ni. Ez korulbelil egy déra alatt birkézik meg egy 20-jegyti szammal,
tiz év alatt egy 30-jegylivel, egymillié év alatt egy 40-jegyiivel, egy
50-jegylihoz pedig szazmillidard évre lenne sziiksége, amely tobb, mint
amennyire a vilagegyetem korat jelenleg becsiljuk. Vildgos, hogy ro-
videbb eljarasok is elképzelheték, de a ma ismert leggyorsabb médszer
is, koriilbeliil egy hénapot igényel egy 75-jegyli szamhoz és szaz év-
nél is tobbet egy 100-jegyuhoz. Egészen a legutobbi id6kig mindkét
probléma igen siralmas képet mutatott. Az utolsé ot év alatt azon-
ban hatalmas el6relépés tortént a primtesztelés, azaz (1) terén. Egy
gyors szamitogep egy 100-jegyd szamrdl kb. 45 masodperc alatt don-
ti el, hogy prim-e vagy sem; egy 200-jegyli szamnal ugyanez 6 percig
tart. Még egy 1000-jegylivel is végez egy hét alatt. Ezzel szemben (2)
megolddsa mar 200-jegyii szamokra is teljesen reménytelennek tiinik.

Véges aritmetika

Hogy ezt a nagy fejlédést megérthessiik, egy olyan gondolattal kell kez-
deniink, amelyet Gauss kodifikalt el6szor a szamelméletben mérfoldko-
vet jelentd Disquisitiones Arithmeticae cimii konyvében. Tekintsiink
egy olyan orat, amelynek szamlapjan (a szokasostdl eltéré médon) a
el 2, 11 szamok jelolik az 6rakat. Egy ilyen oran sajatos szamtan
étvényesiil. Példaul, mivel 5 utan 3 6rdval 8 6ra van, tehat mond-
hatjuk, hogy 3 + 5 = 8, mint rendesen. Azonban 10 utin 3 Sraval
1, 11 utén 3 oéraval pedig 2 a pontos 1d6; tehat ugyanezen az alapon
3410=1¢és 3+ 11 = 2, ami mar eltér a szabvanytél. Mindazonaltal,
erre az ,Oraszamtanra” sok minden teljesiil,-beleértve szinte minden
szokasos algebrai szabalyt. Gauss nyoman ezt a 12 modulus szerinti
aritmetikdnak nevezziik, és ,=” helyett a ,=” jelet hasznaljuk, mint-
egy emlékeztetve arra, hogy itt valami gyanis dologrél van szé. A
2= relaciot kongruencidnak hivjuk. A modulo 12 (azaz a 12 modulus



A kis Fermat-tétel 29

szerinti) aritmetikdban a 12 tobbeseit nem vessziik figyelembe. fgy
1043 =13 =1, mivel 13 =12+ 1 és a 12-t3] eltekinthetiink.

Barmely mas n szamot is vehetiink modulusként: ekkor az n tobbe-
seit hagyjuk figyelmen kivil. Az igy kapott aritmetikai rendszer csak
a0,1,2,...,n—1 szamokbdl all, és az Osszeadas mellett sajit(os) szor-
zassal és kivonassal is rendelkezik. Az osztassal altalaban mar nem
ilyen kellemes a helyzet, azonban ha n prim, akkor barmely nemnulla
szammal lehet osztani. Modulo 7 példéul 3/5 = 2, mivel 2.5 = 10 = 3.
Ezt a bizarr aritmetikdt Gauss azért vezette be, mert segitségével ide-
alisan lehet oszthatdsdgi kérdéseket kezelni. A szamelmélet azdta is
folyamatosan hasznalja erre a célra.

A kis Fermat-tétel

A matematikaban két fontos tétel viseli Pierre de Fermat, francia jo-
gasz és kitiind amatSr szamelmélész nevét. Ezek kozil az egyik, a
Nagy Fermat-tétel egyaltalan nem is tétel, hanem egy fontos megol-
datlan probléma (lasd a 3. fejezetet). A masik, amelyet ,kis” Fermat-
tételnek szoktak nevezni, annyira egyszerd, hogy mindéssze néhany
sor a bizonyitdsa; ennek ellenére zsenidlis mestermi, bamulatra mélto
kovetkezményekkel.

Az 3llitds a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy p prim, és a egy tetszOleges
olyan szam, amely nem oszthat6 p-vel. Ekkor a?~! =1 (mod p). A
»mod p” csak azt jelzi, hogy p a modulus. Ms szavakkal, a?~! p-vel
osztva 1-et ad maradékul. Ha példaul 2!° = 1024-et elosztjuk 11-gyel,
akkor 1 lesz a maradék, mert a 11 prim. Valéban, 1024 = 93 - 11 + 1.
Misrészt viszont 2'! = 2048 = 170 - 12 + 8, tehat a 12-vel torté-
né osztaskor 8-at kapunk maradékul. Ezzel sikeriilt bebizonyitanunk,
hogy a 12 nem prim, anélkil, hogy barmely osztéjat eldallitottuk vol-
na. Maga az eredmény aligha nevezhetd szenzacidsnak, de hasonlé
szamolasokat nagyon nagy p értékekre is el lehet végezni, amikor a
védlasz mar kevésbé nyilvdnvalé. Es a?~! (mod p) hatékonyan sza-
molhatd, a sziikséges id6 csak a p-ben szerepld szamjegyek szamanak
kobével aranyos. Vagyis rendelkezésiinkre all egy hatékony teszt az
Ssszetettség megallapitdsira — feltéve hogy tudjuk, melyik a értéket
kell valasztanunk.



30 Driga primek

Csapdajtékédok

Miért érdekelhetnek valakit a nagy primszamok és a tényezdkre bon-
tas? A puszta élvezeten kiviil ennek gyakorlati oka is lehet, amelyre
mér kordbban utaltam: a kriptogrifiai alkalmazds. A katonasagnal
mindig nagy erdkkel prébaltak olyan kédot taldlni, amely ,megfejthe-
tetlen”, ugyanakkor hatékony. Az 1970-es évek derekan Ralph Merkle,
Whitfield Diffie és Martin Hellman egy 1j tipusi kédot Jjavasoltak, az
un. nyilvanos jelkulcsi titkosirast. Barmely rejtjelezés két & lépésbdl
all: az uzenet titkositdsabol (kddoldsabdl), majd ennek megfejtésébél
(dekédolasabdl). A legtobb kéd olyan, hogy aki tudja, hogyan kell az
elsét végrehajtani, egyben azt is tudja, hogyan kell a mésodikat elvé-
gezni, és ezért elképzelhetetlen, hogy az iizenet kédd4a alakitdsinak a
titkat az ellenség (vagy a szamos korményzat altal — ugy tlinik — ha-
sonlé elbanasban részesiil lakossig) tudomdsara hozzék. Az ellenség
ugyanis egyszeriien csak ,megforditana” a titkosité eljarast, és meg
tudna fejteni az osszes kédolt tizenetet.

Merkle, Diffie és Hellman rajottek arra, hogy ez az érvelés nem egé-
szen helytdlls. A gyenge pont az ,egyszerlien”. Tegyiik fel ugyanis,
hogy a titkosité eljarast nagyon nehéz visszacsindlni (mint példaul a ke-
ménytojasfézést). Ekkor veszély nélkiil kozzétehetjiik a részleteit. fgy
Jutottak el Merkle-ék a csapdajtdfiggvény gondolatahoz. Ha vesziink
egy U lizenetet, a titkositds ebbdl egy f(U) kédolt alakot allit el
Az lizenet dekddoldsa azt jelenti, hogy keresiink egy olyan f~1 inverz
fuggvényt, amelyre f~!(f(U)) = U. Az f-et csapéajtéfiiggvénynek
nevezziik, ha f konnyen szamolhaté, de f~! csak nagyon nehezen, sot
gyakorlati szempontbdl egyaltaldn nem. A csapoajtofiiggvény mint
kéd ebben a forméjaban nem valami praktikus, mert a jogos felhasz-
nalénak éppolyan nehéz megfejtenie az iizenetet mint az ellenségnek.
Ezért még egyet kell csavarni f definicidjan 1igy, hogy egyetlen ap-
16 (titokban tartott) tobbletinformécié segitségével f~! mar konnyen
szamolhatéva valik. Csak ezt a picike informdciét kell titkolnunk az
ellenség elél.

A Ted Rivest, Adi Shamir és Leonard Adleman altal kidolgozott
RSA rendszerben ezt a kis Fermat-tétel segitségével érik el. Induljunk
ki két nagy primbél, p-bsl és ¢-bél, amelyeket titokban tartunk, azon-
ban nyilvdnossagra hozzuk az n = pq szorzatot és egy tovabbi T sza-
mot, az in. titkositd kulcsot. Barmely iizenetet konnyen megadhatunk
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szamjegyek sorozataként; bontsuk fel ezt olyan blokkokra, amelyeket
szamoknak tekintve, értékiik kisebb mint n. Ekkor elég blokkonként
titkositanunk. Ehhez minden egyes B blokkot alakitsunk 4t a K = BT
(mod n) szdimmd. Ekkor K a kédolt tizenet. A megfejtéshez ismerni
kell egy M megfejté kulcsot, amelyet gy valasztunk meg, hogy TM
kongruens legyen 1-gyel modulo (p — 1)(g — 1). Ekkor a kis Fermat-té-
tel Euler altal némileg altalanositott alakja garantdlja, hogy KM = B
(mod n), tehat B hasonlé médon nyerhet vissza K-bdl.

A lényeg az, hogy noha Nyilvdnos Janos ismeri n-et és T-t, de nem
ismeri p-t és g-t, ennélfogva nem tudja kiszadmitani (= 1)(¢g-1)-
et, és igy M-et sem. A kéd alkotdja ezzel szemben ismeri p-t és q-t,
hiszen éppen beldliik indult ki. Ugyanez a helyzet azokkal, akik jo-
gosan juthatnak hozza az iizenet tartalméhoz; nekik a kéd alkotdja
eldrulja a titkos informaciét. A rendszer megbizhatdsiga egyetlenegy
dolgon miilik: azon, hogy milyen reményteleniil nehéz egy adott n
szdmot primtényezSkre bontani, amint arra a fejezet mottdjaul va-
lasztott Lenstra-féle takariténds megjegyzésben mar utaltunk. Nem
hisznek Lenstranak? Rendben van,ime amit a takariténé meghagyott:
n =267 _ 1. Ha valaki vasarnaponként papiron €s ceruzdval szamolva
ebb&l harom évnél hamarabb megtalalja p-t és g-t, akkor legydzte F.
N. Cole -t, akinek ezt elsként sikeriilt megcsinalnia 1903-ban. (Az
eredményt lasd a fejezet végén.)

Ennek a kédnak egy masik elényds tulajdonsiga, hogy az iizenet
kiildje ,hiteles alairast” is mellékelhet. Tegyiik fel, hogy Andras és
Bea mindketten ismerik a titkos M megfejté kulcsot, és ennek segit-
ségével leveleznek. Egyik nap Andras kap egy iizenetet, megfejti, és
latja, hogy a ,cS6KOL BEA” szavakkal végz6dik. Hogyan lehet benne
biztos, hogy ezt valéban Bea kiildte? A T titkosité kulcs nyilvanos;
barki kédolhat és elkiildhet egy olyan iizenetet, amelynek »CSOKOL
BEA” az utolsé sora. Lehet, hogy nem is Bea volt a feladé, hanem a
Kis Hamis. Bea azonban igazolhatja, hogy ismeri a titkos M kulcsot,
ha elkiildi Andrésnak a (csékoL BEA)M iizenetet. Az ellenérzéshez
Andras ezt a T kulcs segitségével kédolja, és (csékoL BEAYMT adé-
dik eredményiil, ami nem més mint az eredeti CS6KOL BEA szoveg.
Aki nem ismeri M-et, nem tud ilyen iizenetet gyartani. Némi tovab-
bi eréfeszitéssel az aldirast lizenetfiigg6vé lehet tenni, vagyis nem lesz
leméasolhaté valamelyik korabbi elfogott levélbsl. Természetesen ha
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az ellenség megszerezte az M kulcsot, akkor minden biztonsag elve-
szett, de nincs olyan kéd, amely védelmet nytijtana a megfejté eljaras
Jjogtalan birtoklasa ellen.

Alprimek

A fenti alkalmazast szem el6tt tartva térjiink vissza a két elméleti prob-
lémahoz: a primteszteléshez és a tényezbkre bontashoz. A kordbban
emlitett Fermat-teszt, amellyel egy szam Osszetettségét mutathatjuk
ki, nem tizembiztos. Béarmely a-hoz végtelen sok olyan osszetett p
talalhat6, amelyre a?~! = 1 (mod p). Ezeket az a alaphoz tartozé
dlprimeknek (vagy pszeudoprimeknek) nevezik. Ennél is nagyobb baj,
hogy olyan p Gsszetett szamok is vannak, amelyek minden (a p-hez re-
lativ prim) a-ra nézve dlprimek. Az ilyen p-ket Carmichael-szdmoknak
hivjuk, koziilik az 561 = 3 - 11 - 17 a legkisebb. (A dolog azon mulik,
hogy 3 — 1,11 — 1 és 17 — 1 mindhdrman oszt6i 561 — 1-nek, és ha-
sonlé jelenség jellemzi altaldban is a Carmichael-szdimokat. Erdemes
végiggondolni, hogyan kévetkezik ez a kis Fermat-tételbdl.)

G. L. Miller a fentiekkel rokon, de bonyolultabb mddszert talalt,
amelyet nem fogok részletezni. Ugyanigy igaz rd, hogy ha egy szam
megbukik a teszten, akkor biztosan Gsszetett, a sikeres teszt azonban
onmagdban nem garantalja a primséget. Ha egy szam teljesiti a Miller-
tesztet, akkor az a alaphoz tartozd dorzsolt dlprimnek hivjuk. Ha nem,
akkor az a a p (Osszetettségének) tanije. Kideriil, hogy a Carmichael-
szamoknak mar nincsen dorzsolt analogonjuk. S6t a legtobb osszetett
szamot mar nagyon kis tanik is lebuktatjak. Példaul John Selfridge és
S. S. Wagstaff kozvetlen szamoldssal kimutatték, hogy a 25 millidrdnél
kisebb szdmok koziil egyediil a 3215031751-nek nem tanija a 2, 3, 5
és 7 egyike sem. A 11 azonban mér nek:i is tanija. Ennek alapjan
9-jegyli szamokra egy kis programozhatdé kalkuldtoron két perc alatt
irhatunk hatékony primtesztet.

Miller ezt a gondolatot tovabbfejlesztette. Ha igazolni tudjuk, hogy
minden osszetett szam rendelkezik elegendden kis tantival, akkor olyan
hatékony primteszthez jutottunk, amely valamennyi szdmra miikodik.
Miller megmutatta, hogy barmely osszetett n-nek van olyan tanija,
amely kisebb mint 70(logn)?, de kozben fel kellett tennie az egész ma-
tematika egyik leghiresebb bizonyitatlan allitdsat, a Riemann-sejtést
(lasd a 11. fejezetet). Ez nagyon kiilonos helyzetet eredményezett.
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Van egy primtesztiink, amelynek hatékonysagaban szinte biztosak le-
hetiink, de nem tudjuk bebizonyitani, hogy valéban hatékony. Ha a
Riemann-sejtés helyes — és a legtobb szakértd ezt tartja valdszintinek
—, akkor igaz, hogy a teszt hatékony. Gyakorlati szempontbdl felte-
hetéleg majdnem minden szamra nagyon jol miikodik. Egy mérnok
a problémat akar megoldottnak is tekinthetné. (Ezt nem sértésnek
szantam — a miiszaki életben érthetéen az egyetlen ésszerli kritéri-
um az, hogy ,miikédik”.) A matematikusok teljesen elégedetlenek a
helyzettel — gondolom azért, mert hidba érzik ugy, hogy a keziikben
tartjdk ,a valaszt”, ha annak megértésében hatalmas rés tdtong. Az
llyenek folétt a matematikusok nem szoktak 4tsiklani, mert tapasz-
talatbol tudjak, hogy ha valahol egy hézagot nem értenek, akkor ott
rendszerint mindenféle gyonyorii és fontos gondolatok rejtéznek.

Nem fér hozzd kétség?

Ami a gyakorlati (esetenként kissé kétes) teszteket illeti, M. O. Rabin
a kovetkezd bator javaslattal allt els. Valasszunk alapot véletlensze-
rien, alkalmazzuk ra a Miller-tesztet, majd mindezt ismételjiik meg.
Ha egy szam az osszes probat kiallta, akkor ,éridsi valészintiséggel”
prim. Ez a javaslat izgalmas filoz6fiai kérdéseket vet fel a matemati-
kai igazsagrol (és érdekes fényt vet a matematikus mentalitdsra). A
gondolatmenet a kovetkezd. A korabbi koroktdl eltéréen ma mar nem
tekintjiik a matematikat tokéletesnek. Az emberi szellem barmely ter-
méke konnyen tartalmazhat hibakat. Az a valészintiség, hogy egy szam
eleget tesz Stven véletlen Miller-tesztnek és mégsem prim, jéval alat-
ta marad annak a valdsziniiségnek, hogy valaki szamoldsi vagy logikai
tévedést kovet el, illetve hogy a szamitégép vagy a kalkuldtor miiko-
dik hibasan. Ezért értelmetlen minden szOrszalhasogatds az eljaras
elenyészéen csekély valdsziniiségii hibalehetdségével kapcsolatban.
Nagyon meggy6z6 érvelés; lehet, hogy még helyes is. Ennek ellenére
¢sak nagyon kevés olyan matematikus van, akit kielégit. Aggddnak,
hogy fennall annak a lehet6sége, hogy minden tévitra menjen — és
€z sokkal jobban zavarja 6ket, mint az, hogy kideritetlen logikai vagy
Szdmolasi hibakat vétenek. A Rabinéhoz hasonlé yvalészintiségi” bi-
Zonyitasok nem mélték a szakméahoz. Egy észrevétleniil megbjé hiba
lehet8sége megengedett (hiszen ez ellen semmit sem tehetiink, kivéve
hogy mindent gondosan ellenérziink, és Osszevetjiik az eredményeket



34 Drdga primek

mas ismert tételekkel); egy logikai hézag tudott jelenléte viszont elfo-
gadhatatlan. Emellett az emberben az a gyanii is felmeriilhet, hogy a
,valosziniiség” fogalma esetleg nem illik ide. Elvégre egy adott szam
vagy prim, vagy sem. Tehat vagy 0 val6sziniiséggel prim, vagy pedig 1
valészinfiséggel prim. A baj persze ott van, hogy nem tudjuk, melyik
az igaz. Ebben a megvilagitdsban azonban egy ilyen kijelentés, hogy ,a
12345321999 . ..627 szam 0,9999999999999 valdszintiséggel prim” tel-
jesen értelmetlen. Mindenesetre ha nem is az, akkor is matematikai
kihivdst jelent, hogy tényleg értelmessé tegyiik. Es persze ott fészkel
az a mar korabban emlitett gyani is, hogy egy bizonyitasbeli hézag al-
taldban 1j becserkészendd gondolatokat jelez — hacsak nem vagyunk
annyira onhittek, hogy a problémat megoldottnak nyilvanitjuk, és nem
vessziik tobbé a faradsagot, hogy tovabb vizsgalédjunk.

Az Adleman—Rumely-teszt

1980-ban Adleman és Robert Rumely tovabb vizsgalédtak, és becser-
késztek néhanyat azokbdl a bizonyos rejtézkodé gondolatokbdl. Ezek
segitségével sikeriilt a Miller-tesztet gy médositani, hogy az garantdl-
ja a primséget vagy az Osszetettséget, mindenféle valdsziniiségi vagy
hipotetikus maszlag nélkiil. A futasi id6 kicsit megnétt, de a médszer
(f8leg a Lenstra altal hamarosan kidolgozott tovabbfejlesztett valto-
zat) gyakorlatilag is teljesen megfeleld, mondjuk, 200-jegy(i primek-
re. Az eljiras lényege, hogy egy a dorzsolt alprimekre szabott teszt-
b6l tovabbi informaciét nyerjiink, ne csak azt, hogy ,atment” illetve
,megbukott”, és ehhez az algebrai szimelméletbél kell néhany olyan
gondolatot felhasznalni, amelyek az tin. ,magasabb rendii reciprocitasi
tételekhez” kapcsolédnak. A részben klasszikus, részben modern ma-
tematika nagyon kifinomult alkalmazésa jelenik meg a szinen, a megol-
dandé probléma foldhozragadtabb jellege ellenére. Egy k-jegy(i szam
esetén a moédszer futasi ideje koriilbeliil k'°8'°8% Bz mar ,majdnem
polinomidlis id8”, és igy a mdédszer a gyakorlatban is alkalmazhato.
A futési idé pontos korldtjara Adleman és Rumely fogalmazott meg
sejtést, és ezt Andrew Odlyzko és Carl Pomerance nem sokkal késobb
be is bizonyitottak.

A torténet végsd csattandja most késziilddik, amint a konyvemet
from. Lenstranak sikeriilt ,elliptikus gorbék” segitségével nagy sza-
mokat felbontania. A mdédszer akkor miikédik a legjobban, amikor a
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tényez8k szama legalabb harom, illetve ha kettd, de ezek tavol esnek
egymastél. A szamelmélészek fél évszazada foglalkoznak az elliptikus
gorbék onmagaban szép és mély elméletével. Senki sem sejtette, hogy
ennek barmi kapcsolata lenne a faktorizdciéval.

Cole valasza: 267 — 1 = 193707721 - 761838257287.
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MARGINALIS ERDEKESSEG

Végiil arra szeretném kérni ennek a résznek az olvaséit, hogy ha gy vélik, van
bizonyitasuk, azt ne kiildjék el nekem. Szdznil is tobb elvetélt prébalkozas
Atbogaraszdsival azt hiszem megtettem a magamét. Ezek egyike sok évvel
ezelétt harom hétig kifogott rajtam. Ereztem, hogy valahol rossz, de nem
tudtam kideriteni, hogy hol. Kétségbeesésemben odaadtam a kéziratot egy
nagyon okos elsdéves lanynak, aki fél éra alatt megtaldlta a hibat.
Mindazoknak, akik egy bizonyitds gondolatdt fontolgatjdk, szives figyel-
miikbe ajinlom, mit vélaszolt Hilbert arra a kérdésre, hogy 6 miért nem
prébalkozott: ,Mielott nekifognék, harom év intenziv tanuldst kellenne bele-
fektetnem, és ennyi idSt egy valdszinti kudarcra nem tudok elpazarolni.”

Eric Temple Bell

A tizenhetedik szazad egyik legnagyobb szamelmélésze a jogdsz Pierre
de Fermat volt. Hirnevét a mas matematikusokkal folytatott levelezé-
sével alapozta meg, mert nagyon keveset publikdlt. Sajat szdmitdsaira
tamaszkodva vetett fel szamelméleti problémakat, és jonéhdny olyan
tételt hagyott az utdkorra, amelyek bizonyitasat legfeljebb 6 ismerhet-
te. Koziilik egy széljegyzet a leghiresebb, amelyet Fermat egy tulajdo-
naban levé kényv, Diophantosz Arithmetica cimi miivének margdjara
irt: ,Nem lehet egy kobot két kob Gsszegére, egy negyedik hatvanyt két
negyedik hatvény Osszegére, vagy altaldban egy tetszOleges, kettdnél
nagyobb kitevSjii hatvanyt két ugyanilyen hatvany Osszegére felbonta-
ni; erre egy csodalatos bizonyitast taldltam, de nem fér ra a margora.”
Ha volt is Fermat-nak bizonyitdsa, senkinek még csak halvany fogalma
sincs arrél, hogy ez mi lehetett. Ami ma az azéta Fermat-sejtésként
vagy Nagy Fermat-tételként szamontartott allitdssal kapcsolatban is-
meretes, olyan médszereket igényel, amelyek minden bizonnyal nem
allhattak rendelkezésre a tizenhetedik szazadban. De akér észrevett
Fermat valamit, ami azéta is mindenki el8l rejtve maradt, akar csak
aAmitotta 6nmagat, ennek a szinte mellékes megjegyzésnek nagyon so-
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kat koszonhet a matematika. A Nagy Fermat-tétel egy annyira Kitiiné
problémara mutat példat, amelynek még a kudarcai is mérhetetleniil
gazdagabba tették a matematikat.

Alexandriai algebra

Idészamitasunk eltt 332-ben Nagy Sandor vérost alapitott Egyiptom-
ban, amelyet szerényen — sajat magarél — Alexandridnak nevezett
el. Azonban 323-ban meghalt, mielétt még a varos felépiilt volna. Az
ezt kovetd ingatag politikai helyzetben Nagy Sandor birodalma harom
részre szakadt, ezek egyike Egyiptom lett, ahol a Ptolemaiosz-dinasztia
uralkodott. A klasszikus gorog kor utan a ptolemaioszi birodalomba,
és ezen beliil is elsésorban Alexandridba tevédott 4t a matematikai
élet kozpontja. A természettudomdny és a matematika virdgzasa egé-
szen az alexandriai konyvtar elpusztitdsaig tartott, amelyet a rémaiak
kezdtek el Theodosius csaszar idején i. sz. 392-ben és a muzulmanok
fejeztek be 640-ben — ,ami a Koranban megtalalhaté, az mashol folos-
leges, ami pedig nincs a Koranban, az eretnekség”. A becslések szerint
Theodosius alatt tobb mint 300 000 kéziratot semmisitettek meg.

A végsé hanyatlas el6tt mintegy szdz évvel Alexandria adott ott-
hont a gorog algebra csticsteljesitményének, Diophantosz munkéssé-
ganak. Diophantosz életérdl nagyon keveset iudpnk — példaul az is
csak feltételezés, hogy gorog volt. Tobb konyvet is irt, amelyek koziil
az Arithmetica a legfontosabb. Diophantoszt nyugodtan tekinthetjiik
az algebra Euklidészének. Szimbolikus irdsmédot vezetett be, amely-
ben més és mas jelet hasznalt az ismeretlen négyzetének, kobének stb.
Jelolésére, és az egyenletek megolddsaval foglalkozott. Megoldason ra-
cionalis, sét 4ltaldban egész szamot értett. Ez nem annyira explicit
kévetelmény, mint inkabb hallgatdlagos feltételezés volt: aritmetikai
médszerekkel csak ezeket a szamfajtakat lehetett kezelni. Ma a dio-
fantikus jelzvel azokat az egyenleteket illetjiik, amelyeknek az egész
szamok korében keressiik a megoldasait.

A Diophantosz altal vizsgalt kérdések egyike a pitagoraszi szamhdr-
Masok problémédja; ezek olyan egész szamok, amelyek egy derékszogii
haromsz6g oldalait alkotjak. Osidék 6ta ismert volt, hogy a 3, 4 és
5 egység hosszisagi szakaszokbol képezett haromszog derékszogi. A
Pitagorasz-tétel alapjén az altalénos probléma olyan a, b, ¢ egészek
keresését jelenti, amelyekre a2 + b2 = c? teljesiil. Az 6babiloni Plimp-
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ton 322 tabla, amely valamikor i. e. 1900 és 1600 kozott keletkezett,
tizenot ilyen szamhdrmast sorol fel. Diophantosz megbirkézik az alta-
lanos problémaval — noha mddszerét csak specialis példakon keresztiil
mutatja be. Az 1. konyv 8. feladata példaul arra vonatkozik, hogy a
16-ot bontsuk fel két négyzet Gsszegére, és a kapott eredmény 256/25
és 144/25. Mai jeloléssel az altaldnos megoldast az

a=k(u? —v?), b=2kuv, c=k(u®+v?)

képlet adja, ahol k, u és v tetszbleges egészek. Tehat végtelen sok
megoldds van, és ezek haromvaltozds polinomfiiggvények segitségével
irhatdk le. Diophantosz sok mas tipusi egyenletet is vizsgalt, példaul
amikor egy kobos kifejezés egy négyzettel egyenls. Nem torekedett az
sszes megoldds megkeresésére, szamara elegendd volt, ha mar talalt
egy akdrmilyen megoldast. Ahogy Morris Kline mondja: ,Nincsenek
dltalinos mddszerei. Az egyes problémakhoz hasznalt mddszereinek
sokfélesége inkabb kapraztat, mintsem gyonyorkodtet. Ravasz és okos
virtuéz, de szemlatomast nem elég mély ahhoz, hogy észrevegye méd-
szerei lényegét és ezaltal jusson el az altaldnoshoz.” Bizonyos mérté-
kig ugyanez a kor sujtotta a diofantikus egyenletek elméletének szinte
egész torténetét; az utolsé két évtizedben azonban éridsi haladds ko-
vetkezett be, és végre egy nagyjabdl egységes rendszer kezd kialakulni.

A profi amatdr

Fermat, egy kereskedd fia, jogasznak tanult Toulouse-ban az 1600-as
évek elején. Es szinte minden segitség nélkiil megalkotta azt, amit
ma Szamelméletnek neveziink: az egész szamok matematikdjat. Ju-
lian Coolidge Nagy amatérok matematikdja c. konyvébdl azért hagyta
ki Fermat-t, mert aki ennyire mend, azt profinak kell tekinteniink.
Fermat valéban félelmetes matematikai elme volt, akinek tevékenysé-
ge nem korldtozédott a szamelméletre. Némely munkdja az analizis
és a valoszinliségszamitas alapgondolatait” vetitette elére. Maradan-
dé eredményei kozé tartozik, hogy minden 4n + 1 alaki prim el84ll
két négyzetszam osszegeként. Példaul 17 = 42 4 12, 137 = 112 + 42,
Bizonyitasai koziil kevés maradt fenn, de tudjuk, hogy eredményei-
hez nem puszta talalgatds Gtjan jutott, mert mas matematikusokhoz
irott levelei tartalmaznak néha bizonyitasrészleteket. Az iménti té-
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telt Fermat sajat taldlmanyd médszerével, az tin. végtelen leszdlldssal
igazolta. Ehhez lényegében azt kell megmutatni, hogy ha netén vala-
melyik 4n+ 1 alaki primre az allitds nem teljesiil, akkor az ugyanilyen
alaky kisebb primek kozott is van egy, amelyikkel ugyanez a helyzet.
Egyre lejjebb szallva igy végiil azt kapjuk, hogy a legkisebbre, az 5-re
Vonatkozé 4llitas is hamis kell hogy legyen. Azonban 5 = 22 + 12, ami
ellentmondé4s. Mai szemmel nézve ez nem més mint a teljes indukciéd
egy variansa, de Fermat idejében eredeti ijdonsagot jelentett.

Diophantosznak a pitagoraszi szémhdrmasokrél sz6l6 munkajat ol-
vasgatva, Fermat bizonyéira a kobokre, negyedik hatvanyokra stb. vo-
natkozé analdg probléman, vagyis az a" + b" = ¢" (n > 3) Fermat-
egyenleten kezdett el gondolkozni. Ezt a mar kordbban emlitett mar-
g6jegyzetbdl tudjuk, amely szerint n > 3-ra nincs megoldds a nem-
nulla egészek korében. Konnyen adédik, hogy elég azokat az eseteket
Vizsgélni, amikor n = 4 vagy n paratlan prim. Fermat vazolt egy bizo-
nyitast n = 4-re. Eulernek sikeriilt n = 3-at elintéznie. Peter Lejeune
Dirichlet 1828-ban és Adrien-Marie Legendre 1830-ban n = 5-re tisz-
tazta a kérdést. 1832-ben Dirichlet n = 14-re is sikerrel jart: érdekes,
hogy ezzel kénnyebb boldogulni, mint a megfelelé primre vonatkozé
N = T esettel, és ezt a mulasztast tobben is megprébaltak pétolni.
1839-ben Gabriel Lamé kozdlt n = 7-re egy bizonyitast, de ez hibas-
nak bizonyult. Gaussnak is volt egy elvetélt kisérlete, és utdna azt
irta Heinrich Olbersnek, hogy a probléma ,nem igazan érdekel, mert
kénnyen megfogalmazhaté egy sereg ilyen allitds, amelyet sem bizonyi-
tani, sem megcafolni nem tudunk”. A sz8l6 néha még a legnagyobb
Mmatematikusnak is savanyi.

Algebrai szdmok

A tovabblépés kulcsa az algebrai szdm fogalma — ez olyan szam, amely
kielégit egy racionalis egyiitthatés polinomegyenletet. A v/2 példaul
algebrai, mert teljesiil ra a (v/2)2 — 2 = 0 egyenléség. (Vannak olyan
Szamok, példaul a 7, amelyek nem algebraiak, ezeket transzcendensnek
hivjuk. Bévebben lasd a 4. fejezetben.) Kideriil, hogy az algebrai sz4-
moknak is kiépithets a sajat aritmetikajuk, amelyben megtaldlhaté
az egész, a prim stb. fogalmanak megfelels &ltaldnositdsa. Tekint-
sik példaul azokat a Gauss-egészeknek nevezett a + by/—1 alaki sza-
Mmokat, ahol a és b kozonséges egészek, ezek korében minden szdm
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egyértelmiien all el primek szorzataként. Altalénosabban, algebrai
egészeknek azokat a szamokat hivjuk, amelyek olyan polinomegyenlet-
nek tesznek eleget, ahol az egyiitthatdk egészek és a fSegyiitthato 1.
Algebrai egészek Osszege és szorzata ismét algebrai egész. Az algeb-
rai egészek szamelméleti bevezetését elsdsorban az indokolja, hogy jol
hasznélhatdk a diofantikus egyenleteknél. Példdul Fermat azt allitot-
ta, hogy az y? + 2 = z3 egyenletnek nincs mas egész megolddsa, csak
y = 5,2 = 3. Most erre egy olyan bizonyitdst vdzolunk, amely az
a + by/=2 alaki algebrai egészekre tamaszkodik. Ezeket azért vessziik
el6, hogy a bal oldalt tényezdkre tudjuk bontani, és igy az egyenletet

v+ VA - VD) = 2

alakra hozzuk. Némi vacakolds utdn kideriil, hogy a bal oldalon &allé
tényezOkrdl feltehetjiik, hogy relativ primek. A kozonséges egészek
korében, ha két relativ prim szorzata kobszam, akkor a tényezdk kiilon-
kiilon is kobszamok. Ha feltessziik, hogy ugyanez az algebrai egészek
korében is érvényes, akkor specidlisan

y+ V-2 = (a+bv/=2)>°

adédik. Elvégezve a kobre emelést és Gsszehasonlitva +/—2 egyiittha-
toit, azt kapjuk, hogy

1 = b(3a® — 26%),

amelynek a megolddsait mar konnyen meg tudjuk keresni prébalgatas-
sal. Sziikségképpen b = %1 és 3a® —2b% = +1. Innen a = +1és b = 1.
Ekkor viszont z = 3 és y = 45, amint allitottuk. Igy elmondva ez nem
egy szigori bizonyitds, mert nem tudhatjuk biztosan, hogy a kobokre
vonatkozé eredmény az a + by/=2 alakii egészek kérében is igaz ma-
rad-e. Ez azonban belathaté mint az ilyen alaku egészek egyértelmii
primfelbontdsdnak egyik kovetkezménye. A bizonyitds nem teljesen
trividlis, de nem is kiilonosen mély.

A fentiek kitiinden illusztraljak, mi médon teszi lehetévé 1j eszko-
26k — jelen esetben az a + by/—2 alaki szamok — bevezetése, hogy
koznapibb matematikai objektumokrél — jelen esetben az egészekrdl
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— 4j eredményeket tudjunk levezetni. Az 1j eszkoz olyan extra szer-
kezetet hoz magaval, amelyet jél ki tudunk hasznalni, majd az egészet
kikiiszobolve, sikeresen boldogulunk az eredeti problémaval.

Korosztasi aritmetika

Tobb matematikus is észrevette, hogy az a™ + b” kifejezést is hasonlé
médon tényezdkre lehet bontani az — éltaldban (-val jelolt — n-edik
komplex egységgydk felhasznaldsaval. Az el6z6 ponthoz hasonldan, ha
a™+b" teljes n-edik hatvany, akkor azt varjuk, hogy mindegyik tényezd
maga is n-edik hatvany kell hogy legyen. 1847-ben Lamé erre az érve-
lésre alapozva benytjtotta a Nagy Fermat-tétel bizonyitasat. Joseph
Liouville, aki nyilvan mar j6 ideje foglalkozott a kérdéssel, azonnal va-
laszolt Laménak, és rémutatott, hogy a bizonyitds csak akkor miikodik,
ha be tudjuk litni, hogy az egyértelmi primfelbontds érvényes marad a
kérosztdsi egészek korében is; ezek (-nak egész egyiitthatds polinomjai.
Liouville félelmei beigazolédtak, amikor Ernst Kummer megirta neki,
hogy a korosztasi egészeknél n = 23-ra nem igaz az egyértelmii prim-
felbontds. Ugy tfint, hogy a Fermat-sejtésnek ez a megkozelitésmédja
athidghatatlan akadalyba iitkozott.

Az idedlis megoldds

A matematikai kutatas egyik alapszabélya, hogy ne dobjunk el egy j6
gondolatot pusztan azért, mert nem miikodik. Kummer, a teologus-
bél lett matematikus, Gauss és Dirichlet tanitvanya, taldlt egy utat,
amellyel helyre lehetett allitani a primfelbontds egyértelmiiségét, és
nem is csak a korosztasi egészekre, hanem algebrai egészek bdrmely
rendszerére. Az otlet akkor meriilt fel benne, amikor egy teljesen mas
szamelméleti probléman, az iin. magasabb rendii reciprocitasi téte-
leken dolgozott. Ezekrdl csak annyit emlitek meg, hogy az a = b"
(mod p) teljesiilésének feltételeivel foglalkoznak; ez kiterjedt és fontos
témakor, de til messzire vinne el minket. Kummer kidolgozta az ided-
lis s2dmok elméletét. Az eredeti megfogalmazds szerint ezek egyéltalan
nem is szamok, hanem csak nemlétezd szamok kisértetei. Egy n idedlis
szam egy tényleges szamok kozotti olyan relacié, amely gy viselkedik
mint a modulo n kongruencia, azzal az eltéréssel, hogy most nem lé-
tezik az n, amely modulus szerint a kongruencia fennallna. Késébb a
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kisértettdl két kiilonbozé médon is sikeriilt megszabadulni. Egy idea-
lis szamot felfoghatunk valédi szamként algebrai szamok egy bévebb
rendszerében, vagy pedig szamok halmazaként az eredeti rendszerben.
A masodik értelmezés aratott nagyobb tetszést, és elvezetett a modern
idedlfogalomhoz. Kummer bebizonyitotta, hogy noha az algebrai sz4-
mok primtényezSkre bontdsa nem mindig egyértelmii, azonban prim
idedlis szamok szorzataként mar mindig egyféleképpen allnak els. En-
nek az 1ij fegyvernek a segitségével (amelyet mesteri médon kellett for-
gatni, a kozonséges szamoktdl az idedlisokhoz visszahiizédva, majd al-
kalmas pillanatban ismét kitdmadva) Kummer bebizonyitotta a Nagy
Fermat-tételt minden olyan n kitevére, amely ,reguléris” primszam.
Ez egy elég specialis fogalom, elégedjiink meg annyival, hogy a 37, 59 és
67 kivételével minden 100 alatti prim regularis. Tovabbi otletek beve-
tésével Kummer és Dimitri Mirimanoff ezt a hdrom esetet is elintézte.
Azt sejtették, hogy ily médon az eredményt végtelen sok n primre le-
het majd igazolni; a sors irénidja folytan egyeldre csak annyit tudunk,
hogy a médszer végtelen sok primre mond csédot! Persze lehetnek mas
modszerek is .. .

Az eljdrasokat tovabbfejlesztve a matematikusok egyre messzibbre
toltak ki a hatart; 1980-ra Wagstaff belatta, hogy a Nagy Fermat-
tétel 125 000-ig minden n kitevére igaz. Ez egyben azt is jelenti, hogy
ha esetleg létezik is ellenpélda, az legalibb egymillié jegyii hatalmas
szamokbdl kell hogy élljon, és igy elképzelhetetlen, hogy véletleniil
vagy kozvetlen szamoldssal ratalaljunk.

Régi megolddsdt Gjjaalakitjuk

Egyes diofantikus egyenleteknek — ilyen a pitagoraszi szamharmasoké
is — megvan az a tulajdonséguk, hogy néhany megoldds megtalaldsa
utdn ezekbdl wjakat allithatunk el8. Ebbél a tipusbél a legérdekesebb
egyenletek kozé tartoznak az elliptikus gorbék, amelyeket mér az elé26
fejezetben is emlitettem; ezek

vi=azd+ b2’ +cx+d
alakiiak. Barmely egyenes harom pontban metsz egy ilyen gorbét. Ha

ezek koziil kettének ismertek a koordinatai, akkor ki tudjuk szamita-
ni a harmadikéit is. Ha az elsd ketté koordinatai racionalisak, akkor
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ugyanez 4ll a harmadikra is. A harmadik pontot tekinthetjik ugy
mint a mdsik kettének valamiféle ,szorzatat”. Erre a szorzatra meg-
lep8 médon teljesiilnek a szokasos algebrai szabélyok, egy algebrista
azt mondana, hogy a megoldasok halmaza Abel-csoportot alkot. L. J.
Mordell bebizonyitotta, hogy barmely elliptikus gorbe esetén a megfe-
lels egyenletnek mindig létezik véges sok olyan racionalis megoldasa,
amelyekbé] az sszes raciondlis megolddst a fenti tipust szorzas ismé-
telt alkalmazasaval kapjuk. A megoldasok csoportja ,végesen gene-
ralt”. Ebbél az is adédik, hogy az egyenletnek végtelen sok racionalis
megolddsa van. Mas egyenletek sokkal szegényebbek, mert csak véges
sok megolddssal rendelkeznek, vagy akar egyetleneggyel sem. Itt van
példdul Axel Thue és Carl Siegel fontos tétele, amely harmad- és ma-
gasabb foku egyenleteknek egy altalanos osztéalydrdl garantdlja, hogy
csak véges sok megolddsuk lehet. Specifikusabb példa W. Ljunggren
1942-es eredménye arrdl, hogy az 2 + 1 = 2y* egyenletnek pontosan
két megoldasa van, mégpedig (z,y) = (1,1) és (239,13). A kérdés
tehat az, hogyan tudjuk a béségszarut a koldustarisznyatdl megkiilon-
boztetni.

Lyukas egyenletek

A kérdésre a vilasz egészen mas iranybdl érkezett: az algebrai geo-
metriabél. Az algebrai geométerek olyan (nagyon altaldnos értelem-
ben vett) gorbéket és feliileteket vizsgalnak, amelyeket polinomegyen-
letek hataroznak meg. Ezeket algebrai sokasdgoknak nevezziik. Az
elmélet kialakuldsdhoz a dontd I6kést a komplex szamok feletti polino-
mokra vonatkozé tizenkilencedik szazadi vizsgalatok jelentették. Egy
f(z,y) = 0 egyenlet két valds véltozd esetén egy gorbét hatiroz meg
az (z,y)-sikban. Egy ugyanilyen egyenlet két komplex valtozéval egy
analég objektumot, egy komplex gorbét definidl. A komplex sik azon-
ban kétdimenzids, szemben az egydimenzis valds egyenessel, és ezért a
komplex objektumok rendszerint kétszer annyi dimenziésak mint valés
megfelel6ik. Ebbdl kovetkezik, hogy egy komplex gorbe kétdimenzios
a valds szamok felett, tehat tulajdonképpen egy felilet. A topolégu-
sok szerint egy altaldnos feliilet olyan mint egy sok fogantyival ellatott
g0mb, vagy ami ezzel ekvivalens, mint egy soklyuki térusz (jol atszur-
kalt fank vagy sokfonati perec). A lyukak szamat a felillet nemének
nevezziik. Vagyis minden komplex egyenlethez tartozik egy szam, az
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egyenlet neme. Ez a topoldgiailag definidlt szdm meglehetdsen onké-
nyes és zavaros kredciénak tiinhet, azonban nagyon fontos az algebrai
geometridban. Kideriil tobbek kozott, hogy aritmetikai iton kiszamit-
haté.

Mordell 1922-ben észrevette, hogy azok az egyenletek, amelyekrél
tudjuk, hogy végtelen sok racionélis megolddsuk van, mind 0 és 1 ne-
miiek. A pitagoraszi egyenlet neme 0, az elliptikus gorbéké 1. A Diop-
hantosz dltal vizsgalt Gsszes egyenlet neme 0 vagy 1! Itt végre valami
rend és altalanossig kezdett kirajzolédni. Mordell azt sejtette, hogy
minden olyan egyenletnek, amelynek a neme legalébb 2, csak véges sok
raciondlis megolddsa lehet, esetleg egy sincs. A Fermat-egyenlet neme
(n — 1)(n — 2)/2, ami nagyobb mint 1, ha n nagyobb mint 3. Tehat a
Mordell-sejtés egyetlen specidlis esete maga utan vonja, hogy n > 3-ra
a Fermat-egyenletnek csak véges sok megoldasa lehet, ha egyaltaldn
van neki. Ez mutatja, mennyire erds eredményt jelent a Mordell-sej-
tés. A megolddshalmaz végességének bizonyitdsa utan a kovetkezd
lépés az lenne, hogy a megolddsokra konkrét korlatot szabjunk — ,a
tételt effektivizaljuk”. Ezutdn mar egy elvileg rutin szdmolis megmu-
tatna, hogy léteznek-e egyaltaldn megolddsok, és ha igen, melyek ezek.
Mindez persze édes dlom, de az volt a Mordell-sejtés is.

A Mordell-sejtést nagyon kevés evidencia tdmasztotta ald; annyira
kevés, hogy André Weil, a vildg egyik vezets szamelmélésze megjegyez-
te, hogy ,egyetlen jé okot sem tudunk felmutatni arra, hogy mellette
vagy ellene szavazzunk”. Weil gyakorta biralja, hogy tilhajtott médon
a ,sejtés” szdval szoktak illetni olyan vad talalgatdsokat is, amelyek-
rél a matematikusok csak remélik, hogy talén igaznak bizonyulnak.
A sors kiilonds irénidja, hogy éppen Weil néhany sejtése volt az, ami
megnyitotta a Mordell-sejtés bizonyitasahoz vezetd utat.

Az unalom gyiimolcsei

Weil meséli, hogy 1947-ben Chicagoban

rosszkedvili voltam, nem tudtam mit csindljak, és unalmamban belelapoztam két
dolgozatba, amelyeket Gauss a bikvadratikus maradékokrél irt, és amelyeket kordb-
ban sohasem olvastam. A mésodik cikk a Gauss-egészekr8l szél. Az els8 lényegében
az az? - by = 1 egyenlet megolddsszdmaval foglalkozik a modulo p primtestben,
valamint azzal, hogy ezek milyen kapcsolatban &llnak bizonyos Gauss-osszegekkel;
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a médszer valéjaban ugyanaz, mint ami a Disquisitiones utolsé pontjiban szerepel
a harmadrendli Gauss-dsszegekre és az az® - by3 = 1 egyenletekre. Ekkor észre-
Vettem, hogy hasonlé elveket alkalmazhatunk minden az™ + by +c2" ...=0
alaki egyenletre, és hogy ebbdl kivetkezik az 1in. ,Riemann-sejtés” a véges testek
feletti minden az™ + by"™ 4 c2™ = 0 alaki gorbére. Ennek alapjan mondtam ki
sejtéseket véges testek feletti sokasigokra. . .

A Weil-sejtések kulcsszerepet jatszanak a kovetkezd kérdésnél: rogai-
tett p prim mellett, hany megolddsa van egy adott diofantikus egyenlet-
nek modulo p. Ez a diofantikus egyenletek kozonséges egész megoldasai
szempontjabdl is fontos, hiszen barmely egész megoldast ,redukalva”
egy modulo p megoldashoz jutunk. Igy példaul, ha modulo p nincs
megoldds, akkor egész megoldds sincs. A gyakorlatban olyan prob-
1émék meriilnek fel, hogyan kell ,0sszeragasztani” a kiilonb6zé prim
modulusok szerinti redukciébél kapott informacickat; és erre Weil egy
nagyon szép gondolatot dolgozott ki. Ismeretes, hogy barmely p”
primhatvanyhoz létezik olyan véges test, amelynek pontosan p" eleme
van. Testen olyan rendszert értiink, amely sajat aritmetikaval rendel-
kezik, beleértve az osztast is. Egy adott egyenlet megolddsszamat eb-
ben a testben jeloljiik a,-nel. Az egyenlet zeta-figgvénye olyan eszkoz,
amely egyetlen objektumban Gsszefogja az Gsszes an szamot. Definial-
Junk egy algebrai sokasdgot mint egy darab egyenlet helyett egy egész
rendszer megolddsainak a halmazat. A gorbéken végzett vizsgdlataira
tdmaszkodva Weil azt sejtette, hogy egy V éltalanos algebrai sokasagra
az alabbi harom dolog teljesiil:

(1) V zeta-fiiggvénye kifejezhetd egy algebrai egészekbdl 116 specialis
véges halmaz segitségével.

(2) Létezik olyan ,fiiggvényegyenlet”, amely Osszekapcsolja a zeta-
figgvény értékeit s-ben és s/p" -ben.

(3) (A V-re vonatkozé ,Riemann-sejtés”) Az osszes (1)-beli algebrai
egész egy olyan koron helyezkedik el a komplex sikban, amelynek
kozéppontja az origd és a sugara p"/2.

Mindez meglehetdsen technikainak tiinik, a lényege azonban az, hogy
nagyon részletes informdciét nyeriink arrél, hany megoldasa van egy
diofantikus egyenletrendszernek egy véges test felett.
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A topolégiai kapcsolat

Hogyan jutott Weil ezekre a sejtésekre? Nem taldlomra, hanem jé
okkal sziirta ki Gket; ,érz8dott” rajtuk, hogy igaznak kell lenniiik. A
magyarazat egy topoldgiai analégidban rejlik; egy olyan eredményt,
a Lefschetz-féle nyomképletet kell alkalmazni, amely egy topoldgikus
transzformacié fixpontjait szamolja ossze. A transzformadcié itt a Fro-
benius-leképezés, amely z-et zP-be viszi. Innen szarmazik Weil (1)
sejtése. A (2) sejtés alapja egy topolégiai ,dualitds”. A (3) allitds jo-
val mélyebb, ebben Solomon Lefschetz és William Hodge mas sejtései
is szerepet jatszanak. Csak egy a bokkend: a Lefschetz-tétel csak to-
pologikus térben érvényes, a véges testeknek pedig nincs valamirevals
topoldgiai szerkezetiik. Igy Weil analdgidja nem igazan meggy6z6. S6t
azonnal el is vethetnénk, ha gorbékre nem adnd a helyes eredményt.
A Weil-sejtéseket végiil 1975-ben Pierre Deligne bebizonyitotta, egeé-
szen masféle (és nehéz) médszerek felhasznaldsaval. Az eredmények az
algebrai geometriaval kapcsolatos szamos problémanal azéta is alapve-
téen fontosnak bizonyultak.

Sejtések paradéja

A tizenkilencedik szazad 6ta az algebrai geométerek mindig felhasznal-
Jak az algebrai szamtestek és a ,fiiggvénytestek” kozott fennallé analé-
giat. Az utébbiak elemeit is egyenletek gyokeiként szarmaztatjuk, csak
itt az egyenletek egyiitthatéi racionalis szamok helyett p(z)/q(z) racio-
nalis fiiggvények, ahol p és ¢ polinomok. Az elsé kézzelfoghaté jel, hogy
Mordellnek taldn igaza lehet, 1963-bdl szarmazik, amikor J urij Manyin
fuggvénytestekre bebizonyitotta az analg eredményt. Téle figgetle-
nill H. Grauert is ugyanezt igazolta 1965-ben. Kozben 1962-ben Igor
Safarevics kimondott egy sejtést a gorbék ,jé redukciéjdrél” — arrél
az eljarasrol, ahogyan egy egészek folotti egyenletet egy primmodulus
szerint redukalunk. (Ahelyett hogy mondjuk az z® = 22 egyenletet
oldanank meg, olyanokat néziink, mint példéul z°® = 22 (mod 7).
Ennek egyik megolddsa z =2 (mod 7), és ez valamit az eredeti z-r5l
is eldrul. Ugyanezt a 7 helyett sok mds primmel is végigjatszva tovab-
bi informdcié nyerhetd.) Safarevics azt tippelte, hogy adott nemszam
esetén csak véges sok olyan gorbetipus létezhet, amely minden primre
J6l redukélhaté, kivéve esetleg primek egy rogzitett véges halmazét. A
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lényeges vonas itt a gorbék halmazanak végessége. A helyzet kezdett
1zgalmassa valni, amikor 1968-ban A. N. Parsin megmutatta, hogy a
Safarevics-sejtésbdl kovetkezik a Mordell-sejtés. Amint mar bizonyara
észrevették, az algebrai geometria bévelkedik sejtésekben. 1966-ban
John Tate ezek tarhazat wjabbal gazdagitotta, amely az ,Abel-soka-
sagokra”, az elliptikus gorbék tetszdleges dimenzids altaldnositasaira
vonatkozott. A 80-as évek elejére a diofantikus egyenletek szakértsi
gyanitani kezdték, hogy Mordell nem tévedett, a bizonyitas ott 6lalko-
dik valahol a kozelben, és a Tate-sejtés is belekeveredett a dologba. Es
1983-ban Gerd Faltingsnak sikeriilt nemcsak Mordell sejtését, hanem
1ogton Safarevicsét és Tate-ét is igazolnia. Mddszere tulajdonképpen
Fermat ,végtelen leszélldsanak” egy nagyon kifinomult véltozata. Fal-
tings el6szor a Tate-sejtést tisztazza. Ezt Deligne-nek a Weil-sejtésekre
vonatkozé eredményével kombinélva eljut a Safarevics-sejtéshez. Vé-
gil Parsinnak a Mordell-sejtésre vonatkozé munkajaval valik teljessé
a bizonyitas.

Ami a Nagy Fermat-tételt illeti, tovabbra is maradt egy hézag. Az,
hogy véges sok megoldds van, nem ugyanaz, mint hogy egy sincs. Fal-
tings tételétdl a Fermat-egyenletnek akar sokmilli6 megolddsa is lehet
barmely n-re! Azonban D. R. Heath-Brown nemrég megmutatta, hogy
azoknak az n egészeknek az aranya, amelyekre nincs megoldas, egyre
Jobban megkozeliti a 100 szazalékot, amint n egyre nagyobb, vagyis
a Nagy Fermat-tétel ,majdnem mindig” igaz. Elhagyhaté-e innen a
»Majdnem”? Ennek eldontése a kovetkezd matematikus-nemzedékre
Var.
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EUKLIDESZ ELHANYAGOLT KONYVE

Az osszemérhetetlen ardnyok felfedezését Metapontumi Hippaszosznak tulaj-
donitjdk. A pitagoreusok ekkor allitélag éppen a tengeren jartak, és Hip-
paszoszt buntetésiil a vizbe vetették, mert egy olyan elemet taldlt a vildg-
egyetemben, amely ellentmond annak a pitagoreus doktrindnak, hogy az
univerzum minden jelensége egész szdmokra vagy azok arinyaira vezethetd
yissza.

Morris Kline

A matematika egész eseménydis torténetében is az egyik legelSkelébb
hely illeti meg Euklidész Elemek c. miivét, ezt az i. e. 300 korilrdl
szarmazé geometriai témaju konyvsorozatot. Euklidész a logikai okos-
kodasok szigorusagat tekintve olyan szabvanyt allitott fel, amelyet
2000 éven at nem tudtak felilmilni. Noha logikdjdban mai szem-
mel mar hidnyossagokat fedeziink fel, axiomatikus megkozelitésmédja
mégis modellként szolgal a jelenkori matematika nagy részéhez. Az is-
kolai tanitasban az Elemekbdl terjedelmes szemelvényeket hasznaltak
fel ugyszolvan mddositas nélkiil a kozépkortdl egészen a tizenkilence-
dik szazad végéig. A tanitott anyag magdban foglalta az egybevagé
haromszogeket, Pitagorasz tételét, a sokszogek szerkesztését és az ot
szabalyos test meghatarozasat. Az egyik konyv azonban nemigen volt
iskolai tananyag: a tizedik. Sokkal homadlyosabb, mint a tobbi: elsé
ranézésre technikai eredmények zagyva keveréke, minden rendszerezett
téma nélkiill. Valdsziniileg nem sok olyan tanar akadt, aki egyaltalan
barmi értelmet talalt a Tizedik Konyvben, nemhogy a matematika fe-
lépitésében jatszott szerepét értékelte volna. Egészen mas ,érzetet”
kelt az emberben, mint a masik tizenkét konyv. Ennek az az oka,
hogy valéjaban egyaltalin nem geometriardl szo6l, hanem aritmetika-
r6l. Egy olyan hosszas kiizdelemnek a tanijele, amely a valds szamok
rendszerének néhany mélyebb tulajdonsaga koriil folyt.

A dolog azért érdekes, mert tobb olyan gondolatot kapcsol ossze,
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amelyek kilonbozd alruhdkba oltozve jelentSsen befolyasoltak a mate-
matika fejlédését. Kilonosen arra mutat rd, hogy mddszerek egy jol
kiépitett tarhazanak ismerete hogyan terelheti vakvdganyra a soron
kovetkezd kutatasokat, mikozben elfedi egy egyszeriibb és vildgosabb
nézépont 1étét. Mads szavakkal, ha valamit akarmilyen nyakatekert
médon is, de sikeresen el tudunk végezni, akkor sokkal egyszeriibb ezt
tovdbbra is igy esindlnunk, mintsem megprébalnunk jobban megérteni,
mirdl is van sz6 tulajdonképpen. Sét, egy komplikalt eljaras alkalma-
261 gyakran egyenesen kedviiket lelik a bonyolult 1épésekben, miutan
azokat mar jol elsajatitottak. Ugyanez meglehetdsen gyakran eléfordul
a modern kutatasban is. Ez nem valami szerencsés dolog, mert a jé
Mmatematika lényege éppen az, hogy a probléma mélyére hatoljunk; a
megoldds 6nmagaban nem a végsd cél.

Irraciondlis dldozat

Noha a matematika nem kizarélag, s6t még csak nem is elsésorban
szamokkal foglalkozik, ezek mégis alapveté szerepet jatszanak. A ma-
tematikusok sokféle szamtipust killsnboztetnek meg. A természetes
szdmok a hagyomanyos nemnegativ egészek: 0, 1, 2, 3, ... és igy to-
vabb. Az egészek a pozitiv és negativ egészek és a 0. A raciondlis
s2dmok (vagy roviden ,a racionalisok”) az egész szamok hényadosai,
Vagyis a tortek. A wvalds szdmok (,a valésok”) azok, amelyek felir-
haték véges vagy végtelen tizedes tort alakban. A komplexr szdmok
gy keletkeznek a valésokbdl, ha megengedjiik, hogy a —1-nek legyen
négyzetgyoke.

Torténetileg, a szamkor minden 1ij bévitését csak hosszas filozéfiai
Csatarozasok utan sikeriilt keresztiilvinni. A csatak mindig gydzelem-
mel végzddtek, de nem a rendszer bévitését szorgalmazé intellektualis
érvelés kitiinésége dontott, hanem az ilymédon kapott eredmények vi-
tathatatlan hasznossaga. A szamok annyira szorosan kapcsolédnak a
természetes vildg egyes vonasaihoz, hogy hajlamosak vagyunk szinte
fizikailag 1étez8 egyedi dolgoknak képzelni 6ket. Csak alaposabb szem-
revételezésiikkor deriil ki, hogy az emberi elme sziileményei — egy
fnédszert Jelentenek, amelynek segitségével az agyunk modellezni tud-
Ja a Természet bizonyos vonatkozasait, és semmiképpen sem jelentik
Mmagat a Természetet.

A pitagoreusok idejére a szamkor mai nyelven megfogalmazva ko-
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rilbeliil a racionalis szamokig jutott el, azaz az egész szamokhoz és
ezek aranyaihoz: ,ratio”-thoz. Az egész szdmok megjelenitése és a
veliik valé bandsméd kénnyen megvaldsithaté: a szamldldshoz mind-
ossze egy nagy halom kavicsra van sziikség. A tortek is egyszeriien
megkozelithetSk: a 2/3 szam megaddsahoz vegyiink példdul egy zsik
homokot, osszuk be hirom egyforma kupacba, és ezekbsl valasszunk
kettdt. Végtelen sok tort létezik, és ezek a szamsor végteleniil finom
felosztasat teszik lehetévé. Kereskedelmi, foldmérési, csillagdszati és
hasonl$ jellegii célokra a racionalis szamok tbb mint elegend8k. A leg-
pontosabb tudoményos mérések még ma is csak legfeljebb mintegy tiz
tizedes jegyig fejezhetdk ki, tehat a kisérleti eredmények leirdsara mar
olyan racionalisok is megfelelnek, amelyek nevez6i nem haladjsk meg
a 10 millidrdos nagysdgrendet. Az elmélet kovetelményeihez azonban
ezek nem elegenddk.

Az ismert geometria logikai alapjait vizsgilgatva a pitagoreusok
meglepé felfedezést tettek. A geometridban a szamok természetes mo-
don adédnak mint egyenes szakaszok hosszai. A gorogok azt is tudtak,
hogy az aritmetikai miiveleteket geometriai szerkesztésekkel meg lehet
valSsitani. Két szamot példaul dsszeadni gy kell, hogy a megfele-
18 hossziisagokat egymas mellé helyezziik. Nyilvanvalénak tiint, hogy
barmely hosszisignak megfelel egy szam (amin itt racionalis szamot
értettek), és barmely (racionalis) szimnak megfelel egy hossziiség. Mi-
vel a racionélisok egészen finom eloszlastiak, igy bizonyara nincs kézét-
tiik hézag — vagyis nincs olyan szakasz, amelynek ne racionalis lenne
a hossza. A pitagoreusoknak azonban sikeriilt bebizonyitaniuk, hogy
bizonyos konnyen megszerkeszthetd szakaszok hossza egyetlen raciond-
lis szdimnak sem felel meg. Ezeket irraciondlisnak nevezték el.! Ilyen
példaul az egységnyi oldali négyzet atléja (amelynek a hosszat ma

1 Szabé Arpad ,A gorog matematika kibontakozdsa” c. konyvében (Magvetd,
1978) a 108-109. oldalakon a kdvetkez8ket frja: ,A gérégok a mi irracionalis sz4-
munknak’ megfeleld kifejezést (,alogosz’) ebben az Ssszefiiggésben nem hasznaltdk.
Helyette ugyanezt a tényt kétféleképpen fogalmazhattdk meg. A négyzet tléja —
ha az oldal valamilyen szdm — ,kimondhatatlan’ (,arrhéton’); vagy pedig: a négy-
zet oldala és 4tldja hossziisdguk szerint (linedrisan) dsszemérhetetlen mennyiségek
(nincs kozds hossziisdgi mértékik). Az ,08szemérhetetlenségre’ néha ma is hasz-
ndljdk még a latinos ,inkommenzurdbilis’ kifejezést. Ez a latin megjelolés a gordg
,aszymmetron’ terminus technicus forditdsa.” (LM)
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V2-nek mondjuk). Egy mdsik irraciondlis a 7 = (14+v/5)/2 aranymet-
$2€s, amely tobbek kozott az 6tszog geometridjaban fordul els. Harom
lehetdség kinlkozott: tagadni az atl6 létezését (ami romba donti a ge-
Oometriat); elfogadni, hogy egyes szakaszoknak nincs hosszuk (dettd);
Vagy azt fogadni el, hogy egyes hosszaknak nem felel meg szdm (ami
az aritmetikat teszi tonkre). Es ami még rosszabb, az dsszes olyan té-
tel, amelynek bizonyitisaban hallgatélagosan feltettiik, hogy a hosszak
racionalisak, kétségessé valt. Példaul az a tétel is, hogy két négyzet
teriiletének az ardnya az oldalaik ardnyanak négyzetével egyezik meg.

A racionalitds mindent legydz

A gorég megoldds az aritmetikat aldozta fel, és a szakaszokat a hosz-
szukkal azonositotta. Igy a teriiletek a megfelels négyzetek szinonimai
lettek, stb. Az ardny ekkor valami relaciéféle szakaszok parjai kozott.
Ez a triikk azért miikodik, mert a tényleg alapvetd tételek kivétel nél-
kiil aranyokrél szélnak. Nem szamit, hogy egy arany valéjaban micso-
da, csak azt kell tudnunk, hogy két arany mikor egyenld, illetve ha nem
egyenldk, akkor melyik a nagyobb. A gorogok erre vonatkozé valasza,
amit Eudoxosz adott meg, az Elemek Otodik Konyvének elején ol-
vashaté. Ennek a definicidnak a modern véltozata a kovetkezéképpen
hangozhat: »ahhoz hogy két irracionélist meg tudjunk kiilonbéztetni,
€8y raciondlist kell kozottiik taldlnunk.” Az eredeti megfogalmazds
sokkal nehézkesebb és szamok helyett aranyokrdl szél. Mai szemmel
Nézve rogton azt sugallja, hogy az irraciondlisokat a kozelité racionali-
sok segitségével kell kezelni. A gorogok kezében is lényegében ugyan-
frre a gondolatra vezetett, csak sokkal koriilményesebb formaban.

Kimerités

Tegyiik fel, hogy két ugyanolyan alaki haromszégiink van, csak az
egyik kétszer akkora méretii mint a masik (vagyis az oldalai kétszeres
ossziisdgiak). Ekkor tudjuk, hogy a terilete négyszeres. A teriilet
& méret négyzetével ardnyos. A gorogok ezt elészor haromszogekre,
Majd sok kis haromszog Gsszeragasztasaval sokszogekre is igazoltak.
Azonban még egy olyan egyszerii és alapvetd alakzat mint a kor sem
Onthaté fel haromszogekre. Ennek ellenére a gorogoknek sikeriilt a
1Zonyitast a korre és mas alakzatokra is kiterjeszteniiik azaltal, hogy
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2. &bra. A régi gorogok kimeritési médszere a kort olyan belsd és kiilss sokszogekkel
kozeliti, amelyek tertilete kozott akdrmilyen kicsi az eltérés. Ily médon a kor tertile-
te meghatdrozhatd.

sokszogekkel kozelitették 6ket. Az elsé kort kozrefogjuk egy beirt és
egy kortilirt sokszoggel, majd hasonlé part képeziink a masik kornél is.
A belsé sokszogek teriilete az oldalaik négyzetével aranyos, és ugyanez
all a kiils6kre is. A beirt és koriilirt sokszogek eltérését akarmilyen
kicsivé tehetjik, és kozéjik szorul maga a kor.

Ebben a helyzetben alkalmazhaté Eudoxosz gondolatmenete. A ko-
rok teriiletének ardnya vagy megegyezik a méretiik ardnyanak négy-
zetével, vagy pedig nagyobb, illetve kisebb anndl. Ha kisebb, akkor
egy meghatarozott mennyiséggel kisebb; ez elegendé helyet hagy arra,
hogy a hézagba beszoritsunk egy kozelitd sokszoget, és azt nyerjuk,
hogy a sokszognél is baj van. Ez azonban lehetetlen, hiszen sokszogek-
re tudjuk, hogy a tétel igaz. Ugyanigy okoskodhatunk a ,nagyobb”
esetben is. Vagyis csak az egyenléség allhat fenn! Ennek a mddszer-
nek a telivér gorog valtozatat kimeritésnek nevezik, mert a kozelité
sokszogek ,kimeritik” az egész teriiletet. Els6 ranézésre a mddszer
nagyon nehézkesnek tiinik, ennek ellenére némi gyakorlas utan elég
kénnyii a hasznalata. Es ez volt az, ami a gorogoket egy merev gon-
dolkodési séma csapdajaba csalta. Megakadélyozta 6ket abban, hogy
egy tisztességes aritmetikai vagy algebrai mddszert kidolgozzanak, sét
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még azoknak a gorbéknek és feliileteknek a terét is eltorzitotta, ame-
lyekkel a geometridjuk boldogulni prébalt. Figyelemre mélts, hogy
a sajat maguk szabta béklydik ellenére milyen sok jo munkara futot-
ta az erejilkb8l. (Nem lenne azonban fair a gorogokkel szemben, ha
elhallgatnank, hogy a valés szamok rejtett finomsédgainak a teljes meg-
értéséhez nagyon nehéz lett volna anélkiil a geometriai hattér nélkiil
eljutni, amelyet éppen az 8 tevékenységiik biztositott.)

A Tizedik Konyv hagyatéka

A homadlyos Tizedik Konyv, gy tiinik, az irraciondlisok kiilonbozd ti-
Pusainak osztalyozasira tesz kisérletet. Geometriai titon lényegében
csak azokhoz az irracionalisokhoz lehet eljutni, amelyekben négyzet-
gyokvonasok szerepelnek. Vannak kozottiik egyszeriibbek, mint pél-
déul a /7, és bonyolultabbak is, mint amilyen a

\/3\/%/3—1— 19v2 + 11\/7\/3_1+ 19v2.

A Tizedik Konyv ilyen bonyodalmakkal prébal megbirkézni. Eredmé-
nyei mai szemmel nézve nem tiil fontosak, a kiilonboz6 tipusi irracio-
nalitdsok vizsgalata azonban ma is az. Es ennek egyik fontos eszkoze,
a ldnctortkifejiés egyenesen a Tizedik Konyvre vezethetd vissza.

Egy tipikus ldnctort a kovetkezdképpen fest:

1+ - I

3+ ; ]
* 4
Nem olyan félelmetes, mint amilyennek ldtszik, ha a megfelels sor-
rendben gombolyitjuk fel. Az aljanal kezdve, 2 + 1/4 = 9/4. Ennek
reciproka 4/9, amihez 3-at adva 31/9-et kapunk. Vegyiik megint a re-
ciprokat, ez 9/31, és adjuk hozza a kezdd 1-est, amibsl 40/31 adédik.
Ez az eredmény. A kényelmesebb jeldlés erdekeben ezt a terpeszkedd
formulat az [1; 3, 2, 4] alakra révidithetjiik, és mind a szed8, mind
Pedig a szovegszerkesztdm nagyon fog oriilni, ha ebben valamennyien
megegyeziink.
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Barmely szamnak felirhatjuk a lanctortalakjat. Racionalis szam ese-
tén, a 40/31-hez hasonldan, a tort egyszercsak végetér. Irraciondlisnal
viszont nem, igy ez pontosan szétvalasztja a két szamtipust, noha ezt a
kritériumot éppenséggel nem mindig kénnyi alkalmazni! Néhany fon-
tos irracionalis szam lanctortkifejtése a kovetkezd:

o [840,15,1,292,1:1,6, 1,3, )
p=2191.1.41,1.6,1,1.8 1)
VRS Y 1T 2999, ]
V= {11, 261008,2:1,2,0,9/1, 4]
e T G B )

Itt e a természetes logaritmus alapszama és 7 = (1 + v/5)/2 a mar
kordbban emlitett aranymetszés.

Sormintdk

Vegyiik kozelebbrdl szemiigyre a 7-t. Ha nagyon hamar levagjuk a
lanctortet, akkor [3; 7] adédik, aminek az értéke a minden iskolsgyerek
altal ismert 22/7 tort. Ha néhany lépéssel odébb csonkolunk, akkor
[3;7,15,1] = 355/113 az eredmény, ami 7-nek egy masik hires kozelits
értéke. Szamszeriileg

22/7 = 3,1428571. ..
355/113 = 3,1415929 . ..
™ = 3,1415926 . ..

és minél tobb tagot tartunk meg a kifejtésbél, annal jobb kozelitést
kapunk. Belathatd, hogy a lanctortkifejtés adja a lehetd legjobb racio-
nalis kozelitéseket.

A felsorolt példak némelyike nagyon szép mintdt mutat, mashol
meg a minta hidnya szembeotls. A legegyszeriibb eset a 7, ahol min-
den ,jegy” 1! Ismétl6dé sorozatokat taldlunk a /2 és /3 kifejtésében
is. Mindharom szamban legfeljebb racionalisokbél vont négyzetgyokok
szerepelnek, és mar a tizennyolcadik szazadban megmutattak, hogy
nem véletlen egybeesésrdl van sz6: a lanctortkifejtésben az ismétlsdd
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minta éppen az a + NG y,masodfoku irraciondlisokat” jellemzi, ahol a
és b racionalisak.

Azt is észrevehetjiik, hogy e is szabalyos mintdt mutat, ami azonban
nem ismétlédik. A mintabdl latszik, hogy a lanctortkifejtés nem érhet
Véget, és ebbdl kovetkezik, hogy e sziikségképpen irracionalis. Mivel
a ldnctort nem is periodikus, ezért e nem lehet masodfoky irracionalis
sem. Ezt Euler vette észre 1737-ben a lanctortek altaldnos vizsgéla-
ta kozben. Johann Lambert lanctortek segitségével bizonyitotta be,
hogy ha z racionalis, akkor e és tg = nem az. Ebbdl kovetkezik,
hogy « is irraciondlis. A matematikusok nagyon szeretnék tudni, hogy
a ldnctortkifejtésben milyen mintaknak milyen szadmok felelnek meg.
Mondhatunk-e példaul valamit a harmadfokd irracionalisokrdl (mint
amilyen a ¥/2)? Mely szamok ,lanctortjegyei” maradnak egy felsd
korlat alatt? Ezek a kérdések a legkiilonbozdbb teriileteken jatszanak
fontos szerepet, még a dinamikus rendszerek elméletében is. Sajnos
nagyon keveset tudunk roéluk.

Egyesek irraciondlisabbak mdsoknal

A lanctortek révén a masodfoku irracionalisok megkiilonboztetheték a
Periodikus mintdjuk alapjdn, de az irracionalisok osztdlyozaséra van
mas Jehetdség is. Amint a 3. fejezetben emlitettiik, az egyik lega-
lapvetébb méd a szamok felosztasa algebraiakra, amelyek kielégitenek
€gy racionalis egylitthatés polinomegyenletet, és transzcendensekre,
amelyeknél ez nem teljesiil. A /2, V3, T és /2 algebraiak. Olyan
Polinomegyenlet, amelynek a 7 vagy az e tenne eleget, nem ugrik az
eszlinkbe, azt sejtetve, hogy ezek transzcendensek. Masrészt viszont
Vératlan formuldk is felbukkanhatnak a matematikdban, ilyen példaul
az Eulertdl szarmazé nevezetes

e"‘/:—l+1=0

Osszefiiggés, tehat balga dolog lenne elhamarkodott kovetkeztetéseket
levonni. Végiil az deriilt ki, hogy e és m valéban transzcendensek, de
a bizonyitdsra egy darabig véarni kellett. Sét, 1844-ig azt sem tudték,
h°$y egyaltalan léteznek-e transzcendens szamok. Abban az évben
Liouville egy olyan tételt igazolt, amely szerint az algebrai irraciona-
lisok nem kozelithetdk til jol racionalisokkal. Ezutan kénnyd olyan
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irracionalist talalni, amely rendkiviil jél kozelithetd racionalisokkal, ez
a szam tehat sziikségképpen transzcendens. Ilyen példaul az

1,1010010000100000000100000000000000001 . .. ,

ahol az 1-esek kozotti 0-k szama minden menetben megduplazédik. Ez
még mindig fényévnyi messzeségben van attdl, hogy egy ,természetesen
eléfordulé” szamrdl mutassuk meg, hogy transzcendens. Ezt a lépést
Charles Hermite tette meg 1873-ban, bebizonyitva, hogy e transzcen-
dens. Ezutan igy irt: ,Nem merem megkisérelni 7 transzcendencidja-
nak az igazolasat. Ha masok véllalkoznak rd, senki sem fog a sikeriik-
nek nalam jobban oriilni, de hidd el kedves baratom, hogy a dologhoz
szikség lesz némi erdfeszitésre.” Ferdinand Lindemann 1882-ben sike-
resen megoldotta ezt a feladatot, hasonlé mddszert alkalmazva mint
Hermite és felhasznédlva Euler fenti formuldjat is.

A kor négyszogesitése

Miért érdekelte az embereket annyira a 7 transzcendencidja? A go-
rogok harom hires problémat hagytak orokiil, ezek olyan szerkesztési
feladatok, amelyeknél csak korzd és vonalzé hasznalhato.

(a) Szerkessziink olyan négyzetet, amelynek a teriilete egy adott kor
teriiletével egyenld.

(b) Harmadoljunk egy adott szoget.

(c) Szerkessziink olyan kockat, amelynek a térfogata egy adott kocka
térfogatanak a duplaja.

Lindemann eredményébdl azonnal kovetkezik, hogy az (a) probléma,
a kor négyszogesitése, megoldhatatlan. Ennek az az oka, hogy bar-
mely geometriai szerkesztés elemi lépések egymasutanjara bonthatd,
és els6- és masodfokl egyenletek megolddsainak sorozataként értel-
mezhetd. Ezért a geometriai szerkesztésekkel nyert barmely hosszisig
biztosan kielégit egy polinomegyenletet. Mivel a kor négyszogesitése
egy m hossziisagi szakasz szerkesztésével ekvivalens, igy 7 transzcen-
denciaja teljessé teszi a bizonyitast.

Itt a matematika egy tipikus triikkjét figyelhetjiik meg. Az eredeti
probléma — a kor négyszogesitése — nyilvanvaléan geometriai. Arra
szamitanank, hogy a megoldds is geometriai lesz. A koordinatageo-
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metria segitségével azutdn az egészet algebrai kérdéssé fogalmazzuk at,
€s algebrai megolddst varunk. Lindemann bizonyitdsa azonban ana-
litikus; az analizis médszereire tamaszkodik, ezen beliil felhasznélja
Euler e-t és n-t osszekapcsold formuldjat (aminek a bizonyitasa végte-
len sorokon milik). A probléma varva vart megoldasa nem kozvetlen
geometriai roham eredménye — sét nem is lehet az. A matematikat
feloszthatjuk cimkével elldtott részteriiletekre, azonban aki tigy képze-
li, hogy a targy ezt a felosztast tiszteletben is fogja tartani, az semmit
sem okult a torténelembél.

Egy bizonyitds, amelyet Euler elszalasztott

1737-ben Euler észrevette, hogy a
C(x)=14+2""+37%+...

sort primszamokra vonatkozé eredmények bizonyitasara lehet felhasz-
nalni, példaul meg lehet igy mutatni, hogy a primek reciprokainak az
Osszege végtelen, ami azon tilmenden, hogy végtelen sok prim van,
egyben azt is igazolja, hogy elég siirlin fordulnak el$ a szamok kozott.
(1859-ben Bernhard Riemann Euler munkéjanak jelentds altalénosi-
tdsiba kezdett, megalapitva ezzel az analitikus primszamelméletet. A
¢(z) mai neve Riemann-féle zeta-fiiggvény.) Oriasi nehézségek aran
Eulernek sikeriilt a sort bizonyos z értékekre Osszegeznie. 1734-ben
beldtta, hogy ¢(2) = 7%/6. Késébb minden pdros n-re bebizonyitotta,
hogy ¢ (n) ="-nek racionalis tobbese. Ebbdl adédik, hogy ¢(n) min-
den p4ros n-re irraciondlis (sét transzcendens). Egészen a kozelmultig
senki sem tudott semmit mondani hasonlé szempontbdl a paratlan n-
ekrél, és a probléma meglehetésen reménytelennek tiint. El lehet kép-
zelni, milyen reakciét véltott ki, amikor 1978 juniusaban a Marseille-
Luminy-ben tartott Journées Arithmétiques konferencién R. Apéry, a
caeni egyetem tanara ,A ((3) irracionalitdsardl” cimmel jelentkezett
eldad4sra. Alf van der Poorten, aki jelen volt, a kovetkez8képpen tudé-
sit az eseményrél: ,Altaldnos szkepticizmus uralkodott. Ezt az el6adds
szinte tovabb fokozta, egészen a hitetlenségig. Az alkalmi hallgatok és
a nem francia anyanyelviiek szamara az egész csak valdsziniitlen allita-
sok sorozatanak tiint.” Van der Poorten ezutan néhany bizarr képletet
sorol fel, amelyek ((3) raciondlis megkozelitéseinek egy olyan gyorsan
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konvergalé sorozatahoz vezetnek el, hogy (Liouville tétele alapjan) ¢(3)
nem lehet raciondlis. Majd igy folytatja:

Némi hitetlenkedéssel fogadtam a hirt, hogy valaki, mégpedig Henri Cohen tigy
véli, hogy ezek az allitasok taldn igazak. Este nagy izgalommal iiltem le Hendrik
Lenstrdval és Cohennel beszélgetni, amikor is Cohen elmagyardzta és megmutatta
a bizonyitds legtobb részletét. A végére meg lettiink gySzve arrdl, hogy Professeur
Apéry valdban egy csoddlatos és pazar bizonyitdst taldlt a ((3) irracionalitdséra.
Egy kritikus 1épést azonban nem tudtunk belatni.

A probléma egy olyan sorozatot érintett, amelyet Apéry a bizonyitas
soran konstrualt, és amelyrél azt allitotta, hogy egészek az elemei. De
hogy ez miért lenne igaz, azt 1atszélag semmi sem tamasztotta ald. Sét
els6 ranézésre az allitds hamissdga tiint ,nyilvanvalénak”, lévén annyi-
ra furcsak az Apéry altal hasznélt formuldk. Azonban ... Marseille-
ben teljesen elképedtiink, amikor HP-67-es kalkuldtoraink egyre csak
egész szamokat produkaltak.” De a miértet, tigy tlint, csak Apéry
tudta, és 6 nem arulta el. Azutdn két hénappal késdbb a Helsinki-
ben tartott Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson Cohen és van der
Poorten megemlitették a problémat Zagiernek, aki ,bosszanté gyorsa-
saggal” kifoltozta a gondolatmenetiikben levd hézagot. Ezzel végleges-
sé valt, hogy Apérynek igaza van, és furcsa formuldi is helyesek.
Van der Poorten igy foglalja ossze az epizddot:

Az ordogbe is, mi torténik itt? Apéry hihetetlen bizonyitdsa csoddk és rejtélyek
keverékének tiinik. Amit ldtunk, az minden bizonnyal csak a jéghegy csicsa. Va-
jon az egész hegy is igy néz ki? A magam részér6l arra a véleményre hajlok, hogy
az eddig bemutatottak inkdbb kodositésnek tekinthetdk, semmint magyarazatnak.
A legijesztGbb azonban az, hogy Apéry bizonyitdsdnak nincs egyetlen olyan vo-
natkozdsa sem, amely ne lett volna elérhetd a 200 évvel ezeldtti matematikusok
szAmara.

Azt hiszem, Apéry nem til népszerii egyes matematikus korokben. Co-
hen Helsinkiben elmondott beszamoldja utén a hallgatésag egy tagja
némi malicidval ,a francia paraszt gySzelmére” tett megjegyzést. De
egy masik, nagylelkiibb hang igy felelt: ,Nem! Nem! Ez bamulatos.
Valami, amit mér Euler is megcsinalhatott volna!”
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PARHUZAMOS GONDOLATOK

A ,nemeuklideszi” geometria tanulményozdsa csak faradtta, Snteltté, arro-
ganssd és gyengeelméjlivé teszi a didkokat. A ,,nemeuidideszi” tér démonok
hazug kitalaciéja, akik sietnek a ,nemeuklidesziek” s5tét értelmét téveszmék-
kel elldtni. A ,nemeuklidesziek”, akircsak a régi szofistak, ugy tiinik, nem
veszik észre, hogy az értelmiiket a rossz szellemek sugallatai elhomélyosftot-
tdk.

Matthew Ryan

Sydney Smith torténetében két szomszédasszony 4ll épiild hazuk fris-
sen elkésziilt betonalapjan, és egymassal vitatkozik. ,Ezek az asszo-
nyok sohasem fognak egyetérteni — mondja Smith —, mert kiilon-
b6z8 alapokrél érvelnek.” Ez jél példdzza azt a tanulsagot, amelyért
a filozéfusok és a logika miivelSi egyarant keményen megszenvedtek,
hevezetesen, hogy a semmibdl nem kaphatunk valamit. A logikai ér-
velés barmely ldncolata valamilyen bizonyitatlan feltevésbél kell, hogy
kiinduljon. Ahogy Arisztotelész mondta, ,nem bizonyithaté minden,
hiszen akkor a bizonyitasi lancnak sohasem szakadna vége. Valahon-
Dan el kell indulnunk, és elfogadott, de bizonyithatatlan dolgokkal kell
kezdeniink.” Euklidész tudataban volt ennek, és az Elemek irasat a fel-
tevések felsorolasaval kezdte. Ezek legtobbje nemigen kérdéjelezhetd
meg, példaul ,amik ugyanazzal egyenldk, egymassal is egyenldk.” Van
azonban kozottitk egy, amelynek az intuitiv igazsiga sokkal vitatha-
t6bb: ,Ha két egyenest gy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon
keletkez& belss szogek két derékszognél kisebbek, akkor a két egyenest
korlatlanul meghosszabbitva, ezek taldlkozni fognak azon az oldalon,
amerre a két derékszognél kisebb szogek vannak.” Némi megfontolds
drdn beldthatjuk, hogy ez a feltevés ekvivalens az alabbi konnyebben
érthetd kijelentéssel: ha adott egy egyenes és rajta kiviil egy pont, ak-
kor a ponton &t az egyenessel egyetlenegy parhuzamos hizhaté. Pdr-
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huzamoson természetesen egy olyan egyenest értiink, amely nem talal-
kozik az eredeti egyenessel, akdrmennyire is meghosszabitjuk Gket.

Hogy egy ilyen feltevést ki kell kotni, azt Euklidész kommentato-
rai altalaban szégyenfoltnak tekintették. Jean Le Rond d’Alembert
egyenesen botranyrdl beszélt. Proklosz i. sz. 450 koril keményen bi-
ralta: , Teljesen ki kellene iktatni, mert ez a tétel nagyon sok nehéz-
séget okoz, amelyeket Ptolemaiosz egy bizonyos konyvében megpro-
balt tisztdzni. Az az allitas, hogy mivel a két egyenes egyre jobban
osszefut, amint meghosszabitjuk ket, ezért valahol majd talalkoznak,
hihetd, amde nem sziikségszerli.” Vilagos, hogy a gorogok hosszan
és alaposan elgondolkoztak a feltevés természetérdl. Késobb szamta-
lan kisérlet tortént annak a bizonyitdsara, hogy ez kovetkezik Eukli-
dész tobbi feltevésébol, de egyik sem jart sikerrel. Euklidész nézete
megerdsitést nyert, amikor kezdett beigazolédni, hogy a geometrianak
léteznek olyan konzisztens valtozatai, amelyekben a pdrhuzamossdgi
azioma nem érvényes. Egyetlen Geometria helyett geometriak egész
sora létezik, amelyekben mds és mds tételek igazak. Ezek felfedezése
sokaig tartott, mert mindenki azt hitte, hogy a geometria valamiféle
természeti objektum, és nem egyszeriien az emberi agy konstrukcié-
Jja. Végil vildgossa valt, hogy noha tokéletesen értelmes azt kérdezni,
hogy mi a Természet valédi geometridja, azonban ez nem olyan kérdés,
amit pusztan matematikai okoskodassal el lehet donteni.

Euklidész javitott kiaddsban

A problémaval foglalkozé legrégibb munkédk azt a célt tlizik ki, hogy
bebizonyitsak a parhuzamosokra az Euklidész altal kimondott tulaj-
donségot. Ugy latszik, néhany matematikai probléma vonzza a bolon-
dokat, ilyen a kor négyszogesitése, a szogharmadolas, a Nagy Fermat-
tétel és ilyen a parhuzamossagi axioma. Az abszolit Sriiltségeken kiviil
néhany kitlind munka is sziiletett olyan emberektdl, akik azt hitték,
hogy taldltak egy bizonyitast, pedig valéjaban csak Euklidész felte-
vését egy vele logikailag ekvivalens, de szintén bizonyitatlan masikkal
helyettesitették. Néhany ezek koziil:

Héarom pont vagy egy egyenesen vagy egy koron fekszik.
Van tetszo6legesen nagy teriileti haromszog.
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Egy haromszog szogeinek osszege 180°.
Léteznek hasonlé alakzatok.

Masok felismerték, hogy csak logikai helyettesitést talaltak Euklidész
axiémajara, azonban gy érezték, hogy az 6 verzidjuk intuitivabb.

Az elsé érdemleges tamaddst Girolamo Saccheri intézte, aki 1733-
ban adta ki ,,Az 6sszes hibajatél megszabaditott Euklidész” c. kétko-
tetes munkdjat. Saccheri indirekt bizonyitassal prébalkozott, az alab-
bi konstrukeciébél kiindulva. Huzzunk egy egyenest, allitsunk ra két
egyenlé hosszii merdlegest, és ezek végpontjait kossiik ossze egy j
egyenessel. Tekintsiik azokat a(z egyenld) szogeket, amelyeket ez az
egyenes a merdlegesekkel bezar. Ezekre harom eset lehetséges:

(a) derékszogek,
(b) tompaszogek (derékszognél nagyobbak),
(c) hegyesszogek (derékszognél kisebbek).

Ha tigy tetszik, Saccheri 6tlete az volt, hogy téglalapot prébalunk szer-
keszteni, és utdna megnézziik, hogy sikeriilt-e. Megmutatta, hogy (a)
ekvivalens a parhuzamossagi axiomdval. Ezutén azt akarta igazolni,
hogy (b) és (c) akdrmelyike ellentmondasra vezet, tehat hamis kell
hogy legyen. Saccheri hozzafogott egy sor levezetéshez. Az 1. konyv
megsemmisiti a tompaszoget (a szerzd megelégedésére), és azzal a ki-
hivé kijelentéssel zarul, hogy ,a hegyesszog feltételezése teljesen ha-
mis, mert ellenkezik az egyenes természetével.” Saccheri talan sajat
kétségeit probalta igy eloszlatni. Hogy nem sikeriilt magdt teljesen
meggydznie, abbdl is kitiinik, hogy megirta a 2. konyvet, amelyben
megkisérli aldtdmasztani érvelését. A 37-es szami, dontS fontossagi
allitdsra harom bizonyitast is ad: mindhdarom hibds. Az egyik infini-
tezimadlisokat hasznél; a masik helyességébdl kovetkezne, hogy minden
kor keriilete egyenls; a harmadik az id6 és a mozgas fizikai fogalmait
hivja segitségiil. Miutdn ilyen hidbavaléan fennakadt a sajat maga 4l-
tal kivetett horgon, Saccheri elérkezik a 38. allitashoz: A hegyesszog
feltételezése teljesen hamis, mert Gnmagat rombolja le.” Ezutan ko-
vetkezik az osszefoglalds, amelyben a tompaszogre vonatkozoé hipotézis
elvetését a ,napnal vildgosabb” szavakkal intézi el, 4m megjegyzi, hogy
a hegyesszog hamis volta azon a bizonyos nyugtalanité 37. allitason
milik.

Otven évvel késébb Lambert nagyon hasonlé utakon haladt mint
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Saccheri, és szamos olyan tételt bizonyitott be, amelyek noha nagyon
furcsdk az euklideszi szemnek, azonban nem vezetnek logikai ellent-
monddshoz. A hegyesszogre vonatkozd feltételezésbl szarmazé egyik
eredménye a haromszog teriiletének a szogek osszegével kapesolatos
képlete:

E(r-(A+B+0)),

ahol k egy alkalmas konstans. Ez nagyon hasonlit a gombi geometria
egy tételéhez, amely szerint egy r sugari gémbon a hdromszog teriilete

r’((A+ B +C) - ).

Itt r-et kv/—1-gyel helyettesitve Lambert megkockdztatta azt a felte-
vést, hogy ennek megfeleléen egy imaginarius sugarii gémbi geomet-
ridrél van sz6. Nem vildgos, hogy ezen mit értett — ha egyéltalan
gondolt valamire — , mindenestre felfedezhetjiik munkajaban annak
a gondolatnak a csirdjat, hogy a parhuzamossigi axiéma egy feliilet
geometridjan esetleg nem marad érvényben.

Parhuzamos felfedezések

Az Osszes ilyen korai probalkozast az az ohaj vezérelte, hogy meg-
dontson minden Euklidésszel szembeni alternativat. A tizenkilencedik
szézad elejére azonban egy merészebb alldspont héditott teret: olyan
onmagukban érvényes geometriak megkonstrualdsa, amelyek kiilonboz-
nek az euklideszitdl, kiilonds tekintettel a parhuzamosokra. Ugy tiinik,
hogy ennek f6 gondolatait harman fedezték fel egymastdl fiiggetleniil:
Bolyai Janos, Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij és Gauss.

Bolyai ragyogé fiatal tiizértiszt volt, aki a fAma szerint egyetlen nap
leforgdsa alatt tizenharom gyézelmes parbajt vivott meg egymasutan.
Lobacsevszkij a kazdnyi egyetemen tanitott. Gauss volt a kor (és ta-
lan minden id6k) legnagyobb matematikusa. Bolyai édesapjat, Farkast
baratsag fiizte Gausshoz, és kordbban 6 maga is foglalkozott a parhu-
zamossagi axiomaval. Fiat 6va intette, hogy ne pazarolja idejét ilyen
artalmas problémara. Azonban 1823-ban a fii mar ,csodélatos felfe-
dezéseirdl” szamol be apjanak: ,semmibdl egy ujj mds vilagot terem-
tettem.” Ekozben Lobacsevszkij sem tétlenkedett: 1826-ban el6addst
tartott a parhuzamosokrél, 1829-ben pedig egy hosszi tanulmanyt je-
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lentetett meg oroszul, amely nyomtatésban elészor nyijtott alternati-
vat Euklidésszel szemben. Ez a nem til szerencsésen hangzé Képzetes
geometria cimet viselte. Bolyai 1832-ben publikdlta munkdjat.

Gauss ezutan, kiilonos megnyilatkozasainak egyikében azt irta az
oreg Bolyainak, hogy képtelen dicsérni a fid munkajat, mert 6, mar-
mint Gauss, jéval hamarabb ugyanilyen eredményekre jutott (bar eze-
ket nem publikalta). Gauss visszautasitasa Bolyai életét a matematikai
ismeretlenség homalyara itélte, munkaja érdemeit csak haldla utén is-
merték el. Nem jart sokkal jobban Lobacsevszkij sem: megvakulva,
szegénységben halt meg. Gauss kijelentését taniibizonysdg tamasztja
ald: 1824-ben azt irta Franz Taurinusnak, hogy a hegyesszog feltéte-
lezése ,egy kiilonos geometridhoz vezet el, amely egészen mds mint
a mienk, egy 6nmagdban tokéletesen érvényes geometria ez, amelyet
teljesen kielégits médon kidolgoztam a magam szamara, igyhogy bar-
mely problémat meg tudok benne oldani ... Ha valamikor kicsit tobb
1dém lesz, mint most, taldn publikdlom majd a vizsgalataimat.” Vald-
Jdban ezt sohasem tette meg, valésziniileg attl félt, hogy a kozénség
nem értené meg: ,Félek a barbarok iivoltésétdl ...”

Geometridk a geometridkon beliil ...

Mindharom alkoté arra a meggy6z6désre jutott, hogy egy alternativ,
Snmaggban érvényes geometriafajtat taldlt. Azért érezték igy, mert
minden értelmesen Osszeilleni ldtszott. Annak teljes értékii bizonyita-
Sa azonban, hogy a rendszer sohasem fog ellentmondésra vezetni, még
hidnyzott. Kétséges, hogy ezt a hidnyt egydltaldn valaki észrevette-e;
az biztos, hogy nagyon senki sem aggédott miatta. A végsé lépést
1868-ban Eugenio Beltrami tette meg, aki a fellletek geometridjaval
foglalkozott. Egy gorbevonalu feliileten az egyenesnek a geodetikus
vonal felel meg — két pont kozott a legrovidebb gorbe. Beltrami be-
Vezette a pszeudoszférdnak nevezett felilletet, és megmutatta, hogy itt
a geodetikus vonal geometridja kielégiti Saccherinek a hegyesszogre vo-
Natkozé feltételezését, és egyben kielégiti Euklidész maradék axiémait
18. Vagyis megjelent dlruhdban Bolyai-Gauss-Lobacsevszkij nemeuk-
lideszi geometridja. EbbGl kovetkezik, hogy a nemeuklideszi geometria
sohasem vezethet ellentmonddsra — mert ellenkezd esetben a pszeu-
doszféra nem létezhetne. A pszeudoszféra azonban az euklideszi geo-
Metrian beliili konstrukcié! Pontosabban szélva, annyit tudunk, hogy
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a nemeuklideszi geometria csak abban az esetben mondhat ellent on-
maganak, ha az euklideszi geometria is ellentmond énmagdnak. Ha
Saccheri programja sikerrel jart volna, akkor lerombolta volna az euk-
lideszi geometriat, nem pedig tokéletesitette volna!

Beltrami, mai széhasznalattal élve, a nemeuklideszi geometria egy
modelljét taldlta meg: egy olyan matematikai rendszert, amelynek ob-
jektumai, ha ket megfeleléen értelmezziik, kielégitik Euklidész Osszes
axiémajat, a parhuzamosséagit kivéve. Egy ilyen modell megléte telje-
sen kizarja annak lehet6ségét, hogy a parhuzamossagi axiémat a tobbi-
bol levezessiik. A levezetés ugyanis a modellen beliili értelmezés soran
sziikségszeriien a parhuzamossagi axidoma modellbeli teljesiilését is ma-
ga utdn vonna. Ahogy David Hilbert egyszer a berlini palyaudvaron
megjegyezte: ,Kell, hogy pontok, egyenesek és sikok helyett barmikor
asztalokat, székeket és soroskorsdkat tudjunk mondani.” Emogott az a
gondolat hizédik meg, hogy egy bizonyitasban a geometriai objektu-
moknak csak azokat a tulajdonsagait szabad felhaszndlnunk, amelyeket
az axiémak fejeznek ki, tehat barmely adott, a valésaghoz kapcsols-
d6 értelmezésiik elvileg érdektelen. Gyakorlatilag persze egy jo kép
segiti az intuiciét, és nagyon valdszinii, hogy Hilbertet a geometridrdl
82616 munkdja megirasakor a papirlapra rajzolt egyenesek szokasos ké-
pe inspiralta, és nem az asztalon levd soroskorsék. Nem azt mondta,
hogy a hagyomanyos kép ne lenne hasznos, hanem csak azt, hogy nem
lényeges.

Beltrami modelljét hamarosan kovették masok. Egy kiillonosen szép
modell Henri Poincarétdl szarmazik, aki a haromdimenziés valtozatot
a kovetkezoképpen irja le:

Vegyiink példéul el egy nagy gémbbe zart vildgot, ahol az aldbbi torvények érvé-
nyesek: a hdmérséklet nem mindeniitt egyforma; legmelegebb a kozéppont, majd
kifelé haladva a hdmérséklet fokozatosan csdkken, mig végiil a gdmb felszinén eléri
az abszolit nulla fokot. Ezt a kovetkezd szabdly frja le: ha R a gomb sugara, és
r a kozépponttél mért tévolsig, akkor az abszohit hémérséklet R? - r2.tel lesz
ardnyos. Tegyiik fel, hogy ebben a vildgban barmely test linedris tdguldsa az ab-
szolit h8mérsékletével ardnyos. Egy mozgé targy egyre kisebbé vélik, amint a
gomb felszinéhez kozeledik. Noha a szokdsos geometridnk szemszogébdl nézve ez
a vildg véges, azonban lakdi szdméra végtelennek latszik. Ahogy a gomb felsziné-
hez kozelednek, egyre hidegebbé, s egyszersmind egyre kisebbé vdlnak. Lépni is
egyre kisebbeket lépnek, és igy sohasem érhetik el a gomb hatdrdt. Ha szdmunkra
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& geometria a merev testek mozgdstdrvényeinek a tanulminyozédsit jelenti, ezek-
nek a képzeletbeli 1ényeknek a szdméra az emlitett hémérsékleti viltozdsok szerint
deformdlt testeknek a vizsgdlatat fogja jelenteni.

Poincaré tigy folytatja a modell kidolgozasat, hogy a fénysugarak iitja
gorbe vonal lesz, nevezetesen olyan koriv, amely derékszogben éri el
a gombfelszint, és mindez nemeuklideszi geometriat alkot. Ez tulaj-
donképpen egy hiromdimenziés modell; ha a gémb helyett korlapot
vesziink, akkor hasonlé médon egy kétdimenzids nemeuklideszi geo-
Mmetridhoz jutunk. Felix Klein, aki maga is konstrudlt a nemeuklide-
szi geometridhoz modelleket, hiperbolikus geometridnak nevezte el az
olyan modellt, amely Saccheri hegyesszogli hipotézisét valdsitja meg,
€s elliptikusnak a tompaszoghoz tartozét. Az elliptikus geometria-
a nagyon konnyd modellt taldlni. Tekintsink egy gombfelszint; az
négyenes” jelentsen ,fGkort”, a ,pont” pedig ,atellenes pontpart”. (A
f8korck két atellenes pontban metszik egymast, ezért annak az eukli-
deszi axiémanak a teljesiiléséhez, hogy két egyenesnek legfeljebb egy
k6z3s pontja lehet, azonositanunk kell az atellenes pontokat. Hilbert-
nek az asztalokrdl, székekrdl és soroskorsokrdl szols kijelentése szerint
€z megengedett.)

Utdlagos elbreldtds

Mai esziinkkel meglepSdiink azon, milyen sokdig tartott, amire az em-
berek rajottek, hogy az euklideszin kiviil mas geometriak is elképzelhe-
t8k. A gombi geometriat mar régen kidolgoztak, alkalmaztak a csilla-
dszatban, és ennélfogva a hajézasban is. Senki sem vette észre, hogy a
g0mbi geometridban nem igaz a parhuzamossagi axioma? Persze hogy
éSZrevették; de nem tulajdonitottak neki jelentdséget, hiszen a gomb
Szemmel lathatéan nem ugyanaz mint a sik. A gémbén tovabba két
€gyenes, azaz két fokor, két pontban metszi egymast. Vilagos, hogy
€8y egyenestél nem ezt varjuk. A problémat csak egy mdsik logikai
alapallasbél kiindulva keriilhetjiik meg, gy téve mintha az atellenes
Pontok azonosak lennének! Akkoriban ez nem hangzott volna meg-
8ySz8en, hiszen mindenki szamdra nyilvanvald, hogy a f6korok nem
gyenesek, és két pont nem ugyanaz mint egy. Hogy megérthessiik,
miért meggy8z6 ez ma, egy kicsit elére kell utaznunk az idében és egy
Pillantdst vetniink az axiémarendszerek logikdjara.
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Az axiémarendszer 1ényege, hogy minden feltevést el6re vildgosan ki
kell mondani. Mas széval, a jatékszabalyokat pontosan kell rogziteni.
Azt, hogy az axiémdk ,igazak-¢”, éppligy nem firtatjuk, mint azt, va-
jon a sakk szabalyai ,igazak-e”. Természetesen arra szamitunk, hogy
a jatékot jatszani lehessen. Ha a sakk szabalyai valahol azt irndk eld,
hogy elsének vildgos 1ép, méshol pedig azt, hogy sitét, akkor a jaté-
kot el sem lehetne kezdeni. Mas széval, azt akarjuk, hogy a szabalyok
konzisztensek, kovetkezetesek legyenek. Ugyanez éll az axiémarend-
szerekre is: a végsG proba a konzisztencia, nem pedig az igazsdg. Egy
axiémarendszer konzisztenciajanak a bizonyitdsira az egyik lehetséges
méd az, ha megadunk valami olyat, ami ezeket az axidmdkat kielégiti.
Egyetlen sakkparti igazolja, hogy a szabdlyok egy jatszhatd jatékhoz
vezettek; az axiémarendszer egyetlen modellje igazolja, hogy a felté-
telek nem mondanak ellent egymdsnak. Az euklideszi geometridrdl
példaul tgy mutathatjuk meg, hogy konzisztens, ha vessziik a siknak
a szokasos koordinatageometriai modelljét, mint az (z,y) pontok hal-
mazat, ahol z és y szamok, és ellendrizziik, hogy valamennyi axiéma
teljestil. Sajnos van a dolognak egy kis szépséghibdja, mégpedig az a
kérdés, hogy milyen hozzdvaldkat hasznalhatunk. A geometria koor-
dinatas modellje csak abban az esetben igazolja a konzisztenciat, ha
a nyersanyagrél — jelen esetben az aritmetikdrél — mar tudjuk, hogy
konzisztens. Mas széval, minden konzisztencia bizonyitds relativ. Az
X rendszer konzisztencidjanak megallapitdsa helyett mindossze annyit
tudunk megmutatni, hogy az X rendszer konzisztens feltéve, hogy va-
lamely mas Y rendszer is az. Ez a madra széles korben elfogadott
allaspont az egész kérdéshez 1j irdnybdl kozelit. Az eredeti kérdés igy
hangzott: ,Az euklideszi-e az egyetlen igaz geometria?” Mara azon-
ban mér az euklideszi geometriat is tiizetes vizsgalatnak kell alavetni.
Vajon & valdben konzisztens? Es a valasz az, hogy fogalmunk sincs.
Ha azonban az aritmetika konzisztens, akkor Euklidész is az.

Ezutan megkérdezhetjiik, hogy a nemeuklideszi geometria konzisz-
tens-e? Es a valasz megintcsak az, hogy nem tudjuk, de konzisztens, ha
feltessziik, hogy akar az aritmetika, akar az euklideszi geometria az.
Matematikai szempontbdl egyforman értelmes dolog akar euklideszi,
akar nemeuklideszi geometriat hasznalni. Hogy a fizikai tér geometri-
4jaként melyikiik igaz (ha egyaltalan valamelyikiik), ezt a kérdést mar
nem matematikailag, hanem csak kisérletileg lehet eldonteni. Mindez
annyira vildgosnak tiinik ma, hogy nehéz felmérniink, mennyire homa-
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lyos volt akkoriban. Utélag persze konnyii okosnak lenni: a tizenkilen-
cedik szazadi pionirok 1ttord gondolatai nélkill még ma is ugyantigy
sotétben tapogatéznank.

Gorbiilt tér

A nemeuklideszi geometriak felfedezése megszabaditotta a matema-
tikdt kordbbi merev hozzaalldsatdl, és gombamédra elszaporodtak a
furcsa geometridk. Az ember azt gondolna, hogy ezek a csodabogarak
elméletileg lehetnek érdekesek, a valds tér viselkedése szempontjabdl
azonban nincs jelentdségiik. De még ez is hamisnak bizonyult! 1854-
ben egy fiatal német matematikus, Georg Bernhard Riemann habilit4-
cidés eldadasa keriilt sorra a magéntanari cim elnyeréséért. A vizsgéz-
taté maga a nagy Gauss volt. Riemann tobb alternativat is beterjesz-
tett, biztonsdgos és kevésbé biztonsigos témdakban egyarant. Gauss
ezek koziil a legkihivobbat valasztotta, amely ,A geometria alapja-
it alkoté hipotézisekrél” cimet viselte. Gauss késébb elmesélte, hogy
azért esett erre a valasztdsa, mert maga is sokat toprengett rajta, és
kivancsi volt, mit tud a fiatalember mondani. Riemann, az alkalomhoz
felnéve, ragyogé eléadasban ecsetelte azt az elgondoldsat, hogy a tér
geometriaja pontrdl pontra valtozhat: itt hiperbolikus, ott euklideszi,
amott meg elliptikus. Két dimenziéban ezt mint valamely gorbevo-
nali feliillet geodetikusainak a geometridjat képzelhetjiik el: a helyi
geometriat a gorbiilet jellege hatdrozza meg. Riemann ezt kiterjesz-
tette a tobbdimenzids terekre, vagy sokasdgokra. Eléadasit az aldbbi
Jéslattal zarta:

Hatra van annak a kérdésnek a megvalaszoldsa, hogy ezeket a sokasdgokra vonatko-
26 hipotéziseket milyen mértékben és mely hatdrok kézott erdsiti meg a tapasztalat.
A tér alapjsul szolgalé valésdgnak vagy diszkrét sokasdgot kell alkotnia, vagy pedig
Mmetrikus kapcsolatainak az okait rajta kiviil, a rdhatd kényszeritd erék korében kell
keresniink. Ez egy mésik tudomdny, a fizika teriiletére visz 4t minket, aminek a
Vizsgilata meghaladja a mai értekezésiink kereteit.

1870-ben William Kingdon Clifford visszatért a joslatra.! |Ugy tartom,
hOgy kis méretekben a tér természete olyan dombocskdkhoz hasonlit,

1 Clifford: A anyag térelmélete. A forditdst lényegében Simonyi Kéroly A
fizika kultirtorténete c. konyvébdl vettiik 4t.
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amelyek egy atlagosan nézve lapos feliileten helyezkednek el ... Ez a
gorbiilt vagy deformalt jelleg folytonosan halad a tér egyik részébdl a
masikba, hulldim médjara.” Ugy latta tovabba, hogy a fizikai mozgs-
sok nem masok, mint ezeknek a hullamoknak a fodrozédasai. Albert
Einstein altaldnos relativitaselméletében, amely mintegy hatvan évvel
Riemann utan keletkezett, a nehézségi erd a térid6 gorbileteként je-
lenik meg. Egy nagy tomeg kozelében a tér gorbiiltebb, mint ettdl
tavol. A térben mozgd részecskék emiatt a geometriai torzulds mi-
att irnak le gorbevonali pédlyat. Az eddigi legjobb kisérletek mind
megerdsitik az Einstein altal felvazolt képet, amely szdmos olyan je-
lenséget is megmagyaraz, amelyek egy euklideszi geometriajui téridével
nem lennének Gsszhangban. Ilyenek példaul a Merkir bolygé mozga-
sanak a szabalytalansigai és a fény csillagok melletti elhajldsa. Nem-
régiben csillagdszok felfedezték, hogy egész galaxisok is viselkedhetnek
»gravitaciés lencseként”, Gsszegyiijtve és eltéritve a tavoli forrasokbdl
érkez6 fényt. Egy esetben arrdl, ami az égbolton két egyforma, kozeli
kvazdrnak tiint, kideriilt, hogy egy nagytomegi galaxis tiloldalan levé
egyetlen kvazarnak a kett6s képe egy torzitott gravitaciés lencsében.
A galaxishoz a két kép egymasbdl torténd ,kivonasaval” lehetett eljut-
ni. Még ijabban a magdnyos hullimok, a szolitonok tanulmanyozasa
arra vezetett egyes tuddsokat, hogy a szubatomi részecskék viselkedése
a Clifford altal elképzelt mozgé dombocskdkhoz hasonlithat. Abban
mindenesetre meglehetSsen biztosak lehetiink, hogy a tér vagy a téridd
geometridja csillagdszati méretekben nem euklideszi!



6
A CSODAKORSO

Egy porszem vildgot jelent,
s egy szal vadvirag az eget,
fogd ol tenyeredben a végtelent,
s egy percben élj évezredet.

William Blake!

Vegyiik kézbe akdrmelyik matematika targyt konyvet vagy folydiratot,
és minden bizonnyal mar az els§ vagy a masodik oldalon a végtelenbe
botlunk. Vilasztottam néhany konyvet taldlomra a polcomrél. Ha-
rold Davenport Felsébb aritmetikdjdban a bevezetés masodik sordban
Szerepelnek ,az 1, 2, 3, ... természetes szdmok”, és a harom pont itt
annak a jelzésére szolgal, hogy a természetes szamok sora végtelen.
Lee Johnson és Dean Riess Numerikus analizise a masodik oldalon
emliti az exponencialis fiiggvény végtelen sordt. B. A. F. Wehrfitz
Végtelen linedris csoportok — kell-e tobbet mondanom? A G. I. Ba-
renblatt, G. Iooss és D. D. Joseph altal szerkesztett Nemlinedris di-
namika €és turbulencia elsd oldalan ,a Navier-Stokes-egyenletek vagy
egy véges dimenzids Galerkin-approximaci6” részt olvasva helyesen ar-
ra kovetkeztethetiink, hogy a matematikusok a teljes Navier-Stokes-
egyenleteket végtelen dimenzidés matematikai objektumoknak tekintik.
Elwyn Berlekamp, John Conway és Richard Guy a Nyerd stratégidk
434. oldaldn egy olyan jatékot irnak le, amelynek a lehetséges allasai
»00, 0, £1, +4”, ahol co a ,végtelen” szokasos jelolése. Lehet, hogy
valaki a 434. oldalt tilzdsnak érzi, azonban ez a masodik kotet hatodik
oldala, és az els§ kotetet nem néztem meg.

A végtelen, Philip Davis és Reuben Hersh szerint a ,matematika cso-
dakorséja”. Csodas, mert a tartalma kimerithetetlen. Ha egy végtelen
korsébol kivesziink egy targyat, nem eggyel kevesebb, hanem pontosan

3 Kélnoky Laszl6 forditasa (Az Artatlansdg jovenddlései)
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ugyanannyti marad benne. Az ilyen paradoxonok intették ovatossagra
dédapainkat a végtelenre hivatkozé okoskodasokkal kapcsolatban. Thil-
sagosan nagy azonban a végtelen csabitdsa. Olyan nagyszerien lehet
benne a problematikus dolgokt6l megszabadulni. Azoknak a matema-
tikai bizonyitdsoknak a szdma is szinte végtelen, amelyek tgy érnek
célt, hogy minden nehézséget kitolnak a végtelenbe, és ott ezt eltiin-
tetik. De mit is értiink valdjaban végtelenen? Vadbaromsag vagy
szelidithet6? Valdsagosak-e a matematika végtelenjei vagy csak tgyes
hamisitvanyok, a végtelen farkasa véges baranybdrben?

Hilbert szillodija

Ha az asztalon minden teritéknél egy kés és egy villa van, akkor biztos,
hogy pontosan egyezik a villak és kések szama. Ez egyarant érvényes
egy intim kétszemélyes gyertyafényes vacsorara, és egy 2000 f&s kinai
bankettre, és az egyezésben biztosak lehetiink anélkiil, hogy tudnunk
kellene, hany személyre teritettek. Ez az észrevétel a szamfogalom
alapja. Azt mondjuk, hogy targyak két halmaza kozott egy-egyértel-
mi (vagy kolcsonosen egyértelmi) megfeleltetés all fenn, ha az egyik
halmaz minden egyes targyanak egyértelmiien megfelel a masik hal-
mazbél egy targy, és viszont. Az egymasnak kolcsonosen egyértelmiien
megfeleltethet halmazok azonos szami targyat tartalmaznak.

Végtelen halmazok esetén azonban paradoxonok lépnek fel. Hilbert
példaul egy olyan képzeletbeli szallét irt le, amelynek végtelen sok
szobaja van, a szobaszamok 1, 2, 3, ... Egyik este, amikor a szalloda
teljesen tele van, egy maganyos vendég érkezik szallast keresve. Az
élelmes igazgaté minden vendéget egy szobaval arrébb koltoztet, tehat
az 1. szoba lakdjat a 2.-ba, a 2.-ét a 3.-ba, stb. Az Osszes vendég athe-
lyezésével az 1. szoba felszabadult az Gjonnan érkezett részére! Masnap
a Végtelentours utazasi iroda autébusza érkezik végtelen sok 4j ven-
déggel. Az igazgatdé most az 1. szoba lakdjat a 2.-ba, a 2.-ét a 4.-be,
a 3.-6t a 6.-ba, ..., az n-edikét a 2n-edik szobaba koltozteti. Ezzel az
osszes paratlan sorszami szoba szabadda valt, tehat a busz els6 utasa
elfoglalhatja az 1. szobat, a masodik utas a 3. szobdt, a harmadik utas
az 5. szobat, és altaldban, az n-edik utas a 2n — l-edik szobat. Még
ha végtelen sok busz érkezik, minden buszban végtelen sok turistaval,
akkor is elhelyezheté mindenki.

Hasonl6é paradoxonokat mar régen is megfigyeltek. Proklosz, aki
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1. sz. 450 korill Euklidész munkdihoz irt kommentdrt, megjegyezte,
hogy mivel a kort egy atmérdje két félkorre osztja, ezért kétszer annyi
félkornek kell lennie, mint 4tmérének. A kozépkor filozéfusai észrevet-
ték, hogy két koncentrikus kor kozott az azonos sugaron fekvs pontok
segitségével egy-egyértelmii megfeleltetés létesithetd; kovetkezéskép-
Pen a kis kornek ugyanannyi pontja van, mint a nagynak. Ugyan-
€zt a problémat veti fel Galilei Matematikai érvelések és bizonyild-
sok? c. miivében a bdlcs Salviati: ,Akkor hadd kérdezzem meg, hany
négyzetszam van? A vélasz teljesen nyilvanvalé: annyi, amennyi a
négyzetgyokok szama, hiszen minden négyzetnek megvan a gyoke, és
minden gyokhoz tartozik egy négyzet, tovabba egy négyzetnek sincs
egynél tobb gyoke, sem gyoknek egynél tobb négyzete.” A ritkan elé-
gedett Simplicio most igy felel: ,Mi hat a megoldds?” Mire Salviati:
»Véleményem szerint egyetlen helyes kovetkeztetés létezik: végtelen
sok természetes szam van, és végtelen sok négyzetszadm, és a négy-
Zetszamok szamossaga sem nem nagyobb, sem nem kisebb az Gsszes
szamokénal; végsd soron ugyanis az egyenld, kisebb, nagyobb relacidk-
nak a végtelenek esetén nincs értelme, csupan ha véges mennyiségekrél
van sz6.”

Alcézott végtelen

Galilei igy oldja meg a paradoxont, hogy a végtelen masképp viselke-
dik, mint barmi mds, és ezért a legjobb elkeriilni. Néha azonban na-
gyon nehezen lehet elkerulm A végtelen probléméja egyre kitartébban
Jelentkezett az analizis kialakuldsanak korai szakaszaban a végtelen so-
rok megjelenésével. Mennyi példaul

141/24+1/44+1/8+1/16+...7

Kénnyen adédik, hogy a tagok szamanak novekedésével az osszeg egy-
re jobban megkozeliti a 2-t. Ezért kézenfekvének latszik azt mondani,
hogy az egész végtelen Osszeg értéke pontosan 2. Newton a végtelen
Sorokra alapozta a fiiggvények differencildsira és integraldsira vo-
Natkozé médszereit. Igy feltétleniil sziikséges, hogy ezeket értelmessé
tegyiik. Rdadasul a végtelen sorok maguk is paradox médon viselked-

% As idésetek szdvege lényegében Divid Gébor forditdsst kveti.
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nek. Mennyi példaul az
1-141-141-1+...
sor osszege? Az
1-1)+(1-1)+@1-1)+...
alakbdl az 6sszeg nyilvan 0. Masrészt
1-1-1)-(1-1)—...

értéke nyilvan 1. Tehat 0 = 1, és a matematika teljes épiilete Ossze-
omlik egy ellentmondasban.

Az analizis a felhasznalék szamara sokkal fontosabbnak bizonyult
annal, mintsem hogy ilyen aprécska ziirok és filozéfikus problémak mi-
att félretoljak. A kérdést végil gy oldottak meg, hogy a végtelen
sorokra vonatkozé allitdsokat véges osszegekre kimondott tekervénye-
sebb kijelentésekkel cserélték fel. Ahelyett, hogy az ap+ay+az+...
végtelen Osszeg értéke a, azt mondjuk, hogy az ago + a1 + -+ + an
véges Osszeg a-tol vald eltérése akarmilyen eldirt € hibanal kisebb lesz,
ha n-et egy (e-tél fiiggd) N-nél nagyobbra vélasztjuk. A sor csak ak-
kor konvergdl, azaz az osszegnek csak abban az esetben van értelme,
ha ilyen a létezik. Hasonléképpen a ,végtelen sok egész szam létezik”
kijelentést a ,barmely egész szamhoz létezik ndla nagyobb” véges val-
tozattal helyettesithetjik. Ahogyan Gauss 1831-ben irja: ,Tiltakozom
az ellen, hogy valaki egy végtelen mennyiséget, mint ténylegesen léte-
z6t hasznaljon; ez teljesen tilos a matematikaban. A végtelen csak egy
sz6hasznalat, ami tulajdonképpen olyan hatarértékeket takar, amelye-
ket bizonyos aranyok tetszolegesen megkozelitenek, mig masok minden
korlaton tiil néhetnek.” Igy tanuljak ma is a didkok a végtelennel valé
banidsmédot barmely egyetemi analizis eldadason. Tekintsiik példaul
az alabbi tipusfeladatot: ,bizonyitsuk be, hogy (n?+n)/n? tart az 1-
hez, amint n tart a végtelenhez”. Jaj annak a didknak, aki azt csinélja,
hogy ,,(00? + 00)/00? = 00/00 = 1”. De az is megnézheti magdt, aki a
kovetkezoket irja: ,(n?4+n)/n? = 141/n, legyen most n = oo, és ekkor
14 1/00 =140 = 1", bar ez megfeleld magyarazattal helyessé tehe-
t6. (Az embernek ilyen pongyola dolgokat csak azutan engednek meg,
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ha matematikai potencidjanak kifogdstalansagat mar az ehhez sziiksé-
ges tekervényes szészaporitasokkal bebizonyitotta. Ha valaki egyszer
mar nagynehezen elsajatitotta, hogyan nem szabad pongyolanak lenni,
utana nyugodtan lehet az!)

Ez a felfogas, amelyet potencidlis (lehetséges) végtelennek neveziink,
Arisztotelészig nytlik vissza. Eszerint nem allitjuk, hogy létezik egy
tényleges végtelen, hanem az allitdsunkat olyan médon fogalmazzuk
at, amely a pillanatnyi kivdnalmaknak megfeleléen akarmilyen nagy
mennyiségeket megenged. A csodakorsé itt mar nem a térgyak vald-
di végtelenjét tartalmazza; csak annyit tapasztalunk, hogy akarmilyen
sokat is vettiink ki beldle, még mindig maradt benne. Ebben a forma-
ban ez a kiilonbségtétel nem hangzik til meggydzden, azonban filozé-
fiai szinten mindenképpen elkeriili azt a kényes kérdést, hogy végiil is
mennyi holmi van abban az atkozott korsdban.

A soros valsig

Akadt azonban néhany vallalkozd szellem, aki tovabbra is eljatszado-
zott a , tényleges (aktualis)” végtelen gondolataval; akinek egy végtelen
halmaz nem egy elvileg akdrmilyen hataron til folytathaté 1, 2, 3, ...
folyamatot jelentett, hanem egy kész, befejezett, végtelen egészt. Az
els6k kozott volt Bernard Bolzano, aki 1851-ben A végtelen paradozo-
nai cimmel kényvet irt. Bolzano f6 érdeklédése azonban az analizis
szildrd megalapozasara iranyult, és megallapitotta, hogy ehhez tényle-
gesen végtelen halmazokra nincs igazan sziikség.

A tizenkilencedik szazad vége felé valsag jelei mutatkoztak a mate-
matikdban. Nem holmi elképzelt filozéfiai paradoxonok a végtelenrdl,
hanem egy massziv kézzelfoghaté krizis, amely a Fourier-sorok elmé-
letében dolgozé matematikusokat mindennapi tevékenységiikben aka-
dalyozta. A Fourier-sorok valahogy igy néznek ki:

1 1
f(z)=cosz + §cos2:x:+ 5c083:c+ T
és Joseph Fourier vezette be Sket a hdvezetésrdl sz616 munkdjaban. A
kérdés az, hogy mikor létezik egy ilyen sornak osszege. Kiilonféle ma-
tematikusok ellentmondé valaszokra jutottak. Az egész dolog szornyen
Osszegubancolddott, mert helyes, logikus matematika helyett igen so-
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kan hihet6nek ldtszé fizikai” meggondolasokat hasznéltak. Siirgésen
rendet kellett csinalni. A vélasz lényegében az, hogy egy Fourier-sor
akkor értelmes, ha nem til ronda azoknak az z értékeknek a halmaza,
ahol az f figgvény cslinydn viselkedik. A matematikusok igy rakény-
szeriiltek arra, hogy a valds szamegyenes ponthalmazainak finomabb
szerkezetét szemugyre vegyék. 1874-ben ez a probléma vezette el Georg
Cantort az aktudlisan (ténylegesen) végtelen halmazok elméletének a
kidolgozasahoz, amelyet a rakovetkezd években sikerrel megvaldsitott.
Ragyogdan eredeti gondolatai érdeklédést és némi csodalatot vivtak
ki, azonban maradibb felfogasi kortdrsai alig leplezett ellenszenvvel
tekintettek rajuk. Cantor két dolgot csinalt. Megalapozta a halmazel-
méletet (ami nélkiil a mai matematikusok beszédzavarral kiizdenének,
annyira alapvetd nyelvvé vilt), és ekozben felfedezte, hogy egyes vég-
telenek nagyobbak mésoknal.

A cantori paradicsom

Cantor azzal kezdte, hogy erényt kovacsolt abbdl, amit addig mindenki
mas hibanak tartott. A végtelen halmazt gy definidlta, hogy a halmaz
és egy valédi részhalmaza kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés
létesithet6. Két halmaz ekvivalens, vagy mas széval ugyanolyan szd-
mossdgi, ha kolcsonosen egyértelmiien megfeleltetheték egymadsnak.
A legkisebb végtelen halmazt a {0,1,2,3,...} természetes szamok
alkotjdk. Ennek a szdmossigit az Ny (alef-null) szimbélummal jel6l-
Juk, és ez a legkisebb végtelen szam. Mindenféle fura tulajdonsaggal
rendelkezik:

Ro + 1 = Rg, Ro + Ro = R, R = Ry,

azonban ezzel egyiitt a végtelen szamokra konzisztens aritmetikat va-
l6sit meg. (Végiil is, milyen eredményt varunk, ha egy végtelent
megduplazunk?) Barmely Ry szdmossagi halmazt megszdmldlhaténak
mondunk. Ilyen halmazt alkotnak példaul a negativ egészek, az Gsszes
egészek, a paros szamok, a paratlan szamok, a négyzetszamok, a kob-
szamok, a primek és ami meglepdbb, a raciondlisok is. Azt a képet
szoktuk meg, hogy sokkal tobb raciondlis szam van, mint egész, mert
az egészek kozott nagy hézagok taldlhatdk, mig a raciondlisok siirtin
helyezkednek el. Az intuicié azonban félrevezetd, mert elfeledkezik
arrél, hogy egy kolcsonosen egyértelmili megfeleltetésnek nem kell te-
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kintettel lennie a pontok sorrendjére. Egy p/q raciondlist egy (p, q)
egész szampar definial, igy a raciondlisok szama R3. Azonban lattuk,
hogy ez megegyezik Ro-nal.

Néhany ilyen biivészmutatvany utdn az emberben felmeriil, hogy ta-
lén minden végtelen halmaz megszamlalhatS. Lehet, hogy Salviatinak
1gaza volt, és Rg csak a oo egy elSkelébb jelolése. Cantor megmutatta,
hogy nem ez a helyzet, mert a valés szdmok halmaza nem megszam-
lalhats. Létezik tehat a természetes szdmok végtelenjénél nagyobb
végtelen! A bizonyitas rendkiviil eredeti. A lényege durvan az, hogy
feltessziik a valés szamok megszamldlhatdsagat, és ellentmondast ho-
zunk ki. Soroljuk fel a valésokat tizedes tort alakban. Készitsiink egy
Uj tizedes tortet, amelynek az elsé tizedes jegye kiilonbozik a lista el-
86 szamanak elsd tizedes jegyétdl, a masodik jegye kiilonbozik a lista
mésodik szamanak masodik jegyétdl, és altaldban az n-edik jegye kii-
16nbozik a lista n-edik szémanak n-edik jegyétdl. Ez az 4j szam sehol
sem szerepelhet a listan, ami lehetetlen, hiszen feltettiik, hogy a felso-
rolas teljes. Ez a Cantor-féle ,atlés eljaras”, ami azéta is sok fontos
problémanal bukkant el6. Erre tdmaszkodva Cantornak mesteri mo-
don sikeriilt igazolnia transzcendens szdmok létezését. Emlékezziink
Vissza a probléma koriili éridsi nehézségekre. Cantor azt mutatta meg,
hogy az algebrai szamok halmaza megszamldlhaté. Mivel az Gsszes
valésok halmaza nem megszamldlhatd, ezért sziikségképpen léteznek
olyan szamok, amelyek nem algebraiak. Ezzel a bizonyitast (ami tu-
lajdonképpen egy trivialits) be is fejestiik; a hallgatésag hitetlenked-
ve djuldozik. S6t, a cantori gondolatmenet tobbet bizonyit: azt, hogy
a transzcendens szamok halmaza nem megszamldlhaté! A transzcen-
fiens szamok tobben vannak, mint az algebraiak, és ezt anélkil tudjuk
1gazolni, hogy akdrmelyikbél akar egyetlen példanyt be kellene mutat-
hunk. Ez annak idején inkdbb tiinhetett blivészmutatvanynak, mint
Mmatematikanak.

Néha magat Cantort is kétségek gyotorték. Amikor haromévi el-
lenkezs irdnyG prébalkozds utdn bebizonyitotta, hogy az n-dimenzi-
s térben pontosan ugyanannyi pont van, mint az egydimenzidsban,
ezt irta: ,Latom, de nem hiszem el.” Masok, mint példaul Paul du
Bois-Reymond, erételjesebben adtak hangot ellenérzéseiknek: ,A jo-
zan ésy szamdra visszataszitd.” Néhany olyan paradoxon is fellépett,
amelyek megolddsahoz egy 1ij, de onmagdban érvényes elmélet kreativ
kidolgozésé.nél tobbre volt sziikség. Példaul Cantor megmutatta, hogy
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barmely végtelen szdmossaghoz megadhaté ndla nagyobb szamosség.
Végtelen sok kiillonbozd végtelen létezik. Am tekintsiik most az Osszes
szamossagok halmazanak szamossigdt. Ez barmilyen szamossignal
nagyobb kell hogy legyen, 6nmagat is beleértve! Ezt a problémat végiil
a ,halmaz” fogalmanak korlatozasaval oldottdk meg, de nem hinném,
hogy ez a vélasz akir ma is mindenkit teljesen kielégitene.

Cantor elméletének jelent6ségérdl a matematikusok véleménye meg-
oszlott. Leopold Kronecker egy évtizeden at intézte ellene nyilvdnos
és nagy hangl tamaddsait; egy alkalommal Cantor idegdsszeomlast
kapott. Azonban Kronecker nagyon szigorii nézeteket vallott a mate-
matikarol — ,Isten teremtette az egész szdmokat, minden mas mar
az Ember munkaja” — és koriilbeliil annyira volt varhaté téle, hogy
Jjovahagyja Cantor gondolatait, mint amennyire az amerikai Republi-
kanus Partrol valdszintisithetd, hogy a kozépnyugaton téeszesitést hajt
végre. Poincaré gy nyilatkozott, hogy késébbi generacidk majd olyan
sbetegségnek” tekintik mindezt, ,amelybdl sikeriilt kigydgyulni”. Her-
mann Weyl szerint Cantor végtelenjeinek végtelenje ,a kodnél is ko-
dosebb”. Masrészt viszont Adolf Hurwitz és Hadamard a halmazelmé-
letnek fontos alkalmazésait talaltdk az analizisben, és errdl neves nem-
zetkozi konferencidkon szamoltak be. Hilbert, kordnak vezetd mate-
matikusa, 1926-ban ezt mondta: ,,Senki sem tizhet ki minket a Cantor
altal teremtett paradicsombdl”, és Cantor elméletét mint ,a matema-
tikai gondolkodds legbamulatraméltébb alkotdsat” magasztalta. Mas
meglepéen eredeti gondolatokhoz hasonléan ezt is csak azok tudtak
értékelni, akik nem restelltek erdfeszitéseket tenni annak érdekében,
hogy megértsék és a sajat munkdjukban felhaszndljdk. Ami pedig a
palya szélén allé gégosen elutasité kommentatorokat illeti, fantdzia-
Juk és joizlésiik csak hadd essen dldozatul 6nhittségiiknek. Ma Cantor
munkassaganak a gyimolcsei képezik a matematika egész épiiletének
az alapjat.

A kontinuumsejtés

A cantori megvilagosodas utin a matematikusok hamar rajottek arra,
hogy a tevékenységiik harom alapvetSen kiilonbozd tipusi tartomany-
ban zajlik, ezek a véges, a megszamldlhaté és a nem megszamlalhato.
A véges esetben vannak olyan bizonyitdsmddok, amelyek sehol mas-
hol nem alkalmazhatdk, ilyen példaul a ,skatulyaelv”, amely szerint
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n+ 1 targyat nem lehet n skatulydban tgy elhelyezni, hogy minde-
8yikbe legfeljebb egy targy jusson. Hilbert szalloddja mutatja, hogy
€z n = No-ra nem igaz, és hasonld a helyzet barmely végtelen n-re.
A megszamlilhaté halmazoknak is megvannak a maguk sajitsigai;
sokszor eléfordul, hogy 1, 2, 3, ... egyszeriibb, mint 1,2,3, ..., n.
Péld4ul fennall az

il n?

1+Z+§+.“:€

bontos egyenléség, ugyanakkor az

1 12 =1 1
o 1 7t 9 S vk o2

kifejezésre senki sem ismer zart formuldt.® Annak, hogy 1, 2, 3, ...
egyszeriibb, mint 1, 2, 3, ..., n, kézenfekv6 a magyarazata: nem kell
torédniink az n-nel a végén! Masfeldl, 1, 2, 3, ... leszamldldsaval végiil
18 akdrhova eljuthatunk, vagyis egy megszamlalhaté halmazt végesek
Sorozataval kozelithetiink; ilyesmi a nem megszamldlhato esetben nem
lehetséges. Ez nagyon durva, de nagyon fontos megkiilonboztetés; és
arrdl, hogy egy matematikus mit kedvel és mit nem, sok mindent meg-
tudhatunk, ha megkérdezziik t6le, milyen méretli halmazokkal szeret
leginkabb dolgozni.

Cantor megmutatta, hogy a valésok szamossaga nagyobb, mint R,
de nyitva maradt a kérdés: van-e valami a kettd kozott? Ezt a prob-
lémét nevezik kontinuumsejtésnek. Minden bizonyitdsi kisérlet csii-
fosan megbukott, de olyan halmazt sem sikeriilt megadni, amelynek
az egészeknél tobb, de a valésoknal kevesebb eleme lenne. (Nem is-
Merds ez valahonnan? Mindjart kideriil.) Csak 1963-ban deritette ki
Cohen, hogy a valasz attdl fiigg, milyen halmazelméletet valasztunk.
Vannak cantori halmazelméletek, amelyekben igaz, és nemcantoriak,
amelyekben hamis. Olyan ez megint, mint Euklidész parhuzamossa-
8l axiémaja. Es egy kicsit elszégyellhetjiik magunkat, ha belegondo-
lunk, hogy a modern matematikusoknak pontosan annyi id6be tellett,

ogy a nemcantori halmazelmélet létét megemésszék, mint amennyit

S Bs as Allitds igy nem igaz: erre és hasonlé Ssszegekre régéta ismeretesek for-
muldk (az dn. Euler-MacLaurin-féle Ssszegképletek). Annyi mindenesetre igaz,
hogy ezek a formulék jéval bonyolultabbak, mint az egyszerdi 72 /6 képlet. (LM)
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elédeink a nemeuklideszi geometria koriil elszerencsétlenkedtek. ,A
torténelembdl csak azt sikerill megtanulnunk, hogy sohasem tanulunk
a torténelembdl.”

Az én szamossdgom nagyobb, mint a tied

Az utdbbi hiszegynéhany év alatt a logikusok az Euklidészig vissza-
nyilé axiomatikus megkozelités segitségével megvizsgaltak a standard
halmazelmélet kiilonféle alternativait. Szamos olyan kézenfekvSnek
latszo tételt fedeztek fel, amelyek igaz vagy hamis volta az axiémak
preciz megvalasztasatol fugg. Sikeriilt tovdbba ennek az anyagnak egy
nagy részét a ,nagy szamossigok” létezésére vonatkozd axiémak sze-
rmt elrendezni. Példaul elérhetetlennek neveziink egy szamossagot, ha
nem lehet kisebb szamu kisebb szamossag segitségével kifejezni. Dur-
van szélva, egy halmazelméletben a lehetséges szamossagtipusok mar
dontéen meghataroznak minden mast is.

A matematikai logikaban a kiilonb6z6 axidmarendszerek relativ kon-
zisztencidjat a konziszlenciaerdsség segitségével tanulmanyozzak. Egy
axiémarendszernek akkor nagyobb a konzisztenciaerdssége valamely
masikénal, ha a konzisztencidja a masik konzisztencidjat maga utan
vonja (és specidlisan, ha benne a mdsikat modellezni lehet). A ma-
tematikai logika kozponti probléméja, hogy ebben a rendezésben a
matematika egy adott részének a konzisztenciaerdsségét meghataroz-
zuk. Az egyik leggyengébb rendszer a Giuseppe Peano axiémadi szerint
formalizalt kozonséges aritmetika. De hasznosnak bizonyultak még
ennél gyengébb rendszerek is. Az analizishez viszont erésebbre van
sziikség, az tin. mdsodrendii aritmetikdra. Még erdsebb rendszerek
keletkeznek, amikor magat a halmazelméletet axiomatizaljuk. A stan-
dard véltozat, a Zermelo-Fraenkel-féle halmazelmélet még mindig elég
gyenge, bar kozte és az analizis kozott nagy a hézag. Ez tigy érten-
dé, hogy szamos matematikai eredmény bizonyitasahoz a kozonséges
analizisnél tobbet, de az egész Zermelo-Fraenkel-féle halmazelméletnél
kevesebbet hasznalunk fel. A Zermelo-Fraenkelen tiil a nagy szamos-
sagok veszik it az uralmat. Példdul R. M. Solovay megmutatta, hogy
a ,létezik elérhetetlen szamossag” axidmabdl kovetkezik, hogy a valés
szamok minden részhalmaza Lebesgue-mérhetd (lasd a 12. fejezetet);
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majd késébb Shaharon Shelah az llitds megforditasat igazolta.* De
vannak még nagyobb szamossagtipusok is: Mahlo, gyengén kompakt,
hiper-Mahlo, kimondhatatlan, mérheté, Ramsey, szuperkompakt, 6ri-
asi, n-dridsi. Ez elég ahhoz, hogy Kronecker megforduljon a sirjdban
— végtelen sokszor.

x Valéjdban Solovay és Shelah a két Allitds konzisztencidjdnak ekvivalencidjét
igazolta. (LM)
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KIMULT MENNYISEGEK KISERTETEI

Az 8riilt vad Matézis csapong hatértalan,

Az anyag erds lanca nédla hatastalan,

Hol tiszta térre bamul, véltja szemszogeit,

Hol koron szalad korbe, s buzgén négyszdgesit.

Alexander Pope

A mai pazarl6 vilagban nehezen tudjuk elképzelni, milyen nagy kincs
volt valaha a papir. Richard Westfall meséli, hogy 1612-ben North
Witham rektora, egy Barnabas Smith nevii ur, ,remekiil kigondolt te-
oldgiai cimsorokat irt” egy hatalmas jegyzetfiizetbe, ,és a cimek ald
néhany odavagd passzust valogatott az olvasméanyaib6l. Ha ezek a
Jjegyzetek képviselik mindazoknak a tamaddsoknak az Osszesitett ered-
ményét, amelyeket a konyvtara ellen egész élete folyaman inditott,
akkor nem kell csodalkoznunk azon, hogy nem maradt fenn tudés em-
berként a hire. Ekkora mennyiségii iires papirt nem dobtak ki csak
ugy a tizenhetedik szazadban.” Mindezt egyetlen dolog miatt emli-
tem: a kincset Smith mostohafia, Isaac Newton kaparintotta meg, aki
ezt ,piszkozatfiizetének” nevezte, és ez orokitette meg a kalkulus! és a
mechanika sziilési fajdalmait.

A kozépkorban a papir (vagy inkabb a pergamen) még ritkdbb volt,
és a szerzetesek gyakran mostak tisztara régi kéziratokat, hogy az igy
nyert feliiletekre nagyfontossagi vallasi tételeket jegyezzenek fel. A to-
kéletlen torlés folytan néha az eredeti halvany nyomai is megmaradtak,
ezt hivjak palimpszeszinek. Ahol a kozépkori baratok alapos mosast
végeztek, ott felbecsiilhetetlen értékeket tettek tonkre; néhol azonban
slendridnul dolgoztak, és igy tobb fontos dokumentumot akaratlanul is

1 Bz az angol nyelvteriileten kozhaszndlati, de a magyar matematikidban ma mar
ritkdn eléforduld sz6 a matematikai analizisnek a torténetileg elsSként kialakuld, a
differencidl- és integrdlszdmitdssal foglalkozd részét jelenti. (FR)
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Mmegdriztek az utékor szamara. 1906-ban J. L. Heiberg dan tudés ér-
tesiilt egy Konstantindpolyban taldlhaté matematikai palimpszesztrél,
megszerezte azt, és kideritette, hogy eredetileg Arkhimédész munkait
tartalmazta. Ezeket azért torolték le, hogy egy tizenharmadik szazadi
Euchologionnak, a keleti ortodox egyhdz ima- és liturgiagytijteményé-
nek helyet csinaljanak. A szovegben szerepelt a teljes A gombrél és
hengerrél, a Spirdlisokrdl nagy része és A kor mérése, A sikidomok
€gyensilydrol és Az szé testekrél egyes részei. Mindezeket mar ko-
rabbrdl is ismerték mas kéziratokbol. A palimpszesztrdl azonban szen-
24ciés médon eldszor keriilt el egy régen elveszett mii, a Mddszer egy
Példanya is. Mashonnan vett utaldsokbdl tudtak, hogy Arkhimédész
irt egy ilyen cimii konyvet, azonban a tartalmat homaly fedte.

A Médszer mind matematikai, mind pedig torténeti szempontbdl
1gen jelentds, mert bepillantast enged abba, hogyan jott ra Arkhimé-
dész a gondolataira. Mint a legtobb matematikus, eredmeényeit el6bb
8 is szigoriinak egyaltaldn nem mondhaté moédszerekkel nyerte, és csak
azutan csiszolta ezeket tisztességes bizonyitdssi. Es természetesen
mindig is csak a csiszolt valtozatot bocsatotta kozfogyasztasra. Ez
a szokas kutatok generacidit fosztotta meg az el6dok felismeréseitdl.
Arkhimédész heurisztikus médszereinek egyike abbdl allt, hogy a tes-
teket felszeletelte végtelen sok infinitezimalis vastagsagii darabra, és
ezeket egy képzeletbeli mérlegre helyeste, ahol az osszegiiket valami-
lyen ismert targgyal tudta Gsszehasonlitani. Ily médon hatdrozta meg
a gomb térfogatat. Szamos probléma preciz megolddsa sokkal konnyeb-
bé valik, ha elére tudjuk a valaszt, ezért a mddszer nagyon hasznosnak
bizonyult Arkhimédész szamara. M4s matematikusok hasonléképpen
€pitettek ,infinitezimalis” érvelésekre, és rendszerint (de nem mindig)
elnézést kértek a matematikai szigorusag hidnyaért, majd némi saj-
nilkozé kézmozdulatok utan azt allitottak, hogy ,egy kis faradsaggal
Mindez természetesen teljesen pontossa tehets”.

Az infinitezimalisok teljesen eldrasztottak a tizenhetedik és tizen-
hyolcadik szdzadi analizist, és a rajuk vonatkozé filozofiai okfejtések
ellenére szdmos j6 munka sziiletett. A tizenkilencedik szzadra azutdn
sikeresen szamiizték az infinitezimalis fogalmat, és a hatarérték vette
it a helyét. Mindenki megegyezett abban, hogy az infinitezimalisok
abszoliit badarsagok. Ami csak azt mutatja, hogy a kozmegegyezéshen
Sem szabad teljesen megbizni ...
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Eleai ellenvetések

Lattuk, hogy az a pitagoreus felfogds, amely szerint mindennek az
alapja a szam, az irracionalisok faldba iitkozott. Egytttal filozdfiai
ellentétbe is keriilt az eleai iskolaval, az eleai Parmenidész kovetdivel.
Koziiliik Zénon a legismertebb, aki i. e. 450 koriil élt. Zénon négy pa-
radoxont alkotott a tér és az idS természetével kapcsolatban. Ketto
koziiliik a diszkrét jelleget cafolja, a masik kettd pedig a folytonossa-
got. Az infinitezimdlis torténete sokkal kacskaringésabb, mint unoka-
testvéréé, a végtelené, és ebben a Zénonéhoz hasonlé meggondolasok
nagy szerepet jatszottak. A ,Felezés (Dichotomia)” a tér végtelen
oszthatésagat tdmadja. Ahhoz, hogy egy targy egy adott tavolsagot
megtegyen, elébb meg kell tennie a felét. Ehhez azonban el6bb meg
kell tennie a negyedét, stb. Mivel végtelen sok dolgot kellene forditott
sorrendben csinalnia, ezért el sem tud indulni. Hasonlé jelenetet tar
elénk , Akhilleusz és a teknds”: a gyorslabu, de késobb indulé Akhille-
usz sohasem fogja utolérni a lomha tekndst, mert valahdnyszor arra a
helyre ér, ahol a teknds volt, az mdr addigra tovibbmaszott onnan. A
,Nyil” a diszkrétet veszi célba. Egy repiild nyil egy adott idépillanat-
ban egy adott helyet foglal el — de akkor lehetetlen megkiilonboztetni
egy ugyanitt levé mozdulatlan nyiltél, és akkor honnan tudjuk, hogy
mozog? A ,Stadion” kicsit bonyolultabb, és azt az elvet tdimadja, hogy
a tér és az idS csak egy adott hatarig oszthat6é. Zénon paradoxonai
kormonfontabbak, mint amilyennek latszanak, és ha az allitasokat a
matematikai idealizacié helyett a fizikai téridével kapcsolatban nézzik,
akkor ma is kényes kérdéseket vetnek fel. A gorogokre elsopré erdvel
hatottak a paradoxonok, és ez a szamoktdl még inkabb eltavolitotta és
a geometria karjaiba taszitotta Gket.

Rézsafuizér-morzsolgatds

Tekinthetiink-e egy egyenest pontok valamiféle sorozatanak? Felvag-
hatunk-e egy sikot parhuzamos egyenesekre, vagy egy testet parhu-
zamos sikokra? A modern alldspont szerint igen, a torténelem szinte
egyontetii véleménye szerint nem; ennek f6 oka, hogy a kérdés értel-
mezése id6kozben atalakult.

Ha egy egyenest csak egy adott mértékig tudunk felosztani, akkor a
pontok tulajdonképpen kis ,egyenes-atomok”, és felfiizott gyongysor-
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ként kovetik egymast. Minden pont utan ott taldlhatd egy egyértelmii-
en meghatarozott szomszédos pont. Nos, mi akkor az origé ,szomszéd-
Ja”? Taldn a 0,001? Nem, hiszen a 0,0001 kozelebb esik hozza. Még
kézelebbi azonban a 0,00001, és még annal is kozelebbi a 0,000001,
88.... és kezdjiik atérezni Akhilleusz helyzetét. Tulajdonképpen azt
Szeretnénk leirni, hogy 0,00000... és utana a legutolss helyre tenni
€gy egyest, de nincsen utolsé hely! A dilemmabdl kétféle kiutat ta-
lalhatunk. Az egyik megoldas szerint a nulldnak létezik szomszédja,
de az csak infinitezimdlisan nagyobb nala, ami azt jelenti, hogy min-
den 0,00...01 alakt szamnal mér kisebb. A mdsik szerint elfogadjuk,
hogy nem létezik a nulla utan kévetkezs »szomszédos szam”. Ekkor egy
egyenest korlatlanul fel lehet osztani, és nincsenek »Végsd atomok” | az-
az oszthatatlanok. Ekkor viszont nem tekinthetiink egy egyenest pon-
tokbdl felfiizott gyongysornak. Masrészt azonban nyilvanvald, hogy az
€gyenes barmely adott helye mégiscsak egy pont: egyszeriien hiizzunk
oda egy metszd egyenest, és alkalmazzuk azt az euklideszi axiomat,
hogy | két egyenes egy pontban metszi egymast”. J6 kis gubanc, ugye?

Az infinitezimdlisokra tett kovetkez6 észrevételiink mintha a Jjatszma
Végét jelentené:

Infinitezimalisok pedig nincsenek

Tegyiik fel, hogy = a legkisebb olyan szam, amely a 0-nal nagyobb.
Ekkor 0 < z/2 < z, tehat z/2 is nagyobb a nulldnal, az z-nél viszont
kisebb. Ellentmondas.

Hogy mindebbe ne tudjunk konnyedén belenyugodni, ime egy masik
észrevétel:

Az infinitezimadlisok hasznosak

Mir emlitettem, hogy Arkhimédész infinitezimalisok meérlegelésével

atarozta meg a gomb térfogatat. Nicolaus Cusanus hasonlé médszert
fﬂkalmazott a kor teriileténél; felszeletelte mint egy tortat. Képzel-
Jiink el nagyon sok, nagyon vékony szeletet. Mindegyikiik majdnem
}"éromszbg alaki, tehdt a teriiletiik a magassag (vagyis az r korsugar)
8 az alap szorzatanak a fele. Az alapok Gsszhossza kozelit6leg a kor
kerﬁlete, ami tudvalevéleg 2rr. A teriilet igy nagyjabél r-szer 2rr-nek
A fele, azaz 7r?. Ha a kort végtelen sok infinitezimalisan keskeny ha-
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romszog egyesitésének tekinthetnénk, akkor egyaltalin nem keletkezne
hiba. Ez a bizonyitas 6sszehasonlithatatlanul egyszeriibb, mint az eu-
doxoszi kimerités, ezért nagy kar, hogy mint teljesen értelmetlent el
kell vetniink. Mdsrészt viszont, ha teljesen értelmetlen, akkor mitél
adja a helyes vaiaszt? Es ez nem az egyetlen ilyen eset; Demokritosz
példaul a kiipot lapos korongokbdl rakta ossze, és igy szamitotta ki a
térfogatat. Ez az okoskodas Arkhimédész csoddlatat is kivivta.

Mar Apolléniosz idejében, i. e. 250 koriil, nagy érdekl8dést valtott
ki az ,érintSk problémaja”: hogyan hizzunk egy adott gorbéhez érin-
t8t. Apolléniosz ezt kipszeletekre, elsdsorban a parabolara, tisztan
geometriai eszkozokkel oldotta meg. Newton és Leibniz a kalkulus kié-
pitése soran koordinitageometria segitségével nyiltak a kérdéshez. A
parabola egyenlete y = 2. A {8 feladat az 2-hez tartozé érintS mere-
dekségének a meghatarozasa. Newton igy okoskodott. Noveljiik meg
z-et egy kicsivel z+o-ra. Ekkor z2-b8l (z+0)® lesz. A vdltozds ardnya
ennélfogva a négyzetek kiilonbségének és az z-értékek kiilonbségének
a hanyadosa, azaz

(z+0)? — 22
(z+o0)—z '
amibdl egyszeriisités utan
20z + 0?
A 2z +o0
0

adédik. Tartsunk most o-val nulldhoz; ekkor a meredekség 2z+0 = 2z-
hez tart. Ez lesz az érint6 meredeksége, vagy Newton szavaival élve az
1:2 fluenshez tartozé fluzid. Ez a valasz is megegyezik Apollénioszéval.
Ujabb véletlen? Newton médszere, a modern analizis kutforrasa, olyan
részeket is felfrissit, amelyekhez Apolléniosz nem tudott hozzaférni.
Ugyanolyan jél miikodik példaul y = 23 esetében, ekkor 3z? a fluxié.
Hasonléan okoskodott Leibniz is, csak nala az o helyett a dx (,z-bdl
egy icipici”) jel szerepel.

Sokakban az a kényelmetlen érzés tamadhat, hogy ez az egész vala-
hogy gyaniis. Ebben az esetben azonos véleményre jutottak a kalkulus
&skritikusaval, George Berkeley piispokkel, aki 1734-ben az aldbbi mii-
vet adta ki: Az analizdld, avagy egy hitetlen matematikushoz intézetl
beszéd, amelyben megvizsgdltatik, vajon a modern analizis tdrgya, elvet
és kovetkeztetései vildgosabban beldthatdk €és nyilvdnvalébban bizonyi-
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tottak-e, mint a valldsi titkok és hittételek. , Elébb sajit szemedben leld
meg a gerenddt, s csak azutdn ldtsz majd tisztdn, hogy mdséban a szdl-
kdt keresd.”? Berkeley azt kifogdsolta, hogy az o vagy nem pontosan
nulla — ekkor a valaszok, nem nagyon ugyan, de hibdsak; vagy pedig
tényleg nulla — ekkor viszont nem szabad osztani vele, tehdt a sza-
moldsok értelmetlenek. Megjegyezte még, hogy a nagy 0 helyett a kis
0 hasznalata, noha nem kifejezetten csalds, de szemernyivel sem viszi
elébbre a dolgokat.

Newton a fluxiét mint ,elenyészé novekmények végsé hanyadosat”
definialta. Erre Berkeley az aldbbi ésszerii vélaszt adta: ,De mik ezek
a fluxidk? Az elenyész6 novekmények sebességei. Es mik ezek az ele-
nyészd novekmények? Se nem véges mennyiségek, se nem végteleniil
kicsinyek, még csak nem is semmik. Mi masok lennének tehat, mint
a kimilt mennyiségek kisértetei?” Berkeley azt kifogasolta, hogy a
fluxist két eltiin mennyiség (a fenti példdnkban 20z + 0? és o) hénya-
dosanak tekintsiik. A 0/0 hanyadosnak nincs értelme. Mivel 1 x0 = 0,
ezért 0/0 = 1; de ugyanigy 2 x 0 = 0, vagyis 0/0 = 2. Hasonlé médon
tetszéleges z-re ,bebizonyithatjuk”, hogy 0/0 = z. De akkor mi az oka
annak, hogy Newton mddszere eredményesnek tiinik? Berkeley szerint
az, hogy a hibék kiejtik egymast.

Az ellenvetések kapcsan elSszor is be kell latnunk, hogy Berkeley-
Nek az analistakkal szemben teljesen igaza volt. Athatd, tajékozott
kritikdjaval egy szornyii szakadékot tart fel. Lehet, hogy onzé szandé-
kok vezették, amikor a matematikai bizonyitéds és a valldsos hit kozti
kiilonbséget (vagy annak hidnyat) taglalta, azonban nagyon alaposan
belegondolt abba, amit biralt. (Barcsak masok is igy tennének.) Senki
Sem tudott Berkeleynek igazdn jé valaszt adni. Mésrészt viszont azt a
Mmesét sem lehetett bevenni, hogy szdmolasok szazai, amelyek eredmé-
hyét mds médon is ellendrizték, csak azért mitkodnek, mert ,a hibak
kiejtik egymast”, anélkiil, hogy megmagyardznank, mi az ordognek
eskiisznek folyton ossze a hibdk arra, hogy egymast kiejtsék! Sét, ha
be tudjuk bizonyitani, hogy a hibak mindig kiegyenlitédnek, ez annak
az igazoldsaval egyenértékii, hogy nincsenek is hibak. Rdadasul New-
ton és kovetsi tudtak, hogy értelmes, amit csinalnak, mert egy kicsit
mélyebben lattak (igaz hogy fizikai szemszogbél), mi is torténik valdja-

2Acimésa kovetkezd bekezdésben szerepld idézet szovege Fehér Marta fordi-
tasdt koveti.
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ban. Berkeley viszont ragaszkodott az algebrista gondolkodashoz, ahol
o egy fix konstans. Ekkor o-nak egyszerre kellene nulldnak és nemnulla-
nak lennie, ami lehetetlen. Newton azonban o-t vdltozénak tekintette,
amely tetszolegesen megkozelitheti a 0-t anélkill, hogy ténylegesen el-
tiinne. Newton a teljes folyamatot nézte, amint o nullira zsugorodik
ossze; Berkeley azt kovetelte Newtontdl, hogy o értékét a végleges el-
tlinést kozvetlenil megel6z6 pillanatban rogzitse, és ezt Newton nem
tudta teljesiteni. Newton tudta, hogy Akhilleusz végiil utol fogja érni
a tekndst, mert gyorsabban fut nala; Berkeley azt kivdnta Newton-
tol, hogy mutasson ra az utolérést kozvetlenil megel6z6 pillanatra,
amelyrdl vildgos, hogy nem is létezik. Berkeley jitszva megnyerte a
logikai csatdt. Mindez a legkisebb mértékben sem zavart senkit, mert
a médszer — lettlégyen logikus vagy sem — ragyogéan miikodott.

Nem sok hidnyzott

Colin MacLaurin Ertekezés a fluziokrdl c. munkdajaban tigy prébalta
a kalkulus helyességét igazolni, hogy a mddszereket ujraértelmezte a
klasszikus geometria, nevezetesen a kimerités keretein beliil. Ezt rend-
kiviil iigyesen és meggySzben csinalta, amivel szdndékai ellenére azt a
hatast érte el, hogy sokan a geometria kedvéért végképp hatat forditot-
tak a kalkulusnak. Leibniz az infinitezimalisban keresett menedéket.
»Ezek a dz és dy legyenek most végteleniil kicsinyek. ... Hasznos do-
log bizonyos mennyiségeket végteleniil kicsinek tekinteni, igy amikor
ilyenek hanyadosat keressiik, akkor nullatél killonbozének tekinthet-
Jiik 6ket, azonban mindig elhanyagolanddk, valahanyszor Gsszehason-
lithatatlanul nagyobb mennyiségekkel egyiitt fordulnak els.” Az infi-
nitezimalist emellett valtozé mennyiségként képzelte el; mindezt egy
folytonossdgi torvényben igy foglalta ossze: ,Barmilyen dtmenetet is
tételeziink fel barmilyen végponttal, szabad olyan éltalanos érvelést
hasznalnunk, amelybe a végpontot is beleérthetjiik.” Mas széval, ami
minden nemnulla o-ra érvényes, az o = 0-ra is érvényes. Ezt az el-
vet példakkal tamasztotta ald, bizonyitdssal nem. Csinjan kell vele
banni: probaljuk ki az o > 0 ,altaldnos érvelésre”. Johann Bernoulli
1692-ben megirta egy kalkulus tankényv masodik részét, amelyet végiil
1742-ben adtak ki. A matematikaban nem ismeretlen egy kiadds el-
huzédasa, ilyen nagysigrendben azonban mar meglehetdsen szokatlan.
Lehet, hogy Bernoulli rekordot akart feldllitani: az elsé rész, amelyet
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1691-ben irt, csak 1924-ben jelent meg. A rejtély nyitjat keresve tigy
érvelt, hogy ,ha egy mennyiséget egy végteleniil kicsiny mennyiséggel
csokkentiink vagy noveliink, akkor az se nem novekszik, se nem csok-
ken”. Csak mai fiilnek hangzik ez taldnyosan? Bernoulli megprébalta
még az infinitezimalist 1/0co-ként definialni.

Newton 1704-es gondolatai kozelebb jutottak a célhoz, mint Ber-
noulliéi. ,A matematikdban a legcsekélyebb hibat sem szabad elha-
nyagolni. A matematikai mennyiségeket nem tgy tekintem, mint amik
nagyon kicsiny részekbél allnak, hanem mint amiket folytonos moz-
gdssal lehet leirni. A fluxidk, tetszSleges megkozelitésben, a fluen-
sek olyan névekményei, amelyek egyenld és lehetd legkisebb id8k alatt
képzédnek.” Mint kovetkezetlent, hatarozottan visszautasitotta az in-
finitezimalis bizonyitdasmédot. Valéban nagyon kozel jutott a mai ér-
telmezéshez, amikor a Principia elsd és harmadik kiaddsaban ezt irta:
»Azok a végs6 hanyadosok, amelyekben a mennyiségek eltiinnek, szigo-
Ii értelemben véve nem a végsé mennyiségek hanyadosai, hanem olyan
hatarértékek, amelyek felé a mennyiségeknek a hanyadosai, vég nélkiil
Csokkenvén, tartanak, és amelyeket noha barmely adott kiilénbségnél
Jobban megkézelitenek, de sohasem 1épnek til, sem el nem érnek, amig
a mennyiségek végteleniil le nem csokkentek.” Mas sz6val, ahhoz hogy
megtaldljuk a hatarértéket, amelyhez a 20z + 0? : o hanyados tart,
mikdzben o lecsokken nulldig, nem helyettesitiink be o = 0-t, amivel a
0 : 0 hanyadoshoz jutnank. Ehelyett o nemnulla marad, egyszerusités
utdn 2z + o : 1 adédik, majd észrevessziik, hogy amint o-val 0-hoz
kozelitink, ez a hanyados 2z : 1-hez kézelit. Newton pontosan tudta,
hogy mit csinal; csak éppen nem taldlta meg a preciz kifejezésmédot.
Nagyjabol ugyanebben az id6ben egy sor mds matematikus, koztiik
John Wallis és James Gregory is csak hajszalnyival vétette el a célt.

A bonyodalom fokozédik

Mielétt a kalkulus problémaja rendben megoldédott volna, a komplex
szamok képében 1ij bonyodalmak jelentkeztek. Amint a 11. fejezetben
litni fogjuk, az analizis komplex valtozés fiiggvényekre torténd kiter-
Jesztése maga is nagy (de alkoté) kavarodast okozott. A kalkulus meg-
alapozasanak a kérdése mégis hamarosan elrendezéddtt. A komplex
fiiggvénytan biblidjaban, az 1821-es Cours d "Analyse-ben Augustin-
Louis Cauchy az elméletet a hatdrérték fogalmdra alapozta, amelyet
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igy definialt: ,Ha egy valtozd egymast kovetd értékei vég nélkiil meg-
kozelitenek egy rogzitett értéket gy, hogy attdl végiil annyira kevéssel
térnek el, amennyire csak akarjuk, akkor ez utébbit az 6sszes tobbi ha-
tarértékének nevezziik.” Ami az infinitezimalist illeti, Cauchy teljesen
vildgosan beszélt: ,Azt mondjuk, hogy egy valtozé mennyiség végtele-
niil kicsinnyé valik, ha a szdmértéke vég nélkiil lecsokken vgy, hogy a
0 hatdrértékhez konvergal.” Az infinitezimalisok vdltozék, nem pedig
konstansok. Hasonléan a oo sem konstans, hanem egy olyan valtozd,
amely tetszélegesen naggya valik. Ez nem mds, mint az arisztoteleszi
potencidlis végtelen, atalakitva potencidlis infinitezimalitdssa. Taldn
illetlenség megjegyezniink, hogy senki sem definidlta, mit ért valtozén.
Ez nem volt silyos mulasztas, és észrevétlen maradt.

Larry Niven Konvergens sorok c. elbeszélésében egy tulipiros, szar-
vas démont hivnak életre a hagyomanyos médon, egy csillagotszogben
(pentagrammaéban), amelyben a démon kezét-labat széttarva jelenik
meg. A fGszereplének egyetlen kivansiga teljesiilhet, de csak huszon-
négy 6ra haladékot kap, a szerzédésben taldlhatd szokasos aprébetiis
zaradék miatt. Miutdn a démon jelentett az Ordognél, maris ijra
feltiinik a csillagban, hogy behajtsa a hagyomanyos biintetést. Az
aldozat lehetdséget kap arra, hogy kiradirozza a csillagot, és visszaraj-
zolja oda, ahova akarja. Niven hése a csillagot a démon kidomborodé
haséra kaparintja. Amikor ebben a démon ijra megjelenik, sajat gyors
zsugorodasat észleli, és mielStt rajonne, hogy mi tortént vele ... Egy
infinitezimalis démonunk maradt? Nem, mondja Cauchy; egyaltalin
nem maradt démonunk. Az eltinés mddja volt infinitezimalis.

Epszilontika

Végiil — mindenki nagy megkénnyebiilésére — 1850 téjan Karl Wei-
erstrass rendet teremtett a ziirzavarban; komolyan vette az ,annyira
kozel, amennyire csak akarjuk” kifejezést. Mennyire kozel akarjuk va-
l6jdban? Weierstrassnal mar nem egy aktivan véltozé mennyiségrél
van 826, hanem a lehetséges értékek halmazanak egy tetszoleges ele-
mét jelentd statikus szimbSlumrdl. Egy f(z) fiiggvény akkor tart az
L hatarértékhez amint z tart az a értékhez, ha barmilyen ¢ pozitiv
szamot is véve, az f(z) — L killonbség kisebb lesz mint ¢, valahdny-
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szor ¢ — a kisebb mint egy az e-1dl fiiggd & szam.2 Olyan ez, mint egy
Jéték: ,Te megmondod, hogy az f(z)-et milyen kozel akarod az L-hez;
utédna én mondom meg, milyen kozel kell lennie az z-nek az a-hoz.” Az
Epszilon jatékos kozli, hogy 6 mennyire kozel akarja; ezutéan Delta lép-
het tetszése szerint. Ha Deltdnak mindig van nyerd stratégidja, akkor
f(z) az L hatérértékhez tart. A hatdrértéknek ez az epszilon—deltés
definiciéja taldn egy kicsit koriilményes, azonban a gorogok kimeritési
médszeréhez hasonléan egy profi szakértd ebbe is hamar beletanul, és
Precizen, s6t idonként szédité virtuozitissal tud vele banni.

Figyeljiikk meg, hogy a fizikai mozgaskép miként alakult at stati-
kus események halmazava, ahol € minden egyes megvalasztasihoz egy
ilyen esemény tartozik. Nem kell mar egy 0-hoz sodrédé valtozoként
gondolnunk az e-ra; csak annyi a dolgunk, hogy tekintsik e Osszes
lehetséges (0-nal nagyobb) értékét, és ezek mindegyikével sikeresen el-
boldoguljunk. Az aktuélis végtelen helyett a potencialisra valé attérés
nem volt mas, mint megtéveszté mandver: az egész probléma megfo-
galmazhaté tisztan véges eszkozokkel. Weierstrass hatarérték-defini-
ciéja megszabaditotta a kalkulust a metafizikai meggondoldsoktdl, és
megsziiletett a modern analizis. Manapsag minden bevezets analizis
kurzusban a hallgatét egy-két hétig az un. ,epszilontikdval” gyotrik
— ez az illetének kezdetben jokora gondot szokott okozni. Igy edzi a
szakma a kisinasait. Ha meg akarjuk érteni az analizist, és nemcsak a
kalkulussal szamolgatni, akkor ennek ez a bevett 1tja.

Reeb dlma

Mindezek ellenére van valami intuitiv és vonzé a régimédi infinitezima-
lis okoskodasokban. Ma is megtaldlhaték nyelviinkben és gondolkoda-
sunkban: idébeli ,pillanatok”, ,pillanatnyi” sebességek; a gorbe mint
végteleniil kicsiny egyenesdarabkak sorozata. A mérnokok, vegyészek
és fizikusok szivesen dolgoznak kicsiny 6z novekményekkel, amelyeket
a szamolas megfeleld lépéseiben dz-szé varazsolnak at, és nem strapal-
Jak magukat holmi epszilontikai hokuszpdkusszal. ,A matematikusok
végiil is igazoltak az ilyen dolgok jogossagat, csak gyotorjék a pici kis
agyukat ezzel, ha akarjak, én nagyobb tétre megyek.”

3 A korlétozds mindkét esetben az eltérésre, tehdt a killsnbségek abszolit érté-
kére értendd. (FR)
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Ekesszéléan mondja Georges Reeb:

A matematikusok mindig is Almodoztak egy olyan infinitezim4lis kalkulusrél,
amely mélté a nevéhez, azaz amelyben dr és dy infinitezim4lis szamok, amelyben
f : f(z)dz ilyen szdmok valédi Gsszege, amelyben a hatdrértékeket valéban elérjik;
és ez az dlom taldn megérdemel némi ismeretelméleti vizsgdléddst. Mas dlomké-
pek is felsejlettek a matematikus 4brdndozé lelki szemei elétt, mégha a kalkulus
eredményeihez képest ezek el is torpiiltek; egy olyan vildg kdrvonalai, ahol a he-
lyes kovetkeztetési szabdlyokkal sszefér, hogy vannak ,nagy”, ,kicsi”, st akdr
»hatdrozatlan nagysdga” egész szdmok, amelyek eleget tesznek az indukcids elv-
nek, és ahol a kicsi szdmok rdkdvetkezdi is kicsik maradnak; ahol zavaros, de sem-
miképpen sem véges konkrét halmazszertiségeket egyetlen véges halmazba lehet
Gsszegyiijteni; ahol a folytonos fiiggvények szinte tSkéletesen kozelithetSk rogzitett
fokszami polinomokkal. Egy ilyen viligban a véges birodalmakat vagy tavcsdvel
vagy nagyitSiiveggel nézegethetjiik, hogy réluk teljesen jszerti képeket nyerjiink.
Egy ilyen viligban a weierstrassi szigor kritériumainak kett3s értelmezése a fantazia
és a koltészet szabad szdrnyaldsét teszi lehetdvé.

Egy labjegyzet ezt egy példaval egésziti ki: ,Kell, hogy létezzen olyan
véges lanc valamelyik majomtdl Darwinig, amely eleget tesz a kovetke-
26 szabélyoknak: minden majom fia is majom, és minden ember apja
is ember.”

Nemstandard analizis

1920 és 1950 kozott a matematikai logika robbanésszerii fejlddésnek
indult, és a kialakulé j teriiletek egyike a modellelmélet volt. A mo-
dellelméletben valamely adott axiémarendszerhez akarjuk megkeresni
és jellemezni a modelleket, vagyis azokat a matematikai struktirakat,
amelyek a rendszer minden axiémajat kielégitik. A koordinatasik te-
héat az euklideszi geometria axiémdinak egy modellje, Poincaré konst-
rukciéja a hiperbolikus geometria axiémainak szolgal modelliil és igy
tovabb.

A logika miivelSi fontos kiilonbséget tesznek az tin. elsérendii és ma-
sodrendii axiémarendszerek kozott. Az elsérendii esetben az axiémak
olyan tulajdonsagokat fejezhetnek ki, amelyeket a rendszer objektuma-
itél, és nem az objektumokbdl képezett halmazoktdl kéveteliink meg.
A mésodrendii esetben nincs ilyen megszoritds. A kozonséges artitme-
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tikdban az
(1) z+y=y+ z minden z-re és y-ra

allits az elsSrendii logikahoz tartozik, és ugyanez dll az osszes szokésos
algebrai szabalyra; azonban a

(2) ha z < 1/n minden n egészre, akkor z =0

formula mar masodrendd. A valds szamok axiémdinak szokasos listdja
masodrendii, és régéta ismert, hogy ennek csak egyetlen modellje léte-
zik: a valds szamok jél ismert R struktiraja. Ez nagyon megnyugtato-
an hangzik. Kideriil azonban, hogy ha az axiémékat olyan értelemben
gyengitjiik, hogy csak R elsdrendii tulajdonsagait foglaljak magukba,
akkor mds modellek is létrejonnek, koztik olyanok is, amelyekben a
fenti (2) nem teljesiil. Legyen R* egy ilyen modell. Az eredmény a
nemstandard analizis elmélete, amelyet Abraham Robinson inditott
el 1961 korill. A nemstandard analizisben tényleges végtelenekkel és
tényleges infinitezimdlisokkal talalkozunk. Ezek konstansok, és nem
Cauchy-stilusi valtozok. Es itt Reeb Alma megvaldsul! Az példaul,
hogy (2) nem teljesiil, éppen azt jelenti, hogy z ,valédi” infinitezimalis.
a pedig w egy végtelen egész, akkor az

1,2,3, ..., w=-3,w-2,w—-1,w

sorozat az 1,2, 3, ... majmokat az ... ,w —3, w—2, w— 1, w Darwi-
nokkal koti ossze.

Valésok és hipervalésok

A jaték még csak nem is 1j. Hanyszor bévitettiik mar korabban is a
»Szamkort” | hogy egy kivanatos tulajdonsagot elérjiink! A racionélis-
bél a valésba, hogy legyen V2; a valésbél a komplexbe, hogy legyen
V=1. Es most a valésbél a hipervalésba, hogy legyenek infinitezimali-
sok. A nemstandard analizisben rendben megtalalhatok a kozonséges
N= {0,1,2,3,...} természetes szamok, de van a ,nem természetes”,
Jobban mondva ,nemstandard természetes” szamoknak egy bévebb N*
rendszere. Vannak a Z kozonséges egészek és a Z* nemstandard egé-
szek. Végiil vannak az R standard valdsok és az R* nemstandard



92 Kimidlt mennyiségek kisértete:

valésok. Az egyes parokat az elsérendii tulajdonsigok szempontjabdl
nem lehet egymastél megkiilonboztetni, tehat ha akarjuk megtehetjiik,
hogy R els6rendii tulajdonsagait R* segitségével igazoljuk; ugyanakkor
R* mindenféle j finomsagot kindl: infinitezimalisokat és végteleneket,
amelyeket 1ij médon tudunk felhasznalni.

Késtolonak vegyiink el8szor néhany definiciét. Egy hipervalds szam
akkor véges, ha valamely standard valdsnal kisebb. Akkor infinitezi-
mdlis, ha minden pozitiv standard valdsnal kisebb. Minden, ami nem
véges, az végtelen, és minden, ami nincs R-ben, az nemstandard. Ha z
infinitezimalis, akkor 1/z végtelen, és megforditva. Most nézziink né-
hany trukkosebb dolgot. Minden véges hipervalds z-nek egyértelmiien
létezik egy standard része, std(z), amely végteleniil kozel van z-hez,
azaz z —std(z) mﬁmteznmahs Minden véges hipervalds egyértelmiien
1rhato fel ,standard plusz infinitezimdlis” alakban. Olyan ez, mintha
minden standard valést végtelen kozeli hipervalésok homalyos felhdje
venne koriil, ez az 6 fényudvara. Es minden ilyen fényudvar egyetlen
valds koré csoportosul, ez az 6 drayéka.

Vizsgaljuk meg, hogyan szamolta ki Newton az y = Jla) = a2
fiiggvény fluxiéjat (derivaltjat). Vett egy kis o szamot, és elkészitet-
te az [f(z + o) — f(2)]/o hanyadost. Ennek értéke 2z + o, ami j6
is lenne, ha az o-t6l meg tudnank szabadulni. Ehhez kellettek a vég-
s6 hanyadosok, a hatarértékek és az epszilontika, amint lattuk. Van
azonban egyszeriibb 1t is. Legyen o infinitezimalis, és 2z + o helyett
vegyik a standard részét, azaz 2z-et. Més széval, az f(z) figgvény
derivéltjanak definicidja legyen

std{[f(z + 0) = f(z)]/o},

ahol z standard valds és o tetszSleges infinitezimalis. A gordiuszi €SO~
mot atvago nagysandori kard nem més, mint a standard rész artat-
lannak tiind Gtlete. Ez tokéletesen preciz, mert std(z) egyértelmiien
meg van hatérozva. Es nem egyszeriien elfeledkezik a foloslegessé valé
o-16l, hanem egyszer és mindenkorra megszabadul t8le. Mi is torténik
itt? Lényegében az, hogy a hipervalésok kiilonféle nagysagrendiiek le-
hetnek, és a helyes nagysdgrendhez kell eljutnunk. A standard valésok
rendje 0. Az o—hoz hasonlé infinitezimalisok rendje tobbnyire 1, de
o? rendje 2, 0°-¢ 3, stb. Ugyanakkor a végteleneknél 1/o0 rendje —1,
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1/0%é —9. A standard rész barmely véges hipervalésnak a legkisebb
Nagysagrendii tagjat valasztja ki.

A nemstandard analizissel nem nyerhetiink semmi olyan informaciot
R-r8], amely barmilyen médon is kiilonbézne a standard analizistdl.
Itt a médszer és a médszer hatteréiil szolgdld kornyezet az, ami nem-
standard; maguk az eredmények a j6 oreg analizis igaz tételei. Akkor
Mmeg mi értelme van ennek az iires fecsegésnek, ha semmi ijat sem
tudunk vele bizonyitani? MielStt ezt a fontos kérdést tisztdznank,
éljiik bele magunkat kicsit annak a hangulatdba, hogyan is miikodik a
nemstandard analizis.

Isten hozta a bolondokhazaban

Ha megnéziink egy nemstandard analizis kurzust, ez latszolag ponto-
san azoknak a hibaknak a nagyszabdsu seregszemléje, amelyek elkerii-
lésére diskjainkat egész idS alatt oktatjuk. Példaul:

(1) Egy s, sorozat korlatos, ha s, véges minden végtelen w-ra.

(2) Egy s, sorozat az L hatarértékhez tart, ha s, — L infinitezimalis
minden végtelen w-ra.

(3) Egy f fiiggvény folytonos z-ben, ha f(z+o0) végteleniil kozel van
f(z)-hez minden infinitezimalis o-ra.

(4) Az f fiiggvénynek akkor és csak akkor lesz z-ben a derivaltja d,
ha [f(z + 0) — f(z)]/o végteleniil kozel van d-hez minden infini-
tezimalis o-ra.

(5) Az f Riemann-integralja infinitezimalis teriiletek végtelen Gsszege.

A nemstandard analizis nyijtotta formalis keretek kozott azonban ezek
mar nem hibés allitasok, hanem szigori tények!

Mire j67

Es most térjiink vissza a korabbi kérdésiinkhéz: mi értelme van ennek
az iires fecsegésnek, ha semmi tjat sem tudunk vele bizonyitani?

A kérdés talzottan leegyszeriisiti a problémat. A helyes vélasz ra
az, hogy a nemstandard médszerekkel bizonyitott barmely eredmény a
standard analizis igaz tétele (és igy standard médon is biztosan meg-
kaphaté). Bz azonban semmit sem arul el arrél, hogyan talalhatjuk
meg a standard bizonyitast, és arrél sem nytijt felvildgositast, hogy a
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nemstandard bizonyitds ennél rovidebb vagy hosszabb, természetesebb
vagy ravaszabb, konnyebben vagy nehezebben érthetd lesz-e. Newton a
Principidban megmutatta, hogy mindaz, ami a kalkulussal bizonyitha-
t6, igazolhatd a klasszikus geometria segitségével is. Ez semmiképpen
sem jelenti azt, hogy a kalkulus fabatk4t sem érne. Hasonléképpen
a nemstandard analizissel kapcsolatban is a helyes kérdésfeltevés ugy
hangzik, vajon hatékonyabb-e ez a gépezet. Ez mar nem matemati-
kai vitatéma; a tapasztalatnak kell eldontenie. A tapasztalat pedig
elég hatarozottan azt sugallja, hogy a nemstandard analizissel kapott
bizonyitdsok altaldban rovidebbek és kozvetlenebbek. Nagymérték-
ben elkeriilik a dolgok nagysigira vonatkozé bonyolult becsléseket.
Ahelyett, hogy olyasmikkel kellene térédniink, vajon o? kisebb-e mint
10797, egyszeriien megjegyezziik, hogy mésodrendi infinitezimalis,
és igy tovabb. Az ilyen jellegii becslések teszik ki a klasszikus ana-
lizis bizonyitasainak nagy részét. A f6 nehézséget az jelenti, hogy a
nemstandard analizis egészen mas hattéret igényel, mint a klasszikus
analizis, és igy nagyon sok kezdeti erdfeszitést kell tenni, amig a be-
fektetések megtériilnek.

Kacsak

A nemstandard analizissel iij jelenségeket fedeztek fel, koztik olya-
nokat is, amelyek gyakorlati szempontbdl fontosnak bizonyultak. Az
alkalmazott matematika egyik nagy teriilete, a perturbacidszamitéas, az
egyenletek ,nagyon kis” valtozdsaival foglalkozik. Miért ne vegyiik a
perturbécidt infinitezimalisnak, és nézziik meg, mire jutunk? Néhany
bator szellemii vallalkozé az elmiilt években raallt erre a vonalra. Elé-
gedjiink meg egyetlen példaval. Van egy bizonyos differencialegyenlet,
amelyet nem fogok részletezni, s amelyben szerepel egy kicsi paramé-
ter és egy tovabbi k paraméter. Ismeretes, hogy k < 1 esetén egyetlen
oszcilldlé megoldds 1étezik, mig k > 1-re nincs oszcillacio. Hogyan
nkapcsol be” az oszcillicié, amint k athalad az 1-en? Ehhez a ,Hopf-
elagazasnak” nevezett matematikai eszkoz szolgal mintaul. Az oszcil-
l4cié szép siman novekszik. Konnyi kiszamolni, hogy az egyenletben
k = 1-nél 1ép fel egy Hopf-elagazds. Kell-e még barmit is mondani?
Kellene, mégpedig nem is keveset. Amint k lefelé menet athalad az
l-en, egy Hopf-elagazas valéban beindit egy pici oszcillaciét. Azonban
szinte azonnal ez nagyon gyorsan egy nagyba csap at. Mivel egyes koz-
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beess fazisokban kacsa alaki gorbék jelennek meg, az effektust francia
felfedez8i canard-nak nevezték el. Kacsat csak nagyon pontos szami-
t'C)gflppel lehet 18ni: az ¢ = 0,01 esetben példdul k hatvanadik tizedes
Jegyere van szukseg Az elsd kacsat Eric Benoit, Jean-Louis Callot
és Francine és Marc Diener talaltdk. Ok nem szamitégépet hasznal-
tak, hanem nemstandard analizist és infinitezimalis € perturbaciét. A
kacsat porig sujtotta a médszer ellenallhatatlan ereje, és onszantabdl
Megadta magat.

Mérnoki logika?

T6bb okunk is van azt feltételezni, hogy a nemstandard analizis gyu-
molcsei leginkabb az alkalmazott matematika teriiletén fognak beérni.
Az egyik ok az, hogy az alkalmazott matematikusok, mérnokok és tu-
désok eleve dz-szerii infinitezimalisokban gondolkodnak. Egy masik
ok pedig az, hogy itt annyira fontos szerepet jatszanak a kis zavaré té-
hyez8k, a perturbacidk. A perturbaciészamitds nagy része ugyanakkor
reményteleniil szétesé és pontatlan, és csak ugy hemzsegnek benne a
Pusztan tapasztalati tények alapjan levont kovetkeztetések. Jo6 esély
kinalkozik arra, hogy a nemstandard analizis végre egy kis rendet te-
femtsen ezen a teriileten, és némi erdsité injekcidkkal is szolgaljon.
A nemstandard analistdk mar feltartak néhany lehetoséget, ilyenek a
Polinomegyenletek, a gyors-lassi folyamok, a geodetikusok, a peremér-
ték-feladatok, a peremfeliileti folyamok, a sztochasztikus differencial-
egyenletek és a matematikai fizika spinrendszerei.

Azt varnank, hogy a tudomanyos kutatdsban a mashonnan érkezé
4j gondolatokat, 1j technikdkat, j jelenségeket azonnal iistokén ra-
gadjak és felhasznaljak. Valéjaban erre csak akkor keriil sor, ha ezek
k6zben nem lépték at a targyak kozotti hagyomanyos hatdrvonalakat.
A | nem itt talaltdk fel” kér nagyon erds, és tobb perturbécids szakem-
bert is megtamadott. Egyikiik példaul igy reagalt a kacsak felfedezésé-
'e, hogy a sajat médszereivel kidolgozott egy (meglehetdsen bonyolult
¢s triikkos) bizonyitast, mikozben a nemstandard megkozelités pre-
Cizitasat illetéen (megalapozatlan) kételyeinek adott hangot. Bagoly
mondja verébnek! Utdlag konny(i bolesnek lenni; jobb benyomast ten-
e ram a perturbécidszamitdsos bizonyitas, ha azeltt sziiletett volna,
hogy a nemstandard analistdk a piszkos munkat elvégezték.

Ez a reakcié azonban egy altalanosabb problémat jelez, amely egy-
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altaldn nem csak az alkalmazott matematikdra korldtozédik. Az al-
kalmazasok teriiletén leginkabb tdjékozott szakemberek, képzésiiknél
fogva, nem tudnak egy olyan technikat kezelni, amely a matematikai
logikabdl fejlédott ki, kiilonosen akkor nem, ha ez egy egészen eltérd
észjarast, egy olyan ujszerii gondolkodasmddot igényel, amelyhez csak
hossz1 évek alatt lehet hozzaszokni. Nem érdekli Sket, hogyan lesz a
pongyola gondolkodasbdl preciz, mert — merem allitani — &k sziveseb-
ben maradnanak pongyoldk. Es ezért a nemstandard analistaknak kell
az alkalmazasokat tovabbfejleszteni, amig nem tudnak valami annyire
drdmai dologgal elérukkolni, hogy még a legfantaziatlanabb perturba-
16 is kezdi majd \igy érezni, hogy valamibdl talin kimaradt. Lehet
persze, hogy ez sohasem kovetkezik be — én mégsem igy latom, mert
valtoznak az id6k. Az viszont tovdbbra is kétséges, vajon a huszon-
egyedik szazad mérnokeinek meg kell-e majd tanulniuk a modellelmélet
metamatematikajat.



8
A PARBAJHOS ES AZ ORIAS

A Cooper’s Hill-i Miiegyetemen az egyik félév végén fogadast rendeztek, és a
vendégek megtekinthették a természettudomanyi tanszékeket. Egy ifja holgy,
amikor a fizikai laboratériumba belépve sajat, fejjel lefelé 16g6 képmasat pil-
lantotta meg az egyik nagy homort tiikdrben, naivul igy szélt a szomszédjd-
hoz: Ezt a tiikrot forditva akasztottdk fel.”

Clement V. Durell

»Pisztolyokkal huszonot lépésrél!” 1832. majus 30-an egy fiatal francia
forradalmar egy holgy becsiiletéért vivott parbajban haslovést kapott,
€s mdsnap hashartyagyulladasban meghalt. A Montparnasse teme-
6 egy kozos sirjaba temették el. Kozvetlenil a parbaj el6tt ezt ir-
ta barataihoz, Napoleon Lebonhoz és V. Delaneyhoz: ,Egy becstelen
kokott, aldozataként halok meg. Eletemet egy szdnalmas veszekedés
oltja ki. O! Miért kell ilyen kézonséges, ennyire megvetendé dolog mi-
fltt elpusztulnom!” Titokzatosak a koriilmények; egészen a legutobbi
1dékig a holgyrdl csak annyit tudtunk, hogy ,Stéphanie D.”, amig Car-
s Infantozzi némi nyomozas utan Stéphanie-Felicie Poterin du Motel
Déven azonositotta, aki egy orvos tokéletesen tiszteletre méltd lanya
volt,
A melodrama f6hdse aznap éjjel egy masik levelet is irt, Auguste
Chevalier—nek, arrdl, hogy ,néhany uj felfedezést tettem az analizis-
en.” Sorait igy zarta: ,Kérd meg Jacobit vagy Gausst, mondjanak
Véleményt ezeknek a tételeknek nem is annyira a helyességérél, mint in-
kébb a jelentéségérdl. Remélem, kés6bb majd akadnak olyanok, akik-
Nek megéri, hogy megfejtsék ezt a zagyvasigot.” A zagyvasig Tony
thman szerint ,jelentSsen hozzajarult a matematika egy j dganak
a megalkotasdhoz, amely ma olyan kiilonboz6 teriileteket vildgit meg
Mint az aritmetika, a kristdlytan, a részecskefizika és a Rubik-kocka
lehet,séges alldsainak a meghatdrozasa.” A tragikus alkoté Evariste
Galois, a mii a Csoportelmélet.
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Egyenletek

Galois egy régéta hiiz6do probléman dolgozott. Amint az 1. fejezetben
lattuk, az els6-, mdsod-, harmad- és negyedfoki egyenletek pontos
megoldasai gyokkifejezések formdjaban megadhaték. Az otodfoki
egyenletnél azonban minden eréfeszités ellenére sem sikertilt ilyen meg-
olddképletet talalni. Az 1800-as évektdl kezdve a reménytelennek tiind
keresést egy ellenkezd irdnyd probélkozas valtotta fel: bebizonyitani,
hogy az egyenlet nem oldhaté meg gyokjelekkel. Paolo Ruffini 1813-as
sikertelen kisérlete utan ezt végil Abel igazolta 1824-ben. Abel meg-
vizsgalta azokat a segédegyenleteket, amelyek egy feltételezett megol-
dasi eljaras soran eléfordulhatndnak, és ezek fokszamainak a bonyolult
elemzése adta a bizonyitast. Galois nagyobb faba vagta a fejszéjét. Bar
az altaldnos 6todfoku egyenletre nincs megolddképlet, egyes specidlis
otod- és magasabb foku egyenletek megoldhaték gyokjelekkel. Galo-
is olyan moédszert akart, amely tetszéleges adott egyenletrdl eldonti,
hogy megoldhato-e gyokjelekkel vagy sem. Erre a kérdésre meglepd és
eredeti valaszt adott. Minden az egyenlet szimmetriditdl fugg.

Szimmetridk

»A szimmetria — mondta a témardl tartott hires el6adassorozataban
Hermann Weyl — az egyik olyan elv, amelynek segitségével az em-
ber 6sid6k 6ta megprobalja a rendet, a szépséget és a tokéletességet
megérteni és megteremteni.” Amikor a matematikusok szimmetriat
emlegetnek, 6k valami nagyon specidlis dologra gondolnak: valami-
lyen objektum olyan transzformacidjara, amelynek soran az objektum
szerkezete nem valtozik meg.

Tekintsiink példaul egy négyzetet, és rajzoljuk meg a kontiirjat. Ha
a négyzetet elmozditjuk, utana altaldban mar nem illik bele ebbe a ke-
retbe. Van azonban ez aldl pontosan nyolc kivétel, éspedig a kovetkezd
mozgatasok:

(1) Hagyjuk a négyzetet helyben.

(2) Forgassuk el 90 fokkal (az éramutatd jarasaval ellenkezd irdny-
ban).

(3) Forgassuk el 180 fokkal.

(4) Forgassuk el 270 fokkal.



Summeltridk 99

(8) Forditsuk 4t a fiiggdleges tengelye koriil (mint egy forgéajtot).
(6) Forditsuk &t a vizszintes tengelye koril.

(7) Forditsuk 4t az egyik atléja mentén.

(8) Forditsuk 4t a masik atléja mentén.

A fenti operaciék mindegyike a négyzet egy-egy szimmetridja. Ha két
Szimmetriat egymads utdn alkalmazunk, akkor a négyzet tovdbbra is ,a
sajat keretei kozott marad”, tehat az eredmény egy djabb szimmetria.
Ha példaul a ,90 fokos” utén a ,180 fokos forgatds” kévetkezik, akkor
ezek egyiittes hatasa megegyezik a ,270 fokos forgatds”-sal. Azt mond-
Juk, hogy a szimmetriakra teljesiil a csoporttulajdonsdg, aml azt jelenti,
hOgy barmely két szimmetria ,szorzata” is szimmetria.! A szimmetri-
ak halmazdt a négyzet szimmetriacsoportjdnak nevezziik. Ez a csoport
nyolc szimmetriaoperaciobdl all; azt mondjuk, hogy a csoportnak nyolc
a rendje.

Tekintsiink most egy végtelen fiirdszobafalat, amelyet négyzet ala-
kg lapokkal a szokasos mddon kicsempéztek. Ez a csempeminta ren-
delkezik a négyzet mind a nyolc szimmetridjaval, de emellett még vég-
telen sok eltoldsi szimmetria is érvényesiil rajta. Az egészet 1, 2, 3,

. egységgel arrébb rakhatjuk vizszintesen vagy fiiggolegesen, le vagy
fel, balra vagy jobbra, tovabba elforgathatjuk vagy atfordithatjuk. A
Szimmetridk szama tehat végtelen, a szimmetriacsoport most végtelen
rendd.

A legabsztraktabb matematikai objektumnak is lehetnek szimmet-
ridi. Ezek azok a transzformacidk, amelyek megdrzik az objektum
»formdjat”, azaz belsS szerkezetét. A szimmetridk mindig csoportot
alkotnak; azaz ha két ilyet egymas utan végrehajtunk, akkor eredmé-
nyiil ismét szimmetriat kapunk. A szimmetria altalinos fogalmanak
a tanulmdnyozaséhoz a transzformaciék egymas uténi alkalmazdsanak
az algebrai tulajdonsagait kell megvizsgalni.

4k csoporthoz emellett az is sziikséges, hogy a szorzds asszociativ legyen, 1é-
tezzen 1in. egységelem és minden elemnek létezzen inverze. Mindezek teljesiilnek a
Szimmetridkra. Részletesebben lasd az ,Absztrakt csoportok” c. résznél. (FR)
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Az egyenletek ,form4ja”

Ma ez persze sokkal vildgosabb, mint Galois idejében volt; ezzel egyiitt
Galois gondolatainak a bemutatdsahoz fel fogom hasznélni a modern
szemlélet elényeit. Tehat milyen is egy egyenlet ,formdja”? Az ezzel
kapcsolatos matematikai objektum a megoldasok teljes halmaza. (Egy
n-edfoki egyenletnek mindig n darab valds vagy komplex gycke van.?)
A transzformacidk a gyokok egymas kozotti dtrendezései, vagyis per-
mutdcidi. A forma, a megdrzendd szerkezet pedig a kozottiik fennalld
algebrai relaciok rendszere. A lényeget legkonnyebben egy olyan egyen-
leten keresztiil érthetjiikk meg, amelynek a megolddsait egyszertien ki
tudjuk szamitani:
2 -52246=0.

Ennek gyokei v/2, —v/2, V/3 és —/3; nevezziik Sket a-nak, @-nak, -
nak és é-nak. Vildgos, hogy o és g, illetve v és § egy-egy ,0sszetartozd
part” alkotnak. Valéjaban semmilyen médon sem tudjuk a-t és §-t
egymastol megkiilonboztetni, ha csak raciondlis egyutthatds egyenle-
tekre tamaszkodunk. Példaul o kielégiti az a? — 2 = 0 egyenletet,
de ugyanez all a B-ra is. Tovabba a + 8 = 0; ha itt most a-t és -t
felcseréljiik, akkor az ugyanigy érvényes B + a = 0 egyenldség adédik.
Hasonloképpen, v és § is (raciondlis egyiitthatés egyenletek alapjan)
algebrailag megkiilonboztethetetlenek. Ugyanakkor o és ¥ konnyen
szétvalaszthatok, mert az o? — 2 = 0 egyenlSség igaz, a y> — 2 = 0
pedig hamis. Nem azt éllitom, hogy v/2 és —v/2 kozott az égviligon
semmi kiilonbség sincs, hiszen més az eldjeliik. Ez az eldjeleltérés azon-
ban nem mutathaté ki, ha csak racionalis egyiitthatés polinomokat
hasznalhatunk. A négy gyok listajat elkészitve, ezt pontosan négy-
féleképpen rendezhetjiik &t gy, hogy az eredeti sorrendre érvényes
valamennyi igaz egyenlet az \ij sorrend esetén is érvényben maradjon.
Ezek a kovetkezok:

afyé | aBfby | Payé | Paby.

A fenti permutdcick alkotjak az egyenlet Galois-csoportjat. Es csak ré
kell nézni a Galois-csoportra, maris meg tudjuk mondani, hogy megold-

2A gyokoket multiplicitdssal kell szdmolni, tehdt példaul az =0 egyenletnek

az z = 0 Otszoros gyoke. (FR)
o T‘;‘\L:YAH
TUDOMANYCS AKADEMIA
1 YHaMNMVYUTALRA
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haté-e az egyenlet gyokjelekkel vagy sem. Majd kisztrja a szemiinket,
ugye? Vagy mégsem? Nos, egy bimbé6z6 Galois-nak igen; a receptet va-
ldban egy kicsit bonyolult elmagyardzni. Megteszem, ami t8lem telik:
a lényeg az, hogy egy egyértelmii és kiszamolhatd kritérium adhatd,
amely a Galois-csoport bels6 algebrai struktirajatol figg.

Tegyiik fel, hogy az adott csoport G. Lehet, hogy a G-beli permuta-
cidk egy H része maga is csoportot alkot. Ebben az esetben H-t rész-
csoportnak nevezziik. Egy tovabbi technikai feltétel, az in. normalitds
szintén szerepet jatszik: ez valami olyasmit jelent, hogy H elhelyezke-
dése G-ben kiilonlegesen kedvezd. Galois azt bizonyitja be, hogy egy
egyenlet pontosan akkor oldhaté meg gyokjelekkel, ha:

(1) Az egyenlet G Galois-csoportja tartalmaz egy néla kisebb rendi
H normalis részcsoportot;

(2) G és H rendjének a hanyadosa primszam;

(3) H tartalmaz egy nala kisebb rendii K normalis részcsoportot;

(4) H és K rendjének a hanyadosa primszam;

(5) Mindez egészen addig folytathat6, amig egy egy elembdl 4116 rész-
csoporthoz nem jutunk.

Az ilyen csoportot feloldhatdnak hivjuk. (Durvan arrél van szé,
hogy egy n-edik gydkvonast megkaphatunk p-edik gyokvonasok soro-
zataként, ahol a p-k primek. Példdul a hatodik gyok a kobgyoknek
a négyzetgyoke, mert 6 = 2 x 3; a 2 és a 3 itt mar primek. Minden
p-edik gyokvonés egy-egy lépésnek felel meg a részcsoportok G, H,
K, ... ldncéban.)

Az 6todfoku

Vildgos, hogy Galois eredményeit csak akkor tudjuk alkalmazni, ha a
¢soportok, részcsoportok, normalis részcsoportok, részcsoportok rend-
e stb. vizsgalatdra jl kidolgozott médszerek allnak a rendelkezé-
Siinkre. Ilyen médszerek vannak, egy résziik éppen Galois munka-
Janak az Gsztonzé hatdséra sziiletett meg. Melléktermékként arra is
Magyarazatot nyerhetiink, mi is olyan speciélis az 6todfoku egyenlettel
kapcsolatban.

Az dltaldnos n-edfoki egyenlet gyokei kozott semmiféle specidlis
kapcsolat sincs, ezért az egyenlet Galois-csoportja az n gyok dsszes
Permutaciéjabdl all. Ez egy nagyon sajdtsagos csoport, és nem tul
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nagy faradsaggal sok minden megallapithaté réla. Megmutathaté tob-
bek kozott, hogy n = 2, 3 és 4 esetén a csoport feloldhaté, tehat az
ilyen foki egyenletek megoldhatdk. Sét, a megoldasi mddszereket cso-
portelméleti alapon is értelmezhetjiik és rendszerezhetjiik. Az Gsszes
permutacick G csoportja n = 5-re viszont mar nem feloldhaté. G
rendje 120, és van benne egy 60 rendii H normalis részcsoport. A
120/60 = 2 hanyados prim, tehat rendben el tudunk indulni. Azonban,
amint Galois megmutatta, H-ban csak olyan normalis részcsoportok
talalhaték, amelyek rendje 1 vagy 60. igy K-ra egyedili lehetSségként
az 1 rendii csoport adédik, azonban a rendek aranya ekkor 60/1 = 60,
ami nem prim. A csoport nem feloldhatd, és igy az egyenlet nem old-
haté meg gyokjelekkel.

A langész elnyeri méltd jutalmdt?

Galois tizenhét éves korara kidolgozta mindezek alapjat, és eredményei
egy részét bekiildte a Parizsi Tudomanyos Akadémidnak. A dolgozatot
elutasitottak, a kézirat elveszett. Galois még kétszer kiildte be eredmé-
nyeit, és a dolgozata mindkét alkalommal elkallédott. Galois ezért az
elnyomé politikdji Bourbon rezsimet okolta, valamint a tarsadalmat,
amely a zseni ellenében a kozépszerliséget tamogatja. Lehet azonban,
hogy & maga volt a hibas: altaldban nem til vildgosan magyarazta el
elképzeléseit, és ha az Gjdonsig homadllyal pdrosul, méghozza egy tel-
Jjesen ismeretlen részérdl, akkor ez felér egy ongyilkossaggal. Minden-
esetre Galois forradalmi nézeteket kezdett vallani, kicsaptak az Ecole
Normale-bdl, letartéztattak, szabadon engedték, tjra letartéztattak és
hat hénapra a Sainte-Pélagie bortonbe zartak. Kolerajarvany miatt
koérhazba keriilt, majd feltételesen szabadlabra helyezték. A szabad-
saggal egyiitt megélhette élete elsd és egyetlen szerelmi kapcsolatat,
a 820 szoros értelmében vett végzete asszonydval, Stéphanie-val. Le-
het, hogy életével egyiitt munkéja is veszendSbe ment volna, ha nincs
Liouville, aki a Galois haldla utdan hatramaradt dolgozatokat késdbb
nem kezdi el dtnézni. 1843. jilius 4-én Liouville felszélalt az Akadé-
mian: ,Remélem, az Akadémidt érdekelni fogja, hogy Evariste Galois
munkai k6zott egy éppoly preciz mint amilyen mélyenszanté megoldast
taldltam az aldbbi gyonyorii problémaéra: megoldhatdk-e gyokjelekkel

”»
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Csoportok csostiil

Galois munkéssaga kulcsszerepet jatszott a modern csoportelmélet ki-
alakuldsaban. Tobb szerzd, nevezetesen Cauchy és Joseph-Louis La-
8range foglalkozott permutdcidkbdl (vagy ,helyettesitések”-bdl) &llé
csoportokkal. Az eredmények nagy részét Camille Jordan foglalta
tendszerbe 1870-es Helyettesitések és algebrai egyenletek elmélete c.
miivében. Kozben azonban a permutaciécsoportokhoz hasonld, de
nem permutacidkbdl allé objektumok kezdtek feltinedezni. Példaul
Auguste Bravais 1849-ben a haromdimenzids tér szimmetriai segitsé-
gével kristalyok szerkezetét hatirozta meg, és ez vezette el Jordant
olyan csoportok vizsgalatdhoz, amelyek elemei nem permutacidk, ha-
lem linearis transzformacick.

Az inspiracié masik nagy forrasat jelentette a Sophus Lie ltal ki-
dolgozott ,folytonos csoportok” elmélete. A négyzetnek csak nyolc
SzZimmetridja van, négy forgatds és négy tikrozés, a szimmetridk tehéat
€8y véges, 8 rendii csoportot alkotnak. Bizonyos objektumok azonban,
mint a kor vagy a gomb, folytonos szimmetriatartomannyal rendelkez-
Nek. A kort folytonosan, tetszéleges szoggel el tudjuk forgatni; ugyan-
igy a gombot is barmelyik tengelye koril. A kor vagy a gomb szim-
Metriacsoportja tehat kontinuum sok elemet tartalmaz. Egy csoport
bonyolultsiganak hozzévetéleges mérészama a dimenzid: hany para-
Méterrel adhaték meg az elemei. A kor szimmetriacsoportja 1-dimen-
2i6s (kijeloljiik a forgatas szogét). A gombé 3-dimenzids (kivalasztjuk
a forgastengelyt, amelyet ,pSlusdnak” hossziségi és szélességi fokdval
Jellemziink, s ehhez jon még a forgatas szoge). Az ilyen csoportokra
anahzlsbelx moédszerek alkalmazhatok, példaul differencidlas és integ-
Tilds. Lie nagy horderejii elméletet dolgozott ki, amely Lie-csoportok
Néven kozponti jelentdséglivé valt a modern matematikaban.

Ismét egy mdsik csoport a komplex fiiggvénytan terméke. Ennek az
elemei a komplex szamokon értelmezett

f(2) = (az + b)/(cz +d)

biracionalis transzformaciok (lasd a 11. fejezetet), amelyek fontos sze-
Tepet jatszanak az elliptikus fiiggvények elméletében, és amelyekkel
€rdekes médon Abel és Galois is foglalkozott. A szamelmelet is kiter-
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melte a maga ,csoportos” objektumait: ilyenek az egész szamok mo-
dulo n az Osszeadésra nézve, a nemnulla egészek modulo egy p prim a
szorzasra, a kvadratikus alakok Gauss-féle osztalyai ...

Az erlangeni program

A csoportelmélet fejlédésének djabb nagy lokést adott Felix Klein
1872-es Erlangenben tartott eldaddsa, amelynek programja a geomet-
ria egységesitését tiizte ki célul. Akkoriban a geometria egyméssal
osszefiiggd, de teljesen kiillonbozd teriiletekre esett szét: euklideszi és
nemeuklideszi geometriara, inverziv és konform geometriara, projektiv
és affin geometridra, differencidlgeometridra, valamint a kialakuléban
levé topolégiara. Még olyan geometridk is megjelentek, amelyek csak
véges sok pontot és egyenest tartalmaznak. Klein valamilyen kozos
rendezd elvet keresett, és ezt abban a gondolatban taldlta meg, hogy
a geometriat mint transzformacidcsoportok invaridnsait tekintjiik.

Vegyiik példaul az euklideszi geometriat. Itt alapvetd szerepet jat-
szik az egybevagdé haromszogek fogalma; két haromszog akkor egybe-
vago, ha ugyanolyan alakiak és nagysagiak. Mds széval, ha az egyik
a stk merev mozgatasaval dtvihetd a mdsikba. Klein erre azt mond-
ta: a merev mozgatasok csoportot alkotnak. Ezzel siktranszformaciok
egy csoportjahoz jutottunk, és az euklideszi geometria éppen azokat a
tulajdonsagokat, példaul hosszusagokat és szogeket vizsgalja, amelyek
ennek a csoportnak a hatasira nem valtoznak meg. Hasonldképpen a
hiperbolikus geometridban a megfelel§ csoport a merev hiperbolikus
mozgatasokbdl all, a projektiv geometridban a projektiv transzforma-
ciokbdl, és a topoldgiaban a topolédgiai transzformaciékbél. Az egyes
geometridk kozott csoportelméleti alapon tudunk kiilonbséget tenni.
Sét, mondta Klein, néha a csoportok segitségével tudunk az egyik geo-
metridbol a mdsikba atlépni. Ha két latszélag kiilonbozé geometrianak
lényegében azonos a csoportja (esetleg mds-mds dlarcban), akkor a két
geometria valdjaban ugyanaz. Klein szamos példat mutatott erre. A
komplez projektiv egyenes geometridja alapjaban véve megegyezik a
valds inverziv sikkal, az pedig a valds hiperbolikus sikkal.

Klein éleslatasa egy csapasra vildgossagot és rendet teremtett az ad-
digi izgalmas, de zilirzavaros Osszevisszasiagban. (Egy lényeges kivételt
meg kell emliteniink. A sokasigok Riemann-féle geometridja mega-
kadalyozta Kleint abban, hogy mindent tisztira soporjon.) Lehetévé
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vélt, hogy két geometriat osszehasonlitsunk, hogy az egyiket egy ma-
siknal erésebbnek vagy gyengébbnek mondjuk, hogy az egyikben elért
eredményeket egy mdsikban kimondott tételek bizonyitdsahoz hasznal-
Juk fel. A klasszikus geometria ma mar talén nem foglal el kozponti
helyet a matematikai kutatdsban, ennek az egyik 6 oka az, hogy olyan
sikeresen miivelték a tizenkilencedik szdzadban, azonban (amint latni
fogjuk) tovabbra is kdzponti jelentSségli a matematika szempontjabél.
Es Klein erlangeni programjanak még mindig driasi a hatdsa. A siker
egyik fokmérdje pedig éppen az, hogy hatdsit nem is mindig igazén
érzékeljiik, a szemlélet annyira dtment mar a matematikai kdztudatba.

Absztrakt csoportok

Amikor a matematikusok észreveszik, hogy ugyanazt a tételt tizen-
Otszor bizonyitottak be tizendt kiilonbozd szovegkornyezetben, akkor
dltaldban vgy érzik, hogy eljott az ideje egy kis rendcsindldsnak. A mi
esetliinkben a rendcsinaldst Arthur Cayley kezdte el, aki egy altalano-
sabb fogalmat vezetett be; olyan operatorok halmazit, amelyek koziil
barmely kettst egymas utan alkalmazva az eredmény ismét a halmaz-
ban lesz. Ezt & absztrakt csoportnak nevezte. Cayleynél azonban az
Operatorok még mindig valamin hatottak. A végso lépés a csoport axi-
Omatikus definicidja volt, amelyet tételesen elészor Huntington fogal-
Mmazott meg 1902-ben, de addigra mar minden bizonnyal az altaldnos
Mmatematikai ,folklér” részét képezte. Ez a modern megkozelitésmadd.
Egy csoport egy olyan G halmaz, amelyen egy kompoziciét vagy szor-
2atot értelmeziink. Ha g és h elemei G-nek, akkor a szorzatot gh-val
Jeloljiik. (A jeldlés ne keltsen olyan képzetet, mintha gh-t a g és h
Szokdsos Osszeszorzasaval kapnank.) A szorzatnak négy tulajdonsagot
kell kielégitenie:

(1) G zdrt: ha g és h G-beliek, akkor gh is az.

(2) Létezik G-nek egységeleme, jeloljiik ezt 1-gyel, amelyre 1g = g =
= g1 minden g-vel teljesul.

(3) G-ben minden g-nek van inverze, jeloljiik ezt g~'-gyel, amelyre
g‘g‘l =1=g"1g.

(4) Ervényes a g(hk) = (gh)k asszociativ szabdly.

Qalois permutéciécsoportjai, Bravais és Jordan transzformaciécsoport-
Jai és Cayley absztrakt csoportjai valamennyien teljesitik ezeket a felté-
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teleket. Az (1) feltétel Galois ,csoporttulajdonsig”-a, a masik hirom
pedig olyan hasznos alaptulajdonsagokat fejez ki, amelyek a transz-
formdciok kérében automatikusan teljesiilnek, azonban absztraktabb
objektumok esetén nem feltétleniil. Példaul ha G az egész szamok hal-
maza, és a gh ,szorzat” a g + h Osszeget jelenti, akkor mind a négy
feltétel teljesiil. Ugyanez érvényes akkor is, ha az egészeket modulo
n vessziik. A csoportfogalom kiilonb6z6 megjelenési formaiban fellépd
specidlis eredmények Osszevissza tomkelege egy csapasra néhany egy-
szerii altaldnos allitasra redukalédott. A matematika pedig a szimmet-
riaelvek leirdsadnak és kihasznaldsanak hatékony eszkozére tett szert.

A szimmetria atomjai

Az ~6t6dfokﬁ egyenlet vizsgdlata egy olyan H csoporthoz vezet, amely-
ben nincs mas normalis részcsoport, csak a trivialis 1 rendii és maga
a H (amelynek itt 60 a rendje). Az ilyen csoportot egyszerinek ne-
vezzik. Ha egy csoportra mint molekuldra gondolunk, akkor az egy-
szerli csoportok ennek az atomjai. Az Osszes csoport megismeréséhez
az egyszerli csoportok megismerésén keresztiil vezet az 1it. Sajnos az
»egyszerii” most korantsem a ,konnyii” szinom’m‘éja.

Ezen a teriileten az els6 jelentds eredmény az egyszerti Lie-csoportok
osztalyozdsa volt. Lie az egyszerii Lie-csoportoknak négy ,csaladjat”
fedezte fel, amelyeket az n-dimenzids tér linearis transzformacidi se-
gitségével hatarozott meg. Ezt a munkdt Wilhelm Killing fejezte be
1888-ban, és Elie Cartan tokéletesitette 1894-ben. Az eredmények
azért is emlitésre méltdk, mert az egyszerli Lie-csoportok mindenfe-
1é feltiinnek a matematikaban, és mi is hamarosan tjra talalkozunk
majd veliik. A Lie dltal taldlt négy csaladrdl szép egységes elmélet
sziiletett. Rajtuk kiviil azonban 6t kivételes csoport is létezik. Ezek
dimenzidja 14, 52, 78, 133 és 248, és amint a szamok sejteni engedik,
itt nem latszik, hogy valamilyen nyilvdnvalé szabalyszer(iség érvénye-
silne. Van, aki még a létiiket is ,a Gondviselés otromba miivé”-nek
nevezi, ugyanakkor ,gyaniis” kapcsolatban allnak mindenféle furcsa és
gyonyorii matematikai ,véletlennel”, és némi pikantériaval fiiszerezik
azt, ami nélkiilik taldn tulzottan is jolfésiilt elméletté valna. Mint-
ha 6k lennének a lathaté jelei egy olyan mélyebbrél fakadé rendnek,
amely kezd mar korvonalazédni, de amelyet még nem igazan értiink.
Az egyszerii Lie-csoportok jelenleg nagyon divatosak a matematikai fi-
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zikdban, és a kivételes csoportok valdsziniileg fontos szerepet jatszanak
a téridd lehetséges felépitéseiben. Lehet, hogy mindez a Gondviselés
miive, de otrombanak semmiképp sem nevezhetd.

A tizezer oldalas bizonyitas

A véges egyszerli csoportok osztalyozasanak elemibb problémaja ke-
Vésbé bizonyult kezelhetének. A Lie-csoportokban meglevé analitikus
Struktiira megneheziti ugyan a technikai részletek nélkiili targyaldsmo-
dot, a tételek bizonyitasahoz azonban hatalmas matematikai arzenalt
ad a keziinkbe. A véges egyszerii csoportokrdl az 1900-as évek elején
$2€p lassan Osszegyiilt némi informdcié, majd szinte semmi sem tortént
egészen 1957-ig, amikor hirtelen atszakadtak a zsilipek.

A legkonnyebben adédé egyszeri csoportok a ,ciklikus”-ak, amelye-
ket az egészek egy primmodulus szerint az Gsszeaddsra nézve alkotnak.
Nemcsak hogy normalis részcsoportjuk nincs; egyaltalan nincs részcso-
Portjuk. Kovetkeznek az alternald csoportok. Koziiliik a legkisebbnek
60 a rendje, és ez az a csoport, amelyet Galois fedezett fel az 6todfo-
kg egyenlettel kapcsolatban. Ezutéan jonnek az egyszerii Lie-csoportok
hégy klasszikus csaladjanak a véges megfelelsi, amelyeket gy kapunk,
hogy a komplex szamokat egy véges testtel helyettesitjiik. Ezek koziul
néhanyat mar Galois és Jordan is ismert. Van még ot egyedi darab,
amelyeket Emile-Léonard Mathieu talalt 1861-ben és 1873-ban, és eze-
ket bizonyos kivételes ,véges geometridkkal” hozta kapcsolatba. Igy
festett a helyzet a szazadfordulon.

Sokdig csak nagyon csekély haladds tortént, noha Leonard Dickson-
hak sikeriilt megtaldlnia a 14 és 78 dimenziés kivételes Lie-csopor-
tok véges testekre vonatkozé megfelelSit. Vilagos volt, hogy a mdsik
hérom kivételes Lie-csoporttal is valahogy hasonléképp kellene elban-
hi, de ennek pontos médjat tovabbra is homaly fedte. 1957-ben azu-
tan Claude Chevalley egységes megkozelitésmédot dolgozott ki, amely
blirmely egyszerli Lie-csoport és barmely véges test esetén egy véges
egyszerili csoportot eredményezett, ezt Lie tipusinak nevezték el. A

e ,megcsavart” csoportokat dllitottak el6. A kaoszban egyszer csak
a rend korvonalai kezdtek kirajzolédni. Ott voltak a ciklikus csopor-
tok, az alternalé csoportok, a Lie tipusi csoportok, és a Mathieu altal
talalt ot in. szérvdnyos (vagy sporadikus) csoport. Ez nagyon emlé-
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keztet az egyszerii Lie-algebrak listdjara: rendes csalddok és néhany
fekete barany. Megismétlédik-e vajon a szabalyszeriiség (vagy annak
hidnya)?

Fontos lépést tett a végsé megoldds iranyaban Walter Feit és John
Thompson 1963-ban, akik William Burnside-nak azt az 1906-ban meg-
fogalmazott sejtését igazoltdk, hogy (a ciklikusokon kiviil) minden vé-
ges egyszerli csoport paros rendii. A 250 oldalas bizonyitas egy folyd-
irat teljes szdmat kitolti, és (mind stilusidban, mind pedig terjedelmé-
ben) mintaul szolgalt a véges egyszerii csoportok tovabbi kutatisahoz.
Teljesen 1j frontvonalat nyitott, mert minden paros rendii csoportnak
van olyan g eleme, amelyre g? = 1 teljesiil, és Richard Brauer kidol-
gozott egy uj mddszert, amely éppen az ilyen specialis elemekre épit.
Zvonimir Janko ennek segitségével taldlt egy ij szérvanyos egyszeru
csoportot 1965-ben. Sorra bukkantak fel tovabbi szérvanyos csopor-
tok, felfedezésiik Donald Higman, Charles Sims, J. MacLaughlin, M.
Suzuki, John Conway, Dieter Held, Bernd Fischer, R. Lyons, M. O’Nan
és Arunas Rudvalis nevéhez fliz6dik. Ezek koziil néhanynak a létezé-
sét egy rovid ideig csak kozvetett bizonyitékok alapjan sejtették, de
nem sikeriilt Sket ténylegesen megadni. Annak igazoldsahoz, hogy va-
16ban léteznek, gyakran hosszadalmas szamitégépes szamolasokra volt
sziikség. A legtriikkosebb esetet a legnagyobb szérvényos csoport, az
Orids jelentette, amelynek a rendje primtényezés alakban kifejezve
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Némi kétely meriilt fel azzal kapcsolatban, vajon egy nagy szamitogép
meg tud-e birkézni egy ekkora monstrummal. Mindenki legnagyobb
amulatara 1982-ben Robert Griess puszta kézzel gyozte le az Oriast,
ami még Janos vitéznek is becsiiletére valt volna; megkonstrualta mint
a 196883 dimenzids tér forgatdsainak egy csoportjat (ez a legkisebb
lehetséges dimenzid!).

A Daniel Gorenstein altal az 1970-es években elinditott kutatasi
program sikeres befejezésének eredményeképpen ma mér tudjuk, hogy
pontosan huszonhat szérvanyos egyszerii csoport létezik. Az ismert
csalddokkal egyiitt kiadjak a véges egyszerii csoportok teljes listajat.
Az egész bizonyitas legaldbb 10000 nyomtatott oldalt tesz ki, és tobb
szaz matematikus munkajanak az eredménye. Igazan figyelemre mélté
teljesitmény.
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A csoportelmélészek ennek a régi és abszolit kozponti probléméanak
a megold4sa utan sem pihennek a babérjaikon. Az egyik kérdés, amely-
€ még nem sziiletett meg a teljes valasz, igy hangzik: ,Mely csoportok
allnak els Galois-csoportként?” A legjobb tipp az, hogy ,mindegyik”,
de ezt egyelére nem sikeriilt igazolni. Safarevics belatta, hogy minden
feloldhats csoport Galois-csoport, ezért a figyelem az egyszerd csopor-
tok felé fordult. Nemrég Thompson bebizonyitotta, hogy az Orias
fellép Galois-csoportként!

Az atomok szimmetridja

A csoportelmélet egyik alkalmazasi teriilete a kristalyok szerkezete.
Egy kristalyban az atomok egy szabalyosan ismétlédé struktiirat, vn.
Micsot alkotnak, amely nagymértékben szimmetrikus. A szimmetridk
k6z6tt talalhatok pontszimmetridk, amelyek azt mérik, mennyire szim-
Metrikusan helyezkednek el az atomok a racs egy adott helye koril,
tovabba eltoldsi szimmetriak, amelyek szerint az egész racs szerkezete

1zonyos iranyokban adott tavolsagonként ismétlédik. A négyzet ala-
ki csempékkel kirakott végtelen fiirdszobafal egy kétdimenzids példa.
Ifirneretes, hogy a sikon a kristalyszimmetria-csoportoknak pontosan
tizenhét tipusa fordul els, vagy ugyanezt szinesebben megfogalmaz-
Va, tapétamintabdl tizenhét alaptipus létezik. Harom dimenziéban a
Pontcsoportok szama harminckettd, amelyeket az eltolasokkal kombi-
Ndlva Gsszesen 230 kilonbozd tipusi kristalyszimmetria adédik. Ez
32 osztalyozds alapvetd szerepet jatszik a szilardtestfizikdban. Négy
dimenziéban a kristalytipusok szama 4783; magasabb dimenziéban az
eredmények hidnyossagai megkimélnek minket a tovabbi részletektdl.

Thl a csoportokon

A kristalyok osztalyozdsa mutatja, hogy egy kristalyracsnak nem le-

et Otszoros szimmetridja (mint egy otszognek): csak 2-, 3-, 4- és
6-szoros szimmetriak fordulhatnak el. A fizikusok azonban nemrég a
Szildrd anyagnak egy olyan \ij allapotat, az \in. kvdzikristdlyt fedezték
_fe], amelyben fellépnek 5-sz6ros szimmetridk. Ezek az eredmények azt
Jelzik, hogy a csoportelmélet a természet szimmetridinak a leirdséhoz
Nem a végsd eszkoz. A kvazikristdly nem rendelkezik a kristaly ha-
8Yomanyos racsstruktirdjaval. Vagyis ha arrébb mozditjuk, a finom
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részletekben eltérés keletkezik. Azonban tovdbbra is nagyfoki sza-
balyossag jellemzi: az atomok kozotti kotések csak néhdny lehetséges
iranyba mutathatnak, amelyek az egész testben allanddk. Ilyen min-
takat el6szor Roger Penrose fedezett fel matematikai szérakozasként.
Penrose kétféle csempével, egy sarkany és egy darda alakival, az egész
sikot le tudta fedni, anélkil, hogy barmiféle periodicitds kialakulna.
Alan MacKay megtaldlta ezek haromdimenziés megfeleldit. A fenti
elveket D. Levine és P. J. Steinhardt helyezte szilaird matematikai ala-
pokra 1984-ben, és a megjosolt kvazikristalyt Daniel Schechtmann és
tarsai észlelték egy aluminium-magnézium o6tvozetben.

Ez a felfedezés azt jelenti, hogy a kristalytan hagyomanyos eszkoze,
a csoportelmélet nem elegendd valamennyi ,szimmetrikus” jelenség le-
irasara. A csoportelmélet hatalmas sikereket ért el, de nem az 6vé az
utolsé sz6. A matematikdnak egyiitt kell haladnia az id6vel, nem il-
het orokké a babérjain. Lehet, hogy a szimmetria fogalmanak tagabb
értelmezésére lesz sziikség. Lehet, hogy a természet jabb tiltott”
szimmetridkat produkdl. A matematikusok és fizikusok uj kihivasok
elé néznek. ,Barhogy is lesz — mondja John Maddox —, a kristalytan
kutatéinak meg kell majd tanulniuk némi szokatlan matematikat.” Es
ugyanigy a matematikusoknak is.
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Lubberkin a fandl aludt jéllakottan,
Térdszalagja pantjat gyorsan leoldottam,
Nem is vette észre miképp cselekedtem,
Sajat kék ovem is hamar levetettem.

S csoméban mig Sket egyesitem éppen,
Verset mondogatok éspedig eképpen:
Igaz szerelemnek hdrmas csomdt kotok,

Tartds legyen csomdm, s az O szerelme 6rék.

John Gay

Egészen a tizennyolcadik szdzad végéig tartotta magat Eurdpaban az
8 hiedelem, hogy biivés csomékkal meg lehet babondzni a vélegényt,
= igy meg lehet akadalyozni a hazassag beteljesiilését. 1705-ben Ské-
Cidban két embert kivégestek azzal vddolva 8ket, hogy kilenc biivos
C‘SOméval beleavatkoztak egy bizonyos, ashintillyi illetéségii Spalding
ur hitvesi boldogsagaba. A csomdk a titokzatos dolgok jelképei. Bar
ennek a fejezetnek a cime nem Shakespeare-t6l szarmazik, az aldbbi
Sorokat valéban 6 irta a Vizkeresztben:

1ds! te bontod ki majd, nem én,
Mert nékem ez a csomd tul kemény.l

A csomék altal felvetett probléméakat a matematikusok is til kemény-
ek taldltak, magasabb dimenziés analogonjaikat pedig csomd szem-
bontbdl még nehezebbnek. Csak az id6 segitségével tudtak egy altald-
hos elmélet szalainak a kibontasahoz hozzakezdeni.

A matematikust elsésorban a csomék topologikus tulajdonsagai ér-
deklik — azok a sajatossagok, amelyek folytonos deformacidk hatdsdra
hem valtoznak meg. Ezek koziil legalapvetébb maga a csomézottsig.

1 Radnéti Miklés - Rénay Gyorgy forditdsa (II. felvonds, II. jelenet)




112 Csomé hithé ej, miért

A topoldgidt ,a gumilepedé geometridjanak” szoktdk nevezni, ami a
helyes képet idézi fel annak ellenére, hogy technikailag pontatlan. A
csomok a térgorbék legkozvetlenebb topologikus sajatossagai. A gor-
bék utan a felilletek kovetkeznek, a feluletek utdn pedig ezek tobb-
dimenzids altalanositasai, a sokasdgok. A topoldgusok ilyen és min-
denféle mas tereket vizsgdlnak. A topoldgia a folytonossig fogalmanak
meélyebb hatasait tanulmanyozza, és folytonossagi meggondoladsok szin-
te mindentitt eléfordulhatnak. Ennélfogva a topoldgia a matematika
kulcsfontossdagu részévé valt, sét ma mar az alkalmazott tudomanyban,
kiilonosen a matematikai fizikdban is kiemelkedd szerepet kezd jatszani
(lasd a 13., 14., 15. és 17. fejezetet). A nagy torténelmi attekintéssel
rendelkezdk szamara ez nem annyira meglepd, mert a topoldgia szamos
gyokere az alkalmazasokbdl eredt; késébb azonban a targy a koriilbe-
lil 1920-t6l 1970-ig tartd {6 fejlédési szakaszaban nagyon absztraktta
valt, és ez sokak eldl eltakarta a benne rejlé alkalmazasi lehetdségeket.

Hidak és szalagok

Altaldnos vélemény szerint a topoldgia kezdete 1735-re tehetd, amikor
Euler megoldotta a konigsbergi hidak problémajat. A Pregel folyo itt
két szigetet fog kozre, amelyeket egy hid kot ossze. Az egyik szigetrdl
egy-egy hid vezet mindkét partra, a masikrdl pedig kettS-ketts. Vé-
gigsétalhatnak-e Konigsberg lakéi a hét hidon folyamatosan ugy, hogy
mindegyiken csak egyszer haladnak at? Euler megmutatta, hogy ez
nem lehetséges, tovabba megoldotta az ilyen tipustii probléma legal-
talanosabb valtozatat is. Mddszere azon az észrevételen alapul, hogy
csak a tertiletek Osszekotési modja szamit, a hidak pontos elhelyezke-
dése vagy mérete lényegtelen.

A topolégia ,el6torténetében” akad néhany korabbi felfedezés is. Re-
né Descartes mar 1639-ben tudta, hogy ha egy poliédernek C csicsa,
E éle és L lapja van, akkor C — E + L = 2. Erre Euler adott 1751-ben
egy bizonyitast, és Cauchy 1811-ben egy mdsikat. Gauss tobbszor is
hangsilyozta, mennyire fontos az alakzatok geometriai alaptulajdon-
sagainak a vizsgalata, de ehhez néhany csomékrél és lancokrdl sz6ld
megjegyzésen kivil semmi tobbel nem jarult hozza. Gauss egy ta-
nitvanya, August Ferdinand Mobius volt az elsé, aki a topologikus
transzformaciot alakzatok kozotti olyan egy-egyértelmii leképezésként
definialta, amelynél az egyik alakzat kozeli pontjainak a masik alak-
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3. sbra. A Mébius-szalagnak csak egyetlen oldala van. Ha a kdzepe mentén fel-
vagjuk, egy darabban marad.

Zatban is kozeli pontok felelnek meg. Mobius a feliileteket és ezeknek a
Poliéderekhez valé viszonyat vizsgalta, ami késébb a targy egyik koz-
Ponti témajava valt. 1858-ban 6 és Johann Listing felfedezték, hogy
léteznek egyoldalii (vagy nem irdnyithatd) feliletek, amelyek kozil a
Mabius—szalag a leghiresebb. Vegyink egy hosszi papircsikot, félfor-
dulatnyit csavarjunk rajta, és egyesitsitk a végeit. Ha azt, ami a két
oldaldnak latszik, kiilonbozd sziniire be akarjuk festeni, a csavaras mi-
att ezek valahol taldlkoznak. Ha a kozépvonala mentén felvagjuk, egy
darabban marad.

A lyukak fontossiaga

Mindez nagyon mulatsagos volt, de nem latszott a jelentdsége. A to-
Polégia az egész matematika szempontjabdl akkor valt fontossa, ami-
kor a komplex fiiggvénytanban Riemann bevezette a ma Riemann-
felileteknek nevezett objektumokat. Egy Riemann-feliilet egy olyan
g6mbbel ekvivalens, amelyre néhdny fogantyit ragasztottunk (mint
tsészéhez fiilet), vagy masképp fogalmazva, egy olyan torusszal, ame-
lyen van néhany lyuk. A fogantyik vagy lyukak n szamat a feliilet
nemének (vagy nemszdmanak) nevezziik.

Klein észrevette, hogy a projektiv sik (amelyet ugy nyeriink, hogy
€gy gomb dtellenes pontjait azonositjuk, akarcsak az elliptikus geo-
Metria standard modelljében) nem irdnyithato, és feltalalt egy masik
llyen tulajdonsag feliiletet, a Klein-kancsot. Egyik feliiletet sem lehet
& hdromdimenzids térben tgy elhelyezni, hogy ne messe Snmagat, de
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4. abra. A téruszt és a Klein-kancsét gy kaphatjuk meg, hogy egy négyzet oldalait

absztrakt médon azonositjuk.

mindkettdé definialhaté absztrakt mdodon egy sokszog oldalainak azo-
nositdsaval, vagy osszeragasztasaval. Egyszerii példaként képzeljiink el
egy négyzetet. Ha a két figgileges oldalat osszeragasztjuk, hengerhez
Jutunk. Ha ezutan a felsé és alsé oldalt is Osszeragasztjuk, a henger
toruszként zarédik. A torusz osszes tulajdonsagat tanulmanyozhatjuk
a ragasztasi recept segitségével, anélkiil, hogy ténylegesen elvégeznénk
a hajtogatasi folyamatot; elég csak gy tennink, mintha az Osszera-
gasztando pontok valdjaban azonosak lennének. Vegylink ismét egy
négyzetet, azonositsuk a két fiiggéleges oldalt, majd azonositsuk a két
vizszintes oldalt is, azonban ellentétes irdnyban. Ezzel megkaptuk a
Klein-kancsot.

Megforditva, ha barmely adott felilletet gorbék alkalmas rendsze-
re mentén felhasitunk, majd szétnyitjuk mint egy meghamozott na-
rancsot, akkor egy sokszoghoz jutunk. Ahhoz, hogy ebbdl a feliile-
tet visszanyerjiik, csak el kell képzelni, hogy a sokszog oldalait ismét
osszeragasztjuk. Ennek a felbonté és djra visszaragaszt6 eljardasnak
a vizsgalata a topologikus feliilettipusok teljes osztalyozdsat lehetdvé
teszi. Az iranyithato feliilletek éppen Riemann n-fogantyis gémbjei. A
nem iranyithatdk olyan gombok, amelyekbe n lyukat vagtunk (ahol n
legaldbb 1), és mindegyik lyukba egy Mobius-szalagot ragasztottunk.
Ez absztrakt értelemben véve azért lehetséges, mert egy Mobius-sza-
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5. dbra. A keresztsapka. Ez a feliilet topologikusan ekvivalens egy Mobius-szalag-
gal, amelynek kor a partvonala.

lag partvonala egyetlen zart hurok, azaz egy topologikus kor. Ha a
konstrukciét megprébaljuk a 3-dimenziés térben megvaldsitani, akkor
3 szalagok sziikségképpen atmetszik sajat magukat, és kalap forma-
Ji objektumok alakulnak ki, amelyeket keresztsapkaknak neveziink.
Az imént leirt feliileteket n nemii irdnyithato, illetve nem irdnyithaté
Standard feliileteknek nevezziik. Barmely partvonal nélkiili zart feliilet
€zek kozill pontosan eggyel ekvivalens.

Ezek szoros sszefiiggésben allnak Euler tételével. Bar nem emlitet-
tem, de a C—E+L = 2 tétel csak azokra a poliéderekre érvényes, ame-
lyek topologikus gombok, vagyis amelyekben nincsenek lyukak. Egy
Poliéder-téruszban C — E + L = 0. Példaul egy fabdl késziilt harom
oldalii és haromszog keresztmetszetii képkeretnél C' = 9, E = 18 és
L=y Vegyiink most egy tetszoleges feliiletet, rajzoljunk ra egy polié-
dert és szamitsuk ki C — E+ L értékét. Az eredmény meglepd médon
em fiigg attél, hogyan rajzoltuk meg a poliédert, csakis az eredeti fe-
lilet, topologikus tipusa szamit. Ezt a topologikus invaridnst a feliilet
X Euler-szdménak nevezziik. A nemszam is topologikus invaridns: két
topologikusan ekvivalens feliiletnek ugyanaz a neme. Ugyanigy topo-
Ogikus invaridns az irdnyithatdsag, illetve a nem irdnyithatdsag. A fe-
lilet neme és Euler-szama osszefiigg: iranyithaté feliiletnél y = 2—2n,
hem irdnyithaténal pedig x = 2 — n.
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Csomdk

A csomok triikkésebbek, mint a felilletek, annak ellenére, hogy csak
1-dimenziésak. Ennek az az oka, hogy a csomdk vizsgilatakor nem-
csak a gorbe topologikus tipusa érdekel benniinket (ami mindig kor),
hanem az is, hogyan dgyazddik be a 3-dimenzids térbe. Ezt szeretném
részletesebben is kifejteni, mert éppen ezen a ponton a ,gumilepedd”
elképzelés félrevezetd. Egy topologikus transzformacié altaldnosabb,
mint valamely kornyezé tér folytonos deformacidja. Ahhoz ugyanis
csak olyan egy-egyértelmii megfeleltetést kell talalni, amely a kozeli
pontok kozeliségét megtartja. Itt semmilyen kornyez8 tér nem jat-
szik szerepet. Egy csomoézott korbol konnyli csomézatlant csinalni:
egyszertien feleltessiik meg egymasnak a megfeleld pontokat! Mdsképp
fogalmazva, elszor szétvdgjuk a csomozott kort, azutan kibogozzuk,
végul a vdgas helyén osszeillesztjik eredeti formdjaban. Noha a szét-
vagas soran kozeli pontok messzire keriiltek egymastol, végiil megint
csak kozel lesznek; és mindGssze ennyire van sziikség.

Két csomé bedgyazasa a 3-dimenzids térbe akkor topologikusan ekvi-
valens, ha az egész 3-dimenzids térnek létezik olyan topologikus transz-
formdacidja, amely az egyik csomét a masikba viszi 4t. Ez sokkal erd-
sebb kovetelmény annél, mint ha csak a csomdkat feleltetjiik meg to-
pologikusan egymasnak. A rovidség kedvéért ehelyett mindig csak
annyit mondunk majd, hogy ,a csomdk ekvivalensek”. A csomdelmé-
let f6 problémai a kovetkezok:

(1) Déntsiik el, hogy egy csomé valéban meg van-e csomézva.
(2) Két adott csomérdl dontsiik el, hogy ekvivalensek-e vagy sem.
(3) Osztalyozzuk az Osszes lehetséges csomét.

Az 1920-as évekig még olyan tétel sem volt, hogy csomék egyaltalan
léteznek! Hans Reidemeister bizonyitotta be, hogy a kozonséges ké-
zi hdromlevelli csomd nem ekvivalens egy csomézatlan hurokkal. Ezt
lgy latta be, hogy egy csomd barmely deformaciéjat standard lépések
sorozatdra bontotta, és a haromlevelii csoménal talalt egy olyan tulaj-
donsagot, amely ezeknek a lépéseknek a soran nem valtozik, azonban
a kozonséges korre mar nem érvényes. Ez volt az elsd csomdinvaridns.

Egy Alexander nevii hires csoméelmélész, becenevén Nagy Sandor,
i. e. 333-ban  kibogozta” a rendkiviil bonyolult Gordiuszi csomdt. Ezt
a ,vagd szét és ragaszd vissza” technika részleges alkalmazdséaval érte
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el, csak nagyon sietds fiatal ember 1évén nem vacakolt a visszaragasz-
tassal, mert a vildg meghdditdsa fontosabb volt szdmara, mint az, hogy
a transzformaciéjat topologikussa tegye. Egy masik, J. W. Alexander
nevii csoméelmélész egy gyonyori csoméinvarianst fedezett fel, az tn.
Alezander-polinomot. Egy csomé nélkiili hurok Alexander-polinomja
1, a haromlevelii csoméé z2 —z+ 1. Mivel ezek kiillonboz6k, a csomdk
nem lehetnek ekvivalensek. A 8-as szamjegy polinomja 22-3z+1, ez
tehat mindkett5té] eltér. Sajnos a vitorlds- és a vénasszony-csoméhoz
egyarant az (z? — z + 1)? polinom tartozik, és igy az Alexander-poli-
nom nem elég hatékony annak igazolasira, hogy a cserkészek generacidi
Nem hisba tanultdk meg mind a kétfajta csomét. Azdta érzékenyebb
Invariansokat is talaltak, s6t nemrég egy teljes algebrai invaridnst is,
amely barmely két eltérd csomét meg tud egymdstdl killonboztetni.
Ez azonban a gyakorlatban nem mindig alkalmazhaté. A konyv ira-
sa idején ot kiilonbozd kutatécsoport egymastdl fiiggetleniil egy djabb
hatékony csoméinvaridnst fedezett fel.

A biivészek gyakran kotnek egy kotélre két killon csomét, és addig
mesterkednek, amig a masodik ,kozombdositi” az elsét. A topolégusok
tudjék, hogy itt valami csalds van, és nem éllhatom meg, hogy eat

e ne bizonyitsam. Tegyiik fel, hogy ugyanazon a zsinéron egy K és
egy L csomét kotottiink (egyméstdl szépen elvélasztva Sket), hivjuk
ezt a KL kotélosszegnek. Tegyiik fel, hogy egy K csomonak létezik
egy K* inverze, amely 6t kozombositi, és jeloljiik 0-val a csomdzatlan
hurkot. Kossiink egy zsinérra végtelen sok példéanyt K-bél és K*-bol
felvéltva, rohamosan csokkené méretben, hogy egészében véve véges
keretek kozott maradjunk. Igy egy végteleniil bonyolult

W=K#K*'#K#K"#K#K"#...
¢soméhoz jutunk. Zardjelezziik ezt a kifejezést a kovetkezoképpen:
W= K#(K*#K)#(K*"#K)#... = K#0#0#... = K.
Més zarsjelezéssel viszont
W= (K#K")#(K#K")#... = 0#0#0#... =0

adédik, vagyis K = 0, tehat K csomézatlan! Ami ebben talan a legin-
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kabb meglepd, hogy ezt a képtelen okoskoddst konnytszerrel teljesen
szabatossa tudjuk tenni. A W-hez hasonlé végtelen csomdkat vad cso-
mdknak nevezziik. Egy R. L. Wilder nevii matematikus stilszertien a
vad csoméknak egy kiilonlegesen vad fajtdjat fedezte fel.2 A # kotél-
osszeg miivelet a csomdk korében egyfajta aritmetikdt hoz létre. Egy
csomét nevezziink primnek, ha (a 0-t és onmagat leszdmitva) nem all
elé két masik csomé kotélosszegeként. Ekkor minden csomé egyértel-
mien irhaté fel primcsomdk kotélosszegeként.

A csomozott gorbékhez hasonldan a felilleteket is lehet csomézni.
Piet Hein ddn matematikus errél egy tréfas epigrammat is irt:

Fankbdl van nagy csomé,
Némelyen nagy csomé.

' Némely meg oly mohé,
Titkolja a kis bohd.

Sokasdgok

A topolégidnak a feliiletekrél magasabb dimenzids sokasigokra tor-
ténd éltalénositasat Riemann kezdemenyezte, bar 6 inkdbb a merev
a sokasdg fogalmat.

Helyesebb talan azzal kezdenem, mit értenek a matematikusok n-
dimenzids téren. Az elv azon alapszik, hogy a sikot olyan pontok
halmazdnak tekintjiik, amelyek koordinatai (z,y), ahol = és y szamok,
a 3-dimenzids teret pedig az (z,y,2) pontok segitségével képezziik.
Igy a 4-dimenzids tér az (z,y, 2, u), az 5-dimenzids tér az (z,y, 2, u,v)
pontok halma.za stb. Ennyl az egész; ennél egyszerlibb dolgot nehéz
elképzelni! Es alig 3000 évig tartott, amig rajottek, hogy ez milyen
nyilvanvald.

Barmely feliilet, még a leggorbiiltebb, legbonyolultabb is, tgy te-
kintheté, mintha rengeteg kis kerek foltbdl lenne Gsszeragasztva, és
mindegyik darabka topologikusan pontosan ugyanolyan, mintha a ko-
zonséges euklideszi sikon helyezkedne el. Nem a lokdlis foltszerkezet
hoz létre olyasmiket, mint egy térusz lyuka, hanem az a globdlis méd,

2 Lefordithatatlan széjiték a név és a ,vad” szé angol megfeleldje, a ,wild"
kozott. (FR)
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ahogyan a foltok 6ssze vannak ragasztva. Ha ezt megértettiik, ak-
kor mar konnyen &t tudunk lépni n dimenzidba: itt mindent olyan
kis darabkakbdl kell osszeallitanunk, amelyeket a sfk helyett most az
n-dimenzids térbdl vigtunk ki. Es néhany olyan technikai részlettdl el-
tekintve, amelyet az 1930-as évekig nem sikeriilt megoldani, pontosan
ezt kell csindlni. Az igy kapott tér egy n-dimenzids sokasdg. Ezt rend-
Szerint ,n-sokasag”-ként roviditjik. J6é okunk van ra, hogy a sokasagok
irdnt érdeklédjiink. Példaul harom testnek a graviticids eré hatésa-
Ta torténd mozgasa valéjaban egy 18-dimenzids sokasigra vonatkozd
kérdés, ahol minden testhez harom hely- és harom sebességkoordindta
tartozik.

A topoldgusokat a sokasagokkal kapcsolatban az érdekli, amit a fe-
liletekré] és a csomdkrdl mér megtudtak. Nevezetesen:

(1) Dontsiik el, mikor lesz, illetve mikor nem lesz két sokasag topolo-
gikusan ekvivalens.

(2) Osztéalyozzuk az Osszes sokasagot.

3) Adjuk meg az Osszes lehetséges mddjat annak, ahogyan egy so-
kasdgot egy mdsikba bedgyazhatunk (mint egy csomdzott kort a
3-dimenzids térbe).

(4) Dontsiik el, hogy két ilyen beagyazas mikor azonos, illetve mikor
kiilonbozd.

Az elsé két probléma tigye elég rosszul all; az utolso kett6é még rosszab-
bul, bar mindegyiknél tortént komoly elSrelépés. Foleg az els6 ketts-
Vel kivanok foglalkozni, megemlitek azonban egy eredményt, amely jél
Mutatja, hogy (3) meglehetSsen ziircs kell hogy legyen. A kovetkezd
kérdésrél van sz6: mikor fiizhetd Gssze két 50-dimenzids gomb egy n-
dimenziés térben? ,Osszefiizésen” azt értjik, hogy a két gomb nem
Valaszthaté szét a kornyezd tér egy topologikus transzformacié javal. A
Ya'lasz az, hogy nem fiizhet8k 6ssze ha n értéke 102 vagy annal tobb;
OsszefiizhetSk, ha n = 101, 100, 99 vagy 98; és most jon a meglepetés,
Nem fiizhetSk ossze, ha n = 97 vagy 96; majd n = 95-re ismét Ossze-
fiizhetsk, és ugyanez a helyzet le egészen n = 52-ig. Fura. A topolégia
tele van ilyen az intuiciénak ellentmondé dolgokkal.
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A Poincaré-sejtés

Egészen a legutobbi idékig az (1) és (2) probléma vizsgalata egy olyan
nehézségen feneklett meg, amellyel Poincaré 1904-ben taldlta magat
szembe, és ugy nyilatkozott, hogy ,ez a kérdés nagyon téviitra vinne
benniinket”, majd gyorsan mds témadkra tért at. Igaza volt: nyolcvan
évnyi tévelygés utan ma sem ismerjuk a valaszt az eredeti kérdés-
re, noha a magasabb dimenzids valtozatokat sikeriilt teljes mértékben
tisztazni. :

A probléma a homotdpiaelmélethez tartozik, amely része az algeb-
rai topoldgidnak. Az algebrai topolégidban a topologikus kérdéseket
az absztrakt algebrara vezetik vissza gy, hogy a topologikus terekhez
kiilonféle algebrai invaridnsokat rendelnek hozza. Poincaré volt ennek
az elméletnek az egyik sziilbatyja, és & vezette be az tn. fundamentd-
lis csoportot. Ez a geometria és az algebra ravasz keveréke. Vegyiink
egy S sokasigot és valasszunk ki benne egy * pontot. Tekintsiink
olyan hurkokat, amelyek *-ban kezd6dnek és végzddnek. Két ilyen
hurkot ,0sszeszorozhatunk” tigy, hogy el8szor az elsdn, utana pedig 2
masodikon haladunk végig: az eredmény ismét egy *-ban kezdddo és
végz6do hurok lesz. A hurkokat ,osztani” azonban nem tudjuk. Ezen
ugy segithetiink, ha barmely hurkot azonosnak képzeliink a folytonos
deformacidival. Egy hurok reciproka vagy inverze ekkor ugyanaz a hu-
rok lesz, csak ellenkezd iranyu bejarassal. Az osszes hurkok halmaza
alkotja erre a ,szorzasra” nézve a Poincaré-féle fundamentalis csopor-
tot. Ha S egy kor, akkor a hurkokat az kiilonbozteti meg egymastdl,
hogy hanyszor tekerednek korbe, és a fundamentalis csoport az egész
szamokbdl all. A ,szorzas” valéjaban osszeadas: ha az elsé hurok 5-
szor tekeredik korbe, a masodik pedig 7-szer, akkor a kettd egyiittesen
12-szer tekeredik, nem pedig 35-szor.

Poincaré inditasa utan mds matematikusok észrevették, hogy ha az
1-dimenziés hurkok helyett k-dimenziés gomboket hasznalunk, akkor
magasabb rendi homotdpiacsoportokat kapunk, minden k-ra egyet.
Mindegyik magasabb rendd homotdpiacsoport topologikus invarians
abban az értelemben, hogy két topologikusan ekvivalens sokasagnak
sziikségképpen ugyanaz a homotdpiacsoportja. Poincaré eltiinédott
azon, vajon ezek az invaridnsok alkalmasak-e barmely két eltérd so-
kasdg megkiilonboztetésére. Specidlisan azt kérdezte, hogy ha S-nek
és a 3-dimenziés G® gombnek azonosak a homotdpiacsoportjai, akkor
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igaz-e, hogy S és G® topologikusan ekvivalensek. Az ,igen” vilasz-
ra tippelt, de ezt mindmdig nem sikerilt bebizonyitani. A problé-
mét masok késSbb altaldnositottak is. Az n-dimenzids Poincaré-sejtés
gy sz6l, hogy ha egy n-dimenzids sokasdgnak ugyanazok a homotd-
piacsoportjai mint az n-dimenziés G" gombnek, akkor ez a sokasédg
topologikusan ekvivalens G™-nel. A feliiletek osztalyozasdra tamasz-
kodva kénnyt igazolni, hogy ez n = 2-re igaz. Magasabb dimenziéban
azonban nem ismeretes a sokasagok osztalyozasa, és igy a bizonyités
keresése mas jelleget kell hogy oltson.

Ot...

1961-ben Stephen Smale kidolgozott egy mddszert, hogyan lehet egy
sokasagot szépen feldarabolni n. fogantyikra. A fogantyik igyes
mozgatdsaval n > 5 dimenziéra egy fontos eredményt igazolt, az un.
h-kobordizmus tételt. Ennek egyik kovetkezménye az 5- és magasabb
dimenziés Poincaré-sejtés. Smale bizonyitasa el6szor valdjaban csak
n > 7-re mitkodott. John Stallings tisztazta az n = 6 és Christo-
pher Zeeman az n = 5 esetet. Ezutan sikeriilt Smale-nek a médszereit
gy 4ltaldnositania, hogy mar ezekkel az esetekkel is megbirkézzon.
Egy lényeges alkotéelem, a ,, Whitney-triikk” azonban teljesen cs6dot
mond 3 vagy 4 dimenzidra, és gy tiint, hogy Smale bizonyitdasat nem
lehet atvinni ezekre az esetekre. A kollektiv bolcsesség részévé valt,
hogy a topolégia valahogy méasmilyen a 3 és a 4 dimenziéban, amit
elssorban az latszott aldtamasztani, hogy itt senki sem tudott barmi
igazan hasznosat bizonyitani.

Négy. ..

1982-ben Michael Freedmannak sikeriilt megkeriilnie azt a problémat,
hogy a Whitney-tritkk négy dimenziéban nem miikodik, és megmutat-
ta, hogy a kollektiv bolcsesség tévedett. Négy dimenziéban a sokasagok
nagyon hasonléan viselkednek, mint 6t vagy magasabb dimenziéban.
Specialisan, a Poincaré-sejtés igaz a 4-dimenzids sokasagokra.
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Hérom. ..

Eszerint a Poincaré-sejtésnek csak az az esete maradt hitra, amelyet
Poincaré eredetileg megfogalmazott, vagyis a 3-dimenziés. Ez a sziv-
fajditéan keskeny hézag onnan adédik, hogy a 2-dimenzids tér még
tal kicsi ahhoz, hogy béarmilyen jelentés bonyolultsignak helyet ad-
jon, a 4- és magasabb dimenzids terek pedig mar olyan nagyok, hogy
a bonyolultsdgok szépen atrendezheték. A harom dimenzié alkoté fe-
sziiltséget hordoz: elég nagy a megfeleld bonyolultsighoz, de til sziik a
konnyii egyszeriisitéshez. Egy olyan frontvonalra lenne sziikség, amely
a 3-dimenzids tér specialis tulajdonsagait hasznalja ki. De mik ezek a
specialis tulajdonsagok? A topolégusok csatlakoztak a hajtévadaszat-
hoz, tomegesen bijva a 3-dimenzids sokasdgok bérébe.

A hajlékonysig merevsége

A topologikus sokasagok nagyon hajlékony valamik, szabadon gyiirha-
tok és torzithatok tigyszolvan tetszés szerint, akdr a nyers tészta. A
hagyomanyos geometria, euklideszi és nemeuklideszi egyarant, ennél
sokkal merevebb, olyan mint a siilt tészta. Van benne metrika, azaz
egy tavolsagstruktiira, és a tavolsagok nem valtoztathaték. A nyujtas
nem megengedett. Ezért okozott nagy meglepetést, amikor William
Thurston az 1970-es évek kozepén egy olyan programot hirdetett meg,
amely a 3-dimenzids sokasdgok tanulményozdsat a geometridra vezeti
vissza!

Az alapgondolat a feliiletekkel kapcsolatos miilt szazadbeli vizsgala-
tokig nyilik vissza. A nemeuklideszi geometria klasszikus eredménye-
inek egyik osszefoglalasi lehetésége az, hogy a lépték megvalasztasatd]
eltekintve harom alapvetd geometria létezik, amelyek mindegyike meg-
valdsithaté egy allandé gorbiiletii felillet geometridjaként. A hirom
eset a gorbiilet alapjan kiilonboztethetd meg:

(1) az euklideszi sik gorbiilete 0;

(2) a hiperbolikus sik gorbiilete —1;

(3) az elliptikus sik vagy kétdimenziés gdmb gorbiilete +1.

Kideriil, hogy minden topologikus feliilettipus ezek koziil a geometridk

kéziil pontosan az egyikhez kapcsolédik, és abbdl megszerkeszthets.
Specidlisan, minden feliileten bevezethetd olyan metrika, amelynél a



Nyolc geometria 123

gorbiilet allandd, éspedig 0, +1 vagy —1. Hogy mikor melyik, az egy
topologikus invaridnstél, az Euler-szamtdl fugg.

Csak két olyan feliilet van, amelynek az Euler-szama pozitiv: a gémb
€s a projektiv sik. A gombnek eleve +1 a gorbiilete, és mivel a projek-
tiv sikot vigy kapjuk a gombbdl, hogy az 4tellenes pontokat azonosnak
tekintjiik, igy ez a metrika atvihetd a projektiv sikra. (Valdjaban ez
az elliptikus geometria szokdsos modellje.) Ugyancsak két olyan feli-
let van, amelynek nulla az Euler-széma: a térusz és a Klein-kancsé.
KOrabban lattuk, hogyan nyerhetSk ezek egy négyzet oldalainak az
0882eragasztasaval Namarmost, a négyzet az euklideszi sikon él, tehat
orékli a sik nulla gorbiileti metrikajat, ennélfogva a térusz és a Klein-
kancsé is 6rokli azt. Végiil a negativ Euler-szami feliiletek csaladja
végtelen. Ezeket mind megkaphatjuk tgy, hogy egy hiperbolikus sikon
fekvg sokszog oldalait ragasztjuk ssze! Emiatt rdjuk az ott érvényes
=1 gorbiiletii metrika oroklédik.

Létva ezt a gyonyori kapcsolatot a geometna és a topoldgia kozott,
Shatatlanul felmeriil a kérdés, vajon altalinosithaté-e mindez harom
dimenziéra is. Sajnos, szamos nehézség 1ép fel. Ahogy Thurston irja:
»A haromdimenzids sokasagok sokkal bonyolultabbak a feliileteknél, és
azt hiszem, 6szintén be kell vallanunk, hogy a legutébbi id6kig nem sok
alapunk volt azt feltételezni, hogy a 3- (vagy magasabb) dimenzids so-
kasé.gokra létezik egy hasonlé elmélet — kivéve talan azt a tényt, hogy
a 3-dimenzids sokasdgok annyira szépek.” Ezutan azonban hozzateszi:
»A helyzet mara megvaltozott.”

Nyolc geometria

Az egyik komplikéciét az okozza, hogy a két dimenziéban lehetsé-
ges harom geometria helyett hirom dimenziéban a lehetéségek szama
nyole, amint azt Thurston 1983-ban bebizonyitotta. Ezek kozott ter-
n'lét!zetesen ott taldlhaté a 3-dimenzids euklideszi tér, hiperbolikus tér
és elliptikus tér (vagy gémb), azonban van még tovabbi 6t. Annak az
lgazolasa hogy csak ez a nyolc fordulhat el, a csoportelméleten alapu-
6 hosszas vizsgédlatot igényel. Ez Klein erlangem programja utan nem
okozhat meglepetést: elvégre a geometria valdjdban csoportelmélet! A
bizonyitasban a legkiilonfélébb jol ismert tételek vendégszerepelnek,
kéatiik a tizenhét tapétacsoport osztalyozasa is.
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Ahogyan a felilletek metrizdlhaték a hdromféle kétdimenzids geo-
metria valamelyikében levd modelljiik alapjan, ugyaniigy egyes harom-
dimenzids sokasagokon is megadhaté metrika a fenti nyolc geometria
valamelyikén felvett modelljiik segitségével. Minden 3-dimenziés soka-
sagnak legfeljebb az egyik geometriatipus felel meg. Vannak azonban
olyan sokasagok is, amelyeknek egyaltaldn nincs ilyen geometriai szer-
kezetiik.

Ezt az akadalyt Thurston programja szerint tgy tudjuk kikeriilni,
ha a sokasagot kis részekre bontjuk, és mindegyik darabkat geometriai
strukturaval latjuk el. A sejtés az, hogy ezt csak egyféleképpen lehet
megtenni. A sokasagot el6szor daraboljuk fel primsokasagokra (ahhoz
hasonléan, ahogy a csomdkat a # kotélosszeg segitségével primcso-
mokra bontottuk), majd nyissuk szét specidlisan vélasztott téruszok
mentén. Sok minden sz6l a sejtés mellett, ellene pedig semmi sem. S6t,
a nyolc geometria kozil hétre a problémat mar teljesen megoldottak.

A hiperbolikus f6nix

fgy mar csak egyetlen eset maradt hatra, amely torténetesen a 3-di-
menzids hiperbolikus geometria, ez azonban keményebb didnak tiinik.
Annak kell lennie, mert a 3-dimenziés Poincaré-sejtés mellékes apro-
sagga torpiil, ha Thurston programja tényleg végrehajthaté. A prog-
ram azért izgalmas, mert a problémat egy sokkal tdgabb keretbe he-
lyezi, jelentSsen megnovelve ezzel a silydt. A csomdk és Osszeflizések
korabbi elmélete azért fontos a 3-dimenzids sokasdgok szempontjabdl,
mert egy csomo6 komplementuma (vagyis azoknak a pontoknak a hal-
maza, amelyek nincsenek rajta a csomén) egy 3-dimenzids sokasagot
alkot. A csomékomplementumok hiperbolikus geometridja szép és gaz-
dag teriilet.

Thurston programjdnak egyik mellékterméke a Smith-sejtés bizo-
nyitasa. A sejtés, amelyet Paul Smith az 1940-es években fogalmazott
meg, a 3-dimenziés gombnek olyan énmagaba torténd transzformaci-
oira vonatkozik, amelyek periodikusak abban az értelemben, hogy ha
egy ilyet egymas utdn alkalmas szamszor végrehajtunk, akkor végiil
minden az eredeti helyére keriil vissza. Egyes pontok egyaltaldn nem
mozdulnak el, és a sejtés azt mondja ki, hogy ezeknek a fizpontoknak a
halmaza (amelyrdl tudjuk, hogy egy gorbe) nem alkothat csomét. Az
1978-ban elkésziilt teljes bizonyitds szamos kutaté eredményeit osszeg-
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2, kdztitk van Thurston, Hyman Bass, William H. Meeks II1. és Shing-
Tung Yau.

A programnak kdszonhetd, hogy hirtelen ismét nagy érdeklédés ta-
madt a hiperbolikus geometria irdnt, amelyet kordbban mar meglehe-
tGsen letarolt teriiletnek tartottak. Tulajdonképpen sohasem fektettek
Jelents energiat a 3-dimenzids esetbe, azonban csak most latszik, hogy
ez elég érdekes és a f8sodor szempontjabdl elég fontos ahhoz, hogy ér-
demes vele komolyan foglalkozni. A matematikai kutatds igényeinek
véltozasival ,halottnak” tiind targyak sajat hamvaikbdl fénixmadar-
ként jjasziilethetnek.

Helyesbités

A mai matematika néha szédiiletes iramot diktal. A fentieket 1985
novemberében irtam, a 3-dimenziés Poincaré-sejtésrol alkotott akkori
kollektiv bolcsesség szellemében. 1986 februarjaban Eduardo Régo és
Colin Rourke bejelentette, hogy bebizonyitottdk a 3-dimenziés Poin-
caré-sejtést. A bizonyitds mem tdmaszkodik Thurston programjara!
Ehelyett két klasszikus médszerrel, fogantyielmélettel és bemetszéssel
dolgozik. Ez semmiképpen sem befolyasolja Thurston programjanak
Jelentdségét, amely sokkal magasabb célokat tiizott ki, mindeneset-
re ismét esziinkbe juttatja, hogy a matematika tartogat még néhany
Mmeglepetést a varazsdobozaban. A bizonyitdst alaposan ellendrizték,
és helyesnek tiinik, bar némi idébe még beletelik, amig ez teljesen biz
tosra vehetS. Ahogy Hein egy masik bokverse mondja:

A mélyét egy probléma aziltal mutatja,
Hogy keményen visszavag annak, ki kutatja.

Héromféle ragaszto

Az a korabbi megjegyzésem, hogy a 4-dimenzids sokasdgok nagyon
hasonlitanak magasabb dimenziés unokatestvéreikhez, nem teljesen
helytalls. Attdl figg, milyen markaji sokasagot vesziink. Noha ezt
a tényt eddig eltitkoltam, haromféle sokasag létezik: szakaszonként
linedris, topologikus és sima. Eddig ez nem jatszott szerepet, most
azonban minden id6k egyik legszenzacidsabb topoldgiai felfedezésérdl
szeretnék beszélni, ahol éppen ez a kiilonbozoség a dolog lényege.
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Amint kordbban mar emlitettem, egy feliiletet képzeletben sok kis
részre vaghatunk, amelyek mindegyike egy topologikus transzformaci-
éval ,kisimithaté”, hogy gy nézzen ki, mint a sik egy darabja. Az
eredeti feliilet ezeknek a részeknek az atfedéses Osszeillesztésével épit-
hetd fel. S6t, a matematikusok éppen igy definidlnak egy absztrakt
feliilletet: sok kis sikdarabka, az atfedéseik mentén ,Gsszeragasztva”.
Hasonlé megkozelitést alkalmazunk n dimenzidban is, a részeket azon-
ban most az n-dimenzids euklideszi térbdl vessziik. Az Gsszeragasztas
moédja hatirozza meg a feliilet tipusit, és — hogy tigy mondjam —
haromféle fontos ragaszto létezik. A valédi ragaszté egy objektum min-
den egyes pontjat a masik egy-egy pontjdhoz illeszti. A matematikai
ragaszté az egyiken minden egyes ponthoz csak kijeloli a masiknak a
megfelel6 pontjat (amelyikhez a valédi ragaszté odaerSsitené), vagyis
az atfedd részek kozotti egy-egyértelmii megfeleltetéssel van megha-
tarozva. A ragaszté fajtajat az donti el, milyen tulajdonsigokat tart
meg ez a megfeleltetés.

Ha topologikus ragasztét hasznalunk, akkor csak a folytonossagi tu-
lajdonsagok érzédnek meg. Az egyik darab egymashoz kozeli pontjait
a masikon is egymashoz kozeli pontokhoz kell illeszteni, azonban a
darabokat tetszés szerint hajlitgathatjuk. Ha sima ragasztéval dolgo-
zunk, akkor az egyik darab sima gorbéit a masikon is sima gérbékhez
kell erésiteniink. Az egyikrél egy éles sarkot példaul nem ragasztha-
tunk hozzad a masikon egy egyenesszakaszhoz. Riemann a ,sokasig”
fogalmanal erre az értelmezésre gondolt. Végiil, ha Poincaré nyomdo-
kaiba lépiink és szakaszonként linedris ragasztét hasznalunk, akkor az
egyiken fekvd egyeneseket a masikon is egyenesekhez kell illeszteniink.
Egy szabélytalan tésztamassza topologikus struktiraji gombot, egy
tojas sima struktiraji gombot, egy darab sajt pedig szakaszonként li-
nearis struktiraji gombot alkot. A megkiilonboztetés technikai jellegli
(lényegében azt szabja meg, hogy izlésiinknek megfeleléen a matema-
tikai szerszamkészletbsl mely eszkozoket vehetiink igénybe), a techni-
kai részletek azonban most fontosak, és magasabb dimenzidban éridsi
kiilonbséget jelentenek. Lehet, hogy egy tétel szakaszonként linearis
sokasagokra igaz, am sima sokasagokra nem stb. Fontos megérteniink
ezek kapcsolatait, mert egy tételt esetleg konnyebben tudunk igazol-
ni (mondjuk) a szakaszonként linedris esetre, és onnan egy szokasos
triikkel térhetiink at a topologikus vagy a sima sokasagokra. (Példaul
Henry Whitehead az 1930-as években felfedezte, hogyan lathaté el min-
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den sima sokasag szakaszonként linearis struktiiraval, azaz hogyan kell
egy tojast addig hajlitgatni, amig egy darab sajt nem lesz belSle. Az
1950-es években azutan bebizonyitottdk, hogy minden 3-dimenziés to-
Pologikus sokasdghoz egyetlen sima struktira tartozik, vagyis barmely
tésztamasszat egy megfelel§ tojasalakra lehet kisimitani. A ,tojason”
természetesen lehetnek fogantyik, lyukak, csomék stb., csak a simasig
$zamit.) A matematikai hadviselésben az a jé stratégia, ha olyan csa-
tamezdt valasztunk, amely a legjobban illik a fegyverzetiinkhoz. Az
1960-as évek kutatasainak jelentds része ezek koré az dsszefiiggések ko-
Ié csoportosult, és a csiicspontot Robion Kirby és Larry Siebenmann
eredményei jelentették, amelyek az 5- és magasabb dimenzids esetre
mindent tisztdztak — nagyon szépen, de egy vaskos meglepetéssel.

Négydimenziés hamisitvdny

Teljesen alapvetd kérdés egy adott sima sokasagon a sima struktira-
nak az egyértelmiisége. Masképp fogalmazva, egy adott téren csak
egyféleképpen lehet-e ,simasigot” definidlni? Eredetileg mindenki az
»igen” valaszra tippelt, azonban Milnor egzotikus 7-dimenzidés gomb-
Jei (amelyeket az 1. fejezetben emlitettiink) a ,nem”-et igazoltdk. A
7-dimenziés gémbon valéjaban pontosan 28 kiilonféle sima struktira
létezik. Ezzel egyiitt még mindig abban reménykedtek, hogy a j6 oreg
n-dimenzids euklideszi térben csak egyféle sima struktira taldlhatd,
az a standard valtozat, amelyet az analizisben hasznélur'lk. Valgjaban
€z a 4 kivételével valamennyi n értékre ismert is volt. Am koriilbeliil
Ugyanabban az idében, amikor Freedman azt igazolta, hogy a 4-di-
Menziés tér a legtobb szempontbdl nagyon hasonld az 5- és magasabb
dimenziésokhoz, Simon Donaldson 1983-ban dramai felfedezést tett:
hemstandard sima struktirat talalt a 4-dimenzids térben.
Bizonyitasa nehéz és indirekt, alaposan kihasznalja azokat az v gon-
dolatokat, amelyeket topolégusok és matematikai fizikusok siitéttek
ki a Yang-Mills-féle mértékterekkel kapcsolatban (lasd a 17. fejeze-
tet). Ezek a terek eredetileg az elemi részecskék kvantumelméletének
A vizsgdlatdra sziilettek, nem pedig arra, hogy az elméleti topolégia
homdlyos kérdéseit tisztazzak! Masfeldl, a szoban forgd topolégiai ot-
leteket sem az elemi részecskék tanulmanyozasahoz talaltak ki. Szinte
¢odanak tekinthetd, hogy két ilyen tavoli szemlélet ennyire szépen és
Szorosan 6tvoz6djon. A sors irénidja, hogy Freedman szamos gondo-
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lata is lényeges szerepet jatszik a bizonyitasban, a kiindulépont pedig
egy kiilonos csoportelméleti egybeesés. Az n-dimenzids tér osszes for-
gatasainak Lie-csoportja mindig egyszeri, kivéve ha n = 4. Ekkor
viszont a 3-dimenzids tér forgdscsoportjanak két példanyira bomlik
fel. Hogy egy ilyen egybeesés ekkora jelentéséget hordozzon magaban,
az az erlangeni program tjabb diadala.

Azt mindenesetre mar tudjuk, hogy a 4-dimenzids tér a tobbi di-
menziéval 6sszehasonlitva meglehetésen egyedi vonasokat mutat. Sét,
a sima struktira nemcsak hogy nem egyértelmii, hanem rendkivil nem
egyértelmii. Milnor 7-dimenziés gombjén csak véges sok sima strukti-
ra lehetséges. A 4-dimenzids téren viszont megszdmlilhatatlanul vég-
telen sok kiilonbozd sima struktira létezik. Elképzelheté azonban,
hogy a helyzet azért nem annyira rossz, mint amilyennek latszik. A
struktirak kozott ugyanis taldlhaté egy ,univerzalis”, amely valami-
lyen értelemben az Osszes tobbit tartalmazza. Lehet, hogy a probléma
végiil gy oldédik meg, hogy mindent természetesnek és sziikségsze-
riinek fogunk érezni, egyelére azonban sok a rejtély. Jé lenne tobbek
kozott arra az alapveto kérdésre valaszt kapni, hogyan is néznek ki a
4-dimenzids térnek ezek az egzotikus sima struktirai.
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Ha egy folyamat t&bb ellentmondast tartalmaz, akkor egyikiik sziikségképpen
a f3 ellentmond4s, amelynek vezets, dontd szerep jut, mig a tobbick csak ma-
sodrendti, aldrendelt szerepet jitszanak. Ezért, ha olyan bonyolult folyamatot
vizsgdlunk, amelyben kett3 vagy tSbb ellentmondds van, akkor minden erén-
ket a f§ ellentmondds megkeresésére kell forditanunk. Ha ezt megtaldltuk,
minden problémat kénnyen meg tudunk mér oldani.

Mao Ce-tung

1852-ben Francis Guthrie, a londoni University College végz6s hallga-

,téja Frederick nevii 6ccséhez irott levelében egy egyszerii kis rejtvényt

18 megemlit, amely akkor meriilt fel benne, amikor Anglia megyetérké-

Pét prébalta kiszinezni. ,Kiszinezhet8-e a sikra rajzolt barmely térkép

Négy (vagy kevesebb) szinnel gy, hogy a kozos hatarvonallal rendel-
€z6 tartomanyok ne legyenek azonos sziniiek?”

A ,térkép” szét itt foldrajzi értelemben hasznaljuk: a sikot véges
Sok olyan tartoményra osztjuk fel, amelyeket gorbék hatarolnak. A
k6268 hatarvonal” valéban vonalat Jjelent, és nem csak egy izolalt
Pontot, amely mentén a tartomdnyok talalkoznak. A problémat Fre-
derick Guthrie nem tudta megoldani, ezért megkérdezte professzorat,
Augustus De Morgant, a kivalé matematikust. 1852. oktéber 23-in
De Morgan egy levélben bevallotta a még kivalébb William Rowan
Hl’omiltonna,k, hogy a kérdéssel 6 sem boldogult. Ez a legkorabbi irdsos
Utalds a Négyszinsejtéssel kapcsolatban, amely mint a matematika leg-
k5nnyebben kimondhatd, de legnehezebben megoldhato nyitott problé-
Méja valt hiressé. Megoldatlan maradt egészen 1976-ig. Stilszeriien a
Probléma torténete is meglehetdsen szines, és az elévigyazatlanokat ra-
Vasz csapdakba csalja. Hermann Minkowski, a tizenkilencedik szazad
€8yik vezetd egyénisége, egyszer azt mondta didkjainak, hogy megol-
dds csak azért nem sziiletett, mert csupa harmadrendii matematikus
Prébélkozott vele. ,Azt hiszem, be tudom bizonyitani” — jelentette
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ki. Valamivel késébb félénken igy szabadkozott: ,Istent magamra ha-
ragitottam az onhittségemmel; az én bizonyitdsom is hibas.” Amint
Thomas Saaty és Paul Kainen taldléan jegyzik meg: ,A négyszinsejtés
egyik meglepd vonasa a sok koziil, hogy azok az eredmények, amelyek
a témakor fejlédéséhez leginkabb hozzajarultak, eredetileg gyakran ab-
ban a hiszemben sziilettek, hogy a probléma megolddsat szolgaltatjak.”

A végiil pozitivnak adédé valasz nem mindennapi, legaldbbis tech-
nolégiai szempontbSl. A bizonyitds azon mulik, hogy mintegy 2000
specialis térkép egy adott médon viselkedik. Ezeknek az eseteknek az
ellendrzése iszonyu farasztd, és egy gyors szamitégépen tobb ezer érdig
tart. A teljes bizonyitas leirva olyan hosszi lenne, hogy egy emberélet
sem lenne elegendd az elolvasdsdhoz, nemhogy az ellenérzéséhez. Egy
ilyen monstrum valdban bizonyitasnak tekinthet6? A vélemények meg-
oszlanak. Létezik-e egyszeriibb bizonyitas? Senki sem tudja, noha azt
megmutattdk, hogy egy lényegesen rovidebb bizonyitds nem alapulhat
hasonld elven.

Hirneve ellenére a négyszinsejtés nem igazan tartozik a matematika
sodorvonaldba: nem latszik, hogy megolddsa 1j nagyfontossagi teriile-
teket nyitna meg. Inkabb egy rendcsinalé agygyakorlatnak tekintheto.
Megoldasa azonban hozott néhany 14j gondolatot, kevés szakismerettel
is jol kovethetd, és néhany izgalmas filozéfiai kérdést vet fel, amelyek
j6l megvilagitjak, hogyan is vélekednek a matematikusok a targyukrol.
A matematika problémainak bemutatdsdbdl nem hidnyozhat ennek a
témakornek a megemlitése.

Tévedések vigjatéka

De Morgan annyit mindenesetre igazolt, hogy ot orszagot nem lehet
tigy elhelyezni, hogy barmely ketts szomszédos legyen; ez valdszinisiti,
hogy négynél tobb szinre nincs sziikség, azonban nem tekinthetd bi-
zonyitasnak, ugyanis a 4-szinezhet6ségnek lehetnek esetleg mas ,nem
helyi” akadalyai, példaul egymashoz kiilonleges médon kapcsolédo tar-
tomanyok bonyolult lancai. Nyomtatdsban a problémara torténd elsé
utalds 1878-bdl szarmazik, amikor Cayley a Londoni Matematikai Tdr-
sulat Kézleményeiben egy levelet jelentetett meg, azirdnt érdeklédve,
hogy a problémét megoldottik-e mar. 1879-ben Arthur Kempe ligyveéd
s egyben a Térsulat tagja kozolt egy bizonyitdst, és a kérdés latszolag
elintézé6dott. Apré érdekesség volt, semmi tobb.
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A bizonyitds az tin. Kempe-lincok szellemes alkalmazasan alapult.
A konkrétsag kedvéért tegyiik fel, hogy a sirga, a barna, a sziirke
€s a 76ld szineket hasznaljuk. Valasszuk ki mondjuk a sarga-barna
Part. Tegyiik fel, hogy a térkép egy részét mar sikeriilt kiszinezniink,
és gondoljunk erre mint egy szirkészold ,,6ceanban” uszé sargisbarna
»Szigetcsoportra”. (A szigeteken lehetnek tavak, és a tavakban ujabb
Szigetek.) Vegyiik ésare, hogy a sarga és a barna szint barmely szige-
ten beliil egymas kozt felcserélhetjiik anélkil, hogy tiltott szomszédsig
keletkezne; minden belsé hatérvonal ugyanis tovabbra is sarga-barna
Marad, a kiilsé hatarvonalak pedig vagy egyaltaldn nem valtoznak,
Vagy pedig a ,parton” fekszenek, sziirkészold tengerrel az egyik olda-
lukon és sirgésbarna szarazfolddel a masikon. Ezt a mokat tetszoleges
Szinpérral el lehet jatszani. Mindegyik sziget egy-egy Kempe-ldnc; a
térképet addig szinezziik, amig el nem akadunk, és akkor megfelels-
en valasztott Kempe-lancokban szineket cseréliink, igy tovabb tudunk
I€pni és az eljarast folytatjuk.

Hupikék torpikék

FOrmélisa.bban, egy szabvany matematikai triikkhoz, az ,indirekt bi-
Zonyitashoz” folyamodunk. Ha a négyszintétel hamis, akkor léteznek
olyan térképek, amelyekhez kell egy 6t6dik szin, mondjuk a hupikék.
Ha egyszer ilyen ,rossz” térképek léteznek, akkor ezekbsl mindenféle
Nagyobb térképeket is készithetiink, amelyek szinezését ismét csak nem
Uszhatjuk meg hupikék nélkiil. Mivel a rossz térképekbdl nagyobbak
fabriksldsanak nincs sok teteje, ezért az ellenkezd utat valasztjuk, és
Vessziik a legkisebb rossz térképeket. Ezek a hupikék torpikék csak ot
Szinnel szinezheték, barmely kisebb térkép azonban mdr megoldhatd
Néggyel is. Ennek az informaciénak a felhasznaldsaval megprobaljuk
behatarolni a hupikék torpikék szerkezetét, majd ennek alapjan tovabb
Sziikitjiik a kort, és igy tovabb, mig végiil kideriil, hogy ilyen allat nincs
18, Ha torpikében nincs hupikék, akkor mds méretben sincs, vagyis a
tétel igaz. '

Kempe Gtlete az volt, hogy egy tetszéleges hupikék torpikét véve,
anak egy alkalmas tartomanyat egyetlen pontra zsugoritotta. Az
igy kapott térkép kevesebb tartomanybdl all, tehat 4-szinezhets. Ha
4z osszezsugoritott tartomanyt visszaallitjuk, akkor a szinezése mar
gondot okozhat, mert lehet, hogy olyan tartomanyok kozott fekszik,
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amelyekhez mar mind a négy szint felhasznaltuk. Ha a tartomdny
héromszog (csak harom szomszédja van), akkor nincs probléma. Ha
négyszog, akkor egy Kempe-lancbeli csere az egyik szomszédos szint
meg tudja valtoztatni, és igy ismét készen vagyunk. Kempe szerint
otszog esetében is hasonléan okoskodhatunk. Végiil sikeriilt bebizo-
nyitania, hogy barmely térkép sziikségképpen tartalmaz haromszoget,
négyszoget vagy otszoget.

A négyszinsejtés azonban nem adta meg magat ilyen konnyen. 1890-
ben Percy Heawood felfedezett egy hibat Kempének az otszogre vo-
natkozé gondolatmenetében. A kovetkezd évben P. J. Tait egy ijabb
bizonyitdst kozolt, de J. Petersen hamarosan abban is hibat talalt.
Heawood észrevette, hogy Kempe mddszerével kihozhatd, hogy 6t szin
mindig elég. (Az eggyel tobb szin segitségével az 6tsz6g mar konnyeb-
ben visszaallithaté.) Heawood a sik helyett mds felilleteken is meg-
vizsgalta a hasonlé problémat, és a sziikséges szinek szamat annak
fiiggvényében becsiilte meg, hogy a feliilleten hany lyuk taldlhaté. A
Heawood-sejtés azt mondta ki, hogy ez a szam a lehetd legjobb kor-
14t, és ezt 1968-ban G. Ringel és E. Youngs (szép és szellemes kombi-
natorikai otletek felhasznaldsaval) bebizonyitottak. Két kivétel azért
akadt. Az egyik a gomb (vagy sik) volt, ahol a Heawood-féle 4-es kor-
14t tovabbra is sejtés maradt, a masik pedig a Klein-kancsé, ahol a
Heawood-korlat 7, a helyes érték viszont 6. Vagyis 1968-ra minden
feliletre ismerték a pontos valaszt, kivéve a sikot! Ez azt a lehetd-
leg elkeriilendd iranyzatot illusztralja, amikor a matematikdban egy
problémat sokirdnyban altaldnositunk anélkiil, hogy az eredetit sike-
rillne megoldani. Az altaldnositdsok természetesen elvezethetnek, sét
gyakran el is vezetnek egy olyan otlethez, amely mindent megold. Ez
alkalommal nem igy tortént.

Zsugoritds és helyredllitds

Térjiink vissza az eredeti négyszinsejtéshez. 1922-ben Philip Franklin
megmutatta, hogy minden olyan térkép 4-szinezhets, amelyen 26 vagy
kevesebb tartomany szerepel. Modszere a redukdlhaté alakzat (redu-
cibilis konfigurdcid) bevezetésével lefektette annak a stratégianak az
alapjait, amely végiil is elvezetett a megoldashoz. Alakzatnak a térkép
bizonyos tartomanyainak osszefiiggd halmazat nevezziik, beleértve azt
az informaciot is, hogy az egyes tartomanyoknak hany kiilsd szomszéd-
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Juk van. A redukalhatdsag jelentését egy példan keresztill vilagitjuk
meg. Tegyiik fel, hogy egy térkép tartalmaz haromszoget. Zsugorit-
suk ezt egy ponttd. Tegyiik fel, hogy az igy adédé térkép, amelyen
eggyel kevesebb tartomany van, 4-szinezhetd. Ekkor az eredeti térkép
is ilyen. A hiromszog csak harom tartomannyal érintkezik, és igy ami-
kor a térképbe visszaillesztjiik, a fennmaradé szabad szinnel kiszinez-
hets. Altaldban, egy alakzat akkor redukalhatd, ha a 4-szinezhet&sé-
8et az 6t tartalmazé barmelyik térképre be tudjuk bizonyitani, feltéve,
hogy a kisebb térképek mar mind 4-szinezhetdk. (A ,zsugoritas—szi-
Nezés-helyreallitas—kiterjesztés” stratégia sokféleképpen varidlhatd, de
a redukéalhatdsag igazolasdra ez az alapvetd iit.) Hasonléan lathatjuk
be, hogy a négyszogek is redukalhatok.

Hupikék torpikék nem tartalmazhatnak redukalhaté alakzatot. Te-
gyiik fel ugyanis, hogy valamelyikiik mégis tartalmazna. A redukéalha-
tosagbdl kovetkezik, hogy ha egy kisebb térkép 4-szinezhetd, akkor az
eredeti is ilyen. A minimalitds azonban azt jelenti, hogy a kisebb tér-
kép tényleg 4-szinezhetd, ekkor viszont a torpike is, aki igy nem lenne
hupikék. Annyit kell tehat csak megmutatnunk, hogy a hupikék torpi-
kék mindegyike sziikségképpen tartalmaz redukalhaté alakzatot, ezzel
Ugyanis sikeriilne ket teljesen a mesébe szamizniink. A legegyszeriib-
ben \igy jarhatunk el, ha redukéalhaté alakzatoknak egy olyan halmazat
adjuk meg, amely abban az értelemben elkerilhetetlen, hogy barmely
térkép kell hogy ennek a halmaznak valamelyik alakzatdt tartalmaz-
Za. Kempe pontosan ezt prébélta csinalni. Helyesen beldtta, hogy a
{hdromszog, négyszog, otszog)} halmaz elkeriilhetetlen. Az Otszog re-
dukalhatésagénak a bizonyitdsaban azonban hibat kovetett el. Ezzel
egyitt kezd kirajzolédni egy alapvetd bizonyitasi stratégia: keressiink
olyan elkeriilhetetlen halmazt, amely csupa redukéalhaté alakzatbdl 4ll.
Ez a lista Kempéénél mindenképpen hosszabb lesz, mert az Stszoget
més alakzatokkal kell helyettesiteni.

Mi siil ki a toltésbol?

Heinrich Heesch volt az elsé matematikus, aki 1950-ben nyilvanosan
hangot adott annak a véleményének, hogy a négyszinsejtést egy redu-
kélhaté alakzatokbdl 4116 elkeriilhetetlen halmaz megadasaval be lehet-
Ne bizonyitani. Becslése szerint ehhez mintegy 10000 alakzatra lenne
8ziikség, amelyek egyike sem tiil nagy méreti. Heesch a redukélhaté-
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sag ellendrzésére Karl Diirre nevi tanitvanyaval kozosen kidolgozott
egy szamitogépes programot. Sem ez, sem pedig a késébbi rafinél-
tabb valtozatok nem miikodtek tizembiztosan. A sikeres teszt valéban
garantalta az alakzat redukalhatdségat, ellenkezd esetben viszont a
redukalhatdsag kérdése nyitva maradt.

Heesch az elkeriilhetetlenség igazoldsara is kidolgozott egy modszert,
mégpedig egy tavoli elektromos analégia alapjan. Tegyiik fel, hogy
mindegyik tartomanyt elektromosan feltoltjiik, és a toltések a szom-
szédos tartomanyok kozott killonféle szabalyok szerint mozoghatnak.
Kikothetjiitk példaul, hogy egy Otszog toltése egyenld részekre oszt-
haté és barmely olyan szomszédra atvihetd, amely nem haromszog,
négyszog vagy Otszog. A toltéseloszlasok altaldnos tulajdonsagainak
az elemzésével megmutathatd, hogy bizonyos alakzatok mindenképpen
fel kell hogy lépjenek — egyébként a toltés ,elszivdrogna”. Bonyolul-
tabb receptekkel elkeriilhetetlen alakzatok bonyolultabb rendszereihez
jutunk.

Ember és gép

1970-ben Wolfgang Haken tovabbfejlesztette Heesch kisiiléses modsze-
rét, és komolyan kezdett gondolkodni a négyszinsejtés megolddséan.
A 18 nehézséget az elkeriilhetetlen halmazban levé alakzatok mérete
okozta. Egy alakzat gydridmérete az 6t koriilvevé tartoményok szama.
Okkal kellett azt feltételezni, hogy sziikség lehet 18-as vagy még na-
gyobb gytiriméretre. A redukalhatdsagi tesztek amellett, hogy kétes
megbizhatdsagiak, még a gylirimérettel egylitt exponencialisan néve-
kednek is; a kornyez6 gyiirii minden djabb eleme mintegy négyszeres
szorzot jelent. Amig egy 11-gylirlis alakzat még kezelhetd, egy 14-gyi-
riisnél mar 26 ora szamolas adédik a varhatéan sziikséges extrak nélkiil
is. Ha ezt még sikeriilne is dtlagosan félérasra leszoritani, a legtobb
18-gytirlis alakzat legaldabb 100 6rat igényel, és a szamitdsokhoz tobb
memoria kell, mint amennyi akar a legnagyobb komputerbe belefér-
ne. Ha egy elkeriilhetetlen halmaz tartomanyainak a szamat 10000-re
becsiiljiik, az egész szamolds 100 évig tartana. Es ha a végén az el-
keriilhetetlen halmazbdl csak egyetlen alakzatrdl is kideriil, hogy nem
redukalhat6, akkor az egészet eldobhatjuk! A komputer a sajat farkat
kergeti, és csak akkor nyer, ha azt valdban megfogta. Ezért 1972 és
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1974 koz6tt Haken, Kenneth Appellel egytitt interaktiv parbeszédbe
kezdett a géppel, hogy az esélyeken javitani prébaljon.

Szamitégépes programjuk elsd futasa egy sor hasznos informaciéval
szolgalt. Ezek némelyike pozitiv volt: a varhaté gylirliméret 16-ra
¢sOkkent, és az elkeriilhetetlen halmazok varhaté mérete is kisebbnek
bizonyult. Ugyanakkor a komputer-output mennyisége kezelhetetleniil
Nagyra nott, és a modszerben is hibak mutatkoztak. Ennek alapjan
médositottdk a programot és ujra szerencsét probaltak. Most mar fi-
homabb problémak jelentkeztek, amelyeket ismét kijavitottak. Mikor
mér vagy hat hénapja folyt ez a parbeszéd, Appel és Haken kezdtek
Meggybz6dni réla, hogy az elkeriilhetetlenség bizonyitdsara adott méd-
Szeriiknek jé esélye van a sikerre. Ennek bizonyitdsa egy ujabb évet
vett igénybe. 1975-ben ismét médositottak a programot. Errdl igy

Irnak:

Ezen a ponton a program egyre tobb meglepetéssel szolgalt. Kordbban a meggondo-
lasait kézzel ellendriztiik, és fgy mindig meg tudtuk jésolni, milyen irdnyt vesz egy
tetsz3leges helyzetben; most azonban tigy kezdett viselkedni mint egy sakkozdgép.
ésszetett stratégidkat dolgozott ki azoknak a triikkoknek az alapjan, amelyekre
»Megtanitottuk”, és ezek a megkozelitések gyakran sokkal ligyesebbnek bizonyul-
tak, mint amilyenekkel mi prébalkoztunk volna. Azzal kapcsolatban, hogy miképp
haladjunk tovabb, 8 kezdett el minket olyan dolgokra megtanitani, amilyenekrél
Nem is Almodtunk. Valamilyen értelemben bizonyos vonatkozasokban tilszdrnyalta
az alkotdit a feladatnak mind az ,intellektualis”, mind pedig a mechanikus részét
illet8en.

A célegyenes

1975-re redlis esély nyilt arra, hogy a médszer gyakorlatilag is keresz-
tilvihetd legyen, és a kutatéprogram a kisérleti fazisbol kilépve dontd
tohamra lendiilt. Els6 lépésként a redukalhatésdg igazoldsara sziile-
tett hatékony program, amelyet assembler kédban irtak az Illinois-i
Egyetem IBM 360-as gépére. A programozas jelentds része John Koch
8zamitogéptudds érdeme. Az elkeriilhetetlenség bizonyitasara szolgd-
16 kisiiléses eljaras addigra mar annyira atalakult, hogy a program
Ujrairasa helyett elhataroztak, hogy a munkénak ezt a részét kézi eré-
Vel végzik el. Az eljarast egy lényeges ponton tovdbbfejlesztette Jean
Mayer, aki a francia irodalom professzora volt Montpellier-ben, de
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egész életre sz6l6 érdekl8dést tanidsitott a négyszinsejtés irant. A var-
haté gytiriméret igy 14-re csokkent. 1976 januarjaban megkezddédott
az elkeriilhetetlen halmaz konstrukciéja. Ez is interaktiv mddon tor-
tént, az otleteket és az eredményeket a gép segitségével ellendrizték.
1976 juniusara a munka elkésziilt. A komputer rendben jelentette,
hogy Appel és Haken elkeriilhetetlen halmaziban minden alakzat re-
dukalhaté. A sirga, barna, sziirke és zold mar elég barmely sikbeli
térkép kiszinezéséhez; a hupikék orokre ottmaradhat a mesében.

Ez tényleg bizonyitds?

Mennyire tekinthetd bizonyitasnak egy olyan okoskodds, amely 6ridsi
mennyiségii, ember altal ellendrizhetetlen szamoldson alapul? Stephen
Tymoczko filozéfus szerint ,ha a négyszintételt tételnek fogadjuk el,
akkor ezzel azt is aldirtuk, hogy a ,tétel’ sz6 jelentését at kell értékel-
niink, pontosabban az ehhez tartozé ,bizonyitds’ sz6 értelmét meg kell
valtoztatnunk.” Erdekes mddon ezzel kevés matematikus ért egyet.
Annak ellenére van ez igy, hogy a gépi szamoldsok helyessége tulaj-
donképpen hit kérdése; ez nem olyasmi, amit legalabb elvben, barki
ellendrizhetne.

Léteznek olyan matematikai bizonyitasok, amelyek annyira hossziak
és bonyolultak, hogy még ha valaki egy évtizeden keresztiil is tanul-
manyozza Sket, a teljes hibatlansdgukért nem tehetné tiizbe a kezét.
A véges egyszerii csoportok osztélyozasa példaul legalabb 10000 oldalt
tesz ki, legaldbb szdz ember munkajanak az eredménye, és csak ma-
gasan képzett szakember altal kovethets. A matematikusok azonban
altaldban meg vannak gyézédve arrdl, hogy a négyszintétel bizonyitasa
helyes. Ennek az az oka, hogy a stratégia értelmes, a részletek osszeil-
lenek, senki sem talalt lényeges hibat, és a munkét végzok véleménye
ugyaniigy hitelt érdemel, mint barki mésé. Az emberek természetébol
adédik, hogy hibaznak. A matematikdban azonban a komoly hibak
elébb vagy utébb kideriilnek, mert a targy kiillonbozé teriiletein ka-
pott eredmények allandéan szembesiilnek egymassal. Mintegy tiz év-
vel ezel6tt két topolégus kutatécsoport, egy japan és egy amerikai, egy
fontos kérdésben homlokegyenest ellentétes valaszra jutott. Eltartott
egy darabig, mire rajottek, melyik csoport tévedett, és az amerikaia-
kat nagyon bosszantotta, hogy a dolog senkit sem izgatott tilsagosan;
végiill azonban meglett a hiba.



TS

Ez tényleg bizonyitds? 137

A matematikusok igazabdl a meguildgité bizonyitdsokat szeretik. Ez
nem annyira logikai vagy filozofiai kategéria, hanem inkabb izlés kér-
dése. A bizonyitas hallatdn feltehetSleg sok matematikus fejében is
olyasmi fordult meg, amir6l Davis és Hersh! alabbi megjegyzése szol:

Az elsd reakciém az volt: ,Csodalatos! Hogyan csindltdk?” Valami brilidns ]
meglitdst virtam, egy bizonyitdst, amelynek magva egy.olyan Gtlet, amelynek
szépsége besugarozza az egész napomat. De amikor megkaptam a valaszt, hogy ,A
megold4s sordn esetek ezreire bontottak szét a feladatot, majd mindegyiket egymds
utédn lefuttattdk egy szdmitégépen” — csalédottnak éreztem magam. Ezutdn az
lett a véleményem, hogy ,ha ezt lehet igy igazolni, akkor végiil is nem volt igazi

Probléma” .

Az Appel-Haken-féle bizonyitasban nincs semmi olyan, ami kevés-
bé lenne meggyéz6, mint mondjuk az egyszerii csoportok osztalyozdsa,
Vagy az a naponta publikdlt temérdek tétel, amelyek kiviil esnek egy
adott matematikus sziik szakteriiletén, és amelyeket soha nem fog el-
lendrizni. Tovabba egy gép sokkel kisebb valdsziniiséggel téved, mint
egy ember. Appel és Haken bizonyitasi stratégidja logikailag értelmes
és elég szabvanyos ahhoz, hogy nem varhaté benne nagy bukfenc, az
elkeriilhetetlen halmazt egyébként is kézi erdvel gyartottak, és nincs
okunk kételkedni a redukalhatdsagot ellendrzé program helyességében.
Véletlen ,rajtaiitésszerd tesztek” és ijabban a szdmoldsok mas prog-
ramok segitségével tortént ellendrzései semmi gyanisat nem taldltak.
Nem ismerek olyan matematikust, aki ma megkérddjelezné a bizonyi-
tas helyességét.

Davis és Hersh még a kovetkezd megjegyzést teszik:

A filozéfus szdmara egészen més az a vildg, ahol a bizonyitds a szamitdgép megbiz-
hatésagitsl fiigg, mint az, ahol csak az emberi értelemtdl. A matematikus szdméra
azonban a tévedésének lehetSsége annyira mindennapos tény, hogy Grémmel fogad-
ja a szémitégépet, amely megbizhatébban szdmol, mint amennyire 6 maga képes
volna., :

Az utolsé sz6 legyen talan Hakené, aki egy djsagnak igy nyilatkozott:

1 Az aldbbi hérom apré betiis rész Davis és Hersh ,A matematika élménye”
¢. kényvébdl vald, forditotta Székely J. Gabor.
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Barki, barhol a levezetésben kitoltheti a részleteket és ellendrizheti Sket. Az a tény,
hogy a szamitégép tobb részleten tud végigfutni néhany dra alatt, mint amennyit
egy ember egyaltaldn remélhetne, hogy megtehet akdr egész életében, nem viltoztat
a matematikai bizonyitds alapkoncepciéjan. Ami valtozott, az nem a matematika
elmélete, hanem a gyakorlata.
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FELTESSZUK AZ i-RE A PONTOT

Magasztosan nyilvanul meg az Isteni Szellem az analizisnek ebben a csodaja-
ban, ebben az idealis vildgbdl érkezd égi jelben, ebben a lét és nemlét kozott
lebegd kettdsségben, amelyet a negativ egységbdl vont képzetes gyoknek ne-
veziink.

Gottfried Leibniz

A harmad- és negyedfoku egyenlet megoldasaval felekesxtve az algeb-
ra a tizenhatodik szazadban 1j virdgzdsnak indult. Es mégis, sen-
ki sem tudta igazan, mik is a szdmok valdjiban. A negativ szamok
Eurépéban még mindig gondot okoztak, noha a hindu Brahmagupta
mar i. sz. 628-ban j6l tudta Sket kezelni. Az 1600-as évek kozepén
Antoine Arnauld a —1 : 1 = 1 : —1 ardnypdrt képtelenségnek tar-
totta, mert ,hogyan képzelhetd el, hogy egy kisebb tgy aranylik egy
nagyobbhoz, mint egy nagyobb egy kisebbhez?” A szavakkal torté-
06 érvelés veszélyeit a matematikdban nehezen lehetne ennél jobban
illusztralni, ennek ellenére 1712-ben Leibniz gy latja, hogy Arnauld-
nak valamelyest igaza van. Ugyanakkor Thomas Harriot (1560-1621)
mar dolgozott negativ szamokkal, sét Raffaello Bombelli (1526-73) vi-
lagos definicidkat is adott. Simon Stevin és Albert Girard a negativ
szamokat a pozitivakkal egyenrangiian kezelte.

A negativ szamok négyzetgyokeit azonban Brahmagupta sem tudta
lenyelni, és igy elszabadult a pokol, amikor Morris Kline megfogal-
mazasaban ,az eurépaiak anélkill, hogy teljesen trra lettek volna az
irracionalis és a negativ szamokkal kapcsolatos nehézségeiken, csak to-
vébb rontottak a helyzetiikon, amikor belemasztak abba a katyiba,
amelyet ma komplex szdmoknak neveziink.” Igy 1545-ben Girolamo
Cardano, a matematika zsenidlis fenegyereke az z(10—z) = 40 egyen-
letbél az 5 + /=15, 5 —+/—15 megolddsokat hozta ki. ,Tegyiik félre
az ezzel kapcsolatos szellemi kinokat” — mondja, és helyettesitsiik be
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a feltételezett gyokoket az egyenletbe. Es ime

2(10 — z) = (5 + V=15)(5 — V=15) = 5% — (vV=15)% =
= 25— (-15) =40

annak rendje és médja szerint. ,Az aritmetika rafindltsiga ily médon
fejlédik — mondja Cardano — , mig végiil csodalatosan kifinomultta
és teljesen értelmetlenné nem valik.”

A matematikusokat gyakran kisérti ez a mondat: ,nincs értelme,
de jol miikédik.” A Cardanoéhoz hasonlé véletlen egyezések olyanok,
mint a dzsungelben taldlhaté nyomok; csodalatos felfedezési lehet&sé-
get jeleznek, csak elegendden merész vallalkozé kell hozzd. Van-e tehat
a -~1-nek négyzetgyoke? Ha igen, miféle dllat az? Es miért torédjenek
praktikus elmék ilyen nem evildgi intellektualis cifrasagokkal?

Ars Magna

Cardano triikkjei az Ars Magndban jelentek meg, amely a reneszansz
algebra hires Osszefoglalé miive. Az eredmények egy részét Carda-
no masoktdl csente el, és noha megfeleléen hivatkozott a szerzdkre,
de azok engedélye nélkiil publikdlt. Ugyanebben a kényvben jegyezte
meg, hogy Tartaglianak a harmadfoki egyenletre vonatkozé megoldd-
képlete (lasd az 1. fejezetet) veszélyes vizekre sodorhat minket. Ha az
z3 = 15z + 4 egyenletre alkalmazzuk, akkor eredményiil

z= \5/2+ v-121+ \3/2~ V=121
adédik. Mivel a nyilvanvalé megoldds z = 4, valami biizlik Bologna-

ban. A minden jel szerint kiilonlegesen tiszta fejii Bombelli észrevette,
hogy (a skrupulusokat ismét félretéve)

(24 v-1) =24 V=121,
vagyis Cardano kifejezése az

z=(2+V-1)+(2-V-1)=4
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alakra hozhatd, tehat az ostoba formula végiil is értelmes mondanivalét
takar. Bombelli hajlott elséként afelé, hogy az un. komplez szamok a
valés eredmények szempontjabdl is hasznosak lehetnek.

Descartes 1637-ben ,képzetesnek” nevezte el azokat a kifejezéseket,
amelyekben negativ szamokbdl vont négyzetgyok szerepelt, és eldfor-
dulisukat annak a jeleként értékelte, hogy a feladat megoldhatatlan.
Ezt a véleményt Isaac Newton is osztotta. Ennyit Bombellir8l. A
Matematikusok azonban nem allhattdk meg, hogy az inycsiklandozé
finomsagokba bele ne késtoljanak. Miutén végigbotladoztak az algeb-
rai ingovanyon, fejest ugrottak az analizis égd poklaba. Johann Ber-
noulli az 1/(2%+ 3z + 1)-hez hasonld figgvények integralasakor komp-
lex szamok logaritmusaiba botlott. 1712 tajan Bernoulli és Leibniz
egy sokkalta egyszeriibb problémardl, a negativ szamok logaritmusa-
16l vivott egymassal éles széparbajt. Bernoulli igy érvelt, hogy mivel
d(~z)/ — z = dz/z, ezért integraldssal log(—z) = log z adédik. Leib-
Niz azzal vagott vissza, hogy az integralds csak pozitiv z-re miikodik.
Euler megéllapitotta, hogy mindketten tévedtek, mert az integraldsnal
egy tetsz8leges konstans is fellép, vagyis log(—z) = logz + ¢ a helyes
kévetkeztetés, valamilyen ¢ konstanssal, ami nyilvanvaléan log(—1)-
gyel egyenlS, akdrmi legyen is az. Mindez tovabb érlelédott Euler
agyinak boszorkanykonyhajaban, és 1748-ban megsziiletett az

e = cosf +isinf

csodalatos formula, ahol i = v/=1. Valéjaban ez sem volt ij: ugyanezt
Roger Cotes mar 1714-ben megtaldlta, de feledésbe meriilt. Ha 6 = m,
akkor e'" = —1, ahonnan log(—1) = ir. Kobre emeléssel azonban azt
kapjuk, hogy €™ = —1 is igaz, vagyis log(—1) = 3im. Mds ember
mar undorral feladta volna, de Euler talélt kiutat: a logz tobbértéki.
Ha L az egyik érték, akkor a tobbiek L = 2mi, L = 4mi, L & 6mi, és igy
toviabb. A nyomok, amelyeket a dszungelben kovetiink, immar nem
apré agacskak, hanem hatalmas letarolt erdok; nem arva mdkusra,
hanem nagy csorda orrszarvira utalnak. De vajon csapdat allithatunk-
€ a tettes(ek)nek?
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Sikos gondolatok

1673-ban kiadott Algebrdjaban John Wallis a komplex szamokat a sik
pontjaiként értelmezi, ezzel azt a szokdsos abrazoldst terjeszti ki, amely
szerint a valdsok egy egyenes pontjai. Az z + iy pontot tigy kapjuk
meg, hogy a valds egyenes r pontjdbdl y-nyi tavolsigot mériink fel
merdlegesen.! Az a tény, hogy a —1-nek nincs valds négyzetgyoke, a
Wallis-i képben immaron nem jelent akadalyt, hiszen v/~1 nincs a va-
16s egyenesen! Egységnyivel ,hatrébb” taldlhaté a sikon. Ez aztan a
»hatsé gondolat”! Valamilyen okbdl azonban Wallis javaslata eltiint
a siillyesztSben. 1797-ben Caspar Wessel norvég foldmérd kozolt egy
cikket arrdl, hogyan abrazoljuk a komplex szamokat a sikon. Mivel dé-
nul irta, errdl sem vett senki tudomdst egészen addig, amig széz évvel
késébb francia forditasban is megjelent. IdSkozben az otletet Jean-
Robert Argand-nak tulajdonitottak, aki errél Wesselté] fiiggetleniil irt
1806-ban. 1811-re Gauss a komplex szdmokat mar rendszeresen egy sik
pontjaiként tekintette, és errdl sz6l6 gondolatait 1831-ben publikilta.
Az utolsé lépést végill William Rowan Hamilton tette meg 1837-ben,
amikor is z + iy-t az (z,y) koordindtakkal azonositotta, és a geomet-
rial definicidkat algebrai alakra irta at. Igy (z,0) az z valés szammal
azonos, (0,1) az ¢, és

(z,9) + (v,0) = (¢ + u,y +v),

(2,9)(1,0) = (2u — yv, 20 + yu).

Ekkor
= (0,1)(0,1) = (=1,0) = -1,

és minden szépen a helyére keriil. Barki barmit is fedezett fel az 1800-
as évek derekan, azonnal kideriilt, hogy Gauss erre mar korabban gon-
dolt, csak nem sz6lt senkinek; biztosan tudjuk, hogy Gauss Hamiltont
is megelézte 1832-ben.

Ily médon mintegy harom évszazad alatt sikeriilt eljutni egy olyan
vélaszhoz, amelyet harom perc alatt el lehet magyardzni. Ezt a va-
laszt mér korabban is tobbszor megtaldltdk, csak nem ismerték el an-

1 yee természetesen ,eldjeles” tavolsdgrdl van 828, tehdt pozitiv y esetén ,felfelé”
mérjiik fel, negatfv y esetén pedig az abszolit értékét mérjiik fel ,lefelé” . (FR)
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nak. S8t, mindenki, aki volt mar valaki, tudta mi a vélasz. Morris
Kline megjegyzi, hogy ,sokan; Cotes, de Moivre, Euler, Vandermonde,
a komplex szamokra a sik pontjaiként gondoltak”, mert amikor az
2" — 1 = (O egyenletet akartak megoldani, a megoldasokat egy sza-
balyos n-sz0g csicsaiként képzelték el. Aszt, hogy a valaszt végiil is
mindenki ismerte, megerdsiteni latszik Hamilton preciz megolddsanak
a fogadtatdsa. Megéljenezték? Megsiitottek szdz okrot? Meghivtak
legalabb egy pohar italra? Egyikre sem keriilt sor. Az egészet egyhan-
84, unalmas, 6sdi vacaknak tekintették. Azonban még ha mindenki
tégéta tudta is a valaszt, ezt csak 1830 koriil kezdték bevallani, még
onmaguknak is. Mi okozta ezt a nagy szinvaltozast?

Szertefoszld filozdfia

Amig a komplex szamokat semmire sem lehetett hasznélni, az emberek
filozéfiai kérdést csinaltak beldlik. Ugy gondoltak, hogy valamilyen
mély és transzcendens jelentéssel kell Sket felruhazni. Ez késztette
Leibnizet is arra, hogy olyan kijelentéseket tegyen, mint amilyen a fe-
Jezetiink elejét disziti. A filozéfusok semminek sem Griilnek jobban,
mint valami homalyos és rejtélyes elvnek, amellyel igazabdl senki sem
torddik, ellendrizni pedig még kevésbé tudja, ez ugyanis tag teret en-
ged a csavaros eszmefuttatasoknak. Hany angyal fér el egy tii hegyén
és hasonlék. Amikor azonban valami hasznossa valik, akkor a legtobb
ember félreteszi a filozofidt és nekildt inkabb a munkanak. Nem azt
nézi, hogy milyen filozéfiai mélységeket rejteget az \j eszkoz, hanem a
lehet& legtobb eredményt akarja beléle kicsikarni a lehetd legrovidebb
1d§ alatt. Ha tényleg ldtjuk az angyalokat a tii hegyén tancolni, ak-
kor ahelyett hogy megprobalnank Sket megszamolni, inkdbb atrakjuk
ket egy mikrochipre. Es pontosan ez tortént a komplex szamokkal
koriilbeliil 1825 és 1850 kozott. A matematikusok felfedezték a komp-
lex analizist; hogyan kell kalkulust végezni a komplex szamokkal. Es
€z annyira hatékonynak bizonyult, hogy teljesen tragikus kovetkezmé-
nyekkel jart volna, ha egy zsenialis, de elvigyazatlan filozéfus kimu-
tatta volna, hogy komplex szamok valéjaban nem is léteznek. Néha
filozofiai kérdések (pl. ,Mi is ez az izé tulajdonképpen?”) kifogdsai
mogé menekiiliink, amiért nem jutottunk elére egy nehezen megfog-
haté gondolat kidolgozasdban. A komplex szamok hasznossaga egyik
naprél a masikra oly mértékben nétt meg, hogy nem akadt olyan ma-
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tematikus, aki jézan eszével semmibe vehette volna &ket. fgy a kérdés
némileg moédosult; ,Mit lehet a komplex szdmokkal csindlni?”, a fi-
lozdfiai kérdés pedig ... szertefoszlott. Gydsz nélkiil, észrevétlen lett
elfeledve és eltemetve. A matematika torténete ismer mas hasonld ese-
tet is, de taldn egyik sem jelentkezett ennyire élesen. Az id8 miildsaval
a kultaralis viligkép megvaltozik. Amit az egyik genericié problé-
ménak vagy megolddsnak 1at, azt egy mdsik generacié nem feltétleniil
értelmezi ugyanigy. Manapsag, amikor a ,valés” szamokat nem latjuk
kevésbé absztraktnak, mint sok més szamtipust, beleértve a komplex
szdmokat is, nehéz megérteniink, mennyire masképp littak ezt eleink.
Jusson ez esziinkbe, amikor a matematika fejlédésére gondolunk. Ha
a torténelmet kizardlag a jelen generacié szemszogébdl nézziik, akkor
a torzitasok és félreértelmezések elétt nyitunk kaput.

Komplex kalkulus

A komplex algebra fokozatos és kinkeserves kialakuldsaval szemben
a komplex analizis fejl6dése minden jel szerint a matematikusok al-
taldnositasi kényszerének egyenes kovetkezménye volt. Szandékosan
keresték, a valés analizis analdgidjara. A hatarérték, a differencidlds
és a hatvanysorok elmélete annyira konnyen atvihetd, hogy szinte gya-
korld feladatként lehet adni a didkoknak. Az integral definiciéjaval is
hasonld a helyzet, a tulajdonsagaival viszont mar nem. Egy tj, nagyon
gyumolesozd jelenség 1ép fel. A valds analizisben, ha egy fiiggvényt két
hatdr kozott integralunk, akkor a hatarok teljesen meghatérozzak az
integralt. A komplex esetben azonban a hatdrok a sik pontjai, és igy
tobb szabadsagot élveziink. Meg kell adnunk a két pontot Gsszekotd
gorbét, és azutan ,a gorbe mentén integralunk”. Mivel rengeteg gorbe
vehetd, tudnunk kell, milyen mértékben fiigg az integral értéke a gorbe
valasztasatol. :

Egy 1811-ben Friedrich Besselhez irott levelébél kideriil, hogy Gauss
(ki mas?) ismerte a komplex fiiggvénytan alapjat képezé tételt. ,Azt
allitom, hogy az integralnak mindig ugyanaz az értéke, még ha kiilon-
boz6 utak mentén vessziik is, feltéve, hogy f(z) nem valik végtelenné
a két 1it altal hatarolt térségben. Ez egy nagyon szép tétel, a bizonyitd-
sat majd megfelel$ alkalommal kozolni fogom.” Ez az alkalom azonban
sohasem jott el. Ehelyett 1825-ben a bizonyitas kozzétételének sors-
dontd lépését az az ember tette meg, aki a komplex fiiggvénytan elsé
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Virdgkoranak fSszerepléjévé valt: Augustin-Louis Cauchy. Réla ne-
Vezték el Cauchy-tételnek. Cauchy kezében gyorsan korvonalazédtak
a komplex fiiggvénytan alapgondolatai. Példaul, egy differencialhaté
komplex fiiggvény sokkal specialisabb kell legyen, mint a valds esetben:
Valds és képzetes részeinek ki kell elégitenie az in. Cauchy-Riemann-
egyenleteket. Cauchy annak rendje és modja szerint bebizonyitotta
Gauss észrevételét. Ha olyan 1t mentén integralunk, amely nem tel-
Jesiti a tétel feltételeit és olyan pontok koriil kigyézik korbe, ahol a
ﬁiggvény végtelenné valik, akkor Cauchy megmutatta, hogy hogyan
kell az integralt kiszamitani a ,reziduumok elméletének” segitségével.
Csak egy bizonyos konstansra, a fliggvénynek ebben a ronda pontban
levd reziduumaéra van sziikség, és arra, hanyszor tekeredett korbe az
it a pont koriil. A pontos titvonal egyaltalin nem jatszik szerepet!

Azok a definicidk, amelyeket Cauchy az analitikus fogalmakra (foly-
tonossag, hatarérték, derivalt stb.) adott, nem teljesen azonosak a
Maiakkal. A teljes szabatossigot Weierstrassnak koszonhetjik, aki
az egész elméletet a hatvanysorokra alapozta. A geometriai szemlé-
let égetden hidnyzott, és ezt Riemann pétolta sajit nagy hordereji
gondolataival. Ezen belill a Riemann-felilet fogalma, amely 1851-b6l
8zarmazik, gy kezeli a tobbértékii figgvényeket (példaul Euler lo-
8aritmusét), hogy a komplex sikot tobbréteglivé teszi, és a fliggvény
¢zek mindegyikén mar egyértékii. Kideriil, hogy az a topologikus min-
ta jatszik dontd szerepet, amely mentén az egyes rétegek egymashoz
kapcsolédnak.

A tizenkilencedik szézad kozepétdl a komplex fiiggvénytan gyorsan
¢s toretleniil fejlédott, szamos messzehaté kovetkezményt vonva ma-
8a utan. Cauchy alapvetd gondolatai tovabbra is érvényesek, csak
Mara kicsit finomabb formdt és topologikusabb kontost kaptak. A
kOmplex szamok zavaros taldlmanya, amelyet egykor ,lehetetlennek”
és | haszontalannak” tituldltak, a matematika tartopillérévé valt, szer-
tedgazé gyakorlati alkalmazasokkal az aerodinamikaban, a hidrome-
chanikaban, a kvantumelméletben és az elektrotechnikaban. Részle-
tes dttekintésre nincs elegendd helyiink, de némi izelitét nyijthat, ha
Szemiigyre vessziik a teriilet két leghiresebb nyitott kérdését: a Rie-
Mann-sejtést és a Bieberbach-sejtést.
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A Riemann-sejtés

Jelolje n(x) az z-nél kisebb primek szdmat. Ez a fliggvény nagyon sza-
balytalanul viselkedik. Gauss és masok azonban észrevették, hogy nagy
z-re jOl kozelithetd z/logz-szel. Ez a Primszédmsejtés varatlan mé-
don osszekapcsolta a diszkrétet (primek) és a folytonost (logaritmus),
és igy nem meglepd, hogy latvdnyosan eredeti matematika kerekedett
ki beléle. Kideril, hogy a valasz a 4. fejezetben emlitett

=14 12 w1304,

zeta-fuggvény tulajdonsigain miilik. A primekkel valé kapcsolatot mar

Euler is ismerte, aki észrevette, hogy
'

1/¢(s) = (1 —py*)(1 - p3°)...,

ahol p, az n-edik primszam. Ez a formula nem annyira rendkiviili,
mint amilyennek latszik: igy lehet analitikusan kifejezni a primfelbon-
tas létezését és egyértelmiiségét. Mindenesetre csére tolti a tizenkilen-
cedik szazadi matematika Nagydgyijat, a komplex fiiggvénytant.

A valds s-ekre értelmezett zeta-fliggvény segitségével Pafnutyij Cse-
bisev 1852-ben belatott egy a Primszdmsejtéshez kozeli allitast: =(z)
és z/log z aranya elég nagy z-ek esetén 0,922 és 1,105 kozé esik. Bern-
hard Riemann az analitikus folytatdsnak nevezett eljards segitségével
¢(2z)-t minden komplex z-re értelmezte, és megprébalta bebizonyitani
a sejtést. R4jott, hogy a probléma kulcsat a zeta-fiiggvény gyokei, a
¢(z) = 0 egyenlet megolddsai adjak. A valés gyokoket konnyii megta-
lalni, ezek a —2, —4, —6, és igy tovabb. Riemann hires sejtése, amelyet
szinte mellékesen emlit abban a rovid dolgozataban, ahol a teriilet f0
gondolatait bizonyitas nélkiil vazolja, Ogy szol, hogy az osszes tob-
bi gyok 1/2 + iy alaki, azaz az ,1/2 valds részii egyenesen fekszik”-
Altalanos vélemény szerint a matematikdnak ez a kiemelkedd problé-
maja. J. van de Lune és Herman te Riele nemrég igazoltdk, hogy az
elsé masfél milliard gyck valéban ezen az egyenesen helyezkedik el, de
kiilonféle okok miatt ez nem tekinthetd meggydz6 bizonyitéknak. Egy
Franz Mertenstdl szarmazd, hasonléan erds evidenciakkal aldtamasz-
tott rokon sejtést Andrew Odlyzko és te Riele 1984-ben megcedfolt.
Ehhez a zeta-fiiggvény elsé kétezer gyokét 100 tizedes pontossaggal
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kellett kiszamolniuk. Ha a Mertens-sejtésrol kideriil, hogy igaz, akkor
ebbél a Riemann-sejtés is kovetkezett volna. A szakértéket nem lepte
meg teljesen, hogy hamisnak bizonyult, mert nehezen tiint hihetének,
hogy a Riemann-sejtés bizonyitdsat ilyen ,0lcsén” meg lehessen kapni.

1896-ban Hadamard a zeta-fliggvény segitségével bebizonyitotta a
Primszamtételt. Ugyanez ugyanebben az évben de la Vallée Poussin-
nek is sikeriilt. Ha a Riemann-sejtés igaz, akkor az eredmények tovabb-
fejleszthetk, mert éles korlatot lehet adni arra, hogy mekkora hibst
kovetiink el, amikor n(z) helyére z/logz-et irunk. A primszdmok
eloszlasanak elméletében sok minden milik a Riemann-sejtésen.

A zeta-fiiggvény nagymértékben altalanosithats. Egy algebrai szam-
test zeta-fliggvényét példdul az Euler-formula segitségével definidlhat-
Juk (a primek helyett primidedlokat kell venniink). A Riemann-sejtés
MmegfelelGje is megfogalmazhatd, amely az algebrai geometria és a dio-
fantikus egyenletek szempontjabdl atfogo jelentdségii. 1985-ben elter-
Jedt a hir, hogy a Riemann-sejtést ilyen absztraktabb targyaldasmédban
megoldottak. A konyv irdsa idején gy tinik, hogy a bejelentés elha-
Mmarkodottnak bizonyult, és a zeta-fiiggvény tovabbra is &rzi titkait.
Hirnév, siker és sok almatlan éjszaka var arra, aki ezeket felfedi, barki
is légyen az.

A Bieberbach-sejtés

A geometriai fiiggvénytan, amint a neve is mutatja, a komplex sikon
analitikus fiiggvények altal definialt transzforméciék geometridjat vizs-
gdlja. Az eredete arra a felfedezésre nyiilik vissza, hogy ezek konform
leképezések, vagyis a gorbék altal bezart szogeket nem valtoztatjak
Mmeg. Legyen az egységkorlemez azoknak a z komplex szamoknak a
halmaza, amelyeknek az origétol mért tavolsiga kisebb, mint 1, és le-
8yen f(z) egy komplex fiiggvény. Ekkor f(2)-t a lemez egy deforma-
lasaként is felfoghatjuk, amely az egyes z-ket f(z)-be viszi 4t. A lemez
deformalt képe részben atfedheti 5nmagat, van azonban a fiiggvények-
ek egy fontos osztalya, ahol ez nem kovetkezik be. Az ilyen fuggvényt
az egységkorlemezen egyrétinek mondjuk. Ezen a ponton a topologi-
kus és metrikus tulajdonsagok kapcsolatdra utald jeleket figyelhetiink
meg. Minél nagyobb a lemez képe, valamilyen értelemben véve annil
hagyobb a fiiggvény is. A legnagyobb egyrétii fiiggvénynél lesz a lemez
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képe a lehetd legnagyobb, vagyis az egész komplex sik.? Van-e ennek
a kijelentésnek egyaltaldn értelme, és melyik ez a legnagyobb egyrétii
fiiggvény? Vonzé tippnek tiinik Koebe z/(1 — z)? fiiggvénye, mert
ennek valéban a lehetd legnagyobb a képe. Hatvanysoralakja

S Det i O bl s

és Ludwig Bieberbachnak 1916-ban eszébe jutott, hatha a széls6 hely-
zetet a hatvanysor is tiikrozi. Ha igen, akkor egy egyréti fliggvény
hatvanysoraban az n-edik egyiitthaté nem lehet n-nél nagyobb. Mas
széval, a geometriai extrémum maga utdn vonja a metrikus extrému-
mot. Szép, természetes és egyszerli gondolat, olyasmi, amelyet igy vagy
1igy, de kiilonosebb gond nélkiil el kellene tudni donteni. Az adott eset-
ben azonban a probléma egészen 1984-ig megoldatlan maradt, amikor
Louis de Branges egy csodalatos bizonyitast talalt.

Korabban a Bieberbach-sejtés helyességét csak a hatvanysor elsé hat
egyiitthatéjara ismerték. A madsodik egyiitthatora ezt maga Bieber-
bach igazolta, a harmadikra Karl Lowner 1923-ban, a negyedikre P-.
R. Garabedian és M. Schiffer 1955-ben, a hatodikra R. N. Pederson és
M. Ozawa 1968-ban, és az 6todikre Pederson és Schiffer 1972-ben.

A valamennyi egyiitthatéra érvényes de Branges-féle bizonyitds két
rokon sejtés kozvetitésével adédik. Az elsé M. S. Robertsontdl szar-
mazik 1936-bdl és olyan, az egységkorlemezen egyrétii hatvanysorokra
vonatkozik, amelyekben csak z paratlan hatvanyai fordulnak els. A
Robertson-sejtésbdl kovetkezik a Bieberbach-sejtés. 1971-ben 1. M.
Milin egy olyan egyenlétlenséget talalt, amelyet nem tudott ugyan be-
bizonyitani, de amelybdl a Robertson-sejtés helyessége leolvashaté. De
Branges Milinnek ezt a sejtését igazolta; innen a Robertson- és a Bie-
berbach-sejtés azonnal adédott.

Lownernek a harmadik egyiitthatéval annak idején egy olyan diffe-
rencialegyenlet segitségével sikeriilt megbirkdznia, amelynek megoldd-
sai bdrmely egyrétii fuggvényt jol kozelitenek. Ez az egyenlet azt irja
le, hogy a korlemez pontjai a fiiggvény hatdsara hogyan yaramlanak”
a képeik felé, és ,ennek mentén az informdcidéaramlds is megvaldsit-

2 Az itt kdvetkezd okoskodasban feltessziik, hogy minden szerepld fiiggvény
hatvanysora z + az’ + ... alaki, azaz a konstans tag 0, a z egyitthatdja pe-
dig 1. (LM)
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haté” | példaul a hatvéanysorban az egylitthaték nagysdganak a becs-
lésére vonatkozéan. De Branges bizonyitdsa olyan segédfiiggvényeket
vezet be, amelyek a kivant informdciét megérzik. Ha ezekrdl bizo-
nyos tulajdonsdgokat igazolni tudunk, akkor a Milin-egyenlGtlenséget
ezzel belattuk. A segédfiiggvények sorozata azonban kombinatorikus
szempontbdl hamarosan kezelhetetlenné valik. Walter Gautschi sza-
mitégéppel ellendrizte, hogy a kivant tulajdonsidgok egészen a 26-ik
egyiitthatéig megdrzédnek (ami egyben a Bieberbach-sejtést is igazol-
Ja erre a tartomdnyra). Késébb kideriilt, hogy az dltaldnos eredmény
kovetkezik Richard Askey-nek és George Gaspernek egy specialis fiigg-
vényekre vonatkozo ismert tételébdl. Tételiik bizonyitdsakor Askey és
Gasper nem gondoltak a Bieberbach-sejtéssel kapcsolatos alkalmaz-
hatésigra, minddssze érdekesnek taldltdk az eredményt. A legtobb
matematikus a specialis fuggvények elméletét divatjamiilt és meglehe-
tésen céltalan zsdkutcanak tekinti; ez a vélemény most a fenti és mas
okokbél kifolydlag feliilvizsgalatra szorul.

De Branges bizonyitasa eredetileg a Négyzetesen osszegezhetd hat-
vdnysorok c. konyvének a mdsodik kiadashoz késziilt terjedelmes kéz-
Iratdban talalhatd, mintegy az elmélet csiicspontjaként. A szerz6 beje-
lentését kétkedve fogadtak. A bizonyitds tobb hibét is tartalmazott, és
nem volt vilagos, hogy ezek javithatdk-e. De Branges korabban egyszer
mar el6rukkolt a Bieberbach-sejtés bizonyitasaval, amelyrdl kideriilt,
hogy rossz, és ez aldasta a hitelét. A sejtés mar szdmos matematikust
Vezetett téwiitra. Ahogy Carl FitzGerald mondja, ,a Bieberbach-sej-
tés nem nehéz, én mar tobb tucatszor bebizonyitottam.” De Branges
bizonyitasat csak azutan fogadtak el, hogy a szerzd 1984 nyarin a
Szovjetiinié Sztyeklov Intézetébe latogatott, és a bizonyitast a lenin-
gradi Geometriai Fiiggvénytan Szeminarium tagjai megerdsitették. A
Szovjet Tudomdnyos Akadémia részére Osszefoglald késziilt, és ez prep-
rint forméjaban terjedt. A nyugati matematikusok ekkor kapcsolédtak
be az (oroszbél leforditott!) egyszerisitett bizonyitas tanulményozasa-
ba, tovabbi egyszeriisitéseket hajtottak végre, és egyetértettek abban,
hogy de Branges valéban megoldotta a probléméat. A bizonyitdst de
Branges, Christian Pommerenke, FitzGerald és masok még tovabb egy-
szertisitették, mig végiil nagyon rovid és kozvetlen alakot oltott; egyik
Vvaltozata mindossze ot gépelt oldalt tesz ki.
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A kimeriilt aranybanya

Ma mar tudjuk, hogy a Bieberbach-sejtés roviden és egyszeriien bebi-
zonyithaté a geometriai fiiggvénytan szokdasos kelléktaranak a felhasz-
naldsdval. Minden bizonnyal tobb tucat vagy akar tobb szaz olyan
matematikus is volt, aki egészen kozel jarhatott-a megoldashoz. Mi-
ért nem talaltak meg a bizonyitast hamarabb? Mindenki ostoba lett
volna? Konnyl utoélag kritizalni, de ez nem sokat segit. Az okot in-
kabb a probléma kifinomultsdgaban kell keresniink. A pontos megko-
zelités nagyon behatarolt, és komoly el6zetes munka, részmegolddsok
és ,kisérleti” eredmények nélkil nem valdszinli, hogy barki is ralelt
zonyitashoz sziikség volt. Az a lehetdség is felmeril, hogy a legtobb
kisérletet kishitiiség arnyékolta be, mert senki sem gondolta komolyan,
hogy a szokasos megkozelités célhoz vezethet. A matematikusok néha
egyes modszereket ,teljesen kimeritettnek” nyilvanitanak abban a ba-
nyaszati értplemben, hogy mdr mindaz az érték ismert, amely bel6liik
nyerhet6. Altaldban idSpocsékoldsnak tartjak, ha valaki nehéz prob-
lémakat ilyen ,kimeritett” moddszerrel probal megoldani. Itt most ez
mégis sikerult.

Mindez a matematikai bizonyitasok szerkezetével allhat kapcsolat-
ban. Tekintsiik analdgiaként a sakkot. Nagymesterek generaciokon
keresztiil elemeztek megnyitdsokat abban a reményben, hogy sikeril
uj tamadasi vonalat talalni, az ellenfélnek csapdat allitani, aki igy szo-
katlan terepen és idézavarban taldlja magat. A sakkban azonban olyan
sok a lehetséges variacid, hogy mar tiz-tizenkét lépésig sem valdsithato
meg a teljes elemzés. Mindig lehet a bejart Gsvényrdl csak egy picit
letérve jaratlan utat talalni. Nimzovics l6ugrassal nyitott, és ezzel ren-
geteg gondot okozott az ellenfeleinek, pedig a lépést kordbban annyira
nevetségesnek tartottak, hogy senki sem volt hajlandé komolyan ven-
ni. Egy matematikai bizonyitasban sokkal tobb kezddlépés lehetséges,
mint a sakkban. Lehet, hogy egy gondolatmenet csak azért tiinik rossz
megnyitasnak, mert mindenki, aki eszerint prébalt jatszani, ugyanazo-
kat a nyilvanvald, &m vérszegény lépéseket tette meg, és kihagyta azt a
brilidns varidciét, amely felpezsditené a jatszmat. Semmiképpen sem
okos dolog egy jonak igérkezd elképzelésr6l pusztan azért lemondani,
mert azt még senki sem vitte sikerre.
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Piha, ringy6 Szerencse! Istenek,

Ti mind, ti mind! vegyétek el hatalmat,
Torjétek ossze talpat, killeit,

S az ég-oromrul a kerék-agyat
Hompblygessétek a poklokra le!

William Shakespeare’

Nem szép dolog ilyeneket mondani egy hb'lgyrg'il, de ez Szerencse Kis-
asszony jellemének hagyomanyos megitélése. Am valéban raszolgalt-e
a Kisasszony rossz hirére?

A tizennyolcadik szazad végén a ,vildgrendszer” gépezete éramiiként
miik6dott, amelyet valaha a Teremtd Kéz huzott fel, attdl kezdve azon-
ban a vildgegyetemet mér csak a sajat belsé precizitdsa szabalyozta.
A Természet Torvényei borotvaélesek és megjésolhatdk voltak; semmit
sem biztak a véletlenre, pontos és részletesen feltarhaté ok nélkiil még
egy levél sem eshetett le, egy hullim sem fodrozédhatott. A véletlen
olyan kétes iigyekre korlatozédott mint a szerencsejatékok. A husza-
dik szazadban a véletlen diktalta viligban taldljuk magunkat, ahol a
Természetnek még az anyaga is valdszinliségek véletlen felhdje. Az
Oramii helyére egy Kozmikus Lotté keriilt. A véletlen azonban tobbé
mar nem a szabélytalan kdosz és szeszély szinonimédja. A Kisasszony-
nak ugyan nem sajatja az illemtudé engedelmesség, de semmiképpen
sem konnyelmien feleltlen. Sajatos eseteket teremt, sajétos sémakat
kovet, de viselkedését belss rend szabalyozza. Es ez a bels6 rend hoz-
ta létre azt az \jfajta matematikat, amelyet valdsziniiségszamitasnak
Deveziink.

' Arany Jénos forditdsa (Hamlet, II. felvonds, II. jelenet)
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A tisztességes pénzérme

Nem véletlen, hogy a valésziniiségrol sz6l6 legelsd irdsok Girolamo Car-
danotél, a Hazardjatékos Tuddstél szarmaznak, és hogy ezek a legin-
kabb gyakorlati emberi tevékenységgel, a szerencsejatékokkal foglalkoz-
tak. A valdszintiségszamitas, és annak alkalmazott aga, a statisztika,
mindig is sajatos, néha kinosnak tekintett kapcsolatban allt a hazérd-
jatékokkal. Nézziik példaul az életbiztositast: mi arra fogadunk, hogy
meghalunk, a biztosité pedig ennek az ellenkezdjére. Ahhoz, hogy
nyerjiink, vesz(ite)niink kell! Cardanot az a specialis probléma érdekel-
te, hogy egy kockajatéknal milyen aranyban kell felosztani a téteket,
ha a jaték félbeszakad. Ugyanezt a kérdést tette fel de Méré lovag
is Blaise Pascalnak 1654-ben. Egy jatékos nyolcszor prébalhat egyest
dobni egy kockéaval, de harom dobés utan a rend8rség razziat tart a le-
bujban; hogyan osszak el a téteket a vész elmiltaval? A kérdés nyoman
Pascal levelet irt Fermat-nak, és kozos gondolataikat Huygens publi-
kalta 1657-ben a valdsziniiségszamitdsrol sz6l6 elsé konyvben, amely
A kockajdtékokban alkalmazott okoskoddsokrdl cimet viselte. Ez a vizs-
galat vezette el Pascalt hires

Fed gl
110400 et

haromszdgéhez, amelyben minden szam a két kozvetlenill folotte al-
16nak az osszege. Tekintsiik példaul egy érme haromszori feldobasat.
Ennek osszesen nyolcféle kimenetele lehet, amelyeket az alabbi formd-
ban rendezhetiink el:

FFF FFI FII III
FIF IFI
IFF 1IF

A nyolc dobéassorozat koziil egy esetben adédik harom fej, harom eset-
ben két fej, hdrom esetben egy fej, és egy esetben egy fej sem. Ez
az 1, 3, 3, 1 szAmsorozat pontosan megegyezik a Pascal-hdromszog
negyedik soraval, a szamok Osszege pedig 8. Annak az esélye, hogy
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harom kisérletbdl pontosan egy fejet dobjunk, y,harom a nyolchoz”,
vagy mas megfogalmazasban, a szoban forgd valdszintiség 3/8. Feltéve
persze, hogy mindegyik lehetdség ,egyformdn valészint”, vagyis hogy
tisztességes érmével dobtunk.

A valésziniiségszamitas onallé tudomanyteriiletként elészor Pierre-
Simon de Laplace A valdszintiségek analitikus elmélete c. munkajaval
jelentkezik 1812-ben. Itt a szerzd egy esemény valésziniiségét gy de-
finilja, mint az esemény bekovetkezési lehetSségei szamanak az Osszes
lehetséges kimenetelhez viszonyitott aranyat — megint csak feltéve,
hogy a kimenetelek mind egyforman valdsziniiek. De mit jelent az,
hogy ,egyformén valészinliek”? Hibds korforgashoz vezet, ha erre azt
valaszoljuk, hogy mindnek ugyanaz a valdsziniisége! Ez a valdsziniiség-
szamitds megalapozasival kapcsolatos kérdés szamos problémat oko-
zott a korai korszakban; késébb latni fogjuk, hogyan lettek irra rajta.
Laplace definiciéja a valésziniiségi kérdéseket kombinatorikus leszam-
laldsi feladatokra vezeti vissza. Ha példaul meg akarjuk tudni, hogy
ot lapot kiosztva milyen esélyiink van egy fullra (ez hdrom egyforma
nagysagi és kettd masmilyen de szintén egyforma nagysagu kartyala-
pot jelent, mondjuk harom kirdlyt és két ddmat), akkor kiszamitjuk,
hogy

(1) a pSkerben valaki osszesen hanyféle lapot kaphat (ez 2598960),
(2) ebb&l hany esetben tart fullt a kezében (ez a szam 3744),

és vessziik a hanyadosukat:

3744/2598960 = 0,00144.

Végtelen problémak

Ez a megkozelités a valdsziniliséget diszkrét, sdt véges rendszerekre
korlatozza. Szamos gyakorlati problémandl azonban végtelen sok ki-
menetel lehetséges. Ha példaul a dardas célbadobos jatéknal harom
dardaval dobunk, mi a valésziniisége annak, hogy harom tripla-hiiszas
taldlatot ériink el? Ha a céltablat korlapként, a darda becsapodasat
pedig egy pontként modellezziik, akkor a lehetséges kimenetelek szé-
ma végtelen, és ezek koziil végtelen sok a kedvezd. Laplace receptje
szerint 0o/oco adédna, amellyel nem sokra megylink. Az sem vildgos,
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mit értsiink it ,egyformén valdsziniin”. Barmely pontot ugyanis, ismét
Laplace szerint, 1/00 azaz 0 valészinliséggel taldlunk el. Vagyis mind-
egyik pont egyforman valészinli. Annak az esélye viszont, hogy egy
halmaz valamelyik pontjdba beletaldljunk, az egyes pontok esélyeinek
osszege kellene hogy legyen. Egy csomé 0 Ssszege is 0. Hogyan egyez-
tethetd ez Ossze azzal a ténnyel, hogy barmely dobasnal valamelyik
pontot biztosan eltaldljuk?

A legegyszeriibb hozzaéllds, ha a tabla egy adott tartomdnyénak
eltaldldsi esélyét a terileté vel vessziik ardnyosnak. A szamok Laplace-
féle ardnyai helyett a teriiletek ardnyai jelennek meg. Az egyszeriiség
kedvéért vélasszunk olyan egységeket, hogy a teljes teriilet 1 legyen.
Egyetlen pont teriilete 0, igy ennyi az esélye annak, hogy beletaldlunk;
az egész tabla teriilete viszont 1, tehat valamit biztosan el kell talal-
nunk. A tripla-hiuszas teriilete durvan 0,0005; a hiromszoros telitalalat
valésziniisége ennek a kobe, vagyis nagyjabdl egy a nyolemillidrdhoz.
Egy j6 dobé ennél persze jobban szerepel, hiszen 6 nem véletlenszeriien
osztja el a darddkat a tablan, hanem a célzéna kozelében tomériti Sket.
Ennek figyelembevételéhez a teriiletet megfeleléen ,siilyozni” kell.

A tizennyolcadik és tizenkilencedik szézad folyaman a matematiku-
sok ilyen problémakkal kiiszkodtek, nem sikeriilt azonban a valészinii-
ség altaldnos fogalmat igazan precizen megadniuk. Laplace még biza-
koddan tigy vélte, hogy ,a valdszintliségszamitas alapjaban véve csak a
szamolasokra atvaltott j6zan ész”, akadnak azonban sajnos olyan hely-
zetek, amikor a jézan ész egyforman logikus alkalmazésa ellentmondé
vélaszokra vezet. Morgan Crofton 1868-ban errdl igy ir: , Kétségkiviil
igaz, hogy néhany esetben az alapelvek koriil véleménykiilonbség me-
rult fel, és eltér6 eredmények sziilettek”, hozzateszi azonban, hogy
»mindenki érzi, hogy ezt nem a targy anyagaban rejls valamiféle ere-
dendé kétértelmiiség okozza, hanem az, hogy a felhasznalt eszkozok
gyengék.”

Erdsebb eszkozok

A kovetkezd fontos lépésnek ldtszélag semmi kdze sem volt a valdszi-
niiségekhez, hanem a hossziisdg-, teriilet- és térfogatszamitassal kap-
csolatban keriilt el6térbe. Ezek az integralkalkulus kérébe tartoznak.
Egy gorbe alatti teriilet az 6t definialé fiiggvény integrilja, a térfoga-
tot és magasabb dimenziés megfelel8it tobbszoros integralokkal kap-
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Juk. A tSbbszoros integralok kezelésében technikai nehézségek lépnek
fel, és ezek hatdsdra a matematikusok a hosszisag, teriilet és térfogat
alapvetd fogalmait megprobaltdk altalinosabb médon megadni. Azt
remélték, hogy a nagyobb altaldnossag megoldja majd a technikai gon-
dokat.

A kulcskérdés a hosszisag fogalma. Ha a és b a valds egyenes két
Pontja, akkor az Oket Osszekotd intervallum hossza b — a. Ha a va-
16s egyenes pontjainak egy halmaza véges sok intervallumbél épiil fel,
akkor ennek a hosszat célszerii az 6t alkoté intervallumok hosszainak
az Gsszegeként megadni. Ennél bonyolultabb halmazokkal is szembe
kell azonban nézniink. Van-e méd valds szamok tetszdleges halmazéan
nOsszhossziisagot” definidlni? 1882-ben du Bois-Reymond egy halmaz
tartalmanak definialdsdhoz a halmazt intervallumok véges egyesitésé-
vel  kiviilr8l kozelitette”. Peano a médszert 1887-ben tgy fejlesztette
tovabb, hogy beliilrdl is approximalt. . Példaul egy sikbeli tartomdny
teriiletének a meghatarozasahoz kiszamitotta a kilsé tartalmat mint a
halmazt tartalmazé sokszogek teriiletének a hatarértékét és a belsd tar-
talmat mint a halmazba irhaté sokszogek teriiletének a hatarértékét.
Ha ezek megegyeznek, akkor a kozos érték adja a halmaz tartalmat
vagy teriiletét.? (Ha nem egyeznek meg, akkor ugy tekintjiik, hogy a
halmaznak nincs teriilete.) Ez kozvetlen dltaldnositdsa annak a méd-
szernek, amellyel Arkhimédész a kor teriiletét kiszdmitotta. Tegyunk
egy sokszoget kiviilre, egy mdsikat meg beliilre, majd noveljik meg a
sokszogek oldalszamdt gy, hogy a kozottiik levé teriilet nullira zsu-
gorodjon. Peano koncepcidjanak az az elonye, hogy additiv: ha egy
halmaz véges sok részre bomlik, akkor a teriiletének a kiszamitasahoz
csak ossze kell adnunk a részek teriileteit.

Az elmélet végsd valtozatat Henri Lebesgue dolgozta ki 1902-ben.
Lebesgue elméletében a tartalom helyére a mérték fogalma lép. A ko-
zel{té halmazokban nem véges sok intervallumot egyesitiink, hanem
intervallumok végtelen sorozatit. Az Osszhossz még mindig értelmes
feltéve, hogy az egyes intervallumok hosszaibél képezett végtelen sor
egy jol meghatarozott osszeghez konvergdl. Es a Lebesgue-mérték
nemesak additiv, hanem megszdmldlhatdan additiv. Ha egy halmaz

2 Eata fogalmat ma Jordan-mértéknek hivjuk. Camille Jordan 1892-ben publi-
kélta elméletét, tehdt évekkel Peano utén. A matematika torténetében elég gyakori,
hogy egy fogalmat vagy tételt nem elsd felfedezdjérdl neveznek el. (LM)
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diszjunkt részek sorozatabdl épiil fel, akkor a mértéke az egyes részek
mértékeinek (mint végtelen sornak) az osszege. Ennek a definiciénak
az alapjan nagyon sok bonyolult halmaznak lesz hossza, teriilete stb.
A 0 és 1 kozotti raciondlis szamok halmaza példaul nullmértékii, az
ugyanide esd irracionalisok mértéke 1. A mértékelmélet alapjan sokkal
tobb irraciondlis szam létezik, mint racionalis (ezzel a véleménnyel mas
okbdl ugyan de Cantor is egyetértett volna). Azonban még e mellett a
sokkal altaldnosabb definicié mellett is maradnak halmazok, amelyek
nem mérheték (legaldbbis a halmazelmélet szokdsos keretei kozott).
Ennek ellenére a mérhetd halmazok skaldja roppant széles.

Lebesgue gondolatai (amelyekhez téle fiiggetleniil William Young is
eljutott) nagymértékben tovibbfejlesztették az integralds elméletét és
ma mar az analizis alapjait képezik. Emellett megoldottak a folytonos
valdszintiségszamitas problematikdjat is.

Kolmogorov axiémai

Szamtalan korabbi esethez hasonléan, a helyes vélaszhoz eziittal is gy
lehet eljutni, ha félretessziik az olyan aggodalmakat, hogy ,valéjaban”
mi is az a valdsziniiség, és ehelyett inkdbb azokat a tulajdonsagokat
soroljuk fel, amelyeket a valdszinliségtol elvarunk. Mas széval, a foga-
lom axiomatizaldsara van sziikség. A végs lépést 1930 koriil Andrej
Kolmogorov tette meg, felhasznalva a Richard von Mises-t8l szarmazo
eseménytér (mintatér) fogalmat: ez egy kisérlet lehetséges kimene-
teleinek a halmaza. Ha példaul feldobunk egy érmét, akkor a {Fej,
Iras} halmaz alkotja az eseményteret. A dardadobalds jatéknal az ese-
ménytér a céltabla pontjainak a halmaza. Ha harom érmével dobunk,
akkor a nyolc lehetséges fej-iras sorozat. Most jon a tritkkk. Eseményen
ne csak egyetlen kimenetelt értsiink, hanem kimenetelek egy halma-
zdt. Harom érmével dobva példaul a ,két fej, egy irds” esemény a
{FFI, FIF, IFF} kimenetelekbdl 4116 halmazt jelenti. A dardadobalds-
nal a ,tripla-hiiszas” esemény a céltabla egy bizonyos tartomanyanak,
a tripla gyiir{i 20-as szektoranak felel meg, és ezt a tartomanyt megint
csak az eseménytér bizonyos pontjai alkotjak (ez alkalommal végtelen
sokan).

Valasszuk most ki az eseményeknek egy alkalmas halmazat (az ,al-
kalmas” sz6t mindjart megmagyarazom), és definialjunk egy p valdszi-
niiségfiigguényt, amely ennek a halmaznak minden egyes E eseményé-
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hez egy p(E) szamot rendel hozza. Ennek az alabbi tulajdonsdgokkal
kell rendelkeznie:

(1) p(E) mindig 0 és 1 kozé esik.

(2) Ha F a ,semmi sem torténik” iires esemény, akkor p(E) = 0.

(3) Ha E a ,valamelyik lehetséges kimenetel bekovetkezik” biztos ese-
mény, akkor p(E) = 1.

(4) p Lebesgue-féle értelemben megszdmldlhatéan additiv.

Az ,alkalmas” csak annyit jelent, hogy ha akarhogyan is vesziink olyan
E eseményekbdl 4ll6 sorozatot, amelyekre p(E) definidlva van, akkor
ezek Osszerakhaték egyetlen olyan F' eseménnyé (az egyesitésiikké),
amelyre p(F') szintén értelmes. Olyan eseményhalmazt kell tehat ven-
niink, amely a ,,megszamlalhaté egyesitésre nézve zart”.

Hogyan segit mindez?

Véges valdszintiségekre minden nagyon kézenfekvé. Itt a kimenetelek-
b8l képezett valamennyi halmazt tekintetbe vessziik. Rendeljiink az
egyes kimenetelekhez valdszintiségeket tigy, hogy ezek osszege 1 legyen;
ekkor egy (kimenetelekbdl 4ll6) E esemény valdszinilisége az 6t alkoto
kimenetelek valdsziniiségeinek az osszegeként adédik. Ha példaul ha-
rom érmével dobunk, akkor a nyolc lehetséges sorozat mindegyikéhez
1/8 valdsziniiséget rendeliink; ez a tisztességes érme definicidja. Az
yegyforman valdszinii” kifejezés értelme itt tehat nem jelenik meg, de
Persze ez motivalja, hogy miért igy vdlasztottuk meg az értékeket. A
déardadobaldsnal évatosabbnak kell lenniink. A tekintetbe vett esemé-
nyek most a céltabla azon tartomdnyai, amelyeknek — mértékelméleti
értelemben — van teriiletiik. A p(E) valdsziniiség az E altal kitoltott
Osszteriilet részaranya. Egyediil all6 pontok teriilete nulla, és igy a
valészintiségiik is nulla; a tripla-hiszas T tartoméany azonban egy jol
meghatarozott nemnulla teriilettel rendelkezik, és igy a valésziniisége
sem nulla. Ugyanakkor T felbonthaté végtelen sok egy-egy pontbol al-
16 részhalmazra, amelyek mindegyikének nulla a valésziniisége. Miért
nem kovetkezik a (4) tulajdonsagbdl, hogy p(T) ezeknek az Gsszege,
tehat maga is nulla? Erre az a vélasz, hogy T megszdmldlhatatlanul
végtelen sok pontbdl all, és igy nem hivatkozhatunk (4)-re, amely csak
megszamlalhaté additivitdst biztosit. A dolog ezen a finom megkiilon-
boztetésen milik, és ezzel oldédnak meg a latszélagos paradoxonok.
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A valdsziniiségszamitas alkalmazdsakor a végsé felhasznalé donti el,
hogy milyen legyen az eseménytér, az eseményhalmaz és a valdszinii-
ségfuggvény. A valdsziniiségszamitds gépezete csak ezutdn lép mii-
kodésbe. Es ez igy is van rendjén. A mechanika torvényei példaul
megmondjak, hogyan elemezziik a Naprendszer mozgasat, de maguk-
tol nem adjak meg a bolygdk alakjat és tomegét, vagy a palyan elfoglalt
kezdeti helyzetiiket. Elsének a modellalkoté 1épést kell elvégezniink,
csak azutan johet a matematika: ez nem része a matematikdnak.

A tobbdimenzids részeg

A valdszintiséggel kapcsolatos vizsgalatok kozott talaljuk a sztochaszti-
kus folyamatok elméletét is. Itt valamilyen rendszer egy bizonyos alla-
potban van, és minden idépillanatban ez az allapot bizonyos adott va-
l6szintiségeknek megfelelden véletlenszeriien megvaltozik. Ennek egyik
lehetséges alkalmazasa arra vonatkozik, hogyan mozog egy moleku-
la, mikozben véletlenszeriien Osszeiitkozik mas molekuldkkal, vagyis
hogyan torténik egy kémiai anyag diffiziéja egy adott kozegben. A
diffiziés hatasokat lehet hagyomanyosan is targyalni egy parcialis dif-
ferencialegyenleteken alapuld folytonos kozeg modell segitségével. Fel-
tehetjitk a kérdést, vajon ez osszhangban all-e a molekuldris elmélet
altal megjosolt eredményekkel. A molekuldris diffizié matematikaja
bonyolult, és igy érdemes egyszerti modellekkel kezdeni és innen foko-
zatosan haladni olyanok felé, amelyek a valésagos helyzetnek jobban
megfelelnek.

A legegyszeriibb ilyen folyamat az egydimenzids véletlen bolyongds.
Képzeljiink el egy egyenest, amely egységnyi hosszii szakaszokra van
osztva. A 0 id6pillanatban egy részecske a 0 pontban helyezkedik el.
Az 1 id6pillanatban feldobunk egy érmét: ha az eredmény fej, akkor
a részecske egységnyit jobbra lép; ha irds, akkor egységnyit balra. A
2 iddpillanatban megismételjiik az eljarast, és igy tovabb. Tisztessé-
ges érmét feltételezve a balra, illetve jobbra lépés dimenetvaldszinisége
minden alkalommal 1/2. Arra vagyunk kivdncsiak, hogyan viselkedik
ez arendszer hosszi tdvon. Elmasiroz-e a részecske valamelyik iranyba,
vagy az origo koriil lebzsel, vagy mi az 6rdogot mivel? Mivel egyforma
eséllyel megy akar balra, akar jobbra, igy nem latszik tul valésziniinek,
hogy az egyik iranyban véglegesen elt{injon; masrészt viszont nemigen
lehet megakadalyozni, hogy j6 messzire elcsatangoljon, mert egyszer-
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masszor szokatlanul hosszu csupa fej vagy csupa iras sorozat is eld
fog fordulni. Mas széval, azt varjuk, hogy a helyzete meglehetsen
szabalytalanul hullimzani fog, és noha atlagosan nem fog tul gyorsan
mozogni, j6 eséllyel jut el végiil is az egyenes barmely kiszemelt pont-
jdba. Es valdban ez torténik. Tetszéleges pontot megadva, legyen az
akarmilyen messze az origotdl, 1 a valésziniisége annak, hogy a részecs-
ke valamikor odakeveredik. Ugyanezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy
nulla annak a valdszintisége, hogy sohasem ér a kivalasztott pontba.
S8t, 1 valdsziniiséggel végtelen sokszor visszatér a pontba. A mozgés
az egész egyenesen torténd ,egyenletes” hullimzasokba kendédik szét.

Ha tehat eltévedtiink az 1-dimenzids sivatagban, és mindig pénzfel-
dobassal dontjiik el, hogy éppen keletnek vagy nyugatnak menjink,
akkor végiil barmely kivant pontba el fogunk jutni. De ennek megvan
az ara: nagyon sokaig tart. Annyira, hogy ha az ugyanabba a pontba
torténd két egymas utani visszatérés kozott eltelt idéket nézziik, ezek
dtlaga mar végtelen. Ha ugyanilyen médon a sikon kezdiink el bo-
lyongani, és mindig 1/4 valésziniiséggel megyiink északnak, keletnek,
délnek vagy nyugatnak, akkor nagyon hasonld eredmények adédnak.
Ha egy kétdimenzids sivatagban tévedtiink el, akkor még mindig sza-
mithatunk arra, hogy a négy iranyba torténé véletlen lépésekkel vég-
il minden pontba eljutunk. Mit mondhatunk harom dimenziéban?
Most felfelé és lefelé is mehetiink, és az Osszes atmenetvaldsziniiség
1/6. 1921-ben Pélya Gyorgy bebizonyitotta, hogy a helyzet alapveté-
en megvaltozott: pozitiv (koriilbeliil 0,65) valésziniiséggel az torténik,
hogy sohasem érjiik el a kiszemelt pontot, akdrmilyen soka is bolyon-
gunk.

A fenti példak nyilvdn nagyon specialisak, bar mar ezek is jol mu-
tatjak, hogy nagyon lényeges annak a térnek a dimenziéja, amely-
ben bolyongunk. Igen sok altalanositdsi lehetdség kinalkozik. Sem-
mi okunk sincs feltenni, hogy valamennyi atmenetvalésziniiség egyenld
legyen. Hogyan fugg az eredmény a valasztott értékektdl? Mi torté-
nik, ha atlés irdnyt lépéseket is megengediink? Es ha meghatarozott
lra.nyokba léphetiink? Mindeddig diszkrét bolyongasokrdl beszéltiink,
amelyekben a helyzeteket egész koordinatakkal adtuk meg, és minden
alkalommal ugyanakkora (egységnyi) tavolsagot léptiink. Mit mond-
hatunk a folytonos véletlen bolyongasokrdl? Mi torténik, ha a diszkrét,
»Oraiitésekkel vezérelt” 1épéseket folytonos mozgas valtja fel?
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A molekulaspekulans

1827-ben Robert Brown botanikus egy folyadékcseppet vizsgalt mik-
roszképpal. A folyadékban aprd részecskék latszottak, és Brown meg-
figyelte, hogy ezek nem iilnek nyugodtan a helyiikon, hanem szeszé-
lyesen ugrabugralnak. Az élettelen részecskék nem mozoghattak sajat
akaratukbél, maga a folyadék pedig teljesen nyugalmi allapotban volt.
Mi okozta mégis a jelenséget? Brown ugy vélte, hogy ez a mozgas az
anyag molekuldris természetét bizonyitja — akkoriban ez az elmélet
maga is csak egy erdsen spekulativ feltételezést jelentett. A folya-
dék apré molekuldkbdl all, amelyek nagy sebességgel nyargalnak és
véletlenszeriien karamboloznak egymassal. Amikor a molekuldk egy
részecskének itkoznek, azt véletlenszertien meglokik.

A Brown-mozgast modellezhetjiik egy ,folytonos” véletlen bolyon-
gassal. Ezt gy definialjuk, hogy vesszik a diszkrét valtozatokat kicsi
idSegységekkel és kicsi, sok iranyba lehetséges 1épésekkel, majd atté-
rilnk a hatarértékre. Az eredményt William Feller igy jellemzi:

Hatarértékben a folyamat folytonos mozgasként fog viselkedni. A dolgot az teszi
érdekessé, hogy a hatiratmenet soran a képleteink tovibbra is értelmesek marad-
nak és jé egyezést mutatnak a diffizidelmélet fizikai jelentést hordozd formuldival,
amelyeket sokkal 4ltaldnosabb feltételek mellett jéval testre szabottabb médszerek-
kel lehet levezetni. Ez a magyarizata annak, hogy a véletlen bolyongasi modell,
elnagyoltsidga ellenére, elég jol irja le a diffiziés folyamatokat.

Ezzel sikeriilt kozvetlen matematikai kapcsolatot létesiteniink az egyes
molekuldk mozgdsa és az altaluk alkotott folyadék egész tomegének
tulajdonsagai kozott. A molekuldris mozgds statisztikus vondsai és a
diffiizi6 folytonossagi mechanikdja azonos képet mutatnak.

A véletlen bolyongds és a diffizié kapcsolatat els6ként Louis Bache-
lier ismerte fel 1900-ban irt doktori disszertaciéjaban. A vizsgaztatok a
miivet elég halovanynak itélték, és a ,mention honorable” mindsitéssel
értékelték, amikor csak a ,mention trés honorable” szamitott egydlta-
lan valamit. Azonban Bachelier nem a Brown-mozgdst tanulmanyoz-
ta, hanem egy madsik, a valdsziniiségszamitas hazardjatékos kezdeteihez
kozelebb all6 dologgal, a parizsi tézsde véletlen ingadozasaival foglalko-
zott. Taldn nem meglepd, hogy egy kotvényekrdl és részvényekrdl sz6lo
elvetélt disszertacid kevéssé érdekelte az elméleti fizikusokat. 1905-ben
Albert Einstein (legaldbbis mindenki igy hitte) lerakta a Brown-moz-
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84s elméletének az alapjait, majd Norbert Wiener ezeket jelentdsen
tovdbbfejlesztette. Csak sokkal késdbb deriilt ki, hogy a 6 gondolatok
egy j6 részében Bachelier mar megeldzte Gket!

A véletlen bolyongds ma is fontos szerepet jatszik a matematikai
fizikaban, és mostanaban a kvantumelméletben is felbukkan. Az egyik
megoldatlan probléma a kitérd bolyongasok viselkedése, amikor a ré-
Szecske nem mehet kétszer ugyanabba a pontba. Ekozben a statisz-
tikus mechanikatdl kezdve az ergodelméleten 4t a sztochasztikus dif-
ferencialegyenetekig a valdszintiségszamitds matematikdja szamtalan
alakban ,diffundalt” a természettudomanyok egész teriiletén.
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Uj béleselet mindent kétkedve 14t,
Kioltja tiiznek elementumat;

Elvész a nap, a fold, nincs emberi
Esz, mi tudn4, hogy hol keresheti.

John Donne!

1642-ben Woolsthorpe faluban egy ozvegyasszonynak, aki a csalddi
farmon gazdalkodott, fia sziiletett. A korasziilés miatt félé volt, hogy
nem éri meg az egyhetes kort sem, de életben maradt. Nem jart kii-
lonleges iskolakba, és nem latszott rajta semmi rendkiviili, eltekintve
talén attol, hogy mindenféle ligyes szerkezeteket fabrikalt. Granthami
tartézkodasat Richard Westfall igy irja le:

Amig a tobbi fit jétszott, 8 killénféle dolgokat készftett fabsl, nemcsak linyoknak
valé bababttort, hanem elsSsorban modelleket. Granthamtdl északra éppen egy
szélmalom épiilt. A fiticska ezt olyan jél megfigyelte, hogy tokéletesen szakszerti
kivitelben elkészitette annak modelljét, amely miitkodott is, ha a tetdre helyezték.
Még javitott is rajta: a hozzaépitett taposémalomba befogott egy egeret, amelynek
a farkéra kotelet kotott vagy egy biizaszemet rakott elé, és a ,molnérjit” igy osz-
tokélte a munkdra. Epitett magdnak egy kis jarmiivet is, egy négykerekii kocsit,
amelyet beliiirdl tudott hajtani egy kurbli tekerésével. ,Hulldimpapirbdl” ldmpdst
csindlt, amellyel s6tét téli reggeleken az iskoldba menet vildgitott, és utdna egysze-
riien Gsszehajtogatta és zsebrevigta. A lampa arra is jé volt, hogy éjszakanként
egy sarkdny farkdhoz kétve ,a szomszédos lakdkat egy ideig pdni félelemmel toltse
el, és piaci napokon a soroskorsék folé hajolva errdl beszélt a kornyékbeli nép a
kocsmskban.”

Felcseperedvén, a fiatalember Cambridge-ben a Trinity College-ban
folytatta tanulmanyait, ahol semmiben sem tiint ki. 1665-ben Euré-

! Kérolyi Amy forditésa (Elsé évforduld)
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Pa egy rettenetes kor igdja alatt nyogott, amelyet a patkanyok bolh4i
terjesztettek, és amelytsl megduzzadtak a nyirokmirigyek: ez volt a
b‘lbc')pestis. A fiatalember visszatért biztonsagot nyijté sziil6faluja-
ba. Vidéki magdnydban szinte egymaga alkotta meg a mechanikat, az
optikdt és a kalkulust. Isaac Newtonnak hivtdk.

Mi okozta azt, hogy az alvé géniusz ilyen elemi erével robbant ki?
Erre magdnak Newtonnak a szavai adjdk a legjobb magyarazatot:
»Azokban a napokban alkoté energidim teljében voltam, & tobbet
foglalkoztam matematikaval & tudomdnnyal, mint azéta barmikor.”
Ezekbsl a munkékbsl semmit sem publikdlt. De Morgan ezt annak
tulajdonitja, hogy Newton ,egész életében haldlosan félt masok birdlé
Véleményétsl”. John Barth Sotweed tényezé cimii miivében a képze-
letbeli Newton annyira ,nem bizott a tehetségében, hogy csak nagyon
Vonakodva engedte meg, hogy felfedezéseibsl barmi is nyomtatdsban
Megjelenjen, ugyanakkor annyira hiti volt, hogy a diih és a féltekenység
Szinte az driiletbe kergette, ha a legesekélyebb célzas is arra utalt, hogy
Valaki mar megelSzte. Egy lehetetlen, csodalatos alak!?” Es konnyen le-
het, hogy valdban igy volt. Végiil 1672-ben kiadtdk Newton optikai
Munkéjit, és félelmei mdris beigazolddtak, mert az ellenvélemények
tOmér faldnak iitkozott olyan tudosékkal szemben mint Robert Hooke
€ Christiaan Huygens.

Ez nem volt valami batorité. Edmund Halley hosszas unszolasara
Newton végiil mégis radllt, hogy Philosophiae Naturalis Principia Mat-

ématica cimmel megjelentesse mechanikai és graviticiés elméletét, az
®mberiség torténetének minden bizonnyal a legjelentésebb konyvét,
Ebben a , Vildgrendszer” miikodését magyarazta meg, a legtobb ilyen
ifényﬁ kisérlettdl eltérden, eziittal sikerrel. Nehéz olvasmany, és szén-
dékosan késziilt annak; Newtonnal kisebb kaliberfi emberek is kells
dledzassal gondoskodtak arrdl, hogy a kritikusok dolgat megnehesit-
k. Ami a bizonyitdsokat illeti, a Principia szigorian a klasszikus
8eometria keretei kozott marad. Newton geometridjanak van azonban
8y furcsa vondsa. Egy hozzaértd matematikus megérti és a helyességét
ellendrizni tudja, de soha az életben nem lenne képes az egyetlen fontos
€rdést megvalaszolni: hogy az ordogbe jott ra minderre Newton? Sok
€vvel kés8bb Gauss bizonyitasokrdl beszélve megjegyezte, hogy ,ha egy
82€p épiilet elkésziilt, akkor az allvanyzatnak mar nem szabad ldtsza-
Nia”, és feltehetSleg Newton is hasonléan vélekedett. Jacobi Gausst ,a
Matematika rékajanak” nevezte, aki a homokban a farkdval eltiinteti
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a nyomokat maga utdn. A Newton altal buzgén eltiintetett nyomok
a kalkulusrél arulkodtak. Newton egy elsoprd erejii fegyvernek volt a
birtokdban. Mindent megtett annak érdekében, hogy ez titkos fegyver
maradjon; vagy azért, hogy mddszerei a kortarsak részére emészthe-
t8bbek legyenek, vagy azért, hogy tovabbi vitdknak elejét vegye, vagy
esetleg azért, mert annyira csodalta a klasszikus gorog geometriat. Ko-
vetdi azonban mar nem voltak ennyire tartézkoddk, rogton felismerték
a szerkezet hasznalhatdésagat, nyiltan és egyértelmiien elfogadtak a kal-
kulust. Ennek eredményeként megsziiletett a Természet leirasinak j
nyelvezete: a differencidlegyenletek elmélete.

) Eljen a differencidl

Galileo Galilei a testek mozgésat vizsgalva, megfigyeléseibdl matema-
tikai torvényszeriiségeket vezetett le, és latnoki szavakkal igy irt:

Kimutattak, hogy a lovedékek roppdlydja valamilyen gorbe vonal, de senki sem
mutatott ré4 arra, hogy ez egy parabola. Nekem sikeriilt bebizonyitanom ezt és
mas nagyszdmu és nem kevésbé érdemleges tényt; azonban ennél is fontosabbnak
tartom, hogy ebben a hatalmas és nagyszerti tudoményban, amelynek az én mun-
kam csak a kezdetét jelenti, olyan utak és eszkozok tarultak fel, melyek segl’tségé\fel
az enyémnél élesebb elmék a legtavolibb sarkokat is fel fogjdk majd fedezni.

Newton elméje elég éles volt ahhoz, hogy olyan éaltaldnos torvényeket
keressen, amelyek a mozgdsok valamennyi fajtéjara érvényesek, és ez 2
probléma vezette el 6t a kalkulus megalkotdsihoz. Mai szemmel néz-
ve, ezt a kovetkezbképpen foglalhatjuk ossze. Legyen z az id6tol flig-
g6 valamilyen mennyiség. A megvéltozasinak a pillanatnyi mértékét,
vagyis a derivdltjat z'-vel jeloljik. Ha példaul z a megtett ut, akkor
z' a sebesség. Az eljarast ismételve z’-t kapjuk, amely jelen esetben
a gyorsulds stb. Newton ezeket az objektumokat fluzidknak, az ere
deti mennyiségeket pedig, amelyekbdl ezek szarmaztak, fluenseknek
nevezte,

A mozgasra vonatkozé Newton-féle alaptorvény azt mondja ki, hogy
egy test gyorsuldsa egyenesen aranyos a rd hatd erdvel, azaz

ma" = F,

ahol m jeloli a test tomegét, x a helyzetét és F' a hatderdt. Ez egy dif
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ferencidlegyenlet, mert nem a keresett z-re vonatkozik, hanem annak
(Jelen esetben masodik) derivéltjara. A megoldds attdl fiigg, hogyan
Valtozik F' az idSben, és egyaltalan nem nyilvanvald. A lehetséges dif-
ferencislegyenletek szama végtelen, és az altaluk leirhaté természeti
jelenségek sincsenek kevesebben. Ezek az ujfajta egyenletek 1) megol-
dasi médszereket igényelnek. Koziilik Newton mindenekfolstt a hat-
Vanysort kedvelte. Felteszi, hogy az

z=a0+a1t+azt2+...

kifejezés irja le z-nek a t id8 szerinti véltozdsat, ezt behelyettesiti az
egyenletbe, és ebbdl rendre meghatarozza ag, ay, ... értékét. Masok,
P€ldaul Leibniz, ,zart alakban”, azaz egy t-tdl fiiggd képlet formajs-
ban keresték a megoldasokat. Egyik megkozelités sem igazan kielégits.
»Zart alakban” megadhaté megolddsok ritkan léteznek, bar akkor két-
ségkiviil hasznosak, de amikor ezért sok esetben az egyenleteket addig
csonkitjak, amig a megmaradt roncsnak mar van zart megolddsa, akkor
ennek a hasznossiga mar erdsen vitathaté. A hatvanysor alaki megol-
ddsok pedig gyakran csak a valtozok kis értékeire érvényesek, s6t néha
még ekkor sem, noha egy fontos médszer, az aszimptotikus sorok el-
mélete szerint bizonyos soroknak akkor is lehet értelmet tulajdonitani,
ha nem konvergensek.

Napisten és kristdlygombok

Newton munkassiga a legnagyobb kozvetlen hatést az 8sidék ota vizs-
84lt égi mechanikdra, az égitestek mozgasinak tudoménydra gyako-
tolta. Az dkorban a babiloni csillagdszok szdmos pontos megfigyelést
tettek, és az égboltot a tapasztalat szintjén elég j6l megismerték ah-
hoz, hogy a napfogyatkozasokat meg tudjik jésolni. Elméleti kozmo-
l6gidjuk, amely két korabbi felfogasbol, az Eridubdl és a Nippurbdl
tvoz8dott, mar nem &llt ilyen magas fokon. Az Eridu kozmoldgia-
ban mindennek az alapja a viz. A vildg a tengerbél keletkezik és az
Veszi koriil; az écednfolyén til a Napisten legelteti teheneit. A Nip-
Pur elméletben a vildg egy hegy. A babiloniak azt tartottdk, hogy
4z égboltozat szilard és az ocednra tamaszkodik. Folotte taldlhatok
a felsd vizek, azok folott laknak az istenek, és ott van a ,napfényes
hiz”, ahonnét a Nap minden reggel az egyik ajtén elbukkan és ahova
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minden este egy masik ajton keresztiil visszatér. A hegy alatt teriil el
a holtak birodalma. Ugyanezek az elképzelések tiikrozédnek vissza az
Stestamentumi vilagképben is.

Az egyiptomiak tigy gondoltdk, hogy a Fold egy hosszi doboz, amely
észak-déli iranyban huzédik (akarcsak a Nilus). Az ég a mennyezet; a
csillagok Idmpasai kotélen 16gnak vagy az istenek viszik Sket. Nappalra
a csillagokat leoltjak. A mennyezetet a sarkoknal négy hegy tartja. A
csticsok alatt egy parkany mentén egy folyé fut a Fold koril, és ennek
egyik 4ga a Nilus. Rat, a Napistent egy csénak viszi korbe a folydn, és
ha egy kigy6é megtamadja, akkor lesz napfogyatkozds. Egyiptomban a
Nilus jelentette minden élet forrasat, és ezért az egyiptomi kozmoldgia
jocskan felnagyitotta az érdemeit.

A gorogok jon filozdfiai iskolaja nem sokat tett hozza ehhez a kép-
hez. Anaximandrosz szerint a Fold lapos; Anaximenész szerint az
égbolt szilard, amelyhez a csillagok szogekként vannak odaerdsitve.
Thalész ugyan megjosolta az i. e. 585-0s napfogyatkozést, de valdszi-
nilleg az egyiptomiak vagy a kaldeusok mddszerét vette at. I.e. 500
koriil Parmenidész rajott arra, hogy a Fold gomb alakd, de csak a
pitagoreusok hittek neki, és 6k is minden bizonnyal hibas megfonto-
lasokbdl. Parmenidész azt allitotta, hogy a Fold mozdulatlan, mert
semmi ok sincs arra, hogy az egyik vagy a masik irdnyban mozduljon
el. A pitagoreusok jellegzetes szammisztikajukkal tovabb cifrdztak ezt
az elméletet. Szerintik tiz égitest van, mivel minden szam forrasa a
10=1+ 2+ 3+ 4. Ezek a Fold, a Hold, a Nap, a Vénusz, a Merkur,
a Mars, a Jupiter, a Szaturnusz, a Csillaggomb és az Antichton (az
Ellen-Fold). Kozottiik égi tiiz ég, és a Fold az Antichtont allandd-
an elrejti eléliink (st szerencsés médon a tiizet is eltakarja). A Fold
gomb alaki, és a Hold nem forog. A Nap egy év alatt keriili meg a
kozponti tiizeket, a Fold pedig mindossze 24 éra alatt; ez magyarazza
a nappalok és éjszakak véaltakozasat. A bolygdk harmonikus hangokat
bocsatanak ki (,a szférdk zenéje”), de ezt nem halljuk, mert teljesen
hozzaszoktunk.

Platén szerint a Fold kerek és a vildgegyetem kozéppontjaban fek-
szik, mig minden mas koriilotte kering egy csomé lireges gombon, ame-
lyek a tengelyiik koriil forognak. Eudoxosz ezt a modellt igy médosi-
totta, hogy a bolygdk mozgasaban megfigyelt irdnyvaltoztatdsokra és
a palyak ferdeségére is magyarazatot adjon. A gombok pélusait min-
dig a kovetkezd gombhoz erdsitette, és Osszesen 27 gombot hasznalt
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fel. Kallipposz ezt 34 gombés rendszerré bévitette, amely még jobb
egyezést mutatott mutatott a megfigyelésekkel. Arisztotelész elfogad-
ta Eudoxosz gémbjeit, de elvetette az égi harménidt. A gombéket
ténylegesen létez8knek tekintette, és ezért a rendszert djakkal kellett
kiegészitenie, nehogy az egyik rész mozgdsa atterjedjen a kovetkezére.
Nila 56 gomb szerepel. Hérakleidész (i. . 370-ben) ugy vélte, hogy a
Féld forog, a csillagok helyzete rogzitett, tovabba a Vénusz és a Merkuir
hem a Fold, hanem a Nap kériil kering. Arisztarkhosz (i. e. 281-ben)
azt allitotta, hogy a Fold mozog a Nap koriill. Amikor megfigyelték,
hogy a Hold mérete valtozik, tehat nem keringhet korpalyan a Fold
kériil, akkor beiktattak egy kis excentrikus kort. Ez még mindig nem
volt kielégits, ezért Apolléniosz (i. e. 230-ban) epiciklusokat vezetett
be. A F5ld olyan korpalyan halad, amelynek a kézéppontja egy masik
kérpalydn mozog. Klaudiosz Ptolemaiosz Alexandridban élt i. sz. 100
€s 160 kozott. Bebizonyitotta, hogy mindaz, ami egy excenterrel elér-
hetd, ugyanigy megvaldsithatd egy epiciklussal is, és ezzel az excen-
terek a feledés homalydba meriiltek. Ptolemaiosz addig finomitotta
3z epiciklusok rendszerét, amig ez a megfigyelésekkel olyan jé egyezést
Mutatott, hogy 1400 évig hozza sem kellett nyilni.

Az 1473-ban sziiletett Nikolausz Kopernikusz észrevette, hogy a pto-
lemaioszi vildgrendszerben igen sok egyforma epiciklus szerepel, és ra-
Jott, hogy ezek mind kikiiszobolhetSk, ha azt tessziik fel, hogy a Fold

ering a Nap koriil. Az epiciklusok csupan a Fold mozgasanak a tobbi
égitestnél jelentkez6 vetiiletei. Mds széval, egy heliocentrikus elmélet
€gyszeriubb, és ezért helyesebb ezt valasztanunk. J6l ismert, hogy az
egyhazi hatésagok mas véleményen voltak. Kopernikusz bélcsen tar-
tézkodott attél, hogy elképzelései még életében napvildgot ldssanak.?
Késébb azonban egy Galilei nevii vakmerébb egyént Firenzében az
inkviziciénak kellett felel6sségre vonnia:

Elitélends dllitasok. Az ftélethozatalra a Virosi Szent Hivatalban 1616, februdr 24-
én, szerddn, az alulirott Teolégus Aty4k jelenlétében kerdilt sor. Elsé dllitds: A Nap
8 vildg kdzepe és helyi mozgdsok szempontjabél teljesen mozdulatlan. Vélem ény:

3 Ebben van némi koltéi tilzds. Kopernikusz f6 miive valéban csak haldla évé-
ben. 1543-ban jelent meg, és eut a szersd csak haldlos dgyén latta, de gondolatai
léﬂwegit maér az 1512-ben kéziratos formdban kordzdtt Commentariolus tartalmaz-
%a, Rheticus 1540-ben frt Narratio Prima c. konyve pedig részletesen kifejti. (FR)
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Mindenki gy nyilatkozott, hogy a fenti &llitds nevetséges és filozdfiai szempontbdl
abszurd, valamint formailag is eretnek, ugyanis sok helyen kifejezetten ellentmond
a Szentirds tanainak, tovabbd az Egyhdzatydk és a tudés teolégusok &ltalanos
magyarazatanak és értelmezésének. Mdsodik dllitds: A Fold nem a vilag kozepe
és nem is mozdulatlan, hanem teljes egésze mozog, s6t napi mozgdst is végez.
Vélemény: Mindenki azt mondta, hogy ezt az llitast filozéfiailag el kell {télni; az
allitas a teoldgiai igazsdg fényében legaldbbis hitbeli eltévelyedést mutat.

Tycho Brahe (1540-1601) sem hitt a heliocentrikus elméletben, de csil-
lagdszati érdeklédése hamarosan szinte teljesen kisérleti sikra tereld-
dott. Hosszi idén 4t igen kiterjedt és meglepSen pontos megfigyelése-
ket végzett, és végiil a kopernikuszi elmélet egyéni valtozatdval llt eld.
Haldlos 4gyan arra kérte Johannes Keplert, hogy az csinéljon rendet a
kozmolégidban. Kepler tigy érezte, hogy a ptolemaioszi elmélet, még
a kopernikuszi atdolgozott formajaban is menthetetleniil onkényes és
bonyolult. Kepler a bolygék mozgadsiban keresett szabalyszeriisége-
ket. Ezek koziil nem mindegyik tarthat szdmot mai elismerésiinkre-:
A Mysterium Cosmographicumban példaul a bolygdk elhelyezkedését
a szféraik kozé iktatott szabalyos testek segitségével magyarazza meg:

Merkir
Oktaéder
Vénusz
Ikozaéder
Fold
Dodekaéder
Mars
Tetraéder
Jupiter
Kocka

Szatumusz

Ez a bajos elmélet kétségkivill magyarazatot ad arra, hogy miért csak
6t bolygé van (a Foldtél eltekintve, ami azért mégiscsak mas): csak ot
szabalyos test létezik. Abban az idSben ez az elv is legaldbb annyira
értelmesnek tiint, mint Kepler barmely masik éallitdsa (és ez kinosal
emlékeztet engem az elemi részecskék olyan mai elméleteire, amelyek
a csoportreprezentacidkon alapulnak). Szinte észrevétleniil bijik meg
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Kepler munkaiban harom olyan alapvetd torvény, amelyek az 1d vas-
foganak sokkal jobban ellenalltak.

Kepler a Marsot szemelte ki maganak, és rogton latni fogjuk, hogy
ez szerencsés valasztdsnak bizonyult. Eldszor feltette, hogy a Mars
excentrikus korpalyan mozog. Végsd soron, ennek a korpalya-hipoté-
zisnek az alapjan alkotta meg Mdsodik torvényét: egy bolygo egyenld
idSk alatt egyenld teriileteket stirol.3 Azutan rajott, hogy a kor nem
lesz j6, de valami ovalis esetleg igen. Végiil a megfigyelések kényszeri-
tették ra, szinte akarata ellenére, az Elsé torvényét: a bolygok ellipszis
alaki palyan keringenek, amelynek egyik fékusza a Nap. Itt mutat-
kozik meg a szerencse: a Mars palydja nagyon is eltér a kortdl, és igy
az ellipszis alak j6l megmutatkozik a megfigyelésekben. Kepler ezutan
észrevette, hogy a mésodik torvény ellipszis palyakra is érvényben ma-
rad, ezen a felfedezésén egyébként nem gyozott eleget csodalkozni. Mi
a helyzet a bolygéknak a Naptél mért tavolsagaval? A szabalyos tes-
tek utdn most zenei analdgidkat keresett, de eziittal sem jart sikerrel.
Végiil rahibazott a Harmadik torvényre: a tavolsig kobe a keringési
id négyzetével ardnyos. Keplert hatartalan boldogsag toltotte el:

Most, miutédn 18 hénappal ezelStt az elsd hajnali derengés, harom hénappal ezeldtt
a reggeli vildgossig, par nappal ezelStt viszont mér a ragyogé Nap vildgitotta meg
ezt a csod4latos szinjatékot, semmi sem tart vissza: igen, szent 8rjongés vesz erdt
rajtam. Folényesen dacolok a halandékkal, nyfltan bevallva: megloptam az egyip-
tomiak aranyedényeit, hogy istenemnek szentelt hajlékot épitsek azokbdl messze
til Egyiptom hatdrain. Bocsassdtok meg nekem, hogy igy orilok. Am, haragud-
Jatok, azt is elviselem. Rajta, elvetem a kockat, és konyvet irok a jelennek vagy az
utékornak. Nekem mindegy! Am, vérjon szdz évig olvasdjdra; nem vért-e az Isten
is hateger évig, mig ért8jére lelt?"

Noha a harom torvény szinte elvész a csomd metafizikus elmélkedés
kozott, Kepler aranyat talalt, és eat 8 is jol tudta.

3 pontosabban: a vezérsugdr egyenld idSk alatt egyenld teriileteket surol.(Szerk.)
iy Kepler: Harmonices Mundi. A forditdst Simonyi Kéroly A fizika kultirtorté-
nete c. konyvébdl vettitk at.
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Egyenletek mindeniitt

Newton mindezt az egyetemes tomegvonzas elméletével magyarazta
meg. A vilagegyetemben barmely két részecske koztt vonzderd 1ép fel,
amely egyenesen aranyos a tomegiikkel és forditottan aranyos a tavol-
saguk négyzetével. A ,forditott négyzetesség” adja Newton elméleté-
nek a pontossigit, de az univerzalitis — az, hogy minden részecskére
érvényes — adja az erejét. Részecskék és testek barmely alakzatira
alkalmazhatd. Legalabbis elvileg, mert konnyebb egy egyenletet felal-
litani, mint megoldani. Két részecske esetén az egyenlet megoldhatd,
és olyan elliptikus palydkat kapunk, amelyek megfelelnek a kisérletileg
felfedezett harom Kepler-torvénynek. Megforditva, Kepler torvényei-
bdl kovetkezik, hogy ha a bolygék mozgasat egy erd okozza, akkor ez
egy forditott négyzetességi szabalynak kell hogy eleget tegyen. Newton
elméletei a Hold mozgdsaban mutatkozé igen finom hatdsokra is ma-
gyarazatot adnak, egy késébbi diadaluk pedig annak a nagy kozmikus
tancnak az értelmezése, amelyben a Jupiter és a Szaturnusz a vérhaté
helyzeteikhez képest felvaltva hatrébb, illetve elérébb mutatkoznak.
Newton gondolatai kezdetben még igy is sok ellenkezést valtottak ki,
mert egy tavolra haté eré fogalmat sokan kétségbe vontsk.

Altalénosabban, kezdtek elterjedni a parcidlis differencidlegyenletek,
amelyekben egynél tobb mennyiség megvéltozasinak a mértéke sze-
repel. 1746-ban d’Alembert sikerrel oldotta meg veliik a rezg6é hur
problémaéjat. Daniel Bernoulli és Euler kiterjesztették ezeket a gon-
dolatokat a viz- és hanghullimokra, a folyadékaramldsra és a szilard
testek deformdcidira is. A hullimegyenlet a matematikai repertoar
allandd darabja lett. Legendre és Laplace a newtoni gravitaciébél ki-
fejlesztette a potenciadlelméletet, amely tobbek kozott az ellipszoidok
graviticiés vonzasat vizsgalja, mert addigra mér ismertté valt, hogy
a Fold nem teljesen gomb alaki, hanem a sarkainal belapul. Az j
csillagdszati felfedezések, mint a kisbolygéké vagy az Uranuszé és a
Neptunuszé, tokéletesen beleillettek a newtoni képbe, st annak alap-
Jan eldre megjosoltak Sket. Joseph Fourier hdegyenlete megnyitotta az
utat a termodinamika és a Fourier-analizis elétt. James Clerk Max-
well az egész elektromossagtant és magnességet osszefoglalta a Maz-
well-egyenletekben. Hamarosan csaknem az egész fizikdt parcidlis dif-
ferencidlegyenletek segitségével irtdk le, és ez olyan nagy mértékben
terjedt el, hogy sok tudés a valésig modellezését még ma is csak ezen
az uton tudja elképzelni.
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Az Oszkar-dij

A fenti tevékenységek eredményeképpen a bolygémozgas Newton-fé-
le leirdsat az emberek kezdték a Végsd Igazsig piedesztaljira emel-
ni. A Naprendszer amolyan végteleniil pontos érami alakjat dltotte,
amelyet hajdanan a Teremté Kéz inditott el, amikor a bolygdkat pa-
lydjukra allitotta. Ez az éra sohasem all meg. De vajon megbolon-
dulhat-e? Elképzelhetd-e példaul, hogy a tobbi bolygd rezonancidba
keriil a Folddel, ahogy egy gyerek labai meghajtanak egy hintat, és a
Fold Gsszeiitkozik a Marssal vagy elszokik a hideg és tres csillagkozi
térbe? A mienknél egyszeribb képzeletbeli naprendszerekkel ez meg-
eshet. Megtorténhet-e velink? 1887-ben II. Oszkar svéd kiraly 2500
koronds dijat ajanlott fel a kérdés eldontéséért.

Az akkori tudomany messze jart attol, hogy kielégité feleletet adjon.
Két test esetére megvolt zart alakban a pontos megoldas: a Kepler-féle
ellipszisek. Ha egy naprendszer egy napbdl és egy bolygobdl all, akkor
nem bolondulhat meg; szlikségképpen ugyanazok a mozgasok ismét-
18dnek benne orokkon-orokké. Az altaldnos hdromtest-probléma mar
teljesen reménytelennek tiint. A tudomany mai dlldsa szerint nem léte-
zik zart alakban megadhaté megoldds; a rendszer altalanos viselkedése
mindenesetre roppant bonyolult. Néhany specidlis megoldas ismere-
tes: példaul Joseph-Louis Lagrange megmutatta, hogy a hirom test
szinkronban mozoghat ellipszis palydkon. Ez a fajta mozgas azonban
olyan matematikai véletlen, amely a gyakorlatban valdsziniileg soha-
sem fordul el6. Newton hatvanysor-mddszerei segithetnek egy kicsit,
de leginkabb olyan problémaknal, amikor a testek tobbségének a tome-
ge elhanyagolhatdan kicsi: ilyen rendszert alkot példaul a Nap, a Jupi-
ter és egy kisbolygd. Lagrange és Laplace kozosen kimutattak, hogy a
bolygék palydinak a koralaktol valé osszeltérése a Naprendszeren be-
liil 4llandé, és még ha ez az Gsszmennyiség a Foldon koncentralédik is,
nem elegendd ahoz, hogy a Fold iistokosszer i palydra valtson és végleg
elhagyja a Naprendszert. Ez azonban nem zarta ki azt az eshetdséget,
hogy a Fold lassacskdn energiat gyiijt mas bolygék rovdsara, egyre na-
gyobb majdnem-korpalydkra sodrédik, és végiil a csend és a sotétség
nyel el benniinket. Még mindig hidnyzott annak a bizonyitasa, hogy a
kandallé melegét nem hagyjuk el, és a tiizbe sem pottyanunk bele, és
erre ajanlotta fel korondit a kiraly.
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Az utolsé mindentudé

Valésziniileg Poincaré volt az utolsd, aki mindent teljesen értett sajat
kordnak matematikajabol. Természetesen megprébalkozott Oszkar ki-
raly problémajaval is, és jellemzé médon ehhez a matematika egy 1j
agat talalta fel: az analysis situst, mai nevén a topolégiat. Ennek
alkalmazhatdsigat bemutatandd, tegyiik fel, igazolni tudnank, hogy
egy bizonyos id6 miilva valamennyi bolygé ugyanabba a viszonyla-
gos helyzetbe keriil, mint amelyben jelenleg taldlhaté. Ekkor Newton
mozgastorvényébdl kovetkezik, hogy a mozgas ezutan vég nélkiil is-
métlédni fog. Poincaré jol latta, hogy ez az elv lényegében geometri-
ai. Newton dinamikdja szerint egy rendszer mozgasat le tudjuk frni,
ha egy adott pillanatban ismerjiik benne minden részecske helyét és
sebességét. Ezt ,szemléltethetjiik” példaul egy hatalmas sokdimenzi-
6s térben, amelyhez minden részecske hat dimenziéval jarul hozza, a
harom hely- és a hirom sebességkoordinatdanak megfeleléen. Ha egy
rendszer N testbol all (a Naprendszer esetében N = 10, ha a holdak-
tél eltekintiink, N koriilbelil 40, ha a holdakat is beleszamitjuk, és N
tobb milliard, ha a Szaturnusz gyiiriiiben taldlhaté minden részecskét
figyelembe vesziink), akkor a rendszer mozgasanak a 6 N-dimenzids fd-
zistérben (vagy dllapotiérben) egyetlen pont mozgasa felel meg. Ha a
fazistérben ennek a pontnak a palydja (az in. trajektéria) zdrt hurok-
ként onmagdba tér vissza, akkor megvalaszoltuk Oszkar kiraly kérdé-
sét. Egyetlen bolygé sem vandorolhat el; a rendszert jellemz6 pont, és
igy az egész rendszer is periodikusan mozog, orokdsen ugyanazokat a
mozgasokat ismétli.

Létjuk tehat, milyen fontos egy olyan egyszertinek ti{iné kérdés, hogy
»a fazistérben a trajektéria zarédik-e”. Poincaré olyan médszereket
dolgozott ki, amelyekkel az ilyen kérdéseket kozvetlenil lehet kezelni,
és nem kell hozza elézetesen az egyenleteket megoldani vagy a szam-
adatokat kiszamolni. A Naprendszer stabilitdsanak a kérdését nem
tudta elintézni, erre az 1960-as évekig kellett varni. Azonban akko-
ra rést litott a probléma faldn, hogy 1889-ben megkapta az ahitott
Oszkar-dijat, amelyet teljes mértékben meg is érdemelt. Feltalalt egy
egészen tjfajta matematikat. Megmutatta, hogyan lehet kiilonféle fizi-
kai problémakat a topoldgidra visszavezetni, és néhany esetben az igy
ad6dé topoldgiai problémat is megoldotta. Bebizonyitotta példaul,
hogy hérom testbél 4ll6 rendszer esetén mindig végtelen sok kiilon-
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b6z8 periodikus mozgés létezik, feltéve, hogy egy bizonyos topolégiai
tétel igaz. A Poincaré haldlat kovetd évben, 1913-ban George Birkhoff
bebizonyitotta ezt a tételt.

A nagy utazas

Ha a Hold mozgasat teljes pontossdggal meg tudjuk jésolni, akkor a
navigacidhoz elég, ha ezt a mozgast megfigyeljik a csillagok alkot-
ta hattérhez képest. Ez a probléma annyira gyakorlati, hogy még
pénzdijat is kitiiztek a megolddsaért. Ilyen és mas, kevésbé anyagias
természetii okok miatt nagyon sokat foglalkoztak a haromtest-problé-
méval: hogyan mozog egy harom tomegpontbdl 4llé rendszer (mint a
Nap, a Fold és a Hold) a newtoni gravitdcié hatdsira. A megfelelé
mozgasegyenleteket nem nehéz felirni, azonban Gsszehasonlithatatla-
nul nehezebb megoldani 6ket. A kepleri ellipszisekhez hasonlé egy-
szerli zart alakban nem adhaté meg a megoldas. Az egyik gyakorlati
médszer az, hogy az igazi mozgast sorokkal kozelitjik. Ez hatékonyan
megtehetd, azonban nagyon bonyolult képleteket kapunk. Charles De-
launay egyetlen, a Hold mozgdsaval kapcsolatos formuldnak egy egész
kényvet szentelt. Egy masik lehetéség, hogy az egyenleteket numeri-
kusan megoldjuk szamitégéppel, de ez igazan jol csak olyan specialis
problémakndl alkalmazhaté mint példaul a holdraszallas, és nem sokat
segit az altaldanos esetben.

Csak gy mellékesen: azt szoktdk mondani, hogy a tudoméany hala-
dasat azzal az n szamértékkel mérhetjiik, amelyre az n-test-probléma
nem oldhaté meg. A newtoni mechanikdban a 3-test-probléma tiinik
megoldhatatlannak. A relativitdselméletben a 2-test-probléma okoz
gondot. A kvantumelmélet az 1-test-problémanal (egyetlen részecské-
nél) akad meg; és a relativisztikus kvantumelmélet a 0-test-probléma-
nal (a vakuumnal) titkozik nehézségbe!

Bonyolult szamitdsokkal kaphatunk ugyan valaszokat, lényegi meg-
latdst azonban nemigen. A 3-test-problémat ma topologikusan koze-
litjiik meg: célunk a fébb mindségi (kvalitativ) tulajdonsagok leolva-
sdsa. Ismeretes, hogy ezek mérhetetleniil bonyolultak is lehetnek. Ha
példaul egy konnyii test kering két nehéz koriil, akkor a palydjan gya-
korlatilag tetsz6leges forgassorozatot produkalhat el6bb az els6, majd
pedig a masodik nehéz test koriil.

Hogy mennyire dsszetett problémékkal dllunk szemben, az az n-test-
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probléma szingularitdsaival foglalkozé legijabb kutatdsokbdl is kide-
ril. Szingularitdson (vagy elfajuldson) egy olyan eseményt értiink,
amikor a mozgds mér nem folyathaté a Newton-torvények adta ma-
tematikai modell keretein beliil. A legegyszeriibb szingularitdsok az
utkozések, amikor tobb test taldlkozik. 1897-ben Paul Painlevé bebi-
zonyitotta, hogy hdrom test esetén az iitkdzés az egyetlen lehetséges
szingularitds. Két test iitkdzését ,szabalyozott mederben” tarthatjuk,
ha feltessziik, hogy rugalmasan lepattannak egymissrél: az igy nyert
megoldds az iitkdzés utani idSkre is érvényes. Harom test egyidejii ut-
kézése mar nem szabélyozhatd ily médon: a mozgéstérvények alapjan
egy ilyen iitkozés akar a vildgegyetem végét is jelentheti, mert nem
lehet megjésolni, hogyan viselkedik a rendszer ezutan. Painlevé 1igy
vélte, hogy haromnal tobb test esetén sokkal rondabb szingularitdsok is
felléphetnek: példaul testek véges id6 alatt elszokhetnek a végtelenbe,
vagy egyre vadabb oszcilliciés tancba kezdhetnek.

1984-ben Joseph Gerver (H. J. Sperling, Donald Saari, John Mat-
her és R. McGehee korabbi munkait folytatva) nem szabatosan ugyan,
de meggy6z0 erével demonstralta olyan 6t témegpontbdl allé alakzat
létezését, amely a benne fellépé kolcsonds newtoni tomegvonzas hata-
sara véges ido alatt kirepiti sajat magat a végtelenbe. Gerver nagyon
szellemes mechanizmust javasol. Képzeljiink el harom jékora csillagot.
(Az asztronémiai széhasznalat csak arra szolgal, hogy kénnyebben ma-
gunk elé tudjuk képzelni a témegek nagysagrendjét, de megismétlem,
hogy pontszerii testekrdl van sz6.) A hirom csillagot rendezziik olyan
hdromszog alakba, amely a legnehezebb csillagnsl tompaszogi, és in-
ditsuk el a rendszert gy, hogy ez a haromszog, alakjat megtartva,
egyenletes sebességgel tagulni kezdjen. Kiviilrsl, kozvetlen kozeliikben
egy aproécska aszteroida kering koriilottiik. Valahdnyszor az aszteroida
egy csillag mellett elhalad, ugyanolyan ,cstizlihatds” éri, mint amilyen
a Voyager {irhajé naprendszerbeli utjat is segitette. Ennek eredmé-
nyeként az aszteroida az egyik csillagtél némi mozgasi energiara tesz
szert, amelyet azutdn megoszt a masik két csillaggal, és igy fokozza
azok (és a sajat) sebességét. Ha ekozben valahogyan az elsd csillag
energiajat is nGvelni lehetne, akkor el tudnank érni, hogy a haromszog
egyre gyorsulé iitemben taguljon és véges id alatt eltlinjon a végte-
lenben. Az energiamegmaradas torvénye ezt természetesen nem teszi
lehetévé. . Mégis van kit. Vegyiink egy o6todik testet, egy bolygot,
amely a legnehezebb csillag koriil kering. I:Jrjiik el, hogy az aszteroida
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a bolygé rovdsdra nyerjen energiat, és ennek egy részét egy cikcakkos
parittyalovéssel a csillagnak adja at. Ett6l eltekintve minden torténjen
ugyanigy, mint az el6bb. Az id6 mildsaval a csillagkép egyre gyorsab-
ban tégul, de alakjat megdrzi; az aszteroida egyre Srilltebb tempéban
cikdzik korbe haromszog alaki palydjan; a bolygd pedig egyre alacso-
nyabban koroz a nagy csillag koriill. Az akcié eredményeképpen mind
8z ot test véges idd alatt elszokik a végtelenbe. A jelenet beéllitdsa
ligyes egyensiilyozast igényel, de Gerver j6 érveket sorol fel amellett,
hogy ez valéban lehetséges. Ugy hirlik, Mather hamarosan mar sza-
batosan is be tudja majd bizonyitani, hogy a Nagy Utazas tényleg
megtorténhet. A valddi vilagegyetemben a testek mérete nem lehet
nulla, és igy a mutatvany szamos ok miatt nem sikeriilhet (més testek,
relativisztikus hatdsok). Gerver Gtlete azonban merész és fantdziadis
taldlatot jelent egy hires problémaval vivott parviadalban. Isaac New-
ton biztosan el lenne téle ragadtatva.

Az emberi gondolkodds sztratoszférdja

Az imponalS kezdet utén, amelynek csiicspontjaként Birkhoff bebizo-
hyitotta a haromtest-problémadra vonatkozé Poincaré-sejtést, a topold-
oka, hogy a topolégiai problémak nem mindig oldhatdk meg konnyen.
A kalkulus bemutatkozdsa azért sikeriilt olyan jél, mert rengeteg az
olyan fiiggvény, amelyet konnyii differencidlni vagy integralni, és ren-
geteg a megoldhats differencidlegyenlet, még ha a legérdekesebbek nin-
csenek is koztiik. A topoldgia szamdra, amely ott latott munkéhoz,
ahol a kalkulus megakadt, mar nem maradt konnyii zsdkmany. Van
ugyan szép topologikus bizonyitas arra, hogy az inga lengése periodi-
kus, de mivel a tényt mér korabban is ismerték (bar a szokésos bizonyi-
tds teljes ostobasdg), az \j bizonyitdstél a topolégusokon kiviil senki
sem fog tlizbe jonni. A fizika &ltal felvetett topologikus problémak
annyira nehéznek bizonyultak, hogy a matematikusok nem tudtdk a
fizikusok igényeit gyorsbiifé szakdcsok mddjéra kielégiteni (,hozd csak
a problémadat topologizalt alakban, és mi megmondjuk a vélaszt”). A
Mmatematikusoknak mindent elolrdl kellett kezdeniiik, hogy a topoldgiai
Problémak kezeléséhez \j eszkozok egész tarhazat fejlesszék ki.

Nem azt akarom ezzel allitani, hogy a topolégia a matematika mas
dgaitdl elszigetel6dott volna; ennek épp az ellenkezéje tortént. Az
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1930-as és 40-es években Lefschetz az algebrai geometridban, Marston
Morse pedig a differencidlgeometridban hasznalta fel a topoldgidt (ezek
az eredmények azéta fontos szerephez jutottak a tudomdnyos alkal-
mazéasokban). A topoldgidra azonban 4ltaldban nem tgy tekintettek,
hogy ez az Amit Minden Ifji Fizikusnak Tudni Kell. S6t, az 1950-es
évekre az egész tevékenység meglehetdsen messzire keriilt a fizikatol.
Ennek igy kellett torténnie: ezt az irdnyt szabta maga a topoldgia. A
topolégia tehat onmagaba fordult, hogy sajat belsé problémait megold-
ja. A fizikusok révidesen minden érdeklédésiiket elvesztették iranta:
szamukra az egész koriilbelill ugyanolyan fontossaggal birt, mint az,
hogy a boles Gautama torokiilésben medital egy fa alatt a szenvedés
természetérdl. Egy nem-szakember szamdra tgy tiinik, hogy kiilonle-
ges elmélyiiltség sziikséges a topoldgia befogaddsahoz. Ennek tudhaté
be, hogy Alekszandr Szolzsenyicin, aki matematikai képzettsége foly-
tan felismerte ezt az onelemzé folyamatot, de nem latta a kivalté okok
torténeti hatterét, igy irt A pokol torndcdban:®

Nyerzsin, szigoriian osszezart szdjaval, mar szinte sérten figyelmetlenné valt: any-
nyi faradsdgot sem vett, hogy megkérdezze, pontosan mit is irt Verenyov a mate-
matikdnak errdl a szdraz 4gdrdl, amellyel valaha & maga is foglalkozott egy kicsit.
Egyszeriben megsajnélta Verenyovot... Topoldgia! Az emberi gondolkodds sztra-
toszférdja. A huszonnegyedik szazadban tdn kell majd valakinek, de egyeldre . . .

Nincs mit mondanom napokrél, viligokrél —

Csupdncsak az embernek szenvedését litom. . .

Oroszorszag modern préfétaja eziittal még életében rossz jésnak bi-
zonyult. Szinte minden, ami a modern dinamikaban valamennyire is
szamit, kisebb vagy nagyobb adag topoldgiat is felhasznal, s ez te-
remtette meg a rend érzetét egy olyan teriileten, amely hisz éve még
reményteleniil zlirzavarosnak és megmagyarazhatatlanul rejtélyesnek
latszott.

5 Az idézet szovege Makai Imre forditdsa alapjan késziilt.
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A vildg egy szOrpamacsban

A topologikus raldtas szdmos egymadssal ldtszolag Ossze nem fliggd
dolgot helyezhet 1ij megvilagitdsba. Ennek illusztraldsaként tekint-
siink egy kisebb jelent8ségii fegyvertényt, amely (megfeleléen finomi-
tott megfogalmazasban) azt mondja ki, hogy egy gomb alaki szérpa-
macsot nem lehet 1igy megfésiilni, hogy mindeniitt sima legyen. Ime
nehany kovetkezmény:

(1) A Fold felszinén barmely pillanatban van legalabb egy olyan pont,
ahol a vizszintes szélsebesség nulla. (Ha nem lenne, fésiiljiink
mindeniitt szélirdnyban.)

(2) Az olyan gomb alaki mégneses palackok, mint amilyeneket az
1950-es években a fizids reaktorkisérleteknél hasznaltak, sziikség-
képpen szivarognak. (Ott szivarognak, ahol a méagneses eré me-
r6leges a feliiletiikre, vagyis ahol a vizszintes komponens nulla.)

(3) A kutydk, medvék, gepardok és egerek ,bundafrizurajaban” biz-
tosan kell lennie valasztéknak. (Nyilvanvalé.)

 (4) Minden polinomnak van komplex gycke. (A részletes bizonyitds

azon miilik, hogy a komplex szamok és egy végtelen tavoli pont
egyiittesen egy gombot alkotnak.)

(5) Egy sejt feliiletén a kémiai gradiensnek szitkségképpen van kriti-
kus pontja (ahol nincs helyi ,lefelé” irany).

Ez viszonylag egyszerti eset, és az ,alkalmazdsok” sem feltétleniil tar-
toznak a tudomany frontvonaldnak legégetdbb kérdései kozé. Bizo-
nyos nehezebb és technikdsabb topoldgiatételek legtijabb alkalmazasai
viszont mar korszakos jelentSséggel birnak, tobbek kozott azokban a
Jelenleg foly6 kutatasokban, amelyek a Természet négy alapveté kol-
csonhatasanak az egységes targyaldsara iranyulnak (ldsd a 17. fejeze-
tet). A fentiekben csupan egy kozérthetd példan keresztil prébaltam
bemutatni egy topologikus meggondolas ,mindenhatésagat”.

A koldoknézés elonyei

Maira mar a fizika lomtaraba keriilt mindaz, ami eredetileg a topolé-
gia létrejottét eldidézte. Kinek lenne fontos egy newtoni naprendszer
stabilitdsa, amikor a minket jelenleg érdekld eset mar Einstein tor-
vényének engedelmeskedik, nem pedig Newtonénak. Es kiilonben is,
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az atomelmélet szerint a Nap végiil is fel fog robbanni, ami kérdéses-
sé teszi a napkoriili bolygémozgas hosszitavi jovsjét, legyen az akér
newtoni, akdr einsteini. A tudomdnyban mindezek a nagy hordere-
Ji véltozdsok Gt évtized alatt kovetkeztek be, és ekdzben a topoldgia
nem sokat tett a koldoknézésen kivill. (Ez a tevékenysége persze ki-
tiinden illett a témajdhoz.) Mivel az egész Sntomjénezd gyakorlatozas
egyetlen praktikus oka a newtoni fizikdban rejlett, ezért vgy tiinik,
hogy amig az orvos hosszasan tiin6dott az alkalmazandé gyégymddon,
a beteg kozben meghalt. A topolégia azonban paradox médon, im-
mar borotvaélesre koszoriilve, kitiintetett fontossagi maradt a fizika
és mds tudomanyok szempontjabél. Példaul (2) a nuklearis technika-
ra, (5) pedig a biokémidra vonatkozik. Nemcsak hogy Poincaré nem
gondolt ilyen alkalmazdsokra a topoldgia tervezésekor: maguk ezek a
tudomanyagak sem léteztek, amikor a topoldgia megsziiletett.

Hogyan lehetséges ez? Poincaré jobb préféta volt, mint Szolzse-
nyicin? Minden bizonnyal, de nem ez a dolog lényege. A topoldgia
Jelenlegi sikere, amelyre néhany példat a kovetkezd fejezetekben rész-
letesebben bemutatunk, nem Poincaré ldtnoki képességeinek, hanem
nagyrészt matematikai képzelderejének és j6 izlésének koszonhets. A
topoldgia éppen azért lett sikerdgazat, mert elfelejtkezett az eredeti
problémaknak a részleteirdl, és ehelyett azok mélyebben fekvd szerke-
zetére koncentralt. Ez a mélyebb szerkezet minden olyan matematikai
vizsgalatban felbukkan, ahol a folytonossig szerepet jatszik. Ennek
kovetkeztében a topolégia szinte mindenre ranyomja a bélyegét. Hogy
ez a dolgokat mennyiben viszi el6bbre, az természetesen a megvalaszo-
landd kérdéstdl fiigg.

Ovakodj az tregértol!

A topoldgia érdemeit alaposabban szemiigyre vesszitk majd az elko-
vetkezd néhany fejezetben, nem zarhatjuk azonban le a jelenlegit anél-
kiil, hogy Oszkar kirdly probléméjara ne adnank meg a modern kor
valaszat. 1963-ban Kolmogorov, Vlagyimir Arnold és Jurgen Moser
arra a kérdésre, ,Vajon stabil-e a Naprendszer?”, atfogd topologikus
meggondoldsok segitségével végre megnyugtaté és hatdrozott valaszt
adtak: ,Val6szintileg”. Médszeriik (amelyet KAM-elméletnek szokas
nevezni) azt igazolja, hogy a lehetséges mozgdsok legtobbje periodikus
mozgasok szuperpoziciéjabdl épiil fel. A bolygdalldsok sohasem ismét-
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18dnek meg teljes pontossdggal, de allandéan majdnem ez torténik.
Mindazonéltal, ha véletlenszeriien valasztunk egy kezdeti feldlldst, ak-
kor picike, de nullinal nagyobb esély nyilik egy maésfajta mozgasra,
amelynél a rendszer esetleg elvesziti egyik bolygdjat (vagy még ennél
18 rosszabb torténik), bar ez nem kovetkezik be tdl gyorsan. Minden
attdl fiigg, pontosan hova és milyen sebességre éllitotta be a Teremtd
Kéz a bolygokat. A dologban az a meghokkents, hogy megfigyeléssel
sehogyan sem lehet eldonteni, hogy a kétféle viselkedés koaiil melyik
fog bekovetkezni. Vegyiink egy olyan tetszOleges elrendezést, amely
Mmajdnem periodikus mozgashoz vezet; ehhez akarmilyen kozel taldl-
hatck olyan elrendezések is, amelyeknél az egyik bolygé elszokik. Meg-
forditva, barmely olyan kezdd allapotot nézve, amely késébb elveszti
egyik bolygdjat, hozza tetszdlegesen kozel vannak olyanok is, amelyek
Majdnem periodikus mozgdst biztositanak. A kétféle viselkedés tigy
Osszekeveredik, mint milandi makaréniban a tészta és a sz6sz. Ha mil-
lidrd fényévnyire innen egy bolygén egy egér hirtelen megrantja a ba-
Juszat, ez a Naprendszert egy stabil elrendezésbél instabilba billentheti
at és viszont. Nehéz lenne ezt az elméletet kozvetlen megfigyelés titjan
igazolni, mint ahogy a newtoni elmélet altaldnos érvénylisége is nehe-
Zen igazolhatS. A KAM-elmélet azonban olyan eseményeket jésol meg,
Példaul a kisbolygék Nap koriili elhelyezkedésérsl vagy a Szaturnusz
gyiiriiirdl, amelyeket megfigyeléssel ellendrizni tudunk. Alkalmazhaté
a kvantumelméletben is, példdul gyorsitékban a részecskék instabili-
tdsdra vonatkozéan. A topoldgia olyan bonyolult jelenségeket tart fel,
amelyekrdl Oszkar kiraly nem is dlmodott; de egyuttal eszkozt is adott
a keziinkbe ahhoz, hogy ezeket megszeliditsiik és szolgalatunkba allit-
suk.
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A mindennapi élet szdmos olyan jelensége, amely 6nmagéban véve jelentékte-
len — példaul egy régi fal repedései, egy felhd alakja, egy lehullé levél pdlydja
vagy a hab egy korsé sdrben —, nagyon nehezen formalizdlhaté; de vajon nem
képzelhetd-e el, hogy egy olyan matematikai elméletbdl, amelyet az ilyen egy-
szerti jelenségek leirdsira kezdeményeztek, végiil a tudomany szamara komoly
haszon szirmazik?

René Thom

Csabitéan egyszerii azt képzelni, hogy a fokozatosan véltozé koriilmé-
nyek fokozatosan valtozé hatasokat okoznak. Miért haltak ki a di-
noszauruszok olyan hirtelen? Az egyik divatos elmélet szerint azért,
mert egy hatalmas meteor csapédott a Foldbe. Mas teéridk az akko-
ri éghajlat megvaltozasat vagy a jarvanyokat vagy az élelemforrasok
elapadasat teszik feleldssé. Hallgatélagosan mindegyik abbdl a felte-
vésbdl indul ki, hogy egy dramai hatdsnak dramai oka kell hogy legyen.
Elvégre meglepé volna, ha egy olyan viligban, amelyben nemigen lat-
szanak valtozasok, az osszes dinoszaurusz egyszer csak a fejébe venné,
hogy kihal.

Es mégis ... melegitsiink egy bogre vizet fokozatosan, egyenletesen.
Ez ugyanilyen fokozatosan és egyenletesen melegszik egészen addig,
amig a hdmérséklet el nem éri a 100 °C-ot. Ekkor, valtozatlan hevités
mellett, hirtelen forrni kezd, és gézzé alakul at. Miért? Milyen dramal
ok idézte eld ezt a s26 szoros értelmében robbanasszer( hatdst? Mi volt
a kiilonleges abban a hémennyiségben, amely a gozt termelte? Milyen
specialis tulajdonsagot rejt az az N +1-edik szalmaszal, amelytdl a teve
gerince Gsszeroppan, amikor az el6z8 N nem jart ilyen hatdssal? Miért
1ép a hidrogén és az oxigén sima reakcicba egy adott nyomdson, és
miért robbannak fel egy masik, esetleg alacsonyabb nyomdson? Mitdl
pukkan szét egy léggomb, miért borul fel egy hajé, mitél pattan el egy
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rugalmas szalag, miért lendiill tdmaddsba egy sarokba szoritott pat-
kény, és mitSl gurulnak diihbe a molesztalt apak? Az okok fokozatos
valtozasa is el6idézhet hirtelen hatdsokat. De hogyan?

Kiilonleges keverék

A tudomany hagyomanyos, kalkulusra alapozott matematikai modell-
Jei elsésorban a sima, folytonos véltozasok leirasara alkalmasak. Azok
az yjabb mddszerek, amelyeket a kombinatorika és a szdmitdstudo-
méany — divatos elnevezéssel: a ,véges matematika” — kinadl, a telje-
sen diszkrét jelenségeknél hasznalhatok a leginkdbb. A legérdekesebb
természeti események jelentOs része viszont a diszkrét és a folytonos
sajatos keverékét mutatja. A sima hullim, amely szeliden gordiil a
lankds part felé, majd tajtékot permetezve megtorik; a hajladozé fasg,
amely egy hajszalnyit til messzire leng ki, és megroppan; az embrié
folyamatos novekedése, amelyet a kezdetleges szervek megjelenése dra-
mai médon meg-megszakit. Az ilyen események vizsgalatanak egyik
médja, hogy a helyzetnek megfeleléen hol diszkrét, hol pedig folyto-
nos modellt hasznalunk, de ez a mindenre rahizhat6, meglehetésen ad
hoc, gumilepedds megkozelités esztétikailag nem kielégitd. I‘}gy tlnik,
hogy a természet a valtozasnak ezt a két tipusit gyakran olyan for-
maban egyesiti, mintha egyetlen folyamatnak lennének a részei. Ezért
vonzé feladatnak latszik egy megfelelé matematikai elmélet kiépitése,
amely természetes, szervezett és egységes médon tudja kezelni azokat
a rendszereket, amelyek altaldban siman valtoznak, de néha ugranak.
Ezt a célt tiizte ki René Thom, amikor 1972-ben Szerkezeti stabilitds és
alakfejlédés cimmel egy 1ij tipusi matematika kidltvanyat publikélta.
Ezt ma katasztréfaelméletnek nevezik (illetve néhany vonatkozasaban
a szingularitdselmélethez sorolhaté). Nevét nem onnan kapta, hogy
tomegszerencsétlenségekkel vagy természeti csapasokkal foglalkozna,
hanem onnan, hogy Thom a ,katasztréfa” szét eredeti gorog értelmé-
ben haszndlta, amely vératlan, gyokeres fordulatot jelent.

Nem egyediil Thom meditalt ezen a probléman, és tobb mads iskola
nydjtott tovabbi otletforrdsokat. Kozéjiik tartozik a klasszikus eldga-
zaselmélet, amely differencidlegyenletek megolddsainak a ,szétvaldsat”
vizsgdlja; a topologikus dinamika; a kozosen haté (kooperativ) jelensé-
gek elmélete, a szinergetika; valamint a nemegyensilyi termodinamika.
Mindegyiknek megvan a maga szerepe, és azt gyanitom, hogy késébb,
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ahogyan az egyes szempontok ldtéhatarai kiszélesednek, a kiilonb6z6
megkozelitésmodokat sikeriil majd egységes keretbe foglalni; az egysze-
riség kedvéért azonban most csak a Thom-féle elképzelések nyoman
kialakult matematikara fogok szoritkozni.

Torténetileg a katasztrofaelmélet gyokerei nagyon messzire vezet-
het6k vissza, példaul Arkhimédész Az dszé testekrdl c. miivére, Des-
cartes-nak és Huygensnek a szivarvanyrdl sz6lé munkajira és Leon-
hard Euler fényelhajldsi elméletére. A targykor fokozatosan fejlédott,
amig az 1960-as évek vége felé hirtelen robbanasszeri valtozason esett
at (amivel pontosan az altala leirni prébalt viselkedési mintat utdnoz-
ta). Thom azzal keltette fel az emberek érdeklédését, hogy a korabbi
kil6ndllé szalakat egységes egésszé fonta ossze. O a Nagy Szimfénidt
irta'és hallotta, sét a hangszerelést is & iranyitotta. Ebben nem volt
egyediil: kiilonosen Arnold dolgozott ki nagyon hasonlé elképzelése-
ket, Bernhard Malgrange és Mather pedig néhany alapvetd tétel sza-
batos bizonyitasaval és altaldnositdsaval rukkolt el6. Thom topolégus
volt, és f6 munkateriiletként a fejlédésbiolégidt jelolte meg, ehelyett
azonban olyan kiinduldpontot valasztott, amely tavoli analégiaként
inkabb egy matematikailag precizebb targyhoz, az optikdhoz hason-
lithaté. Konyvében siiritetten, a végletekig egyéni hangvételben és
megalkuvast nem ismerd nyerseséggel fogalmaz, és nem fukarkodik az
olyan filozofikus fejtegetésekkel, amelyek szdmos tuddst idegesitenek.
De a konyv mélyén matematikai aranyrogok rejlenek, amelyek kiba-
nydszas és megfelelS finomitds utan értékes kincset jelentenek egy sor
tudomany szamara, a technikatél a pszicholdgidig.

A viltozds tdja

C. H. Waddington biolégus téméja a morfogenezis volt: hogyan alaki-
tanak ki meghatarozott formékat novekedésiik soran az é16 szer vezetek.
Az embrid fejlédése folyamatos novekedési szakaszok sorozatanak tii-
nik, amelyet olyan véaratlan események szakitanak meg, mint egy vég-
tagkezdemény megjelenése vagy az idegsejtek elkiiloniilése az izomtol.
Waddington egy ,hidraulikus analégiaval” élt. Képzeljiink el egy dim-
bes-dombos tajat, amelyen folyamatosan viz folyik keresztiil. A viz,
a legalacsonyabb pontot keresve, tavacskakban gyiilik ossze. Az egyes
tavacskak fokozatosan telnek meg, amig a szint a peremet el nem éri,
és akkor a viz hirtelen tilcsordul és 1ij tavakat kezd képezni mashol. A
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t4j simasdga és az dllandé vizhozam ellenére a folyamatossig idénként
megszakad. Lehet, hogy az embrid is igy tszik it egy sokdimenzids
biokémiai ,tdjon”, ahol a tilcsorduldsok adnak jelt az alakvaltozasra.

Ahhoz, hogy ezt matematikailag meg tudjuk fogalmazni, képzeljik
a tdjat egy sima, id6ben lassan valtozé fiiggvény grafikonjaként, és
vizsgaljuk azt a kérdést, hogyan véltozhatnak a helyi minimumok (a
volgyek mélypontjai, ahol a viz Gsszegylilhet). Ha nagyon részletes
adatokra vagyunk kivincsiak, példaul a tavacskak kozotti tavolsagok-
ra, a tavacskak alakjara vagy a benniik levé vizmennyiségre, akkor
kérdésiinkre azt a valaszt kapjuk, hogy srengeteg kiilonféle valtozas
lehetséges”, amivel nem sokra megyiink. Ha azonban csak a kvalita-
tiv, topologikus vondsokra figyeliink, példaul, hogy egy tavacska til-
csorduldsakor a viz hany masik medencét kezd feltSlteni, akkor Thom
szerint csak nagyon kisszamu dolog torténhet.

Heten mint a gonoszok

Thom elképzeléseinek jellegét jél illusztralja az az éllitasa, hogy tetszo-
leges olyan rendszerben, amely minimalizélni prébal egy fuggvényt (a
hidraulikus modellben ez a magassig, de lehet éppiigy energia, bonyo-
lultsdg, koltség, valésziniiség vagy barmi mas), helyi szinten tipikusan
csak hét kiillonbozd alakzat léphet fel, ha a t4j véltozdsa négy vagy
kevesebb paramétertdl fiigg. A ,tipikusan” sz6 az osztalyozasnak egy
Mmatematikai vonasara utal: kizar bizonyos ,végteleniil ritka” kivéte-
leket. Lényegében ugyanolyan értelemben hasznaljuk, mint ahogy egy
ntipikus” pénzfeldobds eredménye fej vagy irds és nem ,az érem har-
madik oldala”; a céltabla egy ,tipikus” helye nem pont a kozepe; egy
»tipikus” amerikai dllampolgar nem az Egyesiilt Allamok elnoke. A
nemtipikus megtorténhet, de akkor ennek specidlis oka van. (Es ilyen-
kor esetleg egy médositott matematikai elrendezésre lehet sziikség.) A
tipikus katasztréfaformak az dthajlds, a csics, a fecskefarok, a pillan-
96, az elliptikus umbilikus, a hiperbolikus umbilikus és a parabolikus
umbilikus. Mindegyiknek megvan a maga kiilén gyonyorii geometri-
dja. A katasztréfaelmélet sokkal tobb, mint a hét elemi katasztréfa
Puszta osztalyozdsa, ezek azonban jol illusztraljak majd az elképzelé-
sek egységesitd erejét.

A legegyszeriibb elemi katasztréfa az athajlas. Itt a hirtelen valto-
zdst egyetlen vezérlé paraméter okozza, amikor az egy adott kiiszobér-
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téket tullép. Képzeljiink el egy nagy volgy oldaldban egy kis bemé-
lyedést, amelyben egy apré tavacska csillog. Fokozatosan simitsuk ki
ezt a bemélyedést. Egy adott pillanatban a viz tilcsordul és a lejtén
lefolyik a volgy aljara.

A csticskatasztrofahoz két vezérld paraméter sziikséges. Ennek szem-
1éltetéséhez képzeljiink el két kozeli tavacskat, amelyek a mélységiik
valtozasianak a hatasira Osszeolvadhatnak, illetve eltiinhetnek. Ha az
egyik zsugorodik, mikdzben a masik mélyiil, akkor a mélyebb végiil be-
kebelezi a sekélyebbet. Mivel barmelyikiiket kimélyithetjiik, igy bar-
melyikiik bekebelezheti a mdsikat. Masrészt, a bekebelezés utan csak
egyetlen tavacskank marad, és nem tudjuk megmondani, hogy ez ere-
detileg melyik volt. Még azt is megtehetjiik, hogy egyetlen medencébdl
kiindulva, abbdl levalasztunk egy kisebbet, majd ezt egyre mélyitjik,
mikozben a mélyet zsugoritjuk, mig végiil az j tavacska bekebelezi
az eredetit; ezutan pedig addig véltoztatjuk a helyzetét és az alakjat,
amig pontosan gy nem néz ki, mint az, amelyikbdl eredetileg kiindul-
tunk. Ilyen koriilmények kozott nyilvan alaposan meg kell fontolnunk
azt a kérdést, hogy , melyik tavacska melyik?” Tobbek kozott, ezt nem
lehet kizarélag azon az alapon eldonteni, hogy ,az egyikbdl a masikba
torténd atmenet hirtelen vagy siman kovetkezett-e be”.

A viz forrdsa cstics tipusi katasztrofa. Az egyik tavacska a ,folya-
dék”, a masik a ,gaz”. Ha a ,gdz” bekebelezi a ,folyadékot”, akkor a
viz hirtelen felforr. Ha a ,folyadék” kebelezi be a ,gazt”, akkor a goz
lecsapodik. Minden fizikuspalanta tudja azonban, hogy a nyomas és
a homérséklet Osszehangolt véltoztatasaval elérhetd, hogy a folyadék
folyamatosan, tényleges forrds nélkil alakuljon gdzza. Igy az egyik
medence tokéletesen folytonos médon is felveheti a masik identitasat.
Ehhez hasonléan, két allapot ,konfliktusat” kifejezd szamos mds mo-
dell is lényegében egy csiics tipusi katasztrofara vezethetd vissza.

Az elemi katasztréfak (kevésbé elemi testvéreikrsl nem is beszél-
ve) az egész tudoményt behalézzak. Az athajlas fellép példaul a szi-
varvany optikdjdban és a hangrobbandsoknal. A csics megtalalhatd
a felborulé hajok, a forrasban levd folyadékok, a mégnesesezddés, &
fokuszalas, a felgylirddés, a vegyi robbanasok, a folyadékaramlds, @
népességnovekedés és a pajzsmirigy-tilmiikodés modelljeiben. A fecs-
kefarok szabalyozza egy elliptikus gorgé mozgdsat egy ferde sikon. A
pillangé (érthetd médon) a repiilégép stabilitdsanal jelentkezik. A hi-
perbolikus umbilikus irja le egy merevitett lemez elhajldsat. Az ellip-
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tikus és parabolikus umbilikus a folyadékcseppek optikdjaban fordul
el8. Ezek az alkalmazdsok valamennyien standard, elfogadott tudoma-
nyos modelleket és egyenleteket haszndlnak, de mellettitk szamos olyan
spekulativabb jellegili elképzelés is kialakult, amelyeknél csak tovabbi
munkaval érhetd majd el, hogy 8ket megalapozottnak tekinthessiik.
Mindkét tipus érzékeltetésére bemutatok egy-egy példat. Thom mo-
tivaciéjanak szellemében az egyiket a bioldgidbdl, a masikat pedig az
optikdbdl valasztottam.

Naphal-betolakoddk

Az Ontario tartomanybeli Opinicon téban él egy aprécska naphal, a
Lepomis gibbosus, amely megdobogtatja az igazi feministak szivét. Itt
ugyanis a him épiti és tartja karban a fészket, & vigyaz az ikrakra,
és 8 gondoskodik az ivadékrol. Tipikus férfi médjara persze agressziv
kis dog, de ez anyai sztonébdl fakad. Képzeljik el halpapat védekezd
kedvében, amint egy kozelitd betolakodot figyel. Amig az tisztes tavol-
ban marad, addig nem bantja. Amikor azonban egy kritikus kiiszobnél
kézelebb merészkedik a fészekhez, a bész apa tamaddlag elkergeti. A
legveszélyesebb betolakod6 persze ki mds lenne, mint ugyanennek a
fajnak egy masik egyede.

A naphal viselkedésére Christopher Zeeman 4llitott fel katasztréfael-
méleti modellt az 1970-es évek elején. Ez egy csiics tipusi katasztrofa,
amelyben a két szembendllé allapotot a hal védekezd, illetve tamado
kedve jelenti. A modellbdl megjésolhatd, hogy nem is egy, hanem két
kiiszobtavolsagnak kell lennie. Ha egy betolakodd atlépi a belsd kor
hatarat, akkor az apa tdmadasba lendiil. A tdmadast azonban csak
akkor fiijja le, ha a betolakodét a kiilsé koron kiviilre izte. A két ha-
tar kozott egy ,itkozdzéna” teriil el. Az itkozdzondban tszkald hal
biztonsagban van; ha azonban atlépi a belsd kor keriiletét, akkor nem-
csak az iitkoz6zéndba, hanem azon tilra lizik vissza. Nagyon csinos
kis mechanizmus. P. W. Colgan, W. Nowell és N. W. Stokes biolégu-
sok vallalkoztak arra, hogy kisérletileg ellendrzik ezt az elméletet. Egy
fabol késziilt aprécska albetolakodo tarsasagaban gumicsizmdval begé-
zoltak az Opinicon t6 szélére. Azt taldltak, hogy fészekrakas idején az
atlagos belsd kiiszob 13 cm, a kiilsé pedig 18 cm. Ez jelentds kiilonb-
séget mutat. A parzasi idészakban a kiilonbség azonban eltiinik, és a
hal viselkedése is mind a védekezd, mind pedig a tdmado szélsGségek-
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t8l mentessé valik. Ennek fontossdga nyilvanvald, hiszen ilyenkor egy
kozeledd néstényt nem szabad elkergetni.

Végsd jutalmul igy egy olyan eredményt nyertiink, amellyel az erede-
ti elmélet nem szamolt elére, de amely, mint lattuk, beldle levezethetd.
A siiriin elhelyezett fészkek kozotti iitkozdzonak léte amolyan varosi
usz6palya-rendszert jeldl ki, amelyet élelemszerz8 portysin valamennyi
hal szabadon hasznalhat. Ha csak egyetlen kiiszob lenne, akkor a fész-
kek hézagmentesen zsiifolddnénak Gssze mint szappanbuborékok a le-
folyéban. Ilyen helyzetben barmely hal, amely megkisérli elhagyni a
fészkét, allandé tamadds kereszttiizébe keriil, és nem tud élelemrdl gon-
doskodni; a faj azonnal kihal. Ez egy olyan spekulativ feltételezést vet
fel, hogy a kétkiiszobos rendszer esetleg evoliicids kényszerek hatasira
jott létre.

Hunyorgé csillagok

Zeeman agresszivitasi modelljében nem az torténik, hogy a katasztréfat
matematikailag levezetjiik el8zetesen 1étezd elvekbdl, hanem ehelyett
a katasztréfit munkahipotézisnek tekintjiik és olyan kovetkeztetése-
ket vonunk le, amelyek azutan kisérletileg ellendrizhetdk. A kataszt-
réfaclmélet azonban felhaszndlhaté matematikai eszkozként is, hogy
adott feltételekbdl uj kovetkeztetéseket nyerjiink. Ilyen teriilet az op-
tika. Egy lencse- és tiikorrendszer a rajta athaladé fénysugarakat gyak-
ran szokatlanul fényes teriiletekre gyfijti 6ssze, amelyeket kausztikdnak
(gyijtdsvonalnak, gyijtésdvnak) neveznek, mert itt a fény mellett nagy
hé is koncentrdlddik. A katasztréfaelmélet azért jut szerephez, mert
egy Fermat-ra visszanyilé és Hamilton 4ltal szilird alapokra helye-
zett elv szerint a fénysugar mindig a legrovidebb idejii utat igyekszik
kivdlasztani. Ezt a fizikai rendszert egy olyan matematikai t4j irja
le, amelynek fiktiv terében a pontok a lehetséges utakat képviselik,
és amelynek ,magassagfiiggvénye” az utazasi ids. A volgyek mélyén
ekkor a , legkisebb magassagi pontok”, azaz a legrovidebb utak hizéd-
nak meg. Az elmélet eredményeképpen teljes listat kapunk arrdl, hogy
— megfelelden tipikus feltételek mellett — milyen alaki kausztikak
johetnek létre.

A szivarvany az athajldskatasztréfa egy példdja. Az esSeseppeken
athalado fény kiilonb6z6 szogekben fordul el, attdl fiiggden, hol és ho-
gyan érte a cseppet. Egy bizonyos szognél a kilépé sugarak eltéritett-
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sége egy matematikai dthajlasban ,visszafordul”, az athajlds mentén
fény halmozddik fel, és ez fényes vilagito kipot alkot az égen. Min-
den szin sajat kiippal rendelkezik, és ezeknek a kiipoknak a szeletei a
szemiinkben kor alaki szines koncentrikus gytiriikként jelennek meg.
Egy 1éghajérdl nézve a szivarvany teljesen korbeér: ilyen ,szerepelt”
A Hindenburg c. filmben. A mai repiilégépekrdl a til nagy magassig
miatt nem lathatunk szivarvanyt.

Optikai csicskatasztrofat észlelhetiink egy teli kavéscsészében, ami-
kor rasiit a Nap vagy oldalrdl éles fény éri. A kavé felilletén fényld
gorbe huzédik végig, amelynek kozepén egy csics, egy éles fénypont
taldlhaté. Ez az, ahol az oldalfalakrdl visszaver8dé fénysugarak ossze-
gytilnek.

Van (legaldbb egy) olyan fénytani hatds is, a hunyorgé csillag, amely
az osszes lehetséges katasztrofat magaban foglalja. Ezt a Fold légks-
rének véletlen ingadozdsai okozzak. A légkor egy szabalytalan, moz-
gasban levs lencseként miikodik. A csillagfényt véletlenszeriien hol
Osszegyfijti, hol szétszérja, amit a megfigyel6 a kausztika hullimzésa-
ként érzékel. Minden egyes katasztréfa a maga sajatos modjan gytjti
Ossze a fényt, és igy a kilonboz6 kausztikatipusok kiillonbozé fényes-
ségi fokozatokhoz vezetnek. A (nagy kodimenzids) ritka katasztrofak
egyuttal a legfényesebbek is, és a hunyorgas egyensiilyozza ki ezt a két
hatast.

Michael Berry fizikus a katasztréfaelmélet segitségével szamolta ki a
hunyorgas in. révidhullimi aszimptotikdjdt. Feltette, hogy az atmosz-
féra véletlen ingadozdsai a statisztikusok kedvenc torvényének, a nor-
mdlis eloszldsnak tesznek eleget. Mivel a kausztikaban a katasztrofak
kozott bonyolult kiizdelem folyik, ezért a megfigyelt csillagfény erdssé-
ge, amely maga is véletlenszertlien valtozik, mar korantsem viselkedik
ilyen szépen; a 1égkorétol eltérd eloszlast mutat, amely igen tavol esik
a normalistol. A fényesség emellett erdsen fligg a fény hullimhosszatdl
is. Az alapvetd kérdés az, hogy a hullamhossz csokkenésével hogyan
valtozik a hunyorgds eloszldsa. A legfontosabb statisztikus adatokat
momentumoknak nevezik. Az n-edik momentum a fényerdsség n-edik
hatvanyanak az atlagértéke. Ha az 6sszes momentumot ismerjik, ak-
kor elvileg mindent tudunk az eloszlasrdl, de a gyakorlatban mar az elsé
néhany momentum is nagy vonalakban megadja a legfontosabb infor-
macidckat. Az els6 momentum maga az atlag; a masodik megmondja,
mekkora az ingadozds az atlag koriil; a harmadik azt méri, mennyi-
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re féloldalas ennek a kiterjedése; és igy tovdbb.. Berry bebizonyitja,
hogy mindegyik momentum a hullimhossz egy rogzitett hatvanyaként
valtozik, amelyet kritikus kitevének nevez el, és a kiszdmitasukhoz a
katasztréfak (Arnold éltal dltaldnositott) osztalyozdsat hasznalja fel.
Ezek valamennyien racionalis szimok. Harom dimenziéban a 2-13.
momentumok listdja a kovetkezd:

0,1/3, 1, 5/3, 5/2, 7/2, 9/2, 11/2, 13/2, 38/5, 87/10, 157/16.

Noha a katasztréfaelmélet topologikus, tehat  kvalitativ”, ezek még-
is szdmszerd joslatok. Az els6 néhanyat kisérletileg ellenérizték, és
az eredmények j6 egyezést mutattak az elmélettel. A magasabb mo-
mentumok tesztelése nehezebb, mert a fényt érzékeld berendezésnek
nagyon gyorsan kell reagalnia a nagy valtozadsokra. Ez az alkalmazas
érdekes fényt vet arra a feltételezésre, hogy mivel a topolégia kvalita-
tiv, ezért nem hasznalhato kvantitativ joslasokra. Azt is mutatja, hogy
a katasztrofak osztalyozasi tétele nem puszta rendszertani érdekesség.

Varidcidk egy témadra

Bar az elemi katasztrofak osztalyozasa teljes, ez mégsem jelenti a torté-
net végét. Itt ugyanis egy nagyon fontos matematikai ,tdmaszpontrél”
van sz6, amely nem annyira mint végtermék, hanem inkabb mint esz-
koz érdekes: az elmélet olyan sémat kindl, amely a jovébeni munka
alapjaul szolgalhat. Megmutatja, hogyan kell elindulnunk. Sokféle al-
taldnos ,katasztrofat” vizsgalhatunk még, és az elmélet a puszta oszté-
lyozasnal mindenképpen tobbet nydjt. A kutatasok jelenleg a Martin
Golubitsky és David Schaeffer-féle 1978-as altalanositas koré csopor-
tosulnak. Ok ketten azt vették észre, hogy sok alkalmazasnal az egyik
paraméternek kitiintetett szerep jut, és fontos kérdés, hogyan befolya-
solja a dolgok alakuldsit ennek a paraméternek a véltozdsa. Példaul
egy kémiai reakcioban arra vagyunk kivdncsiak, hogyan fligg a reak-
cidsebesség a homérséklettdl, igy a kitiintetett paraméter a hdmérsék-
let; egy héz tervezésekor azt szeretnénk tudni, hogyan viselkedik egy
tartogerenda terhelés hatdsara, igy a kitiintetett paraméter a terhe-
lés. Matematikai szempontbél ennek az j elemnek a beépitése némi
technikai valtoztatast igényel, és a részletes eredmények természete-
sen masok lesznek, az dltaldnos matematikai séma azonban pontosan
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ugyanaz marad, és nem valtoznak a bizonyitasi médszerek sem. Ki-
csit olyan ez, mint az autévezetés; ha valaki Fordon tanult vezetni,
akkor egy Volkswagen sem fog neki igazan gondot okozni, noha a be-
rendezések j6 része mashova esik. Golubitsky és Schaeffer elmélete
rengeteg 1j alkalmazashoz vezetett a kémiai reakcidknal, a folyadék-
dramldsnal, a geofizikdban és a rugalmassagtanban. Folyamatosan
sziiletnek a tovabbi altaldnositdsok, és velik egyiitt az ujabb alkal-
mazasok is. Példaként emlithetjlik, hogy az alkalmazasokban gyakran
fontos szerep jut a szimmetridknak, de erre az eredeti elmélet nem
hasznalhatd, mert a szimmetria ,nemtipikus”, és igy a targyalasbdl ki
kellett zarnunk. A megoldast egy olyan altalanositas kidolgozasa je-
lenti, amelybe kifejezetten beépitjiikk a szimmetriat, és talan ez most
az egyik legizgalmasabb 1j irdnyzat. Maris sikerrel alkalmaztak a tég-
lalap alaki lemez deformaciéjanal. 1959-ben M. Stein a NASA-nall
kisérletileg azt vizsgalta, hogyan viselkedik egy téglalap alakd fém-
lemez Osszenyomas hatdsara. Az altala hasznalt lemezméretnél azt
tapasztalta, hogy kezdetben a fém 5-vonalas rajzolatban gylir6dott
fel, az er6é fokozasakor azonban hirtelen atvaltott egy 6-vonalas min-
tdba. Ezt a jelenséget hivjdk mddusugrdsnak. Golubitsky és Schaeffer
megmutattak, hogy ez a téglalap szimmetridjabol levezethetd, ha az
egyenletekben a ,peremfeltételeket” helyesen valasztjuk meg.

Az ingadoz6 Hopf

Egy mdsik irdanyzat az elmélet dinamizalasat tiizte ki célul, hogy az osz-
cilldcickkal és szilard egyensilyi helyzetekkel egyarant banni tudjon.
Ennek mintapéldaja a (felfedez6jérél, Eberhard Hopfrél elnevezett)
Hopf-eldgazds, amelyben egy egyensilyi dllapot elveszti stabilitasat,
és periodikus oszcillacibba megy at. Ralph Abraham ezt ,ingadozd
katasztréfanak” hivja. Kideril, hogy a Hopf-eldigazas matematika-
ja atfogalmazhaté a korszimmetridval kiegészitett katasztréfaelmélet
nyelvére. Ennek alapjan Golubitsky és William Langford kidolgoztak
az elfajulé Hopf-eldgazas 0j elméletét, amely Hopf eredeti elméleté-
nek az altaldnositdsa. Az alkalmazasok kozott szerepel Isabel Labou-
riau-nak az idegi impulzusok tovabbitdsardl sz6l6 munkéaja. Ezekkel
a moédszerekkel a szimmetrikus Hopf-eldgazast, és legijabban az elfa-

1 Az USA dirkutatési hivatala (FR)
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juld szimmetrikus Hopf-elagazast is kezelni lehet. Kezd kirajzolédni
egy szimmetriatorés-elmélet is, amelynél egy szimmetrikus rendszer
néhany szimmetridjat elveszti.?

A tort szimmetridk a tudomdny szdmos teriiletén jutnak fontos sze-
rephez. Ott van példaul G. I. Taylor 1923-as hires folyadékdinamikai
kisérlete. A berendezés két egymdsba helyezett korhengerbdl all, a ko-
zottiik levo teret folyadék tolti ki. Mi torténik, ha a hengereket forgatni
kezdjiik? Az ember azt gondolhatna, hogy a folyadék is egyenletesen
fog forogni, de ez csak alacsony sebességek mellett igaz. A sebesség
novekedésekor vizszintes rétegekben Taylor-féle 6rvénycelldk képzdd-
nek. A cellakbdl késébb egy hulldm alakul ki (az tn. Srvényhullam),
amely maga is merev forgast végez. A hulldim azutdn elkezd fiiggdle-
ges'irdnyban is mozogni (modulalt hullémérvények) mint ringlispilben
a lovak. Mas feltételek mellett spiralis 6rvények jonnek létre. Létez-
nek hullamsplrahsok csavart orvények, fonatos orvények és modulalt
hullémspiralisok. Ugy tiinik, hogy tgyszélvan valamennyl ilyen ha-
tast a tort szimmetridk segitségével lehet értelmezni; és magyarazatuk
inkdbb a berendezés korkoros szimmetridjdban rejlik, nem pedig a fo-
lyadékaramlds egyenleteiben. Nem lehet teljesen rossz egy matema-
tikai elmélet, ha 1ij megvildgitdsba tud helyezni egy olyan problémat,
amelyet tobb mint hatvan éven at tudésok szazai vizsgaltak.

A katasztrofaelmélet részben a matematikabdl, részben a fizikabol,
de leginkabb a biolégiabdl ered. Meglehetdsen halvany analégiak alap-
Jan alakult ki, és ezek tobbsége nem allja ki a szigorisag probajat. A
motivécié és az eredményesség azonban két kiilonbozé dolog. Az elmé-
let alapvetd és rendkiviil fontos matematikai gondolatokat vezetett be;
szamos spekulativ alkalmazasi lehetdséget mutatott a ,puha” tudoma-
nyok részére, amelyeknek még be kell férkSzniiik az ottani szakemberek
kegyeibe; egy sor varatlan altaldnositassal rukkolt eld, amelyek most
donté hatast gyakorolnak a {6 rivalisra, az elagazaselméletre; és sikeres
alkalmazdsok széles korét valdsitotta meg olyan teriileteken, amelyek-
re eredetileg senki sem gondolt. Kicsit olyan mint a halmazallapotok:
a fizikdban szilard, a biolégiaban némiképp cseppfolyds, a szociolégid-
ban pedig esetleg gazos. Hogy az &t létrehozok altal elképzelt irdnyban
fejlédik-e, az bizonytalan. Biztos azonban, hogy hatékony gondolatok

2 A szimmetriatSrésen kiviil ugyanerre a szimmetriasértés és a szimmetriasériilés
elnevezések is haszndlatosak. (FR)
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tarhazava valik. Szép példaja annak, hogy egy adott célra kitaldlt ma-
tematika hogyan tesz szert sok masféle alkalmazasra, és megmutatja,
mennyire kilonds, kozvetett, s6t néha egyenesen természetellenes lehet
a kilonbozd tudomanyagak egymadsra hatésa.
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A KAOSZ RENDJE

Eszmék s érzelmek kaosza, zilalt;
s mindegy: csalja vagy 4tlitja magat.
Folszdllni és bukni teremtetett;
szolgaljak és prédaljsk mindenek.
Igazsig Ore: téved sziintelen.

' Ordk dicsdség, tréfa, rejtelem.

Alexander F‘co;:oe1

,A méjus méz-bimbaira vad szél csap” — irta Shakespeare azon ti-
nédve, mondja-e, tarsad, masod a nyari nap.? Az idén egy-két napra
megkaptuk a vad szelet, de 1985 majusa leginkabb a hidegrdl marad
emlékezetes. Négy évvel ezeldtt a vén almafank kozel két mdzsat ter-
mett, amibdl 80 liter almabor, tobb tucat rétes és tobb kild almapiiré
késziilt, a hulladékbél pedig egy csomé komposztot csinaltunk. Harom
éve egy hiisvéti héviharban vagy a riigyek mentek tonkre, vagy a be-
porzé bogarak pusztultak el (esetleg mindkét dolog bekovetkezett), és
igy még nyomorisagos 10 kilé sem termett. Hogy az idén mi lesz, ar-
ra nem szivesen tippelnék; az angol id8jaras hiresen kiszamithatatlan.
De mit is értink ezen?

A newtoni hagyaték, az Oksag Kora gy tekintett a Vildgrendszerre,
vagyis mindenre, mint valami hatalmas és finom Sramiire, amelyben
ha elég j6l ismernénk a fogaskerekek illeszkedését, akkor elvileg meg
tudndnk mondani, hogy mi fog torténni mostantdl egészen az idSk
végezetéig. A gyakorlatban persze még csak azt sem tudnd senki meg-
jésolni, mi torténik minddssze harom testtel a tomegvonzas hatasara,
de a nagy filozéfiai allasfoglaldsok nem arrdl hiresek, hogy ilyen fold-
hozragadt tényeket figyelembe vegyenek. Ehhez a felfogdshoz az adta

1 Tellér Gyula forditasa (Krtekezés az emberrél)
2 Spabé Lérinc forditdsa (18. szonett)
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a matematikai alapot, hogy a vilagegyetemben barminek a mozgdsat
valamilyen differencialegyenlet irja le, és ha ismerjiik a  kezdeti feltéte-
leket”, akkor ezt kovetden minden mozgas mar egyértelmiien meg van
hatirozva. Akkor miért nem tudjuk megjésolni egy kockadobas ered-
ményét? Azért, mert nem tudunk eleget a kezdeti feltételekrél. Amig
a kockakat a dobdedényben zorgetjiik, fogalmunk sincs, mi torténik
velik. De abban a pillanatban, hogy az asztalra keriiltek, készithet-
nénk egy villimgyors sorozatfelvételt, kiszamithatnank a helyzeteket
és a sebességeket, az egészet felvihetnénk egy szuperszamitgépre, és
— ha a gépiink elég gyors, akkor — elGbb jelezné az eredményt, mint
maguk a kockak.

Determinizmus

Laplace vildgosan fogalmazta meg ezt az allaspontot.

Egy értelmes lény, aki egy adott iddpillanatban ismerné a természetet mozgats
Osszes erdket és az azt alkoté minden létezd egymashoz viszonyitott helyzetét, és
ha emellett még elég hatalmas lenne ahhoz, hogy ezeket az adatokat analizis ald
vesse, egyetlen formuldban foghatna &t az Univerzum legnagyobb tomegeinek és
legkSnnyebb atomjainak mozgdsat: semmi sem lenne bizonytalan szdméra; mind a

J6v8t, mind a miltat egyszerre ldtndk szemei.®

Ez a klasszikus determinista nézet. Elvileg, a viligegyetem egész tor-
ténete, milt és jovd egyértelmiien determindlva van, ha egyetlen id6-
pillanatban valamennyi részecskérdl pontosan tudjuk, hogy merrefelé
és milyen gyorsan halad. Ez egy kényes etikai és erkolcsi problémat
vet fel, a szabad akaratét. Ahogy Voltaire ramutatott, ,nagyon kiil6-
nos lenne, hogy az egész természet, az 6sszes bolygé 6rok torvényeknek
engedelmeskedjék, és ugyanakkor létezzék egy masfél méternél alig ma-
gasabb kis dllat, aki ezeket a torvényeket semmibe véve, kénye-kedve
szerint, kizar6lag a szeszélyeit kovetve cselekedhet.” Van-e olyan, hogy
szabad akarat? Gyakorlati szempontbdl, még ha nincs is, latszélag a
nemléte kényszerit minket arra, hogy gy cselekedjink, mintha mégis
létezne. Vagyis amikor a testem Osszes atomja a természet megma-
sithatatlan torvényeit kovetve arra kényszerit engem, hogy kiraboljak

3 A forditdst Simonyi Kéroly A fizika kultirtdrténete c. konyvébdl vettitk at.
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egy Oregasszonyt, akkor ugyanezek a megmasithatatlan torvények arra
kényszeritik a birét, hogy ezért engem 6t évre sittre vagjon.

Egy nemdeterminisztikus vagy sztochasztikus rendszer egészen mas-
képp viselkedik. Ugyanazok a kezdeti feltételek kiilonboz6 alkalmak-
kor masféle viselkedéshez vezethetnek. Képzeljiik példaul el, hogy egy
szabélytalanul fijdogalé szelldben egy inga leng. A mozgést leird
egyenletben kifejezetten a véletlentsl fiiggd tagok is lesznek; és még
ha mindent pontosan ugyanabba a kiinduldhelyzetbe allitunk is be, a
szél hatdsdra a viselkedés hamarosan megvaltozik. Vegyiik észre, hogy
ez a megkilonboztetés bizonyos értelemben a modellnek szél. Ha az
egészhez a szél viselkedését leird determinisztikus egyenleteket is hoz-
zavessziik, akkor az ezekre vonatkozé kezdeti feltételek is beleszélnak
a jatékba, vagyis az egész megint determinisztikussa valik. Valgjaban
nem lehet egy esemény véletlen voltat a kisérlet pontos megismétlé-
sével bebizonyitani, ugyanis az id6 vagy a hely kozben megvaltozott,
hiszen egyébként ugyanarrdl a kisérletrdl lenne szd. Ez ismételten
annak a fontossagdt hizza ald, hogy a determinaltsig és a véletlen-
szerliség kozotti kulonbséget egy egyestetett kornyezetben, egy adott
modellen belul kell vizsgalni.

Az, hogy a gyakorlat milyen mértékben képtelen eleget tenni a deter-
minisztikus idedlnak, attdl fiigg, mennyire pontosan tudjuk a kezdeti
feltételeket megfigyelni (és persze attdl is, hogy a helyes differenci-
dlegyenleteket hasznaljuk-e). Vagyis a matematikailag megalapozott
id6jaras-el6rejelzéshez két dolog sziikséges:

(1) A Fold légkorének mozgasat a lehetd legpontosabban leiré diffe-
rencialegyenlet-rendszer.

(2) A lehetd legpontosabb megfigyelések, foldi dllomasok, hajok, re-
pilégépek, meteoroldgial léggombok és mitholdak segitségével.

Ezutan az egész mdr csak szamolds kérdése, ugye? Az el6z8ek utan
taldn nem lesz meglepd, hogy a dolog nem ilyen egyszerd. Eldszor is,
ha til pontos differencialegyenleteket irunk fel, akkor végiil hanghul-
lamokat, nem pedig id6jarast fogunk modellezni; ezek rdaddsul a nu-
merikus médszerekkel rezonéalva egyszer csak felrobbannak és minden
érdekeset elmosnak. A megoldds az, hogy szandékosan durvitanunk
kell az egyenletek pontossagan! Van azonban egy ennél komolyabb
probléma is. Poincarénak a kvalitativ dinamikdban adott dtmutatéd-
sa alapjan a topolégusok azt a kérdést vetették fel, vajon egy tipi-
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kus differencialegyenletnek megjésolhaté-e a viselkedése. Legnagyobb
meglepetésiikre Smale felfedezte, hogy erre a kérdésre nemleges a va-
lasz. A determinizmus nem azonos a prognosztizalhatdsdggal. Sét,
egy tokéletesen determinisztikus differencialegyenletnek lehetnek olyan
megolddsai, amelyek minden szandékunk és célkitiizésiink ellenére ve-
letlenszertinek tiinnek.

Nem vagyok benne biztos, hogy ez megoldja a szabad akarat prob-
lémdjat, mindenesetre 4j megvilagitasba helyezi azt. Douglas Adams
Autdstoppal a Tejiton c. ,litikdnyvében” olyan hiperintelligens komp-
lex lényekrél ir, akik egy Mély Gondolat nevi szup erszamitégépet épi-
tenek. Amikor az ,Elet, Vildgegyetem és Minden” kérdésre kérnek téle
valaszt, akkor kozli, hogy ennek semmi akadalya sincs, csak a program
futdsahoz némi idére, mintegy hét és f&l millié évre van szlikség. A
hatarid8 lejartaval ki is irja a vélaszt: ,negyvenketté”. Ezutan mar
csak egy probléma maradt, kideriteni, hogy mi volt a kérdés. A lap-
lace-i hipotézisben szerepld értelmes lény nagyjabdl hasonlé gyakorlati
értékkel bir a szimomra, és a valaszai is valSsziniileg ugyanennyire
lennének érthetdk.

Klasszikus vonzdéddsok

Magitdl értet6ds, hogy a topolégusok, az analistikkal ellentétben,
egy differencilegyenletet sokkal inkdbb geometriai oldalrdl kézelitenek
Ieg. U'gy gondolnak ra, mint egy folyamatra. A rendszer allapotat
a sokdimenzids fazistér egy pontja irja le, és az idSvel egyltt a pont
helyzete is valtozik. A mozgé pont altal a fazistérben bejart itvonal
Jelzi a rendszer allapotanak fejlédését valamilyen kiinduldsi feltételtol
kezdve. Az ilyen wtvonalak Osszessége — a fdziskép — arrdl ad kva-
litativ leirast, mi torténik az osszes lehetséges kezdeti feltétel mellett.
A kérdés tehat az, hogy melyek a faziskép tipikus fajtai.

Legegyszerilibbek azok a rendszerek, amelyek végiil tartos egyensiilyi
dllapotba keriilnek. Itt valamennyi it egyetlen pontba vezet; vagyis
a torténet vége mindig ugyanaz a tovdbb mar nem valtozs allapot,.
A topolégusok az ilyen pontot attraktornak (vonzdépontnak, nyelonek)
nevezik. Altaldnosabban attraktornak a fazistér egy olyan tartoma-
Nyt hivjuk, amely magahoz vonzza a kornyezet valamennyi pontjat.
Az attraktorok irjak le a rendszer hosszitavi fejlodését., :

A kovetkezd legegyszeriibb attraktor a hatdrciklus, amikor az \itvo-
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nalak egy zart hurokhoz tartanak. Ez a rendszer periodikus oszcil-
laciéjanak felel meg; azért periodikus, mert az allapotot jelz6 pont a
hurkon ijra és tjra korbefutva mindig pontosan ugyanazt az esemény-
sort jeloli ki.

Létezik végiil kvdziperiodikus mozgas, amely egy sor kiilonboz6 pe-
riédushosszti periodikus mozgasbél van osszerakva. A Fold kering a
Nap koriil, a Hold a Fold koriil, egy firhajé a Hold koriil, és odabent
az tirhajés gombostiikkel zsonglérkédik, mert az tirhajéban annyi hely
sincs, hogy egy gombostiit le lehessen ejteni. A gombostii mozgasa
négy kiilonbozd periodikus mozgasbdl tevidik Ossze, amelyeknek kil-
16nboz6 a peribdushosszuk. Az évmillick sordn nagyon kozel jutunk
ahhoz, hogy a tii korabbi mozgasa megismétlédjon, de pontos ismét-
16dés sohasem kovetkezik be (hacsak a négy periédushossz nem lesz
valamely rogzitett idSintervallumnak pontosan egész szami tobbszo-
rose). Ha a négy periodikus mozgasnak megfeleld négy kiilonallé kort
topologikusan osszeillesztjiik, akkor attraktorként egy 4-dimenzids to-
ruszt kapunk.

Ez az a hirom szokasos viselkedésméd, amelyet a differencidlegyen-
letek klasszikus elméletében ismertek fel, noha akkori megfogalmaza-
suk nem a fazistér topologikus attraktorainak a segitségével tortént.
Mindharman determinisztikusak abban az értelemben, hogy a megfe-
lel8 egyenleteknek egyértelmii kezdeti feltételek mellett egyértelmi a
megoldasuk; és abban az értelemben meg is jésolhatdk, hogy ha a kez-
deti feltételeket elég pontosan ismerjiik, akkor a rendszer viselkedése
mindig kozel olyan marad, mint amilyen a kezdeti feltételek tokéletes
pontossaga esetén lett volna. A gyakorlatban soha, semmit nem lehet
pontosan megmérni; a mérés precizitasanak valami sziikségképpen ha-
tart szab. igy a gyakorlati elérejelzéseknek kicsit pontatlan adatokra
kell felkésziilniiik; és azt reméljiik, hogy ekkor az el6rejelzések is csak
kicsit lesznek pontatlanok. A klasszikus attraktoroknél ez igy is van.

Kulonos vonzéddsok

A topolégusok igy azt a kérdést kezdték boncolgatni, vajon egy tipi-
kus attraktor sziikségképpen klasszikus-e. A tipikus esetekre torténd
megszoritast ugyanolyan okbdl vezetjiik be, mint a katasztrofaelmé-
letben (amely egyébként a topologikus dinamikabdl vette az otletet):
sok millié olyan végteleniil ritka véletlen létezik, amelyek kibogozha-
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tatlanul bonyolultta teszik a helyzetet, ha Gket is jellemezni akarjuk,
viszont a gyakorlatban csak akkor fordulnak elS, ha valamilyen specia-
lis megszoritas ezt kikényszeriti. Ez utébbi esetben pedig érdemesebb
egy specialisan ehhez a megszoritashoz szabott elmélettel dolgozni.

A dinamikai rendszereknek két f6 fajtaja van, a diszkrét és a folyto-
nos. A kettd kozott az a killonbség, hogy az elsében az id6 a 0, 1, 2, 3,

. elkiiloniild lépésekben (,sipjelekre, gongiitésekre”) folyik, a maso-
dikban pedig folytonosan. A diszkrét eset matematikailag konnyebben
kezelhetd, foleg ha kiilonleges példékat akarunk konstrualni és elemez-
ni. Es barmely diszkrét rendszert atalakithatunk folytonossd, ha a
szomszédos idépillanatok kozotti viselkedést ,interpolaciéval” hataroz-
zuk meg. Mindossze annyi torténik, hogy a fazistér dimenziéjat eggyel
meg kell novelni, hogy az interpolacié valahol elférjen. Ezt az eljarast
felfiiggesztésnek hivjdk. Megforditva, egy folytonos rendszer viselkedé-
sét gyakran gy érthetjiik meg, ha megfigyeljik, hogyan haladnak 4t
a reprezentans pontok valamilyen alacsonyabb dimenzids keresztmet-
szeten. Ez egy diszkrét rendszert alkot, mert a kivdlasztott szelethez
torténd visszatérések kozott egy meghatarozott idS telik el. Mindeb-
bdl az kovetkezik, hogy elméleti szempontbdl a 2-dimenzids diszkrét
rendszerek koriilbeliil ugyanolyanok, mint a 3-dimenzids folytonosak,
a 3-dimenzids diszkrétek olyanok, mint a 4-dimenzids folytonosak, és
igy tovabb. Megadok most egy olyan 3-dimenzids diszkrét rendszert,
amelyben egy tipikus, de nem klasszikus attraktor talalhaté. Ebbél fel-
fliggesztéssel egy ugyanilyen tulajdonsagi 4-dimenzids folytonos rend-
szerhez juthatunk. A fazistér egy tomor térusz. A pontjai az egymast
kovetd idépillanatokban a kovetkez6képpen mozognak. Nyijtsuk meg
a toéruszt, hogy a hossza a tizszeresére néjon, a vastagsaga pedig a
tizedére csokkenjen, és csavarjuk korbe tizszer onmagdn belil egy tiz-
szeres hurokban. (Valdjaban a tiz helyett kettd is elég lenne, de ez
késébb megnehezitené a dolgunkat.) A kovetkezd idSpillanatban az
egész tovabb nyulik és vékonyodik, és szazszorosan tekeredik korbe; az-
utan ezerszeresen, tizezerszeresen stb. Barmely kiinduldsi pont ennek
a toruszsorozatnak az egymas utani tagjait jarja be, igy az attraktor
azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek az Gsszes ,becsavarodott”
téruszban benne vannak. Elég vilagos, hogy ez a halmaz nem a klasszi-
kus pont, kor vagy térusz. A topologusok kilonos attraktornak hivjak.
Azért kiilonos, mert a klasszikus attraktorokkal ellentétben ,minden
léptékben van szerkezete”. Ha a kor egy kis darabjat kinagyitjuk,
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akkor elég laposnak latszik, és hasonlé a helyzet a térusznal is. Ha
azonban a kiilonos attraktorunkat nagyitjuk ki, akkor a részletek is
megorzik az egymasba rakott téruszokbdl képezett szerkezetet. Ha
egy halmaznak minden léptékben van szerkezete, akkor fraktdinak ne-
vezziik. Vagyis az ujsiitetl killonos attraktorok és szokéasos klasszikus
tarsaik kozott a kiillonbség geometriai jellegii: a régiek sokasigok, az
ujak pedig fraktalok. Egyre inkabb terjed a fraktdlaiiraktor elnevezés
is. A fraktalokrdl részletesen sz6 lesz a kovetkezd fejezetben.

Ronda Szamsor a pontjat ugratja

Hogy lassuk, miért nem prognosztizdlhaté a mozgds, induljunk ki egy
tetszoleges pontbol, és kovessitk nyomon az wtjat. Tomor téruszt ugy
kapunk, ha egy korongot egy kor (a térusz ,magja”) mentén végig-
tolunk. A tomor térusz pontjait hdrom koordindta segitségével jelle-
mezhetjiik; ketté az eredeti korong megfelelé pontjit hatdrozza meg,
a harmadik pedig az a szog, amennyivel a korongot elmozgattuk. Az
egyszeriiség kedvéért foglalkozzunk csak ezzel a 0 sz6ggel. Mivel a to-
ruszt hosszaban mindig a tizszeresére nydjtjuk és tizszeresen csavarjuk
korbe, egy-egy lépés utdn # mindig 106-ba megy at.

A 0 mérésének egy kényelmes médja, ha a teljes 360 fokos kort
egységnyinek vessziik. Egy pont hozzavetSleges helyzetét gy tudjuk
behatarolni, ha a kort tiz szektorra osztjuk, amelyeket a 0, 1, ... , 9
sorszamokkal latunk el. Induljunk ki egy tetszdleges pontbdl, legyen a
szoge mondjuk 0,37528. Az elsd korbekigydzas alkalmdval ez a tizsze-
resére n6, vagyis 3,7528 lesz beldle; de itt az 1 a teljes 360 fokos szog,
ami ugyanaz, mint a 0. Vagyis le kell vagnunk a tizedesvesszd el6tti
részt, és igy 0,7528-at kapunk. Hasonlé okoskoddssal ezutéan rendre
a 0,528, 0,28, 0,8 értékek adodnak, majd a pontunk véglegesen be-
telepszik a 0-ba. Ez ugyancsak meghckkents. A pont teljes jovojét
meg tudjuk josolni a neki megfelels szog tizedesjegyeinek az alapjan;
az n-edik lépésben az n-edik tizedesjegy altal kijelolt szektorban fog
elhelyezkedni.

Az imént valasztott pontunk végiil eléri a 0-t és megéll, de ez csak
azért van igy, mert a tizedestort-alakja véges. A végtelenig kiterjesztve
tulajdonképpen 0,375280000000... Ha helyette (mondjuk) a

0,37528000. .. 00063291
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szoget nézziik, ahol kozépen Osszesen huszonkilenc milliard nulla sze-
repel, akkor ennek a pontnak mar egészen masképp alakul a sorsa.
Ez is végigjarja a 3-as, T-es, 5-0s, 2-es, 8-as szektorokat és utdna beiil
a 0 szektorba. Azonban a 0,37528-del ellentétben nem 6rokre marad
itt, hanem csak a kovetkezd huszonkilenc milliard lépés idejére. A
huszonkilenc milliard egyedik iddpillanatban atugrik a 6-os szektorba,
majd a 3-asba, 2-esbe, 9-esbe és l-esbe. Es ha tovabb folytatjuk a
szamjegyek sorozatat, akkor a pontot gy ugraltathatjuk, ahogy csak
nekiink tetszik. A kiinduldsul valasztott két pontunknak az els6 hu-
szonkilenc milliard és ot tizedesjegye egybeesik (ez messze meghalad
barmilyen mérési pontossagot); a végsd palydjuk azonban teljesen fig-
getlen egymdstdl. Ezt a hatast nevezik a ,kezdeti feltételek iranti érzé-
kenységnek”. Barmely intervallumban, legyen az akarmilyen kicsiny,
taldlunk olyan valds szamokat, amelyek tizedesjegyeinek sorozata egy
adott ponttdl kezdve tetszdlegesen eléirt mintat kovet. Ez a minta le-
het akdr teljesen véletlenszerii szamjegysorozat is. S6t, a legtobb szam-
Jegysorozat véletlenszerii, ldsd a 19. fejezetet. Vagyis barmely kezdeti
feltételhez tetszSlegesen kozel el6fordulnak olyan kezdeti feltételek is,
amelyek teljesen véletlenszerli mozgashoz vezetnek.

Fraktdl és id&jaras

Ha a kiilonos attraktorok ennyire tipikusak, akkor hogyhogy senki sem
szurta ki 6ket kordbban? Ennek két oka van. Az egyik az analitikus
vagy zart alakban felirhaté megoldasok szeretetének klasszikus rogesz-
méje; ezek til decensen viselkednek ahhoz, hogy kiilonos attraktorok-
hoz vezessenek. A szamitgéppel torténd numerikus megoldds, amely
csak a kozelmult 6ta jelent jarhaté utat, ugyanolyan kénnyedséggel
ontja a kiilonds attraktorokat, mint a klasszikusokat. Es az ilyen nu-
merikus vizsgalédasok soran az emberek valdban megfigyeltek kiilonos
attraktorokat. Kevés kivételtdl eltekintve azonban azt hitték, hogy
valami baj van az elmélettel, a szamoldssal vagy a kisérlettel, és igy
elvetették az eredményeket. Publikdldsra még csak nem is gondoltak.
Mivel egy determinisztikus rendszerben nem szamitottak véletlenszerii
viselkedésre, ezért hiaba lattak, nem hittek a szemiiknek. Csak miutdn
a topolégusok bebizonyitottak, hogy mégis erre kell szamitani, akkor
kezdtek cikkeket irni arrél, hogy 6k ezt mar régebben megtaldltak.

Ez aldl bator kivételt jelentett E. N. Lorenz meteorolégus egy 1963-



200 A kdosz rendje

6. 4bra. A Lorenz-attraktor, amely egy idSjardsmodellbdl levezetett determiniszti-

kus egyenletnél ,véletlenszeri” dinamikat produk4l. (John Guckenheimer és Philip

Holmes Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector
Fields c. konyvébdl, Springer, New York, 1983.)

as dolgozata. Szakmadajahoz illéen Lorenz ... az idéjarast modellezte.
Egyenletei azonban csak nagyon durva kozelitéssel emlékezetnek bar-
mire is, ami a valdsagos id6jarasban végbemegy. Lorenz rendszere egy
oszcillator: ide-oda leng akar egy inga. Az ingdval ellentétben azonban
nem szabalyosan oszcillal, s6t a mozgdsa meglehetdsen véletlenszeri-
nek tiinik. A Lorenz-rendszerben taldlhatd egy kiillonds attraktor.

A Lorenz altal publikdlt eredmények nem bizonyultak kiilonosen att-
raktivnak. Igy amikor a topolégusok kidolgoztdk az elméletet, nem
tudtak Lorenz munkdjardl, és a maguk sajatos médjan djra felfedez-
ték a kiillonos attraktorokat. Csak késdbb keriilt minden rendesen a
helyére. Es mivel a topolégusok az altaldnos elmélet kidolgozdsakor
nem ismerték a Lorenz-attraktort, kideriilt, hogy ez annyira bonyo-
lult, hogy nem is tudjak kényelmesen kezelni. S&t, mind a mai napig
nem sikeriilt szabatosan bebizonyitani, hogy ez valdban egy kiilonos
attraktor, noha a szakembereknek van némi elképzelésiik, hogyan kel-
lene elindulni.
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Az alkalmazott matematika egyik legklasszikusabb teriilete a folyadé-
kok dinamikaja. Ebben tobbféle differencidlegyenlet szerepel, amelye-
ket kiilonféle célokra hasznalnak, és koziilik a Navier-Stokes-egyen-
letek a legiltalinosabbak. Ezek kitiiné egyezést mutatnak a kisérle-
ti eredményekkel, és egyforman jol alkalmazhatdk, akar csatorndkon
vagy csoveken aramld, akar akadalyokat keriild, akar toltésen atbuko
folyadékrdl van sz6. A hulldmok mozgasat irjak le; és a legtijabb szami-
tégépes vizsgalatok szerint még azt is jol jellemzik, ahogyan a hullimok
megtornek. A sikerek ellenére létezik egy olyan tipusi folyadékaram-
lis, amely el6tt a hidrodinamika tobb mint egy évszazadig értetleniil
allt: ez a turbulencia. Az elméletek j6l mikodnek a sima aramlaskor,
példaul ha egy csapot évatosan nyitunk ki; azonban nem sokat tudnak
kezdeni azzal a habzé folyammal, amely a teljesen kitekert csapbdl
omlik. Egy folyadék durvan akkor valik turbulenssé, ha til nagy a
sebessége. A turbulencia egyszerre szabdlyos és szabélytalan. A labo-
ratériumi kisérletek soran majdnem mindig nagyjabol ugyanakkor és
ugyanolyan médon jelentkezik. Felléphet véaratlanul, kialakulhat foko-
zatosan, kiilonféle alakot olthet, de megismételhet. Masrészt maga a
tényleges mozgds kaotikus, véletlenszerii és kiszamithatatlan. Statisz-
tikus vondsaiban szabélyos tendencidk ismerhetok fel, és a mérnokok
gyakran tigy modellezik a turbulenciat, hogy az egyenletekben a vé-
letlentdl fiiggd tagokat szerepeltetnek. Noha a turbulenciat igen sokat
vizsgaltdk, alapvetd matematikai természetét maig is homaly fedi.

Az 1934-bdl szarmazé Leray-féle turbulenciaelmélet azt allitja, hogy
a turbulencia megjelenésekor a Navier-Stokes-egyenletek nem tudjak
mar kelléen jellemezni a folyadékot. Mas széval, a turbulencia alap-
vetden mas jelenség, mint a sima aramlas. Az 1948-as Hopf-Landau-
elmélet ezt tagadja, és szerinte a turbulencia olyan kvaziperiodikus
aramlds, amelyben végtelen sok kiilonboz6 periddusi mozgas kombi-
nalédik, és ez kelti a véletlenszeriiség latszatat. 1972-ben David Ruelle
és Floris Takens azon az alapon biraltak a Hopf-Landau-elméletet,
hogy az topolégiailag valésziniitlen. A folyadéknak ugyanis valtozasok
egy olyan sorozatdn kellene dtesnie, amely topologikus szempontbdl
szinte kizdrt. A Hopf-Landau-mechanizmus miik6déséhez ugyanis vé-
letlen egybeesések végtelen sorozatira lenne sziikség. Ruelle és Takens
ehelyett gy vélte, hogy a turbulencia nem mads, mint a folyadék di-
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namikajaban jelentkez6 kiilonos attraktor. Ez az elképzelés okkal tii-
nik hihetének: a véletlen viselkedés és a kezdeti feltételek iranti-érzé-
kenység egyarant jellemzd a turbulencidra és a kiilonos attraktorokra.
Mitchell Feigenbaum fizikus hasonld otlettel allt el egy eltérd topold-
giai kornyezetbe agyazva. A javaslat nagyon ellentmondasos volt, és a
klasszikus hidrodinamika szamos miivel6jének nem tetszett.

Hogyan tudhatjuk meg, hogy mit csinal a folyadék? A klasszikus
modszer szerint egy folyadéksugarat megfestiink vagy kiilonbozd pon-
tokon szondakat vagy ,forré drétokat” helyeziink el. A lézer kifejlesz-
tése lehet6vé tette, hogy sokkal gyorsabban és a folyadékot kevésbé
megzavarva sokkal jobb eredményeket nyerjiink. A folyadékban apro
részecskéket lebegtetiink, amelyeken lézersugarat szératunk. A sebes-
ségiiket a Doppler-effektus segitségével hatdrozhatjuk meg; a visszavert
fény hullimhossza eltolédik. A Harry Swinney és munkatirsai altal
végzett kisérletek a lézeres Doppler-effektuson alapulé sebességmérés
felhasznaldsaval nagyban megerdsitették, hogy legalabbis specialis la-
boratériumi koriilmények kozott, a turbulencia megjelenése egybevag
a kulonos attraktorok elméletével. A teljesen kifejlodott turbulencia
taldn mar egy masik torténet.

Szines forgatag

Otven évvel ezeldtt a determinizmus és a véletlenszeriiség kozotti kii-
16nbség nyilvanvalénak latszott. A véletlen tagok nélkiili egyenletek
determinisztikusak voltak, és ez megjosolhatésagot jelentett. Amibdl
az kovetkezett, hogy ha egy megfigyelt jelenség viselkedése véletlen-
szerlinek tiint, akkor ehhez véletlen modellt kellett valasztani. Ez a
fekete-fehér kép azonban a sziirke kiilonbozé arnyalataibdl 416 teljes
spektrumnak adta at a helyét. Egy rendszer lehet determinisztikus, de
megjosolhatatlan, lehet véletlen tagok nélkiili, mégis véletlenszeriien
viselked6. Lehet, hogy sok szabalytalan jelenséget egyszerii determi-
nisztikus egyenletekkel tudunk modellezni. Ugyanakkor nem biztos,
hogy az egyszerii egyenletek egyszer(i viselkedést garantilnak. A tur-
bulencidn kiviil tovabbi ilyen példdk a Fold magneses tere, a benne
felléps véletlen atforduldsokkal; az elektronikus oszcillatorok; a rovar-
populécick novekedése; és a folyékony hélium tulajdonsagai.

Egy tipikus dinamikai rendszer altaldban se nem teljesen véletlen,
se nem teljesen megjésolhaté. A fazistérben mindketten megtaldljak
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a nekik megfeleld tartomanyokat, amelyek egymassal gyakran osszefo-
nédva kavargd, szines forgatagot alkotnak. Ma mar tehat értjik, hogy
ez igy van, de csak taldlgatni tudjuk, hogy ez a megfigyelésiink hova
vezethet. Feltétleniil sziikség lesz uj tipusi kisérleti médszerekre; egy
ilyet targyalunk a kovetkezd fejezetben. Es lehet, hogy véltoztatnunk
kell majd azon az altaldnos nézeten, hogy egy elmélet elfogaddsanak a
kritériuma a kisérleti ,megjésolhatésag” legyen.
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A KET ES FELEDIK DIMENZIO

A felh8k nem gombok, a hegyek nem kipok, a tengerpart vonala nem koriv,
a fa kérge nem sima, és a villdm sem egyenes vonalban halad.

Benoit Mandelbrot

Miiyen hosszt a brit tengerpart? Attdl fligg, mennyire pontosan mér-
jiik meg. Vannak benne nagy kacskaringdk (a Wash-6bol vagy a Bris-
toli-csatorna), kozepes méretii kacskaringék (a Flamborough-fok vagy
Orfordness), kis kacskaringék (a doveri szikldk kozotti parti hézagok),
pottomnyi kacskaringdk (egyetlen szikla irregularitasai), ... Minél ko-
zelebbrdl nézziik, annal tobb kacskaringdt taldlunk. Vagyis minél gon-
dosabban mérjitk meg a partvonalat, annal hosszabbnak tiinik. Mek-
kora az emberi tiidé felillete? Ugyanez a probléma lép fel, mert itt
bonyolult hajtogatasok és eldgazasok talalhatdk, hogy a sziik mellkasi
térben nagy oxigénfelvevo kapacitast lehessen elérni.

Az elméleti természettudomany hagyomanyos modelljei az olyan ob-
jektumok, mint a gorbék és a felilletek. A kalkulus alkalmazhatdsd-
ga érdekében altalaban simasdgot feltételeziink réluk, ami azt jelenti,
hogy elég nagy léptékkel mérve laposnak tiinnek. A Fold példaul dur-
va kozelitéssel gomb alaki; mi foldlakék viszont laposnak érzékeljiik,
mert nem latszik belSle elég ahhoz, hogy a nagyon enyhe gorbiiletet
észrevegyiik. A brit tengerpart és a tiidSfeliilet azonban még egy ers
mikroszkép alatt sem mutatkozik laposnak. Gylirottek maradnak. A
természet bévelkedik az ilyen objektumokban, amelyek sok nagyitd-
si skalan is részletesen struktiraltak, azonban a természettudésok €s
a matematikusok csak nemrég vették észre, hogy ezzel a témakorrel
érdemes onmagaért foglalkozni. Ennek eredménye egy djfajta geomet-
riai alakzat, a fraktdl lett. A latin ,torni” igébdl szarmazé elnevezést
Benoit Mandelbrot, a New York allambeli Watson IBM-kozpont kuta-
téja vezette be. Elsésorban Mandelbrot érdeme, hogy sikeriilt a frak-
talt mint olyan ijfajta matematikai objektumot meghonositani, amely
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kivdléan alkalmas azoknak a természeti jelenségeknek a modellezésére,
amelyek tobb skalan vizsgilva is szabdlytalansigot mutatnak.

Azt szoktuk mondani, hogy hdromdimenzids térben éliink (hosszi-
sig, szélesség, magassig). A sik dimenzidja kettd, az egyenesé egy,
a ponté nulla. A matematikusok tetszéleges egész szamhoz csinaltak
olyan teret, amelynek éppen annyi a dimenziéja. Kideriil, hogy a frak-
talokhoz értelmes médon hozzarendelhetd dimenzidk tortek® lesznek,
példaul 1,4427. Ez a kiilonds tulajdonsdg egészen alapvetd, és azt tiik-
r6zi, hogyan viselkedik a fraktal a lépték megvdltozasakor. Az ilyen
alakzatoknak a puszta léte hatalmas mennyiségii 4] fizikai és matema-
tikai kérdést vet fel azaltal, hogy eltereli figyelmiinket a simasdg irdnti
klasszikus ragaszkodastdl. Mi torténik, ha a fénysugarak olyan kozegen
hatolnak at, amelynek fraktalisan valtozik a torésmutatéja? Es ha egy
fraktaltiikorrdl verédnek vissza? (Vagy a gyakorlatiasabb(?) gondol-
kozdstiak kedvéért: hogyan befolyasoljak a turbulens légkori viszonyok
Ronald Reagan csillaghdborus lézersugarainak azt a képességét, hogy
nuklearis rakétakat meg tudjanak semmisiteni?) Mi torténik egy ra-
darsugarral, ha szabalytalan tajrél verédik vissza? Milyen hangot ad
egy fraktal peremii dob? Amikor mar a fraktdlokra jellemzd megkiilon-
boztetd jegyeket fel tudjuk ismerni, akkor szerte a vildgban milliényi
fraktalt fedezhetiink fel. Mélyebben rejtezd természetiikrdl azonban
vajmi keveset tudunk.

Szornytiségek panoptikuma

A szazadforduld tajékan sorra jelentek meg a kiilonboz6 matematiku-
sok altal konstrualt jszerii geometriai alakzatok. Ezeket a rendkiviil
,szabalytalan” gorbéket és feliileteket akkoriban olyan spatologikus”
objektumoknak tekintették, amelyekkel a klasszikus analizis korldtait
lehetett demonstralni. Olyan ellenpélddkrél volt sz6, amelyek emlé-
kezetiinkbe vésték, hogy a matematika rondasagalkoto képessége ha-
tartalan. Gorbék, amelyek egy teljes négyzetet kitoltenek; amelyek
6nmagukat minden pontban atmetszik; amelyek véges teriiletet fog-
nak kozre, de végtelen hosszliak; vagy amelyeknek egyaltalin nincs
hosszuk. Példaul a tizennyolcadik szdzadban és a tizenkilencedik sza-

1 Ezek a dimenzidk tetszdleges nemnegativ valds szamok lehetnek, tehdt nem
feltétlentil racionalisak. (FR-LM)
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zad elején tigy gondoltdk, hogy egy folytonos fiiggvényhez ,majdnem
minden” pontban hiizhaté egy jél meghatdrozott érintd (vagyis a figg-
vény a kalkulus szerinti értelemben majdnem mindenhol differencial-
hatd). A Berlini Akadémian 1872-ben tartott eldaddsaban Weierstrass
ezt megcafolta, és olyan fiiggvényeket konstrualt, amelyek mindeniitt
folytonosak, de sehol sem differencialhatk. A Weierstrass-fiiggvény
grafjaban nincsenek szakaddsok, de annyira szabalytalan, hogy egyet-
len pontban sincs érintéje. Megadhatdk tovabbi olyan fiiggvények is,
amelyek folytonosak, de sehol sem differencialhatdk, egyikiiket stilsze-
riien sundiszndfiggvénynek szoktak nevezni, mert a grafja csupa tiiske.

Egy klasszikus patologikus példa a Cantor-halmaz, amelyet tigy nye-
runk, hogy egy intervallum legnagyobb részét eldobjuk. Toroljiik a
k6zépsd harmadot, igy marad két kisebb intervallumunk; most ezek-
nek toroljiik a kdzépsé harmadat, és ezt ismételjiik a végtelenségig. A
kidobott részek 6sszhossza megegyezik az eredeti intervallum hossza-
val, mégis megszamlalhatatlanul végtelen sok pont maradt meg. Can-
tor ezt a halmazt 1883-ban hasznalta; Henry Smith mar 1875-ben is-
merte. 1890-ben Peano egy olyan gorbét konstrualt, amely dtmegy
az egységnégyzet minden pontjan. Ez romba dontotte azt az akko-
ri értelmezést, hogy egy halmaz ,dimenziéja” a pontjai megaddsahoz
sziikséges valtozdk szama. A Peano-girbe lehetévé teszi, hogy a két-
dimenziés négyzet pontjait egyetlen véltozd segitségével definialjuk:
mennyit kell utaznunk a gérbén ahhoz, hogy az adott pontba érjiink.
1906-ban megsziiletett Helge von Koch hdpehelygirbéje, amely végte-
len hossziisagy, de csak véges teriiletet fog kozre. Ezt tigy kapjuk, hogy
egy szabalyos hiromszig minden oldaldra harmadakkora haromszoget
rajzolunk, és ezt az eljrdst a végtelenségig folytatjuk. A Weierstrass-
gorbéhez hasonléan a hépehely is folytonos, de sehol sincsenek érintéi.
Nem tekintheté azonban fiiggvénygrafikonnak.

A korszak legtobb matematikusa elfogadta, hogy ezek a kiilonds hal-
mazok valéban igazoltak, hogy a klasszikus analizis alkalmazhatésaga-
nak hatarai vannak. Ugyanakkor teljesen természetes volt szamukra,
hogy tovdbbra is ezeken a hatarokon belil dolgozzanak, és csak ke-
vesen érezték, hogy a ,patologikus eseteket” érdemes lenne onmagu-
kért tanulmdnyozni. Ezeket mesterséges objektumoknak tekintették,
és valésziniitlennek tartottak, hogy a tudomanyban vagy a matema-
tikaban fontos szerepiik lehetne. Poincaré a yszornyliségek panopti-
kuménak” nevezte Sket. Hermite azt irta, hogy ,rémiilettel és borza-
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7. dbra. Von Koch hépehelygorbéje végtelen hosszisagi, de csak véges tertiletet fog
kozre. Ez volt az egyik legkordbban felfedezett fraktdl.

lommal fordulok el ettél a siralmas fekélytol: fiiggvények, amelyeknek
nincs derivaltjuk!”, és megprobalta megakadalyozni, hogy Lebesgue a
nemdifferencidlhato fiiggvényekrol egy cikket publikdljon. Amint a 12.
fejezetben lattuk, Lebesgue fedezte fel azt a rendkiviil fontos integra-
lasi eljarast, amely ma is az 6 nevét viseli; nem volt tehat pehelysilya
intellektus. Kés6bb igy reagalt Hermite elutasitdsira: ,Bizonyara azt
gondolta, hogy akik ezzel a ostobasaggal foglalkoznak, csak az idejii-
ket vesztegetik, ahelyett hogy azt hasznos kutatasra forditandk.” Es
hozzéteszi: ,Sok matematikus szemében én lettem a derivalt-nélkiili-
fiiggvényes ember. Es mivel az Hermite éltal kinyilvdnitott rémiiletet
és borzalmat szinte mindenki érezte, ezért valahanyszor egy matemati-
kai diskurzusba megprébaltam bekapcsolédni, megszolalt egy analista:
,Ez Ont nem fogja érdekelni; olyan fiiggvényekrdl beszélgetiink, ame-
lyeknek van derivaltjuk.’ ” Lebesgue élménye mutatja, hogy gondosan
meg kell kiilénbéztetniink a matematikai sodorvonalat az éppen felka-
pott vagy divatos aramlatoktol.

Az igazsdghoz hozzatartozik, hogy az ilyen halmazok minden kilo-
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nosebb cél nélkiil torténd indokolatlan tulburjanzésa csak haszontalan
tornamutatvanynak tiinik. Ertd raldtdsban viszont észrevehetjiik, ho-
gyan kezd a matematika megbirkézni a fraktalok szerkezetével.?

Topologikus dimenzié

Egy tér dimenziéjat sokféleképpen lehet definialni. Ha sima sokasag-
16l (a felillet tobbdimenzids megfelel8jérdl) van sz6, akkor a dimenzid
a valtozdk szama egy sima koordinita-rendszerben. (A simasag ki-
zarja a Peano-gorbét, de egyben le is sziikiti azoknak a tereknek 2
korét, amelyekre ez a definicié alkalmazhatd.) A gombfeliilet példaul
kétdimenzids, mert a ,foldrajzi” hosszisag és szélesség kétvaltozos ko-
ordinata-rendszert szolgaltat. Vilagos, hogy ebben az értelmezésben a
dimenzié csak pozitiv egész szam lehet. A mérnokok szemében ez 2
,szabadsagi fokok” szama.

Poincaré ezt a fogalmat tetszSleges topologikus térre a kovetkezd-
képpen altalanositotta:

(a) Az tres halmaz dimenzidja —1.
(b) Ha a tér valamennyi pontja koriil a kis kornyezetek hatérai n — 1-
dimenzidsak, akkor a tér n-dimenzids.

Ez egy induktiv definicié: a 0-dimenzids teret a —1-dimenzids tér
segitségével definidlja, majd az 1-dimenziést a 0-dimenzids révén, és
igy tovabb. Az igy kapott értéket nevezziik topologikus dimenzidnak.
Természeténél fogva ez egy topologikus invaridns, és ismét csak pozitiv
egész lehet.

A fraktalok elméletében a topolégianal erésebb dologra van sziikség.
A hépehelygorbe topolégiailag a korrel azonos! Kideriil, hogy a metri-
kus struktirat — a tavolsagfogalmat — is figyelembe kell venni. Olyan
definiciét kell keresni a dimenziéra, amely sokasdgokra a szokdsos érté-
ket adja, azonban nem topologikus, hanem metrikus tulajdonsagokon
alapul.

2Aza vélemény, hogy Lebesgue csak nemdifferencidlhaté fiiggvényekkel foglal-
kozott, teljesen igazsagtalan: Lebesgue egyik hires tétele azt allitja, hogy barmely
monoton fiiggvény majdnem mindeniitt differencidlhaté. (LM)
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Fraktdldimenzié

Ha két egyforma hosszusagi kotéldarabot a végiiknél fogva Gsszeillesz-
tink, akkor a méret természetesen megduplazédik. Ha azonban egy
négyzet alaki papirlapbdl indulunk ki, akkor a méret megdupldzasahoz
az eredetinek négy példanydra van sziikség. Egy kocka alaki sajtnal
nyolc a sziikséges darabszam. Ha lenne négydimenzids sajt, akkor a
miivelet tizenhat példanyt igényelne. Mas széval, egy d-dimenzids hi-
perkocka megduplazasahoz ¢ = 29 példanyt kell felhasznalnunk. Ebbd]
d-t kifejezve megkapjuk a dimenzidt:

= logc/log2.

Ha példaul egy olyan objektumot taldlunk, amelybsl harom példanyt
Osszeragasztva a méret megduplazédik, akkor ennek a dimenzidja

d=logd/log2 = 1,4427.. . .

Altalénosabban, ahhoz, hogy egy d-dimenzids hiperkocka méretét az
a-szorosara noveljiik, ¢ = a? példdnyra van sziikségiink; tehat

d = logc/loga.

Konnyen ellenérizhetd, hogy a hépehelygorbe (egyik oldala) 6nmaga-
nak négy darab harmadakkora példanyabdl all 6ssze. Vagyis a = 3,
c=4 és

d=log4/log3 = 1,2618... .

Az igy definidlt dimenzid kissé szokatlannak tiinhet (akircsak a siin-
disznéfiiggvény), azonban fontos kiildetése van: a gorbe skdldzdsi tu-
lajdonsagait tiikrozi. Es ez teszi a most definialt hasonlésdgi dimenzidt
olyan alapvetd fogalomma. Azokat a halmazokat, amelyekre alkalmaz-
haté, énhasonléknak mondjuk. Megfelelé médositassal kiterjeszthetd
mads halmazokra is; a végsd valtozatot Hausdorff-Besicovitch-dimenzi-
6nak, vagy egyszertien fraktdldimenzidnak nevezziik.

1961-ben Lewis Richardson szamos orszagra megvizsgalta a partvo-
nalmérési problémat. Vegyiink egy rogzitett e hosszusagi vonalzét és
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ezt e nagysagi lépésekben toljuk végig a partvonal mentén. A ka-
pott osszhosszlisagot jeloljik H(e)-vel. Mivel a rovidebb vonalzok a
kisebb kacskaringdkat is kovetni tudjak, igy H(e) egyre nagyobb lesz,
amint e csokken. Richardson kisérletileg azt tapasztalta, hogy létezik
egy olyan D szam, amelyre H(e) nagyjabdl ugy viselkedik, mint ét=b,
Nagy-Britannia esetén D koriilbeliill 1,25. Ugyanez az érték adédik
Ausztralidnal is. Németorszag és Portugdlia tengeri hataraira D 1,15-
hoz van kozelebb; Dél-Afrikara pedig mindossze 1. Ha a hopehely
hosszat hasonlé médon megmérjik, akkor D éppen a fraktaldimenzio.
Igy Nagy-Britannia partvonala egy kb. 1,25 dimenzids fraktalgorbe.
Valamilyen okbél Dél-Afrika sokkal simabb. Valéjaban a D mennyi-
séget gy tekinthetjiik, mint az egyenetlenség fokdnak mértékét. A
hépehelygorbe koriilbeliil ugyanolyan egyenetlen, mint a brit tenger-
part. Nem lenne viszont alkalmas partvonalmodellnek, mert tul sza-
balyos mintat mutat. (Nem szerencsés a fraktalt mint ,szabalytalant”
jellemezni, inkdbb az ,egyenetlen” jelzd illik ra.) Véletlen gorbékre be
lehet vezetni a statisztikus onhasonldsag elvét; és egy 1,25 dimenzids
véletlen fraktal pontosan ugy néz ki mint egy partszakasz.. Az onhason-
16sag azt jelenti, hogy a partszakasz egy darabjanak kinagyitott képe
ugyanugy egy teljes partszakasznak is elmenne. Masképpen fogalmaz-
va, ha egy partvonalat dbrazolé térképen nincs feltiintetve a lépték,
akkor a térkép tanulmanyozasaval a léptéket nem tudjuk kideriteni.

Fraktdlok a természetben

A Természetben sok helyen fordulnak eld fraktalszerii struktirak. Egy
természeti objektum persze nem lesz minden lépték mellett strukti-
ralt, a végteleniil nagytdl egészen a végtelentil kicsinyig, vagy ha még-
is, akkor sem tudjuk a teljes skalat megfigyelni. A fraktdlmodell tehat
csak egy kozelités. Ha azonban egy targy léptékek széles spektruma
mellett részletesen struktiralt, akkor egy fraktdl jobb modellnek bizo-
nyulhat, mint egy sima gorbe vagy feliilet.

William Harvey, a vérkeringés felfedezdje megjegyezte, hogy a test
majdnem minden pontja kozelében taldlunk iitéeret és vénat is. Ezt
a logikailag lehetséges véglettel modellezve feltehetjiik, hogy minden
ponthoz tetszdlegesen kozel van itéér és véna is. Mas széval, ha a test
egy pontja nem esik egy artéria vagy véna belsejébe, akkor az fekiid-
jon a két érhalézat hataran. Emellett a hatékonysag érdekében az erek
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ossztérfogata a test térfogatahoz képest kicsi kell hogy legyen (hiszen
kiilonben az éldlények nagy vérrel teli zsakok lennének). Mandelbrot
igy fogalmaz: ,Euklideszi szemmel nézve a kritériumaink remekbe sza-
bott anomaliat mutatnak. Az alakzatunk topologikusan kétdimenzids,
hiszen két topologikusan haromdimenzids alakzat kzos hatara, ugyan-
akkor a térfogata nemcsak, hogy nem elhanyagolhaté az altala hatarolt
két alakzat térfogatdhoz képest, hanem annal jéval nagyobb!” A pa-
radoxon egy egyszerii fraktdlkonstrukcié segitségével feloldhaté. Az
osszes kovetelménynek eleget tudunk tenni, ha az érhalézatok végte-
len sokszor elagaznak, és az erek dtmérdje ekdzben rohamosan csdkken.
Az €10 sz6vet ekkor fraktalfeliiletiivé valik; topologikus dimenzidja 3,
de fraktaldimenzidja csak 2. Nem két ldbon jaré vérzsakok vagyunk,
hanem testet oltott fraktalok! Lehet, hogy valaki ezt a dis fantizia
termékének tekinti, azonban a fraktalokat jél ismerék szamara sokat-
mondo intuitiv értékkel bir. A fraktalgeometria paradox tulajdonsagai
felszabadithatjak az intuiciénkat és megkimélhetnek attol, hogy meg-
alapozatlan feltevésekkel éljiink.

Tekintsiik példaul a Szaturnusz gyfirdit. A legutébbi 1d6kig ezeket
anyagbdl all6 lapos tarcsaszertiségeknek képzelték. A tavesdves meg-
figyelések Gt vagy hat gyiirli alaki zénat mutattak, amelyeket egy-
mastdl vildgosan koriilhatdrolt hézagok valasztottak el. (A hézagokat
a Szaturnusz egyes holdjainak gravitaciés rezonanciajaval magyaraz-
tak.) Amikor a két Voyager {irhajé ténylegesen odautazott és kize-
lebbrél megnézte a Szaturnuszt, akkor bonyolultabb kép tarult eléjiik:
gyiiriik ezreinek, ha nem millidinak szovevényes szerkezete. A gyurik
kozotti djabb hézagok mar sehogy sem illettek bele a ,rezonancia”-el-
méletekbe. A Szaturnusz gyiiriii sokkal inkabb hasonlitanak fraktalra,
mint lapos korongra. A fraktileloszldsi anyag gravitacids viszonyait
eddig nem tanulmanyozték, de nem valdszinti, hogy teljesen azonosak
lennének a lapos korongokéival. Ez még sziiz kutatasi teriilet, és lehet,
hogy a fraktalmodell meg tudna magyarazni a rezonanciaszamitasok
kudarcat. A feltevések egyszeriisitése (példaul simasdg) nem mindig
helyénvald; és ha a kutatokban tudatossa valik a fraktilok nyujtot-
ta alternativ lehetdség, akkor ezzel megkimélhetik magukat, hogy az
adott esettel Gssze nem ill6 feltételezéssel éljenek.

A legtobb novény fraktalszerkezeti. Gondoljunk csak egy fara és
rajta az dgak egyre csokkend hierarchidjira: torzs, g, gally, vesszd
... meg a lehullott rézse, amit a népmesei anyéka szedeget! Kép-
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zeljiink el egy rovart, amely egy fraktalszerkezetii levélen él. Minél
kisebb a rovar, annal kisebb rovatkakhoz és fogazatokhoz is hozzafér
a levélen. Vagyis a tényleges levélfelillet a kisebb rovarok szamara
sokkal nagyobb lesz, amint a brit tengerpart is hosszabbnak 'tiinik,
ha finomabb vonalzét hasznalunk. Uj ,okoldgiai fillkék” nyilnak meg
az egyre aprébb lényecskék részére. A D. R. Morse, J. H. Lawton,
M. M. Dodson és M. H. Williamson ltal 1985-ben végzett kisérletek
megerdsitették ezt az osszefiiggést a rovarok mérete, a rovarpopulacié
alakuldsa és a gazdanovény fraktaldimenzidja kozott. Lehet, hogy a
novények fraktaltermészete a rovarok torzsfejlodését is befolyasolta.

: A Brown-mozgas

A Természetben eléforduld fraktalok egy masik példaja a 12. fejezet-
ben mar emlitett Brown-mozgas: ez a folyadékban lebegd apré részecs-
kék gyors, szabalytalan tanca, amelyet a folyadékmolekulak h6mozgasa
okoz. A molekuldk a részecskéknek iitkoznek és meglokik azokat. Jean
Perrin 1906-ban ezt irta:

Kassiik 6ssze a két nagyon kozeli idépillanatban elfoglalt helyzetet egy egyenessza-
kasszal. Ennek irdnya a két idSpont kdzotti idé csokkenésekor teljesen szabdlyta-
lanul valtozik. Egy elfogulatlan megfigyel igy azt a kovetkeztetést vonné le, hogy
egy nemdifferencidlhaté fiiggvényrdl van sz6, és nem egy olyan gorbérdl, amelyhez
érint8 hiizhaté. Bizonyos léptékek és bizonyos vizsgalati médszerek mellett 824mos
jelenség frhaté le szabdlyos folytonos figgvényekkel. Ha azonban tovabblépiink,
és az anyagnak az atomelmélet szellemével 6sszhangban végteleniil szemcsés szer-
kezetet tulajdonftunk, akkor a folytonossdg szigoni matematikai fogalminak az
alkalmazhatésiga nagymértékben csokkenni fog.

Perrin a tovdbbiakban azt diszkutalta, mennyire jogos egy gaz siirii-
ségét a tomeg/térfogat ardny kis tartomanyban vett hatarértékeként
tekinteni. R4mutatott, hogy ez a fogalom, amely a gazok folytonossagi
mechanikdjanak az alapjat képezi, egy atomelméletben értelmetlenné
valik, mert a hatarérték ekkor mindeniitt 0, kivéve az atomoknak meg-
feleld elszigetelt pontokat, ahol viszont végtelen. Egy atomi rendszert
az ingadozdsok uralnak. Perrin felismerte, hogy Weierstrass és von
Koch ,patologikus” folytonos, de sehol sem differencidlhaté figgvényei
a Természetben is eléfordulnak, mégpedig olyan alapvet folyamatok-
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ban, mint a molekuldris mozgds. Az 1930-as években Norbert Wiener
olyan matematikai modellt allitott fel a Brown-mozgdsra, amely a ré-
szecskék palydjanak pontosan ezzel a nemdifferencidlhatd tulajdonsa-
gaval rendelkezett.

Fraktdl és kdosz

A kaosz dinamikajat és a fraktalokat érdekes kapcsolat filizi ossze. A
hagyomanyos és a kiilonés attraktorok kozott az a legnyilvanvalébb
kiilonbség, hogy az elébbiek simdk, az utébbiak pedig fraktdlok. Ha
visszagondolunk az el6zé fejezet tizszeresen korbecsavart toruszainak
sorozatara, akkor rogton leri réla az onhasonlésig. Nemrég lehetové
valt, hogy a fraktalattraktorok létezését kisérletileg igazoljuk. Ez Flo-
ris Takens egy tételének a kovetkezménye, abban az értelemben, hogy
egy attraktor topolégidjat leolvashatjuk egyetlen kisérleti valtozétdl
figgd megfigyelések idésorozatabdl, még akkor is, ha ez az attraktor
tobb mint 1 dimenzids. Az Gtlet abbdl all, hogy valasztunk egy rogzi-
tett 7" idSintervallumot és meghatarozzuk a véltozd értékeit at, t + T,
t+ 2T, ... ,t+ NT iddpillanatokban. Ezeket egy ,hamis” (N + 1)-
dimenzids fazistérben koordinatakként tekintve arra a meghokkentd
eredményre jutunk, hogy elég nagy N esetén a ,hamis” attraktor to-
pologikusan ugyanaz, mint az igazi. A hamisat persze megjelenithetjiik
és kielemezhetjiik egy szamitogépen, és az eredményt Osszevethetjiik az
elmélettel. Ezt az eljarast a folyadékok turbulenciajanal és a kémiai re-
akcidk kaotikus jelenségeinél tobb esetben elvégezték. Az eredmények
megerdsitették azokat a kiilonos attraktorokra vonatkozé elméleti els-
rejelzéseket, amelyekrdl a 15. fejezetben volt sz6.

Fraktdlok a sodorvonalban

A matematikdn beliil a fraktalok a kezdeti felkapottsag utan homalyba
meriiltek, ahonnan mostanaban kezdenek kiemelkedni, hogy elfoglaljak
mélté helyliket a matematikai sodorvonalban. A kdosz dinamikajaban
szerepld fraktalattraktorok fontos példak ugyan, de vannak mads olyan
helyek is, ahol a fraktalok dj ralatast nyijtanak. Az egyik ilyen te-
rillet, amely elég szoros kapcsolatban all a dinamikaval, egy figgvény
iterdltjainak a viselkedését vizsgdlja. Vegyiink egy f fliggvényt és egy
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z szamot, és az f ismételt alkalmazdsaval készitsuk el az

z, f(z), f(f(=)), F(f(f(2))), ..

sorozatot. Legyen f"(z) ennek a sorozatnak az n-edik tagja; az z-nek
az f szerinti n-edik iterdltja. Legyen példaul f(z) = 2z, és induljunk
ki z = 1-bél. Ekkor

f) =2, f(f(1)) =4, f(Ff(f(1))) =8

és altaldban f"(1) = 2". Bonyolultabb f fliggvényeknél nem adhaté
meg ilyen altaldnos formula, azonban a sorozat viselkedését tovabbra
is lehet tanulmanyozni. Fontos példa az f(z) = az(l — z) fuggvény,
ahol z értéke 0 és 1 kozé esik, a pedig egy 0 és 4 kozotti paraméter.
Az iteraltak hossziitavi viselkedése az a értékétol figg. Ha a < 3,
akkor egyetlen értékhez konvergdlnak; 3-nal kicsit nagyobb a-kra két
érték kozott oszcillilnak, majd négy, nyolc, ... érték kozott oszcillal-
nak, végiil egy 3,7 koriili a-nal a rendszer kaotikussa valik. A kdosz
részletesebb tanulmanyozasahoz = helyébe tetszbleges komplex szamot
is irhatunk. Azoknak a komplex pontoknak a halmaza, amelyek f sze-
rinti iteraltjai nem masznak ki a végtelenbe, fraktalszerkezetet mutat.
Ujabb fraktalokhoz juthatunk, ha a komplex sik

9(z) = (az 4+ b)/(cz + d)

biracionalis transzformacidinak egy G csoportjat vizsgaljuk. A H(G)
hatdrhalmazt azok a pontok alkotjak, amelyek koriil egy 2 kiinduldsi
pont g(z) képei torlédnak, amint g végigfut a G csoporton. Dennis
Sullivan bebizonyitotta, hogy ezek a halmazok, amelyek mar régota
foglalkoztattdk a matematikusokat, ,altaldban” fraktalok.

Fraktal szemiiveggel nézve

A fraktalok a természeti vildg megértéséhez nem annyira ,technolégi-
ai” mint inkabb a régi természetfilozéfiai értelemben jarulnak hozza. A
fraktdl nem szamolasi eszkoz, hanem rendezé elv, egy integrélt vilag-
kép kulcsa. A fraktaloknak mint ujfajta, sajitos matematikai struk-
tirdval rendelkezd, alapvetd geometriai alakzatoknak a felismerése 1]
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8. dbra. A komplex sik egy leképezésébdl szdrmazd fraktdl, amelyet David Mumford
fedezett fel. (Benoit B. Mandelbrot The Fractal Geometry of Nature c. kdnyvébdl,
Freeman, San Francisco, 1982.)

Jjelenségek egész sorat hozza a latéteriinkbe és 1ij nézdpontok irant tesz
fogékonnya minket.

A fraktalmodellek egyeldre inkdbb leiré mintsem magyarazé jellegii-
ek. Ldtjuk, hogy a megfelelé dimenzids fraktalhegyek pontosan tgy
néznek ki, mint az igazi hegyek; de fogalmunk sincs azokrdl az erozi-
6s folyamatokkal vagy az anyagok torési tulajdonsagaival osszefiiggd
okokrdl, amelyek a fraktdljelleget létrehozzdk. Még olyan alapvetd
dolgot sem tudunk a fizikai elvekbdl kiszamitani, mint egy hegymodell
fraktdldimenziéja. Természetesen fontos, hogy a leirds j6 keretek ko-
z0tt torténjen. Ha a sejtszovetet legjobban fraktdllal lehet modellezni,
akkor nincs sok értelme egy olyan elméletnek, amely a sejtet tégla ala-
ki homogén ragacsnak, az él6lényt pedig egynemii gombnek tekinti.
Milyen hatédssal van a fraktdlszerkezet egy matematikai problémara?
Mikor jatszik lényeges szerepet, és mikor zavar kevés vizet? Mik az
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okai a fraktalalakzatoknak? Sok ilyen kérdés vetddik fel, de egyeldre
kevés a valasz. Mindez olyan mélyebb struktiirat sejtet, amelynek a
fraktdlgeometria csak kiilsS jele.

A fraktalok fontosak, pedig nem oldottdk meg a matematika nagy
nyitott problémadit, nem alkalmazhatdk jobb egérfogd épitésére, és 2
forgs fekete lyukak titkarél sem lebbentették fel a fatylat. A frakta-
lok azért fontosak, mert azt sejtetik, hogy odakint az ismeretlenség
dszungelében egy hatalmas ij matematikai terillet taldlhatd, amely
kozvetleniil kapcsolédik a Természet tanulminyozdsahoz. A matema-
tika nagy ereje abban a képességében rejlik, hogy néhany egyszer
alapelvbdl bonyolult struktirakat tud felépiteni. Ha mar egy ilyen
struktira csontviza korvonalazédik, akkor minden 1j porcika az 6t
megilletd helyre keriilhet. A csontvdz ismerete nélkiil az egyes da-
rabok értelmetlen szétszértsdgban hevernek szanaszét. Ma mar ren-
delkezésiinkre all a fraktalok elméletének a csontviza. A jovd szézad
matematikusaira var az a feladat, hogy ezekre a sokat igérd csontokra
eleven test keriiljon.
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A MAGANYO_S HULLAM

A fizikusok kénytelenek voltak a dologba beletorédni, és banatos arccal arrdl
panaszkodtak mindenkinek, hogy hétfén, szerdan és pénteken a fényt hulldm-
nak kell tekinteniiik, kedden, csiitortokon és szombaton pedig részecskének.
Vasarnap egyszeriien csak imadkoztak.

Banesh Hoffmann

1834-ben John Scott Russell hajéépitd mérnok az Edinburgh-Glasgow-
csatorna mentén lovagolt, és egy két 16 altal vontatott barkat figyelt.
,A barka hirtelen megéllt” — irta a Brit Tarsulathoz 1844-ben kiildott
Jelentésében.

Nem igy a csatorna vize, amelyet mozgdsba hozott, és amely a hajé orra koriil he-
vesen felkeveredett, majd hirtelen nagy sebességgel elérelendiilt, és nagy magdnyos
kiemelkedést alkotva, gdmbolyti, sima és jol meghatarozott vizkupacként végigfu-
tott a csatornin anélkiil, hogy az alakja vagy a sebessége észrevehetéen megvalto-
zott volna, Loéhdton kdvettem, és amikor utolértem, még mindig nyolc vagy kilenc
mérfoldes érankénti sebességgel gordiilt tovabb, megdrizve eredeti mintegy harminc
14b hosszi és masfél 14b magas alakjdt. A magassiga fokozatosan lecsGkkent, és
egy-két mérfoldes iildézés utdn a csatorna kanyarulataiban szem eldl tévesztettem.
Igy zajlott le 1834 augusztusdban az elsd véletlen taldlkozdsom ezzel az egyediilallé
és csodaszép jelenséggel, amelyet Eltoldsi Hullimnak neveztem el

Russell rendkiviili megfigyelése tobb mint egy évszazadon at haboritat-
lanul aludta csipkerézsika-dlmat a tudomany megemésztetlen tényei-
nek sirkertjében a szamtalan szanaszét heverd relikvia kozott. 1965-
ben azonban életre kelt, és egy teljesen ij matematikai objektumot
tart a szemiink elé, a szolitont, amelynek jelentds alkalmazdsai vannak
szerte a fizikdban. Ennek segitségével fedezték fel, hogy a kvantum-
térelmélet mélyen Osszefiigg a legabsztraktabbnak szamito algebrai to-
polégidval és algebrai geometridval. Konnyen lehet, hogy forradalmi
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véltozast fog el6idézni a kvantummechanikdban, és ij megvilagitasba
helyezi az anyag végsé osszetevoirdl és a vildgegyetemet formalé erdkrél
alkotott fizikai elképzeléseinket.

Részecskék és hullamok

A fény és az elektromégneses sugarzas mas formai teszik a vildgegyete-
met azza, ami. De mi a fény? A régi gorogok részecskék aramldsanak
képzelték, amelyet a megfigyeld szeme bocsat ki. 1680-ban Newton is
részecskék dramldsdnak gondolta, amelyet azonban a fényforras bocsat
ki, és amely a targyakrdl visszapattan, akar a golydk a bilidrdasztalon,
és latoérzetet kelt, ha egy részecske véletleniil a megfigyelé szemébe
jut. Huygens rivilis elméletében egy évtizeddel késébb a fény mar
nem részecske, hanem hulldm, amely tgy terjed, mint t6 vizén a fod-
rozédas. Akkoriban a legtobb tudés végiil Newton mellé allt, bar a
Newton altal végzett kisérleteket manapsdg éppen annak igazolasaul
szoktak felhozni, hogy Huygens-nek volt igaza!

A hullimokat a részecskéktdl gy tudjuk megkiilonbdztetni, hogy
litkozés hatasira masképp viselkednek. A részcskék visszapattannak,
a hulldmok viszont interferdlnak. Ha két kavicsot dobunk egy me-
dencébe, akkor a terjedd vizgyliriik nem pattannak vissza egymasrol.
Ehelyett ,keresztez8dnek”, egymast erSsitik, ahol két hullamtaré;j ta-
lalkozik, kioltjak egymast, ahol hullimhegy hullimvélgyet ér, és mé-
lyebb horpadast produkalnak, ahol két volgy keriil egyiivé. Az ilyen
interferenciamintdk a hullamok jellemz sajatsagai. 1890-ben Thomas
Young két parhuzamos résen fényt bocsatott at és interferenciat észlelt.
A fény tehat hullam.

Miésrészt viszont 1922-ben Arthur Compton elektronokat bombézott
rontgensugarakkal, és olyan kolcsonhatast tapasztalt, mintha a ront-
gensugarak részecskékbdl dllnanak. Ez mind nagyon szép, csakhogy a
rontgensugdr is az elektroméagneses sugarzas egy mas forméja, vagyis
valéjaban nagyon kis hullimhosszi fény. A fény most akkor hulldm
vagy részecske? Nos ... igen. Van még ennél rosszabb is. Az elekt-
ronok legaldbb tényleg részecskék, ugye? Tévedés. 1925-ben Louis
de Broglie elvégezte a réses kisérletet elektronokkal, és ismét csak in-
terferenciat tapasztalt. Ugy vélte, hogy szamos olyan objektumra,
amelyet eddig részecskének hittiink, szintén fennall ez a kiilonos hul-
lam-részecske dualitds, és neki lett igaza. A vildgegyetem nem kiilon




Visszapattané hulldimok 219

hullamokbdl és részecskékbdl épiil fel, hanem egy sereg hullecskébdl,
amelyek egy Vords Pimpernel konnyedségével és lelkesedésével valto-
gatjak alruhajukat.

A mai kvantummechanikdban a részecske egyfajta valésziniiségi hul-
ldm, amely azt irja le, milyen valdsziniiséggel taldlhatd egy adott hely-
zetben. A hulldm a koriil a hely koril koncentralédik, amelyet egy
kisérletben valdsziniileg megfigyeliink, és ezt a helyzetet alakvaltoz-
tatas nélkill koveti, amint a részecske mozog. A matematikaban a
legk6zonségesebb hullimok végtelen kiterjedésiiek, ezért a korai elmé-
letek ,hulldmcsomagokat” hasznéltak, hogy a végtelen fodrozédasok
~ egymasra illesztésével egyetlen lokalizalt képzédményt tudjanak lét-
rehozni. Sajnos, ezek a hullimcsomagok nem allnak stabilan ossze;
az id& elérehaladtdval szétszérédnak. Egy egyszeri és természetes el-
méletre van sziikség, amelyben szét nem sz6rédé lokalizalt hulldmok
felléphetnek.

Visszapattand hulldimok

Russell végzett néhany kisérletet az Eltoldsi Hullimaval kapcsolatban.
Egy hosszii csatorna egyik végén egy stlyt ejtett a vizbe. Azt tapasz-
talta, hogy a hullim sebessége a nagysagdatol fiigg; ez az eredmény
nem all 6sszhangban a vizhullamok klasszikus linedris elméletével. A
ylinearis” sz6 azt jelenti, hogy ha két megoldast egymashoz illesztink,
ijabb megolddst kapunk. Abban az idében a matematikai fizikdban
féleg linearis egyenletek szerepeltek, mert mast nem tudtak megoldani.
A linearitds érdekében rendszerint valamilyen kozelitéssel éltek; sekély
hullimok, alacsony sebesség, és effélék. 1871-ben J. Boussinesq azzal a
feltevéssel nyiilt a problémahoz, hogy a hullim szélessége joval megha-
ladja a viz mélységét, és hasonlé eredményt kapott a sebességre. Téle
fliggetleniil 1876-ban Rayleigh lordja, John William Strutt is ugyaner-
re a gondolatra jutott. Az altaluk felallitott egyenlet nem volt linearis,
de megleps médon sikeriilt megoldaniuk. 1895-ben Diederik Korteweg
és Hendrik de Vries egy hasonloképpen nemlinedris egyenletet talal-
tak, a Korteweg-de Vries vagy KdV-egyenletet, és megmutattak, hogy
ennek van maganyos hullam tipusi megolddsa, amikor egyetlen pup
mozog alakvaltoztatds nélkill. A sebesség megint csak a plip méretétol
fiigg, a nag¥obb hullimok gyorsabban haladnak. Az a tény, hogy eze-
ket a nemlinedris egyenleteket explicite meg lehetett oldani, a véletlen
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miivének tetszett. A véletlenekbdl nem lesznek szép altaldnos elméle-
tek — legalabbis igy érezték — és a témakor szinte teljesen feledésbe
merilt. A Korteweg haldldra irt szimos megemlékezés nem emliti ezt
a ma mar hires felfedezést, amely akkor sziiletett, amikor de Vries
kozépiskolaban tanitott, és alig tudunk réla valamit. A matematika
boldogan haladt tovabb a linearitds 1itjan.

A szamitégépnek édesmindegy, hogy linedris vagy nemlinearis egyen-
letet old meg, bar képlet helyett szamtablazatot vagy grafikont ad meg
eredményiil. Ahogy a szdmitégépek egyre hatékonyabba valtak, id6-
szerlinek latszott ket nemlinearis problémakra is rdereszteni. 1965-
ben Norman Zabusky és M. D. Kruskal egy komputer segitségével vizs-
galtdk a Fermi-Pasta-Ulam-problémat, amely a KdV-egyenletek egy
specialis valtozatdnak megolddsat jelenti, és valami egészen rendkivil-
lit tapasztaltak. Képzeljiik az egyptpi utazé hullimmegoldast mint
egyetlen  liktetést”. Hozzunk most létre olyan feltételeket, amikor
egy kis liktetés mogott egy nagyobb halad, és varjuk meg, mi siil ki
ebbdl. Mivel a nagyobbik gyorsabban mozog, igy utoléri a kicsit és
belecsapédik. Ekkor a nemlinedris egyenletekre kimondott altaldnos
itélet szerint minden Gsszezavarodik, mert a megolddsokat nem lehet
osszeilleszteni.

Valéban minden Gsszezavarodik. De csak egy idére. Azutan a két
liiktetés csodalatos médon tjra feltdmad, most a nagyobbik halad eldl,
és folytatjdk vidam utazasukat. Ez nagyon fura. A nemlinedris hulla-
mok a kolecsonhatas idejét leszamitva linedrisok médjara viselkednek.
A torténet csattandja azonban még hatravan. A linearis hullamok
kozott is felléphetnek olyan kolcsonhatdsok, amikor nehéz kideriteni,
ki kicsoda. Kigabalyodasuk utdn azonban pontosan abban a helyzet-
ben vélnak szét, amelyet akkor vettek volna fel, ha egyaltalin nem
keriilnek kolecsonhatasba. A KdV-hullimokkal nem ez a helyzet: az
egymashoz viszonyitott helyzetiikkben ,faziseltolédds” kovetkezik be,
mintha valamelyikiik a kolesonhatastél felgyorsult volna.

Zabusky és Kruskal ugy érezték, hogy ez a nem mindennapi tapasz-
talati megfigyelés mélté az Gnmagdért vald tanulméanyozasra és elméleti
vizsgalédast érdemel; és megalkottak a szoliton fogalmat az olyan ma-
ganyos hullimok jelolésére, amelyek egyéniségiiket mas hullimokkal
torténd Osszeiitkozés utan is megdrzik. Mar az elnevezésbéh is felsejlik
az elemi részecskékkel valé kapcsolat lehetdsége, hiszen ezek is szinte
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valamennyien ,on”-ra végzdnek. Elektron, muon, pion, gluon. Lehet,
hogy ez a sejtelem latnoki, de lehet, hogy nem az.

A KdV-egyenletek kiildnos tulajdonsagaira Peter Lax adott magya-
rizatot 1968-ban, aki azt mutatta meg, hogy ezek valamilyen értelem-
ben alruhés linearis egyenletek — azonban teljesen jszeri alruhaban!
Mai megfoga.lmazasban egy ,teljesen mtegralhato Hamilton-rendszert”
alkotnak. Szamos mas hasonld tulajdonsagu és fontos fizikai alkalma-
zasokkal biré egyenletet is taldltak. Egy csomo fizika és matematika
— széraselmélet, racsdinamika, Kac-Moody-algebrék, Verma-modu-
lok, kohomoldgiaelmélet, Pontrjagin-szamok — egyszerre Uj és meg-
hitt kapcsolatba keriilt egymassal. Megvan az oka annak, hogy a
KdV-tipusi nemlinearis egyenleteknek létezik explicit megoldasuk, és
a ,véletlen” végiil mégis altalanos elmélethez vezetett. Konnyi ezt
utélag kijelenteni, de a matematikdban a véletleneket mindig érdemes
megvizsgalni. Ezek ugyanis, hogy ugy mondjam, nem szoktak véletle-
niil eléfordulni.

A lelapithatatlan buborék

Koriilbeliil ekkor jelentek meg a szinen a topolégusok. Azt akartak
tudni, mitél lehetnek a szolitonok annyira stabilak, mint amennyire
szemmel lathatéan azok. A régi nézet szerint a maganyos hulidmok-
nak energiamegfontoldsok alapjan szét kellene szérédniuk. Egy hul-
lam egyiitt-tartasahoz illetve széthiizasahoz is egy bizonyos mennyisé-
gli energia sziikséges. A magdnyos hullim esetén ezeknek a hatésok-
nak pontosan ki kellene egyenlitédniiik, ami teljesen valdsziniitlen. Es
a szolitonok nem esnek szét, tehéat az érvelés rossz. A hiba a linedris
matematika tilsadgosan szigori diétajaban keresendd. A nemlinedris
matematikédval valé ismerkedés legjobb médja pedig egy kis topologiai
késtold.

A szoliton egy fizikai modelljén konnyebben lathatjuk, mirdl is van
8z6. Képzeljiink el egy végtelen rudat, amelyrdl egymastol szabalyos
tavolsagra elhelyezve egyforma ingdk légnak, akar egy sz6nyeg rojtjai.
Vegyiink most végtelen sok gumidarabot, és a szomszédos ingdk si-
lyait kossiik Gssze. A gumi arra Gsztokéli az ingdkat, hogy ugyanazt
prébaljdk csinalni, mint a szomszédaik; ugyanakkor barmelyik inga
individualista médon is viselkedhet, ha a gumi megnyujtasahoz ren-
delkezik a kellé energidval. Ebben az elrendezésben nyilvan mindegyik
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L]
9. abra. A szoliton egy mechanikus modellje. Egy ridra egy sor egyforma ingat
fiiggesztink, amelyeket gumival kétiink ssze, és az egészet egy helyen megcsavar-
Jjuk. A szoliton az a tartomany, amelyre a csavards lokalizilédik: ez maradhat egy
helyben, de végig is futhat a radon.

inga banatosan csiing, és semmi érdekes sem torténik. Valasszunk ki
most egy pontot a ridon, ragadjuk nyakon a pont egyik oldaldra esé
ingdkat, és egy 360 fokos elforgatdssal csavarjuk Gket teljesen korbe.
Ekkor a ,végtelenben” a lelogds még mindig nem valtozott, azonban
lesz a ridon egy olyan tartomany, ahol az ingak korbefordulnak. Ha
a gumi nem tul erés, akkor ez csak egy rovid szakaszt jelent. Pontos
alakjat a nehézségi és a rugalmas erék egyensiilya hatarozza meg.

A csavards egy szolitont hoz létre. Ha egy icipicit meglokjiik, ak-
kor végignyargal a ridon. Az egész rendszer szimmetridja biztositja,
hogy nem fog megallni feltéve, hogy a sirlédas fékezé hatasatél el-
tekintiink; ez az, amit a fizikusok a ,hamiltoni” jelzével fejeznek ki.
Lathatjuk, hogy az energiaegyensily nem véletleniil marad fenn. A
rugalmas erdk egyiitt akarjak tartani a hulldmot; a gravitacié pedig
megprébalja szétszérni. Ha til enyhén tekeriink az ingdakon, akkor a
gravitacié legy6zi az elasaticitast, és szorosabbéa teszi a csavarodést.
De ezzel egyben meg is novelte a rugalmasségi eréket! Igy azok végiil
ugyanakkordk lesznek, mint a gravitaci6. Hasonléan, ha til erésen
tekeriink, akkor a rugalmassig meghaladja a nehézségi erket és igy
kicsit lazit a szoritdson — de ettdl az elasztikus erék lecsokkennek
egészen a gravitacié szintjéig. Az egész rendszer csoddlatos vissza-
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csatolasi mechanizmussal miikodik, amely automatikusan kiigazitja a
kétféle erét, amig azok egyenlévé nem valnak. Kell, hogy a rendszer
ezt a kiigazitast elvégeaze, mert magat a csavarast nem lehet megsziin-
tetni. Akarmit is csindlunk az ingdkkal, pontosan egyszer kell a rid
koriil megpordiilnitik. Ez tisztan topologikus tulajdonsig, amelyet a
folytonos valtozasok megoriznek, és nem lehet megkeriilni. A csavaras
osszmennyisége valtozatlan marad. Vagyis a szoliton stabilitdsa egy
topologikus kényszernek koszonhet6.

Szolitonra egy masik példa az a buborék, amely tapétazaskor mindig
megjelenik. Korbeiizhetjik az egész falon, de nem tudjuk kisimitani.
A gyakorlatban eljut a papir széléhez és elszokik, de ha egy végtelen iv
tapétat hasznalnank, akkor sohasem tudnank t6le megszabadulni. Itt
a buborékban levé nyomds és a papir rugalmassaga a két szembenalld
ero.

Részecskefizika

Itt az ideje, hogy rovid kiranduldst tegyink a modern részecskefizi-
kaban. Az atomelmélet hajnalan csak haromféle részecske létezett: a
proton, a neutron és az elektron. Mindegyik meghatarozott tomeggel
és elektromos toltéssel rendelkezett. A proton toltése +1, a neutroné
0, az elektroné —1. Az atom Ossztoltését vigy kaptak meg, hogy az
6t alkoté részecskék toltéseit Osszeadtak; és mivel az Gssztoltés mindig
nulla volt, ez azt jelentette, hogy minden atom ugyanannyi elektront
tartalmazott, mint protont. Nem létezett olyasmi, aminek mondjuk
1/2 lett volna a toltése; a toltés csak egész szam lehetett. Az elektro-
mos toltés egy kvantumszdm volt (meghatdrozott méreti darabaruként
keriilt forgalomba), amely a részecskék kozotti kolesonhatdsok soran
megbrzédott (a toltés 6sszmennyisége nem valtozott). A kép hamaro-
san bonyolultabba valt, amikor ujfajta részecskéket fedeztek fel, mint
amilyen a mezon vagy a neutrind. Kideriilt, hogy minden részecské-
nek megvan a maga antirészecskéje, amelyek taldlkozas esetén egymast
megsemmisitenék, és kozben robbanasos médon tiszta energia szaba-
dulna fel. A New Yorker 1956. november 10-i szamaban H. P. Furth
egy kis verset jelentetett meg ennek a hatasnak a tiszteletére. Teller
Ede természetesen az amerikai hidrogénbomba atyja, az AEU pedig az
Atomenergia Ugynokség. .
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Messze tiil a troposztratan,
Hova nem ér Napnak heve,
Egy kis antianyag hdtan
Ott élt anti-Teller Ede.

Erintetlen, keresetlen,
Minden Faziétél tavol,
Koriilvéve szeretetben
Sok-sok anti-rokonatdl.

Orias hordét sodort partra
. Egyik nap az anti-tenger,

AEU felirat rajta,

S kilépett egy foldi ember.

Szinte ikrek, hihetetlen.
Taldlkoznak. Erre vartak.
Kézfogds, s mar mind a ketten
Gamma-sugarakkd valtak.

Az elektron antirészecskéje a pozitron, a protoné az antiproton. Ahogy
a fizikusok a gyorsitékban egyre nagyobb energidkkal litkoztették egy-
masnak a részecskéket, egyre tobb ,elemi” részecskét talaltak: kaono-
kat, pionokat, az omega-minuszt, a J-részecskét. Azonban ebben az
Oriilletben mégis van valamiféle rendszer: egy sereg kilonbozé kvan-
tumszam, amelyek bizonyos kolcsonhatdsokban megmaradnak, mig
masokban nem, ilyenek a toltés, a spin, az izospin, a hipertoltés, a
ritkasag és a bdj. A legmodernebb elméletek mindezeket a részecs-
kéket 1j tipusu alapelemekbdl, a kvarkokbdl allitjak ossze; de még a
kvarkoknak is rengeteg fajtaja ismeretes. Es mikozben egy-egy meg-
josolt részecske tényleges felfedezését minden alkalommal az elmélet
beigazolédasaként kiirtolik vildgga, dltaliban mélyen hallgatnak arrdl
a hat-hét részecskérdl, amelyeket sehogyan sem tudnak az elméletbe
beilleszteni. A fizikusok el vannak ragadtatva, és kétségkiviil latvanyos
haladast értek el, be kell azonban vallanom, hogy szdmomra az egész
kissé (nyilés ragéd)gumielméletnek tiinik, szemben mondjuk az altala-
nos relativitaselmélet egységes elegancidjaval. Ptolemaiosz epiciklusal
is igen j6 Gsszhangot mutattak a kisérletekkel, mégis éppen a lényeg hi-
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dnyzott az egészbdl. A részecskefizikusok dridsi erdfeszitéseket tesznek,
hogy a gyanitlan kormédnyokbdl ijabb dollarszazmillickat préseljenek
ki a legmodernebb hiperakarmitron épitésére, amelynek mindent elsop-
r6 energidi az anyagnak még érthetetlenebbiil hatborzongaté allapotait
fogjak felszinre hozni. Talin megbocsithaté a matematikusoknak, ha
azon tiinddnek, nem szolgdlna-e jobban a tudomény érdekeit egy tiz-
éves moratdrium, amely alatt tilos j gyorsitékat épiteni, és ekozben
a fizikusok megprobalhatndk rendesen megérteni mindazt, amit mar
megfigyeltek. A tisztesség kedvéért meg kell jegyezniink, hogy néha-
nyan mar most is ezt csinljak, amint mindjdrt latni fogjuk.

Csomdék a szovetben

Térjiink vissza a hosszii ridhoz a rajta himbalédzé ingakkal. Masfé-
le szolitonokat is létre tudunk hozni, ha az ingasort a kozponti rid
koril tobbszor korbecsavarjuk. Ezeket hurkoknak nevezziik. Vannak
kétszeresen, hadromszorosan vagy tobbszdrésen tekeredd hurkok, és az
iranyuk lehet az éramutaté jardsaval ellentétes vagy azzal megegye-
z6. Két hurok titkozésekor ezek a szdmok Gsszeadédnak; a csavara-
sok 0sszmennyisége nem valtozik. Ez a részecskékre emlékeztet min-
ket, ahol az elektromos toltés mindig egy (pozitiv vagy negativ) egész
szam; és a toltések a részecskék egyesiilésekor osszeadédnak. Ez azt
Jelenti, hogy minden huroknak megvan a maga antihurka, amely &t
litkGzéskor megsemmisiti, és csak nyugodt ingak csavarodasmentes so-
ra marad. Az antihurok ,fordulatszdma” ugyanakkora, csak ellentétes
irdnyd. Ez ismét csak a részecskékre emlékestet, ahol példéul a (—1
toltésti) elektron megsemmisiti a (+1 toltésti) pozitront. Ezért a hurok
csavarodasainak a szamat topologikus toltésnek nevezziik.

A matematikusok egy sereg topologikus invaridnst talaltak ki, ezek
egyike a topologikus toltés. Valamennyien diszkrét jelleglick: egész
szamokban mérhetdk. ,Additiv” algebrai struktirat alkotnak, amely-
ben természetes médon kombinalédnak. Igy a topolégia esetleg nem-
csak a szolitonok stabilitdsat, hanem a hozzajuk tartozé , kvantumsza-
mokat” is meg tudja magyarazni. Mindez az elemi részecskék paradox
tulajdonsagainak ijszerii képét vetiti elénk. Eppigy mint a szolito-
nok, egymastol elkiilonitve ezek is az igazi részecskékhez hasonlitanak,
de a kolcsonhatdsukban hullimok mdédjara viselkednek. Eppligy mint
a szolitonok, ezek is rendkiviil stabilak (leszamitva a kolcsénhatasok
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idejét és azokat a kérészéletii részecskéket, amelyek az ilyen kolcsonha-
tésok soran keletkezhetnek). Eppiigy mint a szolitonok, ezek is egész
értékii invariansokkal gendelkeznek, amelyek a szokasos szabalyok sze-
rint kombinalédnak. Eppugy mint a szolitonokhoz, ezekhez is talalha-
ték antirészecskék, amelyek teljesen megsemmisitik Sket.

Az igy festett kép szerint a részecskék a téridd szovetében jelent-
kezd apré topologikus csavarodasok vagy csomok. Stabilak, mert a
topolégia nem engedi ket kisimulni (,kicsavarodni”); a kélesonhatasu-
kat pedig a topologikus tulajdonsagaiknak megfeleld diszkrét szamok
iranyitjak. Sajnos, egyeldre senkinek sem sikeriilt ezt a képet életre
kelteni. Ennek az az oka, hogy az egész feltevés alapjat képezd KdV-
egyenletek egydimenzids térben ,€16” részecskéknek felelnek meg. A
valédi részecskék otthona viszont a hiromdimenzids tér. A topolo-
gikus csavaras simédn kiterjesztheté harom dimenzidra; s6t mar régen
megcsinaltak akarhany dimenzidra is. A nehézség abban rejlik, hogy
senki sem tud felirni a hiromdimenzids térben olyan KdV-szerii egyen-
leteket, amelyek eddigi fizikai ismereteinkkel Gsszhangban lennének és
szoliton tipusti megolddsokat adnédnak.

Insztantonok

Bizonyos el6rehaladds azonban ezen a vonalon is tortént. Egy fizikus az
ingasort ,egydimenzids térelméletnek” nevezné. Egydimenziés, mert
minden egyes inga helyzetét egyetlen szammal adhatjuk meg; milyen
messzire talalhaté a rid mentén. Es térelmélet, mert mindegyik inga-
hoz tartozik egy fizikai valtozd, itt most az elforgatdsi szog, amely az
allapotat jellemzi. Az egész rendszer mozgasat egy téregyenlet iranyit-
ja, amely kiilon-kiilon minden egyes ingdra érvényes, és a szomszédos
ingakat, a guminak koszonhetden, dsszekapcsolja. A fizikdban tobb
olyan fontos egydimenzids térelmélet létezik, amely nagyon hasonlit az
ingasorra. A leghiresebb koziiliik a szinuszos Gordon-egyenlet, amely
onnan kapta a nevét, hogy egy Oskar Kleintsl és Walter Gordontdl
sz4rmazé egyenletben az egyik tagot egy szinuszfiiggvényre cserélték
ki. 1958-ban Walter Thirring a kvantummechanikanak egy olyan egy-
dimenzids valtozatara bukkant, amelyben szolitonszerii részecskék és
antirészecskék szerepeltek. Sydney Coleman megmutatta, hogy ez a
modell lényegében a szinuszos Gordon-egyenlettel azonos.

A valédi részecskékhez azonban haromdimenzids térelméletre van
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sziikség, ahol a valtozé a kozonséges hdromdimenzids térben elfoglalt
helyzethez kapcsolédik. Itt a kvantumtérelméletbd] szarmazd meérték-
tér jut szerephez. A fizikusokat kiildénosen a Chen Ning Yang és Robert
Mills dltal felfedezett specialis mértékterek foglalkoztatjak (ezekrdl ké-
s6bb még sz6 lesz). Alekszandr Poljakov és Gerhard t’Hooft megmu-
tattdk, hogy egy anyagteret egy Yang-Mills-féle mértéktérrel Sssze-
kapcsolva szolitonokat nyerhetiink. Az ilyen tipusi szolitonokat elvi-
leg elemi részecskeként kisérletileg is meg lehetne figyelni. A bokkend
csak az, hogy ez a részecske egy (eddig sohasem latott) egypdlusti mag-
nes lenne, rdaddsul olyan nagy tomeggel, amekkorat a részecskegyor-
sitok mostani generaciéjdban nem tudunk létrehozni. Ez a szoliton, a
KdV-egyenletbeli tarsaihoz hasonléan, térben lokalizalt, azonban 6rok
iddre létezik. Van azonban egy olyan masféle szoliton, amely id6ben
is lokalizalt. Ez olyan mint egy részecske, amely egy szemvillanasnyit
életre kel, de rogton utdna ismét eltiinik. Ezt insztantonnak (ypillanat-
részecskének”)! nevezik, és A. A. Belavin, Poljakov, A. Sz. Svarc és
Ju. Sz. Tyupkin orosz fizikusok fedezték fel. Az & értelmezésiikben
ez inkabb egy részecske allapotatmenete (amely egy pillanat alatt zaj-
lik le), mintsem tényleges részecske. Az insztantonok matematikdja
pontosan olyan, mint a szinuszos-Gordon-tereké.

Yang-Mills-mértékterek

Nagyon mélyen bele kellene meriilniink a fizikdba ahhoz, hogy részlete-
sen bemutassuk a fizikanak és a matematikanak azt a kolesonhatasat,
amely jelenleg zajlik a mértéktérelméletben, és amelynek az insztan-
ton-szoliton kapcsolat csak egy apré lancszeme. A targykor azonban
tulsagosan jelentGs ahhoz, hogy teljesen hallgassunk réla. Egy mérték-
tér alapvetd fogalma a szimmetria. A fizikusok régesrég tudjak, hogy a
szimmetriak rendkiviil fontosak a kvantumelméletben. A csoportelmé-
let legnagyobb fogyasztéi manapsag a kvantumfizikusok. Lényegében
arrdl van sz6, hogy egy fizikai rendszer szimmetriai az 8t leirs egyen-
letekben is tiikrozédnek. Példaul, a haromdimenzids euklideszi térben
barmely két pont ugyanigy néz ki, tehat kell, hogy a fizikai egyenletek
invaridnsak legyenek az eltoldsokra, elforgatdsokra és tiikrozésekre —
vagyis a tér Gsszes merev elmozgatdsainak csoportjdra.

! Az instant a wpillanat(nyi)” sz6 (latin eredetii) angol megfeleldje. (FR)
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Ezenkiviil azonban vannak nemgeometriai szimmetridk is. Ha egy
rendszerben az Gsszes részecske toltését az ellenkezdjére véltoztatjuk,
pozitivrél negativra és viszont, akkor ez egy masik, fizikailag ugyan-
tigy lehetséges rendszert eredményez. Vagyis fennill a 1oltéstikrozési
szimmetria. Mas szimmetridk még kiilondsebb hatdsokat hoznak lét-
re, példaul egy neutront protonba ,forgatnak at” egy kvantumszamok
alkotta képzeletbeli térben.

A tér geometriai szimmetrisi teljes (globdlis) szimmetridk, amelyeket
az egész fizikai elmélet sordn mindvégig kovetkezetesen kell alkalmaz-
ni. Kiilénb6z6 esetekben azonban a szimmetriatranszforméciok eltérd
médon is felhasznalhaték. Ha a transzformacidk okozta valtozasokat
egy fizikai térrel kompenzalni tudjuk, akkor helyi (lokdlis) szimmetri-
arél van sz6. Tegyiik fel, hogy a térben néhany elektromos toltéssel
rendelkezd részecske taldlhatd, és szamoljuk ki az elektromos teret.
Ha elmozditjuk a toltéseket és tjra kiszamitjuk a teret, akkor az ered-
mény nem engedelmeskedik semmiféle szimmetridnak. Ha azonban
egy magneses teret is hozzavesziink, akkor az elektromos és magneses
terek kombinalt rendszere mar transzformalhatd gy, hogy a szimmet-
ria megmaradjon. Igy a két Gsszekapcsolt térbél éllé rendszer, amely a
Maxwell 4ltal 1868-ban felfedezett egyenletekkel irhaté le, egy egzakt
lokalis szimmetridval rendelkezik.

A kvantummechanikdban fellépd mennyiségek nem valds, hanem
komplex szamok: fazisuk és nagysaguk van. Ha a fazis megvaltoz-
tatasa (a komplex sik elforgatdsa) helyi szimmetridt jelent, akkor a
rendszert mértékinvaridénsnak mondjuk. A nem tul kifejezd elnevezés
Weyltdl szarmazik az 1920-as évekbdl. Weyl arra gondolt, hogy a fizikai
elméletek ne fiiggjenek a hossziisagegység megvalasztdsatol: a német
eredetit ,kalibraldsinvaridnsnak” vagyis a mértékegység megvalaszta-
satol fiiggetlennek is lehet forditani. Weyl elmélete nem miikodott,
de miikédott volna, ha a hosszisigegység helyett a kvantummecha-
nikai fazist hasznalja. Yang és Mills kidolgoztak egy mértékinvarians
elméletet az izospin-szimmetriara, amely Maxwell elektroméagneses el-
méletéhez hasonlé. Matematikailag azonban bonyolultabb, mert a he-
lyi szimmetridk csoportja nem annyira szép, mint az elektromagneses
esetben.

Az 1970-es években és az 1980-as évek elején a fizikusok szorgalma-
san tanulmanyoztdk a Yang-Mills-tereket. Kozben a matematikusok
errd] mit sem tudva az un. ,fibralt nyaldbok Gsszefiiggéségeit” vizsgal-
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tdk. Végiil kideriilt, hogy a két dolog tulajdonképpen ugyanaz, csak
mas néven, és azéta mar egyikiik sem a régi. A fizika haszna példaul
ott jelentkezett, hogy a Yang-Mills-egyenletek megolddsira az algeb-
rai geometridn és a topoldgian alapuld eljardsokat dolgoztak ki, és a
matematika is sokat nyert. Donaldson munkdja a négydimenzids so-
kasagokrdl csak egy a sok fantasztikus eredmény koziil; néhdny mdsik
a klasszikus algebrai geometria és a parcialis differencialegyenletek ko-
zott tdr fel mély Osszfiiggéseket. Az egész teriilet robbandsszertien fej-
16dik és minden kétséget kizaréan a huszadik szadzad matematikdjanak
egyik legizgalmasabb fejezete.

Hat dimenziénk hidnyzik

Egy madsik rokon teriilet az egységes térelmélet keresése. A jelenlegi
elképzelések szerint a Természetet négy alapvetd kolcsonhatds iranyit-
Ja: a gravitacids, az elektromagneses, a gyenge és az erés. Valamennyi
részecske egymasra hatdsa ezeken keresztiil zajlik. A kolcsonhatdsokat
leir6 egyenletek azonban egészen masok az egyes esetekben. Egy egy-
séges elmélet a négy er6t mint egyetlen objektumnak a kiilonféle meg-
jelenési formdit foglalna magdba. Einstein sikerteleniil prébalkozott
egy egységes térelmélet megalkotdsaval. Az 1960-as években Sheldon
Glashow, Steven Weinberg és Abdus Salam megoldottdk az elektro-
maégneses és a gyenge kolcsonhatasok egységesitését. A jelenlegi kuta-
tasok kozéppontjdban szimmetriahatdsok, az in. Kaluza—Klein-elmé-
letek és a szuperhir nevii objektumok allnak. A kényv irdsa idején
a pillanatnyi favorit a vilagegyetemet nem 4-dimenzids, hanem 10-di-
menziés téridSként litja, amelynek hat dimenzidja egy feszes gémb-
be van felcsavarva, és ezért nem tudjuk a mindennapi tapasztaldssal
megfigyelni. Lehet, hogy a huszonegyedik szdzad Vildgrendszere ilyen
groteszk matematikai spekuldciékbol alakul majd ki.
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IMIGYEN SZOLA AL-KHVARIZMI

Azt mondod, nilad az igazi megoldas,
Nos, tudod,

Mindannyian szeretnénk latni azt a tervet.

John Lennon és Paul McCartney1

Mohamed ibn Miisza Abu Abdallah Al-Khvarizmi Al-Madzsiszi Al-
Kutrubulli i. sz. 810 koriil sziiletett Khorezm varosidban (ez ma az
iizbegisztani Urgencs). Csillagaszként allt Al-Mamin kalifa (A Meg-
bizhatd) szolgalatdban, aki a bagdadi Bait al-Hikmat (a Bolcsesség
Hazat, azaz a Tudomanyos Akadémiat) édesapjatol, Harun Al-Rasid-
t6l (Az Igazsagostol) orokolte, és amely az 6 idejében élte fénykorat.
Al-Khvarizminek tiz konyvét ismerjiik. A harom legfontosabb a Ki-
tdb az-zidzs al-szindhind, amely csillagdszati tablazatokat tartalmaz, s
koztiik az elsd szinusz- és kotangens-tablakat; a Kitdb hiszdb al-adad
al-hindi, amely aritmetikardl szol; és a Kitdb al-mukhtaszar fi hiszdb al-
dzsabr v’al-mukdbala, amely az egyenletek megoldasanak tomor Gssze-
foglaldsa. A harmadik konyvbol, amelynek latinositott alakja Ludus
algebrae et almucgrabalaeque, szarmazik az ,algebra” sz6. Ha jol be-
legondolunk, a dolog rosszabbul is végzédhetett volna. A masodik,
amelynek latin cime Algorithmi de numero Indorum, a hindu szami-
rast honositotta meg az arab vildgban, és az igy keletkez6 hindu-arab
szamrendszert pedig Eurépaban. Vagyis a ,szdzasoknak, tizeseknek és
egyeseknek” azt a mai rendszerét, ahol a nullat jel6l6 szimbélum és
a kilenc masik szamjegy értéke attdl fiigg, hogy melyik helyen allnak.
A kozépkorban az aritmetikdt Al-Khvdrizmi nevének latinos alaka-
val, az ,Algorismus”-szal azonositottdk. A dizit Algorizmi (imigyen
sz6la Al-Khvérizmi) kifejezés a vildgossag és a szaktekintély védjegye
volt. Aritmetikakonyvében megtalaljuk az Osszes alapvetd szamoldsi

! Mérton Andrés forditisa (Forradalom I)




Egzisztencia és konstrudlhatdsdg 201

eljarast, amellyel a szdmokat 6sszadjuk, kivonjuk, dupldzzuk, felezziik,
szorozzuk, osztjuk vagy négyzetgyokot vonunk belliik. Szerepel ben-
ne egy lzleti szamitasokrol sz6l6 fejezet is. Nevét ma az algoritmus sz6
érzi, amely egy adott probléma megolddsara szolgdlé vilagos és preciz
eljarast jelent. Ez a fogalom kozponti szerepet jatszik a gyakorlati és
elméleti szamitastudomanyban, valamint a kiszdmithatésig matema-
tikdjaban. Es taldn mar Onok is észrevették, hogy a szamitégépeket
az lzleti életben is fel szoktak hasznalni.

Egzisztencia és konstrudlhatésdg

Sokféle stilusi matematika van. Az egyik, kissé kddbeveszd szélen all
a tiszta egzisztenciabizonyitas, amely belatja, hogy egy adott tulaj-
donsagokkal rendelkezé objektumnak sziikségképpen léteznie kell, de
a megtalaldsira semmiféle médszerrel nem szolgdl. Kozépen allnak a
tobbé-kevésbé konstruktiv eljarasok, amelyek a kivant eredményeknek
vagy objektumoknak egy koriilhataroltabb leirasat adjak. Legbeliil pe-
dig a teljesen konstruktiv algoritmus taldlhatd, amely egy tokéletesen
meghatdrozott eljaras, és garantdltan kiszadmitja azt, amit akarunk,
csak gy6zzik kivarni.

A transzcendens szamok problémakore mindharom stilust jél illuszt-
ralja. A 6. fejezetben emlitett Cantor-féle egzisztenciabizonyitas egy
darab transzcendenst sem dllit el6. Minddssze megjegyzi, hogy mivel
valés szambol tobb van, mint algebrai szambél, ezért transzcendens
szamok biztosan léteznek. Ugyanigy, ha egy 348 iiléses Boeingre 349
utasnak adtak ki jegyet, akkor mindenki tudja, hogy valamelyikiik nem
utazik; de, hogy melyikiik, az ebb6l az okoskod4sbdl nem deriil ki. A
kozépsd szinten taldlhatdk azok a transzcendenciabizonyitdsok, ame-
lyek konkrét szamokra, példaul az e-re, n-re, 2V2 e vagy a Liouville-
szamra vonatkoznak. Ezek a meggondoldsok a széban forgé szamok
specidlis tulajdonsagaira épiilnek — amint azt is megjosolhatjuk, hogy
nem az 6t kisgyermekével utazé apat, vagy az ismert filmszinészt fogjak
egy mésik jaratra dttenni. A transzcendenciara vonatkozé algoritmus
egy olyan altaldnos eljards lenne, amely tetszSleges adott szamrél el-
dontené, hogy az eleget tesz-e egy algebrai egyenletnek vagy sem. Ilyen
médszer nem ismeretes; valésziniileg nem is létezik. A jelek szerint a
repiilégépeknél sincs altalanos ,4trakdsi szabaly”.
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Kiterjedt filozéfiai vita zajlott és zajlik az ilyen tipusi eredmények
értékérdl és természetérdl. Egy tiszta egzisztenciabizonyitds vajon
tényleg ad-e barmiféle hasznos informdciét? Az Errett Bishop altal
1967-ben alapitott és Konstruktivistdknak nevezett modern matema-
tikai iskola szigorian korldtozé alldspontot képvisel és minden nem-
konstruktiv meggondoldst teljesen elutasit. A kérdésrdl alkotott sajat
felfogasom akkor véltozott meg, amikor a szamitogépek algebrai al-
kalmazasaival foglalkoztam. Egy bizonyos objektum (az tin. Cartan-
részalgebra) esetén létezik klasszikus egzisztenciabizonyitas, de nincs
algoritmus. A probléma mds irdnyt megkozelitésével sikeriilt egy algo-
ritmust taldlnom. Azt azonban, hogy az algoritmus valéban miikodik,
csak a klasszikus egzisztenciatételre tdmaszkodva tudtam bebizonyita-
ni! Ma sincs ra kozvetlen bizonyitdsom. Vagyis az algoritmus igazold-
séhoz egy egzisztenciatétel sziikséges. Ilyen helyzet igen sokszor add-
dik. Ahhoz, hogy valamit kiszdmitsunk, gyakran hasznos elére tudn,
hogy valdban létezik. Azéta mindig tgy érzem, hogy a Konstruktivistak
egy kényes ponton nem értették meg a lényeget.

A dolog valéjaban még zavarosabb. Mit széljunk olyan bizonyitd-
sokhoz, amelyek algoritmusok iétezését garantdljak, de magat az al-
goritmust nem hatdrozzak meg? El tudok képzelni oiyan algoritmust,
amely egzisztenciabizonyitdsok keresésére szolgal; vagy olyan bizonyi-
tasokat, amelyek olyan algoritmusok létezését igazoljak, amelyekkel
olyan algoritmusok létezését lehet kimutatni, amelyek ... nos, ugye
értik, mire gondolok.

Algorismus elotti algoritmusok

Az algoritmikus gondolkodas évezredekkel megel6zi Al-Khvarizmit. Az
egyik elsd jelent6s algoritmus Euklidész Hetedik Koényvében jelenik
meg, és jol illusztralja az algoritmusok néhény fontos vondsat. A fela-
dat két szam legnagyobb kozos osztéjanak (Inko-janak) a kiszamitdsa;
vagyis, hogy melyik az a legnagyobb szam, amely mindkettéjiiket (ma-
radék nélkiil) osztja. Fogalmilag a legegyszeriibb eljiras az, ha a két
szamot primtényezdkre bontjuk és minden primet a kisebbik kitevével
veszink; ezt tanitjdk ma altaldban az iskoldban. Példaul 60 és 280
Inko-janak a megkereséséhez felirjuk a 60 = 22 .3 .5 és 280 =22 .57
felbontasokat, ahonnan az Inko 22 . 5, azaz 20. Ez a mddszer azon-
ban mar négy- vagy otjegyii szamokra sem hatékony, mert nehéz egy
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szadmot primtényez8kre bontani. (Rdaddsul annak a bizonyitasa, hogy
ez megtehetd, az euklideszi algoritmuson milik!) Jobb az euklideszi
médszer, amely a kovetkez8képpen miikddik. Legyen a két szam m és
n, ahol m a kisebb. Ekkor:

(1) Osszuk el n-et m-mel maradékosan, legyen a maradék r.

(2) Irjunk n helyébe m-et és m helyébe r-et.

(3) Az eljarast az (1) lépéstdl kezdve addig ismételjik, amig a mara-
dék nullavé nem valik.

Ekkor a legutolsé m érték a keresett Inko. Szamitsuk ki példaul 50983
és 34017 Inko-jat:

50983/34017 maradéka 16966
34017/16966 maradéka 85

16966/85 maradéka 51
85/51 maradéka 34
51/34 maradéka 17
34/17 nincs maradék.

Az Inko tehat 17. Annak a bizonyitdsa, hogy az algoritmus mindig
mitkodik, elég konnyti; lényegében azon milik, hogy ami m-et és n-et
osztja, az sziikségképpen r-nek is osztdja.

A jélelkit nytiltenyészto

Az euklideszi algoritmusban fellépd szamok nagyon gyorsan csokken-
nek. Mennyire gyorsan? Hany 1épésig tart az algoritmus? Ennek meg-
vélaszoldsdhoz megkeressiik a legrosszabb esetet, amikor a lépésenkénti
csokkenés a lehetd legkisebb. Ekkor n és m hanyadosa minden lépés-
ben 1 kell hogy legyen. Visszafelé haladva azt kapjuk, hogy m és n
szomszédos tagok lesznek az

1,213, 6, 8,13, 21,34, 65, 89, .\

sorozatban, ahol barmelyik szam az el626 kettd 6sszege. Ennek a soro-
zatnak hosszi torténete van: Pisai Leonardo, becenevén Fibonacci (,a
j6 1élek fia”) vizsgalta elészor egy nyiltenyésztési probléma kapcesan.
Leonardo 1202-es Liber Abacija hozta a hindu-arab aritmetikdt Euré-
paba, ami egy jabb kapcsolatot jelent Al-Khvarizmival. Mekkora az
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n-edik Fibonacci-szam? Létezik rd pontos formula, de a lényeget mar
egy durvabb becslés is mutatja. Az euklideszi algoritmus lépésszama
a nagyobbik szamban levd jegyek szamanak koriilbelil az 6tszorose.
Még 100-jegyti szamok esetén sincs 500 1épésnél tobbre sziikség. Ezzel
megkaptuk, hogy mennyire hatékony az algoritmus — a témat mar a
2. fejezetben érintettiik. A ,sebesség” most a jegyek szamaval aranyos.
Ez valdban nagyon hatékony. Ezzel szemben a primtényezSket préba-
osztassal keresd eljards hossza a jegyek szamaval exponencidlisan nd.
Egy 100-jegyti szamnal koriilbeliil 102° lépésre lenne sziikség.

A maltuzidnus kapcsolat

L)

Tegyuk fel, hogy valasztunk egy formalis szamitasi modellt, amely-
ben pontosan tudjuk definidlni a bemend adatok méretét és a futési
idét. (Egy ilyen médszerrdl a kovetkezd fejezetben lesz sz6, de fo-
1sleges lenne most bevezetni. Nyugodtan képzelhetjiik tgy, hogy az
input nagysaga az Osszes felhasznalt jegyek szdma, a futdsi id6 pedig
a lépésszam.) Ekkor az algoritmus hatékonysigat azzal mérhetjik,
hogyan fiigg a futdsi id6 a bemend adatok nagysigatol. 1965-ben J.
Edmonds és A. Cobham gy latték, hogy az a két kritikus eset, amely
nagyjabdl a tapasztalat szerinti ,jé”, illetve ,rossz” algoritmusnak fe-
lel meg, a polinomiilis, illetve az exponencialis id6. Ha az s méretii
input esetén a futdsi idS s egy rogzitett hatvanyaként né, mint pél-
déaul s® vagy s®, akkor az algoritmus polinomidlis ideji (vagy roviden:
polinomidejii). Ha gy né, mint 2* vagy még gyorsabban, akkor ezpo-
nencidlis idejii. A kettd kozotti novekedési iitemek bar lehetségesek,
de a gyakorlatban ritkdn fordulnak el6. Ennek az osztalyozasnak az
egyik elénye, hogy nem fiigg a szamitasi eljaras konkrét modellezésé-
t6l. Vegyiik észre, hogy a ,jo” euklideszi algoritmus linedris id6 alatt
fut (mint s elsé hatvanya), mig a természetes, de ,rossz” felbontasi
modszer exponencialis.

1798-ban Thomas Malthus hires esszét irt a tilnépesedésrél, amely-
ben szembeallitotta az élelmiszer-termelés linearis novekedését a né-
pesség exponencialis szaporodasaval. Ez alapjaban véve éppen a fenti
megkiilonboztetés, és a lényege az, hogy hosszi tdvon az exponenci-
lis fog nyerni, akarmilyen lassan is indit. Ezek a nyers, de hatékony
mérdeszkozok elméleti célokra alkalmasak, de a gyakorlatban tovabbi
meggondolasokkal kell Sket finomitani. Egy 10%%°5'2° futasi idejii al-
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goritmus a definiciénk szerint ,j6”, a gyakorlatban azonban hasznalha-
tatlan. Egy exp(10~5%s) idejii pedig ,rossz”, ugyanakkor az s értékek
széles tartomanyara jél miikodik. Azonban ezen fura agysziilemények
egyikére sem ismerek €16 példat.

P=NP¢

Nézziink most néhany olyan tipikus problémat, amelyre szeretnénk j6
algoritmust taldlni.

(1) [Rendezési probléma)] Egészek egy adott halmazat rendezziik no-
vekvd sorrendbe.

(2) [Utkeresési probléma] Hogyan lehet a legjobban a szemétszallito
autdk ttvonaldt egy varosban ugy kijeldlni, hogy a megtett kilo-
méterek szama minimalis legyen, mikozben teljesiilnek az olyan
feltételek, hogy a hét folyamdn minden szemét elszéllitdsra keriil-
jon, és csak annyi teheraut6t hasznaljunk, amennyivel a varosi
hatésagok rendelkeznek.

(3) [Hozzarendelési probléma] Adottak a kurzusok, tandrok és didkok
adatai, készitsiink olyan érarendet, amelyben nincs iitkozés.

(4) [Ladapakolési probléma] Adott kiilonbozd méretii targyak egy hal-
maza, helyezziik el ket a lehetd legkevesebb rogzitett méreti 14-
daban.

(5) [Utazé iigynok probléma] Adottak bizonyos vérosok, amelyek
mindegyikét pontosan egyszer kell felkeresni. Mi a legrovidebb
ut?

Ezek valamennyien kombinatorikus optimalizdcids problémdk. Minden
egyes X helyzetben egy c(X) értéket kell minimalizdlni. Az (1) esetben
ez a még rendezetlen egészek szdma; (2)-nél a megtett osszkilométer;
és igy tovabb. Ebben az Gsszefiiggésben a polinomidlis/exponencialis
megkiilonboztetés egy fontos 1ij vondssal gazdagodik.

Jelolje P azoknak a problémaknak az osztdlyat, amelyek polinomia-
lis idé alatt megoldhatdk: ezek a kénnyd problémak. Egy (valészinii-
leg) dltaldnosabb osztaly, amely a legtobb érdekes problémat magiba
foglalja, az NP nevet viseli: ebben a nemdeterminisztikus polinomideji
problémak taldlhatok. Ezt egy kicsit nehezebb elmagyardzni. Tegyiik
fel, hogy most is minden egyes X helyzetben megprobaljuk (X )-et
minimalizalni, mint az elébb. Tegyiik fel tovabba, hogy barmely adott
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B szam esetén ellendrizni tudjuk, hogy a probléma egy X megolddsara
¢(X) < B teljesiil-e. Ekkor a probléma NP-beli. Vegyiik észre, hogy
a feladat feltehet6en nehéz része — a megoldds megtaldldsa — nincs
a dologba beleértve. Vildgos, hogy minden P-beli probléma egyben
NP-beli is. Igaz-e ennek a megforditdsa? Mas széval, ha egy meg-
oldast polinomidd alatt le tudunk ellendrizni, akkor polinomidé alatt
meg is tudjuk taldlni? Nagyon valdsziniitlentil hangzik! Ezért arra
szamitunk, hogy P#ZNP. Ez olyasminek néz ki, amit konnyen el lehet
donteni. De a ldtszat csal. Megoldatlan probléma, és nincs kizarva,
hogy ezzel a jelent6s kihivassal csak a huszonegyedik szdzad matema-
tik}lsai tudnak majd érdemben szembeszallni.

NP-teljesség

A P#NP probléma azért olyan kemény dié, mert nagyon nehéz azt
igazolni, hogy egy probléma nem oldhaté meg polinomidlis id6 alatt.
Az osszes lehetséges algoritmust szamitasba kell venniink, és megmu-
tatnunk, hogy egyikiikk sem hatékony. A lehetetlenségi bizonyitasok
gyakran nagyon nehezek, lasd a kornégyszogesitést, az 5todfoku egyen-
let megolddsat, a parhuzamossagi axiémdt vagy a kontinuumsejtést.
Egy madsik érdekesség, hogy mindazok a problémak, amelyekrdl re-
méljiik, hogy NP-beliek, de nincsenek benne P-ben, dltaldban azonos
nehézségiiek, és igy nem tudjuk, hol induljunk el. Specidlisan, egy
problémat NP-teljesnek mondunk, ha NP-beli, és ha & megoldhaté
polinomidé alatt, akkor minden NP-beli probléma megoldhaté poli-
nomidS alatt. Mads széval, ha 8 nem ellenpélda, akkor nincs is ellen-
példa. Ugyszolvan minden széba jové problémardl, amely NP-beli, és
nem latszik réla, hogy P-ben lenne, kideriil, hogy NP-teljes.? Sok ezer
problémat vizsgiltak végig. Es azt is tudjuk, hogy azok a mddszerek,
amelyeknek a legnagyobb esélyiik lehetne akir P=NP, akir P£NP
igazoldsara (a szimuldcid, illetve a Cantor-féle atlés eljaras), itt nem
miikédnek.

Igaz? Hamis? Egyik sem, akdr a kontinuumsejtés? Fiiggetlen az
igazsaga a formadlis halmazelmélettsl? Halvany géziink sincs réla. A
matematika egyik legnagyobb megoldatlan rejtélyével allunk szemben.

2 Ezalél fontos kivétel a primtényezdkre bontds. (FR)




Szimpldbb szimplex és szakadt hdtizsdk 237

Ladédk és csomagtarték

Tegyiik fel, hogy adott egy csomé kiilonféle méretii targyunk, és ezeket
egyforma ladakba kell bepakolnunk, ahol mindegyik ladaba csak egy
bizonyos 6sszméret fér. Hany lddara van sziikség? Néhany egyszeri
észrevétel rogton adodik.

Mindegyik targy kisebb kell hogy legyen, mint a lada, kiilonben nincs
megoldss. Egy félliteres edénybe nem tudunk egy litert beletolteni.
Ugyanigy, a targyak Osszmérete a ladak kapacitdsaval osztva a sziiksé-
ges ladaszamra egy alsé korlatot ad. Ezeken az egyszerii észrevételeken
kiviil (amelyek nem sokat segitenek) nemigen tudunk mast kitalalni,
mint hogy minden lehetséges pakolast végigprébalunk és kivalasztjuk
koziiliik a legjobbat. Ez persze lassi és nem hatékony, és a probléma
valéban NP-teljes. Az optimdlis megoldas hianyaban megelégedhe-
tiink kevesebbel is: tudunk-e talalni egy ,elég j6” pakolast? 1973-ban
Jeffrey Ullman megmutatta, hogy az ,ahova legelészor befér” (first
fit” vagy ,sietés”) algoritmus (amelynél a ldddkat megszamozzuk és
mindegyiket addig tomjik, amig csak lehet, és utana térink at a ko-
vetkezére), nem ad rosszabb eredményt, mint az optimalis lddaszam
17/10-e. Sét, a 17/10 altalaban nem javithat6. Ha a targyak csokkend
nagysag szerint vannak elrendezve, akkor ez az arany 11/9-re vihetd le,
tehat sohasem kovetiink el 20 szazaléknal nagyobb hibat. Mindenki,
aki az elutazasok alkalmaval a csalad holmijat az auté csomagtartéjaba
pakolni szokta, tudja, hogy a legjobb el8szor a legnagyobb bérondoket
betenni.

Szimpldbb szimplex és szakadt hdtizsdk

Az algoritmuselmélet a matematikdnak egy teljesen 1j aga, amely roha-
mosan fejlédik, ahogy egyre nagyobb hangsilyt kap a szamitdsi méd-
szerek gyakorlati koltségigénye. A szamitdsokat mindennapos szinten
hasznalé egyik fontos teriilet a linedris programozds, amely ilyesféle
problémakon dolgozik: hogyan osszuk el a forrasokat kiilonbozd tar-
gyak gyartasa kozott, amelyek bizonyos arfeltételeknek tesznek eleget,
hogy kézben maximalis hasznot érjiink el. Vildgos, hogy egy ilyen
médszernek komoly kereskedelmi értéke van. A hagyomanyos eljarast
George Dantzig dolgozta ki 1947-ben, ezt szimplexmoddszernek hivjak.
A gyakorlatban rendszerint igen gyorsan miikodik, de egyes patologi-
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kus esetekben rendkiviil lassi. Stephen Smale topolégus néhany éve
bebizonyitott egy tételt, amely ezt a tényt szabatos formaban fejezi
ki. 1979-ben nagy sajtévisszhangot valtott ki L. G. Khacsijan egy Uj
algoritmusa — valdsziniileg azért, mert az \jsagirék a lineris prog-
ramozast osszekeverték a sokkal nehezebb utazé ligynok problémaval.
Khacsijan a linearis programozasi feladatot polinomidd alatt oldotta
meg (ahol az id8 a bemend adatok méretének 6todik hatvanya, hogy
pontosak legyiink), és ehhez az ellipszoidok geometriai tulajdonsagait
hasznélta fel. Mintha csak az élet az exponencialis és polinomidlis id8
kozotti killonbség kissé akadémikus voltit akarna bemutatni, kideriilt,
hogy a gyakorlatban Khacsijan médszere majdnem mindig lassabb,
mint a szimplexmédszer! 1985-ben azonban Narendra Karmarkarnak
sikeriilt a kett6 jotulajdonsagait egy valéban hatékony polinomidejii
algoritmusban Gsszekombinalni. Ez dolldrban is kifejezhetd komoly
gyakorlati hasznot hozott.

Egy masik fontos attorés a hatizsakproblémanal kévetkezett be nem-
rég. Tegyiik fel, hogy van egy adott méretii hatizsakunk és egy csomé
targyunk, amelyek mindegyikének ismerjiitk a méretét. Van-e a tar-
gyaknak egy olyan részhalmaza, amely pontosan megtolti a hatizsa-
kot? 1982-ben Ralph Merkle felallitott egy nyilvanos jelkulcst titkos-
irdsi sémat, olyat, amilyent a 2. fejezetben targyaltunk. Ezt a hati-
zsakproblémara épitette, és 1000 dollarba fogadott, hogy az igy kapott
kéd feltorhetetlen. Adi Shamir azonnal feltorte a kéd egyik valtozatat,
de ez nem volt elégséges a fogadds megnyeréséhez, bar — Merkle nem
kis bosszankodasara — a sajté gy képzelte, hogy elég. 1985-ben az-
utan Ernest Brickell az egészet feltorte, mert gyors algoritmust taldlt
a hatizsdkprobléma megolddsara.
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A KISZAMITHATOSAG HATARAI

Akhilleusz: Hmm ... valami furcsit érzek itt. Megvan! A mondat sajat
magardl beszél! Latod?

Teknds: Micsoda? A mondatok nem tudnak beszélni.

Akhilleusz: Nem, de bizonyos dolgokra vonatkoznak — és ez itt kozvetlentl,
egyértelmiien és félreérthetetlentil arra a mondatra vonatkozik,
amelyik 6 maga!

Douglas Hofstadter

A matematikusok évszazadokon keresztiil hatalmas erdfeszitéseket tet-
tek, hogy bebizonyitsdk Euklidész parhuzamossigi axiomajat. A nem-
euklideszi geometridk felfedezése a problémat mds megvildgitdsba he-
lyezte. Léteznek az euklideszitdl eltérd geometridk, amelyek ugyan-
gy konzisztensek: ha az euklideszi geometria ellentmonddsmentes,
akkor a tobbi is az. Igy egy sokkal mélyebb kérdés vetédott fel: tény-
leg ellentmondasmentes-e az euklideszi geometria? Mivel kezdetben
mindenki azt hitte, hogy az euklideszi a Természet egyetlen igaz ge-
ometridja, és mas geometridknak nem lehet értelme, majd kideriilt,
hogy mindkét elképzelés rossz, a matematikusok még Euklidész geo-
metridjaban is kételkedni kezdtek. Vajon ez ellentmondasmentes-e?
Viszonylag konnyen be tudtak latni, hogy igen, feltéve, hogy a va-
16s szamok rendszere is ellentmondasmentes. Ezutin a matematika
alapjainak vizsgalatdhoz Cantor nyomdokaiba lépve a valds szamok el-
lentmondasmentességének a kérdését sikeriilt visszavezetni az egészek,
valamint a matematikai logika és a formalis halmazelmélet ellentmon-
dasmentességének a problémajara. A halmazelméleten belil, a logika
felhasznaldsaval modellezhetSk az egész szamok; az egészekkel model-
lezheték a valdsok; a valésokkal az euklideszi geometria; és az eukli-
deszi geometridval a nemeuklideszi is. Mindez nagyon szép, de mi a
helyzet magdval a halmazelmélettel és a logikdval? Szérnyl mélypont:
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a matematikusok a Vilagegyetem meghdditdsara indultak, és a végén
kideriilt, hogy még a sajat labuk alatt is inog a talaj.

A szézadforduld tajan David Hilbert kijelolt egy kutatdsi programot,
amelynek tervezett végeredménye szabatos bizonyitast adott volna a
logika és a halmazelmélet, vagy ami ezzel ekvivalens, az aritmetika el-
lentmondasmentességére. De mielétt a program igazan beindult volna,
egy Kurt Godel nevii ismeretlen teljesen felboritotta a terveket, és a
program osszeomlott. Gédel megmutatta, hogy az aritmetikdban van-
nak olyan igaz éllitasok, amelyeket sohasem lehet bebizonyitani, és ha
valaki taldl egy bizonyitdst arra, hogy az aritmetika ellentmondasmen-
tes, akkor nem az! Majdnem ugyanebben az id6ben Alan Turing a
matematikai logikdban probalta a kiszamithatésag fogalmat tisztdzni.
O is arra jutott, hogy bizonyos nagyon természetes kérdéseket egydi-
taldin nem lehet megvdlaszolni. Ezen nem azt kell érteni, hogy senki
sem elég okos ahhoz, hogy megtaldlja a vélaszt: teljes szabatossaggal
bebizonyithatd, hogy egyaltaldn nem létezik vilasz!

Turing-gépek

Ahhoz, hogy a gondolatainkat pontosan meg tudjuk fogalmazni — és
ezen a teriileten ez kotelez6 — sziikségiink van a ,kiszamithatésag”
preciz fogalmara. Vehetnénk példdul egy IBM személyi szamitégé-
pet, amelynek idealisan korlatlan a memdridja, azaz tetszoleges szamu
floppy lemezt hasznalhatunk, és amely egy assembler nyelven miiko-
dik. Ez elméleti célokra egy kicsit zavaros lenne, mert a gép teljes
operacis rendszerét érteniink kellene, hogyan milkodnek az dramkorei
stb. Ehelyett a Turing-gépet szoktuk valasztani, amelynek sziilSatyja,
Turing, Neumann Jénossal egyiitt a modern szamitégép létrejottének
elméleti alapjait teremtette meg. A Turing-gép egy lehetd legkezdet-
legesebb szerkezetii idealizalt szamitégép. Képzeljiink el egy végtelen
hosszti, négyzetekre osztott szalagot, amely egy fej el6tt mozog. A fej
veges sok belsé dllapotot vehet fel. A fej el tudja olvasni a szalagot,
és a 0 vagy az 1 jelet rd is irhatja. Csak 0-ra és l-re van sziikség,
mert minden informacié kédolhaté 0-k és 1-ek segitségével. Hasznal-
Juk példaul a Morse-abécét a pont helyett 0-val, a vonds helyett pedig
l1-gyel. (A gyakorlatban inkabb egy standard bindris kédot szoktunk
valasztani.) A gép viselkedését egy programféle vezérli, az in. Turing-
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Post-program. Ez szamozott 1épésekbsl all, és minden 1épés az aldbbi
hét utasitds valamelyike:

irj 1-et az aktualis négyzetbe.

Irj 0-t az aktualis négyzetbe.

Lépj egy négyzetnyit jobbra.

Lépj egy négyzetnyit balra.

Menj a program k-adik lépésére, ha az aktualis négyzetben 1 &ll.
Menj a program k-adik lépésére, ha az aktudlis négyzetben 0 4ll.
Allj meg.

A programon kiviil a szalag tartalmazzon valamilyen bemené adatokat
is; a program ezekkel operal. A gép a program utasitdsainak megfele-
16en feldolgozza az adatokat és utdna megall.

Tegyiik fel példaul, hogy a kiindulé adatsor egy csupa 1-bél &llé
blokk, amelyet 0-k fognak kozre:

s UL S
T

ahol a nyil mutatja az aktualis négyzetet. Tegyiik fel, azt akarjuk, hogy
a gép a hatdrolé 0-kat valtoztassa l-ekre és utdna alljon meg, vagyis
a blokk hosszat novelje meg kettével. Ezt a kovetkezd programmal
érhetjiik el:

1. Lépj jobbra.

2. Ha itt 1-et taldlsz, akkor menj az 1. lépésre.
3. frj a négyzetbe 1-et.

4. Lépj balra.

5. Ha itt 1-et taldlsz, akkor menj a 4. lépésre.
6. Irj a négyzetbe 1-et.

7. Allj meg.

A fej addig lépeget jobbra, amig az elsé 0-hoz nem ér. Ezt kicseréli
l-re, majd addig lépeget balra, amig 0-t nem taldl. Ezt is kicseréli
l-re és megall. Azt gondolhatnank, hogy egy ilyen primitiv szerkezet
lehetéségei korlatozottak. Nem igy van; Turing bebizonyitotta, hogy
barmit, amit egy szamitégép ki tud szamitani, arra egy Turing-gép is
képes. Lassabban persze, de ez nem fogja zavarni azokat az elméleti
szakembereket, akik a kiszadmithatdsag természetét akarjak megismer-
ni.
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Egy Turing—Post-program maga is kédolhaté a szalagon, példaul a
kovetkezOképpen: :

000 frj 0-t

001 Irj 1-et

010 Lépj jobbra
011 Lépj balra

10100...01  Menj a k-adik 1épésre ha 0-t talaltal
11011...10  Menj a k-adik lépésre ha 1-et taldltal
100 Allj meg

Itt a ... k-szoros ismétlést jelent. Az el6zd program kddja ekkor
0101101000101111011110001100,

és barmely program egyértelmiien rekonstruilhaté a kédjabol. Tu-
ring 1936-ban megmutatta, hogyan kell egy U univerzdlis Turing-gépet
konstrudlni, amely bdrmely Turing-gép bdrmely programjat szimulalni
tudja. Ennek rogzitett a programja. A bemen6 adatok 0-1 sorozata
(G kédja) - d alaki, ha a G programi géprél és azon a d inputrdl van
sz6. U programja elolvassa a kédot, dekédolja a G szerinti utasitaso-
kat, és végrehajtja azokat a d adatokra. Ugyanezt a kovetkezGképpen
is megfogalmazhatjuk. Barmely szamit6gép képes barmely masik sza-
mitégépet szimuldlni, ha elegendé id6 és memdria éll a rendelkezésére.
Egy Commodore-64 megjatszhatja, hogy 6 egy Cray X-MP. Nagyon
lassan persze — a sebesség hardverfiiggd. A program magaba foglalja
a szimuldlandé gép miikodésének teljes kédolt leirdsat. Ezért elméleti
célokra nyugodtan gy tekinthetjiik, hogy minden szamolast Turing-
gépekkel végziink, és az algoritmust mint egy Turing-Post-programot
definidljuk.

A meg4dllasi probléma

Egy algoritmus fontos tulajdonsaga, hogy végiil is dlljon meg és adjon
egyértelmii valaszt. Nem sokat ér egy olyan szamolds, amely végtelen
sokaig tarthat, mert amig nem ért véget, nem ismerjiik a vélaszt. igy
természetesen vetSdik fel a kovetkezd kérdés. Tegyiik fel, hogy adott
egy Turing-Post-program. Bizonyos véges bemend jelsorozatokra ez
végiil is megall. Masokra esetleg nem. (Példdul, a ,lépegess jobbra,
amig 1-et nem taldlsz” nem fog megallni, ha a fejtél jobbra nincsenek
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l-ek.) A Megdlldsi Problémdnal azt kell eldonteni, hogy mely inputok
esetén fog a gép végiil is megallni és melyeknél nem. A hely szellemé-
nek megfelelden ezt a feladatot egy algoritmussal szeretnénk megolda-
ni. Vagyis egy olyan Turing-Post-programot keresiink, amely barmely
(0-kkal és 1-ekkel kédolt) P program és d adatok esetén aszerint ir ki
0-t vagy 1-et, hogy P a d inputra valamikor megall-e vagy sem.

Ilyesmiken elmélkedett Turing 1936-ban, és ragyogo otlete tamadt.!
Tegyiik fel, hogy létezik egy Megallsi Algoritmus, és alkalmazzuk ezt
az U univerzalis Turing-gépre a d adatokkal. Pontosabban, tekintsiik
az alabbi kicsit bonyolultabb programot:

(a) Ellendrizd, hogy d valamely D Turing-Post-program kédja-e. Ha
nem, akkor kezdd elolrél.

(b) Ha d a D kédja, akkor a jelsorozatot duplizd meg, igy d-d adddik.

(c) Alkalmazd a Megalldsi Algoritmust U-ra a d - d inputtal. Ha
megall, akkor menj vissza (c) elejére.

(d) Egyébként allj meg.

Hivjuk ezt a programot M-nek. Eszrevehetjiik, hogy M | fennakad”
az (a) helyen, ha d nem programkéd, illetve a (c) helyen, haa d-d
inputra U megall. Namdrmost, az M programnak is van egy m kédja.
Megéll-e M az m inputra? Vildgos, hogy nem akad fenn (a)-nél, mert
m definicid szerint (az M program) kéd(ja). Akkor és csak akkor jut
til (c)-n, ha U nem 4ll meg az m - m inputra. Vagyis osszefoglalva:

M megall az m inputra
akkor és csak akkor ha
U nem &ll meg az m - m inputra.

Nézziik meg azonban, hogy az U univerzalis gép hogyan szimulal egy
P programot. A (P kédja) - d bemend adatokkal indul, és pontosan
gy viselkedik, mint P a d bemend adatok mellett. Mas szbval, az
alabbi mdsodik ,verset” kaptuk:

P megill a d inputra
akkor és csak akkor ha
U megéll a ( P kédja) - d inputra.

1 Az itt kivetkezd gondolatmenet részletesebb kifejtését 1asd pl. Gécs-Lovasz
Algoritmusok c. kdnyvében. (FR-LM)
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Végiil legyen P = M, vagyis P kédja = M kédja = m, és legyen
d = m. Ekkor a mésodik vers igy hangzik:

M megall az m inputra
akkor és csak akkor ha
U megall az m - m inputra.

Ez viszont pontosan ellentmond az els6 versnek!

Ezzel bebizonyitottuk a legegyszeriibb és legalapvetébb eldonthe-
tetleségi tételt. Egy probléma akkor eldonthetetlen, ha nem létezik
a megolddsara algoritmus. A Megéllasi Probléma eldonthetetlensége
bizonyos hatart szab az algoritmusok alkalmazhatésaganak. A bizo-
nyitas, az eldonthetetlenségi elmélet szimos mas kérdéséhez hasonldan,
tulajdonképpen a Cantor-féle atlds eljards egy alkalmazasa. Nagyon
hasonlé a logikai szerkezete, mint annak a kartyanak, amelynek egyik
oldalan

A KARTYA MASIK OLDALARA IRT ALLITAS IGAZ
felirat, a masikon pedig
A KARTYA MASIK OLDALARA [RT ALLI{TAS HAMIS

felirat szerepel.

Az axiéma-kereskedd

Turing tétele a legalapvetSbb eldonthetetlenségi eredmény, de nem az
elsé ebben a miifajban. 1930-ban Godel egy kozlésre benyijtott dol-
gozata teljesen romokba dontotte Hilbertnek azt a programjat, amely
az aritmetika ellentmondasmentességének a bizonyitasat tiizte ki cé-
lul. Egyuttal menthetetleniil megfirta Hilbertnek azt a masik ked-
venc elképzelését is, hogy elvileg minden problémat meg lehet oldani.
,Tudnunk kell, tudni fogjuk” — hirdette Hilbert. Godel azonban meg-
mutatta, hogy a dolgok bonyolultabbak Hilbert filozéfiai abrandjainal.
Az alabbi két megsemmisité hatasu tétel sziiletett:

(1) Ha a formalis halmazelmélet ellentmondasmentes, akkor léteznek
olyan tételek, amelyek se nem bizonyithatdk, se nem céfolhatok.

(2) Nincs olyan eljaras, amellyel be lehetne bizonyitani a halmazel-
mélet ellentmondasmentességét.
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A legenda szerint Hilbertet majdnem megiitotte a guta, amikor Godel
eredményeirdl értesiilt. A matematikusok eleinte azt hitték, hogy a ba-
jok a halmazelméletnek a Godel altal hasznalt konkrét formalizéldsaval
fiiggnek ossze. Amint azonban kezdték a bizonyitas lényegét megérte-
ni, vildgossd valt, hogy ugyanezek a gondolatok az aritmetika bdrmely
formalizaldsa esetén alkalmazhaték. Nem valamely axidmarendszert
kell okolni: a ,biinos” maga az aritmetika. Godel tételeivel egyszer és
mindenkorra elenyészett az a remény, hogy a matematika szeplStelen
tisztasagdat be lehessen bizonyitani. A matematikdnak szembe kellett
néznie azzal a kegyetlen ténnyel, amellyel a tobbi tudomdny mar ré-
gen megbaratkozott: nem lehetiink teljesen biztosak abban, hogy amit
csinalunk, az helyes. Utélag visszanézve nem &rtott, hogy felébred-
tiink, hiszen a teljes tokéletesség kergetése nyilvanvaléan agyrém volt:
hogyan is igazolhatnd barmely rendszer a sajit tévedhetetlenségét?
Hinne-e On valakinek, aki azt allitand: ,tévedhetetlen vagyok” és nyo-
matékul hozzafiizné: ,mert ezt mondom”? (Ha igen, akkor eladnék
Onnek egy csodalatos hasznalt autét, pontosan olyat, amilyenre va-
gyik, alig par kilométer van benne; egy oreg holgyé volt, aki csak arra
hasznalta, hogy vasarnaponként matematika szemindriumokra jarjon
vele...)

Hilbert tizedik problém4dja

Az 1900-as Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson tartott eladasa-
ban Hilbert huszonhdrom, altala kiemelked6en fontosnak tartott prob-
lémat sorolt fel. Kozottik volt a kontinuumsejtés és az aritmetika el-
lentmondasmentessége. Az egyik probléma egy olyan algoritmus meg-
adasat tlzte ki célul, amely egy tetszdleges diofantikus egyenlet meg-
oldhatdsagat el tudja donteni. Ez 1970-ig megoldatlan maradt, amikor
is Jurij Matyijaszevics megmutatta (Martin Davis, Hilary Putnam és
Julia Robinson korabbi eredményeire tdmaszkodva), hogy ilyen algo-
ritmus nem létezik. James Jones egy konkrét példat is taldlt, egy
tizennyolc egyenletbdl all6 rendszert, ahol a fokszamok maximuma 5°°
és a valtozok szama harmincharom. Amikor az ellenpéldak igy néznek
ki, akkor lehetséges, hogy a kérdésfeltevéssel van baj. Mi a helyzet,
ha példéul ragaszkodunk ahhoz, hogy a fokszamok kicsik maradja-
nak? Carl Ludwig Siegel masodfokiu egyenletekre taldlt egy algorit-
must 1972-ben. Ismeretes, hogy ilyen algoritmus negyedfokiakra nem
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létezik, és igy nyitott probléma a harmadfoki eset. Matyijaszevics
eredménye néhany varatlan melléktermékkel is szolgalt, tobbek ko-
zott egy olyan polinommal, amelynek a pozitiv helyettesitési értékei
pontosan a primek. Kérdéses azonban, hogy hatéassal lesz-e a prim-
szamelméletre, ugyanis ez még az eldz8 rendszernél is bonyolultabb.
Matyijaszevics lényegében arra taldlt eljarast, hogyan lehet egy Tu-
ring-gépet diofantikus egyenlettel szimuldlni. Ennek alapjin barmit,
amit a Turing-gépekkel el tudunk végezni — primeket kiszdmitani,
fennakadni a megallasi probléman — ugyanigy diofantikus egyenletek
segitségével is megtehetjiik.

Véletlen sorozatok

Az eldonthetetlenségi elméletekben a végsSkig ment el Gregory Chaitin
1965-ben annak kapcsan, amikor sikeresen definidlta, mit is értsiink egy
véletlen 0-1 sorozaton. Természetesen az a véletlen sorozat, amelyben
nincs semmiféle szabalyszeriiség. Gyakran halljuk ezt, de most vegyiik
is komolyan és elemezziik. Tekintsiink el8szor egy nagyon szabalyos
esetet: egymillié 1-et egymads utan. Nekiiilhetnénk, hogy végigirjuk,
de folosleges, mert rovidebb recept is adhaté: ,egymillié 1 egymas
utan”. Némi tovabbi munkaval a definici6 alapjan felépithetnénk egy
Turing-gépet, amelynél éppen ez a sorozat az output, és a programot
egymilliénal joval kevesebb jeggyel kédolhatjuk. Vagyis azt mondhat-
juk, hogy egy sorozatban akkor van szabdlyszeriiség, ha egy rovidebb
sorozattal kiszamithato, ez utébbit egy Turing-gép kédjaként értelmez-

»Egy szabalyos sorozat tomoren leirhaté.” Véletlen az a sorozat,
amelynek nem létezik tomor leirdsa. A legrovidebben tgy adhatjuk
meg, ha teljesen kiirjuk.

Mar Chaitin el6tt hasonlé gondolatokat dolgozott ki kevésbé forma-
lis médon Ray Solomonoff 1960-ban. Turing-Post-program helyett &
egyszeriien a nyelv szavaival hatdrozta meg a sorozatot, és megsza-
molta, hany karaktert (betiit, sz6kozt stb.) hasznélt fel ehhez. Ekkor
a

11111111111111111111

sorozat ,hisz 1” médon 6 karakterrel definidlhaté, mig a

11111111110000000000
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sorozat ,tiz 1, tiz 0” leirdsdhoz 12 karakter sziikséges. Ha tomorebb
meghatarozasok nincsenek, akkor eszerint a mésodik sorozat koriilbe-
lil kétszer olyan bonyolult, mint az els6. Chaitin ennek az elvnek egy
formadlisabb valtozatat dolgozta ki, mégpedig az informacidelmélet se-
gitségével, amelyet Claude Shannon alkotott meg az 1940-es években
az adatatvitelek vizsgalatdra. Ebb6l az kristdlyosodott ki, hogy egy
0-1 jelsorozat bonyolulisiga vagy informdcidtartalma c, ha alkalmas
adatokbdl egy olyan Turing-Post-program segitségével kiszamithato,
ahol a programkdd és az adatok Osszhosszisiga legfeljebb ¢. Innen
mar konnyen beldthatd, hogy csak nagyon kevés sorozatnak lehet a
bonyolultsdga sokkal kisebb, mint a hossza. Tegyiik fel példaul, hogy
egy n hosszisagi sorozat bonyolultsiga n — 5. Ekkor kiszdmithaté
egy olyan géppel, amelynél a kéd, plusz az adatok hossza n — 5 vagy
kevesebb. Legfeljebb

S S0 PRIV ) ol P L B

ilyen gép létezik, tehat (az egyszerliség kedvéért a —1-et elhanyagolva)
legfeljebb 2"~* olyan n hossziisagi jelsorozat lehetséges, amelynek a
bonyolultsaga n — 5 vagy kevesebb. Mivel az n hosszlisdgi sorozatok
szama 2", igy a < n — 5 bonyolultsdgiiak aranya legfeljebb 27~4/2" =
= 1/16. Vagyis csak minden 16-odik sorozat bonyolultsiga lesz 5-tel
kevesebb, mint a hossza. Hasonldan, csak nagyjabdl minden 500-adik
sorozat bonyolultsdga marad < n — 10. A legtobb sorozat véletlen,
vagy legalabbis majdnem az.

Chaitin ezek alapjan nagymértékben altalanositotta Godel tételeit.
Az egyik kovetkezmény lényegét a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk
meg. Létezik egy jol meghatarozott K szam, hogy semelyik adott 0-1
sorozatr6l nem lehet bebizonyitani, hogy a bonyolultsiga K. Rendki-
viil bizarr az aldbbi kovetkezmény. Noha a hosszii 0-1 sorozatok dontd
tobbsége Chaitin definicidja szerint véletlen sorozat, mégsem lehet egy
tetsz6legesen hosszi sorozatot leirni és bebizonyitani réla, hogy vélet-
len. Egy tetszblegesen hosszi sorozatot csak gy tudnank leirni, ha
egy altaldnos szabalyt adnank a tagjaira, de ekkor ez a szabaly ro-
videbb, mint a sorozat elegendden hosszii szakasza, tehat a sorozat
végiil is nem lehet véletlen! Hogy mindezt jobban el tudjuk képzelni,
gondoljunk a Solomonoff-féle megkozelitésre, és nézziik az alabbi meg-
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hatarozast: ,a legrovidebb olyan jelsorozat, amelyet nem lehet 89-nél
kevesebb karakterrel definialni”. Ez a jelsorozat azonban a definiciéja
szerint mar 88 karakterrel definidlhaté! Ez a ,Richard-paradoxon” a
lényege Chaitin eredményeinek.
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Egyesek szerint a tiszta matematika teljes egészében a valésigbdl ered, aho-
gyan a geometria, a legenda szerint, a Nilus draddsi hatdsainak mérésébdl
szdrmazik. (Ha ez hamis, és a geometria mar azelStt is létezett, hogy sziitkség
lett volna ra, akkor az okfejtés ingatag talajra épiilt. Ha igaz, akkor az okfej-
tés csak annyit bizonyit, hogy az alkalmazott matematika nem tud meglenni
a tiszta matematika nélkiil, miképp a hangyasz sem létezhet hangyak nélkiil,
de ez megforditva nem feltétlentil 4ll.) Amennyiben a matematika valéban a
tdrgyak méreteinek és formdinak a vizsgalatabdl fejlodott ki, akkor igaz, hogy
minden matematika a valésag targyaibdl ered. Kétséges azonban, hogy a hu-
szadik szazadi matematika néhény legjelentGsebb kutatdsi vonaldhoz (mint
amilyen a Cantor-féle kontinuumsejtés, a Riemann-sejtés vagy a Poincaré-
sejtés) a fizikdval, a pszicholégidval, a biolégidval vagy a kozgazdasdgtannal
1étrejott megtijulé kapcsolatfelvételre lett volna sziikség.

Paul Halmos

Befejezésiil vessiik bele magunkat az élet harsinyan kavargé stirdjébe,
ahol maris egy ideolégiai aknamezd fogad minket: milyen kapcsolatban
4ll a matematika az alkalmazésaival. Mi kiilonbozteti meg a hasznos
matematikat a haszontalantdl? A jot a rosszt6l? Lehet-e a haszontalan
matematika j6, vagy a rossz matematika hasznos?

Egykoron, igy mesélik, a Régi Szép IdSkben (értsd: a tizenkilencedik
szazadban) csak Matematika létezett, egy olyan targy, amely szorosan
Seszefonddott az Anyatermészet dolgaival. Mara ez a targy két ide-
olégiai taborra bomlott, a Tisztara és az Alkalmazottra. Mindegyik
bizalmatlanul méregeti a masikat. Az egyetemi tanszékek ellenséges
partokra szakadtak, amelyek partizanhaborit viselnek minden egyes
0j kinevezésért, didkért, irdasztalért és vizsgakérdésért. Mindkét oldal
az Igazhitiiek médjan meg van gydzédve a sajat erkolesi fels6bbrendi-
ségér8l. Az Alkalmazott Matematikusok azzal vadoljak a Tisztakat,
hogy elvesztették a kapcsolatot a valésaggal; a Tiszta Matematikusok
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ugy érzik, hogy az Alkalmazottak tilsidgosan feliiletesek és soha nem
értették meg igazan a jaték lényegét. A dologban az a szomorti, hogy ez
a karikatira bizonyos értelemben nagyon kozel all a valésagos képhez,
legalabbis brit foldon. Szerencsére azonban a matematika jovéje nem
az egyetemi intézetek bizottsagi tilésein ddl el, és a karikatiira a ma-
tematika ligyvezetésének, és nem magdnak a targynak a képe. Lehet,
hogy a matematikai logika egy buzgé harcosa szdmadra, aki kétségbe-
esetten prébalja a mérnokképz6 kart ravenni, hogy az 6 nemstandard
analizis eléaddsat az ottani hallgatdk felvegyék, a szakadék athidal-
hat:a.tlannak latszik. De azt gyanitom, hogy a huszonegyedik szazad
torténészei, amikor a mi korunkra visszanéznek, sokkal egységesebb
képet fognak latni, amely nem kiilonbozik lenyegesen a tizenkilencedik
szazadétél. Mi t.ﬁl kozel allunk a targyunkhoz, tilzottan lefoglalnak
benniinket a kicsinyes aggodalmak, és ezért nem rendelkeziink elég
széles perspektivaval.

Ennek a konyvnek az ideoldgiai llasfoglaldsa eddig nem lett nyiltan
megfogalmazva, de kétségkiviil egyértelmiien kideriilt. A témak meg-
valasztasa illusztralja, hogy én mit értek ,matematika” alatt. Ami a
modern kort illeti, ez elsédlegesen — de nem kizarélagosan — tiszta”
matematikat jelent, amin azt értem, hogy olyan emberek alkotdsa,
akik szdmara a f6 mozgatSrugé maganak a matematikanak a fejlédése,
nem pedig valamilyen matematikan kiviili tudomdnyos problémanak a
megolddsa. Nem tudtam mindenrdl beszélni, amit emlitésre mélténak
tartok, és ezek kozott tobb ,alkalmazott” téma is kimaradt. Ennek
ellenére az a kép, amely a (tiszta?) matematikardl igy osszedllt, sem-
miképpen sem az a hagyomanyos szemlélet, amely szerint a miivész
a ,valodi vilagrél” megfeledkezve (vagy akar ellenségesen tekintve ar-
ra) iil az elefantcsonttornyaban. Nincsenek éles hatarvonalak. Azok,
akik a Bell Laboratériumban a primtényezékre bontédst tanulmanyoz-
zak, szamelmélészek vagy kriptografusok? Az Ottest-probléma iitko-
zésmentes elfajuldsainak a léte tiszta vagy alkalmazott matematika?
A szimmetria hatasa a Taylor-Couette-folyamra a csoportelmélethez
vagy a folyadékok dinamikajahoz sorolandé? Mar nem vered a felesé-
gedet? A valasz bonyolultabb egy egyszer( ,igen”-nél vagy ,nem”-nél.

Ahogy Paul Halmos irja, ,ha csoportositani akarunk egy csomé dol-
gozatot, amelyek téméaja a hajéépitéstdl a folyadékok dinamikajdig,
a parcialis differencidlegyenletektdl a topologikus vektorterekig terjed,
akkor a tiszta és az alkalmazott a spektrum két szélén vildgosan szét-



A meglepetések csdbereje : 251

valik, de a kozepén teljesen Gsszemosddik.” Ez nem azt jelenti, hogy
nincs semmilyen kiilonbség; eszembe jut Charles Fort egy megjegy-
zése, hogy bar elképzelhetd egy folytonos dtmenet egy vizild és egy
bicikli koz6tt, ez mégsem azt jelenti, hogy vizilovakon kozlekediink —
mindenesetre évatosnak kell lenniink. Az alkalmazhatosdg onmagaban
nem jelent semmiféle erényt: az a kérdés, mire lehet valamit alkal-
mazni. Ugyanigy abban még nincs semmi érték, hogy valami tiszta;
minden azon mulik, hogy tiszta zsenialitds avagy tiszta marhasag.

Kétségkiviil jelentds eltérés tapasztalhaté a magukat tiszta, illetve a
magukat alkalmazott matematikusnak vallék hozzaalldsdban. Halmos
a f& kiilonbséget abban latja, hogy mig az alkalmazott matematiku-
sok meg vannak gy8zédve arrél, hogy nincs kiilonbség, addig a tiszta
matematikusok tokéletesen jél tudjdk, hogy igenis van. Szembeotlébb
a torekvésben mutatkozé eltérés. Az alkalmazott matematikus meg-
olddst akar; a tiszta matematikus meg akarja érteni a problémat. A
tiszta matematikus észreveszi, hogy az alkalmazott annyira szeretne
valaszt kapni, hogy nem is nagyon torddik azzal, vajon a helyes valasz
birtokaba jutott-e. Az alkalmazott matematikus pedig azt tapasztalja,
hogy amikor a tiszta matematikus nem képes egy problémat megérteni,
akkor 4ttér egy masikra, és ujra probalkozik. Az igazi kiilonbség talan
az, hogy az alkalmazott matematikus sok energiat fordit a modellalko-
tasi folyamatra (vagyis arra, hogy a természeti jelenséghez hatékony
matematikai modellt allitson fel), mig ez a lépés a tiszta matematika-
bél lényegében hidnyzik.

Szerintem mindkét allaspont értékes, de teljesen biztos vagyok ab-
ban, hogy eltérnek egymdstél. Ha Halmosnak igaza van, akkor azt
hiszem, hogy ezért tartozom a tiszta matematikusok kozé.

A meglepetések csabereje

Szamos példat lattunk mar arra, amikor a belsé szépségik miatt ki-
fejlesztett matematikai teriiletek egyszer csak fontos alkalmazasokra
tettek szert. Ha valaki hisz évvel ezeldtt a kis Fermat-tétel kato-
nai alkalmazasat josolta volna, minden bizonnyal bolondnak nézik. A
csapbajtokédok megjelenésével azonban a Pentagon egyszerre alapos
érdeklBdést kezdett tanusitani a szimelméleti kutatasokkal kapcsola-
tos biztonsagi kérdések irant. Einstein altaldnos relativitaselmélete
a Riemann-geometriatdl kapott er6s matematikai beiitésen alapul, a
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Riemann-geometriat pedig évtizedeken at tarté munkaval egy olasz dif-
ferencialgeométerekbdl 4ll6 iskola tisztdn matematikai megfontoldsok-
bdl dolgozta ki. Senki sem azért foglalkozott a Riemann-geometriaval,
mert arra szamitott, hogy ez fontos lehet a gravitaciéval kapcsolatban.
Amikor a topolégusok a kiilonos attraktorokat kezdték vizsgalni, akkor
nem a turbulencia problémajat akartdk megoldani. Lehet, hogy Thom
katasztréfaelmélete kapott néhany optikai és bioldgiai indittatast, de
sohasem arra tervezték, hogy a technikaban vagy a kémiai reakciéknal
hasznéljdk fel. A fibralt nyaldbok és a Yang-Mills-féle mértékterek
kozotti kapcsolatra senki sem szamitott. A néhai Mark Kac példa-
ul, aki magat alkalmazott matematikusnak tartotta, igy nyilatkozott:
»Barmennyire hihetetleniil is hangzik, a fibralt nyaldbok, a homotépia
és a Chern-osztalyok ugyantigy a fizikai terminolégia részévé valnak,
mint ahogyan az insztantonok, a mértékterek és a Lagrangianok bevo-
nulnak a matematikdba.” Ezt visszhangozzak T. T. Wu és C. N. Yang
fizikusok is:

A matematikusok korében Altalinosan elterjedt az a nézet, hogy a fibralt nyaldb
egy természetes geometriai fogalom. Mivel a mértékterek, ideértve speciilisan az
elektromagneses teret is, fibrdlt nyaldbok, igy minden mértékiér is a geometridn
alapul. Rendkiviil érdekesnek tartjuk, hogy egy fizikai vonatkozasok nélkiil sziile-
tett geometriai fogalomrdl az deriiljon ki, hogy a fizikai vildgban éppen &8 az alapja
az egyik, s8t esetleg valamennyi legfontosabb kdlcsdnhatdsnak.

A fizikus Freeman Dyson egy beszélgetést idéz, amely valamikor az
1900-as évek elején zajlott a szintén fizikus James Jeans és a geométer
Oswald Veblen kozott egy Princeton-i tantervvel kapcsolatban. ,Akar
ki is hagyhatjuk a csoportelméletet — mondta Jeans. — Ez olyan
targy, amely a fizikdban soha nem lesz felhasznalhaté semmire.” Ha
a fizika megfogadta volna Jeans tanacsat, akkor az elemi részecskékrél
alkotott jelenlegi ismereteink tobbsége sohasem sziiletett volna meg.
Ahogy Dyson mondja: ,Akkoriban szinte senki sem sejtette, milyen
termékeny lesz a fizika és a csoportelmélet hazassiga.”

Széritott elefdntok és gomb alaki tehenek

El kell ismernem, hogy a matematikaban olyan teriiletek is taldlhatok,
amelyeknek jelenleg nincsenek érdemleges alkalmazasaik. Ezek ugy
alakultak ki, hogy egy adott iddben adott emberek valamely iranyt
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érdekesnek taldltak. Es ha egyszer szép az ut, akkor nem szoktuk
folyton azt kérdezgetni, miért is szalltunk fel a buszra. Kac szelleme-
sen ,szaritott elefantoknak” nevezte az 6ncélu, steril dltaldnositasokat.
Hatdsos érvelése szerint a szaritott elefantok el6allitasa ugyan nagyon
elmélyiilt és nehéz technikai feladatot jelent, mégis értelmetlen, mert
a végtermék semmire sem hasznalhaté. Némileg atérzem azt, amit
szerintem Kac mondani akart. Egészen biztosan vannak a matemati-
kénak olyan teriiletei, amelyeket soha nem tud majd senki maés hasz-
nalni. Ha ezeket elére azonositani tudnank, akkor kitliné otlet lenne
abbahagyni a kutatdsukat. A dolog azonban nem ilyen egyszerd. Le-
het, hogy a holnap tudoméanyanak éppen egy ma céltalannak latszo
teriiletre lesz sziiksége. A galydk hidrodinamikdja megsziint égetéen
fontos kérdés lenni, és azok a matematikai eredmények, amelyeket ki-
zarélag ebbdl a célbol vezettek le, mar nem tartoznak a barmiféle értel-
mes dologra ,alkalmazott” matematikdba. Ugyanakkor a matematikai
logikdnak az alapelveirdl, amelyeket George Boole minden praktikus
ok nélkiil dolgozott ki az 1850-es években, kideriilt, hogy szaz évvel
késébb az elektromérnokoknek a szamitégépek megépitéséhez éppen
ezekre van sziiksége. Tim Poston ramutat arra, hogy Hannibal annak
idején jol tudott volna hasznalni néhany csomag szaritott elefantot,
feltéve, hogy a rehidralds kérdése is megoldott (amely nélkiil persze
az eredeti probléma megoldasa trivialis). Megbizhato forrasokbdl tigy
értesiiltem, hogy Kac kijelentése el6szor akkor hangzott el, amikor az
1950-es években topologikus kontosbe oltoztették a klasszikus hamilto-
ni mechanikat (,,a kotangens nyaldbon értelmezett szimplektikus struk-
tira”). Ez az atfogalmazas azonban korantsem bizonyult medddnek,
hanem a huszadik szazad egy kiemelked6 eredményéhez vezetett. Vla-
gyimir Arnold ezt irja réla: , Az utébbi években a szimplektikus és az
érintkezési geometria behatolt a matematika valamennyi teriiletére.”
Igaz, nem minden giny nélkiil hozzateszi: ,Ahogy minden bohécnak
be kell mutatnia krumpliorrat, ugyanigy minden matematikai agnak
el6 kell végiil allnia a szimplektaldssal.”

Az alkalmazott matematikanak is megvan a maga szaritott elefant-
ja. Az aldbbi torténet elég szakallas, de nem art feleleveniteni. Egy
farmer aggddott, hogy a tehenei kevés tejet adnak, és megbizta a helyi
egyetemet, hogy vizsgiljak meg a dolgot. Ott létrehoztak egy inter-
diszciplinaris munkabizottsagot, egy alkalmazott matematikussal az
élén. A bizottsdg egy hénap milva szaz oldalas jelentést tett le az



254 Séta az aknamezén

asztalra. A farmer, aki mér alig vérta, hogy megtudja, mit kapott a
nehezen keresett pénzéért, leiilt és elkezdte olvasni az elsé mondatot:
» Tekintsiink egy gomb alaki tehenet...”

A matematika egysége

Ez az egyik probléma a szaritott elefintokkal: ahhoz, hogy ,kiszirjuk”
Sket, eldre kellene latnunk a jovét. Nemcsak azokat a problémakat kel-
lene végiggondolnunk, amelyek ma foglalkoztatjik a tudésokat, hanem
azokat is, amelyek kétszaz év miilva érdekelhetik dket. A magam ré-
szérdl nem vallalkoznék arra, hogy megjésoljam, milyen matematikdra
lesz sziikség 2185-ben a kvark-proktoldgishoz (amellyel belenézhetiink
a vilagegyetem alapjaiba) vagy a fénynél gyorsabb tirutazas megterve-
zéséhez. A milt tapasztalatai alapjan azonban biztosra veszem, hogy
ez nemcsak a kozvetleniil ilyen célbdl kifejlesztett matematikat jelenti
majd.

Van azonban egy madsik, kényesebb kérdés is: a matematika egysé-
ge. Amint ez a konyv is illusztrilja, a matematika egyes agai, ame-
lyeket meg szoktunk kiilonboztetni, nagyon szorosan dsszefonédnak,
a kozottik levd hatarvonalak elmosédnak, és az egyik teriileten elért
nagy attorés fontos kovetkezményekkel jar a madsikra nézve is. Ilyen
példat szinte mindegyik fejezetben lattunk. Es ha elképzelhetd, hogy
valaki holnap fontos Gsszefiiggést fedez fel a kvazianalitikus pszeudo-
gorongyok és a merev testek dinamikdja kozott — amit csak azért
nem tartok valdsziniinek, mert legjobb tudomdsom szerint nem létezik
ilyesmi, hogy kvézianalitikus pszeudogorongy —, akkor mi a helyzet
a széritott elefintokkal? Nem akarom tulértékelni a helyzetet. Noha
a matematika a gyokerét tekintve egységes szerekezetii, azonban egy
adott pillanatban mindig befejezetlen. Vannak laza végei, és egy cso-
mo limlom hever szanaszét, amely annyira trividlis vagy jelentéktelen,
hogy barmilyen komolyabb szempontbdl teljesen hasznavehetetlen. Ha
a kvézianalitikus pszeudogorongydk trividlisak és nem adnak ihletet,
akkor meg is lennék lepve, ha valami tényleg meglepé dolog kereked-
ne ki beldlik, még akkor is, ha lehet Sket a dinamikaban alkalmazni.
A matematika alapstruktiiraja azonban egyetlen, szerves egész. Ezért
barmely részének egy alkalmazdsa az egész struktirat is igazolja.

Amikor azt kell eldonteni, hogy a matematika valamely teriiletét
elvileg érdemes-e tanulmanyozni, akkor nem az a legfontosabb szem-
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pont, hogy ez egy adott (vagy akar kivdnatos) kiilsé célnak megfelel-e.
A belsé jelentSség a dontS. Hogy ezen mit értek, azt koriilbeliil ugyan-
olyan nehéz megmondani, mint megjésolni, mibdl lesz szaritott elefant,
de minden valamirevalé matematikus meglehetésen j6 elképzelésekkel
rendelkezik arrél, hogy mi jé matematika, és mi nem az. (Hozzaten-
ném, hogy a sajit szakteriiletén kiviil ez a vélemény esetleg megkér-
déjelezhetd.) Egy gondolat akkor jelentds, ha 1j erét ad a matematika
karjdnak; ha tgy tlinik, hogy jo esélyt kinil a matematikai sodorvonal
jelentds gazdagitasara. Fermat tétele, a Riemann-sokasagok, a killonos
attraktorok, a szingularitdsok, a fibralt nyalabok — mindez jelentds
matematika, és a matematikusok hosszi id6n, néha évszazadokon ke-
resztiil tanultak és tanitottdk Gket, mieltt az alkalmazéasukra sor ke-
riilt.

Persi Diaconis, a vildg egyik vezetd statisztikusa, ezt mondta: ,A
munkamat igyekszem mindig valamilyen valés problémahoz kapcsol-
ni.” Ez az ¢ matematikai munkamddszere, gondolkodasi stilusa. Nem
képzeli azonban, hogy ez az egyetlen lehetséges it. Nemrég egy inter-
jiban megkérdezték tole, egyetért-e azzal a vaddal, hogy a matemati-
kusok elszakadnak a valdsagtol. Igy valaszolt:

Ezt nem fogadom el. Torténetileg bizonyos értelemben a matematikusok tényleg
a sajat orruk utdn mennek. Ezt azért teszik, mert a dolgok belsd szépségét ke-
resik. l'era és 1jra sziilettek olyan eredmények, amelyekhez semmiféle alkalmazds
nem kapcsolédott, még a tiszta matematika tGbbi teriiletén sem, és késébb kide-
riil, hogy ezek csodilatosan felhaszndlhatok egy alkalmazott problémanal. Vannak
olyan bardtaim, akikkel egyiitt dolgozom, és nem képesek a problémdk valés vo-
natkozdsaira koncentralni. Amikor elkezdem magyardzni, miért ez vagy az a helyes
valasztds, vagy miért kell ennek vagy annak igaznak lennie az alkalmazdsok szem-
pontjébél, 8k csak egy diagramot rajzolnak. Ez felel meg a gondolkoddsmédjuknak.
Szdmukra valamilyen funktoridlis okbdl kovetkezik a dolgok igazsiga, de nincs sem-
mi, ami velik szemben engem igazolna. Gyakran be tudnak bizonyitani olyasmit,
amit az intufcié csak sejtet. Szornylinek tartandm, ha a tiszta matematikusok nem
foglalkozhatninak azzal, amivel csak kedviik tartja.
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A Fourier-fiaskd

Nem akarom azt a latszatot kelteni, hogy a matematikaban a legjobb
gondolatok mindig belilrél jonnek. Ellenkezéleg, nagyon sok osztonzés
jott kiviilrSl. A fizikai vildggal kapcsolatos problémak allands jelleg-
gel gazdagitjdk a matematikat, amirdl azonnal meggydz8dhetiink, ha
egy pillantast vetiink a konyv barmelyik fejezetére. SSt, mivel a mate-
matika egy rendkivill egységes targy, és mivel bizonyos részeit minden
kétséget kizardan a fizikai valdsag inspiralta, igy a sajat gondolatmene-
tem fejtetdre allitdsaval azt is mondhatom, hogy éppen ezért az egész
onnah szarmaztathatd.

A matematikai gondolatokat gyakran sugalljik fizikai problémak.
Feltiinének tartom azonban azt, hogy a legjobb gondolatok &ltald-
ban annyira értékesnek bizonyulnak, hogy tilélik és elhomalyositjak
azt a fizikai problémat, amelynek a létiiket koszonhették. Ennek egy
klasszikus példaja a Fourier-sorok elmélete, amely Joseph Fourier-nek
a hdvezetéssel kapcsolatos munkajabdl sziiletett. A jelenség jellem-
zésére Fourier felirta az n. hegyenletet, és megprobalta megoldani.
Ekozben arra jutott, hogy minden gyonyoriien miikddik, ha barmely
figgvényt sikeriil szinuszok és koszinuszok szerint sorbafejteni. Hosszi
és bonyolult médon ezt be is bizonyitotta, az egyiitthatokra talalt egy
formulat, és 1822-es A hé analitikus elmélete c. konyvében ezt alkal-
mazta minden altala elképzelhetd hévezetési problémara. A Fourier-
sorok fantasztikusan fontosak manapsig. A hdvezetés is. A hdegyenlet
is. Csakhogy. ..

Egy szakértd, Clifford Truesdell szerint Fourier munkdja katasztro-
falis hatdssal volt a héelméletre. Mivel Fourier héegyenletét egyszerii
médon meg lehetett oldani, igy mindenki otthagyott csapot-papot és
ezt kezdte csinalni, anélkiil, hogy barmikor is feltette volna maganak
a kérdést, vajon a hé tényleg tigy viselkedik-e, ahogyan azt Fourier el-
képzelte. Nos, alapjdban véve, nem tigy viselkedik. A Fourier-egyenlet
egy linedris parcialis differencidlegyenlet. (Lényegében ennek koszon-
hetd, hogy a Fourier-analizis egyaltaldn miikodik.) Egy kit{iné mérnok
ezzel kapcsolatban nemrég még vigy vélte, hogy ,a Természet nem lehet
olyan kegyetlen, hogy nemlinedris egyenleteket hasznéljon”, ez azon-
ban hit dbrandnak bizonyult, mert mostaniban az érdekes természeti
Jelenségek szinte kivétel nélkiil nemlinedrisnak tiinnek. A hdvezetés
biztosan az. Truesdell \igy ldtja, hogy Fourier médszerének matemati-
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kai sikere évtizedekkel vetette vissza a termodinamika fejlédését, mert
az emberek abbahagytdk a kisérleteket és csak szamolgattak. Akkor
miért fontosak a Fourier-sorok ma? Azért, mert a héegyenleten kiviil
sok madsféle linedris parcialis differencidlegyenletre is alkalmazhatdk,
olyanokra, amelyek valddi fizikai problémédkban bukkannak elé. Opti-
kéban és elektronikaban példaul. Erdemes megjegyezniink, hogy Fou-
rier idejében az elektronika egyaltalan nem is létezett — madr csak azért
sem, mert még nem fedezték fel az elektront. A héegyenlet a sokasagok
absztrakt matematikdjaban is fontos szerephez jutott. A hévezetés-
hez azonban, a heurisztikan kiviil, nemigen kapcsolédik. Végil el kell
mondanom, hogy azok az indokok, amelyekkel Fourier a fliggvények
szinuszok és koszinuszok szerinti sorbafejthetdségérdl széls ,tételét”
aldtdmasztotta, égbekialté szamarsagok. A bizonyitdsok pongyoldk,
zavarosak és hibdsak. Fourier bizonyitdsi stilusat kovetve csak rossz
matematikdhoz juthatunk. A vélaszok nem mindig helyesek, és Fourier
yfizikai” érvelései pusztan azt probaljak racionalizalni, amit & igaznak
akart latni, noha gyakran nem az. Az egész terilet sokkal drnyal-
tabb anndl, mint azt Fourier valaha dlmodhatta volna, és koriilbeliil
szaz év munkaja kellett ahhoz, hogy a dolgok a helyiikre keriiljenek.
Az elmélet egyik kovetkezménye a Cantor-féle halmazelmélet. Es a
Fourier-analizis sok mai alkalmazadsa sem valt volna lehetévé, ha nem
értjliik meg alaposan, hogy valdjdban mi is torténik matematikailag.
Nem allitom, hogy a valdsag és a matematika kolesonhatdsa minden
esetben igy zajlik, de megdobbentd, hogy milyen sokszor kezdddik igy.
Es ha, ahogy egyes kommentatorok allitjak, csak azt a matematikat
érdemes miivelni, amely egyértelmiien a ,valddi vildg” problémdihoz
kapcsolddik, akkor miért érdemes ezt a matematikat még akkor is foly-
tatni, amikor azokkal a problémakkal mar a kutya sem tor6dik? Ha a
végtermék fontosabb az eszkoznél, akkor miért értékeljiik az eszkozt, és
miért dobjuk el magdt a terméket? Egy matematikai gondolat alkalma-
zasi céljai megvaltozhatnak az id6k soran. A fibralt nyaldbok példaul
ma a kvantumtérelméletben jatszanak kiemelkedd szerepet. Eredeti-
leg Elie Cartan differencialgeometriai munkassagaban jelentek meg az
1900-as évek elején. A differencidlgeometria elsé fontos fizikai alkalma-
zasat, az altaldnos relativitaselméletet 1916-ban jelentette be Einstein.
Cartant érdekelték az alkalmazasok, motivaciéja azonban tisztdn ma-
tematikai volt. De barmi is volt a motivéaciéja, a kvantumtérelmélettel
semmiképpen sem lehetett Osszefiggésben, hiszen ez csak az 1960-as
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évek végén sziiletett meg. Maga a kvantumelmélet is alig bijt még ki
a foldbol 1916-ban.

Miért van az, hogy a matematika egy darabkdja, amelyet esetleg egy
adott fizikai alkalmazds szem elStt tartdsaval, esetleg kizarélag onma-
gaért hoztak létre, kés6bb annyira hasznosnak bizonyulhat egy olyan
fizikai elméletben, amely a matematika megsziiletésekor még nem is lé-
tezett? Szamomra ugy tiinik, hogy itt a matematikdn beliili fontossag,
és nem a(z allitolagos) fizikai eredet jatszik dontd szerepet. Egy jelen-
tékeny gondolat fokozza a matematika erejét; a matematika erejével
pedig uj problémakat tudunk megoldani. Kell-e tovdabbi magyardzat?
Egy hatékony gondolatban mindig ott rejlik az alkalmazas lehetésége,
mert 6 egy hatékony gondolat. Egy gondolat megsziiletésekor nem
- szitkséges, hogy valamilyen specidlis alkalmazas lebegjen a szemiink
elott. Egy sziirke, atlagos matematikusnak egy unalmas és terméketlen
elképzeléssel azonban nem sok esélye van a valamikori alkalmazdsok-
ra. Nem azért, mert nem gondol az alkalmazasra, hanem mert 6 egy
sziirke, dtlagos matematikus egy unalmas és terméketlen elképzeléssel.
Lehet valaki akar egy sziirke, dtlagos alkalmazott matematikus egy
unalmas és terméketlen alkalmazassal, az el6z6 megjegyzés ugyanigy
érvényes.

Technikus vagy alkot6?

Hadd jatsszam most az 6rdog ligyvédjének szerepét. Biztos, hogy leg-
aldbbis néhany esetben az alkalmazast akkor is megtalaltak volna, ha a
hozz4 sziikséges matematika esetleg nem all rendelkezésre. Nem tudom
elképzelni, hogy a kriptografusokat megbénitana a kis Fermat-tétel hi-
anya. Eljatszananak vele a szamitégépen, megkapnak mint empirikus
szabalyt, és biztos fel is hasznéalndk, anélkiil, hogy kiilonosebben iz-
gatnak magukat a bizonyitds miatt. Ha pedig a bizonyitdsra valéban
sziikség lenne, akkor megkeresnék és meg is taldlndk. Hallottam olyan
fizikus véleményeket, hogy ha a csoportelmélet nem sziiletik meg ad-
digra, a részecskefizikusok néhany hénap alatt akkor is ki tudtak volna
dolgozni beldle mindazt, amire sziikségiik van. Ez kicsit szemtelentil
hangzik, de elég nagyra tartom a részecskefizikusokat, és valésziniileg
az el6z6 kijelentés nem nélkiiléz minden alapot. Madsrészt azt is ldt-
tam, mekkora kavarodast tudnak csinalni a csoportelméletbdl a kris-
talytudésok — pedig a kristdlytan olyan targy, amely eldsegitette a
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csoportelmélet kialakulasat. A mértékterekre torténd topoldgiai alkal-
mazasok tisztabb esetet jelentenek, mert itt szimos probléma még ma
is megoldatlan, ami azt jelzi, hogy a fizikusoknak egyelére nem sikeriilt
a topoldgiat onalloan feltaldlniuk.

Jelentss onteltség mutatkozik a mdsik iranybdl is. Egyes matema-
tikusok ugy képzelik, hogy egy alkalmazasi teriilet meghdditdsihoz
mindossze egy jo Gj matematikai otletre van sziikség. Ezt rogton al-
kalmazni lehet, gondoljak 6k, anélkiil, hogy az alkalmazasi teriiletet
valamennyire is ismernénk. Ez néha valéban igaz lehet, amikor a ma-
tematikus technikusként megrendelésre dolgozik. Ha a hullamegyenlet
megolddsi médszereit jol ismerem, akkor hasznossad tehetem magam
anélkiil is, hogy magukrdl a hullamokrdl sokat kellene tudnom. Nem
valdszinii azonban, hogy felfedezem a hullimegyenletet, ha az még nem
létezik. A tudoményban az alkotobb jellegli matematikai alkalmazdsok
azt igénylik, hogy a megoldandé problémat részletesen megismerjiik,
ami azt jelenti, hogy azzal is tisztaban kell lenniink, mi torténik az
alkalmazdsi teriileten. Itt ugrik ki a legjobban, mi adja az alkalma-
zott matematika jellegzetes vonasat: megkiulonboztetett szerephez jut
a modellalkotasi folyamat.

Nézziik a stratégia és a taktika kozotti kulonbséget. Egy topoldgus
esetleg pusztdn a matematikai erénlét, szépség és izlés alapjan eldont-
heti, hogy a részecskefizika hasznot tudna huzni egy megfelel adag
differencialtopolégidbdl. Esetleg még az alapvetd stratégiat is felvazol-
hatja ennek az adagnak a kezelésére, ha atfogé képe van a tereprdl.
Ahhoz azonban, hogy ebbdl a stratégiabdl a részletek szintjén valami
ténylegesen hasznos dolog siiljon ki, taktikussa kellene dtvedlenie, aki
teljes alapossaggal ismeri a pontos helyi viszonyokat. Mds széval, egy
matematikus észreveheti, hogy a gondolatok a fizikdban alkalmazha-
tok, azonban egy sereg fizikust kell a munkdba bevonnia, hogy minden
rendben a helyére keriiljon, és nagyrészt a fizikusok végeznék a tovabbi
tennivaldkat.

Ez tortént az altaldnos relativitaselméletnél. Dyson megjegyzi, hogy
,az altaldnos relativitds a legszebb példa egy olyan fizikai elméletre,
amelynek matematikai alapja egy ,ugrds a sotétbe’ volt. A felfede-
zése akar szaz évet is késhetett volna, ha nincs egy Einstein, akit a
sors kiilonleges képzelGerével ruhazott fel.” Mindegy, hogy Einsteint
matematikusnak, fizikusnak vagy filozéfusnak tekintjiik, 6 egy \j rend
stratégaja volt. Ahhoz azonban, hogy a belsé meglatasai alapjan ellen-
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orizhetd joslatokat tudjon tenni, a Merkiir mozgasat kellett tanulma-

nyoznia és a fény csillag okozta elhajldsit végiggondolnia. Atalakult

taktikussi. Es taktikus az altaldnos relativitissal ma foglalkozé em-

berek tobbsége is, akik magukat elméleti fizikusoknak nevezik.
Hasonlé véleményt titkroz Dyson két alabbi idézete is:

Az egyik olyan tényez3, amely a fizika kacskaringds torténete sordn mindvégig allan-
dé maradt, az a matematikai képzelderd donté fontossagi szerepe. Minden olyan
évszazadban, amely jelentds eldrelépést hozott, a fizikai megértés gazdagodasit a
tapasztalati megfigyelések és a tisztdn matematikai intuicié sikeres Ssszehazasits-
sa biztositotta. Egy fizikus szdméra a matematika nem puszta eszkoz, amelynek
segitségével kiszdmolhatdk a jelenségek, hanem olyan fogalmak és elvek alapvetd
forrdsa, amelyek segitségével 1j elméletek teremthetdk.

Egy elmélet kiépitésének a folyamatdban nélkiilszhetetlen a matematikai intuicid,
mert ,a foldsleges gondolatok kiiktatdsa” szabad utat enged a képzeletnek; a ma-
tematikai intuicié veszélyes, mert a tudoméanyokban a megértéshez &ltalsban nem
a gondolatok kiiktatdsdra, hanem gondolatokra van sziikség.

Egy vérsejtecske gondolatai

Azt, hogy a matematika egy darabja jé vagy rossz, nem szabad kizéré-
lag azon az alapon eldonteni, hogy ,mi az, ami nekem, most j6”. Ha ez
a kritérium déntGtt volna a miltban, akkor sok nagyszerii és hasznos
matematika felfedezésére nem keriilt volna sor. Egyes matematikusok
a masik végletbe esnek, és szerintiik csak a matematikai erd és 82€p-
ség szamithat. Ez rendben is van, ha a matematikdt mint miivészeti
agat tekintjik. A matematika azonban tobb ennél, eszkoz is, és esz-
kozként is értékelniink kell. A feleségemtdl kardcsonyra kaptam egy
firéfejélezd készletet, amely az eredeti dobozaban hever a garazsban,
anélkill, hogy hasznaltam volna. Eszembe se jutna azonban kidobni.
Ennek elsésorban nem szentimentalis okai vannak. Azért nem hasz-
naltam eddig, mert egyik fiiréfejem sem csorbult még ki annyira, hogy
meg kelljen élezni. Ahogy ez bekovetkezik, rogton eld fogom venni
az élezét. Egy eszkoz hasznossagat (dltaldban) nem az jelenti, hogy
most hasznalom, hanem az, hogy valamikor éppen ezzel lehet majd
egy olyan feladatot megoldani, amely masképp nem lenne elvégezhe-
t6. A matematikdban sok mindennek a kifejlesztése pontosan ilyen
»hatsé” gondolatokkal torténik: ami annyira j6l beleillik az altalinos
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matematikai képbe, annak biztos, hogy egyszer valami haszna is lesz —
és amikor ez megvaldsul, annak mindenki nagyon oril. Ha a kutatast
konnyebb lenne ,,megrendelésre” végezni, akkor nem kellene az eszko-
zoket hamarabb kifejleszteni, mint ahogy sziikség van rajuk; a kutatas
azonban nehéz dolog, és a Riemann-sejtést valaki attél még nem fogja
bebizonyitani, hogy nagy koltségvetést és szép irodahelyiséget kap egy
szponzortol. Még kevébé tudna magat a zeta-fiiggvényt feltaldlni.

Egy darab matematika akkor j6, ha gazdagitja a targyat, ha j tav-
latokat nyit, ha régi problémakat old meg, ha hézagokat t6lt ki, pon-
tosan és megbizhatdan illeszkedve a mar ismert dolgokhoz, vagy ha
1) kapcsolatokat teremt eddig kiilonallo részek kozott. Akkor rossz,
ha trividlis, ha tulbonyolitott, vagy ha nincs hatdrozott matematikai
célja vagy iranya. Akkor tiszta, ha a mddszerei tisztdak, azaz nem csal
és nem tesz ugy, mintha mas problémaval foglalkozna, mint amelyik-
kel tényleg foglalkozik, és a logikdjaban nem tatonganak szakadékok.
Akkor alkalmazott, ha hasznos meglatasokhoz vezet a matematikan
kiviil. A fenti kritériumok alapjan a mai matematikdban ugyanolyan
magas a jé6 munkak ardnya, mint barmely mas korban vagy barmely
mas teriileten; és ennek jelentGs része egyszerre tud tiszta és alkalma-
zott lenni. Bs mikozben az egyes konkrét matematikusok koziil sokan
teljesen fiityililnek az alkalmazasokra, és maguk a vilagért sem dolgoz-
nanak ilyeneken, ez a munkajuk mindéségére nincs érezhetd hatdssal,
a targy egésze pedig sohasem tévesztette szem el6l a tudomany tob-
bi részével valé kapcsolatat, és gazdag kétiranyu kereskedelem zajlik
kozottuk.

A tudomany kollektiv tevékenység, és az egyes résztvevék miikodé-
sének a tobbiekével vald rezonancidja és kolcsonhatasa olyan hatalmas
rendszert alkot, hogy az egészbdl legfeljebb annyit érthetiink, amennyit
egy vérsejtecske fog fel a gazddja érzéseibdl, amikor annak az ajté be-
csipte az ujjat. Ez azonban nem valtoztat azon, hogy a vérsejtecske
tovabbra is teljesiti a ra harulé feladatokat a test egészségének a meg-
Srzésében. Ugyanigy, az egyes tuddsok inditékai nem sok befolydssal
birnak a tudomény és a matematika végsd egészségére. Amennyire ez
a vérsejtecske ldtja, a paciens él, tevékeny, és tokéletesen ura képessé-
geinek. S6t gy tiinik, hogy ereje teljében taldlhaté. Akik haldlhirét
koltik, biztos, hogy tiloznak.



A FORDITO UTOSZAVA

Remeélem, hogy a konyv érdekes, hasznos és szérakoztatd olvasmanyt
jelentett minden kedves olvasénak. A forditds soran a legnagyobb
nehézséget — a lefordithatatlan széjatékokon kivil — annak az el-
dontése jelentette, hogy a mondanivalé érthetdségét elésegitendd, a
matematikai elnagyolds milyen mértékig engedheté meg. Ezt a be-
vezetd ,Interju”-ban is megfogalmazott kényes problémat (a lektorral
kozosen) helyenként ldbjegyzetekkel hidaltuk at, és remélem, hogy az
eredeti mii szelleméhez hiven sikeriilt a megfelel6 egyensiilyt eltaldlni.
Igen sok fejtorést okozott a széhasznélat is, a szerzé ugyanis a szokasos
terminoldgia helyett gyakran koltSibb és meghokkentdbb kifejezése-
ket konstrualt. Ezeket dltaldban ugyanebben a szellemben igyekeztem
magyarra leforditani, és csak abban az esetben ragaszkodtam az ide-
genesebb hangzasi elnevezésekhez, ha csak azok terjedtek el a magyar
népszerisité és szakmai irodalomban.

Az ilyen és hasonlé problémak megolddsédban sok segitséget nytjtott
Egri Péter, Patkés Andrds, Simdnyi Ndndor és Szdsz Domokos, akik-
nek eziton is szeretnék koszonetet mondani. Mindenekel6tt azonban
Laczkovich Mikldsnak, a magyar kiadds lektordnak tartozom koszonet-
tel, akinek a legaprébb részletekre is kiterjed gondos, lelkiismeretes
munkdja oridsi segitséget jelentett szamomra.

A konyv szedését szamitégépen, D. E. Knuth csodalatos TEX rend-
szerével végeztemn. Remélem, az Akadémiai Kiadé kivansagai szerint
késziilt formai kialakitas is szépen sikeriilt. Az ehhez kapott segitségért
eztuton is koszonetet mondok Fried Katalinnak, Kiss Emilnek, Miklés
Dezsonek és Préhle Péternek.

Freud Rdbert
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Mi a matematika? Mivel foglalkoznak ma a matematikusok? Mi az, ami igazan
s? Mitol keril egy probléma a matematika folyamanak f6 sodorvonalaba.

1 almos holtag a masik. majd mitd! cseréinek hirtelen szerepet idonként?

Mit mond minderrél egy matematikus, ha van hatarozott véleménye (vagy talan
tk ¢rzése. benyomasa)? Hng).m probaha mmde;z dmdgvamzm embcrkoze]-







RIS,













