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BEVEZETES

A Kkorszerii szamitastudomany fejlddésével egyidejiileg sok tudomdnyos kézpontban megindul-
tak a kutatdsok az un. mesterséges intelligencia problémadk teriiletén is. Ezek a problémak egyre
tobb elméleti matematikai kérdést vetettek és vetnek fel, tobbek kozott az algebra és a mate-
matikai logika kérében. Jelen dolgozatban éppen ilyen kérdéskorrel szeretnénk foglalkozni — a
természetes nyelvi fragmentumok és a formalis logikai nyelvek univerzalis algebrai vizsgdlataval.

Egy nevezetes mesterséges intelligencia probléma, a computer dltal torténé természetes nyelv

megértése keltette fel az érdeklddést ezen a teriileten. Sok elméletileg megalapozatlan prébal-
kozds utdn Richard Montague amerikai matematikus — a 70-es évek elején — szigoru univerzalis

algebrai és halmazelméleti alapokon épiilé elméletével, az Univerzdlis Grammatikdval [1] olyan

matematikai keretet adott ennek a problémakornek, amelynek megértése és alkalmazdsa komoly

eredményekre vezethet.

Hogy megértsiik az Univerzilis Grammatika targydt, nézziik meg, hogy mit is jelent a termé-

szetes nyelv megértése?

Az ember, aki természetes intelligencidval rendelkezik, képes megismerni az 6t korilvevo
vildgot, megfigyeléseibdl, tapasztalataibol kovetkeztetéseket képes levonni — gondolkodik. Ha
magit a gondolkodasi folyamatot modellezni szeretnénk valamilyen mesterséges szerkezettel,
pl. szamitégépen vagy roboton, pontosan tudnunk kéne, hogy az ember hogyan gondolkodik.
Azonban a gondolkodds folyamata nem ismert tudomdnyos egzaktsaggal sem fiziolégiai, sem
biokémiai, sem pszicholdgiai szinten, ezért ha mégis képet akarunk alkotni réla, a gondolkodds

termékeit, eredményeit kell megvizsgdlnunk. A gondolkodas eredménye lehet az elmondott,

vagy leirt természetes nyelvii szoveg, az ember viselkedésmddja, cselekedetei. Kézenfekvének
latszik megvizsgdlni a természetes nyelvi szovegeket, hiszen a természetes nyelv a maga gaz-
dagsagdval is titkrozi az emberi gondolkoddst. Tehdt adott az ember, a ~'természetes intelligen-
cia”, aki rendelkezik egy természetes nyelvvel és gondolkodik. Gondolkoddsanak tdrgya dnmaga
és az 6t koriilvevd vildg megismerése. Itt ebben a dolgozatban figyelmen kiviil hagyjuk a gon-
dolkodaisi folyamat ama aspektusit, amellyel az ember 6nmagit szeretné megismerni, és az em-

ber és a kornyezé vildg kapcsolataval foglalkozunk.
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Ha a természetes intelligenciit modellezni szeretnénk (azaz a vizsgdlat szempontjabél a leg-
lényegesebb aspektusokat megragadni, elvonatkoztatni és dltaldnositani szeretnénk), modellez-
ziink kell a természetes nyelvet — ezt valamilyen formadlis matematikai logikai nyelv segitségé-
vel reprezentdlhatjuk, modellezniink kell a vildgot — a vildgot absztrakt matematikai strukturak-
kal reprezentilhatjuk, és természetesen modellezniink kell eme ketté kapcsolatat is. Az igy
kapott séma lesz az emberi intelligencia modellje, amelyet, ha mesterséges szerkezeten reali-

zalunk, mesterséges intelligencidnak hivunk.

Tekintsiik a kovetkez$ dbrat:
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§ o formalis absztrakt

% _E_ logikai mz;tel;:tatlk'il

oo 8 strukturd

= = % C nyelvek a megismerés modellj vagy D
# E3 Kalkulusok matematikai

= § S logikai

< E& modellek

A fent mondottakbdl Kkittinik, hogy A>B modellje a C>D, a kiilon-kiilon A-nak modellje a C és

a B-nek modellje a D is.

Nagyon érdekes problémat vet fel a B-D kapcsolat, nevezetesen azt, hogy a végteleniil gazdag
vildg bizonyos aspektusait milyen matematikai strukturdkkal reprezentalhatjuk. Minél tobbet
akarunk a viligb6l "megfogni’, anndl gazdagabb és bonyolultabb struktirdkat kell vdlasztanunk
annak modellezésére. E célbol jottek 1étre a nem klasszikus modellelméletek, példaul a
Hayes-féle cselekvési logika [10], a Kripke-féle moddlis modellelmélet 9] vagy az R.Montague-
féle intenziondlis logika [2]. Mindegyik logika modelljei olyan matematikai struktirdk, amelyek
valamilyen 1) aspektusbol tobbet formalizdlnak a végteleniil gazdag vilagb6l, mint a klasszikus

modellelméletek.

Jelen dolgozat tirgya az A—C—D kapcsolat elemzése, tehdt az, hogy milyen matematikai keret
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adhat6 a természetes nyelvi fragmentumok és a formadlis logikai nyelvek egységes kezelésére.
Ebbél az A—C kapcsolat vizsgalataval foglalkozott Chomsky munkassdga, aki a nyelvek
szintaktikdjanak vizsgdlata terén sok értékes eredményt ért el, de a szemantika problémait fi-

gyelmen Kiviil hagyta.

R.Montague litta meg elsének, hogy a nyelvek 6sszehasonlité vizsgdlata csak a szintaktika és

szemantika egyideji figyelembevételével vezethet eredményre, és igy munkdssiga nagyrészt

modellelméleti kérdések felvetésébal és megoldasdbol dllt. Ha az el6bbi dbrankat tekintjik, ak-
kor azt mondhatjuk, hogy a Montague-féle Univerzdlis Grammatika tulajdonképpen az
A—C—D egységek egyiittes vizsgdlatat jelenti, tehdt a természetes nyelvi fragmentumok ésa
formalis logikai nyelvek kapcsolatit, a vildgot reprezentdlé matematikai strukturdk (a logikai

értelemben vett modellek) 1ényegi figyelembevételével.

Az Univerzdlis Grammatika létrehozdsihoz R .Montague-nak az a felismerése adta az alapot-
letet, hogy nincs fontos elméleti kiilonbség a természetes nyelvek és a mesterséges logikai
nyelvek kozott. Mindkét fajta nyelv szintaxisdt és szemantikdjdt reprezentdlni lehet egyetlen

természetes és matematikailag preciz elméletben. Az e célbol kidolgozott Univerzilis Gramma-

tika sok természetes nyelvi kategdridnak (pl. az egyértelmii, tobbértelmii kifejezések, erds és
gyenge szinonima) ad preciz matematikai formalizdciot — el§szor az irodalomban. Az Univer-
zalis Grammatika a modellelmélet és az univerzailis algebra matematikai eszkozeit hasznalja,

a cikkben kimondott dllitasok az univerzdlis algebra targykorébe tartozé tételek.

Tobb kutatécsoport jutott arra a kovetkeztetésre, hogy az univerzadlis algebra hasznos eszkéz a
szemantika vizsgalatahoz. R Montague itt ismertetésre keriil6 munkdjdhoz hasonlé szellem( uni-
verzalis algebrai kozelitésmodot taldlunk példdul Goguen és tdrsai [6], illetve Andréka-Gergely-

-Németi [S] munkdiban.

R.Montague elméletének alitimasztdsara cikkében két nyelv, egy angol nyelvi fragmentum, és

egy dltala konstrudlt 4j nem-klasszikus logikai nyelv, az intenzionadlis logika nyelvét kozli az

Univerzidlis Grammatikdba bedgyazva. Az intenziondlis logikdt éppen abbdl a célbdl hozta létre,
hogy bizonyos természetes nyelvi problémdkat konnyebben lehessen formalizdlni. S mivel az
Univerzdlis Grammatika forditdaselmélete preciz matematikai alapokat ad két nyelvnek egymas-

ra valé forditdsdra, a tanulmanynak ez a része nagy segitséget nyujthat a természetes nyelv sza-



mitégép dltal torténdé megértéséhez.

Azonban az Univerzailis Grammatika éppen ilyen j6l alkalmazhat6 tobb formalis logikai nyelv

egységes vizsgalatara is. (Itt a Barwise, Makowski stb. dltal 1étrehozott un. ~absztrakt modell-

elmélet” vagy ~soft model theory  céljaira gondolunk [11].

Ebben a dolgozatban a klasszikus elsG, masod és omega rendii logikdkat az Univerzilis
Grammatikaban leirt mddszerrel adjuk meg, és azonkiviil bemutatunk egy ezektél eltéré szer-
kezetii j — parcidlis algebrdkon alapulé — logikat [ 3], szintén az Univerzdlis Grammatikdba be-
dgyazva. Egy ALGOL tipusu programozdsi nyelv hasonl6 eszkozokkel torténé megaddsdval egy
kiilon cikkben foglalkozunk [13]. A dolgozat mésodik részében a R Montague cikkében bi-
zonyitds nélkiil szerepld tételek preciz kimondasdt, helyenként élesitését és bizonyitdsait

kozojiik.
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I. UNIVERZALIS GRAMMATIKA

1. ALAPFOGALMAK

£ % ¥

Az 1-5 részekben az 'a’ ‘B’ '¢’ 'n' arendszamokat jeloli. Egy § argumentumi relicié (az A

halmaz elemein), az A halmaz elemein  f tipust sorozatainak halmaza.

Egy 3 argumentumi operici6 (az A-n) az egy (f+1) argumentumd F relicio (A elemei kozott)

ug ', hogy valahanyszor <a$>§<ﬁ az A elemeinek [ tipusu sorozata, létezik pontosan egy
olyan x objektum (az A-ban), hogy az <a$>2<5 utdn irva az egytagi <x> sorozatot,
<<a>2<ﬁ. x>>eF.

Ezt igy jeloljik:
F (<a€>£<6) =X

F egy operidcio (az A-n) akkor és csak akkor, ha F egy [ argumentumi operdcié az A-n vala-

mely [ rendszamra.
Egy fliggvény  egy-argumentumi operdcio; ha f egy fiiggvény, akkor

f(x) = f(<x>) .

Egy algebra  egy <A‘F7>76F rendszer, ahol A egy nemiires halmaz, [' tetszéleges halmaz,
és minden Fy (vel'-ra) egy operdcio az A-n. Ha A egy tetszéleges halmaz, x tetszéleges eleme

A-nak és a<f, akkor

I - B argumentumi a-edik vetité operdcio Az A-n;
a, B, A

Cx B A ~ B argumentumu konstans operdcio az A-n x értékkel;

azok a § argumentumi operdaciok az A-n, hogy
Ia,ﬁ,A (a) = és Cx,B,A (a)=x

minden A elemeibdl alkotott a [ tipusu sorozatra.
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Ha G egy a argumentumu operdcié egy nemiires A halmazon és <H£> t<a B argumentumu
operdciok a tipusu sorozata az A-n, akkor GA<H;€->£ cq — zazegy G operdcionak a <H£>'£ o
operdci6 sorozattal alkotott kompoziciéja az A-ra vonatkozéan az egy  argumentumi

operdcié az A-n ugy, hogy

GA <Hp> () = G(<Hg(a)> )

minden a  tipusu sorozatra.

Ha <A, F’Y> egy algebra, akkor az <A, F?ye[‘ feletti polinom opericiok osztilya az a

vel’

legkisebb K osztdly, amelyre

(1) Fye K minden +yel'-ra;
(2) I, 8, A € K minden a,f rendszdamra ugy, hogy a<f;
(3) Cy B,A € K valahdnyszor xeA és [ egy rendszim;

(4) minden a és  rendszdmra és a argumentumi G operdciora az A-n és minden a
tipusi § argumentumu <H£>,§<a operdciok sorozatdra az A-n

ha G ¢K és Hyg ¢ K minden £<a-ra, akkor GA<HE>£ _.€K

Ha <A, F‘)/\"yer és <B, G A algebrak, akkor h homorfizmus <A*F7>76[‘ -bol

¥ ve
<B, G7>‘Y€A -ba akkor és csak akkor, ha

(1) <A, F7>7€F és <B, G’Y>')’€A hasonl6ak (abban az értelemben, hogy I' = A és minden

vel'-ra F7 és G7 ugyanannyi argumentumu operaciok);
(2) h egy figgvény, melynek értelmezési tartomdnya A és az értékkészlete B-ben van,

(3) valahdnyszor yel' és <aE>E<ﬁ az F7 értelmezés tartomanyaban egy sorozat,

II‘F7(<aE>$<6)) = G7(<h(ag)>£<ﬁ

Azt mondjuk, hogy a h_ homomorfizmus <A, F7>'yel‘ -béla <B, G,)>7€A -ra, ha azonkiviil

B megegyezik a h értékkészletével.
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1. Tétel: Ha <A,F 7>7el’ egy algebra, h egy homomorfizmus <A, F 7>'yel" -bél

valamely algebrira, és minden yeA-ra G7 egy polinom operdcié az <A, F’Pye[‘

felett, akkor létezik pontosan egy <B,1-]7> algebra, hogy h homomorfizmus

yeA
<A, G?'yeA -b6l <B, H')>'yeA -ra.
Bizonyitads a Il.fejezetben.
2. SZINTAXIS
Egy egyértelmiisitett nyelv az egy <A, FY » X5 S, (So>7€r rendszer, ahol

OeA
(1) <A, F7>7€F egy algebra *,

(2) minden SeA-ra, X5 az A egy részhalmaza;

(3) A aza 'legkisebb halmaz, amely részhalmazként tartalmazza az osszes

Xg-t deA-ra és zart az Hsszes F7 operaciora nézve (minden ~yel'-ra);
(4) X5 ésaz F'Y értékkészlete diszjunkt valahdnyszor 6eA és ~yel’;

(5) Legyen y'el'; a F7 értelmezési tartomanyabdl egy sorozat, a’ Fy, ér-
telmezési tartomany4dbol egy sorozat. Akkor minden v, y'-ra ésa, are ha

F7(3)=F7,(8) akkor y=7" és a=a ;

(6) S akovetkezd formadja sorozatok halmaza
<F’Y’<‘SE>E<B’£>’ahOI vel', B az F,y operdcié argumentumszdma,
5$€A minden (< és £ €A.

Megjegyzés: — az Xg halmazok az egyértelmisitett nyelv elemi kifejezéseinek halmazai;
— F7 a strukturalis operdciok;
— az A halmaz a nyelv 0sszes (nem feltétleniil értelmes) kifejezéseinek hal-

maza (azaz azok a kifejezések, amelyek az alapkifejezésekbdl kaphatdk a

* Ha kikotnénk, hogy <A, F‘7>'yeF heterogén algebra legyen az (6) pontban 1évé szabalyok-
nak megfelelGen, akkor nem kéne kiilon bevezetni példdul a szintaktikus kategdria fogalmat.
Az Univerzilis Grammatika heterogén algebrdkon épiil§ viltozatit egy késébbi munkdban
fogjuk kozolni.
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strukturalis operaciok ismételt alkalmazadsaival);
— S a szintaktikus szabdlyok halmaza. Ezeknek a szerepét a szintaktikus
kategoridk alabbi definicidja fogja megvildgitani;

— 6, aKkifejezend6é mondatok kategéridjanak indexe.

* & Kk

2.Tétel A fenti (1)—(5) feltételek teljesiilnek akkor és csak akkor, ha <A, F7 >7eF egy
ugynevezett szabad algebra, a vele hasonlé algebrak kozott, melyet az

U X< szabadon general.
oeA 6 E
Bizonyitas a Il.fejezetben (2.tétel).

Ha ¢f=<A, F7 o X555, 6°>’Y€I‘, SeA ©BY egyértelmiisitett nyelv, akkor ¢ a szintaktikus

kategoridk C csalddjat generdlja, akkor és csak akkor, ha
(1) ha C = {Cé ¢ sea A részhalmazainak egy A-val indexelt rendszere;
(2) X55'- Cs minden SeA-ra;

(3) valahdnyszor <F7’<65>§ £>€S és ag EC‘SE minden £<fB-ra

<B’

F(<af>£<6' € Ce =

(4) valahdnyszor C’ kielégiti (1)—(3)-t, Cs € C;S minden 6eA-ra.

v Cs az UU egyértelmiisitett nyely értelmes Kifejezéseinek halmaza.
oeA

3. Tétel: Ha U0 tetszoleges egyértelmiisitett nyelv, akkor ¢ pontosan egy szintaktikus

kategoria-csalddot general.

Bizonyitds a 11. fejezetben.
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A nyelyv az egy par
<<A, F,),, X595, 60>7€r, R>
beA
agy, hogy
<A, F,y s Xgs S, 60>'yel" SeA

egy egyértelmiisitett nvelv és R egy binadris reldci, amelynek az értelmezési tartomdnya az

A-ban van.
Tegyiik fel, hogy €U = <A, F7, X5, S, 60>7€F' sen € L=<t R> .

Akkor PE| (vagyazL helyes"r (proper) kifejezéseinek halmaza) az R értékkészlete ;

OI,  (vagy az L operdciés indexeinek halmaza) a I';

Cl;  (vagy az L kategéria indexeinek halmaza) az A;

SRy (vagy az L szintaktikus szabdlyainak halmaza) az S;

BSs | (az L 6-ik alaphalmaza) a { objektumok olyan halmaza, hogy ¢'R¢

valamely {’ e Xg -ra; azaz BSg | = {{ (38 e Xg) S"REY
Cata,L (az L b-dik szintaktikus kategoridja) aza ¢ objektumok olyan halmaza,
hogy ("R ¢ valamely {"e C s Ta, ahol Cg egy szintaktikus kategdria

csaldd, melyet az & general.

ME| (az L értelmes kifejezéseinek halmaza) az a W) Cat6 L
—_ el :

DSL (az L kijelenté mondatainak halmaza) az a Cat50 L

Emlékes tetni szeretnénk arra, hogy
SE{<F,, <8 g.8> : ¥el |

S tulajdonképpen egy parcidlis algebraa A felett, azaz <A, M7>'yel’ , ahol
M, = £<<68>£<ﬁ’ £> 1 <E <8 p, & >€S !

A <A, M‘)>'yel" algebra feletti polinom operdciékat szarmaztatott szintaktikus szabilyoknak

nevezzik.

5
Nem minden helyes kifejezés értelmes kifejezés, azaz 5keJAC s dltaldban val6di része A-nak.
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Részletesebben:

Az L szdarmaztatott szintaktikus szabdlyainak osztdlya az a legkisebb K osztdly, amelyre

(1) SEK;

(2) ha a, B rendszimok, a < és <6E>5<5 egy A elemeibdl dllé  tipusu sorozat,

akkor <la, B, A <6€> 6a> ekK;

E<p*
(3) ha f rendszam, <6E>E<ﬁ . a A elemeibél dllé f tipusi sorozat, £ e A, x¢€ Xa, akkor

<Cx,ﬁ’A.<6E>E £>€K,

<p’

(4) ha a ,f rendszamok, <G, <6E> ,E€>€eK és <HE> egy sorozat gy, hogy

EZekK.

&<a (<a

6E> minden £<a -ra, akkor <GA<H€>

<Hg, t<a’ ST’n<p "

<'yn>n<b, "

Ha { e ME| ,akkor { szintaktikailag tobbértelmii az L-ben akKor és csak akkor, ha van
legaldbb két {’e 6% Cs objektum ugy, hogy {* R §,ahol C az /X iltal generilt szintaktikus
€

kategdria-csalad.

Egy L nyelv szintaktikailag tobbértelmii akkor és csak akkor, ha van egy értelmes kifejezés az

L-ben, amely szintaktikailag tobbértelmii.

4. Tétel: Ha L egy nyelv, L=<&, R> és <H, <<S¢£>E<6 + £> az L szirmaztatott
szintaktikus szabdlya, C az L iltal generilt szintaktikus kategoria csaldd és

ag € CSE minden £<f8 -ra, akkor H(<a‘;E )eCg

“g<p

Bizonyitds a II. fejezetben.
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3. SZEMANTIKA: JELENTESELMELET

Tegyiik fel, hogy U0=<A, E, . X5, S, 6°>'y€ és L=< R> egy nyelv.

I deA

Az L egy interpretdcidja egy <B, G'Y’ t>7 hdrmas rendszer ugy, hogy <B, GY>7eF egy

er’
5 - 2 fiiggvé X5 -bél B-be.

algebra, hasonlé <A, F?'yel‘ hoz és f egy fuggvény 5(;)A 5 -bo e

(Itt B-t 1gy tekintjilk, mint az interpretdcio dltal elirt jelentések halmazat G,), az F7 struk-

tardlis operdcionak megfeleld szemantikus operdcid, az f jelentést rendel a nyelv alapkifeje-

zéseihez.)

Tegyiik fel, hogy ® =<B, Gy, f>7 . Akkor a ® dltal meghatdrozott L-re vonatkozé jelentés

el
hozzdrendelés az egy g homomorfizmus <A, F’Y >7eI‘ -b6l <B, G>7e[‘ -ba ugy, hogy f=g

(1.dbra). Ilyen g leképezés létezik, és csak egy létezik.
Tovdbbd, ha { e ME;, { b-t jelenti az L-ben ® szerint, akkor és csak akkor, ha van olyan
e U Cs,hogy 'R és g($’)=b, ahol C egy ¢/ dltal generalt szintaktikus kategéria-

deA
-csalid és g az L-re vonatkozo jelentés hozzarendelés, melyet a ® hatdroz meg.

¢ szemantikailag tobbértelmii az L-ben a 8 -re vonatkozéan akkor és csak akkor, ha { legalibb

két kiilonb6zd dolgot jelent az L-ben a ® -re vonatkozéan (2.dbra).

¢ erésen szinonim g -val az L-bena B -re vonatkozéan akkor és csak akkor, ha ¢, 0 € ME|

és minden 6eA-ra

§8(8) " £eCy és RE3=§8(0) :0°eCs és 0°ROS

ahol C és g a fentiek ;

(Ha minden kategoridra kiilon-kiilon mind a kett6 ugyanazokat a dolgokat jelenti. 3.dbra)

¢ gyengén szinonim 0-val az L-bena B -re vonatkozéan akkor és csak akkor, ha ¢ , 0 e MEp

és
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%b: ¢ b-tjelentiaz L-bena B -re vonatkozéan § =

= ib: g b-t jelenti az L-bena B -re vonatkozéan 5.

(Ha mind a ketté ugyanazokat a dolgokat jelenti, de nem feltétleniil kategéridnként. 4.4dbra)

A jelentéselmélet algebrdinak kapcsolata:

szintaxis interpretacio

o Iy

hasonl6 algebrdk

g
<B’G7>76[‘
- >
fSg
ahol

A —  az egyértelmiisitett nyelv Osszes Kifejezéseinek halmaza;
F’Y —  szintaktikus operaiciok;
BLEJAXB —  az egyértelmiisitett nyelv alapkifejezései;
B —  jelentések halmaza
G7 —  szemantikus operdciok;
5 —  fiiggvény, amely jelentéseket rendel a nyelv alapkifejezéseihez;
g —  Jjelentés hozzdrendelés, az f fiiggvény egyetlen Kiterjesztése homo-

morfizmussa ¢ — Jf5

1. dbra
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Szemantikailag tobbértelmii kifejezés

A nyelv L =<, R> Egyértelmiisitett nyelv €/C Interpretacio IV

g
g > b2: °(0')
"R és 0'R O ; g jelentés hozzdrendelés.
2. dbra
Erdsen szinonim kifejezések
A nyelv L =<&(, R> Egyértelmiisitett nyelv 0 Interpretdcio o

§,0 e ME| ésminden & € A -ra

fat), $"eCs és REY =5g(0):0"eCy és 0'RO G .

3. dbra
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Gyengén szinonim Kifejezések

A nyely L=<, R> Egyértelmisitett nyelv Interpretacio g

¢,0 e MEp §b: ¢ btjelenti§= §b: 0 b-tjelenti§
4. dbra
2 ! . -
Tegyiik fel pétlolag a fenti feltevésekhez, hogy L’ szintén egy nyelv és ® egy interpreticio

az L-re. Akkor { nyelvek kozottien szinonim ¢’ -vel (L, ® ,L’, 8 e vonatkozéan) akkor és

csak akkor,ha { e ME; és e ME,:

§ b: ¢ jelenti bt az L-ben ® -re vonatkozéan $
= fb: ¢’ jelenti b-t az L’-ben ®' re vonatkoz(‘)ang 5

(Legyen B és B’ a két interpretdcié tart6halmaza. A nyelvek kozotti szinonim kifejezések

jelentése B /) B’ halmazba esik.)

4. SZEMANTIKA: REFERENCIAELMELET

Legyen e, t, s hiarom kiillonb6zé objektum, egyik sem rendezett par.

A tipusok halmaza az a legkisebb T halmaz, amelyre igaz
(1) e, t T-beliek. (e a létezd dolgok vagy entitdsok tipusa, t az igazsigértékek tipusa).

(2) valahanyszor o, 7€ T a <0,7> rendezett pdr is T-beli (ez olyan fiiggvények tipusa,
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amelyek 0 tipusi objektumokbél 7 tipusi objektumokba mennek).

(3) valahdnyszor 7€ T,az <s,7> rendezett par is T-beli (eza 7 tipust objektumok ér-

telmeinek’ (sense) tipusa).

Legyen E és I tetsz6leges két halmaz, és 7 ¢ T. Definidljuk a D, El -t, azaz a lehetséges
7 tipusi denotdcidk halmazat, amely az E halmazon (az entitdasok vagy lehetséges individumok

halmazdn) és az 1 halmazon (a lehetséges viligok halmazdn) alapul, a kovetkezéképpen:

D.gg = E
Digy = $4, 8032 ,ahol & , .

mint dltaldban, az iires halmaz, és & a “hamis, {83 az "igaz igazsdgértéknek felel meg;
ha o, 7€eT, akkor
Dy EI

D = (D )
<o,~>E|I 7Bl

(ahol AB ltaliban azon fliggvények halmaza, melyeknek értelmezési tartomanya B, és az

értékkészlete az A-ban van).

Ha 7€ T, akkor

I
Desr>EL = DrED -

Legyen J egy halmaz. Ekkor M_ g1 @ 7 tipusi lehetséges jelentések halmaza, amely az E
entitds halmazon és az 1 lehetséges vildgok halmazan van értelmezve, és a J halmaz a hasz-

nalat kontextusa:
; IxJ
M g1g = (D)

(IxJ -naz <i,j> rendezett parok halmazat értjik, amelyre
iel és jel

Az <i,j> pdrt hivatkozasi pontnak nevezziik.)

Tehdt a jelentések kétargumentumu fiiggvények — a lehetséges vildgok és a hasznalat
*
kontextusdnak fiiggvényei.

% A Jre azért van sziikség, hogy a természetes nyelveknél a mutatonévmasokat, az egyes szam
elsé és mdsodik személyli személyes névmasokat stb. kezelni tudjuk. Logikai nyelveknél
pedig J a szabad viltozok kiértékeld fiiggvényeinek halmaza lesz.
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Misfeldl az értelmek csak egy argumentumd fiiggvények, amelyek a lehetséges vildgok halmazdn

vannak értelmezve. Az <s,7> tipusu denotdcidkat a 7 tipusi denotdciok értelmeinek nevez-

ziik.
A kovetkez6 bekezdés elolvasdsa a dolgozat matematikai részének megértéséhez nem sziikséges.
A jelentés és az értelem kozti intuitiv kiilonbség a kovetkezd:

A jelentések  azok az entitdsok, amelyek a kifejezések interpretdciéjaul szolgdlnak (és igy,
ha egy oOsszetett kifejezés interpretdciéja mindig alkotérészei interpreticiéinak
fiiggvénye, akkor nem lehet azonositani egyediil a lehetséges vildgok fiiggvényei-

vel), mig az

értelmek olyan intenziondlis entitdsok, amelyeket kifejezések jelolnek.

Frege [8] munk4jaban nem volt sziikkség ilyen megkiilonboztetésre, mert az indexikus lokiciék
kezelését szandékosan elkeriilte.

Legyen L egy nyelv, és

L = <<A, F'Y’ X5, S, 50>76F , R>

deA

Egy tipus hozzdrendelés az L-re az egy o fiiggvény A-b6l a T-be ugy, hogy 0(6,) = t.

Egy Fregei interpretdcié az L-re az egy <B, G,y, D’yel" az L-re ugy, hogy valamely nem iires

E, I, J halmazokra és L-re vonatkozé o tipushozzdrendelésre;

) BE rer Mgy s

(2) Valahdnyszor 6€eA és (e Xs

f(§) € Mg (5),E1,) 5

(3)  Valahinyszor <F,, <65>E<B 1€>€S é beMy5)pr) minden & < ( -re, akkor

Gy(<be>p) e My g g,



Megjegyzés:

Y

A Fregei interpretdci6 annyival gazdagabb, mint a 3.pontban definidlt inter-

pretdcio, hogy a referencia elmélet 6sszes fogalmadt magaba foglalja.

A definiciokbdl az adédik, hogy az A-beli nem értelmes kifejezéseknek

(A \6L)A Cs elemeinek) is van jelentése. Felmeriil a kérdés, hogyha valamilyen
€

értelmes médon megkonstrudljuk a L interpretaciot, akkor hogyan vegyiik

fol benne ezeknek a nem értelmes kifejezéseknek a jelentését.

Pontosabban a kérdés tigy hangzik, hogy az LJI' M. g1 heterogén algebrdt
TE ot

hogyan terjessziik ki (to expand) totalis algebrava, azaz hogyan értelmezziik a

milveleteket olyan argumentumokra, melyek nem teljesitik az S szintaktikai

szabdlyokat. Egy lehetséges vilasz a kérdésre az, hogy tetszGleges médon.

Igy a nem értelmes kifejezések jelentése tetszdleges, de rogzitett elem lesz.
Montague cikkében errél a kérdésrél nem beszél, de ez a megoldds ésszhangban

van munkadjdval, és ezért a jelen dolgozatban ezt a megoldast fogadjuk el.

Abban a heterogén algebrai kozelitésben, amelyen most dolgozunk, ez a prob-

Iéma nem meriil fel.

Egy Fregei interpretacio hivatkozasi pontjainak halmaza egy egyértelmii meghatdrozott IxJ .

Egy L-re vonatkozé E, I,J és o -val kapcsolatos Fregei interpretdcio egy <B, Gy, f>7e[‘

interpretdcio az L-re tigy, hogy a fenti (1)—(3) teljesiil.

Az L egy modellje egy < ®,<i. j>> pdr agy, hogy ® egy Fregei interpretdcio az L-re és

<i,j> a ® egy hivatkozasi pontja. (Itt az i és j rendre az aktualis vildg és az aktudlis hasz-

ndlat kontextusa, amelyeket a modell specifikal.)

Tegyiik fel, hogy < B ,<i,j>> L egy modellje. Ekkor az L-re vonatkozé < ® . <, j>>

dltal determindlt denotdcié hozzdrendelés egy h fiiggvény A domain-nal tigy. hogy minden
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e A-ra h(¢)=g($)3,j), ahol g egy ® szerinti jelentés hozzdrendelés az L-re.

Tovibba, n denotdciéja x (L és <8 .<i, j>> szerint (csak akkor, ha van egy olyan b, hogy

N b-t jelenti az L-ben a ® -re vonatkozéan, és
b(i,j)=x.

Tovibbd ¢ L egy igaz mondataa < (§ , <i,j>> teésa ' analizisre vonatkozéan  akkor

és csak akkor, ha
'eCs 3
14 50
'Ry és
h(p’) = $6% ,

ahol C egy szintaktikus kategoria-csalad, melyet az

<A, Fy, X;S* S. <‘50>76r
SeA

generdlt, és h az L-re vonatkozé denotdcio hozzdrendelés a < . <i, j>> dltal meghatdrozva.

Az egyszeruiség kedvéért tegyik fel — még az utolsé paragrafus feltevéseihez —yhogy L egy
szintaktikusan egyértelmii nyelv. Ez esetben az igazsdg feltételeket ezutan nem kell a mondat

valamelyik analiziséhez képest meghatarozni.

¢ igaz mondata az L-nek a < 8, <i, j>> modellre vonatkozdéan akkor és csak akkor, ha
pe DSy és ¢’ igaz mondataaz L-nek,a < ®, <i.j>> re és ¢ analizisre vonatkozéan, ahol

gp’Cao egyetlen tagja vigy, hogy ¢’ R ¢ és C olyan, mint az utolsé bekezdésben.
&

Adjuk még hozzad azt a feltevést, hogy K egy L-re vonatkozé modellek osztalya. (A leg-
fontosabb esetek azok, amelyekben K az L logikailag lehetséges modelljeinek osztilya; a
K-t jellemzé feltételek kozott lehet az a kovetelmény. hogy az L logikai operdcié” és

“logikai szavai” a szokdsos interpreticiokat kapjdk.)

Ekkor ¢ K-érvényes az_L-ben akkor és csak akkor, ha ¢ az L igaz mondata K minden tag-

jdra vonatkozéan. (Ha K-t pont a jelzett modon értjiik, ez a fogalom a logikai validitast jelenti.)
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Ha { ne MEL, akkor ¢ K-ekvivalens n-val az L-ben akkor és csak akkor, ha

(1) ¢, meCatg y valamely & e Cly -re;

(2) valahdnyszor < ") ,<i,j>> € K, a { denotdcidjaaz L-reésa < ® , <i, j>> -re vonat-

kozéan ugyanaz, mint az n denotdciéja az L-re ésaz <8, <i, [>> -re vonatkozéan.

Jelen fejezet hatralévé részének elolvasdsa a dolgozat matematikai részének megértéséhez nem

sziikséges.

L egy példdnya (token’) alatt egy <{,p> pdr értendé agy, hogy e PE[ és p bdrmilyen
rendezett par az L xJ-bél. (Itt a p-t egy lehetséges hivatkozasi pontnak tekintjiik.) Az aldbbiak-

ban a PE; elemeit mondat tipusoknak nevezziik.

Az a hasznos 6tlet, hogy a példdnyt egy mondat tipusbol és egy hivatkozasi pontbol allé parként
fogjuk fel Bar-Hillelt6l ered. (Szokasos a kovetkezményt (vagy logikai konzekvencidt) mondat
tipusok kozotti relacionak tekinteni: egyet a mondat tipusok, és egyet a mondat példanyok
kozott.) Ez utobbi fogalom az, amelyik felmeriil, amikor azt mondjuk, hogy az “én éhes

vagyok -b6l — ha Jones mondja Smith-nek — kovetkezik a "’te éhes vagy’’. amikor ugyanazon
alkalommal Smith mondja John-nak. Pontosabban, tegyiik fel, hogy a sz6ban forgé nyelv csak
olyan indexikus kifejezéseket tartalmaz, mint az "én" és "te” névmasok. Ekkor a haszndlat
kontextusa értelemszeriien személyek rendezett parjaként foghato fel, figyelembe véve a
beszélGt, azt a személyt, akihez fordult, és a szitudciot le lehet irni a kovetkezGkkel: minden

i-re annak a példdnynak, hogy < én éhes vagyok” <i, <Jones, Smith>>> a kovetkezménye

a kovetkezd példdany <'te éhes vagy’, <i, <Smith, Jones>>>.

A pontos megfogalmazads a kovetkezo: ha <y, p> és <y, q> példinyok az L-ben, akkor
<y, p> -bél K-kovetkezik <y, q¢> az L-ben akkor és csak akkor,ha ¢ V € DSL, és L r
minden ® Fregei interpretdcidjira abbol, hogy <®, p> K-beliés ¢ az L egy igaz mondata
a <®, p>-re vonatkozéan, kovetkezik, hogy < 8, q> K-beli,és ¢ az L igaz mondata a

< B, q> -ra vonatkozoéan.

Ha ¢, ¥ € DSy, akkor egy ¢ mondat tipusbol K-kovetkezik egy ¥ mondat tipus az L-ben

akkor és csak akkor, ha <y, p> -bol K-kovetkezik </, p> minden p rendezett pérra.
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(Vilagos, hogy a ¢ K-ekvivalens y-vel az L-ben akkor és csak akkor, haa ¢ és ¢ bar-

melyikétsl K-kovetkezik a madsik az L-ben.)

Hasonloképp, az osszes logikailag lehetséges interpretdciéra vonatkozo szinonima implikadlja a

logikai ekvivalenciat — de megforditva ez nem dll. Kissé pontosabban: ha

(i) az utolso két bekezdés feltételei teljesiilnek;
(ii) ¢,n az L értelmes kifejezései és az L ugyanazon szintaktikus kategoridjdhoz tartoz-
nak;

(iii) ¢ gyengén szinonim n-val az L-ben minden B interpretdciora vonatkozéan ugy. hogy

barmelyik i-re és jre < B , <i, j>> € K, akkor

(iv) ¢ K-ekvivalens n-val az L-ben.

5. FORDITASELMELET

Tegyiik fel, hogy ebben az egész fejezetben L és L' nyelvek

L=<¢{.R> L-<¢'R>
ahol

L =<AE) X5 8.85> o 5oa

e B X S s
R 0 el SeA”

L-bél L'-be val6 forditas bazison a kévetkezé rendszer értendd:
< ° H . '> -
8. ty.) el
ugy, hogy

(1) g egy fiiggvény a A-bola A'-be;

(2) j egy fiiggvény, melynek domain-je U X5 3
beA
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(3) valahdnyszor 8eA és {eXs j(§) € C'g(8) —ahol C az en iltal generilt szintaktikus

kategoria-csaldd;

: g *'Rw , algebra feletti polinom operdcio ugyanolyan
(4) minden ~yel'-ra H7 egy <A ’F’)>'yel“ g p p gy y

argumentum szamu, mint F’Y z

(5) valahdnyszor <F7 . <6E>£<ﬁ ,E> €S, <H7, <g(62)>£<6 g(g)> az L’ egy Szdr-

maztatott szintaktikus szabadlya;

(6) g8y = 8

Ha 7 egy ilyen forditdsi bdzis, akkor a 7 dltal meghatdrozott, L-bl L’-be meng forditdsi
fiiggvény az az egyetlen k homomorfizmus az <A, F)>7'6F -béla <A’, H?yel" -ba, amelyre
i€ k;

és ¢’ a ¢ egy forditdsaaz L-b6l az L'-bea 7 bidzison akkor és csak akkor, ha van olyan
n,n ,amelyre nR ¢, 'Rt ne é-eJA Cs. n e B%JA Cé k(n)=n' ahol C és C’ szintaktikus
kategoria-csalidok, melyek rendre az e és €' dltal vannak generdlva, és k a 7 dltal meg-
hatdrozott fordité fiiggvény L-b6l L’-be. A forditis legfontosabb haszndlata szemantikai hasz-
ndlat, az interpretaciok létrehozdsinak szemantikai haszndlata. Valéban, hogyha megadunk egy
forditdsi bazist L-b6l L'-be egy interpretaciéval egyiitt, mely a mar ismert L’ nyelvre vonat-
kozik, akkor az L egy interpretdcidja természetes médon determindlt, ahogy a tovdbbiakban

elgirjuk.
Tegyiik fel, hogy a fejezet hdtralévo részére
T=<g H,, j>7er egy forditdsi bazis L-b6l L’-be, és hogy

4 1 ’ )
® =<B, G, f’>7e[" egy interpretdcié L -re.

Ekkor L-nekaz L', B és 7 ltal indukdlt interpreticiéja az a <B, Gy, D‘YEF interpretacio

az L-re, amelyre

(1) <B, G’)>7€l" az az egyetlen algebra, hogy h egy homomorfizmus <A, H?yel“ -bol
<B, G7>,Y€r -ra, ahol h’ egy jelentéshozzarendelés az L’-re valamely G' altal deter-

minalt;

(2) minden { € BLe)A X5 ra f(§) =h’(j(§)), ahol h’ olyan, mint (1)-ben, (5.4bra).
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Abbdl a célbél, hogy biztositsuk egy olyan algebra létezését, amely kielégiti az (1) feltételt,
megkdoveteljiik a forditasi bazis definicidjdban azt, hogy a H7 operdciok polinomoperdciok

felett, vessiik egybe az 1.fejezet végén 1évé 1.tétellel.

legyenek az <A’, F;,>7€r

5. Tétel:  Tegyiik fol, hogy B‘ az L-nek L', B| és 7 dltal indukadlt interpretdcioja.

Ha (1) &' egy Fregei interpretacié az L'-re, akkor ® egy Fregei interpretdcio
az L-re. Ha (2) h egy jelentéshozzirendelés az L-re a ® iltal determindlva, és
h' egy jelentéshozzirendelés az L're a B' iltal determindlva, és k fordito-
fiiggvény az L-b6l az L'-be a 7 dltal determindlva, akkor h relativ szorzata a

k-nak és a h-nak.

Egy nyelvnek egy masik nyelv, és a két nyelv kozotti forditdsi bdzis dltal indukalt interpretacio-

| akd L = <tft, R> L =<4 R>

Indukalt
interpretacio

<B,G,>

f(§) = h(§) = h’G()

Hy-k az <A, F7>'yel‘ algebra

feletti polinom operaciok.

5. dbra



1. Tétel:
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II. TETELEK ES BIZONYITASAIK

Ha <A, F > el egy algebra, h egy homomorfizmus <A, F > F-b6l valamely

algebradra és mmden Y€EA ra G,y egy polinom operdcié az <A, E >

¥ el felett,

akkor létezik pontosan egy olyan <B, l'l7 >7€ A algebra, hogy h homomorfizmus

<A, G'PXEA -b6l <B,H_ >

ek -ra.

A bizonyitds két részbdl fog dllni, A. és B. dllitds bizonyitdsibol a kovetkezékép-

pen:

A. Allitds:

Bizonyitds:

tetszdleges <A, F’)>'Y el algebrdra és h:A »> B leképzésre igaz, hogy

legfeljebb egy olyan <B, G,y> algebra van, amelyre h homomor-

yel’
fizmus <A, F'Yief‘ és <B, G?'yel" kozott.

Tegyiik fel, hogy két kiilonbozé ilyen algebra van. Az algebrdk leg-
feljebb az operdciokban kiilonbézhetnek, mivela h : A »> B leképzés
adott.
Legyen ez a két algebra <B, G7>'yel‘ és <B, G’Y?yel" . Belatjuk, hogy
minden <yel'-ra G’Y = G,y 5 Bgrmely A-beli <a£>E <B sorozatra, ha
<agx t<p € F, » @ homomorfizmus definiciéjébél kovetkezik, hogy
<h(ag)>

(as) b<p € G és <h(a£) 5<3

Belitjuk, hogy barmely <b£ t<p sorozatra, amelyre <b£ t<p €

fennall <b$ E<B

Ha <b£ b<p € G’Y akkor h : A »> B miatt mindegyik bE € B-hez van
olyan ag € A , hogy h(ag) = b‘é « LA, F’Y >7€r, egy algebra, tehdt
. 4 ' _ i
minden <a£>£<B hoz3 ! f, hogy <<a£>£<B ;> €eF, . h homo
> o i
£<B,h(f) eG ehat
h(f) =bg (hiszen <b> b € ‘V$<[3 bg =h(ag) és G, egyértel-

morfizmus definiciéja miatt <<h(a£)

mii).



B. Allitas:

Bizonyitas:

D

A homomorfizmus definicidja miatt <<h(a£)>£ h(f)> € Gf), , €s

<g°

ezért <b£>£ € G,’Y(hiszen lattuk, hogy h(f)=b ).

<B

Ezzel belattuk, hogy

Forditva ugyanigy:

Tehat G,7=G,’y barmely vyel -re.

Ha <A, F’Y>7el‘ egy algebra, és h homomorfizmus <A, F‘Y >7eF -
rol valamely <A, F,y >'yel" algebrdra, és <A, G‘))'ye ik olyan algebra,

hogy mindegyik G7 polinom operdcié <A, F’Y>7e felett, akkor

r
létezik olyan <B, H7 >'ye A algebra, amelyre az adott h homomorfiz-

mus az <A, 07 >’yeF algebrardl.
>
A, G7 >7€ h létezik-e?

Be fogjuk bizonyitani, hogy minden yeA -hoz létezik olyan l-[,y 5
hogy h homomorfizmus <A, G7> 161 <B, H'Y> -ra. Ebbdl kovet-
kezik az is, hogy h homomorfizmus <A, G7 >‘)‘€A 161

<B. H’Y >7<—:A -ra is.

(1) Legyen G, e {Fy} vel' - Ekkor a tételben szereplé feltétel

miatt van egy <A’, F’> algebra, amelyre h homomorfizmus
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<A, G7 > 1ol

(2) Legyen G’Y vetité operdcio, azaz valamely a<g -ra G’Y: L, B, A.

Legyen I, g, A* olyan operici6 az A’ -n, hogy minden
<a‘§>«§<3 el 8, A esetén <h(af)>£<ﬁ € |:1 B, A’ azaz
1;1, B, A (<h(a£)>§<3) =h(ag) .

Vildgos, hogy I;, B, A= la, B, A ami a szokdsos vetit§ operdcio

az A’-n.

Minden I, 8, A vetit§ operdciohoz az A-n hozzarendeljik a
megfelel6 1, ¢ A’ vetits operdcit az A’-n. Lattuk, hogy az
igy kapott bévitett <A, F7 U{la, 8, A’} >7eI‘ algebra is
homomorf marad az eredeti <A, E_> | -val.

Y “yel’

(3) Legyen G7 konstans operacio. Az eljards hasonld, mint a vetité

operdciokra.

Minden Cy 8, A konstans operdci6hoz az A-n hozzdrendeljilk

a megfeleld Ch( x), B, A’ konstans operéciét az A’-n

Cx,B8,A <3g%cp =X

Ch(x), , A M@ g =hlx) -

(4) Kompoziciéval nyert operdciok esete:

Ez a kompoziciéra vonatkozoé teljes indukciéval torténik. A
bizonyitds ugy torténik, hogy abbdl a feltevésbél, hogy G-hez
és minden H,-hoz n<f mdr van megfelels G’ és H.

n
konstrudlunk minden GA<HE> opericidhoz egy GK<HE>’

opericio,

operdciot ugy, hogy az algebrik homomorfizmusa megmaradjon.
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Indukcios feltevés: minden G a-arenmentumu és HTI B-argumentumu opera-

cichoz az A-n létezik G és H;) opericié az A’-n, hogy

<ag>5<5 € Hn % <h(a£)>&<ﬁ € Hn
és
<agy_,€G = <h(ag>_ e G .

.

A .
Allitas: Létezik olyan G <HE> opericio, hogy minden

<as’:>5<ﬁ € GA<H£> esetén

€ GA<H£>’ »

<h(a$)>£<ﬁ

Bizonyitas: G és H’E -operdciok kompozicidja éppen ilyen lesz:

. . g
G(<Hn(h(a£))g<n>n<a)—G <Hn>n<a<h(ag)>g<6

a kompozicio definicidja szerint.

Legyen <85>‘é<5 € GA<HT?>17<a . Ekkor

G(<Hn(a£)s<6>n<a) =a, -
Az indukcios feltevés miatt

h(Hn<a£>£<ﬁ) = Hn<h(a£)>g<6
és

h(G<H7?(a§)£<ﬁ >Tl<a = i <h(HTI<aE>E<B)>n<a ;

Tehat

-

A - 7A ’
hGA<H,> _ (<agy_p) = 67 <Hp> _ (<h(ap_2)

ami elégséges ahhoz, hogy h homomorfizmus legyen

5

A e . 71“\ L) ki
<A,G <H77>T)<a> ol <A, G <HT?>n<a> ba.

QED .
* & &
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A 2.tétel kimonddsdhoz sziikséges két definicié a kovetkezd:

2.1 Definicié: Egy <A,F v >76’F algebra szabad a vele hasonl6 algebrdk K osztédlydra

2.2 Definicié6: Egy egyértelmiisitett nyelv az egy <A, Fy, X525, 6,

2. Tétel:

vonatkozdéan, pontosabban <A, F,y >'yeF algebrdk X<A szabadon generdlja
a K -ra vonatkozéan, ha barmely <B, G,y 2 T & JreK algebrira és.

i
f:X>B leképzésre f mindig Kiterjesztheté egy g homomorfizmussd, és

ez a kiterjesztés egyértelmii.

>ﬁye[‘, SeA rendszer,
ahol

(1) <A, F'Y>76F egy algebra;
(2) minden &€¢A -ra Xgs az A egy részhalmaza,

(3) A az alegkisebb halmaz, amely részhalmazként tartalmazza az 6sszes

Xg -t és zdrt az osszes F’Y operdciéra nézve;
(4) X5 és F’)’ értékkészlete diszjunkt minden 6eA és vel -ra;

(5) Legyen vy, y'el’

a F7 értelmezési tartomdnydban egy sorozat,
a’ P;/, értelmezési tartomanydban egy sorozat,

akkor minden v, Yy’ -re a, a’-re ha F,Y(a) = F,y’ (a’) akkor y=7v" és

a=a’ .

A 2.2 definiciéban szereplé (1)—(5) feltételek akkor és csak akkor teljesiilnek, ha
<A, F‘Y >7el‘ algebrat 'ylE-:)A Xs szabadon generilja a vele hasonlé algebrék}a vo-

natkozoan.

Bizonyitas: I.  (1)—(5) feltételekbsl = <A, F7 >'yel‘ szabad algebra; ez a
kifejezések bonyolultsiagdra vonatkozd, egyszerii indukacio-

val bizonyithaté.

II. <A, F7 >7F algebra => (1)—(5) feltételek teljesiilnek.

r



(1)

(2)

(3)
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<A,F, >'yel“ algebra — a feltétel szerint. .

X SL/{ X generdlja a szabad algebrit a feltétel szerint, tehadt
€

X €A minden SeA-ra.

Be kell ldtni, hogy ¥aeAr vagy

a) ae Xg «valamilyen GeA -re, vagy

b) a eléallithaté 5% X5 -bolaz E,, & ismételt alkalmazasival.
€

Bizonyitas: indirekt

Legyen &= <A, E, >7el‘ egy szabad algebra. (XCA). Tegyiik fel,
hogy vannak olyan A-beli elemek, amelyek nem kaphaték meg
X-bol az F,y -k ismételt alkalmazasdval. Legyen B& A olyan, hogy

B minden eleme elGallithaté legyen ily médon X-béi.

M=<A,F o Id, R A
&=<BF. >
e AR g ’F’Y yel”
B
B
—>-
. ldX
X

Legyen f:Id, : X —> X . £&=<B, By & -val hasonlé

&
algebra. A szabad algebrasig miatt f egyértelmiien Kiterjeszthetd

g homomorfizmusa a ¢/ 16l a Jo-be.

f/(/'%".fw e UL miatt UL > e is igaz, de
Idy : e/—> €l is egy jo kiterjesztése Id, -nek.

Mivel g:A —> B és IdytA — A és B# A, g# Idy ; két

kiillonbdz6 homomorfizmussd terjesztettik ki Id, -et . 7



(4)

(5)

T

Be kell latni, hogy Xy és F,y range-e diszjunkt minden 6eA-

ra és ryel'-ra.

Bizonyitds: indirekt

Tegyiik fel, hogy van egy olyan a elem és F’Y , hogy
E ,X9)=a és ae€ U Xs .
y (X1 X2) sp X8

Legyen ﬁc <B, G,y> €L -val hasonlé algebra.
vel'
Tekintsiink egy f leképzést az SUA Xg-rola afvalgebréba,
€
mégpedig olyat, hogy

f(a)=b9éG,Y(f(X1), f(x5)) ,

ahol G'Y az Fy-nak megfelel operdcio a B-n. Ez az f lekép-

zés nem terjesztheté ki homomorfizmussda az A-n.

Beldtando, hogy ha a két sorozatra két strukturalis operaciot
alkalmazva ugyanazt az elemet kapjuk; akkor a két sorozat és

a két operdcié megegyezik.

Bizonyitds: indirekt

Tegyiik fel, hogy a,a’ e A a#a vagy F# F’, de
Fy(a) = F,y. (a’).

Tegyiik fel, hogy a+ a’ .

e/l =<A,FE_ > ., szabadalgebra, melyet X< A generil.
Y “yel’

r
16 algebrit, és f: X —> B leképzést, hogy f-et nem lehet

Konstrudlni fogunk egy olyan b-<B, G’Y >7€ ¢)t -val hason-

kiterjeszteni g : A —» B homomorfizmussd.

Legyen Lo-=<B, G, >‘Y€F olyan, hogy G, (b)# Gy- (b”)
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minden b, b’ ¢ B sorozatra, ahol b+ b’ .

Az aldbbi dbrin szemléltetni szeretnénk egy ilyen algebra felépitését a kovetkezd esetre:

I'= {l, 2,3, 4§ , ésa G,y operaciok minden vy € G,y -ra egyargumentumiuak.

Ilyen algebrdt nem nehéz szerkeszteni.

Példdul legyen

(Van")(V'ye I") F,y(a):<'y, an X o

Legyen f az X-en az identitads:

e F, () =F(@)
I // =

)\

Yoo

\ g(a)
X X
ldx

ha a# a, akkor

g(a) # g(a’) .

Bebizonyitjuk, hogy ha a+# a’ =3 g(a) # g(a’) barmely a,a’ ¢ Ara.

A bizonyitas indukcidval torténik.
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Legyen
An= X

>
|

n= Apt U{F,Y(a) = ¥-F. W 'yeF}
U A, - A mert <A, Ey> - szabadalgebra és (3) dllitds fenndll

Ajra:Ha a#a’ a,a’eA; = g(a) # g(a’), mert g identitds az A,n.

Indukciés hipotézis:

a,aeA, | = ga)#g@).

A”-re :Ha a,a’e A , akkor A = An-lu {Fy(a) ia€Ap g ’YGF}

Hirom eset lehetséges:

(1) a,a€ Ap1s 8@+ g(a’) az indukciés hipotézis miatt;

(2)  a=E/(b), a’=E (b’),ahol b,b’ e A 4

g(F (b))

// /;(F;(b’»
\ / g(b)
\ g(b’)

b,b’ € A, 1 , tehdt az indukcids hipotézis szerint g(b) # g(b’) . & -n a miiveleteket

Woa

v

Y

ugy vettiik fel, hogy F,y(g(b)) ES F’,Y(g(b’” . A homomorfizmus definiciéja miatt:

ga) = g(E (b)) = E (g(b))

g@’) = g(F'(b) =E(g(b)))
tehat

gla) # g(a’) .
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(3) aeA 1 ,

a'= E,(b)

ahol
be An-l g

g(a) # g(b) , mivel a,beA, | azindukciés hipotézis miatt.
Lehet-e g(a’) = G,(g(b)) = g(a) -val?

Ha a egy olyan elem, amelyet valamilyen F,; alkalmazdsdval kaptuk, azaz

3=F,Y (C) ’

ahol
CE€ An—2 4

akkor
homomorf definicidja miatt

g@) =g(F (c)) = Gly(g(c) : G, (g(b))

atv algebra szerkesztése miatt .

Ha ae X, azaz a generdld elem , akkor
g(a)e X,

mivel gId az X-en, azaz g(a) a ﬁr algebra generdld eleme; de
g(a’) = G,(g(b)) ,

tehdt generdlt elem.

A general6 és generilt elemek halmaza diszjunkt a iyalgebra vdlasztdsa miatt.
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Tehat
g(a’) # gla).

Idsig tehat belittuk, hogy barmely a,a’ e A-ra

g@’) # ga) .

k]

Az indirekt feltevés az volt, hogy a,a’ e A, a#a , de
F'Y(a) = Fy(a ) =
Beldttuk, hogy ha

a#a >gla) # ga) .

Legyen G,y és G,y. a c@falgebrén értelmezett F,y és F,y- -nek megfelelé operdciok .,
Mivel ¢ szabadalgebra, melyet XS A generil, az f : X — B leképzés Kiterjeszt-
het6 g: A —> B homomorfizmussa. '

A homomorfizmus definiciéja miatt

G7 (g(a)) = g(Fy(a)) 5

G,.(g(a)) = g(E(a)) .
F,y(a) = F,Y.(a') az indirekt feltevés miatt tehat

g (F'Y(a)) =g(F7,(a 1) s
mivel g fiiggvény és igy egyértékii, de

G,(g(@) # G,.(ga)) ,

mivel g(a) # g(a’) ésa éalgebrzit igy adtuk meg. l¢
QED .

* k k
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A 3.tétel kimonddsdhoz emlékeztetdiil kozoljiik a kovetkezd definicidt:

3.1 Definicié : Ha €} =<A, Fy, Xss S, 60>7el", seA €8y egyértelmiisitett nyelv, akkor
e/l a szintaktikus kategéridk C = {Cg}, . csalddjit generdlja akkor

és csak akkor

(1) ha C A részhalmazainak egy rendszere A-val indexelve;
(2) X5 & Cs minden €A -re;

(3) valahanyszor <F7, <c‘31£>%_<[3 »E> €8S és bg € C5$ minden £<( -ra
F,y (<b£>‘£<3) € C£ :

(4) valahdnyszor C’ kielégiti (1)—(3)-t C5 S C; minden §eA -re.

3. Tétel: ~ Ha ¢ tetszbleges egyértelmisitett nyelv, akkor €} pontosan egy szintaktikus

kategoria-csaladot generdl.

Bizonyitds : két 1épésben fog torténni.

A. Allitas: Létezik € dltal generdlt szintaktikus kategoria-csalad
B. Allitas:  Csak egy létezik.

A bizonyitdst véges argumentumszamu opericiok esetére adjuk meg, azaz minden

vel' , E operdcié argumentumszama (<w .

A. Konstrudlunk egy €/ dltal generilt szintaktikus kategéria-csalddot indukcio-

val:

Legyen 5

Tegyiik fel, hogy C = Cg mar kész.
n+l _ ~n ST [ s
C3" = CRUfa :Ey(<byy 4) = ak,

ahol a € A, F7 és <bg>£<6 olyanok, hogy
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<I'-‘:7 ,,<6E>E<B 6> €S ,
bf € Cg“g minden £<f -ra; 0<m<n.

Ekkor

n
o= Wi,
6 n<m‘S

Legyen C=3Cs} scp - Beldtjuk, hogy C Kielégiti a 3.1 Definicié (1)—(4)
feltételeit. '

(1) C A részhalmazainak rendszere A-val indexelve, mivel a C-t A-beli

elemekbdl konstrudltuk.
(2) Xg< C minden b€eA -ra, mivel Xy = Cg :

(3) Beldtjuk, hogy C zart a strukturdlis operdciékra nézve.

Tekintsiink egy tetszdleges F,y operdciot valamely el -raés < b£>£ <B

A-beli sorozatot ugy, hogy

és minden £<( -ra bg € C6£ .

n
Mivel C‘Sf = ngw C(Sg minden £<f -ra, ezért minden £<( -ra van egy ng,

hogy
o
bE6C6E o

<nE>£<B€ wﬁ

Mivel bizonyitdsunkat véges argumentumszamu operaciokra végezziik, azaz
B<w , van egy olyan K természetes szam, hogy minden £<f -ra ng <K.
Ekkor

b e
F’Y(< Eg ,)e 8 ’

<p

n K+1
mivel minden £<f3 -ra bg € C(Si , 68 ng <K és C£ halmazt éppen ugy

konstrudltuk, hogy ezeket a feltételeket kielégits

F7(<b$>2<ﬁ = a



(4)

- 4=

elemek legyenek benne.

K
Tovdbba C, = U C |, ezért
€ K<w

F7 (<b£>£<ﬁ) € CC

Belatjuk, hogyha C’= SLeJA C’S kielégiti (1)—(3)-at, akkor Cg < C:S minden
deA-ra.

Tehit be kell litni, hogy ha ac C5 =»ac Cy . Mivel Cg= U C ,ha

a e Cy , akkor van egy olyan K<w ,hogy ae Cls( . A bizonyitast K-ra vo-

0
natkozo indukcioval végezziik. Ha K=0, akkor aeCg=Xg -

A 3.1 Definici6 (2) pontja szerint X5 < Cy , tehdt ae Cy . Ha K>0, ak-
kor

K K-1
Cs = C5 Ufa:E(<bgy o) =al,
ahol F7 és <bg>€ <B olyanok, hogy

<F7,<5£ » 6> €S

>,
£<p

és minden £<f8 -ra bg € Cg’ , m<K, (Cg konstrukcidja szerint) .
3

Indukcids feltevés:

K
Minden m < K ra ang1 => aec C:S . Ha aeCg , akkor

K-1
(1) aeCg  vagy

. : m
(2) van olyan F’Y és <b€>£ hogy amennyiben bg € Céf s M<K,

<B
minden £<( -ra, F’Y (<b&’>§<ﬁ) =& 4

Ha (1) 4llitds igaz, akkor ae C:S az indukcios feltevés miatt.
Ha (2) Allitas igaz, akkor az indukciés feltevés és a 3.1 definici6 (3) pontja

miatt
F7 (<b§>‘g’<ﬁ )€ C5

Mivel C Kkielégiti a 3.1 Definici6 (1)—(4) feltételeit, C = §C5Z SeA
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a kivant O iltal generlt szintaktikus kategéria-csalad.
B. Tegyiik fel, hogy létezik két €)X dltal generalt szintaktikus kategoria-csalad:
C és C'. Ekkor legaldbb egy eA-ra Cg# Cy .
A 3.1 Definicié (4) pontja teljesiil C5 -ra:
De ugyanez a feltétel teljesiil Cj -re is:

Gy S .

Tehat

QED .

* * &k

A 4.Tétel kimondasihoz emlékeztetéiil kozoljiik a kovetkezd definiciot:

4.1 Definici6: Az L szdrmaztatott szintaktikus szabdlyainak osztdlya az a legkisebb K

osztdly, amelyre:

1) SEK:

(2) ha a,f rendszamok, a<f és <8$>£ <8 vagy A elemeibél dllo
tipusu sorozat, akkor

<[a,B,A ,<6£>E<B’6a> e K ’

(3) ha B rendszdm <8£>f <B a A elemeibdl dllé f tipusi sorozat,

el y) .xeXe, akkor
<Cx’ﬁ’A.<SE>E<ﬂ,C>EK M

(4) ha a, rendszimok, <G’<6E>E<a’£> eK és <H‘<’>$<a egy



4. Tétel: Ha L egy nyelv, L=< ¢}{,R> és <H,<62>£

-, -

sorozat gy, hogy <H£ . <-777>n<ﬁ ’ 65 > € K minden £<a ra, ak-
kor az is fenndll, hogy

A
<G <Hgp ., » <Tphepr E>€K .

<B €> az L szarmaztatott

szintaktikus szabdlya, C az L dltal generadlt szintaktikus kategdria-csaldd és

ag € C‘SE minden £<{ -ra, akkor

H(<a5>&’<ﬁ) € C8 .

Bizonyitas:

(1)

(2)

3)

Ha He S, akkor H az egyértelmiisitett nyelv egyik strukturalis operdcidja
(az <A, F7 >7el" algebra egy F,y operdcidja valamely el -ra) ésigy a tételben
kimondott dllitds a szintaktikus kategoria-csaldad 3.1 Definiciéja (3) pontja
szerint fenndll, azaz ha H = F,y valamely ~yel -ra és <F7, <65>E<ﬁ ,€> €k,
ag € CSE minden £<f -ra, akkor

Ha H=1 a,B, A » 323z vetité operdcié az A-n, akkor Ia, 8, A definicidja

szerint
la,8,A (Rag%p)= 3 »

ahol a<fB . Es mivel <L, 8,A > <55>3§ 6, €Kra ag € CGE minden

<B’
£<B miatt aa€C6 is fennall. Tehat
a

la,p, A (S3g%cg)€ Cs -

Ha H = Cx, B, A »3zaz Konstans operdcié az A-n, akkor" 'Cx, 8, A definicidja
szerint
Cx, 8, A5%%<p) = x .

4.1 Definici6 (3) pontja miatt ha Cx B, A ©8Y szarmaztatott szintaktikus

szabdly, akkor x € X € ; ekkor xe C £ > mivel a szintaktikus kategéria-csalad



(4)

R -

3.1 Definicidja (2) pontja szerint Xs = Ct', , tehat <Cx, 8, A <6E§<B ,£>€eK

-ra

Cx,ﬁ,A(<a§>g<B)eC5 .

A
Ha H=G <H£>£ , azaz H a G a-argumentumu és <H‘g’>§<a -argu-

<a
mentumii operdciok kompoziciéjabdl nyert operdcié, akkor a bizonyitdst

indukcioval fogjuk végrehajtani.

Tegyiik fel, hogy minden £<a -ra

<HE’ <7”>17<B 5 6-E> eK-ra,

ha a, € C., minden n<f -ra, akkor
n 'n

H£(<ﬂn>n<ﬁ) = bs € C8E g
Tovdbba tegyiik fel, hogy

,E>€eK —ra

<G, <5E>E<a

ha bf € CBE minden £<a -ra, akkor

G(<bi>£<a)=y eCE 3

Tegyiik fel, hogy minden n<f -ra ap € C,y . Mivel az operaciéo kompozici6
n

definicidja szerint

A . d E
G <H£>g<a(a) = G(<HE(3‘)>§<a y

tehat
A
G <H5>‘;’<a <a7?>n<[3 = G(<H§<a7?>n<6>£<a): G(<b‘£>£<a) =y € C£ .

A
Belattuk tehdt, hogy <G <H£>£

o <777>77<B ,E>eK--ra

(<a"7>1'2<3)€c£

AH>
G < £ <a

ha aneCyn minden 7n<f -ra.

QED .
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III. KLASSZIKUS LOGIKAI NYELVEK MEGADASA AZ
UNIVERZALIS GRAMMATIKA ESZKOZEIVEL

. ELSGRENDU LOGIKA (PREDIKATUM KALKULUS)

1.1 Az els6rendii logika (L ;) tipusai

W —— — — o — — — — — —

T= ie,t,<n,e,e>,<n,e,t> :0< n<o.>}

ahol
e —  alétezd dolgok vagy entitdasok tipusa;
t —  igazsdgértékek tipusa;
<n, e, e>—  n-argumentumu fliiggvények tipusai;
<n, e, t>—  n-argumentumu reldciok tipusai;
et —  kilonb6z6 halmazok, és egyik sem rendezett par.

— i —— ] - —— - — i s — -

Vn, e 0<n<w — megszamldlhato sok e tipusi viltozdjel;
Cn, e 0<n<w —  megszamlilhato sok e tipust konstans jel;
f, ie H17 0<n<w — n-argumentumt fiiggvényjelek;

P, i eMn 0<n<w — nargumentumi relicidjelek;

i —  igaz jele;

—I —  negdcid jel;

A% — logikai vagy jele,

| —  egzisztencidlis kvantor;

() —  zarGjelek .

Vezessiik be a kovetkezo roviditéseket :

Var — az 0sszes e tipusi viltozé jelek halmaza,
Con — az dsszes e tipusd konstans jelek halmaza;
Fug, — az osszes n argumentumu fiiggvény jelek halmaza,

B — az 6sszes n argumentumu reldciéjelek halmaza,
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X=Var U Con Y (Fug, U Pr,) U {13,

Legyenek J_. .~ J-1 4> 32,73, J4 minden O<n<w -ra olyan opericiék, melyek rend-
re n+1, n+1, 1, 2, 2 argumentumuak, és a primitiv szimbolumok sorozatain vannak értelmezve.

Legyenek ¢, 0, ;i 0<i<n, §, p primitiv szimbélumok sorozatai:

Ekkor:

Legiis Gty el = 8 gy o a i) »
Jcin>O,mq5 ) = 0, ,myp) 5
1,0 =763

J3(,0)=8Vp;

J4(,p) = dnp.

L , azaz az elsérendii logika nyelve egy

<<AFE,Xg, S, t> ., R>
€A
rendszer, ahol

(1) A az alegkisebb halmaz, amelyre X C A, és zdrt az osszes J<O,n>’ J<1,n>’ Js, 13, I4

opericiékra nézve minden 0<n<w -ra;
2) I={<0m>,<l,n>,2,3,4:0<n<w §;
3) F.y minden el -ra 17 megszoritdsa az A-ra ;

(4) A=T .U {<T, e>} ) (A a szintaktikus kategoéridk indexhalmaza) ;

(5) Xe = Var U Con;
X¢ = 313
x<n,e,e s = PR minden n természetes szamra
X< net> = Prn s minden n természetes szamra
X<Te> = Varg

(Megjegyzés: <T,e> kategériat a kotott valtozék megkiillonboztetésére vezettiik be.)

(6) S egy halmaz, amely az 6sszes kovetkezé sorozatokat tartalmazza:
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n db

—
<F<0,n>’ <ne,e> , e,..&i)e,e> 0<n<w;
n

/\/ﬁ
<F<],n>, <nigt >, e .. 481> Sn<w ;

R A e
<F3, t,t,t>;

<Fy,<T;e> Hit>

(7) R az identitas reldcio az A-n.
Ezek a kikotések az I.fejezetben 1évé egyértelmiisitett nyelv definicidja értelmében
definidlnak egy egyértelmiisitett nyelvet.
L, szintaktikailag egyértelmii nyelv.

Megjegyzés:

(1) Con U Var ..‘-:"Cate Ly ;

(2) Ha e Cat<n,e,e>, L és n; € Cate’ Ly minden 0 < i< n-re, akkor
§(nqs -5 my) € Caty, Ly *

(3) Ha e Cat<n,e,t>, Ly és m; € Cate, L minden 0 < i< n e, akkor
g('f]], s T]n) € Catt, L] v

(4) Ha ¢e Catt, L;> akkor 7] (e Catt’ L

5 Ha Cat , akkor ¢V n e Cat
(6) Ha {eCatep e, Ly és n e Caty L akkor J¢ne Caty L

* &k

1.3 Szemantika

Legyen E az entitdsok tetszGleges halmaza.

Legyen I a lehetséges viligok halmaza egyelemii;

L=t
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Legyen J az E-re vonatkozo értékhozzarendelések halmaza, ahol minden j e J Kkiértékeld

fiiggvény csak e tipusi viltozékat értékel ki, tehdt

Var x{e}
jine)e E azaz =J:=E

n,e

iy azegy j fiiggvény, ahol

(1) j(ne)=xeE;

(2) j’(m,e)=j(m,e) minden (n,e)-tsl kiilonbozé (m,e) parra.

Meghatdrozzuk a 7€ T -re E-re és I -re vonatkozo denotdciok halmazat :

DC,E,I =E;

Dt,E,I = Ms 26}} )
ahol § 8% azigazat, és @ a hamisat jeloli.
_(E™)
D<n,e,e>. | D E

n
Denet>.E 1= zﬂ, 193¢ (ET)

01 tipus hozzdrendel6 fiiggvény a kategéridkon van értelmezve és tipusokat ad értékiil:

ol(T) =F ,

ha 7eT,és

01(<T,e>)=e
A jelentések halmaza

B=U M g1y

7€T
ahol
M E1)= Dol
J —  az értékhozzdrendelések halmaza,

Dr,E,l — a 7 tipusi denotdciok halmaza.
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Az L; nyelv modelljeinek K osztdlya

L, modelljei:

<<B, G 1 1o <igpdo™>

I

ahol a nemiires E, I, J halmazokra:

(1)
(2)

(3)

(4)

(5)

<B, G’Y>'yeF egy Fregei interpretdcié az Ly-reaz E[LJ -re és 0 -re vonatkozéan;
J az E-re vonatkozo értékhozzirendelések halmaza, I = ii()} egyelemii ;

mivel I egyelem, a referencia pontot a szokdsos <i, j> pdr helyett csak j-vel fogjuk

jelolni;,
Megadjuk az f fiiggvényt: valahanyszor Cn,e eCon, és j,j eJ, akkor
f(Cpy )i = £(Cpy )(§)
valahdnyszor Vn,e € Var, je J, n természetes szdm, és e ¢ T , akkor
f(vn,e)(j) =j(n,e) e E .
Szemantikus opericiok:
(a) HaaeMoyeos g1y € bpooesbpeMegppy
G<0’n>(a, b, ..., b)) = a() (b (), ... , b(5))
minden n természetes szamra.
(b) Ha ae M<n,e,t>, ELJ és bll, wey D € Me,E,I,J
G >3, b, e, b)) = a() (b1 (), .., bp(i))
minden természetes szamra.
(c) Gy(a)j) = $48
akkor és csak akkor, ha ( Ta)(j) =0
(d) G3(ab)(i) =93

akkor és csak akkor, ha vagy a(j) = iﬂ} , vagy b(j) = {ﬁ; ;
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(e) G4(a,b)(j) = 503
akkor és csak akkor, ha van egy olyan xe D, g és iy, hogy

by ) =$ 43,

Megjegyzés:

Legyen < B,<i,,j,>> € Ky, E,LJ afent definidlt nemiires halmazok, o a tipus hozz4-

rendelé fiiggvény, B egy Fregeiinterpretdcié az E,LJ-re és 0-re vonatkozéan; g egy

jelentés hozzdrendelés az L |-re a B -re vonatkozéan, h egya <@, <igsJo>> dltal meg-

hatdrozott denotdcié hozzdrendelés, n természetes szam.

Ekkor:
(1) Ha ¢ e Con, akkor h(¢)e De,E,l és g(O)§)=g($)§) minden j,j € re:
(2) Ha {eVar, akkor h(§)e De EL ?
(3) Ha e Cat<n,e,e>, L és M€ Cate’ L minden 0 < i< n -re, akkor
h(§(ny - 1y)) = WM (Ny), ... .h(0 )
(4) Ha {eCaty L akkor h(7J¢) = i¢§ akkor és csak akkor,ha h({)=¢ :
(5) Ha §, neCatg Ly akkor h({vn) = § ¢ akkor és csak akkor, ha h({) ={@% .
vagy h(n)=§0% :
(6) Ha ¢e Cat<T.e>,Ll és neCaty Ly akkor h(g ¢n) = {¢} akkor és csak akkor,

ha van olyan x € D¢ g 1, hogy g(n)(j}}*e X) = {M -

* k&
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1.4 [gazsag

———— —

(1) ¢ Ly egyigazmondataa < ®. <lig, Jo~> modellre vonatkozdan akkor és csak akkor, ha

peCy és hip)= §43,

ahol C szintaktikus kategoria csaldd. melyet <A, Fy‘ X5, 8, t>7el‘, SeA generdlt, és h

egy Lj-re vonatkozé denotdci6 hozzdrendelés.

(2) ¢ K{ — érvényes az L|-ben akkor és csak akkor, ha ¢ igaz mondat a K, modell-

osztaly minden tagjira vonatkozoan.

1.5 Roviditesek

—— v —— —

Legyen ae Cat<T.e> és ¢ ne Ca(t.Ll

v N,

¥an =13 aTn) :

EAn =T(¢VIn ;

§->n =T1§Vn )
(TEVMA(T VY.

{en
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2. MASODRENDU LOGIKA (L,)

A midsodrendii logika tipusainak halmaza megegyezik az L nyelv tipusainak halmazaval.

2.2 Szintaxis

L2 szimbo6lumainak halmaza tartalmazza az 6sszes Ll-beli szimbdélumot, és azonkiviil:

Vi <nee> ~—  megszamlilhaté sok n argumentumu fiiggvényviltozo jelet,
Vi <net> —  megszamlilhato sok n argumentumi reldciévaltozo jelet .
Roviditések
Var_ — az dsszes T tipusi vdltozdjel halmaza, ahol 7 e TN§t3 ;
Con, — az Osszes 7 tipush konstans jelek halmaza,
= ( L Var_ ) U ( U Con — L, alapkifejezések halmaza .
T € T it}

Szintaktikus operaciok

Az L, primitiv szimb6élumok sorozatain értelmezett J_g ~.J - 5. J5,J3.J4 opericick

ugyanazok, mint az L; nyelvben.

L, , azaz a masodrendi logika nyelve egy

o
<<A, F Xa,S t>€F SeA’

rendszer, ahol

(1) A az a legkisebb halmaz , amelyre Xc A, és zart az osszes -'<0,n>°J<I,n>'Jz'

J3, 14 opericiokra nézve minden n természetes szamra;
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2) TI=§<0n>,<1,n>,2,2,<n,7>:0<n<w és TeT\§t}}
3) F’Y -k ugyanazok, mint az L nyelvben, kivéve azt, hogy F4 helyett L, akovetkezd
szintaktikus operdciékat tartalmazza:
I:<4,'r> (.00~ 3 {<Te> 0

minden 7¢ T~§t§ , ahol

$r — 7 tipusid viltozé
S<Ts> — 1 tipust kotott véltozé
0 — 7 tipusu kifejezés ;

(4)  A=TU({T} x (T~§t})) ;

5 X, =Var_U Con,_ 7eT~{t}

X, =Cong= § 1%
X< > Var, TeT~N§t}

Megjegyzés:

<T ez kategoria a kotott entitds valtozékat ,
<T,<n,e,e>>  kategdria a kotott fiiggvény viltozokat,
<T,<n,e,t >> Kategéria a kotott relici6 valtozokat

tartalmazza.

(6) S az egy halmaz, amely az 6sszes kovetkezd sorozatokat tartalmazza:
n db

<F<0,n><n,e,e> 985 0009 €, @

minden n természetes szdmra;
n db

<F<1,n>’ <n,e,t>,e,..,e, t>

minden n természetes szamra ;
<F,, t, t>
<F3 t,t,t>

<F<4’T>,<T,'r>,t,t>
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minden 7€ T~ §t} tipusra.

(7) R az identitds reldcio az A-n.

L, szintaktikailag egyértelmi nyelv.

2.3  Szemantika

— e —— —

E és I halmazok, valamint a denotdci6k halmazai ugyanazok. mint az L esetében.

J az E-re vonatkozo értékhozzarendelések halmaza, ahol jeJ egy olyan fiiggvény, melynek
értelmezési tartomdnya (n, 7) rendezett parok halmaza, ahol n természetes szam,

7€ TN§t} tipusés valahdnyszor (n,7) egy ilyen rendezett par,

J(n,7)e DT,E,] s

nr

ix azegy j fiiggvény, ahol

()  j(n7) =x,ahol xeD, gy ;

(2) j‘ (m,0) = j(m,0) minden (n.,7) -tél killonb6z6 (m,o) parra, ahol oe TN {t}

05 tipus hozzdrendel§ fiiggvény

gy (T)= T .ha 7¢T

09 (<T,t>)=7 , ha TET\it}.

B a jelentések halmaza ugyanaz, mint Ll esetében.

Az L, nyelv modelljeinek K, osztilya:

L,y modelljei

<<B,G,. f>7€r s hssl ¢

ahol a nemires E, I, J halmazokra

(1) <B, G‘Y’ f> r egy Fregei interpretdcié az Lyp-re E.I,J -re és 0, -re vonatkozéan,
Y€
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(2) I ugyanolyan, mint L esetében: 1= {iof; J az E-re vonatkozo értékhozzai-

rendelések halmaza.
(3) A referencia pontot itt is a szokdsos <i, j> pdr helyett csak j-val fogjuk jelolni.
(4)  Valahdnyszor C, ,€Con_ és j,j €3, akkor
f(Cp, )0) = F(C, G
Walahdanyszor Vn,T € VarT , J€J, n természetes szimés Te TN§t 3§

f(vn,r)(i) =j(n,7) € DT,E,I :

(5) A G<0,n>’ G 1 .n>» G2, G3 szemantikus operdciék j referencia pontnal valé

kiértékelése hasonl6 médon torténik, mint az L -ben.

Gy r(ab) ()= §4¢

T
akkor és csak akkor, ha van egy olyan j: , hogy

by ) = §93

ha a €M<T,T>,E,I,J , bEMt,E,I,J és T€T\£t§ .

2.4 Igazsag

- — —

L2 igaz mondatdnak, és K, érvényes mondatdnak definicidi az L, nyelvben leirt médon

adhatdok meg.
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3. OMEGA RENDU LOGIKA (L)

Az omega rendii logikdt a A-kalkulus segitségével fogjuk felépiteni.

3.1 L, tipusai

L = tipusainak halmaza az a legkisebb T halmaz, amelyre
(1) et €T;

(2) ha a,BeT,akkor <a,B>e€eT ; ahol e,t Kkillonbozé entitdsok, és egyik sem

rendezett pdr.

3.2 Szintaxis

L . primitiv szimb6lumai:

w
L) =X, Vn,T 4 Cn,T minden n természetesszamraés 7 e T tipusra.
& —  fuggvény absztraktor;

ny n-edik 7 tipusi vdltozo;
Cn,'r — n-edik 7 tipusu konstans .

Szintaktikus operaciok

Legyenek J ,Jq, J<2,T> 7 € T -re azok az opericiok, melyek mindegyike két argumentumu.

Ezek a primitiv szimbélumok sorozatain vannak értelmezve:

J,(§,m)=[En]

Ji€,m=[=nl,
Jea>Em) =[N 80l .
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Roviditések

Var — az osszes T tipusid viltozdjelek halmaza;
Con_ — az 6sszes 7 tipusi konstans jelek halmaza.
X, —  Con_ U Var,

L., azaz az omega rendii logika nyelve egy

<<A, F’)” X5,S, t> >

el R
€A

rendszer, ahol

(1) A az a legkisebb halmaz, amely tartalmaz minden XT 7€ T halmazt, és zart a

JO, Jl, "<2,'r> operdciokra nézve,
(2) "= §0,1,<2.T>:'re'l‘};
(3) F7 -k a 17 -k megszoritdsa az A-ra;
(4) A=TU({T x T);
(5) minden 7¢T-re X, =Con_ Var_ és X<T, > = Var, >

(6) S egy halmaz, mely az osszes kovetkezé sorozatokat tartalmazza:

<P 550, T, 0, T>
<Fl, T, T, 2
<F<2’0>,<T, 0> T, <OF>>,

ahol o,7eT.

(7) R az identitds reldcio az A-n.

Az E és I halmazok ugyanazok, mintaz L; és L, nyelvekben.
Az E, 1 és 7 tipussal kapcsolatos denotdciok halmaza:
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Degg = E:
Dt,E,I =£ﬂ ing .

ésha o,7el, akkor

D
_ El
Degr>pE D) 75 .

Az E-re vonatkozo érték hozzarendelések J halmazaolyan j fiiggvényeket tartalmaz,
hogy 7€ T -re és (n,7) pérra
j(n.T) € DT EI -

n,7 ’ n g
s érték hozzdrendelés az L,-ben ismertetett modon definialt.

B=U/ M g1y

jelentések halmaza; o . tipus hozzirendeld fiiggvény:

w

0,,(T) = o ST g>) =1 .

L., — nyelvmodelljeinek K 5 osztilya

L, modelljei:

<ig.Jo~> -

<B, G’Y' i>7€l‘

ahol a nemiires E.I,J halmazokra

(1) <B. Gy‘ f>'y6[‘ egy Fregei interpretdacicaz L  -ra. E\1.Jreés o, -ravonatkozéan;

w
(2) J az E-re vonatkozo érték hozzarendelések halmaza ;

(3) A referencia pontot itt is a szokdsos <i. j> pdr helyett csak j-vel fogjuk jelolni;

(4) Valahdnyszor Cn.T € ConT és j,j €J . akkor ”Cn,'r)(j) = f(Cn.T)(j )

valahanyszor V _eVar, jel. 0<n<w é 7€T,
ﬂvll,T) = j(n7)e DT.E.] E
(5) Minden a.beB, jel, o0,7e T, 0<n<w esetén

Golab)() = a()(b()) -
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ha aeMc;.>pL) € beMgpgy s
Gy (ab) () = $43
akkor és csak akkor, ha a(j) = b(j) ;
G2 75 @b))
azegy p figgvény a DT.E,I -n gy, hogy minden X ¢ DT,E,I -re

.n’T
p(x) = by ) -

Megjegyzés:

Legyen < ® <i

0,jo>> € Kco mint fent.

Legyen g egy jelentés hozzirendelés az L ,-ra;

h egy denotdcié hozzdrendelés az L -ra.

Ekkor:

(1) Ha §eCon., akkor h({)eD gy ¢ g&)() = g($)(j') minden j,j e€J -re;

(2) Ha { e Var_ , akkor h({)e DT,E,I :

(3) Ha (e Cat<,,'.r>, L, és (e Cato,Lw , akkor h([¢ n]) =h({)(h(n)) ;

(4) Ha ¢, ne CatT.Lw , akkor h([{=n)) = {ﬂf , akkor és csak akkor, ha h({)=h(n) ;

(5) Ha ~§ € CatT’Lw , akkor h(A; Vn,orf’zJ azegy p fiiggvény a Do,E,I -n ugy, hogy
minden x € DU,E,I e p(x) =g(§‘)(jx’ P

Roviditések:

X € L{ Var,_ | ap'\lzeCatt,Lw I orel ;

Vxp=[Axe=Ax[x=x]] ;

T¢ =[p=V¥gp], ahol ﬁ=V0’t ;

PAY =¥ B Y =[[Be]=[BYIN] , ahol B=Vyi¢s
e*Y=T(EATY);
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eVy=To>¢ ;
Ix p=T¥xTyp

3.4 Igazsdg

L, igaz mondatai és K w €rvényes mondatai ugyanigy definidlhaték, mint az L nyelvben.
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IV. EGY PARCIALIS ALGEBRAN ALAPULO LOGIKAI NYELV

A programozisi nyelvek altaliban rendelkeznek azzal a sajatossdggal, hogy az operitorok nem
mindeniitt vannak értelmezve. Ezért ha matematikai logikai eszk6zokkel akarjuk a prog-
ramozasi nyelvek szemantikdjat leirni, akkor a parcidlis fiiggvényeket is kezelni tudé logikdra

lenne sziikség.

Ilyen parcidlis algebrdkon alapulé logikaval foglalkozik NémetiI. a “Parcidlis algebrak és
absztrakt modellelmélet” cimii tanulmanyaban (3]. Az itt kozolt parcidlis algebrakon alapulé
logikai nyelv egy fragmentumat fogjuk az univerzilis grammatika eszkzeivel megadni.

A logikai nyelv megaddsa elGtt két 1ij fogalom definidldsa sziikséges:

Egy n-argumentumu parcidlis fiiggvény az A-n egy olyan ¢ leképzés, hogy

(3JH €AM o :H —»A,

ahol A egy tetszéleges nemiires halmaz.

Egy parcidlis algebra az egy <A, ¢7>'y<-:l" rendszer, ahol A egy nem iires halmaz, I' tet-

sz6leges halmaz, és minden ~yel'-ra ¢, egy parcidlis fiiggvény az A-n.
g v p ggveny

Egy parcidlis algebrdkon alapulé logikai nyelv jele: l.p

1. AZ Lp TIPUSAI

— - — - — ——

T=fet<nye,e>: 0<n<w ¢,

ahol
e —  létezé dolgok, vagy entitdsok tipusa;
t —  igazsdgértékek tipusa;
<n,e,e>— n-argumentumu parcidlis figgvények tipusa;

et —  kiilonbozé halmazok, egyik sem rendezett pér.
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2.1

2.2

2.3
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SZINTAXIS

L, primitiv szimbolumai

vn,e —  0<n<w megszdamlilhaté sok e tipusi viltozdjel;
'Cn,e —  0<n<w megszamldlhato sok e tipusi konstansjel;

¢; ieH, —  n-argumentumi parciilis fiiggvény jelek;

1 —  negacio jele;

A% —  logikai vagy jele;

3 —  egzisztencidlis kvantor;

il —  egy olyan szimbolum, amely azt jeloli, hogy az utdna lévé kifejezés

?”, an

értelmezve van , azaz létezik ilyen kifejezés;

— azonossdg reldcio jele;

A —  igaz jele.
Roviditések
Var — az 6sszes e tipusu valtozok halmaza;
Con — azosszes e tipusu konstans halmaza;
PF, — azosszes n argumentumu parcidlis fiiggvény halmaza:

Az Lp nyelv alapkifejezéseinek halmaza

X = VarU Con U PF, UV i1}
n<w

Legyenek J_q ~,J1.J7.33.J4.J5 minden 0<n<w -ra azok az operdciok, melyek
rendre n+1.2,1,2, 1,2 argumentumuak. Ezek a primitiv szimb6lumok sorozatain van-
nak értelmezve, és olyanok, hogy valahanyszor 0,7,0,§ p,n; O<i<n primitiv szim-

boélumok sorozatai:

Joom> (O, ns = mp) =0 (M5 - my) 5

Ji(r,0)=7=0 ;
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b =Fr:
J3(Cip) = NV G ;
14 =7¢;
Jsng) =4 n¢ .

L., azaz a parcialis algebrakon alapulo logika nyelve az egy

—-— - — o emm  w—— e - e — e e G- ——

<AF,, Xg,8, > 1, R>

€A

rendszer, ahol

(1) A azalegkisebb halmaz, amelyre XC A és zdrt az dsszes J<O,n>' J 1 JZ, 13. 14,

J5 operdciokra nézve minden 0<n<w -ra;
(2) T'=§ <0n>,1,2,3,4,5,: 0<n<w § :
(3) F'Y minden -yel -ra J’Y megszoritdsa az A-ra,
(4) A = g T.<T, e>} , ahol A aszintaktikus kategoridk indexhalmaza;

(5) Xe Var U Con ;
X, = §88;

X< nee> - PFn minden 0<n<w -ra

X<Te> = Var

(A <T, e> kategoridt a kotott valtozok megkiilonboztetésére vezettiik be.)

(6) S egy halmaz, amely az 6sszes kovetkezé sorozatot tartalmazza:
‘ n db
<F<0,n>’ <n,e,e> g,\f—‘,\e, e
<F]. e, e t>,
<Fj,e, t> ,
<F3, { o) U o
Cplits
<Fs,<T,e>,t, t>;



=GN —

(7) R az identitds reldci6é az A-n.

Ezek a kikotések az I.fejezetben 1évé egyértelmiisitett nyelv definiciéja értelmében definidlnak
egy egyértelmiisitett nyelvet.

Lp szintaktikailag egyértelmii nyelv.

2.5 Megjegyzés

(I) Con UVar & Cate’ Lp 3

(2) Ha ¢e Cat<n,e,e>-, Lp és. m; € Cate’ Lp minden 0<i<n -ra, akkor

§(Mps---0mp) € Cate, Lp ;
(3) Ha T,aeCate Lp , akkor
7= 0 € Cat :
t, Lp
(4) Ha 'reCate Lp’ akkor
1l 7 eCat 5
t, Lp
(5) Ha {,p e Catg | , akkor
*p
§V;oeCatt L. s
*Tp
(6) Ha {eCat; | , akkor
.
S| teCat :
t, Lp

(7) Ha ne Cat<T’ e>, Lp és (¢ Catt’ Lp , akkor

q 17'§6Cattv Lp
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3. SZEMANTIKA

Legyen E az entitdsok halmaza.

Legyen I a lehetséges viligok halmaza egyelemii.

I=§ip¢ -
Legyen J az E-re vonatkozo értékhozzdrendelések halmaza ugyanolyan, mint az L

esetében, azaz

w x{e}.

J = E

A % tipus hozzdrendelg fiiggvény ésa B jelentések halmaza ugyanolyan moédon definidlt,

mint L, esetében.
Megadjuk a 7€T -re, E-re és L-re venatkozé denotdciék halmazit:

E ;

(0. (@83 ;

D e.El

Dt E

_ H
D<n,e.e> EJd~ H&’(JE") E

Az Lp nyelv modelljeinek Kp osztdlya

Lp modelljei:

<<B, Gy, f> | <igy.jo=>> modellek. ahol a nem iires E.I.J halmazokra

(1) =B, GT Dye[‘ egy Fregei interpretdcié az Lp +e az E, I, Jxe és o, Te vonatkozoan ;
(2) J.E,I afent definialtak;

(3) mivel I egy elemii, a referencia pontot a szokdsos <i, j> par helyett csak j-vel fogjuk

jelélni.

(4) Megadjuk az f fliggvényt:

ha C,.e¢Con, minden j.j € Jre



(5)

— &1 —

f(Cp e)() =£(Cpy () ;

ha V .€Var jel, é n természetesszim,
: |

ﬂvn,e)(j) =j(n,e) e E.

Szemantikus operdciék

(a)

(b)

(¢)

(d)

(e)

(f)

Ha a€M<n,ee> EJJ és bl""’bnEMeE,l,J , akkor

Geon>@ by, ..o byp)G) =a@)by(), . .., by () 5
Ha a, be Me,E,l,J s akkor
Gy(ab)(j) = $42
akkor és csak akkor, ha a(j) és b(j) létezik és a(j)=b(j) ;
Ha a EMe,E,I,J , akkor
Gy(a)j) = §4¢
akkor és csak akkor, ha a(j) létezik ;
Ha a,be Mt,E,l,J , akkor
G3(a,b)j) =§07
akkor és csak akkor, ha vagy a(j) =§@#¢, vagy b(j) = fﬂ} :

Ha ae Mt,E,l,J , akkor
G4(a)(j) = £63

akkor és csak akkor, ha a(j) =0 ;
Ha ae Me,E,l,J és be Mt,E,I,J , akkor
Gs(a,b)(j) = §6¢

n,e
akkor és csak akkor, ha van egy olyan j = és xe De,E I » hogy

by )= {68 .
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4. IGAZSAG

L igaz mondatai és K

p érvényes mondatai ugyanugy definidlhaték, mint az L, nyelvben.

p
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