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VORWORT

Die Theorie der rekursiven Funktionen gehort eigentlich zur Zahlen-
theorie : hier handelt es sich ja sozusagen um die Funktionenlehre der Zahlen-
theorie. Der Stoff kann also das Interesse aller Mathematiker erwecken. Sogar
fiir die Naturwissenschaften ist er nicht ohne Interesse. Durch den Begriff der

- rekursiven Funktion werden solche Funktionen abgegrenzt, deren Werte sich
an allen konkreten Stellen effektiv berechnen lassen ; und in den Naturwissen-
schaften sind eben solche Funktionen brauchbar. Die Variablen der rekursiven
Funktionen durchlaufen zwar nicht samtliche reelle Zahlen, nur die natiirlichen,
doch operiert sowohl die Wahrscheinlichkeitsrechnung, als auch die Quanten-
theorie mit Funktionen dieser Art; und unldngst begann die Anwendung der
rekursiven Funktionen auch in der Analysis.

Eben darum wurde dieses Buch so geschrieben, dass es auch von in der
mathematischen Logik Unkundigen ohne Schwierigkeiten gelesen werden konne.
Die Behandlung des Stoffes ist nicht formalistisch. Obwohl sich der axiomatische
Aufbau der rekursiven Zahlentheorie als ein Teil des Systems der ganzen Zahlen-
theoriel oder fiir gewisse Untersuchungen selbstdndig® niitzlich erwiesen hat,
scheint jedoch sogar fiir die Forscher der mathematischen Grundlagen eine
Behandlungsweise erwiinschter, die sich auf die unmittelbare Einsicht beruft.
Es hat ja einerseits die Auftauchung der mengentheoretischen Arntinomien den
Waunsch erweckt : moglichst weite Gebiete der Mathematik sich auf die keinen
Widerspruch zulassende, unmittelbare Evidenz berufend aufzubauen ; anderer-
seits konnen in der Untersuchung der bedenklichen Gebiete zu Widerspruchs-
freiheitsbeweisen nur solche, sich auf die unmittelbare Einsicht berufende
Mitteln benutzt werden.

Das Buch trachtet iiberall auch den Weg zu zeigen, der zum angewandten
Verfahren fiihrt. Die Behandlungsweise ist vollstindig elementar. Aus den
beriihrten Gebieten (elementare Zahlentheorie, Analysis, Mengenlehre, beson-
ders transfinite Ordnungszahlen) wird nur die Kenntnis der ersten Elemente
vorausgesetzt. Statt komplizierte allgemeine Beweise zu geben, werden die
Methoden moglichst an Beispielen gezeigt ; dabei wird es angegeben, in welchen
Arbeiten die allgemeinen Beweise zu finden sind.

) HILBERT-BERNAYS [1].
3 CURRY [1] und [2].



Die Anwendungen der rekursiven Funktionen werden in diesem Buch nur
kurz erwdhnt. Es gehoren ja unter die Anwendungen die wichtigsten Kapitel
der mathematischen Grundlagenforschung ; ihre ausfiihrliche Behandlung
wiirde selbstdndige Bande erfordern.

Die Zergliederung der einzelnen Kapitel ist im Inhaltsverzeichnis zu
finden ; hier kann man einen Uberblick des ganzen behandelten Stoffes gewin-
nen. Von den oft benutzten primitiv-rekursiven Funktionen (und auch von
ihrem Aufbau) gibt die Tabelle am Ende des § 2 einen Uberblick.

Zum Schluss mochte ich Herrn Professor Dr. L. Kalmar in Szeged meinen
Dank aussprechen dafiir, dass er das Manuskript sorgtaltig durchgelesen und
mich, wie in meiner ganzen Arbeit, auch im Verfassen dieses Buches mit seinen
wertvollen Ratschldgen unterstiitzt hat. Herrn E. Hédi in Budapest bin ich °
fiir sorgfaltige Mithilfe an der Korrektur zum Dank verpflichtet.

Dem Ungarischen Akademie der Wissenschaften schulde ich besonderen
Dank. Dieses Buch wurde namlich urspriinglich als ein Band der interna-
tionalen Serie »Studies in Logic« (Amsterdam) geschrieben. Aber als es schon
nahe zur Beendung war, wurden mir gegen Ubereinkommen unannehmbare
neue Bedingungen gestellt. Da kam mir die Ungarische Akademie der Wissen-
schaften zu Hilfe, und war bereit das Buch ohne Verzdgerung in deutscher
Sprache herauszugeben.

Budapestﬂ, den 15-ten Oktober 1950.
Rézsa Péter



§ 1. DIE UBLICHE DEFINITION VON ZAHLENTHEORETI-
SCHEN FUNKTIONEN, DURCH UBERGANG VON 1 AUF n+1.

1. Man erhilt die natiirlichen Zahlen, wenn man von 0 oder von 1 ausgeht
(in diesem Buch immer von 0), und immer wieder um 1 weiterzdhlt. Darum ist
in der Wissenschaft der natiirlichen Zahlen, in der elementaren Zahlentheorie,
dieses »um 1 Weiterzahlen« eine der wichtigsten Methoden. Die Aussagen iiber
natiirliche Zahlen lassen sich meistens so beweisen, dass man von n auf n 4 1
schliesst ; und es ist iiblich, zahlentheoretische Funktionen so zu definieren,
dass der Funktionswert an der Stelle 0, und ausserdem die Art angegeben
wird, wie der fiir n 4 1 angenommene Funktionswert aus an vorherigen
Stellen angenommenen Funktionswerten gewonnen werden kann.

2. Die einfachste der vier Spezies: die Addition einer natiirlichen Zahl
zu einer anderen natiirlichen Zahl a kann so ausgefiihrt werden, dass man die
Einheiten der betreffenden Zahl einzeln zu a hinzuzihlt. Die Addition von
n 4+ 1 kann daher so geschehen, dass zum Ergebnis a + n der Addition von
n noch eine 1 addiert wird. Das heisst, wenn die Summe a + n mit ¢ (n, @)
bezeichnet wird, so ist

- (0, @) =a

(P(ﬂ—{—l, a):'P(nva)‘{"l .

Hier wurde also die Funktion ¢ (n,a) = a +n mit Hilfe der einfacheren
Funktion B (a) = a + 1 wie folgt definiert :

?’(0, a)= a
(p(n+ "‘a):__ ﬁ((])(n, a)) .

Obzwar die Operation des Weiterzahlens B ein Spezialfall der Addition, namlich
B (@) = ¢(1,q) ist, betrachtet man diese Operation mit Recht einfacher als
die Addition ; nicht nur, da sie einstellig, die Addition dagegen zweistellig ist,
sondern auch, weil sie auch geschichtlich der Addition vorangeht. Auch das
~ Kind, bevor es noch addieren kann, weiss, dass 10 auf 9 folgt (und auch nachher

berechnet es nicht durch Addition von 1: welche Zahl auf 9 folgt). Man kann
natiirlich die Definition der Addition auch wie folgt schreiben :

@ (0, a) :404
¢ (B (n),a) =P p(n,a);

und dhnliches gilt weiter unten fiir die Definitionen anderer Funktionen.
In analoger Weise bedeutet die Multiplikation von a@ mit den Zahlen
1, 2,3,...dass @ 1-mal, 2-mal, 3-mal,... addiert wird; bei dem Multiplizieren
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mit n 4 1 wird also noch ein @ zum Ergebnis n - a des Multiplizierens mit n
addiert. Das heisst, wird jetzt das Produkt n - a mit @ (n, a) bezeichnet, so ist

Q)(O,a)=0
e(n+l,a)=9(ma)+a.

Ahnlich sieht man ein, dass der Potenzwert a"*! vom Wert an durch
Multiplizieren mit noch einem a@ zustande kommt ; ist also in diesem Fall

@ (n, a) = a, so ist
? (0, a) =1

ﬁ«p(n—}—],a):cp(n,a)-a.

(Hier wurde der Wert von ¢ (0, @) fiir alle a als 1 angegeben; so ist in der
Definition auch das Ubereinkommen enthalten, dass unter dem sonst unbe-
stimmten Wert 0° hier 1 verstanden wird.) -

" 3. Da wir im Gebiete der nicht-negativen ganzen Zahlen bleiben wollen,
konnen wir nicht unbeschrankt die Differenz zweier Zahlen definieren. Statt
dessen konnen wir eine Funktion @ = n gut gebrauchen, worunter fiir a > n
die Differenz a — n, und fiir @ < n (in welchem Fall @ — n negativ sein wiirde)
0 verstanden wird. (a = n ist also allgemein der »positive Teil« von a—n,
wobei unter dem positiven Teil einer positiven Zahl oder von 0 die Zahl selbst,
unter dem positiven Teil einer negativen Zahl aber 0 verstanden wird.)

Auch dieses modifizierte Subtrahieren einer Zahl kann so geschehen, dass
man die in der Zahl enthaltenen Einheiten einzeln abzieht, aber nur so lange,
bis man zu 0 kommt ; von hier an wird diese neuartige Differenz immer 0 sein.
So ergibt das Abziehen von n + 1 aus @ um 1 weniger, als das Abziehen von n
— angenommen, dass nach Abziehen von n noch wenigstens 1 geblieben ist ;
wenn nicht, so ist das Ergebnis dasselbe; ndmlich 0. Daher ist das Ergebnis bei
dieser »arithmetischen« Subtraktion von n + 1 nicht (@ = n)— 1, sondern
(@ =~ n) = 1; das heisst, ist ¢ (n,a) = a =~ n, so ist

90,0)=a
p(n+l,a)=9(ma) 1.
In dieser Definition wurde die »arithmetische« Subtraktion von 1 benutzt,

n = 1 bedeutet die Differenz n— 1, solange n > 1 ist, und wird zu 0, wenn
n =0 ist. Daher, wird ¢ (n) = n = 1 gesetzt, so ist
¢(0)=0
p(n+1)=n.
4. Eine Summe mit beliebig vielen Gliedern und ein Produkt mit beliebig
vielen Faktoren kann ebenfalls leicht durch Ubergang von n zu n 4 1 definiert
werden. Ist zum Beispiel eine Funktion a(n, ay,..., a;) von beliebig vielen

Variablen bereits bekannt, so erhilt man, indem man die Funktionswerte fiir
n=0,1, 2, ... addiert bzw. multipliziert

0
‘ZOa(z, Gl ari=a, ay...,ar)

n+1

n
_‘Z'oa(i,al,...,ar)= { Ea(i,al,...,ar)}+ e(n41,a4 ..., ar),
= i=0

bezw.
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l

l—'O

1 n :
:ﬁa(i,av..., ar) = {:_I—Toa(i’a”""a')}' a(n+1,a5...,0).

a(l, @y ..,a) =a(0,a5 ..., 0

] b

Z und T7 sind fiir b < a nicht definiert. Ich werde unter einer solchen Summe 0,
i=a i=a
und unter einem solchen Produkt 1 verstehen. Mit diesem Ubereinkommen
kann die Summe zwischen beliebigen Grenzen definiert werden :

0, falls m>n

n n
Ea -(1 e .a ] » l .__..0
i (lr 11 » ¢ v ar)__ i Oa (lv L af) falls m =
=m : =

n m—1 2
Za(, @y ..., a)—Za(i,ay... ,ar), falls0<m=<n,
i=0 i=0

Freilich kénnte auch das Produkt zwischen beliebigen Grenzen in analoger
Weise definiert werden, nur iibernimmt dann die Rolle der Subtraktion die
Division, von welcher erst spéter die Rede sein wird.

5. Die Trennung der einzelnen Fille muss nicht in Worten geschehen.
m>n, m=0 und 0 < m < n sind sich gegenseitig ausschliessende Maoglich-
keiten, aber eine von diesen gilt immer, wie man auch m und n angibt. Es ist
leicht die «charakteristischen Funktionen» dieser Beziehungen anzugeben;
das heisst, solche Funktionen B, (m, n), B4 (m, n) und Bs (m, n), dass

y 1, falls m>n el fallsem =0
Ar(m, n)—..—.{O sonst , Aatm, 1) = {0 sonst ,
o : l,falls0<m<n
i L o {O sonst ; _ :
und mit diesen kannizr:’ma (a5 s < &y-de) 5B aiufgeschrieben werden, dass die

in den einzelnen Fillen angenommenen Werte mit Hilfe der entsprechenden
charakteristischen Funktionen multipliziert und dann addiert werden.
Betrachten wir erst niher die betreffenden charakteristischen Funktionen.
m>n ist mit m>n+1 und diesmit (n + 1) =-m = 0 dquivalent.
B (m, n) ist also eine solche Funktion, die fiir (n 4 1) =~ m=0 den Wert 1,
und sonst 0 annimmt. B, (m, n) hingt also sozusagen vom »Vorzeichen« der
Funktion (n+ 1) = m ab. Es ist ndmlich unter den Zahlen mit Vorzeichen
die folgende signum-Funktion gebrduchlich :
1, falls a positiv ist
sign(a) =410, ¢« a=0
: -1, « a negativ ist.
Hier kommen aber negative Zahlen nicht in Betracht, so lautet hier die

Definition der entsprechenden Funktion (die wir zur Unterscheidung mit sg
bezeichnen) : :
sg (0)=0

sg(n4+N=1 .

Aber py(m, n) verhilt sich sg((n+ 1) = m) entgegengesetzt : sein Wert
ist 1 falls dies 0 ist und umgekehrt. Wird die Funktion, die sich <entgegen-
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gesetzts zu sg(n) verhilt, mit sg (1) bezeichnet,.so ist
sg(0)=1
sg (n+1)y=0 B b
(es ist freilich Eg}(n)i 1—sg(n)=1-=sg(n); und wegen unseres Uberein-
kommens ist auch sg () = 0"), und : »
et By (m, n) = 5g ( + 1) = m) .
_ Da ferner der Wert B, (m, n) gleich 1 oder O ist, je nachdem m = 0 oder
m %0 gilt, so ist o |
: By (m, n) = sg (m) .
: Im Fall von B4 (m, n) ist endlich zu bedenken, dass 0 <m < n mit der
Ayssage : «1 <mundm < n», ferner diese mit der Aussage «] -~ m =0 und
m = n = O» dquivalent ist ; die letzte gilt aber dann und nur dann, wenn
' (l—'—m)+(m—‘-n)'=0‘ T :
ist. Bs (m, n) muss eben in diesem Fall 1 und sonst O sein ; daher ist
By (m, n) =sg (1 = m 4+ an = m) .
6. Wie bereits in der vorigen Nummer erwahnt, Idsst sich die Summe mit
Zuhilfenahme der charakteristischen Funktionen folgendermassen aufschreiben

ifa(iyah--*:a’):ﬁl(m)n) ~0+ﬁ2(m,n) 5 _zn'o a(i7a1’~v--;a’)+
=T i= :

; n . m—1
+ﬂ3(m,n)-( i).?- a(i,ay,...,a)— 2 a(i,al,...,ar))
=0 : i=0 .

Es wird ja fiir ein beliebiges- Paar (rfz, n) der p-Faktor des entsprechenden
Funktionswertes gleich 1, und die zu den anderen Fallen gehorigen p-Faktoren -
werden zu 0. (Das erste Glied ist stets 0, und kdnnte so freilich auch weggelassen
werden.)

- _ .

So wurde X a(i, a,, ..., ar) mit Hilfe lauter solchen Funktionen ange-
; i=m

geben, die sich mit Ubergang von n zu n 4 1 definieren lassen (die vorkommen-

den Differenzen konnen durch arithmetische Differenzen ersetzt werden, denn

sie kommen nur dann in Frage, wenn der Minuend nicht Kleiner als der Sub-

trahend ist). : :
Ganz dhnlich verfihrt man mit anderen »zusammengeflickten« Defini-

tionen, wobei die Funktionswerte in einzelnen — einander gegenseitig aus-
schliessenden — Fiillen in verschiedener Weise angegeben werden: wenn
ay, @, ..., 0 und By, By, . .., Px bereits bekannte Funktionen der Variablen
a, .. .,ar sind, und bei einer jeden Wahl der Variablen ein und nur ein Bi
gleich 0 wird, so kann die durch :
a;(@y,...,a), falls By(ay,...,a)=0
a,(al,...,ar), ¢ ﬂz(al,...,ar)_—_O

w(al,.‘.’ar)z --------------------------------------
ay ((11, o« ,'ar), « ﬂk ((11, TR a!) = 0
definierte Funktion ¢ (a,, . . . , a,) auch folgendermassen aufgeschrieben werden
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@y, ..., an) =a1(a1,..;,ar) -'s_:g.(ﬁl(al,...,ar))-}-
+az(a1»---:af)'Sg(ﬁ2(41s---:af))+

...................................

+ @y, oe s @) -G (B (@y, .- -5 0)

Falls die Bedingungen fiir die verschiedenen Falle, in welchen die Funk-
tionswerte von @ auf verschiedene Weise definiert werden, nicht in der Form
B (ay, . . ., a) = 0angegeben werden (wie z. B.oben: m> nund 0 <m < n),
so’sollen sie freilich zuerst auf diese Form gebracht werden (falls dies moglich ist),
d.’h. man hat die charakteristischen Funktionen der entsprechenden Beziehungen
aufzusuchen.

7. Am Ende von Nr. 5 war zu bedenken, dass die Aussage: «1 =~ m =20
und m — n = O» dann und nur dann wahr ist, wenn

1=my+@m-=n=0. :
Allgemein kann die Summe nicht-negativer Zahlen dann und nur dann O sein,

wenn ein jedes Glied O ist. Wenn daher a(n, ay, ... ,ar) bloss nicht-negative
Werte annimmt, so ist fiir ein beliebiges r-tupel ay, ..., ar der Wert von
n
sg( Piali By 0 )
i=0
gleich 0 oder 1, je nachdem der Wert von a (i, @y, . . ., ar) fiir alle i zwischen

0 und n (die Grenzen inbegriffen) gleich O ist oder nicht.
Ein Produkt ist dagegen dann und nur dann gleich 0, wenn wenigstens
einer seiner Faktoren O ist; so ist fiir ein beliebiges r-tupel ay, ..., @

sg(H) ali cas, ...,a,))

gleich 0 oder 1, je nachdem es zwischen O und n ein i gibt oder nicht, fiir
welches a (i, ay, . . ., @) = 0 ist.

Statt sg kann auch sg benutzt werden, um auszudriicken, ob fiir alle i
bis n (bzw. ob es ein i bis n gibt fiir welches) der Wert a (i, ay, . . ., a,) gleich
0 ist : wird in den vorigen Ausdriicken sg durch sg ersetzt, so wird ihr Wert
gleich 1, falls die betreffenden Aussagen gelten uad 0, wenn dies nicht der
Fall ist. So erhdlt man die charakteristischen Funktionen der betreffenden
Aussagen. ‘

8. Natiirlich kann von einer unbeschrinkten Division im Gebiete der
natiirlichen Zahlen wieder keine Rede sein. Dafiir kann der ganzzahlige »arith-
metische« Quotient und der Rest der Division betrachtet werden. Ist n#0,

so ist der arithmetische Quotient der Division 2 diein & enthaltene grosste
: n n

ganze Zahl: @ 1. Man kann diese Zahl finden, indem man n der Reihe nach
n :

mit 0, 1, 2, ... multipliziert, und die erste Zahl nimmt, deren Nachfolger mit n
multipliziert schon mehr als @ ergibt, Unter allen natiirlichen Zahlen kann man
nicht immer die kleinste Zahl mit einer gegebenen Beschaffenheit effektive auf-
suchen ; in diesem Fall kann aber der Quotient nicht grosser als der Dividend
sein, so konnen wir ihn sicher unter den Zahlen bisa (a inbegriffen) finden.
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Diese in- vielen Worten erzédhlte Definition ldsst sich wieder ohne ein
einziges Wort aufschreiben. Erstens ist die Aussage, dass der Nachfolger von i
mit n multipliziert eine Zahl grosser als a ergibt, das heisst, dass (i +- 1) n> a
ist, mit (i +1)n>a+ 1 und dies mit

@iy nn=0
gleichbedeutend. Ferner ist nach Nr. 7 der Wert

o i
se(Tf@+ D=+ 0n)

- gleich 0 oder 1, je nachdem es zwischen 0 und k (die Grenzen inbegriffen) ein j
mit (@ + 1) = (j + 1) n= 0 gibt oder nicht. Daher sind die Werte von

0
sg(E((d-}-l);(j—i—l)n) ), sg(ﬁ((a—kl);(j-yl)n)),

2
sg(ﬁ)((a—{—l)—'r(j—}—l)n)),...

solange gleich 1, bis man zur kleinsten Zahl i gelangt, fiir welche
(@+ 1)= (@i +1)n=0 ist; von hier an sind alle Werte -

i i -
sg()_lo(m-k h=¢+D n)), sg(ﬁz‘)(m—i— h=~¢+D n)),...,
= J=

, 8¢ (;iTO((a + b =G+ l)n))

gleich 0. Unter den aufgezéhlten Werten kommt also. b ilie j e 0 12,00 g bl
also eben i-mal vor. Werden daher diese Werte summiert, so ergeben sie i-mal 1,
das heisst : :

a k
=2 sg()g((a—{-l);(jJ,—l)n)).
k=0 =0

Dieses i war aber eben die kleinste Zahl, deren Nachfolger mit n multipliziert

mehr als a ergibt ; fiir n £ 0 ist daher i = [9_]. Mit 0 kann man freilich nicht
n

R G 3 a gL
dividieren ; es sei nach Ubereinkommen [6 = 0, Das kann auch in die vor-

herige Definition einbezogen werden: wenn man mit sg (n) multipliziert, so
ergibt sich O fiir n = 0 fiir alle andere n lisst das Multiplizieren mit sg(n) =
das Ergebnis unverdndert. Also ist

a k
[9—] =8g(n) + 2 sg (TT((u 4+ bh=¢g+D n)).
n k=0 J=0
So wurde| £ | mit Hilfe von sg, 2, 7T und = ausgedriickt ; diese sind aber alle
n

durch Ubergang von n auf n 4 1 definiert worden.
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Mit Hilfe von| < | kann man jetzt auch das Produkt zwischen beliebigen
n
Grenzen definieren ; man erhdlt ndmlich in analoger Weise wie fiir die Summe

IrT.Tm(i,al,...,a,)-—=§§((n—}-l);m)-l—}-

+s—g—(m)'TT0a(i:a1’--°’al‘)+

i=

+sg(d=m + m=m)- .
all do i 00

9. Allgemein sieht man ein, genau so, wie im in der vorigen Nummer
betrachteten Fall, dass falls a(n, a4, ..., @) eine bereits bekannte Funktion
ist, fiir welches es zu einem beliebigen r-tupel ay, .. ., a,, eine Zahl i unter den
Zahlen bis zu einer Schranke n gibt, fiir welche a (i, a,, . . ., @) = 0 ist, so die
kleinste sogeartete Zahl i als Funktion von ay, ..., ar folgendermassen aufge-
schrieben werden kann :

k=0 ]]=0

fsg("‘—a(i,al,...,ar)).

10. Der Rest der Division g, das heisst, die kleinste von a und n abhan-
n

gige nichtnegative Zahl r, zu welcher es ein ¢ gibt, so dass
a=qn+r,
lasst sich nun folgendermassen aufschreiben. Es ist
Q= [E] n+4r also r=a— [g«]n;
n n

hier kann der Subtrahend nicht grosser als der Minuend éein, die Differenz
kann also durch die arithmetische Differenz ersetzt werden. Wird daher der
Rest r als Funktion von @ und n mit res (a, n) bezeichnet, so ist

res(a,n):a—'—l%]n.-

(Fiir n = 0 ist res(q,0) = a =~ 0 = a).

Es ist klar, dass fiir n $ 0 die Zahl a durch n teilbar oder nicht teilbar
ist, je nachdem der Rest der Division 0 ist oder nicht :
0, falls a durch n teilbar ist

sg (res (@, m) ={ b bk

und so ist sg (res @, m) die charakteristische Funktion der Teilbarkeit einer
Zahl a durch n, :

11



11. Mit Hilfe des Begriffes der Teilbarkeit lassen sich auch die mit dem
‘Primzahlbegriff zusammenhéngenden zahlentheoretischen Funktionen definieren.
Das Primzahlsein von n kann auf verschiedene Arten ausgedriickt werden.
Zum Beispiel dadurch, dass die Teileranzahl der betreffenden Zahl 2 ist. Die
Teiler einer Zahl n konnen so aufgesucht werden, dass man alle Zahlen von 1
bis n untersucht, ob sie n teilen, das heisst, ob sg (res, i) den Wert 1 betragt.
Wird 1 sovielmal addiert, wieviele Teiler gefunden worden sind, so erhilt man
die Anzahl der Teiler ; also ist die Anzahl der Teiler von n :

S (n) = g's_g (res, D) .
=1

i 1 ; 0 :

Darin ist auch das Ubereinkommen ¢ (0) = 0 enthalten, der Wert von X ist ja 0.
, i=1

(Wenn nicht nach der Teileranzahl, sondern nach der Teilersumme
gefragt wird, so werden nicht Einser addiert, so oft ein Teiler i von n das heisst
eine solche Zahl gefunden wird, fiir welche sg (res, i) = 1 ist; sondern diese
Zahlen i selber. Daher erhdlt man die Teilersumme von 17, indem man die Glieder
der obigen Summe mit diesen Zahlen i multipliziert : ;

T isg (resa, iy) . )
§=7

- Es st nun n dann und nur dann eine Primzahl, wenn S(n) = 2, das heisst
| S(n)—2| = 0 ist. Es ist also die charakteristische Funktion der Primzahl-
beschaffenheit einer Zahl n

sg (|Sam—2]) .

Die Anzahl @ (n) der Primzahlen bis einer Zahl n kann wieder so erhalten
. werden, dass sovielmal 1 gezdhlt wird, wieviele Primzahlen bis n vorhanden

sind. Der Wert von sg ( | S({))—2|) isteben 1, wenn i eine Primzahl, und 0,
wenn i keine Primzahl ist ; so ist die Anzahl der Primzahlen bis n (n inbegriffen)

7 (1) — 2‘2@(13(&)—2[) :

12. In der vorigen Nummer wurde der absolute Betrag einer Differenz
benutzt. Das kann aber leicht mit Hilfe der arithmetischen Differenz auf-
. geschrieben werden : !

la—bl=(a=b)+ (b+a);
es ist ja an der rechten Seite der Wert jenes Gliedes, worin der Minuend kleiner
als der Subtrahend ist, gleich 0 ; und im anderen Glied wird aus der grosseren
(bzw. nicht kleineren) Zahl die andere abgezagen.

-13. Die Primzahlbeschaffenheit von n kann auch damit charakterisiert
werden, dass n > 2 ist,und unter n nicht zwei Zahlen zu finden sind, deren
Produkt n wire. n > 2ist mit 2 = n = 0 gleichbedeutend. Die andere Behaup-
tung ist fiir n > 2 damit gleichbedeutend, dass (17 — 1)!2 nicht durch n teilbar
ist, das heisst, dass

: sg (res (n— D!% n)) =0
gilt ; die hier vorkommende Differenz ist der arithmetischen Differenz gleich,
und so erhdlt man — unter Benutzung, was am Anfang von Nr.7 hervor-
gehoben wurde — dass n dann und nur dann eine Primzahl ist, wenn

(2 = n) 4 sg (res ((n = D!2 n)) =0

12



gilt. Die charakteristische Funktion der Primzahlbeschaffenheit von n (die 1 ist,

falls 1 eine Primzahl, und 0, falls n keine Primzahl ist) kann also auch folgender-

massen aufgeschrieben werden : : ;
sg (2= n)+ sg (res(m = D12 n))) . :

14. Fiir n> 2 lasst sich -aber mit Hilfe der bisher definierten Funktionen

auch unmittelbar aufschreiben, dass es zwischen 2 und n— 1 keine Zahlen

a und b gibt, deren Produkt n ware, das heisst, fiir welche | ab—n | =0
wire. Dass es solche Zahlen a und b gibt, kann nach Nr. 7 durch

n—1 n—1

. 7T lab—n | =0

a=2 b=2

ausgedriickt werden (fiir n = 2 wird ja unter diesen Produkten 1 verstanden,

und sonst ist das Produkt dann und nur dann 0, wenn irgendeiner der Faktoren

0 ist). Ist also das Produkt auf. der linken Seite nicht 0, das heisst (da hier

n—1=n-=1ist), gilt : :
— a1 n-1 :
»sg(u |Hab—nl)=0 )

i a=2 b=2

so gibt es keine solche Zahlen a und b; daher ist n eine Primzahl.

15. Geht man endlich von jener Charakterisierung der Primzahlbeschaffen- .
heit von 1 aus, dass fiir alle @ und b aus ab = n entweder a = 1 oder b = 1 folgt,
so muss man zuerst bedenken, dass nicht sdmtliche natiirliche Zahlen zu unter-
suchen sind (das wire auch nicht moglich) : als Faktor von n kommt ja keine
Zahl grosser als n in Betracht. Dann kann die Aussage : »aus ab =n folgt a = 1
oder b = 1« auch folgenderweise formuliert werden : sentweder gilt ab = n
nicht, oder gilt eine der Behauptungen a =1, b = l«. Hier ist ab = n mit

gleichbedeutend ; daher karnn Idi‘::b Bet?alptu?xg ab £ n durch
sg (Jab—n|)=0
ausgedriickt werden. Dass eine der Béhauptungen a=1, b=1 gilt, ist mit
la—1]|-|b—1]|=0

gleichbedeutend ; das Produkt ist ja dann und nur dann 0, wenn einer seiner
Faktoren 0 ist. Es kann also die Aussage : »aus ab = n folgt a =1 oder b = 1«
folgendermassen aufgeschrieben werden : -

sg(|ab—n|):la—1]|-[b—1]|=0.

Und dass diese Behauptung fiir alle a und b zwischen 1 und n gilt (die Grenzen
inbegriffen), ist nach. Nr. 7 der Aussage :

dquivalent ; die Summe ist ja dann und nur dann gleich 0, wenn ein jedes Glied
gleich 0 ist. i

16. Mit Hilfe der bisher definierten Funktionen kann auch die n-te Prim-
zahl als Funktion von n autgeschrieben werden. Die n-te Primzahl wird im allge-
meinen durch p. bezeichnet ; aber um p, auch fiir n = 0 als eine Primzahl zu
definieren, ist es zweckmdssig p, = 2 zu setzen, und fiir n 4 0 unter pn die
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n-te ungerade Primzahl zu verstehen (so dass allgemein Pn die n -+ 1-te Prim-
zahl ist). Die n + 1-te Primzahl ist nun die erste unter den Zahlen, bis welchen
genau n + 1 Primzahlen in der Zahlenreihe zu finden sind. Da die Anzahl der
Primzahlen bis i mit = (i) bezeichnet wird, kann die Aussage, dass es bis i
(i inbegriffen) genau n + 1 Primzahlen gibt, folgenderweise aufgeschrieben
werden :

#(@)=n+1, dasheisst |n4+1—zn()]=0-

Die kleinste Zahl i dieser Art kénnte freilich wieder nicht aus allen natiirlichen
Zahlen herausgesucht werden ; sie kann aber bekanntlich gewisse Schranken
nicht iiberschreiten : man kann z. B. elementar beweisen, dass?®
n+1
D <22
gilt.
Nach Nr. 9 ist daher die kleinste Zahl der gewiinschten Art bis zur

3 n+1
Schranke 22 St

2 k-
e ULlatl—ng)

Es ist also
2n+l

2 K
Pr=2sg(l[|n+1—=mp|).
k=0 j=0
17. Auch die Primfaktorenzerlegung einer Zahl n kann in analoger Weise
behandelt werden. Mit welchem Exponenten wird: darin Pa teilnehmen? Gewiss
mit dem grossten Exponenten, auf welche pa erhoben noch einen Teiler von
n ergibt. Dieser grosste Exponent kann als die erste Zahl i aufgesucht
werden, fiir welche n durch pf,“ schon nicht teilbar ist, fiir welche also
res(m, p, " ') % 0, das heisst sg (res a1, pit')) = 0 ist. Und dieser Exponent {
kann freilich nicht beliebig gross sein : die Schranke n kann er nicht iiber-
schreiten. Nach Nr. 9 ist die kleinste solche Zahl i :

n _k_,___, j+1
2 sg (T]sg(resat,pa ) .
k=0 J=0

Es soll der Exponent von pa in der Primfaktorenzerlegung von n mit eXpa (1)
bezeichnet werden. Von der Primfaktorenzerlegung von n = 0 kann man nicht
reden ; nach Ubereinkommen sei
expa (0) =0 .

Dieses Ubereinkommen kann derart in die vorherige Definition einbezogen
werden, dass man einen Faktor hinzunimmt, der fiir n = 0 gleich 0, und in
allen anderen Fillen gleich 1 ist. Aber sg(n) wurde eben derart definiert ; 5 ist
also allgemein

n W o I+1
€Xpa (1) = sg (n) -kfosg (jETO sg (res, pa ) ) .

18. Man kann auch die Frage stellen, welcher der grosste Primfaktor
einer Zahl n > 1 sei? Wenn in die Primzahlpotenzenzerlegung von n bis zum
grossten Primfaktor sdmtliche Glieder der Primzahlenfolge — eventuell mit

*) Siehe z. B. G. POLYA und G. SZEGO : Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis.
(1925) Abschnitt VIII. Kapitel 2, Aufgabe 94, 8. 133., Losung S. 342

14



dem Exponenten 0 — aufgenommen werden, so ist der Index des grossten
Primfaktors sozusagen das Mass der »Lédnge« dieser Zerlegung ; darum bezeichinen
wir diesen Index mit long (n). Dieser grdsste Index kann als ein gewisser kleinster
Index aufgesucht werden : als der Kkleinste solche Index i, iiber den schon alle
Primzahlen mit dem Exponenten O in der Zerlegung von n teilnehmen. Freilich
braucht man dazu die iibrigen Primzahlen nicht bis in die Unendlichkeit unter-
suchen : es sind nicht alle Zahlen Primzahlen, daher ist die n-te Primzahl schon
sicher grosser als 7, und so hat n iiber p, schon gewiss keine Primfaktoren.
Dass die Primzahl p: fiir alle Indizes [ von i bis n mit einem Exponenten 0 in
der Primfaktorenzerlegung von n teilnimmt, kann mit Hilfe der in der vorigen
Nummer eingefiihrten Funktion folgendermassen aufgeschrieben werden :

n
LA renp () =210
{=i+1
Und die kleinste Zahl i, fiir welche dies gilt (1 nter n > 1 gibt es freilich immer
eine solche Zahl i) ist nach Nr.9 :

n 2K n
long (n) = 2 sg( I'] ( 2 expyam )) i
k=0 J=0\I1=7+1
Da fiir ein jedes [

exp: (0) = exp;(1) =0 .
ist, so ist nach der Definition fiir n < 1
: long )y =1,

19. Es ist iiblich gewisse zahlentheoretische Funktionen mit Hilfe der
Primfaktorenzerlegung zu definieren. Wenn zum Beispiel ¢ (1) die Eulersche
¢-Funktion, das heisst, die Anzahl der zu n relativ-primen Zahlen unter n
bedeutet, so ist nach Ubereinkommen ¢ (0) = ¢ (1) = 1, und wenn die Prim-

faktorenzerlegung einer Zahl n > 1

ay a ar

: . ; n=4qy qa...¢
ist, so gilt, wie bekannt,

R P M enRt e g

Wie bereits hervorgehoben wurde, ist die n-te Primzahl grosser als n, und
die Primfaktoren von n sind unter ihr zu suchen. Dass n durch p; teilbar ist,
kann durch res (1, p)) = 0 ausgedriickt werden. Wird daher

exp;(n) exp;(n)—1 exp;(n) exp;(n) =1
pli)={ P =D etiny ~ Di , falls res (n,p))=0
1 sonst (das heisst falls sg (res ;, pp) =0)
gesetzt, so ist, dasn =0 odern = l«mitn-|n—1] =0 gleichbedeutend ist,
1, falls n+ |n—1| =0,

n

¢ (n) = T, P (@) sonst (das heisst falls §¢ (n - [n—1])=0).

_ 20. Der grosste gemeinsame Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache
zweier Zahlen lassen sich auch auf Grund der Primfaktorenzerlegung definieren ;
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es treten ja in diesen dieselben Primfaktoren als in den beiden Zahlen auf, und

zwar mit dem Kleineren (richtiger nicht-grosseren), bzw. grosseren (mcht-»

klemeren) Exponenten. Die nicht-grossere der Zahlen a und b ist:
a,fallsa < b, das heisst a ~ b= 0

A0, ) = { b, falls a > b, das. heisst @ > b + 1,dasheisst b + 1 =~ a = 0.
Nach Nr. 6 kann diese Definition auch folgendermassen aufgeschrieben werden :

min (a,b) = a.sg (@ =~ b) + b.sg (6 + D = a) .
Ganz ahnlich lasst sich mit bereits eingefiihrten Funktlonen auch die nicht-
kleinere der Zahlen a und b definieren :
max (a,b) =a.sg (0 ~a)+0b. sg (@+1 =b).
(Man kann aus diesen -natiirlich auch das Minimum oder Maximum von
mehreren Zahlen erhalten ; es ist ja zum Beispiel
min (a, b, c) = min (min @, b, ¢) .)

21. Der grisste gemeinsame Teiler zweier Zahlen kann aber auch ohne
Benutzung der Primfaktorenzerlegung charakterisiert werden. Das Aufsuchen
des grossten gemeinsamen Teilers zweier grossen Zahlen kann dadurch erleich-
tert werden, dass auch in der Differenz und Summe der betreffenden Zahlen alle
ihre gemeinsamen Teiler aufgehen ; dies ermoglicht ja statt des grissten gemein-
samen Teilers der grossen.Zahlen, den grossten gemeinsamen Teiler ihrer
. Differenz und der kleineren Zahl zu bestimmen. In 0 gehen alle Zahlen auf;
wird also der grosste gemeinsame Teiler von m und 7 mit dv (m, n) bezelchnet
und O unter dv(0,0) verstanden, so ist

dvitl, n) — i; dv(m+1,00=m+ 1
und 3

4 (m-|-1,n+l)={dv (m+1— @+, n+1), fallsm>n, das heisst n-m=0 :

dv (m+1,n+1— n+D), « n=m=0.
(Hier ist freilich m+-1— (n+1) = m—n und n+1— (m+1) = n—m.)
Da nach den Definitionen in Nr. 5
o ; 1, falls n=-m=0
sg (n—m)= ! - und sg (n = m)=
8 ( ) {O, « n-m%0 8 ( ) {

kann der letzte Fall der Definition (die Differenzen durch die mit ihnen-iiber-
‘einstimmenden arithmetischen Differenzen ersetzt) auf folgende Form gebracht
werden :

1, falls n ~m £ 0
0, ¢ nsm=0,

dv (m+1,n4+.1)= sg@n=m).dv(m=nn-+1)+
.+ sg (n = m). dv (m 4 1, n = m).

Hier werden die Werte der zweistelligen Funktion dv (m, n) mit Hilfe von
Werten bestimmt, welche an Stellen mit kleinerem ersten und unverdndertem
zweiten Argument oder mit unverdndertem ersten und Kleinerem ‘zweiten
Argument angenommen werden. Da so die Berechnung von dv (m, n) allméhlich
auf Funktionswerte an solchen Stellen zuriickgefiihrt wird, wo das eine oder
das andere Argument durch immer kleinere Zahlen vertreten wird, gelangt man
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in endlich vielen Schritten zu Stellen, wo das eine Argument 0 ist, und da ist
der Funktionswert dem anderen Argument gleich,

Im Besitz des grossten gemeinsamen Teilers kann man das kleinste
gemeinsame Vielfache von m und n erhalten, indem man ihr Produkt durch
ihren grossten gemeinsamen Teiler teilt ; der geht darin natiirlich auf, und so
ist das kleinste gemeinsame Vielfache von m und n:

dv (m, n) :

22. Man begegnet andere zahlentheoretische Funktionen z. B. in der
Kombinatorik. Die Anzahl der moglichen Vertauschungen, Permutationen
von n Elementen ldsst sich bekanntlich mit Ubergang von n auf n+ 1
_bestimmen : ist die Anzahl der Permutationen von n Elementen Pn, so kann
in den Permutationen von n -+ 1 Elementen ein jedes dieser n 4 1 Elemente

sovielmal als erstes Element auftreten, auf wieviele Arten die anderen n Ele-
mente untereinander vertauscht werden konnen, das heisst Pn,-mal; so ist

Ppyi=n+1)Pn.
Hier geht man gewdhnlich nicht von 0, sondern von 1 aus. Ein einziges Element
kann freilich nur in eine einzige Reihenfolge gebracht werden ; so lautet die
vollstandige Definition :
P=]
Pnyi= @0+ 1)Pn .

Damit wir auch hier von 0 ausgehen konnen, sei nach Ubereinkommen P, = 1.
Das stért hier nichts, denn wird in der zweiten Definitionsgleichung O fiir n
eingesetzt, so ergibt sich daraus

Pysule Py=a |
Daher kann die Definition von P, auch folgendermassen lauten :
Poi=t 1
Pn;+1=(n+1)' Pn
: Bedenken wir an dieser Definition, wie sich der Funktionswert an einer
beliebig gegebenen Stelle auf Grund des Uberganges von n auf n + 1 bestimmen
lasst. Es sei zum Beispiel n = 3. Wird in der zweiten Definitionsgleichung 2,

dann zur Berechnung des auftretenden P, - Wertes 1, endlich um P, berech-
nen zu konnen, O fiir n eingesetzt, so gewinnt man der Reihe nach :

Py = 3:P,,
P,=2-P,,also Pg=3+2:P,y,
Py=1+Py,.al50 Py=3+2-1: Py,
Der Wert von P, ist aber nach der ersten Definitionsgleichung 1; so ist endlich
Pysdn2: 1 l=1+2+3
Ahnlich sieht man ein, dass man auch an anderen Stellen n Schritt fiir
Schritt zuriickgehend — deshalb wird eine solche Definition»Rekursion« genannt—
Pp=n(n—1)(n—2) ...3:2:1+1=1+-2:3...n
erhilt ; und dieses Produkt wird kiirzer als n! bezeichnet. .

23. Mit Verwendung von n! lassen sich auch andere in der Kombina-
torik benutzte Funktionen ausdriicken. Solche Funktionen konnen aber auch
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selbstindig definiert werden. Die Zahl (Z)gibt zum Beispiel an, auf wieviele

Arten a Elemente aus n Elementen ausgewdhlt werden konnen. Dieser Wert
lasst sich mit Ubergang von n auf n + 1 folgendermassen bestimmen : ist
0 <a < n+ 1,und will man a Elemente aus n -+ 1 Elementen auswihlen, so
sei eines der n + 1 Elemente ausgezeichnet. Es kann unter a ausgewihlten
Elementen das ausgezeichnete vorkommen oder nicht. Nicht-ausgezeichnete

Elemente der Anzahl a konnen aus den iibrigen n Elementen auf Z Weisen
ausgewahlt werden ; und neben das ausgezeichnete Element noch a — 1 nicht-

ausgezeichnete auf (ail) Weisen. Daher ist
n41 n n
()= 0) + (1),
Da nach Annahme a > 0 ist, so ist hier a— 1 = a = 1. Nach Ubereinkommen

ist (g) — 1 fiir alle n ; fiir @ = O gilt also ("j; ') = (Z) — 1. So Kann man

den Fall @ = 0 damit in das vorherige Ergebnis einbeziehen, dass man das Glied

( a_’_z_] ) mit 0 multipliziert, falls @ = 0, und mit 1 fallsa 0 ; das heisst, dieses

Glied ist mit sg(@) zu multiplizieren. Ferner ist nach Ubereinkommen

(Z] =Ufhra>n Da

-~ : 1, falls a<n
M ne Qe g >
-st, hat man zur Beriicksichtigung des Falls a > n + 1 noch einen [Faktor
sg (@ =~ @ + D) zum Ausdruck von (n—‘}; 1) zu fiigen. Dazu kommt noch,
dass nach unserem Ubereinkommen
0 ], falls a=0
(a) Tol0 e g %0
also (2) _ 52 (a) ist. So lautet die vollstindige Definition :

HEEAC

(1 )-m e (§) ruo ()

In dieser Definition schliesst man vom Funktionswert an der Stelle n auf
den Funktionswert an der Stelle n 4 1, das andere Argument bleibt aber dabei

nicht unverdndert : zur Berechnung von (nj{ 1) wird nicht nur fiir dasselbe
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a angenommene Wert (Z) , sondern auch (af_ 1) verwendet. Bekanntlich

taugt diese Definition doch zur Berechnung von (Z) an allen Stellen (die

Bildung des »Pascalschen Dreieckse beruht darauf). ;
24. In verschiedenen Gebieten der Mathematik spielt die »Folge von
Fibonacci«
S s Rt R s b irn ) e

eine Rolle. Vom dritten an ist ein jedes Glied dieser Folge die Summe der beiden
vorherigen Glieder. Wird das erste Glied als der Wert einer Funktion an der
Stelle 0, das n -+ 1-te Glied als der Wert dieser Funktion an der Stelle n
betrachtet, so ldsst sich die betreffende Funktion Fib(n) durch

Eib (0) =0
S : I, talls.n —0
Fib (1 + 1) =\ g1, (n— 1) + Fib (n) sonst

definieren. Hier__ist n—1=n-=1; wenn man noch die Definitionen von
sg (n) und von sg (n) in Nr. 5 in Betracht nimmt, so kann die Definition auch
auf die Form
_ Fib(©0)=0
Fib (n + 1) = sg (n) 4 sg (n) - (Fib (@ =— 1 + Fibam)

gebracht werden. :

Dass diese Definition an einer jeden Stelle die Berechnung des Wertes
Fib (n) ermoglicht, das sieht ein jeder, der sich daran macht, die Folge
von Fibonacci beliebig weitgehend aufzuschreiben. In der Definition
geschieht der Ubergang nicht eben von n auf n 4 1, es werden aber jedenfalls
die Funktionswerte an grésseren Stellen aus an kleineren Stellen angenommenen
Funktionswerten bestimmt.

25. Auch solche zahlentheoretische Funktionen konnen eine Rolle spielen,
a
n

tionen : in diesen wurden bloss die nicht-negativen ganzen Werte der im Analysis
gebrauchten Differenz- und Quotient-Funktionen in Betracht genommen. Statt
4/n kann im Gebiete der nicht-negativen ganzen Zahlen dhnlich [4/n] (das
heisst, die in 4/n enthaltene grosste ganze Zahl) benutzt werden. Dies ist fiir
eine Quadratzahl n gleich 4/n; von hier an dndert sich der Wert von [4/n]
bis zur ndchsten Quadratzahl nicht. Wenn man zur ndchsten Quadratzahl
([vn] -+ 1)? gelangt, so wichst der Funktionswert um 1. Es ist also

ol 41 [vn], falis n+1+([v/n] +1)2
[ Hl]:{[\/iihl,« ni VS ((v/R)+1)8.

n41= ([Vn] + 1)? ist gleichbedeutend damit, dass

|n+41—([4/n] 4 1)2| = 0; und der Wert von sg ( | n-+1—([+/n] + 1)*|)
ist 0 oder 1, je nachdem n 4 1 ungleich oder gleich ([\/n] + 1)2 ist. Daher ist

die vom Analysis geliefert werden. a - nund

] waren bereits solche Funk-
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| [Va+1]=[va]l +sg (| n+1—(Vr]+ 12 |);
und dazu muss noch hinzugenommen werden, dass

i [v0] =0 . |
So kann auch [4/ n] mit Ubergang von n auf n + 1, das heisst, durch Rekursion
definiert werden.

Mit Benutzung von [4/71] kann die Quadratzahlbeschaffenheit einer Zahl
charakterisiert werden. Die zu n am nichsten liegende nicht-grossere Quadrat-

zahl ist [\/H]’ Es sei die Abweichung von n von dieser Quadratzahl
quadres (n) = n =~ [1/n]? .
n ist dann und nur dann eine Quadratzahl, wenn
~ quadres(n) =0
ist. Und die charakteristische Funktion der Quadratzahlbeschaffenheit von n ist
quad (1) = sg (quadres () ;

der Wert dieser Funktion ist ja 1 oder 0, je nachdem n eine Quadratzahl ist
- oder nicht.

26. Als ein anderes Beispiel einer zahlentheoretischen Funktion, die vom
Analysis geliefert wird, kann z. B. die in e.n enthaltene grosste ganze Zahl

i le- n]
untersucht werden, wobei e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist.

Es werden die ersten n 4 1 Glieder der Reihe von e auf gemeinsamen
Nenner gebracht, so findet man

: I i 1 1 1 '
kil Lol b L e Glei s
¢ ( 3 l!_i—2l+ v+nl)+ ((n+1)!+(n+2)l+ )

{ 1
e
i nl ;!(n+1+(n+1)(n+2)+"‘)=
='§£“+Rn,
nl
wobei
; ats "nl n! 1 1 1
=! s e vea pxar d [ S oy LY
: "+1!+2,x+ A sl n!(n+1+(n+l)(n+2)+ ]

ist. Die Werte von S, sind natiirlich ganze Zahlen. Man kann von S, auf
Sn +1 folgendermassen iibergehen :
D! (n4+ 1!
iDL, @+ DI

(kD! @Dl

S, = 1)! . =
Sz iaha ey 21 nl (n+ 1)1

n!
21

n!
—(n+ 1)(n!+—1-!+
Ausserdem ist So = 0; die vollstindige Definition von S, lautet also

+...+,’:—:)+1=<n+1)sn+1.
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So=0
Sn+l=(n+1)sn+1

F]iir n> 0ist ferner n4+1>2, und n+ 2, n+ 3,... sind alle grosser als 2,
- also ist La

i i 1 1
R"_—_|(n+l+ (n+1)(n+2)+(n+1)(n+2)(n—|-3) +"‘)<

1 1
( +“‘+5—2—2+ ) n‘( S + + )
1 + l

nlc o Ta=ge i oanl o
und so gilt

Daher ist fiir n 40

nSp Sn
- e n= pr -+ Rn—( ——l)!+ RI‘U
und hier
nRy< : ;
(n—1)! ¢
Sind nun in der Division ( S"l)! der ganzzahlige Quotient und Rest ¢» und
n—

rn, das heisst, ist
Sn=gn(n— D!+ 1

Wo ¢n und r, nicht-negative ganze Zahlen sind, und
'n < (n — 1)! 5

so ist &
(n——"1)~! = ¢n + G_-r—il)—' )
und hier ist der Wert des echten Bruchs (nzl)! hochstens
(t=1ifel o
(n—1)!

So ist 3
=
G— )

Sn
und es miisste zu -, wenigstens @

(n—1)!

sein ganzer Teil &ndert. Wir sahen aber, dass n * R, weniger als

addiert werden, damit sich
1
(n—1)!

g

betragt ; so ist fir n> 0
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= [ty ke n] = 2]
fern] = G= D! R ] = n—1y -
So lautet die Definition von [e - n] :
- 0f=0
FSn—H
[8'(n+1)]=~ n! ]‘

[e - n] kann daher ebenfalls mit Hilfe von Rekursionen definiert werden.

27. Es soll endlich ein Beispiel einer zahlentheoretischen Funktion
betrachtet werden, welche der Mengenlehre entnommen wurde.

Wenn man beweisen will, dass die Michtigkeit der Menge der rationalen
Zahlen mit der Machtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen libereinstimmt,
dann ordnet man die Zahlenpaare in eine Folge. Das kann fiir nicht-negative
Zahlen so geschehen, dass die Zahlenpaare in endliche Folgen geordnet, und
diese Folgen aneinander gereiht werden. Nehmen wir an, dass (0, 0) das O-te
Paar ist. In die n-te Gruppe kénnen z. B. jene Zahlenpaare kommen, die aus n
und aus einer nicht grosseren Zahl als n bestehen. n wird zuerst mit 0, dann
mit 1, mit 2 gepaart, usw. ganz bis n. Ein Paar verschiedener Zahlen kann in
zweierlei Reihenfolgen geschrieben werden; hier werden die betreffenden
Zahlen erst wachsend, und gleich danach abnehmend nacheinander gesetzt.
Die Folge beginnt also mit

0.9, 01, 10, A1), (9,2), (2,0, (1,2), 21), 22, ...

Das wievielte Glied dieser Folge wird das, Zahlenpaar (a, b) sein?

Wenn a > b, so kommt dieses Zahlenpaar in der a-ten Gruppe vor;
wenn a < b, so in der b-ten Gruppe. Die 0-te Gruppe besteht aus einem Paar,
die erste Gruppe aus 3 Paaren, die zweite Gruppe aus 5 Paaren ; allgemein
besteht die k— I-te Gruppe aus 2k—1 Paaren; es stehen also vor der k-ten
Gruppe insgesamt

1 4+3454...+ QRk—1)=k?

Paare. Jetzt muss man noch nachschauen, an wievielter Stelle in seiner eigenen
Gruppe das Paar (a, b) steht. Ist @ > b, so handelt es sich um die a-te Gruppe.
Darin stehen vor dem Paar (a, b) die Paarungen von a mit den Zahlen Dol oo,
(b — 1), und diese kommen alle doppelt vor, somit ist ihre Anzahl 2b ; ausserdem
steht auch (b, a) vor (a, b). Es ist also fiir @ > b das Paar (a, b) das a2 + 2b + 1-te
Glied der Folge (da (0, 0) als O-tes Glied betrachtet wurde). Ist nun b> @, so
kommt (a, b) in der b-ten Gruppe vor, darin stehen vor (a, b) die Paarungen
von b mit den Zahlen 0, 1,..., a—I1, und diese treten alle doppelt auf, somit
ist ihre Anzahl 2a ; daher ist fiir ¥ > a das Paar (a, b) das b2+ 2a-te Glied der
Folge. Da nach Nr. 5 e

- 1, falls a > b i 1, falls b > a
sg (@ = b) = {O, « b>a und sg (a = b) = {O, e ik
gilt, so ist, wenn die Stellenzahl des Paars (a,b) in der Folge mit o (a,b)
bezeichnet wird,
(a,b) = sg(a = b) (@®+2b+ 1) + sg (a - b) (b* + 2a)
Falls @ = b = 0, so ist der Faktor sg (@ = b) im ersten, und der Faktor 6® + 2a

im zweiten Glied der rechten Seite gleich 0; demnach ist in dieser Definition
enthalten, dass (0, 0) das O-te Glied der Folge ist.
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~ Umgekehrt, wie konnen die Glieder des n-ten Paars der Folge als Funk
tionen von n aufgeschrieben werden?

Sei o, (n) das erste Glied, o, (1) das zweite Glied des n-ten Paars. Wir
wissen, dass

0,(00=0 und o,(0)=0

ist. Ist bereits das n-te Paar (o,(m,0o4(m) bekannt, so kann man daraus
leicht auch das n + 1-te Paar bestimmen : ist oy (n) <0y(n), so entsteht
das nichste Paar durch Vertauschung der Glieder als (g5t o) ; ist
o, (1) > o, (1), so wird das erste Glied des ndchsten Paars o, (n) + 1, und
das zweite o,(n) sein ; ist endlich o,(n) = o5 (n), SO {ibergeht man zum ersten
Paar (0, o, (n) + 1) der nichsten Gruppe. Es ist also

o, (n), falls__o,(n) <o,(n)
o,(n+1)= {“2(")+1 « 0,(n)>0,(n)

0, ¢« 0y(n)=0,(n),
und :
o, (n), falls oy(n) ¥ o3(n)
g (n+1)= {
: oy 41, ¢ ‘o n) = a4 (n).
Da nach Nr. 5 - 3 ’
- 1, falls o, (n) <oy(n
sg (0,0 + 1) = 05(m) = { 0 sonst il e
s 1, falls o, (1) > 9,(n
sg (0 + 1) = 0,(1) = { 0 sonst e
1, falls o, (n) % o, (n)
sg (|oyan — o |) = 07 Shitst
und 1, falls o, (1) = 04 (n)
sg (|oym—o,|) = 0 sonst

gilt, konnen die gefundenen Definitionen auf die Form:
0, (0) = 0 und o, (0) =0

0, (n4+1) = sg (0, +1) = 0y() * gy~ sg (03 + 1)-=0,() (ogm+1)
und e :
0, (+1) = sg (| o, —0,m | ) + 0, + 58 (| o3 —0y @]) = @@ + 1)
gebracht werden.

Hier wurden zwei Funktionen simultan durch Rekursion definiert ; man
kann den Wert beider Funktionen an der Stelle n + 1 berechnen, wenn man
bereits den Wert von beiden an der Stelle n kennt.

§ 2. REKURSIVE FUNKTIONEN UND BEZIEHUNGEN

1. Im vorigen Kapitel wurden mannigfaltige Definitionen solcher Funk-
tionen angegeben, die in der elementaren Zahlentheorie eine Rolle spielen,
wobei darauf geachtet wurde, dass die Definition die Berechnung des Funktions-
wertes an einer jeden konkreten Stelle tatsichlich ermogliche (also, dass sie
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nicht die Auswahl einer Zahl mit gewissen Eigenschaften aus allen natiirlichen
Zahlen fordere; und sich nicht darauf berufe, dass samtliche natiirliche Zahlen
eine gewisse Eigenschaft haben). SKOLEM¢ hat es als erster dargelegt, dass sich
die elementare Zahlentheorie in diesem Sinne konstruktiv aufbauen lasst. Es hat
sich herausgestellt, dass ein Teil der betreffenden Definitionen eine Art
Rekursion ist, das heisst, eine solche Definition, welche den Wert der definierten
Funktion an gewissen Anfangsstellen angibt, und vorschreibt, wie die tibrigen
Funktionswerte aus Funktionswerten an vorangehenden Stellen zu berechnen
sind. Die anderen Funktionen wurden aus bereits bekannten Funktionen durch
Substitutionen aufgebaut (unsere erste durch Substitutionen aufgebaute Funk-
tion war B, (m, n) in Nr. 5 des § 1.: B, (m, n) ist so entstanden, dass in der
Funktion @ = n erst n zu m umbenannt und n+1 fiir @ eingesetzt, dann die so
gebildete Funktion (7 4- 1) = m in sg (n) an Stelle von n substitujert wurde).

Man beruft sich nicht nur bei der Substitution auf bereits bekannte Funk-
tionen, sondern auch in der rekursiven Definition ; es beruht ja z. B. die Defi-
nition von [4/7] in Nr. 25 des § 1:

[v0] =0
[V + 1] = [VA] + g (| n + 1 — (y/A] + 2]

auf der Annahme, dass die Konstante 0, und die aus n +1,n%|a—b|,sg (n)
und a + n durch Substitution aufgebaute Funktion

a+sg(|n+1—a@+ 12])
bereits bekannt sind. :

Die verwendeten bekannten Funktionen lassen sich dhnlich aus anderen
bekannten Funktionen aufbauen. Werden die Definitionen im § 1 riickwirts
verfolgt, so stellt es sich heraus, dass s@mtliche dort definierte Funktionen durch
Substitutionen und Rekursionen aufgebaut werden konnen, von den Konstanten
und von den Funktionen n und n + 1 ausgehend. Sogar n muss nicht als Grund-
funktion genommen werden ; man kann ja die Funktion @ (n) = n mit Hilfe
von O und n 4+ 1 durch die Rekursion

?0)=0
o(n+1D=n+41
definieren (hier héngt ¢ (n + 1) eigentlich gar nicht vom an der vorangehenden
Stelle angenommenen Funktionswert @ (1), bloss von der Stelle ab ; das gleiche
gilt aber auch fiir die Definition der Funktionen n = 1, sg (n) und sg(n) ).
Und von den Konstanten geniigt es 0 als Grundfunktion zu nehmen ; denn
geht man von n + 1 aus, und substituiert man fiir n immer wieder n + 150
erhdlt man die Funktionen
n-+41, m+1)+1=n+2, n+1D)+2=n+3,...;
aus diesen ergeben sich aber, wenn man 0 fiir n einsetzt, der Reihe nach die
Konstanten
R
So geniigt es fiir die Definitionen im § 1 als Ausgangsfunktionen 0 und
n - 1 zu nehmen.

4y SKOLEM [1].
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Unter «Zahlen» werde ich in den Folgenden immer nicht-negative ganze
Zahlen, unter «Funktionen» solche Funktionen verstehen, deren Variablen die
nicht-negativen ganzen Zahlen durchlaufen, und deren Werte ebenfalls nicht-
negative ganze Zahlen sind.

Man nennt die Funktionen, die aus gewissen Ausgangsfunktionen durch
eine endliche Anzahl von Substitutionen und Rekursionen aufgebaut werden
kénnen, rekursiv. Ich bezeichne die rekursiven Funktionen entweder mit Kleinen
griechischen Buchstaben, oder auf eine solche Art, die auf ihre Bedeutung
erinnert.

Der Aufbau der rekursiven Funktionen in endlich vielen Schritten aus
den Ausgangsfunktionen ermoglicht, dass man unter den Funktionen der
elementaren Zahlentheorie; sozusagen in der Funktionenlehre der elementaren
Zahlentheorie, dhnliche Schlussweisen als in der Lehre der natiirlichen Zahlen
gebraucht. Dass die natiirlichen Zahlen eine gewisse Eigenschaft haben, kann
so bewiesen werden, dass man zeigt : die O besitzt die betreffende Eigenschaft,
und diese «vererbt sich» von vorangehenden Zahlen auf die nachfolgenden.
Ahnlich konnen die Eigenschaften der rekursiven Funktionen damit bestatigt
werden, dass man zeigt : die Ausgangsfunktionen besitzen die betreffende Eigen-
schaft, und diese «vererbt sich» von beliebigen Funktionen auch auf jene Funktio-
nen, die aus ihnen durch Substitution oder durch Rekursion entstehen.

2. Der Begriff der Rekursion muss aber noch prézisiert werden. Im § 1
waren die meisten Rekursionen von folgender Form: eine Funktion einer
Variablen, kurz eine einstellige Funktion, wurde aus einer Konstanten k und
aus einer Funktion g (n, a) durch die Gleichungen

¢ 0) =k
@ (n+1)=p(n gmw)
aufgebaut ; oder allgemein: eine r - I-stellige Funktion ¢ (n, ay, ..., a)
wurde aus einer r-stelligen Funktion a (a,, . . ., @) und aus einer r 4 2-stelligen
Funktion 8 (n, ay, ..., @, ar+,) aufgebaut, durch Gleichungen der Form :
o0 8 b myalay, i ar)
p(n+1,a,...,0) =, 8,,...,8, 9@ 0,...,a)).

Hier ist n die Rekursionsvariable ; a,, ..., @, sind Parameter.

Eine solche Rekursion wird eine primitive Rekursion genannt, und die Funk-
tionen, die von 0 und n + 1 ausgehend durch endlich viele - Substitutionen und
primitive Rekursionen definiert werden kinnen, primitiv-rekursive Funktionen.

Zum Beispiel wurde in Nr. 22 des § 1 die Anzahl Pp der Permutationen,
als einstellige Funktion der Elementenzahl n durch die Rekursion

e
Ppyy=(n+1) Pn
definiert. Hier ist k = 1, und die Funktion g (n,a) ist (n + 1) - a . In der
Definition .
90,0 =a
p(n+1,0=¢@a+]1
der zweistelligen Funktion a + n (§ 1 Nr. 2) ist
a(a)=a, . und B (n, ay, @) = @y + 1

(Es ist freilich gleichgiiltig, wie die Variablen bezeichnet werden: in unserer

Definition steht a statt ,.) Wie man auch hier sieht : # muss nicht tatséchlich
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von all seinen Variablen abhdngen ; es wird immer die Hinzunahme fiktiver
Variablen_ zugelassen, von welchen die Funktion nicht tatsdchlich abhdngt. Wire
das nicht erlaubt, so kdnnte man von der Konstanten 0 und von der einstelligen
Funktion n 4 1 (die hier durch Umbenennung der Variablen die Form a, + 1
angenommen hat) ausgehend, gar keine mehrstellige Funktion erhalten ; unser
Beispiel zeigt aber, dass man mit Hilfe der als dreistellig betrachteten Funktion
n + 1 eine echte zweistellige Funktion definieren kann.

3. Es wurden aber im §1 auch vier solche Rekursionen verwendet, die
nicht in das Schema der primitiven Rekursion passen :
1) in Nr. 24 die Definition
. Fib (0) =0
Fib (n + 1) = sg (n) + sg (n) - (Fib @ = 1) + Fib (m)

der Folge von Fibonacci, wo zur Berechnung des Funktionswertes an der Stelle
n+ 1 nicht nur der unmittelbar vorangehende Wert benutzt wird, sondern
auch ein friiher angenommener ;

2) in Nr. 27 die Definition

‘ 6,(0)=0 und ¢, (0) =0

&y (n+1) = sg (0, +1)=0,0D) .03+ 5 (@, +1)~a, (). (05 + 1)
und :
0y (N+1) = sg (Joya—o, |) .03+ sg (| oy —o,m ). (03 m+1)
der Glieder des n-ten Paars in der angegebenen Anordnung der Zahlenpaare,

wo die Werte zweier Funktionen simultan aus friiher angenommenen Werten

beider Funktionen berechnet werden ;
3) in Nr. 23 die Definition

5) —@
(”j; 1) ='sg (a= m+ 1) ((Z) 32 i (a‘z 1))

der Anzahl der Kombinationen a-ter Klasse aus n Elementen, wo a nicht die
Rekursionsvariable und doch kein unverinderter Parameter ist : es wird auch
a = 1 fiir a eingesetzt ;
: 4) in Nr. 21 die Definition
dv (0, n) = n, dv (m+1,0)=m+1
dv (m+1, n41) = sg (n=m) dv (m=n,n + 1) +
+ sg (n=~m) dv (m-1, n—m)

des grossten gemeinsamen Teilers von m und n, wo die Rekursion zugleich nach
beiden Variablen verlauft : der Wert an der Stelle (m-1, n--1) wird aus Werten
an solchen Stellen aufgebaut, wo entweder das erste Argument, oder bei unver-
andertem ersten Argument das zweite Argument verkleinert wird.

Es wird sich aber in den folgenden Paragraphen herausstellen, dass man
die genannten vier nicht-primitiven Rekursionen durch primitive Rekursionen
und Substitutionen ersetzen kann. So kann man sich in der Definition der
gebrauchlichen Funktionen der elementaren Zahlentheorie auf Verwendung
von primitiven Rekursionen beschrinken,
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4. Im § 1 ist es ofters vorgekommen, dass in der Definition einer Funktion
-gewisse Fille zu unterscheiden waren, und zwar darnach, ob gewisse Bezie-
hungen zwischen den Argumenten bestehen. Es wurden z. B. in Nr. 4 in der

n \
Definition von X a(i, ay,...,a) die Fille m>n, m=0 und 0 <m=n

d=m

unterschieden. Diese Relationen wurden in Nr.5 durch die scharakteristischen
Funktionen« 8, (m, 1), By (m, n), Ps(m, n) charakterisiert. Diese betragen 1,
wenn unter den Argumenten die betreffende Relation besteht, und 0, wenn dies
nicht der Fall ist. Die genannten Beziehungen konnen aber ebensogut mit
sg (B, un, m), sg (B, tm, m) und sg (B, un, m) charakterisiert werden : diese
- Funktionen werden dann und nur dann zu 0, wenn die betreffende Bezie-
hung zwischen m und n besteht.

Ich werde Relationen allgemein mit grossen griechischen Buchstaben
bezeichnen. Eine Beziehung B (a,, . . . , a;) heisst rekursiv, wenn es eine rekursive
Funktion B(ay, ...,a) gibt, welche dann und nur dann verschwindet, wenn
unter ay, . . ., a die Beziehung B besteht. Ist hier B eine primitiv-rekursive Funk-
tion, so ist B eine primitiv-rekursive Beziehung.’

Bereits im § 1 kamen viele primitiv-rekursive Beziehungen zur Ver-
wendung.

Wie es schon soeben vergegenwartigt wurde, ist

a>b
eine solche Relation; diese ist ja mit a > b+ 1 gleichbedeutend, und dies
besteht dann und nur dann, wenn 5
G+1)=a=0
ist. (b + 1) = a ist aber eine primitiv-rekursive Funktion, da sie durch Substi-
tution (und Umbenennung der Variablen) aus n + 1 und a = n aufgebaut wird.
Natiirlich ist auch die Beziehung
a—10
primitiv-rekursiv, denn sie besteht dann und nur dann, wenn
|la—b|=0,
und | ¢—b| ist nach Nr. 12 des § 1 primitiv-rekursiv.

Nach Nr. 10 des § 1 ist auch die Teilbarkeit von a durch b fiir b 3 0

primitiv-rekursiv, dies ist ja mit
res (a,b) =0
leichbedeutend. :

Aus Nr. 11—13—14—15 des § 1 kann auf verschiedene Weisen eingesehen
werden, dass die Primzahlbeschaffenheit, und aus Nr. 25 des § 1, dass auch die
Quadratzahlbeschaffenheit einer Zahl primitiv-rekursiv ist.

5. Haben sich bereits gewisse Beziehungen als primitiv-rekursiv erwiesen,
s0 kann man daraus schliessen, dass gewisse Verkniipfungen dieser Beziehungen
auch primitiv-rekursiv sind.

Ich werde in diesem Kapitel jene primitiv-rekursive Funktion, von der
behauptet wird, dass sie dann und nur dann verschwindet, wenn eine primitiv-
rekursive Beziehung B (ay, ..., @) bzw. Bi(ay, ..., a) besteht, mit
B (ay,...,a) bzw. Pi(ay, ..., a) bezeichnen.

GODEL [1].

27



Ist nun B (ay, . . ., @) eine primitiv-rekursive Beziehung, so gilt das auch
fiir ihre Negation, die mit B (ay, ..., a,) bezeichnet wird. Denn
: . sg (B @y,...,a)
verschwindet dann und nur dann, wenn
Blay. .. ,0)$0
ist, das heisst, wenn B (a,, ..., @) nicht besteht.
So sind die Beziehungen: a % b, »b teilt nicht a, ferner »a ist eine zusammen-

gesetzte Zahl, sdmtlich primitiv-rekursiv.
6. In Nr.5 des § 1 hatte man zu bedenken, dass die Behauptung

: »l=m=0 und m-=n=0«
dann und nur dann wahr ist, wenn
£ (1=m+@m=n=0 ;
gilt ; es ist ja die Summe von nicht-negativen Zahlen dann und nur dann
gleich 0, wenn alle Glieder verschwinden. : :

Genau so sieht man allgemein ein, dass samt B, (a,, ..., a),
B, (ay...,8),..., Bx(ay,...,q) auch die Aussage :
B, (ay,...,a) und B,(ay,...,a) und... und By (ay, .. AR

welche etwas kiirzer in der Form
B, (a,...,8)&By(ay,...,0)&... &B(ay,...,q)
geschrieben werden kann, primitiv-rekursiv ist: diese ist ja mit

ﬂl(a,,...,a,)—i-ﬂz(al,...,a,)—f—...+ﬂk(a1,...,a,)=0
gleichbedeutend. (Natiirlich ist samt der zweigliedrigen Summe auch die mehr-
gliedrige Summe primitiv-rekursiv; z. B. kann a + b + ¢ aus a + b durch
Einsetzen der zweigliedrigen Summe b + ¢ fiir b erhalten werden.)

. In Nr. 15 des §1 kam zur Verwendung, dass die Aussage

»la—1|=0 oder |b—1|=0¢
welche man kiirzer in der Form
la—1|=0V |b—1]|=0.
aufzeichnet, dann und nur dann wahr ist, wenn
; la—1].|b—1]|=0;

ein Produkt ist ja dann und nur dann 0, wenn einer seiner Faktoren 0 ist. (Hier
bedeutet das Wortchen »oder« genauer, dass wenigstens ‘eine der Aussagen
wahr ist ; wobei die Moglichkeit, dass beide wahr sind, nicht ausgeschlossen wird.)

Genau so sieht man allgemein ein, dass samt B, (a,, ..., a), By (ay,...,4a),
.vvyBr(ay, ..., a) auch die Aussage

Bi(@y...,0)VBy(ay...,0) V...V Bi(ay...,a)

primitiv-rekursiv ist ; diese ist ja mit
; 8t s 50 “Ba(@y, .. sa) ... Pr(ay,...,a)=0
gleichbedeutend. (Es ist freilich auch das mehrgliedrige Produkt primitiv-
rekursiv, es kann ja durch Substitutionen aus zweigliedrigen Produkten auf-
gebaut werden.) ;
8. Es kam ebenfalls in Nr. 15 des §1 zur Verwendung, dass die Aussage
»Aus | ab—n | =0 folgt| a—1| |b—1]| =04
die kiirzer mit
: |@b—n|=0~>|a—1||b—1|=
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bezeichnet werden kann, damit gleichbedeutend betrachtet wird, dass ent-
weder | ab—n | = O nicht besteht, oder es besteht auch | a—1]]b6—1]|=0.
Dies kann aber nach der vorherigen Nummer folgendermassen aufgezeichnet
werden :

j |ab—n| 40 V|a—1|]b—1|=0;

und dies ist eine primitiv-rekursive Beziehung.

Genau so sieht man allgemein ein, dass samt B, (4, ..., a,) und
B, (ay, . . ., ay) auch

B, (a,...,0)—>B,(ay,...,a)
eine primitiv-rekursive Beziehung ist.

9. Auch in Nr. 7 des § 1 haben wir uns auf jene Eigenschaften der Summe
und des Produktes berufen, die in den vorherigen Nummern benutzt wurden.
Auf Grund der dort Durchdachten, aber auch unabhéngig sieht man leicht ein,
dass die Aussage :

»Fiir alle i zwischen 0 und n (die Grenzen inbegriffen)
besteht B (i, @y, . .., @r)¢
die (den Ausdruck »fiir alle i« mit »(i)¢ abgekiirzt) in der Form
@) [i<n—>B(,a...,a)]
geschrieben werden kann, mit :

n
Zﬁ(i’aly-"!ar)zo
=0
gleichbedeutend, also samt B (i, ay, ..., a) primitiv-rekursiv ist. Und die
Aussage : , .
»Es gibt ein i zwischen 0 und n (die Grenzen inbegriffen),
fiir welches B (i, ay, . .., a;) besteht,

die (den Ausdruck »es gibt ein i fiir welches« mit »(Ei)« abgekiirzt) in der Form
Ei) [i<n&B(,ay,...,a)]
geschrieben werden kann, ist mit

n
Wﬁ(i,al,...,a,)zo
i=0

gleichbedeutend, also ebenfalls samt B (i, a3, . . . , ar) primitiv-rekursiv.

Die Zeichen fiir »alle« und fiir »es gibt« werden auch Quantoren genannt.
" Die in ihnen auftretenden Variablen sind »gebunden«: die betreffende Bezie-
~ hung hingt von diesen nicht mehr ab. Es hangt ja der Wert von

n n
LB, a0 as) and ol By, iy )
i=0 . I=0

nicht von i ab: diese Werte sind vollstindig bestimmt, wenn die Funktion B,
ferner der Wert von 4y, ..., a und n angegeben wird.

Natiirlich liefern Kombinationen solcher mit Quantoren versehenen
primitiv-rekursiven Beziehungen wieder primitiv-rekursive Relationen. Z. B.
ist bei primitiv-rekursiver B (a, b) die Aussage :

»Fiir alle i, zwischen 0 und n, gibt es ein i, zwischen 0 und ng,
so dass B (iy, ;) bestehts,
kiirzer :
(i) [ En—>Eiy) [0, & B d,,ip]] ,
mit :
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Ry )
z ( Tl ﬁ(ilr-iﬂ)) =0
h=o0\i-=-0
gleichbedeutend, also primitiv-rekursiv.

10. Aus Nr. 6 des §1 kann man herauslesen, dass falls B, (a,, . . ., ar),
By(ay,...,a),..., Bu(ay,...,a) solche primitiv-rekursive Beziehungen
sind, dass fiir alle a,,..., a, eine und nur eine von ihnen besteht (es ist also
das Bestehen von By (ay, . . ., ar) damit gleichbedeutend, dass keine der librigen
Beziehungen By (a5, .. . @), ..., Buiy (@y, . .., a;) besteht, kiirzer, dass

B, (ay,...,0) & By(a,,...,0) & ... & Beay(a, 554
besteht, daher folgt die primitiv-rekursive Beschaffenheit von By nach Nr, &
und 6 dieses Kapitels bereits daraus, dass die tibrigen Beziehungen primitiv-
rekursiv sind): so ist auch die mittels ihnen aus den primitiv-rekursiven Funktio-
NEn 9, (@, .o, ) aglay, s vd), .. 5 G (ay, . .., @) »zusammengeflicktes
Funktion :

@ (@ ...,a), falls  B,(ay,:...,q) besteht

di, ot 4 B.{ay: im0 4 ¢
Wl e a(ay, ..., a), 2 (..., a)

........................................

primitiv-rekursiv,

(Nach der Bemerkung in der vorigen Klammer kann man das auch fol-
_ gendermassen formulieren: sind a,(ay, .. ., 0 R R (T e
o (ay, . . ., @) primitiv-rekursive Funktionen und By, o G
By (ay...,a) sich gegenseitig ausschliessende primitiv-rekursive Bezie-
hungen, so ist auch die durch

a;(ay,...,q), falls B (a,,...,a) besteht
O {lgy. s W) € B N ey
ax (ay, ..., a) sonst

definierte szusammengeflickte« Funktion @ (ay, . .., @) primitiv-rekursiv.

Daraus folgt auch, dass fiir sich gegenseitig ausschliessende primitiv-
Reliirsive By (0, 0y . o, 0 @r ki g) ) s o, B,_y(na,...,a,a,,), de aus den
primitiv-rekursiven Funktionen Oildiss. .0, 8 (1 (o TR R P el
ax(n, ay,...,a,da4,) durch die folgende »zusammengeflickte« Rekursion
definierte Funktion primitiv-rekursiv ist :

0, a5 s 0) = ag(a,,...,q)
s TR PR T B R B
falls B, (n, ay,...,a,9m,a,...,ap) besteht

v(,...,6)=

Gy (T G 0L 5 0, 9 (B 0055 ap)
falls By, (n,ay,...,a, pn, Qy, ..., ap) besteht
(1, a3, ... 0, @ (N, Q,...,a) sonst.

?(n+l,a!,...,ar)=‘

Es ist ja
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a, (nv alv e ooy Qry ar+1)v !
falls B, (n, ay, . . ., @, Gr+,) besteht
ax_, (1, a3, . . . yGr, Qrs1)
falls Bx_y (1, @y, . . ., Gr, @r4+y) besteht
| ak (11, @y, . . ., Gr, Qryy) SODSE

primitiv-rekursiv, und mit Verwendung von f, ldsst sich ¢ (1, ay,..., @)
~durch die primitive Rekursion

A0, iy v cr s ) = G (B 5002 5 G5)
?(n"{_ lva17°--var):ﬂo(n)aly---;ar1¢(n1a11'-'var))

ﬂ() (n: ayy ..oy Ay ar+1)=

definieren. :
11. Es wurden aber nicht nur in den »zusammengeflickten« Definitionen
rekursive Beziehungen verwendet.

sDas kleinste i zwischen 0 und n (die Grenzen inbegriffen)
fiir welches eine Beziehung B (i, ay, . . ., ar) besteht«
kann (wenn »das kleinste i, fiir welches« mit u; abgekiirzt wird) in der Form
wmlitn&B(@,a,...,6)]

geschrieben werden. Aus Nr. 9 des § 1 kann man herauslesen, dass wenn es
liberhaupt ein solches i zwischen 0 und n gibt, das kleinste solche i als Funktion
von 4, . .., ar folgendermassen erhalten werden kann:

n k
ol R e G Rt )
: k=0 1=0

Gibt es zwischen 0 und n kein solches i fiir welches B (i, a;, . . . , ar) besteht,
dass heisst, die Abkiirzungen von Nr. 5 und 9 dieses Kapitels benutzt, besteht

D n—>B(,a,:...,a)],
so versteht man 0 unter wi. So lautet die Definition dieses Ausdrucks :

0, falls () [i<n—>B(,a,...,a)]

i << i r o .._’.‘. .
pii<n&B(iay,...,a)] fsg (T1 B ¢ a0, ., @») sonst.
k=0 =0

Nach der vorigen Nummer ist diese »zusammengeflickte« Funktion samt der
Beziehung B (i, ay, ..., ar) primitiv-rekursiv.

In Nr. 8, 16 und 17 des § 1 wurden —% , P+ und expa (n) als ein kleinstes i

von einer gewissen Beschaffenheit definiert. Mit Verwendung von wi lassen sich
diese Definitionen einfacher aufschreiben; und dabei kann auch der Faktor
sg (n), der wegen des Ausnahmefalles n = 0 hinzugenommen wurde, weggelassen
werden. Es ist z. B.

['g]—:-‘u: [La&a+ 1@+ )n],

a
und darin ist zugleich auch [6] — 0 enthalten ; denn es gibt kein i, fiir welches
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a+ 1< (i + 1) - 0 wire, und wenn es kein solches i gibt, so ist der Wert von
pi fiir n = 0 gleich 0.
* Ahnlich ist

n+2
Prs=w [[S2° & m()=n+2],
und
eXpa (M) = i < n & res(n, pi+1!) % 0].

Wenn es bis n nur ein einziges i gibt, fiir welches eine primitiv-rekursive
Beziehung B (i, ay, . . ., ar) besteht, so ergibt i dieses einzige i. So ldsst sich
auch das grosste 1 bis n fiir welches B (i, a,, . . ., ar) besteht, falls ein solches i
iiberhaupt existiert, ebenfalls als ein gewisses kleinstes i, also mit i auf-
schreiben : als das kleinste (das einzige) solche i, fiir welches Blcds, .0 @)
besteht, wobei fiir grossere k < n B (k, a,,. .., ar) besteht (dhnliches wurde
schon in Nr. 18 des § 1 getan). Wird das betrachtete grosste i mit u} bezeichnet,
s0 ist daher j

wlisné&B((a,...,a)]=

=wmlisn &B(,a,...,a) & [k < n—>(k>i>B &k a, ..,a)]]

Mit Benutzung von g; ldsst sich z. B. die Definition von long (n) in Nr. 18
des § 1 auf folgende Form bringen :

long (1) = w}[i < n & expi (1) % 0]

12. Nun ‘werde ich die wichtigsten primitiv-rekursiven Funktionen, in-
dem ich auf die Reihenfolge ihrer Aufbau von den Ausgangsfunktionen

0 wund: nL.1

achte, in einer Tabelle zusammenfassen. Dabei lege ich kein Gewicht auf
eine reine Systematisierung, bloss auf die Brauchbarkeit der Tabelle. Die leeren
Spalten sind fiir uns uninteressant. Die mit einem * bezeichneten Funktionen
werden bloss durch Substitutionen aufgebaut. Die ebenfalls primitiv-rekursiven
konstanten Zahlen kommen nicht in die Tabelle. a, a; bedeuten bereits definierte
primitiv-rekursive Funktionen; B; eine bereits definierte primitiv-rekursive
Beziehung, und B; eine solche primitiv-rekursive Funktion, welche dann und
nur dann verschwindet, wenn B; besteht.

Die Funktionen, die in der Tabelle auf eine Art, die auf ihre Bedeutung
erinnert, bezeichnet werden, setze ich in den Folgenden als bekannt voraus
(auch p; und ;). Die Bezeichnungen anderer Funktionen betrachte ich nicht
als gebunden ; ich werde in verschiedenen Nummern verschiedene Funktionen
nach Bedarf mit denselben griechischen Buchstaben bezeichnen.

§ 3. DIE WERTVERLAUFSREKURSION.®

1. Nun werde ich zeigen, dass sich die in Nr. 24 des § 1 angegebene Defi-
nition
Fib (0) =1
Fib (n + 1) = sg (n) + sg (n) (Fib «1 = 1) 4 Fib @)

fiir die Folge
Wl &, 0: 8, 0,

*) PETER [2] § 1. und [4] § 2.
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Tabelle fiir die gebriuchlichsten primitiv-rekursiven F unktionen und Beziehungen.

Die Funktion (fqlvl(l n:—:(%) ¢(n+1,...), bzw. die explizite Definition von ¢(n,...) i g?s)miu(r)lg o Die darauf gepauten Beziehungen Bemerkungen
1 = T S 0 n—+1 o S
TR a+n o a (@+n)+1 a=0und n—0 B, & B, & ... & B e
3 n-a 0 n-a-+a 5 n=0 odera =20 By vV B, V... §B:: B, > B,
A nl I (n-+1)-n! 0=
5. ar 1 g o = S 00=1
0.1 L ,_ el S . T dir 70
Rk g 5 a (= 1)1 B a<n asny e<n il all<n a—n fir a>n
Gln AR e il =0+ 0--0 B a=1b a=b
8 sg(1) . Ve ] e o > gy
T sg(n) I b A n40 B (Negation von B)
il max(a, b) * asgd o) +hsg(@t BRE G . .
i min(a, b) * ¥ asg(a-=0b)+bsg(b+Dh=yg e o
€L [v7] 0 [[Wal+s(ln+1=dvm] 4107 ‘
ol quadres(n) * ta o [V n]? RS 5 n ist ein Quadrat _|.n ist eine Quadratzahl | Abweichung vom ndchsten Quadrat.
15. quad(rm) * = sg(quadreswn) = n ist kein Quadrat Charakt. Funktion des Quadratseins.
a,, falls B, besteht i e ¢ ;
B lige baXoin e e a; g (By) + ... + & 58 (B Uberall gilt genau eines von By, ..., Bx .
e ay, falls Bk besteht * i
: ; e ay(n,...,@m ), falls B, (, .. , @, ... gilt :
1,1 Dutch tine yzusammengeflickte« Rekursion |- o/ 4 | oo v iv, cqavvind G R e : :
definierte @ (n,...) ) Gg (oo, @, .- ) $ B y(n, . .. @m,...)) « By, ..., By~ schliessen sich aus.
v ax(n, , @, ...)) sonst
n i n . . . i . » . .
18t T ali g, .. .a) a(l;...) {iZOa (z,..-)}+ a(r+1L...) firallei < ngilta(i,...)=0| () [ <n—B(,...)] Die Relation: fiir alle i bis n gilt B(j, .. .).
= : = # 3 : 2
0 o 0 o yi-a@+ L)y es gibt eini < n, so dass ENli=n% Bl ' e G . :
: ,-Ll)a(l’al""’a') a o) :Lloa("" e St = (Ebli=<n .. ] ie Relation: es gibt ein i bis n fiir das B (i, .. .) gilt.
0, falls m>n .
W :
: Fa(...) fallsm=0
Mt ral ;.. .0 " b o _ . 0, falls m> n.
: i=m : n m=1 . 3
Fa@...)=~ Zal...) sonst
e i=0 i=0 :
1, falls m> n
$ .
TTaG,...), fallsm=0
n o
S . e
91 rUma(l’al" iyldgy e 1, falls m> n.
=0
m-=1
TTa(,...) | sonst &
i=0 =3 =
i 0, falls (HESHR PG Das kleinste i bis n, fiir welches B (i, . ..) gilt, und 0
i . ot as kleinste i bis n, fiir welches B (i,...) gilt, und 0,
_22' mlisné& B(,ay,...,a)] * ﬁ sg (m BG,---)) sonst = wenn es kein solches i gibt.
st sty < - s R L. Lol 1 R e .
2. | wlis<n&B(,ay,...,a)] * pili <n& B, )&E®)[k<p_y BB Das grosste i bis n, fiir das B (i, ...) gilt, und 0, wenn
i e e Gl T ; es kein solches i gibt.
s T e - ' LS
24, [5’—] pli<a& a+1=(i4 1)p) [E]:_«.o
AR n & P B 0
i : ‘ LI e e R . ‘ :
25. res(a, n) * a-+ [E] it ' a ist teilbar durch n a ist teilbar durch n | Der Rest von a (mod n), fir n4 0. res (a,0) =a
m e et o s i s,
e : i3 - _
26. S(n) * 3 sg (res, D) (aus S (n) = 2) Die Teileranzahl von n.
: Sl A il G R T n ist eine Primzahi
; R SRR [ ( JR -y i R TN
2 m(n) * 52 sg[S@H—2| Die Anzahl der Primzahlen bis .
e e 33 o et o nt1 e i i e, S g o
28. pn * ,ui[iziz2 & 7 (i) — p i 1] pn ist die n + 1-te Primzahl.
SRR A S I e g S - e
> A (aus expa (n) = k ) eXp,(0) = 0. Fiir exp,(n) + O ist -
- b * ) : 3 . . 2
eXpa(1) pili = n & pa teilt njept n) n ist genau durch die k-te Potenz von b pe"pﬂ () g et ea G b (")< o
pa teilbar Lo L@ L e Pa (1) = Pa ="
BT R ARSI R SR - % fiir n> 0 ist sogar exp,(n) <n . :
30. ) * < n® 4 Fiir n > 1 der Index des grossten Primteilers von n (die
long(n) pi [ = n & pi geht in p quf] »Lénge« der Primfaktorenzerlegung).
J1. Sn 0 (n+1)Sn+ 1 nl-mal die n-te Teilsumme der Reihe von e.
32 Sn+1] : |
S [en] 0 i




von Fibonacci, durch eine primitive Rekursion und Substitutionen ersetzen ldsst.
Die Definition kann etwas kiirzer geschrieben werden, wenn

, B (n, a,b) = sg (n) + sg (1) (a+b)
gesetzt wird ; denn so ist
Eib (9) =1

Fib (n 4 1) = B (n, Fib (n = 1), Fib ) .

Diese Definition ist jedenfalls eine Rekursion, denn sie bestimmt den Wert
Fib (n 4 1) mit Hilfe von Funktionswerten, die an kleineren Stellen als n + 1
angenommen werden. -

Ich werde gleich allgemeiner zeigen : hat man mit einer solchen Rekursion
zu tun, welche den Funktionswert an der Stelle n 4 1 mit Benutzung von
beliebig vielen (eventuell von allen) Gliedern des unter n 4 1 genommenen
Wertevorrats der definierten Funktion angibt, so kann man diese (den ganzen
Wertverlauf benutzende) Definition auf eine primitive Rekursion und Substi-
tutionen zuriickfiihren. ;

Dass der Wert ¢ (n + 1) einer Funktion ¢ von vor n -+ 1 angenommenen
Funktionswerten abhdngt, kann auch-so ausgedriickt werden, dass er vom
Ausdruck ‘

o0  @(1) @(n)
Po - Pr ---Pn
das heisst, von
e
v(@)= T] pi
: =0

abhdngt, worin ja all diese Werte enthalten sind. Die Definition

O =k
n_ @)

p(n+1)=y (ﬂ, IRZ ) =y (n, p(m)

kann allgemeine Wertverlaufsrekursion genannt werden. (Man kann natiirlich
auch eine mehrstellige Funktion durch eine Wertverlaufsrekursion der. Form

¢(O,a1,.o-,ar)=a(al,-..,ar)

n opla,...,ar)
‘P(n+ l,al,...,a,)='}'(n,al,...,a,, ‘I_lopi

definieren ; die folgenden Folgerungen lassen sich ohne weiteres auch auf mehr-
stellige Funktionen iibertragen.) Man erhélt hier an einer beliebigen Stelle a
zwischen 0 und n den Wert ¢ (a) als den Exponent von pa

¢ (@) = expa (p (1)
in der Primfaktorenzerlegung
P0) @)  @m)
(@) =py pi..-Pn -
So ist fiir ¢ (n) = Fib (n)
Fib (n = 1) = exppq (@ @») und Fib (1) = eXpa (p ) ,
und daher ist die Definition von Fib (n) jener einfache Spezialfall der allgemeinen
Wertverlaufsrekursion, wobei
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= und y (n, @) = B (n, eXpn=1 @), eXpa @)

(y ist freilich eine primitiv-rekursive Funktion).
2. Nun lassen sich die Werte von

vl =
i=0
mit Benutzung der Wertverlaufsrekursion fiir ¢ (n), folgendermassen berechnen :

@(0) k
YO =p =2
Y (n, p ()

@ (n+1)
py(+1)=9 (@) Pryy = P(N) * Pniy
Die Definition
v (0) = 2*
Y (n,p m)
-y (4 1) =9 (n)  pniy

ergibt aber den Wert 9 (n + 1) mit Hilfe von  (n) ; das ist also eine primitive
Rekursion. Und, wie bereits erwdhnt, @ (n) ergibt sich durch die einfache
Substitution

@ (n) = expn (y (D)

aus  (n). Daher fiihrt die Verwendung von Wertverlaufsrekursionen aus der Klasse
der primitiv-rekursiven Funktionen nicht hinaus ; insbesondere ist auch die Funk-
tion Fib (n), welche die Folge von Fibonacci angibt, primitiv-rekursiv.

§ 4. DIE SIMULTANE REKURSION?.
1. Kehren wir jetzt zur Definition
6,(00=0 und 0,(0)=0,
0, (n41) = sg (6, m+1) =0, () * a3+ sg (0, W+1) =0y (D) * (G3a041)
und
g (n+ 1) = sg (joy () —ay)) * 61(11) + sg (jo; (W) —aym)) + (05 (1 + 1)

zuriick, die in Nr. 27 deS§ 1 bei der Anordnung der Zahlenpaare in eine Folge
entstanden ist. Diese Definition kann eine simultane Rekursion der Funktionen
o, (n) und o, (n) genannt werden. Um dies kiirzer aufschreiben zu konnen,
setzen wir 5 B

fr(@,b)=sg(@+D=b)-b+sg(b+D=a)-(b+1)
und y

Bs (a, b) = sg (|a—b]) - a + sg (la—b]) - (a + 1)
Dann lautet die Definition
o 0y =0 und g0} == 0
o, (n+1)=p, (6, m,0, an) und oy (1 + 1) = B,(0y (M, ay ) ;
wobei freilich B, (a, b) und B, (a, b) primitiv-rekursiv sind.
) HILBERT-BERNAYS [1] Band I. S. 320—321. und 328—329.
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_ Die simultane Rekursion der beiden Funktionen kann auf die Definition
einer solchen Funktion ¢ (n) zuriickgefiihrt werden, welche an geraden Stellen
die Werte von o, (n), an ungeraden Stellen die Werte von o, (n) annimmt,
Diese Funktion ¢ (n) wird also folgenderweise aufgebaut :

9 (0) =0, (0) =0,

@(l)=0,(0)=0,
9 (2) = 01 (1) = B1 (640, 0, 0) = B, (O, (D),
¢ 3) = 05 (1) = B3 (0,®), 3,0) = B, (9 O), @ D),
@ (4) = 0, (2) = B, (6,(1), 0,(1)) = B, (D), D)),
@ (5) = 05 (2) = By (0,(h, o) = B, (92, pD)),

..........................................

Zusammengefasst :

0, falls n=0

P(n+41)=1{ B, (e — D, pwm), falls n> 0 und ungerade ist
Bs(@pin—2),pmn—1N), falls n>0 und gerade ist.

Hier kénnen wegen der Bedingungen die Differenzen auch als arithmetische

Differenzen geschrieben werden. n> 0, das heisst n > 1 ist mit 1 =~ n =20
gleichbedeutend ; und dass dabei n gerade ist, mit res (n, 2) = 0. Es ist also

e 1, falls n> 0 und ungerade ist
sg (1 =m+res; + 1,2) =

0 sonst
und
<X 1, falls n > 0 und gerade ist
sg (A =~ m 4 resa, 2)) = { 0 Nk,
Daher kann ¢ (n) durch die folgende Rekursion definiert werden :

90)=0
@(n+1)=sg(1 +~m-tresm-+1, 2)). B(p (= 1),p ) +sg(d+—m-+resa, 2)).
By (@ 1=2), ¢ (n=1) .
Hier wird @ (n + 1) mit Hilfe lauter rekursiver Funktionen aus an vorange-
henden Stellen angenommenen Werten, also durch eine Wertverlaufsrekursion
definiert. So ist nach Nr. 2 des §3 ¢(n) primitiv-rekursiv, und somit sind auch
0, (n) und a4 (1) primitiv-rekursive Funktionen, da man sie durch die Substi-
tutionen :
oy (n) = @ (2n) und oy (n) = ¢ @2n + 1)
erhalten kann.

2. Es fiihrt auch die simultane Rekursion von mehreren Funktionen nicht
aus der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinaus ; es kann ja die allge-
meine simultane Rekursion von k Funktionen : ‘
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0x(0,ay,...,0r) = (ay...,ar)
o (Ll ...,a)=0,01 a,...,dr 0y (M, Ay y vy Aryy. ., Ok(@y, . . ., GP)
oe(nt a0y, .., a)=P0na,...; Qry Oy Qys s o053 Gy o vy OkW@yy o0 o, GD)

ganz dhnlich wie im betrachteten Fall auf die  Wertverlaufsrekursion einer
solchén Funktion ¢ (n, ay, ..., ar) zuriickgefithrt werden, welche die Werte
G e, @0l Gy o )y ooy on (T, 0y, o 00 “annimimt, je nach-
dem n bei der Teilung durch k dén Rest 0, 1,..., k—1 ergibt.

§ 5. REKURSION, WOBEI AN STELLE DER PARAMETER
EINSETZUNGEN ERFOLGEN.®

1. Es soll nun die in Nr. 23 des § 1 angegebene Definition

2) — % @

(n"'{ 1) = sg (@~ n+ l)).((Z) -+ sg(a)( ail ))

, n
von a) untersucht werden.

Der kiirzeren Schreibweise halber sei
a(@ = sg(a),
r@=a-=1
und
B(n,a,b,¢) =5z (@ 14 D).(b+ sg@-.c);
dann lautet die Definition :
0
(a) = a(a)

(4 =s0a ) ()

In dieser Definition wird nicht nur (Z), sondern auch ( yr(za) ) zur Berechnung

von ("'Z : ) verwendet. Daher geniigt es nicht zur Berechnung von (n —g : ) ey

Wert (2) 2u kennen: es muss die Funktion (Z) als Funktion von a bekannt

sein (um darin auch y (a) fiir a setzen zu konnen). Ich werde aber zeigen, dass
man auch eine solche Definition auf primitive Rekursion und Substitution

®) Péter [2], [4], [7]. Siehe noch CSILLAG [1] (darin muss die Definition der Funk-
tion ¥(n,a) etwas modifiziert werden).
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zuriickfithren kann. Am vorliegenden einfachen Beispiel wire das sehr leicht
durchzufiihren ; ich werde aber eine solche Methode anwenden, die auch allge-
mein brauchbar ist. i

Die Zuriickfiihrung kann so geschehen, dass man die Schritte einzeln

untersucht, die beim Aufbau von (Z) von (2) ausgehend allméhlich gemacht

werden miissen ; dann eine Funktion definiert, deren Werte die dabei gefun-
denen «Bausteine» sind. Beobachten wir den Aufbau einiger Anfangswerte :

)=
(3)=pea3) (,%))=r0.000 c0a;

daraus wird y(clz)) , wenn fiir a iiberall y (a) gesetzt wird ; es ist also

(- (s () () -

== ﬁ (1, a, ﬁ (Or aa@,a (? ((1))), ﬁ (Ov Y@, a (7 ((1)), a(y (7 (a))))) )

Man sieht, dass diese Werte mit Einsetzungen, «Ineinanderschachtelungens von
a, B, ¥ zustande kommen ; dabei erfolgt in der ersten Leerstelle von B niemals

eine Einsetzung : dort kommt beim Aufbau von (Z) immer eine kleinere Zahl

als n vor; alle andere Leerstellen unserer Funktionen werden entweder mit a
besetzt, oder es erfolgen dort Einschachtelungen. Als Hilfsfunktion, welche die

Bausteine von (Z) annimmt, hat man daher eine solche Funktion v (n, @) zu

definieren, welche erstens den Wert @ annimmt (zum Beispiel fiir n = 0) ; und
dann samt bereits angenommenen Werten auch jene Werte annimmt, die aus
deren Einschachtelungen in a, » und in die zweite, dritte und vierte Leerstelle
von B entstehen. Die Definition von v (1, @) wird daher so gewdhlt, dass

v0a)=a,
ferner fiir beliebiges m, mit geeignetem n, und n,
v (1, @) = a (puny, ),
v (13 @) = y (p0my, @) ,
endlich fiir beliebige mg, my, my und mg mit geeignetem n

v (n, a) = P (my, puny, @, Y ny, @), Ping, @)
ist. :
2. Diese Forderungen lassen noch eine grosse Freiheit in der Definition
von y (1, @) zu. Es konnen z. B. die drei Flle, wobei y durch Einschachtelung
in a, y oder # zustande kommt, darnach getrennt werden, ob n (> 0) ungerade,

37



oder genau durch die erste Potenz von 2, oder mit einer hoheren Potenz von 2
teilbar ist. Der Exponent von 2 in der Primfaktorenzerlegung von n wurde
mit exp,(r) bezeichnet; in diesem Fall hat also die Definition von v (n, a)
die Struktur :

L2 (Oa (1) =
und fiir n> 0
: ; a (y iy, ), falls exp, (n) = 0
v(m,a)= 1y @ my, o), « exp,(n)=1
i B (my, pamy, @, v ny, @, (g, ) sonst;

und hier kann noch m,, m,, m,, my auf vielerlei Weise gewdhlt werden. Um eine
rekursive Definition zu gewinnen, hat man my, my, my, und my so zu wéhlen,
dass sie fiir n > 0 kleiner als n ausfallen. Zum Beispiel entsprechen die Expo-
nenten von 3, 5, 7 und 11 in der Primfaktorenzerlegung von n dieser Forderung.
Es sei also

My = eXp, (1), m, = exp,(n), m, = eXps (1) und my = exp, (n);
so lautet die Definition von v (n, a)

¢(0)a)=a
und fiir n >0

(D) : a(y €xp, ), w), falls exp, (1) = 0
¥ a) = {y @ exp, w, @), « exp,(n)=1
B (exp, ), p (eXp, (), @), v (eXpy (), @), y ( eXp, (1), @)) sonst.
Die so definierte Funktion v (n, a) geniigt tatsichlich den Forderungen.
Zum Beispiel ist (5™, a) eine Stelle, wo sie den Wert a (yan,,@) annimmt,
da der Exponent von 2 und von 5 in der Primfaktorenzerlegung von 5m

eXpo O™) =0 bzw. exp, (5™) = m,
ist, und so nach (D)
YO™ @) =a(y wmy, o) .
Ahnlich sieht man ein, dass (2 - 5™, a) eine solche Stelle ist, wo die w-Funktion
den Wert y (v (ny, @), und dass (22 - 3me - 5m . 7ma . {1 a) eine solche Stelle
ist, wo sie den Wert B (my, v uny,@,p (my, @,y any, @) annimmt :
v@2-5™a) =y @ m,a),
P(22 - 3™ - 5m . Tme . | 1M ) — B (m,, ¥ My, @y My, @, Y (Mg, @) .
Der kiirzeren Schreibweise halber sei
a(a) falls m=0
E(m’ n a,b,c)= 7 (@) ¢ m=]1
B (n,a,b,c) sonst;
dann ist die aus primitiv-rekursiven Funktionen «zusammengeflicktes Funktion
& primitiv-rekursiv, und mit ihr kann die Definition von v (1, @) auf folgende

Form gebracht werden :
v(0,0) =a

v (1 + 1, a) = & (expytn+1), exp, (1+1), p (exp, (n+0, a),
y 1 (expgn+1), a), y (exp, -1, a)).
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Man sieht — und ich werde mich darauf berufen — dass
& (m, my, y My, @, P (Mg, @, P (Mg, @) =P (27, 37 ™. T 11me, q) ;
es sind ja in der Primfaktorenzerlegung von
n4+1=2m 3m. 5m 7M. 117

die Exponenten von 2, 3, 5, 7 und 11 der Reihe nach m, m,, my, my, und ms.

y (n, a) ensteht durch eine Wertverlaufsrekursion aus primitiv-rekursiven
Funktionen (es gehdren ja w (exp, m+ D, a), v (exps 1 + b, @) und
¥ (exp, (1 + 1), @) zum Wertevorrat vor der Stelle (1 + 1, @ der Funktion y);
und so ist sie auch selber primitiv-rekursiv.

3. Die Werte von ¢ (n,a) sind die Bausteine, die im Aufbau von (Z)

allmahlich gebraucht werden. Unter den Bausteinen kommen auch die Werte

: (2), (;), (2), .. vor. Wie konnen diese aus den Werten von y (1, @) heraus-

gehoben werden?
Ich werde zeigen, dass es eine primitiv-rekursive Funktion = (n) gibt,
tiir welche

(Z) =y (xm,a) .

Zum Beweis benutze ich eine interessante Eigenschaft der p-Funktion :
namlich, dass die eingeschachtelten Ausdriicke v (1, ¥ (5, @) auch als uneinge-
schachtelte y-Werte ausgedriickt werden konnen (es kamen ja durch Ineinander-

schachtelung der Bausteine von Z neue Bausteine zustande); genauer:
es gibt eine primitiv-rekursive Funktion v (n, s), so dass
Py 6 0)=v(»@9,0q .
Nach der ersten Definitionsgleichung von v gilt namlich
p(O,9 s, @) =1v(s0) .

Angenommen, dass es bereits zu einem beliebigen s fiir i =1, 2,..., n solche
von i und s abhdngige Zahlen » (i, s) gibt, dass

v,y o0)=y@disa,

so gibt es auch zu i = n + 1 eine derartige Zahl » (n + 1, 5) ; denn nach der
zweiten Definitionsgleichung von ¢ ist

w(n+1, 9 @, @) = & (exp, (1D, eXp; (-1, y (Xpy 1+1), 9 s, @),
W (exp; (141, 9 6, @), ¥ (exXpy (1+1, ¥y 6, ) =
= & (exp, (1+1D), exp, (4D, (¥ (expy (1+1), 8), a),
, p(r(expg (41, 8),a), ¥ (¥ (eXp, (2+1), 9), @),
und dies ist — nach der Bemerkung am Ende der vorigen Nummer — gleich
B (26%Pe (14 1), 3expy (n+1), By (exps (n+1),8), 77 (expa(n+1),8), [ [¥ (expu(nt1),8) q) |

Wird also » (1, s) durch die Wertverlaufsrekursion
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2{0;)h=s
v(n+1, 5\)’.___.2089.(114-1) « Jexpr (n + 1) o 5y (exps(n +1),6) . Tv(expy (n+1),5) . 117 (expa(n +1), 8

definiert, so ist » (n, s) primitiv-rekursiv, und fiir alle n gilt

(e 6 0)=y(rn, s, a) .
- 4. Nun kann man beweisen, dass es zu einem jeden n eine Zahl x» (n) gibt,

fiir welche
(:) =y (%), a)

gilt. Erstens kann man von der urspriinglichen Definition (D) von ¥ (n, a) und

von der Definition in Nr. 1 dieses Kapitels fiir Z - herauslesen, dass

P(1La)=9(2° 50 =a(p0 0)=a(@)= (2)

(2)='p(1,a)

ist. Angenommen, dass es zu irgendeinem n bereits eine Zahl x (n) gibt, fiir
welche bei beliebigem a

das heisst

n
(a) =y (%), a)

gilt, werde ich zeigen, dass es auch zu 11 4 1 eine der entsprechenden Forderung
geniigende Zahl x (n + 1) gibt. Es ist namlich nach der Definition von (Z)
und nach der Annahme ‘

R4t n n i

( a )”ﬂ("'a’(a)’ ( 7«1)]) %

= B (n,a,9 (xm, a), p (xmw, y @) .
Hier kann nach der Definition (D) fiir a auch ¢ (0, @) und fiiry (@) = y (v©, @)

auch
: v(2 50 =y(20a)
gesetzt werden ; es ist also

(n j; 1) =B, 90,0,y xm,a),yxm,y2 ) .

Es ist nach der vorigen Nummer :

v (% w9 Q@) =v @ (x m,?2),a)
und so :

n-41
a | =B y0 0,9 Hxm,a),yp@xm,2),a) .

Endlich ist nach der Definition (D)
: B (n, 9O, », p(xm, a), ¢ (» (xn), 2), @)) =

== p (22,37.50. 7% | |/x)3) q)
also ist
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("f,‘ 1) — g (20.37 50,74 11964, g);

und so ist es tatsdchlich gelungen auch zu n + 1 eine der Forderung geniigende
Zahl zu finden. .
Wird daher % (n) durch die primitive Rekursion

%(0) =1
% (n 4 1) = 23 3n 7)1 |edm),3)
definiert, so ist

(Z] =y (um,a) ,

also entsteht (3) durch Substitution aus primitiv-rekursiven Funktionen. So hat

sich auch (a] als primitiv-rekursiv erwiesen.

5. Ahnlich sieht man auch ‘allgemein ein, dass die Rekursion der Form
9 (0, a) = a(a) :
p(n+1,a)=B(n a ¢,y 0,0),e My, 0 0),...,¢ @0 r0na),
und auch die Definition
qo(O,al,...,ar)=a(al,...,ar)

pin bl vl = B Gy iconan

SO R B e 0 o Vel By a0,

R (8 T 0 O R O T )

@, Y, Ay, o, 0D, e, Vi (L, Gy, -, AD))

einer beliebig vielstelligen Funktion nicht von der Klasse der primitiv-rekursiven
Funktionen hinausfiihrt. Im § 10 komme ich darauf zuriick, dass sich das hier
benutzte Verfahren auch auf eine noch viel allgemeinere Definitionsart
anwenden ldsst.

§ 6. REKURSION NACH MEHREREN VARIABLEN.?

1. Man hat noch die in Nr. 21 des § 1 angegebene Definition
dv (O,n)=n; dv(im+ 1,00 =m+ 1
dv(m+lL,n41)=sg@n-=mydv(m-=nn+1)+
4 sg(n-=m)ydv(m+ 1, n=m)

des grossten gemeinsamen Teilers von m und n zu untersuchen, wo zur Berech-
nung des Funktionswertes an der Stelle (m + 1, n + 1) nicht nur ein Funktions-

%) PETER [5] § 3.

41



wert mit kleinerem ersten Argument gebraucht wird, sondern auch ein Funktions-
wert mit unverdndertem ersten, aber kleinerem zweiten Argument.
Der einfacheren Schreibweise halber sei

B (m,n,a,b)=sg(n-m).a+sg(n-=m.b

und
y(m,n)y=m—=n;
80 kann die Definition auch in der Form
dv (0, n) = n, dv(im+1,0)=m + 1

dv(m+ 1,n+ 1) = B (m,n,dv(yun, m,n+ 1),dv(m+ 1,y ®, m))
geschrieben werden, wobei :

y(m,n) <m-+ 1 und y(n,my<n+41
gilt. Hier steht neben dem ersten Argument y (m, ), das kleiner als m + 1 ist,
das unverinderte zweite Argument n 4 1; und dies erleichtert die Zuriick-
fiithrung der Definition auf primitive Rekursion und Substitution. Ich werde
das aber in den Folgenden nicht ausnutzen, um einen solchen Weg zu zeigen,
der auch allgemein gangbar ist.

Die vorliegende Definition ist eine Wertverlaufsrekursion nach beiden
Variablen: das auftretende kleinere erste Argument als m 4 1 ist nicht das
unmittelbar vorstehende m, und das auftretende kleinere zweite Argument als
n + 1 ist nicht das unmittelbar vorangehende n. Ich verwende auf die beiden
Variablen einzeln die Methode, die zur Auflosung der Wertverlaufsrekursion
im § 3 eingefiihrt wurde.

Erstens sei bei gegebenem n die Funktion, welche den Wertevorrat unter
m + 1 charakterisiert

mo av(,n)
py(m, n) = iL!) Pi ’
und so fiir beliebige @, b und u>a
dv (a, b) = expa (y, @, ») .
Dann ist nach der Definition von dv (m, n) wegen y (m,n) < m
; dv(0, n)

Y1 (Or n) = Po = 2"
m+l 4y, 0) m+1 i
pa(m+1,0= [l p cm= L Py

dv(m+1,n+1)
'P1(m+1:’7+l)=‘l’1(mv”+l)'[’m+l =
B (m,n, dv(y (m,n),n+1), dvim+1, y (n,m)
=% (mrn+ }) * Pm+1 i
B (m,n, eXpy,em, n) (YO M1+ 1)), eXpy 4t (p(m 4+ Ly (n, m)))
=y, (mn+ 1) pm+y
Es sei der einfacheren Schreibweise halber
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2 falls m=0
S '|m—1pi sonst
=0

~

und
; B (m, 1, eXPyim,m (@, €XPm 11 D))
B (m,n,a,b)=a pmiy ,
dann sind @’ und ' primitiv-rekursive Funktionen, und mit ihrer Hilfe kann
die Definition von %, (m, n) auf die Form

y, (m,n) = a' (m, n), falls m- n=0

V"l (m + 11 n + 1) 3 ﬁ, (m! n’ 1!’1 (mr n + 1)7 % (m + 11 ')"(":m)))
gebracht werden.
2. Jetzt sei bei gegebenem m die Funktion, welche den Wertevorrat von

v, unter n + 1 charakterisiert :
Yy (m,

n
Y2 (m’ n) ey TIpi ’
e

so dass fiir beliebige a,b und u > b

¥, (4, b) = exps (y; @, W)

gilt. (Diese Wertverlaufsfunktion wiirde ich aus Griinden, die zu Beginn der
nichsten Nummer erdrtert werden, auch dann einfiihren, wenn die Rekursion
nach n keine Wertverlaufsrekursion wiare.) Dann ist nach der Definition von
9, (m,n), wegen y (n,m)<n '

n_ 00 n a0, i

pOn =Tl =

. wl(m"l" 170) Y a’(m+ 1)0)
v, (m+1,0) = po = Po ;

p(m+1L,n+41)
V:(m‘{‘lrn+l)='l’2(m+l,")’l’n+1 =

B’ (m,n,p, an,n+ b, v, (m+1,y (1,my))
=y, (Mm+ 1,N) * Pnyy ; =

B’ (m, n, eXpn + 1 (Py (M, W), eXPym,m (P M+ 1, M),
=gy (m+ 1,n) * Pnsq

wenn nur u > n - 1 ist.
Sei der einfacheren Schreibweise halber

n a'(,1)
TTpt , fallsm=0
&0 () e € T
u.(mno)
Po sonst,

und
B’ (m, n, eXpn 41 @, eXPyin, my®)
ﬁ : (’nr n, a, b) =b ‘Pnia i



g0 sind @'’ und A"’ primitiv-rekursive Funktionen, und mit ihnen kann die Defi-
nition von ¢, (m, n) in der Form

v, (m,n)y=a" (mn), fallsm-n=0
92 (m+1,n 4 1) = " (m, n, vy (m, ), v, m + 1, m)

geschrieben werden, wobei u > n + 1 beliebig ist.

3. Hier konnte freilich einfach n + 1 filr u gesetzt werden Unser Ziel
ist aber, die Definition auf eine Rekursion nach einer einzigen Variablen zuriick-
zufithren. Das kann man so erreichen, dass man in n schrittweise riickwérts
schreitend den Aufbau von y, (m + 1 n + 1) aus vorangehenden Funktions-
werten wieder abbaut, bis w, (m + 1,0) =a" (m+ 1,0) an die Stelle von
9. (m +- 1, n) kommt. Unterdessen kommen aber bei einem jeden Schritt andere
Werte in das zweite Argument von y,(m, -) ; und so kommt man zu einem
Ausdruck, der von einer von n abhidngigen Anzahl verschiedener s, (m, - )-
Werte abhangt Das kann durch das Einsetzen eines solchen u vermieden
werden, das grosser ist, als alle auftretenden zweiten Argumente. (Dies ist der
Nutzen der Verwendung einer Wertverlaufsfunktion.)

Der erste Schritt des Abbaues ist : fiir n %0 gilt
we(m+ 1,n+1)=p" (m,n v, an,w,p, m+ 1, m) =
= B" (m, n,py m, w, B” (m,n— 1,9, (m, w, v, m + 1, n— 1)),
wenn nur # > n 4 1 und u > n ist (das letztere folgt freilich aus dem ersteren).
Wegen. n 0 ist hier n— 1 = n = 1. Sei
B,(m,n,a b)y=p"'(mnap’'an,n=1,a,b),
80 ist B, primitiv-rekursiv, und fiir n >0, u>n+ 1
wo(m+1,n+1)=pB,(mn,p,mme,m+1,n—10) .
Angenommen, dass fiir ein v < n bereits eine primitiv-rekursive Funktion
Pv (m, n, a, b) gefunden wurde, fiir welche bei > n + 1
wo(m41,n+ 1)=pfv(m,n, 9, m,w,yp, m—+ 1,n—w)

gilt, so gibt es auch zu v + 1 eine primitiv-rekursive Funktion von dhnlicher
Beschaffenheit. Denn es gilt nach der Annahme und nach der Definition von
¥, (m, n),dan—v > 0ist, fiir u > n 4 1 (woraus freilich auch u > n — v folgt)

vo(m+1,n+1)=pf(m,n, g, mw,p, m+ 1,n—mn) =
= v (m, n, 9, n, w, "' (M, n—v—1,p,(m, w, v, m+ 1, n—v—0D)).
Wegen n—v >0 ist hier n—v—1l=n— @+ 1)=n-= @+ 1); wird
also
Bviy(m,n,a,b)=Py(mn,a B’ (mn-=w+h,ab)
gesetzt, so ist B, 4, eine primitiv-rekursive Funktion, und fiir u > n 4 1 ist
o (M + 1,1 4 1) = Byiy (m, 1, 9y (1, W, Po(m + 1,n— @+ D)),

Wird daher die Funktion fv als Funktion des Index v betrachtet, so kann diese
aus lauter primitiv-rekursiven Funktionen durch folgende primitive Rekursion
definiert werden : :
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. Bo (m, n, a, b) = B’ (m, n, a, b)
Boiy (m, 1, a,b)=Bv(m,n,ap (mn=w®+0b,ab);
und es gilt fir v<n
Yo (m+ 1, n+ 1) = Pv(m, n, 9, tn, w, 9, m+1,n—w),
wenn nur u > n 4 1 ist. '
Fiir v=n und u=n 4 1 ergibt sich daraus nach der Definition von
vy (m,n) firm-n=20
vo(m+ 1, n+1)= Ba(m,n, 9, mn+ b, im+1,0)=
= Ba(m,n, 9, myn+b,a"m+1,0) .
So kann y, (m, n) auch wie folgt definiert werden :
¥2 (0, 1) = a” (0,7)
; a” (m+41,0), falls n =0
Pelot ol { Bnsq (M, 0 = 1,9, (m, m, @’ (n + 1,0)) sonst;

und das ist eine aus primitiv-rekursiven Funktionen aufgebaute primitive
Rekursion nach der einzigen Variablen m.

4. Folglich ist v, (m, n) eine primitiv-rekursive Funktion, und so auch die
Funktion 9, (m, n) (deren Wertevorrat durch u, (m, n) dargestellt wurde) : wie
am Anfang von Nr. 2 dieses Kapitels hervorgehoben wurde, entsteht ja , (m, 1)
durch die folgende Substitution aus ihrer «Wertverlaufsfunktions :

v, (m, n) = expn (¥, (M, M) .
y, (m, n) selbst ist aber die Wertverlaufsfunktion von dv(m, n); und so kann
dv (m, n), wie in Nr. 1 dieses Kapitels hervorgehoben wurde, durch folgende
Substitution aus ihr erhalten werden :

dv (m,n) = expm (p,m, m) .

Daher ist auch dv (m, n) primitiv-rekursiv ; es ist gelungen ihre Rekursion nach
beiden Variablen auf gewdhnliche primitive Rekursionen und Substitutionen
zuriickzufiihren.

5. Ahnlich sieht man ein, dass die ebenfalls nach zwei Variablen laufende

Rekursion
14 (0! n) pe AL (n)
9 (m + 1,0) = ay (m)

p(m+1,n41)=p(@mn,e(m, ywmm),ewm+1,m),
und allgemeiner, die nach k Variablen laufende Rekursion

cp((),nz,...,nk)_é_——al(nz,...,nk)
@y +1,0,ng ..., 1) = ag(y, Ng, . .., M)
ey +1,..., Mg + 1,0):=ak(n1,...,nk__l)
¢(n1+1,”2+]7-")n’l+ ])2ﬂ(nl»n!v"~)nkv(pp---"pk)v
wo fir i=1,2...,k
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gi=@Mm+1,...,00+1, 0, 1,00, 00, .., % @y, ..., mo)

ist, nicht von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinausfiihrt: man hat
nur fiir u — das bis zum Schluss der vorherigen Uberlegung unbestimmt gelassen
wurde — statt n 4 1 allgemein einen von gewissen y-Werten abhangigen
Ausdruck einzusetzen. - :

Statt des langwierigen Beweisverfahrens im vorigen Kapitel hétte ich auch
dort die kiirzere Methode dieses Kapitels anwenden kénnen ; diese liesse sich
aber auf die erwdhnte Verallgemeinerung im § 10 nicht iibertragen.

§ 7. REDUKTIONEN.

1. In den vorherigen Kapiteln hat es sich herausgestellt, dass die Defini-
tionen der gebrauchlichsten Funktionen der elementaren Zahlentheorie auf
primitive Rekursionen und Substitutionen zuriickgefiihrt werden konnen ; diese
Funktionen lassen sich also von O und n 4 1 ausgehend mit endlich vielen
Substitutionen und primitiven Rekursionen der Form

Pl ) =aflm, ..., &)
et lLa,...,ac)=p(,a4,...,0,0 W, a;,...,a))

aufbauen (wobei die Umbenennung der Variablen und die Einfithrung von
fiktiven Variablen erlaubt ist).

Es erhebt sich die Frage, ob sich die primitive Rekursion nicht noch
weiter reduzieren lasst.

Man bemerkt, dass in unserem Rekursionschema auch die Substitution
sozusagen eingekleidet ist ; die zweite Definitionsgleichung ergibt ja fiir n = 0

gl s =100, 7 a0, a8, ., )

und daraus ergibt sich mit Verwendung der ersten Definitionsgleichung
gilia, i, ay=80,a;:. ., @ ad,...,®) .

Es kann also in der Funktion 8 (0, a,, ..., ar, ar41) die Funktion a(a,,...,a)

auch so fiir @, eingesetzt werden, dass mit Verwendung von a und g eine
primitive Rekursion aufgeschrieben, und in der damit definierten Funktion
@ (n, ay, ..., a)fiir n die Zahl 1 eingesetzt wird. So kann eine jede Substitution
auf das Einsetzen von 1 und auf primitive Rekursionen zuriickgefiihrt werden.
Will man z. B. durch Einsetzen der Funktionen a () und g (a, b, ¢) in die Funk-
tion y (d, e) die dreistellige Funktion

y (a@), B, b, 0)

erhalten, so kann die Substitution auch durch folgende zwei Schritte durchfiihrt
werden : Zur Substitution von f (a, b, ¢) wird mit den durch Einfiihrung fiktiver
Variablen entstehenden Funktionen

ﬂl (af b’ ¢, d) i ﬂ ((1, br C)

Y1 (ﬂ, a, b) ¢, d: L’) =0 (dl e)
die primitive Rekursion

und
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@ (0, a,b,c d)=p,(ab,c d) :
p(n+1,a,b¢d=yp,(nabcdenabdc )
aufgeschrieben ; so erhédlt man durch Einsetzen von 1 fir n:
@(1,a,b,¢,d)=70,ab,cdp @bcd)=7 d,pa@bo).

Dann werden zur Substitution von a(a) wieder durch Hinzunahme fiktiver
Variablen die Funktionen

@, (a,6,¢) = a(a)
: ya(n,a,b,¢,d)=9(,ab,cd
definiert, und mit deren Hilfe durch primitive Rekursion eine Funktion

v(n,a,b,c):
v (0,a,b,¢)=a,(ab,¢)

p(n+1,a,bc)=7y,(n0bcymabo0).

Wird in v (n, a, b, ¢) fiir n die Zahl 1 eingesetzt, so erhdlt man das Ergebnis
der gewiinschten Substitution :

~ v(,a,0,¢)=75(0,a0b0¢000b0)=¢ (1,a,b,¢,0a,@0b,0) =
— y (a2, b,0, B@,b,0)=7(ew,fabo0) .

2. Die Reduktion aller Substitutionen auf die einfache Substitution von 1
ist uns darum gelungen, weil in das Rekursionschema bereits auch die Substi-
tution eingekleidet war. Andererseits kann das Rekursionschema davon auch
gereinigt werden : werden wieder alle Substitutionen zugelassen, so kann man
sich auf Rekursionen der Form

'P (O, al, v eey ar+1) o ar+1

L4 (n + lr al)- ey af+1) = (n7 al’ ALaih Y al’+1:'P(nJ al) e 00y ar+1))
beschrinken. Es ist klar, dass eine beliebige, durch das urspriingliche Schema

el d, Ny ealey .., W)
<p(n+1,a1,..,ar)=ﬂ(n,a1,...,ar,tp(n,al,...,ar))

(a, B primitiv-rekursiv) erzeugte Funktion ¢ (n, ay, . .., ar) durch eine Substi-
tution aus einer mit dem neuen Schema definierten Funktion ¢ (1, @y, . . ., @r41)
erhalten werden kann : wird die Funktion p des neuen Schemas durch Hinzu-
nahme der fiktiven Variablen @, aus p erhalten, das heisst, ist

(1, Ay eyl Gy, b)= B (0, a5,...,an0),
so gilt fiir die damit definierte Funktion v
(0, ..., a0=v(0,a,... 0,080, .., 00) .
Das gilt nédmlich fiir n = 0, denn es ist
90, a,...,a0=a(a,...,a) =90, a,...,0n Oy <, a0

und wenn es fiir ein n bereits gilt, so vererbt sich diese Beschaffenheit auch auf
n+ 1, denn es ist nach der Annahme (da fiir eine fiktive Variable Beliebiges
eingesetzt werden kann)
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3. Das neue primitive Rekursionschema der vorigen Nummer ist insofern
einfacher als das urspriingliche, dass der Wert der durch das neue Schema
definierten Funktion an der Stelle n = O einfach des Argumenten a,,
gleich ‘ist. Diese Vereinfachung ist aber auf Kosten der Vermehrung der
Variablenanzahl geschehen. Die Frage liegt an der Hand : konnte eine primitive
Rekursion, die eine mehrstellige Funktion definiert, auf die rekursive Definition
einer wemgerstelllgen Funktion und auf Substitutionen zuriickgefiihrt werden?

Betrachten wir z. B. die Definition
@ (O’ a, b) = a ((1, b)

¢(n+ 1, a, b):ﬁ(ﬂ, a,b, e @, ayb))

einer dreistelligen Funktion @ (, a, b). Es sollen darin die beiden Parameter
a und b durch einen einzigen Parameter ersetzt werden. Das kann durch Zuord-
nung einer einzigen Zahl zum Zahlenpaar (@, b) leicht geschehen. Wir thatten
schon zwei Beispiele fiir eine solche Zuordnung. In der Wertverlaufsrekursion
ebenso, wie in Nr. 2 des § 5 wurde die eindeutige Primfaktorenzerlegung zur
Zuordnung einer einzigen Zahl zu mehreren Zahlen benutzt. So kénnte auch
hier dem Zahlenpaar (a, b) die Zahl

tl=aa%. 3b :
zugeordnet werden ; und davon konnte man die einzelnen Glieder des Paars
durch &= exp,; (n), b = exp, (n)

zuriickbekommen.1® Und in Nr. 27 des § 1 wurde bei der Anordnung der Zahlen-
paare in eine Folge, eine Zahl
n = o (a,b)
der_Zah]enpaar (a, b) zugeordnet ; und hier lieferten
a=o,(n), b= 0, (n)

die Glieder des zu n gehorigen Paars. |

Die Zahlenpaare und die Zahlen konnen freilich auf vielerlei Weise auch
anders einander zugeordnet werden. Es sei in einer solchen Zuordnung die zum

Paar (a, b) gehorige Zahl
n=t«(ab);

und die Glieder des zu n gehorigen Paars seien
a=x(n), ‘ b=4(n);
wobei ¢, %, A4 primitiv-rekursive Funktionen sind. Ich lasse diese Funktionen
einstweilen noch unbestimmt, bloss soviel vorbehalten, dass
% (1@, b)=a und A, b) =t
seien, 1t

10) PETER [2] Nr. 11 und [4] Nr. 17. Mit dieser Methode werden in PETER 31
§1 die Parameter ganz ausgeschaltet; dies geschieht auf Kosten der Hinzunahme von
neuen Ausgangsfunktionen,

1) Von hier an wird im ganzen Kapitel das Verfahren von ROBINSON [1] verfolgt.
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Nun kann, statt der vorhin definierten dreistelligen Funktion ¢ (n, g, b),
die zweistellige Funktion ;
v (n, @) = @ (n, @, A@)
folgendermassen eingefiihrt werden : :
: v (0,0) =9 (0, %@, A@) = a (x@, A@),
und
v(n+1L,=p@+ 1, 2@, A@) = B (n, @, A@, ¢ (1, x@, A@)) =
: = B(n, x@, A, 0, o) .
Die Definition
: v (0, a) = a (x©0), A0)
p(n+1,a)= B (nx@, 2@, yn, a)

ist eine primitive Rekursion, die aus lauter primitiv-rekursiven Funktionen
aufgebaut wird. Aus der so erhaltenen zweistelligen primitiv-rekursiven Funktion
¥ (1, a) kann man, nach dem Vorbehalt iiber ¢, » und A die Funktion ¢ (1, a, )
durch die Substitution :
' (n, a, b) = (ny L ("(a’ b))1 1(‘ @, b))) =
=9 (n,+@, b)

| erhalten. :
Mit derselben Methode kann eine primitive Rekursion, die eine beliebig
vielstellige Funktion ¢ (1, a, . . ., ar) definiert, schrittweise auf eine primitive

Rekursion, die eine Funktion mit einem einzigen Parameter definiert, und auf
Substitutionen zuriickgefiihrt werden: es werden erst zwei Parameter zu einem
einzigen zusammengezogen, dann wieder zwei, usw. Die dabei verwendeten
Funktionen ¢, %, 4 sind ein- bzw. zweistellig. Werden diese so gewdhtt (es wird
sich herausstellen, dass dies moglich ist), dass zu ihrem Aufbau aus 0 und n 4 1
bloss Rekursionen, die hochstens zweistellige Funktionen definieren, zu ver-
wenden sind, so kommt man auf das Ergebnis, dass alle primitiv-rekursive
Funktionen von 0 und n + 1 ausgehend durch endlich viele Substitutionen
und primitive Rekursionen der Form

' (09 a) =0 (a)
14 (n + 1,0) = ﬂ (n) a,pmn, a))
aufgebaut werden konnen.
Einstweilen sollen aber noch die Funktionen &, #, 4 unbestimmt bleiben.
Wihlt man diese geeignet, so gelingt sogar das Zusammenziehen der im neuen

Schema noch hintergebliebenen zwei Variablen zu einem. Das geht nicht ganz
einfach, da eine von diesen kein Parameter, sondern die Rekursionsvariable

selbst ist. :

4. Erst soll die dreistellige Funktion B, die im neuen Schema auftritt,
durch eine zweistellige ersetzt werden. Man kann zeigen, dass es geniigt, primi-
tive Rekursionen der Form

910, a) = a, (a)
@y (n+ 1,0) = By (n, 9,1, @)

4 Rozsa Péter: Rekursive Funktionen, 49



zuzulassen. Wird namlich die dem Paar aus a und aus einer durch das Schema
zum Schluss der vorigen Nummer definierten beliebigen Funktion ¢ (n, @) zuge-
ordnete Zahl ¢ (a, pn, @), als Funktion von n und a, mit ¢, (n, a) bezeichnet :
@, (n,a) =t(a,pn, ),
so kann man daraus, nach dem Vorbehalt iiber ¢, » und 4, die Glieder des Paars
durch _ :
a=x%(p,, ®) und @ (n,a) = A (p,(n, ®)

zuriickbekommen. So kann in g (n, a, ¢ (1, @) sowohl an die Stelle von a, als
auch an die Stelle von ¢ (n, @) eine primitiv-rekursive Funktion von ¢, (n, a)
geschrieben werden ; und ¢, (1, @) ldsst sich folgendermassen definieren :

9,(0,0) =¢(a,p O, ) =t (a, a @)
und

po(n+lLa)=t(@en+ 1) =1t pf(naen n)=
==k (x (" (a: @ o, a)))r ﬂ (n’ % (" ((1, @ 0, Cl))), A (l‘ ((I, p @, d))))) =
=t (% (@11, @), B (1, % (P11, ), A (9,1, @))) .
Wird daher
a, (@) = (a, a @)
B, (n,a) = ¢t (x@), B (n, @, A@))
gesetzt, so sind a, und B, primitiv-rekursive Funktionen, und es gilt tatsachlich
?1(0,0) = a, (@)
p(n+1,0) =B, (n, 9,1, @) .
5. Dieses Schema wird noch einfacher, wenn auf die rechte Seite der
ersten Gleichung einfach die Variable a geschrieben wird. Und man kann sich
tatséchlich auf primitive Rekursionen von dieser Form beschrdnken (und zwar

jetzt, da B, nicht von a abhédngt, ohne Vermehrung der Anzahl der Variablen) ;
ist namlich

P2 (01 a)=a
‘Pz(n+ l’a)= ﬂl(n:q’z(nr (1)), _
so ergibt die Funktion ¢, (n, @) aus der so definierten Funktion ¢, (n, ) die
Substitution
@y (1, @) = @5 (1, a, @)

?1 (0, a) = a, (@) = ¢, (0, ;@) ;
und gilt die Behauptung bereits fiir ein n, so vererbt sich diese Beschaffenheit
auch auf n 4 1:
@ (n+1,0) = B, (n, o1, ) = Py (n, 9y (1, @, @)) =
=@y(n+1,a,@) .
6. Nun kann man aus dem einfachen Schema der vorigen Nummer den
Parameter a vollstandig ausschalten. Das gelingt auch so, dass auch das Zahlen-

paar (n,a) durch eine einzige Zahl vertreten werden kann, wenn nur die
Funktionen » und A geeignet gewihlt werden.

Es ist ja
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Dem Zweck entsprechend wird zu einer beliebigen primitiv-rekursiven
Funktion ¢, (n, @), welche durch das Schema der vorigen Nummer definiert
wurde, die Definition von TR

¥ (1) = @, (a0, A)

p (0) = @, (2O, A0,
und so wird die erste Definitidnsgleichung von u (n) ganz einfach, wenn
2x0)=A41(0)=0
ist; denn in diesem Fall ist nach der ersten Definitionsgleichung von ¢,
v(0)=9¢,(0,0=0.
Ferner ist nach der zweiten Definitionsgleichung von ¢,
A (n+1), falls » (n+1)=0

By (¢ (n+D—1, @, (x(n+1—1,A m+1D))
sonst.

Da wir zur Definition von ¢ (1) eine primitive Rekursion erhalten wollen,
werden wir die Funktionen » und A so wahlen, dass

fiir x(n+ 1) %0
x(n+1)—1=x(Mn) und A(n+ 1)_1(n)
. In diesem Fall ist namlich fiir x (n + 1)+ 0
Qx4+ H—1, 2@ + D) = @, (v, Aa) =9 (1) ;
wird also
8, (n, 0) = {A(n + 1), falls.x (n + l).= 0
By (% n + 1) =1, a) sonst

gesetzt, so ist B, (n, a) eine primitiv-rekursive Funktion, und die Definition
von ¥ lautet :
‘ v©0)=0

v+ 1) =By (n,pm) . :
In diesem Schema treten tatsdchlich keine Parameter auf ; und ¢, (n, @) kann
nach dem Vorbehalt iiber die Funktionen ¢, » und A4 durch die Subtitution

@y (1, @) = @y (% (11, @), A (L, @)) =
=9 (L, @)

angegeben. Es ist

Y(n+1)=@, (x+Db, An4-D) =

definiert werden.

7. Es sollen endlich die Funktionen ¢, # und 4, die den Forderungen
% (@, ) = a, A (v, b)) = b, #:(0) == 2(0) = 0;
x(n4+1)—1==x(m) und A(n+1)=A(n) fiir x(n+ 1)F0

geniigen sollen, definiert werden.

Wenn man unter den bisher definierten Funktionen solche sucht, die der
letzten Forderung geniigen, so bemerkt man, dass gewisse Funktionen, die mit
der Quadratzahl-Beschaffenheit von n - 1 zusammenhédngen, zum Zweck
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geeignet sind. Ist n 4 1 keine Quadratzahl, so ist [4/n + 1] = [4/n], und die
Abweichung von n von der néchsten nicht-grosseren Quadratzahl, quadres(n),
ist eben um 1 kleiner als quadres(n 4 1) ; denn in diesem Fall ist s

quadres()) = n = [v/nP =n—[v/nP=n— [v/n+1]2=

=n+1—[vaFiP—1=@+b=[vVnriP)—1=
= quadres (n + 1)—1 .

Dass n 4 1 keine Quadratzahl ist, kann eben durch

quadres (n + 1) £0
charakterisiert werden. Wird also quadres (n) fiir » (1) und irgendein nur von
[/n] abhingiger Ausdruck fiir A (1) gewhlt, so gilt fiir % (n + 1) % 0 in der Tat
#¥(n+1)—1=%(n) und A(n+41)=4(n) .
Wenn man die Funktion ¢ (g, b) folgendermassen bestimmt :
t(@b)=(a+b2+b)2+a,

so ist die Abweichung von ¢ (a, b) von der nichsten nicht-grosseren Quadrat-

zahlebena(da(@+ 024+ b+ 1)2=(@+ 02+ 02+ 2@+ b)2+2b+ 1>

> (@4 b2+ )+ a gilt): -

' a = quadres (+(@, b)) = % (v@, b) ;

und b ist eben die Abweichung von [4/ (g, b) ] von der nichsten nicht-grésseren
Quadratzahl (es ist ja schon

@+b+1)2=@+02+2@+b)+1>@+b2+b ),
und so, wenn ' ‘
A (n) = quadres ([4/n])

b = quadres([v/ 4@, b 1) = 4 (ta, b) .
Ferner ist auch klar, dass
% (0) = quadres (0) =0 und A (0) = quadres ([4/0 ]) = quadres (0) = 0
ist; ¢ % und A sind also bei der Wahl :
t(a,b)=(a+ b2+ b2 +a,
%(n) = quadres (n) und A (n) = quadres ([v/r1])
solche primitiv-rekursive Funktionen, die allen gestellten Forderungen geniigen,

In der Tabelle zum Schluss des § 2 kann man nachsehen, dass im Aufbau dieser
Funktionen aus O und n 4 1 bloss die hochstens zweistelligen Funktionen

(Ay) a+n n-a nd a=n, sg(n), sg(n), [Vi]
zu verwenden sind. Daher kann das Ergebnis zum Schluss der vorigen Nummer
so formuliert werden, dass alle primitiv-rekursiven Funktionen mit endlich
vielen Substitutionen und Rekursionen der Form ;

?(0)=0
@ (n+ 1) = B (n, pa)

aufgebaut werden konnen, wenn man zu den Ausgangsfunktionen 0 und n + 1
die vorhin aufgezdhiten Funktionen hinzunimmt. : )

gesetzt wird,
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i, ~8. Diese einfache Rekursion ldsst sich sogar rioch weiter reduzieren, wenn
man die in Nr. 4 dieses Kapitels gebrauchte Idee noch einmal verwendet : man
kann die zweistellige Funktion g (n, a), die im Schema auftritt, durch eine ein-
stellige Funktion f (a) ersetzen.

Es sei :

P (1) = ¢(n, @ () ;
dann konnen davon die Glieder des Paars (1, () durch
n = % (@) und @ (n) = A (p )

erhalten werden.
So kann ¢, (n) folgendermassen definiert werden :

9, (0)=¢(0,p®) =¢(0,0)=0

p(n+)=t(n+lLpa+b)y=c(@+1,8(npm)=

=t (% (@) + 1, B (% (py (), A (1)) .
Wird also die einstellige Funktion
: B(a)=t(xw+ 1, B (x@, A@))
gesetzt, so lautet die Definition von ¢, (n):

¢ (0) =0
P1(n+ 1) = B (p,) .
- Und man gewinnt ¢ (n) aus ¢, (7) durch die Substitution :
@.(1) =4 (ps(m) o

Geht man daher von 0, n + 1 und von den Funktionen (A,) aus, so kann

eine jede primitiv-rekursive Funktion durch endlich viele Substitutionen und
Rekursionen der Form
9(0)=0

@ (n+1)=p@mw)
definiert werden. :
Diese Rekursion ist eigentlich die Iteration der Funktion B (a) an der
Stelle a = 0:

(1) =B@0) =40,
R =p@D)=B(BO),
@) =Pfe2)=BFBB O),

Wird also die n-te Iteration der Funktion B (a) an der Stelle a mit f7(a)
bezeichnet, so ist
@ (n) = p"(0) .

9. Es ist in die Augen springend, dass zu viele neue Ausgangsfunktionen
gufgenommen wurden. Z. B. ldsst sich sg (n) durch eine Rekursion der erlaubten
orm

und

sg (0) =0
sg(n+ 1) =1



definieren ; aus dieser Funktion und aus a = n ergibt sich 'sg (n) durch die
Substitution

sg (1) =1-=sg () .
n? kann freilich aus n.a durch Substitution hergeleitet werden ; aber auch der

verkehrte Weg ist gangbar : die Definition von n.a mit Verwendung von nl;
es ist ja '

[((a -+ n)z;az)-'—n’]
H.a = 5 .

Darin kommt zwar auch idie Funktion [g] zur Verwendung, aber diese ist

jedenfalls eine einstellige Funktion; und durch sie wird die zweistellige
Funktion n. a iiberfliissig.
Ich werde zeigen: legt man bloss die Funktionen

(A,) n+1, a + n, quadres (n)

zu Grunde, so konnen samtliche primitiv-rekursive Funktionen durch Substi-
tutionen und durch Iterationen einstelliger Funktionen an der Stelle 0 auf-
gebaut werden.

Die Konstante 0 muss deshalb nicht unter die Ausgangsfunktionen aufge-
nommen werden, weil man sie durch erlaubte Iteration definieren kann.
Erstens wird ¢ (n) = n durch die erlaubte Iteration

90)=0
pn+1)=¢@n) +1

definiert ; dann ist die O die beliebigvielte Iteration von ¢ (1) = n an der Stelle 0 :
0=9p"0).

Da es gelungen ist, sg(n) durch eine erlaubte Iteration zu definieren, und
da n.a nach der vorherigen Bemerkung durch Substitution aus den Funktionen

2
zeigen, dass man die Funktionen

a-=n, [gJ, n* und [4/n ]
auf die erlaubte Art aus den neuen Ausgangsfunktionen aufbauen kann, wobei

man auch sg(n) verwenden darf.

10. a = n brauchen wir eigentlich gar nicht; bloss eine beliebige Funktion,
die fiir @ > n mit a — n gleich ist (in diesem Kapitel und in der Tabelle zum
Schlusse des § 2 kann man nachsehen, dass im Aufbau der Funktionen, die zur
Definition von ¢, % und 4 verwendet wurden, @ = n bloss im Fall a > n benutzt
wurde). Und eine solche Funktion kann man z. B. so erhalten, dass man zur

Quadratzahl
@+n+ND2=(@+n24+2a+2n+1
a — n addiert, und dann die Abweichung der entstandenen Zahl

a+n, a-=n, [’i] und n? definiert werden kann, so bleibt nur noch iibrig zu
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(a+nt+3a+n+1
von der nichsten nicht-grosseren Quadratzahl nimmt : fiir ¢ > n ergibt
a +~ n = quadres (@ + m?+3a+n+1)

eben a —n. Da 3a= a + a + a ist, so wurde a 1 auf erlaubte Weise auf-
gebaut. Auch das ist klar, dass a - n dann und nur dann O ist, wenn a = n.
(Fiir a< n ist jaa+~n=3a+n+1, dain diesem Fall (a+n+ 1) =
=(a+n)?+2a+2n+1 > (@ + n)?+3a+ n+1 gilt)

Da 1 >sg(n), und sg (n) = 1 —sg (n) ist, so-kann sg (n) auf erlaubte
Weise durch

; sg(m) =1+ sg(n)
definiert werden.
n

11. Da die Funktion [5] der Reihe nach die Werte

8018 20 Qi

annimmt, hat man zu ihrer Definition eine derartige Funktion zu verwenden,
die sich auf je zwei aufeinander folgenden Stellen dhnlich benimmt, dann aber
einen »Sprung¢ macht. Man kann auch durch erlaubte Iteration leicht eine
Funktion definieren, welche auf je zwei aufeinander folgenden Stellen sich

" immer wiederholende Werte annimmt : wenn man die Funktion sg (n) iteriert,
die ja auf erlaubte Weise definiert wurde, so nimmt die durch die Iteration

9 (0)=0

@ (n + 1) = sg (p)
definierte Funktion der Reihe nach die Werte

070 10, 01 S0
" an. Und die mit Verwendung von diesem g (1) durch

: v(©0)=0
p(+ )=y +e¢@

definierte Funktion wird schon die gewiinschten Werte

R0 o L BeE

annehmen. Die Definition von y (n) ist aber keine Iteration.
Da hilft der folgende Umweg : es wird eine Funktion definiert, die an der
Stelle 0 den Wert 0, und dann die Werte

120,11 2, 0,:1,9, Dy
annimmt. Wird aus bereits zugelassenen Funktionen durch Substitution

B(a) =sg(a) +2sg(@=1)
definiert, so ist

1, fallsia =90
ﬂ(a)= 21 ” a=1
S e
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und so sind die der Reihe nach angenommenen Werte der durch die erlaubte
Iteration ,
p0)=0

_ e+ 1)=B(@pw)
definierten Funktion eben die vorher aufgezdhlten Zahlen. Wird jetzt durch
erlaubte Iteration der Funktion a 4 1 + ¢ (a), also durch

v(©0)=0
v+ 1)=9@+ 14 plpm)
eine Funktion y (n) gebildet, so addiert das Glied ¢ in der Definition zu den von

0 an sich aufbauenden Werten von y (n) stets O oder 1: den Wert 2 niemals,
diese Moglichkeit wird immer iibersprungen. Wenn niamlich @ (pm) = 0ist, so ist

va+)=9@m+1;
in solchen Fiéllen ist
pyatD)y=em+1)=1 ;
(da in der Folge der Werte von @ auf 0 der Wert 1 folgt) ; es ist daher y(n+2)=
=y ((n+ 1)+ 2 und so
Pyn+2)=9n+b+2)=0

(da in der Folge der Werte von ¢ um zwei Stellen nach 1 der Wert 0 folgt).
Die Funktion ¢ (n) nimmt fiir n=0, 1, 2, 3, 4, 5, ... der Reihe nach .

die Werte -
) k.24 6.7 .,

an. In dieser Folge kommen immer zwei unmittelbar aufeinander folgende
Zahlen nacheinander, dann folgt ein Sprung um 1. Wird der Reihe nach
0,1, 2, 3, 4, 5, ... abgezogen, so erhdlt man die gewiinschte Folge :

28R O e T e

[g}:iy(n)-}-n ;

(n+ 1) = (n% 4 2n) + 1
ist, so geniigt es zur Definition von n2 die Funktion
¢ (1) =n+2[+/n]
zu definieren ; daraus ergibt sich ja n? durch die erlaubte Iteration
UsE=0
(n+1)2=g @) +1.
Zur Definition von dieser Funktion ¢ (1) bedenke man, dass
e+ D=n+2[vn+i]+1

Es ist daher

12. Da

und hier
[v/n] + 1 ist, falls n + 1 eine Quadratzahl ist, und

so dass

sonst ;
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@+ 1y=n+2[va] 4 2quad (1 + 1) + 1 = ¢ (1) + 2 quad (a + 1) + 1
gilt, wobei o ;
quad (n + 1) = sg (quadres (7 + 1))

eine auf erlaubte Weise definierte Funktion ist.

Damit man zu einer Iteration kommt, hat man auch®die Quadratzahl-
Beschaffenheit von n + 1 durch ¢ (n) auszudriicken. n 4 1 ist dann und nur
dann eine Quadratzahl, wenn n in der Form

. n=m?+4 2m,

und somit @ (n) = n + 2 [V'n] in der Form
@ (n) = m? + 2m + 2m = m? + 4m :
geschrieben werden kann (zur Umkehrung sieht man ndmlich leicht ein, dass
man aus ¢ (i) =n+ 2 [v'n] =m? 4 4m auf m®* < n <(m+ 1)%, also auf

V'n] = m schliessen kann; daraus folgt aber n + 2m = m? 4 4m, und so
n = m? 4 2m); das ist aber gleichbedeutend damit, dass

: p(n)+4
eine Quadratzahl ist. So ist

quad(n + 1) = quad(pm + 4) ,
und daher ldsst sich @ (n) durch folgende erlaubte Iteration definieren :
: p©0)=0 ’ : :
p(n+1)=¢(m+2quad (pm+4) +1.
13. Endlich lasst sich [4/n] mit Verwendung der in der vorigen Nummer

definierten Fun_ktion

fp(n)=n+2[W]

durch folgende Substitution definieren :

(vl =[5

14. a = n, aber auch die zur Ausgangsfunktion genommene Funktion
@ 4 n lasst sich auch durch | @a—n | ersetzen. Denn gelingt uns auf erlaubte
Weise, aber statt a 4+ n die Funktion | @ — n | als Grundfunktion genommen,
eine solche Funktion ¢ (1, @) zu definieren, fiir welche

p(n,a)=a+n

gilt, so ist
at+n=g¢(@na—(¢na—a—n),

also }
a+n=|¢may—||e@ma—al|—n]|].

Und eine geeignete Funktion ¢ (n, @) kann z. B. folgendermassen definiert
werden : 2n kann auch ohne Verwendung der Summe, durch die Iteration

2:0=0
2(n4-1)=@n=+1)+1
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definiert werden (n + 1 gehort auch jetzt zu den Ausgangsfunktionen). Dann
kann eine Summe als ein Faktor der Differenz zweier Potenzen mit geraden
Exponenten erhalten werden. Erst kann man 2"— 1 durch die erlaubte Iteration

M0
e b S e

definieren. Samt 2" —1 ist freilich auch 27 = (2 — 1) 4 1 eine zugelassene
Funktion. Nun sieht man, dass

@(n,a)=|2%a_28n+2 | — | 2222 _p@2n+1)+1 |
aus zugelassenen Funktionen durch Substitution entsteht, und wegen
| 22a__22n+1 | £ 0 ist
@ (n,0) = I 2a __92n+l I (222 + 22n+l)_222a 4 2n+l> g lp 1
Wird die Ausgangsfunktion a 4 n durch | a—n | ersetzt, so kann die

Ausgangsfunktion quadres (1) durch quad (n) ersetzt werden. Man sieht ndmlich
aus den beiden vorherigen Nummern, dass in der Definition von n? und

[v/n ] nicht quadres (1), sondern eben quad(n) eine Rolle hat ; und mit Ver-
wendung von [Vn] kann quadres(n) durch
quadres(n) = | n— [V/n ]2 |

definiert werden.
15. Aus den vorherigen folgt, dass man von den Funktionen

(A,) n+1, a-+n, quadres (n)
oder von den Funktionen
b nih la—n}, quad (n)

ausgehend sédmtliche primitiv-rekursive Funktionen durch endlich viele Substi-
tutionen und Iterationen der Form g7 (0), ausfiihrlicher der Form

?0)=0
¢ (n+ 1) =B pwm)
aufbauen kann.

Nehmen wir jetzt an, dass wir uns erst auf die Definition einstelliger Funk-
tionen beschranken. Danach kdnnen samtliche beliebigvielstellige primitiv-rekursive
Funktionen aus einstelligen primitiv-rekursiven Funktionen, und aus der einzigen
zweistelligen Funktion a 4 n mit blosser Verwendung von Substitutionen aufgebaut
werden.

Man sieht ja, wenn man wieder die in diesem Kapitel eingefiihrte Funk-
tionen ¢, » und 4 verwendet, dass samt der zweistelligen Funktion ¢ (a, b) auch
die einstellige Funktion

v (n) = @ (), Aa)

primitiv-rekursiv ist ; und daraus erhdlt man ¢ (a, b) durch folgende Substi-
tution :

@ (a, b) = @ (% (@, b)), Ae@, ) =y k@, b)) .
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B'loss zu diesem Zweck hitte man die Funktion ¢(a, b) auch einfacher wie
bisher definieren konnen (zum Beispiel als (@ + b)% + a); aber auch die bisher
angewandte Funktion

(@, b)=(a+b2+b?*+a

wird aus @ + n und aus der einstelligen Funktion n® durch Substitutionen
aufgebaut. :

Von einer mehrstelligen primitiv-rekursiven Funktion kann auf dieselbe
Art, schrittweise immer je zwei Variablen zusammenfassend, gezeigt werden,
dass sie aus a + n und aus einstelligen primitiv-rekursiven Funktionen auf-
gebaut werden kann.

16. Man konnte noch glauben, dass es unter den einstelligen primitiv-
rekursiven Funktionen solche gibt, deren Aufbau auch der Definition von mehr-
stelligen Funktionen bedarf. Das ist aber nicht der Fall. Die erlaubte Iteration
erzeugt qus einer einstelligen Funktion wieder eine einstellige : und will man bloss
einstellige Funktionen erhalten, so hat man auch durch Substitution bloss einstellige
Funktionen zu definieren.

Ist man zum Beispiel durch folgenden Umweg zur einstelligen Funktion
®.(n) gelangt: !

L (a’ b) = (a(a), ﬁ(ar b)) y
und
M=y nn),

s0 kann man statt ¢ (a, b) zu definieren, erst durch Substitution die einstellige
Funktion ‘

ﬁl (n) i ﬂ(n) n) ’

dann durch Substitution von a (n) und von dieser Funktion die ebenfalls ein-
stellige Funktion :
@ (n) = y (am, By)
bilden (die Umbenennung der Variablen ist freilich erlaubt).
Unter den Ausgangsfunktionen (A,) oder (A,) gibt es eine einzige zwei-
stellige Funktion: @ 4+ n bzw. |[a—n | . Macht man also keine Umwege, so

kann als Substitution nichts anderes in Frage kommen, als dass aus einstelligen
Funktionen a (n) und B (n) eine der ebenfalls einstelligen Funktionen

B (am) oder a(n)4 p(n) bzw. |a(n)—p(n) |
gebildet wird. ;
Geht man also von den Ausgangsfunktionen
(Ay) n -+ 1 und quadres(n)
bzw.
(Ag) n+ 1 und quad(n)

aus, so konnen simtliche einstellige primitiv-rekursive Funktionen durch endlich
vieler Verwendung der folgenden Definitionschemata aufgebaut werden:

ey = am+ B, @) =_4@mw) ¢ (1) = " (0),

bzw.

p)= |am)—Bm|, ¢@=4@m) ¢ ()= p"0);
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wobei a und B schon friiher definierte Funktionen sind, und ¢ (n) = pn(0) aus-
fiihrlicher die Definition ‘
¢(0)=0

p(n+1)=B(pw)
bedeutet.

§ 8. ELEMENTARE FUNKTIONEN.

1. Im vorigen Kapitel ist es gelungen, die primitive Rekursion auf ihren
einfachsten Spezialfall : auf die Iteration zuriickzufiihren. Es erhebt sich die
Frage, ob man die Rekursion nicht vollkommen ausschalten kann. Man konnte
sich ja vorstellen, dass die primitiv-rekursiven Funktionen einfach durch
Anwendung der vier Spezies aufgebaut werden konnen; wobei man sich freilich
auf rarithmetische« Subtraktion und Division beschriankt, die immer auf nicht-
negative ganze Ergebnisse fiihren.

Es konnen in der Zahlentheorie solche Funktionen »elementar« genannt
werden, die aus nicht-negativen Zahlen und aus Variablen durch endlich viele
Additionen, arithmetische Subtraktionen — darunter wird hier die Bildung von

| a—b | verstanden — Multiplikationen, arithmetische Divisionen der Form

[ g} (fiir & 4 0), Summen- und Produktbildungen zustande kommen. Von den

Zahlen geniigt es die 1 zu Grunde zu legen, denn es sind

O0=|1—1], 2=1+1, . 3=+ 1D+1..

Natiirlich ist auch die bisherige Ausgangsfunktion n 4 1, als Summe
einer Variablen mit 1, eine elementare Funktion. Aber es erweist sich auch
eine ganze Reihe der gebrauchlichsten Funktionen der elementaren Zahlen-
theorie elementar.1®

Zum Beispiel kann sg () auch so aufgefasst werden, als die nicht-grossere
der Zahlen n und 1: :

sg (n) = min (1, 1);

dies ist ja 0, wenn n = 0 ist, und sonst 1. Und die hier auftretende Funktion
min (@, b) kann folgendermassen definiert werden : ist a < b, so ist

a+b—|a—b|l=a+b—(b—a)=2a;

jfa+0)—|{a—b| I]
2 A
Aus sg(n) kann man leicht auch §§(n) erhalten :
sg)= [ 1—sg(m) | .
a < b ist mit min(a, b) = a, das heisst mit
| min(a,b)—a| =0
gleichbedeutend. Daher ist die charakteristische Funktion der Beziehung a < b:
' sg (| min@, b—al);
und wird das benutzt, so kann unsere Funktion a = n, fiir welche
1f) KALMAR' [2] Nr. 1.

daher ist

min (a, b) = [
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) |la—n}, falls n<a
dsft= 0 sonst,

folgendermassen definiert werden : ,
a~n= |a—n| sg (| min@g,b—al).

; a
Der Rest der Division ; ist

res(.a, ny=|n—n- [-2—] |

und dadurch ldsst sich die charakteristische Funktion der Teilbarkeit von a
durch n als S5 :
sg (res @, m)

aufschreiben. Das ermoglicht auch die Definition solcher zahlentheoretischen
Funktionen, die sich an den Teilbarkeitsbegriff kniipfen.

So kénnte man glauben, dass die Klasse der elementaren Funktionen mit
der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen identisch ist, und so auch der
_ einfachste Fall der Rekursion : die Iteration, im Aufbau dieser Funktionenklasse
entbehrlich ist. :

2. Es soll untersucht werden, ob dies tatsdchlich der Fall sei.

Was ist das Neue, das die Zulassung der Iteration mit sich bringen kénnte?

Es ist bekannt, dass das Iterieren das Wachsen einer Funktion sehr
beschleunigt. Konnen auch bei der Bildung von elementaren Funktionen ebenso
schnell zunehmende Funktionen zustande kommen?

Die Potenz, die Iteration des Multiplizierens, kommt nicht unter den
erwihnten elementaren Funktionen vor; sie ist aber eine elementare Funktion,
da man sie durch die Produktbildung

: AN
L a
e
definieren kann.
Ist auch die Iteration 9 (n, @) des Potenzierens eine elementare Funktion?

Es sei genauer erortert
(aa) (a(:) )

"(O’a)‘:avW(l’a)=aayv(2’a)=a: "(Bla)__.'_a!"'
Diese rasch anwachsenden Werte werden durch die primitive Rekursion

v(0,0)=a
v (1, 0
y(n+l,a)=a
geliefert,

Unter den Operationen, die auf elementare Funktionen fithren, ist es von
der Produktbildung zu erwarten, dass durch sie die am stédrksten zunehmenden
Funktionen erzeugt werden. Kann nun das Anwachsen von ¢ (n, @) durch
Produktbildungen eingeholt werden?
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Sehen wir erst heuristisch nach : gehen wir von Funktionen e und B aus,
die nach all ihren Variablen monoton wachsen, und schitzen wir das Produkt

Blay,...,ar) ;
Wi, o ) = '1_'“"1 LU
ab. Setzen wir
@ = max (a,,...,ar);
so ist
Ba,...,a) fa,..., &
Pl .. ., 0] < —i| | a(a,...,a,ﬁ(a,...,a))z(a(a,...,a,ﬁ(a,...,a)))

Daher wird das Anwachsen durch die Iteration des Potenzierens stirker als
durch die Produktbildung beschleunigt, wenn es zu jeden n,, n, und ng ein m
gibt, so dass fiir a > 1
'P (naﬂ a)
Y (m, a) > (y (n,, p (1, @))

besteht. Ist das der Fall, dann werden sdmtliche elementare Funktionen von der
Funktion v (1, a) »majorisiert«; und so kann v (n, a) selbst keine elementare
Funktion sein.

3. Nun machen wir uns daran, die heuristisch Durchdachten allméhlich
zu beweisen.'®> Wir suchen zu den gegebenen Zahlen n, und n, Schritt fiir
Schritt solche von ihnen abhédngige Zahlen m,, m,, my, m,, dass fiir a > 1

¥ (my, @) >y (ny, a) + v (ny, a)
¥ (my, @) > p (14, @). y (n,, a) ,
v (g, @) > w(ny, a)"™®

und v (Mg, @) >y (14, ¥ (1,5, ®)
bestehe.

Ich schicke voraus : es ist aus der Definition von y (n, a) klar, dass
vy(n,a) >a,

v(n,a)>1
ist ; ferner, dass ¥ (n, @) in a, und fiir @ > 1 auch in n monoton wichst. Es gilt
ja fir a> 1 :

und so fiir a > 1

v (1, a)
y(n+1,0)=a >y (n,a) .
Ferner wichst v (0, a) = a freilich monoton in a; und angenommen, dass fiir
ein n sich y (1, @) bereits in @ monoton wachsend erwiesen hat, so vererbt sich
diese Eigenschaft wegen

y(ma+1) wna+1) y(na)
v(n+lLa+1)=(a+1) >a > q .

=yn+1,a)
auch auf n 4 1,
Nun wollen wir das gewiinschte m, suchen. Es ist fiira > 1

- %) Der Satz und sein Beweis stammt von ILONA BERECZKI (Szeged) ; sie hat mir
das den 19. VIL 1949. brieflich mitgeteilt.
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v (ny, 0) + 9 (ny,0) < 29 (fnax (ny, ny), a) .
Es gilt allgemein

2520 :

denn diese Ungleichung gilt fiir b = 0 und b = 1 ; wenn sie aber bereits fiir ein
b> 0 gilt, so vererbt sich diese Eigenschaft auch auf b+ 1:

2+ 1NZ20+0)=22052-2 =211
So gilt fiir > 1 auch

L Y (max(n1 ng) a) e zw(max (ny, 1), @) <atp(max(n,,n.),a) e
i ’ ’ < o —

=y (max (ny, ny + 1,0 .
Wird daher :

my = iy (g, Ny) = Max (i, ng) + 1
gesetzt, so ist

v (”l(nl’ nz)’ a) i'}’_(nlv a) + v (nz» a) .

4. m, kann genau so wie m, gewdhlt werden. Davon iiberzeugt man sich
folgendermassen : fiira > 1 gilt _

A4 (n1! a) -y (nﬁ» a) _S_ (‘p (max (nlr n2): a))2 b
Jetzt sei erst max(n,, ny) > 1. Dann erhdlt man fiir ¢ > 1, wenn wieder die
Ungleichung 2b < 2° benutzt wird, dass

w(max(ny, ny)—1, a) 2
(pyimax (,,ny), M) = (a )

v a?-w(max(m, n)—1,a) ~ azw(max(m, g

p(max(n,, ny—1, @)

Y(nrax(ny, ny), a)
<at = o
=y (max @y, ny + 1,4q) ,
und so =

p (11, ). (13, @) < p (MAX 1y, Ny) + 1, @)
gilt, Es ist klar,

dass diese Ungleichung auch fiir max (n,, n,) = 0, das heisst
fiir n, = 0, ny = 0 besteht : es steht ja in diesem Fall auf der linken Seite
v (0,0).9(0,0) = a-a=a*
und fiir @ > 1 ist die rechte Seite

v, =020,
Daher kann als ein solches my fiir welches bei a > 1

v (mg, @) = v (14, @).% (15, Q)
gilt, tatsdchlich

Mg = g (N1, Ng) = Max (1, Ng) + 1=ty (14, 11y)
gewahlt werden.
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5. In der Untersuchung von w (1, a)¥®» 9 beschrdanken wir uns erst auf
den Fall n, > 0. In diesem Fall ist fiir a > 1 nach der vorigen Nummer

y (m,, @) y (n,—1, @)\ p (ny,a) p (n,—1, @), y(n,, a)
a a <

b4 (nb a) brae

Y (pg (1,1, ny), @) y (max [(n,—1,n9) + 1, a)
=n

A

= g (maxmy; — 1 » Ny + 2, a) =y (maxm, + 1, ny + 2), a).
So ist fiir n1>0 a>1

ny, @)

(nlx a) ._<~'P (maX(nl + 1; .nz + 2)1 a) 2
Es ist klar, dass diese Ungleichung auch fiir n, = 0 besteht ; denn in diesem
Fall ist der Wert der linken Seite °
y (ny, @) Y (ng a)
vy0a) " =a T =y(+1,0,

und der Wert der rechten Seite ist grosser als v (n,+ 1,a) (da ¢ i, in n
monoton zunimmt).
Daher kann als solches mj, fiir welches bei a > 1

v (ng, @)
'P (m3! a) .__>_ ¥ (nlr a)
gilt, :
My = pg (M, Ny) = max (ny + 1, n, + 2)
gewdhlt werden.
6. Es ist etwas umstdndlicher m, zu finden. :
Soviel ldsst sich jedenfalls leicht feststellen, dass
v (0,9 11y, @) = 9 (1, @)
ist, und wenn es zu einem n, bereits ein m gibt, fiir welches
p(m,a) > v (my,y (1, a)
gilt, so findet man zu n, + 1 nach der vorigen Nummer, fiir a > 1, folgender-
weise eine geeignete Zahl m’
!P(ﬂ ,v’(n i ﬂ))
Yy (nl o ]’ Y, a)) =y (”29 a) : . 5

¥ (m, a) ;
< v (ny, a) < v (ug (ng, m, a) =
o (maxmz + ll m + 2)’ a) =y (m" a) %

So wird die gesuchte Funktion m, = @, (ny, ny) durch die folgende Rekursion
geliefert :

4 (0, y) = 1y
‘u‘ (ﬂ1 + l, nz) == [mnax (ns + ], l“ (ﬂl, n’) + 2) .
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Diese Definition kann aber auch leicht auf eine explizite Form gebracht
werden. Es gilt namlich augenscheinlich fiir alle n, ?

By (Mg, Ng) > Ny,
das heisst

pa(ny,ng)+2>n,+2>ny+1,
und so ‘ :

max (ng + 1, sy 1y, Ny + 2) = p, (g, ) + 2 .

By (ny + 1, n5) = py (g, ng) + 25

so werden die Werte von g, (1,, n,) vom fiir n, = 0 angenommenen Wert 7y
ausgehend so aufgebaut, dass immer wieder 2 addiert wird. Folglich ist

ty (N, N1p) = Ny + 21y ;
und vorher hat es sich herausgestellt, dass
¥ (443, 1), 0) 2> 9 (13, P (13, D)

Es ist daher

ist.
: 7. Mit all diesen Ungleichungen versehen, kann man nun beweisen, dass
jede elementare Funktion durch die Funktiony (n, @) »majorisierts wird. Genauer

formuliert: es gibt zu jeder elementaren Funktion @ (ay, ..., ar) ein solches m,
dass fiir max(ay, ..., ar) > 1

@ (ay,...,a) <y (m max(ay,...,a))
gilt. v
Das gilt erstens fiir 1 und fiir die Variablen ai, die im Aufbau der elemen-
taren Funktionen als Ausgangsfunktionen gewiahlt worden sind. Es gilt ja fiir a> 1

l<a=y (O: a) )
wird also 1 in Abhéngigkeit von beliebigen Variablen aj, ..., ar betrachtetd
so gilt fiir max (ay,...,a)>1
1 <9 (0, maxiady,...,00);

und wird auch ai in Abhéngigkeit von der aufgezdhlten Variablen betrachtet,
so gilt fiir max (@y,...,ar) > 1 ' '

i <t (g L 0. 80 < e (g, . O, e B e e )
=wp (1, max@y, ..., an)

Danach kann man der Reihe nach beweisen, dass falls die betrachtete
Behauptung bereits fiir die elementaren Funktionen a und g gilt, sich diese
Eigenschaft auch auf jene Funktionen vererbt, die aus ihnen durch Addition,
arithmetische Subtraktion (werunter hier die Bildung von |a—b| zu ver-
stehen ist), Multiplikation, arithmetische Division, Summen- und Produkt-
bildung erzeugt werden. Daraus folgt, dass die Behauptung fiir alle elementaren
Funktionen gilt.

8. Nehmen wir also an, dass wir bereits solche Zahlen k und [ zu den
Funktionen a und g gefunden haben, dass fiir @ = max (a,, ..., ar) > 1

a(@y,...,a) <y (k a)
und

ﬁ(an---;ar)<1"(l;“)
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gilt. (o und ﬂ brauchen freilich nicht von gleich vielen Variablen abhdngen ;.

es dndert aber nichts, wenn wir sie durch Einfiithrung fiktiver Variablen als
von denselben Variablen abhidngig betrachten.) Dann ist
(1) a(@y,...,an+B@y,...,a) <pk,a)+v(l,a<
<y (uyk, b, a)=
= o (max (max«, b + 1, a))
Wird daher ‘
m=max (k, ) + 1
gesetzt, so ist
a(@y,...,a) + B(@y,...,a0) <y (m,a) .
(2) Wegen : _

|a(@y...,a0—pB(@y,...,a) | < max (@ @,...,an, B @y,...,an)
ist

|a(ay,...,a)—B(ay,...,a) | <y (maxdk,D,a);
hier kann also m als

; m = max (k, )
gewahlt werden.
@ a@,...,a) - B(a,...,ae0<ypka) ylao=
<y (uy kb, a) =y (maxk, b+ 1, 4a);
~wird daher
m=max (k, 1)+ 1
gesetzt, so ist
afy; . v 0 Blag o a) <y (m ).

“) [a (0 ar)]
ﬁ(al,...,ar)

also kann hier einfach k als m gewahlt werden.

9, Jetzt nehmen wir an, dass es zu den elementaren Funktionen a und
B bereits solche Zahlen k& und [ gibt, dass fiir @ = max(a,,...,ar) und
max (i;a;, ..., @)= max (i,a) >'1

; a(i,a,...,ar) <w(k, max(i,ay,...,ar) =y (k max d, o)
und fiir a > 1

B(ay,...,a) <y(l,a) das heisst B(ay,....,ar) <wp(,a)—1

besteht.

Sonke . ) < 9K 0 sl )

€

Dann ist ;
p(ﬂx,---»ar) 'P('»“)“‘l
(5) 2 T o T 2 v (k, maxd, ) .
i=0 0

Hier ist der grosste Wert, den i annehmen kann
'/"(!»a)‘_‘l <'/’([»a);
ferner ist @ ([, @) > a, und so
max(i, @) < v (I, a),
folglich, wegen der Monotonitdt der Funktion ¢
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Va1 .yt - s ‘
2 p(k, max d, @) < v (kyd, ) =v(a).pkyd o) <

i=0 =0

v a)y(udkba) =y a).p(+2ka <
<y (pyd,l + 2k, 0) =y (maxd, | + 2k + 1,0) =
—p(42k+1,0).

Wird daher
' m=1+2k+1
gesetzt, so ist
Bay,..ac)
a(l;dy .. ,a) <plma.
i=0
(6) Endlich ergeben &hnliche Folgerungen wie vorhin, dass fiir a > 1
B@.,..a) yha—1 - Y (@ a—1

| J) a(l;@y...,an< | | -pmaxd,m) < L | wkvd, @)=
1= =0 =0

p{a v, a y(, a)
=y (kv d,a) <y (ugk, b, a) = v (I + 2k, a) <

<y (uzd + 2k, b, @) = p (maxd + 2k + 1,1+ 2), a)
ist. Wird daher
m=max ([ 4+ 2k + 1,1+ 2)
gewahlt, so ist
By yeoiy- )

FA ety ey <y oy
i=0

10. Damit hat es sich vollkommen erwiesen, dass es zu einer beliebigen
elementaren Funktion ¢ (ay, . . ., ar) ein m gibt, so dass fiir max (a,,. .., a) > 1
p(ay,...,a) <y(m maxa,,...,an)

gilt. Daraus folgt aber, dass y (n, @) selber keine elementare Funktion sein kann.
Denn wire sie elementar, so liesse sich auch zu ihr ein m finden, so dass fiir
max(n, a) > 1

v (n, @) < (m, maxa, a))

Wire. Dann gébe es auch ein solches m, das grosser als 1 ist (¢, @) wichst ja
irg > 1 in n monoton). Daraus wiirde sich aber T =g =

w(m, m) <y (m, m),
also eine Unméglichkeit ergeben. :
Es gibt also eine sehr einfache primitiv-rekursive Funktion: die Iteration

des Potenzierens, welche von der Klasse der elementaren Funktionen hinausfiihrt.

ie Klasse der prumtw -rekursiven Funktionen ist weiter als die Klasse der ele-
Mentaren Funktionen.
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§ 9. BEISPIEL EINER NICHT PRIMITIV-REKURSIVEN -
'ZAHLENTHEORETISCHEN FUNKTION. =

1. Die Iteration des Potenzierens hat wegen ihrer starken Zunahme von
der Klasse der elementaren Funktionen hinausgefiihrt. Wird jetzt diese Funk-
tion iteriert, so erhdlt man eine noch rascher anwachsende Funktion. Wird das
immer wieder wiederholt, so kann man erwarten, dass man zu Funktionen
kommt, die nicht nur den elementaren Funktionen, sondern auch allen primitiv-
rekursxven Funktionen iiber den Kopf wachsen.

Bereits die Potenz ist eine Iteration: die Iteration des Multiplizierens ;
und das Produkt ist die Iteration des Addierens. Tatsachlich kann man beweisen,
dass falls

Yo(n,0) =a+n,
vy (n,a)=a.n,
vy (n, 0) = a*,
vs (1, @) die n-te Jteration des Potenzierens ist, das heisst
v, (0, a) — a

Y3 (n, @)

1]33(“-1—‘,(1) = 4 :'p2('p3(n!a)»a),

und allgemein ym4, (1, @) fiir m> 2 die Iteration der Funktion ﬁpm (rzl',' a), dass
heisst
Ymiq (n 4 1, (1) = Y (V’ni+1 n, a, a)

(mit geeignetem Anfangswert) : so wird fiir geniigend grosse Werte der Vari-
ablen eine beliebige primitiv-rekursive Funktion von einer dieser Funktionen
majorisiert.

Um die Abhdngigkeit von ym (1, @) vom Index hervorzuheben, kann diese
Funktion auch in der Form

¥ (m, n, @) = ym (1, a)
geschrieben werden. So sieht man Klar, dassy (m, i, a) durch eine Rekursion
nach zwei Variablen, durch eine sogenannte szweifachie« Rekursion
wym+Ln+1,a) =y (my m+ 1,n a,a) :
aufgebaut wird. Zur Berechnung von v (m + 1, n + 1, @) muss man Werte der
w-Funktion an solchen Stellen benutzen, wo das erste Argument um ‘1 Kleiner
ist (wobei sich das zweite in einer Weise, die von v selbst abhdngt, verdndert),
oder das erste Argument dasselbe, dafiir das zweite um 1 kleiner ist.14
2. Zum Majorisieren der primitiv-rekursiven Funktionen braucht man
aber nicht eine dreistellige Funktion verwenden. Es geniigt zu diesem Zweck
eine zweistellige »Majorante« y (m, n) so zu definieren, dass :
y(m+1l,n+1)=yp(mym+1,m)
S61.5
Im Beweis der Majoranten-Beschaffenheit von ® (m, n) werde ich
benutzen, dass
: v (m,n)>n
b Durch diese Definition hat ACKERMANN [1] das erste Beispiel fiir eine mcht
primitiv-rekursive Funktion angegeben.
) PETER [3], und etwas einfacher ROBINSON [2].
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ist (damit dies von Anfang an gilt, wird ¢ (0, n) = n + 1 zum Ausgang genom-
men) ; ferner, dass y (1, n) eine monoton wachsende Funktion beider Variablen
ist, und zwar reagiert sie auf das Wachsen von m (das heisst auf die Vermehrung
der Anzahl der angewandten Iterationen) wenigstens so empfindlich, wie auf
das Wachsen von n: ;

w(m+1,n) >9mn+1).
Damit auch diese Ungleichung vom Anfang an bestehe, werde ich den fiir
n = 0 angenommenen Funktionswert so definieren, dass
: p(m-+1,0)=9(m,1)
gelten soll.
So lautet die zweifach-rekursive Definition von v
pyO,m=n+1
- y(m+ 1,0)=w(m,1)
p(m+1,n+ 1)=w(m,ypun + 1) I
3. Die so definierte Funktion o (m, n) verfiigt iiber die gewiinschten
Eigenschaften.
(1) w(m,n)>n, das heisst (mn)=>n-+ Fis
Das gilt namlich nach der ersten Definitionsgleichung bei beliebigem n fir
m = 0. Und gilt bereits fiir ein m bei beliebigem n
v (mm>n+1,

so vererbt sich diese Eigenschaft auch auf ¢ (m+ 1,0); denn ‘dann ist nach
der zweiten Definitionsgleichung

v(im+1,0=pmD)=>1+1>0+1.
Wird endlich noch angenommen, dass fiir dasselbe m und fir ein gewisses n

pym+1,n>n+1
gilt, so vererbt sich diese Eigenschaft auch auf ¢ (m + 1, n 4 1), denn in diesem
Fall ist nach der dritten Definitionsgleichung

w(m+1,n+ )=pmym+1,m >em+1,mH+12=> n+D4+1.

So hat es sich herausgestellt, dass falls die betreffende Behauptung fiir irgendein
m bei beliebigem n bereits gilt, so gilt sie auch fiir m + 1 bei beliebigem n,
und so gilt sie (da sie fiir m = 0 bei beliebigem n gilt) fiir alle m bei beliebigem .
4. Es folgt unmittelbar aus der eben bewiesenen Eigenschaft von y (m, n),
dass 9 (m, n) in n monoton zunimmt. Das gilt ndmlich fiir ¢ O, m)=n+1;
und ist das erste Argument von 0 verschieden, so kann es in der Form m 4 1
geschrieben werden, es gilt also nach der dritten Definitionsgleichung :

py(m+1,n+41)=vp(@my -+ L,my>ypm-+1,n) .
5. Dass y (m, n) auch in m monoton wéchst, wird natiirlich eine Folge von
@) y(m+1,n) >y (mn+1)
sein ; es ist ja nach der vorigen Nummer
p(m,n+1)>y(mn),
und das ergibt samt (2)
w(m+ 1,n)>y(m,n) .
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Man hat also nur noch (2) zu beweisen. Fiir n = 0 gilt (2) nach der zweiten
Definitionsgleichung von . Und gilt (2) bereits fiir ein n, so vererbt sich diese
Eigenschaft auch auf n 4 1. Denn es'ist dann nach der dritten Definitions-
gleichung e

v(m+1,n+1) =y (mypm+ 1, m) > p(mpmn+ b),
und hier ist nach (1)

pmnt+)>m+1)+1=n42,
also gilt nach der vorigen Nummer

y(mypum,n+4 ) >y (mn+2),
und so '

y(m+1,n41)>yp(@mn+2).

6. So ausgeriistet, machen wir uns nun an den Beweis, dass eine jede
einstellige primitiv-rekursive Funktion von v (m, n) majorisiert wird. Dies wird
zugleich ein gutes Beispiel dafiir liefern, was in Nr. 1 des § 2 als ein Nutzen der
Abgrenzung des Begriffes der rekursiver Funktion hervorgehoben wurde : dass
sich die rekursiven Funktionen aus einigen Ausgangsfunktionen durch einige
festgesetzte Definitionsarten aufbauen lassen, ermoglicht, dass man die fiir all
diese Funktionen giiltigen Behauptungen ahnlich wie die Behauptungen iiber
natiirliche Zahlen beweist. Namlich so, dass man zeigt :  die Behauptung
stimmt »im Anfange, das heisst fiir die Ausgangsfunktionen, und das vererbt
sich Schritt fiir Schritt auf die »spiterens, das heisst aus bereits definierten
Funktionen auf eine erlaubte Art aufgebauten Funktionen.

Ich werde jene Form des Ergebnisses am Ende des § 7 benutzen, dass
von den Funktionen ‘

n+1 und quad(n)

ausgehend alle einstelligen primitiv-rekursiven Funktionen durch Verwendung
der Schemata
p0)=0 }

e = |la@—BMm |, ()= Blamw), @+ 1)=B@Em)
erhalten werden koénnen, wobei a und B bereits definierte Funktionen sind.

7. Erst zeige ich, dass es ein m gibt, fiir welches

n-+1<y(m,n)
und

A I R A ST S S

quad(n) <y (m, n)
gilt. Da quad(n) bloss die Werte 0 und 1 annimmt, so-ist fiir jedes n

Unsere Ausgangsfunktionen werden also fiir ein jedes n durch (1, n) majorisiert.

Angenommen, dass es zu den primitiv-rekursiven Funktionen a (nn) und
B (n) bereits solche Zahlen k und ! gibt, dass :

a (n) <y (k n)
B(m) <w(,n)

und
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gelten, so erhilt man folgendermassen die Majoranten der Funktionen, die aus
a und B durch die zugelassenen Schemata aufgebaut werden :

k | @(n)— B (n) | < max(am, ) <y (maxk, b, n) .
Ferner ergibt sich, die Monotonitat von ¥ benutzend,
I1. B (am) <y (l, am) <9 (, pk, m) <
< p (max &k, b, p (maxdk, b + 1, n)) =
=y (max&k, b+ ,n+1) .
Es ist aber nach der Ungleichung (2) der vorigen Nummer

i v (maxd, b+ 1,n + 1) <y (maxk, b + 2, n,
also
B (atm) <y (maxk, b+ 2,n) .

[1I. Sei ¢ (1) die durch die Iteration
90)=0
g(n+1)=p@m)

definierte Funktion. So ist ¢ (0) = 0 kleiner als alle Werte von 9 (n, a); es ist
ja nach (1) von Nr. 3 dieses Kapitels :

w(n,a);_>=n+l>0.. ;
Es wird eine solche Zahl m gesucht, fiir welche bei beliebigem 1

g (n) <y (m,n)
besteht ; man sieht, dass fiir n = 0 ein jedes m diesem Zweck entspricht. Ist
nun fiir ein n bereits :

@ (n) <y (m,n),
so gilt nach der zweiten Definitionsgleichung von

g+ 1)=Bmw) <ylem) <y(yimm) .
Man sieht, dass es zweckmissig ist, [ + 1 fiir m zu wahlen, denn dann ergibt
sich nach der zweiten Definitionsgleichung von % :
p(ym )=y yd+1L,my=pl+1,n+1)
und so
g+ 1) <ypl+1,n+1);
also vererbt sich die Eigenschaft, dass ¢ (1) von p(l + 1, n) majorisiert wird,
von n auf n + 1. So gilt fiir ein jedes n
pmy<yp(l+1,n.

8. In der vorigen Nummer hat es sich herausgestellt, dass es zu einer

jeden einstelligen primitiv-rekursiven Funktion ¢ () ein solches m gibt, fiir

welches
g (n) <y (m,n)

‘ besteht. Daraus folgt aber, dass v (m, 1) keine primitiv-rekursive Funktion ist.

Denn mit ihr wire auch die durch Substitution aus ihr entstehende einstellige
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Funktion y (n, n) primitiv-rekursiv, und daher gébe es auch zu dieser Funktion
ein m, so dass bei beliebigem n : .

¥y (7, n) <y (m, n)
ware. Daraus wiirde sich aber fiir n = m
v (m, m) <'P(mrm) ’
also eine Unmoglichkeit ergeben.

9. Es ist auch leicht zu zeigen, dass alle beliebigviel-stelligen primitiy-
rekursiven Funktionen von v (m, n) majorisiert werden ; in jenem Sinn, dass es
zu jeder primitiv-rekursiven Funktion ein m gibt, so dass fiir alle Werte von
al, s ey ar

@y, ...,a) <y (m, max(a,..., ar))
gilt. Das sieht man daraus leicht ein, dass nach Nr. 16 des § 7 alle mehrstelligen
primitiv-rekursiven Funktionen durch blosse Verwendung von Substitutionen

aus einstelligen primitiv-rekursiven Funktionen und aus a + n aufgebaut
werden konnen.

Es gibt ja nach den Vorherigen zu einer jeden einstelligen primitiv-rekur-

siven Funktion ¢ (n) ein solches m, dass

¢ (n) <y (m, n)
ist ; ferner gilt '

: a+n<2max(q n),
und ist m die Zahl zur einstelligen Funktion 2n, fiir welche
2n <y (m, n)
gilt, so ist
2 max (a, n) <y (m, max, m) .

Und wenn es bereits zu den Funktionen U STRTIR ) a1 ar)
(diese brauchen nicht von denselben Variablen abhdngen, aber kénnen durch
Einfiihrung fiktiver Variablen immer so hingestellt werden) solche Zahlen
my, . .., msgibt, und zur Funktion g (a, ..., as) eine solche Zahl my, dass fiir
alle Werte der Variablen

Oy (G, o i v @) <9 (0, maxiay, . an) ,
: as (ay, ..., ar) <y (ms, max(a,, , an) ,
und

B(ay,...,a) <y (m, maxa,,..., an)

gelten : so gibt es auch zur Funktion, die durch Substitution der a: in P entsteht,
eine Zahl m, so dass

i BURI . Gl an) <y (m, maxay, ..., an)
gilt.
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Es ist namlich nach der Annahme, ferner nach der Definition und nach
der Monotonitdt von ¢ :

B(ay@y,...,an, ..., as@,..., an) < (M, Max (a;@;,...,an,..., s @y,..., a0))<
- <y (my, max (p(m,, maxa@,, ..., an), ...,y (ms, maxa,, ..., an))) =
= 9 (m,, ¥ (Maxuny, ..., Ns), Max@y, ..., ar))) <
< v (max(mg, my,..., ms), P (NAX My, My, ..., Ms) + 1, maxa@y, ..., a)=
= y (Max g, My, ..., Mo + 1, max@,,...,an + 1) .

Nach der Eigenschaft (2) der Funktion y, die in Nr. 5 dieses Kapitels bewiesen
wurde, ist

v (max(mgy, my, ..., ms + 1, maxa@,, ..., an + 1) <
< y (maxqang, my, . .., ms) + 2, max@@y, ..., an) ;

wird also
m = max (mg, My, ..., Ms) + 2
gesetzt, so ist
B(ay@y,...,an,...,0as@,,...,a0) <y (m, maxay,..., an) .

So vererbt sich die betreffende Eigenschaft von den einstelligen primitiv-
rekursiven Funktionen und von @ + n auch auf die Funktionen, die aus ihnen
durch Substitution entstehen. Daher gibt es tatsdchlich zu einer jeden primitiv-
rekursiven Funktion ein m, so dass fiir alle Werte von a,, ..., ar

- P(@y . e <p(m maxay, .., a)
besteht.

§ 10. DIE EINGESCHACHTELTE REKURSION.

1. Es hat sich im vorigen Kapitel herausgestellt, dass die Funktion
¥ (m, n), welche durch die zweifache Rekursion

'P(Orn):'n“l‘] .
p(m+1,n+ 1) = p(m,pm+ 1, m)

definiert wird, nicht primitiv-rekursiv ist. Worin unterscheidet sich denn diese
Rekursion von der ebenfalls zweifachen Rekursion

¢ (0, n) = a, (n)
@ (m+ 1, n) = a, (m)
e(m+ 1,n+1)= B (mn,o(my wmm),ewm+1,nm),

von der zum Schluss des § 6 behauptet wurde, dass sie nicht von der Klasse
der primitiv-rekursiven Funktionen hinausfiihrt?

Augenscheinlich besteht der wesentliche Unterschied darin, dass an der
rechten Seite der Definition von ¢ bloss eine bekannte Funktion fiir eine Variable
von ¢ eingesetzt wird ; auf der rechten Seite der Definition von y treten dafiir
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auch »eingeschachtelte« w-Werte auf. Zur Berechnung des Funktionswertes an
der Stelle (m 4+ 1, n + 1) hat man in beiden Definitionen auch einen Funktions-
wert, der zu einem um 1 kleineren ersten Argument gehért, zu verwenden ; wie
gross aber dabei das zweite Argument ist, das wird in der Definition von ¢
durch die bekannte Funktion ¢, in der Definition von g durch die zu definierende
Funktion ¢ selbst angegeben. Die Definition von ¢ kann eine eingeschachtelte
zweifache Rekursion genannt werden. :

Nach den Vorherigen fiihrt die uneingeschachtelte zweifache Rekursion nicht
von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinaus, aber die eingeschachtelte
zweifache Rekursion fiihrt bereits hinaus von dieser Klasse. :

2. Wir haben auch schon unter den einfachen Rekursionen mit einer
solchen Definition zu tun gehabt, welche eine zweistellige Funktion ¢ (n, a)
derart angegeben hat, dass zur Berechnung des Wertes ¢ (n + 1, a) die Funktion
@ (n, a), als Funktion von a, bei verschiedenen Werten von a verwendet wurde.
Es war die Definition am Ende des § 5:

5 z (Ov a) =0 (a)

@ (ﬂ -+ ], a) © ﬂ (n’ a, qo(n, Y101, a))» @ (n: Y21, a))’ ey ‘P(n, Ve, a)))
eine solche. Das ist jedenfalls eine einfache Rekursion nach deér Variablen n.
Hier konnte auch statt einiger yi(n, a) der Ausdruck y:(n, a, 9, @), oder
gar @ (n, yi(n, a, pn, )) stehen ; es kinnten ja auch beliebig vielfach einge-
schachtelte Funktionswerte auftreten. Man konnte glauben, dass bereits die
einfache eingeschachtelte Rekursion von der Klasse der primitiv-rekursiven
Funktionen hinausfiihrt. ,

Das ist aber nicht der Fall. Genau auf jene Weise, wie im § 5 mit Z

verfahren wurde, ldsst sich auch die eingeschachtelte einfache Rekursion auf
primitive Rekursion und Substitution zuriickfiihren.
Betrachten wir z. B. den einfachen Spezialfall

¢ (0,a) = a(a)
pn+1,a)= B(n,e(n vy aoen o)) .
Auch hier konnen die Schritte einzeln untersucht werden, durch welche von
® (0, @) = a (@) ausgehend die Werte von ¢ (n, a) allméhlich aufgebaut werden ;
und man Rann eine Funktion v (1, a) definieren (diese darf jetzt nicht mit der
im vorigen Kapitel behandelten;.und auch zu Beginn dieses Kapitels erwihnten

Funktion g (m, n) verwechselt werden), deren Werte die im Aufbau von ¢ (n, @)
benutzten Bausteine sind. Der Anfang des Aufbaues lautet : :

(p(O,d)z a(a),
?(La)=40,¢0,70,a¢ O ) =p©0 a(y(aqaw)),
(}7(2, a) — ﬁ(l: @ (1) ¥ (1! a, ¢, a)))) o

=p1,B0,ay @O y,a B0, a(y(@©,aaa)), .
ya(y (1,4, B0, a (¥ (0, a a@))))))

Man sieht, dass diese Werte durch die Ineinanderschachtelung von a, g und y
zustande kommen ; dabei erfolgt im ersten Argument von # und y nie eine
Einschachtelung, sondern es stehen da beim Aufbau von ¢ (n, @) stets Zahlen
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kleiner als n ; ineinem jeden anderen Argument steht entweder a oder es erfolgt
dort eine Einschachtelung. Man hat also als Hilfsfunktion, welche die Bausteine
des Aufbaues von ¢ (1, @) annimmt, eine solche Funktion v (n, a) zu definieren,
die erstens den Wert a (z. B. an der Stelle 0) annimmt ; dann mit beliebigen
bereits angenommenen Werten auch jene Werte, die aus deren Einschachte-
lungen in «, in die zweite Leerstelle von § und in die zweite und dritte Leerstelle
von y entstehen. Die Funktion u (n, @) geniigt gewiss diesen Forderungen, wenn
sie durch

v(0,0)=a
und fiir n >0 G
a (P (€Xpy (), W), falls expy (1) =0
v (n,a) = { B (expy (1), ¥ (exp, (), ) , ¢« expy(n) =1

y (exp,(1), P €Xpy ), @), P (€XPy (), @) sonst

definiert wird. Das ist eine Wertverlaufsrekursion, die sich durch die im § 3
angewandte Methode auf primitive Rekursion und Substitution zuriickfiihren
lisst. Und da auch die Werte ¢ (1, ), 9 (2, a),9 (3,a) ,... unter den von
v (n, a) angenommenen Bausteinen vorkommen, kann man diese aus den Werten

von v (n, a) herausfischen. Genau so, wie in § 5 im Fall ¢ (n, )= Z , kann

auch hier eine primitiv-rekursive Funktion = (1) angegeben werden, fiir welche

: ' (nr a) i (M(n)l a)
gilt. So erweist sich ¢ (1, a) als primitiv-rekursiv. :

Ahnlich sieht man ein!, dass auch die verwickelteste eingeschachtelte
einfache Rekursion nicht von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen
hinausfiihrt. :

3. Will man denselben Gedankengang auf die zweifache, oder allgemeiner,
auf die nach mehreren Variablen laufende smehrfache« Rekursion anwenden,
so muss er notwendigerweise versagen ; wir wissen ja, dass die mehrfache einge-
schachtelte Rekursion von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinaus-
fiihrt. Spéter wird es sich tatsachlich ergeben, dass in der Definition einer Funk-
tion u, welche die »Bausteine« einer durch mehrfacher eingeschachtelter
Rekursion definierten Funktion annimmt, notwendigerweise auch eingeschach-
‘telte p-Werte auftreten, die sich nicht weiter aufiésen lassen. Es ist dennoch
keine verlorene Miihe denselben Gedankengang auch auf mehrfache Rekur-
sionen anzuwenden : es gelingt ndmlich in dieser Weise die am verwickeltesten
eingeschachtelten Definitionen auf die einfachsten zuriickzufithren, in welchen
bloss einmalige Einschachtelungen auftreten.

4. Eine weitere Vereinfachung der mehrfachen Rekursion kann dadurch
bewirkt werden, dass die »Anfangswerte« (die bei dem Wert 0 einer der Variablen
angenommenen Werte) beliebig gewdhlt werden konnen ; so kann ein jeder
Anfangswert als 0 oder 1 gewahit werden.'” Die Reduktion auf eine Rekursion
mit solchen »normierten« Anfangswerten kann z. B. bei der zweifachen Rekursion

v (O,n)=n-+1
v (m+1,0) =9 (m1)
w(m+1,n+1)=1y(mym-+1,m),

1) Ein ausfithrlicher Beweis ist in PETER [2] und [4] zu finden.
1y PETER '[5] § 1.
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die auch zu Beginn dieses Kapitels aufgeschrieben wurde, folgendermassen
durchfithrt werden :

Man hat bloss eine Funktion & (m, n) zu definieren, fiir welche
E(m+1,n+4 1) =y (m, n)

gilt. Da die Anfangswerte der Funktion & (m, n) durch diese Forderung nicht
gebunden werden, konnen sie beliebig, z. B. als 0 gewahit werden.

Zur Erleichterung der Definition von & (m, n) ist es zweckmassig, die Defi-
nition von y (m, n) auf folgende Form zu bringen :

1 vyO,n=n+1, .
2) v(m0)=p(m—1,1), falls m % 0
3) y(mn=9pm—1l,pmn—10), «m%0und n30.

Halt man diese Gleichungen vor Augen, so erhilt man die Definition von & (m, n)
folgendermassen :

€0,n) =0 und §(m+ 1,0) =0, das heisst: &(m, n)=0 fir m-n=0;
ferner : :
(1) E(,n+1)=n+1,
2) E(m+1,1) = &(m, 2), Talls imek O~
®)) Em+lLn+1)=&EmEm+1,m), « m+0, n$0.
Es gilt darin tatsichlich fiir alle m und n
$(mn=§&m+1, n+1).
Dies gilt namlich erstens bei beliebigem n fiir m = 0, denn nach den Definitions-
gleichungen (1) gilt
vO,n=n+1=¢&,n+41).
Gilt ferner bei beliebigem n fiir ein m # 0
p(m—1,nm)=&mn+1),

so kann man daraus unmittelbar auf y (m, 0) weiter schliessen: werden die
Definitionsgleichungen (2) benutzt, so ergibt sich aus der obigen Annahme, dass

v(mO)=9pm—11)=§Em2)=Em+1,1)

ist. Wird ferner noch angenommen, das fiir dasselbe m und fiir ein von 0 ver-
schiedenes n
'P(m:n—l)= E(m+ lrn)

gilt, so ergibt sich mit Verwendung der Definitionsgleichungen (3), dass
y(mn=p@m—1,9mn—0)==§E@m, Em+1,m) =
=ém+1,n+1)

ist. Zusammenfassend : gilt die Behauptung bei beliebigem n fiir irgendein m,
so gilt sie auch fiir m + 1 bei beliebigem n ; da sie aber fiir m = 0 bei beliebigem
n gilt, gilt sie fiir alle m bei beliebigem n.

5. Die Definition von ¢ (m, n) kann auch in der Form
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&(m,n)=0, falls m.n=0
n+1, falls m=0
E(m+1,n41)= {&(m,2), « m¥0Ound n=0
&@m,&un + 1, m) sonst
aufgeschrieben werden. Sei der Kkiirzeren Schreibweise halber
ny 1o falls i — 0
B (m,nab)=1{ a, s .mF0&n=0
b sonst ;
soist klar, dass B eine primitiv-rekursive Funktion ist, und die Definition von
& (m, n) kann damit auf folgende einfache Form gebracht werden :
E(m,n)=0, falls m-n=20
E(m+ l,n+ 1)=B(m,n, Em2,&(m, Em+ 1, m)) .
Aus dieser Funktion mit normierten Anfangswerten erhdlt man dann y (m, n)

durch die Substitution
: py(mn=Em+1,n+1).

6. Durch die Normierung der Anfangswerte nebst dem Verfahren, das im
Reduzieren der einfachen eingeschachtelten Rekursion angewandt wurde, ldsst
sich die allgemeine k-fache eingeschachtelte Rekursion auf die folgende »Normal-
forme zuriickfiihren: :

¢y, ...,n)=0, falls n,:ng...Mx=0

q:(nl,...,nk+l)=ﬂ(nl,...,nk,tpl,'...,tpk),
wobei fiiri =1, 2,...,k

pi=pn,+1,...,0i4+ l,m,y{”(nl,...,nk, @, + l,...', Ny— + 1, o), ...,

’ 7’}51—): (nlv coey Tk, QUL i lv atsie rnk—l"l" 1) nk)))

fat. | Hier  lassen sich: die’ Furktionen 8 und 9f’flr 4= 1,2,0.. k=13
j=1,2,...,k—i aus den in der urspriinglichen Definition angewandten
Funktionen durch primitive Rekursionen und Substitutionen aufbauen ; man
sagt, dass sie in den genannten bekannten Funktionen primitiv-rekursiv sind.

In diesem Schema kommen bloss einmalige Einschachtelungen vor.

Wird fiir k> 1 eine hichstens k-stellige Funktion durch eine Rekursion,
die nach weniger als k Variablen lduft, definiert, so kann sie auch durch k-fache
Rekursion in Normalform und Substitution definiert werden. Ergibt z. B. die

Iteration
¢(0)=0

’ @ (ny + 1) = B (puy)
~die Funktion ¢ (n,), so kann man mit
B(nyy ey liy @y, ar)=B(a),
W Aoy M Gy ooy i) =iy R 0, 2, K
den Spezialfall
@y ...,m)=0 falls ny-ny... ng=20

qn(n1+1,...,nk+1):ﬂ(¢(r11,n1,...,r11))
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der Normalform der k-fachen Rekursion aufschreiben; und daraus entsteht
@ (n;) durch die Einsetzung :

pny) =90y, Ny, ..., 0). : .
Das gilt ja fiir n, = 0, und man sicht aus den Definitionen leicht, dass sich
diese Eigenschaft von n, auf n, 4 1 vererbt. :

Die Funktionen, die aus 0 und n + 1 durch endlich viele Substitutionen
und mehrfache Rekursionen aufgebaut werden konnen, werden mehrfach-
rekursive Funktionen genannt ; wenn dabei hochstens k-fache Rekursionen ange-
wandt werden, heissen sie K-rekursiv. (Die primitiv-rekursiven Funktionen
konnen daher auch 1-rekursiv genannt werden.) Die Behauptung vorhin (zu ihrem
Beweis'® werde ich noch zuriickkommen) kann auch folgendermassen formuliert
werden : alle k-rekursiven Funktionen konnen aus primitiv-rekursiven Funktio-
nen durch Substitutionen und k-fachen Rekursionen in Normalform aufgebaut
werden. Man hat aber gar nicht alle primitiv-rekursive Funktionen zu Grunde
zu legen. Nach Nr. 16 des § 7 lassen sich ja alle primitiv-rekursive Funktionen
aus den Fufktionen n + 1, quadres(n) und a + n durch Substitutionen und
Iterationen einstelliger Funktionen (an der Stelle 0) aufbauen; die letzte
Definitionsart lasst sich aber fiir alle k auf k-fache Rekursion in Normalform
und Substitution zuriickfithren. So kann man sdmtliche k-rekursive Funktionen
aus den Ausgangsfunktionen ;

n+1, quadres(n), a-+n
durch endlich viele Substitutionen und k-fache Rekursionen in Normalform erhalten.

§ 11. DAS DIAGONALVERFAHREN UND DIE
MEHRFACHEN REKURSIONEN.

1. Auch ohne das Aufzeigen eines Beispiels, bereits aus Machtigkeits-
griinden kann man wissen, dass es nicht-primitiv-rekursive zahlentheoretische
Funktionen geben muss. Die Menge der primitiv-rekursiven Funktionen ist ja
abzéhlbar : man erhélt aus den endlich vielen Ausgangsfunktionen durch ein-
malige Anwendung der endlich vielen zugelassenen Definitionsweisen endlich
viele neue Funktionen ; werden die Definitionschemata noch einmal angewandt,
so entstehen wieder endlich viele Funktionen, und so fort ; und abzdhlbarmal
endlich ist abzédhlbar. Die Menge aller zahlentheoretischen Funktionen ist aber
bekanntlich von der Machtigkeit des Kontinuums. Es bilden bereits die zahlen-
theoretischen Funktionen der Form

[rn]

eine Menge von der Machtigkeit des Kontinuums, wenn 7 alle nicht-negativen
reellen Werte durchlduft. So gibt es bereits unter diesen einfach gebildeten
zahlentheoretischen Funktionen notwendigerweise nicht-primitiv-rekursive.

q q

§ 1 hat sich fiir die Basis e der natiirlichen Logarithmen auch [en] als primitiv-
rekursiv erwiesen. Ahnlich der dort angewandten Schlussweise kann man

1) PETER [5] § 2.

. -
Fiir ein rationales 7 = 4 ist [{Il nJ o [B*J primitiv-rekursiv; und in Nr. 26 des
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beweisen : jir ein irrationales T ist [tn] dann und nur dann primitiv-rekursiv,
Wenn in der Faktoriellenentwicklung

a G an
ki -t TR RPY
wo die Koeffizienten an nicht-negative Zahten'sind; “and fir gi=s 1, 2, 8, .. :
am<n—1
gilt (es ist bekannt, und auch in Nr. 5—6 des § 24 dieses Buches wird gezeigt
werden, dass alle nicht-negativen reellen Zahlen 7 in solcher Form geschrieben
werden konnen, und zwar fiir irrationales = eindeutig), an eine primitiv-rekursive

Funktion von n ist.
2. Im Beweis ist es entscheidend, dass es fiir ein irrationales = {iber alle

- Grenzen ein solches n gibt, dass @, entschieden Kkleiner als n—1 ist: es ist

namlich fiir beliebiges N
g a, an N+1—1 N+2—1
1 1 1 1

L et 151 o WA e,
Gkt TRy el e NE T

; a, an 1
=GR
das heisst

ay an 1
S e R STt T

und hier gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wennfiir n > N stetsan =n—1
gilt ; in diesem Fall ist aber v als Summe endlich vieler Briiche rational.
Ist 7 irrational, so gilt fiir alle N die Ungleichheit, und so ist

611 an
Fo={ 0+ Tyho kTP s N+ rn,
mit
1 '

S S )]
(fiirn > Nistja n > 0). Der Teil vor rn ist, auf gemeinsamen Nenner gebracht,

gleich
' : a, n! ann!
a,n! + n + .0+ o
(n—1)! :

1
und dazu muss wenigstensm addiert werden, um den ganzen Teil zu

dndern ; es ist daher

ey

wobei
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a, n! ann!
Sn=ayn!+4 11 + ...+ oy

notwendig ganz ist, und — da ss,, eben um
dizi(n L 1) L

Gt T

grosser als (n 4 1) - sp ist — durch :

So = Qg
Sny = (1 + 1) Sn + ny,

definiert werden kann. Daher ist samt an auch s,, und so auch [t n] primitiv-
rekursiv., '

Umgekehrt, wenn [z n] fiir irgendein irrationales + primitiv-rekursiv ist,
und die Faktoriellenentwicklung von =

dr Bt
S g T b Tlwa gt b
- h

ist, dann gilt nach den Vorherigen
1

e
n!
und so
val=nls, 4 nlr,,
wobei
- |
nlsy’ = ay nl 4 a, o +...+ann—!=5n
1! n!
offenbar ganz, und
Rlty < 1
also
nlrl=3s,

ist. Daraus, und aus der rekursiven Definition von s, ergibt sich

Unty = Snyqy— (N4 1) Sp = Spty = (N + 1) Sp =
=[n+Dlr]=@n+1) [nlz]
und
Gy=58,=[0lz]=[r-1].

Daher ist samt [zn] auch an primitiv-rekursiv.

Folglich ist [rn] fiir irrationales = tatséchlich dann und nur dann primitiv-
rekursiv, wenn die Koeffizienten an in der Faktoriellenentwicklung von = die
Werte einer primitiv-rekursiven Funktion sind.

3. Da natiirlich auch die Menge der einstelligen primitiv-rekursiven Funk-
tionen abzéhlbar ist, so liegt ¢s an der Hand, eine nicht-primitiv-rekursive ein-
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o et

stellige Funktion mittels des CANTORschen 'Diagdnalverfahrens zu kon-
struieren, Diese Methode kann hier folgendermassen angewandt werden'®, Sei
o (M), @1 (n), @a(),...
eine effektive Aufzahlung der einstelligen primitiv-rekursiven Funktionens
Die zum Index m gehorige Funktion, als Funktion von m und n sei
om (1) = @ (m, 1) .
Dann kann die zweistellige Funktion ¢ (m, n) nicht primitiv-rekursiv sein, denn /
samt der daraus durch Substitution entstehenden »Diagonalfunktion« ¢ (11, n)

~ (diese nimmt die Werte in der »Diagonale« der Tabelle

Po (0), @0 (1), @0 (2), -
P1 (O); Q’l (l)s Py (2)y ..
P2 (O)’ Pa (1)! ¢2 (2)7 b

an) wire auch ¢ (n, n) + 1 primitiv-rekursiv, und miisste so, als Funktion einer

Variablen, mit irgendeinem Index m in unserer Folge vorkommen, Wire aber
@ (n,n) + 1 = gm(n) = @ (m, n)_r

$0 wiirde sich daraus fiir n =m

(p(m,m) ey =¢(m1 m)’
also eine offenbare Unmoglichkeit ergeben.

Derselbe Gedankengang ldsst sich freilich auch dann anwenden, wenn in.
der betreffenden Folge die einstelligen primitiv-rekursiven Funktionen auch
mehrfach auftreten ; die Hauptsache ist, dass sie samtlich in der Folge vor-
kommen sollen. :

4. Zur effektiven Abzahlung der einstelligen primitiv-rekursiven Funk-
tionen werde ich jene Form des zum Schluss des § 7 formulierten Satzes benutzen,
dass sich diese Funktionen sdmtlich von den Funktionen

n-+41 und quadres (n)
ausgehend, durch endlich viele Anwendungen der Definitionschemata
¢(0)=0
(1) e = am)+ @), (2 e@=7H@am), @) ¢@+1)=_pHpmw)
aufbauen lassen (auf bereits gewonnene Funktionen a (n) und B (n)).
Unsere Folge wird also mit

go (M) =n+1, @, ()= quadres (n)

beginnen ; und fiir m > 1 gebe ich durch Rekursion in Bezug auf den Index
m an, was @,(n) sein soll. Man hat drei Fille zu unterscheiden, je nachdem
®@m(n) durch das Schema (1), (2) oder (3) aus fritheren Gliedern der Folge ent-
steht. Diese drei Fille konnen z. B. darnach getrennt werden, ob m genau durch
die O-te, 1-te, oder eine grossere Potenz von 2 teilbar ist, (das heisst, ob der
Wert von exp, (m) eben 0, 1 oder grisser als 1 ist). Die friiheren Funktionen,
aus welchen @p,(n) aufgebaut wird, konnen z. B. die Indizes exp,(m) und
exp, (m) erhalten (diese sind ja fiir m > 0 kleiner als m). Sei also

1) PETER [3] § 2. Siehe noch ROBINSON [2] Nr. 3.
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(n41, falls m=0
quadres(n), falls m =1
Pexp,(m) (1) + Pexp,m)(n), falls m > 1 und exp, (m) =0

Pexpa(m)(@exps(m) (1)), falls m > 1 und exp, (m) = 1
0, falls m> 1, expo(m)>1 und n=20

Pexpa(my)(@m(n—1)), falls m > 1, exp, (m) > lund n 0.

5. Ich zeige nun, dass eine beliebige primitiv-rekursive Funktion fiir ein
geeignetes m (es tut nichts, dass auch fiir mehrere m) mit gm (1) identisch ist.

Dies gilt namlich erstens fiir die Ausgangsfunktionen, denn es ist
‘ n+1=g,(n)

quadres (n) = @, (n) .
Gilt ferner die Behauptung fiir die primitiv-rekursiven Funktionen a (n) und
B (n), und zwar ist
a(n) =gk (n) und B(n) = g, (n),
so gilt sie auch fiir die Funktionen, welche aus diesen durch eines der zuge-
lassenen Definitionschemata entstehen.

Man gelangt zur Funktion, welche durch das Schema (1) aus @ und £ auf-
gebaut wird, wenn man die Primfaktorenzerlegung von m so wahlt, dass
expy(m)=0, exp,(m) = k, expy(m) = [ sei, und zur Sicherung von m > 1
auch ein Primfaktor auf wenigstens 1-ten Potenz auftritt. Sei z. B.

M= i
Dann ist wegen m > 1 und exp, (m) = 0, nach der Definition

Pm() = @a0. k. 5t o(11) = Pexpym) (1) + Pexp,om) (M) =
=@c(n) + e (n)=a()+ B(n).
Ganz dhnlich sieht man ein, dass man z. B. fiir
Ll e
jene Funktion erhdlt, die aus @ und g durch das Schema (2) aufgebaut wird .

Hier wird bereits durch den Faktor 2! gesichert, dass m > 1 ist ; und aus m > 1
und expy(m) = 1 folgt nach der Definition

Pm(n) = @1, 5k, 5t (M) = Pexpym) (Pexp,m) (M) = @1 (Px(n)) =
= f(am).
Endlich fithrt die Wabhl

om(n) =

und

m = 22 - 5t

zur Funktion, die durch das Schema (3) aus g aufgebaut wird. In diesem Fall
ist namlich wegen m > 1 und exp, (m) = 2 > 1 nach der Definition

G, falls n=0
‘Pm(n) = @Po3, 3! (n) a6 Pexp, (m) (?’m ] e l)) == (‘Pm S 1)) i
= B(pm n—D),  falls n 0.
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So ist
¢m (0) =0
em(n 4+ 1) = B (pm (M) ;
das ist aber tatsichlich die Anwendung vom Schema (3) auf p.

~ So gibt es in der Tat zu einer jeden einstelligen primitiv-rekursiven Funk-
tion @ (n) ein solches m, dass

¢ (1) = em (1)
besteht ; es kann also nach den vorausgeschickten Betrachtungen die zweistellige
Funktion @ (m, n) = gm (n) und die daraus durch Substitution entstehende
»Diagonalfunktion« ¢ (1, n) nicht primitiv-rekursiv sein.

6. Betrachten wir ndher die Definition von

, gm (1) = @ (m, 1) .
Darin wird ein Wert aus solchen — in einzelnen Fillen eingeschachtelten —
9-Werten aufgebaut, in welchen entweder das erste Argument Kleiner als m
(nicht notwendig eben die unmittelbar davor kommende Zahl) und das zweite
Argument nicht kleiner als 1, oder das erste Argument gleich m, aber das zweite
Argument kleiner als n ist. Das ist also eine eingeschachtelte zweifache Rekursion
(zugleich auch eine Wertverlaufsrekursion, sie kann aber durch die Methode des
§ 3, welche in Nr. 1 und 2 des § 6 auch auf eine zweifache Rekursion angewandt
Wurde, ‘auf eine gewdhnliche zweifache Rekursion zuriickgefiihrt werden).
Somit haben wir also ein neues Beispiel dafiir, dass die zweifache Rekursion von
der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinausfiihrt. j

7.Nach Nr. 16 des§ 7 kann ganz dhnlich auch eine r + 2-stellige Funktion
@ (m, n, a,..., ar) definiert werden, die fiir geeignete Werte von m mit einer
beliebigen r + 1 -stelligen primitiv-rekursiven Funktion identisch wird. Zum
Beispiel kann eine dreistellige Funktion ¢ (m, n, @), welche samtliche zweistellige
primitiv-rekursive Funktionen umfasst, etwas abweichend von der vorigen
Definition von ¢ (m, n) mit Riicksicht daraut definiert werden, dass im Aufbau
der zweistelligen Funktionen ausser den Ausgangsfunktionen O und n + 1 auch
@ + n zu Grunde gelegt wird (siehe Nr. 16 des § 7); eben darum hat man in
diesem Fall ¢ (n) = a (n) + B (n) nicht unter die Definitionschemata aufzu-
nehmen ; dafiir ist aber hier auch das Substitutionschema :

@ (n, a) = B (a,(n, @), a,m, @)
tiir zweistellige Funktionen anzuwenden.

8. Das Diagonalverfahren kann bei beliebigem k auch auf die k-rekursiven
Funktionen angewandt werden. Man kann ja auf Grund von Nr. 6 des vorigen
Kapitels, dhnlich wie am Anfang dieses Kapitels fiir die primitiv-rekursiven
Funktionen durchgedacht wurde, leicht einsehen, dass die Menge der k-rekursiven
Funktionen bei beliebigem k abzahlbar ist. Werden die k-stelligen k-rekursiven
Funktionen in eine Folge

@y el ey (v i)y
geordnet, so kann die k - I-stellige Funktion

@ Ny iy Br)i 5= Bm (N iovs ville)

Nicht k-rekursiv sein. Denn dann wire auch die aus ihr durch Substitution ent-
Stehende Funktion ¢ (1, ny, ny, ... ,nk) von k Variablen k-rekursiv, und auch
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die Funktion, die durch Addieren von 1 aus dieser entsteht; so miisste auch
diese letztere Funktion in der obigen Folge vorkommen. So giibe es ein m, fiir
welches bei allen Werten von ny, . .., nx die Gleichheit

(M, N1y, Bay oo TR) + L =@ ming g, o000, ix)
bestehen wiirde. Daraus wiirde aber fiir ny=n,=...=m=m
e(mm,... my+1=9(@mm,...,m),

also eine Unmdglichkeit folgen.

Die effektive Abzdhlung der k-stelligen k-rekursiven Funktionen nach
Muster der oben Durchgefiihrten, bedeutet keine prinzipiellen Schwierigkeiten;2°
und. die Definition der abzdhlenden Funktion erweist sich eine k 4 1-fache
Rekursion. Es gilt also nicht nur fiir kK = 1, sondern fiir ¢in jedes k der Satz:
die k + 1-fache eingeschachtelte Rekursion fiihrt von der Klasse der k-rekursiven
Funktionen hinaus (wir wissen dagegen, dass die uneingeschachtelte nicht einmal
von der Klasse der l-rekursiven Funktionen hinausfiihrt).

§ 12. TRANSFINITE REKURSIONEN,

1. Wir sind zum Begriff der k-rekursiven Funktion gekommen, als wir
ein Beispiel fiir eine nicht primitiv-rekursive Funktion gesucht haben. Aber
besser nachgedacht, wire es jedenfalls eine sehr willkiirliche Abgrenzung gewesen,
wenn wir uns auf die einfachen Rekursionen beschrdnkt hétten. Die rekursive
Definition einer Funktion bedeutet ja, dass die Funktionswerte aus an vorange-
henden Stellen angenommenen Werten aufgebaut werden. Handelt es sich
z. B. um die Definition einer zweistelligen Funktion ¢ (m, n), so sind die Stellen,
die in Frage kommen : '

©, 0), ©, 1), ((19) P ©, nj, O,n+1)...
{10 (L b, aodiwiny (1, n), (i1, 5 0
| (m())(m]) U)o ) (m, n 41y, ..

m+1,0,(m+1,1),(m+1,2),...,(m+1,n),. (m-+1,n+1),...

-------------------------------------------------------

Es ist sehr willkiirlich, nur jene Stellen als Vorgdnger von (m + 1,n 4+ 1) zu
betrachten, die in friiheren Reihen vorkommen (das heisst wo das erste Argu-
ment kleiner als m - 1 ist), wie dies bei der einfachen Rekursion nach m der Fall
war. Es ist viel natiirlicher auch die vorangehenden Stellen (m -+ 1,0),
(m+1,1),..., (m+ 1, n) derselben Reihe als Vorganger von (m -+ 1,n -+ 1)
zu betrachten. So kommt man aber zu einer solchen Rekursion, in welcher der
Wert @ (m + 1, n + 1) aus endlich vielen solchen @-Werten aufgebaut wird,
in welchen entweder das erste Argument kleiner als m -+ 1 ist (diese stehen in
vorangehenden Reihen), oder das erste Argument m -1, dafiir aber das zweite
Kleiner als n 4 1 ist (diese stehen in derselben Reihe vor n + 1, n + D).
Das ist aber eine zweifache Rekursion (sogar eine zweifache Wertverlaufs-

») PETER [5] § 4.
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rekursion, da in ihr nicht nur die unmittelbar vor (m 41, n+1) stehende Reihe,
und in derselben Reihe nicht nur der unmittelbare Vorganger (m -+ 1, 1) dieser
Stelle eine Rolle spielt). ; ;

Bei Zugrundelegung einer solchen Anordnung der Stellen ist eine Folge
-von Stellen, in der jedes Glied den Gliedern mit Kleineren Indizes vorangeht, not-
wendig endlich ; denn in derselben Reihe wie ein beliebiges Glied der Folge
stehen nur endlich viele Stellen davor ; und geht man von dieser Reihe auf eine
beliebig entfernte Stelle der vorherigen Reihe iiber, so stehen auch vor dieser
nur endlich viele Stellen in ihrer eigenen Reihe ; usw. Auf Grund dieser Tatsache
kann man leicht einsehen, dass die zweifach-rekursive Definition von ¢ (m, n),
die auf einer solchen Anordnung der Stellen beruht, die Zuriickfiihrung der
Berechnung “des Funktionswertes an einer beliebigen Stelle auf den Wert
# (0, 0) in endlich vielen Schritten ermoglicht. Da in der Definition der Anfangs-
wert @ (0, 0) angegeben wird, so ist damit der Wert von ¢ (m, n) an einer jeden
Stelle bestimmbar.

2. Wird allgemein eine Funktion der Variablen n,, ..., Nk @, ..., 0ar
durch eine k-fache Rekursion nach ny, ..., n definiert, so wird die Stelle
(my, ..., Mk by, ..., 0 als Vorgénger einer Stelle: (fy, - sl Ggy o v 5 U7
betrachtet, falls von links das erste vom entsprechenden ni verschiedene mi
Kleiner als dieses ni ist ; das heisst, wenn es ein i mit

1 <i=k
und
my= Ny, ..., M= Ni—y, My<<My
gibt.

Bekanntlich hat eine solche Anordnung der Stellen den Ordnungstypus
w* ; daher bietet sich zum Beweis eines Satzes iiber eine durch k-fache Rekursion
definierte Funktion die transfinite Induktion vom Typus ¥, Der Satz der trans-
finiten Induktion ldsst sich z. B. fiir 2 so formulieren, dass falls eine Behauptung
fiir die Stelle (0, 0) gilt, und daraus, dass sie fiir alle Vorgéanger der Stelle (m, n)
in der oben genannten Anordnung gilt, auch auf die Stelle (m, n) folgt : sie fiir
alle Stellen (m, n) gilt. Dieser Satz ldsst sich aber bekanntlich® auch mittels
gewohnlicher volistandiger Induktion beweisen ; so wie auch die (Anwendung
der transfiniten Rekursion fordernde) Beweise in Nr. 3 des § 9 und in Nr. 4
des § 10 auf gewdhnliche vollstdndige Induktionen aufgeldst wurden.

3. Nicht nur die Zahlenpaare, sondern auch die Zahlen selber lassen sich
nach dem Typus @? (und auch nach anderen Ordnungstypen der zweiten Zahl-
klasse) anordnen. Das kann z. B. so geschehen, dass erst die ungeraden Zahlen
der Grosse nach aufgezdhlt werden ; dann die durch 2 teilbaren, aber durch 22
nicht teilbaren Zahlen; dann die durch 22 teilbaren, aber durch 23 nicht teil-
baren Zahlen, usw. : :

LE Bt e b 10, 34,5 00y O R S
Damit auch die 0 vorkommt, ziehen wir von allen Zahlen 1 ab:

0,2,4,6,: .., h8:8:13, 7.y 8L A%A, o

Dass a in dieser Anordnung vor & kommt, kann durch

a<b
(02
bezeichnet werden.

m) Siche z. B. HILBERT-BERNAYS [1], Band IL § 5. Nr. 5c,
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Es ist klar, dass in dieser Anordnung eine jede Zahl vorkommt, das heisst
eine jede Zahl in der Form 2m (2n 4+ 1) — 1 geschrieben werden kann.
Die Beziehung

a<b
w?
ist gleichbedeutend damit, dass

a=2m(2n, +1)—1, b=2m(2ny + 1) —1,
und entweder
ml < mz ’
oder
my=m, und n, <n,
gilt.
4. In dieser Anordnung erhielt die Darstellung der Zahlen in der Form
r=2m2n4 1)—1
eine Rolle. Es ist klar, dass dabei die Differenz durch die arithmetische Differenz
ersetzt werden kann, und dass :
o(m, n)=2"2n +1) =1

eine primitiv-rekursive Funktion ist. m und n sind ebenfalls primitiv-rekursive
Funktionen von r:

m = exp, (r + 1)
und

r 41

om _1
n=— 7 HH—— .
: S

wird also

e L 1
= eXpe(r+1)
0 (1) = exp, (r + 1) und ¢, (r) = ?_ﬂle___

gesetzt, so ist
m=gy(r) und. n=p,(r) .

Nach der Bedeutung dieser Funktionen ist

(1) U(Qo(r): Ql(r)) =l
und :
) & (om,m)=m, ei(om, m)=n .

Da exp, (1) = 0 ist, so ist nach der Definition von g, und g,
2©)=0 und ¢,(0)=0;
und daraus folgt nach (1) wegen
0 (0, 0) = 0 (0o D), 0, D) :
3) o0, 0) =0 ;
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~ Die primitiv-rekursiven Funktionen o (m, n), @ () und g, (r) konnen die
scharakterisierenden« Funktionen der Anordnung w? genannt werden. Nach
ihrer Bedeutung gilt ndmlich ‘

a<b
mi

dann und nur dann, wenn entweder
20 (@) < oo (b)

00 (@) = o () und ,(d) <e1()

oder

besteht.

5. Es ist naheliegend, auch dann von einer rekursiven Definition einer
Funktion ¢ (1) zu sprechen, wenn im Aufbau der Werte von @ nicht die klei-
neren Zahlen als Vorgénger einer Stelle n betrachtet werden, sondern jene Zahlen,
die in einer Anordnung nach einem transfiniten Ordnungstypus, z. B. in der
eben betrachteten Anordnung vom Typus w? vor n stehen. Eine solche strans-
finite« Rekursion?? ist z. B

0 =1

pr+1)=prec+D),
wobei B (r, @) primitiv-rekursiv ist, und

e {a (@0, 0, = 1), falls exp, (@) =0 und o,(r) £ 0
d o (00 = 1, (@1()?) sonst, d. h. falls expq (@o™) % 0 oder gy(r) =0;
a

ple by < vt
0)2

gilt. Das gilt namlich fiir exp (@ + D) =0 und ¢, (r + 1)$0, da in
diesem Fall
y(r+1)=0@+ 1er+b-= 1)
und so nach (2)
0 (Pr & 1) = 0o (r 1) und @, (¥ + D) =2 + 1) =1 <e,(r+1)
ist. Und wenn exp, (2o + D) % 0 oder g, (r + 1) = 0 ist, so ist
y(r+1)=0(@r+ h=1(r+ )?)
Hier ist g (r + 1) £ 0, denn das gilt natiirlich fiir expo (@ + D) 0; und
wenn bei g, (r 4+ 1) = 0 auch gy (r + 1) = 0 wire, so wiirde sich daraus nach
(1) und (3)
r41=0(@c+ bet+0)=000=0
ergeben, obwohl r - 1 nicht 0 sein kann. Ist aber g (r + 1) £0, so kommt
man durch Verwendung von (2) zu

0 (Yr 4+ 1) =g (r + D=1<g(r+1),
und so ist auch in diesem Fall tatsachlich

pyr+1)<r+1L
w?

22) Dieser Begriff wurde in ACKERMANN [2]§ 6 eingeftihrt (mit anderer Benennung)
In diesem Kapitel wird PETER [9] verfolgt.
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6. Es kommt vor, dass in der Definition von. @ (r) ein Funktionswert
mittels eines an grosserer Stelle angenommenen  Funktionswertes angegeben
wird. So ist z. B.

@ (27) = B (26,9 (y2T)) .

Da nach der Definition der charaktens:erenden Funktionen und nach der in
Nr. 5. angegebenen Definition von Y

0o (27) = exp, (27 + 1) = exp, (28) = exp, (22 - 7) = 2 und expo (2)== 140
und daher

¥ (21) = 0 (22D = 1, (,27Y)Y) , e
; 28

——— : g

0 (27) = =3
2

und hier wegen

(021 = 1, (0,21)?) = o (1, 9N =2-2-94+1)—1=237
ist, so ergibt die Definition den Wert von @ (27) mittels ¢ (37) : |
? (27) = B (26, 9 37)). |

Dennoch kann der Wert @ (27) in endlich vielen Schritten berechnet
werden. . Es ist namlich :

? (37) = B (36, (¥ 3Ty) .

Hier ist
- €0 (37) = expy (38) = exp, (2 - 19) = 1 und expo (1) =0,
ferner
o
2
@)= =5— =9340,
also

Y BN =0(@GD,e,8D = 1)=a(1,8) =21 - (28 4 1) —1 =33,
® (37) = B (36, p33)).

Genau so berechnet man, dass
? (33) = B (32, 929),
? (29) = B (28, (25)), .
?(25) = B (24, p21)),
? (21) = B (20, 9Dy,
? (17) = B (16, 913)),
?(13) = B (12,99),
?(9) = BB, pb)

?(5) = B4, )
gelangt. Bedenkt man jetzt noch, dass

und so

ist, bis man zu
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p(1) =80, pdy),

; G 1) ="¢expi(2)y =1 und exp, (0) = 0,
ferner ‘

ist, und so nach (3)
y(1) =0 (2= 1,(;(0))=0(0,0=0,
80 kann man endlich auf den Wert

¢(1)=B0,e0)=F(QO1)

die Berechnung von ¢ (27) zuriickfiihren.
(Ist hier speziell
: B(r,a)=r+a,

S0 ergibt die obige Berechnung :

¢ (37) = 36 + ¢ (33) =
36 + 32 4+ ¢ (29) = :
= 36 + 32 + 28 + ¢ (25) =

I

.........................

=36+324+284+...+4+0+0()=
= 180 4+ ¢ (1),

p(1)=0+1=1 und ¢27) =26+ 9(37);
also ist in diesem Fall _
@ (27) = 26 + 180 4 1 = 207 )

Und geht man von einer beliebigen solchen Stelle aus, deren Nachfolger
durch eine Potenz von 2 mit geradem Exponenten teilbar ist, so wird der Nach-
folger der in der Berechnung zuerst benutzten Stelle durch eine Potenz mit
einem um 1 kleineren, also ungeraden Exponenten von 2 teilbar sein; und von
hier an bleibt in den Primfaktorenzerlegungen der Nachfolger der benutzten
Stellen die Potenz von 2 unveridndert, und der damit multiplizierte ungerade
Teil vermindert sich bei jedem Schritt um 2, bis er gleich 1 wird. So kommt
Mman zu einer Stelle, deren Nachfolger eine Potenz von 2 ist ; die Nachfolger der
von hier an benutzten Stellen sind Potenzen von 2 mit bei jedem Schritt um
1 kleineren Exponenten. So kommt man endlich zu ¢ (1) ; und dariiber wissen
wir schon Bescheid :

e()=80,1) .

Ahnlich lassen sich auch die Werte anderer transfiniten Rekursionen in
endlich vielen Schritten berechnen; es konnen ja in einer Wohlordnung der Zahlen
:/vOn einer gegebenen Zahl ausgehend nur endlich viele Schritte riickwarts getan

erden,

ferner
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7. Die rekursive Definition vom Typus w?® der Funktion ¢ (n) ldsst sich
mit Hilfe der charakterisierenden Funktionen auf eine gewdhnliche zweifache
Rekursion zuriickfithren. Ich schreibe nochmals die spezielle Definition

90)=1
¢+ 1)=B(mewyan+1)
¥ (m, n) = ¢ (oan, m),
also nach der Eigenschaft (1) der charakterisierenden Funktionen
P (1) =@ (0 (2o, 0:M)) =¥ (@M, 041) .

So wird ¢ (r) durch Substitution aus ¥ und aus primitiv-rekursiven Funktionen
aufgebaut. y (m, n) lasst sich aber ebenfalls aus primitiv-rekursiven Funktionen
durch eine zweifache Rekursion aufbauen.

auf. Sei

Es ist namlich vor allem nach (3)
v0,00)=¢(c0,0)=¢0)=1.
Da aber allgemein
o(@, b) =220 + 1)—1
nur dann gleich O ist, wenn a und b beide gleich 0 sind, und so speziell
(0, n + 1) £0 ist, so gilt
vO,n+1)=9¢(0n+ l))—ﬁ(a<0 n+b=1Le((cO,n+ D)) .
Hier ist, da nach (2)
(7O, n+ 1) = 0 (und freilich exp, (0) = 0) und ¢, (60, n + 1) = n 4 140
besteht, nach der Definition von y
(@O, n+ D)=00, n+ 1= 1)=00,n),
also
pO,n+1)=p@O0,n+D-=1,¢9(c®,m) =
=f@O0,n+bL-=1,9% O,m).

Ahnlich sieht man ein, dass o(m 4 1,0) % 0 und so

y(m+ 1,00 =@+ 1,00)=B(cin+ 1,0 =1 cp(y(a(m-{— 1,0)))
ist ; hier erhdlt man, da nach (2)
0, (cm+1,0) =0
gilt, mit Verwendung des sich ebenfalls aus (2) ergebenden Wertes
: (ocm+1,0)=m+1,

dass

yom+1,0) =o(m + 1) = 1,02 = o(m, 0),
und so ;

py(m-+1,0) =B (cun 4+ 1,0 = 1, ¢ (c(m, 0)) =
i = B(em-+ 1,0 = 1,9 i, ®)
ist.
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Endlich gilt
pols ot om+1,n+ 1) %0,
und damit - :
vm+1,n4+D)=@m+1,n4+)=(cim+Ln+b=1,
i (¥ (om+ 1,1+ D));
hier ist nach (2)
glm+1lL,n+DD)y=m+1 und g;(cin+1l,n+b)=n+1,
also nach der Definition von yp, fiir expo(m + 1) £0
y(em+1L,n+D)y=o(m+ D=1, @+ D2 = olm, a1 + D?)
und so
ym+1lL,n+1)=p@m+1,n+h=1¢(@m an+ h*))=
=Bf(m+1L,n+ = Ly(m a4+ DH?);
und fiir exp, (m + 1) =0

; yem+lL,n+h)=om+1, 4 b= 1)=om+1,n)
und so
vm+1L,n+)=p@m+1L,n+b=1gom+1,m)="
=fm+lLnt b= Lyan + 1, m) . :
8. Werden die Ergebnisse
v(0,0) =1

pyO,n+1)=p@00,n+ =190 m)
der vorigen Nummer zusammengefasst, so sieht man, dass diese eigentlich eine
primitive Rekursion liefern, welche die Funktion v (0, 1) als eine selbstandige
einstellige Funktion definiert. Ein solches Schema ,
a; (0) =1
a,(n+1)=B@O,n+b-=1,am)
bestimmt eindeutig die Funktion a, (1) ; und so muss diese mit v (0, n) iden-
tisch sein. Es ist ja

und

1p(0,0)= 1= al(O)v
und wenn bereits fiir ein n
v (0, n) = a, (1)
- gilt, so vererbt sich das wegen
pOn+1)=p@0,n+bh=+1,90 m)= BeO,n+bh=1a,m)=
=a (41
auch auf n + 1. Es gilt also

¥ (0, n) = a; (n)

tatsiachlich fiir alle n.
Genau so ergibt sich auch

v (m, 0) = a, (m)
aus den Ergebnissen der vorigen Nummer, wobei die Funktion a,(m) durch die
primitive Rekursion

a,(0) =1
ag(m+ 1) = p(omm + 1,0 = 1, agm)
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definiert wird. Wird noch der einfacheren Schreibweise halber die primitiv-

rekursive Funktion .
B(oan+ 1,n+ b= 1,a), falls exp,(m 4 1) 40
ﬂl(mr n, a, b) e 3
- Blom+1,n+ Dh=1,0), « expy(m+1)=0
eingefiihrt, so kann die in der vorigen Nummer auf viele Félle getrennte Defi-
nition von y (m, n) zu
Y (Or TZ) = &5 (ﬂ)
p(m+1,0) = a,(m 4 1)
y(m+4 1, n+ 1)=8,(m, n9im o1 + H?),pm + 1, m)
zusammengefasst werden. Das ist aber augenscheinlich eine aus primitiv-
rekursiven Funktionen aufgebaute zweifache Rekursion.

Ganz dhnlich lassen sich auch alle andere transfinite Rekursionen vom
Typus w? auf gewdhnliche zweifache Rekursionen zuriickfiihren.

9. Auch der umgekehrte Weg ist gangbar : die Zuriickfiihrung der zwei-
fachen Rekursion auf eine einfache transfinite Rekursion vom Typus w2 Das soll
z. B. an der eingeschachtelten zweifachen Rekursion

v (mn) =1,  falls m-n=—20
v(m+ 1,n+ 1) = B (m, n,p(m, pun + 1, m))
durchgefiihrt werden.
Sei
; = aln 1y,
also
=0 (1), n=g,(r) .
Dann kann man eine Funktion ¢ (r) mit der Eigenschaft
@ (r) = @loun, m) =y (m, n) = p (g 1), ¢,(")
folgendermassen definieren :
1, falls g, (r).0,(r) =0
und sonst
@) =wp(@n, ;M) =3 Pem=1,0, =1,y (g, "1 (g (N, 0y N=1)))=
=B —1,0, =19 (0 (g " =1,
'@ (0 (2 1,04 (0 =1))))) .
Das enthdlt auch den Anfangswert
: e0)=1,
es ist ja
2(0).¢,(0)=0.0=0.
Es sei der Kiirze halber
p 1, falls oo (r + 1). 0y (r + 1) =0

Cef) o B+ =10, + 1h=1,a) sonst;

so ist B’ in B primitiv-rekursiv, und die Definition von ¢(r) kann in der Form
¢ (0) =1
pr+1)=F(re0r+D=1,90@r+ e+ b= 1))
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geschrieben werden. Da p’ (r, @) nur filr g (r+1)%0 und g, "+ 1) 0
wahrhaftig von der zweiten Variablen a abhangt, kann das leicht auf die Form
einer transfiniten Rekursion vom Typus o2 gebracht werden. Wird zum Beispiel

{ o (0 + b = 1,a),falls g + D +0, ¢, + b0
Y (0 = | 0, falls o (r + 1). 03 + 1) =0
und :
3 oo + D ey + = 1), falls g (r+1)#$0, e)(r +1) %0
(") = Yo, falls g (r +1). 0 (r +1)=0
gesetzt, so gestaltet sich die zweite Definitionsgleichung von ¢ — da der Wert
von B’ (r,a) fiir go(r + 1) -, (r + 1) von a unabhingig (namlich 1) ist —
folgendermassen : e
p(r+1)=F8 (9@ eln))) .
Darin werden aber zum Aufbau des Wertes @ (r + 1) solche Funktionswerte
verwendet, die fiir 0, oder im Fall g, (r + 1) 40, ¢, (r + 1) #F O fiir Argumente
der Form ¢
ry = o(@r+Db-=1,.) und ry = o(e + b, o +Dh=1)

angenommen werden. Nun gilt sicher

0<r+1

w?

und fiir g, (r + 1) £0, o, (r+ 1) F0

nach der Eigenschaft (2) der charakterisierenden Funktionen
)=+ D=1<e(+1),

ferner

e (rd) =0 +1) und e, (r) =0, (r + 1)~ 1 <91(TA+ B ;

also
ry<r1l und rg=r+ L
w? w?

So ist die Definition von ¢ (r) tatsichlich eine transfinite Rekursion vom
Typus 2, und man erhélt y (m, n) aus ¢ (r) durch Substitution einer primitiv-
rekursiven Funktion :

v (m, n) = @ (oun, m) .

10. Die Zahlen konnen natiirlich auch nach dem Ordnungstypus ?
geordnet werden. Werden die nacheinander folgenden gewdhnlichen Folgen der
in Nr. 3 dieses Kapitels untersuchten Anordnung vom Typus @?

O. 2 %8 s 15,018, iy 3y 1,019,210 0,
nach demselben Prinzip umgeordnet, so ergibt die Folge vom Typus @ der

“erhaltenen nach Typus w? geordneten Mengen eine Anordnung vom Typus w3,

In einer jeden gewdhnlichen Folge der hier angegebenen Anordnung vom
Typus w? folgen jene Zahlen der Grosse nach aufeinander, deren Nachfolger
durch eine bestimmte Potenz von 2 teilbar sind. Ist diese Potenz 2m so konnen
alle Zahlen der betreffenden Folge in der Form

r—2mQ@n+1)—1
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geschrieben werden. In der Umordnung der Folge nach demselben Prinzip wird
die Zahl n in der Form

n=2Q+1)—1

betrachtet ; und die Zahl a der Folge gilt als Vorgénger einer Zahl b derselben
Folge , falls bei ;

a=2m(2n,+ 1)—1, b=2m(2n, + 1)—1
und . ¢
n,=2% 2L +1)—1, ng=2% (2t, + 1) — 1
entweder : :
§, <58,
oder

gilt. In unserer neuen Anordnung vom Typus @3 kommt also a vor b, kurz aufge-
schrieben, es besteht
A b,
(Qa
wenn fiir ‘
a=2m(2(2% 2+ bH—1) + 1)—1 und b = 2m (2 (2% Qtag+ 1D —1) + 1) —I
.entweder
my <nmg,
oder
my = m, und S¢ < Sg
oder aber
m, = my, 81 =25, und Li<ly

besteht. .

Es ist klar, dass man dieses Verfahren dhnlich fortsetzen kann ; und so
erhdlt man Anordnungen der Zahlen vom Typus % ¥, ... . Und wenn in der
Anordnung

024, 0,0 e, 9 A, 3 NsiD 21 v

der Zahlen eine jede der aufeinander folgenden Folgen nach irgendeinem Typus
von der Form w* umgeordnet wird, so dass dabei auch beliebig grosse k vor-
kommen, so erhdlt man eine Anordnung der Zahlen vom Typus w®,

11. Nun kann man dhnlich zum Verfahren in Nr. 7—8—9 dieses Kapitels
fiir beliebige k > 1 zeigen, dass sich die k-fachen gewohnlichen Rekursionen
und die einfachen transfiniten Rekursionen vom Typus w* gegenseitig aufein-
ander zuriickfiihren lassen. Es lassen sich sogar die mehrfachen transfiniten
Rekursionen mit demselben Verfahren auf einfache transfinite Rekursionen
zuriickfiihren. Z. B. kann die Definition

y(mn=1 fallsm-n=0
V(m+ ]1n+ 1)=ﬂ(m,”,$"()’1(m+ 1))'P(m+ 1172(m+ l))» ’
wobei
Yaim+1)<m+1 und yo(n+ 1) <n+1
wz ws

ist, als eine zweifache transfinite Rekursion betrachtet werden: in der Variablen
m als eine Rekursion vom Typus w2, in der Variablen n als eine Rekursion vom
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Typus w3, Diese Definition ldsst sich dhnlich zum in Nr. 9 dieses Kapitels ange=
wandten Verfahren auf eine einfache Rekursion vom Typus @® zuriickfiihren.*?

12. Betrachten wir noch einmal die in Nr. 9 erhaltene transfinite Rekursion
p0) =1
p(r+1)=p (¢ e+ =100+ e+ D~ ),
auf welche eine eingeschachtelte zweifache Rekursion zuriickgefiihrt wurde.

Das Interessante an dieser Definition ist, dass in ihr ebenfalls einge-
Schachtelte Funktionswerte verwendet werden, obwohl sie eine einstellige Funk-
tion definiert. In der gewohnlichen Rekursion ist so etwas nicht vorgekommen.
Bei einer Wertverlaufsrekursion konnte es zwar vorkommen, dass ein Wert
@ (r + 1) zum Beispiel mit Hilfe von ¢ (y @, @) angegeben wird, wenn man
auf irgendeine Weise das Bestehen von

y(rem)=r
beweisen kann, z. B. falls

r, fiir gerades a
i [7] fiir ungerades a
ist ; aber die einfache Wertverlaufsrekursion ldsst sich auf eine primitive, also
uneingeschachtelte Rekursion auflosen. Fiir die transfinite Rekursion bedeutet
aber diese Eingeschachteltheit eine charakteristische Eigenschaft : allgemein
lisst sie sich nicht auflosen. Denn man beobachtet leicht, dass sich die Anzahl
der Einschachtelungen nicht dndert, wenn man durch die oben angegebene
Methode von einer gewohnlichen k-fachen Rekursion auf eine transfinite Rekur-
sion vom Typus o* iibergeht, und umgekehrt. Die Einschachtelungen der
gewohnlichen k-fachen Rekursionen lassen sich aber nach Nr. 1 des § 10 all-
gemein nicht ausschalten : die eingeschachtelte mehrfache Rekursion fiihrt
ja von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinaus, die uneinge-

schachtelte hingegen nicht.

~ 13. Nach dem Satz zum Schluss des § 10 lassen sich alle k-rekursiven
Funktionen von den Funktionen

.n+4+1, quadres (1) und a+n

ausgehend, durch endlich viele Substitutionen und k-fache Rekursionen von der
»Normalforme aufbauen. Nun kann auch die Normalform der k-fachen Rekursion
auf die einfach-rekursive Definition vom Typus ¥ einer einstelligen Funktion
zuriickgefiihrt werden ; genauer erhdlt man eine jede k-rekursive Funktion
durch Substitution primitiv-rekursiver Funktionen aus einer einstelligen Funktion,
die durch eine solche transfinite Rekursion definiert wird. Im angewandten
transfiniten Rekursionschema nehmen hochstens 3-stellige primitiv-rekursive
Funktionen teil. Will man sich auf die Definition von hdchstens dreistelligen
Funktionen beschrinken, so hat man auch mittels Substitutionen nur hichstens
3-stellige Funktionen zu definieren. Das ermoglicht die Aufzdhlung samtlicher
(hichstens) 3-stelliger, mehrfach-rekursiver Funktionen in einer einzigen Folge,
und die Anwendung des Diagonalverfahrens auf diese Folge. Die Durchfiihrung
dieses Programms verursacht keine prinzipielle Schwierigkeiten, ist aber etwas

13) PETER [9] § 3.

95



langwierig. Kurz gefasst geschieht das folgendermassen : man gibt vom Index
der aufzuzahlenden Funktionen :

@1 (14, Ny, N3), Py (11, Ny, Ny), . .

abhdngend an, ob die betreffende. Funktion durch Substitution aus Funktionen
mit kleineren Indizes entsteht, oder durch Anwendung des Rekursionschemas
vom Typus w*, und im letzteren Fall auch das, fiir welches k das Schema ange-
wandt wird ; dabei miissen freilich auch beliebig grosse k vorkommen (diese
Forderung macht es erwiinscht, dass man vom Normalschema der gewghnlichen
k-fachen Rekursion auf das Schema vom Typus w* iibergeht, das eine einstellige
Funktion definiert; die Verwendung des urspriinglichen Schemas wiirde zu
einer unendlich vielstelligen »Diagonalfunktion« fiihren.)

So erhélt man in Abhangigkeit von n,, n,, n, und vom Index m eine solche
»Diagonalfunktion« ¢ (m, ny, n,, ng), welche fiir gar kein k k-rekursiv ausfallen
kann ; denn mit ihr wiére auch

@ (ny, Ny, Ny, ng) + 1

k-rekursiv, miisste also als eine Funktion von 3 Variablen in unserer Folge z. B.
mit einem Index m, vorkommen ; das heisst es miisste fiir alle ny, n,, n, die
Gleichheit :

@ (ny, Ny, Ny, g) + 1 = @ (Mg, Ny, 1y, 1y)
bestehen. Daraus wiirde sich aber fiir n, = n, = ny = m,

@ (my, My, My, M) + 1 = @ (Mg, My, Mg, M) ,
also eine Unmoglichkeit ergeben.
In @ (m, ny, n,, ng) lassen sich die Variablen wiederum zusammenziehen :
@ (m, ny, ny, ng) kann durch Substitution primitiv-rekursiver Funktionen aus
-einer einstelligen Funktion ¢ (r) aufgebaut werden; wobei in der Definition
von ¢ (r) solche Stellen der Form
r=2m@n +1)—1
als Vorganger einer Stelle der Form
r=2m2n+1)—1

auftreten, fiir welche entweder
e
oder ,
n=m und n<n
wk

besteht ; und hier k beliebig grosse Werte annimmt,

Daher ist die Definition von ¢ (r) eine transfinite Rekursion vom Typus m®,
So kommt man zum Ergebnis, dass die transfinite Rekursion vom Typus ® von
der Klasse der gewohnlichen mehrfach-rekursiven Funktionen hinausfiihrt,**

#) Den ausfiihrlichen Beweis siehe in PETER [9] § 4.




§ 13. REKURSIONEN DER HOHEREN STUFEN.

1. Es bietet sich auch eine andere Maoglichkeit zur Zufﬁckfﬁhrung der
mehrfachen Rekursion auf eine Art einfache Rekursion.

Erinnern wir uns an unser erstes Beispiel fiir eine zweifache Rekursion :
auf die Funktion, die durch sukzessive Iterationen aufgebaut wurde. Geht man

dabei z. B. vom Produkt a - n aus, so kann diese Funktion durch
Yo(,a)=a-n
und fiir alle m
Ym+1 (Ov a) =
Ymiy (N + 1, 0) = Pm @m+y @1, @, Q)
definiert werden. So ldsst sich die Definition der 3-stelligen Funktion
v (m, n, @) = ym (1, a)
durch die folgende zweifache Rekursion angeben :
vyO,na=a-n
y(m+ 1,0 =a
y(m+1,n+4 1,0 =y (mypm+ L, a) §

Man kénnte aber auch daran denken, dass man allgemein die n-fache
Iterierte einer Funktion an der Stelle a als Funktion von n, @ und f (x) definiert ;
und dann diese allgemeine Iteration zur. Definition von y verwendet. -

Das bedeutet aber die Definition einer Funktion, die zwar als Werte nicht-
negative ganze Zahlen annimmt, aber unter anderen auch von einer solchen
Variablen abhangt, welche nicht Zahlen, sondern: Funktionen durchlduft. Solche
yFunktionsfunktionen« werde ich mit grossen lateinischen Buchstaben (und
Funktionsvariablen mit kleinen lateinischen Buchstaben) bezeichnen, und das
Zeichen einer von f (x) abhdngenden Funktion werde ich mit einem Index x
versehen, um daran zu erinnern, dass hier x eine gebundene Variable ist : die

definierte Funktion hingt nicht von x, sondern von f (x) als Funktion von x ab.
(Als eine solche Warnung ist auch das Zeichen dx in einem Integral

b
[7 () ax

aufzufassen : der Wert des Integrals hdngt nicht von x, sondern von f (x) als
Funktion von x, und von den Grenzen a und b ab.)
Es sei also die n-fache Iteration einer Funktion f (x) an der Stelle a

Bx (n, a, fx) .
Diese Funktionsfunktion kann durch
Bx (0, a, fony=u
Bx (n + 1, a, fx) = [ (Bx®, a, fx»)

definiert werden ; denn nach dieser Definition nimmt Bx (n, a, f) fiir
n=0, 1,2 3,... tatsichlich die Iterierten

a, f ), | (fa@), [ (f (@)), . ...

der Funktion f(x) als Werte an der Stelle a an.
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Die angegebene Definition von Bk (n, @, f(0) bestimmt eindeutig den
Wert von Bx, wenn fiir die Zahlenvariablen konkrete Zahlen, fiir die Funktions-
variable eine solche Funktion eingesetzt wird, deren Werte an jeder Stelle
berechnet werden konnen. Z. B. ist fiir a =2, n=2, f(x)=x2 nach der
Definition ;

Bx (2,2, x%) = (Bx 1, 2, x3)? = ((Bx (0, 2, x3)?)? = (22)2 = 16
Die zweite und dritte Definitionsgleichung von ¢ (m, n, a) ergibt nun fiir
ein gewisses m -+ 1 :
y(m+ 1,0, a) = q,
y(m+1,1,a)=y(mym+1,0,0,a)=y(m,a,a),
y(m+1,2,a)=pmym+1,1,o,a) =y (myaum,a,a, a),
Y (m+1,3,0) =y(m,pm+1, 2, 0, a) = p(m,y (m,pm, a, ), a), a) ,

und so nimmt g (m 4+ 1, n, @), wenn

f(x) =9 (m, x, a)
gesetzt wird, fir n=20,1,2,3,... die Werte

a f@, f(w), [((w),...

also die Werte von By (n, a, f¢0) an.
Daher kann g (m, n, @) auch durch
vyO,na=a-n

v (m 4 1, n,a) = Bx(n, a,pun, x, ®)

definiert werden. Diese Definition? ist eine einfache Rekursion nach m; und
die vorhin angegebene Definition von Bx eine einfache Rekursion nach n.

~ So ist es gelungen, die zweifach-rekursive Definition von g auf zwei ein-
fache Rekursionen aufzuldsen ; aber auf Kosten der Komplikation, dass eine
der Rekursionen keine zahlentheoretische Funktion, sondern eine Funktions-
funktion definiert. Durch die Vermittelung dieser neuartigen Rekursion sind
wir zur Definition der zahlentheoretischen Funktion y(im, n, a) gekommen.

2, In der Definition von By kommt iibrigens die einfachste Funktions-
funktion vor : diejenige, welche der Zahl n und der Funktion f (x) den Funk-
tionswert f(n) zuordnet. Wird

Vx (1, fo0) = f(n)
gesetzt, so lautet die Definition von Bx
Bx (0, a, f0) = a
Bx(n+ 1, a, foo) = Vy (Bx(n, a, fx), fo)

(es ist ratsam die gebundenen Variablen verschrinkter Funktionsfunktionen
durch verschiedene Buchstaben zu bezeichnen). Hier erfolgt eine Substitution fiir
eine Zahlenvariable von Vy. Bei unseren neuen Funktionen hat man immer

#) ACKERMANN [1].
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darauf zu achten, was fiir eine Variable eingesetzt werden kann : fiir die gebun-
dene Variable x kann nichts eingesetzt werden ; fiir die Funktionsvariable f(x)
eine zahlentheoretische Funktion von x (diese kann auch eine Funktionsfunktion
als Funktion einer ihrer Zahlenvariablen sein) ; fiir Zahlenvariable ebensogut
Zahlen als Funktionen oder Funktionsfunktionen (die Werte auch der letzteren
sind ja Zahlen).

Werde ich in den Folgenden f(n) schreiben, so ist das nur als eine kiirzere
Schreibweise statt Vi (n, fo0) aufzufassen.

Schauen wir nach, wie der Wert von % an einer gegebenen Stelle auf
Grund der neuen Definition berechnet werden kann. Es ist z. B.
Y2, 1,2)=Bx(1,2,9vd,x 2) = Vy(Bx (0,2, 9, x, 2)), (1, ¥, 2)) =
= Vy(2indsir ) —=wi(ly2 2);
v(1,2,2)=Bx«(2,2,90,x,2) = Vy (Bx (1,2, 90, x, 2), 0, ¥, 2)) =
= Vy(Be 1,2, 2%,2y) = 2 + Be (1,2, 2x);
B (1,2,2x) = Vy(Bx 0,2,20,2)) = V5 (2,2y) =2 - 2 =4;
also-
P2 L. =0 (L3 y=3+8:1,220=48,
3. Natiirlich konnen beim Definieren zahlentheoretischer Funktionen als
Hilfsmittel auch rekursive Definitionen von »Funktionsfunktionsfunktionens

verwendet werden, welche auch von solchen Variablen abhangen, die nicht
Zahlen, auch nicht Funktionen, sondern Funktionsfunktionen durchlaufen, usw.

- Die rekursive Definition einer Funktionsfunktion wird »Rekursion der zweiten

Stufe« genannt ; auch diese verlauft nach einer Zahlenvariablen (und enthilt
— bei fiktiven Funktionsvariablen — auch die »Rekursion der ersten Stufe«,
welche eine zahlentheoretische Funktion definiert, als Spezialfall). Genau so
kann man auch »Rekursionen der dritten, vierten und héheren Stufe« zulassen ;
diese definieren Funktionen, die auch von Funktionsfunktionen, bzw. auch
von Funktionsfunktionsfunktionen abhadngen, usw.

Die zahlentheoretischen Funktionen, die sich aus 0, # 4+ 1 und aus den
Grundfunktionsfunktionen

Vi (g, fXp) = f(1)),  Vigxg (1, Ny, f(Xy, X)) = {1y, Ny),
Vixixaxg (1, My, Ny, Xy, Xy, X)) = [ (g, Ny, 1), . .
durch zugelassene Substitutionen und durch Vermittlung von Rekursionen der
zweiten Stufe aufbauen lassen, konnen »rekursive Funktionen der zweiten Stufee
genannt werden. Ahnlich konnen nach Einfithrung geeigneter Grundfunk-
tionen auch »rekursive Funktionen der hoheren Stufen« definiert werden.

4. Nun kann man beweisen,? dass sich eine jede mehrfach-rekursive
Funktion der ersten Stufe auf der zweiten Stufe als eine 1-rekursive Funktion
definieren ldsst.

In Nr. 1 dieses Kapitels sahen wir schon ein Beispiel dafiir, dass sich eine

zweifache Rekursion auf zwei einfache auflosen ldsst. Ein solches Auflosen
gelingt immer.

#) PETER [6]. Eine ausfiihrliche Ausarbeitung des Gegenstandes wurde nicht publi-
giert ; die Aufzeichnungen dartiber sind wéhrend des Krieges verloren gegangen.
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Es lasst sich ndmlich nach Nr. 6 des § 10 eine jede zweifache Rekursioﬁ
der ersten Stufe auf die Normalform

QP(O,n):O, (p(m+lyo)=0
@ (m—+1,n+ 1) = g (m,n, g(m, y(m, n, pwm + 1, m)), ¢ (m + 1, n))
bringen ; und ich werde zeigen, dass sich diese Definition auf zwei einfache
Rekursnonen der zweiten Stufe auflésen Iasst.
Beobachten wir die fiir ein bestimmtes m + 1 angenommenen Werte der
Funktion ¢ :

p(m+1,0=0,
P 10 B ol o, GO P T O -t TN
= f(m, 0, ¢ (m, ym, 0,0),0),
om+1,2)=p@m,1,@(m,y(m 1,ean+ 1, D)), em+ 1, 1)) = ;
S ﬁ (m’ 1: 4 (mv V(mr ]s ﬁ(mr Ov <P(m’ yun, 0: 0))’ O))): ,B(m,O,tp(m, i (m»O) 0))» O))’

......................................................................

Wird an der rechten Seite eine Funktionsvariable f(x) fiir @ (m, x) eingesetzt,
so erhdlt man eine solche Funktion Bx(m,n,f), fiir ‘welche sich bei
n—Us 2

“Bx (m, O,f(x)) — 0
Bx(m, 1, f0) = B (m, 0, f (yun, 0,0), 0),

Bx (m, 2, f(X)) T ﬁ(m’ I f('}’(m, 11ﬂ(m 0, f(y(m 0, 0))90)))
, B(m,0, f(yam,0, 0),0)),

......................................................

ergibt ; und so kann Bx (m, n, f(x)) durch
Bx (m, 0, fo0) =0
Bx (m, n + 1, foo) = B (m, n, {(y (m, n, Bxm, n, fx»)), Bx (m, n, fx)))

definiert werden. Da ferner Bx(m, n, foo) fiir f(X) = ¢ (m,x) und fiir
n=20,1,2,... eben die Werte von ¢ (m + 1, n) annimmt, so kann man die
Funktion ¢ (m, n) durch

90, 1) =0
@ (m + 1, n) = Bx (m, n, pm, x)

definieren. Es. ist aber diese Definition ebenso als auch die Definition von
Bx (m, n, foo) eine einfache Rekursion der zweiten Stufe.

5. Der Gedankengang der vorigen Nummer kanfi folgendermassen zu
einem exakten Beweis umformt werden :

Sei ¢ (m, n) durch die zweifache Rekursion
@0, 1) =0, o(m+1,00=0
p(m+1,n+1)= B(m,n,@(m,y(m nem+ 1,m)), e (m+ 1,n)

definiert, und definieren wir eine Funktionsfunktion Bx(m, n, f00) und eine
Funktion  (m, n) durch die einfachen Rekursionen der zweiten Stufe :

Bx (m, 0, f0) =

Bx (m, n + 1, fx0) = B (m, n, f (¥ (m, n, Bxan, n, fx»)), Bx (m, n, f x))
und
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w(0,n)=0 :
w(m+ 1, n) = Bx (m, n, pun, XY,
Ich behaupte, dass fiir alle m und n
v (m, n =g (m, n)

besteht. Das kann durch transfinite Induktion bewiesen werden. Erstens gilt
die Behauptung an der Stelle (0, 0), da

v(0,00=0=¢(0,0)

ist ; und ich werde zeigen, dass sie sich von allen Vorgangern einer Stelle (m, 1)
auch auf die Stelle (m, n) vererbt, wobei jene Stellen als Vorganger gelten, in
welchen entweder das erste Argument kleiner als m + 1, oder das erste Argu-
ment m 4 1, aber das zweite kleiner als n 4 1 ist. Es geniigt dies fir m#$0
und n £ 0 zu zeigen, denn fiir m = 0 ist

'p(O,n)=0=¢p(0,n),
und fiir n = 0 ist

p(m+ 1,0) = Bx(m, 0,pm, ) =0=9¢ (m+ 1,05

Nehmen wir also an, dass die Behauptung bereits fiir alle Vorgénger der Stelle
(m + 1,n 4+ 1) gilt. Dann ist
w(m+ 1,n+1) = Bm,n+ 1,9pim,x) =

= B (m, n,y (m, y (m, n, Bx(m, n, pun, ))), Bx (m, n, pan, x)) =

= B (m, n,y (m,y(m,npum+1,m),pm+1, m) =

= p(mn, ¢ (m, y (m, n, ean + 15 fl))), em+ 1, m) =
=g@m+1,n+1). :

6. Eine drei- oder mehrfache Rekursion der ersten Stufe kann dhnlich
Schritt fiir Schritt auf nach immer wenigeren Variablen laufende Rekursionen
der zweiten Stufe zuriickgefithrt werden. Es ist z. B. nach Nr. 6 des § 10 die
Normalform der dreifachen Rekursion :

p(m,nry=0 falls m-n<r=90
pm+L,n4+1,r+1)=
= B (m, n, 1, (M, yy(m, n, 1, pan + 1, n+1, n), vy (m, n, r, gm~+1, n+1, n)),
@ (m—41,n, yg(m,n,r,em+ Ln+1L,n),em+1l,n+1,1).

Wird hier fiir ¢ (m, x, y) die Funktionsvariable f (x, y) und fiir e (m + 1, n, y)
die Funktionsvariable g (y) eingesetzt, so gelangt man zu einer Funktions-
funktion Bxy (m, n, r, fx, ¥, g), die durch .

Bxy (m, n, 0, fex,m, g) =0
Bxy (m, n, r + 1, X, y), gP) =
v ﬁ (my nr, t(yl (ﬂ'l, nr, Bxy (ﬂl, nr, f(x’ », g(}’))), Ya (ﬂl, nr, Bxy(ma nr,

16 1, 20, € (Ve (m, 1,1, Bxy(m, n, 1y fX, 9, gO0))); By (m, 1, 17, fX, ), g )
definiert werden kann,

Es ist klar, dass Bxy (m, n,r, fex, », go) fiirr = 0,1,2,.,. der Reihe
nach die Werte von ¢ (m 4 1, n + 1, r) annimmt, wenn fiir f(x, y) und g
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wieder ¢ (m, x, y) bzw. ¢ (m + 1, n, y) eingesetzt wird. Nach Muster der vorigen
Nummer sieht man davon leicht ein, dass sich ¢ (m, n, r) auch durch

emnry=0 falls m n-r==0

@ (m+1,n+1,1) = By (m,n, 7,9 (m, X, ), pan + 1, n, y))
definieren ldsst.

Die Definition von By ist eine einfache Rekursion der 2-ten Stufe nach I3
und die jetzt angegebene Definition von @ ist eine zweifache Rekursion. Die
letztere ldsst sich durch die Methode, die in den beiden vorigen Nummern ange-
wandt wurde, auf die einfachen Rekursionen der 2-ten Stufe

Bxy (m, 0,1, fx,») =0 :
B'xy(m,n+ 1,1, fx, ») = Bxy (m, n, 1, 1, », B'xy (m, n, y, fx, y))
v, nr =0
v(m+1,n,1)= Bxy(m, n,r,pm, x, »)
auflosen : man kann durch transfinite Induktion beweisen, dass fiir alle m,nr
y(m,n,r)=@(m,nr)

und

ilt. :
i Ahnlich sieht man ein, dass sich eine beliebige k-fache Rekursion der ersten
Stufe auf k einfache Rekursionen der zweiten Stufe zuriickfiihren lésst ; und so
gehoren tatsdchlich sdmtliche mehrfach-rekursive Funktionen der ersten Stufe
unter die 1-rekursiven Funktionen der zweiten Stufe.

7. Auch der umgekehrte Weg ist gangbar : die Darstellung von rekur-
siven Funktionen der 2-ten Stufe als mehrfach-rekursive Funktionen der
ersten Stufe.

Betrachten wir ein verhéltnismassig einfaches Beispiel. Sei
v (0, na) =a
v (m+ 1,n,a) = Bx(m, n, a,pam, n, x)),
wobei Bx durch die zweifache Rekursion der zweiten Stufe
Bx (m, n, a,.too) =alad), falls. mn="0

Bx(m+1,n + 1,a,f) = B(m, n,a,f(Bx(m, By (m+1,n,afy),afco))
definiert wird, wobei a und B primitiv-rekursiv sind.

Um an der rechten Seite der zweiten Definitionsgleichung von ¢ die Abhin-
gigkeit von Bx und von % von ihren Variablen, gesondert in Betracht nehmen
zu konnen, wird die Hilfsfunktion

; ¢ (m, n,r, a,b) = Bx (m, n, a, 9, b, x)
eingefiihrt.. : :
Von der Definition von ¢ und By ergibt sich fiir m - n =0
¢ (m,n,r1,a,b)=a(a) .
Wenn auch noch die Definition von v benutzt wird, erhdlt man
p(m+1,n41,0,a,0) =Bc(m+1,n+4 1,a,90,0, x) =
L= ﬂ (mr na,vy (0! br Bx (m; B.V (m+1: n, a, V’(O, br y))r a, 'P(Oa b' X)))) o
= p(m,n,av b ¢(mem+1,n0,ab,0,a, b)) =
. B (m, n, a,¢ (m,ean + 1,n,0, a, b, 0, a, b))
un
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v(m+1,n+l,r—|-l,a,b)_——Bx(m—i-1,n+l,a,v(r+1,b,x))=
o ﬂ(ms n, a,fp(f oty b; Bx (m) Byn + 1! n,ayar+ 1, b’ m, a,
91,0, 1)) =
r+1,b,9mem+ 1,n,r+1,ab,r+1,ab)=
(r,b, 9 (mypun+ 1,n,r+ 1,0, 0,7+ 1, q, b), p, b,0)) =
r, b, rye(m, eun + 1,7 + 1,a,0, 7+ 1, a,b),))

f

’ ’ ’

B(m,n,avy
B(m,n,a B
B(m,n, a0

i

(

Zusammenfassend :

s Mo

i {a(a) falls. m:n=0

m,nV,a, i § g

®( ) g (m=1, n=1, a, ¢ (m=1, ¢an, n-1, 0, a, b, 0, a, b)) sonst
9O, n,r+ 1,a,b) = a(a)

e(m+1,0,r+1,a,b) = a(a) .

® (m+1,n+1,r+1,a,0)=F(m,n, a9, b, r,@(m,pan+1,n,r+1,a,b),r+ 1,a,0),0)).
Das ist aber eine 3-fache Rekursion der ersten Stufe nach den Variablen r, m, n
(die Reihenfolge ist so richtig, da ein Funktionswert aus Werten an solchen
Stellen berechnet wird, wo entweder das dritte Argument kleiner, oder das

dritte Argument unverandert und das erste kleiner, oder aber das dritte und
das erste Argument unverdndert und das zweite kleiner ist).
Da ferner nach Definition :
@ (m, n, r, a, b) = Bx (m, n, a, ., b, X)
und :
v (m + 1, n, @) = Bx(m, n, a, yan, n, X)) = @ (m, n, m, a, n)
ist, lasst sich y auch durch

a; dalls im=10
"’(m’"’a)z{zp(m—'- 1,n,m-=1,a,n), falls mz%0
definieren. Wird diese Definition in der Form
v (m, n,a) = ;g(m)-a 4 sg(m)-o(m=—1l,n,m—~= 1,a,n)
geschrieben, so sieht man, dass ¢ (m, n, a) durch Substitution aus primitiv

rekursiven Funktionen und aus ¢ aufgebaut wird; so ist samt ¢ auchy (m, n, a)
eine 3-rekursive Funktion der ersten Stufe.

§ 14. DIE NORMALFORM DER MEHRFACHEN
REKURSIONEN.?

1. Jetzt kann ich zur in Nr. 3 und 6 des § 10 versprochenen Darstellung
der Normalform der mehrfachen Rekursionen zuriickkommen. Die Verwendung
von Funktionsfunktionen ermdglicht namlich, dass auch die am verwickeltesten
eingeschachtelten Ausdriicke, die in den mehrfachen Rekursionen auftreten, in
“einer einheitlichen Form aufgeschrieben werden konnen.

In Nr. 4—5 des § 10 haben wir gesehen, dass man die Anfangswerte der
mehrfachen Rekursionen zu 0 normieren kann ; und auch hier konnen die Para-
meter mit dem Verfahren, das in Nr. 8 des § 7 angewandt wurde, zu einem

vy PETER [5] § 2.
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einzigen zusammengezogen werden. So kann man sich z. B. in der Untersuchung
der zweifachen Rekursionen auf die Definition von Funktionen mit einem ein-
zigen Parameter, und auf erste Definitionsgleichungen der Form
o(m,n,a)=0, falls m-n=0

beschranken. v

In der zweiten Definitionsgleichung kénnen dabei die kompliziertesten
Einschachtelungen vorkommen. Betrachten wir einen verhdltnismassig ein-
fachen Fall: : :
¢ (m+1,n+1,d) = B, (m, n, a,9 (m, By (m, n, a, pam + 1, n, B, an, n, ay), a))..
Hier wird die rechte Seite aus den »Komponenten« g, (m, n, Y1 Va)y Ba(m, n,y4,¥5)
und B, (m, n, y,) zusammengesetzt. Werden fiir diese der Reihe nach die Funk-
tionsvariablen hy(y1,75), ha(V1,¥s), hy(y,), und fiir @(m, Xy, X,) und @ (m + 1, n, x,)

die Funktionsvariablen f (x,, x,) bzw. g (x,) eingesetzt, so kommt an die Stelle
von B, (m, n, a)
; hy (@) = Vy, (a, hs @),
an die Stelle von ¢ (m + 1, n, B, (m, n, a))
g (hs @) = Vi, (1 @, gxp) = Viy (Vyy (0, hyyy), gxyp)
an die Stelle von B, (m, n, a, ¢ (m + 1, n, Byam, n, )
hy (a, g (hy@)) = Vyyy, (a, g (hy@), _hz(yn V) =
= Vs (@ Vi (V1 (a, By yy), gcxp), By (91, 99)
an die Stelle von ¢ (m, B, (m, n,a, ¢ (m + 1, n, Bsam, n, ®)), a)
f (hy(a, g (hs@)), @) = Vixyx, (hy (a, g (hy@)), a, fxXy, X)) = -
= Vgxy (Vywa (@, Vg (Vyy (g, iy (py), gxp), By (14, ¥2), a4, [y, Xy),
endlich an die Stelle der ganzen rechten Seite der zweiten Definitionsgleichung
von ¢ das Ergebnis der Einschachtelung von @ und vom zuletzt erhaltenen
Ausdruck in h, (yy, ¥,) (das fiir B, (m, n, y,, ¥,) steht). So gelangt man zur fol-
genden Funktionsfunktion :
Fxyxayivy (@, By s, ¥, By 01 V9, By 99, [ Xy, Xy, gxXp) =
= hy(a, [ (1, (a, g (h3@)), @) =
= Vyws (@, f (hy (a, gy @)), @) , hy 1) =
=Vyws (@ Vi xi(Vywa (@, Vi (Vyi (8,15, 90), € &), By (04, ¥9), 4,0y, Xp),
s 1y 3V, V). 4
Man sieht, dass die Funktionsfunktion F aus @ und aus den »Substitutionswert-
Funktionsfunktionen« V durch Substitutionen aufgebaut wird. Es sollen allge-

mein die Ausdriicke, die so aufgebaut werden, »Substitutionstermex genannt
werden. Mit Hilfe von F ldsst sich nun die zweite Definitionsgleichung von g als

gm+1,n+41,0)=
Fx1xzv1>'z (0, ﬁl (m! n, Vi }’a), ﬂz (m7 n, Vi ys): ﬂs (m, n, yl)»
» @ (M, Xy, Xy), @ (M + 1, 1, xy))
aufschreiben,
Genau so sieht man ein, dass die beliebig verwickelt eingeschachtelte
rechte Seite der zweiten Definitionsgleichung einer beliebigen zweifachen Rekur-
sion aus einem »Substitutionsterm« V so entsteht, dass man darin fiir die Funk-
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tionsvariablen teils die bekannten »Komponenten« f: der Definition, teils
@ (m, x,, X,) und @ (m + 1, n, x,) einsetzt (wobei ¢ die durch die Rekursion
definierte Funktion ist). Durch Einfiihrung fiktiver Variablen kann man erreichen,
dass alle Komponenten B als Funktionen von m, n und von anderen {iberein-
stimmenden Variablen auftreten. So ldsst sich jede zweifache Rekursion nach
Normierung der Anfangswerte und nach Zusammenziehen der Parameter in
einem einzigen, in der Form

@ (m,n,a) =0, falls g0 =—0
@ (m-+1,n+1,a) = Fxixyyy-.5 (4 Byi(m, 1, ¥, YD, ens, Be(m, 0, Y1y o5 Vo),
y @ (m) xl? xz), @ (m + 17 n, xl))
aufschreiben, wobei F ein Substitutionsterm ist. :
2e Nun ldsst sich diese Rekursion durch ein dhnliches Verfahreﬁ, wie im

§ 5 die Definition von (Z) auf primitive Rekursionen zuriickgefiihrt Wurde,

auf eine gewisse Normalform bringen.
Nach der Definition ist
e(m+1,0,a) =0 ;
@(m+1,1,8) = Fipxayy ooy (@ B1an, 0, y1yeeny Y0500ty
. IPetat 0, 0 4 S B pm, X5 X, 0
@(m+1,2,8) = Fxyxgyy - 3@ b1 1, Y5, ooy Y0yeeey Bsam, 1,94, <oy YD
QM X4, X, @ (41, 1,xp) = ;
= Faxgyr -+« % (@8, (m L, Y1, oo, ¥ s Ba(m; 1,¥ 4,44, Yr)
’(p (m’ xl! x'z),
? Fx'1"'2}"1 < we (xv ﬂl (mr 0’ )’1', veey le), caey
B (m, 0,91y, .., V), @ (m, X1, x2), 0)),

Man sieht, dass @ (m + 1, n + 1, a) fiir ein jedes n durch Substitutionen so auf-
gebaut werden kann, dass man dabei das in der urspriinglichen Definition auf-
tretende @ (m + 1, n, x;) nicht zu benutzen hat ; dafiir treten im Aufbau auch
solche Ausdriicke Bi(m, t, yy, ..., yr) auf, in welchen t < n ist.

Wird also eine solche Hilfsfunktion v (m, n, a) eingefiihrt, dass

y(m,na) =0, falls. m*n=0

ist, ferner unter den Werten der Hilfsfunktion auch a vorkommt, und samt
bereits angenommenen Werten y;, ..., r auch pi(m,t,y,, ..., yr) fiir belie-
biges t, samt x; und x, auch ¢ (m, x,, X,) : s0 kommen alle Werte von ¢ unter
den Werten von v vor. Genauer, es gilt fiir alle'm und n, bei zu n geeignet
gewahltem x: ;

e(m+ 1,n,a) =y (m-+ 1,%0)

a

Forderung, dass die Hilfsfunktion auch gewisse @-Werte annehmen soll, nicht
aufgetreten. Deshalb wird jetzt die Definition der Hilfsfunktion komplizierter
ausfallen als damals : sie wird eingeschachtelt sein. Aber die auftretende Ein-

In der Untersuchung der einfach-rekursiven Definition von (n?J ist die
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schachtelung wird nur einmalig sein, und so wird die Definition der Hilfs-
funktion y allgemein einfacher werden, als die Definition der betrachteten Funk-
tion. » wird sich auch jetzt als primitiv-rekursive Funktion von n erweisen;
aber der Aufbau von » muss jetzt verschrankt mit dem Aufbau von ¢ geschehen.
. Sei also ' :
y(mna)=0, falsm-n=0;
dann ist
'P(m_*— 1v0ra)=0=¢(m+ 1,0,(1),
folglich kann die Definition von x (n) mit
%#(0)=0
beginnen. So gilt bereits fiir m-n=0
; @ (m, n, Q) =y (m, xm), a)

Als Vorganger einer Stelle n (wie auch bisher ofters) werde ich die Exponenten
in der Primfaktorenzerlegung von n benutzen ; und die Fille werde ich darnach
trennen, wie gross hier der Exponent von 2, das heisst exp, (n) ist. Sei also
(gleich in Betracht genommen, dass fiir ¢ (m, x,, Xy) bei geeignetem x (n) hier
v (m, %(xy), X;) gesetzt werden darf) :

a, falls expy(n 4+ 1) =0 :
ﬂexPO(n‘H) (m’ expl (n+ 1);'P(m+ 17 exPz(n+ 1)’ a)o--'
¥ (m+ 11 expr+l (n + l): G)),
, falls 1 <exp,(n+1)<s
Y (m, x(pm-+1, exp, 1+ 1), o),
sp(m+1, exp, (41, a)),
falls expy(n+1) = s+1,

w(m+i,n+l,a)'= 1

0 sonst.

Die so definierte Funktion  geniigt bei geeigneter Wahl von % (n) den Forde-
rungen.

Erstens ist wegen expy(1) = 0 zum Beispiel
(1) ym+1,1,a)=a.
Ferner nimmt ¢ samt den Werten

Vi=v(m+1L,4a),...,pr=9p(m+ 1, Ir, )
bei beliebigem f auch die Werte
Bi(m, t,yy, ...,y (b 2004 oy S)
an; man hat n -+ 1 nur so zu wihlen, dass
eXpo (A-+1) =1, expi(a+1)=1, exps(n+1)=1,..., eXpri (n4+1) = Ir
bestehen soll. Eine solche Zahl n 4 1 ist z. B.
B =203 ke i i B
(in den Folgenden werde ich dhnliche Rechnungen ohne besondere Erklirung
durchfiihren), und so gilt fiir dieses n 4 1 nach der Definition von  tatsdchlich
r 4
(2 pm+1,20.3:ph.. pit,a) =y (m+ 1,2 BZUP;’“, a) =
s BEAmi & Yy, S
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4. Es bleibt noch zu beweisen, dass ¢ bei geeignetem x auch der dritten
Forderung geniigt, das heisst dass sie samt x, und x, auch den Wert ¢ (m, x;, X3)
annimmt, Zum Beweis muss der folgende Hilfssatz vorausgeschickt werden,
der dem Satz von Nr. 3 des § 5 entspricht:

Hilfssatz: Wie immer auch die einstweilen unbestimmt gelassene primitiv-
rekursive Funktion »(n) bestimmt wird, gibt es eine primitiv-rekursive Funk-
tion » (n, 5), so dass

pm+ L,n,ym+1,s,0)=y(m+ 1,va,9,q)
gilt, und so gewisse eingeschachtelte y-Ausdriicke auch in uneingeschachtelter
Form ausgedriickt werden konnen.

Da fiir n = 0 der Wert der linken Seite O ist, so gilt die Behauptung fiir
n = (0, wenn :
% (0, 8)=0

gewihlt wird. Nehmen wir an, dass es schon gelungen ist, die Funktion »(k,s)
fiir alle k< n und fiir beliebiges s so zu definieren, dass der Hilfssatz fiir diese

k statt n und fiir beliebiges s gliltig ist. Dann ist nach der Definition von ¢
pm+Ln+Ly(m+1,sa)= :
w(m41,s a), falls expy(s+1)=0
Bexp, (n+1y (M, expy 1 + D, p(m + 1, expya1 + D, pan + 1, s, ) iy
»p(m+ 1, expri@ + b, pam + 1,5, @) ="
= BCXP- (n+1) (m, exp, (ﬂ =t 1)7 Vi (m + i (exPz(n i3 S)a a): Asny
; ,9(m <+ 1, vexpra+ b, 9, a) =
& J(1+1) 3exp, (1) TT py(exp , (+1), 9
=y L A S L e a),
= falls 1 <exp,(n+1) <s
v (m, % (p (m + 1, expy i+, pan + 1, s, ), v(m + 1, expan 4+ D,
P m+ 1,8, 0)) =
=y (m, % (p (m+ 1,7 (expy@1 + 1), 5), @),

,p(m 41, vexp,n + 1), 9), @) =
= (m-4 1,2 exp (n+1)  3v(expi(n+1),9) 5 ¥ (exp (1), 9) | g)

falls expo(n+ 1) =s+41

0=y (m+1,0,0) sonst.

Daher vererbt sich der Hilfssatz von allen Zahlen kleiner oder gleich n auf n +1,
undso gilt er fiir alle n, wenn

s, falls exp,(n-+1)=0

r
oexpe (1), Zexpu (k1) TT priexp; (141,90 falls1 < expo(n+1) < s
v(n+1,8) = j'=|1p1+ Jt1 =expy(n+1) <
Qexpe (n+1) 3 (exp; (n+1), 8), Ry (expa (nt+1) s) ,falls exp.,(n 3 l) L s+1

0 sonst
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gilt. Samt v (0, s) = O definiert aber diese Wertverlaufsrekursion v (n, s) als eine
primitiv-rekursive Funktion. .

5. Nun konnen wir uns daran machen, die Funktion % (n) so zu definieren,

dass die Gleichheit 4
@ (m, n, @) = y (m, %), a) _

immer bestehen soll. In Nr. 3 dieses Kapitels haben wir gesehen, dass sie fiir
m - n = 0 besteht, falls »(0) = 0 gewéhlt wird. Nehmen wir an, dass x fiir die
Vorgéinger einer Stelle (m 4 1, n + 1, @) bereits so definiert wurde, dass die
Behauptung fiir diese Vorgénger gilt; als Vorgdnger werden dabei — wie
bisher — solche Stellen betrachtet, wo das erste Argument kleiner als m + 1,
oder das erste Argument gleich m 4 1, aber das zweite Kkleiner als n + 1 ist.
Es bleibt zu zeigen, dass sich diese Eigenschaft bei geeigneter Wahl von % auch
auf die Stelle (m +1, n + 1, a) vererbt.

Erst zeige ich, dass bei der gemachten Annahme y auch der iibriggeblie-
benen dritten Forderung geniigt : ist fiir das jetzt gewahlte m + 1

Xy=y@m+ 1,1, a)
und
x2=W(m = 1,12,_(1),

so nimmt die Funktion % fiir dasselbe m 4 1 und fiir ein geeignetes. n auch
den Wert ~ :

@ (m, X4, X,)
an,

Es ist namlich nach der Annahme und nach der Definition von ¢
@ (m, X3, X5) = 9 (M, (X, Xg) = p(m, %@+ 1,1;,w),pm+ 1,1, o) =

+1 I 1
@) B L e

v nimmt sogar samt
Xy=vw(m+4 1,1 a)
fiir geeignetes zweite Argument auch den Wert
@ (m+1,n,x,)
an, wo m und n die in der Annahme vorkommenden Zahlen sind. Es gilt namlich
* nach der Annahme und nach dem Hilfssatz der vorigen Nummer
4 om+1,nx)=y(m+1,xm,x,) = p(m+1,%xm,pm+1,1, ®) =
= (m + 1% (x(n), l)’ a)
6. Jetzt kann endlich die zu Beginn der vorigen Nummer begonnene

Induktion zu Ende gefiihrt werden: ich zeige, dass bei Bestehen der gemachten
Annahme x (n 4 1) so gewidhlt werden kann, dass

: pm+1l,n+1l,a)=y9(m+ 1,20+ D, a)
gilt.

Nach (1), (2), (3) und (4) nimmt die Funktion v fiir das m -+ 1 der
Annahme und fiir geeignete Werte des zweiten Arguments sdmtliche Werte an,
die aus Ineinanderschachtelungen von a, B, (m, 1,y ..., y0),...,
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s Bs (M, 1, Yy -+, V), @ (M, %y, X5) und @ (m+ 1, 1, Xy) entstehen, wenn Ein-
setzungen nur fiir die Variablen Xy, Xg, Y1, ..., Vr erfolgen. Aber nach der
Definition der Funktion ¢, kommt auch der Wert p(m+ 1, n+ 1, a) auf
diese Weise zustande, namlich durch jene Substitutionen, welche von der
Funktionsfunktion Fxyxsyy ...y Vvorgeschrieben werden. Es gibt also eine
Zahl n*, so dass :

@(m+1,n+1, @) = Fxxy,..» (@ B2(m, 1,95, - . Vs ooy Bs(m, 1, Yy oy Y1)
, PUm, X4, X, @m + 1, 1, Xp) = p (M + 1:n*. a)
gilt. Und wenn man (1), (2), (3) und (4) naher betrachtet, so sieht man, dass
diese Zahl n* genau so aus
R i A T AR e e e e v (%(), Xq) ,
als p(m+ 1,n+ 1, a) aus :
B B YL ) 0 - 1, 2,58 o XXy pima41,0,%)
aufgebaut wird, Es ist daher :
n* = Fyxy,.v (1,2‘.3".pi’1,...p{;rl,...,' 2530 i gy 25+1 3x1 5%, v(%(M),X,)).

Der Wert der rechten Seite hangt nur von n ab. Wird dieser Wert fiir das 1 + 1
der Annahme als » (n + 1) gewdhlt, so vererbt sich wegen

: g(@m+1,n+1,0) = yp(m+1,n%a)
die betrachtete Eigenschaft auch auf die Stelle m+1,n+1,0):

pm+1L,n+1L,=9pm+1,xn+Da

Wird der in Nr. 3 dieses Kapitels erhaltene Anfangswert hinzugenomrhen,
so lautet die Definition von # (1) :

: % (0) = ‘0
x(n+1)=Fxxy,.. (1,2‘.3"p;'1...p¥;, ooy 25,30 PPV 2541, 3% 5% v(% (1), Xq))-

Die Funktionsfunktion in der zweiten Definitionsgleichung ist bloss eine kiirzere
Schreibweise fiir einen Ausdruck, der durch Substitutionen aus primitiv-rekur-
siven Funktionen entsteht. Es ist daher klar, dass die damit definierte Funktion
x(n) primitiv-rekursiv ist.
Da sich fiir diese Funktion 2 ()

@ (m, n, @) = v (m, %), @)

erwiesen hat, so entsteht ¢ (m, n, @) aus p (m, n, @) durch Substitution einer
primitiv-rekursiven Funktion. '

7. Jetzt soll noch die in Nr. 3 dieses Kapitels angegebene Definition von y
niaher betrachtet werden. Das ist eigentlich noch eine Wertverlaufsre-
kursion, da in ihr zur Berechnung von % (m + 1, n 1, a) auch Werte
p(m-+ 1, expi -+ D, a) verwendet werden, wobei freilich expi (n + 1) <n+ 1,
aber nicht genau expi (n -+ 1) = nist; sie kann aber, durch das in Nr. 1—2 des
§ 6 ausgefiihrte Verfahren, auf eine von dieser Beschaffenheit gereinigte Defi-
nition von dhnlicher Struktur zuriickgefiihrt werden. Ahnlich zum Verfahren,
das in Nr. 6 des § 7 angewandt wurde, kann man sie auch auf die Definition
von Ahnlicher Struktur einer solchen ‘Funktion zuriickfiihren, welche von
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keinem Parameter abhingt. Das wesentliche an der Definition von v ist, dass
darin bloss eine einmalige Einschachtelung vorkommt; und daran dndern die
genannten Reduktionen nichts.

So kommt man zur Normalform:

v(mn)=0, falls m-n=0
¥(m+1,n+1)=B(mnemy(m,nem+ 1,m),em+ 1, n)
der zweifachen Rekursion. Wie bereits am Ende des § 10 vorausgeschickt wurde,
lassen sich alle 2-rekursive Funktionen (der ersten Stufe) durch solche Rekur-
sionen und Substitutionen von den Ausgangsfunktionen n 4 1, quadres (n) und
@ + n ausgehend aufbauen. ;
Ganz &hnlich lasst sich eine jede k-fache Rekursion, fiir beliebiges k, auf

eine (in Nr. 6 des § 10 ausfiihrlich aufgeschriebene) Normalform bringen, worin
nur einmalige Einschachtelung vorkommt.

§ 15. DAS »GODELISIEREN« DER REKURSION VON
HOHERER STUFE.

1. In Nr. 7 des § 13 wurde eine Rekursion der 2-ten Stufe auf eine mehr-
fache Rekursion der ersten Stufe zuriickgefiihrt, also auf eine solche Definition,
welche keine Funktionsfunktionen benutzt. Die Funktionsfunktionen konnen
aber auch auf eine andere Weise aus einer Definition der zweiten Stufe ausge-
schaltet werden.

Wenn man die Berechnung der Werte einer durch Rekursion der zweiten
Stufe definierten Funktion verfolgt, immer nur darauf achtend, was in den
einzelnen Schritten formal durchfiihrt wird, so kann man den inzwischen auf-
tretenden Zeichenfolgen auch Zahlen zuordnen, und so das ganze Verfahren
sozusagen auf die Sprache der Zahlen iibersetzen. Da eine derartige Methode
(fiir einen anderen Zweck) zuerst von Godel2 angewandt wurde, werde ich dieses
Verfahren »Godelisierung« nennen.

Es soll das geschilderte Programm am folgenden Beispiel durchgefiihrt

werden :
. v (0, n) = 2n

¥ (m + 1, n) = Bx (m, n, pm, x),

wo die Definition von Bx
Bx (O, n, f(X)) = f (n)

Bx(m 41, n, f0o) = f(Bx(m, n, [o.c)))

ist (also Bx die Iterationen von f(n) darstellt).

Es soll z. B. der Wert g (3, 2) berechnet werden. Man muss dazu nach der
zweiten Definitionsgleichung die Funktion y (2, x) kennen; und diese lasst sich
durch ¢ (1, x) bestimmen, das endlich auf v (0, x) zuriickgefiihrt werden kann.
Daher muss man die Berechnung mit dem sukzessiven Aufbau von ¥ (m, x)
beginnen :

v (0, X) = 2x

#) GODEL [1].
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v (1, x) wird aus der zweiten Definitionsgleichung erhalten, wobei x fiir n ein-
gesetzt wird; so muss freilich die gebundene Variable umbenannt werden; und
es ist nach der ersten Definitionsgleichung von B

A4 (1, X) : BY (01 X, 1/)(0’ y)) = By (O: X, 2})) = 2x ’

da hier 2y fiir die Funktionsvariable f(y), und x fiir n gesetzt wurde, und so
erhialt man 2x fiir fan. Ahnlich gewinnt man

(2% = By (1,x,vd,9) = By (1,%,2)),
v (3,%) = Bz (2, %, 92, ») = Bz(2,x, Byd, 2, 2y))
Jetzt hat man zur Berechnung von ¥ (3, 2) fiir x die Zahl 2 einzusetzen :
v (3,2) = B:(2,2, Byd, z,2y) :

Daraus kann der Wert von % (3,2) am schnellsten »von innen nach aussen«
berechnet werden: nach der Definition von By gilt, da hier f(y) = 2y ist,

By(1,2,2)) =2 - By (0,2,2)) = 2 - =
so kommt 4z im dusseren Bz an die Stelle von f(2) und so ist
v(3,2)=B:(2,2,42) =4 Bz(1,2,4) =4 - 4 B: (0, 2, 42) =
=4-4-4-2=128

Ahnlich sieht man allgemein ein, dass

oy, v@B,n)=4-4-4-n
ist ; und werden die Werte von v (m, n) auf diese Weise der Reihe nach fiir
m=1,2,3,4,... berechnet, so erhalt man

w(,n)y=2n9@2n=22-n93n=_0 ny@¢n = (2))"n...
So kann v (m, n) durch die primitive Rekursion
p (0, n) = 2n

4+t
v(m+1, n) :[—»———"‘j’"’ ]'" ;

oder sogar durch die explizite Definition
yi{m n)y=2"'n
definiert werden.

So war es iiberfliissig zur Definition von y (m, n) die zweite Stufe zu ver-
wenden. Jedoch mdchte ich das ziemlich komplizierte Verfahren der Godeli-
sierung an dieser einfachen Funktion zeigen; aber so, dass sich der Gedanken-
gang auch auf andere rekursive Definitionen der zweiten Stufe iibertragen lasst.
Deshalb werde ich in den Folgenden die Berechnung der Werte von v (m, n)

mit Absicht ungeschickt durchfiihren.
2. Ich beginne damit, dass wir bereits in der vorigen Nummer zur Gleichheit

v (3,2) = Bz (2,2, By, z,2y)
gelangt sind. Jetzt werde ich die weitere Berechnung »von aussen nach innen«
durchfiihren.

111



Die beiden ersten Argumente von B: sind bekannte Zahlen, und fiir f@
wurde darin By(l,2,2y) als Funktion von 2z eingesetzt, also besitzt
Bz(2, 2, By, 2, 2y)) denselben Wert, als der Ausdruck, der durch Einsetzung
dieses Ausdruckes mit um 1 Kleinerem ersten Argument fiir z in By(1, 2, 2y)
erhalten wird. Es ist also

¥v(3,2) = B:z(2,2, Byd, 2,2y)) = By (1, B:(1, 2, Bul, 2, 2w), 2y)

Wird dasselbe fiir Bz (1, 2, By (1, 2, 2w) wiederholt, so erhdlt man
Bz (1,2, By d, 2, 2w) = By (1, B: (0, 2, Bu(l, 2, 2v), 2u) ,
und darin ist nach der ersten Definitionsg]éichung von B
Bz (0, 2, Bu(l, 2, 2v)) = By (1, 2, 2v)
Wird wieder die zweite, und dann die erste Definitionsgleichung von B ange-
wandt, so ergibt sich
Bv(1,2,2)) =2:Be(0,2,20) =22 -2
Das in den mit Bu'beginnenden Ausdruck eingesetzt, erhdlt man
Bu (1, B, (0, 2, Bvl, 2, 2v), 2u) = Bu(1, Bv(l, 2, 2v), 2U) =

=By (k2 +2-2,2u)y= B, (1,8, 2n),
also
Ba (1, 2, By, z, 2wy = By (1,8; 2u)
Das ergibt, in die zuletzt erhaltene Form von p (3, 2) eingesetzt
v (3, 2) = By (1, Budl, 8, 2w, 2y)
Jetzt werde ich wieder jenen B-Ausdruck weiter formen, dessen beide ersten
Argumente Zahlen sind : : :
B, (1,8,2u)=2 - B,(0,8,21)=2-2+8
Das im letzten Ausdruck fiir o (3, 2) eingesetzt, -ergibt :
v(3,2)=By(1,2:2:8,2)) = By(1,32,2)) =2 - B, (0,32,2y) =2 - 2 - 32 5
also :
: v (3, 2) =128
Die Berechnung des Wertes von o (m, n) kann, wie man leicht einsieht,
an jeder Stelle dhnlich durchgefiihrt werden.

3. Sehen wir jetzt nach, wie sich diese Berechnung, bloss formal betrachtet,
vollzogen hat. Wir haben in Nr. 1 dieses Kapitels der Reihe nach fiir g (0, X),
(1, x), 9 (2, x), v (3,x) je einen »Ausdruck« erhalten. Der »Ausdruck« von
v (0, x) war nach der ersten Definitionsgleichung 2 + x ; und der »Ausdruck« von
yp(m -1, x)wurde aus dem bereits erhaltenen»Ausdruck«von v (m, x) so konstruiert,
dass im letzteren x umbenannt, der so modifizierte Ausdruck fiir die Funktions-
variable von B eingesetzt, und fiir die beiden ersten Variablen von B zugleich w
und x gesetzt wurde. Damit man unter den immer auf neue Weise bezeichneten
Variablen irgendeine Ordnung halten kann, gehen wir von einer Variablenfolge

: K X Xai
- aus, und bauen wir die »Ausdriicke« fiir v (m, x,) folgendermassen auf :
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Der »Ausdruck« von o (0, x,) ist 2 - x4,
« « « w(l,x) ¢ Bxy(0,%3,2 %),
« « ¢ 9(2,%) « Bxg(1,xy, Bx,0,%3,2 - X)), -
« « « P (3,x) « Bxg(2 x5 Bxg (1, Xy Bx, 0, %3, 2 * X)) ,

und allgemein ergibt sich der Ausdruck von v (m + 1, x;) aus dem Ausdruck
von y (m, x,), indem’ darin Xm., fiir x, gesetzt, und der so modifizierte Ausdruck
in Bimis (M, X1, [ Xm+9) an die Stelle von f (Xp+o) geschrieben wird.

4. Zur Berechnung von % (m, n) wird dann erstens im Ausdruck von
% (m, x,), der in der vorigen Nummer bestimmt wurde, n fiir x, gesetzt ; so erhalt
man den »Ausdrucke von y'(m, n). - :

5. Im so erhaltenen Ausdruck wird nun ein solcher Teilausdruck der
Form Bx; (a, b, t) gesucht, in.dem a und b Zahlen sind, und t irgendein von

x; abhingiger Ausdruck ist.

In einem verwickelte Einschachtelungen enthaltenden Ausdruck ist gar
nicht leicht zu erkennen, wie weit sich der Teilausdruck t ausdehnt. Es sind z. B.
die beiden ersten Argumente von Bx; im Ausdruck

Bx, (2; Bxy (2, 4, Bx; (I, Brg (2, Bxy(l, X5, 2 * X, 2  Xp), 4 - Xy)), 8 + Xy)

Zahlen ; wo endet aber sein drittes Argument? Die zur Anfangsklammer,
welche auf Bx folgt, gehorige Endklammer ist am Ende des uns interessierenden
Ausdrucks. Zwischen ihnen treten auch neue Anfangsklammern auf, aber auch
die Endklammer einer jeden muss auftreten, bevor man zum Schluss des Aus-
drucks gelangt. Von der ersten Anfangsklammer des Ausdrucks an sind ganz
bis zu seinem letzten Zeichen unbedingt die Anfangsklammern in der Mehrheit :
ganz bis dahin fehlt die Endklammer wenigstens zu der ersten Anfangsklammer.
So steht das Endzeichen des mit t bezeichneten dritten Argumentes unmittelbar
vor jener Stelle, wo zum erstenmal von der ersten Anfangsklammer des betrach-
teten Ausdrucks Bx; (a, b, t) an die Anzahl der zweierlei Klammern gleich wird.
So ist im vorhin angegebenen Beispiel

t = Bxs (1, Bxg (2, Bxp(1, X3, 2 * X), 2 * Xg), 4 * X5)

6. Hat man nun im betrachteten Ausdruck einen Teilausdruck der
Form Bxi(a, b, t(xy) gefunden, wo a und b Zahlen sind, und t(x:) ein von xi
abhingiger Ausdruck ist, so wird dieser Teilausdruck fiir @ =0 durch t(b)
ersetzt, und fiir a+ 0 durch jenen Ausdruck, der aus ti(xi) entsteht, falls

darin fiir x:
Bx; (@ —1, b, t’ x0)

eingesetzt wird ; wobei t'(xi) aus t(xi) so gebildet wird, dass darin ausser Xxi
alle Variablen umbenannt werden. Diese Umbenennung kann so geschehen, dass
man den grossten Variablenindex w in t(xi) aufsucht, und dann mit der Aus-
nahme von xi fiir alle Variablen x; von t(xi) die Variable xjw einsetzt,

7. Wenn man wihrend der Umformung zu einem solchen, auch B enthal-
tenden Ausdruck kommt, der keinen mit Bx; (a, b, . . . beginnenden Teil besitzt,
wo a und b Zahlen wiren, aber einen Teilausdruck der Form a, *a,...ar
enthilt, worin die Faktoren Zahlen sind : so wird dieses Produkt durch seinen
berechneten Wert ersetzt. :
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8. Nach endlich vielen solchen Schritten erhdlt man das Produkt lauter
Zahlen als Ergebnis ; das wird berechnet, und so ergibt sich zum Schluss der
Zahlenwert von @ (m, n) .

9. Man gelangt durch endlich viele Anwendungen der in den vorigen
Nummern aufgezihlten Schritte tatsdchlich immer zum Ziel. Das sieht man so
ein : der »Ausdruck« von ¢ (0, nn) ist ;

Dt
das ist fiir alle n das Produkt lauter Zahlen, und so erhdlt man seinen Wert
durch den Schritt der Nr. 8. Und wenn man fiir ein gewisses m bei beliebigem n
bereits den Wert des »Ausdruckse von y (m, r) berechnen kann, so gelingt auch

bei beliebigem n die Berechnung des Wertes vom zu  (m -+ 1, n) gehdrigen
Ausdruck; und zwar folgendermassen :

Es ist
v (m + 1, n) = Bx(m, n, pm, %),

und der »Ausdrucke« von ¢ (m + 1, n) ergibt sich daraus so, dass man hier fiir
v (m, x) den dazu gehérigen (fiir m > 0 aus ineinandergeschachtelten B-Aus-
driicken aufgebauten) »Ausdrucke einsetzt; dieser soll jetzt kurz als ¢ * (m, X)
bezeichnet werden. In unserem Berechnungsverfahren gehen wir davon —
die Definition von B in Betracht genommen — schrittweise auf die Ausdriicke

Bx (m, n, p*m, x)) = ¢* (m, Bx (m — 1, n, p*(m, X)) =
= ¢*(m, p*(m, Bx(m— I, n,9*m, ) = ... =

m-mal
="y* (m, 9* (m, . .., ¢* (m, Bx (0, n, p*im, X)), ...)) =
m -+ 1-mal

il V* (mr 'P* (mr CRR .'P* (m) 'P*(my n)): sinie ))

{iber. Dann wird der Wert des innersten Ausdrucks ¢*(m, n) berechnet; das
lasst sich nach der Annahme in endlich vielen Schritten durchfiihren. In den
nichsten Ausdruck v* kommt der so erhaltene Zahlenwert n;, so dass er in den
Ausdruck von y (m, n,) iibergeht. Auch der Wert dieses Ausdrucks lasst sich
nach der Annahme in endlich vielen Schritten berechnen. Und so fort ; so werden
die Werte von m - 1 Ausdriicken w* (m, n) fiir immer andere n berechnet, und
diese endlich vielen Schritte ergeben den Wert des Ausdrucks von y (m + 1, n).

10. Nun sollen die in Nr. 3—8 angegebenen formalen Berechnungschritte
auf die Sprache der Zahlen iibersetzt werden. Formal betrachtet sind unsere
Ausdriicke bloss Zeichenfolgen. Wir werden also den benutzten Zeichen, und
den Zeichenfolgen, die aus ihnen gebildet werden konnen, Zahlen zuordnen
.durch das folgende

Worterbuch.

Der Zahl nsoll 2(n+ 1)=2n+42(firn=0,1,2,...) entsprechen,
dem Zeichen B « 1 ¢

« ] <o« 3 (]

« « £t 5 ¢

4 « ) % ¢

4 « 150k 9 ]
der Variablen xn « 2n 49 (Hir ne=l, 200049 ¢
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Und wenn ein Ausdruck aus solchen Zeichen besteht, denen der Reihe
nach die Zahlen
al,az,..-,ar
entsprechen, so soll zum Ausdruck selber die »Godel-Nummer«
n=p&ph...pr
gehéren (xi in By; wird als auf B folgendes Zeichen betrachtet). So ergibt der
Index des grossten Primteilers von n die Anzahl der Zeichen in der betrachteten

Zeichenfolge.
Nach dem Worterbuch ist z. B. die Godel-Nummer von Bxg (3, 2, 4 Xy)

T T RN R T R R e R e s |

Py Py Py Pa Ps Ps P1 Pg P ProP1y -
Umgekehrt entspricht z. B. der Zahl

W PR Gy .
da in ihr auch 2 = p, auftritt, keine Zeichenfolge; der Zahl
43 . 30 w08
entspricht die sinnlose, zweigliedrige Zeichenfolge
: 08;
die Zahl mit der Primfaktorenzerlegung
36 .58 .74
ist die Godel-Nummer des Produktes
' eI e

So ausgestattet kann man sich schon daran machen, die Berechnung der
Werte von y (m, n) zu godelisieren.

11. Erstens kann man vom Wdorterbuch gleich herauslesen, dass die Godel-

Nummer des »Ausdrucks«
i o
von v (0, x,) die Zahl
36 . 58 . 711

ist. Und wenn man bereits die Godel-Nummer des Ausdrucks von ¢ (m, Xy)
kennt, so kann man daraus auch die Godel-Nummer des Ausdrucks (m + 1, x;)
herauslesen.

Nach Nr. 3 unseres Kapitels muss erst die im Ausdruck von ¢ (m, x,)
(wie leicht zu sehen, an einer einzigen Stelle) auftretende Variable x, durch Xm.4
ersetzt werden. Sehen wir nach, wie sich die Gédel-Nummer n einer Zeichen-
folge modifiziert, wenn darin fiir das erste auftretende x, die Variable Xm ., ein-
gesetzt wird; oder allgemeiner, wenn man fiir ein solches Zeichen der Zeichen-
folge, dem nach dem Worterbuch die Zahl a entspricht, an der ersten Stelle,
wo es vorkommt, jenes Zeichen einsetzt, dem die Zahl b entspricht. Die Godel-
Nummer der so modifizierten Zeichenfolge soll mit

Sbn (f,’)
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Ist das Zeichen, das durch ein anderes vertretet werden soll, das k-te
Zeichen der Zeichenfolge, so kommt in der Primfaktorenzerlegung von n die
Primzahl p auf der a-ten Potenz vor. Wird fiir dieses Zeichen das Zeichen,
welches der Zahl b entspricht, eingesetzt, so kommt an die Stelle des Faktors

Px von n der Faktor p? . Daher ist

o e e
(i) [2]

Hier hat man aber noch k zu bestimmen.

Wir haben angenommen, dass k die kleinste solche Zahl ist, fiir welche px
auf der a-ten Potenz in der Primfaktorenzerlegung von n auftritt. & kann
natiirlich nicht grésser als 1 sein ; wird also & in Abhéngigkeit von n und a mit
% (n, a) bezeichnet, so ist

%(n,a) = pili < n& expi(n) = aj .
Das ist eine primitiv-rekursive Funktion, und mit ihr ist auch

a n e
Sb =l ]
? (b) [Pafrn, a)] fum
eine solche. (Gibt es kein solches i > 0, fiir welches expi(n) = a wire, so ist

#(n, @) = 0, und daher kann wegen des Faktors py die Zahl Sbn( g) keine

Godel-Nummer sein; aber im uns interessierenden Fall kann das nicht
vorkommen.)

In unserem Fall ist n die Godel-Nummer des Ausdrucks von v (m, X,) ;
ferner ist a die zu X, geordnete Zahl 11, und b die zu Xp 42 geordnete Zahl 2m--13 ;
so ist die Godel-Nummer des durch die Umbenennung von y (m, x,) entstehenden
Ausdrucks

11
o (n, m) = Sby (2m+13) ’
eine primitiv-rekursive Funktion von n und m.

12. Nach Nr. 3 dieses Kapitels erhilt man den Ausdruck vony (m+1, x,),
indem man mit Benutzung des Ausdrucks von v (m, x,), der geeignet (wie das
in der vorigen Nummer ausgefiihrt wurde) umbenannt, kurz mit t bezeichnet
wird, den Ausdruck

me+2 (m, X1 t)

bildet. Wie erhélt man die Godel-Nummer dieses Ausdrucks? ,
Nach dem Worterbuch beginnt diese mit

PLBE™ S g3 iR R b S

die nachkommenden Primzahlen erhalten Exponenten, die den Zeichen der
Zeichenfolge t entsprechen ; und zum Schluss erhélt die nach diesen folgende
Primzahl den Exponenten 7, welcher der Endklammer entspricht,

Man hat also nachzusehen, welche die Godel-Nummer einer solchen Folge
ist, die aus Nacheinandersetzen einer Zeichenfolge mit der Godel-Nummer a
und einer Zeichenfolge mit der Godel-Nummer b entsteht. Die Godel-Nummer
der so zusammengesetzten Folge soll mit a # b bezeichnet werden.

16




Da nach Nr. 10 dieses Kapitels der Index des grossten Primfaktors der
Godel-Nummer einer Zeichenfolge die Anzahl der Zeichen dieser Folge ergibt,
so besteht die Folge mit der Godel-Nummer a aus long (a), die Folge mit der
Godel-Nummer b aus long(b) Zeichen. Reihen sich also die Zeichen des zu b
gehorigen Ausdruckes nach den Zeichen des zu a gehorigen Ausdruckes, so
nehmen in der Godel-Nummer der zusammengesetzten Folge die Primfaktoren
von b mit um long (@) verschobenen Indizes Teil. So ist

long (b)
e . exp; (b) b4
g o0 !,=|l pr’f{ong(a) :
und das ist emne primitiv-rekursive Funktion. Es ist klar, dass die Operation
a = b associativ ist. (Die Godel-Nummer einer Zahlenfolge betrdgt wenigstens
p, = 3; aber a » b hat auch fiir kleinere Werte von a und b einen Sinn. Da
long (1) = 0 ist, so gilt, falls p, = 2 kein Primfaktor von b ist,

1Ixb=0
Darauf werde ich mich spéter berufen.)

Nach der vorigen Nummer ist die Godel-Nummer des Ausdrucks von
Yy (0) xl)

R oLl e ;
und ist n die Godel-Nummer des Ausdrucks von w (m, X;), so ist die Godel-
Nummer der auf die oben angegebene Weise umbenannten Form dieses Aus-
drucks o(n, m). Da ferner Bxmy o (1, X5, £) der Ausdruck von w(m + 1, xX) ist,

konnen wir, unser bisheriges Wissen zusammenfassend, die Godel-Nummer
¥’(m) des Ausdrucks von v (m, x,) durch die primitive Rekursion

v'(©0) = p§ p3 p'

p'(m+ 1) = p} p3™*+ 2 p3 p3™+2 pg pg Py » o(¥'(m), m) » p}
definieren.

13. Nach Nr. 4 dieses Kapitels ist der nédchste Schritt der Berechnung
das Einsetzen von n fiir x, im Ausdruck von ¥ (m, x,). Nach dem Worterbuch
entspricht 11 der Variablen x;, und 2n + 2 der Zahl n, so ist nach Nr. 11 dieses
Kapitels die Godel-Nummer des Ergebnisses dieser Substitution, also des Aus-
drucks von u (m, n), di¢ primitiv-rekursive Funktion

y’(m, n) = Sbym) (2!11—1}-2)

(diese ebenfalls mit ¥’ bezeichnete 2weistellige Funktion ist natiirlich nicht mit
der gleichbezeichneten einstelligen Funktion identisch).

14. Nun folgt die Untersuchung der ineinandergeschachtelten B-Aus-
driicke, wie das in Nr. 5 dieses Kapitels geschildert wurde.

Erst hat man einen mit Bx; (a, b, ... beginnenden Teil des betrachteten
Ausdrucks zu suchen, wobei a und b Zahlen sind (die Ausdriicke, die uns inte-
ressieren, enthalten, wie leicht zu sehen, einen einzigen so beginnenden Teil).
Ein solcher Beginn spiegelt sich in der Primfaktorenzerlegung der Godel-Nummer
des Ausdrucks durch

| 2049 g8 p2ud2 pd 2042 9
PiPiit Prs2Pi+is PivaPrss Prio
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Wir wissen, dass die Aussage :

ves gibt solche k, i, a und b, dass keine von diesen grosser als n ist (das
ist wegen der Folgenden selbstverstandlich) und dass exXpk (n) = 1,
eXPrrt (M) = 2i + 9, expus2 (1) = 5, eXprys (1) = 2a + 2, eXpri4(n) =9,
eXPr+s (1) = 2b + 2, exprss (1) = 9 gilt«
eine primitiv-rekursive Beziehung ist ; das heisst es gibt eine primitiv-rekursive
Funktion — sie soll mit @g(n) bezeichnet werden — die fiir solche und nur

solche n verschwindet, fiir welche die betreffende Aussage richtig ist. Wir
wissen auch, dass :

»das kleinste & bis n, zu welchem es solche i,a und b gibt, dass
expk (1) = 1, eXprr1 (1) = 2i + 9, expyi2 (1) = 5, eXprys (n) = 2a + 2,
€XPr+4 (1) = 9, exprss (1) = 2b + 2, eXpr+6 (1) = 9 gilt«

eine primitiv-rekursive Funktion von n ist; diese soll mit % (1) bezeichnet
werden (dabei ist sie natiirlich nicht mit der in Nr. 11 dieses Kapitels definierten
zweistelligen Funktion x (n, ) identisch).

15. Gilt nun
@B (n) =0,

so hat der Ausdruck mit der Gédel-Nummer n vom %(n)-ten Zeichen an die Form
Bx(a, b, 1) ...

Die erste’ Anfangsklammer ist darin das % (n) + 2-te Zeichen des betrachteten
Ausdrucks ; und ist [ die Anzahl der Zeichen von t, so ist die Endklammer zu
dieser Anfangsklammer das » () + 6 + | + 1-te Zeichen im betrachteten Aus-
druck. Es ist noch die Lénge I der Zeichenfolge t zu bestimmen. Nach Nr. 5
dieses Kapitels hat man zu diesem Zweck zu untersuchen, wann vom x (n) + 2-ten
Zeichen des betrachteten Ausdrucks an zum erstenmal die Anzahl der zweierlei
Klammern gleich wird.

Sei KI’ (n, i) (bzw. k1”@, i) gleich 1 oder 0, je nachdem das i-te Zeichen
der Folge, die nn zur Godel-Nummer hat, eine Anfangsklammer (bzw. Endklammer)
ist, oder nicht; oder, was damit freilich gleichbedeutend ist, je nachdem der
Exponent von p: in der Primfaktorenzerlegung von n die Zahi 5 (bzw. 7) ist,
oder nicht. Sei also

{0y 1, falls expi(n) =5
Sihil { 0 sonst
und
” s I, falls exXpi (n) T
Sl :{ 0 sonst.

Diese sind primitiv-rekursive Funktionen.

b b
Es ist Kklar, dass 2 kI’ (n, i) (bzw. 2 KI” (n, 1) ) soviele 1 zusammen-
i=a i=a

zdhlt, wieviele Anfangsklammern (bzw. Endklammern) vom a-ten Zeichen bis
zum b-ten Zeichen (die Grenzen inbegriffen) in der Zeichenfolge, die n zur
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Gédel-Nummer hat, vorkommen; SO ergeben diese Summen eben die Anzahl
der Anfangs- bzw. Endklammern zwischen dem a-ten und b-ten Zeichen. Ist

i‘ KI'(n, i) = i’kl"(n, i,
i=a i=a

s0 muss im betrachteteten Fall zwischen dem a-ten und b-ten Zeichen zu jeder
Anfangsklammer auch die dazu gehorige Endklammer auftreten.
Daher ist die Anzahl der Zeichen unseres t-Ausdrucks :

x(n) +6+1+1 %) +6+1+1
1(n)=y,[zgn& > i) = > kl"(n,i)];
i=xn(n)+2 i=x(n)+2

und das ist eine primitiv-rekursive Funktion von 7.

: 16. Es hat sich vom Teil der Form B, (4,0, t) jenes Ausdrucks, der n zur
Godel-Nummer hat, und in den beiden vorigen Nummern untersucht wurde,
herausgestellt, dass darin das erste Zeichen von t das % (n) + 6 + 1-te, das
letzte Zeichen von t das % (n) 4+ 6 + 4 (n)-te Zeichen des betrachteten Aus-
drucks ist. So ist die Godel-Nummer von t:

A®  eXPumy + 6+ i (M)
=i

Der ganze Teilausdruck Bx; (a, b, t) e}streckt sich vom x (n)-ten bis zum
% (n) + 6 + 4 (n) + 1-ten Zeichen des betrachteten Ausdrucks; es ist also seine
Godel-Nummer :

srimel eXPuy +1 (1)

ﬂ (n) N 1! =(‘) pi i
Auch 7 (n) und B (n) sind primitiv-rekursiv.

17. Nach Nr. 6 dieses Kapitels hdngt der nichste Schritt der Berechnung
davon ab, ob im betrachteten Teilausdruck Bx; (a, b, t) die Zahl a gleich 0 ist,
oder nicht. Ist a = 0, so hat man aus t dadurch einen neuen Ausdruck t’ zu
bilden, dass man b fiir seine Variable x; einsetzt; und dann hat man den Teil-
ausdruck Bx; (a, b, t) durch t’ zu ersetzen.

Ist die Godel-Nummer des betrachteten Ausdrucks n, so ist nach der
vorigen Nummer die Godel-Nummer seines Teilausdrucks Bx; (a, b, 1) gleich
g (n), und die Godel-Nummer von t gleich 7 (n). Da a das 4-te Zeichen von
Bx; (a, b, t)ist, so entspricht der Zahl a nach dem Worterbuch die Zahl expy(8an).

Der 0 entspricht im Wirterbuch 2; also kann der Fall @ = 0 durch

exp, (Ba) = 2
ausgedriickt werden.
Die in t auftretende Variable x; kommt auch als das zweite Zeichen von

Bx (a, b, t) vor, es entspricht ihr also nach dem Worterbuch die Zahl expy (B);
und der Zahl b entspricht expg (Bv). So ist die Godel-Nummer des durch die
gewiinschte Substitution entstehenden Ausdrucks t’ nach Nr. 11 dieses Kapitels

die primitiv-rekursive Funktion
exp, (B ) )

ALl (expe (Bemw)
Jetzt ist noch der Teilausdruck Bx; (a, b, t) durch t' zu ersetzen.
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Wird in der Zeichenfolge, die n zur Gédel-Nummer hat, der Teil, der sich
vom u-ten Zeichen bis zum v-ten Zeichen erstreckt (die Grenzen inbegriffen)
durch einen Ausdruck, der m zur Godel-Nummer hat, vertreten, so soll

Substn (u’,nv)

die Godel-Nummer der entstehenden Zeichenfolge bezeichnen. Diese Art der
Substitution kann »Einschaltung« genannt werden.

Ist > 1, so ist die Godel-Nummer des vor u stehenden Teils der Zeichen-
folge, die n zur Gédel-Nummer hat

vy (n, u) = ]__T’ prPi (n) :

und ist v <long (), so ist die Godel-Nummer des nach v folgenden Teils der
betreffenden Zeichenfolge

; long (n) =~ v
e T X it
”2 (n’ v):: ' l pi p ()

i=1
So ist nach Nr. 12 dieses Kapitels (wenn in den uns nicht interessierenden
Fillen, der Funktion der Wert 0 gegeben wird)
: vi(n,u)smxvy(n,v), falls u>1 und v < long (n)
| m*vy(n,v), falls u=1 und v < long (n)
Substa (”r;iv)= vi(mu)*m, falls u> 1 und v = long (n)
m, falls u=1 und v= long(n)
0 sonst.

Auch das ist eine primitiv-rekursive Funktion.

Wie auch in der vorigen Nummer benutzt wurde, erstreckt sich in unserem
Fall der Teilausdruck Bx,(a, b, t), der durch einen Ausdruck mit der Godel-
Nummer 7'(n) ersetzt werden soll, vom *(n)-ten bis zum x(n) + 6 + A (n) + 1-
ten Zeichen der betrachteten Zeichenfolge, die n zur Gédel-Nummer hat; daher
ist das Ergebnis dieser Einschaltung :

% (n), % (n) + 6 + 4 (n) + I)
7'(n) .
18. Ist im Teilausdruck Bx; (a, b, t) des betrachteten Ausdrucks a 0,
was nach der vorigen Nummer mit
exp, (B) # 2

gleichbedeutend ist, so hat man nach Nr. 6 dieses Kapitels in t ausser x; alle
Variablen x; durch x;,w zu ersetzen, wo w der grasste in  Bx; (a, b, t) auf-
tretende Variablenindex ist ; dann hat man den mit Hilfe des so erhaltenen
Ausdruckes t” aufgebauten Ausdruck By (@—1, 01 it fir %, einsu-
schalten; endlich muss der so erhaltene Ausdruck t'’* im betrachteten Ausdruck
an die Stelle von By, (a, b, t) eingeschaltet werden.

Es muss also erstens untersucht werden, wie man in einem Ausdruck, der
m zur Godel-Nummer hat, falls er auch Variablen enthélt, den grossten auf-

Substa (
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tretenden Variablenindex findet. Dieser ist nach dem Worterbuch offenbar die
grosste solche Zahl w bis m, zu welcher es ein i gibt (das freilich nicht grosser
als m sein kann), fiir welches expi (m) = 2w - 9 gilt ; und als solche ist w eine
primitiv-rekursive Funktion von m. Diese Funktion soll mit

o (m)
bezeichnet werden. Da die Godel-Nummer des Ausdrucks By, (a, b, t) nach

Nr. 16 dieses Kapitels gleich B () ist, so ist in diesem Ausdruck der grosste auf-
tretende Variablenindex
o (Bm) .

Der Variablen x; entspricht nach dem Worterbuch exp, (Bav) ; und die Godel-
Nummer von t ist nach Nr. 16 dieses Kapitels 7 (n). Wir wollen alle von X;
verschiedene Variablen x; von t durch Xjie 8y ersetzen. Der Variablen X;
entspricht die Zahl 2j + 9im Worterbuch ; wird daher der Index j um o (Bmm)
vermehrt, so wird die der Variablen entsprechende Zahl um 2o (Bav) grosser.
Sei daher

>9
expj (r) + 20 (B), falls exp; (zav) { durch 2 nicht teilbar,
exp;’’ (n) = F exp, (Bm) | ist

expy (v () sonst

(eine ungerade Zahl, die grosser als 9 ist, entspricht nach dem Warterbuch
einer Variablen). Bei der Umbenennung der Variablen, wobei t zu t'" wird,
bleibt die Anzahl der Zeichen unveréndert, also 4 (n) (nach Nr. 15 dieses Kapi-
tels). So ist auch die Godel-Nummer von t"’
i(_“_)_ exp"}.‘_(n)
A A
=1

eine primitiv-rekursive Funktion von. n .
19. Jetzt hat man den Ausdruck t" an die Stelle von t in By, (, b, 1)

einzuschalten. Nach Nr. 16 und 15 dieses Kapitels ist B (n) die Godel-Nummer
des Ausdrucks By, (a,0, t); und t erstreckt sich vom 7 4 l-ten bis zum

7 + A (n)-ten Zeichen dieses Ausdrucks; und nach der vorigen Nummer ist
7”(n) die Godel-Nummer von t’’. Daher ist die Godel-Nummer von By, (a, b, t")

nach Nr. 17 dieses Kapitels

¥k T8, T 440D
B*(n) = Substn ( s )
Es ist noch a — 1 fiir a im Ausdruck By (a, b, t"") einzusetzen. Der Zahl

a entspricht nach dem Waorterbuch exp, (B ) ; s entspricht wegen der Annahme
a$0 im Worterbuch der Zahl a— 1 die Zahl exp, (Buv) —2; und diese
Differenz kann auch in der Form exp, (Buv) = 2 geschrieben werden. Die Godel-
Nummer des Ausdrucks By, (@ — 1, b, t’) ist also nach Nr. 11 dieses Kapitels

B () = Sty (e (B, ).

20. Der nidchste Schritt ist die Einschaltung von B, (a—1,0,1t")
an die Stelle von x; in t. Wie schon ofters verwendet wurde, entspricht nach
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dem Worterbuch der Variablen x; die Zahl exp, (8(m) ; und die Godel-Nummer
des Ausdrucks 1t ist v(n). Nach Nr. 11 dieses Kapitels ist daher x; das
% (T, exp, (Buv))-te Zeichen von t. Wird also in t fiir x; der Ausdruck
By, (a—1,,t""), der B”(n) zur Godel-Nummer hat, eingeschaltet, so ist die
Godel-Nummer des so erhaltenen Ausdrucks t'*’ :

" (n) = Subst 1) ( NP peany (P <">ﬂ)); (z)(r ), expy (B ))) .

Es ist endlich noch der Ausdruck t’’’ an die Stelle von By, (a, b, t) im
betrachteten Ausdruck, der n zur Goédel-Nummer hat, einzuschalten. Da sich
dieser Teilausdruck — wie schon ofters benutzt wurde — vom x (n)-ten bis zum
% (n) + 6 4 4 (n) + 1-ten Zeichen erstreckt, so ist die Gédel-Nummer des Aus-
drucks, der durch diese Einschaltung entsteht,

%(n),x(n)+6+ A(n)+ 1
Subst, ( 2" (n) ) ]

21. Kommt man zu einem auch B enthaltenden solchen Ausdruck, der
keinen mit By, (a, b, ... beginnenden Teil enthidlt, wo @ und'd Zahlen sind,
dafiir aber einen Teil der Form a, - a, . .. ar, wo alle a; Zahlen sind und r > 1 ist,
so wird nach Nr. 7 dieses Kapitels. der erste solche Teilausdruck (in dem uns
interessierenden Fall gibt es, wie leicht zu sehen, nach anderen Zeichen keinen
weiteren solchen Teil) durch die Gédel-Nummer seines berechneten Wertes
ersetzt (so kommt man im uns interessierenden Fall, wie leicht zu sehen, zu
einem Ausdruck, in dem bereits ein mit By, (a, b, . . . beginnender Teil vorkommt,
wobei a und b Zahlen sind).

Ist die Godel-Nummer des betrachteten Ausdrucks n, so kann man die
Bedingung nach Nr. 14 dieses Kapitels auch so formulieren, dass @g (1) % 0 gilt,
und dass es ausserdem ein von 0 verschiedenes i gibt (das freilich nicht grosser
als n ist), fiir welches exp; (n) = 1 ist (es entspricht ja dem Zeichen B die Zahl 1
im Waorterbuch), das heisst dass

. (Ei) i S n&i> 0&expi(n)=1]
gilt. :

Ist nun m die Godel-Nummer eines Produktes von lauter Zahlen, so ist in
der Primfaktorenzerlegung von m ein jeder Exponent entweder 3 oder eine von 0
verschiedene gerade Zahl. Sei

. i Ligad
prod (m) = { 1, falls fiir alle i 0 < eXp‘(m){oder gerade Zahl ist
0 sonst,

so ist prod (m) eine primitiv-rekursive Funktion. (Unter ihren Werten kommen
auch einzelne Faktoren, und auch sinnlose Zeichenfolgen vor, z. B. eine Folge
von lauter Multiplikationszeichen; das kann aber in ihrer uns interessierenden
Verwendung nicht vorkommen.)

Ist n die Godel-Nummer des jetzt betrachteten, auch B enthaltenden Aus-
drucks, so kann die Behauptung, dass diese Zeichenfolge ein Produkt mehrerer
Zahlen enthilt, auch folgendermassen ausgedriickt werden :
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#Es gibt solche j, und j, (die freilich nicht grosser als n sind), dass

ja> j, und o
_h_ expi(n)
prod | | ), pi ’

i

gilt.¢

Das ist eine primitiv-rekursive Beziehung. Sei @g (n) eine solche primitiv-
rekursive Funktion, die fiir solche und nur solche n verschwindet, fiir welche
diese Beziehung und zugleich auch gg(n)$0 und

(Eiy [i<n&i>0&expi(n)=1]
besteht. Im jetzt betrachteten Fall gilt
¢ (1) =0. .
Wo beginnt und wo endet im betrachteten Ausdruck das betrachtete
Zahlenprodukt? Sein erstes Zeichen ist das K -te Zeichen des ganzen Produktes,

wenn Kk die kleinste solche Zahl bis n ist, zu der es ein j gibt (das freilich nicht
grosser als n ist), so dass

it (_‘f_kl_ piexpi (n) ) il

1=
gilt. Diese Zahl £’ soll als Funktion von n mit »'(n) bezeichnet werden ; diese
Funktion 'ist primitiv-rekursiv.
Und das letzte Zeichen des Produktes ist das #'(17) 4 I'-te Zeichen des
ganzen betrachteten Ausdrucks, falls I’ die grosste Zahl bis n ist, fiir welche

_®etl  expi(n)
prod ( | E pi ) =

3 ==00(n

gilt. Natiirlich ist auch I' eine primitiv-rekursive Funktion von n; diese soll
mit A'(n) bezeichnet werden. :

'So ist die Godel-Nummer des betrachteten Produktes die folgende primitiv-
rekursive Funktion von n:

A eXPny + 1 (1)
!’: o Pira
Wie kann der Wert des betrachteten Produktes berechnet werden? Wir
wissen, dass in der Primfaktorenzerlegung der Godel-Nummer des Produktes
alle Exponenten mit 3 oder mit einer von 0 verschiedenen geraden Zahl gleich

sind. Einer Zahl a entspricht nach dem Worterbuch der Exponent b = 2a + 2;
einem von 0 verschiedenen geraden Exponenten b entspricht daher umgekehrt

die Zahl
b—2 _[b=2
35 [ 2 ]
Ist daher m die Godel-Nummer eines Zahlenproduktes, und ist
" exXpi(m) =2
expi/(m) = | 2 m_l, falls 0 < expi (m) gerade ist
1 sonst,

s0 ist der Wert des betreffenden Produktes
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long (m)
{ (m) = 1_1[ expi' (m) .

Der Wert unseres Zahlenproduktes ist daher
S epr'm)+,-(ﬂ))

§(a) =« ( LOI Pi+1

und daraus erhélt man nach dem Wérterbuch die Godel-Nummer der Zeichen-
folge, die aus dieser einzigen Zahl besteht, als
- 2.0'(n)+2
_ o (n) = p,
Wird im betrachteten Ausdruck das’ betrachtete Zahlenprodukt durch
_seinen Wert ersetzt, so erhidlt man daher einen Ausdruck, der nach Nr. 17
dieses Kapitels

#(n), #(n)+ /1'("))
o' (n)

zur Godel-Nummer hat. Das ist samt den inzwischen verwendeten Funktionen

primitiv-rekursiv.

22. Nach Nr. 9 dieses Kapitels gelangt man wihrend der Umformung
nach endlich vielen Schritten zu einem Produkt lauter Zahlen. In diesem Fall
hat man nach Nr. 8 dieses Kapitels endlich nur noch den Wert dieses Produktes
zu bestimmen. Ist n die Godel-Nummer des Produktes, so gilt nach der vorigen
Nummer

Substn (

prod (n) =1,
und der Wert des Produktes wird durch die primitiv-rekursive Funktion
¢ (n)
geliefert. e
23. Fassen wir unsere Ergebnisse in der Definition einer Funktion y (n)
zusammen : sei
¢ (n), falls prod (n) = 1

v (SHbstn % (n), % (n) er ?n)+ An) + 1)) ’

falls ¢ (n) = O und exp, (Bim) = 2

y(n) = y( Sabels x(n),x(n)r—’{; ?,;)l— A(n) + 1)) |

falls @p (1) = 0 und exp, (Bw) +2
o[ %), % (n) + X (n) () =

y ( Subst i ), )) falls gla(n) = 0 .

So gilt nach den Vorherigen

v (m, n) =y (¥, m) .
Es ist ndmlich (unter den angegebenen Nummern jetzt immer Nummern
dieses Kapitels verstanden) nach Nr.13 v'(m, n) die Godel-Nummer des Aus-
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drucks von v (m, n). Der Ausdruck von v (m, n) ist entweder ein Produkt von
Zahlen (fiir m = 0) und in diesem Fall ergibt nach Nr.21 und 22 wegen
prod (v (n, m) = 1

y (@'an, ) = & (y'am, m)

den Wert dieses Produktes; oder aber besteht dieser Ausdruck aus ineinander-
geschachtelten B-Ausdriicken. Im letzten Fall beginnt eine Umformung ;
wobei ein jeder betrachtete Ausdruck entweder einen Teil enthdlt, der mit
By, (a,b, ... beginnt, wo a und b Zahlen sind: dann gilt nach Nr.14

@g (¥ (m, m) = 0; oder einen Teil, der das Produkt von mehreren Zahlen ist :
dann gilt nach Nr.21 g¢p(y'm, m)=0. Gilt @y’ (m, m) =0, so ist im
betreffenden Teilausdruck By, (a, b,... die Zahl a entweder 0 oder nicht 0.
Diese beiden Moglichkeiten sind nach Nr. 17 gleichbedeutend damit, dass der
Wert von exp, (Bav) gleich 2 ist, oder nicht. Im ersten Fall bedeutet die Berech-'
nung von y (¥ umn, m) durch die obige Definition nach Nr. 17, im zweiten Fall
nach Nr. 18—19—20, endlich fiir g7 (1) = 0 nach Nr. 21 den Ubergang auf die
Godel-Nummern jener neuen Ausdriicke, die durch die in Nr. 6 und 7 geschil-
derten Schritte der Berechnung erhalten werden. Nach Nr. 9 muss die Berech-
nung in endlich vielen solchen Schritten, dass heisst nach endlich vielen Uber-
gingen auf immer neue solche Godel-Nummern, endigen: man muss zu einer
Zahl gelangen, deren prod-Funktion gleich 1 ist, die also die Godel-Nummer
eines Zahlenproduktes ist ; und dann ergibt y (¥’ an, m) nach der Definition’
von y den Wert dieses Produktes als Wert von y (m, n).

24. Betrachten wir niher die in der vorigen Nummer angegebene Definition
von y (n). Diese Definition ist nicht vollkommen. Die Trennung der Falle ist:
insofern richtig, dass prod (1) = 1, @ (n) = 0 und @ (n) = 0 sich gegenseitig
ausschliessende Fille sind. prod (n) = 1 bedeutet ja nach Nr. 21, dass n die
Gédel-Nummer eines Zahlenproduktes ist ; und die Zeichenfolge mit der Godel-
Nummer n enthélt fiir ¢ (1) = 0 nach Nr. 14 und fiir ¢’ (1) = 0 nach Nr. 21
auch das Zeichen B. Ferner enthilt diese Folge nach Nr. 14 im Fall ¢ () =0
einen mit By, (4,0, ... beginnenden Teil, und nach Nr. 21 enthalt sie im Fall

¢ () = 0 keinen solchen Teil. Es sind aber durch diese Félle nicht samtliche
Maglichkeiten erschopft. Man kénnte nach bisherigem Brauch die Definition
damit erginzen, dass ¥ (1) = O fiir die {ibrigen n sein soll ; aber ebensogut konnte
fiir die {ibrigen n das nichtssagende y (1) = ¥ (1) geschrieben werden: fiir unsere
Zwecke geniigt auch eine solche unvollkommene, »partielles Definition von y ().

Sogar in jenen Fallen sieht man nicht gesichert, dass der Wert von y (n)
auf Grund der Definition berechnet werden kann, iiber welche die Definition
verfiigt. Diese Definition erscheint ja gar nicht als eine Rekursion: der Wert
von y (n) wird darin zwar mit der Hilfe von anderen y-Werten angegeben;
es ist aber keine Spur davon, dass die letzteren an solchen Stellen angenommen
werden, die in irgendeinem Sinn »vor¢ n kommen wiirden. Uns interessieren
aber die an beliebigen Stellen angenommenen Werte von y (1) gar nicht, nur die
Werte ¥ (3 an, m) ; von diesen Werten wissen wir bereits aus den Uberlegungen
vor der Godelisierung, dass ihre Berechnung in endlich vielen Schritten durch
die Definition von y (1) ermoglicht wird.

Ahnlich gelingt durch Godelisierung auch die rekursive Definition einer
beliebigen y-Funktion von héherer Stufe auf die »partielle« Definition einer
Funktion p(n) zuriickzufiihren, die aus lauter primitiv-rekursiven Funktionen
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aufgebaut wird (sich also auf Funktionsfunktionen nicht mehr beruft); so dass
man durch Einsetzen einer geeigneten primitiv-rekursiven Funktion in y (n)
eine iiberall in endlich vielen Schritten berechenbare Funktion erhilt, deren
Werte eben die Werte der y-Funktion liefern,

Diese Zuriickfiihrung hat nur eine prinzipielle Bedeutung; eigentlich
wird dadurch die Berechnung der Werte der betreffenden Funktion sehr lang-
wierig.

Fiihrt man die Berechnung der Werte von v an einer konkreten Stelle durch,
so sieht man, dass diese Berechnung mit Hilfe von y als eine gewisse Art Rekur-
sion aufgefasst werden kann : trotzdem, dass inzwischen gewisse y (n*)-Werte
auf y-Werte an solchen Stellen zuriickgefiihrt werden, die grosser und kompli-
zierter als n* sind, sind unsere Schritte doch »zuriickfiihrende« Schritte: sie
fithren nach endlich vieler Benutzung der Definitionsgleichungen von y zum
gesuchten Zahlenwert von .

§ 16. ALLGEMEIN-REKURSIVE FUNKTIONEN,

1. Bereits in der transfiniten Rekursion hatten wir ein Beispiel fiir eine
Definition, welche die Funktionswerte mit Hilfe von solchen Funktionswerten
angibt, die an grosseren Stellen angenommen wurden, und doch die Berechnung
der Funktionswerte in endlich vielen Schritten ermoglicht.

Ein einfaches Beispiel einer Rekursion dieser Art ist die Berechnung von

o(n) = [v/n]
mit Hilfe der nachsten grisseren Quadratzahl.

Es ist natiirlich
() =[vnt]=n.
Und von einer Quadratzahl an dndert sich bis zur nichsten der Wert von @ (n)
nicht ; es ist z. B.
v@=[V=2¢06)=[V5l=296) = [Vbl=2 ¢ (1) = [VT]=2,
e®=[v8]=2

29 =[vV9]=3=241:
bei der néchsten Quadratzahl springt der Wert von ¢ um 1. So ist o(n) = @ (n+41),

falls n 4- 1 keine Quadratzahl ist, und ¢ (n)=e@(@m+ 1)—1, falls n 4 1 eine
Quadratzahl ist ; und im letzteren Fall kann wegen

e+ =[Vati]l=vVnFix1
statt @ (n 4 1)—1 auch @ (n 4 1) = 1 geschrieben werden. Dass eine Zahl

eine Quadratzahl ist, kann auch ohne Benutzung von [+/ n]als eine primitiv-
rekursive Beziehung aufgeschrieben werden ; namlich als

(ED) [i <n & i*= n]

aber

Daher ist
a, falls n 4+ 1 keine Quadratzahl ist

i ={ a1, falls n 4 1 eine Quadratzahl ist
eine primitiv-rekursive Funktion, und ¢ (n) kann durch
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@ (n¥)=n
@)= B(n,em+ 1)
definiert werden.

Hier wird der Wert an der Stelle n mit Hilfe des an der Stelle n +1
angenommenen Wertes angegeben ; jedoch ermoglichen die beiden Definitions-
gleichungen die Berechnung des Wertes von ¢ an einer beliebigen Stelle. Es ist
ja nach der zweiten Definitionsgleichung von ¢ und nach der Definition von f

{ p(n + 1), falls n 4 1 keine Quadratzahl ist
U pn+ 1) =1, « n 4+ 1 eine Quadratzahl ist

Daher kann z. B. @ (14) folgendermassen berechnet werden: Man sucht eine
Quadratzahl, die grosser als 14 ist. Die nichste solche Zahl ist 16. Da 16 eine
Quadratzahl ist, so ist nach der ersten Definitionsgleichung
¢ (16) = 4;
und nach der zweiten Definitionsgleichung ist
p(15) =@ (16) = 1 =4+ =

15 ist keine Quadratzahl; so ergibt die zweite Definitionsgleichung

p(14) =915 =3

Die Berechnung gelingt immer in endlich vielen Schritten : man findet
zu einer jeden Zahl n eine grossere Quadratzahl; z. B. ist (7 + 1)* sicher grosser
als n und eine Quadratzahl. Von hier an gelangt man immer um 1 riickwarts
schreitend in endlich vielen Schritten zum Wert von @(n), so wie vorhin im
Fall n =14 : ,

2. Man hat noch zu bedenken, ob die angegebene Definition zu keinem
Widerspruch fiithren kann. Es lasst sich ja der Wert von ¢ (1) nach der zweiten
Definitionsgleichung von einem beliebigen solchen g-Wert ausgehend berechnen,
wobei das Argument eine Quadratzahl und grosser als 7 ist; und man konnte
glauben, dass man von verschiedenen Quadratzahl-Argumenten ausgehend ver-
schiedene Werte von @ (1) erhalt. Das kann aber nicht eintreffen, denn auf
welche Quadratzahl auch immer erst die erste, dann schrittweise die zweite
Definitionsgleichung von ¢ angewandt wird: man erhalt fiir alle Kkleinere
Quadratzahl-Argumente denselben Wert, welche die erste Definitionsgleichung
geliefert hatte. Geht man namlich davon aus, dass nach der ersten Definitions-
gleichung

p(m+DhHY=m-+1

ist, und schreitet man dann nach der zweiten Definitionsgleichung riickwarts,
so ergibt sich, da es zwischen m? und (m + 1)2 = m®+ 2m + 1 keine
Quadratzahl gibt,

¢mﬂs¢mh+n=wmﬂ+m=.n=¢mﬂ+mm=

=@(m+ H2—1)=g@(m+ 1Y) =1 = (m+1)=1="m;
so iibertragt die zweite Definitionsgleichung von der zum Ausgang genommenen
Quadratzahl (m + 1)* auch auf die vorherige Quadratzahl m* die Eigenschaft

@ (m*) =m;

und genau so geht diese Eigenschaft auch auf die immer kleineren Quadrat-

zahlen iiber. So ist es gleich, aus welcher nach n kommenden Quadratzahl aus-
gehend man in der Berechnung von ¢ (1) riickwarts schreitet.
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Man hatte bereits bei der in Nr. 23 des vorigen Kapitels angegebenen
Definition der Funktion y (n), welche die formalen Schritte der Berechnung von
y (m, n) godelisiert hat, darauf zu achten, dass die Definition an keiner gegebenen

“Stelle (m, n) verschiedene Werte fiir ¢ liefern kann. Deswegen wurde in die
Bedingung @j(n) = 0 auch jene Forderung eingeschlossen, dass in der Prim-
faktorenzerlegung von n auch die Zahl 1 vorkommen soll, die im Worterbuch
dem Zeichen B entspricht. In der Bedingung ¢j (n) = 0 wurde ndmlich ausser
dieser Forderung gefordert, dass in der Zeichenfolge, welche n zur Gdodel-
Nummer hat, kein mit Bx(a, b, . . . beginnender Teil (wo @ und b Zahlen sind)
vorkommen soll ; dafiir aber ein Teil, der das Produkt lauter Zahlen ist. Hétte
man aber das Auftreten eines Exponenten gleich 1 nicht gefordert, so kénnte eine
Zeichenfolge mit der genannten Eigenschaft auch ein Zahlenprodukt sein ; aber
in diesem Fall ordnet die Definition wegen prod(n) = 1 einen anderen Wert
zu y (n), als dann, wenn auch B in der Zeichenfolge vorkommt.

3. In diesem Kapitel wurde ¢ (1) = [v/n] durch die Gleichungen
@ (n)=B(n,o@m + 1)

- definiert ; dazu musste man aber auch die primitiv-rekursive Funktion g (n, a)
kennen. Diese wird durch endlich viele Substitutionen und Rekursionen aus 0
und n -+ 1 aufgebaut. Man erhdlt eigentlich erst dann die vollkommene Defi-
nition von @, wenn man sdmtliche Gleichungen, welche die Substitutionen und
Rekursionen definieren, vor die beiden Definitionsgleichungen von ¢ setzt.
Dasselbe gilt fiir alle zahlentheoretische Funktionen, die durch irgendeine
Rekursion definiert werden. Im jetzt betrachteten verhdltnismassig einfachen
Fall soll einmal die vollkommene Definition aufgeschrieben werden. Dabei hat
man sich an die Tabelle zum Schluss des § 2 zu erinnern.

Wie bereits in Nr. 1 dieses Kapitels erwahnt wurde, kann die Quadratzahl-
Beschaffenheit von n auch durch
(Bl <n & i*= n}
ausgedriickt werden. Hier ist {2 = n mit
: jn—i?]| =0

“gleichbedeutend (in der Definition von |a—b | wurde zu seiner Zeit die

Funktion a = n benutzt: es war ja
la—b|=(@=b+ @0 ),
und dass es ein i zwischen 0 und n gibt, fiir welches dies gilt, ist mit

n
B Pt 50
i=0

dquivalent. (Dabei kann 1TT0 | n—i?| durch

0

TR —i2l = | n| =n
T | = |n]|

m+ 1 i
TT =i | =(TT | n=i*|) | n—(m+1)|
g el )} § et ‘

definiert ’\)verden.)‘ ,
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B (n, @) wurde in Nr. 1 dieses Kapitels als eine »zusammengeflicktes Funk-
tion definiert. Die Trennung der Félle kann hier mit Hilfe von sg(n) und

sg(n) geschehen : es ist
n+1 s gl
B(n,a)=a-sg (iT=’|(;|n+l—-i2|)+(a—‘—l)-sg (iTzToln—i—l——i’l).

In der Definition von sg(n) und sg(n) wird auch die Konstante 1 benutzt ;
und im Aufbau von B (n, @) nehmen auch die Funktionen a + n, n - a, n?,
n =1 Teil.

Es sollen also die Definitionsgleichungen von den aufgezdhlten Funktionen
vor den beiden Definitionsgleichungen von ¢ aufgereiht werden. Die verwen-
deten Funktionen sollen mit Ausnahme der konstanten Zahlen und der Vari-
ablen, durch «-Zeichen mit verschiedenen Indizes bezeichnet werden. Fiir die
Ausgangsfunktion n 4 1 setze ich o, (7). So lauten die benutzten Definitions-
gleichungen (wobei links die ‘durch diese Gleichungen definierten Hilfs-
funktionen aufgeschrieben werden, in welchen, wo m als Argument auftritt, m,
sonst immer 71 als erstes Argument zu betrachten ist) :

@ T SR e R e S 0,(0,0) =a

05 (a,), @) = 0, (0,71, @)
e TR R 0,(0,0) =0

0, (0,0, @) = 04 (a, 0401, D)
HE e i T Gy (n) = a,{n, n)
At e 0, (0)=0

0, (0pm) = n
i e e 05 (0,0) = a

a5 (95 (), @) = 04 (951, D)
fipsaf Lt g (1, @) = 0y (05, ), 05, M)
BEITT) . i s S S e a,(0)=0

0, (Gym) = 1
BOEI) o v e Vi pitin TIK ay0) =l

o5 (o) = 0
|n41—i2] oo 0, (1, i) = 04 (9o, 05(D)
|ln+1—@+12]..... 010 (11, @) = 0411, T @)

m

E}ln-—kl——iﬂ ...... 01, (0, n) = 0, ()
D5 0y (0 UM, 1) = 0y (0 (M, 1), Ty (7L, TID)
‘T'|; ln+1—i®] ...... 049 (M) = 044 (55, 1)

n+1
sg( Eln“{‘ l—izl) .o Oyg () = 0y(0(D)

P2 VEY G
sg T n 1 =it ) - o = or @)

BV T g ol e SR 045 (1, @) = 03(04(04@), 014(D), oy(a, o33(M)) ,
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und endlich
@ (03(M) = n

@ (n) = 045(n, @ (5,(0)) .

4. Will man zum Beispiel ¢ (1) auf Grund der vollkommenen Definition
berechnen, so trachtet man, mit Riicksicht auf die erste Definitionsgleichung
von ¢, eine solche Stelle n zu suchen, wo oy (n) = 1 ist. Das gelingt leicht, da

Oy (1) =Yy (11 1) =03 (00(0): I) =iy (]’ 02(0, 1)) e (]1 0) sl
= 04 (60, 0) = 0, (+1,0, 0) = 0, (0) = 1

p()=1.

Bei der Berechnung von ¢ (2) findet man schon keine Stelle n, wo o5 (11) = 2
ware ; wird aber die zweite Definitionsgleichung von ¢ in Anspruch genommen,

so erhdlt man
P (2) = 035 (2, @ (6,D)) = 0452, ¢D)

?B) =013, (03)) = 0353, 9) ;
aus unseren Gleichungen kann aber
03(2) =4
berechnet werden, und so ergibt sich, dass
‘ ¢ (4) =9 (032) =2

90 =0156,2)

ist ; der Wert von o,;(3, 2) ldsst sich wieder aus den Definitionsgleichungen
berechnen, und kann dann- in o5 (2, 9(®) fiir ¢(3) eingesetzt werden; wird
auch der Wert des so erhaltenen Ausdrucks berechnet, dann erhdlt man endlich
den Wert von ¢(2) .

Die Schritte der Berechnung sind : Einsetzungen von Zahlen fiir Variablen
der Definitionsgleichungen, und das Ersetzen eines Teils einer Gleichung durch
einen Ausdruck, der sich damit gleich erwiesen hat.

5. Nun kann der Begriff der allgemein-rekursiven Funktion formuliert
werden.?® Betrachten wir Gleichungen, die folgendermassen aufgebaut werden.
Die Zahlen, Variablen und n 4 1 sollen »Terme« genannt werden, ferner auch
alle Ausdriicke, die aus den zu definierenden Hilfsfunktionen oi(ay, ..., ar)
und aus der zu definierenden Funktion ¢ (a,, ..., ar) durch Einsetzung von
Terme fiir ihre Variablen entstehen. Eine Gleichung zwischen zwei Termen,
worin auch irgendein <; oder ¢ auftritt, soll eine Definitionsgleichung heissen.
Ein Gleichungssystem, das aus solchen Gleichungen besteht, wird eine allgemeine
Rekursion genannt, welche die allgemein-rekursive Funktion ¢ definiert, wenn
es zu einem jeden r-tupel ny, . .., nr eine und nur eine Zahl n gibt, so dass man
aus dem Gleichungssystem

gilt. Daher ist

und

folglich

(P(I‘ll,...,nr)Zﬂ
durch endlich vieler Anwendung der folgenden beiden Schritte erhalt:

) HERBRAND [1] § 2. Gruppe C.; GODEL [2]; KLEENE [1] und [5] L Nr. 2.
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1) Einsetzung von Zahlen fiir Variablen,

2) Ubergang von einem Ausdruck a und von einem Ausdruck der Form
b = ¢, auf jenen Ausdruck, der aus a entsteht, wenn darin fiir b an einer oder
mehreren Stellen ¢ eingesetzt wird.

Hier wird nicht verlangt, dass Funktionswerte aus an friiheren Stellen
angenommenen Funktionswerten aufgebaut werden sollen ; auch nicht, dass
die im Aufbau von ¢ teilnehmenden Hilfsfunktionen {iberall berechenbar sein
sollen (wie auch die Berechenbarkeit der im vorigen Kap tel eingefiihrten Funk-
tion y (n), welche die Berechnung der dort behandelten Funktion  (m, n)
godelisiert hat, nicht {iberall notwendig war, bloss an den Stellen, die durch die
Werte von v'(m, n) geliefert worden sind); es wird bloss verlangt, dass das
Gleichungssystem die Werte von ¢ an gewissen Stellen mit Hilfe anderer ¢-Werte
und gewisser Werte der Hilfsfunktionen so angeben soll, dass die Werte von
@ aus dem Gleichung system an allen Stellen eindeutig berechnet werden konnen.

Die so definierten Funktionen kénnen als die im allgemeinsten Sinne
rekursiven Funktionen betrachtet werden. Natiirlich gehoren alle Arten unserer
rekursiven Funktionen, die durch ausschliessliche Verwendung von Zahlen-
variablen definiert wurden, unter diesen Begriff. Aber die Untersuchungen iiber
v (m, n) im vorigen Kapitel zeigen, dass die ausschliessliche Verwendung von
- Zahlenvariablen keine Beschrankung bedeutet : wird die Berechnung der Werte
einer zahlentheoretischen Funktion, die durch Vermittlung von Funktions-
funktionen (oder auch durch Vermittlung von Rekursionen noch héherer Stufen
oder von anderen Hilfsmitteln) definiert wurde, godelisiert, so erhdlt man eine
allgemeine Rekursion der ersten Stufe.

§ 17. DIE EXPLIZITE FORM DER ALLGEMEIN-
REKURSIVEN FUNKTIONEN.

1. In der Tabelle am Ende des § 2 wurde die n -+ 2-te Primzahl (da p. die
n + 1-te Primzahl bedeutet) so aufgeschrieben, als die kleinste Zahl bis zur

n+ 2
Schranke 22  , bis welcher es genau n + 2 Primzahlen gibt, also — da = (i)
die Anzahl der Primzahlen bis i bezeichnet hat — als

n+ 2
Pag = i S 2% &nm (y =1 42]

Hinzugenommen, dass p, = 2 ist, hat sich daher pn als eine primitiv-rekursive
Funktion erwiesen. :

Wenn man aber nicht Wert darauf legt, pn als primitiv-rekursive Funktion
zu definieren, sondern sich mit -der Definition von pn als allgemein-rekursive
Funktion begniigt, so muss man sich nicht mit der Aufsuchung einer Schranke
bemiihen. Es geniigt zu wissen, dass es zu einem jeden n ein solches i gibt,
fiir welches ‘

a({)=n+2, das heisst |n+1—n(@)]|=0

gilt. (Das ist aber sicher, da es unendlich viele Primzahlen gibt.) Denn wird das
kleinste i mit einer gegebenen Eigenschaft, auch wenn keine Schranke angegeben
ist, mit w: bezeichnet, wobei die betrachtete Eigenschaft in der Klammer nach
ui angegeben wird, so ist

Prr1=pi[|n4+1—=n()]|=0];
und man kann allgemein den folgenden Satz beweisen : ist 7 (ny, . ..., nir, i) eine
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solche primitiv- oder bloss allgemein-rekursive Funktion, dass zu einem jeden
r-tupel ny, ..., nrein i gibt, fiir welches

T < ovy Oyl 0
gilt, so ist :
By ...,y =pifr(ny,...,n,i)=0]
eine allgemein-rekursive Funktion.3® Man kann ndmlich ein Gleichungssystem
angeben, woraus sich mit Vermittlung einer Hilfsfunktion der Wert wvon
#(ny, ..., nr) an einer jeden Stelle eindeutig berechnen lsst.

Die Hilfsfunktion ¢ hdngt ausser den Variablen Ny, ..., Nr von zwei
weiteren Variablen ab: fiir eine von diesen, die mit m bezeichnet wird, werden
der Reihe nach die Werte :

Tyt O e, e ) T i )

eingesetzt, die untersucht werden : welche von ihnen zum erstenmal 0 wird ;
man macht einen Versuch mit diesen Werten, bis man 0 findet. Fiir die andere
neue Variable a wird jeweils die Anzahl der bisherigen Versuche eingesetzt.
Fiir das erste i, fiir welches = (n,,..., nr, i) =0 gilt, ist die Anzahl der voran-
gehenden Versuche eben i. Es sei also

o0, n, . Ly a)y=a

o(m+ LAy, . @) =0 (vWy v i a4+, 0y, ..o, fir, @ A 1)
Dann ist

uy...,m)=0@0y,...,0n0,n,...,n0,0) .
Denn betrachten wir eine bestimmte Stelle n,, . .., n.. Hier reprisentiert
G ey iy 00 By« it O}
den ersten Versuch. Ist bereits 7 (ny, ..., nr, 0) = 0, so liefert die erste Defi-
nitionsgleichung den einzigen anwendbaren Schritt :
giean, L a0 iy a0y =0 (0, fy, ...l 0 =0 ;
und in diesem Fall ist tatsachlich die O das kleinste i fiir welches
s e 1) =0

gilt. Ist aber 7 (n,, ..., nr, 0) nicht 0, so kann sein Wert in der Form m +1
geschrieben werden, und die weitere Berechnung kann nur durch Anwendung
der zweiten Definitionsgleichung geschehen :

o@@y ..., 0,0y, ..., 0,00 =0(m+1,n,...,n0,0)=
=0T o il Dl it 1)
Hier gibt es zwei Moglichkeiten. Ist
el e e
so lasst sich bloss die erste Definitionsgleichung anwenden, und nach ihr ist
Oty es vy B D gy oo sy 1 =0 (0, Ry st 1) =1 ;

in diesem Fall ist aber tatséchlich die 1 das kleinste i, fiir welches WMyyevoy Nr =0
gilt. Ist aber 7 (ny, ..., n, 1) nicht 0, so kann es in der Form m - 1 ge-
schrieben werden; also ergibt die allein anwendbare zweite Definitionsgleichung

o@@ny ...,y .. 0 ) =0(m+1,ny,...,0,1) =
=0Ty, oy M 250y e iy 2) o
%) KLEENE [1] § 1. Satz V.
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Und so weiter. Da es nach der Annahme auch zum betrachteten r-tupel ny, <. ., fir
ein i gibt, fiir welches 7 (ny,...,Mn10) = 0 gilt, so muss dieses Verfahren
sicher nach endlich vielen Schritten zum Abschluss kommen. Werden daher zu
den beiden Definitionsgleichungen von ¢ auch die Definitionsgleichungen von ©
und die Gleichung

,u(nl,...,nr)-——a(r(nl,...,nr,O),nl,...,nr,O)

hinzugenommen, so erhdlt man mit endlich vielen (in der Definition einer
allgemein-rekursiven Funktion erlaubten) Schritten den Wert von (1, . . ., ).
Folglich ist u (ny, . .., nr) tatséchlich allgemein-rekursiv.

9. Das definierende Gleichungssystem ist wieder von solcher Struktur,
dass es den Wert o (m + 1,ny,...,nr, @) mit Hilfe des Funktionswertes an
einer solchen Stelle (v@y,...,Rn @+ D, ny, ..., 0 a+1) angibt, welche
kaum als eine »friihere« Stelle betrachtet werden kann. Trotzdem ist es iiber-
raschend, dass diese verhaltnisméssig einfache Definitionsart alle komplizierte
Méglichkeiten der von der primitiven Rekursion abweichenden rekursiven
Definitionen in sich trigt: man kann ndmlich beweisen,® dass eine jede allge-
mein-rekursive Funktion ¢(ny, ..., nr) auf folgende explizite Form gebracht
werden kann :

ey ...,n) =9 (pi[ray,...,n0, b —
wo v (n) und 7(ny,..., N, m) primitiv-rekursiv sind, und zu einem jeden
r-tupel ny, ..., nr ein solches i gibt, fiir welches
T(nl,...,nr,i)=0
gilt.
Kurzgefasst kann das folgendermassen bewiesen werden :

Ist @(ny,...,n:) eine allgemein-rekursive Funktion, so gibt es ein Glei-
chungssystem, aus welchem sich ihre Werte in endlich vielen Schritten berechnen
lassen. Es soll fiir ein gegebenes r-tupel ay, ..., ar eine endliche Folge von
Gleichungen, deren jedes Glied entweder eine Gleichung des betrachteten
Gleichungssystems ist, oder durch einen erlaubten Berechnungsschritt aus
" fritheren Gleichungen der Folge entsteht, eine »Ableitunge heissen, falls das
letzte Glied der Folge eine Gleichung der Form

pla,:..,a)=a,

und hier a eine Zahl ist. Nach der Definition der allgemein-rekursiven Funktionen
gibt es zu einem jeden r-tupel ay, ..., ar eine solche Ableitung. Daher kann
der Wert von ¢ an der Stelle (ay, ..., ar) als der Wert a definiert werden, der
von einer bestimmten Ableitung geliefert wird (in einem gewissen Sinn die
verste« solche Ableitung wird zur Anwendung kommen). Das ist eindeutig,
denn nach der Definition der allgemein-rekursiven Funktion muss eine jede
zur Stelle (ay, ..., a) gehorige Ableitung denselben Wert a als Wert von
@ (ay, . ..,a) ergeben.

Wird nun das von formaler Seite betrachtete Berechnungsverfahren
sgodelisierty, so stellt es sich heraus, dass man sich dabei ausser der Bestimmung
der zur »ersten« Ableitung gehorigen Godel-Nummer, auf lauter primitiv-
rekursive Funktionen beschrdnken kann.

1y KLEENE [1] § 1., [5] IL Nr. 7.
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Die Godelisierung wird leichter werden, wenn nicht alle Zahlen zugrunde
gelegt werden, bloss die O ; man erhlt ja, wenn auch die Funktion o, (n) = n + 1
zugrunde gelegt wird, die iibrigen Zahlen als

1=0+]=0’0(0), 2=1+1=00(0)+1=0'0(0'0(0)),
3=2+41=0,(50) + 1 = g, (0, (0,D)), . . .

So wird zu einem Zahlzeichen einer Zeichenfolge in der Primfaktoren-
zerlegung der zur Folge gehdrigen Godel-Nummer nicht ein einziger Exponent
gehoren, sondern eine ganze Exponentenfolge, welche aus gewisser Anzahl
solcher Zahlen besteht, die den Zeichen oy, 0 und den Klammern entsprechen.

In unseren Gleichungen treten auch neue Zeichen auf; so hat man auch
das Worterbuch von Nr. 10 des § 15 etwas zu modifizieren. Ich werde so wenig
wie moglich daran &ndern. Jetzt treten nicht beliebig viele Zahlen, aber
beliebig viele Zeichen on auf. So sollen die geraden Zahlen von 2 an den Zeichen
o, entsprechen. Jetzt kommen die Zeichen B und »-« nicht vor, dafiir aber
die Zeichen O und »=«. So soli diesen 1 und 3 entsprechen. Die iibrigen Zuordnungen
sollen unverdndert bleiben. Ich bemerke noch, dass man sich im Aufbau der
in Nr. 12 und 17 des § 15 definierten primitiv-rekursiven Funktionen

iy
a*b und Substn |

auf keine B, » - « oder irgendeine Zahl enthaltende Zeichenfolge berufen musste ;
so andert die Einfilhrung des neuen Worterbuches nichts an der Bedeutung
dieser Funktionten. Diese Funktionen werde ich in den Folgenden ofters
benutzen.

Ich schicke noch voraus, dass dem Zeichen o, die Zahl 2 entsprechen, und
die zu definierende Funktion nicht mit @, sondern mit os bezeichnet wird.
(s ist die Anzahl der benutzten Hilfsfunktionen, auch o, (n) = n + 1 inbe-
griffcn). So lautet

das neue Worterbuch:
Dem Zeichen on soll die Zahl 2n + 2 (fiir n =0, 1,2, ...) entsprechen

« « 0% 4 « 1 «
« ol « 9 «
« « ot ik 3 «
« TS T v «
g « R it « 9 «
der Variablenxn « "« @y A Ssiiirg 1,2 0) «

Die Definitionsgleichungen sind formal betrachtet Zeichenfolgen; die
Godel-Nummer der aus den Zeichen .

Qyy Qgy'e o o 5 G
bestehenden Gleichung ‘ist
ay . .0y a
nNn=py Pg...pt
Und wenn den Gleichungen der Anzahl [, die in einem Gleichungssystem, oder
in einer Ableitung teilnehmen, der Reihe nach die Gédel-Nummern

Aty o
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entsprechen, so wird dem Gleichungssystem bzw. der Ableitung die Godel-

Nummer
ny My n

Py Pa--- Pt
zugeordnet. Z. B. ist die Godel-Nummer der aus den Gleichungen
0y (X)) = 0
05 (0) =0

bestehenden einfachen Ableitung :
P18 Ps® P P4’ Ps® Pe* p® P ps* Pd P&’ Pe'
P1 * P .

3. Da jetzt eine Zahl n durch eine ganze Zeichenfolge aufgeschrieben wird,
wird es sich lohnen, die Definition der Godel-Nummer einer Zeichenfolge dieser
Art im voraus aufzuschreiben. Es soll jetzt diese Godel-Nummer mit £ (1)
bezeichnet werden (diese Funktion ist aber nicht identisch mit der Funktion
¢ (n), die in Nr. 21 des § 15 definiert wurde, und die wir nicht mehr brauchen
werden).

Da das Worterbuch dem Zeichen 0 die Zahl 1 zuordnet, so ist die Godel-
~ Nummer der Zeichenfolge, die aus dem einzigen Zeichen 0 besteht :

' £@0)=p, -
Und da die Zeichenfolge fiir n + 1 so aufgebaut wird, dass man zwischen die
Klammern von 4 (.. .) die Zeichenfolge fiir n schreibt, so wird ¢ (n + 1) aus
¢ (n) durch
¢ (n+4 1) = ps®p°» &(m) » py’
aufgebaut. Das ergibt samt der vorigen Gleichung eine primitive Rekursion
tiir £ (n).
Es ist aus der Definition klar, dass fiir alle n

n < &(n)

gilt ; das gilt ja nach der ersten Definitionsgleichung fiir n =0, und vererbt
sich nach der zweiten Definitionsgleichung von n auf n + 1. Darauf werde ich
mich noch berufen. :

4. Es ist zweckmissig erst die in der Berechnung der Funktionswerte
erlaubten Schritte — die »Reduktionsschritte« der Gleichungen —zu godelisieren,

Nach Nr. 5 des vorigen Kapitels ist einer der erlaubten Schritte das Ein-
setzen von Zahlen fiir die Variablen einer Gleichung. Das kann auf weitere
elementare Schritte aufgeldst werden. Erstens konnen die Zahlen einzeln fiir je
eine Variable eingesetzt werden. Will man nun zum Beispiel 2 fiir x: einsetzen,
so kann das — da 2 durch die Zeichenfolge o, (5,() aufgeschrieben wird —
in folgenden Schritten geschehen : man setzt erst o, (x;) fiir x; ; dann in der so
modifizierten Gleichung wieder o, (x;) fiir X; ; endlich in der neuen modifizierten
Gleichung O fiir x;. Genau so sieht man ein, dass sich das Einsetzen von Zahlen
fiir Variablen immer auf folgende elementare Schritte auflosen ldsst :

1) das Einsetzen von o (x;) fiir eine Variable x;,
2) das Einsetzen von 0 fiir eine Variable x;.
In einer gegebenen Gleichung treten freilich nur endlich viele Variablen auf

Ist n die Godel-Nummer einer Gleichung, so ist nach dem neuen Worterbuch
der grosste Variablenindex in der Gleichung die grosste Zahl j (die freilich nicht
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grosser als n ist), fiir welche 2j + 9 unter den Exponenten in der Primfaktoren-
zerlegung von n vorkommt ; darauf werde ich mich in den Folgenden berufen.

5. Beschéftigen wir uns erst mit dem leichteren Reduktionsschritt 2).
Ist n die Godel-Nummer der Gleichung, auf welche diese Reduktion ange-
wandt wird, so soll die Godel-Nummer der durch diesen Schritt modifizierten
Gleichung mit red, (i, n) bezeichnet werden (diese Zahl ist freilich n selber, wenn
x: nicht in der Gleichung auftritt; so fiir i > n jedenfalls, dcnn kommt x; in der
Gleichung vor, so muss die entsprechende Zahl 2i 4+ 9 unter den Exponenten
der Primfaktorenzerlegung von n vorkommen, und daher kann sogar 2i + 9
nicht grosser als n sein). Da nach dem Worterbuch zu 0 die Zahl 1 und zu x;
die Zahl 2i + 9 gehort, so ist fiir

e 1, falls exp;(n)=2i+49
Py, l),= { exp;j (n) sonst
(welche Funktion nicht identisch mit der im § 15 dhnlich bezeichneten Funktion
ist, die wir nicht mehr brauchen)
long(n)  expj’ (n, i)
red, (i, n) = [ ]l Dj

1 y
: Nun sei die Godel-Nummer der durch den elementaren Schritt. 1) modi-
fizierten Gleichung : red, (i, n) (diese ist wieder n selber, wenn x; nicht in der
Gleichung vorkommt ; so fiir i > n jedenfalls). Da dieser Schritt im Einsetzen
von o, (xi) fiir x: besteht, und die Godel-Nummer von o, (xi)
P1® P2’ ps™ 2 py

ist, entsteht red, (i, n) aus n, indem in die Primfaktorenzerlegung von n fiir
alle Faktoren der Form p;® +9 dieses Produkt eingeschaltet wird. Sei also

o P12 Ps® P50 @ p,7 | falls exp;(n) = 2i + 9
BEhd = P,e%Pi ™ sonst ,
dann ist : ' _ _
redz (ir n) = pi (n’ l) x pé (fl, l) i auk P’Iong (ﬂ)(na l)

Wird hier benutzt, dass
1*b=20

ist, wie das in Nr. 12 des § 15 hervorgehoben wurde, so kann die aus Einschal-
tungen von variabler Anzahl zusammengesetzte Funktion

a* (m,n,i)=p;(n,i)*py(m,i)*...*p'm(n,i)
durch die primitive Rekursion
w® (0o 1) =1
n*(m + 1,8, l) oE n*(mr n, l) *p’rn‘l—l(n’ l)
definiert werden ; und es ist
red, (i, n) = & * (long (), n, i)

_ 6. Nach Nr. 5 des vpri%en_ Kapitels ist der andere erlaubte Reduktions-

schritt, dass fiir einen Teil b einer Gleichung a, falls eine Gleichung b = ¢

bereits abgeleitet wurde, ¢ gesetzt werden darf. Es geniigt nachzuschauen : wie
sich die Godel-Nummer n der Gleichung a modifiziert, wenn ein solcher Teil b
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von a durch ¢ ersetzt wird, der mit dem i + 1-ten Zeichen von a beginnt (und
n bleibt freilich unveridndert, wenn a keinen solchen Teil enthalt, so z. B. fiir
i > n); i kann ja nachher die Zahlen 0, 1, 2, ... durchlaufen — freilich muss
dabei n nicht iiberstiegen werden — und so kann ein beliebiger Teil b von a
durch ¢ ersetzt werden.

Wir haben also nachzupriifen, ob in a vom i 4 1-ten Zeichen an die Zeichen
der linken Seite der Gleichung b = ¢ aufeinanderfolgen, und wenn das der Fall
ist, dann haben wir fiir diese die Zeichen der rechten Seite von b = ¢ einzu-
schalten. Ist n die Godel-Nummer von a und m die Godel-Nummer von Di— ¢
so soll die Godel-Nummer der so modifizierten Gleichung mit reds (i, 1, m)
bezeichnet werden.

Da m die Godel-Nummer einer Gleichung ist, so muss unter den Expo-
nenten der Primfaktorenzerlegung von m auch die dem Zeichen » = « im Worter-
buch entsprechende Zahl 3 vorkommen ; und zwar als der eq(m)-te Expo-
nent, wo : :

eq (m) = w [j < m & exp; (m) = 3]

ist. Daher sind die Godel-Nummern der linken und rechten Seite von b = c¢:

eq(m) ~1 €Xpj (m) long (m) ~ eq (m) expj+eq(m)(m)

pam=_1 | » baw. fldle=. . f 1. P ;
und es ist

n, falls () [ < long (Bum)& j > 0&exp; +; (1) % exp; (m)] ,

red, (i, n, m) = { Substn ( g -:: (lr(;lr;g (8 (m)) ) sonst .

7. Die Godel-Nummern der Ergebnisse der dreierlei Reduktionsschritte
konnen in einer einzigen Funktion red(t, n, m) zusammengefasst werden, wenn
die Zahlen z. B. nach ihrer Teilbarkeit durch 3 in drei Gruppen geteilt werden.
Da der Rest der Division von t durch 3 mit res(t, 3) bezeichnet wurde, und da
falls  solche Zahlen durchlduft, die bei der Teilung durch 3 den Rest 0, 1 oder 2
ergeben, 317 . 3 1 ) bzw.t 3 g samtliche Werte annimmt, und in den entsprechen-

den Fillen die Differenz und der Quotient auch als arithmetische Differenz und
arithmetischer Quotient geschrieben werden kann : setzten wir

3
I‘Cdl(-gb

red (f, n, m) = red2( t—%—«l« ], n), «y teslt, ) =4

,n) ; falls res(t, 3) = 0

reda( ?—%—%J,n,m),x res(t, 3) =2 .

Wir werden diese Definition bloss fiir
t<3n+42

benutzen. Wir haben ja in den beiden vorigen Nummern bei der Definition von
red, (i, n), redy (i, n) und redy (i, n, m) durchdacht, dass in den uns interessie-
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renden Fillen i nicht grosser als n sein kann; und aus einer jéden der Unglei-
chungen

folgt, dass

gilt.

8. Nun konnen wir zur Definition der Eigenschaft einer Zahl w iibergehen,
die Godel-Nummer einer Ableitung zu sein, die aus lauter erlaubten elementaren
Schritten besteht. Die Exponenten in der Primfaktorenzerlegung einer solchen
Godel-Nummer sind die Godel-Nummern der Gleichungen, die der Reihe nach
in der Ableitung teilnehmen. Diese Gleichungen gehoren zum zugrunde gelegten
Gleichungssystem, oder eritstehen durch irgendeinen elementaren Reduktions-
schritt aus einer oder aus zwei friiheren Gleichungen der Ableitung. Ist daher
n die Godel-Nummer des zugrunde gelegten Gleichungssystems, so ist ein jeder
Exponent in der Zerlegung von w entweder einer der Exponenten von n, oder
die Funktion red (%, b, ¢) zweier friiheren Exponenten b und ¢ von w, mit geeig-
netem ¢, fiir welches i '
t<3b+2
gilt.

Dass alle Exponenten der Zerlegung von w diese Eigenschaft besitzen,
kann folgendermassen aufgeschrieben werden : :

(@)[i < long (Wy— ((Ej) [j < long(n) & expi (w) = exp; (n)] V
V (Efy) (Ejg) (Ef) [j; < long (W) & j, < long W) & t < 3 exp;, (W)+2 &
: & expi (W) = red(t, expy, W), expism)])] .

Das ist eine primitiv-rekursive Beziehung ; es gibt also eine primitiv-rekursive
Funktion ¢'(n, w), welche dann und nur dann O wird, wenn diese Beziehung
besteht.

Es wird aber von einer zur Stelle (ay, ..., a) gehorigen Ableitung auch
verlangt, dass ihre letzte Gleichung die Form

os(di i Do) £ a

hat, wobei a eine Zahl ist. (a kann natiirlich nicht grosser als die Godel-Nummer
dieser Gleichung sein; es entstehen ja in der Zerlegung dieser Godel-Nummer
die letzten Faktoren durch Einschaltung der Godel-Nummer ¢ (@), die nach
Nr. 3 dieses Kapitels der Zahl a entspricht ; und bei der Definition von ¢ wurde
hervorgehoben, dass @ < ¢ (a) ist.) Diese Forderung (die sich auf den letzten, das
heisst long(w)-ten Exponenten der Zerlegung von w bezieht) kann folgender-
massen aufgeschrieben werden :

= P22 pSrl(a)xp®*L(a) xpP*...xp2*L(ar)* p7 pP*E(a)] .
Hier ist r eine bestimmte Zahl: die Anzahl der Variablen der Funktion ¢ = os;
so stehen an den Stellen der Punkte Einschaltungen von einer bestimmten
Anzahl. So ist auch dies eine primitiv-rekursive Beziehung: es gibt eine primitiv-
rekursive Funktion : 7”"(ay, ..., ar, w), welche dann und nur dann 0 wird, wenn
sie besteht. :
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9. Jetzt kann man bereits-den in der vorigen Nummer erwdahnten Wert a
das heisst den Wert der Funktion as = @ an der Stelle (ay, . . ., as) aus der Godel-
Nummer w der Ableitung erhalten.

Wenn m die Godel-Nummer einer Gleichung ist, so ist nach Nr. 6 dieses
Kapitels die Godel-Nummer der rechten Seite y (m). Da nach Annahme die
letzte Gleichung der zur Godel-Nummer w gehorigen Ableitung (die zum letzten
Exponenten der Zerlegung von w gehort) die Form

os(ay,...,ar) =4a
hat, und nach Nr. 3 dieses Kapitels die zur Zahl a gehorige Godel-Nummer £ (a)
ist, so gilt
£ (@) = ¥ (eXPiong ) W) -
Daher ist @ als Funktion von w (da a < (@ ist) :

Ca=1p W) = pifi < ¥ (eXPiong W) & £(i) = ¥ (eXProngmy W) ] .

10. Nach Annahme ist ¢ = os eine allgemein-rekursive Funktion ; und
daher gehort zu einer jeden Stelle (a,..., ar) eine Ableitung, deren letzte
Gleichung

Os (Qy; o ve5.0r) = @
mit einer bestimmten Zahl a ist. So gehort nach Nr. 8 dieses Kapitels zu jedem
r-tupel (@, . . ., ar) ein solches w, dass sowohl 7 (n, w) als auch ikl i A, W)
verschwindet, das heisst, dass : :
r(n,al,...,ar,w)=r’(n,w)+1”(a1,...,ar,w)=0
ist ; und so ist nach Nr. 1 dieses Kapitels :
pw [T (1, ay, ..., ar,w)=0]
eine allgemein-rekursive Funktion. Ihrer Bedeutung nach ist sie die Kleinste
Godel-Nummer, die zu einer solchen Ableitung gehort, deren letzte Gleichung
von der Form os(ay, .. ., ar) = a ist. Da es nach der Definition der allgemein-
rekursiven Funktion zur gegebenen Stelle (ay, . . ., ar) eine einzige solche Zahl
a gibt, dass sich ;
a5 (Qy; .5 0;) =18
aus dem Definitionsgleichungssystem ableiten ldsst, endigt eine jede zu solcher
Godel-Nummer w gehorige Ableitung — auch diejenige, welche zum kleinsten
solchen w gehort —auf eine Gleichung, auf deren rechten Seite dieses a auftritt ;
daher kann dieses @ nach der vorigen Nummer auch folgendermassen aufge-
schrieben werden : ist w eine beliebige Zahl, fiir welche
(N, 4y v.ovy anw) =0
ist, so ist
a=yw);
und speziell fiir das kleinste solche w ist
a=v(pw[rm, ay,...,a,w) =0]).
Da hier ;
a=o0s(y,...,a0) =@ (@y,...,0a)
ist, so kann ¢ (ay, . .., ar) tatsichlich in der Form
@@y, ...,a) =y (pw[rm, a, ..., arn® = 0])
geschrieben werden, wo ¢ und 7 primitiv-rekursive Funktionen sind.
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Das zeigt auch, dass wenn eine allgemein-rekursive. Funktion nicht
primitiv-rekursiv ist, die Berechnung ihrer Werte aus dem definierenden Glei-
chungssystem kein einfaches Verfahren sein kann: die Godel-Nummer der Berech-
nung (wie sie in diesem Kapitel genannt wurde : der »Ableitungq), in welcher
sich die Komplikationen der Berechnung spiegeln, muss eine »grosse« Zahl sein.
Wir wissen ja: konnte man eine primitiv-rekursive Schranke #(ay,...,a)
fiir w finden, so wire

pwlw < x(ay,...,a) & T, 8y o0 0 wy = 0],
und damit auch ¢ (ay, ..., ar) primitiv-rekursiv. (So hat jede, durch eine Art
Rekursion definierte, aber nicht primitiv-rekursive Funktion etwas mit der
Nicht-Majorisierbarkeit durch primitiv-rekursive Funktionen zu tun ; daher
wurde im ACKERMANNSschen Beispiel fiir eine durch primitiv-rekursive Funk-
tionen nicht majorisierbare Funktion das Wesentliche der nicht-primitiv-rekur-
siven Funktionen erfasst.)

11. Nach den Vorangehenden kann eine jede allgemein-rekursive Funk-
tion aus primitiv-rekursiven Funktionen durch Substitutionen und durch die
folgende Operation aufgebaut werden : aus einer primitiv-rekursiven Funktion
a(ay, ..., ar, m), falls zu einem jeden r-tupel a,, . . . , ar ein solches m zu finden
ist, dass :
oty s @mye 0
gilt, bildet man die Funktion

pm [a(ay, ..., a,m)=0].

Man kann sogar zeigen,3? dass durch diese Operation und durch Substitutionen
auch dann alle allgemein-rekursive Funktionen aufgebaut werden konnen, wenn
bloss die folgenden drei primitiv-rekursiven Funktionen zugrunde gelegt werden -

1, falls n =@

0 -l d,

Wird jetzt die Konstruktion der vorhin erhaltenen expliziten Form
@, ....,q0)=9(@E[tma,,...,a, w) = 0])

einer beliebigen allgemein-rekursiven Funktion ¢ (ay, . . ., ar) naher betrachtet,
so sieht man, dass die Definition von y und v ganz unabhéngig vom zugrunde
gelegten Gleichungssystem ist ; dieses Gleichungssystem erhilt bloss dadurch
eine Rolle, dass fiir das erste Argument von = seine Godel-Nummer eingesetzt
wird. So enthélt

a-n, n-a und 6(n,a)={

¥ (uwlrm, ay, ..., ar, w) = 0))

gleichzeitig die explizite Definition sdmtlicher allgemein-rekursiver Funktionen ;
man hat immer nur die Godel-Nummer des entsprechenden definierenden
Gleichungssystems fiir n einzusetzen (freilich miissen erst die im System auftre-
tenden Funktionszeichen zu oy, 0y, ... umbenannt werden, so dass die zu defi-
nierende Funktion den grossten Index erhilt). Da in der expliziten Defini-
tion einer konkreten Funktion fiir n eine konkrete Zahl gesetzt wird, so ist
T(n,a,,...,a,w) in jedem einzelnen Fall eine primitiv-rekursive Funktion
T(ay, ..., ar,w) der Variablen a,,...,ar, w.

%) KLEENE [3].
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§ 18. MOGLICHKEITEN ZUR WEITEREN VEREINFACHUNG
: DER EXPLIZITEN FORM.

1. Im vorigen Kapitel hat sich herausgestellt, dass jede allgemein-rekur-
sive Funktion in der Form

v (um[r@y, ..., ar,m = 0])
geschrieben werden kann, wobei v und 7 primitiv-rekursiv sind, und 7 der
Forderung
»zu einem jeden r-tupel ay, ..., ar soll es ein m
geben, so dass 7 (ay,...,ar,m) =0 gilt

(F)

geniigt. Samtliche Abweichungen der allgemein-rekursiven Funktionen von den
primitiv-rekursiven nimmt die Operation gm auf sich. Es erhebt sich die Frage,
ob bei der Darstellung der allgemein-rekursiven Funktionen iiberhaupt not-
wendig ist auch die Funktion ¢ zu verwenden ; und wenn das im allgemeinen
der Fall ist, welche allgemein-rekursive Funktionen dennoch auch in der Form

pmle(dy; 4 an )= 0]

geschrieben werden konnen, wo 7 irgendeine der Forderung (F) geniigende
primitiv-rekursive Funktion ist.

Man kann zeigen, dass sich eine allgemein-rekursive Funktione (a4, . . ., ar)
dann und nur dann auf diese einfachere explizite Form bringen ldsst, wenn die
Gleichung

@y, ...,a)=m

eine primitiv-rekursive Beziehung ist.? ;

Dass diese Bedingung hinreichend ist, versteht sich von selbst ; denn ist
@ (ay, ..., a) = m eine primitiv-rekursive Beziehung, so gibt es eine primitiv-
rekursive Funktion 7 (ay, ..., ar, m), welche dann und nur dann 0 wird, wenn
diese Gleichheit besteht; und diese Funktion = geniigt der Forderung (F):
es gibt ja zu jedem r-tupel @y, .. ., areinm, namlich eben ¢(ay, . .., ar), fiir welches

@ (@y,...,a)=m und somit 7(a,...,arm) = 0

gilt. Da es ferner ein einziges solches m zum r-tupel a,, ..., ar gibt, so ist das
zugleich das kleinste solche m ; daher ist

@ (Ay <« . 5 Q1) = Pm [e (ay, 7. ., ar, m) = 0].
Umgekehrt, nehmen wir jetzt an, dass
@(ay,...,a) = pm[t(ay,...,a,m)=0]

ist, wo 7 eine der Forderung'(F) geniigende primitiv-rekursive Funktion ist.
In diesem Fall besteht

P@,...,a)=m
dann und nur dann, wenn

(B) T(ay...,anm) = 0 und fiir alle m" w(@y ..., an M) =0>m =m

3%) SKOLEM [6] Satz 1.
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besteht (diese Beziehung gilt ndmlich offenbar fiir .das Kleinste m, fiir welches
7(ay, ..., ar, m) = 0 ist und nur fiir dieses). Diese Beziehung ist aber primitiv-
rekursiv, man kann ndmlich leicht eine primitiv-rekursive Funktion 7' (ay,..., ar,m)
definieren, welche dann 0 wird, wenn diese Beziehung besteht (und sonst zum
Beispiel zu 1 wird). Ist m = 0, so besteht m’ > 0 fiir alle m’ ; daher fordert in
diesem Fall die Beziehung (B) bloss das Bestehen von (@, ..., 0r,0)=0.
Sei also

T’.(al, v vy ar, O) = T(al, veey af, O)
Fiir andere m muss 7 dann zu 0 werden, wenn an derselben Stelle auch = Zu
0 wird, aber fiir kleinere m nicht. Daher sei

0, fallsv (a;,...,ar,m + 1) = 0 und

m

T(@y...,a,m+F 1) = : il_({] T(ay,...,ar, 1) 0

1 sonst,

Die so definierte Funktion '(ay,...,ar, m) ist primitiv-rekursiv, und
wird dann und nur dann zu 0, wenn ®(ay,...,a)=m ist; daher ist
®(ay, ..., a) = m tatsichlich eine primitiv-rekursive Beziehung.

2. So konnte man fiir den ersten Moment glauben, dass sich nur primitiv-
rekursive Funktionen auf die einfachere explizite Form

,um[r(al,...,ar,m)=O]

bringen lassen. Das gilt aber nicht: ¢ (a,, ..., ar) = m kann auch dann eine
primitiv-rekursive Beziehung sein, wenn ¢ (a, . . . ar) keine primitiv-rekursive
Funktion ist.3* Betrachten wir ein Beispiel.

In Nr. 2 des § 9 wurde eine Funktion v (m, n) als Beispiel fiir eine nicht-
primitiv-rekursive Funktion eingefiihrt. Sie wurde durch folgende einge-
schachtelte zweifache Rekursion definiert : '

vO0,n=n41
v(m+1,0)=y(m1)
p(m+1,n+1)=yp(mypm+ 1, m)
Nun kann man trotzdem, dass v nicht primitiv-rekursiv ist, zeigen, dass
W) =T

eine primitiv-rekursive Beziehung ist. :

In Nr. 4 und 5 des § 9 habe ich bewiesen, dass % (m, n) eine monoton
wachsende Funktion ihrer Variablen ist ; daraus folgt wegen (0, 0) = 1 auch,
dass iiberall

w(m,n)>0
gilt.
Diese Eigenschaften von ¢ werde ich in der Definition einer solchen
Funktion a (m, n, r) beniitzen, welche dann und nur dann gleich 0 wird, wenn

#) SKOLEM [5] Satz 3.
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die Beziehung v (m, n) = r besteht (und sonst z. B. zu 1 wird). Dann wird es
geniigen zu zeigen, dass diese Funktion a primitiv-rekursiv ist.

Aus den beiden ersten Definitionsgleichungen von v (m, n) ist es Klar,
dass die Definition von a mit

; 0, falls r=n-+1
a0y 801 & 1 sonst
und ' ‘ _
a(m+41,0,r)=a(m,1,7)

beginnen muss. Zum Aufschreiben von a (m + 1, n + 1,r) braucht man keine
eingeschaltete a-Werte zu verwenden (und das ist das Entscheidende). Denn ist

pm+1,n=i,

so ist der Wert von ¢ (m 4 1, n + 1) nach der dritten Definitionsgleichung
gleich y (m, i) ; wenn daher ;

W, 0 — &

ist, so ist zugleich
pym+Lnt)=r
Wir wissen, dass dabei
y(m+1,n)>0 und w(m+ Ln<ym+l,n+1)=r

ist ; daher gilt fiir p (m+ 1, n) =i

LS5 tesil
Zusammenfassend : ist r eine solche Zahl, dass fiir ein i zwischen 1 und r — 1

y(m+1,n=1i und 9 (M, )y =r
gilt, so ist
pm+lL,n+1)=r
Wird nun a auf die gewiinschte Weise definiert, so ist
: ‘max (aum + 1, n, b, aun, i, n)
gleich 0, wenn
w(m+1,n)y=i und p(mi)=r

ist ; sonst ist der Wert dieses Maximums 1. So ist

r—1

li [ max (atn 4 1, n, b, aun, i, n)
ad

dann und nur dann gleich 0, wenn es zwischen den Grenzen 1 und r — 1 ein i
gibt, fiir welches

wm+1,n)=i und p(mi)=r
gilt. Daher kann die Definition von a mit der Gleichung
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r—1

am+1,n+1,r)= I max (atn + 1, n, i), agn, i, n)

l
i=1
beendet werden.

So ist die Definition von a eine zweifache, aber nicht-eingeschachtelte
Rekursion.

3. Dafiir tritt hier aber eine neue Komplikation auf, die in den bisherigen
Rekursionen nicht vorgekommen ist (bloss in der Wertverlaufsrekursion, wo sie
aber keine Schwierigkeiten verursacht hat) : der Wert von a(m + 1,n 4 1,7)
wird aus vorangehenden Funktionswerten von nicht bestimmter, sondern
variabler Anzahl aufgebaut. Diese Rekursionsarten (wobei nicht nur neben-

_einander stehende Funktionswerte, sondern auch Einschachtelungen von
variabler — sogar von Werten der zu definierenden Funktion abhingigen —
Anzahl vorkommen konnen) harren noch einer Untersuchung.* Der vorliegende
einfache Fall lédsst sich jedoch noch leicht auf primitive Rekursionen und Substi-
tutionen zuriickfiihren.

SKOLEM richtet diese Zuriickfithrung folgendermassen ein. Die Definition
von a kann auchals Rekursion nach m und r betrachtet werden: a (m-+ 1, n41,r)
wird darin erstens aus solchen Ausdriicken a (m + 1, n, i) aufgebaut, in welchen
das erste Argument dasselbe, aber das dritte kleiner ist, da i hochstens gleich
r — 1 ist; ferner aus solchen Ausdriicken a (m, i, r), in welchen das dritte Argu-
ment dasselbe, aber das erste kleiner ist. Zur Ausniitzung der gemeinsamen
Abnahme von m und r wird eine Hilfsfunktion 8 mit

a(m,n,r)zﬁ(m-r,n,r)

eingefithrt. So vermindert sich fiir m £0,r 40 das erste Argument von g,
wenn eines von m und r vermindert wird.

Die Funktion B (I, n, r) wurde damit nur an solchen Stellen definiert, wo
r =0 und [ =0, oder [ durch r teilbar ist. An anderen Stellen kann der Wert
von B noch frei angegeben werden.

Nach der bisherigen Definition gilt
- [0, falls r =n+ 1
B nt)y=a(0, nr)= { oy
B(m+ b :r,0,=a(m+1,0,)=a(m1,r)=pm-r,1,7),
und

Ban+ b ri,n+ L,n=a(m+1,n+1,r)=

r—1 r—1

| max (aen + 1, n, b, am, i, n) = | [ max (B (m+1-i,n,i), B(m -r,i,r)).
i=1

i=1

(Im Fall r = 0 definieren alle drei Gleichungen den Wert von g als 1.)

* Bemerkung bei der Korrektur: neulich ist es mir gelungen, solche Rekursionsarten
auf mehrfache — und in gewissen Spezialfillen auf primitive — Rekursionen und Substitu-
tionen zuriickzufiihren.
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Nun kénnen fiir die Werte des ersten Arguments zwischen mr + 1 und
(m+1)r= mr + rdieWerte (mr+u+1,n+ l,r)(ﬁiru:O, 1,2,...,r—1)

r—l1
als Teilprodukte von | | max (8 (m + Di, n, i), B amr,i, ) definiert werden,
i=1

vom O-ten Teilprodukt mit dem Wert 1 an, ganz bis zum r — 1-ten Teilprodukt.
Ist u > 0, so ergibt sich das u-te Teilprodukt aus dem u — 1-ten durch Hinzu-
nahme des Faktors max (B (wn + bu, n, u), panr; u, n). Es sei also
Bimr 1,1 L1,y 2,

und fiiru=1,2,...,r—1

B(mr+u+1l,n+1,r= B(mr 4 u,n +1,r) - max (B(an+Dbu,n, u), B (mr, u,r));
das liefert fiir u = r — 1 eben die vorhin aufgeschriebene Definitionsgleichung
tir g(mm+ br,n+ 1, r) . So wurde bei von 0 verschiedenen zweiten Argu-
menten die Definition von # auch fiir solche erste Argumente [ erweitert, deren
Reste res (I, r), bei der Division durch ein r 40, der Reihe nach gleich
1,2,..., r— lsind;die Definition von g wird vollstandig, wenn unter g an den
{ibrigen — uns nicht interessierenden — Stellen 1 verstanden wird. ;

Ist hier ’
rek und mr4 a1 =141

80 ist
l

mr+ u= i 1 =168 (l, r, mr =1 = res (I, r), und m= [_;] |
Daher lautet die vollstindige Definition von B

0, falls r=n+1
{10 Bt { 1 sonst

B (1= resd,n, 1,r), fallsr + 0,n=0 und res(l,r) =r 1
1, falls r £0,n 40 und res (lir) =

: l
B (l,n,r).max (B (([—r—] + 1)+ resd, n, n=1, res, n),

, B (= resd, n, resd, n, 1)),
falls r £0,n 40 und 1 < res(hn<r=1
1 sonst.

p+1,n,1) =

Da :
| = [—r] r+ res(l, r)

ist, so gilt fiir res(l,r) <r -1

([—:] +Dres(, ) < [—:-] r=1)+res,n<
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und es ist freilich auch
[ = res ([, 5 P

so haben wir hier mit einer Wertverlaufsrekursion nach [ zu tun, wobei die
beiden Parameter n und r nicht unverdndert bleiben. Mit den Methoden vom
§ 3 und vom § 5 kann diese auf primitive Rekursionen und Substitutionen
zuriickgefiihrt werden. Daher ist f, und somit auch die durch die Substitution

a(m’ n,‘r) TR ﬁ(m 5 r,n,r)
definierte Funktion e primitiv-rekursiv ; folglich die Gleichheit

‘l,l)(m n)‘_r)

welche dann und nur dann besteht, wenn a (m, n, r) verschwmdet tatsichlich
eine primitiv-rekursive Beziehung.

4. Jetzt konnte man glauben, dass vielleicht eine jede Beziehung
Q.. .0 =0,

welche zu einer allgemein-rekursiven Funktion ¢ (a,, ..., ar) gehort, allgemein-
rekursiv ist; und daher nach Nr. 1 dieses Kapitels alle allgemein-rekursive
Funktionen in der Form

m {v(ay, . o, ary 1) =0]

geschrieben werden konnen. Das gilt aber wieder nicht ; das sieht man aus dem
anderen Beispiel, durch welches gezeigt wurde, dass die zweifache Rekursion
von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktlonen hinausfiihrt.3®

In Nr. 4 und 5 des § 11 wurde eine durch zweifache Rekursion definierte
(und so jedenfalls allgemein-rekursive) Funktion @ (m, n) eingefiihrt, welche bei -
geeigneter Wahl von m mit einer beliebigen einstelligen pnmltlv-rekursnven
Funktion ¢ (n) identisch wird. So wird

sg(@un, m)

bei geeignetem Wert von m mit einer beliebigen solchen einstelligen primitiv-
rekursiven Funktion ¢ (n) identisch, welche bloss die Werte O und 1 annimt (es
kann ja eine beliebige solche Funktion in der Form ¢ (n) = sg (p ») geschrieben
werden). Es folgt daraus, dass die 2-rekursive Funktion sg (¢m, m)) nicht
primitiv-rekursiv sein kann. Denn sonst wire auch die Funktion

&(n) =sg (e, m) =1 = sg(pwm, m),

welche ebenfalls bloss die Werte 0 und 1 annimmt, primitiv-rekursiv, miisste
also fiir ein geeignetes m mit sg (pum, m) identisch sein.

sg (p:, m) = sg(pun, m)
kann aber bei gar keinem m fiir alle n bestehen, denn fiir n = m wiirde sich daraus
sg (pun, my) = sg (pan, my)
ergeben ; das ist aber unmdéglich, da die linke Seite gleich 0 ist, wenn die rechte
gleich 1, und umgekehrt.

38) Siehe POST gl] und die Besprechung davon von KLEENE in The Journ. of
Symb. Log. 12 (1947)

) SKOLEM [6] Satz 2.
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Aber daraus, dass die iiber 1 nicht steigende allgemein-rekursive Funk-
tion & (n) nicht primitiv-rekursiv ist, folgt, dass auch die Beziehung
£y =m
nicht primitiv-rekursiv sein kann. Denn samt dieser Beziehung wére auch die
Funktion & (n), welche in der Form
E()=pm [M<1& & (n) =m]
geschrieben werden kann, primitiv-rekursiv.

5. Ich erwihne noch, dass man folgendes beweisen kann : ldsst sich eine
allgemein-rekursive Funktion auf eine solche explizite Form bringen, wo v eine
der Forderung (F) geniigende, und y (m) eine monoton wachsende primitiv-
rekursive Funktion ist, so kann diese Funktion auch auf die Form

um [¥'(@y, . . ., ar, m) = 0]
gebracht werden, wobei 7 der Forderung (F) geniigt.3?

Man entnimmt daraus einfach, dass sich sdmtliche allgemein-rekursive
Funktionen auf die Form

pm [Ty @y, - - -y ar, m) = 0] = pm [75(ay, . .., ar,m) = 0]
bringen lassen, wobei 7, und 7, der Forderung (F) geniigende primitiv-rekursive
Funktionen sind.3®
6. Man kann auch anders als in Nr. 4 diéses Kapitels einsehen, dass nicht
alle allgemein-rekursive Funktionen auf die Form
bm T @y, . - - ar,m) = 0]
gebracht werden konnen. Ich nehme auch jetzt die in Nr. 4 verwendete ein-
stellige, allgemein- aber nicht primitiv-rekursive Funktion
£ (n) = sg (p, m)
zur Hilfe ; aber ich beweise gleich mehr : ich gebe eine solche zweistellige allge-
mein-rekursive Funktion an, die keinesfalls in der Form

geschrieben werden kann, mit einer primitiv-rekursiven Funktion v und einer
solchen Funktion v (m), welche nicht alle Werte fiir Argumente iiber alle Grenzen
annimmt. Da jene Funktion v (m), die identisch 1 ist, {iberhaupt keinen Wert
ausser 1 annimmt, so kann dann diese Funktion freilich auch auf die Form

pm [T (ay, @y m) = 0]
nicht gebracht werden.
Die betreffende zweistellige Funktion ist

Pa (ay, @) = & (ay) + a5 ;
diese ist freilich samt & allgemein-rekursiv, und
Ps (ay, @) = a,
£ () =0
gleichbedeutend. Wenn sich ¢, auf die Form
@y (a4, A) = (um[v @y, a5, M = 0])

) SKOLEM [5] Satz 1.
) SKOLEM [5] Satz 2.
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bringen lassen wiirde, wo 7 eine der Forderung (F) geniigende, und (f) eine
solche primitiv-rekursive Funktion wire , Welche einen bestimmten Wert.a fiir
kein ¢t > k annehmen wiirde, so kénnte
: : Elaj =0
das heisst :
@3 (1, 0) = £(n) + a=9 (um[rar, a,m) =0]) = a
dann und nur .dann bestehen, wenn
= pm [1 (n, a, m) = 0]
der Gleichung
y)=a
geniigen wiirde. Daraus wiirde aber t < k folgen. Daher wire & (n) dann und
nur dann gleich 0, wenn es ein ¢ < k mit
t=pm[t(n,a,m)=0] und p()=a
gebe. Fiir & (n) 4 0 gilt aber & (n) = 1. Folglich wire
£ (n) — { 0, falls (Ef) [t <k & t = pm [z, q, m=0] &y () = a]
b bognnsly - \ :
daraus wiirde sich aber — da die Beziehung t = um [+ (n, a, m) = 0] nach Nr. 1
dieses Kapitels primitiv-rekursiv ist — & (n) als eine primitiv-rekursive Funk-
tion ergeben, obwohl & (n) nicht-primitiv rekursiv ist.

Zum Widerspruch hat jeme Annahme gefiihrt, dass ¥ (f) einen gewissen
Wert a fiir keinen Wert von £ iiber einer Schranke k annimmt. So kann in einer
expliziten Form von g, (a,, a,) nur eine solche Funktion v auftreten, welche
alle Werte fiir Argumente iiber alle Grenzen annimmt. Eine solche Funktion
soll »umfangsreich« genannt werden.

7. Der in der vorigen Nummer bewiesene Satz ist nur die eine Hilfte des
folgenden Satzes von MARKOQV % e '

Es soll eine primitiv-rekursive Funktion v (f) in Bezug auf die Variablen-
anzahl r wuniversal« genannt werden, wenn eine jede r-stellige allgemein-rekursive
Funktion mit diesem gemeinsamen v auf die Form -

v (um [ta@y, ..., a, my=0])
gebracht werden kann, wobei © eine der Forderung (F) gentigende primitiv-rekursive
Funktion ist. (Die Funktion  des vorigen Kapitels war in Bezug auf eine belje«
bige Variablenanzahl universal.) Eine primitiv-rekursive Funktion v (f) ist dann
und nur dann universal, wenn Sie »umfangsreich ist, das heisst alle Werte fiir
Argumente iiber alle Grenzen annimmt.

In der vorigen Nummer wurde fiir r = 2 bewiesen, dass die Bedingung
notwendig ist. Ist r > 2, so erhdlt man auch aus der dort angegebenen Funktion
?s (a4, a,) ein geeignetes Beispiel. Sei ndmlich mit Hinzunahme fiktiver Variablen

pr (aly e a") =@ (al’ a2)
Ist nun
pr(ay...,a) =9 (pmlr@,,...,a,m=0])
eine explizite Form von ¢r, wobei v und 7 primitiv-rekursiv sind, und = der
Forderung (F) geniigt, so gibt es wegen (F) bei beliebigem a, und a, auch zu
a4y, a5, 0,...,0 ein solches m, fiir welches ;

v (ay, @5 M) = 7 (a5, @3, 0,...,0,m) =0
gilt, So kommt man zur Darstellung
¥) MARKOV [3] und [4].
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@, (a4, a5) = Pr(ay, a5,0, ... ,0) =9 (um [r@,, 30, .. ,0,m) =0]) =
= p(pm[ @, @y, m = 0])

von @, (a,, a,), welche den iiblichen Forderungen geniigt ; dariiber wissen wir
aber bereits aus der vorigen Nummer, dass darin bloss eine »umfangsreiche«
Funktion y (f) auftreten kann. /

Der Fall 7 — 1 ldsst sich mit Hilfe der Funktionen o (a, ), a,(n), oy(1),
die in Nr. 27 des § 1 zur Anordnung der Zahlenpaare in eine Folge eingefiihrt
wurden, auf die Betrachtungen fiber ¢, (ay, @y) zuriickfiihren. o (a, b)) war die
Stellenzahl des Paars (g, b) in der genannten Folge; durch o,(n) und ay(n)
wurden die beiden Glieder des n-ten Paars bezeichnet ; daher war

o, (0@ b)=a und oy(c@ ) =0 .
Es soll also im Fall r = 1 die Funktion .t

@1 (@1) = a(01(@y), 95(@) -
als Beispiel genommen werden. Kann man diese Funktion auf die Form

@5 (@) = ¢ (#m[r @y, m = 0]) -
bringen, wobei die {iblichen Bedingungen erfiillt sind, so ist
Py (a4, @p) = @4 (04 (0(@y, ap), 05 (05, 3)) = P2 (0@y, ap) =
=¥ (:um [T (0'((11, ay), m) o 0]) )

und das ist eine die iiblichen Bedingungen erfiillende explizite Darstellung von
¢ (ay, az) mit

7 (ay, @y, M) = T (04, Ay, M) ;
und so muss darin nach der vorigen Nummer die Funktion v (f) sumfangs-
reich¢ sein.

So hat es sich herausgestellt, dass es zu einem jeden r eine r-stellige Funk-
tion gibt, welche sich nur mit sumfangsreichem« y (f) auf die obige explizite
Form bringen ldsst ; diese Eigenschaft von ¢ (f) ist also fiir alle r notwendig dazu,
dass die Funktion v (f) in Bezug auf r universal sein soll.

8. Um zeigen zu konnen, dass die genannte Eigenschaft von y (f) auch
hinreichend ist, wird erst bewiesen, dass es zu einer beliebigen sumfangsreichen«
primitiv-rekursiven Funktion %, (t) eine primitiv-rekursive Funktion (D),
und eine allgemein-rekursive Funktion ¢, (w, @) gibt, so dass sich @,, ¥,
und y, &hnlich, wie die in der vorigen Nummer verwendeten oy, 0y, ©
verhalten : das heisst, dass fiir beliebige w und a

p, (Y @, ®) = w und Y, (Y, @, ®) = a

gilt. Zum Beweis kann benutzt werden, dass ein beliebiger Wert beliebig oft
von ¥, (f) angenommen wird ; erhalten daher w und a folgende Rolle : es wird
die w -+ 1-te Stelle betrachtet, wo y, (f) den Wert a annimmt, dann kann man
sowohl w als auch a alle Zahlen durchlaufen lassen.

Es sei also v, (@, a) die w - 1-te Stelle, wo v, (f) den Wert ‘@ annimmt.
Diese Funktion kann folgendermassen definiert werden : Wir wissen, dass es
iiber alle w ein f gibt, fiir welches w, (f) = a ist ; daher ist nach Nr. 1 des vorigen
Kapitels das kleinste solche { > w:
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: Y, ) =u t>w & yp,(f) = q]
eine allgemein-rekursive Funktion. Und damit hat man
¥ (0,a) = (0, a)
Yo@+1,0) =@, o+ 1,a) ;
denn die erste Gleichung ergibt ¥ (0, a) als von 0 an das erste, das heisst das
erste ¢, fiir welches w, (f) = a ist ; und ist bereits Yo (@, a) die w 4 1-te Stelle ¢,
Wo 9, (f) = a ist, so ist y, (w + 1, a) nach der zweiten Definitionsgleichung
und nach der Definition von » die erste solche Stelle nach Yo (@, a), das heisst
die w + 2 -te solche Stelle.
: ¥ (2, a) bedeutet jedenfalls immer eine solche Stelle, wo y, (f) = a ist ;
und so gilt
Vs @ @, m) =a

tatséchlich fiir alle w und a.

Jetzt hat man noch eine solche primitiv-rekursive Funktion g, (H) zu
konstruieren, welche w aus Yo (w, @) wiedergibt, das heisst fiir welche

: Y1 @@, @) = w

besteht. Da y, (w, @) die w + 1-te Stelle ist, wo v, (f) denselben Wert (ndmlich
den Wert @) annimmt, kann die Funktion Y1 (f) so definiert werden, als die
Anzahl jener Stellen u vor t, wo ¥a (1) denselben Wert annimmt wie an der
Stelle t. ;

Erstens kann die Anzahl der Stellen vor t, wo y, () einen Wert b annimmt,
als primitiv-rekursive Funktion durch

w(0,0) =0
o (f,b), falls p,(f) + b
oBb)+1,« p()=0b

definiert werden ; es gibt ja vor { = 0 keine Stellen, und bis das erste Argument
zu t + 1 anwichst, fordert die Definition das\ Addieren sovieler 1, wievielemal
- an vorangehenden Stellen der Wert b von Y, angenommen wurde.

So gibt

w(t—i—l,b):{

Y1) = o (t, p,0)
die Anzahl jener Stellen vor ¢ an, wo die Funktion p, den Wert y,(1), das heisst,
denselben Wert wie an der Stelle { annimmt, Da ferner v, (w, a) die w + 1-te
solche Stelle bedeutet, wo v, (t) denselben ‘Wert annimmt, so ist tatsichlich

Y (@ow, ®) =w .
So kann man zur beliebigen »umfangsreichen« primitiv-rekursiven Funk-
tion y, (f) eine solche primitiv-rekursive Funktion ¥y (f) konstruieren, dass es
zu allem w und a ein ¢ (ndmlich ¢ — Yo w, @) gibt, fiir welches

i i) =w und Vo) =a
gilt.

9. Jetzt kann man bereits leicht beweisen, dass die Bedingung im Satz
von MARKOV auch hinreichend ist. Sei nidmlich Yq(t) eine beliebige »umfangs-
reiche« primitiv-rekursive Funktion ; dann kann eine beliebige r-stellige allge-
mein-rekursive Funktion @ in der Form

P@,...,8) =y, (Um [za@y, ..., ar,m)=0))
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geschrieben werden, Wo 7, eine die Forderung (F) erfiillende primitiv-rekursive
Funktion ist.

Denn nach Nr. 10 des §17 kann eine beliebige allgemein-rekursive
Funktion ¢ mit einem bestimmten 7 in der Form

@@y, a) =19 (4w [t ay,.0. 0, =0]) =
= (4w [t1(@1, .., W) =0])

geschrieben werden, wo y und 7 primitiv-rekursiv sind, = die Forderung (F)
erfiillt ; und so oft w eine solche Zahl ist, fiir welches

rl(al,...,ar,w)—_—O
ist, auch die Beziehung
; pW)=9 (@,...,0)
gilt. -
So gibt es zu einem jeden r-tupel ay, ..., ar solche w und a, dass die primi-

tiv-rekursive Beziehung
7, (@ ,...,0n, W)=0& p(W)=a

besteht ; und daher gibt es nach der vorigen Nummer auch ein ¢, so dass ¥, ()
fiir w, und die dazu konstruierte Funktion ,(f) fiir a eingesetzt, die primitiv-
rekursive Beziehung

vy (it} iy R Py 0 & @) =v:()

erfiillt wird. Sei 7g(@y ;.. .4, 0) eine solche primitiv-rekursive Funktion,
die dann und nur dann gleich 0 wird, wenn diese letzte Beziehung besteht ;
dann gibt es nach den Vorangehenden zu jedem r-tupel @y,...,ar ein t, fiir
welches

Tz(al,...,ar, t)=0

ist (das heisst, 7, erfiillt die Forderung (F)). Die betrachtete Beziehung besteht
auch fiir das kleinste solche ¢ ; wenn sie aber besteht, so folgt daraus erstens, dass

@y, ..y ) =0,
also nach der Voraussetzung auch

! P, ) =@ @y, ..., @),
zweitens, dass

Y ) = P2 ()
gilt ; diese beiden Gleichungen ergeben aber

@y, .., a)=1py(l)
Wird das fiir das kleinste ¢, fiir welches
Tq(@y; v s, )=0
ist, angewandt, so erhdlt man tatsdchlich

@@y, ..y Q) =pg (M [rz(al,...,ar,t)-:-()]).
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§ 19. BEISPIEL EINER NICHT-ALLGEMEIN-REKURSIVEN
FUNKTION.

1. Fiir einstellige Funktionen formuliert lautet das zum Schluss des, § 17
Ausgesagte : eine beliebige einstellige, allgemein-rekursive Funktion @(m)
kann mit Verwendung der beiden universellen primitiv-rekursiven Funktionen
v (m) und 7 (n,m,w) in der Form

@ (M) = (w [ra1, m, w) = 0])

geschrieben werden, wo fiir n die Godel-Nummer nach dem Wérterbuch in Nr. 2
des § 17 jenes Gleichungssystems zu setzen ist, durch welches @(m) definiert
wird. Man koénnte glauben, dass dies die effektive Definition von noch allge-
meineren zahlentheoretischen Funktionen ermdglicht, als jene Funktionen,
die wir »allgemein-rekursiv« genannt haben ; werden namlich die verschiedenen
Zahlen fiir n eingesetzt, so erhdlt man ja die Definitionen der verschiedenen
aligemein-rekursiven Funktionen e@(m); und wird das Diagonalverfahren
auf die so erhaltene Folge angewandt, so ergibt sich notwendigerweise eine
nicht-allgemein-rekursive Funktion.?® Betrachten wir das niher.
Es soll die zweistellige Funktion

e(n, m) =y (uw [rr, m, wy = 0])

betrachtet werden. Zu einer jeden einstelligen allgemein-rekursiven Funktion
@(m) gibt es ein n (die Godel-Nummer ihres Definitionsgleichungssystems), so
dass fiir beliebiges m

¢ (m) = @ (n, m)

:gilt. Daher kann die Funktion ¢(n, m) nicht allgemein-rekursiv sein. Denn mit
“ihr wire auch die einstellige Funktion

@ (m, m) + 1
allgemein-rekursiv, und so miisste es auch zu dieser Funktion ein solches a

geben, dass fiir alle m
@ (m, m) + 1 = ¢ (n, m)

gelten wiirde. Daraus wiirde sich aber fiir m = n
; ‘P(nr n)+1:¢(n’ fl),
also eine Unmoglichkeit ergeben.

Wegen
@ (1, n) =9 (ww [r@, n, w) = 0])

kann aber ¢ (1, n) nur dann nicht-allgemein-rekursiv sein, wenn auch
tw [T (n, n, w) = 0]

nicht-allgemein-rekursiv ist. Der Wert dieser Funktion ist, falls es eine Zahl
w gibt, fiir welche 7(n, n, w) = 0 gilt, die kleinste solche Zahl w, und falls
kein solches w gibt, gleich 0. (Daher kann ‘es nicht zu einem jeden n ein w mit
T (1, n, w) = 0 geben, denn sonst miisste die Funktion mwlz (1, n, w) = 0]
nach Nr.1 des §17 allgemein-rekursiv sein.)

49) Siehe KLEENE [1] § 2. Satz XIV.
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2. Als das Diagonalverfahren auf die primitiv-rekursiven - Funktionen
angewandt wurde, hat man eine solche nicht-primitiv-rekursive »Diagonal-
funktion« erhalten, welche dennoch durch eine Art Rekursion: durch eine
zweifache Rekursion definiert werden kann. Das auf die k-rekursiven Funktio-
nen angewandte Diagonalverfahren hat auf eine k 4 l-rekursive Funktion
gefiihrt. Jetzt konnte man glauben, dass sich die »Diagonalfunktion« der allge-
mein-rekursiven Funktionen durch eine noch aligemeinere Rekursion definie-
ren ldsst.

Die allgemeine Rekursion wurde aber eben darum »allgemein« genannt,
weil wir uns keine allgemeinere Rekursionsart vorstellen konnen. Es wurde ja
von der Definition einer allgemein-rekursiven Funktion nichts anderes verlangt,
bloss dass sich der Wert der definierten Funktion an einer jeden Stelle eindeutig
aus den Definitionsgleichungen berechnen lasst. So konnen die Werte einer
nicht-allgemein-rekursiven Funktion von gar keinem Definitionsgleichungs-
system liickenlos geliefert werden : eine solche Funktion kann in gar keinem
Sinn »rekursive sein.

Es kann sogar plausibel hingestellt werden, dass sich die Werte einer
nicht-allgemein-rekursiven Funktion nicht nur aus einem Gleichungssystem,
sondern auf keinem Weg an allen Stellen in endlich vielen Schritten berechnen
lassen. :

§ 20. BERECHENBARE FUNKTIONEN.

1. Man kann nur dann behaupten, dass die Werte einer Funktion an
einer jeden Stelle in endlich vielen Schritten berechenbar sind, wenn diese
Berechnung nicht von irgendeiner individuellen Willkiir abhéngt, sondern ein
solches Verfahren, ist, das sich zu jeder Zeit wiederholen und auch auf Andere
anvertrauen lasst. Daher muss es ein mechanisches Verfahren sein; so kann
man sich prinzipiell auch eine Maschine vorstellen, welche die Schritte der
Berechnung ausfithren kann.

Stellen wir uns eine solche Maschine vor. Man kann annehmen, dass sie
eine schreibende Rechenmaschine ist, welche auf eine in Abschnitte geteilte
Papierschleife, die nach beiden Richtungen beliebig verlangert werden kann,
Zeichen schreibt (in einen Abschnitt immer nur ein Zeichen) ; es ist ja wirklich
keine Einschrinkung der Allgemeinheit, dass so die ganze Berechnung in einer
Zeile, und nicht in mehreren Zeilen untereinander zugeht. Es kommen endlich
viele Zeichen im Vorrat der Maschinevor, aber auch das ist keine Einschrankung
der Allgemeinheit : es konnen auch beliebig viele Glieder unendlicher Folgen
mit endlich vielen Zeichen aufgeschrieben werden (z. B. beliebig grosse Zahlen
mit den Ziffern eines Zahlensystems). Es ist ferner keine Einschrankung, wenn
unter die Zeichen der Maschine bloss zwei Zahlen: 0 und 1 aufgenommen wer-
den. Es konnen ja alle positiven Zahlen mit lauter 1 aufgeschrieben werden :
die 2 in der Form 11, die 3 in der Form 111, usw.; mit einem Wort, die Maschine
kann soviele 1 nacheinander setzen, wie gross die aufzuzeichnende Zahl ist.
Freilich wire ebenso gut zum Beispiel a zur Bezeichnung von 0, und b, bb, bbb, .« .
zur Bezeichnung der iibrigen Zahlen, zu wihlen.

Die Bestandteile der Maschine konnen in verschiedene »Konfigurationen
geraten. Wir brauchen Konfigurationen, welche die Maschine zu den folgenden
Tatigkeiten bewegen : dass sie in den eben eingestellten leeren Abschnitt der
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Schieife irgendein Zeichen ihres Vorrates schreibe ; dass sie aus dem eingestell-
ten Abschnitt ein dort stehendes Zeichen ausstreiche ; dass sie ein eben einge-
stelltes Zeichen mit einem anderen Zeichen ihres Vorrates ersetze ; dass sie
jenen Abschnitt einstelle, der links oder rechts vom eben eingestellten Abschnitt
liegt. Der Mensch tut auch dasselbe bei der Berechnung der Werte einer Funk-
tion : er schreibt, verwischt, besichtigt oder vergegenwartigt sich etwas (»stellt
etwas ein«), was er bereits frither abgeschrieben hat, und in Abhingigkeit davon
rechnet er weiter (»nach rechts« von den bisher Aufgeschriebenen gehend), oder
modifiziert etwas an der bisherigen Berechnung. Wiinscht man, dass das Berech-
nungsverfahren auch mit Anderen mitteilbar, automatisch sei, so muss es aus
endlich vielen Anweisungen bestehen, die dariiber verfiigen, was in den einzelnen
Stadien des Rechnens zu tun ist. Unsere Maschine kann auch nur in endlich
viele »Konfigurationen« geraten ; in einem gewissen Stadium entscheidet das
eben eingestellte Zeichen und die aktuelle Konfiguration, welche seiner Fihig-
keiten die Maschine in Tatigkeit setzen, und in welche neue Konfiguration sie
nachher geraten wird.

Der Mensch kann freilich nicht nur ein Zeichen, sondern auch eine Zeichen-
folge ins Auge fassen (veinstellend) ; aber nicht beliebig viele Zeichen. Hat man
z. B. die Zeichenfolgen 1111111111 und 11111111111, oder Folgen von noch mehr
1 zu vergleichen, so wird man am besten einzeln je eine 1 in den beiden Folgen
irgendwie bezeichnen (z. B. mit einem Strich versehen) ; kommt man zum Schluss
der einen Folge, so wird es sich herausstellen, welche Folge aus mehr 1 besteht.
Es bedeutet keine Einschrinkung, von der Maschine zu verlangen, dass sie die
Berechnung auf die elementarsten Einzelakte auflose: die Schleife auf einmal
bloss um einen Abschnitt nach rechts oder links ziehe (als nachster Schritt kann
jadas Weiterziehen um noch einen Abschnitt verlangt werden); dass sie ferner auf
einmal nur eins der bisher auf die Schleife geschriebenen Zeichen einstelle, »sich
vergegenwartige« (der ndchste Schritt kann ja die Einstellung des benachbarten
Zeichens sein) ; endlich, dass sie auf einmal nur ein Zeichen schreibe oder streiche.

Auch das bedeutet bloss das Einhalten einer gewissen Ordnung, aber keine
Einschrankung, wenn man verlangt, dass die Maschine die Werte einer Funk-
tion ¢ (n), welche sie zu berechnen hat, so aufzeichne, dass auf der Schleife vor
der ersten O soviele 1 vorhanden seien, wieviel ¢ (0) betrdgt, dann nach der
ersten 0 (welche zum Trennen des nichsten Funktionswertes da ist) bis zur
nachsten 0 soviele 1, wieviel ¢ (1) betrégt, usw. ; das heisst, dass der Funktions-
wert @ (n) als die Anzahl der 1 erscheinen soll von der n 4 1-ten 0 riickwirts
bis zur vorangehenden 0, oder wenn keine solche vorhanden ist, bis zum Anfang
der aufgeschriebenen Zeichenfolge. Die einmal aufgezeichneten 0 und 1 sollen
nie wieder ausgestrichen werden ; in den Nebenrechnungen sollen die Zeichen
0 und 1 nicht auftreten (die dort benutzten Zahlen kénnen ja auch mit Hilfe
anderer Zeichen aufgeschrieben werden). Man kann verlangen, dass links von
den bereits aufgezeichneten Zeichen 0 und 1 nie wieder 0 oder 1 aufgeschrieben
werde — wenn in der Nebenberechnung auch vorkommen kann, dass die Berech-
nung von ¢ (n,) der Berechnung von ¢ (1,) vorangeht, wo n, eine friihere Stelle
als n, ist, als Ergebnis kann jedoch ¢ (1,) vor ¢ (n,) aufgezeichnet werden. Das
kann z. B. so eingerichtet werden, dass das eigentliche Berechnungsverfahren
bloss in jedem zweiten Abschnitt der Schleife verlauft, und die iibrigen Abschnitte
fiir das Ergebnis vorbehalten werden ; und sobald sich der Wert von @ (0) in
der Berechnung (freilich nicht mit den Zeichen 0 und 1 bezeichnet) ergibt,
die Maschine in die vorbehaltenen Abschnitte soviele 1 schreibe, wieviel ¢ (0)
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betrigt, und nachher eine 0 ; sobald dann die Berechnung den Wert von ¢ (1)
ergibt, die Maschine vom (von rechts) ersten leeren vorbehaltenen Abschnitt
an soviele 1 schreibe, wieviel ¢ (1) betrdgt, und nachher eine 0 ; usw.

Handelt es sich um die Berechnung einer mehrstelligen Funktion, so
konnen die Stellen (wie z. B. die Zahlenpaare in Nr. 27 des § 1) in eine Folge
geordnet werden ; und die Maschine hat der Reihe nach, mit je einer 0 getrennt,
soviele 1 in die vorbehaltenen Abschnitte zu schreiben, wieviel der Funktions-
wert an der ersten, zweiten, dritten... Stelle betragt.

Statt etwas mit der Maschine »ausstreichen« zu lassen, kann man auch
sagen : »sie schreibt dafiir das «vakante» Zeichen«. So muss zum Vorrat der
berechnenden Maschine auch das Zeichen »vakant« gehoren ; es wird kurz S,
genannt. So kann statt der Aussage: »die Maschine schreibt in den leeren
Abschnitt ein Zeichen S« auch sagen: »sie schreibt S fiir Sy

9. Nun werden wir eine Funktion ¢ (17) »mechanisch berechenbar«nennen,
wenn sich prinzipiell eine Maschine (von der vorhin geschilderten Struktur)
mit folgenden Eigenschaften konstruieren lasst :

1) Der Zeichenvorrat der Maschine besteht aus endlich vielen Zeichen

SO! Sl’ SZ’ 83’ 84) ey

dabei vertritt S, das »vakante« Zeichen, und es ist §; =0 und S, = 1.
2) Die Maschine kann in endlich viele Konfigurationen

9192 93 - - -
geraten ; dabei ist ¢, die »Anfangskonfigurationc

3) Die Tatigkeit der Maschine besteht aus Einzelakten folgender Art:
steht S; im eingestellten Abschnitt der Schleife, und ist die aktuelle Konfigu-
ration der Maschine gj, so schreibt die Maschine ein bestimmtes Zeichen Si
fiir S;, dann stellt sie entweder denselben Abschnitt, oder einen benachbarten
Abschnitt ein, und geht in eine bestimmte Konfiguration g; iiber.

Da die Anzahl der S: und ¢; endlich ist, kann bloss von endlich vielen ver-
schiedenen Einzelakten dieser Art die Rede sein. Ein solcher Einzelakt kann,
je nachdem die Maschine wieder den eben eingestellten Abschnitt, oder den
links oder rechts davon stehenden einstellt, kurz mit

q;Si| St Ngr bzw. ¢;Si| St L gy bzw. ¢; Si | S¢ Rqp

angedeutet werden. Ist S; = S;, das bedeutet, dass die Maschine in diesem
Moment das eingestellte Zeichen S; unverdndert lasst.

Wird ein Abschnitt der leeren Schleife eingestellt, und die Maschine in die
Konfiguration ¢, gebracht, so verrichtet die Maschine die Einzelakte ihrer
Wirksamkeit automatisch nacheinander ; und dadurch entsteht auf der Schleife
eine Zeichenfolge, worin O iiber alle Grenzen wieder einmal vorkommt ; vor dem
ersten O-Zeichen treten 1-Zeichen von der Anzahl ¢ (0) auf, und die Anzahl der
1-Zeichen zwischen dem n-ten und n + l-ten 0-Zeichen ist ¢ (n). Die n-te 0,
die an der Schleife zu sehen ist, ist zugleich die n-te 0, welche von der Maschine
niedergeschrieben wird ; und die n-te 1 der Zeichenfolge an der Schleife ist eben
die n-te von der Maschine abgeschriebene 1.

3. Als erstes Beispiel soil hier die Beschreibung einer solchen Maschine
stehen, welche die einfache, konstante Funktion ¢ () = 1 berechnet.

Diese Maschine hat die Zeichenfolge

10101010 ... .
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abzuschreiben. Dazu sind gar keine Nebenrechnungen nétig ; daher ist der ganze
Zeichenvorrat der Maschine

S, (bvakante), S, =0, S,=1

In der Anfangskonfiguration wiinschen wir, dass die Maschine das Zeichen
1'in den eingestellten leeren Abschnitt schreibe, dann den Nachbarabschnitt
von rechts einstelle, und in eine solche neue Konfiguration iibergehe, wo sie
in den eingestellten leeren Abschnitt 0 schreibe, dann wieder den benachbarten
Abschnitt von rechts einstelle, und in eine solche Konfiguration iibergehe,
worin sie dasselbe tue, wie zum Beginn. Daher braucht die Maschine nur die
beiden Konfigurationen

¢, (1-schreibende) , ¢2 (O-schreibende)

annehmen zu konnen ; und die Tétigkeit der Maschire besteht insgesamt aus
den beiden Einzelakten :

9150 | S2R ¢, , 928y | Si R ¢y

Auf Grund dieser ‘Beschreibung funktioniert die Maschine folgender-
massen :

Am Anfang ist die Schleife leer; es wird ein leerer Abschnitt (also ein
Abschnitt mit dem Zeichen S,) eingestellt, und die Maschine in die Konfiguration
g, gebracht. Nach dem ersten Einzelakt ihrer Titigkeit schreibt dann die
Maschine S, das heisst 1 fiir S, stellt den (noch leeren) Nachbarabschnitt von
rechts ein, und iibergeht in die Konfiguration ¢,. Nach dem zweiten Einzelakt
ihrer Tatigkeit, da jetzt die aktuelle Konfiguration ¢,, und das eingestellte
Zeichen S, (»vakant) ist, schreibt die Maschine S, das heisst O fiir dieses S ;
stellt den (noch leeren) Nachbarabschnitt von rechts ein, und geht in die Konfi-
guration ¢, iiber. Da jetzt ¢, die aktuelle Konfiguration und S, (wakant) das
eingestellte Zeichen ist, kommt wieder der erste Einzelakt an die Reihe : die
Maschine schreibt 1, geht nach rechts (so werde ich kurz ausdriicken, dass sie
»den Nachbarabschnitt von rechts einstellt«) und geht in ¢, iiber. Usw. Diese
Maschine schreibt also unaufhérlich die Folge

101010 ...

auf die Schleife, so wie es verlangt wurde.
4. Zur Berechnung der Funktion ¢ (n) =n + 1, das heisst zur Auf-
zeichnung der Zahlenfolge

10110111011110., ..

braucht man schon eine viel kompliziertere Maschine.

Diese Maschine hat nach jeder 0 soviele 1 zu schreiben, wieviele 1 in der
vorigen Gruppe vorhanden sind, und dann noch eine 1. Also hat sie nach einer
jeden 0 sozusagen die 1-Zeichen der vorigen Gruppe abzuschreiben (und dann
noch eine 1 zu schreiben); sind in der abzuschreibenden Gruppe schon sehr
viele 1-Zeichen vorhanden, so kann das auch ein Mensch ohne Unsicherheit nur
so verrichten, dass er die bereits abgeschriebenen 1-Zeichen irgendwie, z. B. mit
einem Strich bezeichnet. Bei dieser Maschine ist also auch ein »Strich«-Zeichen
notwendig ; und wenn auch nicht fiir eine ernste Nebenrechnung, aber fiir die
Striche muss jeder zweite Abschnitt vorbehalten werden. :

Die Zeichen der Maschine sind also :

S, (vakants), S;= 0, By =1 S; (V).
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Und hier braucht man eine ganze Schar von Konfigurationen. Die Beschrei=
bung wird etwas Kiirzer, wenn ausnahmsweise zugelassen wird, dass die Maschine
auf einmal um zwei Abschnitte nach rechts oder links gehen kann ; eine solche
Bewegung wird mit R, bzw. L, bezeichnet (das wire freilich nicht notwendig ;
ich mochte bloss die Folgenden etwas kiirzer schildern).

Die Maschine muss die Folgenden konnen : O schreiben ; die vorherige 0
_ oder wenn kein 0-Zeichen links vorhanden ist, den leeren Abschnitt vor der
auf die Schieife geschriebenen Zeichenfolge — suchen ; die nachher folgenden
1-Zeichen mit einem Strich versehen ; diese an das Ende der auf der Schleife
stehenden Zeichenfolge abschreiben; und wenn keine zu kopierende 1 mehr
vorhanden ist, noch eine 1 dazuschreiben. Das Zuriicktasten zur vorherigen 0
(oder zum leeren Abschnitt) bedeutet freilich mehrere Schritte : das nach links
Gehen um je zwei Abschnitte, solange man 1 findet. Auch das Abschreiben bedeu-
tet mehrere Schritte : das nach rechts Gehen um je zwei Abschnitte, bis man
einen leeren Abschnitt findet; hier das Abschreiben einer 1, das nach links Gehen
um einen Abschnitt (in einen Abschnitt fiir Striche), und das Zuriickgehen um
je zwei Abschnitte nach links, bis man einen Strich findet. Das Hinzuschreiben
einer 1 bedeutet ebenfalls mehrere Schritte : das Weitergehen nach rechts um
je zwei Abschnitte bis zum ersten leeren Abschnitt, und dort das Schreiben einer 1.
Ist der eingestellte Abschnitt leer (das ist zum Beginn der Fall), so schreibt die
Maschine gleich eine 1.

Die Maschine muss daher zu folgenden Konfigurationen féhig sein :

gy (hinzuschreibend), ¢, (O-schreibend), - g5 (suchend),

q, (Strich-setzend), ¢s (abschreibend), qe (zuriickgehend).

In hinzuschreibender Konfiguration geht die Maschine um je zwei Abschnitte
nach rechts, bis sie einen leeren Abschnitt findet ; findet sie einen leeren
Abschnitt, so schreibt sie eine 1 hinein ; geht dann um zwei Abschnitte nach
rechts weiter, und geht in die O-schreibende Konfiguration tiber.

In O-schreibender Konfiguration schreibt die Maschine in den leeren
Abschnitt 0, geht um zwei Abschnitte nach links, und geht in die suchende
Konfiguration iiber.

In suchender Konfiguration geht die Maschine, wenn sie eine 1 findet, um
zwei Abschnitte weiter nach links, um weiter zu suchen. Findet sie eine O, oder
einen leeren Abschnitt (vor der ganzen bisher geschriebenen Zeichenfolge),
so geht sie um zwei Abschnitte nach rechts, und geht in die Strich-setzende
Konfiguration iiber.

In Strich-setzender Konfiguration geht die Maschine, wenn sie eine 1 findet,
um einen Abschnitt nach rechts, in einen Abschnitt fiir Striche. Hier schreibt
sie auf die leere Stelle einen Strich, geht um einen Abschnitt nach rechts, und
geht in die abschreibende Konfiguration iiber. Findet aber die von suchender
Konfiguration in Strich-setzende Konfiguration iibergehende Maschine bereits
eine 0, so geht sie gleich in die hinzuschreibende Konfiguration iiber.

In abschreibender Konfiguration geht die Maschine, solange sie keinen
Jeeren Abschnitt findet, um je zwei Abschnitte nach rechts ; sobald sie aber
einen leeren Abschnitt findet, schreibt sie 1 dahin, geht nach links in einen
Abschnitt fiir Striche, und geht in die zuriickgehende Konfiguration iiber.

In zurtickgehender Konfiguration geht die Maschine, solange sie in den
Abschnitten fiir Striche nichts findet, um je zwei Abschnitte zuriick ; sobald sie
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aber einen Strich findet, geht sie um einen Abschnitt nach rechts, und geht in
die Strich-setzende Konfiguration iiber : das heisst, sie sucht eine 1, um diese
mit einem Strich zu versehen.

5. Nach den Vorangehenden besteht die Tatigkeit der Maschine, welche
die Werte von ¢ (n) = n + 1 berechnet, aus den folgenden Einzelakten :

(1a) ¢, 8, | SyR, ¢, (1b) ¢:8,[8,R; ¢4 (I¢) 418, 8;R, ¢,
(2 428018 Lyq,

(3a) ¢58,|S,L,q, (3b) ¢3S, | SoRz ¢4 (3¢) ¢3S;] SR, 4,

(4a) ¢, 8, | S;Rq, (4b) ¢, S, | S3R g, (4c) ¢,8,|S;Ng,

(5a) ¢58; | S;R,¢; (5b) ¢58; | S3R, g5 (5c) ¢S, | Sy Lgs

(6a) ¢S, | Sy L, gq (6b) ¢ S; | S3R ¢,

Man sieht klar, dass diese 15 Einzelakte ausreichen, wenn man die Tatig-
keit der Maschine eine Weile verfolgt. Zum Anfang wird freilich ein leerer
Abschnitt und die Konfiguration q, eingestellt. Dann schreibt die Maschine nach
(1a) eine 1, und um zwei Abschnitte nach rechts gehend, iibergeht sie in die
Konfiguration ¢,. Auf der Schleife steht dann (ich bezeichne die leeren
Abschnitte, die bereits eine Rolle erhalten haben, mit Punkten ; unterstreiche
den eben eingestellten Abschnitt, und schreibe die neue Konfiguration
darunter) : :

1

0

Das gestaltet sich folgendermassen weiter :
nach (2) ist ke o
ds
dach (@a) - . .idi0
s
nach (3b) o sEd b 0
Ga
nach (4a) el E g
A
nach (4b) wiih o ko O
75
tach-0a). - oy faud fi 0 U
ds
nach (5c¢) g e ]
Je
nach (6a) ek L v ol
03
nach (6b) Aol MYV GR Bk
qs
nach (4c) el bl B il
q1
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nach (1b)

nach (1¢)

nach (l1a)
nach (2)

nach (3a)
nach (3a)
nach (3¢)
nach (4a)
nach (4b)
nach (5b)
nach (5a)
nach (5¢)
nach (6a)
nach (6a)
nach (6b)
nach (4a)
nach (4b)

nach (5a)

nach (5b)

nach (5¢)
nach (6a)

nach (6a)

lo

o

K&KK&\Q\\\\KK\\\
o

(= =,

a1
1 By
41
el R
qs
1 o 0
qs
ok 1 0
qs
) 1 0
s 1 0
‘N
.1_._1.0
qa
1\/_1_ 0
s
1\/1._9
ds
NG Lt )
B T Sl
Js
i
ds
1{_1.0
ds
1\/_1_ 0
‘N
1\/1___._0
qs
l/l/_g
ds
ST S e
BN T L
Il dey U
1\/1\/0__
l/lLO
s
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nach (6b) e el S e .

nach (4c) o gyl el l.\/i;_. 1 1

Macle(iby - D v 1/% S

nach (1b) e byl Lo/ 1‘/0"011 -

nach (1b) SR e ) | 1\;0 1 qll Btk
nach (1a) Gl a0 Edfa gl 0w <o .qll s
nach (2) ..1\/0.'1\/'1\/0.1.1.1.47)

qs
und es beginnt wieder das Suchen der vorherigen 0, von hier an'das Bezeichnen

und Abschreiben der 1-Zeichen, das Hinzuschreiben von noch einer 1, dann
das Schreiben einer 0, usw., unaufhorlich ins Unendliche.

6. Das erscheint als eine ausserordentlich verlangsamte Filmaufnahme
vom Rechnungsverfahren des Menschen. Wird diese Mechanisierung der Berech-
nung an einigen Funktionen ausprobiert, so lebt man sich hinein, dass man
genau so zu rechnen pflegt, nur schneller. Und tatséchlich kénnen zu einer
ganzen Schar von zahlentheoretischen Funktionen solche Maschinen prinzipiell
konstruiert werden, welche ihre Werte berechnen ; man kann sogar beweisen,
dass es zu einer jeden allgemein-rekursiven Funktion eine solche »Turing-
Maschine« gibt.# '

Der Begriff der mechanischen Berechenbarkeit ldsst sich leicht auch auf
reelle Zahlen iibertragen : eine reelle Zahl. kann mechanisch berechenbar genannt
werden, wenn man prinzipiell eine »Turing-Maschine« konstruieren kann, welche
in die Anfangskonfiguration gebracht, auf die leere Schleife eine solche Zeichen-
folge schreibt, worin die Teilfolge der 0- und 1-Zeichen die dyadische Ent-
wicklung der nicht ganzen Teil der betreffenden reellen .Zahl ist. Turing
behauptett?, dass alle algebraische Zahlen, ferner @ und e in diesem Sinn
berechenbar sind.

All das erweckt den Eindruck, dass hier ein sehr allgemeiner Begriff der
Berechenbarkeit erfasst wurde.

7. Man kann nun beweisen, dass eine jede, durch eine »Turing-Maschine«
berechenbare Funktion allgemein-rekursiv ist.43

Der Beweis soll hier fiir eine einstellige” Funktion ausgefiihrt werden.

41 Der hier behandelte Begriff der mechanischen Berechenbarkeit wurde von TURING
[1] eingefithrt. TURING [2 beweist, dass eine jede der von CHURCH [1] eingefiihrten
sA-definierbaren Funktionen« mechanisch berechenbar ist ; nach KLEENE [2] sind aber die
A-definierbaren Funktionen mit den allgemein-rekursiven Funktionen identisch.

¢%) TURING [1] § 10. '

%) TURING [2] Nr. 5.
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Sei also ¢ (1) eine mechanisch berechenbare Funktion. Die dazu gehorige
Turing-Maschine soll die Zeichen

S, (vakante), S; (= 0), Sz (= 1) Seins vy Ot
der Anzahl N enthalten, und die Maschine sei zur Annahme der Konfigurationen
q, (Anfangskonfiguration), gy, ..., qR
von der Anzahl R fihig. Eine endliche Anzahl von Anweisungen der Form
(1) ¢t Ss | S¢ L gr bzw. (2) ¢t Ss | S¢ N gr bzw. (3) ¢ Ss|SsRyr
soll die Einzelakte der Tatigkeit der Maschine angeben. Da es nur endlich viele
Moglichkeiten zu solchen Anweisungen gibt, sind die Funktionen 8, (s, 1), 05(s, 1)
und 8, (s, ), welche den Wert O oder 1 annehmen, je nachdem sich der zum
eingestellten Zeichen Ss und zur aktuellen Konfiguration ¢« gehorige Einzelakt
in der Form (1), (2) bzw. (3) beschreiben lasst oder nicht, primitiv-rekursiv ;
ferner sind s’ und £ in allen drei Fallen dieselben primitiv-rekursiven Funktionen
o (s, t) bzw. 7 (s, f) von § und . Das sieht man am besten an einem Beispiel. Zum
Beispiel sind im Fall der in Nr.3 dieses Kapitels angegebenen einfachen

Maschine, welche die Folge
101010. ..

erzeugt hat, insgesamt zweierlei Einzelakte
7150 | SaR Qs und- €28 | S1R ¢4
aufgetreten. Hier sieht man, dass als s und ¢ bloss 0,1 oder 0, 2 in Frage kommen ;
und im ersten Fall ist sowohl s als auch ' gleich 2, im zweiten Fall ist sowohl s’
als auch t gleich 1. So ist .
61 (S’ t) = l:
62 () f) = 1

(in keinem der beiden Einzelakte kommt L oder N vor), und

3.6, 0 = {0, falls s =0, t=1 oder s=0, t =2
1 sonst;
ferner
: 2 fallss =0, =1
o= {1, © §=0,1=
l und, sagen wir, 3 sonst,
und
2 falls =0, t =1
@) =11 « s=0, =2
3 sonst.

Bei einer komplizierten Maschine héatte man mehr Fille in den Definitionen
dieser Funktionen zu unterscheiden, aber jedenfalls nur endlich viele Fille ;
und die so »zusammengeflickten« Funktionen sind tatsichlich immer primitiv-
rekursiv.

8. Der Zustand der Maschine kann in einem jeden Stadium durch 4 Daten
charakterisiert werden : durch das eingestellte Zeichen, durch die beiden
Zeichenfolgen vor und nach diesem Zeichen an der Schieife, und durch die aktu-
elle Konfiguration der Maschine. Diesen Daten konnen Zahlen zugeordnet

11 Rozsa Péter: Rekursiv Funktionen. 161



werden. Ist das eingestellte Zeichen Ss und die aktuelle Konfiguration g,
so kann man diesen natiirlich die Indizes s, f zuordnen. Nehmen wir an, dass im
. betrachteten Stadium die Zeichenfolge

P PR R S

auf der Schleife steht, wobei Ss, das eben eingestellte Zeichen ist, ferner vor
Ss,und nach Ss,_, bloss leere Abschnitte sind (es kann freilich vorkommen,
dass k = 1 oder [ = Qist ; aber fiir k £ 1 ist Ss; & S,, und fiir/ F0ist Ss,,, + Sp).
So konnen die Indizes der Zeichenfolgen vor und nach Ss, als die Ziffern einer
im Zahlensystem mit der Basis N aufgeschriebenen Zahl betrachtet werden
(sie sind ja alle kleiner als V), und man kann diesen Zeichenfolgen die Zahlen

) {sk_1+N-sk__g+---+Nk—2.sl, falls k> 1

0 sonst -
bzw.
B {Sk“ NS s et Nl i alls i S0

0 sonst

zuordnen. So ist sg_; fiir kK > 1 bzw. Sg4y fiir [ > 0 der Rest von w bzw. von v bei
der Teilung durch N ; das heisst, es ist

St == Test, N)- fir &> 1 und Spr = res(y, N)atiir 10
Den vier Zahlen, welche den Zustand der Maschine charakterisieren, kann
auf iibliche Weise eine einzige Zahl
Wi ite o
U=Py P2 Ps Pa

zugeordnet werden. Man gewinnt daraus die vier Exponenten auf die‘bekannte
Weise zuriick :

W == exp; (1), s¢ == exp; (1), = expy (i) und v = exp, (1)

9. Der Einzelakt der Tatigkeit der Maschine, welcher zum eingestellten
Zeichen Ss, und zur aktuellen Konfiguration g+ gehort, ist nach Nr.7 dieses

Kapitels

(1) qt Ssk | Sg(sk’ 1) b qr(sk’f), falls (51 (Sk, t) = O,
; (2) qt Ssk l SO’(Sk,I) qu(sk,t), « 62 (Sk} t) e Ov
(3) : Qe Ssk l SO’(Sk.f) R Gr(sp, ) « 6 (Sk) t) = 0.

Der Fall (2) ist der einfachste. Hier kommt o (sx,f) an die Stelle von sk,
und %(sx,f) an die Stelle von f; aber der eingestellte Abschnitt bleibt derselbe.
So ist der Index des neu emgestellten Zeichens a (Sk,f), und die Zeichenfolge vor
und nach dem eingesteliten Zeichen dndert sich nicht. Daher ist die charakteri-
sierende Zahl des neuen Stadiums :

w Ok, D TG, exps(u) O (expa(u), exps(u)) T (exps (u), exps (1)) €Xp.(u)
b
U =0y Dy Ps Ba=Ps Pa Py Pa i
= ¥y (1) :

eine primitiv-rekursive Funktion von u.
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Im Fall (1) geht die Maschine um einen Abschnitt nach links. So wird

'Ss,_, zum neu eingestellten Zeichen, falls £ > 1 ist, und das »vakante« Zeichen S,
falls k= 1 ist. Wir wissen, dass fiir £k > 1

Skt = res (w, N) = res (exp, @, N)

uneafir ok = 1

w =0 das heisst exp,(u)=20
und so
res(exp; @), N) = 0

ist. Daher gehort zum zweiten charakterisierenden Datum des neuen Stadiums
in jedem Fall
Sk' = res (exp, @), N) .

Die Zahl w’, die der Zeichenfolge links vom neu eingestellten Abschnitt
zugeordnet wird, ist fiir k> 2

Paaio oy e oL PR L GRDRE
.w Skeg i INSk 8 ol o 8 [N] [ N ;

und fiir k = 1 und 2 ist @’ = 0. Wir haben aber bereits fiir K = 1 durchdacht,
dass daraus exp; (1) = 0 folgt ; und fiir k = 2 gilt nach der Definition von w

w=8; <N, das heisst exp, (1) <N,
expy() | _ o
N
So wird dem ersten charakterisierenden Datum des neuen Stadiums in jedem

Fall die Zahl
wv Py [ expl(u) ]
N

Salso

zugeordnet. :
Wir wissen bereits, dass die zum dritten charakterisierenden Datum
gehorige Zahl
i £ = 7 (5, 1) = 7 (exp, ), eXpyin)
ist. !
Endlich ist die Zahl, die der Zeichenfolge rechts vom neu eingestellten
Abschnitt (die um eine Stelle links von der friiheren liegt) zugeordnet wird

" (da o(sk, ) an die Stelle von sx gekommen ist) :

o [ 9@k t) & Nsigt 4+ + + Niseyr , falls 130
\ o(sk, ), falls [=0
und so ist jedenfalls

V = 6 (Sk, {) + Nv ='o(exp,m), expsan) + N « exp,@).
So ist endlich die einzige Zahl, welche dem neuen Stadium zugeordnet
wurde, als primitiv-rekursive Funktion von u:
SXpy()
N res (exp; (u), N) 7 (expy (), expy () o (expy (), expy () + N expy(u)

w = vy(U) = p, Pa Ps Pa
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Ganz &hnlich ergibt sich im Fall (3) die zum neuen Stadium gehérige
Zahl als

exp.(1)
: o (expy (), exps () + N exp, () res (expy(u), N) * wexpy(u), exps () [ N
u = (u)=p, P2 Ps Ps .
10. Am Anfang ist die Schleife noch leer, auch der eingestellte Abschnitt,

und die Maschine ist in der Konfiguration ¢,. So ist die Zahl, welche das Anfangs-
stadium charakterisiert :

H=p Py Paps=ps=T.
Sagen wir, dass ist das O-te Stadium ; und die Maschine geht davon automatisch
ins 1-te, 2-te, . .. Stadium iiber. Die Zahl, welche das n-te Stadium (eigentlich
das n + 1-te, da es auch ein O-tes Stadium gibt) charakterisiert, kann nach den
Vorherigen als eine primitiv-rekursive Funktion » (1) definiert werden :

i) — 7

vi(vaw),  falls d; (exp, (»(), exp; (*(m)) = 0
wn 4 1) = V(v (), « 8, (expy (i), exps (¥(m)) =0
: V5(v (1), « 83 (exp,y (), expy (v )) =0

0 sonst (das ist belanglos).

11. Uns interessieren bloss jene Stadien, in welchen die Maschine 0 oder 1
schreibt, freilich in einen leeren Abschnitt ; das heisst in welchen das eben
eingestellte Zeichen S, ist, und dafiir S; bzw. S, geschrieben wird. Im n-ten
Stadium ist der Index des eingestellten Zeichens exp, (#@v), und der Index der
aktuellen Konfiguration expy (v«n). Der Index des neuen Zeichens, das an die
Stelle des eingestellten Zeichens geschrieben wird, ist o(exp, (v (v), expy (¥ (1)).
Sei

0, falls exp, (@) =0 und o (exp, (*(), exp; (¥(M)) =1
t(m =131, « exp,(»m)=0 und o (exp, (), exp; (» (1)) =2
2 sonst.

So ist ¢(n) = 0, wenn die Maschine im Ubergang vom n-ten zum n 4 l-ten
Stadium O schreibt, und () = 1, wenn sie dabei 1 schreibt ; wenn sie dabei
weder 0 noch 1 schreibt, so ist ¢(n) = 2.

Mit Hilfe der primitiv-rekursiven Funktion «(n) kann man leicht jene 1
zédhlen, welche von der letzten 0 an, die vor dem n-ten Stadium niederge-
schrieben wurde (oder, wenn keine solche 0 vorhanden ist, vom Anfang an)
noch vor dem n-ten Stadium auf die Schleife geschrieben werden. Die primitiv-
rekursive Funktion  (n) zdhlt eben soviele 1 zusammen, wenn sie durch

9 (0} =
0, falls ¢ (n) = 0 (d. h. falls die Maschine im n-ten
Stadium O schreibt)
(1) = v (1), falls ¢(n) =2 (d.h. falls die Maschine im n-ten

Stadium nicht 0 oder 1 schreibt)
w(n)+ 1, falls ¢e(n) =1 (d. h. falls die Maschine im n-ten
Stadium 1 schreibt)

definiert wird.
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12. Der Wert der von der Maschine definierten Funktion ¢ () an der
Stelle n wird durch die Anzahl der 1-Zeichen angegeben, die bevor noch die
n + 1-te 0 auf die Schleife geschrieben wird, von der zuletzt geschriebenen 0 an
(oder, falls noch keine 0 geschrieben wurde, vom Anfang an), niedergeschrieben
wurden. Schreibt also die Maschine im & (n)-ten Stadium das n + 1-te 0-Zeichen,
so ist nach der vorigen Nummer

@)=y Em) .
Hier ist v eine primitiv-rekursive Funktion ; gelingt also zu zeigen, dass & (n)
allgemein-rekursiv ist, so erweist sich @ (7) auch als allgemein-rekursiv.

Die Maschine schreibt jedenfalls auch 0-Zeichen, so gibt es ein solches m,
fiir welches ¢ (m) = 0 ist, und da die Maschine im & (0)-ten Stadium die erste

0 schreibt, so ist
£ (0) = pm [¢(m) =0] .

Wir wissen aber auch,dass die Maschine {iber alle Grenzen immer wieder Oschreibt
(die Folgen aus lauter 1, welche der Werte ¢ (0), ¢ (1), ¢ (2), . .. entsprechen,
werden ja an der Schleife durch 0-Zeichen getrennt); also gibt es fiir ein beliebig
grosses w ein m, so dass

m>w und ¢(m)=0
gilt. Daher ist auch

u (@) = pm [m>w & ¢ (m) = 0]

aligemein-rekursiv ; und da das & (n + I)-te Stadium das_erste nach dem
& (n)-ten ist, in welchem die Maschine wieder O schreibt, so ist -

E(n41)=pim [m> E(n) & e (m) = 0] = p (Em) .
Werden daher zu den Gleichungen der primitiven Rekursion
§(0) = pim [1 (m) = 0]

: E(n+ 1) = p(Em) |
die Definitionsgleichungen des Aufbaues der primitiv-rekursiven Funktion
¢ (m) und der allgemein-rekursiven Funktion g (w) hinzugenommen, so erhalt
man ein solches Gleichungssystem, das die Funktion & (n) tatsédchlich als eine
allgemein-rekursive Funktion definiert.

So hat es sich erwiesen, dass eine beliebige einstellige Funktion, deren
Werte durch eine Turing-Maschine berechnet werden konnen, allgemein-

rekursiv ist ; und dhnlich konnte man auch die allgemein-rekursive Beschaffen-
heit der mehrstelligen mechanisch-berechenbaren Funktionen beweisen.

13. Wenn man annimmt, dass es gelungen ist, im Begriff der mit Hilfe
einer Turing-Maschine berechenbaren Funktion den Begriff der allgemeinsten
zahlentheoretischen Funktion, deren Werte {iberall berechenbar sind, zu erfassen,
so haben sich in den Vorherigen die allgemein-rekursiven Funktionen tatsach-
lich als die im allgemeinsten Sinn berechenbaren Funktionen erwiesen; und in
dieser Auffassung haben wir in der Funktion

Hw [ T (nv n, W) = 0]

die sich im vorigen Kapitel nicht-allgemein-rekursiv erwiesen hat, ein Beispiel
fiir eine im allgemeinsten Sinn nicht berechenbare Funktion erfasst.
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Jedoch wie plausibel auch immer hingestellt werden kann, dass diese Auf-
- fassung ein treues Wiederspiegeln der.wirklichen mathematischen Tatigkeit
bedeutet, dennoch handelt es sich hier um eine gewisse Abgrenzung des Berechen-
barkeits-Begriffes, und die zukiinftige mathematische Entwicklung kann auch
heute noch nicht geahnte Berechnungsarten mit sich bringen.

§ 21. GESCHICHTE UND ANWENDUNGEN.

1. Als Vorgénger der rekursiven Funktionen konnen gewisse »rekurrente
Folgen« betrachtet werden (z. B. die Folge von FIBONACCI; EULER hat
rekurrente Folgen zur anndhernden Losung algebraischer Gleichungen verwendet;
aber bereits bei ARCHIMEDES wird die Zahl = als Grenzwert einer rekurrenten
Folge berechnet). Imiibrigen ist die Geschichte der rekursiven Funktionen mit der
Geschichte der mathematischen Grundlagenforschung eng verflochten.

2. Das Auftauchen der Antinomien der Mengenlehre hat der Tendenz :
die harmloseren Gebiete der Mathematik (z. B. die Zahlentheorie) auf die Mengen-
lehre zu griinden, ein Ende gemacht. Die gerade entgegengesetzte Tendenz:
wurde aktuell: SKOLEM hat gezeigt4*, dass man die in der elemhentaren Zahlen-
theorie benutzten Begriffe und Folgerungen, auch ohne sich auf unendliche
Gesamtheiten zu berufen, begriinden kann. Hier hat die Rekursion eine wichtige
Rolle erhalten, als eine solche Definition zahlentheoretischer Funktionen,
welche die Berechnung der Funktionswerte in endlich vielen Schritten ermoglicht,

‘ 3. Die Antinomien der Mengenlehre konnten zwar durch die Einschrin-
kung des »naiven« Mengenbegriffes ausgeschaltet werden ; das gibt aber keine
Sicherung gegen das Auftauchen neuer Widerspriiche in einem so abgegrenzten
mengentheoretischen System, oder in anderen Gebieten der Mathematik. »
Zur zuverldssigeren Begriindung der Mathematik hat HILBERT das
folgende Programm aufgestellt:4 es sollen die einzelnen Zweige der Mathematik,
und die Beweise in diesen, formalisiert werden, so dass diese Beweise ebenso
zum Gegenstand der mathematischen Untersuchung werden kénnen, wie etwa
die Zahlen und ihre Funktionen, (Der erste Schritt dazu ist die Axiomatisierung :
es sollen die weiteren Beweis nicht erfordernde Grundsetze, Axiome der betrach-
teten Theorie im voraus festgesetzt werden; und ebenso die einzelnen zuge-
lassenen Schritte der Schlussweisen. Die Grundbegriffe, durch welche alle anderen
Begriffe der Theorie definiert werden, werden durch die Axiome sozusagen
implizit definiert : es diirfen nur solche Eigenschaften der Grundbegriffe
benutzt werden, welche in den Axiomen ausgesagt sind.) Dann hat man mit
rein mathematischen Methoden zu beweisen, dass man im betrachteten formalen
System nicht zwei solche Formeln ableiten kann, die einander widersprechende
Aussagen reprdsentieren. Freilich diirfen die Methoden, durch welche die Wider-
spruchsfreiheit eines formalen Systems bewiesen wird, nicht auch selber bedenk-
liche Elemente enthalten. In diesen (die formalisierte Mathematik sozusagen
von oben betrachtenden) »metamathematischen« Untersuchungen kann die
rekursive Zahlentheorie, die sich nicht auf unendliche Gesamtheiten beruft, gut
benutzt werden. '

4) SKOLEM [1].

45) Siehe z.B. D. HILBERT: Neubegriindung der Mathematik. Abhandlungen aus dem
math., Seminar der Hamburgischen Universitat 1 (1922) 8. 157—177.
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Ubrigens wurde die Zahlentheorie schon viel friiher von PEANO auf
einige Axiomen zuriickgefiihrt*® (freilich ohne die zugelassenen Schlussweisen
genau festzulegen). Dass Funktionen durch Rekursion definiert werden diirfen,
hat PEANO nicht unter seine Axiome aufgenomimen ; er hielt fiir natiirlich, dass
dies im Axiom der vollstandigen Induktion enthalten ist. DEDEKIND hat
bemerkt, dass diese Tatsache eines Beweiscs bedarf; er?? und seither auch andere?®
gaben verschiedene, schrittweise elegantere Beweise dafiir.

4. HILBERT hat die Fruchtbarkeit seiner Beweistheorie damit recht-
fertigen wollen, dass er das beriihmte ungeloste Problem der Mengenlehre : das
Kontinuumproblem, mit Hilfe der Methoden der Beweistheorie in Angriff
genommen hat.*® Dieses Problem kann auch folgendermassen formuliert werden :
die Menge der reellen Zahlen ist bekanntlich nicht abzéhlbar ; konnte sie aber
nicht mit Hilfe der transfiniten Ordnungszahlen der zweiten Zahlklasse
rabgezdhlt« werden? Nun sind die Menge der zahlentheoretischen Funktionen
und die Menge der reellen Zahlen von gleicher Machtigkeit ; und HILBERT
wollte das »Abzahlen« der zahlentheoretischen Funktionen mit Hilfe der Zahlen
der zweiten Zahlklasse so durchfithren, dass er'den immer grosseren transfiniten
7ahlen Rekursionen immer shoherer Arte zuordnet, und dann beweist : die An-
nahme, dass die durch immer hdhere Rekursionen definierten zahlentheore-
tischen Funktionen die Menge sdmtlicher zahlentheoretischen Funktionen
erschopfen, kann zu keinem Widerspruch fithren. ok s

Dieses Programm wurde bis heute noch nicht ausgefiihrt (doch GODEL
hat mit einem analogen Gedankengang bewiesen, dass die Annahme des Konti-
nuumsatzes keinen Widerspruich in die bekannten Axiomensysteme der Mengen-
lehre hineinbringen kann) ; es hat aber die griindliche Untersuchung der rekur-
siven Funktionen in Gang gesetzt. Denn will man die Menge der zahlentheore-
tischen Funktionen mit rekursiven Funktionen immer hoherer Art erschopfen,
so-ist ja dazu vor allem notwendig, dass durch eine Rekursion hoherer Art neue
Funktionen definiert werden (man konnte sich ja vorstellen, dass die Funktio-
nen, die durch Rekursionen einer hoheren Art definiert werden, auch durch
Rekursionen von niedrigeren Art definiert werden konnen, und dass daher die
- Einfithrung der neuen Rekursionsarten nur scheinbar ein weiterfithrender

Schritt ist). Man hatte also klarzustellen, welche Rekursionsarten dieselbe Funk-
tionenklasse definieren, und welche verschiedene Funktionenklassen.5®

5. Das berithmte Ergebnis von GODELS! hat fiir eine Weile den Schein
erweckt, dass HILBERTSs Programm fiir die widerspruchsfreie Begriindung det
Mathematik unausfiihrlich ist. GODEL hat ndmlich bewiesen, dass jedes genii-
gend ausdrucksfahige Axiomensystem, worin die Schiussweisen mit genii-
gend scharf umgrenzten Methoden zugehn — wenn es (in einem verscharften
Sinn) widerspruchslos ist — unentscheidbare Probleme enthalt. Auch die Wider-
spruchsfreiheit des Systems selbst gehort unter die im System formulierbaren,
aber unentscheidbaren Probleme : weder sie, noch ihre Negation kann mittels
der im System erlaubten Schlussweisen bewiesen werden.

) PEANO [H.
) DEDEKIND [1].
) KALMAR, siche LANDAU [1] «Vorwort fitr den Kenrer» und § 2—3 ; LORENZEN
[1; KALMAREUll._ . :
) HILBER [H.
®) ACKERMANN [1]; PETER [2], [3], [5]; siehe noch PETER [7], CSILLAG [1],
ROBINSON [1], [2].
) GODEL [1].
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In der Beweisfithrung von GODEL spielen die primitiv-rekursiven Funk-
tionen eine sehr wesentliche Rolle. Er hat namlich ein Worterbuch konstruiert,
worin den Zeichen des Axiomensystems Zahlen zugeordnet wurden, und hat
damit die Beweise des Systems »godelisiert« — wie dieses Verfahren in diesem
Buche nach ihm genannt wurde. Die Formeln sind Zeichenfolgen ; diesen wurde
auf die bekannte Weise eine einzige Zahl zugeordnet. Und die Beweise sind
formal betrachtet Folgen von Formeln (wobei eine jede Formel entweder ein
Axiom ist, oder aus voranstehenden Formeln der Folge durch eine der erlaubten
Schlussweisen entsteht ; und die letzte Formel der bewiesene Satz ist). Wurden
den Formeln, die im Beweis teilnehmen, der Reihe nach die Zahlen

i al)az"'-;ar
zugeordnet, so kann dem Beweis selbst die Zahl

n=pyPa---Pr

zugeordnet werden (ganz dhnlich wurde in Nr. 2 des § 17 eine Zahl einer »Ablei-
tung« aus einem Gleichungssystem, durch welches eine Funktion definiert wird,
zugeordnet).

So entsprechen den Aussagen iiber Formeln und Beweisfiguren des Axiomen-
systems Aussagen fiber natiirliche Zahlen ; und gehen die Schlussfolgerungen
des Systems mit geniigend scharf umgrenzten Methoden zu, so entsprechen einer
ganzen Schar solcher Aussagen primitiv-rekursive Beziehungen ; z. B. auch der
folgenden ‘Aussage : »Die Formel mit der Godel-Nummer m ist die Endformel
des Beweises mit der Godel-Nummer n«. Andererseits, wenn das System geniigend
ausdrucksfahig ist, so kénnen die primitiv-rekursiven Beziehungen darin forma-
lisiert werden. Das versieht gewisse Formeln des Systems, die bisher bloss als
Zeichenfolgen betrachtet wurden, gleichsam mit einem »Sinn«. Zum Beispiel
bedeutet die Tatsache, dass die Beziehung m < n im System formalisierbar ist,
dass das System eine Formel mit zwei freien Variablen enthdlt, woraus, wenn
fiir die Variablen jene Ausdriicke eingesetzt werden, die im System der belie-
bigen Zahlen m und n entsprechen, eine beweisbare Formel wird, wennm < n
ist, und sonst eine solche Formel, deren Negation beweisbar ist. So kann man
sagen : diese Formel des Systems »bedeutet, »sagt aus, dass ihr erstes Argument
kleiner als das zweite ist. :

Werden nun die Aussagen iiber Beweise des Systems mit Hilfe des Worter-
buchs auf primitiv-rekursive Beziehungen {ibersetzt, dann die Formeln des
Systems gesucht, welche diesen primitiv-rekursiven Beziehungen entsprechen,
so_kann man auch auf Formeln stossen, deren »Sinn« paradox ist ; z. B. zeigt
GODEL, dass sich eine Formel durch eine effektive Konstruktion angeben lasst,
welche »aussagte, dass sie selber nicht im System beweisbar ist. Dann ist schon
leicht exakt zu beweisen, dass die Entscheidbarkeit einer solchen Formel auf
einen Widerspruch fiihren wiirde. Da aber aus der Widerspruchsfreiheit des
Systems folgt, dass die betrachtete Formel wahr ist (sie ist ja tatséchlich nicht
im System beweisbar), so kann auch die Widerspruchsfreiheit des Systems nicht
im System beweisbar sein. :

Dieses Ergebnis schien darum verhdngnisvoll fiir die Beweistheorie zu

_sein, weil man ja die Widerspruchsfreiheit eines Axiomensystems mit weniger
bedenklichen Mitteln als die Methoden des betrachteten Systems beweisen
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wollte ; nach dem Satz von GODEL geniigen aber nicht einmal die Methoden
des betrachteten Systems zum Beweis der Widerspruchsfreiheit.

6. Nun suchte man einen Ausweg aus dieser Situation ; einstweilen fiir
die »gesamte« Zahlentheorie.® In der gesamten Zahlentheorie werden auch Aus-
sagen und Definitionen, die sich auf unendliche Gesamtheiten berufen, zuge-
lassen ; zum Beispiel darf man hier irgendetwas iiber die kleinste solche natiir-
liche Zahl n aussagen, fiir welches eine rekursive Funktion a(n) verschwindet,
ohne eine Schranke fiir solche Zahlen n anzugeben. So ist die Widerspruchsfrei-
heit der gesamten Zahlentheorie problematisch. Um sie zu beweisen, hatte man
nach Methoden zu forschen, die sich im betrachteten Axiomensystem der Zahlen-
theorie nicht formalisieren lassen, und doch mit allgemeiner Beruhigung ange-
nommen werden konnen. |

Als eine solche Methode wurde von ACKERMANN®® die transfinite Rekur-
sion verwendet. Hier durchlduft die Rekursionsvariable die natiirlichen Zahlen
in einer gewissen Wohlordnung vom Typus der ersten »e-Zahl«:

w
@

(]
&= .

7. In vielen Gebieten der Mathematik spielen die vagen Begriffe der
yBerechenbarkeit«, sKonstruierbarkeit, yEffektivitit«eine Rolle; es ist erwiinscht,
diese Begriffe mit einem exakten Sinn zu versehen. CHURCH hat vorgeschlagen®,
dass die im allgemeinsten Sinn »berechenbaren Funktionen mit den allgemein-
rekursiven Funktionen identifiziert werden sollen. ‘

Argumente dafiir wurden bereits im vorigen Kapitel angefiihrt. Ein nicht
von Willkiir geleitetes, iiberall und zu jeder Zeit wiederholbares Berechnungs-
verfahren muss mechanisch sein ; und es hat sich herausgestellt, dass die mecha-
nisch berechenbaren Funktionen von TURING mit den allgemein-rekursiven
Funktionen identisch sind.®® Man kann auch daran denken, dass jedes Berech-
nungsverfahren mit bestimmten Mitteln, also in einem geschlossenen System
zugeht, und dieses System kann axiomatisiert werden. Zum Beispiel bedeutet
die Berechenbarkeit von ¢ (n) innerhalb eines Axiomensystems, worin die Gleich-
heit und die Zahlen formalisiert sind, dass es im System einen Ausdruck mit einer
freien Variablen gibt, woraus durch Einsetzung des Ausdrucks, der im System
eine beliebige Zahl n reprdsentiert, ein solcher Ausdruck wird, deren Gleichheit
mit dem die Zahl m représentierenden Ausdruck dann und nur dann im System
ableitbar ist, wenn m der Wert von @ ait der Stelle n ist. Man kann nun beweisen,
dass auch die Funktionen, die in beliebigen, geniigend ausdrucksfahigen, mit
scharf umgrenzten Schiussweisen operierenden, widerspruchsfreien Axiomen-

1“) Zur Axiomatisierung der Zahlentheorie siehe HILBERT-BERNAYS [1] 1. Band
S. 87l
83) ACKERMANN [2]; siehe noch G. GENTZEN : Die Widerspruchsfreiheit der reinen
Zahlentheorie. Math. Ann. 112 (1936) 8. 493—565. und Neue Fassung des Widerspruchsfreiheits-
bewieises fiir die reine Zahlentheorie. Forschungen zur Logik und zur Grundlegung der exakten
Wassenschaften, Neue Folge 4 (1938) S. 19—44. GENTZEN hat als erster die Widerspruchs-
freiheit der gesamten zahlentheorie bewiesen ; er hat dabei nicht eine Rekursion, sondern
eine transfinite Induktion vom Typus & verwendet.

8) CHURCH [2] Nr. 7.

85) TURING [2].
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systemen berechenbar 'sind, mit den allgemein-rekursiven Funktionen iden-
tisch sina.%®

Nimmt man an, dass der Begriff der allgemeinsten »berechenbaren
Funktion mit dem Begritf der aligemein-rekursiven Funktion identifiziert
werden soll, so er6ffnet sich ein weites Gebiet der Anwendungsmoglichkeiten.

8. So wird z. B.in der Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung von
MISES®? die Forderung gestellt, dass sich die relative Haufigkeit des Eintreffens
eines Ergebnisses nicht dndern soll, wenn nicht jeder Versuch in Betracht
genommen wird, sondern bloss eine »durch irgendeine ‘mathematische Anwei-
sung« ausgewahlte Folge von Versuchen, wobei die Auswahl nur von den Ergeb-
nissen der - fritheren Versuche abhdngt. Die Forderung bedeutet, dass es nicht
moglich sein soll ein »Spielsystem« zu konstruieren, welche die relative Haufig-
keit verdndern wiirde. Der Begriff des Spielsystems kann durch Gédelisierung
prazisiert werden. Werden den Ergebnissen der Versuche Zahlen zugeordnet
(handelt es sich z. B. um ein »Kreuz und Kopf«Spiel, wobei immer wieder eine
Miinze aufgeworfen, und beobachtet wird, mit weicher Seite nach oben sie her-
unterfallt, so kann z. B. dem Ergebnis »Kreuz« die Zahl 2, dem Ergebnis »Kopf«
die Zahl 3, und so z. B. der Folge:

»Kreuz, Kopf, Kreuz, Kreuz«

die Zahl
Ve s

P1P2P3 Dy

zugeordnet werden), so kann ein Spielsystem mit Hilfe der folgendermassen
definierten, Funktion charakterisiert werden :

1, falls m die Godel-Nummer einer solchen Versuchsfolge ist, wobei
der ndchste Versuch in Betracht genommen wird

@ (m)= ¢ 0; falls m die Godel-Nummer einer solchen Versuchsfolge ist, wobei
der néchste Versuch nicht in Betracht genommen wird

2, falls m nicht die Godel-Nummer einer Versuchsfolge ist.

- Mit Hilfe vori ¢ (m) kann eine Teilfolge aus der Versuchsfolge ausgewahlit
werden, indem der n-te Versuch zur Teilfolge hinzugenommen oder nicht hinzu-
genommen wird, je nachdem fiir die Godel-Nummer m der Folge der vorange-
henden Versuche 1 oder O der Wert von ¢ (m) ist.

Verdient nun das Spielsystem wirklich »System« genannt zu werden, das
heisst, ist sie nicht ein von der Willkiir des Momentes geleitetes, sondern ein
auch Anderen mitteilbares, wiederholbares System, so muss ¢ (im) eine mechanisch
berechenbare, also allgemem -rekursive Funktion sein,

Die Forderung von MISES kann also folgendermassen praznsxcrt werden :
die relative Haufigkeit des Eintreffens des betrachteten Ereignisses soll sich nicht
dndern, wenn statt der ganzen Versuchsfolge bloss eine durch eine beliebige
allgemein-rekursive »charakteristische Funktion« ausgewdhlite Teilfolge in
Betracht genommen wird.5® ;

8) HILBERT-BERNAYS [1] Band II. Supplement IL

57) Siehe z. B. R.MISES: Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. 2. Auflage,
Wien, (1936). -
: 58) CHURCH [5].
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9. Der Begriff der »Konstruierbarkeit« spielt in jenem, nach Vermeidung
aller Widerspriiche trachtenden BROUWERschen Aufbau der Mathematik,
der Intuitionismus genannt wird,’ eine besonders wichtige Rolle. Die Intuitio-
nisten betrachten ja eine Existenzaussage nur dann als richtig, wenn der Gegen-
stand, dessen Existenz behauptet wird, auch effektiv konstruiert werden kann.

So ist z. B. die Behauptung: »zu jedem x gibt es ein y, fiir welches
a(x,y) = 0 giltq, wo a(x,y) eine bestimmte zahlentheoretische Funktion ist,
in ihrer Auffassung nur dann wahr, wenn ein effektives Verfahren angegeben
wird, welches zu einer jeden gegebenen Zahl m eine Zahl n konstruiert, fiir
welches a (m, n) = 0 gilt.

Es ist nun moglich® den im intuitionistischen Sinne wahren zahlentheore-
tischen Aussagen Zahlen zuzuordnen (man sagt, dass diese Zahlen die betreffenden
Aussagen »realisierenc). In einer solchen Zuordnung wird z. B. der Aussage

() (Ey) [a (x,7) = 0]

nur dann eine Zahl entsprechen, wenn es ein effektives Verfahren gibt, w(elcﬁes
zu einem jeden gegebenen m eine solche Zahl n konstruiert, dass auch der Aussage

a(m,n =0

eine Zahl zugeordnet wurde. Das reffektive Verfahren« wird dabei so prazisiert,
dass es eine allgemein-rekursive Funktion @ (m) gibt, welche fiir ein beliebiges
m einen solchen Wert @ (m) = n annimmt, dass auch der Aussage a (m, n) =
eine Zahl zugeordnet wurde.

So wird hier die Richtigkeit in intuitionistischem Sinne einer zahlentheo-
retischen Aussage damit prézisiert, dass die Aussage realisierbar ist (das heisst,
dass ihr eine Zahl zugeordnet wurde ; wenn auch nicht eindeutig).

HEYTING hat fiir die intuitionistische Logik einen formalen Kalkiil ein-
gefiihrt.$ KLEENE und NELSON haben ein darauf gegriindetes Axiomen-
~ system (S) der Zahlentheorie untersucht. Es hat sich herausgestellt, dass in
diesem System eine Formel der Form ;

(%) (%)« « - (X6) (BY) F (X3, -+ -5 X, Y)

nur dann abgeleitet werden kann, wenn es eine solche aligemein-rekursive Funk-
tion 4 (Xy, ..., Xx) gibt, dass so oft ny, ..., m und m solche nicht-negative
ganze Zahlen sind, fiir welche :

vy oo, )=m

gilt, F (ny, .. ., nk, n1) immer eine realisierbare Formel ist. In diesem Sinn kann
in der intuitionistischen Zahlentheorie nur die Existenz allgemein-rekursiver
Funktionen bewiesen werden.

Die Formeln, die in (8) ableitbar sind, haben sich alle als realisierbar
erwiesen. Daher sind die zahientheoretischen Formeln, die durch Substitution
aus den Formeln des intuitionistischen Logikkalkuls entstehen, alle realisierbar ;
daraus, und aus der Nicht-Realisierbarkeit von zahlentheoretischen Formeln

) Siehe z. B. A. HEYTING : ' Mathematische Grundlagenforschung. Ergebnisse der
Math. 3. (1934) S. 375—449.
%0y KLEENE [7] und [8], NELSON [1].
: ) A. HEYTING : Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik. Sitzungsberichte
der Preussischen Akademie der Wissenschaften, Phys.-Math. Kl. (1930) S, 42—56.
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gewisser Form, folgt, dass gewisse (in klassischem Sinne wahre) Formeln in intui-
tionistischem Sinn unbeweisbar sind.

So kann die Verwendung der allgemein-rekursiven Funktionen gewisse
Probleme des Intuitionismus klarstellen.

10. Dass die intuitionistische Vorsicht nicht bloss eine Haarspalterei ist,
kann auch durch ein Beispiel vom Gebiete der primitiv-rekursiven Funktionen
erhellt werden.

Wir wissen, dass fiir ein positives, rationales r die Funktion [tn] primitiv-
rekursiv ist, und in Nr. 1 des § 11 habe ich bewiesen, dass fiir positives, irratio-
nales = die notwendige und hinreichende Bedingung der primitiven Rekursi-
vitdt von :

[z n]

die primitive Rekursivitdt des Koeffizienten a» (als Funktion von n) in der
Faktoriellenentwicklung

4 4 an =
r=ao+l—!+-2—'+...+;+ st ST iy 152,23,..5)
ist.
Hier mussten die irrationalen v getrennt untersucht werden, denn wir

konnten nur fiir ein irrationales 7 mit Sicherheit behaupten, dass in seiner Fakul-
tatenentwicklung iiber alle Grenzen

an <n—1

vorkommt ; und das war entscheidend im Beweis. Die Behauptung : »iiber alle
Grenzen gibt es ein n, fiir welches a» < n— 1 gilt« — ist eine solche Existenz-
aussage, welche von den Intuitionisten, ohne die Angabe eines effektiven Ver-
fahrens zur Bestimmung dieses n, nicht als sinnvoll betrachtet wird. Sehen wir
ein Beispiel, worin die intuitionistische Forderung wichtig werden kann.

Die Zahlentheorie hat zahlreiche bis heute unentschiedene Probleme.
Betrachten wir ein solches, z. B. das Problem der ungeraden vollkommenen
Zahlen : ob es eine ungerade Zahl gibt, welche der Summe ihrer sechten« Teiler
gleich ist (die Zahl selbst wird nicht zu ihren echten Teilern gerechnet).

Es soll die Summe sdmtlicher Teiler von n mit o (1) bezeichnet werden
(nach Nr. 11 des§ 1 ist diese Funktion primitiv-rekursiv) ; ist n die Summe der
echten Teiler von n, so ergibt sich, die vollkommene Zahl n selbst auch zu den
Teilern hinzugenommen,

o () =— 211,

Die bisher bekannten vollkommenen Zahlen sind alle gerade ; es ist z. B.
06)=14+2+-34+6=12=2:6 -

Nun soll diese Beziehung auf eine ungerade Zahl 2n + 1 angewandt in der fol-
genden Definition von an verwendet werden :

0, fallsen+1)=2@2n+1)
fn T dlaaii o

Es ist klar, dass aa eine primitiv-rekursive Funktion von r ist, und dass fiir
flee k203 x
dn _‘_<_ n—1
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gilt ; da wir aber bis heute nicht wissen, ob es ungerade vollkommene Zahlen
gibt, konnen wir nicht wissen, ob es auch nur ein n gibt, fiir welches

an < n—1

ware.
Die Reihe
ay e an
a + T + 21 Sk n!+"' 5

welche mit der jetzt definierten primitiv-rekursiven Koeffizientenfolge gebildet
wird, konvergiert zu einer nicht-negativen reellen Zahl £. Ist diese Zahl rational,
so ist [£n] primitiv-rekursiv. Ist & irrational, so ist [én] ebenfalls primitiv-
rekursiv. Wir haben aber nicht viel davon, wenn wir nun behaupten : so ist
[n] jedenfalls primitiv-rekursiv. Denn mit unserem heutigen Wissen konnen
wir nicht entscheiden, ob & rational oder irrational ist ; und daher konnen wir
den Wert von [£n] nicht einmal an der Stelle n = 1 berechnen. Gibt es namlich
keine ungerade vollkommene Zahl, so ist

g | Pk ] _1__ —1_ __1_
0Ty b bt e s b g

also
T e

" wenn es aber auch ungerade vollkommene Zahlen gibt, so muss hier wenigstens
fiir ein — positives — Glied O gesetzt werden, daher ist

£<1 und so [h o2l n

Und wir kénnen nicht wissen, ob das Problem der ungeraden vollkommenen
Zahlen je entschieden wird, also ob der Wert von [& - 1] je berechnet werden
kann. (Um [& n] an einer jeden Stelle berechnen zu konnen, miisste man sogar
wissen, ob es iiber alle Grenzen ungerade vollkommene Zahlen gibt, oder
‘miisste man eine Schranke fiir solche Zahlen kennen.)

Es konnen freilich auch andere unentschiedene zahlentheoretische Pro-
bleme zur Konstruktion dhnlicher Beispiele verwendet werden ; und vermutlich
werden zu jeder Zeit unentschiedene Probleme vorhanden sein.

Deshalb betrachten die Intuitionisten das Anwenden des »tertium non
dature, wie in der Behauptung »entweder nimmt an iiber alle Grenzen kleinere
Werte als n — 1 an, oder nicht« — nicht als sinnvoll. Ohne eine Entscheidung
taugt eine solche Aussage nicht viel.

Jedoch haben die von den Intuitionisten nicht anerkannten Methoden
eine wichtige Rolle im Aufbau der grossen, umfassenden mathematischen
Theorien.

11. In der Mengenlehre ist ein alter Wunsch, dass die vagen Begriffe préazi-
siert werden. :

Beschriinkt man sich auf Mengen von natiirlichen Zahlen, so kann der
»naive« Mengenbegriff folgendermassen prézisiert werden. Eine Menge von
natiirlichen Zahlen wird dann als gegeben betrachtet, wenn man von einer jeden
natiirlichen Zahl entscheiden kann, ob sie in die Menge gehort oder nicht. Wir
sagen, dass dies »effektive entscheidbar ist, wenn man eine allgemein-rekursive
Funktion @(n) angeben kann, welche fiir solche und nur solche n verschwindet,
die zur Menge gehéren. (Manchmal kann man jene dquivalente Formulierung
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‘besser benutzen, dass die charakteristische Funktion @(n) der Menge, welche
an einer belibiegen Stelle n den Wert 1 oder 0 annimmt, je nachdem n zur Menge
gehort oder nicht, allgemein-rekursiv sein soll.)

Der Begriff der Abzdhlung kann #hnlich prizisiert werden. Darunter,
dass eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen reffektiv abzihlbare ist, werden wir
verstehen, dass es ein »effektives Verfahren« gibt, welches die Elemente der
betreffenden Teilmenge in irgendeiner Reihenfolge der Reihe nach angibt.
Das »effektive Verfahren« kann dabei so prizisiert werden, dass es eine allge-
mein-rekursive Funktion ¢ (n) gibt, welche fiir n — Ol 2,3, o laiiter  vérs
schiedene Werte annimmt, und diese Werte eben die Elemente der betreffenden
Menge sind.

Man kann beweisen,®? dass es eine Menge von natiirlichen Zahlen gibt,
welche im vorhin prézisierten Sinn nicht effektiv angebbar, jedoch effektiv
abzdhlbar ist (die abzdhlende allgemein-rekursive Funktion @ (n) siebt fiir
n=20,1,2,3,... die Elemente der betreffenden Menge freilich nicht der
Grosse nach von der Reihe der natiirlichen Zahlen hinaus); und dass eine Teil-
menge der natiirlichen Zahlen dann und nur dann effektiv angebbar ist, wenn
sowohl sie, als auch ihre Komplementdrmenge effektiv abzihlbar sind.

12. Auch der vage Begriff der effektiv darstellbaren fransfiniten Zahl kann
mit Verwendung des Begriffes der rekursiven Funktion prazisiert werden.%

Zu diesem Zweck hat KLEENE den Begriff der partiell-rekursiven Funktion
eingefiihrt.® Dieser unterscheidet sich darin vom Begriff der allgemein-rekursiven
Funktion, dass hier die Forderung der Uberall-Berechenbarkeit fallen gelassen
wird ; also nur soviel verlangt wird, dass an solchen Stellen, wo sich der Wert
der betreffenden Funktion aus dem Definitionsgleichungssystem durch die
erlaubten Schritte berechnen ldsst, sein Wert eindeutig bestimmt sein soll.
Die Identitdt von partiell-rekursiven Funktionen wird mit

PNy, oo s )iy, . ., W)

bezeichnet, und das wird so verstanden, dass an einer jeden Stelle, wo ¢ definiert
ist, auch ¢ definiert ist, und umgekehrt; und wo diese Funktionen definiert
sind, sie denselben Wert haben. Die partiell-rekursiven Funktionen konnen
ebenfalls auf eine explizite Form :

Py ..., @) >y (umlra@y, ..., a, m = 0])

gebracht werden, wo % und = primitiv-rekursiv sind ; ‘die Funktion @ ist an
solchen Stellen (ay, .. ., ar) definiert, zu welchen es ein m mit

STy G ) =0
gibt.

Zur effektiven Darstellung der Ordnungszahlen der ersten und zweiten
Zahlklasse hat man effektiv zu entscheiden, ob eine gegebene Ordnungszahl
gleich O ist, oder der Nachfolger einer Ordnungszahl, oder aber der Grenzwert
ciner wachsenden Folge von Ordnungszahlen. Im zweiten Fall hat man die
vorangehende Ordnungszahl zu charakterisieren ; im dritten Fall eine wachsende
Ordnungszahlenfolge vom Typus w, welche die betreffende Ordnungszahl zum

*%) KLEENE [1] § 2.; siehe noch POST [2].

¢%) CHURCH and KLEENE [1], CHURCH [4], KLEENE [4], siche noch KLEENE [6/.
*) KLEENE [4] Nr. 1. Siehe noch KLEENE [5] II. Nr. 6.
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Grenzwert hat. Da die zur Darstellung dienenden Ausdriicke als Zeichenfolgen
durch ihre Gédel-Nummern ersetzt werden konnen, kann die Charakterisierung
der Ordnungszahlen so geschehen, dass den Ordnungszahlen natiirliche Zahlen
zugeordnet werden, wobei man die folgenden Forderungen vor Augen halt:
: (1) Keine Zahl soll verschiedenen Ordnungszahlen zugeordnet werden
(aber einer Ordnungszahl kann man auch mehrere natiirliche Zahlen zuordnen).

(2) Die Funktion  (x), welche den Wert 0, 1 oder 2 annimmt, je nachdem
x der Ordnungszahl 0 zugeordnet ist, oder dem Nachfolger einer Ordnungszahl,
oder aber dem Grenzwert einer wachsenden Ordnungszahlenfolge, soll partiell-
rekursiv sein.

(3) Es soll eine partiell-rekursive Funktion » (x) geben, die an einer jeden
Stelle x, welche dem Nachfolger X einer Ordnungszahl Y zugeordnet ist, einen
der Ordnungszahl Y zugeordneten Wert anninunt. :

(4) Es soll eine partiell-rekursive Funktion g (x, n) geben, so dass falls x
dem Grenzwert X einer wachsenden Ordnungszahlenfolge zugeordnet ist, es
eine Ordnungszahlenfolge Y, Yy, ... vom Typus o gibt, wobei u (x, n) fiir
jedes n eine der Ordnungszahl Y» zugeordnete Zahl ist.

Man beschrénkt sich hier auf partielle Definitionen, weil an Stellen, die
bei der GODELschen Numerierung solchen Zeichenfolgen entsprechen, die
keine Ordnungszahl représentieren, der Wert von # (x), » (x) und g (x, n) in (2),
(3) und (4) keine Rolle spielt, und so eine unnétige Einschrdnkung wére zu
fordern, dass diese Funktionen auch an solchen Stellen irgendwie rekursiv
definiert seien. :

Es gibt zu jeder Zuordnung, welche die Forderungen (1), (2), (3) und (4)
erfiillt, eine Ordnungszahl &, welcher keine natiirliche Zahl zugeordnet wird,
und auch den grosseren Ordnungszahlen nicht, aber allen kleineren Ordnungs-
zahlen als & werden natiirliche Zahlen zugeordnet. v

Es kann eine den Forderungen geniigende Zuordnung angegeben werden,
fiir welche dieses & am grossten ist. Dieses grosste & ist eine effektiv nicht dar-
stellbare Ordnungszahl der zweiten Zahlklasse.

13. Eine der wichtigsten Anwendungen der Prézisierung des Effektivitats-
begriffes ist der Beweis der effektiven Unentscheidbarkeit gewisser Probleme.

Hier handelt es sich um Probleme von solcher Struktur, wie z. B. das
grosse FERMATsche Problem in folgender Formulierung: es wird ein effek-
tives Verfahren gesucht, um zu entscheiden, zu welchen Exponenten 7 es solche
positive ganze Zahlen X,y und z gibt, dass

xﬂ+yn=zn

gilt. Das »ettektive Verfahren« kann hier als die effektive Angabe der Menge
der n mit der gewiinschten Eigenschaft prézisiert werden, das heisst als Angabe
einer allgemein-rekursiven Funktion ¢ (1), welche fiir jene und nur fiir jene n
verschwindet, zu welchen es die Forderung erfiillende Zahlen x, y und 2 gibt.

Es hat sich von verschiedenen Problemen dieser Art herausgestellt, dass
sie effektiv unentscheidbar sind. Zu diesen gehdrt auch das »Entscheidungs-
problem« des engeren logischen Funktionenkalkuls®; und auch das »Wort-
problemq gewisser associativen Systeme. Das letztere kann folgendermassen
formuliert werden :

) Den ersten solchen Beweis hat CHURCH [2] angegeben.
) CHURCH [3])- .
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 Eine Menge (H) der Elemente a, b, ¢,... wird ein associatives System
genannt, wenn sie die folgenden beiden Forderungen erfiillt :
1) Zu beliebigen Elementen a und b von (H) gibt es in (H) ein bestimmtes
Element, das ihr Produkt genannt und mit ab bezeichnet wird.
2) Die Multiplikation ist associativ :

(ab) c = a (bc) .

Hier handelt es sich um solche associative Systeme, welche aus endlich
vielen »Generatoren« X,, ..., X» so aufgebaut werden konnen, dass ein jedes
Element von (H) entweder 1 ist (darunter ein solches Element verstanden, dass
fiir alle Elemente @ von (H) la = al = a gelte), oder das Produkt gewisser

Elemente dy, . . ., a;, wobei ein jedes a: eines der X; ist ; ausserdem sind gewisse
Gleichheiten von endlicher Anzahl zwischen gewissen Generatorprodukt-Paaren
gegeben.

Das »Wortproblem¢ lautet : kann ein effektives Verfahren angegeben
werden, um zu entscheiden, ob zwei beliebig gegebene Generatorprodukte
gleich sind? .

Den Effektivitatsbegriff mit dem Begriff der allgemein-rekursiven Funktion
prézisiert, hat POST®” und zur selben Zeit unabhingig auch MARKOV®8 associ-
ative Systeme mit effektiv unentscheidbarem »Wortproblem« konstruiert.
Der Letztere hat auch die effektive Unentscheidbarkeit anderer Probleme
dieses Gebietes bewiesen. (Unléingst hat KALMAR in seinem Antrittsvortrag
an der Ungarischen Akademie der Wissenschaften einen einfacheren Beweis
der MARKOVschen Ergebnisse angegeben.)

Dass es iiberhaupt effektiv unentscheidbare Probleme gibt, im hier prazi-
sierten Sinn, kann auch aus dem Satz von GODEL®® abgeleitet werden, dass es
innerhalb Axiomensysteme von gewisser Struktur unentscheidbare Probleme
gibt.?® Esldsst sich sogar eine primitiv-rekursive (sogar elementare) Funktion
@ (m, n) konstruieren, so dass sich direkt als ein Spezialfall des Godelschen
Satzes die effektive Unentscheidbarkeit des folgenden einfachen Problems
beweisen ldsst :™ »Fiir welche natiirliche Zahlen n gilt @ (m, n) = 0 bei belie-
bigem m 2«

Es wurde zum Brauch, die effektiv unentscheidbaren Probleme, wobei
die Effektivitit mit dem Begriff der Allgemein-Rekursivitdt prazisiert wird,
»absolut-unentscheidbar« zu nennen ; im Gegensatz zu den in gewissen Axiomen-
systemen unentscheidbaren Problemen von GODEL. Es kann aberein Satz keines-
wegsvongrosserer Tragweite sein, als jenerSatz, dessen Spezialfall er ist. So bedeutet
nach den Vorangehenden die Existenz effektiv-unentscheidbarer Probleme
nicht soviel, dass es in der Mathematik »absolut« unentscheidbare Probleme gibt,
sondern soviel, dass in der prézisen Formulierung des Effektivitdtsbegriffes,
wenn dies auch sehr weit gefasst wurde, dennoch eine Abgrenzung geschehen
ist (in HILBERT-BERNAYS [I] 2. Band Supplement II. wurde ein festes
formales System angegeben, worin jede allgemein-rekursive Funktion forma-
lisiert werden kann) ; und die mathematische Wirklichkeit ist viel zu lebendig
und entwicklungsfahig, um in starre Schranken gesperrt werden zu kdnnen.

87) POST [5]; siehe noch HALL JR. [1].

%) MARKOV [1] und [2].

%) GODEL [1].

) Siche PETER: Besprechung von Skolem [4]. The Journ. of Symb. Log. 9 (1944) 8. 21.
1) KALMAR [3].
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POST hat sogar den Begriff der »effektiven Unentscheidbarkeit von niedri-
gerem oder hoherem Grad« eingefiihrt ; bisher hat es sich noch nicht heraus-
gestellt, ob es effektiv unentscheidbare Probleme von verschiedenem Grad in

diesem Sinne gibt.”?
Es ist jedoch interessant, die Probleme zu untersuchen, welche sich bei

unserem sehr weit gefassten Effektivitatsbegriff als effektiv unentscheidbar

erweisen.
In den Folgenden werde ich mich mit solchen Unentscheidbarkeitsfragen

ausfithrlich befassen, welche gewisse Fragen iiber rekursive Funktionen erhellen.

§ 22. EFFEKTIVE UNENTSCHEIDBARKEIT DER FRAGE:
WELCHE GLEICHUNGSSYSTEME ALLGEMEIN-REKURSIVE
: FUNKTIONEN DEFINIEREN.?

1. Das zum Schiuss des §17 ausgesagte Ergebnis lautet fiir den ein-
stelligen Fall: es gibt zwei universelle primitiv-rekursive Funktionen v und 7,
durch welche eine beliebige einstellige allgemein-rekursive Funktion @(m)
in der Form :

. @ (m) =y (pw[r@, m, w) = 0])
geschrieben werden kann, wo n die Godel-Nummer (nach einem ein fiir allemal
konstruierten Worterbuch) eines Gleichungssystems ist, welches die Funktion
@ (m) definiért, und = so beschaffen ist, dass es zu jedem m ein w gibt, fiir welches

T(n,mw)=0
gilt. Zu einem anderen Gleichungssystem gehort eine andere Godel-Nummer 7 ;
man kann sagen, dass ¢ (m) durch die Godel-Nummer 7 sdefiniert« wird.

Exakter gefasst: man sagt, dass die Zahl n eine einstellige allgemein-

rekursive Funktion definiert, wenn es fiir dieses n zu einem beliebigen m ein w
gibt, so dass

T (n,m,w) =0
gilt ; in diesem Fall ist nach Nr. 1 des § 17 pw [z (1, m, w) = 0] eine allgemein-
rekursive Funktion von m; und wir sagen, dass die Zahl n die Funktion

v (pw[r @, m, wy = 0])

definiert.

Zu einem jeden Gleichungssystem, das eine allgemein-rekursive Funktion
@ (m) definiert, kann nach den Vorherigen eine ¢ (m) definierende Zahl n kon-
struiert werden, namlich die Godel-Nummer des Gleichungssystems. Und umge-
kehrt lasst sich auch zu jeder Zahl n, welche eine einstellige allgemein-rekursive
Funktion definiert, ein Gleichungssystem konstruieren, durch welches dieselbe
Funktion definiert werden kann: man erhdlt ein solches Gleichungssystem, wenn
man zu den Definitionsgleichungen, die im Aufbau von  und = und von der
sich in diesem Fall als allgemein-rekursiv erweisenden Funktion

: u (m) = pwlr (n,m,w) = 0]
teilnehmen, noch die Gleichung
@ (m) =y (pum)

7% POST [2].
73) KLEENE [1] § 2.
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hinzunimmt (freilich ist die Godel-Nummer dieses Gleichungssystems im allge-
meinen von n verschieden).

Mah kann daher statt der Gleichungssysteme, die einstellige allgemein--
rekursive Funktionen definieren, die Zahlen betrachten, durch welche einstellige
allgemein-rekursive Funktionen definiert werden.

So hitte man einen klaren Uberblick von den einstelligen primitiv-rekur-
siven Funktionen, wenn man entscheiden konnte : welche Zahlen solche Funk-
tionen definieren, das heisst : bei welchen Zahlen n es zu jedem m ein w gibt,
fiir welches ‘

T n, v —0
gilt.

Das ldsst sich aber nicht effektiv entscheiden.

2. Erst werde ich zeigen, dass die Zahlen der gewiinschten Art nicht
effektiv abzdhlbar sind, in dem Sinne, dass es keine allgemein-rekursive Funk-
tion @ (n) gibt, deren fiir n =0, 1,2,... angenommene simtliche Werte
#(0), 9 (1), #(2), ... Zahlen dieser Art wiren, und von welcher jede solche
Zahl irgendwo angenommen wdre (wobei nicht einmal verlangt wird, dass &(n)
einen jeden Wert nur an einer Stelle annehmen soll).

Denn nehmen wir an, es wére ¥(n) eine solche allgemein-rekursive Funk-
tion, deren samtliche Werte Zahlen der gewiinschten Art sind ; das heisst, dass
es zu jedem n und zu jedem m ein w gibt, fiir welches

T(Pm, myw) =0

gilt. Werden speziell immer gleiche m und n gewéihlt, so muss zu jedem m auch
ein solches w geben, fiir welches

v(@um, mw)=0
ist. :
Nun kann man zeigen, dass falls # eine beliebige solche allgemein-rekursive
Funktion ist, dass es zu jedem m ein w mit

T ($um, m, w) = 0

gibt, so gibt es eine Zahl f von gewiinschter Art, die von & (m) nicht angenommen
werden kann. - '
Das sieht man folgendermassen ein. Gilt bei beliebigem m mit geeignetem w

(P, mw) =0,
so ist .
ww [v (Bem, m,w) = 0] ,

und damit auch die Funktion
7 (m) = o (ww [r (Fam, m, w) = 0]) + 1
allgemein-rekursiv. Wird n (m) durch die Zaht f definiert, das heisst, ist
n(m) = (pw [v¢, m,w» = 0]) ,

so ist f eine Zahl von gewiinschter Art, und eben diese kann von. & (m) nicht
angenommen werden. Denn wire an einer Stelle ¢

=1,
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dann wiirde sich aus der letzten Gleichung durch Einsetzen von &:(q) fiir f

: n (m) = o (pw [z (P, m, w) =0]) ,
und fiir

n(@) =v ([t (@@, qw)=0])

ergeben Aus der zuerst aufgeschriebenen Form von % (m) erglbt sich aber fiir -
= ¢ im Widerspruch damit

n(9) =9 (4w [7(0@,q,w) =0]) +1

So kinnen die Zahlen, welche einstellige allgemein-rekursive Funktionen
definieren (und fiir die Deftnztzonsglezchungssysteme stehen) nicht effektiv abzdhi-
bar sein.

3. Aus den Tatsachen, die in der vorigen Nummer klargestellt wurden,
kann man ferner ableiten, dass sich nicht effektiv entscheiden Idsst: welche Zahlen
einstellige primitiv-rekursive Funktionen definieren. Das heisst, es gibt keine
solche allgemein-rekursive Funktion ¢ (r7), welche an solchen und nur solchen
Stellen n verschwinden wiirde, welche einstellige allgemein-rekursive Funktionen
definierende Zahlen sind.

Denn nehmen wir an, dass ¢ (1) eine solche allgemem rekursive Funktion
ist, dass jedes n, fiir welches @ (n) = 0 gilt, eine Zahl der gewiinschten Art ist.

Dann kann man eine Zahl [ der gewiinschten Art angeben, fiir welche

p(N*0
gilt. Das sneht man folgendermassen ein :

Es gibt natiirlich beliebig viele Zahlen, die einstellige allgemein-rekursive
Funktionen definieren ; wahlen wir aus diesen eine bestimmte Zahl k heraus. Sei

n, falls () =20
*w={, (%0 .

So sind samtliche Werte von & (n) Zahlen der gewiinschten Art (k wurde so
gewdhlt, und fiir ¢ (n) = 0 ist n eine solche Zahl) ; das heisst es gibt zu einem
jeden n und zu jedem m ein w, fiir welches

7 (v, m,w) =0

gilt ; werden speziell immer gleiche n und m gewahlt so ergibt sich fiir belie-
blges m bei geeignetem w

T (dam, m, w) =

In der vorigen Nummer hat es sich herausgestellt, dass es zu einer belie-
bigen allgemein-rekursiven Funktion @ (m), welche sich so verhdlt, eine ‘Zahl f
der gewiinschten Art gibt, welche nicht zu ihren Werten gehdren kann. Es gehort
aber ein jedes n, fiir welches @ (n) = 0 gilt, zu den Werten von ¢ ; daher muss

LAOERY
sein. Damit ist die Behauptung bewiesen.

All das kann ohne Schwierigkeiten auch auf mehrstellige Funktionen {iber-
tragen werden.
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§ 23. DIE FRAGE DER ALLGEMEINEN ENTSCHEID-
BARKEIT DER ARITHMETISCHEN PROBLEME.

1. Es werden unter »arithmetischen« Aussagen solche Aussagen verstanden,

die sich auf Identitdten zwischen Polinomen der Zahlentheorie beziehen. Formal
betrachtet handelt es sich hier um Aussagen, die mit Hilfe der mathematischen
Zeichen »+¢«, » -¢, »=«, und mit den logischen Zeichen aufgeschrieben
werden kénnen; wobei die Anwendung des Allzeichens:: (x) und des Seinzeichens :
(Ex) auch dann zugelassen wird, wenn keine Schranke fiir die betreffenden x
gegeben ist.
: Man kann auch von beriihmten, bis heute nicht entschiedenen Problemen
zeigen, dass sie in diesem Sinn arithmetische Probleme sind. Z. B. ldsst sich
die Goldbachsche Vermutung, dass jede von 2 verschiedene gerade Zahl die
Summe zweier Primzahlen ist, folgendermassen als arithmetisches Problem
formulieren. Eine jede gerade Zahl kann in der Form x -+ X geschrieben werden.
Dass y > 1 eine Primzahl ist, ist gleichbedeutend damit, dass so oft die Zahl y
in der Form u - v geschrieben werden kann, sie immer entweder gleich u oder
gleich v sein muss. Also kann die Behauptung, dass eine jede Zahl der Form
X + x einer Summe y + z gleich ist, wo sowohl Yy als z Primzahlen sind, mit den
Zeichen -+, - , = und mit den logischen Zeichen in der Form

OENE) x+x=y+2z &@WW=u-v>@=uVy—1)]&
&WE) e=u-v>@=uVz=)]
aufgezeichnet werden (auch fiir x — 0 und x = 1 gilt die Behauptung, dass es
solche Zahlen y und z gibt: im ersten Fall kann 0, im zweiten 1 als Wert von y
und z gewéhlt werden).

; Dem Fermat-Problem ist schon nicht so unmittelbar anzusehen, dass es
arithmetisch ist: darin kommen auch Potenzen mit variablen Exponenten vor,
und es ist nicht leicht sich vorzustellen, dass diese unter blosser Benutzung von
Additionen und Multiplikationen ausgedriickt werden konnen. GODEL hat

aber bewiesen, dass sich alle primitiv-rekursive Beziehungen auch als arith-
metische Aussagen formulieren lassen.”

2. Ich werde die Methode von GODEL gerade auf die primitiv-rekursive
Beziehung

y=a
anwenden.
Die rekursive Definition von a” lautet :
a® =1

an+1=a.anvv'

So ist die Identitdt y — a* gleichbedeutend damit, dass es zu jedem x eine
x + I-gliedrige Zahlenfolge gibt, worin das erste (zu n =0 gehorige) Glied
gleich 1 ist, ferner fiir beliebiges n - 1 < x das n + 2-te Glied a-mal soviel als
das vorherige ist, endlich das letzte, x -+ 1-te Glied mit y tibereinstimmt,

Man kann nun beweisen, dass es zu einer beliebigen endlichen Zahlenfolge
Rgi Uiy ¢ viv-s 100

™) GODEL [1] § 3.
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— also auch zu der vorliegenden — eine solche Zahl m und eine solche k-gliedrige
arithmetische Progression :

L L haide vk

gibt, dass die Glieder der urspriinglichen Folge der Reihe nach mit den Resten der
Teilung von m durch die entsprechenden Glieder der Progression iibereinstimmen:
das heisst, das fir i =1,2, ...,k

ai = res (m, 1 + id)

ilt.
; Es ist namlich aus der Zahlentheorie bekannt,? dass wenn die Zahlen
Ol by
paarweise teilerfremd sind, sich zu den Gliedern
AUy s e

einer belleb1gen Folge ein solches m finden l&sst, welches mit geelgneten gi fir
P12 ¢,k der Boin

m= qi bi + ai
geschrieben werden kann. Gilt dabei noch fiir i =1,2,...,k%
di<bi; s

so sind dabei die Zahlen a; eben die Reste der Teilungen von m durch die ent-
sprechenden b; .

Man hat daher bloss ein solches d zu suchen, dass
1+d,1+2d,...,1+kd
der Reihe nach grosser als ay, a,, ..
fallen sollen.
Das gelingt, wenn fiir
l=max(a,..., ak)
d— 1!
gesetzt wird, Es ist ja Kklar, dass in diesem Fall fiir i = 1,2,...,k
a<ld4i-max (a,...,a,k)<14id

gilt. ‘Und dietlr fie= 1, 2, . 00 angenommenen Werte von 1 4 id =1 + il!
sind paarweise tellerfremd Denn hatten z. B.

14+ i1 und 14 i,1!

fir i<k I, <k und i, > i, den gemeinsamen Primfaktor p, so wire auch
ihre leferenz
(g —1g) *

L, S|

ist, und so i, — i, unter den Faktoren von [ ! vorkommt, wire damit auch !
teilbar durch p. Aber ein Teiler von [! kann nicht zugleich Teiler von 1 + i, [! sein,
Die Wahl

, Gk, und paarweise teilerfremd aus-

durch p teilbar; da aber

=11

") Siehe z.B. P.BACHMANN: Die Elemente der Zahlentheorie. Berlin (1921) S. 66—69.
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erfiillt daher die Forderungen; und so gibt es in der Tat solche Zahlen m und
d zur beliebigen endlichen Folge a,, . .., ax, dass fiir i = 1, 2 ke
ai = res (m, 1 + id)

gilt. Auch zu unserer x 4 1-gliedrigen Exponentialfolge gibt es solche Zahlen
m und d. ‘

3. Sehen wir noch einmal nach, wie diese Folge am Anfang der vorigen
Nummer definiert wurde. Aus dieser Definition und aus dem Ergebnis der
vorigen Nummer liest man unmittelbar heraus, dass die Identitit

; e Y
mit der folgenden Aussage gleichbedeutend ist :
(Em)(Ed)[res (m, 1 4+ d) = 1 & Mr+1<x—>res(m 1+ 42 @) =
=a-res(m, 1+ m+ hd)] & res (m,1 + &+ hd)=y] .

Diese Formel kann auf rein arithmetische Form gebracht werden.

Erstens kann die darin auftretende Teilaussage

res(m,1+<n+2)d)=a--res(m,1+(rz+1)d) :

auch so ausgedriickt werden, dass es einen Wert ¢ gibt, welcher mit beiden Seiten
tibereinstimmt : ;

(Effres(m 1+ +2d)y=t& a- res(m, 1 + a1+ hd)=t] .
Wird der betrachtete Teilausdruck damit ersetzt, so ergibt sich eine Formel,
welche durch Multiplikation und logische Operationen aus Ausdriicken der Form

y<u
und = ,
; res (m, u) = v

aufgebaut wird. Und diese konnen leicht auf eine arithmetische Form gebracht
werden.

v < u ist gleichbedeutend damit, dass es ein w gibt (w kann auch 0 sein),
fiir welches u=v 4+ w | 1 gilt ; und das kann in der Form
i EwWu=v+w4 1]
geschrieben werden.

Und res (m, u) = v ist damit gleichbedeutend, dass es ein ¢ gibt, fiir welches

m=q-u-+vy und v<u i

gilt ; das ldsst sich aber, durch die Verwendung der vorhin erhaltenen arithme-
tischen Formel fiir v < u, in der Form

' EQim=q-ut+v& Ewu=v+w+1]]
aufschreiben.
Daher kann man die Identitit

g ¥ y — ax
in der Tat auf eine arithmetische Form bringen.

4. Das Beweisverfahren, welches sich auf gewisse Eigenschaften ganz
beliebiger endlicher Zahlenfolgen gestiitzt hat, ldsst sich auch auf andere, durch
primitive Rekursionen definierte Funktionen libertragen.

Auf diese Weise kann man leicht beweisen, dass falls die Funktion ¢ durch
die primitive Rekursion :
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Q’(Ovalr"-’a")=a(al""9_ar) .
e(n+1,ay...,0)= B, 0y . i A PUL, Oyys s oy AD)
definiert wird, wobei sich die Beziehungen
¥ = @ (Xi;s 5 Xe) Uil yies B Xei i 20 Kok y)
auf eine arithmetische Form bringen lassen, so auch die Beziehung
Y= (Xg Xq, - '+ s Xr)
auf eine arithmetische Form gebracht werden kann.
Man sieht ferner leicht ein, dass diese Eigenschaft bei einer Substitution
nicht verloren geht ; das heisst, dass sich samt den Beziehungen
Y=y (K evo X)), Y=03(Xg) e e ey %)y ey ¥ = s (K 0 %)
und .
' y =B, %)

Y =B (@ ey XDy ey GOy, .., XD)

auf eine arithmetische Form bringen ldsst. Diese letzte Beziehung kann ja auch
so ausgedriickt werden, dass es solche Zahlen u, . . ., us gibt, fiir welche

u1=al(xl,...,xr),...‘,us=as(xl,...,xr)

auch

und

: Yo B (i s v itie)

gilt ; kurz, dass :

(Euy)...(Eus) fus =0y s 20 & 0L & Us = Qs (Xgy - oy Xr) &

&=, )]

besteht. " aei

Da aber jede primitiv-rekursive Funktion durch primitive Rekursionen
und Substitutionen aus den Ausgangsfunktionen 0 und 7 + 1 aufgebaut wird,
zu welchen die arithmetischen Beziehungen

Yi=0 bzw. y=ux41
gehoren, so kann jede Identitat

y:cp(xl,...,xr), .
wo @ eine primitiv-rekursive Funktion ist, auf eine arithmetische Form gebracht
werden.

Und eine Beziehung zwischen den Variablen X, ..., Xr wird dann
primitiv-rekursiv  genannt, wenn es eine primitiv-rekursive  Funktion
@(Xy, . . -, Xr) gibt, welche an einer Stelle dann und nur dann verschwindet,
wenn dort zwischen Xy, ..., Xr die betreffende Beziehung besteht. Das kann
aber auch in der Form

(E}’)[)/:(P(Xl,...,Xr)& y=0]

aufgeschrieben werden; daher ist jede primitiv-rekursive Beziehung arithmetisch.

5. SKOLEM hat sogar bewiesen, dass jede allgemein-rekursive Beziehung -
arithmetisch ist."® Wenn man den Begriff der »Berechenbarkeit« mit dem Begriff
der A]lgemein-Rekursivitét identifiziert, so bedeutet das, dass samtliche Aus-
sagen iiber berechenbare zahlentheoretische Funktionen auch als Aussagen.
iiber Identititen zwischen Polinomen der Zahlentheorie formuliert “werden
konnen. :

) SKOLEM [4].
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Diese iiberraschende Tatsache folgt einfach daraus, dass sich jede allge-
mein-rekursive Funktion auf die bekannte explizite Form bringen lasst.

Eine allgemein-rekursive Beziehung zwischen Xy, ..., x, bedeutet eine
fiir solche und nur solche Werte der Variablen bestehende Beziehung, fiir welche
eine bestimmte allgemein-rekursive Funktion ¢(x,, ..., xr) gleich O wird. Dass
aber die mit primitiv-rekursivem 9 und 7 in der expliziten Form

@ Xy ooy Xr) =9 (Um[rxy, ..., %, m=0])

geschriebene Funktion ¢ an einer Stelle x,,..., xr gleich 0 wird, ist gleich-
bedeutend damit, dass es eine Stelle m gibt, wo ¢ (m) = 0 ist, und dieses m
eine solche Zahl ist, fiir welche z(x,, ..., xr, m) = O gilt, und zwar ist m die
kleinste solche Zahl : ein beliebiges z, fiir welches z(x,, ..., Xr, 2) = O ist, ist
grosser als m oder ebenso gross. Das kann aber in der Form :

(Em) [p (M) =0& (x5, ..., X, mM)=0& @fr(xy,...,%r,2) = 02 >m}]

geschrieben werden. Da es sich schon herausgestellt hat, dass eine jede primitiv-
rekursive Beziehung arithmetisch ist, und die Beziehungen

v =0 v, X =0 v, .., 52 =0, ¥>m
alle primitiv-rekursiv sind, so ist unsere Formel in der Tat arithmetisch.

6. Hier wurden die Aussagen der Zahlentheorie auf solche Formeln redu-
ziert, in welchen bloss zwei einfache Funktionen (Summe und Produkt) und
eine einfache mathematische Beziehung (Gleichheit) verwendet werden ; das ist
aber auf Kosten der schrankenlosen Zulassung der sogenannten logischen
Quantoren : (x) und (Ex) geschehen. Es gibt auch Reduktionsmoglichkeiten
von umgekehrter Tendenz. KLEENE hat bewiesen”, dass alle Aussagen mit
einer freien Variablen (&hnliches gilt auch fiir mehreren Variablen) iiber allge-
mein-rekursive Funktionen entweder auf die quantorenlose Form

p@=0,
oder auf eine der folgenden zu Paaren geordneten »Normalformenc
(EX) [¢P (a, x) =0], (x) (E)’) [97 (a, x, )’) o 0]’ (Ex) (}’) (EZ) (¢ (ai X, ¥, ?) = O] i
¥ [¢(@x)=0], (E)®) le(axy)=0], X)(EY)@lp@xy,2=0]..,.

reduziert werden konnen, wo ¢ eine allgemein-rekursive Funktion ist; und dass
hier keine weitere Reduktion moglich ist: es gibt zu einem jeden Glied der
Normalformenfolge eine Aussage iiber allgemein-rekursive Funktionen, welche
sich auf die betreffende Form bringen ldsst, aber weder in der »Dualforme, noch
in einer Form mit wenigeren Quantoren ausgedriickt werden kann.

‘7. In den Vorangehenden konnte man sehen, welcher reichhaltiger Kreis
der Probleme von den arithmetischen Beziehungen umfasst wird. Es wire eine
sehr grosse Sache, wenn man ein allgemeines Verfahren zur Entscheidung samt-
licher arithmetischer Probleme angeben konnte. Es ist nicht iiberraschend, dass
sich ein solches Verfahren nicht effektiv angeben ldsst, wenn die »Effektivitdte
mit dem Begriff der allgemein-rekursiven Funktion prézisiert wird ; aber es ist
doch schon, dass diese Tatsache bewiesen werden kann.”®

Es soll hier der Beweis, auf Formeln mit einer freien Variablen beschrdnkt,

geschildert werden.

7) KLEENE [5] L Nr. 5.
) SKOLEM [4].
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Um den zu beweisenden Satz exakt tormulieren zu konnen, werden den
arithmetischen Formeln Zahlen zugeordnet. Das kann mit der bekannten
GODELschen Wéorterbuch-Konstruktion geschehen, da die arithmetischen Aus-
sagen aus den Zahlen, aus einer Folge Xy, X5, . .. von Variablen, und aus anderen
Zeichen von endlicher Anzahl (+ , - , = , Komma, Klammern, logische Zeichen)
aufgebaut werden. Jetzt beschrianken wir uns auf Formeln, die von einer (freien)
Variablen abhingen ; und es soll eine solche Formel mit der Godel-Nummer
x kurz Cx(y) genannt werden.

Gebe es nun ein effektives Verfahren zum Entscheiden, fiir welche x und y
die Aussage Cx (y) wahr ist, so gebe es nach der schon mehrfach verwendeten
Annahme eine aligemein-rekursive charakteristische Funktion e (x, y), welche
an einer beliebigen Stelle (x, y) den Wert 1 oder 0 annimmt, je nachdem x die
Godel-Nummer einer solchen einstelligen arithmetischen Formel ist, welche an
der Stelle y wahr ist (das heisst, falls Cx(y) wahr ist), oder nicht. Dann ware
aber mit @(x, y) auch @ (x, x) allgemein-rekursiv, und so wére nach Nr. 5 dieses
Kapitels die Bezichung mit einer freien Variablen

Q=0

arithmetisch. Wire die Godel-Nummer ihrer arithmetischen Form k, das heisst
wire eben Cx (x) diese arithmetische Formel, so wiirde sich daraus fiir x = k
ergeben, dass ¢ (k, k) dann und nur dann gleich 0 ist, wenn Cxk (k) wahr ist.
@ (x,y) wurde aber nach Annahme folgendermassen definiert :

1, falls x die Godel-Nummer einer einstelligen arithme-
o) = tischen Formel, und Cx (y) wahr ist,
0 sonst.

Und daraus ergibt sich fiir x = y = k, da k die Godel-Nummer einer einstelligen
arithmetischen Formel ist,

. 1, falls Cx (k) wahr ist
panl 0, « Ck(Kk) nicht wahr ist,
also, dass @ (k, k) eben dann und nur dann gleich 0 ist, wenn Cx (k) nicht wahr ist.
So hat sich ein Widerspruch ergeben ; daher kann ein allgemeines effek-

tives Verfahren zur Entscheidung der arithmetischen Probleme mit einer freien
Variablen tatséchlich nicht angegeben werden. '

§ 24. AUSDEHNUNG DES BEGRIFFES DER REKURSIVITAT.
ANWENDUNGEN AUF DIE ANALYSIS.

1. Als eine Anwendung des prizisierten Effektivitdtsbegriffes bietet sich
zu untersuchen, ob die mit natiirlichen Zahlen formulierbaren Aussagen der
Analysis eine effektive Geltung haben. Dazu muss aber der Begriff der Rekur-
sivitat erweitert werden.

In der Analysis wird z. B. oft behauptet: »Es gibt zu einer positiven
yFehlerschranke« € eine solche »Schwellenzahi« N, dass ein gewisser von n abhdn-
giger Wert fiir n > N kleiner als & ist«. Hier handelt es sich um die Angabe

A B 1
von N als Funktion von e. Statt eines beliebigen positiven, recllen & kann e
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ity i o
oder v mit beliebigem positivem, ganzem m genommen werden ; und dann

lautet die effektive Formulierung des mit Anfiihrungszeichen bezeichneten
Satzes :7 »Esgibt eine allgemein-rekursive Funktion » (m), so dass der betreffende

Wert fiir n > v (m) kleiner als—;l—(oder ?1";) iste. (Man spricht von primitiv-

rekursiver Formulierung, wenn hier die Existenz einer primitiv-rekursiven
Funktion » (m) verlangt wird.) :

Aussagen dieser Art beziehen sich z. B. auf die Konvergenz der Folgen
von Rationalzahlen. In einer Folge

A sy S Onr

von Rationalzahlen ist das n-te Glied aa eine Funktion des Index, welcher nur
nicht-negative ganze Zahlen annimmt; die Werte dieser Funktion sind aber
Rationalzahlen. Eine beliebige (positive oder negative) ganze Zahl kann als
a—b, und so eine beliebige positive oder negative Rationalzahl als

a—b
c

geschrieben werden, wo a, b und ¢ nicht-negative ganze Zahlen sind, und ¢ > 1
ist. Es liegt an der Hand den Begriff der Rekursivitit so auszudehnen, dass eine
Folge von Rationalzahlen

ao,al,az,-..,an,..

(primiti\}- oder allgemein-)rekursiv genannt wird, wenn es solche (primitiv- oder
allgemein-)rekursive Funktionen a(n), 8 (n) und y (n) gibt, fiir welche

a (n) — B (n)
Y ()

Und eine reelle Zahl r soll (primitiv- -oder allgemein-)rekursiv heissen,
wenn es eine entsprechend rekursive Folge von Rationalzahlen gibt, welche
entsprechend rekursiv gegen sie konvergiert. Das heisst genauer gefasst, wenn
es eine solche entsprechend rekursive Folge an von Rationalzahlen, und eine
solche entsprechend rekursive Funktion »(m) gibt, dass fiir m > 0 und
n, n* > » (m) :

y(n) =1 und (n =
gilt.

lan—an‘ l <};

gilt. Die Form—nl; der Fehlerschranke ist freilich unwesentlich ; sind die
Bedingungen erfiillt, so ist z. B. auch v (2™) entsprechend rekursiv, und fiir
i, n Y= vE™ ol

. 1
|an—a,,~[<5,; A

2. Man kann nun beweisen,%® dass es eine monotone, beschrinkte, primitiv-
rekursive Folge von Rationalzahlen gibt, welche nicht effektiv konvergent ist :

™) SPECKER [1] Definitionen.
) SPECKER [1] Satz I.
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genauer, bei welcher die zur Fehlergrenze E;"_ gehorige Schwellenzahl nicht als

eine allgemein-rekursive Funktion von m angegeben werden kann.

In Nr. 1 des § 19 haben wir ein Beispiel fiir eine solche primitiv-rekursive
Funktion e (m, n) gesehen (die Variablen anders bezeichnet war % (m, m, n)
eine solche Funktion), fiir welche

= [ (m, X) = 0]
nicht allgemein-rekursiv ist. Sei
0, falls (x)[x < n—p (m, x)+0]
yunem = {1 sonst.
Diese Funktion g ist primitiv-rekursiv. Man sieht auch ihre Monotonitdt in n :
v(m, n+1) =y (m,n)

leicht ein. Denn ist @ (m, n) = 0, so kann 9 (m + 1, n) nicht kleiner sein; und
ist ¢ (m, n) = 1, dass heisst gibt es ein x < n, fiir welches p (m, x) = 0 gilt,
so ist dieses x freilich auch nicht grosser als n + 1, daher gibt eseinx <n + 1,
fiir welches g (m, x) = 0 gilt, und so muss auch ¢ (m, n 4+ 1) den Wert 1 haben.

Mit Benutzung dieser Funktion ¢ soll die primitiv-rekursive Folge von
Rationalzahlen »
an Uit 2' 'P——‘(k, n)
RN
definiert werden. Die Glieder der Summe sind nicht-negativ, und -nehmen nie ab ;

so ist die Folge der an eine nie abnehmende Folge. Und sie ist auch beschrinkt ;
denn v nimmt bloss die Werte O und 1 an, also ist

Man kann nun beweisen, dass diese monoton nicht-abnehmende, von
oben beschrdnkte Folge nicht effektiv konvergiert.

3. Denn nehmen wir an, dass die Folge an effektiv konvergent ware;
das heisst, dass es eine allgemein-rekursive Funktion »(m) gebe, dass fiir
n,n* > v (m)

| @n —ane | < S
gilt. Es kann angenommen werden, dass hier
v(my=m
ist (denn ist eine allgemein-rekursive Funktion so beschaffen, dass fiir

n,n*>v(m)
1
lan-—-ant l & om
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gilt, so ist auch » (m) = ¥ (m) ++ m allgemein-rekursiv und » (nﬁ) = m ; ferhet
gilt wegen ¥ (m) >+ (m) auch fiit n, n * > » (m)

1
| an — ans | o J)
Fiir n* kann auch » (m) gewihlt werden. So gilt nach der Annahme fiir
n=v(m)
pykn) ™ gk vam) 1
an — =l —r = < —
L= Gomy | k=0 - JF k=0 i 3 i

Die Ungleichheit besteht um so mehr, wenn die linke Seite dadurch vermindert
wird, dass man die Summation auch im Minuend bloss bis v(m) fiihrt:

*D y(k,n) —y (kram) 1
2 —
k=0 2k : < 2m

Da y(m, n) eine monoton nicht-abnehmende Funktion von n,.und n > v (m)
ist, sind alle Glieder der Summe nicht-negativ. Da » (m) > m ist, tritt unter
ihnen auch

Y (m, n) —y (m, »am)
: o

auf. Hier ist der Zahler nicht-negativ ; daher kann die Summe nur so kleiner als

ZL"‘ sein, wenn dieser Zihler 0, das heisst

' v (m, n) = (m, v m)

ist. Das muss also fiir jedes n > » (m) stimmen, wenn an eine effektiv-konver-
gente Folge ist.

So hat es sich herausgestellt, dass falls an effektiv konvergiert, zu einem
beliebig gegebenen m eine solche bestimmte Zahl n gehort (ndmlich n = »m),
dass von hier an die Werte von y(m, n) fiir alle n iibereinstimmen. Also, wie
immer auch m gewdhlt wird, es geniigt das dazu gehorige kleinste n, fiir welches
¥ (m, n) = 1 gilt, zwischen den Zahlen bis »(m) zu suchen. Aber nach der (in der
vorigen Nummer angegebenen) Definition von ¢ wird der Wert v (m, n) bei
beliebigem m fiir jenes n zuerst gleich 0, fiir welches der Wert von e (m,n)
zuerst gleich 0 wird. So geniigt es auch das kleinste x, fiir welches e(m,x) =10
gilt, zwischen den Zahlen x bis »(m) zu suchen:

#x [o (M, x) = 0] = px [x < v (m) & o (m, x) = 0] .

Die Funktion auf der rechten Seite ist aber eine allgemein-rekursive Funktion
@(m)von m; man erhélt ja ein Gleichungssystem, welches ihre Werte eindeutig
liefert, wenn man zu den Definitionsgleichungen, die im Aufbau der allgemein-
rekursiven Funktion »(m) und der primitiv-rekursiven Funktion

p(m, @) = px [x < a & p (m, x) = 0]
teilnehmen, die Gleichung

@ (m) = p (m, »@m)
hinzunimmt,.
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Daher hat sich
#xle (m, x) = 0]
als identisch mit der allgemein-rekursiven Funktion ¢ (m) erwiesen ; obwohl
wir von einer solchen Funktion e (m, n) ausgegangen sind, fiir welche
px [e (m, x) = 0] nicht allgemein-rekursiv ist.

Daher fithrt die Annahme, dass die primitiv-rekursive, monotone,
beschrankte Folge an effektiv konvergiert, zu einem Widerspruch.

Man kann sogar beweisen,® dass es eine primitiv-rekursive, monotone,
beschrinkte Folge von Rationalzahlen an gibt, gegen deren (jedenfalls existie-
renden) Grenzwert nicht nur die Folge an selber nicht effektiv konvergiert,
sondern gar keine allgemein-rekursive Folge von Rationalzahlen ; so dass der
Grenzwert der betreffenden Folge an keine allgemein-rekursive reelle Zahl
sein kann. :

4. Befassen wir uns noch ein bischen mit dem Begriff der primitiv-
rekursiven reellen Zahl. (In den Folgenden wird kein anderer Rekursionsbegrift
als die primitive Rekursivitit vorkommen; so werde ich statt »primitiv-
rekursive kurz nur srekursive sagen.)

Man kann daraus, dass eine reelle Zahl r rekursiv ist, das heisst, dass es
eine rekursive Folge von Rationalzahlen gibt, welche rekursiv gegen sie konver-
giert, nicht einmal darauf schliessen, dass sie sich in einen rekursiven Dezimal-
bruch entwickeln ldsst, das heisst dass es eine rekursive Funktion y (1) mit

p(n) <9 und
N e

k. 1OF
gibt. Es ist auch ein Gegenbeispiel dafiir bekannt.82 ,

Aber daraus, dass eine gewisse spezielle rekursive Folge von Rational-
zahlen rekursiv gegen r konvergiert, folgt die Rekursivitat einer ganzen Schar
von Entwicklungen der Zahl r ; so z. B. auch der Entwicklung von r in einem
beliebigen Zahlensystem.®8 Diese spezielle Folge ist die in den Folgenden zu
behandelnde Fakultdtenentwicklung von r.

Beschranken wir uns in den Folgenden auf positive, irrationale r unter 1
(jede andere Irrationalzahl ist die Summe einer solchen und einer ganzen Zahl).
Ich habe bereits in Nr. 1 des § 11 benutzt, dass ein jedes solche r in eine Reihe
der Form

s 0 0 On
£y L 3 i n!+...

entwickelt werden kann, wo die Koeffizienten nicht-negative ganze Zahlen sind,
fiir alle n

am<n—1,
und fiir gewisse n iiber alle Grenzen
an < n—1

gilt. Diese Reihe konvergiert immer rekursiv gegen r, denn die Restsumme nach
der Teilsumme -

81) SPECKER [1] Satz IV.

*) SPECKER [1] Satz IL
%) PETER [10] Nr. 2.
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g
1! n!

ist (wie es sich auch in.Nr. 2 des § 11 ergeben hat), kleiner als —1! ,und so ist bei
: n

der Wahl v (m) = m der Schwellenzahl, fiir n, n * = m (> )

1 1
Sn—8p | < ——— < —
e (min (,n*)! — m

Ist nun der Koeffizient an eine rekursive Funktion von rn— in diesem Fall
sage ich, dass r eine rekursive Faktoriellenentwicklung besitzt — so bestimmt
r einen rekursiven Schnitt® in folgendem Sinn : dass eine Rationalzahl rechts
von r liegt, das heisst dass

=
n-+41
ist, ist eine rekursive Beziehung zwischen m und n .

rzil>r’ das heisst m> (n 4 1)r ¢
ist ja gleichbedeutend damit, dass m wenigstens um 1 grosser ist als die in
(n + 1) r enthaltene grosste ganze Zahl :
m>[n+)r]+1.
Aus der Rekursivitdt der Faktoriellenentwicklung von r folgt aber nach Nr. 2
des § 11, dass [rn] eine rekursive Funktion ist ; und so ist diese Beziehung
tatsdchlich rekursiv. : »
5. Nun folgt aber daraus, dass r einen rekursiven Schnitt bestimmt,
die ngprsivitéit der verschiedensten Entwicklungen von r.
ei
By Vays o bny i
eine beliebige solche Folge von positiven ganzen Zahlen, worin
10 P e B
und b eine rekursive Funktion von n ist. Dann kann unser r in eine Reihe der
Form

e R

bl b1b2 ble“'bn
entwickelt werden, wo a, rekursiv, und fiir alle n
an < bn — 1
ist.
Erstens gibt es unter b, sicher ein x, fiir welches
Lh S
bl
gilt, denn fiir x = b, — 1 ist
e = é—l— =F=r,
by by

Sei
) Dieser Begriff stammt von SPECKER [l |-
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(1) al—_——px[x<b1-'—1&x:1>rJ

1

Jetzt nehmen wir an, dass wir uns fiir { = 1, 2,...,n -+ 1 bereits davon iiber-
zeugt haben, dass es unter b: ein x gibt, fiir welches

a, a, : ai—y x4 1

b ...t + =

b1 b1b2 blbz-..bi._l blbz.-.bi
gilt, wobei die Koeffizienten a; immer durch

a a iy x+4+1

ai = b1 &L 42 L : 4 >r]
' ”"[ = WMRTRAD e e e

bestimmt wurden, und a: éuch noch fiir i = n + 1 so bestimmt wird. Dann
gibt es unter bn+2 ein solches x, dass

; a, Ani1 x4 1
iy o+ + .
bl bl bz b >b1 bz. . bn+] b1 b2. .. bn+2

gilt ; denn ware auch noch fiir X = bpy2—1

o

al ag an+| bn+2
Tt + =
bl bl bg bl bz “ e bn-)—l bl bz se bn+2

s0 wdre wegen

bs .
blbz...bn+2 blbz...bn-}-l
auch
a a, anyy + 1
—t — 4+ ... —
bl b]_ b2 bl bz. ..bn+{

nicht grosser als r; das widerspricht aber der Definition von an+,. Sei nun

@) an+z'=#x[x§bn+z+ § SRR L

% bl bl b2 b]. b2 “ e bn+|
x4+ 1 ]
et HELE B~ £
bl bz . e bn+2 .

Da

21__*_ 7 an 41 & x4 1 :axbz---bn+2‘|"---+an+lbn+2+x+l.
b, boii by oo Bia i vlhaa =D 41 :
und > r nach Annahme fiir alle # und v eine primitiv-rekursive Bezie-

v4+1
. hung zwischen u und v ist, so haben wir in (1) und (2) eine solche Wertverlaufs-
rekursion erhalten, welche apq als eine primitiv-rekursive Funktion definiert.

Wird mit den fiir n =0, 1, 2,... angenommenen Werten a,, d,, @3, . . .

dieser Funktion die Reihe

a ay ay
b by s baly

e
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aufgeschrieben, so ergeben die Teilsummen s, dieser Reihe eine solche rekursive
Folge von Rationalzahlen, welche rekursiv konvergiert. Denn ist zum Beispiel
nt = n sq ist

An1 Anio Qn+3
Sns — Sn = - - i
SR R ST
é bn+l'—l 4 I7rx~i-2‘_l & bn+3"‘1 P bpr — 1 2
b1 A bn+l b]_ R bn+2 bl o bn-+3 bl e bn‘
1 1 1 1 1
= - . - - —
bl...bn bl"‘bn+l bl""bn’f'l b]---bﬂ+2 bl...bn+2
1 1 1 1 1
— .t ~ = - %
bl...bn+3 b]."'bn“"‘l bl...bn‘ bl--ob’.l bl"'bﬂ‘
S
bl.--bl‘l

wird daher zu rekursiver Schwelle v (m) = m + 2 gewahlt, so ist, da b > 2
fiir n > 1 ist, fir n, n*>m+ 2 g

1 1 1 1
Sn— Snx | < = = <
l : 5 I bl o . bmin (n, n*) s bl .. bm+2 e 2"1"_1 2"1
Ferner ist aus der Definition der Koeffizienten an Kklar, dass fiir alle n
ay Qniq Qnyy a, Qn +1 nt2 + 1
——+...+ + St sk -+
bl *rbl...bn-}-l bl..‘.bn—(-g b]_ bl...bn+l bl...bn+2

gilt, und daher konvergiert diese Reihe wegen
: 1

bl' . bn+2

—- 0

gegen r.
6. Unter diese Entwicklungen gehoren auch die Entwicklungen von r
in einem beliebigen Zahlensystem. Gilt z. B. fiir alle n > 0

=10 S und 80 e 9,

so handelt es sich um die Dezimalentwicklung von r.
Aber auch die Faktoriellenentwicklung ist ein Spezialfall der erhaltenen
allgemeinen Entwicklung : namlich jener Fall, wobei fiir alle n > 0

bi =n und so an <n—1

ist. So folgt daraus, dass die Zahl r einen rekursiven Schnitt bestimmt, die
Existenz einer rekursiven Faktoriellenentwicklung von r.

So hat es sich herausgestellt, dass die positive, irrationale Zahl r dann
und nur dann einen rekursiven Schnitt bestimmt, wenn in der Faktoriellen-
entwicklung von r der Koeffizient a, eine rekursive Funktion von n ist; das ist
aber nach Nr. 2 des § 11 mit der Rekursivitat von

[rn]
gleichbedeutend. (Die Hinzunahme einer ganzen Zahl zu r dndert weder an der
Rekursivitdt von [rn], noch an der Bestimmung eines rekursiven Schnittes
durch r ; so konnte das Ergebnis ohne die Beschrankung r < 1 ausgesagt werden.)
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Da fiir ein positives rationales r die Funktion [rn] immer rekursiv ist, und
nach Nr. 4 dieses Kapitels die Behauptung, dass r einen rekursiven Schnitt
bestimmt, mit der Rekursivitidt der Beziehung

gleichbedeutend ist: bestimmt ein positives rationales r immer einen rekursiven
Schnitt (also gilt auch fiir ein positives rationales r, dass es dann und nur dann
einen rekursiven Schnitt bestimmt, wenn [nr] rekursiv ist).

7. In den Vorangehenden wurden die Fille eines rationalen und eines
irrationalen r getrennt behandelt; wir sahen ja in Nr. 10 des § 21, dass hier eine
solche Vorsicht am Platz sein kann. Dass hier die Entscheidbarkeit der Irrationa-
litat von r eine wichtige Rolle spielt, erhelit sich auch von den Folgenden.

Sei r eine rekursive positive reelle Zahl, das heisst es soll eine rekursive
Folge von positiven Rationalzahlen a» rekursiv gegen r konvergieren; genauer,
sei »,(m) eine solche rekursive Funktion, dass fiir m > 0 und n, n * > vy (m)

1
| an — Qnx I S
m
gelten soll.
Dieses r ist dann und nur dann irrational, wenn es zu einem jeden posi-

tiven Bruch 2 ein > 0 und ein N gibt, so dass fiir n > N die Entfernung

q
eines jeden a» von = grosser als k ist. Wenn das nun in einem solchen effektiven
q

Sinn besteht, dass es solche rekursive Funktionen #(p, g) > 0 und »,(p, q) gibt,
dass fiir alle positiven ganzen p und ¢ aus nz=v,(p,q)

1

% (p, q)

folgt, wenn also die rekursiv-reelle Zahl r eine in diesem Sinne »srekursiv-irratio-
nale« Zahl ist : dann werde ich zeigen, dass ;

[rm]

eine rekursive Funktion ist, und daher r einen rekursiven Schnitt bestimmtss
(und so ihre iiblichen Entwicklungen rekursiv sind).

Nehmen wir an, dass die Bedingungen erfiillt sind ; und es sei m > 0,
ferner

an—£!>
q

[Hl ) (l,,l @ m)] = Ym .
ym ist freilich eine rekursive Funktion von m. Trennen wir die beiden Fille, wobei

l o
(1 0= m 'av1(2m)—7m < E

und wobei
| (2) My 2 m) ~— Ym > i das heisst 0 < ym +1—m - Myem < —;—
gilt.
) PETER [10] Nr. 5—6-7.
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Im Fall (1) ergibt sich nach der Annahme, wenn »,(2m) fiir n* gewahlit
wird, fiir n > »,(2m)

1
On — Ay, 2m) = 5

] it
< — , also Man — May, (2 m
2m

Das ergibt samt (1), dass
| man— ym | < 1

ist. Andererseits gilt nach der Annahme fiir n > v, (ym, m)

Ym m
n — — ———  also |man—ym | > ——-—,
m % (Ym, m) % (Ym, m)
und das kann wegen der vorigen Ungleichung nur so gelten, falls
i # (ymr m)

ist. Ist daher
n > max (v4(2 m), vy (¥, M),
so gilt
km < | man—ym | <1,

und so fallt m - an fiir solche n in eines der offenen Intervalle

(ym — 1, ym — km), (Ym =+ km, ym + 1)

(ins erste, wenn man < ym, ins zweite, wenn man > yn ist). Die Entfernung
des Endpunktes ym — km des ersten Intervalls vom Anfangspunkt ym -+ km des
zweiten Intervalls betrégt 2km. Fiir geniigend grosses n unterscheiden sich die
Glieder der Folge man um weniger: ist n, n* > », (%(ym, m), so ist :
- , also | man — mapx | < PR e km

% (Ym, m) %(Ym, m) .

Fiir so grosse Indizes konnen daher die Glieder der Foige m - @, nur in eines
der vorhin aufgeschriebenen Intervalle fallen : ist

| @n—ans | <

Vo (M) = max vy @2 my, vy (Ym, n), »4(% (Yym, m)),,
so gilt entweder fiir alle n > »,(m)
Ym+km <m:an < ym+1,
woraus
Ym < Man < ym + 1, also [man] = ym
folgt ; oder gilt fiir alle n > v, (m)

Ym— 1 <m - an < Ym—Kkm ,
und folglich

Yin = L an < Ym s also [fna’n] = Ym— J E26

Daher ist fiir n > », (m) der Wert von [maxa] jedenfalls unabhdngig von n, das
heisst stets derselbe, wie der zum Index n = w»(m) gehorige Wert: fiir
n > v, (m) ist

[man] = [may,m] .
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Diese Folgerungen kénnen genau so auch im Fall (2) durchgefiihrt werden,
wenn nur filr ¥m tiberall ym + 1 gesetzt wird; und dasfiihrt zum Ergebnis, dass
mit einer bestimmten rekursiven Funktion »y'(m), fiir n > »,'(m)

[man] = [ma,,o ’ (m)]

gilt. Wird daher
v (m) = max (v, (my, vy’ (m)

gesetzt, so ist der Wert von [max] fiir n > » (m) in beiden Fillen unabhéngig
von n, und so gilt fiir n > » (m)

[man] = [maym] -
Daraus folgt aber, dass auch
[mr] = [maym |

gilt. Es konvergiert ja man gegen mr, und nach unserem Ergebnis ist fiir
n > v (m)
: man = [man]+rmn= [maxy(m)]—{—rmn,
wo :

0 S_ Imn < 1

ist. So tillt der Grenzwert mr der Folge man zwischen folgende Schranken:
[mav{m)] _—.<_~mr§= [mav(m)] il

eine Gleichheit kann hier aber nicht bestehen, da das irrationale mr keiner
ganzen Zahl gleich sein kann. Also ist in der Tat

[mr] = [maym)] ,

und da [maym)] rekursiv ist, so ist tatsachlich auch [mr] rekursiv.

8. Das in der vorigen Nummer angewandte Beweisverfahren ist eine
Modifizierung eines Beweisverfahrens von GOODSTEIN, wodurch eine gewisse
sstrenge« Konvergenz der Entwicklungen in Zahlensystemen der Exponential-
reihe

L s

n=0 nt

fiir rationale x bewiesen wurde.8® Mit der hier angewandten Modifikation des

Beweises kann auch die strenge Konvergenz im Sinn von GOODSTEIN jener

allgemeinen Entwicklung von eX gezeigt werden, die in Nr. 5 dieses Kapitels
behandelt wurde.

SPECKER hat — teils von gewissen Untersuchungen von GOODSTEIN®?
angeregt — auch die Begriffe der »rekursiven reellen Funktion« und der yrekur-
siven Intervallenschachtelung« eingefiihrt, und die rekursive Erfassbarkeit der
mit diesen Begriffen zusammenhangenden Satze der Analysis untersucht.®
Auf diesem Gebiete sind aber die Untersuchungen nur Kkiirzlich in Gang
gekommen : es gibt hier noch vieles zu erforschen.

%) GOODSTEIN [3].

#) GOODSTEIN [2].
8) SPECKER [1] Satz V. und VI.
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INHALT

TS BN S e e R R R g i L St
§ 1. Die iibliche Definition von sahlentheoretischen Funktionen, durch Uber-

By, ot bl B B S s R

1. Das Weiterzdhlen um 1, als eine der wichtigsten Methoden in der
clementaren Zahlentheorie ;- auch die Definition zahlentheoretischer
Funktionen kann auf diese Weise geschehen. 2. Definition der
Summe, des Produktes und der Potenz. 3. Die arithmetische
Differenz : a = n. 4. Summe- und Produkt mit variabler Glieder-
bzw. Faktorenzahl. 5. Die charakteristischen Funktionen von
m>n, m=0 und 0 <m<n. Das arithmetische sign-Funktion

und ihr Gegenteil : sg (1) und sg (n). 6. Aus mehreren Féllen
«@usammengeflickte» Funktionen. 7. Der Ausdruck von «fiir alle i
unter einer Schranke...» und «es gibt ein i unter einer Schranke,
fiir welches . . .» mit Hilfe von X und TT. 8. Der arithmetische

a
Quotient: [;1‘\ 9. Der Ausdruck vom «kleinsten i unter einer
Schranke, fiir welches...» mit Hilfe von Zund JT. 10. Der Rest
%. Die charakteristische Funktion der Teil-
barkeit. 11. Teileranzahl, Teilersumme. ‘Die charakteristische
Funktion der Primzahlbeschaffenheit. Die Anzahl der Prim-
zahlen bis n. 12. Der absolute Wert einer Differenz : |a—b|. 13—14—
15. Verschiedene Charakterisierungen der Primzahlen. 16. Die
n-te Primzahl: p,=2; pn ist die n -+ 1-te Primzahl. 17. Der
Exponent von pa in der Primfaktorenzerlegung von 1 : expa(n).
18. Die »Lidnge« der Primfaktorenzerlegung von n: long(n).
19. Die Eulersche ¢-Funktion. 20. min (a, b) und max(a, b).
21. Grosster gemeinsamer Teiler und Kkleinstes gemeinsames Viel-
fache zweier Zahlen. Zwei Variablen mit gleicher Rolle in einer

res(a,n) der Division

Definition. 22. Beispiele aus der Kombinatorik. Die Anzahl der

Permutationen : n!. Die Besechnung des Funktionswertes an einer

gegebenen Stelle, durch Rekursion. 23. Die Definition von (2)

Beispiel einer Definition, worin die in der Rekursion nicht teil-
nehmende Variable nicht unverdndert bleibt. 24, .Die Definition
der Folge von Fibonacci. Ubergang nicht von der unmittelbar vor-
angehenden, sondern von gewissen vorangehenden Stellen auf spé-
tere. 25. Zahlentheoretische Funktionen, die von der Analysis
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geliefert werden. Die rekursive Definition von [V n]. Die Abwei-
chung von der nichsten nicht-grsseren Quadratzahl : quadres ().
Die charakteristische Funktion der Quadratzahl-Beschaffenheit
quad (n). 26. Die Definition von [e. n] durch Rekursion. 27. Bei-
spiel fiir eine Funktion, die von der Mengenlehre geliefert wird :
Anordnung der Zahlenpaare in eine Folge. Simultane Definition
zweier Funktionen.

§ 2. Rekursive Funktionen und Oesidhimgen: ~i0 L0 . o

1. Der Begriff der rekursiven Funktion und seine Vorteile. 2. Primi-
tive Rekursion, primitiv-rekursive Funktionen. 3. Definitionen, die
vom Schema der primitiven Rekursion abweichen. 4. Der Begriff der
rekursiven und der primitiv-rekursiven Beziehung. a>b, a = b, «a ist
teilbar durch b», «a ist eine Primzahly, «a ist eine Quadratzahly — ajs
primitiv-rekursive Beziehungen. 5. Zusammensetzungen primitiv-

rekursiver Beziehungen. B, als Negation von B. 6. «B, und By :
B, & B,. 7. «B; oder By : B,V B,. 8. «Aus B, folgt B, : B, — B,
9. «Fiir alle i bis n., .»: (i) [ <n—...]. «Es gibt ein i bis i fiir

welches..»: (Ei) [i<n&.. «} 10 Die «zusammengeflickten»
Definition. 11. «Das kieinste bzw. grosste i bis n fiir welches . . »:

pili<n&...] bzw. wi[i<n&.. -]. 12. Tabelle fiir die ge-
brauchlichsten primitiv-rekursiven Funktionen und Beziehungen.

S 9 e Wl lORISIRIRSION . ihv e ive e, iy e

1. Verallgemeinerung der Definition der Folge von FIBONACCI :
die allgemeine Wertverlaufsrekursion. 2. Zuriickfithrung der Wertver-
laufsrekursion auf primitive Rekursion und Substitution.

S & Die stiuillone Relupslon . o oo, oo i o 1

§ 5.

§ 6.
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1. Die Zuriickfiihrung der simultanen Rekursion, die bei der Anord-
nung der Zahlenpaare in eine Folge aufgetreten ist, auf eine Wert-
verlaufsrekursion. 2. Die allgemeine simultane Rekursion fiihrt nicht
von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinaus.

Rekursion, wobei an Stelle der Parameter Einsetzungen erfolgen . . ..

1. Die «Bausteine», die im Aufbau der definierten Funktion gebraucht
werden. 2.y (n, a), deren Werte diese Bausteine sind, kann durch eine
Wertverlaufsrekursion definiert werden. 3. Hilfssatz {iber die uneinge-
schachtelte Darstellung eingeschachtelter y-Werte. 4. Die Heraus-
holung der Werte der zu definierenden Funktion aus den Werten
von y (n, a). 5. Die Verallgemeinerung des Ergebnisses : Rekursionen
dieser Art fiihren nicht von der Klasse der primitiv-rekursiven Funk-
tionen hinaus.

Rekursion nach mehreren Variablen .*.......................
1. Die Definition von dv (m, n). Die Wertverlaufsrekursion nach
der einen Variablen. 2. Die Wertverlaufsfunktion nach der anderen
Variablen. 3. Abbau der Definition der zweiten Wertverlaufsfunktion.
4. Samt der zweiten Wertverlaufsfunktion ist auch die erste und
auch dv(m, n) primitiv-rekursiv. 5. Allgemein fiihren Definitionen
dieser Art nicht von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen
hinaus. :
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§ 8.

§ 9.

BodRIIOER T, L T T O R R R LU V)
1. Die Reduktion der allgemeinen Substitution auf das Einsetzen
von 1. 2. Das gelingt, weil die Substitution in das Rekursionschema
eingekleidet ist. Ihre Ausschaltung von hier, auf Kosten der Ein-
fiihrung noch eines Parameters. 3. Die Minderung der Anzahl der
Parameter. 4. Zuriickfithrung auf ein Rekursionschema in dem
hochstens zweistellige Funktionen auftreten. 5. Die Ausschaltung
der eingekleideten Substitution aus dem neuen Schema ; jetzt bereits
ohne Vermehrung der Variablenanzahl. 6. Ausschaltung des letzten
Parameters. 7. Definition der bisher unbestimmten Hilfsfunktionen
i, %, A 8. Die Zuriickfiihrung der Rekursion auf die Iteration einer
einstelligen Funktion an der Stelle 0. 9. Die Reduktion gelang auf
Kosten der Vermehrung der Ausgangsfunktionen. Man hat zu zeigen,
dass auch drei Ausgangsfunktionen geniigen, zum Beispiel (A,): n+1,
a + n, quadres (n). 10. Bildung der Differenz auf Grund von (A,).

n ;
11. Der Aufbau von [5] 12. Der Aufbau von n2. 13. Der Aufbau

von [V/n]. 14. Die Zuriickfiihrung von a + n auf | a—n | . 15. Das
Ergebnis: aus drei Ausgangsfunktionen kann man alle primitiv-
rekursive Funktionen durch Substitutionen und Iterationen auf-
bauen. Die mehrstelligen konnen durch blosse Verwendung von
Substitutionen aus den einstelligen und aus a + n aufgebaut werden.
16. Die einstelligen primitiv-rekursiven Funktionen lassen sich aus

zwei Ausgangsfunktionen, ohne Verwendung von mehrstelligen -

Funktionen, durch drei einfache Schemata aufbauen.

Dy s fel g 0 i a ] iy g s G e e S e R R s e,

1. Liesse sich nicht auch die Iteration ausschalten? Die Klasse
der durch die vier Spezies definierbaren «elementaren Funktionen»
enthilt auch einen grossen Teil der in der elementaren Zahlen-
theorie gebréduchlichen Funktionen. 2. Die Iteration beschleunigt
das Wachsen stark. Heuristisch scheint die Iteration des Potenzierens :
w(n, a) alle elementare Funktionen zu «majorisiereny. Zur genauen
Untersuchung : zu jeden n, und n, gibt es ein m, so dass y(m, a)
nicht kleiner ist als: 3. (14, @) + v (ny, @), 4.9 (14, @) -V (1 Q),
5.9 (114, @) ¥ @) und 6. y (nq, ¥ (ny, a)). 7. ¥ (n, @) majorisiert die
elementaren Ausgangsfunktionen. 8. Diese Eigenschaft vererbt sich
bei der Anwendung der vier Spezies und: 9. bei Summen- oder
Produktbildung. 10. Die Iteration des Potenzierens ist primitiv-
rekursiv und fiihrt aus der Klasse der elementaren Funktionen
hinaus.

Beispiel einer nicht primitiv-rekursiven zahlentheoretischen Funktion.

1. Wird die Iteration des Potenzierens weiter iteriert, so ist zu
erwarten, dass man zu Funktionen gelangt, die sdmtliche primitiv-
rekursive Funktionen majorisieren. 2. Die Definition einer zweistelli-
gen Funktion w (m,n), von der dasselbe erwartet wird. 3—4—J.
Untersuchungen iiber das Wachsen von y (m, n). 6. Der Aufbau der
einstelligen primitiv-rekursiven Funktionen aus einigen Ausgangs-
funktionen mittels einiger Schemata ermdglicht, dass Behauptungen
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tiber diese Funktionen dhnlich wie Behauptungen iiber natiirliche
Zahlen bewiesen werden, 7. Alle einstellige primitiv-rekursive Funk-
tionen werden von y (m, n) majorisiert. 8.y (m, n) kann nicht primitiv-
rekursiv sein. 9. Alle beliebigviel-stellige Funktionen werden von
v (m,n) majorisiert.

S 10 Dhie eingescharhlelle Rékursion oo S A o0 o) D00 R

§ 12.

1. Die eingeschachtelte mehrfache (nach mehreren Variablen laufende)
Rekursion fiihrt von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen
hinaus ; die uneingeschachtelte nicht. 2. Auch die eingeschachtelte
einfache Rekursion fithrt nicht aus dieser Klasse hinaus. 3. Wird das
eben geschilderte Verfahren auf eine mehrfache Rekursion angewandt,
so gewinnt man eine Normalform mit bloss einmaliger Einschachte-
lung. 4—5. Normierung der Anfangswerte. 6. Begriff der in gewissen
Funktionen rekursiven Funktion. Mehrfach, genauer k-fach rekursive
Funktionen und ihr Aufbau.

. Das Diagonalverfahren und die mehrfachen Rekursionen . ........

1. Es gibt auch aus Méchtigkeitsgriinden notwendigerweise nicht-

“primitiv-rekursive Funktionen; sogar unter den Funktionen der

Form [z n], wo 7 eine nicht-negative reelle Zahl ist. 2. Fiir irrationales
zist [r n] dann rekursiv, wenn der Koeffizient a, einer «Faktoriellen-
entwicklung» von = primitiv-rekursiv ist. Es ist entscheidend im
Beweis, dass a, <n—1 iiber alle Grenzen vorkommt. 3. Anwendung
des Cantorschen Diagonalverfahrens auf die Folge der einstelligen
primitiv-rekursiven Funktionen. 4—5. Die -effektive Abzéihlung
dieser Funktionen mittels einer Funktion ¢ (m, n). 6. Die Definition
von ¢ (m, n) ist eine eingeschachtelte zweifache Rekursion: so ergibt
sich wieder, dass diese von der Klasse der primitiv-rekursiven Funk-
tionen hinausfiihrt. 7. Ahnlich definiert man eine r 4 2-stellige Funk-
tion, die bei geeignetem ersten Argument mit einer beliebigen r 4 1-
stelligen primitiv-rekursiven Funktion identisch wird. 8. Die Anwen-
dung des Diagonalverfahrens auf die k-rekursiven Funktionen ergibt,
dass die k 4 1-fache Rekursion von der Klasse der k-rekursiven
Funktionen hinausfiihrt.

L e S T S R S R D s e e
1. In der Definition mehrstelliger Funktionen wire eine sehr will-
kiirliche Abgrenzung, sich auf einfache Rekursionen zu beschrinken.
2. Bei einer k-stelligen Funktion ist die natiirliche Anordnung der
Stellen eine Anordnung vom Typus w*, 3. Eine Anordnung der Zahlen

-vom Typus w? 4. Die charakteristischen Eigenschaften der «charak-

202

terisierenden Funktionen» dieser Anordnung. 5. Die transfinite
Rekursion. Beispiel einer Rekursion vom Typus w2, 6. Beispiel der
Berechnung eines Funktionswertes aus einem an grosserer Stelle
angenommenen Funktionswert. Die Werte der durch transfinite
Rekursionen definierten Funktionen lassen sich in endlich vielen
Schritten berechnen. 7—8. Die Rekursion vom Typus w2 kann auf eine
gewohnliche zweifache Rekursion zuriickgefiihrt werden. Inzwischen
wird benutzt, dass das Schema der primitiven Rekursion die definierte
Funktion eindeutig bestimmt. 9. Umgekehrt: die zweifache Rekursion
lasst sich auf eine einfache Rekursion vom Typus w? zuriickfiihren.
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§ 15.

10. Die Anordnung der Zahlen nach Typusw?; als Fortsetzung des
Verfahrens : die Anordnung vom Typus w* und vom Typus @,
11. Die k-fachen gewohnlichen und die transfiniten Rekursionen vom
Typus ok lassen sich gegenseitig auf einander zuriickfiihren. Auch
die transfiniten mehrfachen Rekursionen sind auf transfinite ein-
fache Rekursionen zuriickfithrbar. 12, Eine Sonderheit der transfini-
ten Rekursion : hier kann auch die Definition einer einstelligen Funk-
tion eingeschachtelt sein; und die Einschachtelungen lassen sich
dabei im allgemeinen nicht auflosen. 13. Das auf die dreistelligen
mehrfach-rekursiven Funktionen angewandte Diagonalverfahren
ergibt, dass die Rekursion vom Typus o® von der Klasse der mehr-
fach-rekursiven Funktionen hinausfiihrt.

Rekursionen der hoReren SR v o v gl dans dvdvinet v
1. Die Iteration als Funktionsfunktion. Die Auflosung der zwei-
fachen Rekursion, welche die vom Produkt ausgehenden Iterationen
liefert, auf einfache Rekursionen, wobei auch Funktionsvariablen
auftreten. 2. Die einfachste Funktionsfunktion : Vx (1, f(x)) = J (n).
3. Rekursionen und rekursive Funktionen der hdoheren Stufen.
4. Alle zweifache Rekursionen der ersten Stufe lassen sich auf zwei
einfache Rekursionen der zweiten Stufe auflosen. 5. Die exakte
Durchfiihrung des Beweises. 6. Eine mehrfache Rekursion der ersten
Stufe kann schrittweise auf nach immer wenigeren Variablen laufen-
de Rekursionen der zweiten Stufe zuriickgefiihrt werden. Eine
jede mehrfach-rekursive Funktion der ersten Stufe gehort unter die
l1-rekursiven Funktionen der zweiten Stufe. 7. Beispiel der Dar-

stellung einer Funktion der zweiten Stufe als eine mehrfach-rekur-

sive Funktion der ersten Stufe. :

. Die Normalform der mehrfachen Rekursionen ...................

1. Die Verwendung von Funktionsfunktionen ermdglicht das einheit-
liche Aufschreiben der verwickeltesten eingeschachtelten Rekursionen;
so wird jetzt die im § 10 versprochene Normalform der mehrfachen
Rekursion hergestellt. Das aus den «Komponenten» der Rekursion
aufgebaute «Substitutionsterm». 2. Drei Forderungen gegeniiber der
Funktion v, das die Bausteine der Definition als Werte anzunehmen
hat. 3. Die Definition von %, mit einstweilen unbestimmtem x (1).
Dieses  geniigt den beiden ersten Forderungen. 4. Hilfssatz zur Auf-
losung von Einschachtelungen. 5. Induktionsannahme ; besteht sie,
so erfiillt v auch die dritte Forderung, und noch mehr. 6. Die Induk-
tion wird zu Ende gefiihrt ; die Definition von = (1). 7. Alle mehrfache
Rekursionen lassen sich auf eine Normalform bringen, worin nur ein-
malige Einschachtelungen vorkommen.

Das «Gddelisiereny der Rekursion von héherer Stufe .............
1. Die Berechnung der Werte einer Funktion ¢, die durch eine
Rekursion von hoherer Stufe definiert wird. 2. Eine Anordnung der
Berechnung, die sich auch auf kompliziertere Félle iibertragen ldsst.
3—8. Beobachtung der in der Berechnung angewandten formalen
Schritte. 9. Die Berechnung endet immer in endlich vielen Schritten.
10. Konstruktion eines Worterbuches, in dem allen verwendeten
Zeichen und Zeichenfolgen Zahlen zugeordnet werden. 11-—22, Uber-
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setzung (mit Verwendung des Worterbuches) der formalen Schritte
der Berechnung auf die Sprache der Zahlen. Inzwischen wird in

Nr.11 Sby (g) in Nr.12 a # b, in Nr.17 Subst, (”;n") definiert.

23. Zusammenfassung der Schritte in einer Definition der ersten Stufe
von einer zahlentheoretischen Funktion y (7). Man erhdlt daraus y
durch Einsetzen einer primitiv-rekursiven Funktion. 24. Die Defini-
tion von y (n) ist bloss «partielly, sie scheint auch gar keine Rekursion
zu sein. Trotzdem ermoglichen die Definitionsgleichungen von y die
Berechnung der Werte von o an beliebigen Stellen.

. Allgemein-rekursive FUunktionem .................ccccocveeveens

1. Die Definition von [v/n] mit Hilfe der nachsten grisseren Quadrat-
zahl. 2. Die Definition liefert die Funktionswerte widerspruchsfrei.
3. Hinzufiigung der Definitionsgleichungen der Hilfsfunktionen.
4. Die Berechnung der Funktionswerte aus der vollkommenen Defi-
nition; die Schritte der Berechnung. 5. Begriff der allgemeinen Rekur-
sion und der allgemein-rekursiven Funktion.

. Die explizite Form der allgemein-rekursiven Funktionen ..........

1. pi ist allgemein-rekursiv, wenn zwar keine Schranke fiir i ange-
geben ist, aber ein i von der gewiinschten Eigenschaft existiert. 2. Plan
der Darstellung einer allgemein-rekursiven Funktion in expliziter
Form. Das neue Worterbuch. 3. Die Godel-Nummer einer Zahl.
4. Die Auflosung der in der Berechnung erlaubten Substitution auf

_elementare Schritte. 5. Godel-Nummern der elementaren reduzie-

rendenn Substitutionsschritte. 6. Der iibriggebliebene Reduktions-
schritt und die Godel-Nummer seines Ergebnisses. 7. Zusammen-
fassung der Ergebnisse der Reduktionen. 8. Charakterisierung der
Godel-Nummer einer Ableitung. 9. Die Godel-Nummer des Wertes von
@ (ay,...,ar). 10. Die explizite Form. 11. Der Aufbau der allgemein-
rekursiven Funktionen aus primitiv-rekursiven Ausgangsfunktionen
mittels zwei Operationen. Die erhaltene explizite Form ist universell.

§‘ '18. Moglichkeiten zut weiteren Vereinfachung der expliziten Form ....

204

1. Die Bedingung dafiir, dass eine allgemein-rekursive Funktion
¢ auf eine einfachere explizite Form (ohne ¢) gebracht werden kann,
ist die primitive Rekursivitdt von ¢ (ay,...,ar) = m. 2. Beispiel einer
nicht-primitiv-rekursiven Funktion, fiir welche diese Beziehung
primitiv-rekursiv ist. 3. Dabei tritt eine Art Rekursion auf, welche die
Funktionswerte aus friiheren Funktionswerten von nicht bestimmter,
sondern variabler Anzahl aufbaut. 4. Beispiel einer allgemein-rekur-
siven Funktion, fiir welche die betrachtete Beziehung nicht primitiv-
rekursiv ist. 5. Andere hierher gehorige Ergebnisse. 6. MARKOV’s
Beweis dafiir, dass nicht alle allgemein-rekursive Funktionen in der
einfacheren expliziten Form geschrieben werden konnen. «Umfangs-
reiche» Funktionen. 7. Begriff der «wniversalen» y-Funktion. Not-
wendige Bedingung der Universal-Beschaffenheit. 8. Hilfssatz zum
Beweis, dass die Bedingung auch geniigend ist. 9. Beweis des Satzes
von MARKOV, dass eine «umfangsreiche» Funktion ¢ fiir eine jede
Variablenanzahl «universal» ist.
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§ 19.

§ 20.

Beispiel einer nichi-allgemein-rekursiven Funktion .. iwiv v iikas
1. Die explizite Form ermoglicht die Anwendung des Diagonalver-
sahrens auf die allgemein-rekursiven Funktionen. 2. Kann die Diagonal-
funktion in irgendeinem noch aligemeineren Sinn rekursiv, oder iiber-
haupt berechenbar sein?

Bappokanib@re FAMIAIOREnI st 8105 i et p S8R L
1. Eine Berechnung, die wiederholt, und auch auf Andere iiberlassen
werden kann, kann nur mechanisch sein. Die Idee einer Maschine,
welche die Berechnung ausfiihrt. 2. Die Zeichen und Konfigurationen
der Maschine, die Einzelakte ihrer Tatigkeit; das Erscheinen der
Funktionswerte ¢(0), (1), @(2), . . . an der Schleife. 3. Maschine zur
Berechnung von ¢(n)= 1. 45, Maschine zur Berechnung von
p(n)y=n+1.6 Eine Turing-Maschine ist zur Berechnung einer
jeden allgemein-rekusiven Funktion, aber auch zur Berechnung von
effektiv angegebenen reellen Zahlen fdhig. 7—10. Berechnet eine
Turing-Maschine die Werte einer zahlentheoretischen Funktion ¢ (17),
so lassen sich die Einzelakte ihrer Titigkeit und die Stadien ihres
Zustandes mit primitiv-rekursiven Funktionen beschreiben. 11. Die
‘Anzahl der 1-Zeichen, die von einem 0-schreibenden Stadium an bis

~ zum n-ten Stadium geschrieben werden, ist auch eine primitiv-rekur-

§. 21,

90

sive Funktion von 1. 12. Schreibt die Maschine im & (n)-ten Stadium
die n 4 1-te 0, so ist & (1) allgemein-rekursiv. Daraus folgt auch die
Allgemein—Rekursivitét der von der Maschine berechneten Funktion.
13. So kann plausibel hingestellt werden, dass die allgemein-rekursiven
Funktionen als die im allgemeinsten Sinn berechenbaren zahlen-
theoretischen Funktionen betrachtet werden konnen.

Geschichte und ANwendungen ..........ceececerzeeess s 00
1. Die Geschichte der rekursiven Funktionen ist mit der Geschichte
der mathematischen Grundlagenforschung eng verflochten. 2. Aufbau
der rekursiven Zahlentheorie ohne Verwendung unendlicher Mengen.
3. Das Programm der Beweistheorie; die Brauchbarkeit der rekursiven
Zahlentheorie in der Metamathematik. 4. Das Programm von HIL-
BERT zum Beweis der Kontinuumhypothese : Aufbau der zahlen-
theoretischen Funktionen durch Rekursionen immer «hoherer» Art.
5. Der Satz von GODEL iiber die Unbeweisbarkeit der Widerspruchs-
freiheit mit den Mitteln des betrachteten Systems ; die Methode der
(Godelisierungy. 6. Eine Methode, die sich im System der Zahlen-
theorie nicht formalisieren l&sst : die transfinite Rekursion. 7. Das
Identifizieren der allgemeinsten berechenbaren Funktionen mit den
allgemein-rekursiven Funktionen. Anwendungen: 8. in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, 9. in der intuitionistischen Logik (10. ein
Beispiel vom Gebiete der rekursiven Funktionen erhellt : weshalb die
intuitionistische Vorsicht notig sein kann), 11. in der Mengenlehre,
12. in der Charakterisierung der transfiniten Ordnungszahlen, 13. im
Beweis der Effektiv-Unentscheidbarkeit — gewisser Probleme
% Entscheidungsproblem, «Wortproblemy» von Halbgruppen).

Effektive Unentscheidbarkeit der Frage : welche Gleichungssysteme
allgemein-rekursive Funktionen defIRIBren . .\ cuvis doniinna i ann
1. Zahlen, die allgemein-rekursive Funktionen definieren (und so
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Definitionsgleichungssysteme vertreten). 2. Diese Zahlen sind nicht
effektiv abzédhlbar. Man kann nicht effektiv entscheiden, welche
Zahlen allgemein-rekursive Funktionen definieren.

§ 23. Die Frageder allgemeinen Entscheidbarkeit der arithmetischen Probleme

1. Arithmetische Formeln. Die arithmetische Form der GOLDBACH-
schen Vermutung. 2. Die Identitit y = a* ist gleichbedeutend mit der
Existenz einer gewissen Folge. Die Glieder einer beliebigen endlichen
Folge konnen als Reste der Teilung einer Zahl durch die Glieder einer
arithmetischen Progression betrachtet werden. 3. So kann ¥ = a* auf
eine arithmetische Form gebracht werden. 4. Alle primitiv-rekursive
Beziehungen sind arithmetisch. 5. Alle allgemein-rekursive Beziehun-
gen sind arithmetisch. 6. Auch Reduktionen mit umgekehrter
Tendenz sind moglich: das Zusammenziehen der Quantoren,
7. Es kann kein effektives allgemeines Verfahren zur Entscheidung
der arithmetischen Probleme mit einer freien Variablen angegeben
werden. '

§ 24. Ausdehnung des Begriffes der Rekursivitit. Anwendungen auf die

AnalYsts & v e O e e S
1. Die zu einer Fehlergrenze gehdrige Schwellenzahl als rekursive
Funktion. Effektive, rekursive Konvergenz. Rekursive Folge von
Rationalzahlen. Rekursive reelle Zahl. 2. Die Angabe einer mono-
tonen, beschrankten, primitiv-rekursiven Folge von Rationalzahlen,
mit Verwendung einer primitiv-rekursiven Funktion o (m, n), fiir
welche ux [o (m, X) = 0] nicht allgemein-rekursiv ist. 3. Diese Folge
kann nicht effektiv konvergieren. 4. Nicht alle rekursiven reellen
Zahlen haben eine rekursive Dezimalentwicklung. Eine Zahl mit
einer rekursiven Faktoriellenentwicklung bestimmt einen rekursiven
Schnitt. 5. Wenn eine Zahl einen rekursiven Schnitt bestimmt, so ist
sie in eine Schar von Reihen mit rekursiven Koeffizienten ent-
wickelbar. 6. Unter diese Reihen gehort auch die Dezimal- und
Faktoriellenentwicklung. 7. Ist die rekursiv-reelle Zahl r «ekursiv-
irrationaly, so bestimmt sie einen rekursiven Schnitt. 8. Andere
Untersuchungen auf diesem Gebiet,
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