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Előszó

Az irányítástechnika (az automatikus szabályozások és vezérlések tudománya) rohamos 
fejlődésen ment át az elmúlt ötven évben, eredményei nélkül ma már nem hozhatók létre 
biztonságos erőmüvi rendszerek, robotizált gyártórendszereknek, repülőgépek és 
űrtechnikai berendezések.

A három kötetre tervezett sorozat eme második kötete (továbbiakban könyv) az irá­
nyítástechnika korszerű irányzatait mutatja be szigorú, de logikusan felépített szemlélet­
ben és egységes rendszertechnikai látásmódot közölve. Szerves folytatása az első kötet­
nek, amely általános rendszeretechnikai ismereteket adott és bemutatta az egyváltozós 
szabályozások tervezési módszereit.

A könyv a Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem Villamosmérnöki és 
Informatikai Karán a szakirányú képzésben “Irányításelmélet” és a PhD képzésben "Mo­
dern irányításelmélet I." címmel tartott előadásaimon alapul.

A könyv (egy fejezet kivételével) többváltozós (MIMO) rendszerek irányítási módsze­
reit vizsgálja. Először egy rövid áttekintést ad az irányítástechnika fejlődéséről és a 
könyvben vizsgált tématerületekről.

Ezután az irányítástechnikai gyakorlatban fontos szerepet játszó robotok, repülők és 
helikopterek dinamikus modelljének felállítását mutatja be egységes elvek alapján, amely 
vezérfonalként szolgálhat másfajta rendszerek fizikai modelljeinek felállításánál is.

Bemutatja az optimális minimális varianciájú (MVC) és LQG (Linear Quadratic Gaus­
sian) irányítások tervezési módszereit frekvenciatartományban stabilis és labilis SISO in­
verz rendszer esetén.

Az általánosított prediktív irányítások (GPC) tervezésére frekvenciatartománybeli 
módszereket mutat be SISO és MIMO rendszerek, valamint fehér és színes zaj esetén, 
lehetővé téve a tranziensek számára korlátozások előírását is. Míg korlátozás nélkül ana­
litikus megoldás adható, addig korlátozások esetén egy kvadratikus programozási (QP) 
feladat keletkezik, amelyet valós időben kell megoldani két mintavételi időpont között, 
amelyre az aktív halmaz módszer és a Lemke-algoritmus javasolható.

Bemutatja a MIMO rendszerek Luenberger-féle normálalakjait. Módszert ad a pólus­
áthelyezésre, a minimálisrendű állapotmegfigyelő tervezésére és az állapot-visszacsatolás 
különféle közelítéseire (kimeneti visszacsatolás, projektív irányítás, általánosított PID 
szabályozás).

Módszert ad többváltozós rendszer stabilis szétcsatolására. Megadja a szétcsatolható- 
ság Gilbert-féle feltételét, módszert ad a rendszer integrátor értelemben történő szétcsa­
tolására, a rendszer kanonikus struktúrájának meghatározására és az alrendszerek kom­
penzálására. Módszert ad a Gilbert-feltételek biztosítására prekompenzációval, illetve az 
instabil szétcsatolási zérusok megszüntetésére párhuzamos kompenzálással.

Bemutatja időben változó (LTV) és idöinvariáns (LTI) diszkrétidejű rendszerek LQ 
optimális irányítását, az optimális sztochasztikus állapotbecslést (Kalman-szűrő), az LQ 
irányítás és a Kalman-szűrő közötti matematikai analógiát és az LQG optimális irányítás 
szeparációs elvét. Az LTI esetben a Riccati-egyenlet mellett bemutat egy sajátérték- 
sajátvektor technikán alapuló alternatív módszert is az optimális állapot-visszacsatolás 
tervezésére.



xn ELŐSZÓ
Állapottérbeli prediktív irányítási módszereket mutat be MIMO rendszerek esetén, 

különös figyelmet fordítva a fizikai stabilitás mellett a numerikus stabilitásra is. A stabi­
litás garantálását különféle korlátozó feltételek betartásával lehet biztosítani. A numeri­
kus stabilitási problémák eliminálására a módszerek korrigált változatai is bemutatásra 
kerülnek.

Külön fejezet foglalkozik az adaptív irányítások elméleti alapjaival (bemenet-kimenet 
stabilitás, passzivitás), a modell referenciás (MRAC) és az önhangoló (STAC) adaptív 
irányítási módszerekkel, a MIMO implicit adaptív irányítással és a robotok nemlineáris 
önhangoló adaptív irányításával.

A könyv részletesen tárgyalja az optimális irányítások elméletének legfontosabb ered­
ményeit skalárkritérium és nem skalárértékű kritérium esetén általános függvényterekben. 
Az eredményeket példák illusztrálják a folytonosidejű optimális irányítás, állapotbecslés 
és halmazkritériumú optimalizálás területéről.

A könyv egyik súlyponti része a nemlineáris rendszerek differenciálgeometriai (Lie- 
algebrai) elven történő irányításának vizsgálata. A differenciálgeometriai alapozás után 
először megadja az elérhetőség és a megfigyelhetőség általánosítását nemlineáris rend­
szerekre, majd az állapot-visszacsatolás elvén és a bemenet-kimenet visszacsatolás elvén 
alapuló linearizálási módszereket.

Külön vizsgálja a differenciálisán sima rendszerek irányítását (flatness control), a visz- 
szalépéses (back-stepping) technikát és az időben változó nemlineáris irányítást, amelyek 
alkalmazását hajódaru, helikopter és mobilis robot irányítása példáján mutatja be.

A függelék összefoglalja a modellek felállításánál használt fizikai elveket, az átviteli 
függvény mátrix faktorizációit, a QP algoritmusokat és a funkcionálanalízis alapjait.

A könyv jól használható az egyetemeken folyó irányítástechnikai szakirányú és PhD 
oktatásban. Javasolható az irányítástechnika területén oktatók és kutatók számára is. Se­
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1. BEVEZETES

Az elmúlt több mint fél évszázad alatt az irányítástechnika (az automatikus szabá­
lyozások és vezérlések tudománya) rohamos fejlődésen ment át, eredményei elen­
gedhetetlen részévé váltak a technikai fejlődésnek. A számítástechnika rohamos 
fejlődése megnyitotta az utat az elméleti eredmények gyakorlati felhasználásához. 
Korszerű tervezői rendszerek és szoftver/ hardver platformok jelentek meg, amelyek 
megkönnyítik a tervezést és a gyors implementálást a szakember számára, ugyanak­
kor korszerű ismereteket is igényelnek az ilyen rendszerek használatához. Ezeknek 
az ismereteknek az elsajátításához elengedhetetlenül szükség van olyan művekre, 
amelyek rendszerezik és összefoglalják az eddig elért eredményeket a graduális és 
posztgraduális egyetemi képzésben részt vevők, valamint a gyakorlati szakemberek 
számára. A több kötetre tervezett könyv egyik célja ez volt.

1.1 Az irányítástechnika fejlődési korszakai
Az irányítástechnika fejlődésében több korszak különböztethető meg. A klasszikus 
szabályozáselmélet az 1940-es évek elején kezdett kialakulni, és fejlődése a második 
világháború alatt gyorsult fel. A módszerek többségükben determinisztikus jeleket 
feltételeztek. Egyszerű szabályozókat (PID stb.) használtak, amelyek beállítását 
egyszerű frekvenciatartománybeli módszerekkel határozták meg. A szabályozott 
szakasz statikus és dinamikus tulajdonságainak identifikációjára legtöbbször grafo- 
analitikus módszereket alkalmaztak. A szabályozók beállítására ökölszabályokat is 
kidolgoztak. Elsőként a folytonosidejű (analóg) szabályozások tervezési módszereit 
fejlesztették ki, majd a hatvanas években a diszkrétidejű (mintavételes) szabályozá­
sokét. A sztochasztikus szabályozások elméletének első eredményei már a második 
világháborúban alkalmazásra kerültek. A klasszikus szabályozáselmélet elsősorban a 
lineáris rendszerek esetére adott szabályozótervezési módszereket. A statikus 
nemlinearitás figyelembevételére a leírófüggvény módszert használták.

A korszerű szabályozáselmélet az ötvenes évek végén és a hatvanas évek elején 
kezdett kialakulni. Szakított a frekvenciatartománybeli módszerek egyeduralmával. 
Elméletileg jól megalapozott eredmények születtek az optimális irányítások tervezé­
sére. Kidolgozták a szabályozások állapot-visszacsatoláson és állapotmegfigyelőn 
alapuló tervezési módszereit folytonos és diszkrét időben. Megmutatták, hogy a li­
neáris rendszerek kvadratikus kritérium szerinti optimális irányítása analitikusan is 
megoldható. Kidolgozták a sztochasztikus jelek optimális szűrését. Kidolgozták a li­
neáris paraméterbecsléslési feladatnak a megoldását, amely a lineáris rendszerek 
identifikációjának egyik alapját képezte. A szabályozó paramétereinek hangolását és 
az identifikációt összekapcsolták, ez a terület az adaptív irányítások területe lett. 
Szemléletes mérnöki megközelítésen alapul a nyolcvanas években kifejlődött általá­
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nosított prediktív irányítás. A nemlineáris rendszerek irányítására differenciálgeo­
metriai eszközöket vontak be. A korszerű szabályozáselmélet fejlődése jelenleg is 
tart.

A posztmodern szabályozáselmélet a robusztus optimális irányítások területe. A 
nyolcvanas években kezdett kifejlődni azzal a céllal, hogy optimális viselkedést 
biztosítson változó rendszer, változó referenciajel és változó zavaró jelek esetén. A 
változások jellemzésére speciális tereket használnak. Különböző megközelítései a 
p -analízis módszerét és a lineáris mátrixegyenlőtlenségek (LM1, linear mátrix 
inequalities) technikáját alkalmazzák a robusztus és optimális szabályozás megter­
vezésére. Központi kérdés lett a lineáris változó paraméterű (LPV, linear paraméter 
varying) rendszerek tervezési módszereinek kutatása. A nemlineáris irányítások te­
rületén teret kaptak a passzivitáselmélet eredményei és a Hamilton-Jacobi 
egyenlőtlenségen alapuló tervezési módszerek.

A soft computing különféle irányzatai (fuzzy rendszerek, neurális hálózatok, 
neuro-fuzzy rendszerek, genetikus algoritmusok) az utóbbi két évtizedben szintén 
fokozatosan helyet kaptak a szabályozástechnikában, különösen a nemlineáris rend­
szerek modellezésében, irányításában és a különféle optimalizálási problémák meg­
oldásában.

1.2 Az első kötet eredményeinek áttekintése
A könyv I. kötetében összefoglaltuk a klasszikus szabályozáselmélet legfontosabb 
eredményeit és bizonyos eredményeket a korszerű szabályozáselmélet területéről.

Összefoglaltuk a többváltozós (MIMO, multiple-input, multiple-output) lineáris 
és nemlineáris dinamikus rendszerek különféle leírási módszereit, stabilitás definíci­
óit és stabilitásvizsgálati módszereit (Ljapunov-tételek, La Salle-tétel). Bemutattuk a 
MIMO lineáris rendszerek irányíthatóságának és megfigyelhetőségének feltételeit, 
az állapot-visszacsatolás és az állapot-megfigyelő elvét. Bemutattuk a mérnöki gya­
korlatban oly fontos statikus optimalizálás és paraméterbecslés legfontosabb ered­
ményeit. Módszereket adtunk a lineáris egyváltozós (SISO, single-input, single- 
output) rendszerek ARX, ARMAX, IV modelljeinek és a MIMO rendszerek 
altérbázisú MOESP modelljének identifikációjára. Ezért elmondhatjuk, hogy az első 
kötet rendszertechnikai szempontból többváltozós rendszerekkel foglakozott.

A szabályozótervezés tekintetében azonban a könyv I. kötete didaktikai meg­
fontolásból és terjedelmi korlátok miatt csak egyváltozós szabályozásokkal foglal­
kozott, innen a kötet alcíme. A SISO szabályozótervezési módszerek közül bemu­
tattuk a frekvencia-tartománybeli és az időtartománybeli tervezési módszerek széles 
skáláját, kezdve a klasszikus PID-szabályozástól az állapot-visszacsatolást és 
állapotmegfigyelőt alkalmazó szabályozásokig mind folytonos időben (analóg sza­
bályozások), mind pedig diszkrét időben (mintavételes szabályozások) determinisz­
tikus jelek esetén.
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A könyv II. kötete szervesen épít az I. kötet eredményeire, és a korszerű szabályo­
záselmélet ott nem tárgyalt tématerületeivel foglalkozik. Elsősorban MIMO szabá­
lyozási rendszerek elméletével és tervezésével foglalkozik, ez alól csak a sztochasz­
tikus irányítások jelentenek kivételt a 3. fejezetben, amelyet didaktikai megfontolás­
ból SISO rendszerekre mutatunk csak be. A kötet más helyén azonban MIMO szto­
chasztikus irányítások is megjelennek (LQG optimális irányítás). A könyv II. kötete 
bevezetésből (1. fejezet), további 11 fejezetből és 4 függelékből áll.

A 2. fejezetben az irányítástechnikai gyakorlatban fontos szerepet játszó néhány 
bonyolult nemlineáris rendszer (robot, repülő, helikopter) dinamikus modelljének 
felállítására mutatunk be módszereket általános fizikai elvek felhasználásával. A cél 
kettős, egyrészt konkrét modellek felállítása a vizsgált három rendszer számára, 
másrészt annak a "know-how"-nak a bemutatása, amely vezérfonalként szolgálhat 
másfajta rendszerek fizikai modelljeinak felállításánál. Különlegesség, hogy a robo­
tok, repülők és helikopterek modelljeinek felállítása egységes elvek alapján történik. 
A kinematikai mennyiségek közül az orientáció jellemzésére a Rodriguez képletet, 
Euler szögeket, RPY (roll, pitch, yaw) szögeket és a kvatemiókat, a pozíció és ori­
entáció együttes jellemzésére a homogén transzformációt használjuk. A dinamikus 
modellek felállítására a Lagrange-, Appell- és Newton-Euler-egyenleteket alkal­
mazzuk.

A 3. fejezet a diszkrétidejü SISO sztochasztikus irányítások területéről két prob­
lémával, a minimális varianciájú irányítással (MVG, minimum variance control) és a 
lineáris-kvadratikus Gauss-féle irányítással (LQG. linear quadratic Gaussian control) 
foglalkozik frekvenciatartományban (operátor módszerrel). Az LQG elnevezés line­
áris rendszer kvadratikus kritérium szerinti irányítására utal Gauss-féle zajt feltéte­
lezve. Az LQG irányítástervezési algoritmus a spektrális faktorizáción alapul. A 
módszereket stabilis és labilis inverz rendszerre is bemutatjuk.

A 4. fejezet az általánosított prediktív irányítások (GPC, Generalized Predictive 
Control) tervezésének kérdéseivel foglalkozik frekvenciatartományban (operátor 
módszerrel). A GPC egy optimalizálási feladatot old meg a predikciós horizont fö­
lött felnyitott körben, és az így kapott soronkövetkező beavatkozást adja ki zárt kör­
ben integráló szabályozás formájában. Először a SISO esetet tárgyaljuk. Az optimá­
lis jóslást felbontjuk múltbeli és jövőbeli adatoktól függő részre. Ököl szabályokat 
fogalmazunk meg a feladat paramétereinek megválasztására. A számításokat fel­
bontjuk előre elvégezhető és csak valós időben elvégezhető részekre, és erre alapoz­
va megadjuk az általánosított prediktív irányítás algoritmusát. Megvizsgáljuk a szí­
nes zaj esetét és a stabilitás kérdését. Részletesen vizsgáljuk a MIMO prediktív irá­
nyítást és a korlátozások figyelembevételét az optimalizálás során. Az optimalizálási 
feladat kvadratikus programozási feladatra (QP, Quadratic Programming) vezet, 
melyet valós időben kell megoldani két mintavételi időpont között. Erre a célra az 
aktív halmaz módszert és a Lemke-algoritmust javasoljuk.
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Az 5. fejezet a többváltozós lineáris rendszerek állapot-visszacsatoláson és 
állapotmegfígyelön, illetve kimeneti visszacsatoláson alapuló szabályozótervezési 
módszerei közül mutat be néhányat. Először a rendszer különféle normálalakjai kö­
zül a Luenberger-féle irányíthatósági és megfigyelhetőségi normálalakokat mutatjuk 
be, majd ezek felhasználásával megoldjuk az állapot-visszacsatolási és az 
állapotmegfigyelö tervezési feladatokat. Módszert adunk a minimálisrendű 
állapotmegfigyelö tervezésére. Megvizsgáljuk a robusztus pólusáthelyezés 
lehetőségét. A robusztusság jellemzésére különféle mértékeket vezetünk be, és ezek 
felhasználásával algoritmust adunk a robusztus pólusáthelyezésre. Bumutatjuk a 
modális szintézisen alapuló tervezést, vagyis amikor előírjuk a zárt rendszer sajátér­
tékeit és sajátvektorait, és ehhez keressük meg a szükséges állapot-visszacsatolást. A 
modális szintézis megoldására a Roppenecker-paramétereket használjuk. Módszert 
adunk az állapot-visszacsatolás közelítésére kimeneti visszacsatolással. Projektív 
irányításon alapuló módszereket mutatunk be MIMO Pl, PID és általánosított PID 
szabályozások tervezésére.

A 6. fejezet többváltozós rendszerek szétcsatolásával foglalkozik állapottérben. 
Előbb megadjuk a szétcsatolhatóság Gilbert-féle feltételét. Bemutatunk egy mód­
szert a rendszer szétcsatolására integrátor értelemben állapot-visszacsatolással, ha a 
szétcsatolhatóság feltétele teljesül. Az integrátor értelemben szétcsatolt rendszert 
kanonikus alakra hozzuk, és megmutatjuk, hogy melyik rész felelős az esetleg 
meglévő instabil szétcsatolhatósági zérushelyekért. Ezután bemutatunk egy 
prekompenzációs módszert a szétcsatolhatósági feltétel biztosítására, amely 
megfelelően súlyozott erősítőket és integrátorokat alkalmaz. Végül bemutatunk egy 
módszert az instabil szétcsatolhatósági zérushelyek eltüntetésére, amely párhuzamos 
kompenzáláson alapul. Bár a módszereket folytonosidejü rendszerekre mutatjuk be, 
azok az algebrai hasonlóság miatt diszkrétidejű rendszerekre is alkalmazhatók.

A 7. fejezet többváltozós (MIMO) diszkrétidejű lineáris rendszerek kvadratikus 
kritérium szerinti optimális irányításával (LQ, linear quadratic control) foglalkozik 
determinisztikus jelek esetén, továbbá optimális állapotbecslésével (Kálmán szűrés) 
és optimális LQG irányításával sztochasztikus jelek esetén.

Előbb megadjuk az LQ probléma megoldását időben változó rendszer és véges 
időintervallum esetén. Időinvariáns rendszer és végtelen időintervallum esetén 
megmutatjuk, hogy az optimális megoldás rendelkezik a reciprok gyök tulajdonság­
gal, továbbá az állapot-visszacsatolás egy diszkrétidejű algebrai Riccati-egyenlet 
megoldása. Megadunk egy alternatív módszert is, amely sajátérték-sajátvektor tech­
nikát használ az optimális állapot-visszacsatolás meghatározására. Mivel az irányítá­
si cél rendszerint folytonos időben fogalmazódik meg, módszert adunk a folytonos 
időben megfogalmazott kritérium diszkretizálására.

Az optimális állapotbecslést sztochasztikus jelek esetén mint a kovariancia mát­
rix szerinti (nem skalárértékű) optimalizálási problémát fogjuk fel, és megmutatjuk, 
hogy az optimális állapotbecslö az aktuális Kalman-szűrő. Megmutatjuk a matema­
tikai analógiát az LQ irányítás és Kálmán szűrés között, és megadjuk az analógiában
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az egymásnak megfelelő mennyiségeket. Megfogalmazzuk az optimális LQG irá­
nyítási feladatot (linear quadratic Gaussian control), és bebizonyítjuk az LQG irá­
nyításra érvényes szeparációs elvet, amely alapján az optimális megoldás egy LQ 
optimális állapotvisszacsatolás, amelyben az állapotot az aktuális Kalman-szürővel 
kapott becsült állapot helyettesíti. Nemlineáris rendszerek állapotbecslésére a kiter­
jesztett Kalman-szűrőt mutatjuk be.

A 8. fejezet állapottérbeli prediktív irányítási módszereket mutat be MIMO rend­
szerek esetén, különös figyelmet fordítva a fizikai stabilitás mellett a numerikus sta­
bilitásra is. Ha a szakasz nem tartalmaz integrátort, akkor a szabályozó integrátorát a 
tervezés idejére formálisan hozzávesszük a szakaszhoz. Ha a szakasz integráló, ak­
kor az integrátorral való kiegészítés elmarad. A tervezést nulla alapjel esetére végez­
zük el, az alapjellel a megoldást ki kell egészíteni. Az optimális irányítás állapot­
visszacsatolás. Ha az állapot nem mérhető, akkor becslésére determinisztikus 
állapotmegfigyelőt vagy sztochasztikus állapotbecslőt alkalmazhatunk. A stabilitás 
garantálását különféle korlátozó feltételek betartásával biztosítjuk, amelyek 
előírásokat fogalmaznak meg a predikciós horizonton túli tranziensekre. A numeri­
kus stabilitási problémák eliminálására megadjuk a módszerek korrigált változatait 
is.

A 9. fejezet adaptív irányításokkal foglalkozik. Először az adaptív szabályozások 
stabilitásvizsgálatánál fontos szerepet játszó bemenet-kimenet stabilitás, passzivitás 
és a szigorúan pozitív valós (SPR) tulajdonság kérdésével foglakozunk. Megadjuk a 
stabilitással kapcsolatos fontosabb tételeket L és L2 terekben, illetve azok kiter­

jesztéseiben (kis erősítés tétel, kör kritérium, passzivitás! tételek, Popov-kritérium, 
Kalman-Yacubovitch tétel). Az adaptív irányításokat felosztjuk modellreferenciás 
(MRAC, model reference adaptive control) és önhangoló (STAC, selftuning 
adaptive control) adaptív irányításokra. Egyváltozós (SISO) lineáris rendszerek ese­
tén módszert mutatunk be a modellreferenciás adaptív irányítás tervezésére folyto­
nos időben és az önhangoló adaptív irányítás tervezésére diszkrét időben. Többvál­
tozós (MIMO) lineáris rendszer és innovációs zajmodell esetén módszert adunk az 
indirekt adaptív irányítás tervezésére, amely megoldja a rendszer paramétereinek és 
az állapotnak egyidejű becslését, és alapul szolgálhat különféle (pólusáthelyezésen 
alapuló, LQ optimum, prediktív stb.) irányítási törvények online tervezéséhez és 
megvalósításához. A többváltozós nemlineáris adaptív irányítások területéről robo­
tok önhangoló adaptív irányítására mutatunk be egy módszert.

A 10. fejezet az optimális irányítások általános elméletével foglalkozik. Az 
eredmények felfoghatók a klasszikus variációszámítás modern általánosításának. Az 
optimum általános analitikus feltételeit a funkcionálanalízis módszereivel vizsgáljuk 
skalárértékű és nem skalárértékű (vektor, mátrix, halmaz stb. értékű) optimalizálási 
kritériumok esetén.

Skalárértékű optimalizálási kritérium esetén az optimum szükséges feltételeit 
először az Euler-Lagrange egyenletek általánosításának tekinthető geometriai fór­
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mában fogalmazzuk meg lineáris topológikus terekben, amelyből levezetjük a stati­
kus optimum feltételét Banach-terekben, a dinamikus optimum feltételét a lokális 
maximum elv formájában, majd ebből a Pontrjagin-féle maximum elvet.

Mindezeket az eredményeket rendre kiterjesztjük nem skalárértékű kritérium 
esetére is, ahol a részben rendezés pozitív kúp által van definiálva. Nem skalárértékű 
kritérium esetén éles különbséget kell tenni a minimum és az infimum között, mivel 
nem mindegyik megoldás hasonlítható össze. A minimumból kontinuum sok lehet, 
az infimum globális, azonban nem mindig létezik. Az infimum szükséges feltételeit 
részben rendezett lineáris topológikus térben és Banach-térben adjuk meg a statikus 
feladat esetén. A dinamikus optimum szükséges feltételét egy-egy lokális és globális 
supremum-elv alakjában fogalmazzuk meg és bizonyítjuk is.

Az eredmények alkalmazását az irányítástechnikában néhány példa keretében 
mutatjuk be (bang-bang elv, folytonosidejü LQ optimalizálás, folytonosidejű 
Kalman-szűrő, halmazkritérium szerinti optimalizálás).

A 77. fejezet a nemlineáris irányítások elméletének alapkérdéseivel foglakozik 
SISO és MIMO rendszerek esetén. A nemlineáris irányítások különös fontosságúak 
olyan rendszereknél, ahol dominál a követő szabályozás, mint például robotok, 
repülők stb. A nemlineáris irányítások elméletének egyik jelentős irányzata a diffe­
renciálgeometria eredményeit használja fel. A differenciálgeometriai alapfogalmak 
(vektormező, sokaság, érintő tér, disztribúció, involutív disztribúció stb.) tárgyalása­
kor a mérnökök számára szemléletesebb "koordinátás alakot" használó módszert ré­
szesítjük előnyben.

A differenciálgeometriai alapokra építve megadjuk az elérhetőség és 
megfigyelhetőség fogalmának általánosítását nemlineáris rendszerekre. Algoritmu­
sokat adunk az elérhetőségi és megfigyelhetöségi normálalakok meghatározására, a 
nemlineáris rendszer linearizálására teljes állapot-visszacsatolással és a beme- 
net/kimenet linearizálásra. Bemutatjuk a zéró-dinamika hatását a rendszer stabilitá­
sára. Módszert adunk a rendszer bővítésére integrátorokkal, ha a nemlineáris rend­
szer nem rendelkezik vektor relatív fokszámmal. Meg kell azonban jegyezni, hogy a 
legtöbb algoritmus igényli egy parciális differenciálegyenlet-rendszer (a Frobenius- 
egyenlet) szimbolikus (képletszerű) megoldását az algoritmusban szerepet játszó 
koordináta-transzformáció meghatározásához, amelyre általános és effektív módsze­
rek nem állnak rendelkezésre. Bizonyos esetekben "megsejthető" a transzformáció 
alakja, de általános elv nem ismeretes. Mindezek indokolják, hogy speciális rend­
szerosztályokra speciális megoldásokat keressünk.

A 72. fejezet néhány tervezési módszert mutat be a nemlineáris irányítások 
területéről, amelyek ugyan nem minden tekintetben általánosak, viszont viszonylag 
egyszerűvé teszik a nemlineáris rendszerek esetén fontossá váló mozgástervezést il­
letve irányítást bizonyos rendszerosztályon belül. Ennek során foglalkozunk a diffe­
renciálisán sima (fiat) rendszerek irányításával, a nemlineáris rendszerek visszalépé- 
ses technikán (back-stepping) alapuló irányításával és a nemlineáris rendszerek 
időben változó irányításával. A módszereket példák keretében mutatjuk be.
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A flatness-elvű irányítást egy hajódaru pályatervezése és pályamenti vezérlése 

példájával illusztráljuk. A back-stepping elvű szabályozás tervezését egy helikopter 
irányítása keretében mutatjuk be. Mobilis robot esetén időben változó, nemlineáris 
dinamikus visszacsatolás tervezését mutatjuk be, amely megoldja az együttes követő 
és helyzetszabályozási feladatokat.

Az FI. függelék összefoglalja a fizikai rendszerek (robotok, repülőgépek, heli­
kopterek stb.) kinematikai modelljeiben szerepet játszó különféle orientáció jellem­
zéseket, a pozíció és orientáció leírását homogén transzformációval, a tehetetlenségi 
mátrix értelmezését és a dinamikus modell felállításánál fontos szerepet játszó 
Lagrange-, Appell- és Newton-Euler-egyenleteket.

Az F2. függelék összefoglalja az átviteli függvény mátrix minimális alakjának 
meghatározására szolgáló technikákat előbb a legnagyobb közös osztóra és a 
Sylvester rezultáns mátrixra alapozva, majd a Smith-McMillan alak felhasználásá­
val. Ez utóbbi lehetőséget ad a MIMO rendszer nulla helyeinek és pólusainak precíz 
értelmezésére is.

Az F3. függelék bemutatja a prediktív irányítások optimalizálási feladatainak 
megoldásához a kvadratikus optimalizálási (QP) algoritmusok elméleti alapjait, így 
az aktív halmaz módszert, az aktív halmaz módszeren és a megvalósítható irányokon 
alapuló QP algoritmust, a MATLAB Optimization Toolbox nemlineáris programo­
zási szolgáltatásait, a QP feladat visszavezetését lineáris komplementer problémára 
(LCP) és a Lemke-féle LCP-algoritmust.

Az F4. függelék összefoglalja az optimális irányítások elméleténél felhasznált 
alapokat a funkcionálanalízis területéről, így a -lineáris terek, topológikus terek, 
Banach- és Hilbert-terek, valamint a részben rendezett terek alapjait.

1.4 A második kötet céljai
Elsődleges célunk olyan ismeretek nyújtása az egyetemi hallgató, a gyakorló mérnök 
és a kutató számára, amelyek megfelelő ismereteket adnak a korszerű szabályozás­
technikai szoftver/hardver tervező platformok használatához (MATLAB és 
toolboxai, Simulink, Reál Time Workshop, dSPACE kártyák Simulink és technoló­
giai felülettel stb.). Másrészt viszont közismert az is, hogy ezeknek a rendszereknek 
a licensz-díja magas, ezért sokszor szükséges a valósidejű realizálást saját fejlesztésű 
szoftverrel megoldani, amikor már ezek az eszközök nem állnak rendelkezésre. 
Példként erre álljon itt a prediktív irányítás, ahol az optimalizálást korlátozások 
mellett a MATLAB Optimization Tolbox nélkül valós időben kell megoldani. Ezért 
világos, hogy ilyen esetben különös fontosságú az algoritmusok mélyebb ismerete. 
Másik célunk a korszerű szabályozáselmélet eredményeinek összefoglalása a 
graduális és posztgraduális egyetemi képzés és a kutató mérnök számára.

A könyv fejezetei úgy vannak lehatárolva, hogy a különböző érdeklődésű olvasó 
a számára fontos részproblémákban anélkül is elmélyedhet, hogy más fejezeteket el 
kelljen olvasnia hozzá, feltéve, hogy az I. kötet anyagát megismerte. Az egyes feje­
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zetek lényegében önállóan is megállják a helyüket. Szándékosan van például két 
különböző fejezetbe téve a SISO sztochasztikus irányítás frekvenciatartományban és 
a MIMO LQG irányítás állapottérben. Hasonló megfontolásból került különböző 
fejezetbe a prediktív irányítás frekvenciatartományban és a prediktív irányítás álla­
pottérben (az utóbbihoz mellesleg szükség van az LQ-optimalizálás eredményeire). 
Szándékosan tárgyaljuk külön fejezetben a diszkrétidejű LQ irányítást és a 
folytonosidejűt, mivel az első esetén végesdimenziós térben kell optimalizálni, a má­
sodik esetben szükség van bizonyos ismeretekre a variációszámítás vagy az optimá­
lis irányítás területétől.

Ebből következik, hogy az egyetemi oktatás felől nézve a különböző típusú kép­
zési formák célkitűzéseihez könnyen kiválaszthatók a megfelelő fejezetek. Világos 
például, hogy az optimális irányítások elméletével és a nemlineáris irányítások el­
méletével foglalkozó nehezebb részek inkább a PhD képzésbe illenek. Mindazonál­
tal a didaktikai sorrend azon olvasó számára, aki meg akar ismerkedni a kötet teljes 
anyagával, a fejezetek számozásának természetes sorrendje.



2. DINAMIKUS MODELL FELÁLLÍTÁSA 
FIZIKAI ELVEK ALAPJÁN

Ebben a fejezetben néhány, az irányítástechnikai gyakorlatban sokszor előforduló 
rendszer dinamikus modelljének felállítására mutatunk be módszereket fizikai törvé­
nyek felhasználásával. Az FI. függelékben összefoglaltuk a mechanikai rendszerek 
(robot, repülő, helikopter stb.) leírásánál elterjedten használt kinematikai és dinami­
kai alapfogalmakat, amelyek ismeretére számítunk a továbbiakban. Az itteni szolid 
tárgyalásnál mélyebb ismereteket nyújt [2], [3], [4] és [5],

Az orientáció jellemzésére a Rodriguez-képletet, Euler-szögeket, RPY (roll, 
pitch, yaw) szögeket vagy a kvaterniókat, a pozíció és orientáció együttes jellemzé­
sére pedig a homogén transzformációt használhatjuk. Merev test inercia jellemzői 
alatt a tömegét (/n), tömegközéppontját (pc) és tehetetlenségi (inercia) mátrixát 
(Kc, ha a tömegközppontra vonatkozik) értjük. A mechanikai rendszerek dinamikus 
modelljének felállítására a Lagrange-, Appell- és Newton-Euler-egyenleteket hasz­
nálhatjuk.

2.1 Robotok dinamikus modellje
Számos, a gyakorlatban elterjedt ipari robot ún. nyíltláncú, elágazás nélküli merev 
robot. A robotok kinematikájával és dinamikájával kapcsolatos alapvető összefüggé­
seket az FI. függelékben foglaltuk össze, a merev robotok vizsgálata ezeken alapul.

A robot szegmensekből (link) áll, amelyeket rotációs (R) vagy transzlációs (T) 
csuklók (joint) kötnek össze. Az |í-l| és 0 szegmensek közötti kapcsolat 
jellemezhető például a eredeti Denavit-Hartenberg paraméterekkel és
az azokból számítható homogén transzformációval:

T: , ; =
ai^űi

0 C«, di

_ 0 0 0 1 —

(2.1)

Rotációs csukló esetén q: = t?,, transzlációs csukló esetén qi = d, a csuklóváltozó. 

A csuklóváltozók vektora q = {qx,...,qm)r. A robotikában rövidített jelöléseket 

használunk, pl. C* = cos(t?;) vagy S]2 =sin(^| + qj stb. A robot KB bázis, Ko 

referencia, Km utolsó szegmens és KE végberendezés (end effector) koordináta­
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rendszere (röviden kerete) közötti kapcsolat kifejezhető homogén transzformációk­
kal:

—^0,1(^1 2(^2)"’ (2-2)
Tb,E ~^B,0^0,m(^m,E- (2.3)

Az m szabadságfokú (m -DÖF) robot utolsó szegmensének m vm sebessége és 

ma>m szögsebessége kifejezhető az mdi_x parciális sebességekkel és az mti_i parci­
ális szögsebességekkel, amelyek meghatározzák a robot konfiguráció függő Jm(q) 
Jacobi-mátrixát:

“m-1 
mt

(2.4)q

Az indexek közül a jobb alsó (a névvel együtt) azonosítja a mennyiséget, a bal felső 
pedig a bázist, amiben a mennyiség fel lett írva. A parciális sebesség és parciális 
szögsebesség (FI. 127-131) szerint számítható. A végberendezés sebessége és szög­
sebessége m J m ismeretében már meghatározható, ugyanis ha

TmF =
Am,E 

0T
P m,E

1
(2.5)

akkor
EvE=Aljdmvm+ma)mxPmE),

EJ - 
J E “

AT

0

EcoE=Am,Em^m

(2.6a)

(2.6b)

(2.7)

2.1.1 A kinematikai mennyiségek rekurzív számítása
A robot dinamikus modelljét Hq+h=T alakra fogjuk hozni, ezért ehhez hasonlóan 
paraméterezzük a szegmensek kinematikai mennyiségeit is:

(2.8a)

(2.8b)
i£i=riq + </>i, (2.8c)

'a, =0^+0,., (2.8d) 



(2.9a)

(2.9b)

(2.9c)

(2.9d)
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ahol 'ty,, ' V,-, ‘Ej, ‘a, rendre az 0 szegmenshez rögzített Ki keret origójának szög­

sebessége, sebessége, szöggyorsulása, gyorsulása, mind kifejezve a K, keret bázisá­
ban. Felhasználván az (FI .51-52) összefüggéseket p:= Pi_Xi választás mellett, és fi­
gyelembe véve, hogy a mozgó koordináta-rendszerben érvényes deriválási szabály 
szerint

/ = (1 - x Pi_Xi =: d^,

P^d^ +Kiti_xqixdi_li,

továbbá hogy az eredmények a bázisában keletkeznek, amelyeket azután a Kx 
bázisába át kell transzformálni, ezért

= ^-1.1 ''‘“í-i +

' V; = vi-i +'”1 ®i-i x Pi-i.i ) +' di-i

‘eí = A^í

‘ai = +‘-'eí_íxPí_ií +^(0^ xC-lm,_ixPl_ii)} +

+ ‘d^ q, + q^d^ qx + 2(A[\j qt =

Xpw +í"1co,_1 Xp,_u)} +

+ 2 ‘cüj X^ qx - 't^ qt x'd^ q, + ’d^ q^

Itt ‘d^, (FI.127-131) szerint határozható meg m = i választás mellett. A fenti 
összefüggésekből kiolvashatóak a Zj, , 12,, 3, rekurzív számítására szolgáló kép­
letek. Azért, hogy ezeket a képleteket egyszerűbbé tegyük, elhagyjuk a mátrixok vé­
gén álló nulla oszlopokat, vagyis az i -edik lépésben Zj,/2r-nek i oszlopa van és 
dim q, = i:

r^j, j = 1,..., i -1; , (2.1 Oa)

/CÜÍ=A^;-,ÍOi_1+fíi_1?/, (2.10b)

= Am,/ 0/-i +' "í X'0-i ?Í ’ (2-1 Oc)

i.j = V1!./ (^í-u + x )> j =1......' -1 ’ - (2-1 Od>

di = m,(z.lOe)
+ 2'cu, ^d^ qj -‘t^ x'd^ qi.
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Ha pci jelöli az |7] szegmens tömegközéppontját a K, keretben kifejezve, akkor

& ci - & i \P ci X]-G ’

= di + ti X Pci + ‘ ^i X (' X pci) , 

'vci =^ci^

<aci=^ci'4 + Pci-

(2.11a) 

(2.11b) 

(2.11c) 

(2.1 Id)

A kinematikai mennyiségek fenti paraméterezése kapcsolatban áll a robot Jacobi- 
mátrixával is. A kapcsolat érzékeny arra, hogy a bázisvektorok a Ko (rögzített) vagy 
Km (mozgó) koordináta-rendszerből valók-e. Ha vessző (’) jelöli a formális (ele­
menként!) deriváltat az idő szerint, akkor

me

dt

°Q'
° m

°r' 
m

mr'mq

mQ'm+[(mrmq)x\mQm

(2.12)

(2.13)

q,

2.1.2 A robot Appell-egyenleten alapuló dinamikus modellje
Az FI. függelékben bevezettük a “gyorsulás” energiát vagy Gibbs-függ vényt. Ha a 
szegmenshez rögzített keret origója a tömegközéppontban van, akkor a Gibbs-függ- 
vény 

G = —<a ,a
2 c ‘

>m + —< Kc£-2(Kca>)xa},E>, (2.14)

ahol ac a tömegközéppont gyorsulása, e és a> a szegmens szöggyorsulása és szög­
sebessége, m a szegmens tömege és Kc a tömegközéppontra vonatkozó inercia 
mátrix a szegmenshez rögzített koordináta-rendszerben. Feltesszük, hogy a koordi­
náta-rendszer tengelyei párhuzamosak a Denavit-Hartenberg keret tengelyeivel, 
ezért használhatjuk a kinematikai mennyiségek számítására az (2.11 a-d) képleteket, 
továbbá feltehető, hogy a szegmens és a rászerelt motor inercia jellemzőit már ösz- 
szevontuk (FI .61-62) szerint. Ha G a robot Gibbs-függvénye és P a potenciális 
energiája, akkor az Appell-egyenlet alapján
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dG dP ...
-------- 1-------- = t:, t = 

dq,
(2.15)

ahol T; az i -edik szegmenst meghajtó általánosított nyomaték. Mivel a robot 
Gibbs-fuggvénye a szegmensek Gibbs-függvényeinek összege, elegendő egy szeg­
mens hatását tisztázni a dinamikus modellben és a hatásokat összegezni. Azért, hogy 
egyszerű összefüggést kapjunk, hozzáveszünk nulla oszlopokat Í2cj-hez és -hez, 
ezáltal a mátrixok 3 x m méretűek lesznek. Akkor 

^ = ±-{Qcsq + ecs} = í2csS, 
oqt dq,

dG 1
—- = — < 

2
da, 1 da

>m + — <a ~~—>m, +
2 dqi s

> + < kcs£s _ 2(KCSSCÜS) x 'ty., 
d^í 2

^->=

dacs
< ’G

de
ics >ms + <-Y-,Kces- {Kcssojs )x' co, >, 

dq.

(2.16)

(2.17)

(2.18)

ahol Í2CS j és Fsi rendre az i -edik oszlopa Í2CS -nek és rs -nek. írjuk fel a 
skalárszorzatot mátrixszorzásos alakban, akkor

= m^Q^q + 6CS) + [KCS(FS q + ) - (Kcsscos) X^] = 
d?,

= + (2.19)

+ rli[Kcs</>s -(V^)xX]-

Összegezvén az egyes szegmensek hatását, a robot dinamikus modelljét kapjuk:

H{qYq + hcc (q,q) + hg (q) = X (2.20)
m

H = ^{QTcsQcsms+rjKcsrs}, (2.21)
5=1 

m
hcc =Y^0cS^ + r^[Kc^s-(Kcssa>s)xscos]}, (2.22)

j=i

ahol hcc a centripetális és Coriolis hatás és hg a gravitációs hatás.
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Ha m egy tömegpont, amelynek helyvektora r a Ko keretben, akkor mgh po­
tenciális energiája felírható

-m<g0,r >=(-go 0) (2.23)

alakban, ahol g0 a gravitációs gyorsulás a Ko keret bázisában kifejezve. Ha az s- 
edik szegmens tömegközéppontja pcs a Ks Denavit-Hartenberg keretben, akkor a 
robot P potenciális energiája és hatása az Appell-egyenletben:

m Pcs

1
ms> (2.24)

dT0.s (Pcs
m

Wi 5=1 1 k 7 
dTi-\,s f Pcs

(2.25)
m,.

m

1

Mivel (FI. 133) szerint

= 4-^,

ezért

4P m í n \y- = (~gT00)T0ti_}Ai_l±msTi_ts P“ = G*

G? =(-gT0 0)7^
ni

l S ’
s=i

m
R, ^^s^i-\,sPcs+ Pi-tsV 

s-i

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Az eredeti Denavit-Hartenberg alakban = ikí_1 a csuklótengely, ezért 
i) rotációs csukló esetén



Felhasználván, hogy

2.1 Robotok dinamikus modellje 15

A^

Tn _i A-=
/ 7

0 -1 0 0'
10 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0,1-1 - 0 o"

(2.30)

(2.31)
0 0 0 0_

G- A- * mo,(-p go ■ lo.i-„0,
oj (2.32)

ii) transzlációs csukló esetén

A: .

’O 0 0 o’ 
0 0 0 0 (2.33)

77 A:

0 0 0 1 
0 0 0 0 

’O 0 0 n(M-l (2.34)

G,r=(0,(

0 0 0

), o, - g0 ■ no.,

0 
,)■ (2.35)

R. = ^ms {Aí-kíAi.sPcs + Pi-u + A-i,í pJ+ mi (Ai-vi Pa + Pi-V)

5 = í+l

mmm í \■ X ms \Ai.s pcs + pJ+mi Pa r X ms pí-\.í,

a következő hátratartó rekurziós algoritmust kapjuk R, és Mj számítására.

Rm+l=^Mm+i=0, 

+mi, 
Pi = Ai-u {Rm + miPa }+Mi Pi-W

A gravitációs hatás a dinamikus modellben

' Rí '

M;

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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2.1.3 A robot Lagrange-egyenleten alapuló dinamikus modellje
Az FI. függelékben megmutattuk, hogy a robot szegmens kinetikus energiája, ha a 
koordináta-rendszer origója a tömegközéppontban van

K = — < v.,v. > m + — < Kra>, co >, (2.41)
2 c c 2 c

ahol Kc a keret origójára (a tömegközéppontra) vonatkozó tehetetlenségi mátrix. 
Feltesszük, hogy a keret tengelyei párhuzamosak a szegmenshez rögzített Denavit- 
Hartenberg keret tengelyeivel, ezért alkalmazható (2.8a-b) és (2.11c) a robot kineti­
kus energiájának meghatározásakor:

m í 1 1
K = Y < —<v..,vrí >m. + —<K sa> /űr >> = | /^ CS' CS A ~ CA A ' A |

5=1 (4 2 J

= 7É{< Qcsq > m, + < Kcsrs q, Fs q >}=
2 J=i

= - y {< QTcsQcsms q,q> + < r? KT q, q >}= (2.42)
» Cü CA A * •* A Vu A * -* J
2 5=1

1 m r 1
= — < Y T̂csQcsms + K r <q,q>= 

L CA CA A A CA AJ'**
2 5=1

A robot kinetikus energiája a dinamikus modellben szereplő H{q) mátrix kvadrati­
kus alakja a q csuklósebességekben. Vezessük be a

H(q) = \Djk(q)\mxm (2.43)

jelölést, akkor H - [D-k ] szimmetrikus és fizikai megfontolások alapján pozitív 

definit, továbbá

i m ni
^ = ^YOjkqjqk. (2.44)

2 ;=1 *=1

Alkalmazzuk az (FI .81) Lagrange-egyenletet:

d 3K 3K dp—-— —+ —= T._ (2.45)
dr dqt dq^ dqi
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Mivel H = [D jk ] szimmetrikus, ezért D]t = és

^IZ 1 m i m m= +^Dikqk
Wi 2 j=i k=i >i

£3K 

dt dqt j=\ j=i t=i °Vk

Másrészt

, a+b a + b axy + bxy  ------ xy 4------------xy,

ezért a második tag mindig szimmetrizálható:

d 3K y 
dt dqt í

ni ni 1 ^ij ! dDik
2 dqk dqj

Vj^k-

Hasonló módon kapjuk, hogy

BK 1 A dDjk . .
3 Qj^k'

2 =lt=) dQi

dqi

Ezért a robot dinamikus modellje Lagrange-alakban

ni m ni

+D,=Ti, i = 

j=\ j=i k=i
D . 1 f 3D‘j । dD* '

’jk 2 3?* dqj dqt J

17

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

ahol

Djj effektív inercia,
Djj csatoló inercia (t * j), 

centripetális hatás, 

Dijk Coriolis hatás (j k), 

Di gravitációs hatás.
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A Dy ,Dijk ,Di paraméterek függvényei q -nak, ezért a robot mozgása közben vál­
toznak.

Vegyük észre, hogy ha ismert Dy szimbolikus (képletszerű) alakban, akkor 

(2.53) alapján parciális deriválással meghatározható DÍJk. Hasonló módon, ha ismert 
a P potenciális energia szimbolikus alakban, akkor parciális deriválással 
meghatározható a D, gravitációs hatás is. Ily módon az energiák képletszerü is­
merete esetén a dinamikus modell szimbolikus operációval (parciális deriválással) 
képletszerű alakban is meghatározható.

2.1.4 A SCARA robot dinamikus modellje
A 4-DOF RRTR SCARA robot Denavit-Hartenberg paramétereit (lásd 2.1. táblázat) 
a 2.1. ábra koordináta-rendszerei alapján értelmeztük.

2.1. ábra. \ SCARA robotnál használt keretek

2.1. táblázat. SCARA robot Denavit-Hartenberg paraméterei

i “t

1 0°
2 ^2 d2 «2 0°
3 d3 0° d, 0 0°
4 ^4 0 0 0°
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Az egyes szegmensek közötti homogén transzformációk a következők:

r<M =

U 
co °

 

1

-5. 
Ct 
0

0
0
1

ai Cj 
ai^i 
di

, fa =

C2 

^2 
0

$2

c2 
0

0
0
1

1„CM
 

C
M

CM
 

C
M

Q 
<3

(2.54)

_0 0

'1 0

0

0

1

0 '

0

C4

0

-54

0

0 o~

1

^,3 =
0 1
0 0

0
1

0

^3
^.4 = s4 

0
C4 
0

0
1

0
0

(2.55)

0 0 0 1 0 0 0 1

A homogén transzformációkat fokozatosan összeszorozzuk a parciális sebességek és 
szögsebességek és az eredő homogén transzformáció meghatározásához:

c4 -S4 0 0‘ ^24 - $24 0 ÍZ 2 2

^2.4 = s4 c4 0 0 • fa — $24 c24 o ^2 ^2
(2.56)

0 0 1 ^3 0 0 1 J2 +^3

_ 0 0 0 1 0 0 0 1

^124 ““ $124 0 ai + a2 C12

^0,4 =
$124 c 124 0 dj Sj “1“ ÍZ 2 *^12 (2.57)

0 0 1 + ^2 "1" ^3

0 0 0 1

Itt q i—> To 4 a direkt geometriai feladat megoldása. A T0f4 q inverz geometriai 
feladat a következő egyenletekre vezet:

px, (2.58)
^1 ^2 ^12 Py’ (2.59)

^+d2 + d3 = pz, (2.60)
G24 — (2.61)
$124 = ly • (2.62)

A csuklóváltozó meghatározásához végezzük el a következő átalakításokat:

a2 ^12 = Px “ al G >

02^12 = Py ~ fll $1 ’
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a2 ^12 + a2 *^12 ~ Px ~ 2a\ Px Q + Ö1 ^1 + Py — 2Ű1 Py$l + Ű1 *$1 >

2a\PxC\ +2a\PyS} = Px +pj +a\ ~a2<

ahol az utolsó egyenlet alakja ACa + BSa = D , amelynek megoldása

DB + S^Á'+B^D2

" VT? ' ' ’
a2 + b2

Mivel teljesülnie kell, hogy + C„ =1, ezért csak két (Sa,Ca) megoldás van, 
amelyek a (Ja,za) = (1,-1) és (őa,Ya) = (-1,1) értékpárokhoz tartoznak. Mivel 
(Sa,Ca) meghatározza a térnegyedet a síkon, ezért mindkét (Sa,Ca) párhoz egy- 
egy a megoldás van, amely

a = arctan2(Sa, Ca), (2.65)
feltéve hogy a

Á2 + B2-D2 >0 (2.66)

munkatér feltétel teljesül.Választhatjuk azt a qx megoldást, amely a megelőző q} -
hez legközelebb van.

Ha már qx -et meghatároztuk, akkor

dl2 ~ (2.67)
a2 

r _ Px ~a\C\ (2.68)
a2

és innen

q{ +q2 = arctan2(S12,C12). (2.69)

Az utolsó lépések nyilvánvalóak:

= Pz ~^\ -^2’ (2.70)
+92+94 =arctan2(/v,/J (2.71)

A SCARA robot 4J4 Jacobi-mátrixa (FI. 128-131) és (2.55-57) segítségével hatá­
rozható meg:
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4J0 =

*4,=

0 k
24 2 $ 2 "F $ 24 2 2

$24 ^2 $2 F ^24 ^2 ^2

0

“2 J4 

a2C4 
0

1 24 2 4

ö] ^24 ^2 ^4 

0

4J3 = 0,
Ű1 $24 + a2 $4

Ö1 ^24 + a2^4

(2.72)

0
0
0
1

ű2$4 

ö2^4 

0
0
0
1

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
1

4 j -
J 4 ~

Ha szükséges °J4 is, akkor alkalmazható (FI. 139). De a SCARA robot elég
egyszerű (a csuklótengelyek párhuzamosak), ezért közvetlenül is írható, hogy

% =
dPo,4

dt

'~a\S\Q\ ~a2S\2^\ +^2)' 

Ű1C1#1 F a2^\2^\ F^2) ' (2.73)

<h
0
0°«4 = (2.74)

+ é2 + ^4

4

12

- a2$12 

a2C12

0
0
0
1

0
0
0
1

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
1

(2.75)

— Cl । 5 j 2 $12

Ha vxo,v,o,vzo és cozu értéke elő van írva, akkor tekinthetők a nekik megfelelő 

egyenletek
?3=vzo> (2.76)
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94 = ^zo — 91 ~ 92’

91 _ ~ al $1 ~ a2$12 ~a2^12 V*0

92 > ^iG + a2^12 ^2^12 ? >

(2.77)

(2.78)

A két utolsó egyenlet egyszerűen megoldható, mert

'a by 1 d — b
c d J ad —bc\- c aj

ahol

det = ad-bc = (a]S24 + ~ (ül ^24 + a2^4)a2^4 =
= ata2(S24C4 — C24S4) = a{a2S2 = 0

(2.79)

(2.80)

definiálja a szinguláris konfigurációkat:

q2 = 0° vagy q2 =180°, (2.81)

összhangban a 2.1. ábrával.

A (2.1 la-d) rekurzív algoritmussal a következő kinematikai mennyiségeket kap­
juk (jelöli az [7] szegmens tömegközéppontját):

<0 0A

fo' ' ~Pyl r~űi -Pxi^
n = 0 , 0] =0, Í2c] = Ű1 + Pxl ’ ^cl = — Pyl 912

1 k 7 0k 2 0

(2.82)

r2 = 0 0 , 02 = o,

a2 + P xl (2.83)
0 0

a2 a1^2 “ Px2 "~a2-Px2y a2 “ Px2

^c2 ~ al ^2 “ Py2 91+2 9192 + ~ Pyl
1 0 t 0 J l 0 j
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0 0
0 0
1 0

0
0
1

3 >03 - 0,

0
0
1

c3

6 =
c3

^1^2 ” Py3 
a2 +aiC2+px3 

0

~Py3 
a2 + P x2 

0

(2.84)

a2 öl ^2 Px3
a\ ^2 “ Py3

0

ti
“ a2 “ Px3 

~Py* 
0

~a2~ Px3
~Py3

0

ti<+ 2 ^1^2

0
0
1

0
0
1

0
0
0

0
0
1

4 04=0,

0
0
1

’c'4 =

ö2$4

a2^4

24 -Pv4 a2S4 “Py4

a2C4 + px4 
0

P y4
P x4 

0

^c4 =
-a2C4-axCu px4 
a2S4 + a} S24 - py4 

0

ti

ű2^4 P x4 
a2$4 ~ Py4 

0

Px4
(2.85)

q} . 2
+ ~ Py4 ^4 +

- a2 C4 - px4 

a2$4 ” P y4 
0

q^z
Px4

+ 2 ~py4 q^i+l -py4 q2q4,

A dinamikus modellt a kinematikai mennyiségek ismeretében az Appell-
egyenlettel határozzuk meg. Figyelembe véve rs speciális alakját, a rj Kcsrs 
szorzattól származó tagok H l} = -ben egyszerűsíthetek:

= r n k1 si,z 1 sj,z cs,z ’ (2.86)

+ 2

0

* * *

0

~ Px4

o o

0
* o

Mivel r, oszlopai és cos párhuzamosak, és = 0, ezért a második tag hcc -ben 
nulla:
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(2.87)

Egyszerű számítások után , Dijk és D, következő nemtriviális elemeihez jutunk:

D, ^12 

D22 

*

D[3 

^23 

^33 

*

D2

D3

D4

^112

^122

*

^112

“ ^133

~ °114

D.
^123

D133

*

^213

^223

^233

*

^213 

"•^223 

*

D|4 

D24 

^34 

^44. 

^114 

^124 

A 34 

d144_ 
^214 

^224 

^234 

^244 _ 

^314 

^324 

^334

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

^214

- D224 

*

“ ^314

~ ^324

“ ^334

*

344.

l 0'

(2.92)

H =

D

*

*

* *

0
*

*
* *

0
*
*
*

*
*
*

*
*
*

D =

0
*
*

*

*

0
0
0
* D

0
0
0

d, 
Dy 

°4.

(2.93)

A dinamikus modell egyszerű alakot ölt, ha bevezetjük a következő Ptl pa­
ramétereket és az F],...,F7 függvényeket (a c indexet elhagytuk pCÍ-ben és Kcs- 
ben):
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F, — mx{p2x +{ax+pxX)2] + KzX +

+ m2{a12 + p22 +(a2 + px2)2} + Kz2 +

+ m3 {a2 + (a2 + px3 )2 + p23} + Kz3 +

+ m4(a2 + a2 + p24 + p24} + Fz4,

P2 = m4a2py4,

P3 = m4a2px4,
P4 = m2axpy2 + m3axpy3,

P5 = m2 a} (a2 + px2) + m3ax (a2 + px3) + m4 ax a2, (2.94)
P6 = m4axpy4,

P7 =m4axpx4,
P& =m2{(a2 +px2)2 + py2) + Kz2 + m3{(a2 + px3)2 + py3} + Kz3 +

+ m4{a2 + px4 +p24} + Kz4,

P9 = m4{px4 + py4} + Kz4,

P\o =m3 + '«4>
Pu =(m3 +m4)gz;

F2=54,
f3=c4i
F4=S2, (2.95)
P5=C2,
^6 = ^24 >

F7 = C24;

D„ =F]Pl-IF^+IF^-ZF^+ZF.Ps-IF^+ZFtP,,
Dl2 =FlPs- 2F2 P2 + 2F3 P3 -F4P4 + F5 P5 -F6P6 + F2 P2,

O13=0,
D, 4 = 0, P9 - F2 P2 + F3 P3 - F6 P6 + F7 P2,
°22 = 0, ps - 2F2 P2 + 2F3 P3, (2.96)
o23=o,
D3. = FxP9-F2P2 + F3P3,

O33 = F, P,o,
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D34 - 0, 

^44 = ^1 ^9 ’

A12 = ~^4 ^5 “ ^5 ^4 ~ ^6 ^7 ~ ^7 ^6’

D| 13 = 0,

^114 = “^2 ^3 “^3^2 “ ^6 ^7 ~ ^7 ^6 >

^122 = —^4 ^5 “^5^4 ~ ^6 ^7 — ^7 ^6>

£>123 =0, (2.97)
D124 = -F2 P3 - F3P2- F6 P2 - FjP^,
D133 =0,

£>134 = 0,

^144 = “^2 ^3 ~ ^3 ^2 - ^6 ^7 ~ ^7 ^6 >

D213 =0,

D214 = ~^2 ^3 ~ ^3 ^2 ’

£>223 = 0,

^224 = -^2 ^3 ~ ^3 ^2 ’ (2.98)
D233 = 0’

^234 = 0,

D244 = -F2P2 - F3P2;

D3i4 =0,

^324 =0, (2.99)
Ö334 =0,

£*344 = 0;

=0, (2.100)

Dj =0,

D2 =0,

D3 (2.101)
d4=o.

A szegmens és a rászerelt motor inerciajellemzőit a rotor álló helyzetében össze­
vontuk, de nem vettük figyelembe a forgó rotor kinetikus energiáját, amely
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Kri = ^0rjq)^ =^0riv}q^, ahol 0ri a rotor tehetetlenségi nyomatéka, 0, a rotor

szögsebessége és v,- = / 4, az áttétel. Mivel

£
dt

(2.102)

ezért a beavatkozószerv hatása jó közelítéssel Du := + 0rivf révén vehető fi­
gyelembe. A súrlódási veszteség az f, qt viszkózus súrlódással közelíthető, amelyet 
szintén a T, meghajtó nyomatéknak kell fedeznie. Ezért néhány paraméter megvál­
tozik, és a súrlódás miatt további paraméterek lépnek be:

p\ -Pl

P\0 ^10 + ®r3V3 >

^12 =®r2V2>

^13 = ®r4V4 ’

P^=f2^
^6=/3-

D22 := D22 + ^i2> 

^44 := + P13,

hi '=hi + P\3+i 4i-

(2.103)

(2.104)

2.2 Repülőgép dinamikus modellje
A korszerű polgári és katonai repülőgépek nagyértékű berendezések. A repülőgépek 
irányítási algoritmusainak kifejlesztését és tesztelését nagymértékben megkönnyíti, 
ha megbízható dinamikus modell áll rendelkezésre. Célunk, hogy a dinamikus mo­
dell felállításának főbb lépéseit összefoglaljuk.

2.2.1 A repüléstechnikában használt fontosabb koordinátarendszerek
A klasszikus mechanika törvényei inercia koordináta-rendszerben érvényesek. A 
különféle repülő objektumok azonban a nap körül keringő és a tengelye körül forgó 
föld környezetében mozognak. Ezért a természtes választás egy inercia koordináta­
rendszer origója számára a nap középpontja, orientációja számára pedig az "álló"
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csillagokhoz relatíven rögzített orientáció lehetne. Ez azonban a nagy távolságok 
miatt kényelmetlen, ezért a repüléstechnikában hosszabb időtartamú utak esetében a 
föld középpontjához rögzített és azzal kvázi "egyenletes sebességgel" haladó, de a 
csillagokhoz fix orientációjú K ECI keretet (Earth-centered inertial frame) választják. 
A föld és a légkör, amelyben a repülőgép mozog, konstans 0)E szögsebességgel fo­
rog, és ebben a médiumban (a légkörben) manőverezik a repülőgép. Ez robotikai 
analógiával felfogható úgy is, mintha a légkör egy szegmens lenne KECl és a 
repülőgép közé ékelődve, amelyet egy rotációs csukló forgat. A csukló a föld for­
gástengelye, amelynek iránya az K ECI keret x -tengelye.

2.2. ábra. A repüléstechnikában használt koordináta-rendszerek

A repülőgép testéhez a tömegközéppontban hozzárögzíthetünk egy vele együtt 
mozgó KABC koordináta-rendszert (aircraft-body coordinate frame). Az irányítás 
feladata, hogy a repülési célnak megfelelően változzék KECI -hez képest a KABC 
origójának vabs abszolút sebessége és coB abszolút szögsebessége. Ez a hajtóművek 
teljesítményének és az aerodinamika törvényeinek kihasználásával lehet elérni.

Egy harmadik koordináta-rendszerhez úgy jutunk, hogy a KABC origóját 
merőlegesen levetítjük a föld felületére. Ezáltal kapunk egy pontot a föld felszínén a 
repülőgép alatt, amely a legközelebb van KABC origójához, de amely a 
repülőgéppel együtt mozog. A felület érintősíkjában ebben a pontban az új KNED 
koordináta-rendszer x tengelye északra, y tengelye keletre mutat, z tengelye pedig 
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az érintősíkra merőleges és lefelé mutat (north-east-down). Ez a koordináta-rendszer 
rövididejű repülőutak esetén kvázi inerciarendszernek tekinthető.

A három koordináta-rendszert a 2.2. ábrán mutattuk be. A Föld jó közelítéssel 
egy forgásellipszoid, amely egy ellipszisből keletkezik a K ECI x -tengelye (a föld 
forgástengelye) körüli forgatás révén. Az ábrán az ellipszis excentricitását eltúloz­
tuk, hogy kihangsúlyozuk a Földnek a gömbtől való eltérését.

A föld alakját approximáló forgásellipszoid egy ellipszis forgatása révén kelet­
kezik, amelynek egyenlete

2 2
A-+2L = i b>a>0. (2.105)
a2 b2

Az ellipszis hosszabbik tengelye rE = b = 6378137.000m, a kisebbik tengely 
a = b(\-f) = 6356752.314 m, ahol f = 1/298.257 az excentricitás jellemzője. A 
földkörüli navigáció a hosszúsági és a szélességi fokokon alapul.

2.3. ábra. A földkörüli navigációnál használt változók

A hosszúsági fokok keletre és nyugatra mérendők a Greenwichi Obszervatóriu­
mon keresztülhaladó főmeridiánhoz képest. A KECl keretben navigációs célra az l 
"égi" hosszúsági fok (celestial longitude angle) használatos, amelyet a KECI keret 
y - z síkjában a -z tengelytől mérünk az óramutató járásával ellentétes irányban 
az Északi-sark felől nézve (következésképp egy geostacionárius megfigyelő folya­
matosan növekvő l értékkel jellemezhető).
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A szélességi fok jellemzése összetettebb, mivel a föld alakja eltér a gömbtől. 
Mutasson a KABC keret origójába (a repülőgép tömegközéppontjába) a p(t) hely­
vektor. A 2 geocentrikus szélességi fok és a /z geodetikus szélességi fok a 2.3. áb­
ra alapján van definiálva. A térképek a geodetikus szélességi fokokat használják. A 
Q pont a Kned keret origója és megfelel a tengerszintnek a repülőgép alatt.

A Q pont geocentrikus szélességi foka , amelyre az ellipszis egyenlete alapján 
teljesül

(1 - /)2 tan /z = tan Xs.

A Q pont polárkoordinátái (rs, 2S), ahol

5 n-n/d-z^-nsin2^’

A repülőgépnek a tengerszint fölötti magassága jó közelítéssel

(2.106)

(2.107)

(2.108)

ahol p(f) a mozgásegyenletekből p(t) integrálásával lesz meghatározható.
Elterjedt feltevés, hogy a trajektória Z(0) = 0 celesztikus szélességi fokról indul, 

specifikált A(0) magasság és /z(0) geodetikus szélességi fok értékről, amelyekből 
(2.106) és (2.107) alapján meghatározható 2J0) és rs(0) is. Ekkor a 2.3. ábra 
alapján és a föld forgásellipszoid alakja miatt

p(0) =
'p^

Py(0)
rs sin25(0) + /i(0)sin/z(0) 

0
- [r, cos As (0) + /i(0) cos /z(0)],

(2.109)

A navigáció történhet p(t) vagy (/j(í),Z(í), A(í)) alapján, bár a trajektória meg­
jelenítésére legtöbbször az utóbbit használják. Ezek meghatározása a kinematikai 
modellből keletkező p(t) -bői egyszerű, mert

P (f)
tan If) = -LZ-----=> l(t) e [0°, 360°), 

~PZ^

tan A(í) = -—- => 2(í) e [0°, 360°), 
jp2y(t) + p2z(t)

(2.110)
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A geografikus hosszúság innen a kezdeti lG (0) greenwichi hosszúság ismeretében 
meghatározható:

lG (r) = lG (0) + l(t) - (OEt e (-180° ,+l 80° ]. (2.1H)

Ha a repülőgép orientációja KNED -hez képest ismert Ak„eKmc = Bb alakjában, 

akkor ebből az orientáció a K ECI inercia rendszerhez képest könnyen számítható

AK K = k AK K = BgBb=Bt 
KECI’KABC *-ECI*NED NEDABC ű

(2.112)

révén, ahol AK K két forgatással állítható elő: 
^ECI'^NED °

1 0

akeci,kNI!D = Rot^ l^Rot^y-n) = 0 G
Sí

0

ci

0 -s^
1 0
0

c, 0
— SiS^ ct 

S,

(2.113)

- SiC^ 
Qc,

-BTG

0
0

5,

Ha nem okoz félreértést, akkor a továbbiakban használni fogjuk a KECI -. K E és 
a Kabc =: KB egyszerűsített jelöléseket. Egyrészt aerodinamikai, másrészt 
irányítástechnikai megfontolásból további koordináta-rendszerek bevezetése szük­
séges.

2.4. ábra. A felhajtóerő, légellenállás és támadási szög aerodinamikai értelmezése
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A 2.4. ábra egy szárnyfelületet mutat a szabad légáram útjában bizonyos 
eltéréssel a szabad légáram irányához képest, ahol az eltérés iránya szoros kapcso­
latban áll a repülőgép haladási irányával (lásd az ún. chord line irányát az ábrán). A 
szárnyra két erő hat: a felhajtóerő (lift L) és a légellenállás (drag D). A felhajtóerő 
merőleges a légáramlás irányára, a légellenállás párhuzamos a szabad légáramlás 
irányával. A támadási szög a a chord line és a szabad légáramlás iránya közötti 
szög. Az ábrában az elterjedt angol elnevezéseket használtuk.

▼ (WIND)
BODY
Z-AXIS

2.5. ábra. A támadási és kitérési (elhajlási) szög értelmezése a relatív szélirányhoz képest

Az aerodinamikai erők a repülőgépnek a levegőhöz képesti relatív mozgása miatt 
keletkeznek. Szabad légáramlás esetén ezek az erők invariánsak a szabad légáramlás 
sebességvektora körüli forgatásra, ezért az aerodinamikai erők és nyomatékok csak 
két szögtől, az a támadási szögtől (angle of attack) és /? kitérési szögtől (slideslip 
angle) függenek. Ezek értelmezését relatív szélirány mellett a 2.5. ábra mutatja.

A jobb sodrású KmND szél-koordinátarendszer xw és zw tengelye rendre -D 
és -L irányú, továbbá a keresztirányú erő iránya. Az orientációs mátrix (a ro- 
botikában megszokott terminológiában)

akb,kw = Rot(y,--a)Rot(z,/3)=*
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rs ~ Akb,kw rw ’ rw ~ $rB •

Ca 0 -5/ Cp - $ p o‘ CaC p cas p -S*
^Kfí,Kw 0 1 0 $ p Cp 0 = SP CP 0

Ja 0 Ca . 0 0 1 aC p ~^a^p ca.
s~ak„ (2.114)

A vT valódi levegő sebesség (true air speed) csak irányú komponenssel ren­
delkezik, ezért a repülőgép vB relatív sebessége, amelyet a pilóta tapasztal a 
repülőben ülve és változtat a céljának megfelelően (pl. egy katonai gépben 
támadáskor), kifejezhető a következő alakban:

= Ak k 0

'CaCpvT' 

S pVT 
$ aC pvT

(2.115)

ahonnan következik

vT = ^U2 + V2 +W2, tana = W/U, sin/3 = V/vT. (2.116)

A repülőgépre ható FB külső erő (a gravitációs hatás nélkül) és TB külső nyo­
maték felbontható Fba,Tba aerodinamikai (A) és Fbt,Tbt hajtóműtől származó (T 
thrust) komponensekre a repülőgép koordináta-rendszerében, és hasonlóan a szél­
koordinátarendszerben:

FB= Fy =Fba+Fbt,

l/J
C-d}

(2.117)

Fw — SFb — + SFBT - Fwa + F^, Tw - STB - Twa + Twb . (2.118)Y

A repülőgépre ható (nem gravitációs) erők és nyomatékok függenek a repülőgép 
Swa hatásos szárnyfelületétől (wing reference area), a szabad levegőáramlás q di­
namikus nyomásától (free-stream dynamic preassure), különféle CD,CL,...,CN 
dimenzió nélküli koefficiensektől, és a nyomatékok esetében a b szárny fesztávol- 
ságtól (wing span) és a szárny c közepes geometriai húrjától (wing mean geometric 
chord):
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D = qSwaCD légellenállás (drag),
L = qSwaCL felhajtó erő (lift),
F = qSwaCY oldalerö (sideforce),

L = qS^bC-^ gördülő nyomaték (rolling moment),

M =qSwacCM billentő nyomaték (pitching moment), 
N = qSwabCN kitérítő nyomaték (yawing moment).

A CD,CL,...,CN dimenzió nélküli koefficiensek elsősorban az a és 0 szögektől, 
az irányító felületek (control surfaces) helyzetétől, valamint a Mach-számtól függe­
nek. A Mach-szám a levegő áramlás egy pontjában a lokális levegő sebessége el­
osztva a hangsebességgel a levegőben szabad levegőáramlás esetén.

2.6. ábra. A repülőgéphez rögzített keret a kinematikai és az erő/nyomaték mennyiségekkel

A 2.6. ábrán összefoglaltuk a kinematikai és dinamikai modellek levezetésénél 
és értelmezésénél használt KB koordináta-rendszerben a kinematikai és 
erő/nyomaték mennyiségek értelmezését a három koordinátatengely irányában. Az 
eddig nem szereplő mennyiségek az orientáció jellemzésére használt és a repülés­
technika szokásainak megfelelően nagy betűkkel jelölt 0 (roll), Q (pitch) és ¥ 
(yw) szögek, valamint az coB abszolút szögsebességnek a KB bázisában kifejezett 
P,Q,R komponensei. A 2.7. ábrán egy konvencionális repülőgép irányítási felüle­
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teit mutatjuk be a repülőgép mozgását befolyásoló emelő, csűrő és kormányzó lapá­
tokkal (angolul rendre elevátor, aileron, rudder).

2.7. ábra. Konvencionális repülőgép irányító felületei

2.2.2 A repülőgép kinematikai modellje
A repülőgép tömegközéppontjába, vagyis a KB origójába egy p vektor mutat a 
KE origójából, amely azonosítja a repülőgép pozícióját. A repülőgép abszolút se­
bessége vahs = p , abszolút gyorsulása pedig aubs = p = vabs az inercia rendszerben. 
Mint korábban láttuk, a légkör, amelyben a repülőgép mozog, konstans a>E szögse­
bességgel forog, és ebben a médiumban (a légkörben) manőverezik a repülőgép. Ez 
robotikai analógiával felfogható úgy is, mintha a légkör egy szegmens lenne K E és 
KB közé ékelődve, amelyet egy rotációs csukló forgat. A csukló a föld forgásten­

gelye, amelynek iránya az KE keret xE -tengelye. A repülőgép orientációjának 
megváltoztatása érdekében meg kell változtatni a levegőéhez képest a szögse­
bességet valamilyen coR értékkel, miáltal az inercia rendszerhez képest az abszolút 
szögsebeség ú)B =coE + coR lesz. A repülőgép relatív sebessége, amelyet a 
repülőgépben ülő tapasztal, vB .

Kinematikai öszzefüggések bázisfüggetlen alakban
A kinematikai összefüggések a mozgó koordináta-rendszerben érvényes deriválási 
szabályok felhasználásával bázisfiiggetlen alakban egyszerűen képezhetők:

(OB = O)E + ü)r , (2.119)

^abs =P = VB +Ü}E XP’ (2.120)
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^abs = vb+®b *vB+ú)Exp =

= vB+ú)BXvB+coEx (y B + (OExp) =

= vB +(coB + ü)E}xvB+a>Ex(yoExp) = 

= vB + (mR +2(0^ + ü)E x(wExp).

(2.121)

A kinematikai összefüggések bázisfüggő alakban
Mivel a repülőgép inerciamátrixa csak a hozzárögzített koordináta-rendszerben 
konstans, ezért a Newton-Euler-egyenlet alkalmazásakor a nyomatékegyenletet a 
repülőgéppel együtt mozgó KB koordináta-rendszerben célszerű felírni, ami szük­
ségképpen azzal jár, hogy az coB abszolút szögsebességet és az eb = á)B abszolút 
szöggyorsulást is KB-ben fogjuk felírni. Az erőegyenletnél ez ugyan nem lenne 
szükséges, mivel az m tömeg skalár, de a p pozícióvektor KE inerciarendszerben 
történt értelmezése miatt az erőegyenletet mégis célszerű lesz K£-ben felírni. Vilá­
gos, hogy a repülőgép vB relatív sebességét célszerű Kfi-ben számítani. Másrészt 
viszont, ha az erőegyenletet K£-ben írjuk fel, akkor célszerű a p-vab^ abszolút 
sebességet és az aahs = vabs abszolút gyorsulást KE -ben felírni.

Legyen tehát az rE = AKE KgrB = BrrB rB = ATKE KBrE = BrE koordináta­

transzformáció mátrixa ismert, akkor a kinematikai egyenletek a következők lesz­
nek:

coB = Bcoe + coR 

= ^B 

Bp = vB + B(ú)e xp)« 

P = Btvb +[ro£x]p

Baabs = ^B + (®B + BMe)xVb + B{O)eX(C0eX p)}^ 

B = Baabs - Bt^EX^ P ~ }vb .

(1.122)
(1.123)

(1.124)

(1.125)

Megjegyzés:
i) Ke bázisában számítjuk: p,p,aahs.
ii) KB bázisában számítjuk: ú)b,eb,vb.
iii) A Newton (erő-) egyenletből számítjuk: aahí.
iv) Az Euler (nyomaték-) egyenletből számítjuk: eb.
v) Az abszolút szögsebesség számítására 3-változós (YPR szögeken) vagy 4- 

változós (kvaterniós technikán alapuló) módszereket fogunk kidolgozni.



372,2 Repülőgép dinamikus modellje

Az orientáció 3-változős jellemzése
A repülőgép relatív orientációját a KE koordináta-rendszerhez képest szokás a 2.6. 

ábra és a robotikai konvenciók szerint az YPR-szögekkel jellemezni:

AKe,k„ = YPR(T, = Rot(z, ^Rot^y, 0)Rot(x, <P) =

Cy — 0 Cg 0 S0 ’1 0 0 (2.126a)
Sy 0 0 1 0 0 — S*

0 0 1 ~S0 0 C0 0 $$ C*

rE ~AKE,KBrB- (2.126b)

A repüléstechnikában ennek inverze használatos, amely a fordított irányú koordiná­
ta-transzformációnak felel meg:

A~K\ Ko =A.tKe Kb =Rot(x,^)rRot(y,0)r Rot(z,,P')r, (2.127a)

rB=BrE. (2.127b)

Határozzuk meg AKK kifejezését, mert ebből transzponálással B6P.0AP) is 

meghatározható:

'Cy -Sp 0 ^0 ^0^0

Cy, 0 0 C0 '-S^
0 0 1 — S0 C0S,p C0C,p— — (2.128)

CrC0 C^Sq.^0 —SyíCQ C^S0C(J) + Sy/Stf,
= S^Cq S^S0StJ> +C.BCIÍ) S^S0C(J1 - CipSfp

<r>

Mivel P.0,(t> egy fiktív RRR kar csuklóváltozóinak is felfogható, ezért az 
coB =(üxiB +d)vjB +«)zkB abszolút szögsebesség (a mozgó KB keret bázisában) 

és a ^,0,0 "csuklósebességek" közötti kapcsolat kifejezhető a parciális szögse­
bességek számítására adott képlettel, de a képletben a csuklótengelyek rendre

= k, t2 = j és t3 = i. A parciális szögsebességek számításához a részletszorzatok 
már előálltak (2.126a)-ban és (2.128)-ben, ezért

1
0
0

- $0

C0C,p

0

~S<

0
(pl 7

(2.129)
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A "Jacobi-mátrix" determinánsa det = -0es£-0e00 =-0e, inverze pedig a 
3x3 mátrixok inverzének képlete szerint

Áttérve a választott coB =PiB +Q jB + RkB jelölésre, a

1 0 — s# -c* ■ 0 ■^0 / C0 C^/Ce
0 — CgfC# ©0^0 = 0 C* -s* (2.130)

- ^0 — 1 ^9^0

0^ 1 ^0^0 ^0^0 'p'

0 = 0 00 ~S,p Q =:F(^,0)cüb

0 S# / C0 Cq / _
(2.131)

összefüggést kapjuk az orientáció 3-változós jellemzésének propagációjára.
A (2.131) nemlineáris differenciálegyenletben szereplő mátrix nem ortogonális 

és függ a szögektől, amelyeket tehát a differenciálegyenlet megoldásához
ki kell tudni számítani. A feladat a (2.128) egyenlet szerint egy inverz RPY-feladat, 
amellyel az FI. függelékben foglalkoztunk. A © = ±90° érték szinguláris konfigu­
ráció, közelében C0 =0 miatt (2.131) kiértékelhetetlen. Ezért nagyobb tartományt 
szingularitás nélkül átfogó kvatemiós technikát is be fogunk mutatni.

Megjegyzés: Az RPY szögek a KNED és KB keretek között is értelmezhetők, mi 
több ez a szokásos technika a repülőgép navigációban. Ekkor azonban más lesz a 
szögek értéke, amelyeket jelöljünk kis betűvel: A B transzformáció és az
új transzformáció közötti kapcsolat B(/P,0,F) = BB(<p,i},y/)BG(l,pi), ahonnan 

B,l,^ numerikus értékének ismeretében Bb = BBg numerikus értéke is meghatá­

rozható, és ebből az inverz probléma megoldása kiszámítható. A t? = ±90° 
érték a tengerszint feletti vertikális helyzetnek felel meg.

Az orientáció 4-változós jellemzése kvatemióval
Jelölje a jelölések egyszerűsítése érdekében a)\=coB a repülőgép abszolút szögse­
bességét a Kb mozgó koordináta-rendszer bázisában kifejezve és r az 

inerciarendszerhez képesti orientációt. Az FI. függelékből tudjuk, hogy co= A~'A' 
és a Rodriguez-képlet alapján létezik olyan t tengely és cp szög, hogy ||r|| = 1 és

= + (1 - 0p)[í o r] + , továbbá az A orientáció azonosítható a

q = (t sin —, cos y), ll^ll = 1 kvatemióval, mert q * (r,0) * q = (Ar,0).
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Mivel t2 =<í,í >=1, ezért <t',t > + <t,t'>=0=><t,t'>=Q^>t±t', és ily mó­
don t, txt', t' ortogonális bázist alkot. Ezért cü feírható (0 = + X2txt' +
alakban.

2.1 Lemma: 0) = (p't + (1 -C^t'xt + S^t'. 

Bizonyítás:

= ~(I-Cf,)t, + 59,r'xt = A2t' + A3t'xr=> A2 = -(1-^), =SV,

Felhasználjuk, hogy aXa=0, <a,axb>=0, ax(bxc) = b <a,c>-< 
[a° a]-1 = [ax] [ax], továbbá < t, í >= 1 és < t, t' >- 0 , ezért

? <a,b>,

co x t = 2]í x t + (t x t') x t + ^t'xt = A2 {-t < t, t' > +t' < t, t >} + A3r' x t 
= + Z/xt,

“(2.132)

és hasonlóan

(O x t’ = t x t' - Á2t < t', t’ >, (2.133)
tu x (t x /) = -^t' + A3t < t', t' >. (2.134)

A Rodriguez-képlet alapján

A-^c^+a-c^oíi-s^íx], (2.135)
A' = S<p<p'l + S^t o t] + (1 - )[í o / + f o í] + C^cpXtx} + Spt/x] =

(2.136)
= ■S’p^'trx] [tx] + (1 - C„ )[t ° t' +1' o t] + Cv í?'[tx] + S^ít'x],

ahonnan következik

A't = (\-Cg,)t' + S,pt'xt (2.137)

A't' = -S^cp't' + (i-c<p)t<t',t'> +Cv(ptx t' (2.138)

«)xt = A~'A't =

= {Cí,/ + (i-C¥>)[tot]-SJrx]}{(l-Cp)r' + S/xt} = (2.139)

= {CÍ,/+(1-Cp)[roí]-Sp[íx]}.

• [-S^'t' + (1 - C?) t < t', t' > +Cv(p't x t'} =

~ <p't + (l-Cf))txt' = Alt-A2txt'=>Aj -q>\ A2 =-(1-^). 
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Ezért 69 = + A,2fX.t' + X3t' = (p't-(\-C,p)t'X.t' + S(p t', ami ekvivalens a lemma 

állításával.

2.2 Lemma: Legyen az 4 orientációs mátrixszal ekvivalens kvaternió

q = (w,s) = (tsin^,cos^), |í|| = l, (2.141)

akkor
(0 = 2{—ws' + (—[wx] + 5/)v/}. (2.142)

Bizonyítás:

Következik a q kvaternió alakjából, hogy

(p = 2 arccos s => cp' = -2

1

2 ,
--------- 5 ,

■ V sin — 
2

w 
t =-------

■ <Psin — 
2

t =--------- w 
■ <p sin —

2
• 2 <P sm —

2

cp 1 , 
COS-------(p =5

22

1__
2^2

2

(p , cos — (-
2

2
• <P in — 

2
■ <P sin — 

2

KV ,

-------55 .
3?

2

(2.143)

(2.144)

(2.145)

Helyettesítsük be ezeket az co = tcp' - (1 - ) t x t' + S^t' összefüggésekbe, akkor
kapjuk, hogy

W
Ct) =----------

• (psin —
2

2 
------- s

■ <P sin —
2

n / 2 (P -2 V" [WX]-{l-(cos y-sm —)}
• <P sin —

2

w
. (p sm —

2

w 
------------ 5 5

• 3 <Psm —
2

„ . (p <p+ 2 sin — cos —
2 2

w
■ (P sin — 

2

w
. 3 <P 

sin —

jj

2

=-2--------- 5 -2[h'X]w +2
■ 2 (p 

sin —
2

2 (P cos — 
/ 2

5W 4--------- —ws
. 2 <P sin —

2

Cl) = 2{-H’s' + (- [ wx] + 5/)^'},
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ami a lemma állítása.

Következmény:
i) Mivel ||<7||2 = w2 + s2 = 1 => 2(wTw' + s/) = 0, ezért

— w
s

-[wx] + s/
T r

W WA /

ii) Az egyenletben szereplő mátrix ortogonális:

- wT s — w — [wx] + sí 
[wx] + sí w s wT

(2.146)

(2.147)

iii) A kvatemió idő szerinti deriváltja kifejezhető

7^1 -WT 

wj 2 [wx] + s/

co -val és q -val bilineáris alakban:

5 ' a>y 1 T — W 1 ( T \
— CO W— — 69 = — , (2.148)

W 2 [wx] + sl 2 COS-COX W

(2.149)
's'A 1 0 coT (s'

w'J 2L-« v

Az eredményeket a gyakorlat számára a következő lemma foglalja össze.

2.3 Lemma: A repülőgép AKeKb = P’ orientációja kifejezhető egy 4-dimenziós 

=(í, )7 vektorral, és ha coB ~{P,Q,R)T jelöli a repülőgép

abszolút szögsebességét a KB keret bázisában, akkor az orientáció propagációja

1
q 2

' 0 P Q R'
-P 0 -R Q
-Q R 0 -P
-R -Q P 0

Jl l 
to

 1 —
 

41 (2.150)

Megjegyzés: Az coB -tői függő Q mátrix a következő tulajdonságokkal rendel­
kezik:

^2 =-(p2 +e2 + r2v=-|N21'

^2n+1 =(-i)>B||2"^.

(2.151)
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2.2 .3 A repülőgép állapotegyenlete
A repülőgép kinematikai és dinamikus modellje együttesen alkotja az állapotegyen­
letet, amelynek felállítása előtt még tisztázni kell a külső erőkben fellépő gravitációs 
hatást, mivel az magasságfüggő, valamint az inerciamátrix alakját, kihasználva a 
repülőgépek jellegzetes szimmetria tulajdonságait.

A nehézségi gyorsulás függése a repülőgép pozíciójától
A tömegvonzás törvénye szerint a Föld egy F erőt fejt ki a repülőgépre, amelynek 

nagysága

F (2.152)
M H H

ahol G konstans, M a Föld tömege, m a repülőgép tömege és p a repülőgép tö­

megközéppontjába mutató vektor, továbbá GM = 3.98599927 ■ 1014 m3/s2. A ne­
hézségi gyorsulás vektora

GM
(2-153)

Értéke változik p -vei, például |g|| a tengerszinten az egyenlítőnél 9.81425m/s2, a 

sarkokon pedig 9.83193 m/s “. Különféle korrekciós képletek ismertek a Föld ellip­
szoid alakjának figyelembevételére, amelyek rendszerint p helyett egy korrigált p 
értéket használnak, amely a 2 geocentrikus szélességi fok függvénye. Egy ilyen 
például a következő:

Px = Px [1 + L5J2 (rE /||p||)2 (3 - 5 sin2 2)],

Py = Pj[l + L5J2(r£/||p||)2(l -5sin2 2)], (2.154)

Pz = P J1 +1 -5J2 (rE dH|)2 (1 - 5 sin 2 2)],

ahol rE = 6378137 m az egyenlítő sugara és J2 = 1.08263 ■ 10"3 az ún. gravitációs 
harmonikus konstans, továbbá 2 = arcsin(pt /||/?||).

A repülőgép inerciamátrixa és inverze
A repülőgép alakjának szimmetria tulajdonságai miatt Kxy,Kv. =0 feltételezhető, 
ezért
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0 V
K = 0 0 (2.155)

0

detK = Ky(KxKz-K2xz)=-.Kyr=*r = KxKz-K2XZ, (2.156)

. 1
0

K~' = — 0 r/Kv 0
r y

0 Kx
(2.157)

Newton-Euler-egyenlet (lásd FI, függelék)
A korábban bevezetett konvenciókkal a Newton (erő-) egyenlet szerint

maabs =bT Fb- mg => Baahs = — -Bg
m F (2.158)

vB + B[ío£x]2 p + { [ípbx] + B[ú)ex]Bt }vb= — ~ Bg.
m

Az Euler- (nyomaték-) egyenlet szerint

Keb + coB x (Kíob ) — Tb 

üB + K~\a)Bx]Ka)B = K~]Tb.
(2.159)

Repülőgép állapotegyenlete kvaterniós orientáció jellemzés esetén
Használjuk az orientáció jellemzésére a 4-változós kvaterniós technikát, akkor az 

/ T T T T T 13
x = {p állapot választás mellett a repülőgép következő ál­
lapotegyenletéhez jutunk:

0

' P ' [tü£x] Bt 0 0 ' P "
^B ^B[coex]2 ~([íobx] +B[ú)ex]Bt) 0 0

VB

(bB
— 0 0 -K~'[cobx]K 0

(OB
+

> 0 0 0
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Az állapotegyenlet nemlineáris, mert az állapotmátrix tartalmazza a 

mátrixokat, amelyek az állapotvektor függvényei. Ez az állapotegyenlet jól használ­
ható a föld körüli nagy távolságú és nagy sebességű repülés esetén szimulációs és 
irányítási célra (Round-Earth-Equations).

Repülőgép állapotegyenlete RPY szöges orientáció jellemzés esetén
Közepes távolságú repülés esetén választható közelítő inercia keretként a KNED ko­
ordináta-rendszer. Ez a keret ugyan gyorsul és forog, de a Föld által okozott gyor­
sulása elhanyagolható a manőverező repülőgép gyorsulásához képest. A rendszer­
egyenletekben a pozíció a Kned origójából mért pNED , továbbá pNED = Btbvb . A 

nehézségi gyorsulás egy ||g0|| = 9.8054 m/s2 átlagértékkel vehető figyelembe, amely 

megfelel a tengerszinten mért nehézségi gyorsulásnak a 45° szélességi fokon, irá­
nya zNED- Használhatjuk a korábban bevezetett, KNED-hez relatív 3-változós ori­
entáció jellemzést a (p, ű, ip RPY szögekkel és a Bb mátrixszal. Az 

x = (vB, ú)B, (p, A V,Pned yT állapotválasztás mellett a repülőgép állapotegyenlete a

következő lesz:

[<wBx]vB
( F
~ + BBg0

tyB — - K~'[ü)bx]Kcob
+

m
K~'Tb (2.161)

0 F((p, ű)coB 0
Pned ? < BbVb ) l 0 ,

Az egyenletet szokás sík-Föld egyenletnek nevezni (Flat-Earth-Equations). Ha a 
lokális szél WN,WE,WD komponensekkel jellemezhető és konstansnak tekinthető a 
repülőgép méretéhez képest egy jelentősen nagyobb régióban, akkor a repülőgépnek 
a légáramláshoz képesti sebessége vR = vB - Bb(Wn,We,Wd)t . Ez az egyenlet 
hozzávehető a sík-Föld egyenlethez. Ekkor a szél komponensek bemenő jeleknek 
tekinthetők, és az aerodinamikai erők és nyomatékok számításakor vB helyett vR 
használandó.

2.3 Helikopter dinamikus modellje
Egy tipikus felépítésű helikopter sémáját mutatja a 2.8. ábra. Jól látható, hogy a 
repülőgéphez képest jelentős eltérés van a hajtóművekben, mivel a meghajtást a 
főmotor (M, main motor) és a farokmotor (T, tail motor) forgó lapátjai által kiváltott
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felhajtóerő biztosítja. A helikopter testéhez és a motorok állórészéhez egy-egy koor­
dináta-rendszert rögzítünk, ezek rendre KB, KM és KT . A motorok elhelyezkedése 
miatt a felépítés nem szimmetrikus, ezért a tehetetlenségi mátrix általános alakú.

2.8. ábra. Tipikus felépítésű helikopter

A helikopter modelljében használt geometriai paramétereket a 2.9. ábra tartalmazza.

2.9. ábra. A helikopter geometriai paraméterei
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A hajtások modellezésénél azzal a feltevéssel élünk, hogy egy rövid tranziens 
után a rotorok felfoghatók egy nagy sebességgel forgó keskeny tárcsának, amely ál­
tal kifejtett felhajtóerő iránya a tárcsa síkjára merőleges irány, nagysága pedig \Fm | 

a főmotor esetében, illetve |Fr | a farokmotor esetében. A farokmotor rotorja fix 

síkban forog, és az FT erő iránya párhuzamos az yB tengely irányával. A főmotor 
forgó lapátjai által alkotott sík tárcsa normálisa alaphelyzetben -zB irányú, de a he­
likopter haladási irányának befolyásolása érdekében a normális iránya elforgatható. 
Az irány egy yB körüli aM forgásszöggel és egy xB körüli forgásszöggel be­
folyásolható, amelyek változtatása a helikopter irányítórendszerének feladata. Jelölje 
a főmotor rotorja síkjának normálisa irányába mutató egységvektort G(aM 
felírva a KB keret bázisában.

A két motor által kifejtett erő a helikopter tömegközéppontjában

Fb = G(aM , )\Fm | + Ft yjB. (2.162)

Az Fm és Ft erők nyomatéket is fejtenek ki a tömegközéppontra az rM és rT 
helyvektorok által definiált offset miatt. Legyen adott egy F,, T} erő és nyomaték 
egy Pi pontban, és keressük az ezzel ekvivalens F2, P2 erőt és nyomatékot egy P2 
pontban, a P2 -bői P, -be mutató helyvektor pedig legyen r2). Akkor felvehetünk a 
P2 pontban egy -F^ + F^ = 0 erőt, ezért P2 -ben az ekvivalens erő F2 = F, lesz, az 
ekvivalens nyomaték pedig , megnövelve a Px -ben ható F} és a P2 -ben ható -F} 
erőpár nyomatékával, tehát P2 = + r21 x F,. Ez azt jelenti, hogy FM és FT a tö­
megközéppontban rM x G(aM , Pm )\Fm | + rT x FT yjB nyomatékot hoznak létre. 

Feltesszük még, hogy a motorok tengelyén az aerodinamikai hatások reakciónyo- 
matékokat is kifejtenek, amelyek a forgásirányok figyelembevételével legyenek 
\Qmr |kB és -|öra|A • A teljes nyomaték a tömegközéppontban

TB = Nrw ^G^M,PM) + \FTy\rTxjB +|2a«|*b -|2t«|jb. (2-163)

A Newton (erő-) egyenleteket inerciarendszerben írjuk fel. Legyen Kt egy 
inerciarendszer, például KE vagy a kvázi inerciarendszemek tekinthető KNED. Is­
merni kell az A := AK: Kg orientációs mátrix valamilyen leírását (pl. az RPY szöge­

ken alapulót), hogy az FB erőt felírhassuk az inerciarendszer bázisában. Az Fex, 
gravitációs hatást is magába foglaló külső erő

Fext AG(aM, PM )|Fm | + Ft yAjB + w|g|ky. (2.164)
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Az Euler- (nyomaték-) egyenletet a helikopter tömegközéppontjához rögzített 
KB keret bázisában írjuk fel, mert ebben a tehetetlenségi mátrix konstans. Ezért a 
helikopter abszolút szögsebességét is a KB bázisában kell felírni, amire teljesül 

[tosx] = A~'Á=$Á = A[<wfix].
Jelölje p az inerciarendszer origójából a helikopter tömegközéppontjába mutató 

vektort, és legyen vabs a tömegközéppont abszolút sebessége, továbbá fejezzük ki a 
P,vabs vektorokat a bázisában. Akkor a helikopter egy lehetséges állapot­

egyenlete megadható a következő alakban:

P = vabS’
mvabs=Fext< (2.165)

Á = A[í»sx],
Kú)b = -coB x (KcoB ) + Tb,

ahol m a helikopter teljes tömege és K a helikopter teljes tehetetlenségi mátrixa.

Megjegyzés: A harmadik egyenletben A, Á mátrixok, az egyenlet egy mátrix­
differenciálegyenlet, amely helyett RPY szöges orientáció jellemzésnél vehető a 
(2.131) vektor-differenciálegyenlet.

Irányítástechnikai szempontból célszerű külön is megvizsgálni a rotoroknak az 
erőkre és nyomatékokra kifej Itett Fr és Tr hatását, ahol

Fr =\FM\AG(aM,PM)+FT'yAjB, (2.166)

\Fm Hm x G(aM >Pm) + | FTy |rr X jB -

=\tm

0 
rMz 

~ rMy

0
Mz 

rMy

~rMz

0
^Mx

~ rMz

0
rMx

rMy

~ ^Mx

0

“ rTz

0
rTx

'Gx(aM,PM) 

Gy^M'PM^ + 

G^Pm )y

Tm Gx (aM ’ Pm )

" rTz

0
rTx

rMy

TM Gy(aM + rMx Tm \Gz{ctM,pM) =>

0

Gx (aM , PM)
Tr».H TMGy{aM,pu) +h,\TM\GpaM,pMY (2.167)
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Itt a H -t tartalmazó tag tekinthető a rotációs dinamikán keresztül ható irányító 
hatásnak, míg a h0 -t tartalmazó tag a transzlációs és rotációs dinamika közötti csa­
toló hatás. A H mátrix invertálható, mivel a helikopter felépítésének megfelelően 
rMz » rMx’rMy és rTX » rTy - rTz • Kis , PM szögek esetén G = (-aM , pM ,l)r .

Világos, hogy A = [/fi mB nB], ahol pl. lB nem más, mint iB felírva az

bázisban. Ezért lB,mB,nB ortonormált bázist alkot, és alkalmas a külön­
féle hatások szétválasztására. A rotorok által kifejtett erő felírható

Tm

Fr = nB \^M (aM ’ Pm ) + mB mB
Gx (aM ' Pm ) 
Gy (aM ’ Pm ) (2.168)M

alakban. Célszerű bevezetni a w = (wl,w2,w3')T és az u>0 névleges beavatkozó 

(vezérlő) jeleket, ahol w feladata a KB keret tengelyei körüli forgások, u feladata 
pedig a fő rotor által létrehozandó -nB irányú felhajtóerő komponens irányítása:

Gx (aM ’ Pm ) aM \^m |
W~H TMGy(aM,PM) = PM\TM\

u (O!m ,Pm)-FMz

(2.169)

(2.170)

N N
Vezessük be az L = [e, e2 e2] jelölést, ahol e,e R3 az i -edik standard 
egységvektor, akkor AL = [ZB mB mB] és nB = Ae2 miatt

Fr = -uAe3+ALK~lw, 
Tr = w- kou.

(2.171)

Mivel n^AL-e^L — Q, ezért az Fr-ben szereplő két komponens merőleges egy­

másra. Az első komponens a fő beavatkozó jel a transzlációs mozgás számára: min­
dig a helikopterhez rögzített koordináta-rendszer -zB tengelyének irányába mutat 
(amelyet az inercia rendszerben -nB fejez ki). A pozíció irányítása a helikopterhez 
rögzített keret újra orientálása révén érhető el. A másik komponens merőleges erre 
az irányra, várhatóan sokkal kisebb az elsőnél, és a nyomaték irányításával együtt já­
ró csatoló hatás. Tr alakjából világos, hogy a nyomaték w révén teljesen 
irányítható, és kou a transzlációs és rotációs mozgás közötti csatoló hatásért felelős.
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A beavatkozó jeleket visszaírva az állapotegyenletbe olyan alakhoz jutunk, 

amelyből jól láthatók az irányítás fő és a csatoló hatásai:

P = Vah^

rrtVahs = ~UA + ^^3 + ALK^ w,

Á = A[a>Bx],

Kúb = —<OB x (KcoB ) + \Qmr |e3 - \Qtr |e2 + w - kQu.

(2.172)

Megjegyzés: Ha a repülőgép vagy a helikopter egyszerű repülési módban halad (pl. 
konstans magasságban és konstans sebességgel stb.), akkor a nemlineáris dinamikus 
modellje linearizálható, és a különféle tipikus üzemmódokhoz tartozó linearizált 
modellek felhasználásával a zavarások és változások kompenzálására szabályozások 
tervezhetők a lineáris irányításelmélet módszereinek felhasználásával. Bonyolult 
üzemmódok esetén azonban a nemlineáris irányítások elméletét, vagy más korszerű 
módszert (LPV irányítás stb.) kell bevonni a tervezésbe.





3. SZTOCHASZTIKUS IRÁNYÍTÁSOK 
FREKVENCIATARTOMÁNYBAN

Ebben a fejezetben a diszkrétidejü SISO sztochasztikus irányítások területéről két 
problémával, a minimális varianciájú irányítással (MVC, minimum variance control) 
és a lineáris-kvadratikus Gauss-féle irányítással (LQG, linear quadratic Gaussian 
control) fogunk foglalkozni frekvenciatartományban (oprátor módszerrel). Az LQG 
elnevezés lineáris rendszer kvadratikus kritérium szerinti irányítására utal Gauss-féle 
zajt feltételezve. A téma iránt mélyebben érdeklődő olvasó számára a terület széles 
irodalmából kiemeljük Aström és Wittenmark [6], valamint Goodwin és Sin [7] 
könyvét.

Felhasználjuk könyvünk I. kötete F6. és F7. függelékeinek eredményeit, amely­
ben összefoglaltuk az l2 tér feletti stabil lineáris operátorok és a sztochasztikus fo­
lyamatok tulajdonságait [1]. Speciálisan az

A(^)y(r) = + C(q)e(t) (3.1)

ARMAX folyamat esetén stabil H(q) = C(q)/A(q) operátort és e(t) diszkrétidejű 
fehér zajt feltételezve a zajhatás korrelációs struktúráját

F(z) = —^y- (3.2)
A(z) A(z )

definiálja, ahol a korrelációs struktúra megtartása mellett C(z) helyett választható

C(z), amely kielégíti a következő feltételeket:

(1) C(z) fokszáma azonos A(z) fokszámával: gr C=nA

(2) H(z) = —-— minden p, pólusa az egységkör belsejében és minden z, zérusa 
A(z)

az egységkör belsejében vagy határán helyezkedik el: |p,| < 1, |z, | < 1.

Szintén felhasználjuk a könyv I. kötete 13. fejezetének eredményeit a kimenőjel 
optimális predikciójáról [1], Legyen a zajos rendszer

y(t) = G(q)u(t) + H(q)e(t), (3.3)

ahol G(q), H (q),H~'(q) stabil szűrök,

H(q)=HkW + q~kHk(q) (3.4a)
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Hk (q) = 1 + h^q 1 ■+-----Vhk_\q 11 (3.4b)

Hk(q) = hk +hk+}q~' + hk+2q~~ +••• (3.4c)

és teljesülnek a következő feltételek:

i) Hk(q)e(t + k) és Hk{q)H'\q)[y(t~)-G{q)u{t)] függetlenek

ii) Hk(q)e(t + k) és G(q)u(t + k) függetlenek
iii) Ee(í) = 0, Vr esetén.

Ha rendelkezésre állnak az

X~H...,X'-2),Xí-i).X')} (35)
= {..., u(t + k - 2), u(t + k -1), u(t + k)}

megfigyelések, akkor az E[y(t + k) - y]2 -» min kritérium szerinti k -lépéssel 

előretartó y(t + k\ y'_x, ) = y(t + k\t) optimális becslés

y(t + k\t) = G(q)u(t + k)+Hk (q)H~'(q)[y(t) - G(q)u(t)] = 
~ ~ (3.6)

= [1 - q~k Hk (q)H -1 (q)]G{q)u(t + k) + Hk (q)H -1 (^)y(í).

A további tárgyalást megkönnyíti a P(z) polinomhoz tartozó P*(z~i') ún. recip- 
rok polinom bevezetése:

P{z) = P0zn + PiZn~' +■" + Pn-lZ + pn

P(z~') = poz~n + piz~(,‘" +■■■ + ptl^z^ + pn

P\z) = zsrPP(z~') = znP(z^') = p0 + piz + --- + pn^Zn~' + pnZn

p\z-') = z-grPP(z) = z~n P(Z) = p0 + pxZ-i+-+ p^z-^ + pnZ~n.

A reciprok polinom segítségével írható, hogy

B{z) = bozm +-- + bm]Z + bm = _

A(z) aoz"+--- + an_lz + an a0 + + ••• + anz~n
. _] (3'°)

_ 7-(grA-grB) B )

A‘(z"')’

B ) _ -(grA-grB)

r(z-'> au>- (3-91
Speciálisan, ha
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?-1C(z) = A(z)F(z) + G(z), (3.10)

ahol grC = gr A = n , grF = k-\, grG = n-\ és C, A, F normalizált (1 vezető 

együtthatójú, monik) polinomok, akkor z"("+*'1)-gyei végigszorozva kapjuk, hogy

9-nC(z) = z-n ACzjz’^’Fíz) + z~kz~^G(z), (3.1 la)

C*(z-,) = A*(z-,)F*(z"*) + z-*G*(z-1). (3.Hb)

(3.11C)
A^z’1) " A‘(z-1)

3.1 Kauzális és antikauzális operátorok
Tisztázzuk előbb a stabilis és labilis operátorok kapcsolatát a kauzális és 
antikauzális (nemkauzális) operátorokkal. Egy operátort kauzálisnak fogunk nevez­
ni, ha kimenete a bemenetnek csak az aktuális és a múltbeli értékeitől függ. Hason­
lóan egy operátort antikauzálisnak (nemkauzálisnak) fogunk nevezni, ha kimenete a 
bemenetnek csak az aktuális és a jövőbeli értékeitől függ.

3.1 Lemma: Legyen P(z) stabilis polinom, akkor ---------- kauzális operátor. 
P\q~')

Bizonyítás:

Mivel P(z) stabilis polinom, ezért bármelyik z - z, faktorára teljesül |zf|<l, 

ahonnan következik
(i) P\q) = q"P(q ') egy faktora q(q ' -z,) = l -qZj,

(ii) P\q~') = q" PW egy faktora q~'(q - z,)^-q'Z,,

(iii) -----J----- egy faktora ----- , ahol L",z,k|zí|<l (mivel a q 1 operátor
p*^') Zi 11 11

normája 1), és ezért ----- = 1 + q~'Zj + q~2z- +••• kauzális operátor, mert
1-^ Zi

tetszőleges u(t) bemenő jelre alkalmazva az operátort a kimenet csak 

u(t), u(t - 1),... értékeitől fog függeni.

(iv) Részlettörtre bontással következik, hogy-------- — kauzális operátor. 
P (q"')

3.2 Lemma: Legyen a P(z) polinom minden faktora labilis, akkor —- 

antikauzális operátor.
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Bizonyítás:

Mivel a P(z) polinom minden faktora labilis, ezért bármelyik z - z, faktorára telje­
sül |z, | > 1, ahonnan következik

(i) —-— egy faktora —í— = -z?---- !—-, ahol Lzf1 II < Iz”1I < 1 (mivel a q
P(q) q-Zi \-qzi " « । ।

operátor normája 1), és ezért —-— = -z/ {1 + qz~] + q2z~2 + ...} antikauzális 
q~Zi

operátor, mert tetszőleges u(t) bemenő jelre alkalmazva az operátort a kimenet 
csak u(t), u(t +1), u(t + 2),... értékeitől fog fuggeni.

(ii) Részlettörtre bontással következik, hogy antikauzális operátor.

Következmény: Legyen B(z) = B+(z)B~(z), ahol B+(z) stabilis polinom és B~(z) 
minden faktora labilis (röviden labilis polinom), és legyenek A(z), C(z) stabilis po- 

linomok. Akkor az előző két lemmát A(z),C(z),B~(z)-re alkalmazva kapjuk, 
hogy 1 -- és 1. kauzális operátorok, ellenben —-— antikauzális ope-

A (^" ) C(q~') B~ (q)
rátör.

3.2 Optimális predikció ARMA modell esetén
Legyen A(q) stabilis operátor, és tekintsük az

A(y])y(G = C(q)e(t)<^ y(t) = !^e (3.12)
A(q)

ARMA modellt. A korrelációs struktúrát megtartva feltehető, hogy A, C normali- 
zált, grC = grA = n és C(^) stabilis operátor. Ezért egyrészt (3.9) és (3.4a-c) sze­
rint

(313)

másrészt viszont, ha tekintjük a z* 'C(z) = A(z)F(z) + G(z) diophantoszi polinom 

egyenlet megoldását, akkor (3.10) és (3.11a-c) szerint Hk = F* és Hk = G' I A*, 
ezért
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HkH~' G' A* _ G* 
A* C* ~ C*

(3.14)

Az optimális k -lépéssel előretartó prediktor ARMA modell esetén (3.6) szerint

y(t + k 1t) = Hk (q)H (q)y(f) = y(t) = y(t). (3.15)
C (q ) C{q)

Együttható összehasonlítással (3.10) mindkét oldalán kapjuk, hogy

= űi + /i 

c, = a, + a,f. + f-,2 2 171 72 (3.16a)

c*-l = ű*-l +a*-2/l 4 ^a\fk-2 + fk-l

ck =ak +^k-\f\ + -" + a\fk-\ +go

ck+i =ak+l +akf\ +'" + a2fk-\ +S1 ,
(3.lob)

Cn =an + an-}f\ + - + ^n-k+\fk-\ + g n-k

0 = anJ\ + an^f2 + --- + an_k+2fk_r+ gn_k+l

: (3.16c)
0 = ű«A-i +s„-i •

A (3.15) optimális k -lépéssel előretartó prediktor ARMA modell esetén a (3.16a-c) 
lineáris egyenletrendszer megoldásával határozható meg, a prediktorban

= goqn~' + giqn~2 + - + gn_2q + . (3.17)

3.3 Minimális varianciájú szabályozás
Tekintsük a 3.1. ábra szerinti minimális varianciájú szabályozást (MVC). Feltesz- 
szük, hogy A(q) stabilis operátor. Külön vizsgáljuk a stabilis és labilis inverz rend­
szer esetét. Az alapjel figyelembevételét később fogjuk tárgyalni.

3.3.1 MVC stabilis inverz rendszer esetén
Stabilis inverz rendszer esetén B(q) stabilis operátor, azaz minden gyöke az 
egységkör belsejébe esik. A korrelációs struktúra megtartása mellett feltehető, hogy 
A, C stabilis, normalizált és grC = gr A . Ha d = gr A — gr B a pólustöbblet, akkor
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e

3.1. ábra. MVC szabályozás hatásvázlata

A (^ ) A (q ')

y^ + ««+; ^ + ^) • (3-18b)
A (^ ) A (^ )

Oldjuk meg a

zd-lC(z) = A(z)F(z) + G(z) (3.19)

diophantoszi polinom egyenletet k = d esetén (3.16a-c) szerint, akkor (3.1 la-c) és 
(3.18b) felhasználásával írható, hogy

A\q~l) A*«')

y(t + d) = F\q~' )e(t + d) + G^ } e(r) + .
A\q-') A\q~})

(3.20)

(3.21)

Az e(t) zaj kifejezhető (3.18a)-ból:

e(t) =
A\q~l)
C\q~')

y(f)~
B^q-') 
C^q-')

(3.22)u{t -d),

amelyet (3.21 )-be behelyettesíthetünk:
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y(t + d) = F* (q ')e(í + d) +

G\q-')\A\q~>) J
A’^LCV/ } C\q~')q “ ]

(3.23)

A\q~2

Másrészt viszont (3.20) szerint q dG* / A* = C* / A* - F*, amelyet behelyettesítve 
(3.23)-ba összevonások után kapjuk, hogy

y(t + d) = F^q-' )e(t + d) + 211^1 y(t) + u(t). (3.24)
C\q~') C\q~})

Mivel C(z) stabilis, ezért a 3.1 lemma szerint C*(^-1) kauzális (stabilis) operátor.

Vegyük észre, hogy grF-d-\ és (3.7) miatt a (3.24) jobb oldalán álló első 
tag csak a zaj jövőbeli e(t + d),..., e(t + 1) értékeitől függ, ezért nem befolyásolha­
tó. A jobb oldal második és harmadik tagja stabilis rendszer kimenete, ezért csak az 
aktuális és múltbeli y(t), y(í-l),... illetve u(t),u(t -1),... értékektől függ.

Minimális varianciájú szabályozás esetén a cél az E y2(t) variancia minimali­
zálása. Gyengén stacionárius jeleket feltételezve választható az ezzel megegyező 
E y2 (í + d) variancia minimalizálása, amely (3.24) szerint három tagra bontható:

E y2 (t + d)= E[F*e(t + d)]2 +

F* fí* 
+2E{F*e{t + J)[---- y(t) +-------- u(t)] + (3.25)

C* C*

+E[^y(t) + ^4~u(t)]2.
C C

Ha e(t) nulla várható értékű fehér zaj és e, y és e,u korrelálatlanok, akkor a má­
sodik tag nulla. Az első tag nem befolyásolható, és az abszolút minimum ott van, 
ahol

^Ty(t)+ 
c

F'B’
C‘

u(t) = 0 => u(t) = -
G\q-') 

F\q-')B\q~')
y(t) = -

G(q)
F^q)

y(t}.

3.1 Tétel: Az optimális MVC irányítás stabilis inverz rendszer esetén

u(t) = -
G'(q-') 

F\q-^BXq-')
y(0 = - G(q) 

Flq)B(q)
y(G, (3.26)

ahol F(q) és G(q) a (3.19) diophantoszi polinom egyenlet megoldása.
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Az optimális zárt rendszer átviteli függvénye

C
D = A = BCF (3 27)

ye 1+*.-^ B(AF+ G) BCqd-' q“~}'
A FB

ahol az egyszerűsítésnél és kiejtésnél kihasználtuk a (3.19) egyenletet és B,C stabi­
litását. Jól látható, hogy a zárt rendszer minden pólusa z = 0 -bán van (dead beat op­
timális rendszer).

Ha bevezetjük a visszacsatolás számára a

-~ = -—=^R = BF,S = G (3.28)
R BF

jelölést, akkor a zárt rendszer karakterisztikus egyenlete

AR + BS = ABF + BG = (AF + G)B = zd~lCB =: AmAt,B+ (3.29)

alakra hozható, ami szoros kapcsolatban van a könyv I. kötete 9. fejezetében megis­
mert módszerrel, amely szerint Am -zJ~' a referencia modell nevezője, Atl=C a 

megfigyelő polinom és B = B+ , továbbá AI)B+ kiejthető [1],

3.3.2 MVC labilis inverz rendszer estén
Legyen B(z) = B+(z)fi“(z), ahol B~ (z) gyökeire |z,|>l teljesül. Feltesszük, hogy 

A(z) -nek és B~ (z) -nek nincs közös faktoruk (relatív prímek).
A korrelációs struktúra megtartása mellett feltehető, hogy A,C stabilis, normali- 

zált és grC = gr A . Legyen fi = , ahol B+ stabilis és normalizált, B~ pedig
labilis. Tekintsük ezután a

z^C^B-Xz) = A(z)F(z) + B~(z)G(z) (3.30)

diophantoszi polinom egyenlet megoldását, ahol d = gr A- gr B , 

gr F = d- \ +gr B és gr G = n -1. A diophantoszi egyenlet biztosan megoldható, 

mivel A(z) és B~(z) relatív prímek, lásd a könyv I. kötetének 9. fejezetét [1], A 

(3.30) egyenletetben ^-t helyettesítve és mindkét oldalon <7"w"l+'1+A’rB ’-szál szo­
rozva és felhasználva a (3.7) összefüggéseket a következő alakhoz jutunk:

C\q-^B^) = A\q-')F\q-x) + q-dB-\q^GXq-'), (3.31)
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amiből következik

C* B~ F* G*
------------- --- -----------1- q ---- . 
A* B~* B~*--------A*

(3.32)

Vezessük be a

(3.33)

transzformált kimenőjelet. Ha B (z) egy faktora z - z,, ahol |z,| > 1, akkor

— / megfelelő faktora —----- lesz, és mivel
B~*(z~') l-z“'z,

Z~' -Zj z-z,- _ z~' (1 — z z, )(z — z,) _ 
l-Z^Zj 1-ZZi z_1(z-z,)(l-zz,)

ezért a könyv I. kötete F7. függeléke szerint a két jel teljesítménysűrűség spektruma 
azonos lesz [1]:

=&n => 7^(0) = ^ (3.35)
2/r J 2# J-n $ -it

min E w2(f) = min Ey1^. (3.36)

Gyengén stacionárius jeleket feltételezve Ey2^) minimalizálása helyett választ­

ható a vele megegyező Ew2(t + d) minimalizálása.

Másrészt viszont (3.18b) szerint írhatjuk, hogy

w(t + d) =-----— 2 y(t + d) =

A (q-‘)

B’(q~') 4'(«-1) S”(9 )A’(q )



60 3. SZTOCHASZTIKUS IRÁNYÍTÁSOK FREKVENCIATARTOMÁNYBAN

ahonnan (3.32) felhasználásával következik

p* B B~ G
w(t + d) = —-e(f + d) +---- ;—h(0 + — e(t).

B A A
(3.37)

Tekintsük (3.32)-ben az F* / B * tagot, akkor (3.7) és a 3.2 lemma szerint

F qd = (1 + /^’' + - + f B-+d =
B^-') JgrB+d-^

~(n^rB +d 4- f nSrB~+d~} a_____ l f _-(« +/,« +

2 
= ÍZ] í/+ #2*7 +•••

antikauzális operátor, ezért

FJq e(t + d) = qde(t) = a}e(t +1) + a^t + 2) + • • •. (3.38)

Tehát (3.37)-ben az első tag csak a hiba jövőbeli értékeitől függ, és ezért nem befo­
lyásolható. Ha e(r) nulla várható értékű fehér zaj és e,y és e,u korrelálatlanok, 

akkor Ew2(t + d) minimuma ott van, ahol

B+*B~
A’

G *
M(t) + —e(í) = 0, 

A
(3.39a)

(3.39b)B+\q-x)B-{q-x^ ’

Fejezzük ki az optimális u(t) értékét y(t) -vei, felhasználván w{t) (3.33) sze­
rinti definícióját, az optimális u(t) irányítás (3.39b) szerinti alakját, a (3.37)-ből és

F*
(3.39a)-ból következő w(t)= —e(t) összefüggést, a polinomok (3.7) szerinti tu- 

B
lajdonságait és n = gr B+ + gr B~ + d értékét:

B~-* 
y(.G = — w(t) =

B~
B~* F*
B^ B~"

e(t) = e(t) (3.40a)
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e(t) =
B~(q})

<0 =-------2^____£^Xí) =
F*(q-})

-------- =______________________ ----------------------- y(f)
B"\q-')F\q-')y q^rB^ B\q)q-(d~'+srB }F(q)

G(q) _
—;----------yv) •
B (q)F(q)

3-2 Tétel: Az optimális MVC irányítás labilis inverz rendszer esetén

<G = ~
B+\q-l)F\q^'y B + (q)F(q)

(3.40b)

(3.40c)

(3.41)

ahol F(q) és G(q) a (3.30) diophantoszi polinom egyenlet megoldása.

Az optimális zárt rendszer átviteli függvénye

C
D „ = A _ B+CF =___ B+CF = F(g)

G B+(AF + B~G) B + CB"(q)qJ^ B~\q)qd 

A B + F

ahol az egyszerűsítésnél és kiejtésnél kihasználtuk a (3.30) egyenletet és B\C sta­
bilitását.

Ha bevezetjük a visszacsatolás számára a

_A =__ 9—=>r = B + F,S = G (3.43)
R B+F

Jelölést, akkor a zárt rendszer karakterisztikus egyenlete

^R + BS = AB+F + BG = (AF + BG)B + = z^'CW* (z)B+(z) (3

= zd-'B~\z)C(z)B+(z')=:AmAl)B+

alakra hozható, ami szoros kapcsolatban van a könyv I. kötete 9. fejezetében megis- 

módszerrel, amely szerint A„, = zd''B~\z) a referencia modell nevezője, 

A»=C a megfigyelő polinom és B = B+B~, továbbá A.B1 kiejthető [1].
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A zárt rendszer pólusai (a zárt rendszer karakterisztikus egyenletének gyökei) a 
Clz) megfigyelő zérusaiból, a szakasz stabilis B+(z) zérusaiból és a labilis zéru­
sok egységkör belsejébe reflektált és ezáltal stabilissá tett értékeiből állnak, ahol 
B~*(z) a végesből reflektált és zd~' a végtelenből reflektált labilis zérusoknak fe­
lelnek meg. Mint az (3.40c)-ből látható, a szabályozóban van egy z = 0-ban lévő 
pólus/zérus kiejtés is.

3.4 Lineáris-kvadratikus Gauss-féle irányítás
Tekintsük a 3.2. ábra szerinti lineáris-kvadratikus Gauss-féle irányítást (LQG, linear 
quadratic Gaussian control).

3.2. ábra. LQG szabályozás hatásvázlata

Az LQG elnevezés arra utal, hogy

= (L)

E[y2(t) + pu2(t)]->min (Q)

{e(í)} független fehér zaj. (G)

Az elnevezés kissé félrevezető, mert a független fehér zajnak nem kell Gauss- 
típusúnak lennie, az eredmények annál általánosabb érvényűek.

A továbbiakban felhasználjuk a könyv I. kötete F7. függelékéből a korrelációs 
függvényre és a spektrálsűrüségre megismert tulajdonságokat [ 1 ], és ezekből további
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összefüggéseket vezetünk le, amelyeket az LQG optimális irányítás levezetésénél 
fogunk felhasználni.

Legyen y,(t) = W,(<?>](t) és y2(t) = W2(<7)v2(t), ahol H^q) és H2(q) kau­

zális operátorok, azaz (q) = A10 + hnq~' + ••• és H2(q) = h20 + h2lq ' + •••. 
Akkor a korrelációs függvény és a spektrálsűrűség rendre

Ry,y2 = hmvi (t + r-n^h2mv2(í - m)] =
n=° m=0

oo oo

= 11^2^ (T + m-n), 
n=0 m=0

= ^Ry^-^ =

f=-oo

= 'Zhine~Ja,, ^h2me+jtom + m- n)e~^T^-^ = (3.46)
n-Q m=Q T=-©o

1) Ha v1(í) = v2(í) = v(t) = V(9)e(í)> ahol V(q) kauzális operátor és e(t) független 
fehér zaj, amelynek szórása cr, akkor

= y^ica)V^ia>)<Pee{ja)) = V^)V(e-^)a2, 

(J^) = Hdejeu)H2(e-jO})V(ei<ű)V(e-jto)a2.

ii) Ha v^t) = V(q^ és v2(r) = eW,ahol V(q) kauzális operátor és e(t) függet­
len fehér zaj, amelynek szórása cr, akkor

^VlV2 Uco) =V(e j0>){jo) = V(eio>)a2, 

= H\{eico)H2{e-iO3)V{eico)^.

Ezeknek az összefüggéseknek a felhasználásával írható, hogy

-n

z = eJ0> =>dz=ejajdco=>dcl) = ~^. 
j z
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£[yi (OiMOl=0yiy2 (ln ’
C ' z

ahonnan a következő eredményeket kapjuk:

i) Ha y^t)- és y2(t) = H2(q)v(t), továbbá v(í) = V(q)e(t), akkor

£[ y i (t)y2 (/)] = <f H} (z) H2 (z-1 ) V(z) . (3.47)
2^7 z

ii) Ha yx(t) = és y2(t) = H2(q)e(t), továbbá v(í) = , akkor

2 ,
£[J1 ^y2 (t)] = — f (z) H2 (z-1 ) V(z)— . (3.48)

2^ J z

Az LQG irányítás meghatározásakor központi szerepet kap a spektrális 
faktorizációs tétel, ezért először ennek különféle eseteit fogjuk megvizsgálni. Az 
ötlet onnan származik, hogy a zárt rendszer karakterisztikus egyenletét a szokásos 
AR + BS = PC alakban felírva az LQG feladat leegyszerűsödik, és (3.47-48) fel­
használásával a spektrális faktorizációs feladatra vezet, amelynek megoldására ezért 
módszert kell kidolgozni. A vizsgálatok során tekintettel kell lenni arra, hogy

y&=++c(?xo^(q) A2(q)
A = AXA2, B = BxA2, C = CxAx,

és ezért a standard ARMAX alakban a polinomok közös faktorokat is tartalmazhat­
nak.

3.4.1 Spektrális faktorizáció
3.3. Lemma: Legyen A(z) és Biz) relatív prím, d := gr A - gr B, akkor
(i) 3P(z) egyértelműen meghatározott polinom, grP = grA = n, hogy P(z) 

minden zérus helye az egységkör belsejében vagy határán van és teljesül

) = pA(z)A(z~}) + B(z)B(z~'), (3.49)

(ii) ha p > 0 , akkor P(z) minden zérus helye az egységkör belsejében van (nem 
esik zérus hely az egységkör határára).
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Bizonyítás:

Szorozzuk meg (3.49) mindkét oldalát z"-nel, és jelöljük az így keletkező polino- 
mot q>(z) -vei, akkor (3.7) felhasználásával írható, hogy

^(z) := [pA( z) A( z’1) + B{z)B^' )]z" = pA(z)A* (z) + zd B(z)B* (z) 

p (z) = z2”^ ) = z2n [M(z“' )A‘ (z’1) + z^'B^' )B* (z-1 )] =

= p znA(z~' )zHz~nA(z) + zdzn~dB(z~')zn~dz^n~d}B(z) =

= pA*(z)A(z) + zd B\z)B{z') = (p(z'),

ezért cp(z) = (p*(z) önreciprok tulajdonságú. Tekintsük a polinomok egymásnak 
megfelelő faktorait, akkor

(p(z) => Z-Zj

(p\z)=> z(z~' - z,) = -Zj (z - z?),

vagyis a két polinom gyökei egymásnak az egységkörre vett tükörképei. Ezért 

rP^P' (z) = pA{z)A* (z) + zd B(z)B* (z) = <p(z)

miatt P(z)-nek a z-z, faktorai megválaszthatok úgy, hogy |Z,|<1 teljesüljön. 

(Meghatározzuk a (p(z) polinomot, annak 2n gyökét és azokból szelektálunk n da­
rabot az egységkör belsejéből és határáról. Mivel A(z) és 5(z) együtthatói valósak, 
ezért a (p(z) gyökei a valós tengelyre szimmetrikusan helyezkednek el, és P(z) is 

valós együtthatójú lesz). Ha p > 0 és z = eja> gyök lenne az egységkörön, akkor

pA(ej0>)A(e~ja>) + B(eia,)B(e~j<a) = p\A(eja>^ + |ő(e7‘ü)|2 =0=> 

|A(e7<u)| = |B(e>0,)| = 0

következne, ami ellentmondana annak, hogy A(z), S(z) relatív prímek.

A továbbiakban többször is felhasználjuk a könyv I. kötete 9. fejezetének ered­
ményeit az AX + BY = C diophantoszi polinomegyenlet megoldásáról, ha a legna­
gyobb közös osztó, LNKO = (A,fi), osztója C-nek, ami mindig teljesül, ha 
(A,B) = \. A diophantoszi polinomegyenlet lineáris egyenletrendszerre vezet, 
amelynek alakját ugyancsak megadtuk. Szintén tudjuk, hogy ha X0,Y0 egy megol­
dás, akkor minden megoldás előáll X - Xo + QB és Y = Y0 -QA alakban [1 ].
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3.4 Lemma: Legyen A(z) és B(z) relatív prím, d := gr A - gr B >0 , A(0)^0, 
A(z), R(z), C(z) normalizált, gr A = gr C = gr P = n, akkor 3/?(z),5(z) úgy, hogy 
gr R = gr S = n , 5(0) = 0, R(z) normalizált és teljesül az

A(z)R(z) + B(z)S(z) = P(z)C(z) (3.50)

diophantoszi polinomegyenlet.

Bizonyítás:

1. eset: grS = grR-1 = n- l. Ebben az esetben P(z)C(z) együtthatóinak száma 
In, R(z) és 5(z) együtthatóinak száma szintén összesen 2n, és mivel 
(A,B)-], ezért R(z) és 5(z) együtthatói egy lineáris egyenletrendszerből 
meghatározhatók [1].

2. eset: grS = grR = n. Az 1. eset szerint választható 50(z), R0(z) megoldás.
amelyre teljesül gr So = n -1, ezért

R(z) = R0(z) + Q(z)B(z) „ .(3.5 la)
5(z) = 50(z)-2(z)A(z)

Sn (0)
5(0) = 0 => Q(z) =-------  konstans polinom (3.5Ib)

grS = grA-n. (3.51c)

Következmény: Helyettesítsünk a (3.50) egyenletbe z-1 -et és szorozzunk mindkét 
oldalon z2"-nel, akkor

A\z)R\z) + zd B* (z)8* (z) = P\z)C\z). (3.52)

3.5 Lemma: Legyen A(z), B(z) tetszőleges polinom, d := gr A - gr B > 0, 
A(0)*0, A(z),P(z),C(z'),R(z') normalizált, gr A = grC = gr P = gr R = gr S = n.
5(0) = 0,

rP(z)P* (z) = pA(z)A* (z) + zJ B^B* (z) (3.53a)

A(z)R(z) + B(z)S(z) = P(z)C(z). (3.53b)

Akkor 3X(z) polinom, gr X < n , hogy teljesül:

A’ (z)X(z) + rP(z)S* (z) = B(z)C* (z) (3.54a)

P*(z)X(z) + pA(z)S\z) = R\z)B(z), (3.54b) 
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vagy ami ezzel ekvivalens:

A(Z~‘ )X (Z) + rP(z)S(z-') = B(Z)C(Z'') (3.55a)

PCz"1 )X (Z) + pA^S^-') = R{z~' )B(z) • (3.55b)

Bizonyítás:

Tekintsük a következő kifejezést és végezzünk rajta átalakításokat (3.53a-b) fel­
használásával:

A*(Z)[P*(Z)B(Z)-pA(Z)S*(Z)] = 

= A*R*B - S* (rPP*-zdBB*) = 

= B(A* R* + zdB*S*) - rS*PP* = (3.56)

= BP*C* — rS*PP* = 

= P* (BC* — rS* P), 

és vizsgáljuk meg a következő eseteket:

1. eset: Ha LNKO = (A,fi) = l, akkor a spektrális faktorizáció alakja miatt követ­
kezik LNKO = (P, A) = 1 is, ezért (3.56) első és utolsó összefüggése szerint

A* osztója BC* — rS* P -nek, 
P* osztója R*B - pAS* -nak.

Ezért 3X(Z) polinom, amely kielégíti a következő feltételeket:

PC*-rS*P = A*X , 
R*B - pAS* =P*X ,

és mivel 5(0) = 0, ezért P(z)S(z~') legmagasabb hatványa z-ben legfeljebb 
n -1, ezért teljesül gr X < n is.

2. eset. Ha GCD - (A,B) = a2 , akkor a spektrális felbontás szerint A2 osztója P- 
nek is, tehát A = A, A2, B = B} A2, P = P, A2, és ezért (3.56) szerint

A (P B}A2~ pa}a2S*) = P*(B}A2C* -rS*PxA2),

és A2 ve! egyszerűsítve az előzőhöz hasonló megfontolásokkal következik, hogy 
3X polinom, gr X <n-grA2, hogy



68 3. SZTOCHASZTIKUS IRÁNYÍTÁSOK FREKVENCIATARTOMÁNYBAN 

B}C* -rS*^ = A* X 

R*B{ -pA^S* =P*X .

De akkor választható X XA2, és teljesül gr X <n is.

Következmény: (3.54a-b)-vel ekvivalens

A’(z)X(z) + rP(z)S‘(z) = B(z)C*(z) (3.57a)

zí/B‘(z)X(z)-rP(z)/?*(z) = -M(z)C‘(z). (3.57b)

Bizonyítás:

Szorozzuk meg a (3.54a) egyenletet pA(z) -vei, vegyük figyelembe a (3.53a) 
spektrális faktorizációt, szorozzuk meg a (3.54b) egyenletet rP(z)-vel, és vonjuk ki 
a második egyenletből az elsőt, akkor

pAA'X + prAPS* = pABC* =^[rPP‘ -zdBB*]X + prAPS* = pABC*, 

rPP*X + rpPAS* = rPR*B , 

zd BB*X = rPR' B - pABC*.

Innen B -vei osztva és átrendezés után következik

zdB*X — rPR* = -pAC*,
ami azonos (3.57b)-vei.

3.4 .2 Algoritmusok az optimális LQG irányítás meghatározására
3.3 Tétel (optimális LQG irányítás stabilis A2(z) esetén): Legyen gr A = gr c = n , 
C(z) stabilis, LNKO = (A(z),B(z),C(z)) = l, LNKO = (A(z),B(z)) = A2(z) stabi­
lis, d = gr A - gr B >0 és p >0 . Akkor az

«W = -

E[y2(t) + p«2(t)] -*min

(D

(Q)

P*(?-1)

{e(t)} független fehér zaj. (G)

LQG optimális szabályozó kielégíti a következő feltételeket:

rP^P^') = pA(z)A(z~') + B(z)B(z~'), (3.58)
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A\z)X(z) + rP(z)S ’ (z) = B(z)C' (z),

P* (z)X (z) + pA(z)S* (z) = R* (z)B(z),

(3.59a)

(3.59b)

ahol P(z) minden zérus helye az egységkör belsejében van, P(z) normalizált, 
gr P = n , gr X < n , gr R - gr S = n és S(0) = 0, és a minimum értéke

min = g2 +
P^P^ Z ’

Bizonyítás:

Keressük a megoldást a 3.3. ábra szerinti

M(t) = v(t)-^-y(t)
R(q)

alakban, ahol v(í) szabadon megválasztható. Elegendő belátni, hogy v(t) = 0 és a 
minimum értéke a fenti.

3.3. ábra. LQG szabályozás, keresendő az optimális v(r)

Tekintsük y(t) és u(t) kifejezését a 3.3. ábra alapján.

B £
A , A BR CR BR R

y - JTV v +-----——- e =----------- v +-------------e =----- v + — e
l + ££ 1 + ££ AR + BS AR + BS PC P

A R A R
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C £
1 a p AR CS AR S

u =---------- v----- —e----------------- v---------------e ------ v-----e.
, B S , B S AR + BS AR + BS PC P1 +----- 1 +-----------

A R A R

A hibakritérium felbontható 3 tagra:

r -12 r -i2
2 i, „ BR R AR SJ = E[y (t) + pu\t)] = E-v + -e +pE-v-—e ,

J — J \ + U 2 4- J.

Alkalmazzuk a (3.47-48) és (3.55a-b) összefüggéseket:

, G2 r B(z)R(z)B(z~})R(z~') + pA(z)R(z)A(z~i )R(z~') . dz
J] =---- <P------------------------------------ :-------- ;-------------------V(z)V(z ) —

2^ J P(z)C(z)P(z~')C(z~l) z

g2 ........ ,, _^dz
=---- ®---------------------------------------------------- y ( ^) V ( 7 ) =

2^7 P(z)P(z-})C(z)C(z-') z

a^trR^R^z )v^V^z-^Éz = rE\^l
2^2 C(z)C(z-‘) z |_C(9)

- 2

V(í)

G2 fB(z)R(z)R(z-1)-pA(z)R(z-)S(z-\„ ,dz 
2^'J P(z)C(z)P(z~') z

G2 AB^R^}- pA{z)S{z-^\R^ xr, ,dz
2^J P(z)C(z)P(z~') z

g2 ^z-^Xizmz).,, ^dz v
— I------------------ r- v(z) — = E
2^7 J PtfCWPkz-') z P^C^q)
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Mivel gr(RX)<2n, gr(PC) = 2n és P(z), C(z) stabilis, ezért a 3.1 lemma sze­
rint

P(q)C(q) q P\q~')C\q-') 

kauzális operátor, és ezért

*(0 = a, v(t -1) + a2v(t - 2) + ■ • • 
P^C^q)

független e(f) -tői, és mivel Ee(t) - 0 , ezért J2=Q.

Összefoglalva tehát

r -12
J-rE^ +E

kw J \_PW

- 2

e(í) + p E
l2

J
aminek abszolút minimuma van v(í) = 0 esetén, ezért az optimális irányítás

«W = -
R^

X')-

A (3.47) egyenlet felhasználásával az optimalizálási kritérium minimális értéke

r i2
+ p E^-e(t)

L P^ J
min j = c RW) E

a1 ,RWz ') + pS(z)S(z ') dz
2^* P^P^z'') z ’

Me^gyzés: Általános esetben X(z), R(z) és S(z) meghatározásához a (3.59a-b) 

egyenleteket szimultán kell megoldani. Helyettük választható (3.57a-b) is.

^^QWsaz.optimálisLQG irányítás meghatározására:

1 ■ A folyamat és a zaj modell standard A(q)y(t) = B(q)u(t) + alakra ho-

zatala, ahol a korrelációs struktúra megtartása mellett C(z) stabilis polinom és 
grA = grC = n,

SPektrális faktorizáció P(z) meghatározásához. Ha LNKO(Afi) - A2(z) sta­
bilis, akkor legyen 4 = áA2- B = B}A2, P = P}A2, és meghatározandó P^z)
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az rPx{z)P\{z~')^ pAx(z)Ax(z^) + Bx(z)Bx(z^) spektrális faktorizációjával, 

majd P(z) := P| (z)A2(z). A (3.50) egyenlet alakja ilyenkor 
AI(z)P(z) + 5l(z)S(z) = P)(z)C(z) lesz, ahol gr R = gr S = n és S(0) = 0.

3 . Ha speciálisan A(z) és P(z) relatív prím és A(0)^0, akkor P(z) és S(z) a 
(3.50) egyenlet egyértelmű megoldása: A(z)P(z) + P(z)S(z) = P(z)C(z), 
gr R = gr S = n és 5(0) = 0.

4 . Ha LNK0(A,5) = A2(z) stabilis vagy A(0) = 0, akkor X(z), P(z), S(z) 
meghatározásához a csatolt (3.59a-b) egyenleteket kell megoldani. Helyettük 
választható (3.57a-b) is.

3 .4 Tétel (optimális LQG irányítás labilis A2(z) esetén): Legyen grA-grC = n, 

C(z) stabilis, LNKO = (A,P,C) = 1, LNKO = (A,B) = A2(z) = A2 (z)A2 (z), ahol 

A2(z) labilis, A = A,A2, B = B,A2, B = BxA$, grA2=m, w(ty= q~m A2 (q)u(t) 
és p > 0 . Akkor az

(L)R (q ') R(q)

P[y2(t) + pw-(r)] —» min (Q)

{e(t)} független fehér zaj (G)

LQG optimális szabályozó kielégíti a következő feltételeket:

rPx (z)Px (z-1) = pAx (z)A2 (z)A, (z-1 )A2 (z-1) + Bx (z)Bx (z-1), (3.60a)

grP\= gr Ax+gr A2 , (3.60b)

A, (z)A2 (z)P(z) + zmBx (z)S(z)=Px (z)C(z), (3.61a)

grR = grS=n, 5(0) = 0, (3.61b)

P(z) = A2 (z)P(z), S(z) = zmS(z). (3.62)

Bizonyítás: Megjegyezzük, hogy

= ~~^Te^ = TnR -l + ££ AR + BS '
A R
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C £

u(t) =-----e(r) =------------- —— e(í),
l + ££ AR + BS

A R

ezért ha y(0 korlátos, akkor A2 (z) osztója R(z) -nek, ha pedig u(t) korlátos, ak­

kor A^z} osztója 5(z)-nek. Ha LNKO(S,R) = 1, akkor y(t) és h(í) nem lehet­

nek egyszerre korlátosak. Mivel w(t) := q~m A^q^t) = q~grA1 A^q^t), ezért

A(<?)y(í) = B(q)u(t) + C(q)e(t) =

= qmB} M (q)q-m A^ (q)u^ + C(q)e(0 =

= qm B(q)w(f) + C(q)e(t\

és w(r) bemenet esetén megoldva a spektrális faktorizációs és szabályozó tervezési 
feladatokat kapjuk, hogy

rP^P^) = pA^A^') + zmB(z)z~mB(z~'), 

A(z)R(z) + zmB(z)S(z) = P(z)C(z), grR = grS=n, 5(0) = 0.

Mwel A2+(z) osztója A(z), B(z)-nek, ezért P(z)-nek is, és így

P^P^A^z),

rP\ (z)A2+ (z)^ (z-> (z->) = pA} {z)A+ (z)A-{z)^ (z-, )A+ (z-i )A- (z-i} +

+B{ (z)A$ (z)B, (z-1 )A;

rPi (z)P! (?"') = pA} (z)A; (z)A] (Z"1 )A2- (z-1 ) + Bi (z)Bl (z-1),

^(z) normalizált, gr P} =grA}+ gr A~

Hasonlóan kapjuk, hogy

A^B(z) + zmB(z)S(z) = P(z^ grR = grS=n, 5(0) = 0=> 

(z)A2+ (z)A2 (z)R(z) + znB} (z)A2+ (z)5 (z) = P} (z)a2+ (z)C(z) => 
'4i(z)A2-(z)^(z) + z'"fii(z)5(z) = pi(z)C(z)i grR = grS=n, 5(0) = 0.

Ezért
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w(í) = -4^- y(0 =>q mA.2 (q)u(t) = -4^- y(t) =>
/?(?) R(q)

A2(q)R(q) Rtf)

S(q) = qmS(q), R(q) = A^q)R(q)

A(z)R(z) + B(z)S(z) = A2 (z)P{ (z)C(z)

A^z) osztója R(z)-nek.

Megjegyzés: Integrátor kényszeríthető a szabályozóba, ha formálisan 

y(í) = y^«(/) + 
A (?)

C^q) 
?-l

^(0

modellt választunk, mert ekkor

A(q) = (q-VMq), B(q) = (q-1)8^, C(q)= A^C^q),

^2 = ? -1 > gr A^ = 1,

S(q) = qS(q), R(q) = (q-l)R(q).

Az optimalizálási kritérium azonban ekkor módosul:

J = £[y2(r) + p(zlu(t))2]-»min .

3 .5 Az alapjel figyelembevétele
Az eddigi vizsgálatoknál nulla referencia jelet (alapjelet) feltételeztünk. A referencia 
jelet elörecsatolással vehetjük figyelembe a szabályozóban:

R(q)u(t) = Ao (q)Hp (q)r(t) - S(q)y(t), (3.63)

ahol Ao(^) a "megfigyelő polinom", Hp(q) stabilisra választott előrecsatolá5’ 

amellyel tovább befolyásolhatjuk az r(t) hatására követendőjei alakját, és optimális 
esetben A0(q) = C(q), lásd 3.4. ábra.
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e

3.4. ábra. Az alapjel követés biztosítása előrecsatolással és megfigyelővel

A kimenőjel ekkor

y(f) = AJ?------ r(t) + —— g(í) =----- -—— r(í) + ——— e(t)
> J B S V ’ B S AR + BS AR + BS

1 +----- 1 +-----
A R A R

AR + BS = PA0 = PC

(3.64)

Mivel P(q) stabilis, ezért P(q) akár ki is ejthető H p(q)-va\. Ezért 

megtervezhető előbb a -S(q)/R(q) kompenzátor a zavarás számára, majd megvá­
lasztható a H p(q) elörecsatolás, eleget téve a B(V)H p(l)/P(l) = 1 feltételnek. Pél­

dául választható egyszerűen

'o= ’̂

' R(q)BW

(3.65)

(3.66)





4. prediktív irányítás frekvencia- 
tartományban

Ebben a fejezetben általánosított prediktív irányítások (GPC, Generalized Predictive 
Control) tervezésével foglalkozunk frekvenciatartományban (operátor módszerrel). 
Felhasználjuk a könyv I. kötete F6. és F7. függelékeinek eredményeit, amelyben 
összefoglaltuk az Z2 tér feletti stabil lineáris operátorok és a sztochasztikus folya­
matok tulajdonságait [1]. Különösen építünk a jelen II. kötet 3. fejezetében már fel­
idézett (3.3)-(3.6) egyenletekre a kimenő jel optimális predikciójáról. Először a 
SISO esettel foglalkozunk. Bevezetjük a CARIMA-modellt és megadjuk erre az 
esetre fehér zaj esetén a prediktor diophantoszi egyenletét. Az optimális jóslást fel­
bontjuk múltbeli és jövőbeli adatoktól függő részre. Bevezetjük a predikciós hori­
zont fogalmát és megfogalmazzuk az optimalizálási feladatot. Megadjuk az optima­
lizálási feladat megoldását felnyitott körben, és olyan irányítást választunk, amely az 
így kapott soronkövetkezö beavatkozást kiadja zárt körben integráló szabályozás 
formájában. Ökölszabályokat fogalmazunk meg a feladat paramétereinek megvá­
lasztására. A számításokat felbontjuk előre elvégezhető és csak valós időben 
elvégezhető részekre, és erre alapozva megadjuk az általánosított prediktív irányítás 
algoritmusát. Megvizsgáljuk a színes zaj esetét és a stabilitás kérdését. Részletesen 
vizsgáljuk a MIMO prediktív irányítást és a korlátozások figyelembevételét az opti­
malizálás során, és bemutatjuk a kapcsolatot a kvadratikus programozással. A 
prediktív irányítások széles irodalmából kiemeljük Clarké, Mohtadi és Tuffs cikkeit 
[8], [9], valamint Camacho és Bordons [10] és Goodwin és Sin [7] könyvét.

4.1 Optimális predikció C ARIM A modell esetén
Tudjuk, hogy ha a zajos rendszer y(t) - G(^)m(í) + H(g)e(t), akkor a k -lépéssel 

előretartó y(t + ) = y(t + k\t) optimális prediktor

y(t + k\t) = [1 - qk H k(q)H(qM(q)u(t + k)+Hk (q)H-1 (^)y(t). (4.1)

Speciálisan, ha a szakasz ún. CARIMA (Controlled Auto-Regressive Integrating 
Moving-Average ) modellel írható le, azaz

A(q)y(t) = B(q)u(t -1) + ——e(f), (4.2a)
1-g

(4-2b) 
A^-q-')
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ahol

A(q) = l + a}q 1 +--- + anaq^n“ ,

B(q) = b0 + b}q ^ + ■•• + bnbq~nb ,

(4.3a)

(4.3b)

akkor a A(q) := 1 - q 1 és H(q) = ———— jelöléssel írható, hogy

H=Hk+q~kHk = —, 
k k AA

\ = AAHk + q~k AAHk <=> \ ^AHk +q~kFk.

(4.4)

(4.5)

Itt (4.5) egy diophantoszi polinom egyenlet, ahol H k és Fk a keresett polinomok, 
gr Hk - k -1, grFk=na, továbbá

~ \-AAH^ k 
k AA

HkH~' = ^~ AA-—qkAA = (\-AAHk')qk =Fk, (4.7)
Azl

(l — q~kHkH~l)G(q) = [l — q~k(l — AAHk)qk ] — q~l = BHkAq~'. (4.8)
A

Ezért az optimális k -lépéssel elöretartó prediktor CARIMA modell esetén

y(t + k) = BHkAu(t + k-V) +Fky(f). (4.9)

Vizsgáljuk meg a (4.9)-ben szereplő BHk kifejezést:

Vk (q) := B(q)Hk (q) = B]~q = - • 1 - q~k . (4.10)
AA A A AA

Mivel 1 / A az egységugrás bemenetnek felel meg és G = q~' B / A , ezért az első tag 
a jobb oldalon a G(q) átviteli fúggvényű rendszer v(t) átmeneti függvényének egY' 
gyei eltolt mintáiból áll, amelyhez a k -adik mintától kezdve további tagok adódnak 
hozzá:

Vk =v0 +M-' +vk_lq-(k~') +q~k[vkk + vkMq~' + - + vk^^q^^ ] (4.1 la)

Vk=BHk =v0+viq~' +vk_{q~(k~i) +q~kVk, (4.11b)
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Mivel
79

y(t + k) = C(^)u(t + k) + H{q)e(t + k) =

= G^u^t + k) + H k (q)e(t + k) + q~k H t (q)e(t + k) =

= G(q)u(t + k) + Hk (q)H -1 (^)[y(t) ~ G(q)u(t)] + Hk (q)e(t + k),

ezért

y(t + k) = y(t + k) + Hk (q)e(t + k), (4.12a)
y(t + k)= Fk(q)y(t) + Vk(q)Au(t + k -1)+ Hk(q)e(t + k . (4.12b)

A kimenet optimális k -lépéssel elöretartó y(t + k) jóslása felbontható a múltbeli 
adatok hatására, amely

(y'-^u'^^fít + k), (4.13)

ésajövöbeli u',+k adatok hatására.

Vegyük észre, hogy

+ k -1) = [v0 + v^-1 + ••• + vk_\q~a~" ](1 - q~} )u(t + k-\) +
(4.14)

miatt

f(t + k) = Fky(t) + [Vk ~(v0+v}q~x +••• + vk_}q~{k~'})]Au(t + k-1)=

i=y(t + k)-(v0 +vlq~i +---+.vk_}qAk~}',)Au(t + k -1),

y(t + k) = vk_}Au(t) + vk_2Au(t + 1) + ••• + VqAu(í + k -1) + f(t + k). (4.16)

Vezessük be a következő jelöléseket:

y~(y(t + l), 5’(t + 2),...,y(t + N))t jósolt kimenetek, (4.17a)

» := (Au(t), Au(t + \),...Au(t + N -1))T jövőbeli tervezendő bemenetek, (4.17b)

/ :=(/(í + l)./(í + 2)......f(t + N))‘ múltbeli adatok hatása, (4.17c)

r := (r(t + l),r(t + 2),...,r(r + N))T jövőbeli referencia jel értékek, (4.17d)
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v0 0 0
V] v0 0

V:= V2 V] v0

VV-1 vN-2

akkor

0
0
0

vi vo

(4.17e)

y - Vü + f . (4.18)

4.2 Optimális prediktív irányítás CARIMA modell esetén
Tekintsük a szabályozási rendszer jeleit az időtengely mentén. Tegyük fel, hogy a 
bemenő jel u(t -1) -gyei bezárólag, a kimenő jel y(t) -vei bezárólag és a referencia 
jel r(í + V2)-vei bezárólag adott. Keressük a bemenő jel optimális értékeit 

+ N2 -1 között, miközben minimalizálni akarunk egy kritériumot, amely 
bünteti a hiba négyzetének várható értékét t + + N2 között, valamint a
bemenőjel nagy változásait + N2 -1 között. A hiba Ar1,...,V2 tartományra 
korlátozását az indokolja, hogy a rendszer holtidős lehet, és a kezdeti hiba értékeket 
a bemenet ilyenkor még nem tudja befolyásolni. A predikciós horizontot a 4.1. ábra 
illusztrálja.

4.1. ábra. A predikciós horizont

Az optimalizálási kritérium:

^2 Nj
J(Nl,N2) = E{ £[r(r + k)-y(í + £)]2 +£2(fc)[zlM(r + k-l)]2}-»min. (4.19)
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Átmenetileg feltesszük, hogy TV, =1, N2=N, továbbá A(k) = A konstans. Mi­

vel (4.12a) szerint

[r(í + k) - y(t + k)]2 = [r(t + k) - y(t + k)]2 +
, (4.20)

+2[r(í + k) - y(t + k)]H ke(t + k) + [H ke(t + ^)]2, 

ezért az optimális prediktor levezetésekor felhasznált feltételek teljesülésekor 

N
arg min J(l, N) = arg min {[r(í + k) - y(t + £)]2 +A[Au(t + k -1)]2}. (4.21)

*=i

Felhasználva a (4.18) összefüggést, a következő optimalizálási feladathoz jutunk:

min J(l, N) = min {< r-Vü - f ,r-Vü - f >+A <u,ü >}. (4.22)u u

Mivel konvex függvény, ezért az optimum szükséges és elégséges fel­

tétele — = 0. Egyszerű átalakítással kapjuk, hogy. 
du

<r-Vu- f,r-Vü- f>=
=<r,r> + <Vü,Vü > + < f,f >—2<r,Vü >-2<r,f >+2< Vu, f >
=<r,r> + <VTVü,ü > + < f,f >-2<VT r,u >-2<r,f >+2<VT f ,ü >,

— = 2VtVS - 2VTr + 2VT f + 2ÁU = 0,
dü

u=(yTV + My'VT(r-f). (4.23)

Legyen

vT ~(V7 V + A1)~'VT mátrix első sora, (4.24)

ü(t) = Au(t) = u(t)-u(t-\'):=ü vektor első komponense, (4.25)

akkor az optimális prediktív irányítás zárt körben

M(t):=u(t-l) + vr(r-/), (4.26)

és a szabályozó integrátort is tartalmaz.
Foglalkozzunk ezután az irányítási és predikciós horizont megválasztásával.
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4.2. ábra. A szabályozó kimenetének stabilizálódása Nu lépés után

Kővető szabályozásoknál tipikus eset, hogy alapjel váltás után a szabályozó ki­
menete Nu lépés után nullává válik, lásd 4.2. ábra:

Au(t + k-V) = 0, ha k > Nu. (4.27)

Ekkor az u vektor NU,NU +1,... indexű komponensei mind nullák, ezért a V mát­
rix helyett vehető annak első Nu oszlopa, és ez határozza meg az optimális megol­
dást:

VN := V mátrix első Nu oszlopa, (4.28a)

(4.28b)

A predikciós és irányitási horizont paramétereinek megválasztására a következő 
ökölszabályok szokásosak a gyakorlatban:

N}: d0 , ha a Th = d0T holtidő ismert, különben 1
V2: ha a szakasz felfutási ideje trise = N2T
Nu: 1, ha a szakasz stabilis, különben a labilis, ill. gyengén csillapított pólusszám.
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4.3 A számítások felbontása CARIMA modell esetén
A prediktív irányítási algoritmus megvalósításához célszerű a számításokat felbon­
tani előre elvégezhető (jelfuggetlen) és valós időben elvégzendő (jelfuggő) számítá­
sokra.

4.3.1 Jelfüggetlen számítások
Az előre elvégezhető számítások körébe H k, Fk , VN„, F és V meghatározása 

tartozik. Jelölés: N := N2.

1. k = 1,2,..., N => Hk,Fk meghatározása az 1 = AH k + q~k Fk diophantoszi poli­

nom egyenlet alapján, lásd (4.5). Ha A = AA = 1 + axq~' + --- + a +19-(''“+1), ak­

kor vehető az (1 a. ... a„ ., 0 ... 0)r g/?"“+l+* oszlopvektor és az i na ti

(1 0 ... 0)g Rk sorvektor által definiált Ák Toeplitz-mátrix, amelynek első k 

sorából álló blokkját jelölje Áu, az alatta lévő sorokból álló blokkját pedig 

Ak2. Ha

Hk = 1 + hkAq 1 + ••• + hkk_}q ik ”, = (hk0 hkl ... hkk_[')T ,
^k = fk.O + fk^ ' +'" + fk,naQ n“’fk=(fk,0 fk,l ■■■fk.n„y ' 

e, =(1 0 ... 0)r G Rk és a0 = hk0 =1,

akkor

H ~
= Á^Je! vagy másként hkj = -^5^ hk i (4.29)

i=0

fk=-\k2^k- (4-30)

2. k = 1,2,...,A => Vk = BHk meghatározása, és az így kapott szorzat polinom utol­

só nh együtthatójából a Vk = (vkk vkk+} ... vknb+k_})e Rnb sorvektor képzése, 

lásd (4.11 a-b).

3. A qG(q) = ^^- rendszer v0, v,.......átmeneti függvény mintáinak rneg- 
A(q)

határozása és ezekből VN felépítése, lásd (4.17e) és (4.28a).
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4. Az F és V mátrixok felépítése ft és Vk komponenseiből, k=\,...,N:

/io /n f\,na

fio fi\ "■ fl,na
mérete Nxnu, (4.31)

fNO fm fN,n„

V —

V11

v22

V12

v23 •

" Vl.«*

V2,n»+1
, mérete N xnb. (4.32)

VNN vN.N+\ ' " VN,nb+N-\

Az F és V mátrixokat a múltbeli adatok f(t + k) hatásának meghatározásakor 
fogjuk felhasználni, lásd (4.15).

5. A VN , F és V mátrixok első N] -1 sorának elhagyása. (Feltesszük, hogy a 

holtidős rendszer esetén N{ úgy lett megválasztva, hogy qG(q) = B(q) / A(q) 
átmeneti függvényére teljesül v0-v{ =■■■ = vNi_2 =0, vW|_, *0. Például 

holtidő nélküli esetben N, = 1 és v0 * 0).

6. vT :=(y^ VNu + első sora.

4.3.2 Jelfüggő számítások
A jelfüggő számításokat valós időben kell elvégezni. Vezessük be a következő jelö­
léseket:

yí-n„ = -1), ..., y(r - na ))T , (4.33a)

-1), Au(t - 2).......Au{t - nb ))r . (4.33b)

A jelfüggő számításokat a következő sorrendben célszerű elvégezni:

r = (r(í + l), r(r + 2), ..., r(t + N))1 jövőbeli referencia jel értékek, (4.34a)
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f = F y' + V múltbeli adatok hatása a jósolt kimenetre, (4.34b)

u(t) = u(t -1) + vr (r - /) soronkövetkezö beavatkozás zárt körben. (4.34c)

4.4 Prediktív irányítás színes zaj esetén
Színes zaj esetén a szakasz modellje

A(í)y(t) = B(q)u(t -1) + e(t), 
1-g

A(q)
C{q) 

A{q\\-q~x)
e(t).

(4.35a)

(4.35b)

Ekkor

H(q) =
C(q) 

A^A^q)
Hk(q)+ q~kHk(q)

C(q) = A(q)A(q)Hk (q) + q~k A(q)A(q)H k (q),

C(^ = A(q)A(q)Hk(q) + q~kFk(q), grHk=k-\, grFk=na, (4.36) 

ahol H k és Fk a (4.36) diophantoszi polinom egyenlet megoldása. Az optimális 
prediktort a következő lépésekben határozhatjuk meg:

H“-q

. k C - AAH. AA k F.HkH~'=qk-----—= qk(C-AAHk)/C = -^, 
AZj C- C

c c c

(\-q-kHkH~' )G(q) = ■ ~q~Á = Aq^ ,
C A C

BH Fy(t + k) = --^Au(t + k-\) + -^y(t), (4.37a)
V* tx

Cy(t + k) = BHkAu(t + k-\) + Fk y(t). (4.37b)

Legyen
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M k(q) = \ + mxq~' +... + m^q'^,

Nk(q) = nkk +nkMq~1 + - + n^^q- ,̂ 

és tekintsük a következő diophantoszi polinom egyenlet megoldását:

1 = C(q)M k(q) + q~k N k(q), gr M k = k-\, gr N k =nc-\. (4.38)

Szorozzunk (4.37b) mindkét oldalán Mk -val, akkor (4.38) felhasználásával

CMky(t + k) = (1 - q~kNk )y(t + k) = MkBHkAu(t + k -1) + MkFky(t), 

ahonnan y(t I t) = y(t) felhasználásával következik, hogy a kimenet jósolt értéke 
színes zaj esetén:

y(t + k) = M kBHkAu(t + k - V) + (M kFk + N k)y(t). (4.39a)

Bontsuk fel M k(q)B(q)H k(q) -t az Mk (q)B(q)Hk (q) = Gk (q) + q~kGkp (q) 

alakban, akkor megmutatható, hogy teljesül Gk = v0 + v{q~' + ••■ + v^q'^^, és az 
optimális predikció

y(t + k) = GkAu(t + k -1) + GkpAu(t -1) + (M kFk + Nk )y(t) = 

= GkAu(t + k-X) +f (t + k).
(

Vegyük észre, hogy a kimenet (4.39a-b) szerinti jóslásához színes zaj esetén minden 
k esetén két diophantoszi polinom egyenletet kell megoldani, (4.36)-ot és (4.38)-at.

Egy másik lehetőség következik az eredeti (4.35a) egyenletből, ha azt C(^)-val 

elosztjuk és bevezetjük az y^(t), szűrt jeleket:

A(q)yf (t) = B(q)U/ (t -1) + —<4 41) 
1-q

A szűrt jelekkel alkalmazható a fehér zajra korábban már kifejlesztett prediktív irá­

nyítási algoritmus is.
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4.5 Prediktív irányítás stabilitása
A prediktív irányítást

R(q)Au(t) = T(q)r(t) - S(q)y(t) (4-42)

alakra fogjuk hozni, és ennek alapján határozzuk meg a zárt rendszer karakteriszti­
kus egyenletét és átviteli függvényeit. Mivel a zaj C(q') színesítő szűrőjét nehéz jól 
identifikálni, ezért a szakaszt

A(q)y(t) = B(q)u(t-l) + ^-e(t) (4.43)
A(q)

alakúnak fogjuk feltételezni, ahol C(q) helyett egy alkalmas T(q) "megfigyelő po- 
linomot" választunk. Ekkor (4.36) helyett

T(q) = A(q)A(q)Hk (q) + q~k Fk (q), grHk=k-\, gr Fk=na, (4.44) 

és (4.37a) helyett

pu F ~
y(t + k)= - ^k Au(t + k -1) + -y-y(r) (4.45)

szerepel.

Oldjunk meg (4.38) helyett egy másik

B(q)Hk(q) = T(q)Mk(q) + q~kNk(q), gr M k = k-\, grNk =nb -1 (4.46)

diophantoszi polinom egyenletet, akkor az optimális predikció a következő alakra 
hozható:

N P
y(t + k) = MkAu(t + k-l) + ^Au(t-\) + ^y(t). (4.47)

Bevezetve az

y/(0 = —y(í) és Ur^t) =—u(t) (4.48)
T T

szűrt jeleket, az optimális predikció

y(t + k) = MkAu(t + k-\) + NkAuf(t-\)+ Fk yf (t), (4.49) 

a rendszer válasza pedig a múltbeli adatokra



88___________ 4. PREDIKTÍV IRÁNYÍTÁS FREKVENCIATARTOMÁNYBAN

N Ff(t + k) = NkAuf (í -1) + Fk yf (í) = ^-Au{t -1) + y(t) (4.50)

lesz. Másrészt viszont a vr :=(v^ ,..., ) jelöléssel (v[ e R] skalár) írható, hogy

N,
Au(t) = vT(r-f)= ^vTk [r(í + k) - /(t + k)] = 

k=N' ~ (4.51)
^2 ^2 M N2 P= E ^^-d- X

k=Nt k=Nt 1 k=Nx 1

ahonnan r(t + k) = r(f), k = \,...,N2 feltételezésével következik

[T + q~' ^vTkNk]Au(t) = T^kr(t + k)- ^vTkFky(t), (4.52)

k=N, k=Nt k=Nt

N2 n2
r + ^E^ ^kFk
--------  Au(t) = T r(t) - -------y(t), (4.53) 

t^k------------------------------ t^k

k=Nx k=N,

T + q^'^vTkNk Fk

R =-------- -------------- és S=^------- • (4.54)
^k Í4

k=Nt k=Nt

A zárt rendszer a szakasz és a szabályozó egyenletéből határozható meg:

AAy(t) = Bq ' Au^t) + Te(t),

K K
AAy(t) = Bq~' í r(t) - E XO] + Te(t), 

A A

re
RAA + BSq 1 RAA +BSq^

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

A zárt rendszer karakterisztikus egyenlete
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v2 n2
RAA+BSq~' =—!—(TA + Ag”' Y^^k + 2^^) =

T k=N, k=N}
Lvk

k=N, 
N2 W2

= -^—[TÁ + Aq~'^vTkqk(BHk-TMk) + Bq^ (T -AH t)] =
t k=N\ k-N}

Lvk
k=N} 

. N2 ____
= ^l^[TA+T^VTkqk-\B-AMk)]-TPc,

V3, T k=N,
Lvk 

k=Nt 

ahol

n2 ~
A(q)+ ^k qk~'[B(q) - A(q)Mk(q)]

Pc W =------------- £------------- -----------  (4-59)IX
k=Nt

dönti el a zárt rendszer stabilitását.

Vegyük észre, hogy P^z) gyökei az Nu irányítási horizonttól (vT -n keresztül), 

az TV,, V2 predikciós horizonttól és a bemenő jel változását súlyozó A -tói függe­
nek, ezért a stabilitást ezek nagymértékben befolyásolhatják.

Ki kell hangsúlyozni, hogy abból, hogy a felnyitott körben optimális irányítás 
soronkövetkezö értékét a zárt rendszerben kiadjuk, nem következik a zárt rendszer 
stabilitása. A stabilitáshoz Nu,Ni,N2,A értékét jól kell megválasztani. A gyakor­
latban erre ökölszabályokat javasolnak, amire már láttunk példát.

Az eredő zárt rendszer

y(0 = ~~ r(t) + -^~ e(t) (4.60)
‘c ‘c

lesz, mivel a T(q) "megfigyelő polinommal" egyszerűsíteni lehet. A zárt rendszer 
stabilitását Pc(z) gyökei döntikel.
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4.6 MIMO prediktív irányítás
Ha y,ee Rm és we Rr, akkor az A(q), B(q),C(q) operátorok alakja

A(^) = /mxm +■•■ + An q~ni1, ahol Aj mxm méretű mátrix, 

B^q^ Bo + B}q~' +■•■ + Bniq~nk, ahol Bi mxr méretű mátrix, 

C(q) = ImKm +C}q~' + • •• + C„ q~nc, ahol Cj mxm méretű mátrix,

és a szakasz modellje

A(q)y^ = B(q)u(t -1) + ^0 - (4-61 a)
^q)

vagy más alakban

y(t) = A-\q)B^q-lu(t) + e(t) ~.G(q)u(t) + H(q)e(t). (4.61b)

A Hly]) operátort a szakásos alakban partícionáljuk:

4-lC
H=-~=Hk + q~k H k (4.62a)

C = AAHk +q-kAAHk =:AAHk + q~k Fk (4.62b)

Hk+ Hk,\q ' + "‘ + H kjc-iq^^ > ahol Hki mxm alakú mátrix, (4.62c)

Fk = Fk0 + Fklq ' H----- ^Fknq "".ahol Fki mxm alakú mátrix. (4.62d)

Az optimális jóslás felfogható úgy is, mint az

y(t + k lr) = E[y(í + k) - Hk (q)e(t + k) 1.^] (4.63)

feltételes várható érték, ahol a t pillanatig rendelkezésre álló adatok által gene­
rált rr-részalgebra. Vegyük észre, hogy Hk (q)e(t + k) csak jövőbeli adatokat tar­
talmaz.

Eltérő bonyolultságuk miatt külön vizsgáljuk a fehér zaj (C(q) = lmxm) és a szí­
nes zaj (C(í) * Imxm) esetét.
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4.6.1 MIMO prediktív irányítás fehér zaj esetén
Fehér zaj esetén (4.62a) alakja

^- = Hk+q~kHk. (4.64)
A

amelyet balról vagy jobbról megszorozhatunk Azl-val. Válasszuk itt az utóbbit, ak­
kor (4.62b) helyett a következő diophantoszi egyenletet kapjuk a polinommátrixok 
körében:

I = H kAA +q~k H kAA=: H kAA +q~k Fk. (4.65)

Szorozzuk meg a (4.61a) egyenletet qk HkA -val balról, és használjuk ki, hogy

(4.64) szerint H kAA -1 - q k Fk, akkor

H kAAy(t + k) = HkBAu(t + k -1) + H ke(t + k), 
y(í + k) - Hke(t + k) = HkBAu(t + k - 1) + Fk y(r),

és feltételes várható érték képzéssel (4.63) szerint

y(t + k lí) = HkBAu(t + k -1) + Fky(f). (4.66)

Bontsuk fel HkB -t két tagra:

Hk(q)B(q) = Gk(q) + q-kGkp(q), grGk=k-\, (4.67)

akkor

y(t + k\t) = Gk (q)Au(t + k - 1) + /(r + k), (4.68a)

f (t + k) = Gkp(q)Au(t -1) + Fk (q)y(t), (4.68b)

ahol a múltbeli jelek hatását f(t + k) írja le. Másrészt viszont (4.64) szerint

A’1 1
HkB = [--q-kHk]B = A-'B--q-kHkB, (4.69)

A A

ahol az első tag az A 1B rendszer egységugrásra adott válasza, tehát az átmeneti 
függvény mátrix értékeiböl álló sorozat: Vo+V^-1 + V2<7~2 +•",ezért

<w=Vo+vl<?'1+---+v*_1<r(*-1) (4.70)
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időpontokhoz tartozó vektorokat egymás alá írva és bevezetve az átmeneti függvény
Legyen Nu az irányítási és N]tN2 a predikciós horizont, akkor az egyes

mátrix mintáiból álló

^Nt-2 '

=
^,-1 '• VNl+l-N„

(4.71)

^N2-] ^N2-2 ‘ " Vn2-nu _

adatmátrixot, amelyben V; := 0mxr, ha i < 0, akkor az

= VNuX2UN„ +fNn

predikciós összefüggéshez jutunk.

Súlyozza az optimalizálási kritérium a predikciós hiba értékét az m x m méretű 
Q, a bemenöjel megváltozását az r x r méretű R pozitív definit és szimmetrikus 

mátrixokkal, akkor Q = diag^Q,...,Q) és R =diag(R,...,R) jelöléssel az optima­
lizálási kritérium

J(Nu,N},N2) = -<Q(rNa -yNn),rNn -yNi2)>+^-<RÜNu,űNa >=

1 j (4.73)
= -<Q(rN,2 ~VNuI2uNu ~fNn^rNn -VNuí2uNu ~/ni2 >+^<RuN^uN„ >

alakú lesz. Hagyjuk el átmenetileg a méreteket jelölő indexeket, akkor

2J =<Qr,r>-<QVu,r>-<Qf,r>-<Qr,Vü > + <QVü,Vu > + <Qfyü >-

~<Qr,f > + <QVü,f > + <Qf,f > + < Ru,ü >=
=<Qr,r > + <VTQVu,u > + <Qf,f>-

-2<Vr Qr,ü >-2<Qr,f >+2<V' Qf,u > + < Rü,ü >,

= VtQVÜ - V7 Qr + 2VTQf + Rü = 0, 
du

ahonnan kapjuk, hogy az optimális irányítás alakja felnyitott körben

= -fNnV (4-74)
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Vezessük be a (Vn^Q^n^ + ^) 'Vn^Q mátrix első r sorából álló 

r x (V2 - Nx) méretű blokkra a

^,„2 := <V/L Q VNun + Á)'1 Q mátrix elsö r sora (4-75)

jelölést, akkor a soron következő beavatkozás zárt körben

u(t) := u(t -1) + v^|2 (rNn - fNn). (4.76)

MIMO esetben jelentős egyszerűsítést eredményez, ha az algoritmusban szereplő 
mennyiségeket rekurzívan lehet számítani. Vezessük be az

Á(q) = A(q)A(q) = Imxm + Á^' +... + An+xq-^ =

= +(A+(A2-A^q-2 +- + (Ana -A^)^ - A^'^

jelölést, akkor (4.65)-ből kivonással következik

0mxm = (q) - Hk (q)]Á(q) + q~k [$-' Fk+l (q) - Fk (9)], (4.77)

ahol gr[H k+] - Hk] = k . Ezért

HkM-Hk(q)~R(q) + q~kR^ grR<k, (4.78)
0mxm = ^)A(q) + q~k [Rk A(q) + q~' Fm (9) - Fk (9)J, (4.79)

és mivel A normalizált (egységmátrix vezető tagú, monik), ezért
= 0mXm F\+\ (?) = (r) ~ Rk -4(?)], ahonnan a következő rekurzív össze­

függéseket kapjuk:

HkM = Hk(q) + Rkq-k, (4.80a)

(4.80b)

Fk+x.i = Fk.M-R^M- (4-80c)

Ír tre kUrZ'° a (4.65)-ből közvetlenül nyerhető kifejezéseket használ-

W>(9) = /mxm, 

F^ = ^mxm~A(q)).

(4.81a)

(4.81b)
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A múltbeli adatok jövőbeli hatása szintén rekurzívan számítható:

f(t + k +1) = q[Imxm - Á(q)]f(t + k) + B(q)Au(t + k), (4.82a)

inicializálás: /0 := y(t), (4.82b)

ahol a (4.28a) képletben Au(t + k - í) := 0 helyettesítendő, ha k - i > 0.

4.6.2 MIMO prediktív irányítás színes zaj és általános struktúra ese­
tén
Színes zaj esetén a szakasz modellje A(q)y(t) = B^u^t -1) + C(q)/ Ae(t), a színes 

zaj modellje H -A~'C/A = Hk + q~kHk, az ebből balról Azl-val való szorzással 

keletkező diophantoszi polinomegyenlet C = AAH k +q~kAAHk AAH k + q~kFk, 

az optimális jóslás pedig y(t + k \ t) = E[y(t + k) - H k (q)e(t + k) 1^].

Térjünk át a H kC~{ bal oldali mátrixtört felbontásról a Ck' Hk jobb oldali mát­
rixtört felbontásra, lásd F2. függelék:

Hk C-1 = Ck 1 Hk, det(C) = det(C*), (4.83a)

akkor következik

CHk'=HklCk, (4.83b)

HkC = (CkHkC~')C = CkHk. (4.83c)

Definiáljuk az Fk polinommátrixot a következő összefüggéssel:

Fk~qk(Ck-HkAA). (4.83d)

Szorozzuk meg a (4.61a) szakaszmodellt balról qk HkA -val, akkor

H kAAy(t + k) = H kBAu(t + k -1) 4 HkCe(t + k),

ahonnan (4.83d) és (4.83c) felhasználásával következik

(Ck — q~kFk )y(t + k) = HkBAu^t + k - 1) + CkHke(t + k), 

Ck [y(t + k) - Hke(t + k)] = H kBAu(t + k - 1) + Fk y(t),

és (4.63) felhasználásával
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Ck y(t + k\f) = HkBAu(t + k -1) + Fk y(t). (4.84)

Határozzuk meg Ck (q) -hoz a

kCk+q~kNk, grMk = k—1, grNk =nc-1 (4.85)

diophantoszi mátrixpolinom egyenlet megoldását.

Szorozzuk meg a (4.84) egyenletet balról Mt-val és vegyük figyelembe, hogy 

(4.85) alapján MkC =1 - q~kNk , továbbá y(t lí) = y(f)akkor

M kCky(t + k\f) = M kH kBAu(t + k -1) + MkFky(f), (4.86)

y(t + klr) = M kH kBAu(t + k-1) + (M kFk + Nk)y(t). (4.87)

Bontsuk fel az M k{q^H k{q)B{q) polinommátrixot

MkHkB = Gk+q-kGkp _ (4.88)

alakban. Vizsgáljuk meg, mi is valójában Gk (q). Ehhez felhasználjuk, hogy

(4.89a)

^- = HkC-i+q-kHkC~l,
(4.89b)

Hk=CkHkC~l, (4.89c)

Mk =G~q~kNk)Ck\ (4.89d)

Mk^k =G ~q~kNk)CklCkHkC~] = (/-q-kNk)HkC~' =

= H kC~'-q~kNkHkC~} = (4.89e)
4-1

= -Z-^H^-^NkHkC-',

— A-1
MkHk =~~q~k(Hk +NkHk)C-\ (4.89f)

MkHkB = A-'B^-q-k(Hk+NkHk)C-'B-.Gk +q~kGkp. (4.89g)
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Másrészt viszont A-1B — az A-1 B rendszer válasza egységugrásra, ami az átme- 
A

neti függvény mátrix mintáiból áll:

A-'ő-!- = V0+V|9-1+V29-2+.... (4.90)
A

Ezért a bemenő jel jövőbeli értékeit súlyozó Gk (q) minden k -ra az átmeneti függ­
vény mátrix induló mintáiból áll színes zaj esetén is:

Gk(q) = V0 +^q~' +... + Vk_lq~^. (4.91)

Az optimális kimenő jel becslés most is az yN^ = VN,^uN + /nv alakra hoz­

ható, és = (Vnuí2TQvn„X2 + RylvNujQGNl2 -fN^ az optimális irányítás 

felnyitott körben, u(t) := u(t -1) + (rN^ - fN^) pedig a zárt körben kiadott so­
ron következő beavatkozás.

Hk és Fk most is rekurzívan számítható, mert (4.62b)-ből különbségképzéssel 
következik

0=Á(Hk+]-Hk) + q-k(q-'FM-Fk)

H k+\ ^)~^k (?) ~ *(?) + q~k Rk, gr R < k , 

0mxm = A(q)R(q) + q~k [A(q)Rk + q~' FM (q) - Fk (9)], 

R(q) = o, 

FkM = q[Rk(q)-A(q)Rk],

ezekből pedig

HkM = Hk(q)+Rkq~k, (4.92a)

Rk=Rk.O, (4-92W

Fk+x.i = Fk.M-AMRk. (4.92c)

A rekurzió inicializálására a (4.62b)-böl közvetlenül nyerhető következő kifejezése­
ket használhatjuk:

//, (q) = I (4.93a)i 1 mxm » v
F\ (?) = q(C(q) - Á(q)) . (4.93b)
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A folytatás azonban innentől bonyolutabb, amit elsősorban H k, Ck meghatáro­

zása tesz nehézzé, és ehhez hozzájön még Fk, Mk, Nk, Gkp, f(t + k), f meg­

határozása is.

4.6.3 MIMO prediktív irányítás színes zaj és diagonális struktúra ese­
tén
A gyakorlat számára különösen fontos az a speciális eset, amikor 
A(q) = diag (A„ (g)) és C(^) = diag (C^ (q)), mert ekkor a SISO esetre kidolgozott 
eredmények kis változtatással alkalmazhatók. Az i -ik kimenőjel ekkor

Au Wy, (0 = y B^ (?)«J (t -1) + -e, (t). (4.94)
>1 A(q)

Oldjuk meg a

Cu (q) = Aü (q)A(q)Hik (q) + q~k Fik (q), gr H ik =k-i, gr Fik = (4.95)

diophantoszi polinom egyenletet.

Szorozzuk meg (4.94)-et qk H ikA -val és használjuk (4.95)-öt, akkor 

r
H^AA^t! + k) = Hik^BijAuj(í + k -1) + Hikciiei(t + k),

r
c„ [y, (t + k) - H (t + k)] = H* ^B^Au j(t + k-\) + Fik yt (t),

J=1 
r

Cüyt (t + k) = HikY B^Auj {t + k-\)+ Fik yt (t). (4.96)
>1

Oldjuk meg az

l=Cl,(q')M,k(q^ + q kN,k^q^ grMlk=k-\, grN,k=nc -1 (4.97)

diophantoszi polinom egyenletet, akkor ^.,.val megszorozva (4.96)-ot és felhasz­
nálva (4.97)-et kapjuk, hogy

r
y,(t + k) = Mik Hik £ B^Au^ + k - ]) + ,k Fik + Nik )yt (t). (4.98)
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Bontsuk fel az M ikH polinomot két részre:

Mik (q)Hik (q^ (q) = Gik (q) + q^kGjkp (q), (4.99)

akkor 

y^t + k) = Y Gik Au+ k+ ^Gik pAuj(t-\) + (M ik Fik + Nik )yi (t). (4.100)

Ezek a predikciók aztán behelyettesíthetők a közös J költségfüggvénybe, amely 
a korábbihoz hasonlóan minimalizálható. Vegyük észre, hogy a számítások nagy­
mértékben egyszerűsödtek a nemdiagonális esethez képest.

4.7 Korlátozások figyelembevétele
A GPC alkalmazása esetén sok esetben célszerű korlátozásokat is figyelembe venni, 
amelyek vonatkozhatnak a bemenő jel megengedett változási sebességére (slew rate 
limits), a bemenő jel megengedett tartományára (actuator limits) és a kimenőjel 
megengedett tartományára (output signal limits), valamint a tranziensek alakjára.

A korlátozások megfogalmazásakor szükség lesz a következő jelölésekre:

i) Jelölje lNrxr azt a mátrixot, amelyben egymás alatt N darab rxr méretű egy­
ségmátrix helyezkedik el:

N.rxr (4.101)

ii) Jelölje Tn rxr azt az alsó blokkháromszög mátrixot, amelynek N blokksora van, 
és a blokkok mind rxr méretű egységmátrixok:

(4.102)
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4.7.1 A jeltartományokra vontkozó korlátozások
A jeltartományokra vonatkozó korlátozások tipikus alakja

AuL Au(t + k) < AuH , 
uL á u(t + k)<uH , 
yL <y(t + k)<yH ,

(4.103a)
(4.103b)
(4.103c)

ahol AuL,Autl,uL,uH,yL,yH ismert konstansok (a MIMO esetben vektorok).

A továbbiakban az u,u és y = Vu + f jelekre vonatkozó korlátozásokat Rü<c 
(vektor-egyenlőtlenség) alakban keressük. Vegyük ehhez figyelembe, hogy

u(t) = Au(t) + u(t -1),
u(t +1) = Au(t +1) + u(t) = Au(t) + zlu(r +1) + u(t -1),

u(t + k) = Au(t + k) + u(t + k — 1) = Au(t) + Au(t +1) H----- F Au(t + k) + u(t — 1) 

miatt

m = Tw x u +1w «(í —1). (4.104)/¥|pr Ai / ■ y i' Aí

Mivel xL < x < xH ekvivalens azzal, hogy x<xH és -x < -xL, ezért a jeltartomá­
nyokra vonatkozó korlátozások az

“ = - ^Nu,rxr^UH ’ (4.105a)

-M (4.105b)

TN^rS<lNu,rxruH (4.105c)

(4.1050)

VÜ<lN2_Ni,mxmyH-f, (4.105e)

-VÜ<-lNi_N^myL+f (4-105f)

komponensekből állnak, amelyeket vektor-egyenlőtlenség alakjában is felírhatunk:

Ru^b, (4.106a)
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~ ^N.xNu

^■N„,rxi^uH 

~^N„,rxr ^UL

R =
^N^rxr

-T^ rxr
V

-V

és b =
^Nu,rXrUH Nu,rxru^ ~

~^N„,rxrUL + ^N,,rxru(t

N2-Nl,mxm YH f

N2-Nl,mxm yL + f

(4.106b)

Ha bevezetjük a Au(t + k) = Au Lk + xk jelölést, azaz ü = lNu rKrAuL + x, akkor a 

korlátozások a

X ~ NuxNuX-^Nu,rxr^UH UÚ’ (4.105a*)

X>0, (4.105b*)
^■Nu,rxrX — ^Nu,rxrUH — N,,rxru L ~ ^N,,rxru^ — ’ (4.105c*)

~~r^Nll,rxrX — Nu,rxr^L "b Nu,rxr "b Nu ,rxr ~ 1) ’ (4.105d*)

Vx < 1 mxm y H — f ~ V1 n* rxru k , (4.105e*)

— ~ ~ 1 V2-V| ,mxm y L + f + ,rxr Z (4.105f*)

komponensekből állnak, amelyeket vektor-egyenlőtlenség alakjában is felírhatunk:

x>0, Rx<b, (4.106a*)

{N,xN, lN„rxr(AuH - AuL)

Tyu,rxr ^Nu,rxrUH ~ ~ Nu ,rxr u L ~ Nu,rxrU^ — 0
R = -T^ rxr és b = Nu,rxr^L '^■^■N,,rxr^L "b 1 Nu,rxr ~ . (4.106b*)

V iN-t-Nt.mxmyH ~ f ~V^N„rxrUL

-V ^N2-Nl,mxm Yl + f + ^^Nu,rxrUl.

4.7.2 A tranziensekre vonatkozó korlátozások
1 ■ A kimenő jelnek egy előírt sávban kell maradnia. Ez az eset programszabályo^5 

esetén tipikus, amikor az előírt sávot yL(t) és yH(t) határozza meg. Legyen 

^:=(yL(í + i)r."'.n(í + A)r)7' és yh ^(yH(t + \)T,-',yH(t + N)T)T,aií' 

kor a sávban maradás feltételei a következők:

-Ea"
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Vu<Yh-f, 
-Vu<-YL + f.

____ 101

(4.107a)
(4.107b)

2. Túllövés-mentes tranziens szükséges (a kimenő jelnek alapjelváltás után aperio- 
dikusnak kell maradnia). Ez az eset pl. robotikai alkalmazások esetén tipikus, 
amikor el kell kerülni az ütközést a munkaasztallal vagy az azon lévő tárggyal. 
Legyen a tartomány X,, N2, ahol a feltételt biztosítani kell, akkor pozitív 
alapjelugrást és utána tartósan konstans alapjelet feltételezve teljesülnie kell, 
hogy y(t + k)< r(t), ahonnan következik

(4.108)

3. Monoton tranziens szükséges (a kimenőjelnek pozitív alapjelugrás után monoton 
növekednie, negatív alapjelugrás után pedig monoton csökkennie kell). Ez a kö­
vetelmény az oszcilláció elleni védekezés eszköze lehet, ha a szakasz modelljé­
nek perturbációja várható. Ekkor pozitív alapjelugrást és utána tartósan konstans 
alapjelet feltételezve teljesülnie kell, hogy y(t + k +1) > y(t + k), ha y(t) < r(r), 
ami részletesebben azt jelenti, hogy

y(t +1) = Vowj + /] > y(í) => V0M! > y(t) - ,
y(t + 2) = V^ + VQü2 + f2> y(t+ \) => (V,-V^ +Voü2>fl - f2,

y(t + N) — V„_,m, + y^-2u2 + •" + + fn > y(í + N 1) =>
(V^ -VN_2)ul + (VN_2 -VN_3)u2 +- + (7, -V0)uN_} + VouN -fN.

Ezért a monotonitási korlátozás a következőképp adható meg vektor­
egyenlőtlenség alakjában (pozitív alapjelugrás esetén):

o - o 1 F/i-y(O
-(V,-Vo)

(4.109)

- -V0J LfN-f^

4. Nem-minimumfázisú jelleg elleni védekezés. Ha egy rendszer kimenő jele pozi­
tív alapjelugrás esetén előbb csökkenni kezd, és csak később kezd el növekedni, 
akkor a rendszer viselkedése nem-minimumfázisú jellegű. Ezt úgy lehet megaka­
dályozni, ha pl. pozitív alapjelugrást, azaz y(r) < r(r) esetet feltételezve megkö­
veteljük, hogy y(t + k + I) S y(t), ahonnan következik
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-VÜ<-lN^my^ + f. (4.110)

5. Beavatkozó szerv holtjátékának kompenzálása. A holtjáték (dead zone) tartomá­
nyában a beavatkozó szerv nulla kimenő jelet ad. Ha a holtjátékot a sebességre és 
a kimenetre is vonatkoztatjuk, és tartományaikat rendre AudL,AudH,udL,udH 
definiálja, akkor a holtjáték kiküszöbölésére a következő feltételek teljesülését
kell garantálni:

Au(t + k) > AudH , ha Au(t + k) > 0, (4.111a)
Au(t + k)< AudL, ha Au(t + k) <0, (4.111b)

u(t + k)- Au(t) -i----- 1- Au(t + k) + u(t — 1) > udH , ha u(t + k) > 0 , (4.111c)
u(t + k) = Au(t) + + Au(t + k) + u(t -1) < udL , ha u(t + k) < 0 . (4.111 d)

Ezeknek a feltételeknek a kiértékelése azonban bonyolult a megkülönböztetendő 
esetek miatt. Az optimalizálási feladat elveszíti konvex jellegét, ezért az optimum 
meghatározására ebben az esetben elsősorban az evolúciós technikák (genetikus 
algoritmus stb.) javasolhatók. A továbbiakban ezzel a korlátozási típussal nem 
foglalkozunk.

6. A végállapot feltétel biztosítása. Ebben az esetben megköveteljük, hogy az 

költséghorizont után még n ütemig a kimenet jósolt értéke kövesse a referencia 
jel jósolt étékét. Legyen yn = (y(t + Ny +1/,..., y(t + Nv + n)T )r, akkor a cél 

yn = Vh + fn := rn. Ekkor az eddigiekkel szemben egyenlőség típusú korlátozást 
kapunk:

VU = r-f„. 
n J n

4.7.3 A célfüggvény alakja
A célfüggvény alakja (4.73) szerint

, 1 _
J = — < Hu,u > + <c,u >+d ,

2 
h=vtqv + r, 
c = VTQ(f-r), 

d=^<Qr,r> + ^<Qf,f>-<Qr,f>.

(4.112)

(4.113a)

(4.113b) 

(4.113c) 

(4.113d)
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Ha bevezetjük a. ü = 1N rxrAuL + x=> x = u-u0 transzformációt, ahol 

h0 = 1N rxrAuL és x > 0, akkor a célfüggvény új alakja a következő lesz:

J = — < Hx,x> + <c,x>+d , 
2

(4.114a)

H = H , (4.114b)
c = c + Hü0, (4.114c)

d = d + y < Hu0,u0 > + <c,ü0 >. (4.114d)

Vegyük észre, hogy J minimumának helyét d, illetve d nem befolyásolja.

4.7.4 Optimalizálás kvadratikus programozással
A prediktív irányítási feladat optimális megoldásának meghatározása korlátozások 
esetén az ún. kvadratikus programozás körébe tartozik, mivel a célfüggvény kvadra­
tikus és korlátozásoknak van alávetve, amelyek lineáris egyenlőtlenség-típusúak, ki­
véve a végállapot feltételeket, amelyek lineáris egyenlöség-típusúak. A kvadratikus 
optimalizálás alapjait az F3. függelékben foglaltuk össze.

A kvadratikus programozás (QP) alapfeladata a következő:

min J(x) = — < Hx,x> + <c,x>, (4.115a)
x 2
x>0, Alx = bl, A2x<b2, (4.115b)

ahol xe R", H >0 nxn méretű pozitív szemidefinit szimmetrikus mátrix, 
b} e Rm', b2 e Rm2, = Hx + c =: g(x) a célfüggvény gradiense és J* = H a cél­
függvény Hess-mátrixa.

Az optimális prediktív irányítás korlátozások esetén a MATLAB Optimization 
Toolbox qp függvényével határozható meg, amelynek szintaktikája a következő:

[xopt, lambda, how] = qp(H, c, A, b, vlb, vub, neqstr)

ahol az optimalizálási feladat min f(x) = y< Hx,x> + <c,x>, Ax<b, 

vlb< x<vub, továbbá neqcstr az egyenlőség alakú korlátozások száma, amelyek 
A és b elején helyezkednek el. A lambda kimeneti paraméter elején a nem 
egyenlőség alakú korlátozásokhoz tartozó 2 Lagrange-multipiikátorok állnak. Nulla 
Áj érték inaktív korlátozást jelöl. A lambda végén álló értékek a vlb<x és az 



104__________ 4. PREDIKTÍV IRÁNYÍTÁS FREKVENCIATARTOMÁNYBAN

x<vub alakú korlátozások aktív vagy inaktív voltát mutatják. A /iow='ok’ string 
érték azt mutatja, hogy az optimalizálás probléma nélkül zajlott, 
how ='infeasible’ jelzi, ha a feladatnak nincs megvalósítható (a korlátozásokat 
kielégítő, angolul feasible) x megoldása.

Az Optimization Toolbox qp függvénye az aktív halmaz (active set) és a meg­
valósítható irányok (feasible directions) módszerén alapul. Mivel a prediktív irányí­
tás valós idejű megvalósításakor ritkán használunk MATLAB-ot, és az optimalizá­
lást minden időpontban újra el kell végezni, ezért az F3. függelékben összefoglaltuk 
a kvadratikus programozási algoritmusok alapjait, amelynek alapján a felhasználó 
maga is megírhatja saját optimalizáló függvényét az irányító rendszer szoftver plat­
formja számára (pl. C nyelven).



5. TÖBBVÁLTOZÓS RENDSZEREK IRÁNYÍTÁSA 
ÁLLAPOTTÉRBEN

Ebben a fejezetben többváltozós lineáris rendszerek állapot-visszacsatoláson, 
állapotmegfigyelön vagy kimeneti visszacsatoláson alapuló szabályozó tervezési 
módszerei közül mutatunk be néhányat. Először a rendszer különféle normálalakjai 
közül a Luenberger-féle irányíthatósági és megfigyelhetöségi normálalakokat mu­
tatjuk be, majd ezek felhasználásával megoldjuk az állapot-visszacsatolási és az 
állapotmegfigyelő tervezési feladatokat [11], Megvizsgáljuk a robusztus pólusáthe­
lyezés lehetőségét [12]. Bumutatjuk a Roppenecker-paramétereken és modális szin­
tézisen alapuló tervezést [14], Módszert adunk az állapot-visszacsatolás közelítésére 
kimeneti visszacsatolással [15],

Feltesszük, hogy a rendszer a szokásos alakban adott:

x = Ax + Bu,
y = Cx + Du, (5.1)

xe Rn, ue Rr, ye Rm.

Az algebrai hasonlóság miatt az eredmények diszkrét időben is érvényesek marad­
nak, de a stabilitási tartomány eltérő volta miatt a zárt rendszer karakterisztikus poli- 
nomját és a megfigyelő polinomját másként kell megválasztani. Feltesszük továbbá 
azt is, hogy rank(B) = r illetve rank(C) = m, különben bizonyos bemenetek, illet­
ve kimenetek fölöslegesek lennének, mert a többiekböl kifejezhetők.

5.1 Luenberger-féle normálalakok
Az irányítástechnikában számos normálalak ismert, ezek közül a könyv I. kötetének
6. fejezetében [1] SISO rendszerek esetén már megismerkedtünk az állapotegyenlet 
szabályozó és megfigyelő alakjaival. MIMO rendszerek esetén a Luenberger-féle 
normálalakok egy szelekciós sémán alapulnak. Mivel a nem irányítható, illetve nem 
megfigyelhető módusok hatásával az irányíthatósági, illetve megfigyelhetöségi nor­
málalakokban már foglalkoztunk a könyv I. kötetének 10. fejezetében [1], ezért itt 
elsősorban irányítható és megfigyelhető rendszerekre fogunk koncentrálni.

5.1.1 Szelekciós séma
Tekintsük a rendszer Mc = [# AB A1 B ■■■ A"-'#] irányíthatósági mátrixát, amely 

most nx(rn) méretű. Legyen B = [ht b2 ■■■ hj, ahol b, az i -ik oszlopvektor. A 
szekciós séma r oszlopból és maximum n sorból áll, és a séma minden egyes helye 
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egy A,bt oszlopvektomak felel meg. Szigorúan balról jobbfelé haladva az M c 
mátrix oszlopain, teszteljünk minden egyes oszlopot, hogy lineárisan független-e a 
tőle balra lévő oszlopoktól M c -ben (a sémában a soron belül tőle balra és a fölötte 

lévő sorokban lévő vektoroktól). Ha az éppen vizsgált oszlop, és A lbl lineá­

risan független a tőle balra lévő oszlopoktól Mc-ben, akkor írjuk be Aibi -t a sze­
lekciós séma j +1 -edik sorának i -edik oszlopába, ha pedig nem, akkor jelöljük 
meg o jellel (karikával) ezt a helyet a szelekciós sémában, és hagyjuk ki a vizsgála­
tát az i -edik oszlopban minden Akbjt k> j tagnak a továbbiakban.

Definiáljuk a y, irányíthatósági indexet a séma i -edik oszlopában a o fölött 

elhelyezkedő vektorok számával (v, = j, ha a o az A^ tesztelésénél keletkezett a 
sémában). Ezáltal minden i bemenő jelhez keletkezett egy v, > 1 irányíthatósági 
index (mivel b},---,br lineárisan függetlenek a feltevés szerint). Megmutatható, 
hogy

/—1 r ^2
Av’bj = y\2\ocijkAkb + \ y aijkAkb:

> z-i x-j j x-i Z—< v* j (c
;=1 *=0 j=i *=0 v-’-^

K, =min{v,,v7 -1}, K2 =min{v/,v;}-l.

Vezessük be még a cr, = y(, a2=v{ +v2, , ar =vÁ +v2+---vr indexeket is.

Példa a szelekciós sémára:

Legyen r = 3 és n = 9 , és tegyük fel, hogy a szelekciós séma az (5.3a-c) eredményt 
adta.

b\ b2 bi

Ab} Ab2 Aby
Á1^ o A2b3 (5.3a)

A\ 0

0

h =4 v2 = 2 ^3=3 (5.3b)

= 4 cr2 =6 ^3 =9 (5.3c)

Az (5.2) képlet alapján a következők mondhatók:
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-a1106] + amAb} + aU2A2b} + ali3A3bi +
+0fi2o^2 +ai2iAb2 + (5.4a)

+«i3O/’3 + a13lA/>3 + amA2b3,

A b2 =<^210^1 +a2llAbj + a2l2A2bt +
+a22Qb2 +«22i^2 + (5.4b)
+a23O^3 + a23lAb3,

A'b3 = tt3io^| + a3nAbt + a3j2A2bl + d3l3A^bI +

+a32o^2 + + (5.4c)

+cc33o^3 + a331Ab3 + a332A b3.

Ha szükséges, ezekből az eredményekből további eredmények is levezethetők, 
pl.

A'b2 =6X210^^1 +<2^211'4 +0^212^4 by +

+0^220'4^2 +«22I'42^2 + (5.4d)

+«230 & b3 + a231 A2 b3,

ahol A2b2 nem szerepel ugyan a lineárisan függetlennek talált vektorok között, de 
helyére behelyettesíthető (5.4b).

5.1.2 Luenberger-féle irányíthatóság! normálalak
Tekintsük a szelekciós sémára adott mintapélda eredményét. A konstrukció szerint 
bi,Ab},A2bl,Aibl,b2,Ab2,b3,Ab3 A2b3 lineárisan függetlenek, és mivel a feltevés 
szerint a rendszer irányítható, ezért az állapottér egy bázisát alkotják. Álljon a P 
mátrix ezekből az oszlopokból és legyen q' a P~] mátrix cr,-edik sora:

P = [b} Ab} A2b\ A2b} b2 Ab2 b3 Ab3 A2b3], (5.5a)

q? ^=P~} mátrix ct, -edik sora. (5.5b)

Vezessük be az alábbi T koordináta-transzformációt, és határozzuk meg foko­
zatosan TAT 1 és TB értékét. Ennek során vegyük figyelembe, hogy TT~l =1 , 

P ] P = 1, továbbá használjuk ki az (5.4a-d) összefüggéseket.
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T ~ q{ A 0 1 0 0 0 0 0 0 0“

qT,A ^A2 0 0 1 0 0 0 0 0 0

q^A2 qi a3 0 0 0 1 0 0 0 0 0

q^A3 q^A* * * *******

^TA = q2A ^TAT'' = 0 0 0 0 0 10 0 0
?2^ q2A2 * * *******

q]A 0 0 0 0 0 0 0 10
q.A2 0 0 0 0 0 0 0 0 1

T a 2L«3A J SIA\ * * *******

q{ b2 q2 b3 “0 0 0
qf Abt q{ Ab2 Ab3 0 0 0
q^A2^ q{ A2b2 q{ A2b3 0 0 0
q{A3b} q{A3b2 q{ A3b3 1 tz2|2 a313

TB <7^1 q[b2 q2b = 0 0 0
q^ q2 Ab2 q2 Ab3 0 1 0
q3 b} q3b2 q3b 0 0 0

q3 Ab^ q3 Ab2 q3 Ab3 0 0 0
_^A2 q3A2b2 q3 A2 bi. 0 0 1

Itt kihasználtuk, hogy például a (TAT~' )23 elem számításakor TA 2-ik sorát, am1 
q' A2 miatt a T mátrix 3-ik sora, kell összeszorozni a T~' mátrix 3-ik oszlopával, 

ezért az eredmény 1. Ha viszont a (TAT~')22 elemet számítjuk, akkor TA 2-ik so­
rát, ami q{ A2 miatt a T mátrix 3-ik sora, kell összeszorozni a T~} mátrix 2-^ 

oszlopával, ezért az eredmény 0. Másrészt például (TAT"'^ számításakor TA 4' 

ik sorát, ami q{ A3 miatt már nem sora a T mátrixnak, kell összeszorozni a T 

mátrix i -edik oszlopával, ezért az eredménynek semmi köze TT~' elemeihez, aZ 
eredmény általános, amit * -gal jelöltünk.

Hasonlóan például (TB)22 számításakor q' -t, ami P-1 4-ik sora, kell összes?0' 
rozni Ab2-ve\, ami P -nek 6-ik oszlopa, ezért az eredmény 0. (TB)32 számítása^ 

ugyan A2h2 nem oszlopa P-nek, de kihasználható (5.4b) annak belátására, h°^
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ebben az esetben is 0 keletkezik. Másrészt viszont például (77?)4] számításakor 
íf-t, ami P~' 4-ik sora, kell megszorozni A^-gyel, ami P-nek a 4-ik oszlopa, 

ezért az eredmény 1 lesz. (Pfi)42 számításakor kihasználható, hogy q? -t, ami P~' 

4-ik sora, kell megszorozni A^b2-ve\, ami ugyan nem szerepel közvetlenül P osz­
lopai között, de (5.4d) szerint P bizonyos oszlopainak lineáris kombinációja, ezért 
az eredmény a212, mert ez a súlya A^ -nek az (5.4d) kifejezésben.

Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy a példában a T koordináta-transzformáció 
elvégzése után az Á = TAT~' mátrix általános elemei a sorokban he­
lyezkednek el és a többi elem 0 vagy 1, ahol az egyesek a föátló feletti diagonális- 
ban helyezkednek el, kivéve persze a cr,, o2, a} sorok elemeit. A B = TB mátrix 
elemei a cr1,cr2,cr3 sorok elemeinek kivételével mind nullák, és ha kiemeljük 
belőle a al, cr2, cr3 -edik sorokat, akkor egy felső háromszögmátrix keletkezik, 
amelynek a diagonálisában egyesek állnak, és így ez a részmátrix invertálható is. A 
C = CT és a D = D mátrixok elemei általánosak. Ezt az alakot Luenberger-féle 
irányíthatósági normálalaknak nevezik [11], Ezek a tulajdonságok nemcsak a minta­
példára érvényesek.

Algoritmus a Luenberger-féle irányíthatósági normálalak meghatározására:

1. Alkalmazzuk a szelekciós sémát az (A,B) pár M c =[5 AB A"-1/?] irányít­
hatósági mátrixára. Határozzuk meg a rendszer r,. vr irányíthatósági indexeit 
és a belőlük számítható cr, = v,, cr2 =v, +v2, ..., ar = v, +••■ + vr mennyisé­
geket.

2. Képezzük a P = [b],Ab},...,Av'b],...,br,Abr,...,Av,^lbr] mátrixot, határoz­

zuk meg a P~' mátrixot és szelektáljuk ki a q? := P~' mátrix a,-edik sorait, 
i = 1,..., r.

3. Határozzuk meg a T koordináta-transzformáció mátrixát, amelynek sorait rend­
re a ,q] A,...,q^Av'~x ,...,qTr ,q[ A,...,qTr Av,~} sorvektorok alkotják.

4. Határozzuk meg az (A, B, C, D) rendszer (Á, B,C, D) Luenberger-féle irányít­

hatósági normálalakját az Á = TAT~\ B = TB, C = CT~', D = D összefüggé­
sek alapján.

Megjegyzés:
1) Egy (p(s) = sn + a^s + ■■■ + aÁs + a0 polinom kísérő mátrixa és annak deter­

minánsa



110 5. TÖBBVÁLTOZÓS RENDSZEREK IRÁNYÍTÁSA ÁLLAPOTTÉRBEN

0 1 0 • 0
0 0 1 ■ 0

0 0 0 ■ 1
, det(s/ - A^) = <p(s)

” ű0 ~a\ -a2 • ■ ~ an-l _

ii) A MIMO pólusáthelyezési feladat megoldásakor jól kihasználható lesz, hogy a 
Luenberger-féle irányíthatósági normálalakban A egy polinom 
kisérőmátrixával egyenlő, eltekintve a cr1,...,trr soroktól.

iii) A MIMO minimálisrendü megfigyelő tervezéskor ki fogjuk használni, hogy 
C = [Cj 0], ahol a Cj blokk alsó háromszögmátrix. Mivel a megfigyelő terve­
zés a pólusáthelyezés duálisa, ezért célszerű a normálalakban az általános soro­
kat előre mozgatni, ami a bázisvektorok permutációjának felel meg.

iv) Az általános sorokat előre mozgathatjuk úgy is, hogy a T koordináta­
transzformáció mátrixába a bázisvektorokat eleve a q{Av'~' ,...,q?Av' > 

q? ,q{ A,...,q{ Av'~2 , q^ ,q^ A,...,q^ Av'~2 sorrendben helyezzük el. Ez
azonban máshová helyezi a korábban főátlóban lévő egyeseket, és ezáltal el­
vész a kisérőmátrix jelleg. Ilyenkor egy előírt A^ betartásához a 

kisérőmátrixon is el kell végezni a A? = TprrmA(pTperm transzformációt, ahol 

T a bázisvektorok T -hez képesti permutációjának megfelelő koordináta­

transzformáció mátrixa.

Példa Tperm meghatározására iv)-hez (lásd korábbi példa): 

Permutáció:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}—^->{4,5,6,1,7,2,8,9,3}.

Eredeti bázis:
(/i > fi > fi > fi t fs > A > fi > fs - A1

Permutáció utáni bázis:

{^i = A>^2 = fk ’ ^3 = A = fi > A = A ’ ^6 = A ’ A = A Ag = A ’ A = A E
=ÍA> A> A> A> A’A> A’A’A] = le4’e5-e6,e1,e7,e2)eg,e9,e3]>

felírva á|,á2,..„A, bázisban

ahol e, az i -edik standard (oszlop) egységvektor, Tp'm = Tpe 
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(A teljes koordináta-transzformáció a régi T -vei kifejezve T =TpermT, amivel 

Á=TAT~', B =TB stb. lenne. A permutációt azonban csak akkor kell meghatá­
rozni, ha transzformálni akarjuk A^-t. Különben elég közvetlenül felépíteni T -ot, 

és ennek alávetni A, B, C, D -t.)

Megjegyzés: Mivel a Luenberger-féle megfigyelő normálalakot később az irányít­
hatóság és a megfigyelhetőség dualitására hivatkozva egy fiktív rendszer 
Luenberger-féle irányíthatósági normálalakjának közbeiktatásával határozzuk majd 
meg, ezért szükség lesz a koordináta-transzformációk precíz megkülönböztetésére. 
Ennek érdekében a továbbiakban a TcLUE := T és TcLUE := T jelölést fogjuk hasz­
nálni:

(A,B,C,D)—^~^(Á,B,C,D) (5.6a)

(A,B,C,D)—^ >(Á,B,C,D) (5.6b)

Vegyük észre, hogy (A, B,C, D) és (A,B,C, D) abban különböznek, hogy míg 

(A,ő)-ban az általános sorok a cr1,..., crr-edik sorok, addig (A, B) -bán az általá­

nos sorok az 1, r -edik sorok, és a B = felbontásban B} felső háromszög­
0

mátrix, amelynek a diagonálisában mindenütt 1 áll, ezért invertálható.

5.1.3 Luenberger-féle megfigyelhetőségi normálalak
Az irányíthatóság és megfigyelhetőség dualitása miatt egy fiktív rendszer közbeik­
tatásával bevezethetjük a Luenberger-féle megfigyelhetőségi normálalakot: 

(A,B,C,D)^(At,CT,B' ,Dt)u >(ÁT ,CT ,BT ,DT)n -+(Á,B,C,D) 

(A,B,C,D)-+(At,Ct ,Bt , Dt )n—^—>(At,Ct ,Bt,Dt)h ->(Á,B,C,D)

Jelölje a fiktív II. rendszer irányíthatósági indexeit . ,vmll, akkor az ere­

deti rendszer megfigyelhetőségi indexeit d] :=vul ,...,dm :=vmll révén definiáljuk. 

A kitüntetett további indexek a, := dt,a2 := d{ + d2,:=d} + d2 +--- + dm .
Vegyük észre, hogy (A,^, C, D) és (Á,B,C,D) abban különböznek, hogy míg 

(A.C) -ben az általános oszlopok a <r,..... <Tr-edik oszlopok, addig (A,C)-ban az 

általános oszlopok az I......r-edik oszlopok és a C = [Cj 0] felbontásban alsó 
háromszögmátrix, amelynek a diagonálisában mindenütt 1 áll, ezért invertálható.
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Határozzuk meg a Luenberger-féle megfigyelhetöségi normálalakra való áttérés 
T,tLUE és T„,lue koordináta-transzformációit:

(A, B, C, D) - ^-^(A, B,C,D),

(A, B, C, D)-^-^(A, B, C, D).

Világos, hogy ÁT =tcLUEatt;{ve, Ct = TcLUECt, Br = btt^lue, Dt =Dt, 

ezért Á = TctweATJlue , C = CTjLUE, B = T~lUEB , D-D , ahonnan következik

t„.We = t;twe , A=toLUEat;{ue , b=to WEb , c = ct;[ue ,d=d,

és hasonlóan

^o.LUE = Tc.LUE ’ = ^O.LVE^O.LVE ’ = ^o.LUE^ ’ = ^o.LUE ’ D = D . (5.7b)

Megjegyzés: Vegyük észre, hogy a megfigyelhetöségi normálalak meghatározásakor 
a Tclue transzformációt a fiktív (Ár ,CT)„ párhoz határoztuk meg, nem pedig az 
eredeti rendszerhez. (A megfigyelhetöségi normálalakkal kapcsolatban ezt a továb­
biakban is mindig így kell érteni).

Példa a Luenberger-féle megfigyelhetöségi normálalak meghatározására:
Tegyük fel, hogy elvégeztük a szelekciós sémát az (AT,CT')II páron és eredményül 

a fiktív rendszer v} n = 4, v2ll = 2, v3 w = 3 irányíthatósági indexeit kaptuk. Ezért

d\ = 4, d2 = 2, d^ = 3 az eredeti rendszer megfigyelhetöségi indexei és
cr, = 4, cr2 = 6, cr3 = 9, továbbá

0 1 0 0 0 0 0 0 0' 0 0 0‘
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
* * * * * * * * * 1 * *

ÁT = 0 0 0 0 0 1 0 0 0 és CT = 0 0 0
* * * * * * * * * 0 1 *
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
* * * * * * * * * 0 0 1



5.2 Pólusáthelyezés állapot-visszacsatolással______________ _________ ______ H3

Ha az általános sorokat a {1,2,3,4,5,6,7,8,9}——-—>{4,5,6,1,7,2,8,9,3} permutációval 
előre mozgatjuk, akkor

* * * * * * * * * ‘1 * *

* * * * * * * * * 0 1 *
* * * * * * * * * 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

ÁT = 0 0 0 0 0 1 0 0 0 és CT = 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

_0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

lesz az eredmény. Végezzük el a transzponálást, akkor

* * *

* * *

* * *

0 0 1 0 0 0'

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1

(5.8a)

(5.8b)

Á =

c

Au A] 2

"1
*
*

* * *
* * *
* * *
* * *
* * *
* * *

0 0 0
1 0 0
* 1 0

0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 10

0 0 0 0 0'

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

_A2i

=[q

A22.

|o]=

5.2 Pólusáthelyezés állapot-visszacsatolással
A pólusáthelyezési feladatot a könyv I. kötetének 10. és 11. fejezetében [1] már 
vizsgáltuk. Az ott tárgyalt megoldások (állapot-visszacsatolás, alapjel miatti korrek­
ció, integráló szabályozás, terhelésbecslés) mind érvényben maradnak, kivéve az 
Ackermann-képletet, amely csak SISO rendszerek esetén érvényes. A diszkrétidejü 
szabályozások tervezésénél kihasználható a folytonosidejű és a diszkrétidejü rend- 
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szerek algebrai hasonlósága, ezért elegendő a MIMO folytonosidejü 
állapotvisszacsatolás megtervezésére módszert kidolgozni.

Felteszük, hogy a rendszer teljesen irányítható. Ha nem lenne az, akkor irányít- 
hatósági lépcsős alakra hozhatjuk, és ha a nem irányítható módusok stabilak (tehát a 
rendszer stabilizálható), akkor az irányítható módusok kimozdíthatok állapot­
visszacsatolással, a nem irányítható módusok pedig megmaradnak stabilnak, mert az 
állapot-visszacsatolás nem hat rájuk.

Tekintsük tehát a teljesen irányítható folytonosidejű rendszert (vagy annak irá­
nyítható alterét). Legyen (pfs) = {s - sx)--fs - sn) a zárt rendszer előírt karakte­
risztikus egyenlete, amely megmondja, hogy hová kell kimozdítani a szakasz pólu­
sait (az A mátrix sajátértékeit) az u = -Kx állapot-visszacsatolással: 
tpc(s) = det(sl - (A - BK)). Tudjuk, hogy koordináta-transzformáció esetén a ka­
rakterisztikus egyenlet invariáns marad, ezért a pólusáthelyezési feladatot a 
Luenberger-féle irányíthatósági normálalakban is elvégezhetjük a következő lépé­
sekben:

1) Hozzuk a rendszert az (5.6a) vagy (5.6b) Luenberger-féle irányíthatósági nor­
málalakra.

2a) Az (5.6a) szerinti (A, B) esetén az általános sorokat nem mozdítottuk előre. 
Képezzük a zárt rendszer tpc(s) karakterisztikus polinomjának Af 

kisérőmátrixát. Szelektáljuk ki az A,B,A? mátrixok ax,...,ar általános 

(generál) sorait, és jelölje az így kapott részmátrixokat rendre 
Agen ’ Rgen ’ ..gén • Mivel B -nak a ki nem szelektált sorai mind nullák, ezért 

A és A - BK eme sorai egyformák, és megegyeznek A^ -vei. Elegendő tehát 

biztosítani, hogy teljesüljön Ágen - BgenK = A^ gen. Figyelembe véve még. 

hogy u = -Kx = -KTc WEx , ezért

K = B~gltn(Ág,n-A^gtn), (5.9a)

K = KTc.we. (5.9b)

2b) Az (5.6b) szerinti (A, B) esetén az általános sorokat már előre mozgattuk a bá­
zisvektorok permutációjával. Képezzük a zárt rendszer <pc(s) karakterisztikus 

polinomjának A^ kisérőmátrixát. Határozzuk meg a bázisvektorok permutáci­

ójának megfelelő Tperm koordináta-transzformációt. Szelektáljuk ki az 

A, B,TpermAip Tperm mátrixok l,...,r sorait, és jelölje az így kapott részmátri­
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xokat rendre A^B^Á^ gen. Mivel 5-nak a ki nem szelektált sorai mind 

nullák, ezért A és A - BK eme sorai egyformák, és megegyeznek 
Perm^<pJperm~v^- Elegendő tehát biztosítani, hogy teljesüljön

^gen -BgenK = Af gen. Figyelembe véve még, hogy u = -Kx =-KTcWE, 

ezért

^ = ^Ágen-Á^gen}, (5.10a)

K = KTcLUE. (5.10b)

A pólusáthelyezési feladat megoldását a (SISO rendszereknél használt jelöléshez 
hasonlóan) röviden a következőképp fogjuk jelölni:

(A^B)—^ >K, (5.11)

de a most megismert vagy azzal ekvivalens más pólusáthelyezési módszert fogjuk 
érteni alatta MIMO rendszerek esetén.

Ha a rendszer diszkrétidejű és a szakasz modellje 

akkor az algebrai hasonlóság miatt (0, r, C, D) Luenberger-féle normálalakjai a 
folytonos időre megismert módszerrel határozhatók meg. A pólusáthelyezési feladat 
megoldásának lépései is azonosak, de Mc =\T (bT ... 0'1-1/'] az irányíthatósági 

mátrix, és a zárt rendszer (pc(z) karakterisztikus polinomját a |z|< 1 stabilitástarto­
mánynak megfelelően kell megválasztani:

(<P,D ->K. (5.13)
Mc

5.3 Állapotmegfigyelő tervezés
Felteszük, hogy a rendszer teljesen megfigyelhető. Ha nem lenne az, akkor 

megfigyelhetőségi lépcsős alakra hozhatjuk, és ha a nem megfigyelhető módusok 
stabilak (tehát a rendszer detektálható), akkor az állapot aszimptotikusan becsülhető 
teljesrendű megfigyelővel. A megfigyelhető módusokhoz tartozó becslési hiba tran­
ziense gyorsítható, a nem megfigyelhető módusokhoz tartozó becslési hiba tranzien- 
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se pedig stabil marad. Tekintsük tehát a teljesen megfigyelhető rendszert (vagy an­
nak megfigyelhető alterét).

5.3.1 Teljesrendű állapotmegfigyelő tervezése
Ha a rendszer folytonosidejű és a teljesrendű állapotmegfigyelő alakja

z/y
— = Px + Gy + Hu , dimx = dimx = n, (5.14)
dt

akkor bevezetve az x = x - x becslési hibát, a könyv I. kötetének 10. fejezete szerint 
[1], a következő feltételeket kell kielégíteni:

i) F = A - GC és H = B ,
ii) x - Fx stabil és gyors.

Ehhez előírható a megfigyelő

^„(s) = det(s/- (A - GC)) = det($7-(Ar - CrGr)) (5.15)

karakterisztikus polinomja a Res<0 stabilitástartomány figyelembevételével, és a 

feladat ezután Gr meghatározása. Jól látható, hogy a feladat rokon a pólusáthelye­
zési feladattal, hiszen a fiktív (AT,CT)n párhoz kell a tpo(s) feltételt kielégítő 

K„ =:Gt állapotvisszacsatolást meghatározni, ami a fiktív rendszer Luenberger- 
féle irányíthatósági normálalakjára való áttéréssel vagy más ekvivalens módszerrel 
elvégezhető a MIMO rendszerekre kidolgozott sémával:

(A.O-HA^C7-)/, >Kn -^G=K^F = A-GC. (5.16) 
Mc,ll

Ha a rendszer diszkrétidejü és a teljesrendü megfigyelő alakja

xí+1 = ?xi + öy, + Huj, (5.17)

akkor az algebrai hasonlóság miatt

i) F = <P-GC és H = T,
ii) x,+1 = Fje, stabil és gyors.

Előírható a megfigyelő (z) = det(z/-(0-GC)) karakterisztikus polinomja a 
|z| < I stabilitástartomány figyelembevételével, és a folytonosidejű feladattal való 

algebrai hasonlóság miatt a megoldás a következő sémával határozható meg:
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(0,C)^(0r,Cr)// >KU ->G = K7 ^F = &-GC. (5.18)
Mc.n

Ha teljesrendü aktuális megfigyelőt alkalmazunk:

= ^<-i + Gy< + Hui-\ • (5-19)

ami egy T mintavételi idővel korrábban reagál a kimenet aktuális értékére, és ezál­
tal kedvezőbb megoldás, akkor a könyv I. kötetének 11. fejezete szerint [1]

i) F = &-GC<P és H = r-Gcr,
ii) x, = Fx^ stabil és gyors.

Ha (0, C<2>) megfigyelhető, azaz (O7,®7 CT) u irányítható, akkor az aktuális 
megfigyelő a következő sémával határozható meg:

(0,C)-»(0r-^G = K], ^F = O-GC(D,
Mc.„ ’ (5.20)
H = r-Gcr.

5.3.2 Minimálisrendü állapotmegfigyelő tervezése
MIMO rendszer esetén célszerű a szabályozó komplexitását azáltal csökkenteni, 
hogy maximálisan kihasználjuk a kimenő jelben lévő információt a megfigyelő di­
namikus részében. Tekintsük a folytonosidejű esetet, és legyen a megfigyelő alakja

dz— = Fz + Gy + Hu, dimz = p, 
dt

(5.21a)

y(0 lim(x(r)-ár , ' } = 0, (5.21b)
[zw.

Z = Tx + e , (5.21c)

akkor

nxn ’

(5.22a)

(5.22b) 

(5.22c)

Mivel ránk# ^min{n,/n + p} és ránk £ min{m + p,n}, ezért
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C
T

C
T

ránk {& } = ránk In = n< ránk {ránk ránk } < min {m + p,n}<m + p •

Ha p < n - m lenne, akkor n<m + p<m + n-m = n<=>n<n ellentmondás lenne, 
ezért p > n - m . Megmutatjuk, hogy konstruálható p^ =n-m-edrendú 
megfigyelő.

Tetszőleges p -edrendű megfigyelő és D-0 esetén (5.21 a-c szerint)

Z = Tx + é = T(Ax + Bú) + é = F(Tx + e) + GCx + Hu , (5.23a)
é = Fe-(TA-FT-GC)x-{TB - H)u , (5.23b)

ahonnan következik, hogy

i) TA - FT - GC = 0 és TB = H ,

ii) é = Fe stabil és gyors.

Minimálisrendü állapotmegfigyelő tervezése: p-n-m

Hozzuk a rendszert a fl)LUE = fc [UE koordináta-transzformációval Luenberger-féle 

megfigyelhetőség! normálalakra. Akkor C = [C1 0], ahol invertálható 
méretű mátrix. A jelölések egyszerűsítése érdekében legyen T To LUE , továbbá 

£ = Tx az állapot a megfigyelhetőség! normálalakban, 5 := Cf1 és a transzformál1

kimenet p := Sy = [I m 0]£. Akkor £ partícionálható alakban, ahol

és ^Rnn=Rp. Partícionáljuk az A, B mátrixokat is a 
megfigyelhetőség! normálalakban p és £ méretének megfelelően:

Á=7A7”1
^11 ^12

a2] a22
íj -Aup + A12< + B{u, 

C = ^217 + ^22^ + B2U.

B =TB = B^
Bi.

(5.24)

(5.25)

Mivel u és y mérhető, ezért p és (elvben) p is számítható, ezért

Al2£ = p-AnP-BiU (5.26)
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fiktív kimenetnek tekinthető. Az állapotegyenlet tehát felfogható, mint egy fiktív 
rendszer, amelynek alakja

£ = A22^ + (A21tj + fi2«)
bemenet 27)

^I2_£ 

megfigyelés

és amelyhez azután dim = n - m = pmin teljesrendü megfigyelő tervezhető.

Álljon ebben a teljesrendű megfigyelőben G helyett L, akkor teljesrendü 
megfigyelője

dt a
— = (A22 - M12)< + + (A2I7) + B,u). (5.28)
dt

Válasszuk a z:=-Lz/ + ^ jelet a végső megfigyelő belső állapotváltozójának, 

akkor dim z = pmjn = n - m és

z=-Lq+^=

= -Lq + (A22 - M12 )(z + Lq) + L(q - Altq- 8^) + (A2Iq + B2u) = (5.29)
= (A22 - M12 )z + {(A22 - LA12 )L — LA{ । + A2] ]q + (B2 — LB} )u.

Hátra van még L megválasztása. Legyenek a Luenberger-féle megfigyelhetőségi 
normálalakra hozatalkor kapott megfigyelhetőségi indexek d\,...,dm. Mivel 

dim = pmjn = n - m, ezért f teljesrendű állapotmegfigyelője karakterisz­
tikus polinomjának fokszáma gr<po=n-m. Feltettük, hogy az eredeti rendszer 
teljesen megfigyelhető, ezért +d2 + --- + dm = n. Ha tehát előírjuk, hogy ^„(j) 
faktorizálható legyen

W = ^-i U) • ” ^/„-i (J) (5-3°)

alakban, ahol polinom, amelynek fokszáma d,: -1, i = , akkor tel­

jesülni fog a gr(pn = n-m feltétel. Megmutatható, hogy így faktorizálva (po(s) -t, a 
keresett L további számítások nélkül meghatározható. Legyen ugyanis

Pd^ = SJ'-' +g,di.2^~2 +- + ^5 + ^,0. (531)
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akkor

£10 0 0

&l,</|-2 
0

0

^20

L =
8 2,d2-2 

0 0
; • & mO

0 0 Sm.dm-2

(5.32)

megfelel.

Jól látható a (5.29) egyenletből, hogy t] = Sy = Cy'y figyelembevételével az 
eredő minimálisrendü megfigyelőben szereplő mátrixok a következők lesznek:

E — A22 L4| 2 (5.33a)

G = [(A22-M12)L-MH
H = B2-LB}.

(5.33b)
(5.33c)

A minimálisrendü megfigyelő dinamikus és statikus részből áll, melyek a
következők:

— = Fz + Gy + Hu , 
dt

^oLVE 7
_z + Lt]

cr1
LC;'

y y
zj |_z

(5.34a)

(5.34b)~ 1 cLUE
I n-m

A megfigyelő bemenete u és y, belső állapota z, kimenete pedig x.

Példa: L -nek (5.32) szerinti választása mellett valóban teljesül <p0 (s) = det(s/ - ' 
A korábbi példában szereplő (5.8a) felhasználásával írható, hogy
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Á22 — L412
0 0 0 0 0 0‘ £11 0 0 ‘
1 0 0 0 0 0 £12 0 0 0 0 1 0 0 o'0 1 0 0 0 0 £13 0 0— — 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 & 20 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 £30
0 0 0 0 1 0_ 0 0 £31 .
0 0 0 0 0 (f 0 0 £10 0 0 0 '
1 0 0 0 0 0 0 0 £1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 £1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 £20 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 £.30
0 0 0 0 1 0_ 0 0 0 0 0 £31.
0 0 — #10 0 0 0 -
1 0 — £11 0 0 0
0 1 — £12 0 0 0
0 0 0 — £20 0 0 ♦
0 0 0 0 0 “ £.30
0 0 0 0 1 -£31.

ezért F = A22- LAn polinomok kisérőmátrixainak blokkdiagonális mátrixa, és így 

(po(s) = det\sl - F) = (s3 + gn5* + g\iS + gwXs + g2OXs2 + g^s + gi0).

5.4 Robusztus pólusáthelyezés
MIMO rendszerek esetén az állapot-visszacsatolás K mátrixának rxn eleme van, 
a zárt rendszer előírt (pc (s) karakterisztikus polinomjának ellenben csak n para­
métere, ezért a (pc(s) = det(s/ - (/I - BK)), K =1 feladat alulspecifikált, és a 
Luenberger-féle irányíthatósági normálalakon alapuló módszer a létező megoldások 
közül egy meghatározottat választ. Világos azonban, hogy jobb lenne egy olyan op­
timális megoldást választani, amelynél a zárt rendszer sajátértékei a (pc (s) -ben spe- 
cifikáltakhoz képest a legkevésbé érzékenyek a rendszer A, B és a szabályozó K 
mátrixainak üzem közbeni megváltozására. A továbbiakban Kautski et al. [12] 
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eredményeire támaszkodva egy ilyen módszert ismertetünk. A módszert a MATLAB 
Control System Toolboxában a piacé függvény realizálja.

5.4.1 A robusztus pólusáthelyezési feladat megfogalmazása
A folytonosidejü és a diszkrétidejü probléma párhuzamos kezelése érdekében egy­
ségesen 2-t fogunk használni s, illetve z helyett, és ha szükséges, a megfelelő 
helyen utalunk a két eset közötti különbségekre. A jelölések egyszerűsítése érdeké­
ben legyen F := A - BK.

1. feladat: Adott az (Anxn, Bnxr) pár és az n komplex számból álló A = {2,,..., kn} 
halmaz, amely zárt a komplex konjugált műveletre, keresendő olyan KrXn, hogy a 
zártrendszer F = A- BK mátrixának sajátértékei 2,, í = l,...,n legyenek.

Felhasználjuk az irányítástechnikából és a lineáris algebrából a következő össze­
függéseket:

i) (A,B) teljesen irányítható, ha {wTA = ^w' és wTB = Q} <=> w1 =0. Ekkor 

ugyanis VK esetén wT (A - BK) = . Ezért p sajátértéke F = A - BK -nak

X/K esetén, ha w1 0, és /z nem mozdítható ki állapot-visszacsatolással. Az 
ilyen /z a rendszer nem irányítható módusú pólusa, és az ilyen p -nek szerepel­
nie kell A -bán.

ii) Ha (A, B) nem teljesen irányítható, akkor az 1. feladatnak létezik K megoldása, 
ha A partícionálható A = [AC AF] alakban, ahol A- tartalmazza az (A,B) nem 
irányítható módusú pólusait.

iii) Ha xt és w] rendre az F = A - BK halmaz jobb oldali és bal oldali sajátvekto­

rai, amelyek a 2, sajátértékhez tartoznak, azaz Fxt = Alxj és w'[F = Xiw^ 
i = továbbá F nem-defektív, azaz F sajátvektorai lineárisan függetle­
nek (bázist alkotnak, és így F diagonalizálható), akkor 2, érzékenysége az 

A, B, K mátrixok perturbációjára a c( = 1 / = |w(. ||2||^f ||2 x, | >1 kondíció­

számtól függ. Precízebben, ha F elemeinek a perturbációja O(s), akkor 2, 
elsőrendű perturbációjának nagyságrendje enc,. A cél tehát a kondíciószám 
csökkentése. A sajátértékek érzékenységére felső korlát az X =[x, x2 ... xj 

mátrix k2(X) kondíciószáma, mert maxc, < k2(X) = llxllllx "‘II
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iv) A kondíciószám pontosan akkor veszi fel a c; = 1 minimális értéket minden 

i = l,...,n esetén, ha az F mátrix normális, azaz F*F = FF* (itt F* az F 
transzponálnának a konjugáltja). Ebben az esetben F sajátvektorai átskálázha- 
tók úgy, hogy C" -nek (a komplex szám koordinátájú n -dimenziós vektorok te­
rének) egy ortonormált bázisát adják, azaz X~'FX = A, amikor is a robusztus 
pólusáthelyezési feladatot perfektül kondícionáltnak nevezzük és r2(X) = 1.

A továbbiakban feltesszük, hogy F = A - BK nem-defektív, azaz a sajátvekto­
raiból álló X mátrix invertálható, továbbá rank(B) = r (maximális).

2. feladat: Adott az (AnKn,Bnxr) pár és az n komplex számból álló A = {A,An} 
halmaz, amely zárt a komplex konjugált műveletre, keresendő olyan Krxn, hogy az 
F=A-BK mátrix sajátértékei 2,, i = legyenek és az F sajátvektoraiból 
álló X = [x, x2 ... xn ] mátrix elégítse ki az

(A-BK)X = XA (5.35)

feltételt, továbbá a feladat optimálisan (robusztusán) kondicionált legyen valamilyen 
v kondíciószám szempontjából.

5.4.2 A megoldás tulajdonságai
5.1 Tétel: Adott A és X esetén (5.35) megoldható, ha

ahol
(AX - XA) = 0,

Z'
B = IUO t/J n ,

(5.36)

(5.37)

továbbá U =[U0 t/J ortogonális és Z nemszinguláris. Ekkor K kifejezhető a 
következő explicit alakban:

K = Z~xUq(A-XAX~}). (5.38)

Bizonyítás: (5.35) szerint

BK = A-XAX~\ (5.39)

u;
amit U7 -vei balról megszorozva kapjuk, hogy
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ZK = Uo(A-XAX~'), 

0 = U{(A-XAX~\
(5.40)

ahonnan következik (5.38).

Megjegyzés:

i) Az (5.39) és (5.37) egyenletek felhasználásával írható, hogy 
rangé (A - XAX"') c rangé (fi) s rangé (t/0), ezért rangé (A - XAX ) és 

kernel (fi) = rangé ) egymásra merőleges alterek, továbbá teljesül (5.36).
ii) Az (5.37) felbontás meghatározható szinguláris érték felbontással vagy QR 

faktorizációval.

1) Szinguláris érték felbontás esetén
Z
0

V 7, ezért Z = 2V7 , aholB = U

X = diag(<J},..., <Tr) pozitív mátrix.
R
0

2) QR felbontás esetén B-Q és R felső háromszögmátrix.

Következmény: Legyen F = A - BK -nak a 
Xj, akkor

A, sajátértékéhez tartozó sajátvektora

x, e S\ := kernel[U7 (A - Xj)}, 
dim«!?[ = r + k^,

ahol
k^ :=dim (kernel {[fi | A - XJ]7 }),

(5.41a)
(5.41b)

(5.41c)

Az állítás közvetlenül következik (5.36)-ból: U7 (Ax,: - X,x,) = 0 => x,-e S\, •

Másrészt k^ definíciója szerint n - kÁ.= ránk [fi | A - XJ], továbbá (5.36) és 
(5.37) alapján

Ut[B | A-Xj] = [ü7B | í7r(A - A,/)]

kJ(A-2,/) =
z
0

Z
0

Uq(A-XJ)
U^A-XJ)

és mivel Z„r invertálható, ezért n-k^ - r = rank[U7(A - ^1)], ahonnan de' 
finíciója alapján következik (5.41b).
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Szükséges feltételek a 2. feladat megoldhatóságához:

i) Ha (A.B) teljesen irányítható, akkor k^ =0 és dim,?; = r, Ví. Ezért a sajátér­

ték multiplicitását úgy kell definiálni A -bán, hogy A, e A multiplicitása kisebb 
legyen vagy egyenlő r -rel.

ii) Ha (A,B) nem teljesen irányítható, akkor A = [AC 4-], és ha e A- egy 

nem irányítható pólus, akkor ki >0, és a sajátérték legfeljebb r + k^ = dim.^ 

multiplicitással szerepelhet.

iii) Minden ge A- nem irányítható pólus esetén teljesülnie kell még, hogy

{wT B = 0, wT(A-pJ)B = 0, WT{A-^2 = 0} => wT (A -/jí)-0 (5.42)

(ami irányítható /z pólus esetén mindig teljesül).

Két fontos kérdés vár tisztázásra:

a) Mi a hatása a perturbációknak a sajátértékekre?
b) Mit lehet mondani egy mátrix kondíciós számairól, ha az oszlopait meghatározott 

alterekből lehet csak megválasztani?

X=[X, X2 ...XJ,

nxmi méretű, X, oszlopai az altérből valók, dim«7; =r, ,

= C" (vagy Rn),

Sj nx^ méretű mátrix ortonormált oszlopokkal, Span(S, ) = .?<,

Di rixmi mátrix, ranktjf) = m^ (ha X, oszlopai lineárisan függetlenek)

X = [5, S2... S Jdiag (D,, D2,..., Dk) =: SD .

Becslést keresünk a minimális >c2(X) kondíciószámra az összes lehetséges Dt 
választás esetén.

5.4 .3 A robusztusság mértékei
Bizonyítás nélkül közöljük a következő tételeket, amelyekben, mivel a szinguláris 
értékek pozitívak és nem nőnek, a legnagyobb indexű szinguláris érték egyúttal a 
legkisebb szinguláris érték. Mátrix esetén ||4||, =^mm(A'A) az indukált operátor 

norma.
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5.2 Tétel: Ha K megoldása a 2. feladatnak és x(t) az x = (A - BK)x zárt rendszer 
tranziense x0 kezdeti állapot esetén, akkor

kik +maX W • ,

||x(í)||2 < r2(X) • max(|e',,'|}- ||x01|2 folytonos időben, 

||x(A)||2 • max{|Z(|A }■ ||x0||2 diszkrét időben.

(5.43)

(5.44a)

(5.44b)

5.3 Tétel: Ha a K állapot-visszacsatoláshoz tartozó sajátértékek halmaza A , és 
minden 2, e A stabil, akkor a zárt rendszer perturbált A - BK + A állapotmátrixa 
stabil marad, ha

ahol z?mjn jelöli a minimális szöget két és altér között, ahol definíció szerint

||a||2 < min a„ {sí-(A- BK)}=: Ő(K)
• folytonos időben, 

£(X)>minRe {-X,)/ K2(X)
i

(5.45a)

Ml ,< min <Jn{zI-{A-BK)}=:ő(K)
11 112 z=exp(jcű)

. . diszkrét időben.
5(K)>min Re (1-|X,|)/r2(X)

(5.45b)

5.4 Tétel: Ha X,S,D a fenti módon vannak definiálva és 5+ jelöli 
Moore-Penrose-féle pszeudoinverzét, akkor

5-nek a

<2 (5) “ H2 ||S +2 < V1 + (* -1) cos (t?min) • k2 (X) < 4k k2 (X), (5.46)

cos(t?min):=max|5,S7.| <1. (5.47)

Megjegyzés:
i) A fenti módon definiált tetszőleges X =SD esetén max r2(X) > 

. *
feltéve hogy az {mlválasztás mellett teljesül m <r és \ m =n. 1 I I

/=1
ii) A K2(S)l4k alsó korlát nem minden speciális (pl. mi =1 vagy X, oszlopai 

ortonormáltak) választás esetén érhető el.
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iii) Ha S numerikusán rosszul kondicionált (amax / cr min nagy), akkor X is rosszul
kondicionált, még akkor is, ha a r2(S) kondíciószám ésszerű nagyságrendű.

Ezért célszerű r2(X) mellett más robusztussági mértékeket is bevezetni. Ehhez 
különféle (nem euklideszi) normákat hívunk segítségül. Ha x = (r1,...,x„)reC", 

akkor ||xL :=max|x,|. Ha X = [Xy] mátrix, akkor Frobenius-normája (F -normája) 

|X||f = -^Trace(A*A) = • A D súlyozó mátrixot diagonálisnak fogjuk
V 1 j

feltételezni: O = diag(J1,J2>--->^n) > ahol VJ,>0.

Nem súlyozott mértékek a robusztusság jellemzésére:

vi =IHL = m“ c<
v2 = /f2(X)

Itt X = [x,,..., xn ] az F = A- BK mátrix jobb oldali sajátvektoraiból álló mátrix. 

A c mátrix a kondíciószámokból áll: c = (q,...,cn )r. Ha a sajátvektorok normali- 

záltak, azaz ||x,||? =1, Ví, akkor X-1 w„|7 és ct =|p,||?.

Megmutatható, hogy

i) V|, v2, v3 matematikailag ekvivalensek: 1 < v3 < v, < v2 < nv3

ii) V|,v2,v3 szimultán veszik fel minimális értéküket, ha X unitér 

(U *U = UU * = /) és a sajátérték-sajátvektor rendszer perfektül kondicionált.

iii)Ha bármelyik mérték vItv2,v3 közül közel van 1-hez, akkor a kondíciószámok 

négyzetének összege, ||c||‘ is közel optimális.

iv) v2 =r2(X) optimális (v2 =1), ha a normalizált jobb oldali Xj sajátvektorokból 

álló X mátrix unitér. A robusztus pólusáthelyezés célja ezért úgy kiszelektálni 
az x, e sajátvektorokat, hogy ||x,||2 =1 legyen és az Xj vektorok amennyire 

csak lehet merőlegesek legyenek egymásra.
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v) Az ortogonalitás mértékéül a sajátvektorok X mátrixa és egy X unitér mátrix 
közötti távolságot választjuk. Az X unitér mátrixot úgy választjuk meg, hogy 
X minden egyes x, oszlopa az X mátrix x, oszlopának (normalizált) ortogo­
nális projekciója legyen az altérre. Az általánosság gyengítése nélkül felte­
hetjük, hogy x*xi valós és pozitív, és ekkor x*x, =||s‘x,||2 = cos(z?,), ahol ű, 

az x, és x, közötti szög, és az S, mátrix oszlopai az altér ortonormált bázi­
sát alkotják. A v4 mérték ebben az értelemben méri a kondicionáltságát a fel­
adatnak. Világos, hogy 0<v4 <1, és v4 =0, ha a sajátvektorok {x,} halmaza 
ortonormált és a kondíciószámokra teljesül c, = 1, Vz.

Súlyozott mértékek a robusztusság jellemzésére:

v3(D)=|űx-,|f /||< =
V i 1 i

v4(D) = ^d^í^(^l^d^. (5.50)

Ezek a mértékek minimálisak, ha a sajátérték-sajátvektor feladat perfektül kondi­
cionált. Minimalizálván ezeket a mértékeket, minimalizáljuk a kondíciószámok sú­
lyozott összegének felső határát is. Egy alkalmas választás a súlyokra a 
folytonosidejű esetben d~' = Re (-2,), a diszkrétidejü esetben pedig d^' = 1 - |Át 

A v3(D) vagy v4(D) értékek minimalizálása megfelel a zárt rendszer amplitúdó 
tartaléka alsó határának a maximalizálásának. A súlyozás lehetővé teszi, hogy a sta­
bilitás határához közelebb eső sajátértékeket, amelyek paraméterváltozáskor köny' 
nyebben labilissá válhatnak, sokkal hatékonyabban kondicionáljuk, és ezáltal a 
rendszer robusztusabb legyen.

5.4.4 A robusztus pólusáthelyezés algoritmusa
Az algoritmus három alapvető lépésből áll.

A-lépés:
A B mátrix dekompozíciója (5.37) szerint, azaz C/o,C/t és Z meghatározása. A?- 

= kernelft/^/l - 2,/)} altér 5,, illetve a rá merőleges altér S, ortonormá'1 

bázisainak konstrukciója minden 2, e A esetén, í = l,2......n. A dekompozícióra 
már bemutattunk egy-egy QR vagy SVD felbontáson alapuló algoritmust. Az
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illetve 5, ortonormált bázisok is meghatározhatók ezekkel a technikákkal, ha az 

[U? (A - 2,/)]r mátrixra alkalmazzuk azokat:

=[St =>si,si

[U[ (A-A.iI)] = Ti[ri 0][S( Sf^S^S,.

(QR)

(SVD)

X-lépés:
Ez a lépés az algoritmus fő lépése. A cél az x, = Siwi e vektorok kiszelektálása 
úgy, hogy teljesüljön ||x,||2 =1 és az X =[xj x2 ... x„] mátrix jól kondicionált le­

gyen. Ennek a lépésnek a megvalósítására négy módszert mutatunk be (valós saját­
vektorokat feltételezve; általános esetben lásd [13]). A módszerek iteratívak, és 
mindegyik módszer egy meghatározott kondicionáltsági mértéket igyekszik mini­
malizálni. Ezek a mértékek bizonyos értelemben ekvivalensek, és ha 1 közelében 
vannak, akkor a kijelölt 2, sajátértékek érzékenységét mérő c, kondíciószámok 
egyszerre vannak közel a minimálishoz. A négy módszert külön mutatjuk be.

K-lépés:
Az F = A - BK mátrix meghatározása az FX = XA egyenlet megoldása révén. Az 
egyenletet X r FT = (XA)7 alakra is lehet hozni, melyet F7 -re kell megoldani. F 

ismeretében a K állapot-visszacsatolás meghatározható K = Z~}Ug {A - F) alap­
ján.

Az alábbiakban módszereket mutatunk be az X-lépésre.

XI. módszer:
A cél x^,^, i = \,...,n megválasztása úgy, hogy a szög x,e^ és a maradék 
vektorok = Span(xl,...,xi_},xM,...,x„) altere között maximális legyen minden 
i esetén. Ezzel ekvivalens, hogy minimalizáljuk a szöget x, e és az á?; -re 
merőleges y, normalizált vektor között. A megoldást iterációval keressük. Az iterá­
ció aktuális fázisában külön-külön tekintünk minden egyes x, -t és helyettesítjük egy 
új vektorral, amely maximális szöget zár be á^ -vel. Az ál"-re merőleges y, vektort 
QR dekompozícióval határozhatjuk meg:

— R
....... ..................... y,] 0; • (5-51)
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Jelölje az Xj irányú egységvektort xi0 (a konstrukció szerint yi egységvektor), 
akkor a cél a közöttük lévő <pi szög minimalizálása, vagyis cos(p,) =< xi0, y^ > ma­
ximalizálása. Ezért azt az xi0 e egységvektort választjuk, amely y, projekciója

-re fi -vei skálázva. Mivel S, ortonormált, ezért

xi = A Kp = Sy < Sij , yi0 >= yi0 ,
j

||x;||2 = ^<S,S{yi,S,S{y, >=S <S? y, >=Z/2|s,ry,.|2 =1,

x,-y(-/||sf y,|. (5.52)

Az iteráció minden fázisa végén teszteljük, hogy ^(X) értéke egy pozitív kor­
lát alá csökkent-e, és ha igen, leállunk, különben pedig újabb iterációs fázis követ­
kezik. Az iteráció fázisának minden lépésében új X mátrix keletkezik, amelyben 
megpróbáltuk minimalizálni a 2, sajátérték érzékenységét. Az y] vektor a Á -hez 

tartozó normalizált bal oldali sajátvektor, és a választás révén a c, = 1 /\y}x,| kondí­

ciószámot minimalizáljuk az x, megválasztásával. A maradék sajátértékek kondí­
ciószáma azonban ekkor elromolhat, és egy teljes fázis után a kondicionáltság ösZ* 
szességében nem szükségképpen javul. Ezért az algoritmus nem szükségképpen 
konvergál egy fixponthoz, előnye viszont az egyszerűsége.

X2, módszer:
Ennél a módszernél az algoritmus minden lépésében úgy választjuk meg az új 

x, e értéket, í = 1,..., n , hogy minimalizálja a v3(D) = ||dX-i|| /Ud^. kondi' 

ciószámot. Ez azt jelenti, hogy minden lépésben egy nemlineáris, korlátozásnak alá­
vetett LS-problémát kell megoldani, amely explicite elvégezhető Q1* 
dekompozíciókkal. Az iteráció befejeződik, ha v3(D) egy teljes fázis (í = l...... 
után egy előírt korlát alá csökken.

Az algoritmus elve D = I választás mellett a következő. A feladat olyan 
Xi=Siwi, ||x,|| =<Sjwi,Sjwi >=<w:,S-Siwl. >=||h>J|- =] meghatározása, amely 

minimalizálja [x^l* értékét, ahol X, ^[x1,...,x,_1,xí+1,...,x„]. Mivel a

Frobenius-norma négyzetének definíciójában tetszőlegesen lehet zárójelezni, ezért a 
vektorok sorrendje közömbös, tekinthető tehát az X = [x, X, ] mátrix kiindulás'

ként. Alkalmazzunk QR felbontást X • -re: X i = Q R 
0T , és ezért
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XX~l=/ =

qt =

R
0r

R
0T

R

xí 0

R
0T

x-'.qt^

X"1 =

X

(Vegyük észre, hogy Q,R,Qí,ql

X

mind í-töl függenek, csak a jelölések
egyszerűsítése érdekében hagytuk el az / indexet).

Felhasználván, hogy ^r1 _r °
0 B~'

, következik hogy

Q = X
0

R~'

___ --------qt

(5.53)

A
C

C~}

ahol bevezettük a p, ^(^fx,) 1 jelölést. A Frobenius-norma négyzetének additív 
tulajdonsága miatt írható, hogy

k - IKt+p'+ -min • <s-54)
ahol felhasználtuk még, hogy vektorok esetén az F -norma és az l2 -norma meg­
egyezik, továbbá unitér mátrixszal való szorzás a mátrix F -normáját nem befolyá­

solja. Másrészt ||k-i|~ nem függ az x, =5, ^, választástól, ezért az optimalizálás­

nál elhagyható, továbbá kihasználható, hogy Hn’Jp =1:

(5.55)

Alkalmazzunk egy második QR felbontást, de most az S?oszlopvektorra, 

majd hajtsunk végre sorrend cserét az R-részben, akkor
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Sl^=Q,
0(r-l)xl

0(r-l)xl

7i
7,P,er = 7^ P/]er =>

1

0

9^1=7^^ p,]r=7ip[, 

Pi' = 7jp{ w,,

(5.56)

ahol P, unitér mátrix. Vezessük be a wt■ - p]P- wi transzformációt, akkor

Pi^i=P,P,PT™, =P,[^í Pil Pl
wi = (pi P^wi + Pi pl ^í ) K7j Pj Wi) =

(5.57)

(P^'i + Pi\

és ezért a feladat

2
R-,QlSi 

P
(Piwl+Pi) (5.58)

2

A feladat matematikai sémája egy ||r(0t?- K)||‘ -> min lineáris WLS probléma. A 

minimum feltétele a könyv I. kötete 12. fejezete szerint [1]

tpTW^ = ^>TWY, (5.59)

amelynek megoldására numerikusán stabil módszereket ismerünk (SVD, QR- 
Moore-Penrose pszeudoinverz).

Hátra van még az optimális súly megválasztása. Mivel ||w, ||2 = 1, ezért

FM* =<P,P,Tw^PiP^Wi >=A2||wf

Pi =< Pi^i,PiWi >=< 7-\PiWi + Pi^^PiWi + Pi) >= 

= 7'2(< pT Pi Wi, Wi >+2p] Pi Wí + <Pí,Pí>), 

ahonnan kapjuk, hogy az optimális súly és az új x,:

/?<2=^2(kir+1), (5.60)

x,. =SíWí={Pí7íY'Sí{PíWí + pi). (5.61)

A gyakorlatban ez a módszer az XI. módszerhez hasonló eredményt ad, de 
méletileg megalapozottabb, bár nehezebb implementálni.
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X3, módszer:
Ennél a módszernél induláskor választunk egy ortonormált oszlopvektorokból álló 
X = [x1,...,xn] mátrixot is, amelyből rendre kiválasztunk x^Xj párokat, és azokat 

úgy forgatjuk el a síkjukban egy megfelelően választott szöggel, hogy az elforgatott 
x' és az altér, valamint az elforgatott x' és az altér közötti v4(D) távolság 

minimális legyen. Ezután az X halmazban lecseréljük az x, vektort x'-nek az 
altérre vett normalizált projekciójára, az x • vektort x' -nek az altérre vett nor- 

malizált projekciójára, az X halmazban pedig az x,, Xj párt az xx'j párra. Az X 

halmaz vektorai így fokozatosan közelítőleg normalizálttá válnak, és X kondicio- 
náltsága egyre jobban megközelíti az 1-et. Mivel v4(ö) minimalizálása megfelel 

v3(D) minimalizálásának, ezért ha v4(D) kicsi, akkor ||Dc||2 = is kicsi
V í

és X = [x,,..., x„ ] jól kondicionált (a választott súlyozás mellett).

Az algoritmus numerikus részletei a következők (a.komplex eset is megengedett):

i) Az x^Xj vektorokat a szöggel a saját síkjukban elforgatva a keletkező vekto­

rok x,' = cos(a)x, +sin(a)x;- és x' =-sin(a)x, + cos(a)x; lesznek.

ii) Az optimalizálási kritérium (v4(£>))2 = y d} sin2 ) / y d? , ahol a (pi
i i

szög meghatározásához szükség van az altér komplementer terére is. Jelölje 

ezt = Span(St), akkor S, = kernel (S-) és sin2(^/) = |s,*x,| .

iii) Az. optimális a szöget úgy választjuk meg, hogy x/,x' rendre maximális szö­

get zárjanak be az komplemens alterekkel (minimális szöget az

•^,.5^ alterekkel):

7(a) = d2 sin 2(cp.) + J2 sin 2 ((pj) -> min (5.62)

(5.63)

£ = < sp;, s; & > +2J = <
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— = 2d? < S*{cos(a)x,- + sin(a)x,},S* {-sin(a)x,- + cos(a)x;} > + 
da

+2dj <$*{-sin(a)x, + cos(a)xy-,S‘{-cos(a)x, - sin(a)xy} >= 0

d? < x,- + tan(a)xy}, * {- tan(cr)x, + xy} > +

+ d^ <{- tan(cr)x; + xy,S jS*{-x(- - tan(a)xy-} >= 0

tan2(a){-J,2 <xj,SiS*xi >+dj <xi,SjS*xj >} +

+ tan(a){d} <Xj,SjS*Xj >-d^ < x,,SjS*x, > + 

+ d^ <Xj,SjS*Xj >~d? <Xj,SjS*Xj >} + 

+ {J2 <xj,SjS*Xj >~d^ <Xj,SjS*Xj >=0

Az optimális a szög a tan(a) -ra kapott másodfokú egyenletből határozható 

meg.
iv) Az optimális a ismeretében képezhető az új xi cos(a)x, + sin(a)xy és 

x- :=-sin(tz)x, + cos(a)xy, és behelyettesítendő X -ba.

v) Az Xj normalizált projekcióját .TJ -re az x(-:= S,S’x,/||s*x, |^ összefüggéssel 

lehet meghatározni, és hasonlóan xy-:= SyS*xy./|s*xy || . Az új xifXj 

behelyettesítendő X -be.

Az algoritmus kerete a következő. Kezdetben felveszünk egy ortonormált mátri­
xot, például X = / -t. Az iteráció fázisokból áll (sweep). Minden fázisban 
n(n +l)/2 lépést hajtunk végre. Egy lépés abból áll, hogy választunk egy i,j in' 
dexpárt, 1 < i < j < n, és a megfelelő xt, Xj vektorokra alapozva elvégezzük a fent' 

lépéseket. A lépés után módosul x, ,xy és Xj,Xj, és javul a v4(D) mérték. A fázt' 

sokat addig ismételjük, amíg v4(D) már nem javul lényegesen.

X4. módszer:
A módszer csak annyiban különbözik az X3. módszertől, hogy rendre az x^j 

vektorok és a komplementer alterek közötti távolságot igyekszik maximali­

zálni. Az optimalizálási kritérium
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(v4(D))2 = ^<72 cos2(^, )/^J,2 =1-(v4(D))2 —> max, (5.65)
i i

ahol cos2(^, ) = |s*x, ||2 . A komplemens mérték és vele a X4. módszer használata 

különösen r < n - r esetén előnyös.

5.5 Modális szintézisen alapuló szabályozó tervezés
Teljes modális szintézisnek fogjuk nevezni a szabályozó tervezési eljárást, ha 
előírjuk a zárt rendszer sajátértékeit és sajátvektorait, és ehhez keressük meg a szük­
séges állapot-visszacsatolást. Az ismertetésre kerülő módszer a Roppenecker- 
paraméterekre épül [14].

Feltesszük, hogy a szabályozott szakasz sajátértékei egyszeresek, vagy a többszö­
rös sajátértékekhez tartozó sajátvektorok lineárisan függetlenek. Az A állapotmátrix 
jobb oldali sajátvektorait v -vei, bal oldali sajátvektorait w1 -vei fogjuk jelölni. Jobb 
oldali sajátvektorok esetén

AVj =Aivj => (A-2(J)v, =0 => A V := A[V] ... ] = Adiag(2, )=:AA, (5.66) 

bal oldali sajátvektorok esetén

w}A = w]Xj => w[ (A — 2, /) = 0 => WA .— A = AW ,

együttesen pedig

r T . f Á,, ha Z = /' .
w] Av : = w} Á:V : = \ ' => WV = VW = / => W = V

' 1 ' J 1 [0, ha i*j

(5.67)

(5.68)

A szakasz állapotegyenletén x = Tx koordináta-transzformációt hajthatunk vég­
re, amely annak felel meg, hogy mind a kiindulási, mind pedig a képtérben a jobb 
oldali sajátvektorokat választjuk bázisnak:

Rn > D" > Pn & S P«? Z\

vi *1 V1

(5.69a)

Vn en en vn
Rn -A_> Rn - r-'■-> Rn

A = TAT=diag(2,.......2n) = A, B = TB = V~'B, C = Cr'=CV, (5.69b)
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x = Ax + Bu, 

y = Cx.
(5.69c)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

5.5.1 Roppenecker-paraméterek
Ha előírjuk az u = -Kx állapot-visszacsatolás mellett a zárt rendszer számára bizto­
sítandó j sajátértékeket és vKi sajátvektorokat, akkor a feladat

x — (v4_ L => í , vK j választás a zárt rendszerhez, K = ? (5.70)
y = Cx J

Ha a cél K alkalmas paraméterezése, akkor betartandó, hogy

- A + BK)vK i =0=^ aK iI - A)vK i = BKvk ■ . (5.71)

Pi^RT

Választhatók tehát K paraméterezésére a pt=KvKleRr Roppenecker-paraméte­
rek, amelyekből K kifejezhető:

\,i * Á esetén ^Ívk,i - = ÍPi. • • •. Pn ],
invertálható

vK.í = — BPi’

K=[p},..., pn]rxn[^~BPx,...,{A-iKniy'BPnf.

A Roppenecker-paraméterek a következő tulajdonságokkal rendelkeznek:

i) Az állapot és az irányítás hasonló jelekkel írható le a zárt rendszerben: 

” n
x(.t) = XJxKii(.t)vKi és u(t) = -Kx(t) = -YxK ^t)Pi . 

i=l í=l

ii) {vK j;=1 kifeszíti az állapotteret, {p^^ kifeszíti az irányító jel terét (vagy 
alterét).

iii){p,}?=i Roppenecker-paraméterek invariánsuk a koordináta-transzformációra' 

ellenben a {v^ ■ }"=1 sajátvektorok érzékenyek a koordináta-transzformációra.

iv) Ha meg akarjuk őrizni a szakasz valamelyik 2, = , (pl. gyors) sajátértékét és

ví=vk,í sajátvektorát, akkor a hozzátartozó Roppenecker-paramétert Pi~®' 

nak kell választani, mivel rank(B) = r (maximális) esetén
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{XK iI - A)vKi = -Bpj = 0=} Pj=0. (5.75)

v) SISO rendszer esetén p,: e Rl, ezért K meghatározására megadható a 
Roppenecker-képlet (hasonlóan az Ackermann-képlethez):

........

= [Pl. • • •. Pn llxn diag (Pl"' - • • ‘ ’ Pn' ] [(A " 4B,..., ( A - ÁK fi]“'

X = (l,...J)[(X-4/)-'B,...,(X-4  ̂ (5-76)

A Roppenecker-paramétereken alapuló teljes modális szintézis elve ezek után a 
következőképp fogalmazható meg:

1. Előírjuk a zárt rendszer stabilitási tulajdonságait révén.

2. Optimális {p, }"-i Roppenecker-paramétereket választunk valamilyen jól átgon­
dolt szabályozási elv alapján.

3. Meghatározzuk az optimális paraméterekhez tatozó K állapot-visszacsatolást 
(5.73) szerint.

5.5.2 Kimeneti visszacsatolás tervezése
Ha az állapot nem teljesen mérhető, akkor az állapot-visszacsatolásban szereplő ál­
lapotot helyettesíthetjük a becsült állapottal, amelyet egy dinamikus tag, az 
állapotmegfigyelő vagy állapotbecslő határoz meg. Most egy másik lehetőséget 
vizsgálunk meg, amely statikus tagot használ, nevezetesen kimeneti visszacsatolást 
(P-szabályozást). A kimeneti visszacsatolással optimálisan közelíteni szeretnénk az 
állapot-visszacsatolást vagy a zárt rendszer modális jellemzőit. A vizsgálatokhoz 
először néhány matematikai részletet tisztázunk.

5.1 Lemma: VX esetén trace (XX 7 ) = 0 <=> A = 0 .

Bizonyítás: Jelölje e, az í -edik standard egységvektort, akkor

trace (XX r) = X ^AX ' = X X X a^enev Xret =
i i n v

A V
Speciálisan X := esetén X T = e =» X X ep = a* = 0, Ví, j,

fi V
ezért X = 0 .
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5.2 Lemma: Legyen J - trace (XAXT), ahol A szimmetrikus mátrix, akkor

— (•) = trace {2XA()r} = 0 (-)<»2XA = 0. (5.77)
dX

Bizonyítás: Felhasználjuk, hogy tetszőleges mátrixnak és transzponált]ának a nyoma 
megegyezik, továbbá mátrixok összegének a nyoma az egyes mátrixok nyomának 
összege. Ezért

— (•) = trace {()AXr + XA(/} = trace{2XA( )r}, (5.78)
dX

és az állítás többi része következik az 5.1. lemmából.

5.3 Lemma: Legyen J = trace (XA), ahol A tetszőleges, akkor

-^(•) = trace{()A} = 0()«>A = 0. (5.79)
dX

Bizonyítás: Az állítás első fele triviális, a második fele transzponálás után követke­
zik az 5.7 lemmából.

A kimeneti visszacsatolás (KV) tervezésére két módszert mutatunk be, egy app­
roximáción alapulót és egy modális szintézisre épülőt.

1. módszer (ÁV és KV szabályozó eltérés Frobenius normájának minimalizálása) 

Legyen a kezdeti állapot x(0) = 0 és a referencia jel r(í) = r0 l(r), akkor

x = Ax + Bu
y = Cx 

ÁV:u=-Kx+r

x = (A-BK)x + Br 
ak

xK(t) = ^eA^Bdúr0

xK(t) = A-K'(eAK' -I)Br0

uK(t) = -KA^{e^ -l)Br0

KV : u = -Ry + r 
x = (A- BRC)x + Br

^ty^e^'^Bd# r0

x^A?^'-iyBr0

Itt kihasználtuk, hogy a zárt rendszer stabilis és s = 0 nem sajátérték, ezért 
2 a;' , A^1. Ha a kimeneti visszacsatolással is elő tudnánk állítani az xK (t) álla­
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potot, akkor el tudnánk érni egy űR(t) := -RCxK (t) = -RCAk} (eAK' - I)Br0 beavat­
kozó jelet, ami jó R választás mellett ideálisnak tekinthető. Ezért az ehhez képesti 
eltérést fogjuk minimalizálni:

e^uK -ŰR -(RC - K}A~R {eAK> - I}Br0 = 

= (RC - K)AReAK'Br0 - (RC - K)AR Br0 
dinamikus hiba statikus hiba

Az optimális választás alapuljon a Frobenius-normán és legyen a következő:

Nulla maradó hiba: (RC - K)Ak' B = 0
„ 2

Minimális dinamikus hiba: J(R) = J||(/?C- í/r-»min
o F

Matematikai séma:

J(X) = f trace {(XM -W)G(XM -W)T }dt^ min 
• P-oU)

XH-L = 0

Alkalmazzuk a Lagrange-multiplikátor szabályt:

F = J + X- Vev =J + ^eT̂XH-L) Y 
fiy v

r - U =* F = J + face {(XH - L)rT}

Feltesszük, hogy a G mátrix szimmetrikus. Végezzük el a következő átalakításokat:

(XM-W)G(MTXt -Wt) = XMGMtXt-XMGWt -WGMtXt +WGWt 

trace (VG V r) := trace (XMGM TX T) - 2 trace(XMGWT) + trace(WGWr)
°O OO oo

j trace (VG V T )dt = trace {X J MGM TdtXT}-2 trace {X j MGW T dt} + 
o o p

+trace(j’WGW7dr} 
o
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Sikerült F -et a következő alakra hozni:

F = trace(X52Xr) - 2 trace (XS,) + trace(50) + trace{(XH - L)Tr }.

Képezzük F deriváltját az X mátrix szerint, tegyük nullává és alkalmazzuk az 5.1- 
5.3 lemmákat:

— = 0=>2XS2-2S{ + FHt =0=>X = S{S? --^S^ 
dX 2 1 2 2 2

0 = XH - L = 1H -1IH T S2' H - L

= (L-H){HT

X^S?-(L-S^S^H\HtS2XHYxHtS2X. (5.81)

Alkalmazzuk a matematikai séma eredményeit a kimeneti visszacsatolás megha­
tározására a következő megfeleltetések mellett:

X = R
M ^CA^e^B

W = KA~K'eAK'B

G = G(r)

H = CA^B

L^KA^'B

S1=°]MGMTdt^\CA^eA^BGBTeA^A^CTdt = CSCT 

0 0
00 00

5, =jMGWTdt = jCA^'BGBreA*'AKTKTdt = CSKT => = KSTCT
0 0

00 00

S := J A? e A^ BGBt e A“' A? dt = j e Aj BGBt A^ e A‘' dt 
0 0

00

Legyen G(ty.= Goe2a, Go >0, akkor S = \e{A'+^'AK'BGnBrA?• 
J A U A
0

Stabil rendszer esetén a Ljapunov-egyenlet és megoldása (lásd könyv I. kötet 5. feje­
zet [1])



5.5 Modális szintézisen alapuló szabályozó tervezés 14] 

PA + ATP = -Q, ahol P>0, Q>0, 
00

P = jeA1'QeA'dt, 
0

ezért S a következő Ljapunov-egyenlet megoldása:

(AK + al)S + S(AK +cd)T = -A^ BG0BT A~^. (5.82)

Vegyük észre, hogy S? -ból és L-bőla K állapot-visszacsatolás kiemelhető balról, 
és így az optimális R kimeneti visszacsatolásból is:

$ := CS,

L-A^'B, (5.83)

R := K{S[ + (L- S[S2H)(HTS?Hy'HT]S2.

Fontos deriválási szabályok:

A 2. módszer megfogalmazása előtt szükség van még néhány deriválási szabályra:

K = PV^ = [p....... .

dPi dp, dpi

^-(•)v;l=[o-o()o--o]
T 

WK.\

= ()<
T 

^K,n

dV r~Wk' =(A-AKi/)-'B[0-0 (•) 0-0]v;1 = (A-AK,iy'B 0^ 
dPi

—(■) = [!-K(A-AK iir'B](-)WTKi
OPÍ

1 TJ(P) = —trace (KGK ), G szimmetrikus mátrix

(•) = trace {KG[(J - K(A - B) 0wTK Jr} =
dp,

= trace{KGwK i ( )r[(/ - K(A-kK iiy'B]r} =

a hr 
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= trace{a • bT } = trace{a 1 b}=<a,/>>=

=< KGwK i,[a - K(A - B]() >

=< [(/ - K(A - AK iiy' B]t KGwkí , (•) >

= [(/ - KGwk t (5.84)
dPi

2. módszer (KV tervezés teljes modális szintézissel)

ÁV: ...kn]rxn.

KV: Rrxr.
Célfüggvény:

r,
> 0, elnyomandó oszlop K - bán
0, megmaradó oszlop K - bán

7*Vezessük be a G^diag(/],...,/n) mátrixot, és vegyük figyelembe, hogy Yjkj 

azonos a GKT mátrix j -edik sorával, ezért a célfüggvény a következő alakra hoz­
ható:

^^jk}kj =|tracer/J} = irace(^^
2 y=l 2 J=l 2

Az állapot-visszacsatolást Roppenecker-paraméteres alakban keressük:

K - K(Akj ,..., n, pt,..., pn).

(5.85)

(5.86)

A feladat a célfüggvény szempontjából az optimális K meghatározása, és abból 
az y kimenethez tartozó oszlopok kiválasztása és realizálása R -ben.

Az algoritmus lépései:

1. megválasztása

2. J(pi,...,pn) kritérium minimalizálása gradiens vagy konjugált gradiens mód­
szerrel. A PjERr szerinti deriváltak ^- = [(1 - K(A-B]1 KGwKi 

dPi

alapján számíthatók. Jelölje az optimális paramétereket p^p"n.
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3. Az optimális K* := K(p\ ,...,p*n) meghatározása (5.73) alapján.

4. k ■ := 0 helyettesítés a kis normájú oszlopoknál.

5. R:=K" nem nulla oszlopai (az y kimenethez tartoznak).

5.6 Projektív irányítás
Ebben a részben feltételezzük, hogy a szabályozott szakasz alakja

= Ax + Bu = Ai
a21

A12 Xj

A22 x2
(5.87)

y = Cx = [Im 0] ahol X] = y.

x

Ilyen alakot kaphatunk például, ha a rendszert Luenberger-féle megfigyelhetőségi 
normálalakra hozzuk. Legyen az állapot-visszacsatolás

u = -Kx, (5.88)

akkor a zárt rendszer

x = (A - BK)x~. Fx

y = [lm 0]x = Cx
(5.89)

alakú, ahol bevezettük az F :=A- BK jelölést. A zárt rendszer sajátvektorai és sa­
játértékei az Fx, = Xixi feltételből meghatározhatók. Válasszunk ezek közül 
/n = dimy darab összetartozó sajátvektort és sajátértéket, melyeket egy-egy mátrix­
ba rendezünk: X m, Am (az utóbbi diagonális).

Feltesszük, hogy a zárt rendszer sajátértékei egyszeresek. A számítások 
egyszerűsítése érdekében konjugált komplex sajátértékpárok esetén az x, és 

x,+| = x‘ sajátvektorok helyett a valós (x, + xí+1)/2 és (x, -xí+I)/(2j) vektorokat 

szerepeltetjük. Legyen xf =«, + jv, és A, =ai + jP,, akkor

~j 
j

(5.90)

jelöléssel teljesül, hogy

k vj = k xí+,]r,

F(m, vJ = F[xz
0

^■<+1.
Ti =[«, vi

■ «, Pi'

-Pi

(5.91)A
0
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ezért ha sajátvektoroknál a valós h, , v; vektorokra térünk át, akkor a Am mátrixban 
a blokkdiagonálisban a sajátértékek helyett az a,, számokból álló 2x2 méretű 
blokkot kell szerepeltetni:

vi
’ ai A"
-A “í.

(5.92)

5.6.1 A projektív irányítás reziduális spektruma
Tegyük fel, hogy a K mátrix már meg lett tervezve valamilyen alkalmas módszer­
rel. Alkalmazzunk állapot-visszacsatolás helyett kimeneti visszacsatolást ún. pro­
jektív irányítás alakjában [15]:

u = -KX m(CXm)-' y = -KXm(CXm)"' Cx. (5.93)

A zárt rendszer állapotmátrixa a projektív irányítással

Á = A-BKXm(CXmY'C (5.94)

alakú lesz, továbbá C alakja miatt Ae, = Aet, ha i>m. Mivel

ÁXm = AXm - BKXm = FXm = XmAm , (5.95)

ezért az X m oszlopai által kifeszített tér invariáns altér, és a projektív irányítás 
megőrzi a korábban megtervezett állapot-visszacsatolás m sajátvektorát és m saját­
értékét. Koordináta-transzformációval a zárt rendszer speciális alakra hozható:

Rn -> Rn Rn Rn

*1

Xm em Xm

^m+1 em+] ^m+1 em+i

en en

R" T~' -> Rn Rn T -> Rn

(5.96a)

T~' =
Y ® mx(n-m) 

■A ...
_'u 0‘

=>T =
’ í/"1 o'

/L n-m J V / -vu~' /
(5.96b)
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Á = TAT~X = I/"1 
- VU~'

olÍA,
dlAi

A|2 0 _ Au *
^22. y 0 ^22

422=[-ví/-' A, 2
a22 - ^22 VÍ/-1A12 =: A22 - NAl2 .

(5.96c)

(5.96d)

A projektív irányítással nem tudjuk befolyásolni a det(s7n_m - Ar) = 0 megoldá­
sai által alkotott ún. reziduális spektrumot, ahol

Ar — ^22 VA|2 
N=VU~'.

Ha a reziduális spektrum szabályozástechnikai szempontból nem domináns (stabilis 
és gyors), akkor a projektív irányítás alkalmazható, ellenkező esetben szükség van a 
reziduális spektrum korrekciójára.

Vegyük észre, hogy a T koordináta-transzformációt csak (5.97) bizonyítására 
használtuk, konkrét elvégzésére az eredményen alapuló tervezéseknél nem lesz 
szükség, viszont C = [Im 0] a továbbiakban is szükséges lesz.

5.6.2 Dinamikus szabályozó tervezése
Ha a reziduális spektrum rossz tulajdonságú, akkor próbálkozhatunk dinamikus sza­
bályozóval:

Z = Hz + Dy = Hz +DCx = Hz + \D 0]x, dimz = p,

« = "[0p Km

(5.98a)

(5.98b)

ahol Pp+m egy még meghatározandó projekció. DC -ben kihasználtuk C speciális 

alakját. Tekintsük először a kiegészített rendszert:

z
X

H
0

z

y.

(5.99)

Legyen x, .-[z7 xT ]7 az új állapotvektor, akkor (5.99)-ből leolvashatók az ál­
lapotegyenlet Alt5|,C| mátrixai.
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Ha a kompenzálást az m = -[0 állapot-visszacsatolás alakjában realizál­
nánk, akkor a zárt rendszer

H DC
0 F

(5.100)

alakú lenne, ahol F-A-BK. Tekintsük F{ sajátértékeit és sajátvektorait:

F] Xj = A*, => Hz + DCx = Az 
Fx = Ax.

(5.101)

Két eset lehetséges:

a) A = AH : Hz = AHz és x-0, 
b)A = AF: Fx = AFx és z = (Al - H)~] DCx.

(5.102)

Ezért F} n darab sajátértéke F -hez tartozik (Af). Válasszunk ezután Fi sajátér­
tékei és sajátvektorai közül úgy p + m darabot, hogy

sajátvektorok:

diszjunkt sajátértékek: A ,Am c AF .

(5.103a)

(5.103b)

Ha ellenben dinamikus szabályozást alkalmazunk az A^B^ rendszer esetén, 
akkor az (5.96b) és (5.96d) egyenleteknek

7”' =

1

wm m
Y

0
0

0= U
V I n-(p+m)

V Z n-ip+m)

N=VU~' = [V zM M
Lu

m

Y _

-i

(5.96b*)

(5.96d*)

felel meg. Az (5.97) egyenlet felhasználásával kapjuk, hogy a reziduális spektrum 
dinamikus szabályozás esetén a következő lesz:

H
A] = 0

D 0 
^11 ^12

A2| A22

^11 A2

a21 a22
— ^22 ~ ^12 — ^22 • (5.97*)^rl

0
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Legyen a Pp+m projekció és az u irányítás rendre a következő:

^p+m ■ % p+m(C}X p+m) Cj -

(5.104)

« = 40,
(5.105)

= -Kn-mNpZ-(K^Kn_mNm)y.

Arra keresünk választ, hogyan lehet a reziduális spektrumot a projektív irányítás 
mellett a dinamikus szabályozó H és D mátrixai révén befolyásolni. A spektrális 
jellemzőkre teljesül, hogy

0 Wp w w„ w,m p t

An U

a22JL v

ahonnan következik, hpgy

HWp+DU=WpAp, 

HWm+DY = WmAm.

Vezessük be a

Wm=WpL^L:=W;'Wm

(5.106)

(5.107)

(5.108)

jelölést, akkor [w,, ] = Wp [/ í], és így Np,Nm paraméterezhetö L -lel.

H 
* 
*

D 
* 
*
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Alkalmazzuk a blokkmátrixok invertálására vonatkozó Schur-komplemens ösz-
szefüggést (lásd könyv I. kötet FI. függelék [1]):

'I LT' Jl + L(Y-ULYlU -L(r-t/L)-’j (5]()9)
U yj [ -(,Y-ULYlU (Y-ULY' J’

Nm = -VL(Y - UL)-' + Z(y - ULy', r im
. . . 5.110)

N ={V + VL(Y - ULY} U - Z(T - UL)-' U} Wp'.

A reziduális spektrumot dinamikus szabályozó nélkül és dinamikus szabályozó­
val rendre az Ar = A22 - NAn = A22 -ZY~X An és az Arl = A22 -N„,A12 mátrixok 
sajátértékei alkotják. Keressünk tömör kapcsolatot közöttük és egyúttal egy 
lehetőleg egyszerű módszert is Arl befolyásolására.

A mátrix inverz lemma alkalmazásával Nm, N átalakítható:

Z(Y-ULYX =Z{(J -ULY-')Y}-' = ZT’1 {I + UL(-UL + F)"1} =

= N + NUL(Y - ULy',

Nm=N-(y-NU)L(Y-ULYl =:N-B0P0, 
. . (5.112)

Np = (V - NmU)W^ = B0(I + P0U) W?,

ahol

Bo :=V-NU,

Po := L(Y-UL)~l,
(5.113)

''Él := ^22 - ^m^l2 = (^22 ~ M412) + ^0^0^12 =

= Ar + BoPoA12.

Lehetséges tehát Ar kedvezőtlen reziduális halmazát AH = Ar + B0P0Ai2 
kedvezőbb reziduális halmazára lecserélni, ha a Po mátrix elemeit alkalmasan vá­
lasztjuk meg. Ehhez el kell végezni a fiktív É = (A, B, C):=(Ar,B0, A12) rendszer 

pólusainak áthelyezését az ű = -Poy statikus kimeneti visszacsatolás segítségével. 
Po ismeretében a dinamikus szabályozó L,H,D paraméterei már meghatározha­

tók. Ehhez előkészítésképpen bevezetjük a H0,D0 mátrixokat:

HWp+DU=WpAp

H -WpH0W;1 és D:=WpD0 => HW p = WpH0 ^Ho + D0U=Ap,
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HWm+DY=WmAm 
Wp(Ap-D0U)WjWm + WpD0Y = WmAm^D0 :=(LAm - ApL)(Y-ULy',

Ezek után már a dinamikus szabályozó és komponensei meghatározhatók:

Dinamikus szabályozó:

z = Hz + Dy,
u = ~Kn_mNpz - (Km + Kn_mNm )y, (5J 14)

ahol a dinamikus szabályozó komponensei a következők:

L~(I + P0Uy'P0Y,

Np :=B0(I + P0U)W;',

Nm:=N-B0P0,

D0:=(LAm-ApL)(Y-UL)~' (5.115)

H0~Ap-D0U, 

H:=WpH0W^, 

D:=WpD0.

5.6.3 Pl szabályozás
Pl szabályozás esetén

u =—APy — Aj y dt, (5.116)

ezért választható

z = y,

de nem befolyásolható H = 0 és D = 1 a tervezéskor. A kiegészített rendszerben 
x, =[zr x1 ]7 , y! =[zr yT ]r, és az állapotegyenlet mátrixai 

és ehhez tervezendő az

u — K । X] (5.118) 
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állapot-visszacsatolás, melyet projektív irányítással közelíthetünk. Ehhez 
A] = A| - B, spektrumából 2m darab sajátvektort és sajátértéket betarthatunk, a 
reziduális spektrum azonban nem befolyásolható az

= -(Kz+Kn_mNz)z-(Ky + Kn_mNy)y

rí z
u = -KlPiy]=-Kl =-k Ky y

J Nzz + Nyy (5.119)

projektív irányítással, amely azonos a Pl szabályozással:

AP := Ky + Kn_mNy, 

A! := ^z + Kn-mNf
(5.120)

5.6.4 PID szabályozás
PID szabályozás esetén

u = -APy-A^ydt-ADy, (5.121)

ezért választható

z = y. (5.122)

de nem befolyásolható H = 0 és D = 1 a tervezéskor. Mivel y = Cx = CAx + CBu, 

ezért a kiegészített rendszerben x, = [zr xr]r, y] = [zr yT yT]T, és az állapot­
egyenlet mátrixai 

A, =
r0 r

, B, =
’o"

. ci = 0

0 '

c , D. =

■ 0

0
_0 A B 1

0 CA CB
(5.123)

és ehhez tervezhető kimeneti visszacsatolás, amely

M = -Kly] = -K1(C,x1 + D^) =>u=-(J + K}D}y' K}Cix] (5.124) 

miatt ekvivalens az

u = -K|X]

állapot-visszacsatolással, ahol az áttérés
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K, =(1+ K]Diy'K]Cl ^K} = K^CX-DxKxy' (5.125)

alapján lehetséges.

Először el kell végezni egy T koordináta-transzformácót a kiegészített rendsze­
ren, mert Cx nem a projektív irányításhoz szükséges alakú:

(Aj.Bj.CpD])—^TAT^, Bx :=TBX, C, = [I3m 0], D}. (5.126)

Ezután megtervezzük az u = -Klxi állapotvisszacsatolást a transzformált rend­
szerhez. Meghatározzuk a zárt rendszer A, - B} Kx állapotmátrixának spektrumát és 
sajátvektorait. Ebből 3m darabot az

u = —KxPix} = -Kx *i = -Kxy} (5.127)
N 0

projektív irányítással betarthatunk, míg a reziduális spektrum kiadódó helyre kerül. 

A PID szabályozó paramétereit az

[A, AP A^K^-D^Y' (5.128)

feltételből határozhatjuk meg.

5.6.5 Általánosított PID szabályozás
Általánosított PID szabályozás esetén a Pl szabályozó y] = [zr y1 ]r kimenetéhez 

képest tovább bővítjük a kimenetek számát Zj -gyei, ahol z, = Hzx + Dyx. A szabá­
lyozó algoritmusa

u = -APy-A, Jydt-A^Zj (5.129)

A szabályozó H, D, AP, A!, A., paramétereinek a megválasztására alkalmazhat­

juk az előzőekben már részletezett módszert. Ehhez elegendő a Pl szabályozásnál 
szereplő kiegészített rendszerből kiindulni, és az x := x,, y := , z := Z| helyettesí­
téseket elvégezni.

Legyen p = dim(Z|), akkor a tervezést p = l választással célszerű indítani és 
szükség esetén addig növelni p értékét, amíg a reziduális spektrum megfelelő hely­
re nem kerül. Ennek során figyelembe kell venni, hogy Po révén csak 
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rank(B0) + rank(A12)-l pólus helyezhető tetszőleges helyre kimeneti visszacsa­
tolással. Itt rank(B0) növelhető p = dim(Z]) növelésével.



6. TÖBBVÁLTOZÓS RENDSZEREK 
SZÉTCSATOLÁSA

Ebben a fejezetben többváltozós rendszerek szétcsatolásával foglalkozunk állapot­
térben. A szétcsatolással foglalkozó bő szakirodalomból a vizsgálatok során Gilbert 
[16] és Lohmann [17] eredményeit fogjuk felhasználni. Előbb megadjuk a szétcsa- 
tolhatóság feltételét, és bemutatunk egy módszert a rendszer szétcsatolására integ­
rátor értelemben állapot-visszacsatolással, ha a szétcsatolhatóság feltétele teljesül. 
Az integrátor értelemben szétcsatolt rendszert kanonikus alakra hozzuk, és megmu­
tatjuk, hogy melyik rész felelős az esetleg meglévő labilis pólus/zérus (P/Z) páro­
kért, az ún. instabil szétcsatolhatósági zérushelyekért. Ezután bemutatunk egy 
prekompenzációs módszert a szétcsatolhatósági feltétel biztosítására, amely 
megfelelően súlyozott erősítőket és integrátorokat alkalmaz. Végül bemutatunk egy 
módszert az instabil szétcsatolhatósági zérushelyek eltüntetésére, amely párhuzamos 
kompenzáláson alapul. Bár a módszereket eredetileg folytonosidejü rendszerekre 
dolgozzuk ki, az algebrai hasonlóság miatt diszkrétidejü rendszerekre is alkalmaz­
hatók, de az integrátor értelemben vett szétcsatoltság ekkor dead beat értelemben 
vett szétcsatoltsággal helyettesítendő.

6.1 A szétcsatolhatóság feltétele
Legyen x = Ax + Bu, y = Cx az irányítandó rendszer, amelynél a bemenő és kimenő 
jelek száma egyenlő: m = dim y = dim u , az irányítás pedig

u = -Kx + Lr. (6.1)

A zárt rendszer állapotegyenlete és az átviteli függvény mátrixa rendre

x = (A - BK)x + BLr, 
, (6.2)

W (s, K. L) = C(sl -(A- BK))~' BL.

A zárt rendszert szétcsatoltnak nevezzük, ha a W(s, K.L) átviteli függvény dia- 
gonális és nemszinguláris, mert ekkor

W(s, K, L) = diag (w,, (s, K, L)......wmm (s, K, L)), (6.3)

és ezért az r( bemenet csak az y, kimenetre hat. Jelölje W^s, K.L) az átviteli 
függvény mátrix i -edik sorvektorát, akkor szétcsatolt rendszer esetén 
W,(s, K, L) = K, L)et, ahol ei az i -edik standard egység-sorvektor.



154 6. TÖBBVÁLTOZÓS RENDSZEREK SZÉTCSATOLÁSA

A szétcsatolhatóság jellemzésére Gilbert [16] a dl e R' skalár és D, e Rm sor­
vektor paramétereket vezette be, amelyek a rendszert a nagyfrekvenciás tartomány­
ban jellemzik, i = . Legyen speciálisan W,(s):= W, (sfi,/) a szakasz átviteli
függvény mátrixának az i -edik sorvektora, akkor dt és D, definíciója a következő:

n-1, ha W, (s) s 0
lim (s) # 0 és véges, különben .V—>oo

(6.4a)

D,
0, ha dt: = n -1 
lim s^Wjts'), különben. 

.5—><»
(6.4b)

Jelölje C, a C mátrix i -edik sorvektorát. A Leverrier-Faddajeva-képletet sze­
rint (lásd könyv I. kötet 3.fejezet [1]) ezeknek a paramétereknek időtartományban a 
következők felenek meg:

di
n — 1, ha CjA1 B = 0, V/ = 0,1,...,n — 1 esetén
l, ha Ct Ak B = 0, k =0,1,...,/ -1 esetén és CjA1 B 0

Í0, ha dj = n -1 

különben.

(6.5a)

(6.5b)

Tekintsük ezután a zárt rendszert, akkor szintén a Leverrier-Faddajeva-képlet 
szerint

det(j/ - A + BK} = sn -qx(K)sn 1------- qn(K)
1 (6-W

adj (sí — A + BK} = sn + Ri(K)sn~2 +■■■ + Rn^(K),

ahol

Rx (K) = A-BK - qx (K)I ~.A-qx (K)I + BQX0(K)

R2(K) = (A-BK)Rx(K)-q2(K(I =

= 4 -q}(K)A-q2(K)I + B{-KA + qx(K)K + KBK}-ABK =
=:A2 - qx(K)A - q2(K)I + BQ20(K) + ABQ2, (K), 

és általában

R^K^A’-qx{K)AH-------q+ ^A'
1=0
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ahol Qjj (0) = 0. Ezért

W^s,K,L) =
sn — q^K}sn~}------- qn(K)

sn-^c.Ad'B + - 

sn-qxWx------- qn(K)

(6.8)

ahonnan következik

d^K, L) = dj => K,L -invariáns, 
Dl(K,L) = DlL-=i> K -invariáns.

(6.9a)
(6.9b)

Tekintsük a szabályozott szakaszt: X = (A, B, C) és a zárt rendszert állapot­

visszacsatolással: X = (A,B,C) = {A — BK,BL,C). Vezessük be a következő 
Gilbert-mátrixokat:

D,

Dm mxm

és D= :

mxm

= DL. (6.10)
D

Feltehető, hogy L invertálható, ezért D és D rangja megegyezik. Megmutatjuk, 
hogy ha a Gilbert-mátrix nemszinguláris, akkor a szakasz szétcsatolható állapot­
visszacsatolással.

6.2 Integrátor értelemben szétcsatolt rendszer
6.1 Tétel: Ha a X = (A,B,C) rendszer integrátor értelemben szétcsatolt, azaz

W. (5) = - e,, ahol e, az i -edik standard egység-sorvektor, akkor
s 1

CjAJ‘^ = 0, í = l......m.

Bizonyítás:

Ha a rendszer integrátor értelemben szétcsatolt, akkor

det(s/ - Á) = sn — q^s"^-------qn

adj(sl - A) = s" 1 + RjS" 2 + ••• + R^



ahonnan következik

156 6. TÖBBVÁLTOZÓS RENDSZEREK SZÉTCSATOLÁSA

~ s^'C^j B + s^d'~2C:R:B + -- y. 
w. =______ !_É-----------------LJ--------- = _ó_ e.

' n ~ n-1 ~ d,+l ’’s -q,s ------- qn s

ezért

CjRJB = Di =yiei
(6.11)

C^jB^Di, ^j>i

C.RjB^Á'B- ^C^Bq^-C^Bq^ = -5^ =0.
d^l<j

Megjegyzés: A szabályozott szakaszra általában C(A‘/,+l * 0 áll fenn, mivel még 
nincs szétcsatolva integrátor értelemben.

6.2 Tétel: Legyen a X = (A,B,C) szabályozott szakasz (kiindulási rendszer) 
Gilbert-mátrixa

Bizonyítás:

A zárt rendszer az állapot-visszacsatolással A=A-BD~'A\ B = BD~' és
Mivel d = dj és D, = DiL , ezért

CíAJB = DiL = DiD-' =et 

CiÁ^Ci(A-BD-'A^) = CiA-CiBD-'A, =CtA 

CiA2-CiA(A-BD~iA*) = CiA2-CjABD~}A'=CiA2 

o
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CjAd' =CjAdl

CjA^ =CiAd‘(A-BD-xA*>) = CiAd^-CiAd‘BD-'A^ =0, 
~D,

C,Ad'"

és a 6.1 tétel szerint a Z = (A, B, C) rendszer integrátor értelemben szétcsatolt.

6.3 Kanonikusán szétcsatolt rendszer
A Z = (A, B, C) rendszert kanonikusán szétcsatoltnak nevezzük, ha
1) A,B,C az alábbi módon partícionált (c felső index a nem irányítható alrend­

szerhez tartozik):

PjZdj+l, i = l,...,w (6.14c)

A^b^Cj tovább partícionáltak, i =

y. r, x« +1) méretű 
(pi r, x r( méretű

(6.15a)
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(A. 1

J(d,+l+r, )xl

ö=(i o - oU (6.15b)

r, =Pi-di-l (6.15c)

3) Jelölje Bi a B mátrix i -edik oszlopát, akkor Bj, AB-, APl 'Bt lineárisan
függetlenek.

m
4) Legyen P = ^Pi. Ha pm+1*0, és B = (7^ ... Bn) jelölés mellett 

í=i
nem mind nulla, akkor az P(sln - Ay' B sorvektomak legalább 

két eleme nemnulla függvénye s -nek.

Megjegyzés: A kanonikusán szétcsatolt alaknak fontos szerepe lesz az instabil szét' 
csatolhatósági zérusok meghatározásában.

A továbbiakban megadjuk az integrátor értelemben szétcsatolt rendszer néhány 
fontos tulajdonságát, és erre alapozva módszert adunk az integrátor értelemben szét­
csatolt és kanonikus alak meghatározására. Vezessük be a következő jelölést:

.41 := {77: 77 e Rn sorvektor}

,4l} M : rjAJBk =0 V*g {1.......m}\{/}, V/e {0,...,n-l}}.
(6.16)

6. 3 Tétel (Gilbert, [16]): Ha a X = (A, B.C) rendszer teljesen irányítható és integ­
rátor értelemben szétcsatolt, akkor Víg m} esetén teljesül, hogy

^Acz.^ (6.17a)
^n^íOJ.hai#; (6.17b)

C(, CíA,...CiA'/' és lineárisan függetlenek. (6.17^)

Következmény: Ha a £ — {A, B, C) rendszer teljesen irányítható és integrátor érte 
lemben szétcsatolt, akkor
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M = .4^ + +••• + , 4tm +.^m+1, (6.18a)
m

p, “dim^;, í = l,...,m + l, p^Pj , pm+l = n-p, (6,18b)
1=1

7=^+^+- + ^w+ím+P e egyértelmű, (6<18c)

£m+i k\ **2’hogy B^J'Bkí és B^B^ #0,(6.18d)

ahol «^+I az ortogonális kiegészítője .4^ + +--' + .^m-nek -ben.

Algoritmus (áttérés teljesen irányítható és integrátor értelemben szétcsatolt 
rendszerről kanonikusán szétcsatolt rendszerre):

1. Mivel a Z = (A,B.C) rendszer integrátor értelemben szétcsatolt, ezért 
Ci,CiA,...,CiAdi c. .41- lineárisan függetlenek. Egészítse ki ezeket a sorvekto­

rokat q*J +2. q*p tz.4^ bázissá, ahol p, = dim . Legyen

Ct
C.A

CjA11' 

Bd,+2
(6.19)

2. Legyen ^,+1 az ortogonális kiegészítője .4^ + ,/f2 + • • • + -nek .41 -ben, és 
álljanak Qm+I sorai J(m+I egy bázisából.

3. Legyen — Q* öLiF- akkor x=Qx egy koordináta­

transzformáció, amely a teljesen irányítható és integrátor értelemben szétcsatolt 
rendszert kanonikus alakra hozza. Mivel a koordináta-transzformáció nem vál­
toztatja meg az átviteli függvényt, ezért a Z = (Á, B.C^íQAQ ' .QB, C<2’') 

rendszer továbbra is integrátor értelemben szétcsatolt marad.

Megjegyzés: Ha a Z = (A,B,C) rendszer integrátor értelemben szétcsatok, de nem 
teljesen irányítható, akkor irányíthatósági lépcsős alakra hozható egy
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T - [t[,...,tk,tk+i,„.,tn ]

L bázisa bázisa

(6.20)

koordináta-transzformációval (lásd könyv I. kötet, 10. fejezet [1]), ahol 
L = Spa.n(B,AB,...,An~'B), R^L + L1, dimL1=pm+2, x = Tx és 

E = (A, B, C)—^E = (Á, B, C),

Á^TAT”1
A-c

B = TB = C = CTl =[Cc | C?], (6.21)
0 0

továbbá tc = (Acc ,Bc,Cc) is integrátor értelemben szétcsatolt. Az áttérés a 
következő sémában végezhető el:

<2 o
0 ^2.

Z —i ---------------- > z
i (6.22)
1 Zc

6.4 Kanonikusán szétcsatolt rendszer kompenzálása
6.4 Tétel (Gilbert, [16]): Legyen a Z = (A,B,C) rendszer kanonikusán szétcsatolt, 

akkora {K,L} állapot-visszacsatolás szétcsatolja a rendszert <=>

L = diag(AI,...,2m), 2,^0, i =

l?! 0 ••• 0 0
0 ű2 ••• 0 0

0 0 ••• o C
Pufi Pm+2

(6.23a)

1 x Pi méretű

1x Pm+2 méretű
(6.23b)

Az állítás illusztrálására tekintsük az sl -(Á - BK) kifejezést, kihasználva, hogy 

Z kanonikus alakban adott:
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^használjuk, hogy

A, ••• 0 0 * b} ••

~sl~ 0 •" Am 0 * + 0 ••
* - * ^+i * * "

L° ••• o 0 A^J [o ••
slP, -A, + b^} — 0

= -___ 0 "•

o‘

bm ’ = '■
* 0 ••
0

0

0

0 0*’

0 *.

*

* =
* ... * sl 1’,^ *

Jl
I--

---
--

---
---

>
 '--

-
O

 50 
“0

O
 Cn 

o 
< 

tO
 °

1__
__

__
__

_
1

o 0 sí n — A^ +2Prn+2 m+1 J

P 0 
R s 
o o

er1 p-' 
-S~'RP~' 

0

det R S

0 -P^QV^
S~' -S-'TV-' +S-'RP-'QV~l

o v-1

= det(P)det(5)det(V).

V

P 0 Q 
T

0 0 V 

felembe véve, hogy

0

0
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ezért a kompenzált rendszer átviteli függvénye

W(s,K,L} = \C 0

c}(slpi - A( + ^1^) 'b}^

0

= (6.24)
cm(SIpm

= diag (w, ] (s, %, ),..., wmm (s, űm, Am ).

Megjegyzés:
i) Annak bizonyításában, hogy szétcsatolás esetén az utolsó előtti blokkoszlop K- 

ban nulla, központi szerepe van a kanonikusán szétcsatolt rendszer 4) tulajdon­
ságának.

ii) Az utolsó (c-hoz tartozó) blokkoszlop nullának is választható K -bán, mivel 
nem befolyásolja az eredő átviteli függvényt.

6.4.1 Zérushelyek invarianciája állapot-visszacsatolás esetén
Megmutatjuk, hogy az állapot-visszacsatolás változatlanul hagyja a zérushelyeket 
mind egyváltozós, mind pedig többváltozós rendszer esetén.

SISO rendszer esete

SISO rendszer például a alrendszer is. A jelölések egyszerűsítése ér­
dekében hagyjuk el az i indexet, és tekintsük a

W(s, ű, A) = c(sl ~ A + bü) 'bA y (6.25)

állapot-visszacsatolással kompenzált SISO rendszert, ahol d sorvektor, b oszlop­
vektor és 2 skalár. Megmutatjuk, hogy

i) (o(s) maximum (n -1) -edfokú és független ű, A -tói

ii) ^(s,cr) = det(sl - A +bű^ sn - cr}sn~'------- an => a ■- (aa

iii) <P(s) = det (sí - A) = sn -qisn~i------- qn => ff.= (ql,...tq )
iv) u = n -űk .ahol
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v, -^b
K2~{A-qJ)b 
: (6.26)

Kn ~(AnA - q}An~2------- qnI)b

•••

Az állítások bizonyítására induljunk ki a Leverrier-Faddajeva-képletből:

<JX = trace (A - b tf) = trace( A) - trace (b = 
= ?i “(Mi + -" + bnűn) = ql -űb = qx -ŰKX,

°2 =itrace{(A-/>z?)[(A-fer?)-cr1/]} = ?2 - ű{A-q}l)b = q2-ŰK2, 

ahonnan következik a = n - ű k .

Az állapot-visszacsatolással kompenzált rendszer átviteli függvénye

W{s,ű,X) = c ^_h±sn^(A-bű-ff}I) + ---

Alkalmazzuk ismét a Leverrier-Faddajeva képletet, akkor

[(A - bű) - I]b = Ab - bűb - (q} - űK, )b = Ab - qb
[(A - bű)(A - bű) - (A - bű) - a2l]b =

= (A -bű)(Ab~qib-(q2 -űK2)b =

= A b- q^Ab — q^b

[(A-bű)' -ff^A-bűy-'------- a.l]b =

= (A -bű)(A‘-'b - q^b - - q^b) - {q( _ ŰKj )b =

^A'b-q.A-'b------- q.by

ahonnan következik

= C[S" 'b + S" ^A ~ ^l)b + - + (A"-1 - q^"-2------- qn íl)b], (6.27)

és ezért ^s) független iM-tólés (n -1)-edfokú.
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MIMO rendszer esete

Tekintsük az x = Ax + Bu, y = Cx szabályozott szakaszt, amelynek az (ún. invari­
áns) MIMO zérushelyei a

ránk
sí — A 

C
-B

0
< n + min(w,r), ha m^r

-B
0

= 0, ha m = r

(6.28a)

(6.28b)

feltételekből határozhatók meg, lásd könyv I. kötet 3. fejezet [1], Alkalmazzuk az 
u = -Kx + Lr állapot-visszacsatolást, akkor a zárt rendszer állapotegyenlete 
x = (A - BK)x + BLr, y = Cx, ezért a zárt rendszer MIMO zérushelyei a

ránk
sí-A + BK 

C
- BL

0
= ránk •

sí -A
C

-sir i
0 -K

• = ránk
sí - A 

C
-B

0

0
L

(6.29

feltétel alapján megegyeznek a szakasz MIMO zérushelyeivel, mivel feltehető, hogy 
L maximális rangú (m = r esetén invertálható).

6.4.2 A szétcsatolt rendszer pólusai és zérushelyei
Vezessük be a

Vi(«,) -det 0/p, - \ + biŰi) = sp‘ -ffi}sPi 1------- ff, ,
(6.30a)

cr,:=(ffiA,...,ffiPi),

^(jj-det^/^ -A‘+1) (6.30b)

am+2(s):=det(slp^ -Al+2) (6.30c)

jelölést, ahol y/i(s,ffi') a {t?,,2, } állapot-visszacsatolással kompenzált (A^b^Cj) 
alrendszer karakterisztikus egyenlete a kompenzálás után, am+)(j) és am+2(5) pe­
dig a kanonikusán szétcsatolt alak két kitüntetett blokkjának karakterisztikus 
egyenlete.

6.5 Tétel: Ha a kanonikusán és integrátor értelemben szétcsatolt Z = (Á,B,C) 
rendszert a (6.23a-b) állapot-visszacsatolással kompenzáljuk, akkor a zárt rendszer 
szétcsatolt marad, és az átviteli függvény diagonális eleme
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(6.31)

lesz, ahol

') 0^5) = sr‘ -a^s^------- air.

u) ^i(s,ai) = sPi -criAsp'-'------- aiPj, cr, = ^í.v-^í.p^

“') ai (■*) = det (s/r - 0.)

iv) a-,. = n. _ K., ahol = (a. ........)0)... ,0) e R Pi, továbbá

*7.1 =

*i,Pi =Ap’~'bi -a^A^-------o^Ar^

“ [^,1 Ki,2 ••• ^i.p, Ja-XP;

V) A {K,L) állapot-visszacsatolással kompenzált zárt szabályozási kör 

r>sztikus egyenlete

ni
<pc (5, K, L) = am+l (s)am+2 (^H (s’a'} ’

i=i

bizonyítás;

rendszerekre kapott eredmény szerint

= +5A-2(4A -í/.lV'A------

ahol

(6.32)

karakte-

(6.33)

^/(j) = det(s/p -Ai) = sPl -qi,isPr'------- qi.Pi =

= det

’s -1 ... 0

0 s •. :
: : -1
0 0 ••• j

0 = sd^ det(í/, -<?, )•

Yi A-”..

(6.34)
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Másrészt viszont a SISO rendszer zérushelyeinek invarianciája miatt ^(s) ugyan­
az, mint a kanonikusán és integráló értelemben szétcsatolt rendszer esetén volt, tehát

wii(s,0,IJ = - 
s

Yi _
</i+1 sdl+l det (sír.

a>i (s) = a, (s) , ahol cr, (í) = det(í/r-0,).

(6.35)

(6.36)

Innen és a SISO rendszerekre kapott korábbi eredményekből következik n-, speciá­
lis alakja, valamint cr, = ni - Kt. A szétcsatolt zárt szabályozási rendszer karak­
terisztikus egyenletének alakja a korábbi (pc(s, K, L) = det(P)det(S)det(V) 
összefüggésből következik.

Következmény: Mivel a szétcsatolt rendszer karakterisztikus egyenlete

m
tpc(s,K,L) = @m+\

í=i

a szétcsatolt rendszer diagonálisban álló átviteli függvényei pedig

(í, K,L) = wu (s, ,^) =

alakúak, ezért a szétcsatolt rendszer átviteli függvényeiben am+l (s)am+2 (s) pólus­
zérus (P/Z) kiejtést okoz. Közülük am+2(s) jól ismert a nem teljesen irányítható 
rendszerek területéről, és nem okoz problémát ún. stabilizálható rendszer esetén, 
lásd könyv I. kötet 10. fejezet [1], Újdonság viszont, hogy teljesen irányítható rend­
szer esetén is lehet P/Z kiejtés, ha a rendszer szétcsatolt, amelyet a MIMO 
zérushelyek okozhatnak am+] (s) := dctís/,,^ -A‘+1) révén. Ezeket a zérushelyeket 

szétcsatolási zérushelyeknek nevezzük. Ha am+1(j) gyökei között vannak labilisak 
is, akkor ezek az ún. instabil szétcsatolási zérushelyek (unstable decoupling zeros) a 
rendszert használhatatlanná teszik a mindig meglévő paraméter bizonytalanságok 
miatt. Az instabil szétcsatolási zérushelyek állapot-visszacsatolással nem mozdítha' 
tők ki, mert a MIMO zérushelyek állapot-visszacsatolás esetén invariánsak. Módo­
sításukra ezért más módszert (párhuzamos kompenzálást stb.) kell alkalmazni.

6.4.3 Az állapot-visszacsatolás megtervezése
Tegyük fel, hogy a rendszer irányítható (vagy legalább stabilizálható) és teljesülnek 
a szétcsatolhatóság feltételei. A rendszer szétcsatolását három lépésben meg tudjuk 
tervezni. Az első lépésben meghatározzuk a Gilbert-féle szétcsatolhatóság1 
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jellemzőket (dj,D), és állapot-visszacsatolással (K] -D^'A*a rend­
szert integrátor értelemben szétcsatoljuk. Egy második lépésben megfelelő koordi­
náta-transzformációval (Q) az integrátor értelemben szétcsatolt rendszert kanoniku­
sán szétcsatolt alakra hozzuk, amelyből a rendszer struktúrája meghatározható. A 
már szétcsatolt SISO alrendszereket külön-külön kompenzáljuk állapot­
visszacsatolással (t?,, A(), és meghatározzuk az ezeknek megfelelő eredő MIMO 
állapot-visszacsatolást (K2,L2). Végül meghatározzuk a két lépcsőben kapott álla­
pot-visszacsatolások eredőjét.

Az alrendszerek kompenzálása

Az Ackermann-képlet és a Roppenecker-formula mellett a w„-(s, , A,-) SISO 
alrendszererek állapot-visszacsatolásának megtervezésére a 6.5 tételen alapuló, 
Gilberttől származó módszer is alkalmazható. Ehhez meg kell választani a 

kompenzált rendszer ,(s,cr,) nevezőjét (a zárt rendszer pólusait), 
képezni kell az a^s) = det (sí r -Gj) számláló polinomot, és ezekből a 6.5 tétel 

alapján elő kell állítani a <j, és sorvektorokat, a oszlopvektorokat

és az utóbbiakból álló Ki mátrixot, amelyekkel már az állapot-visszacsatolás meg­
határozható:

■=^l -c^' és A,- = ^°’ ^ ) • (6-37)

Többlépcsős állapot-visszacsatolás eredője

Irányítható rendszert feltételezve a kompenzálást két lépésben végezhetjük el. Fel­
tételezve, hogy a D Gilbert mátrix invertálható, az első lépésben integrátor értelem­
ben szétcsatoljuk a szabályozott szakaszt egy alkalmasan megválasztott állapot­
visszacsatolással:

x = Ax + Bu
y = Cx

u=-Kix + Liü, K^D^A*, L^D''

Az első állapot-visszacsatolás eredője:

x = (A - BK{ )x + Bl^ü =: Ax + Bü

y = Cx=t Cx.

(6.38a)

(6.38b)

(6.39)
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Ezután megkonstruáljuk az x = Q x koordináta-transzformációt az erre kidolgozott 
algoritmussal, és a már integrátor értelemben szétcsatolt rendszert kanonikusán szét­
csatolt alakra hozzuk:

x = QAQ~'x + QBü=:Áx + Bx
_ (6.40a)

y = CQ~'ü -Cx,

amelyet azután egy második lépésben az

ú = -K2x + L2r (6.40b)

állapot-visszacsatolással kompenzáljuk, megőrizvén a szétcsatoltságot. Az eredő 
irányítás innen meghatározható:

u = -K{x + Ly (~K2Qx + L^r)

u = -(K{ + L}K2Q)x +L}L2r.
K '~L~'

Az eredő állapot-visszacsatolás és irányítás:

K = D~'A* + D~'K2Q = D~' (A* + K2Q), (6.41a)

L = D~lL2, (6.41b)
u-—Kx+Lr. (6.41c)

Megjegyzés: Az irányítás csak akkor alkalmazható, ha orm+1 (s) gyökei stabilak. Az 
általában nem mérhető x állapot becslésére állapotmegfigyelőt alkalmazhatunk.

6.5 A szétcsatolási feltételek biztosítása soros kompenzálás­
sal
6.1 Lemma: Legyen n = dimx, m = dimy = dimw és legyenek a Gilbert- 
paraméterek , i = 1......m. Akkor a szétcsatolható rendszer esetén

m
n = ^ (d, + 1) + MIMO zérusok száma . (6.42)

í=i

Bizonyítás:

Ha a rendszer szétcsatolható, akkor állapot-visszacsatolással integrátor értelemben 
szétcsatolt alakra hozható, és a diagonálisban álló átviteli függvény
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s '

Mivel az állapot-visszacsatolás a MIMO zérushelyeket invariánsán hagyja, ezért a 
MIMO zérushelyek pólus/zérus kiejtést okoznak W(s,K,L)-ben, és így a pólusok

ni

száma n = (d, +1) + MIMO zérusok száma .
<=i

A szétcsatolási feltételek biztosítására soros kompenzátort fogunk alkalmazni, 
amely integrátorokból és erősítőkből áll, lásd 6.1. ábra.

6.1. ábra. Szétcsatolhatósági feltételek biztosítása integrátorokkal és erősítőkkel

6.2 Lemma: A 6.1. ábra szerinti, integrátorokból és erősítőkből álló kompenzálás 
esetén a MIMO zérushelyek megőrződnek és újak nem keletkeznek, ha 
G = [Gj G2]mxm nemszinguláris. A bemenő jelek száma sem változik meg.

Bizonyítás:

A rendszer állapotegyenlete i = Ax + Bu és y = Cx, a kompenzáló tagé pedig

*i = «i’.

u = Glxl + G2u2 =[G, G2]mxm

Mivel dimw^dimx/ és G = [G] G2] mxm méretű, ezért a bemenetek száma a 
kompenzálás révén nem változik meg. Az eredő rendszer állapotegyenlete
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BG} 
0

BG, 
0

= Ax + Bu
u2

y = [C

(6.43)

A MIMO zérusok a soros kompenzálás után a

'sí-A -BGX 0 -bg2
det 0 sí -/ 0 = 0

C 0 0 0
(6.44)

feltételből határozhatók meg. A determináns kifejthető a harmadik blokkoszlop sze­
rint:

det
sí -A -BGt

C 0
-bg2

0

Ha tehát Gmxm nemszinguláris, akkor a második detemináns a jobb oldalon nem 
nulla, és ezért megőrződnek a szakasz zérushelyei és új zérushelyek sem keletkez­
nek.

Megjegyzés: Ha a 6.1. ábra szerinti kompenzálással n és ö -^{dj + 1) mindket­

ten nőnek, de az n - ő különbség csökken, akkor a kompenzálás fokozatos ismétlé­
sével elérhető, hogy teljesüljön az n - ő = MIMO zérusok száma szétcsatolási fel­
tétel, mivel a MIMO zérushelyek invariánsak maradnak.

6.3 Lemma (Lohmann, [17]): Legyen a Gilbert-mátrix rangja rankD = m-r, ahol 
r a defektszám. Akkor a 6.1. ábrának megfelelő G = [G, G2]mxm nemszinguláris 

mátrix megválasztható úgy, hogy a = dim x, jelöléssel n =n + a és 5 = ő + a + r, 

tehát ö jobban nő, mint n . Ezért a 6.1. ábrának megfelelő kompenzálás sorozatos 
alkalmazásával elérhető, hogy a kompenzált rendszerre már teljesül a szétcsatolható- 
sági feltétel.

Bizonyítás:



6.5 A szétcsatolási feltételek biztosítása soros kompenzálással 171

Indexeljük úgy át a kimenőjeleket, hogy az átindexelés után D első m- r oszlopa 
lineárisan független legyen. Akkor 3Qrxm , amely megoldása a következő egyenlet­
nek:

QD= Ql &
m-r-y r

D-Grxm, továbbá 3Q,'. rX.nl ’ (6.46)

Itt y jelöli az esetleg meglévő nulla oszlopok számát Q -bán. Keressünk olyan

(6.47)

mátrixot, amely kielégíti a következő egyenleteket:

[0(M-,)xr lmJDGL=Im_r

DGR=Omxr
(6.48)

Legyen G,, G2 a G mátrix egy másik partíciója:

m - r r

GL gr

C
M

<3

(6.49a)

(6.49b)
m-r-r 7+r

és válasszunk a = dimx, :=m-r-y értéket. Akkor

AB =

a2b =

A 
0 

'A 

0

BG} 0 BG2
0

BG, 
0

/ 0

BG} 
0

BG} ABG2 
0 0

ABG2 
0

ABGy A2BG2

0 0
(6.50)

Ad'B = A^BG^ Ad'BG2

00

és ezért
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C,B = [C, 0] ’o bg2
/ 0

0 c,bg2 = or,

C^AB^ 0] BGX 
0

ABG2 
0

= CiBGi CiABG2
_ o o

= 0r, (6.51)

C^B^ 0] 'aJí-'bg} A^BgA 0 CiAJ'BG2 = [0 D,G2]
0 0 J , ■

A

Világos, hogy

dg = [dgl dgr]~
0 0" 

/ 0
» (6.52a)

[o /]dg = [o /] 0 0‘ 
/ 0 =[/ 0], (6.52b)

továbbá 0rx(m_r) meghatározható a 

0 0
/ 0

QDG = \ql Qr 0]
o

= \Ql^ + \Qr 0]/ 0] = 0 (6.53)

feltételből:

0 = -<2lI[ö« O]=:[0l 0], ahol <PL rx^m-r-Y) méretű. (6.54)

Innen következik, hogy

’ m-r-r
0 0 0 rxy 0

DG = lm-r-y 0 0 és DG2 = ®(m-r-y)xy (6.55)

0 Ir 0 lr 0

Összefoglalva az eddigieket, a következőket láttuk be:



6.6 Párhuzamos dinamikus kompenzálás instabil szétcsatolási zérusok esetén 173

i) Ha i = m - y + , akkor (6.51) és (6.55) szerint D- *0 és di = d{.

ii) Ha i = 1, ,m-y, akkor (6.51) szerint C,A ‘‘'^B = C,Ad'BG} C,A‘''+1BG2
d,

és mivel DiGl nem más, mint
(p

/
-nek az i -edik sora, ezért a konstrukció sze­

rint DiGl nem nulla, amiből következik di =dif +1.

iii ) Mivel dim x, = a-m-r- y, ezért n = n + a . Másrészt viszont i) és ii) szerint
m-y m

J = +1)= ^£(J,+2)+ ^(di+ 1) = 5 + m-y = 5 + a + r. Követke-
í=l i=m-/+l

zésképp 5 jobban nő, mint n , ezért a 6.7. ábra szerinti kompenzálás esetleg 
többszöri alkalmazásával a szétcsatolhatósági feltétel teljesülése biztosítható.

6.6 Párhuzamos dinamikus kompenzálás instabil szétcsa­
tolási zérusok esetén
Ha a kanonikusán szétcsatolt alakban am+l(s) = det(sl Pni -A^+1) instabil gyökök­

kel is rendelkezik, akkor ezek az instabil MIMO zérusok állapot-visszacsatolással 
nem mozdíthatók ki. Kompenzálásukra ezért párhuzamos dinamikus kompenzátort 
alkalmazunk, lásd 6.2. ábra.

6.2. ábra. Instabil szétcsatolási zérusok kompenzálása párhuzamos dinamikus szabályozóval

6.6.1 Egyetlen instabil MIMO zérus kompenzálása
Legyen q egyszeres instabil MIMO zérus a„1+| (s) -ben, amely azonban nem pólusa 

a rendszernek. Akkor a nem maximális rang miatt létezik rT, q1 megoldása a 
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következő problémának, továbbá y elemeinek átindexelésével a nemnulla elemek 

mindig előre mozdíthatók q7 -ben:

T ’r A 77/ B y(rT qT) ' =0r,
[ C °.

/=(?....... ...............0)eRm.

(6.56)

Választás:

i) dim xc = a -1 és Ac = r]I a_x.
ii) Az eredő rendszernek q legyen a -szoros MIMO zérushelye.

iii) Az eredő rendszerhez megkonstruált q{,...,q^ sorvektorok mindegyikének 
csak 1 koordinátája legyen nemnulla.

Lohmann megmutatta [17], hogy a fenti választás mellett stabil szétcsatolás lehetsé­
ges.

Bc konstrukciója (lásd 6.2. ábra):

Az xc -vei bővített rendszer állapotegyenlete

=: Áx + Bu,

(6.57)

A választás miatt Ac = qla_}, továbbá az eredő rendszer MIMO zérusait a 
következő feltételből kell meghatározni: 

det
A-sí

C

a-\ sl a-} 0
A - sln 

C

= (q- s)a 1 det A - sí
B
0

B
0

ahonnan következik, hogy q a -szoros MIMO zérus helye a párhuzamosan kom­
penzált rendszernek.

A mátrix rangjának lecsökkenése miatt s:=q esetén választható a darab meg­

oldás a következő egyenlethez, és benne q' := e' a stabil szétcsatolás érdekében:
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riL
rT 
riR 0

0
= 0r, í = l, (6.58)

0

c
B
0

,a.

Fogjuk össze ezeket a megoldásokat egy mátrixba, akkor írható, hogy

1 0
í í

a-} n a m-aj Q

0
A-77/„ 

C

B,
B =0.
0

Tekintsük előbb a szorzat 2. majd 3. blokkoszlopát, akkor

RR(A-TjIn) + [la O]C = O=^R^ = -[I^ 0JC(A-7]Inrl (6.59) 
n a m-a

RLBc+RRB=0^RLBc=-RRB = -[Ia 0]C(A -„f1B . (6.60)

A két utolsó összefüggés lehetőséget ad előbb Rr meghatározására, majd ennek

ismeretében Bc meghatározására. Tudjuk ugyanis, hogy RlBc =-RrB megold­

hatók ránk Bc 
RrB

= ránk Bc, amire azonban az oszlopszám miatt fennáll

ránk Bc < a -1. Mivel ránk (RrB) < a, ezért indokolt a következő választás:

Bc := RrB lineárisan független sorai. (6.61)

6.6.2 Konjugált komplex MIMO zéruspár kompenzálása
Legyen r/ és rf egyszeres instabil konjugált komplex MIMO zéruspár a„1+|(s)- 
ben, amelyek azonban nem pólusai a rendszernek. Akkor az előző konstrukcióval 
komplex elemű mátrixok keletkeznének, amelyeket nem tudunk implementálni a 
kompenzátorban:

Af 0 0
0 Ac 0
0 0 A

Tekintsük a r = —
2

a-\ la-\

— a-\.

Bc
B

és [0 0 C].

transzformációt, akkor

(6.62)



176 6. TÖBBVÁLTOZÓS RENDSZEREK SZÉTCSATOLÁSA

1 4-i 4-i 1 a-l 0 ’

2 J^a-l J a-l a-l . 0 4-i.
T

(6.63)

Alkalmazzuk a T koordináta-transzformációt a komplex rendszermátrixokra, akkor

j Ac 4
J 2.
4+4

1 4-i 4-i Ac o T4-i 74-i _
2 _ 74-1 — j^a-l..^ 4JL4-I a-l .

<«•

Re Ac lm Ac 
- lm Ac Re Ac

Ac +AC

- 
1 2 (6.64)

Ezért a

1F la~i T-
-74-114

4+4 ' 

2 ReBc
- lm Bc

(6.65)

4 4-i 4-i
0T:= 2 74-i -74-i

0 4.
(6.66)

koordináta-transzformációval valós alakra lehet áttérni:

’ ReAt. lm 4- 0‘ ' Re Bc ‘
TAT~' = - lm Ac Re 4. 0 , TB = - lm /> , CT’1 = [0 0 c]

0 0 A B
(6.67)

6.6.3 Az instabil szétcsatolási zérusok fokozatos felszámolása
A valós vagy konjugált komplex instabil szétcsatolási zérushelyek fokozatosan eli- 
minálhatóak am+1(5) bői a fenti módszerek ismételt alkalmazásával. A stabil MIMO 
zérushelyeket nem kell eltávolítani.



7. MIMO DISZKRÉTIDEJŰ OPTIMÁLIS 
LQ ÉS LQG IRÁNYÍTÁS

Ebben a fejezetben többváltozós (MIMO) diszkrétidejű lineáris rendszerek kvadrati­
kus kritérium szerinti optimális irányításával (LQ, linear quadratic control) fogunk 
foglalkozni determinisztikus jelek esetén, továbbá lineáris rendszerek optimális álla­
potbecslésével (Kálmán szűrés) és optimális LQG irányításával sztochasztikus jelek 
esetén.

Előbb megadjuk az LQ probléma megoldását időben változó rendszer és véges 
időintervallum esetén. Ezután vizsgáljuk az időinvariáns rendszer és végtelen 
időintervallum esetét, és megmutatjuk, hogy az optimális megoldás rendelkezik a re- 
ciprok gyök tulajdonsággal, továbbá az állapot-visszacsatolás egy diszkrétidejű al­
gebrai Riccati-egyenlet megoldása. Módszert adunk a folytonos időben megfogal­
mazott kritérium diszkretizálására.

Az optimális állapotbecslést sztochasztikus jelek esetén mint mátrix kritérium 
szerinti optimalizálási (infimum) problémát fogjuk fel, és megmutatjuk, hogy az op­
timális állapotbecslő az aktuális Kalman-szűrő. Megmutatjuk a matematikai analógi­
át az LQ irányítás és Kálmán szűrés között, és megadjuk az analógiában az egymás­
nak megfelelő mennyiségeket.

Végül megfogalmazzuk az optimális LQG irányítási feladatot (linear quadratic 
Gaussian control), és bemutatjuk az LQG irányításra érvényes szeparációs elvet, 
amely alapján az optimális megoldás egy LQ optimális állapot-visszacsatolás, 
amelyben az állapotot az aktuális Kalman-szűrővel kapott becsült állapot helyettesíti.

A vizsgálatok során felhasználjuk Aström és Wittenmark [6], Franklin, Powell és 
Workman [18], Goodwin és Sin [7] könyveinek, valamint Lantos értekezéseinek 
[19], [20] a fenti témákkal kapcsolatos eredményeit.

7.1 Időben változó rendszer LQ optimális irányítása
Legyen az optimalizálási kritérium kvadratikus:

1 V-l ]
J(x,u) = — ^{<Qkxk,xk > + < Rkuk,uk >} + -<Qnxn,xn >, (7.1a)

2 t=o 2
Qn<Qí £0 (pozitív szemidefinit), Rk >0 (pozitív definit), k =0,..., A -1, (7.1b) 

az irányítandó rendszer pedig lineáris:

**+i = =0,1.....A-l, (7-2a)
(7.2b)x0 = a.
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Az optimális megoldást az

x~{xk )f=o és u-{uk (7.3)

változókban keressük. A feladat tehát egy optimalizálási feladat végesdimenziós tér­
ben kvadratikus kritérium és lineáris korlátozások esetén, ezért az optimális megol­
dás szükséges és elégséges feltételét a Lagrange-multiplikátor szabály adja, lásd 
könyv I. kötet, 12. fejezet [1],

Egészítsük ki a J(x,u) célfüggvényt a Lagrange-multiplikátorokkal súlyozott 
(nullára rendezett) Fk(x,u) korlátozásokkal, akkor

L(x,u) = J(x,u) + ^< Ak, Fk (x,u) > = 
k

+ < &Q,a-xQ > + < ^, Aoxo + B0Uq - Xj > + 
+ < , ^N-2XN-2 + &N-2UN-2 “ XN-\ > +

+ < > ^N-\XN-\ +^N-\uN-\ ~XN

(7.4)

Figyelembe véve, hogy <Á,Ax + Bu >-< ATÁ, x > + < BrA.,u>, a Lagrange-
multiplikátor szabály a következő összefüggésekre vezet:

T — QqXQ Aq + Aq Aj — 0

’^k -Qkxk ^k Á*+l (7.5a)
dL

-Qn-]Xn_} + AN_tAN-0
dxN-l

dL ,
- Qn*N - 

oxw ~QnXN (7.5b)

— Bouo + Bo — 0 
oh0

' uk “ ^k'^k ^k+\ (7.6)
ÓL T

-—— — +BN_tAN =0
duN-l



xk 
^k+l

(7.7a)
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Mivel a korlátozásoknak teljesülni kell, ezért uk visszahelyettesítendő az állapot­

egyenletbe: xt+1 - Ak xk Bk Rk Bk 2t+1. Az optimum szükséges és elégséges fel­
tétele ezért a következő:

x*+i _ Ak -BkRk Bk
^k > Qk ^k

x0=a és An=Qivxn. (7.7b)

A kevert kezdeti és végérték feltételek sugallják, hogy célszerű a megoldást a

Ak := Pkxk (7.8)

alakban keresni. Ekkor eltűnik a Xk Lagrange-multiplikátor vektor, de megjelenik a 
Pk mátrix helyette, amelynek azonban ismert a végértéke, mert (7.7b) szerint 
PN = Qn . A helyettesítés hasznossága attól függ, hogy lehet-e rekurzív összefüg­
gést levezetni Pj-ra. Az is világos, hogy ha igen, akkor az optimális irányítás álla­
pot-visszacsatolás lesz, mert xt+1 kifejezhető xt-val:

xM=\xk-BkR-kxBTkPMxM^xM =(I + BkRk}BTkPk+})~'Akxk. (7.9)

Alkalmazzuk az (A +BCD)~'A~'- A~'B(DA~'B+ C^r'DA~} mátrix in­

verz lemmát az A := h B := Bk, C:= R?, D := BTk Pk+] választás mellett, akkor 

kapjuk, hogy

(/ + BkR-k'BTk Pk+} y'=I- Bk (BTk Pk+iBk + Rk)"' BTk PM , (7.10)

x*+1 ={I-Bk(BTkPk+iBk + Bk)~'B{ Pk+}}Akxk, (7.11)

uk =~^k'Bk ^kk\ = (7.12)
= -Rk' B{ Pk+\{l ~ Bk(Bk Pk+lBk + RkY' Bk Pk+\}Akxk :=-Kkxk,

ahol

Kk = {Rk'-R;'BlPkMBTkPk^Bk +BkY'}BTkPk+}Ak. (7.13)

Alkalmazzuk az inverz mátrix lemmát fordított irányban az A.— Rk, 

B := B7kPk.}Bk , C = D := / választás mellett, akkor a következő rekurzív összefüg­

géshez jutunk:
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Kk = (Bf PMBk + Rky' BTk Pk+]Ak . (7.14)

Másrészt viszont

^k =QkXk + Ak Ak+i =Qkxk + Al Pk+\xk+l =
= Qkxk +ATkPM{I-Bk(BTkPMBk + Rkyl Bk Pk+l}Akxk = (? J5)

~{Qk +AkPk+]Ak - Ak Pk+lBk(Bk Pk+lBk +Rk) 1 Bk Pk+]Ak}xk =

= pkxk >

ahonnan következik egy rekurzív összefüggés Pk -ra is:

Pk = Qk + Ak Pk+lAk -ATkPMBk(BTkPk+iBk + Rky' BTk Pk+lAk . (7.16)

Az összefüggés másik neve diszkrétidejü Riccati-differenciaegyenlet, amelynek 
Pk > 0 megoldása választandó.

Célszerű bevezetni egy közbenső M k+i mátrixot, amelynek segítségével Pk 
egyszerű alakra hozható:

Mk+x =Pk+i-PkMBTkPk+lBk +Rky'B{Pk+i, (7.17)

Pk=Qk+ATkMk+lAk. (7.18)

Összefoglalva az eredményeket megállapítható, hogy időben változó rendszer 
és/vagy véges időintervallum esetén a tervezést nem lehet valós időben elvégezni, 
hanem előre el kell végezni jelentős mennyiségű és adattömegű számítást, mielőtt az 
optimális irányítást valós időben megvalósítanánk.

Offline tervezés:

1. Inicializálás: k = N és PN=QN.
2. Hátratartó rekurzió: k = N -1, N - 2,... ,1

i) M k+l meghatározása (7.17) szerint,
ii) Pk meghatározása (7.18) szerint.

Online irányítás:

1. Inicializálás: x0 kezdeti állapot beállítása.
2. Előretartó rekurzió: k = 0,1,......N - 1
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i) Kk meghatározása (7.14) szerint,
ii) uk:=-Kkxk kiadása a rendszerre,
iii) xM = Akxk +Bkuk meghatározása.

Ha az állapot nem mérhető, akkor alkalmazhatunk (aktuális, minimális rendű 
stb.) állapotmegfigyelőt a becslésére. A referencia jelhez meghatározható egy névle­
ges bemenő jel (mc) , amellyel korrigálhatjuk uk-t.

7.2 Időinvariáns rendszer LQ optimális irányítása
Időinvariáns rendszer LQ optimális irányítását végtelen időintervallum, konstans 
szabályozó és az optimalizálási kritériumban konstans súlyozó mátrixok esetén vizs­
gáljuk.

7.2.1 Reciprok gyök tulajdonság
A (7.7a) egyenlet alakja időinvariáns rendszer esetén a következő:

x*+i = &xk ~ BR~'Br Ak+,,i+i (7]9)

= Q*k + ^k+\*

ahonnan Z-transzformációval kapjuk, hogy

zx = Ax- BR~lBTzA => (z/ - A)x + BR~'Bt (zA) = 0,
T , T (7-20)

A = Qx + A zA => -Qx + (z“ / - Ar )(zA) = 0,

illetve mátrix alakban:

zJ - A BR~'Bt ( x W(T
-e (7.21)

A nemtriviális megoldás feltétele

dct zJ - A BR~'bt

-Q z~'I-At
= 0. (7.22)

Szorozzuk meg a determináns első blokksorát balról a - A)-1 kifejezéssel, 
majd az így kapott blokksort adjuk hozzá a második blokksorhoz, akkor
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zJ - A BR-xBt

0 z~'l-AT + Q(zl - A)''BR-'Bt

ahonnan következik

zl - A BR~lBT
0 (z~'l - Ar){I + (z-1/ - At )-' Q(zJ - Ay' BR-'Bt }

(7.23)

(7.24a)

det (zZ - A)det(z~] /-Ar) det {/ + (z - A T) “1 Ö( z/ - A)-1 BR~'Bt } = 0 .(7.24b)
p(z) p(z-1)

Mivel pozitív szemidefinit mátrixnak létezik négyzetgyöke, ezért bevezethetjük a 
Q ~ pQTQ és BR 'Bt := B B1 jelölést, amivel a kapcsos zárójeles kifejezés

det {/ + p(z~'l - At)~'QtQ(zI- A)'' BBt} (7.25)

alakú lesz, amelyről megmutatjuk, hogy a(z)a(z 1) alakra hozható. Ehhez felhasz­
náljuk a következő összefüggéseket (A, B tetszőleges):

det- °pm
^L-b

= det
A 

I„+BA
= det (/„ + BA)B 0

?
egyformák (7.26)

A I mdet' ■ = det
, + AB 0

ln
= det(/m + AB).0 l„ 1"^

Beláttuk tehát, hogy det(/n + BA) - det(/m + AB). Alkalmazzuk ezt az össze­
függést a következő választás mellett:

{/ + p[z~XI - At Qt Q(zl- A)'1 BB T } = / + pAB 
A B

{/ + PQW - A)-' BBT (Z~1I - Ar)-■ Qt) = I + pBA.
■

(7.27)

Mivel a mátrixnak és transzponáltjának azonos a determinánsa, ezért írható, hogy
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det (/ + pAB) = det (/ + pBA) = det ((/ + pA7 BT) (7.28)

det(/ + pAB) = det{/ + pQ^zJ -A)"' BBT(z~XI - ArQT y(z)

det (/ + pAr Bt )= det{/ + pQ(z~'l - A)-1 BB T (zl -ATy'QT} =: y/(z"') 

y(z) = ^(z-1) => ^(z) = a(z)a(z~') (7.29)

det zl - A

-Q

br~'bt 
z~'I-At

^(p^cp^z ')a(z)a(z ')■ (7.30)

7-2.2 Optimális konstans szabályozó
feltesszük, hogy HA-1 (tehát z = 0 nem sajátértéke /1-nak, a rendszer nem tartal­
maz holtidőt). Ekkor 2t+1 kifejezhető xk -val és Ák -val, ezért

A*+1 =-A~TQxk +A~TAk, 

xk+i=Axk - BR-}BT{-A'TQxk + A~Tlk},

(7.31)

(7.32)

ahonnan kapjuk, hogy

**+1 a + br~'bta~tq -br'bta~t
-A~tQ a~t

írXk (7.33)
^*+i ' Hí z

Legyen a HC:RU -» R2n mátrixnak z

Vektora, akkor

sajátértéke és a hozzátartozó saját-

(/I + BR-'BtA'tQ)x - BR~'Bt A ríi - zx, (7 34)

~A~tQx + A tá, = z^-

^hágos, hogy a második egyenletből következik

^■ = Qx + A1 zA,
BR^BTA-TQx-BR-'BTA-T^ = -BR-'BrA-rATz^

Zx = Ax-BR~'BtzA.

‘ ezért (7.34) és (7.20) ekvivalensek, következésképp
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det (zZ2n - Hc) = p(z W1 )a(z)a(z-1) (7.36)

rendelkezik a reciprok gyök tulajdonsággal.

Beláttuk, hogy a Hc (2n) x (2n) méretű mátrixnak n sajátértéke az egységkör 
belsejében helyezkedik el (z,), n sajátértéke pedig az egységkör külsejében 

(z0 = z,~'). Ha a sajátértékek egyszeresek, akkor a sajátvektorok bázist alkotnak, és 
áttérve a sajátvektorok bázisára H c diagonális (Jordán) alakra transzformálható, 
lásd könyv I. kötet, FI. függelék [1].

Tekintsük az egységkörön belüli és egységkörön kívüli sajátértékekhez tartozó
sajátvektorokat:

(7.37)

Helyezzük el a sajátvektorokat rendre egy illetve egy mátrixban, akkor

a digonális alakra hozó koordináta-transzformáció

(7.38)

révén van meghatározva. Mivel ekkor

= TH CT~{ = diag(z,) 
0 diag(z"')_

(7.39)
2nx2n

= (Hc)k
x

jJo
diag(z,) 

0
o

diag(z"')_ pjo (7.40)

0

xk =diag(z,)*x0 (7.41a)

(7.41b)

ezért
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(7.42)

xk = X, diag(z, )*x0 =>í0 =diag(z, ) k X, 'xk 

Xk = A,xk = Aj diag(z,)* diag(z,)~*X,~'xt =
/

= Ax,r'^ ~P-Xk.

(7.43)

(7.44)

Itt felhasználtuk, hogy (7.8) szerint Ak = Pkxk, és (7.44) szerint Pk = P^ konstans a 
végtelen időintervallumú esetben.

Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy idöinvariáns rendszer, konstans súlyozó 
mátrixok és végtelen időintervallum esetén az optimális LQ irányítás konstans álla­
pot-visszacsatolás, amely a következő módon határozható meg:

P„ = AiX~'

K^=(R + BTP„Br'BTP„A (7.45)

uk = -K„xk.

Ha az (A,B, C) folytonosidejű rendszerről tértünk át a diszkrétidejű (0. r, C) 
rendszerre, akkor értelemszerűen el kell végezni az eredményekben az A := (p és 
B := r helyettesítéseket.

A (7.45) összefüggésekben P„ -t sajátérték/sajátvektor technikával határoztuk 
meg. Egy másik lehetőség a diszkrétidejű algebrai Riccati-egyenlet megoldása:

P„ = Q + AtP„A-AtP~B(BtP„B + R)-'BtP„A. (7.46)

7.3 Az optimalizálási kritérium diszkretizálása
Mivel az irányítandó fizikai rendszerek általában folytonosidejű (analóg) rendszerek, 
ezért az optimalizálási kritériumot rendszerint a fizikai megfontolásokra alapozva 
folytonos időben fogalmazzák meg:

17J(x, u) = - J (< Qcix(t), x(t) > + < Q,.2u(t), u(t) >}dt.
2 o

(7.47)
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Vegyük figyelembe, hogy a szabályozó diszkrétidejü:

N-j (*+l)T
J(x,u) = -^ j{<Qclx(t),x(t)> + <Qc2u(kT),u(kT)>)dt. (7.48)

2 *=0 kT

Az állapotváltozóra érvényes

0
x(kT + ű) = eA*x(kT) + jeAadaBu(kT)=:<P(#)xk + T(ű)uk, (7.49)

o

aminek segítségével J(x,u) átalakítható:

1 N~' Tt
J(x,u) = -^ J{<<2ciÉW** + F(#)uk].<l>(#)xk + T(ű)uk > + 

2 k=0 0

+ <Qc2uk, uk >}dű

Tekintsük ezután az integrandust: 

<Qc^k.d>xk > + <Qcl^k,ruk > + <Qc^ruk,(Pxk > + <Qc}ruk,ruk >+
+ <Qc2Uk,Uk >=

=<0r2cl^*,-v* > + <^TQciruk^k > + <r'Qd^k^k > +

+ <(rTQclr + Qc2)uk,uk >,

amelynek egy másik alakja mátrix formában

“k
! ^TQcl^ ^Qcl^ 
|rrecl0 rreflr + e(2

T 
uk

d>T 

rT
o Qd o

Figyelembe véve, hogy

xk
uk

0 rlfxt/JL ° ef21o / “k

cp = eA‘ => — = Ad> -d>A , 
dt

eAado B=> — = eA'B = d>tí 
dt

(1.52)

(7.53a)

(7.53b)
o
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d & 
dt 0

04 0fil_r0 fTa fii [0 
0 0 / 0 0^0 (7.54)

I 0

akkor az

A
A~

fi 0
Qcl

(7.55)0 0

jelölésekkel az integrál és az optimalizálási kritérium tömör alakra hozható:

2h

_Ö2I

212

2:2.
;=

T

0

"2^^dtl, (7.56)

J(x,u) = ^ N-\, 

k=0
r 
t -I) ön

.221

212

222.
(7.57)

Megmutatjuk, hogy (7.56)-ban megkerülhető a mátrixfüggvény integrálása, és 
helyette elegendő egyetlen exponenciális mátrix értékét kiszámítani, amely jelentős 
egyszerűsítés.

Tekintsük a következő M felső blokk-háromszögmátrixot, annak exponenciáli­
sát és az exponenciális mátrix deriváltját:

M =

1 
1

o 2
^ Ö
3

K>
 

—
t__

__
_

1

=>eM' =
>i(

0
0 G^t)

F2(t)
, eM0=I (7.58a)

deM' M B
------ = Me = 

dt------------ [o 42

’F^t) G^t) 
. 0 F2(í)P (7.58b)

F,j = \,2 (7.58c)

G, = 4,G, +BtF2. (7.58d)

A mátrix-differenciálegyenletek megoldása megadható zárt alakban, hasonlóan a 
folytonosidejü állapotegyenlet megoldásához, lásd könyv 1. kötet 3.fejezet [1]:

Fj(t) = e*‘', j = l,2

G, (r) ■ J e *(,-tf * fi, F2 (t?) = j e A fi,
o o

(7.59a)

(7.59b)
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Speciálisan, ha

-ÁT QcM :=
0 Á (7.60)

akkor

Fi=e~A'' (7.61a)

^2=^' (7.61b)

G, = (7.61c)
o o

jeAlűQceAŰ dű = eATtGx (t) = F2(t)G. (/) => (7.61 d)

o
T
JeA '}Qce A* dű=F?(T)G.(T). (7.62)
o

Innen következik, hogy integrálás nélkül, egyetlen nagyobb méretű exponenciális 
mátrix kiszámításával elvégezhető (7.56):

2„
_Ö21

exp(

o oÁ
s 

i 
i 

।

Qcl 0 ' 

0 Qc2 T)^
'F.(D G.(T)

0 0

0 0 O O
 te

i

0 F2(T)

2,2 
Ö22.

(7.63)

:= F^DG.iT). (7.64)

A folytonosidejű optimalizálási kritérium diszkretizálása tehát egyszerűen 
elvégezhető:

(A,B,Qci,Qc2,T) >2„, 2,2.02. .022 (7.65)

Vegyük azonban észre, hogy a diszkretizálás révén a J(x,u) diszkretizált opti­
malizálási kritériumban megjelentek 0,2’221 révén az x és u változók szorzatai is, 
amire eddig nem készültünk fel. Nézzük meg, lehet-e ezen egyszerű korrekcióval
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segíteni. Ehhez egy ekvivalens költséget fogunk keresni, amelyben már 
ö12 =q21 = 0. Az ötlet az irányítás kis módosítása egy alkalmasan megválasztott 
a x korrekcióval (a mátrix):

oY x A
up :=ax + u => u = -ax + up

' x' 1
(7.66)

Az optimalizálási kritériumban át lehet térni az x,up változókra:

f 211 212 x
Ql\ Ö22.^u

/ -aT 2ii 2n 
o / _22i Q22

/ 0 [ J
-a I u

(7.67)

1 -a'pn 
0 / JL221

212 T /
222 1- a

2n (Q2\ ~Q22^

221 - Q22a

212 a Q22 

Q22

0
I

A korrekció után az új súlyozó mátrixnak szimmetrikusnak és pozitív 
szemidefinitnek kell maradnia, ezért Q?2 = 221 felhasználásával a

02i = 22i - Q22a = 0 feltételből a és az optimalizálási kritériumban az új súlyozó 
mátrixok meghatározhatók:

a ■- Q22Q2I “222 012

2 0 _ 211 “ 2i2« 0
0 R ’ [ 0 Q22

(7.68)

(7.69)

Az optimalizálási kritérium mellett a rendszer is módosul. Az optimális 
upk = -Kpxk állapot-visszacsatolást a következő fiktív rendszerhez kell meghatá­
rozni:

**+i = + r(~axk + up.k ) = ra)xk + r upk => Kp. (7.70)

Ennek ismeretében a valódi rendszerhez a következő optimális állapot­
visszacsatolást kapjuk:

uk =~axk +uP.k =-axk-^pxk =-^P +a>>xk ~ ~Kxk (7-7D
K~Kp+a. (7.72)
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Összefoglalva az eredményeket, az optimális irányítás számításának sémája a 
következő:

(ö,,, e12, C2, -fin) a, Q, R

(0- ra, r,Q,R)—^Kp V™ > K

7.4 Aktuális Kalman-szűrő időben változó rendszer esetén
Az "aktuális" Kalman-szűrő az xk állapot becslésénél már az "aktuális" yk kime­
netet veszi figyelembe (és az előző uk_{ bemenetel). Ezáltal az uk = -Kkxk állapot­
visszacsatolásban számíthatóvá válik uk (mert csak az előző wll_1 kell hozzá), de 
már figyelembe lesz véve az aktuális yk mérési eredmény, ami nyilván jobb irányí­
tási tulajdonságok elérését teszi lehetővé.

Tekintsük a zajokkal terhelt diszkrétidejü lineáris rendszert:

xm = Akxk+Bkuk+vk’ X0) (7.74a)
yk=Ckxk+zk. (7.74b)

Itt uk determinisztikus jel. A vk és zk zajokra és az x(0) kezdeti állapotra a 
következő sztochasztikus hipotézis legyen érvényes (őkl a Kronecker-delta):

jc(O) független vk -tói és zk -tói, (7.75a)

Ex(O) = xo, f[(x(O)-xo)(x(O)-x0)7 ] = 2'0 >0 (pozitív szemidefinit) (7.75b)

Evk=0, E[vkv{] = Rvkökl, Rvk >0 (pozitív szemidefinit) (7.75c)

£zt = 0 , E[zk zl ] = Rtk 8kl, Rz k > 0 (pozitív definit) (7.75d)

E[vtzzr] = 0, £[z,v[] = 0 (v* és z, korrelálatlanok). (7.75e)

Keressük azt a lineáris szűrőt, amely az uk és yt+1 mérési eredményekből az

xM=Fkxk+GMyk+\+Hkuk< *(0) (7-7^

algoritmus alapján az xk állapot optimális xk becslését adja abban az értelembe”- 
hogy

E[xk “ xk 1= 0 minden k esetén, 

£[(** - xk )(xk - xk )T ] = Zk infimum .

(7.77a)

(7.77b)
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Az infimum az szimmetrikus mátrixok (kvadratikus alak révén definiált) 
részben rendezése szerint értendő, lásd könyv I. kötet 12. fejezet [1]. Az optimális 
megoldás a kovarianciamátrix összes sajátértékét egyszerre teszi minima issa. 
feltételek alapján teljesülnie kell, hogy

EÍ(0) = x0 := x0 => £[(x0 - x0 ^xo " xo /1 = • V™

Képezzük a becsült állapotot és a futó hibát k +1 esetén.

xi+i = ^x* +G*+i(Ct+|Xt+i +z*+i) + ^*«* =
= Fkxk + GM{CM{Akxk + Bkuk +vk) + zk+i} + Hkuk -
= Fkxk +Gk+}Ck+lAkxk + (Gk+iCk+lBk + H k)uk +Gk+lCk+lvk + k+izk+}

=Akxk +Bk“k +vk

xk^ ~x^=^-GMCM)Akxk ^l-GMCk+^Bk-Hk]uk - (779)

-Fkxk +(I -Gk+]Ck+i)vk -Gk+izk+i-

A hiba várható értékére vonatkozó (7.77a) feltétel szerint

Fk ^U-GMCM)A„ Hk ^{I-G^CM)Bk, (7-80)

ezért

x*+l •” x*+l — x*+l ~ — C7 81)
= (l-Gk+lCk^Ak(xk-xk) + (l-Gk+lCk+i)vk-Gk+izk+l -
= (l-Gk+iCk^{Akxk +Bkuk + vk ~Akxk-Bkuk} GMzM-

Vezessük be az

x*+i -=Akxk +Bkuk (7.82)
Aft+I := E[(x*+1 -x*+l)(x*+1 -x*+1) 1

jelölést, akkor
= (/ - Gk+lCk+i )Mk^(/ - Gk+iCk+i )T + G^k^i • <7 83)

Mivel Z*+l-et infimummá kell tenni, ezért 2^-nek a Gk+} szerinti deriváltjának a
* , ... „ r. szerinti differenciált:

^(■) nulla transzformációt kell adnia. Képezzük ezért *+i
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~ ^Gk+]Ck^Mk+](I—GMCk+i') ~ G ~ GMCk+l)M k+lCk+i(dGM) + (7 84)
+ dGk+lRzMGl+l +Gk+l^z,k+\^Gk+l^T = ^GM).

Vezessük be az U() és T(-) transzformációkat:

(T85) 
T(X)~Xt.

A differenciált átírhatjuk az

!/{[-(/ ” Gk+lCk+lWMC{+i+GMRz_k+l]T(dGk+l)} = ^dGk+l) (7.86)

alakba, ahonnan következik az infimum alábbi feltétele operátor alakban:

U{[-U-GMCM)Mk+lCTk+i + GMRzM]T()} = ^-) . (7.87)

Tetszőleges X esetén teljesül, hogy

t/{XT()} = ^()«t/{Á7(T)} = 0 minden Y esetén« X = 0, (7.88)

lásd Lantos [19], [20]. Az infimum feltétele ezért

0 = ~G ~Gk+iCk+i )Mk+\Ck+} + Gk+lRzk+l =

= ~^k+\Gk+\ +Gk+\Ck+}M k+iCk+i +Gk+}Rzk+] = (7.89)

- ~^k+iGk+i +Gk+l(Ck+lMk+lC[+l +Rz k+t),

ahonnan következik, hogy az optimális megoldás

gm = Mk+lCl+l(Ck+iMk^ (7.90)

Helyettesítsük vissza az optimális GM megoldást a (7.83) egyenletbe:

G GMCk+l)MM (/ Gk+lCk+i)M k+iCk+lGk+i + Gk+lR.k+iGk+} =

= G- GMCk+i)Mm + =

ó
= (I -Gk+iCk+l)Mk+} =Mt+) -Gk+iCk+iMk+i.

A becslési hiba optimális kovariancia mátrixa ezért
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^k+] ~ ^i+1 “ ^*+lQ+l (Gk+iMk+]Ck+l + ^z ,k+0 Gk+]Mk+l. -91)

Bontsuk fel a becsült állapot képzését a mérési időpontok között elvégezhető xi+I 
frissítésre és az új mérés yt+1 pillanatában elvégezhető x^ állapotbecslésre, akkor

^+1 = Akxk +Bkuk,
xk+i ~ xk+i = Ak (xk -xk) + vk, (7.92)

M k+l = Ak^kAk + R?,k >

ahol Mi+I szintén meghatározható a mérési időpontok között. Másrészt a becsült 
állapot felírható

Xk ~ ^k-\xk-\ + Gkyk + ^k-i^k-l =
~G ~GkCk)Ak_]Xk_i + Gkyk + G ~ GkCk~)Bk^Uk_} = (793)
~Ak-lxk-\ + Fk_]Uk_l +^k(yk - Gk(Ak-lxk-l + ^k-luk-O} ~
= xk +Gk(yk -ckxk)

alakban is. Végül felhasználván a (7.90) egyenletet Gk tovább egyszerűsíthető:

Gk=MkC^CkMkC{+Rz_k)-'^

MkC^ = Gk(CkMkCk + Ri.k) = GkCkMkC{ +GkRl<k

GkRzk=(l-GkCk)MkCl=ZkC{^

Gk=^kCTkR-z\. (7-94)

Az "aktuális" Kalman-szűrő algoritmusa:

1. Frissítés mérési időpontok között (time update between measurements):

k = Ak-\^k-iAk-\ + ^v.k-l ’
T T > (7-95)

Xk =Mk-Mktf(CkMkCl + Ra)-'CkMk,

Gk =MkC{(CkMkC{ +R:_ky' =ZkClR;\.

2. Mérési eredmény frissítése (measurement update):

xk =xk +Gk(yk -Ckxk). (7.96)
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Megjegyzés:

1, Különleges eset, ha nincs kimeneti zaj, mert ekkor Rzk =0 és Gk számítására 
(7.94) nem használható. Ekkor (7.90) használandó.

2. Vegyük észre, hogy a (7.95)-(7.96) egyenletek előretartó rekurzív egyenletek, 
ezért a Kálmán szűrési algoritmus online realizálható. Ez lényeges egyszerűsítést 
jelent az időben változó rendszerek LQ optimális irányításához képest, ahol 
jelentős mennyiségű számítást offline előre el kellett végezni az állapot­
visszacsatolás implementálása előtt. A Kálmán szűrési algoritmus időben változó 
rendszer esetén a következő sémával ábrázolható:

Inicializálás: x0 := x0 = Ex(0), Zo := E[(x(0) - x0 )(x(0) - x0 / ] 
Előretartó rekurzió k = 1,2,...:

j (7.95) M V Ci r -vt 47.96) v -X^.j > IV1 k , Z, k , (Jk , xk > xk

7.5 Aktuális Kalman-szűrő időinvariáns rendszer esetén
Időinvariáns rendszer, valamint konstans Rv kovariancia mátrixé rendszerzaj és 
konstans Rz kovariancia mátrixé kimeneti zaj esetén a Kálmán szűrési algoritmus 
az idöinvariáns rendszer LQ optimális irányítási algoritmusának duálisa, és amint az 
az eddigi eredményekből kiolvasható, a két feladat között a következő megfelelteté­
sek állnak fenn:

LQoptimális irányítás (Pk,M k) 
A
B

Q 
R
P 

M 
a + br~'bta~tq -br-'bta~t 

- a-tq a~t
P^=AtX-' 

K^=(BTP^B + R)-'BTP„A

Optimális állapotbecslés (Ek,M k)
At
CT

Rv

M
X

A1 +CTRj'CA~'Rv -CrR:'CA''

-A-'RV a-'
m^=aíx-1

G- =m„ct(cm^ct + r.y'

Megjegyzés: Vegyük észre, hogy (AT ,CT ,Rv,R:)_‘Q >K mive| K-^11 
szerepel A , míg G -ben nem. Minden más tekintetben a hasonlóság teljes.
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7.6 Optimális LQG irányítás
Tekintsük a zajokkal terhelt (7.74a-b) diszkrétidejű lineáris rendszert a zajokra és a 
kezdeti állapotra vonatkozó (7.75a-e) sztochasztikus hipotézis mellett.

xk+x=Akxk^Bkuk+vk, XO) 

yk~ Ck*k +

x(0) független vk -tói és zk -tói,
Ex(0) = x0, E[(x(0) - x0 )(x(0) - x0 )r ] = Eo > 0 (pozitív szemidefinit)

Evk = 0, E[vk ] = Rvk őkl, Rv,k 0 (pozitív szemidefinit)

Ezk=0, E[zkz{] = Rzkőu, Rz,k>0 (pozitív definit)

E[vt z[ ] = 0 , E[ztvf ] = 0 (vk és zt korrelálatlanok).

Keressük azt az uk = f(u0,...,uk_i,y0,---,yk) irányítást, amelyik optimális a

J = E[J] = E[^{<Qkxk,xk > + <Rk^k^k >} + ^<Qnxn,xn >]^min(7.97)

2 k=0 2

sztochasztikus optimum kritérium szempontjából, ahol E a várható érték operátora 
és J(x,u) az LQ optimalizálási feladatnál szereplő (7.1a-b) kritérium szerint van 
definiálva.

A feladat megoldásához felhasználjuk a következő lemmákat.

7.1 Lemma: Legyen Ex = m, E[(x - m)(x- m)T ] = cov[x,x] =: R , A = Ar,akkor

E < Ax,x >= E < A(x - m),x- m> + < Am,m >= trace (AR)+< Am,m >. (7.98)

Bizonyítás:

Mivel A szimmetrikus mátrix, ezért

< A(x - m), x- m >=< Ax, x > -2 < Ax, m > + < Am, m > 
E < A(x - m), x - m >= E < Ax, x > - < Am, m >.

Másrészt < Ax, x >= trace (Axx'), ezért

E < Ax, x >= trace (A E[xx' ])+ < Am,ni >= trace (AE)+ < Am,m > .
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7.2 Lemma: Legyen Q^Rn és A egy (n x n) -es szimmetrikus pozitív definit mát­

rix. Legyen (Í2,^,p) valószínűségi mező, & a. {x: £2 -> Rn valószínűségi válto­

zó: Ex = 0, 3£[xxr]} és G = {xg :p(cdix(af)e Q}) = 1}. Vezessük be a 
következő jelöléseket:

F:^—>R" F(x)^E[xxr]
F, -> R' Ft (x) - E < Ax,x > 99)
F1:^^kR'í F2(x):= trace E[xxr]
F3:^—>R1 F3(x):=det£[xxr]

Ha F(x) > F(y), azaz F(x) - F(y) pozitív szemidefinit szimmetrikus mátrix, ak­
kor Fi(x)>Fi(y),i=l,2,3. Ha x0 g G és inf {F(x) :xg G} = F(x0), akkor 
min {F((x) :xg G] = Fj(x0), i = 1,2,3.

Bizonyítás: lásd Lantos [19].

Következmény. Ha £x = 0 és £[xxr] infimum a szimmetrikus mátrixok részben 
rendezése szerint, akkor E < Ax, x >= trace (A cov [x, x])+ < Am, m > minimális 
tetszőleges konstans szimmetrikus pozitív szemidefinit A mátrix esetén.

7.3 Lemma: Tekintsük a (7.74a-b) rendszert a (7.75a-e) sztochasztikus hipotézis 
mellett. Tartozzon a J(x,u) kritérium szerinti LQ feladat optimális megoldásához 
(az «t-tól független) Pk és Kk, és legyen —Kkxk az LQ optimális megoldás, uk 
pedig tetszőleges irányítás, akkor

w-i
<Qnxn>xn >=< Poxo,xo >+£{< Pk+lxk+i,xk+] >-<Pkxk,xk >} (7.100a)

*=o
< QnxN ’ XN >=< ^0X0’X0 > +

1V-1

+Bkuk),vk > + < Pk+lvk,vk > + 
k=0

+ <(Bk Pk+\Bk + ^kXuk +^kxk^uk +^kxk >-(7.100b)

-<Qkxk^xk >-<Rkuk,uk >}.

Bizonyítás:
Mivel PN =Qn , ezért (7.100a) evidens. Másrészt (7.74a-b) felhasználásával
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<PMxk+\>xk+\ >=< Pk+i(Akxk + Bkuk + vk'),Akxk + Bkuk +vk > 
= 2<Pk+l(Akxk+Bkuk),vk > + <Pk^vk,vk > + 

+ <PM(Akxk +Bkuk),Akxk+Bkuk >,

<pM(Akxk +BkUk)’Akxk +Bkuk >=
=<ATkPk^Akxk^xk > + <BTkPMAkxk’Uk > +

+ <AlPk+\Bkuk’xk > + <BTkPMBkuk’uk >•

Következik (7.14)-böl, hogy

BTkPMAk={BTkPMBk+Rk)Kk, 

ATkPk+}Bk=KTk(BTkPk+lBk+Rk), 

abból pedig

<BTkPMAkxk,uk >=<(BkPk+lSk + Rk)Kkxk’uk >=

=< KkxkABTkpk+iBk+Rk>k >’

< A[ pk+i Bk “k < xk >=< “k . (Bk Pm Bk + Rk ^Kk xk >= 

=<(BTkPk+iBk + Rk^k’Kkxk >>

< Ak Pk+}BkKkxk,xk >=<(BkPk+\Bk +Rk)Kkxk,Kkxk >.

(7-16), (7.101), (7.102) és (7.104a-c) szerint írható, hogy

<P^XM,X^ >=2<PkMxk +Bk^vk > + <p^v^vk > +

+ < Ak Pk+]Akxk,xk > + <{BTkPMRk +Rk')Kkxk^k > +

+ <(BkPk+iBk +Rk>k’Kkxk > + <BkPMBkuk^uk >

< pkxk. xk >=< (Qk + ATk Pk+i Ak )xk, xk > - < A'k pk+}BkKkxk ’xk >=

~<(Qk +A{Pk+lAk)xk,xk >-<(STkpk^Bk +Rk)Kkxk^Kkxk >’

< P. r r >.-^Pr x >+< RlUl.Uí >-< Rkuk’uk
Gí+l^+l . •**+! > < rkXk, Xk k k k __---- 2------------

0

= 2<Pk+i(Akxk +Bkuk),vk > + <Pk+ivk'vk > +

+< (BkpkklBk + Rk ^uk+ }'uk + Kkxk >"

-<Qkxk'xk >-<Rkuk’uk >•

197

(7.101)

(7.102)

(7.103a)

(7.103b)

(7.104a)

(7.104b)

(7.104c)

(7.105)

(7.106)

(7.107)
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Ezért (7.100b) következik (7.100a)-ból, ha felhasználjuk a (7.107) összefüggést.

7.4 Lemma: Tekintsük a (7.74a-b) rendszert a (7.75a-e) sztochasztikus hipotézis 
mellett. Tartozzon a J(x,u) kritérium szerinti LQ feladat optimális megoldásához 
(az at-tól független) Pk és Kk, és legyen -Kkxk az LQ optimális megoldás, uk 
pedig tetszőleges irányítás, akkor

N-i
2J =<Poxo,xo >+^{2<PM(Akxk + Bkuk\vk > + <Pk+ivk,vk >} +

*=° (7.108)
v-i

+ ^< (Bk Pk+lBk + ^k )(uk + KkXk ), uk + Kkxk >.
k=0

Bizonyítás: A lemma állítása közvetlenül következik J(x,u) definíciójából és a 
(7.100b) összefüggésből.

7.1 Tétel (LQG szeparációs tétel): Tekintsük a (7.74a-b) rendszert a (7.75a-e) 
sztochasztikus hipotézis és a

. 1 fc1 1
J = E[J] = E[—^{<Qkxk,xk > + < Rkuk,uk >} + — < Qnxn,xn >] -» min 

2 *=o 2

sztochasztikus optimalizálási kritérium mellett. Akkor az optimális LQG irányítási 
stratégia

(7.109a)

*k = *k + Gk(yk-Cxk), (7.109b)

ahol Kk a J{x,u) determinisztikus kritérium szerinti LQ optimális állapot­
visszacsatolás és xk a sztochasztikus hipotézishez tartozó aktuális Kalman-szűrö 

által képzett becsült állapot. Az LQG optimális irányítás esetén 27 értéke

a n-i
27 = trace (P0E0) + y trace (PU1 Rv k) +

*=° (7.110)
N-\

+ £trace{^(Bj'Pt+,fii+^)^ZJ.
*=o
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7.6 Optimális LQG irányítás

7.1. ábra. LQG szeparációs tétel szerinti irányítás struktúrája

Bizonyítás:
i) A kezdeti állapot hatása J -bán a 7./ és 7.4 lemma szerint traceí/^Zo) és nem 

befolyásolható az irányítással.
ü) A vk rendszerzaj független uk -tói és xk -tói, ezért hatása a 7.7 és 7.4 lemma sze-

N-\
rint y trace(Pi+|/?vlk) és nem befolyásolható.

*=o
üi) Ha xk mérhető lenne, akkor az uk =-Kkxk LQ optimális irányítás eltüntetné a

(7.1 08) kifejezés utolsó (pozitív) tagját J -ben, és így J -bán is, ezért ez lenne az 
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optimális választás. Mivel azonban xk nem mérhető, ezért becsülni kell valami­
lyen módszerrel a rendelkezésre álló jelekből:
uk = -Kkxk = -Kkxk +Kk(xk -x*). Ekkor azonban a (7.108) kifejezés utolsó 

tagjának hatása J -bán

“k + Kkxk =KÁxk ~xk^ (7.111)

ezért a 7.7 lemma alapján

E < (Bk Pk+xBk + Rk )Kk (xk - xk), Kk (xk -xk)>=

= E<Kl(BlPMBk+Rk)Kk(xk -xk\xk -xk >= (7.112)

= trace (B^ Pk+}Bk +Rk)Kk cov[xk -xk,xk -xj}.

Mivel az állapotbecslési hiba kovariancia mátrixa az aktuális Kalman-szürő ese­
tén infimum minden k esetén (a mátrixok körében érvényes részben rendezés 
szerint), ezért a 7.2 lemma alapján (7.112) is ekkor éri el minimumát, amely 
trace{Kf (Bk PMBk + Rk )KkEk}, és amelyet aztán összegezni kell.

7.7 A Kalman-szűrö általánosítási lehetőségei
Az aktuális Kalman-szűrőt lineáris rendszer, valamint korrelálatlan rendszerzaj és 
mérési zaj esetére mutattuk be. Mindkét esetben ismertek továbbfejlesztések, ame­
lyek közül most bemutatunk néhányat.

7.7.1 Kalman-szürő korrelált rendszerzaj és mérési zaj esetén
Legyen a rendszer a (7.74a-b) szerinti lineáris rendszer és a sztochasztikus hipotézis 
a (7.75a-d) szerinti, de engedjük meg, hogy a rendszerzaj és a mérési (kimeneti) zaj 
korrelált lehessen:

z{] = /?,,.*őu, ^[ZfVk] = R^z kőkl. (7.75e*)

Világos, hogy

**+i =Akxk +Bkuk +vk -Rvz.kR~:'k(yk -7^ =

= AkXk+ Bkuk + vk -RvlkR~\(Ckxk +Zk)+ R^R;\yk = (7.74a*)

“ (^* “ Rvz,k Rz,k ^k )xk + (vk ~ Rvz.kRz\zk ) + Bkuk + Rvz.k Rz\ yk >

4
ahol
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] = E[(vt - Rn<kRj\zk \vTk - zf R;\Rr̂  k) =

= Rv,k = (7.75c*)

~ Ev k ~ ^vz,k^z,k^vz,k

és

E[y'kzk ] = E[(vt - R^R;^ 1 = Rn.k ~ RVz.kR^Rz.k = 0 (7-75e*)

miatt teljesül

vkZk _ Rv,k Evz kR^kR^ k

z*4j L 0
0

Rz.k
(7.113)

Innen következik, hogy elvégezve az

At:-At Rvz<kRz<kCk 

Ev,k ~Rv,k _ Evz kRz\R^k 

Bk^k ~Ekuk + Rvz,kRzkyk

(7.114a)

(7.114b)

(7.114c)

helyettesítéseket, alkalmazható az aktuális Kalman-szürő (7.95)-(7.96) algoritmusa 
erre az esetre is.

Megjegyzés: Ha az állapotegyenletben a rendszerzaj Bvkvk, a mérési zaj pedig 

Cz k zk alakban szerepel, akkor elegendő elvégezni az Rvk “ Bvk Rvk Bvk és 

R. k := C. k RzkCzk helyettesítéseket, mert például

E[(BvJl vk MvJc vk)T] = Bvlc E[vk vTk ]B[k.

7.7.2 Kiterjesztett Kalman-szürő
Tekintsük a következő nemlineáris rendszert diszkrét időben:

yk =g(xk,zk).

(7.115a)
(7.115b)

Teljesüljenek a lineáris eset sztochasztikus hipotézisei, ezen belül pedig legyen

' T 
Pk

Ev,k
KTVz.k

Evz.k 

Rz.k
^kl- (1A\6)
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Tegyük fel, hogy ismerjük a rendszer állapotának xk becslését a [kT, (k + 1)T] 
időintervallum bal oldali végpontjában, és keressük az állapot xt+1 becslését a jobb 
oldali végpontban. Ha a rendszer sima, akkor próbálkozhatunk a nemlineáris modell 
linearizálásával az xk, vk = 0, zk =0 munkapontban:

öx dv
(7.117a)

yk~g(xk,0) + (Xk xk
dx

, dg(xk ,0)
>+ & z*- (7.117b)

Vegyük észre, hogy

dx
,0). 

xk (7.118a)

és

dx
xk (7.118b)

ismert jeleknek tekinthetők.

Vezessük be a következő jelöléseket:

Ak - dx (7.119a)

df(xk,uk,0)
- Sv (7.119b)

_dg(xk ,0) 
k ’ dx (7.119c)

r ^^k ’°)

C^- dz (7.119d)

^v.k •“ ^v.k ^v.k ^v.k (7.120a)

Rn.k -= E[(Bvkvk')(Czkzk')T ] = Bv.kRn.kC z.k (7.120b)

Ez,k := El kRzkCTlk. (7.120c)

Mivel a linearizálás után az 7.7.1 pontban vizsgált általánosabb problémára ju- 
tottunk, ezért elvégezhetjük az ott bevezetett és indokolt következő módosításokat:

\-Ak-Rvz^kCk (7.121a)
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R»,k ^.k'Wí'A- (7.121b)

A jelölések tisztázása után tekintsük a nemlineáris rendszert a [(/: -1)7, kT] in­
tervallumban, amelynek bal oldali végpontjában már ismert az állapot xk^ becslése. 
Linearizáljuk a nemlineáris rendszert az xk_{, vk = 0, zk = 0 munkapontban, és 
végezzük el a (7.121a-b) korrekciókat (k^k-1). A linearizált rendszerre alkal­
mazzuk a lineáris rendszerekre kidolgozott aktuális Kalman-szűrö algoritmust. Az 
így kapott állapotbecslö az ún. kiterjesztett Kalman-szűrö (extended Kálmán filter):

xk = f(xk^,uk_}fi)

Mk = Ak,Zk_,Ak_}' T . (7.122)
£k =Mk -MkC%(CkMkCk + Rz,kY CkMk, 

Gk = MkCk(CkMkC% + Rz,kY- =EkCTkRj\.

xk=xk+Gk(yk-g(xk$y> ■ (7.123)

Megjegyzés: A kiterjesztett Kalman-szűrö algoritmusában az /(■) és gü nemlineá­
ris függvényekhez úgy jutottunk, hogy a Taylor sorok helyett a nemlineáris függvé­
nyek értékét írtuk vissza:

i, mhíh + * a, 'J **-'
i, +G,O. .0) + ^%^.-.+ G.O,





8. prediktív irányítás állapottérben

Korábban már megismerkedtünk a prediktív irányítási módszerekkel frekvenciatar­
tományban (operátor tartományban) SISO és MIMO rendszerek esetén. Ebben a fe­
jezetben állapottérbeli prediktív irányítási módszereket vizsgálunk MIMO rendsze­
rek esetén, különös figyelmet fordítva a fizikai stabilitás mellett a numerikus stabi­
litásra is.

A vizsgálatok során a következő feltevésekkel élünk:

1. Ha a szakasz nem tartalmaz integrátort, akkor a szabályozó integrátorát a terve­
zés idejére formálisan hozzávesszük a szakaszhoz. Az u formális beavatkozó jel 
(irányítás) ekkor a valódi szabályozó integrátora előtti növekmény jel lesz, ezért 
állandósult állapotban az u formális irányításra u- 0-nak kell teljesülni. A 
prediktív szabályozó megvalósításakor az integrátort visszatesszük a szabályozó­
ba, és a kiszámított u formális beavatkozó jel lesz az integrátor bemenete. 
(MIMO esetben természetesen minden m, komponenshez tartozik egy integrá­
tor).

2. Ha a szakasz integráló, akkor az integrátorral való kiegészítés elmarad. A szabá­
lyozó nem fog tartalmazni integrátort, és állandósult állapotban most is u = 0 - 
nak kell teljesülni.

3. A tervezést nulla alapjel esetére végezzük el, ezért állandósult állapotban elvárás 
y = 0 biztosítása. Az alapjellel a megoldást ki kell egészíteni.

4. Lineáris időinvariáns rendszert (LTI) feltételezünk, ezért az aktuális pillanatot 
t = kT helyett a tervezés során választhatjuk f = 0-nak. A horizont 
kezdőpontjában ezért a kezdeti állapotot x0 jelöli. A predikciós horizont hossza 

N. A keresett optimális irányítás U = [mq • , amelyből minden lé­
pés után az új m0 lesz kiadva. Ha az optimális irányítás az U =-Kx0 állapot­

visszacsatolás, akkor az m0 = -Kx0 jelölést fogjuk használni.
5. Ha x0 nem mérhető, akkor becslésére determinisztikus állapotmegfigyelőt vagy 

sztochasztikus állapotbecslőt alkalmazunk, és m0 = -Kx0 lesz a beavatkozás (az 
integrátor előtt).

A feltevéseknek megfelelően korrigált rendszer állapotegyenlete legyen

xM=Axk+Buk, 

yk = Cxk •
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az optimalizálási kritérium pedig

1 N
MIMI )• <s-2)

Az állapotegyenlet megoldása

xk =Akx0+Y^k~^Buj,

yk = CAkx0+ ^CAk~iJ+'}Buj, 
j=o

ami a következő tömör alakban is felírható:

Vegyük észre, hogy bizonyos horizont méret elérése után y, számításakor nagy­
számú pozitív és negatív tagot kell összegezni, ezért a tervezéskor a halmozódó hi­
bák miatt numerikus problémákkal is meg kell majd birkózni. A tervezési módszere­
ket először a numerikus robusztusság kérdését figyelmen kivül hagyva ismertetjük, 
majd egy második menetben korrekciós javaslatokat mutatunk be a numerikus 
problémák kiküszöbölésére. A fizikai stabilitási elvárásokat mindkét esetben bizo­
nyos korlátozó feltételek bevezetésével fogjuk biztosítani.

8.1 Prediktív irányítás tervezése stabilitási garanciával
A prediktív irányítás tervezésére állapottérben három módszert mutatunk be.

8.1.1 Mosca-Zhang-féle korlátozó feltételek
A fizikai stabilitás biztosítására Mosca és Zhang az

y, =0 és u,=0, ha i> N (8.5)

korlátozó feltétel betartását javasolja [21]. Ehhez elegendő «, =0, i^N esetén 
xN = 0, vagy más, ezzel lényegében egyenértékű követelmény biztosítása, például 

y( = 0, i = N, N +1,...,N + n -1, ahol n = dimx.
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Legyen ezért U =[u^,u{, és partícionáljuk a (8.4) egyenletet ennek 
megfelelően:

(8.6)

CB
CAB

0 - •
CB z •

0
0

r^i can-2b CAN~3B \ ‘ 0
can~'b CAn~2B - ' CB
CAnB can~'b ••• • ■ CAB

CAN^n~2B CAN+n~3B .........■ CAn~'B

(8.7)

A korlátozó feltétel a közvetkező tömör alakra hozható:

P2xo + H2U = O. (8.8)

Legyen az optimalizálási kritériumban az egyszerűség kedvéért Á, =2 konstans. 

Jelölje kivételesen /le Rn a Lagrange-multiplikátort (mivel A már más célra le van 
foglalva), akkor a Lagrange-multiplikátor szabály szerint az alábbi L függvény de­
riváltját kell nullává tenni és a korlátozásokat kielégíteni:

L = ^<P^ + HiU,PxxQ + HlU >+^X<U,U > + </!,P^+HjU >=

= | < P^P^Xo > + < H^P^U > +| < > +|A < U,U > + (8.9)

+ < P2 /i,Xq > + < H2/i,U >.

Tegyük L deriváltját U szerint nullává, és a megoldást helyettesítsük vissza a 
korlátozásokba:
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— = H{PlXo + + H2P = 0
dU '------- a------- '

U=-^(H{PlXo + Hr2^

P2Xo -h2L['(H*p,Xo + H2p) = 0

(P2 -h2^ht{ p,)x0 = h2l^h2h

A = (A — ^2^ ^1 ^1 )*o ’

Az optimális irányítás ezért

U = + H^L~^P2 - ^) }x0 =: -KXq , (8.10)
K

ahol L^-H^H^+Xl és = H2L\'H2 . Az e\sö dmu = m sorát kell venni K-

nak, ez lesz K , az optimális prediktív irányítás pedig u0 = -KXq.

8.1.2 Rawlings-Muske-féle korlátozó feltételek
A fizikai stabilitás biztosítására Rawlings és Muske az

y(-—»0, ha í —> oo és h, = 0, ha í > N (8.11)

korlátozó feltétel betartását javasolja [22].

Vezessük be a következő jelölést:

Xn =^Xo+[An~]B AN~2B - B]U~P3Xq + H3U . (8.12)
' h. '

Mivel az A mátrix labilis is lehet, ezért partícionáljuk a sajátértékeit és a sajátvekto­
rait a stabilitásnak megfelelően, mert ezek befolyásolni fogják y, határértékét:

i) Legyen As stabilis sajátértéke 4-nak, |Xj|^l. Legyen As a stabilis 

sajátértékekből álló diagonális mátrix, V, a stabilis sajátértékekhez tartozó jobb 

oldali (oszlop) sajátvektorokból álló mátrix és W( a stabilis sajátértékekhez tar­
tozó bal oldali (sor) sajátvektorokból álló mátrix.
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ii) Legyen Au labilis (unstable) sajátértéke A -nak, |2„ | > 1. Legyen Au a labilis 

sajátértékekből álló diagonális mátrix, Vu a labilis sajátértékekhez tartozó jobb 
oldali (oszlop) sajátvektorokból álló mátrix és Wu a labilis sajátértékekhez tarto­
zó bal oldali (sor) sajátvektorokból álló mátrix.

Vezessük be a T 1 = [Vv VJ~7- = koordináta-transzformációt. Akkor

A=7A7’"1

ezért teljesülni kell a következő korlátozó feltételnek:

^=0.

Mivel Uj = 0, ha i> N , ezért

ÍA 0 T’"w 
y^Cx^CA^x^C^ VJ '

' y- ' U /!„

= cvsaí;n~xNs =cvsá;nwsx„ =-.ca:nxn,

ahol 4 = .

(8.13)

(8.14)

A lim y =0 feltétel biztosítása érdekében minimalizáljuk XIMI értékét. 
i=N

Megmutatjuk, hogy létezik olyan S2 mátrix, hogy minden i'Zk>N esetén

XhlP ^<S2xk^xk >• 

i^k

(8.15)



210________________________ 8. PREDIKTÍV IRÁNYÍTÁS ÁLLAPOTTÉRBEN

ami a kimenetre vonatkozó feltétel kezelését le fogja egyszerűsíteni. Ennek belátása 
egyszerű. Tegyük fel, hogy a feltétel igaz k +1 esetén. Belátjuk, hogy igaz marad k 
esetén is, mitöbb, megadjuk S2 számítási módját is:

00 °° 2
EIM2 =<y^yk >+Zhll =<cxk>Cxk >+<52^+i.^+i >= 
i=k i=k+l

=<CTCxk,xk > + <S2Asxk,Asxk >=<{CTC + ATS S2As)xk,xk >=
=< $2xk ’ Xk

feltéve, hogy S2 >0 megoldása a következő ún. diszkrétidejű Ljapunov-egyenlet- 
nek, amely stabil A5 rendszer esetén létezik:

S2 = A^S2As + C7 C, ahol S2 > 0 (diszkrétidejű Ljapunov-egyenlet). (8.16)

Összefoglalva az eddigieket, a feladat a következő:

-<P]Xo + H}U,Pxx0 +H{U >+-X<U,U > + <S2xn,xn >-> min 
2 2 (o.1'/

WuxN =0 korlátozás,

ahol xN helyére beírható P3x0 + H3U . A feladat a Lagrange-multiplikátor szabály- 
lyal megoldható:

L = |<Plx0 +H}U, P{x0 + HtU >+- Á<U,U> + 
£ 2
+|<52(^o + H3U),(P3x0 + H3U)> + <^,Wu(P3x0 + H3U)>=

= 7<p/ Plxo,xo> + <H{Pixo^ > + ~<HTh.U,U >+-A<U,U > +
2 2*2
+^<pIs2p3xo<xo > + <H2S2P3x0,U > + ^<H^S2H3U,U > +

+ <M>WuP3x0> + <H^W^,U >

(U t ’p -p
= +H3S2H3)U + P} + H^S2P3)x0 + W>„7// = °

U=-L2'{(H[ ?! +H^S2P3)x0 + Ht3W^}
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Wu (P3x0 - H^H^ + HT3 S2P3 )x0 + "I AD = 0

^ = [WuH3L^H3W^]1Wu[P3-H3L2(HIP1 +HlS2Pi)]x0

^3

t/ = -Z^'{(W17'P1 +HlS2P2) + Hlwl L~^'Wu[P3-H3L2(Hl P} + H% S2P3)]}x0 = 

~-Kx0.

Ha a rendszer stabilis és ezért Wu hiányzik, akkor KKs, ahol

Ks :=L2'{(HlP} + hJS2P3), (8J8)

és általában

K := (/ - L-2'HT3WHL^3WUH3)KS + L2 H^W?L~'3WUP3, (8.19)

ahol a képletekben szereplő mennyiségek

L2:=H{ H}+M + HlS2H3, (8’20a)

l^-=wuh3l2'hIwut . (8-20b)

Az optimális prediktív irányítás u0 = -Kxq , ahol K az első dim u - m sora K 
nak.

^•1«3 LQ szabályozásra alapozott prediktív irányítás
A fizikai stabilitás biztosítására használható az

y.^O.ha í->oo és u.^-^.ha í>^,ahol LQ optimális (8.21) 

k°rlátozó feltétel.

Ekkor

xt+l =(A-tíKq)xk =:<fet.ha k^N, (8-22)

J
x< = (A - y-* xk = <P‘~kxk, ha i £ k £ N . (8-23)
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A limy,=0 feltétel biztosítás érdekében minimalizáljuk értékét. Mi-
í->“ i=N

vei Kq LQ optimális stabilizáló állapot-visszacsatolás, ezért stabilis, továbbá

yN+i =C0'xw. Ezért Xhll' =<s2xk^k >,ahol S2 az 
i=k

S2=<PTS2<P + CTC (S2>0) (8.24)

diszkrétidejű Ljapunov-egyenlet megoldása. A megoldás innen azonos a Rawling- 
Muske-módszerrel, de Aj helyett (P- A- BKq áll és hiányzik Wu. Ennek során 

L2 és K = Ks számítására rendre (8.20a) és (8.18) használható.

8.2 Korrekciók a numerikus stabilitás biztosítására
A predikciós horizont bővülésekor a nagyszámú pozitív és negatív előjelű tag ösz- 
szegzése következtében numerikus stabilitási problémák lépnek fel állapottérbeli 
tervezéskor, amelyek elkerülésére Rossiter, Kouvaritakis és Rice a fenti módszerek 
kiterjesztésére tettek javaslatot [23], A korrekciók növelik a módszerek numerikus 
robusztusságát.

8.2.1 Mosca-Zhang-módszer kiterjesztése
Az eredeti y, =0 és ut=0, ha i>N feltétel biztosítása érdekében legyen u, 
alakja a következő:

ui
-KdXj+tj, i —
-KdXj, i>N-n.

(8.25)

Ekkor

xN-n+i~(A BKdYxN (8.26)

ahol Kd választható dead-beat szabályozónak, amikor is előírjuk, hogy

(A - BKd)" = 0, ahol n = dim x. (8.27)

E mellett a választás mellett

xN = (A- BKd)nxN_n =0^Xi,yi =0, VÍ2N, (8.28)
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függetlenül t( megválasztásától, ezért tt választására pótlólagos feltételek tehetők.

Vezessük be a &:= A- BKd jelölést, akkor a predikciós horizont kezdeti szeg­
mensében

xM = Axk + B(-Kdxk+tk) = <Pxk + Btk, k = 0,...,N-n-1, (8.29)

tehát <P = A-BKd átveszi A szerepét, tk pedig uk szerepét az eredeti módszer­
hez képest.

Legyen tehát

akkor

C0
C02

CB
C<DB

c&n-2b

0 0
■CB ••• 0

COn~2B ••• C&n~}B

(8.30a)

C#N~'

xk = <Pkx0 + Y,^k ^+[)Btj , 
;=o

«* =-Kdxk +tk =-Kd{<Pkx0+Y^J+'}Btj} + tk.
j=0

(8.30b)

(8.31)

(8.32)

Innen következik, hogy

U =

u0

«1
= M4x0 + N4T, (8.33a)

“N-l

ahol M4 és N4 kiolvasható a (8.32) összefüggésből:
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/ 0 0
~KdB / 0

m4 - -^2 , n4 - -Kd<PB (8.33b)

-Kd^>N^ - Kd<PN-2B -Kd&N~3B •• • -Kd^>n-'B

A feladat a J optimalizálási kritérium minimalizálása T szerint, az optimum
, dJ _

teltetele pedig — = 0:

9 1 9
J = -\\P4xo+H4T\\ + —2||M4x0 + V4T|| —>min

J = — < P^Xq + //4T,P4x0 + H4T > +—2 <M4x0 + N4T,M 4x0 + N4T >=
2 2

= — < P^ P4x0,x0 > + < H4 P4x0,T >+—<H4H4T,T > +
2 2

+ ~Z<mIM4x0,x0>+A<Nt4M4x0,T> + ^A<Nt4N41\T>

— = HlP4x0 + Ht4 H4T + M4x0 + MT4 N4T = 0
dT

T = -(HIh4+AnIn4)~\Ht4P4+AhIm4)x0 (8.34)

U = {M4-N4(HlH4+ANlN4Yl(HT4P4 +AN^M4)}x0 ~.-Kx0. (8-35)

Az optimális prediktív irányítás u0 = -Kx0, ahol K az első dim u = m sora Á' 

nak.

8.2.2 Rawlings-Muske módszer kiterjesztése
Az eredeti y, -» 0, ha i -> <» és w, = 0, ha i > N feltétel biztosítása érdekében le 

gyen m, alakja a következő:

-K^Xj+tj, i = 0, 
0, i>N.

,N-l (8.36)
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Ekkor

xk+i=Axi + B(-K{xi+ti) = (A-BKl)xi+Bti, i = 0,...,N-l. (8.37)

Vezessük be a & := A - BK} jelölést, ahol K} tetszőleges stabilizáló állapot­
visszacsatolás, akkor

xN =^Nx0 +[&n-'B d>N~2B ■■■ B]TP5x0 + H5T . (8.38)
í'

A további folytatás az eredeti Rawlings-Muske-módszer és a Mosca-Zhang ki­
terjesztett módszer keveréke. A predikciós horizonton belül a Mosca-Zhang kiter­
jesztett módszert használjuk, amelynél <P az állapotmátrix és T a bemenet, amire 
optimalizálni kell. Ehhez ki kell számítani a P4,H 4,M 4,N 4 mátrixokat, de 
M4,N4 számításakor Kd helyett KI szerepel. H4 számításakor formálisan n:=0 
helyettesítendő, lásd (8.37). A predikciós horizontot követően azonban u = 0, ezért 
A az állapotmátrix, ahhoz kell meghatározni a bal oldali és a Vt,Vu jobb 
oldali sajátvektorokat, valamint a diszkrétidejü Ljapunov-egyenlet S2 > 0 megoldá­
sát, továbbá teljesülnie kell a W„xN =0 korlátozó feltételnek (lásd eredeti 
Rawlings-Muske-módszer).

8.1. táblázat. Az eredeti és a kiterjesztett Rawlings-Muske-módszer közötti kapcsolat

Eredeti módszer Kiterjesztett módszer
A

A —> W,, Wu, sajátvektorok A —» W,, , Vv sajátvektorok
A,,C^S2 A t, C —> S 2

P' ^4

H4 (formálisan n = 0)
Ál (L2-ben) ÁN4N4 (L2-ben)

Py Py
"y Hy

A korlátozó feltétel miatt a Lagrange-multiplikátor szabályt alkalmazzuk, amihez 

képezni kell az L függvényt, nullává kell tenni a deriváltat és be kell tartani a 
dT

korlátozást. Ennek során L alakja a következő:
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L = i||p4%0 + //47f + 1a||M4x0 + V47f +

2 2 (8.39)
+^<S2{P5x0+H5T\P5x^+H5T> + <H,Wu{P5x0+H5T)>

Az eredeti és a kiterjesztett módszer közötti kapcsolatot a 8.1 táblázatban fog­
laltuk össze. K számításakor a (8.18) és (8.19) összefüggések érvényesek, de 
Pi,Hi,P3,H3 helyett rendre P4,H4,P5,H5 szerepel, és L2-ben A1 helyett 

A/Vj A4 áll. Az optimális prediktív irányítás u0 = -Kx0, ahol K az első dim u = w 
sora K -nak.

8.2.3 Az LQ szabályozásra alapozott prediktív irányítás kiterjesztése
Az eredeti y,- —> 0, ha i ->°° és Uj = ~Kqxi, ha i>N, Kq LQ optimális feltétel 

biztosítása érdekében legyen m( alakja a következő:

-Kqxj+ti, i = 0,...,N
-K^, i>N.

(8.40)

A módszer kiterjesztése hasonló a Rawling-Muske-módszer kiterjesztéséhez, de 
a &:= A- BKq állapotmátrix stabilis és érvényes mind a predikciós horizonton be­

lül, mind pedig azt követően is. Ezért Av := 0, Wu hiányzik, S2 = <PTS2<Í> + C1 C 
és korlátozó feltétel nincs:

+ M2 +M2 +

+ 2 < S2 (*5*o + H5T), P5x0 + H5T >

T = ~(H74 H 4 + ANT4 N4 + S2H 5)~' (HT4 P4 + AA/T4 M 4 + HT5 S2P5)x0

K = -{M4 - N4(H^H4 + AN4 N4 + S2H5)~\H4 P4 + AN4 M4 + S2Pí^ ’

Az optimális prediktív irányítás u0 = -Kx0, ahol K az első dimn = m sora



9. adaptív irányítások

Az adaptív szabályozások stabilitásvizsgálatánál fontos szerepet játszik a bemenet­
kimenet stabilitás, a passzivitás és a pozitív valós (SPR) tulajdonság. Ebben a feje­
zetben előbb összefoglaljuk a nemlineáris irányítások és az adaptív irányítások ter­
vezésénél fontos szerepet játszó eme rendszertechnikai elveket. Megadjuk a stabili­
tással kapcsolatos fontosabb tételeket Lp vagy speciálisan L2 terekben, illetve azok 

kiterjesztéseiben (kis erősítés tétel, kör kritérium, passzivitás! tételek, Popov- 
kritérium, Kalman-Yacubovitch tétel).

Az adaptív irányításokat felosztjuk modellreferenciás (MRAC) és az önhangoló 
(STAC) adaptív irányításokra, és bemutatjuk jellegzetes hatásvázlataikat. Egyválto­
zós (SISO) lineáris rendszerek esetén módszert mutatunk be modellreferenciás 
adaptív irányítás tervezésére folytonos időben és önhangoló adaptív irányítás terve­
zésére diszkrét időben. Többváltozós (MIMO) lineáris rendszer és innovációs zaj- 
modell esetén módszert adunk az indirekt adaptív irányítás tervezésére, amely meg­
oldja a rendszer paramétereinek és az állapotnak egyidejű becslését, és alapul szol­
gálhat különféle (pólusáthelyezésen alapuló, LQ optimum, prediktív stb.) irányítási 
törvények online tervezéséhez és megvalósításához. A többváltozós nemlineáris 
adaptív irányítások területéről robotok önhangoló adaptív irányítására mutatunk be 
egy módszert.

A téma iránt mélyebben érdeklődők számára a stabilitás és az adaptív irányítás 
bő irodalmából kiemeljük Vidyasagar [24], Aström és Wittenmark [28], Isermann, 
Lachmann és Matko [29], Nazaruddin és Unbehauen [30], [31], valamint Slotine és 
Li [32] könyvét illetve cikkét. Ezekben megtalálható a fejezetben használt, de nem 
bizonyított tételek bizonyítása is.

9.1 Kauzalitás, bemenet-kimenet stabilitás, passzivitás
Az F4. függelékben összefoglaltuk a függvényterekkel kapcsolatos fontosabb össze­
függéseket. A mérhető függvény egy nulla mértékű halmaz kivételével lépcsős 
függvények határértékeként áll elő minden t esetén. Ha pe[l,°°), akkor az 

/:[0,oo) -> r' mérhető függvény a Lebesgue-integrálható függvények ^[0,°°) te­

réhez tartozik, ha £"|/(ö|Pdt < °°. Ekkor az ||/||;) = (£°|/(r)|'’dt)'1'’ normával 

E;,[0,oo) egy Banach-tér. Ha p = °°, akkor ||/||~ = ess sup |/(r)|<°° választással 

L„ szintén Banach-tér. Ha f = (/,..... /n)' és f, € Lp[0,■»), i = l,...,n , a norma

definíciója pedig ||/||^ ^(^"JI/JI*)1'2, akkor az Lp[0,°o) Banach-térhez jutunk.
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Ha f,ge Ln2[0,°°) és a skalárszorzatot </,g>=jo < definiálja,

akkor Z^ÍO,00) egy Hilbert-tér. Bizonyos rendszertechnikai elvek megfogalmazásá­
hoz célszerű kibővíteni a megengedett függvények (jelek) terét.

9.1.1 Kauzalitás
Definíció (az Lp tér kiterjesztése): Legyen 0<T <°°, akkor az f(t) függvény 

csonkítása az az fT(t) függvény, amelyre /r(í):= f^t), ha 0<t<T , különben 
nulla. Azt mondjuk, hogy f e Lpe, ha fT e L minden véges pozitív T esetén. Az 

Lpe tér az Lp tér kiterjesztése, vagy más néven a kiterjesztett Lp tér.

Az így definiált Lpe tér a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

i) Minden p G [1, °°] esetén Lpe lineáris vektortér.

ii) f e Lpe esetén ||/r||p nemcsökkenő függvénye T -nek.

iii) f g Lp 3m < oo konstans, hogy ||yr || < w, VT > 0 esetén. Ekkor

iv) L"pe hasonlóan definiálható, mint Lnp .

Definíció (kauzalitás): Legyen A : Ln -> Lm egy (általában nemlineáris) leképzés, 

amely a rendszer /(•) bemenő jeléhez a rendszer (Af)(') kimenő jelét rendeli, és 

ebben az értelemben modellezi a rendszert. Azt mondjuk, hogy az A: Lmpe

leképezés kauzális, ha

(Af)T=(AfT)T, VT>0, Vf e Lnpe. (9.1)

Világos, hogy a definíció azt az elvárásunkat tükrözi vissza, hogy kauzális rendszer 
esetén a kimenet értéke a t pillanatban csak a bemenetnek t -vei bezárólag felvett 
értékeitől függ (a bemenő jel jövőbeli értékeitől nem függ).

9.1.2 Bemenet-kimenet stabilitás
Elterjedt szokás a bemenet-kimenet stabilitást (input-output stability) nem operátor­
ral, hanem bináris relációval definiálni. Egy R reláció X x Y felett, amely xRy 
alakban vagy (x, y)G R alakban írható fel, lényegében azt jelenti, hogy az R relá­
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cióba sorolt (x, y) rendezett párok egy kitüntetett R c X x Y részhalmazból valók. 
Világos, hogy ha speciálisan A :X -+Y egy leképezés, akkor RA = ((x,Ax):xe X} 
egy relációt definiál. Másrészt viszont egy reláció rendelhet több értéket is x-hez 
(pl. (x, yjXíx, R), de az is lehet, hogy nem minden xe X fordul elő bal ol­
dali elemként R -ben.

Definíció (Lp stabilitás): Legyen R c. Lnpe x Lmpe egy reláció. Azt mondjuk, hogy

i) az R reláció Lp -stabil, ha (x, y)e R, xe Lnp =>ye L™, speciálisan p = °° ese­

tén BIBO (bounded input, bounded output) stabilitásról beszélünk,
ii) az R reláció Lp -stabil véges erősítéssel (wfg, with finite gain), ha Lp -stabil és 

léteznek véges yp ,Pp>0 konstansok, hogy

(x,y)e R, xe Lnp =>||y||p < +/?„, (9.2)

iii) az R reláció Lp -stabil véges erősítéssel és nulla offset-tel (wb, without bias), ha 

Lp -stabil és létezik véges yp > 0 konstans, hogy

(x,y)e/?,xeL;=>||y||p^rPHI< (93)

Következmény:
i) Lp -stabil wfg reláció esetén (7?) — inf{yp : 3Pp £0 és teljesül (9.2)}.

ii) Lp -stabil wb reláció esetén y (R) := inf : teljesül(9.3)}.

Definíció (Lp -stabil leképezés): Az A: Lnpe -> Lmpe leképezés Lp -stabil (wfg, wb), 

ha a hozzátartozó RA reláció Lp -stabil (wfg, wb). Ha az RA reláció Lp -stabil 

(wfg. wb). akkor yp (A) := yp (RA).

Következmény:
i) Ha az A: L”e leképezés Lp -stabil wfg, azaz 3yp,Pp, hogy teljesül

Hp 5 + ^> Vxe l;, akkor H^xH^ < + PpXF >0, Vxe L^.

ii) Lineáris A: L"pe —> L”t leképezés Lp -stabil wfg <=> Lp -stabil wb.

A fenti definíciók jellemzik a felnyitott kör (open loop) stabilitását. Nézzük meg, mi 
mondható a 9.1. ábra szerinti zárt rendszer stabilitásáról.
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9.1. ábra. Nemlineáris zárt szabályozási kör sémája

Legyen pe[l,°°], G|,G2 nemlineáris leképezések és ul,el,y2 e

u2, e2, yx e Lnpf: Akkor a visszacsatolt rendszerre teljesül

íi = «i - y2, e2 = u2 + y], = Gye}, y2 = G2e2 . (9.4)

Legyen n = n1+n2 és u,e,yeLnpe, ahol u = (u{,u2)T, e = (ei ,el)T > 

y = (y{ ,y2)T, akkor bevezethető a következő G: Lnpe -> Lnpe leképezés és F 

konstans összeköttetési mátrix:

fa o 1 r ° i
G= ' , F = ' (9.5)

0 G, -In 0L z J L "2

amellyel a visszacsatolt rendszer

e = u — Fy, y = Ge, (9.6a)
(7 + FG)e = u, y = G(u-Fy). (9.6b)

Vezessük be a következő relációkat:

Rue = {(u,e)e L1^ : e + FGe = u}, R^. =((u,y)e L2^ : y = G(u-Fy)}. (9-7)

Definíció: A 9.7. ábra szerinti visszacsatolt rendszer

i) Lp -stabil az u bemenetre és e kimenetre, röviden Lp -stabil (u-e), ha az 

reláció Lp -stabil,

ii) Lp -stabil az u bemenetre és y kimenetre, röviden Lp -stabil (u-y), ha az 

reláció Lp -stabil,

iii) Lp -stabil (u-e-y), ha mind az Rue, mind pedig az Ruy reláció Lp -stabil. 
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Következmény: A 9.1. ábra szerinti visszacsatolt rendszer esetén a következő három 
állítás ekvivalens:

i) Rue reláció Lp -stabil,

ii) Ruy reláció Lp -stabil, 

iii) Rue és Ruy relációk Lp -stabilak.

Az állítás egyszerűen következik abból, hogy F konstans és 3F"1. Például ha Rue 

Lp stabil és («,?) = (», u - Fy)e Rue, akkor (u,e)e L2pe, y = F~'(u -e)e Lnpe és 

(m, y)e Ruv Lp -stabil. Megjegyezzük azonban, hogy más összeköttetés esetén, 

amikor F nem invertálható, általában az (u-e) stabilitásból nem következik az (u-y) 
stabilitás.

9.1 Tétel (kis erősítés tétel): Tekintsük a 9.1. ábra szerinti visszacsatolt rendszert 
és legyen pe[l,~]. Tegyük fel továbbá, hogy G,,G2 kauzális és Lp -stabil wb 

(vagy wfg) nemlineáris leképezések, Y\P = Y\p(G^ és Y2P ’=Y2P(G2). Akkor a 

9.1. ábra szerinti visszacsatolt rendszer Lp -stabil, ha

YiP Y2p <1- (9.8)

Bizonyítás: Csak a wb részt bizonyítjuk. Világos, hogy

0 0e\
e2

“l
u2 H 0j^2

7i

-
(9.9)Ji

0

Mivel G, kauzális és Lp -stabil wb, ezért ha m, e L";, akkor e},y2e^P és 

e2,y, e , továbbá (9.9) felhasználásával

Kp
0

£ 1 r ,vr>o,

, W>0.
Tp >

(9.10)

(9.H)

Helyettesítsük be (9.10)-et (9.11 )-be, akkor kapjuk, hogy
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0r ~\Tp)

1

'Tp

'Tp

~Y2p

Y2p 'Tp

[A Tp

,VT>0=>

(9.12)

2 I T
MTp

Tp , VT>0.
'Tpj

Másrészt, ha /Ipy2p 
nemszinguláris:

< 1, akkor az utolsó összefüggésben szereplő M mátrix

1 Y2p

1
M'1 =------ -

1" YxpYip L^>p
(9.13)

Felhasználjuk, hogy ha x < y a vektorok körében értelmezett részben rendezés sze­
rint, akkor Xj<yj, és ha >0, akkor ebből következik ayXy<a,7y7 és 

a-y j . Ezért ha az /I mátrix nemnegatív elemű, akkor Ax<Ay is 

teljesül a vektorok körében érvényes részben rendezés szerint. Alkalmazzuk ezt az 
összefüggést az M -l pozitív elemű mátrixra, akkor kapjuk, hogy

1 1'Tp Y2P

1-YipY2P \Y\p
'TP

LiTp J

, VT > 0. (9.14)

Ha u, e , i = 1,2, akkor

T,, < p ,VT>0, (9.15)

és (9.15)-öt behelyettesítve (9.14)-be következik

Y2P
p , VT > 0.

>
i-TipTip |7>/>

(9.16)
'Tp

Mivel azonban (9.16) jobb oldala nem függ T-töl, ezért e, e Ln‘, i = 1,2 és (9.10) 

alapján következik

<
1

Tp )
r^P

Y\pY2p
Wplíhll

Y2P J NI , VT^O, (9.17)

P J
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(9.17)-b öl pedig következik e L"2, y2 e Lp . Ezért (9.16-17) alapján a zárt rend­

szer Lp -stabil wb.

9.2 Tétel (hurok transzformációs tétel): Tekintsük a 9.1. ábra szerinti visszacsa­
tolt rendszert és legyen pe [1,°°]. Tegyük fel továbbá, hogy G2 kauzális és Lp- 

stabil wb. Akkor a rendszer Lp -stabil wb, ha létezik K kauzális és Lp -stabil wb li­

neáris operátor, amellyel teljesülnek a következő feltételek:

i) G] (/ + KGX)“' kauzális és Lp -stabil wb,

ii) /p[G1(/ + KG,)-1] /p[G2-K]<l

A 9.2 tételnek megfelelő rendszert a 9.2. ábra mutatja. A tételt nem bizonyítjuk, a 
bizonyítás a 9.1 kis erősítés tételen alapul.

9.2. ábra. A hurok transzformációs tétel illusztrációja

Definíció (szektor típusú nemlinearitás): Legyen 0:[0,°°]x RmRm időtől is 

függő nemlinearitás és a,be Rl, a <b. Azt mondjuk, hogy 0 az [a,b] szektorhoz 
tartozik, ha <P(r,0) = 0, Vr £ 0 és

[0(r, y) - ay]r [by - <P(t, y)] > 0, Vr>0, Vye Rm esetén. (9.18)

Megjegyzés: Ha m = l, tehát <P(r,y) skalárértékű, akkor (9.18) azt fejezi ki, hogy 
y) gráfja két egyenes közé esik, lásd 9.3. ábra. Legyen <7 := y, akkor

a^-^-^b, Vcr^O, Vr>0, 
a

2
vagy <7 -tel végigszorozva

ao2 £(rf>(t,y)<ba2, V&e R', Vr^O.

(9.19a)

(9.19b)
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Definíció (disztribúció és normája): Egy fd(t) disztribúció alatt az 

/j(í) = ^”0A,^(t-í() + /a(t) kifejezést fogjuk érteni, ahol ő(t) a Dirac- 

függvény és fa 6 . A disztribúció normája j/j || := |2, | + £ |/u (í )|r/í < °°. Két

disztribúció konvolúciója (/* g)(t) :=£/(r — T)g(r)dT = ^f(T)g(t - t)dT, ahol 

J(r - t, ) * Í(í - t2 ) = -íj - t2 ) és 8(t - t) * fa (t) = fa(t -t) . A disztribúciók 

a fenti normával egy A Banach-teret alkotnak, amelynek Lj egy altere. A fogja 
jelölni azon Fd(s) függvények terét, amelyek fd(t)e A disztribúciók Laplace- 
transzformáltjai.

9.4. ábra. A kör kritérium tétel esetén feltételezett SISO rendszer
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Megjegyzés: Ha Fd(s)eA racionális és szigorúan proper, akkor F^s) minden 
pólusa a nyílt bal félsíkon van, mivel ekkor Fd (s) = {fm (t)} és (eset­
leg idővel súlyozott) exponenciális idöfuggvények szuperpozíciója.

9.3 Tétel (kör kritérium): Tekintsük a 9.4. ábra szerinti SISO rendszert. Az 
előrevezetö ágban G(s') = Gd(s) + Gr(s') lineáris, időinvariáns rendszer átviteli 

függvénye, ahol Gd (s) e A és Gr (s) racionális, szigorúan proper átviteli függvény. 

Az első tag súlyfuggvénye csak gd(t) = '^°=0Alö(t-iT') + gm(t) alakú disztribúció 

lehet, ahol T > 0 fix érték. A visszacsatoló ágban szereplő (<P x)(t) := <p(j, x(t)) 
folytonos függvény az [a,b] szektorhoz tartozó szektor típusú nemlinearitás. Jelölje 
D(a,b) azt a kört (belsejét és határát) a komplex síkon, amelynek centruma a valós 
tengelyen van, és átmérőjének két végpontja -1/a és -1/b . Akkor a visszacsatolt 
rendszer L2 -stabil wb, ha a következő esetek valamelyike teljesül:

.1. eset: ab<0 és
i) G(s) teljes Nyquist-görbéje kívül esik a D^a.b) körön és nem érinti a kör 

határát (komplex tengelyen lévő pólus a szokásos módon egy s = pe’1?, 
p —> 0 sugarú kis félkörrel kizárandó a teljes Nyquist-görbe felrajzolása­
kor), azaz

inf |G( j(ü) - z| > 0 .
^/t1, zeD(a.b) 1

ii) Jelölje G(s) pozitív valós részű pólusainak számát P+ és Arg a fázisszö­
get, akkor

lim Arg[G(j2m/T) - z] - Arg [G(-jZnnlT) - z] = 2ttP+, Vze D(a,b). n—

Leset: 0 = a < b és
•) G(s)eÁ,

») G(s) teljes Nyquist-görbéjére teljesül inf ReG(jty) >-7-.
<xr' b

Leset: a<Q<b és
i) G(s)e Á ,
’0 G(s) teljes Nyquist-görbéje benne marad a D(a,b) körben és nem érinti a 

kör határát.
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A bizonyítás a 9.2 tételen alapul. Legyen ugyanis r = (b-a)H és k-(b + a)/2, 
akkor b = k + r, a = k -r és a a^ (p(t, a) - ka leképezés a [-r, r] szektorhoz 
tartozik. Alkalmazható a 9.2 hurok transzformációs tétel K = kl és p = 2 választás­

sal, kombinálva a 9.1 kis erősítés tétellel, amely szerint sup |G(jty)| < r-1. Mivel

0 — K a [—r, r] szektorhoz tartozik, ezért L2 -erősítése legfeljebb r . Ezért a rend­

szer L2 stabil wb feltéve, hogy a) G /(I + kG)e Á és b) sup———r < 1. A bi- 
m \ + kG(jco)

zonyítás további lépései abból állnak, hogy meg kell mutatni, hogy a 9.3 tétel 
feltételeiből következnek az a) és b) feltételek.

9.5. ábra. Teljes Nyquist-görbe a kör kritériumot illusztráló példa esetén

9.1 Példa: Tekintsük a 9.4. ábra szerinti rendszert, és legyen

G(j) = e-01í -0.2j S + 4
5 + 2 1 +

2 \

s + 2

= ^01^^03. -O.lí -2-'-°* IÁ.
5 + 2

1- A teljes Nyquist-görbéböl (lásd 9.5. ábra) megállapítható, hogy 
r2(G) = sup|G(jty)| = 4, ezért a 9.1 kis erősítés tétel szerint az L2 -stabilitáshoz 

0)
a 0 nemlinearitás ki kell, hogy elégítse a y2 (<p) = 1 / (G) = 0.25 feltételt, ami 
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memória nélküli szektor típusú nemlinearitás esetén teljesül az 
[a, b] = [-0.25 + E, 0.25 - £] szektorban (£ > 0 kis szám).

2. A teljes Nyquist-görbe végig benne marad a D(a,b) kör belsejében, ha 
-\/b<~2 és 4<-l/a, azaz -0.25 < a < b < 0.5 . A 9.3 tétel 3. esete szerint 
ezért a rendszer L2-stabilitáshoz a 0 memória nélküli szektor típusú 
nemlinearitásnak ki kell elégítenie az [a, b] = [-0.25 + E, 0.5 - f] feltételt, ami 
szélesebb felső határú szektort enged meg, mint a kis erősítés tétel szerint.

3. Az 1. eset is teljesül, továbbá P+ = 0. Ezért a teljes Nyquist-görbének tilos met­
szenie és körülvennie a D(a,b) körlemezt. Ez akkor teljesül, ha 
-M a<-\/b <-2, azaz 0<a<b<0.5, vagy 4<-l/a<-l/b, azaz 
-0.25 < a < b < 0. A két feltétel egyesítése most is [a, b] = [-0.25 + E, 0.5 - £], 
tehát az előző feltétel tovább már nem élesíthető a 9.3 tétel 1. esetének felhasz­
nálásával.

9.1.3 Passzív rendszer
Ha egy nemlineáris villamos áramkör bemenetei feszültség- és áramgenerátorok, 
kimenetei az azoktól függő feszültségek és áramok, akkor < y(í),w(í) > a pillanat­
nyi teljesítmény. Az áramkör passzív, ha a bemeneti energia (a teljesítmény idő sze­
rinti integrálja) nem haladja meg az áramkörben tárolt energia változását. Ha az 
áramkör minden induktív és kapacitív eleme kezdetben töltésmentes, akkor az áram- 

rT
kört akkor tekintjük passzívnak, ha Jq < >dt >0, VT >0 esetén. Ennek az 

elvnek általánosítása a passzív rendszer. A passzivitást a skalárszorzat miatt csak 
L2 -ben definiálhatjuk.

Definíció (passzív rendszer): Legyen G: -> Ln^e. Azt mondjuk, hogy

i) G passzív, ha 3/?g /?', hogy <x,Gx>T = j <x(t'),(Gx')(f)>dt> 0, 

VT >0, Vxe L2f esetén,

ii) G szigorúan passzív, ha 3a >0, 0eR', hogy <x,Gjr>r>a||x||j2+^, 

VT £ 0, Vx e L2e esetén.

Megjegyzés: Mivel x = 0e választás esetén a skalárszorzat nulla, ezért 0> 0.

9.4 Tétel (első passzivitási tétel, passzív előrevezető ág és szigorúan passzív vissza­
csatolás): Tekintsük a 9.1. ábra szerinti rendszert m2 =0 esetén. Ha G},G2e L2e, 
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Ö! passzív, G2 szigorúan passzív és L2 -stabil wfg, akkor a zárt rendszer L2 -stabil 
wfg.
Bizonyítás: u2 =0 miatt ei = u, -G2e2 és e2 = GÁe}. A feltételek szerint

< eJ,GIel >r> 0, < e2,Ge2 >r> cr2||e2||27. + ’

<Wi,Ge| >r=<e1,G1e) >T + <G2e2,e2 >T>öf21|^2+ Pl-

A Cauchy-Schwarz egyenlőtlenség szerint ebből következik

ahonnan a2 > 0 és P2 < 0 miatt teljes négyzetre kiegészítéssel következik

Mivel a G2 operátor a visszacsatoló ágban L2-stabil wfg és y^G^, ezért 
3y2,52 >0, hogy

llG2yi||r2 -ríhL +<y2
Ezért az Ruv reláció L2 -stabil wfg, amiből következik, hogy ha az elörevezető ág 

passzív és a visszacsatoló ág szigorúan passzív és L2 -stabil wfg, akkor a visszacsa­

tolt rendszer L2 -stabil wfg.

Megjegyzés: A tétel igaz marad akkor is, ha G, és G2 szerepet cserél, azaz G, szi­
gorúan passzív és L2 -stabil wfg, G2 pedig passzív.

Bizonyítás nélkül közöljük a következő tételeket, illetve lemmákat, amelyek segítsé­
gül szolgálhatnak bonyolultabb stabilitáskérdések megválaszolásánál.

9.5 Tétel (második passzivitási tétel, egyik rendszer sem szükségképpen passzív a 
hurokban [24]): Tekintsük a 9.1. ábra szerinti visszacsatolt rendszert. Tegyük fel. 
hogy létezik e, ,3^ i = 1,2 , hogy teljesül
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We L2^ ' = 1-2. (9.20)

Akkor a rendszer L2 -stabil wb, ha <5, + £2 > 0, ő2 + £} > 0.

9.6 Tétel (Popov-kritérium [24]): Tekintsük a 9.1. ábra szerinti SISO viszacsatolt 
rendszert abban a speciális esetben, amikor G1 -G^s) lineáris, a g(í) súlyfügg­
vénynek létezik disztribúció-deriváltja, g,geA, továbbá G2=d> statikus 
nemlinearitás, amelynek alakja (d>r) (t) = 0[x(t)], ahol 0 a [0, Zz] szektorhoz tarto­
zik, nem függ az időtől és b végtelen is lehet. Tegyük fel, hogy létezik q > 0 kons­
tans, hogy

inf Re[(l + jcoq')G(jú))] + ~ =: p >0. (9.21a)
ükr' b

Akkor az el,e2,yi,y2 jelek L2-höz tartoznak, hacsak az ui,u2,ú2 jelek L2- 
beliek. Létezik továbbá y<°° konstans, hogy

<«u»
Megjegyzés: Ha q > 0, akkor a Popov-kritérium (ahol a nemlinearitás nem függhet 
az időtől) erősebb, mint a kör kritérium a 2. esetben (amelynél azonban a 
nemlinearitás függhet az időtől).

9.2 Szigorúan pozitív valós (SPR) lineáris rendszerek
A szigorúan pozitív valós rendszerek szoros kapcsolatban állnak a passzív rendsze­
rekkel és a minimumfázisú rendszerekkel. Fontos szerepet töltenek be az adaptív al­
goritmusok konstrukciójában és a stabilitás megválaszolásában.

9.7 Tétel (Kalman-Yacubovitch [24]): Tekintsük az

x(t) = Ax(t) + y(t) = Cx(t) + Du(r),
z(t) = &(f,y(t)), (9.22)

u(t) = -z(t)

rendszert, ahol xe Rn, u,ye Rm, m<n, és legyen G(s) = C(sl - A)-1 B + D . 
Teljesüljenek a következő feltételek:
i) A Hurwitz-mátrix (stabil),
ii) (A.B) irányítható, (A,C) megfigyelhető.
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iii) G() szigorúan pozitív valós átviteli függvény mátrix, azaz

inf 2min [G( jü)) + G* (Jű»] > 0, (9.23)
aeR

ahol * jelöli a konjugált transzponáltál és 2^,, a szögletes zárójelben álló 
Hermit-féle mátrix minimális sajátértéke.

Akkor létezik P„x„ szimmetrikus, pozitív definit mátrix, valamint Qmx„ és Wmxm 
mátrixok és e > 0 konstans, hogy teljesül

At P + PA = -eP-QtQ,
BtP + WtQ = C, (9.24)

WTW = D + DT.

Megjegyzés:

i) Ha csak a gyengébb G(jco) + G*(ja)) > 0 (pozitív definit) Vty esetén feltétel 
teljesül, de a határérték nem feltétlenül határozottan pozitív (nulla is lehet), akkor 
csak annyi mondható, hogy AT P + PA = -Q' Q , ahol a jobb oldal csak negatív 

szemidefinit. Ezzel szemben, ha a határérték is határozottan pozitív, akkor a jobb 
oldalon -£P-QtQ negatív definit, mivel A Hurwitz-mátrix (stabil).

ii) SISO esetben m = l, ezért Qlxn =qT és WTW = D + DT = 2d=*WM =Jld. 

Ekkor G(j<y) + G*(jty) = 2ReG(jíü).

9.8 Tétel (harmadik passzivitási tétel [24]): Teljesüljenek a 9.7 tétel i)-iii) feltételei 
és iv) tartozzon <P a [0,°°) szektorhoz, azaz 0(í,O) = O, Ví>0 és y70(r, y)>0, 

Vr >0, Vy e R"'. Akkor a (9.22) rendszer globálisan és exponenciálisan stabil.

Definíció (SISO eset): Azt mondjuk, hogy G(s) szigorúan pozitív valós (SPR. 
strictly positive reál), ha analitikus a C+={.s:Res>0} zárt jobbfélsíkon és 
ReG(jty)>0, Vúj.

Megjegyzés:

1. Ha G(s) SPR, akkor következik az analitikus tulajdonságból, hogy 
Re 5 > 0 => Re G(s) > 0. Speciálisan G(°°) = D = d £ 0 .

2. Ha G(s) SPR, akkor a G(ja)') Nyquist-görbéje az első és a negyedik 
térnegyedben fekszik, ezért a fázisszögre \<p( ty)| £ n / 2 érvényes. Ha d = 0, ak­

kor az aszimptotikus fázisszög co = °° esetén zr / 2 , ezért a pólustöbblet (relatív 
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fokszám) 1. SPR átviteli függvény relatív fokszáma csak 1 (d=0) vagy 0 
(d > 0) lehet.

3. SPR átviteli függvények minimumfázisúak, azaz nincs zérushelyük a nyílt 
jobbfélsíkon.

4. SPR átviteli függvények passzív rendszereket modelleznek. Pozitív értékű ellen­
állásokból, kapacitásokból és induktivitásokból felépülő passzív hálózatok átvi­
teli függvényei ugyanis SPR tulajdonságúak, amiből következik a passzivitás:

< y,u >r= í< yT^r í G{jcö)UT{j(d)UT{-ja>)dco =

= — J {ReGfjíPHli/T-fjíP)]2^ > 0 (passzivitás,/? = 0). 

ao

A következő lemma közvetlenül következik a SISO rendszer ún. szabályozó alakjá­
ból, lásd a könyv I. kötet 6. fejezetét [1].

9.1 Lemma (Kalman-Yacubovitch): Legyen A(s) = sn +aisn~' + -+an stabil 
polinom. Akkor megkonstruálható G(s) = B(s) / A(s) SPR átviteli függvény a 
következő módon:

~a\ -an_t -an 
1-0 0

0 A= . . . .

0-1 0

ii) A1P + PA = -Q és P>0, C>0, ahol 2>0 megválasztható, P pedig a 
Ljapunov-egyenlet megoldása.

iii) B(s) = sn + b}s" 1 + --- + bn, ahol (b^-■■bn)t=e[P (azaz P első sora).

9.2 Lemma (Barbalat-lemmák [27]):
i) Barbalat-lemma: Ha f e L„,f 6 L„ és f e L2, akkor lim f(t) = 0.

*> ) Barbalat-lemma integrál alakja: Ha f egyenletesen folytonos és 

lim£|/(r)|jr<oo> akkor lim|/(í)| = 0.

iii) Kiterjesztett Barbalat-lemma: Ha létezik lim|/(r)| és f(t) differenciálható, to­

vábbá /(O = g1(t) + g2(Z), ahol g,(r) egyenletesen folytonos és limg2(0 = 0, 
I—>oo

akkor lim/(r) = 0 és lim f .(0 = 0.t-f 1
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9.3 SISO adaptív irányítások
Az adaptív irányítások két jellegzetes osztályát alkotják a modellreferenciás adaptív 
irányítások (MRAC, model reference adaptive control), lásd 9.6. ábra és az önhan­
goló adaptív irányítások (STAC, self-tuning adaptive control), lásd 9.7. ábra. 
Először néhány egyszerű módszert fogunk bemutatni SISO rendszerek esetén [28].

9.6. ábra. Modellreferenciás adaptív irányítás (MRAC) elvi sémája

9.7. ábra. Önhangoló adaptív irányítás (STAC) elvi sémája
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9.3.1 Erősítéshangolás
Előbb egy egyszerű példával, a körerősítés adaptív hangolásával foglalkozunk, be­
mutatván a paraméterhangoláskor várható stabilitási problémákat.

MIT szabály
Legyen a folyamat rfG(s'), ahol a z? erősítés változik, a referencia modell pedig 

. Az MIT szabály a referencia modelltől való eltérés e(t) aktuális hibájának 
négyzetét akarja minimalizálni, ezért a negatív gradiens irányában hangolja az 
erősítést:

1 2F =—e (r) —> min
2

r de (9.25)
grad r = e — ~ 

dű
dű , de ,
— = ~? £ dt? (/ > 0: lépésköz)

Jelölje p := — az idő szerinti differenciálás operátorát és uc := r az alapjelet. Ak­

kor

e = ym - y = &oG(p)uc - dG(p)uc = G(pXű0 - d)uc,
^- = ~G{p)uc=-ymlű0, (9.26)
ÖV

dl^
—— = Y e ym / űQ --Ye ym (MIT szabály, gradiens módszer). 
dt

9.2 Példa: Legyen G(s) = —----- --------- , akkor
s + a}s + a2

„ <>y. . ,

y dy
-^~ + a\-^ + a2y = $uc, (9.27)

Jt? z
-^■ = nym~y)ym,

ahonnan a második egyenlet differenciálása és a deriválás szorzat-szabályának al­
kalmazása után kapjuk, hogy
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^- + ax ^—Y + a2^-+yuc(t)ym{t)y(t) = ű^ + Yuc(t)y1m(t). (9.28) 
dt3 dt2 dt dt

Tekintsük a 9.8. ábrát.

9.8. ábra. MIT szabály szerinti erősítéshangolás sémája

Először kapcsoljuk le az adaptációs mechanizmust, adjunk konstans uc0 értéket a 
bemenetre és várjuk meg, amíg a referencia modell kimenete az ym0 értéken stabili­
zálódik. Ezután kapcsoljuk be az adaptációt, de uc = uc0 és ezért ym =ym0 is ma­
radjon konstans. Mivel ekkor a (9.28) szerinti rendszer idöinvariáns lineáris rend­
szer, amelynek egyensúlyi pontja y0 =ym0 =ű0uí0/a2, ezért a Hurwitz-kritérium 
szerint stabilitásának feltétele

y' , 
a\a2>yucoymo =— (“co) > (9.29)

a2

ami biztosan nem teljesül, ha y vagy ul0 elég nagyra lett választva. Ezért stabil és 
instabil régiók várhatók az MIT szabály alkalmazásakor. Erről könnyen 
meggyőződhetünk, ha al=a2=^o=1 esetén szimulációs vizsgálatokat végzünk 
y = 0.1 esetén periódikus négyszögjelet választva wc.(r)-nek, amelynek amplitúdója 
a) uc =±0.1, b) uc = ±0.9 és c) uc = ±4, végigpásztázva ezzel a lassú és gyors 
konvergencia, valamint az instabil hangolás eseteit.
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Az egyszerű gradiens módszernél jobb eredmény várható, ha a paraméter válto­
zásának nagyságát uc nagyságától függetlenné tesszük, figyelembe véve, hogy

Erősítéshangolás a Ljapunov-elmélet szerint
Legyen a rendszer és a referencia modell közötti hiba e = G(p)(t?0 - ű)uc. Legyen 
G(s) aszimptotikusan stabil és állapotteres realizációja (A, B, C), akkor

— = Ax + B(ű0 — ű)uc, (9 31)

e = Cx.

Az aszimptotikus stabilitás miatt BP > 0, Q > 0, hogy P megoldása a 

ATP + PA = -Q Ljapunov-egyenletnek. Legyen V a Ljapunov-függvény, akkor 

V:=l(z<Px,%>+(t?0-t?)2),

dv__y_ 
dt ~ 2

( _ dx ndx dű<Px,— > + <P—,x> \-(ű0-ű)— = 
dt dt ) dt

Y í dű t<Qx,x>+(ű0 — ű)------ + yucBJ Px .
2 \ dtdt

Ezért ha az adaptációs törvény

dű— = yu 
dt

BT Px,

(9.32)

(9.33)

(9.34)

2

c

akkor — <0 (negatív definit), és ezért x(t) -*0, amiből következik 

e(t) = Cx(t) —> 0. Bár az. e(t) hiba nullához tart, ebből nem szükségképpen követ­
kezik, hogy ű is tart t?0-hoz.
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Az adaptációs törvény nem használható, ha x nem mérhető. Ha azonban G(s) 

SPR, akkor a Kalman-Yacubovitch lemma szerint BT P = C is biztosítható, és így 
dűe = Cx miatta — = Yuce adaptációs törvényhez jutunk. 
dt

Szigorúan pozitív valós rendszer erősítéshangolása

Legyen G(s) SPR és G-1 (s) L2 -stabil. Akkor az MRAC szabályozás hibája nullá­
hoz tart, ha az erősítés paraméterhangolási szabálya

— = yue. (9.35)
dt

Az SPR erősítéshangolási szabálynak megfelelő sémát a 9.9. ábra illusztrálja.

9.9. ábra. SPR szabály szerinti erösítéshangolás sémája

9.10. ábra. Bemenetén és kimenetén véges energiájú jellel szorzott SPR rendszer sémája
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Az e(t) -> 0 tulajdonság belátása a következőképpen történhet:

i) Legyen G(.s) SPR és re L2e tetszőleges, akkor a 9.70. ábra szerinti rendszer 
passzív. Ilyenkor ugyanis u e L2e esetén w-rue L2e és

<y,u >T=< rG(ru),u >T=<G(ru),ru>T=
w

— j” {Re G(J(O)} |Wr (j<p)|2 dú)>0
71 Í0

miatt a H = rG(ur) rendszer passzív.

9.11. ábra. SPR szabály szerinti erősítéshangolás ekvivalens sémája

ii) A 9.9. ábra átrajzolható a 9.77. ábra szerinti alakra. Az ábrában szereplő integ­
rátor pozitív valós, mert

/ _ y(cr - ja)} ya ym
& + jco a2+a)2 a2+a)2 Ja2+<o2 (9.36)

ezért H passzív. Mivel G(s) SPR és 7/ passzív, ezért a passzivitás! tétel sze­
rint a.9.11. ábra szerinti visszacsatolt rendszer stabil, és ezért e(t} -> 0.

Megjegyzés: A 9.7 7. ábra szerinti átalakított rendszernek nincs bemenete, de vannak 
kezdeti teltételei (G(s} és az integrátor kezdeti állapota), amelyek negatív r-ben 
értelmezett jelekkel helyettesíthetők, amelyek azokat generálták (pozitív z-re a jelek 
nullák). Mivel G(s) SPR és e(t) —> 0, ezért (z?0 - t))uc e L2, amiből következik

pcírM -ű{T))2dT<^. 

o
(9.37)
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Ha ű nem tartana t?0-hoz, miközben uc perzisztensen gerjesztő, akkor ez ellent­
mondás lenne. Vegyük észre azt is, hogy az MRAC tetszőleges y > 0 esetén stabil, 
ezért az adaptáció tetszőlegesen gyorssá tehető (de nagy jeleknél a beavatkozó szerv 
telítésbe kerülhet, ami a gyorsításnak határt szab).

A kiegészített hiba módszere
Ha G(s) nem SPR, akkor próbálkozhatunk a kiegészített hiba (augmented error) 
módszerével, amely a modellezési hiba megfelelő szűrésén alapul. Faktorizáljuk az 
átviteli függvényt G(s) = G, (s)G2(s) alakban, ahol Gj (í) SPR, Gf1 L2 -stabil és 

G2-nek nincs zérushelye a jobb félsíkon. Akkor az e = ym-y modellezési hiba 
felírható a következő alakban:

e = G^ - ű)uc = GiG2 (t?0 - ű)uc =
= G, [G2(ű0 - ű)uc + (t?0 - &)G2uc - (t>0 - #)G2uc ] = (9.38)
= G] [(t?0 — ű)G2uc ] — G, [(t?0 — ű)G2uc — G2 (t?0 — t?)uc ].

Vezessük be a következő e kiegészített hibát és 7/ hibakiegészítést:

£ = e + T],
rj = -Gx(ű0-ű)G2uc +G^-ű)uc = G{(űG2uc)-Gtiuc. (9'39)

(Vegyük észre, hogy az r/ hibakiegészítés eltűnik, ha az ű paraméter konstans, mi­
vel ekkor G\G3G2uc) = i3G[G2uc => 77 = 0). Legyen a paraméterhangolási szabály

^- = yE(G2uc). (9.40)
at

Model

9.72. ábra. Hibakiegészítésen alapuló erösítéshangolás sémája
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A hibakiegészítéssel történő erősítéshangolás sémáját a 9.72. ábra mutatja. Mivel 
GJj) SPR és Gf1 L2-stabil, ezért E(t) tart a nullához és L2-stabil. Mivel az in­
tegrátor bemenete ekkor nullához tart, ezért az integrátor t?(r) kimenete szintén 
konvergál egy határértékhez, ezért e(t) szintén tart nullához. Mivel G2(s) mini­
mumfázisú, ezért "visszafelé" haladhatunk G2(s)-en, és ha uc perzisztensen 
gerjesztő, akkor ű0 - ű is tart nullához.

9.3.2 Általános modellreferenciás adaptív irányítás
Az MRAC algoritmus konstrukciójakor a következő kérdéseket kell megválaszolni:

1. Mi a modellkövetést biztosító szabályozó struktúra?
2. Mi az E = G^p){<pT (t)(ű0 — z?)} alakú hibamodell, ahol G} SPR és a jobb ol­

dalon álló mennyiségek számíthatók?

Paraméterhangolási szabályként az SPR-szabályt választjuk:

dű
—=W£ dt

dű ms 
vagy — = Y— 

dt a + cp cp
(9.41)

Az irányítandó rendszert 
zük, ahol p = d/dt a

A(p)y-B(p)w alakú lineáris rendszernek feltételez- 
differenciálási operátor. Feltesszük még, hogy

B(s) - b0B (s), tehát a rendszer minimumfázisú, továbbá B =b$ ismert előjelű 
konstans.

A referencia rendszer legyen ismert Am(p)ym =BMuc alakú, ahol uc := r a 
referencia jel (alapjel időfüggvény, command signal).

A szabályozó legyen a könyv I. kötetének 9. fejezetében [1] tárgyalt 
kétszabadságfokú szabályozóhoz hasonló folytonosidejü szabályozó, ahol Ao a 
megfigyelő polinom:

R = RtB
T = A0Bm/b0
AR, + b0S = AaAm

SrAm-grBm^grA~grB 
grA0^2grA-grAm~grB+

(9.42)
T S

U=—Uc-----y.R Ry

Tekintsük ezután a hibamodell levezetését:



Mivel általában b0 /(A0Am) nem SPR, ezért hibaszűrést alkalmazunk (filtering):
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AoAm y = (A/?! + b0S)y = AR} y + b0Sy = /?, (Ay) +b0Sy =

= R{Bu + b0Sy = R\b0B+u + b0Sy = b0(R}B+u + Sy) =

= bolRu + Sy)
^mym=AQBmuc = b0Tuc

e(t) = y„(t)-y(t)
A0Ame = b0Tuc-b0(Ru + Sy)^

e-—^—(Tuc - Ru - Sy) (9.43)
A0Am

ef = - y) szűrt hiba, (9.44a)

grQ<gr(A0Am) és SPR. (9.44b)
A0Am

Q megválasztása A0Am -hez történhet a 9.7 lemma szerint.
Válasszunk ezután egy P = PlP2 stabil polinomot, ahol P2 normalizált (monik) 

és gr P2 = gr R. Akkor R / P felírható a következő alakban:

R = R-P2+P2 1 | R-P2 (945)
p P1P2 Pl p ’

ahonnan következik, hogy

ef = -e = — -^—(-Ru -Sy + Tuc) =
’ P P Aoa/

_ b0Q ( R s T \ (q4f))
A)M p P ' P j

b0Q í 1 R-P2 S T }
4^4 p{ p p - p \

Legyen gr R = gr P2 = k , grS =1, grT = m , akkor gr (R - P2) = k - 1 és a sZ^ 

hiba paraméterezésére választható
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:=«•■ .,<^0,^1.........VoJ],...,!,/, (9.47)
r-p2 s t

<pd^P^Lu___1______ p‘ ___ 1_ Pm 1 V n 
[ P^ P^' P^"'" P{p)y,P{p)Uc...... ’ P(p) "J ’ ( 

amivel a szűrt hiba a következő alakra hozható:

e -^Q 
f AA,

r i t
-~u + (P ^0 (9.49)

A szabályozó paraméterezése a nominális rendszer esetén (paramétere Po):

u = — u-----y => -Ru -Sy +Tu =0
R c R

R S T 1
■77“ +—uc =—u
p p p c p}

r-p2 s t
--------u—y + — 

p---- P P

u = P} {(pTOq ) = P, {ŰTO (p) = (/>).

(9.50)

(9.51)

(9.52)

^>vel konstans, ezért P}{p) elé lehetett hozni.

Általában azonban üzem közben a rendszer paraméterei változnak, ezért
p\{(p’ &) nem realizálható, mert ehhez a ő paramétert deriválni kellene. Ezért 

~^Qyftásj törvényként a következőt választjuk:

u-=űT^(p), 

már realizálható. Ekkor a szűrt hiba

(9.53)

ef^
“1

_ bpQ .„T _T,0
---------- \(p -(p Ü-

— űT (P}(p) + (pT A = (9.54)

= ~<PT^0~^-
AoAm Pi

dldkra h°2ható. Választható ezért hiba kiegészítésként (error augmentation)
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1 T

kiegészített hibaként (augmented error) pedig

amely a következő két ekvivalens alakban is kifejezhető:

(9.55)

(9.56)

(9.57a)

(9.57b)

Vegyük észre, hogy G, (p) :=4>02/(A0Am) SPR. Célszerű ezért bevezetni még a

Q 
u m

<Pf~
Q u f :=---------- u (9.58)

szúrt jeleket, amelyekkel a szűrt hiba

ef =b0(tfű0 -uf) (9.59)

alakra hozható.

Hátra van még a paraméterhangolási törvény megválasztása, amelyet úgy fogunk 
megválasztani, hogy az

~éf =ef-b0((pTfi>-uf) (9.60)

predikciós hiba négyzete minimális legyen:

V =—£*—> min (9.6D
2 p 

dV p dV T ,n a-N
~dű"~Epa<Pf' (9'

A gradiensen alapuló paraméterbecslési törvény a következő:



9.3 SISO adaptív irányítások 243

dű ,r
—=y b0(pf£p = ^f£p, 

s (9‘63)
-^- = Y0^-uf)£p.

Az általános MRAC realizációja a következő összefüggéseken alapul:

V = ——u
" Am c

(9.64a)

ei =~e=—(ym -y) J p p (9.64b)

1 rTl = -u-(pTű 
p,

(9.64c)

b0Q " £ = ef +-^-ri 
f (9.64d)

ű=y(p£ (9.64e)

u = űT^(p). (9.64f)

A realizáció hatásvázlatát a 9.13. ábra illusztrálja, amelyben a FILTER az uc,u,y 

bemenetekből előállítja a P{(p,(p és — u jeleket.

913. ábra. Általános MRAC hatásvázlata SISO esetben
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A FILTER három hasonló komponesből áll, amelyek állapotteres realizációját külön 
fogjuk kirészletezni.

FILTER realizálása állapotteres alakban

Legyen P = PXP2, gr Px > gr P2, gr P2 = gr R = k , továbbá

Pi =pn +a}pn ' +- + an_}p + an, 

P2 - pk + Pxpk '+■■• + Pk-\P + Pk-
(9.65)

Kihasználjuk, hogy a realizálhatóság miatt l,m<k = grR . Három blokkot fogunk 
megkonstruálni, amelynek mindegyike a következő általános feladat egy speciális 
esete:

P^u. = Ui pk~l _J_
P2 .......P2 U (9.66)

Az általános feladathoz rendre két állapotegyenletet fogunk megkonstruálni, és a 
megoldást (x,z)u< alakban állítjuk elő.
Az első állapotegyenlet 
xk = Pxk = xk+i > 

x2 = Px2 = xi >

Pk Pk~' 1
*1 =PX\ = ~R~U* = 0“ A — Pk = ~Pxxx--------pkxk + u,, 

r2 r2-------------------------- P2

vagy tömör formában

xk = — u,.
P r2

(9.67)

A második állapotegyenlet állapotvektora

(Z|........
í r,”-1 

T _ P (9.68)p 1
— xk,—xk p} k pt *
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az állapotegyenlet pedig

P^n ^n-1 ’

^2=^2 = *1>

n í nn^ 
z^-x^l-a,—

vagy tömör formában

1
an p X*’ 

)

f- > 
zl

*2
=

-«1 - ~an

1-0 0

0 ••• 1 0-

^2
+

(P
0

0k /

xk (9.69)

A <pu elemeit a z állapotvektor utolsó dim cpu. darab eleme adja:

T
Vu. — -1) ’ ‘' (9.70)

Szükség van még a P{(pu vektorra és az —u,=— P2xk = P2—xk = Pi^n 
P} P\ P\

skalárra is, amelyek a következőképpen határozhatók meg:

PlPu. =(xt-(dimp,.-l)>-"’X<l) ’ (9-71)

=zn-k +- + pkzn. (9.72)
<I

A teljes FILTER blokk a három (z,x)_u, (z,x)_y és (z,x)„ blokk egyesítése, 

ahol minden blokknak saját (z,x) állapota van, melyet a megadott jelek hajtanak 
meg. A cp és P}(p vektorokban az egyes blokkok egymás után illesztendök, az 
(1/ F, )w skalárban pedig a skalár komponeseket összegezni kell.

A 9.13. ábra szerinti hatásvázlatban külön kell realizálni még a Q(s)l P(s) és a 
Q(s)l(A0(s)Am(s)) átviteli függvényeket is például szabályozó alakban, lásd könyv 
I. kötet 6. fejezet 11 ].

Az MRAC algoritmus megválasztható elemei számára javasolható például a 
következő:
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^1 •“

P2 := Ao

2 “

2^ 2 = 1 => SPR . (9.73)

9.3.3 Diszkrétidejű önhangoló adaptív irányítás
Az STAC különféle megoldásai intenzíven építenek a paraméterbecslés különféle 
módszereire, amelyet a könyv I. kötetének 12. fejezetében tárgyaltunk, 13. fejezeté­
ben pedig rendszer-identifikációra használtunk [1], Itt csak néhány jellegzetes esetre 
térünk ki.

Munkapont becslése
Legyen és a bemenő jel és a kimenő jel munkapontja. Ha a munkapottól 
való eltérésre jó közelítéssel linearizált modell érvényes, akkor áttérve a 

:= u(f) - u(t -1) és a 4ÁO := yW - y(í -1) jelekre, LS-becsléssel meghatá­
rozható az A(q~} )Ay(í) = B(q~')q~J Au(f) + e(t) ARX modell, ha

<pT (í) := (- Ay(t - 1),...,—Ay(t - n^Au^t - d),...,Au(t - d - m))1 (9.74)

ű = ^,...,an,b0,...,bm)T. (9.75)

Adaptív irányításnál a rekurzív paraméterbecsiés összefüggéseit rendszerint A < 1 
felejtési tényezővel alkalmazzuk (általában y(t), itt Ay(t) kell E(í), tXO -ben):

X(r) = P(t - l)^(r)[2 + cpT (t)P(t -1 W)]-‘,

P(í) = [l-/CWr(t)]P(í-l)//l, 
T , (9-76)

E(t) = y(t) - (pr(íW-l),

W) = tXí ~ 1) + K(t)[y(t) - (pT Mt -1)] = -1) +

A lineáris szabályozó kimenetén szükség van az uK esetleg lassan változó munka­

ponti érték hozzáadására, ezért a munkaponti értékeket szintén becsülni kell. A Ö(t) 
paraméter becslése szeparáltan végezhető. Mivel a munkaponttól való eltérés 
y(r) - y^ és u(t) - értékére is érvényes a linearizált modell, ezért a munkaponti 
értékek egy C konstanst eredményeznek, amelyre teljesülnie kell, hogy

y(t) = -a, y(t -1)------- dn y(t -n) +

+bou(t - d) + ••• + bmu(t - d - m) + C, (9.77)

C = (l + Á +- + an)y00-(b0 +- + bm)u00-
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Legyen

y(t) + axy(t-\) + --- + dny(t-n)- 

-bou(t -d)------- bmu(t - d - m),

akkor az egyenlethiba e(t) = L(t) - C, és ezért választható 

tLrn- 
/V 1 k=t-N 

vagy nagy N esetén 

n m
C = (y + ^ai)yw-(Y bi )«oo • (9-80)

í=l í=0

C ismeretében az yoo'=uc(t) választással (zárt körben) vagy az átlagolt 

^oo^——7 értékkel kifejezhető:
N + 1 k^N 

n m
^-[C-U + Y^y™]/^■ (9.81)

i=l i=0

Direkt STAC 
Legyen a SISO rendszer ARMAX modellel jellemezhető:

A(q)y(t) = B(q)u(t) + C(q)e(t), 
(9.82) 

A ’«' )y(t) = B\q~' )u(t -d0) + C' (q~' )e(t),

ahol gr A = grC = n , d0 = gr A- gr B = n-m, e(t) fehér zaj, és tetszőleges A(z) 

polinom reciprok polinomja A'(z) = zgrAA(z~l). A modellben szereplő operátorok

+ + — + anq~n,
B*(q-i)=b0+blq-i+... + bmq-m, 

C\q-')^\+Clq~' +... + cnq-n.

A modell identifikálására javasolható a kiterjesztett legkisebb négyzetek módszer 
(ELS, extended least squares) rekurzív változata, amely esetén

^ = (a....... a„>b0...... bm,cl...... cn)r, 

(t) = (- y] (t -1)..... -y(t - n),u(t - d0)......u(t-d0- m),E(t -1)...... £(t - n)}

Ha a zárt rendszer referencia modellje
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Am(q)y(t) = Bm(q)uc(t) (9.83)

és a szabályozó kétszabadságfokú, azaz

R(q)u(t) = T(q)uc (í) - S(q)y(t), (9.84)

akkor A0(z) megfigyelő polinomot, B = B+B~ faktorizációt és B+(z) kiejthető 
zérushelyeket feltételezve a könyv I. kötet 9. fejezet [1] szerint teljesülnie kell, hogy

ARt +B~S = A0Am, (9.85)

ahol A0,Am.B+,R} normaiizált (monic) és

R = B+R{,

Bm=B~B'm, (9.86)
T = A0B'm.

Szorozzuk meg a (9.85) diophantoszi egyenletet y(r) -vei és vegyük figyelembe a 
(9.82) rendszermodellt, akkor

A0Amy(t) = R}Ay(t) + B-Sy(t) =

= R}Bu(t) + B~ Sy(t) + R}Ce(t) = (9.87)

= B~[Ru(t) + 5y(r)] + R}Ce(t).

Vegyük észre, hogy (9.87) tekinthető a (9.82) rendszer egy másik paraméterezésé­

nek a B" ,RltS -ben szereplő szabályozóparaméterek szerint. Probléma, hogy (9.87) 

nemlineáris B~ paramétereiben.
Egy másik lehetőség, ha az

A0Amy = Ru + Sy + RiCe, (9 gg)

R = B~R, S = B'S

paraméterezésre térünk át, ahol azonban R már nem normaiizált. Ekkor minden 
egyes mintavételi lépésben becsülni kell R,S és R,C paramétereit, meg kell hatá­

rozni R.S közös faktorait, az azzal való osztás után az R(z) és S(z) polinomokat, 
és ki kell számítani a szabályozó aktuális u(j) kimenőjelét Ru = Tuc - Sy alapján. 
A módszer megkerüli a nemlineáris paraméterbecslést, de paraméterezése redundáns 
( B~ paraméterei kétszer szerepelnek), ami konvergencia problémát okozhat. A kö­
zös faktorok biztonságos meghatározása szintén nehézséget okozhat.
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Speciálisan abban az egyszerű esetben, amikor B~ = b0 konstans és b0 előjele 
és d0 alsó becslése ismert, a zárt rendszer referencia modellje b0 / Am. Az Ao 
megfigyelő polinom megválasztása után (9.88) helyére A0Am = Ru + Sy + R} Ce lép, 
ahol azonban R nem normalizált (nem monic).

Minimális varianciájú direkt STAC szabályozás
A 3. fejezetben megismertük, hogy az optimális MVC szabályozás stabil inverz 
rendszer esetén (3.26) és (3.20) szerint

«W = -
n?-1) 
f’«')

yW = - y(0 (9.89)

alakú, ahol S\q '),R*(q ') minimális fokszámú megoldása a

A\q-' )R*(q-') + q^B^q'1 )S\q~l) = B\q~' )C\q~') (9.90) 

diophantoszi egyenletnek. A zárt rendszer ekkor Am(q) = \/ qdn 1 => A‘m(q ’) = 1. 

Az R* := F* jelöléssel R’ = B*R’, ezért B~ -gal egyszerűsítve kapjuk, hogy

A* R* + q~d°S* = C*.

C*y(f) = A*R*y(f) + S*y(t -d0),

= B^^^t - d0) + S*y(t - d0) + R;C*e(t) =

= R\(t - d0) + S"y(t -d0) + R*C*e(t),

y(t) = (f ‘u(t - d0) + S * y(t - d0))+ R^f).

(9.91)

(9.92)

A kimenőjel ilyenkor y(t) = RÍ(q ')e(t), amely egy (d0 -1) -rendű mozgóátlag 
(MA, moving average) folyamat. Az optimális MVC szabályozó kiejti a szakasz 
minden B(z) zérusát, ami az egységkörön kívül fekvő vagy az egységkör közelében 
lévő zérushelyek esetén problémát jelent, mert pontatlanul ismert paraméterek esetén 
instabil rendszert eredményez.

Mozgóátlag STAC szabályozás
A fenti nehézségeken (a szokásos B = B*B~ faktorizáció mellett) segít, ha R*,S 
meghatározása

A'R' +q-doB^S^ =B+*C* (9.93)



250 9. ADAPTÍV IRÁNYÍTÁSOK

alapján történik, mivel ekkor d = gr A- gr B + jelöléssel

y(í) = — (r*u(t - d) + S*y(t - d))+ R^e(t), 
C*

továbbá R* =B+*R*, gr R* =d -1 és a zárt rendszer kimenőjele

y^ = R*^x)e^,

amely most egy (d -1) -rendű mozgóátlag (MA) folyamat.

(9.94)

(9.95)

Közös MV és MA STAC algoritmus
Az MV és MA STAC szabályozások csak d értékében és a zárt körben 
kiegyszerűsített zérushelyek számában különböznek: MV esetén 
d = d0 = gr A - gr B , és minden zérushellyel egyszerűsítünk, MA esetén viszont 

csak d-grA-grB+ zérushellyel. Speciálisan B+* =1 esetén d = grA = n,é$ 
nincs egyszerűsítés semmilyen zérushellyel. A jelek megszűrhetök egy V A^q ’) 

stabil szűrővel, amikor is

a / x
y(t) = (t-d) + S* y f (t - d))+ R\e(t),

C (9.96)

UfW = . 1.. u(t), =
A ) A> (? )

Speciálisan A0=C választás mellett közvetlenül

R* =r0+r}q'+-- + rkq-k ((?97)

S* =s0 +s{ql +-" + stq~l

paraméterei hangolhatok. Aström és Wittenmark megmutatta [28], hogy 40 * 
esetén is korrekt szabályozóhoz konvergáló megoldást kapunk a (9.76) rekurzív al­
goritmussal, ha

y(t) = R*uf (t - d) + S"yf (t - d) + £(t),

ű = (r0,...,rk,s0,...,sl)T,
(p'Xt) = [u f(t - d)„..,uf(t - d - k),y f(t - d)......yf (t-d-l)],

E(t) = y(t)-(p'
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Minden mintavételi lépésben a paraméterek becsült értékéből elő kell állítani az
T?*^-1), operátorokat és képezni kell a szabályozó w(í) kimenetét

nrtto^í?’1)^) (9.99)

alapján. Az alapjel a sztochasztikus szabályozásoknál megismert módon vehető fi­
gyelembe.

9.4 MIMO indirekt adaptív irányítás
Az indirekt adaptív irányítás sémáját a 9.14. ábra mutatja. Az irányítás a következő 
módon jellemezhető:

i) innovációs zajmodell feltételezése,
ii) online identifikáció és állapotbecslés (rekurzív technikával),
iii) online szabályozótervezés minden identifikációs lépés után (pólusáthelyezés, LQ 

optimum, prediktív irányítás stb.).

9.14. ábra. Indirekt adaptív irányítás sémája

Az innovációs zajmodellben a rendszerzaj a mérési zajból az L konstans lineáris 
leképezéssel áll elő:

x(r + l) = Ax(r) + W) + MO, 
y(t) = Cx(t) + e(t).

Az állapotbecslö ezért a következő lehet: 



252 ______________________________ 9. ADAPTÍV IRÁNYÍTÁSOK

x(í +1) = Ax(r) + Bu(t) + L[y(O - £*(01 
'--------------' (9.101)

= Cx(í).

A lineáris rendszer nemtriviális paramétereit helyezzük el egy d oszlopvektor­
ban:

A,B,C,L^d. (9.102)

A rendszer paraméterezésére segítségül hívhatjuk a Luenberger-féle normálalakokat:

i) Ha korábbi kísérletek kiértékelése alapján rendelkezésre állnak a rendszer 
d],d2,---,dm megfígyelhetöségi indexei, akkor tudjuk, hogy hol helyezkednek 
el a Luenberger-féle megfígyelhetöségi normálalakban a triviális 0 és 1, vala­
mint az általános elemek. A d vektorhoz A, B, C megfígyelhetöségi normál­
alakjának általános elemeit és L elemeit rendeljük hozzá megválasztható sor­
rendben.

ii) Ha korábbi kísérletek kiértékelése alapján rendelkezésre állnak a rendszer 
V],v2,...,vr irányíthatósági indexei, akkor tudjuk, hogy hol helyezkednek el a 
Luenberger-féle irányíthatósági normálalakban a triviális 0 és 1, valamint az 
általános elemek. A d vektorhoz A, B, C irányíthatósági normálalakjának álta­
lános elemeit és L elemeit rendeljük hozzá megválasztható sorrendben.

Például, ha a 2-bemenetü és 2-kimenetű rendszer irányíthatósági indexei v, =2 
és v2 = 3, tehát = 2 és cr2 = 5, akkor Luenberger-féle irányíthatósági normál­
alakot feltételezve az állapotegyenlet általános elemeit leképezhetjük például a 
következő módon a de R30 vektor elemeibe:

^21

^26

0 1 0 0 0 0 0
^2 ^4 $ 1 0

A = 0 0 0 1 0 , B = 0 0
0 0 0 0 1 0 0
/7 ^10 *9 'V 0 1

c = ^25 ^24 $23 $22
jÁfl ^29 $28 $27

$15 $20

$14 $19

L = $13 $18 »
$12 $.7 (9.103)
/.I $16.

Az állapotegyenletről ezután áttérünk a lineáris paraméterbecslésnél megszokott 
alakra. Az áttérés elve a következő:

y(0 = /(tM-l), (9.104a)
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= y(0 - y(0 = _ _ ’
T d£^ -

W dű(t-P) dűíd-\)

(pT (r +1) = = + L] = 3S + L + °

dű(t) dű(t) aű_^____, .

dx(t +1)
7 »

dd

253

(9.104b)

(9.104c)

(9.104d)

dx(t + 1) dA x 
------z— = — x(í) + A
^dd dd

dx—̂ + ^u(t) + ~:E(f) ~ ~ LC
dd dd dd ,

:4Jf(í) + ^M(r) + ^£(í) , 
dd dd dd J

(9.104e)

vt

(9.104Í)

= (A-LC)Wk+Mk-LVk. (9.104g)
Mk

Legyen A e (0,1) a felejtési tényező, akkor a szimultán állapot- és paraméterbecslés- 

re a következő rekurzív algoritmus adható l30], [31].

Kgkurzív állapot- és paraméterbecslési algoritmus

(0 = y(0 - yW = y(t) - (pT (tW ' 1)
K(r) = p(t - [A/ + (pT (t)P(t - l)p(0r'

P(t) = [I -K(j)<pT(t)]P(t-V)/A

ű(t) = - 1) + K(t)£(t)

k [dd dd dd

dC .K = — x(t)* dd
=(A-LC)Wk + Mk ~^k

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(f) +

V = —x(í + l) 
k dű

q>T(t + \) = Vk + CWt+l

y(t +1) = Cx(t +1)
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Hátra van még annak tisztázása, hogyan kell a —x stb. alakú deriváltakat szá- 
dű

mítani. Jelölje Ejk azt a mátrixot, amelynek minden eleme nulla, kivéve a j -edik

sor és k -adik oszlop találkozásában álló elemet, amely 1. Mivel

dA
dű dű }k Jk

(9.105)

(9.106)

ezért ha ajk «-> ű. az egymásnak megfelelő elemek, akkor — x 

(row A) x (dim ű) méretű mátrix, amelynek i -edik oszlopa a fenti Ejk x .

Tekintsük ennek illusztrálására a (9.103) szerint paraméterezett rendszert a
Luenberger-féle irányíthatósági alakban, akkor

’o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x2 X] x5 X4 X3 0 0 0 0 0

dA ---- x = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (9.107a)
dű

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 X2 *i *5 x4 *3 5x30

i 0 0 0 0 fi 0 0 0 0 f2
; o 0 0 fi 0 0 0 0 f2 0

dL
—e = 
dű

0 : ° 0 fi 0 0 0 0 f2 0 0 0 (9.107b)

0 fi 0 0 0 0 f2 0 0 0

• ! f i 0 0 0 0 f2 0 0 0 0 M 5x30

dC 
---- x = 0 0 x5 x4 *3 x2 *1 0 0 0 0 0' (9.107c)
dű 0 0 0 0 0 *5 x4 *3 x2 *1. 2x30
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9.5 Robotok önhangoló adaptív irányítása
A robotok dinamikus modelljében szereplő inercia paraméterek (tömegek, tömegkö­
zéppontok, tehetetlenségi nyomatékok) rendszerint nem ismertek, ezért a dinamikus 
modellen alapuló korszerű robotirányítási algoritmusok megvalósításakor szükség 
van ezek megbízható becslésére. Rendszerint választhatók olyan független 
ol,a2,... paraméterek, amelyek a robot dinamikus modelljében lineárisan fordul­
nak elő [20]. Például a könyv I. kötete 5. fejezetében [1] szereplő kétszabadságfokú 
robotkar esetén (az ott szereplő jelölésekkel) paraméterként választható

ax = mxl^ + m2^ + 1^) + ^ + /2.
a2 = m2^c2'

a3=m2lc2+I2, (9.108)
^4 = g(m]lc\ +m2l\\

a5 = gm2lc2'

Ezek a paraméterek lineárisan fordulnak elő a robotkar modelljének Lagrange-féle 
alakjában:

=a, + 2C2a2,
Di2 = a3 + C2a2 =D2l,
^22 =a3’

^111 =0>

^112 = = ^121 = ^122’ (9.109)
^211 = S2a2,
^212 = ^221 =^222 =

ö| = Cxa4 + CX2a5,
D2 = Cl2a5.

Itt az elterjedt rövidített jelöléseket alkalmaztuk, például C12 = cos(^ + q2), ahol 
q, az i -edik csuklóváltozó. írjuk fel a dinamikus modellt

+^Dijkqj)zk + =7,- (9.110)
* * J

alakban, ahol zk később kerül megválasztásra. A fenti paraméterválasztással a di­
namikus modell a következő alakú lesz:
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=Duix + Dnz2 +(.Dll}q} +D121^2)z1 + (DH2éi + Dmq2)z2 + D} =
= («! +2C2a2)zi + (a3 + C2a2)z2 + (-S2a2)(^z2 +z,?2)+ (9.111a)

+(—52íz2 )^2z2 + (C1tz4 + Cl2cx^),

T2- D2{zx+ D22z2+(D2Uq} +D22iq2)Zi +(D212^ + D222 q2)z2 + D2 = [b)
= (a3 + C2a2)zt +a2z2 + (S2a2)qlzl + Cna5.

Az így kapott dinamikus modellt felírhatjuk paraméterektől független y^ jelekből 

álló Y mátrix és a, paraméterekből álló a paramétervektor szorzataként:
J

■yn y12 y13 y14 y15‘

C
N 

c« = 1 , (9.112)
.^21 ^22 ^23 ^24 ^25 _

«4
t2\ 2 /

ahol

K i = Zi ’

K2 =C2(2zj + z2)-S2{qxz2 + z}q2+q2z2),
^13 = ^2>

yl4=c„

r'5=C>2’ (9H3)
y21=o, 

^22 = ^22| +^2?1^1>

^23 = ^1 + ^2>

y24=o,
^25 =G2-

A robot dinamikus modelljét az irányítási törvény és az adaptációs törvény levezeté­
sekor háromféle alakban is fogjuk használni:

H(q)z + h(q,q,z) = T, (9.11^

fí(q)z + C(q,q)z + D(q) = t, ahol C = [C,J, Cik Dijk(q)qj , (9-H4b)
j

Y{q,q,z, 'z)Ct = T. (9.1 l4c^
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Válasszuk meg a konstans A mátrixot úgy, hogy det(s/ + A) = 0 si gyökeire 
teljesüljön Re < 0. Jelölje qd (t), qd (f), qd (?) a csuklóváltozó előírt (desired) 
alapjel időfuggvényét és deriváltjait a robot megtervezett pályája esetén. Akkor ha 
az e = qd - q hibajel kielégíti az é + Ae = 0 differenciálegyenletet, akkor e(f) —> 0 
exponenciálisan A megválasztásával befolyásolható sebességgel. Az alapjel 
időfuggvény helyett bevezetjük annak a hibaintegrál A -val súlyozott értékével kor­
rigált értékét, amelyet referenciajelnek fogunk nevezni:

•- <ld + A J ^d ~

qr=^d+A^d-^ (9.H5)
ír =Qd +A^d

Vegyük észre, hogy az

s =qr-q = qd-q + A(qd -q) = é + Ae (9.116)

választással elegendő biztosítani az irányítási törvénnyel, hogy 5 = 0 állandósuljon, 
mert akkor e(t) 0 exponenciális sebességgel, ami azt jelenti, hogy eltűnik a 
qd (t) és a q(t) hiba egy tranziens után. A következő irányítási törvénnyel, amely 
felfogható a kiszámított nyomatékok módszere (nemlineáris szétcsatolás a csuklók 
terében), a csúszó szabályozás (sliding control) és a PID szabályozás ötvözetének, 
egy tranziens után j(r) = 0 biztosítható [32]. Megjegyezzük, hogy az irányítási tör­
vény ugyan közvetlenül csak PD komponenst mutat a szabályozóban, de ez csak lát­
szólagos, mert az I komponens megtalálható qr -ben. Az irányítási törvény nyoma­
ték kimenetű, amelyet az alsó irányítási hierarchia szinten gyors tranziensű áramsza­
bályozásokkal lehet megvalósítani (DC motorok esetén az áram arányos a nyoma­
tékkai). Az irányítási törvény felhasználja a robot paraméterek aktuális á becslését.

Irányítási törvény:

T-H(q)qr + C(q,q)qr + D(q) + K p(qr -q)+KDs =

= Y(q.q,qr,qr)á + K p(qr -q) + ^ds 1 ’?)

(Kp>0, Kd>0)

A zárt rendszer az irányítási törvénnyel

H(q)q + C(q,q)q + D(q) = H(q)qr +C(q,q)qr + D(q) + Kp(qr -q) + KDs,

ahonnan következik
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Hej = Hqr + Cqr + D + K p(qr - q) + K Ds - Cq - D + (Cg r - Cqr) -

0 (9.118)
= Hijr + (C - Cjqr +(D- D) + C(qr -q) + Kp (qr - q) + Kds.

Megmutatjuk, hogy a zárt rendszer Ljapunov-értelemben stabil. Ljapunov- 
függvényként válasszuk a qr -hez képest értelmezett hiba "kinetikus és potenciális

energiáját" annak analógiájára, hogy a robot kinetikus energiája < Hq, q >, egy k

1 2rúgóállandójú rúgó potenciális energiája pedig — kx :

V -=^<H(q)s,s>+^<Kp(qr -q),qr - q >+~< T(a - á),a - á > . (9.119)

A Ljapunov-függvény r > 0 súlyozó mátrixszal bünteti az a - a paraméterbecslé­
si hibát is. A Ljapunov-függvény deriváltja

íZV _. 1 • „ .. ..---- =< Hs,s > 4— < Hs,s > + < K„(qr - q\qr - q> + 
dl----------------- 2 p r r

+ <r\á-a),a-a>.

Mivel Hs = Hqr - Hq, ezért (9.118) felhasználásával kapjuk, hogy

Hs = (H - H)qr + (C - Cjgr + (D-D)-Kp (qr - q) - K Ds - Cs , 

ahonnan következik 

^-=<(H-H)qr+(C-Cjqr + (D - D) - K (gr - q) - KDs - Cs,s > + 
dt '-------------------- «--------------------- 'Yía-á)

+— < Hs,s > + < Kp(qr -q),qr - q > + < r(á- áj,a - á >=

1 T A
= - < Kds, s > +—< (H - 2C)j, 5 >+ < a - a, Y s + r(á - a) >.

(9.120)

(9.121)

(9.122)

o

Felhasználtuk, hogy H-2C antiszimmetrikus mátrix, ezért kvadratikus alakJa 
tetszőleges változó, így s esetén is azonosan nulla. Ezért választhat

Y s + T(á - áj = 0, ahonnan a = const valódi robot paraméterek esetén 
miatt a következő adaptációs törvényt kapjuk a robotparaméterek hangolására:



9.5 Robotok önhangoló adaptív irányítása________________________________259

Adaptációs törvény:

^=r-xYT{q,q,qr,qr)s. (9.123)
dt

Mivel ekkor

— = -<Kds,s> (9.124)
dt

negatív, ha s*O, ezért V addig csökken, amíg 5 = 0 be nem következik, de ekkor 
a hiba exponenciálisan nullához tart.

Megjegyzés:

i) Minden alkalommal, amikor a robot megfog egy tárgyat (CLOSE), vagy elenged 
egy tárgyat (OPEN), a robot valódi a paramétervektora új konstans értéket vesz 
fel a következő mozgásperiódusra, és az önhangoló adaptív irányításnak egy rö­
vid tranziens után meg kell találnia a jó á becslést.

ii) Bár K p nincs hatással a stabilitásra (kiesik dV /A-ben), az á tranziensére ha­
tással van. Általában a nagy hibák miatt a rotoráram korlátozások megszólalhat­
nak, ha még semmiféle információnk sincs a robot paramétereiről. Kezdetben 
ezért célszerű kikapcsolni Kp -t a hiba hatásának csökkentése érdekében a t be­

avatkozó jelben, és Kp =0 mellett elő-identifikálni a robot szegmensek isme­

retlen inercia paramétereit (nulla vagy névleges teher esetén).

iii) Később, amikor már csak a változó teher miatti kisebb paraméterváltozásokra 
kell reagálni és ezért a hiba is kisebb, Kp -t célszerű bekapcsolni a paraméter­

hangolás tranziens idejének csökkentése érdekében.
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Ebben a fejezetben az optimum általános analitikus feltételeit vizsgáljuk a funkcio­
nálanalízis módszereivel skalárértékű és nem skalárértékű (vektor, mátrix, halmaz 
stb. értékű) optimalizálási kritériumok esetén. Az eredmények alkalmazását az irá­
nyítástechnikában néhány példa keretében mutatjuk be (folytonosidejű LQ optimali­
zálás, Kalman-szűrő, halmazkritérium szerinti optimalizálás).

A funkcionálanalízis használata nem öncélú, hanem a problémakör általánossá­
gának következménye. Ez a rész feltételezi a topológikus terek, a funkcionálanalízis 
és a valós függvénytan alapfogalmainak és néhány alapvető eredményének ismere­
tét. A valós függvénytan területéről feltételezzük a mérhető halmaz, mérték és a Ra- 
don-Nikodym-tétel ismeretét. Mérhető halmaz alatt mindenütt Lebesgue-mérhető 
halmazt, mérték alatt pedig Lebesgue-mértéket fogunk érteni (jelölése 2( )). A 
topológikus terek területéről feltételezzük a nyíltság, zártság, kompaktság, környezet 
és környezetbázis, folytonosság, lineáris topológikus tér és lokálisan konvex lineáris 
topológikus tér fogalmának ismeretét. A funkcionálanalízis területéről feltételezzük 
a funkcionál, duális tér, norma, lineáris normált tér, korlátos lineáris operátor, 
Banach-tér, skalárszorzat és Hilbert-tér fogalmának, a Hahn-Banach-tétel algebrai 
alakjának és a Banach-féle nyílt leképezési tételnek az ismeretét. A topológikus te­
rek és a funkcionálanalízis fontosabb definícióit és összefüggéseit az F4. függelék­
ben foglaltuk össze. A fejezet nem bizonyított tételeinek és lemmáinak részletes bi­
zonyítása megtalálható Lantos [19] munkájában.

10.1 Optimalizálás skalárértékű kritérium esetén
A klasszikus varációszámítás eredményeihez képest a reális vezérlési feltételeknek 
eleget tevő irányítási problémák vizsgálatára Pontrjagin maximum-elve [33] és 
Bellman dinamikus programozási módszere [34] hozták meg az első átütő erejű el­
méleti eredményeket. Ezt követően intenzív elméleti kutatómunka indult meg, 
amelynek eredményeként több általános módszer is kialakult, amelyek közül itt 
először néhány már klasszikussá vált módszer elvét röviden összefoglaljuk.

Dubovickij és Miljutyin [35] az optimum szükséges feltételeinek meghatározásá­
ra alkalmas módszert dolgoztak ki Banach-térben adott optimalizálási feladatok 
esetén. Módszerüket Girszanov [36] lokálisan konvex lineáris topológikus terekre 
általánosította. Bár a két forrás a részletkérdések tekintetében lényegesen eltér egy­
mástól, alapötletük - a minimalizálandó funkcionál és a korlátozások approximáci­
ója kúpokkal - közös. A "Dubovickij-Miljutyin-Girszanov" elnevezés alatt a 
Girszanov-féle tárgyalásmódot fogjuk érteni. A módszernek alapvető előnye más 
módszerekkel szemben, hogy differenciálegyenletet is megenged az egyenlőség 
alakjában adott korlátozások között. A dinamikus optimalizálási probléma a folyto-
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nos állapot trajektóriák és a lényegében korlátos irányítások Banach-terében tárgyal­
ható. A módszernek hátránya, hogy csak egyetlen korlátozásnál engedi meg az app­
roximációt érintő iránnyal. Másrészt, az érintő irányok meghatározásának alapja a 
Ljusztemyik-tétel [46], amely csak akkor alkalmazható, ha a Fréchet-derivált képtere 
a teljes tér. Az ettől eltérő "szinguláris" esetekben pótlólagos vizsgálatok szüksége­
sek. A vezérlésre vonatkozó korlátozás egy A absztrakt halmaz alakjában vehető fi­
gyelembe.

Neustadt az optimalizálandó funkcionált és a korlátozásokat konvex halmazokkal 
approximálta az optimum helyének környezetében [37], Az approximáció az opti­
malizálandó funkcionál és a belső ponttal rendelkező korlátozások esetén belső kúp, 
minden más esetben pedig elsőrendű konvex approximáció. A belső kúp a 
Dubovickij-Miljutyin-Girszanov-módszer terminológiájában a csökkenési és a 
megengedett irányok kúpjainak metszete, kiegészítve a csúccsal. Előírás, hogy a 
belső kúp konvex legyen. Neustadt a lokális optimum általános szükséges feltételét 
egy szétválasztási tétel alakjában adta meg, amelyet a kanonikus optimalizálási 
probléma vizsgálatánál használt fel. A kanonikus optimalizálási feladatban a mini­
malizálandó funkcionál nem szükségképpen a teljes térben definiált, és a korlátozá­
sok egyenlőtlenségek, egyenletek és egy további A absztrakt halmaz révén adottak. 
Neustadt a kanonikus optimalizálási feladatban szereplő leképezések differenciál­
hatóságát helyettesítő különböző (ún. regularitási) feltételek teljesülése esetén meg­
adta a lokális optimum szükséges feltételét.

A Canon, Cullum és Polák által vizsgált optimalizálási feladatban [38] a korláto­
zás (egy vektorértékű függvény révén adott) egyenlet és egy további halmaz alakjá­
ban adott, az utóbbit az optimum helyének környezetében kanonikus approximáció­
jával helyettesíti. Az optimum szükséges feltétele egy alapfeladatra lett kidolgozva 
lineáris topológikus térben, amelyben az egyik korlátozás egy A absztrakt halmaz 
lehet. A Canon-Cullum-Polak-módszer használatát dinamikus rendszer esetén 
megnehezíti, hogy az egyenlőtlenségek alakjában, vagy az állapotegyenlet és vezér­
lési korlátozás alakjában adott korlátozások csak az A halmaz révén vehetők figye­
lembe. További nehézséget jelent, hogy az A halmaz approximációjakor biztosítani 
kell a kanonikus approximációban szereplő bizonyos függvények folytonosságát és 
az egyenletes konvergenciát, ezért folytonos állapot trajektória és lényegében korlá­
tos irányítás esetén is (Banach-tér helyett) egy alkalmas lokálisan konvex lineáris 
topológikus térben kell megfogalmazni az optimalizálási problémát.

Hestenes olyan optimalizálási feladatot vizsgált, amelyben a minimalizálandó 
funkcionál és a korlátozást (egyenlőtlenségek és egyenletek alakjában) definiáló le­
képezések egy közös A absztrakt halmaz felett vannak értelmezve, amely azonban 
nem szükségképpen van ellátva topológiával [39], Hestenes a leképezéseket derivált 
halmazzal approximálta az optimum helyének környezetében, és az optimum szük­
séges feltételének meghatározását egy szétválasztási problémára vezette vissza 
végesdimenziós térben. Az optimum szükséges feltételét az általános multiplikátor 
szabály alakjában adta meg. Hestenes módszerének használatakor nehézséget jelent. 
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hogy nincs általános séma a derivált halmaz meghatározására és a definíciójában 
szereplő feltételek kielégítésére, dinamikus rendszer optimalizálásakor pedig az ál­
lapotegyenlet, valamint az állapot trajektóriára és a vezérlésre vonatkozó korlátozá­
sok csak az A halmaz révén vehetők figyelembe, továbbá a derivált halmaz megvá­
lasztásakor a differenciálegyenlet karakterisztikus függvényének számos speciális 
tulajdonságát ki kell használni a derivált halmaz konstrukciójához szükséges felté­
telek belátásához.

A globális optimum elégséges feltételét végesdimenziós térben Kuhn és Tucker 
a Lagrange-funkcionálra vonatkozó nyeregpont feltétel alakjában adta meg [40]. 
Girszanov megmutatta, hogy ez a feltétel Banach-térben is igaz [36]. Továbbá ha a 
célfüggvény és az egyenlőtlenség alakjában definiált korlátozások konvexek és si­
mák, az egyenlőség alakjában adott korlátozás folytonos lineáris funkcionálok révén 
van definiálva, az A absztrakt halmaz alakjában adott korlátozás konvex és belső 
ponttal rendelkezik és teljesül az ún. Slater-feltétel, akkor a Lagrange-funkcionálra 
vonatkozó nyeregpont feltétel a globális optimumnak szükséges feltétele is. A pót­
lólagos feltételek teljesülése esetén a lokális optimum szükséges feltétele egyben a 
globális optimumnak az elégséges feltétele is.

10.1.1 Optimalizálás lineáris topológikus terekben
A gyakorlatban előforduló extrémum problémák a következő általános modellre 
vezethetők vissza: A Q absztrakt halmazon adva van az FIS-ÍR' funkcionál. 

Meghatározandó azon x0 g Q, amelyre E(x0) = min F(x) teljesül.

A Q halmaz általában egy bővebb halmaznak része és korlátozások definiálják. 
A korlátozások a legváltozatosabb típusúak lehetnek, leggyakrabban azonban 
egyenlőtlenségek és egyenlőségek (pl. differenciálegyenlet) alakjában adottak. Eb­
ben a pontban feltesszük, hogy a Q halmaz egy lineáris topológikus tér része és a 
korlátozások száma véges. Célunk az extrémum szükséges feltételeinek meghatáro­
zása. A korlátozásokat bizonyos értelemben kúpokkal fogjuk approximálni az 
extrémum közelében. Az extrémum szükséges feltétele a konjugált kúpokból való 
folytonos lineáris funkcionálok közötti összefüggés alakjában fog adódni. Ez az ösz- 
szefüggés eléggé általános lesz ahhoz, hogy segítségével a konkrét gyakorlati prob­
lémák során az extrémum szükséges feltételei viszonylag egyszerűen levezethetők 
legyenek.

Definíció (csökkenési irány); Legyen (E,t) lineáris topológikus tér, xogE és 

F:E-> Rl. Azt mondjuk, hogy he E az F(x) funkcionál csökkenési iránya az 

x0 pontban, ha létezik 0g E-nek olyan V környezete és olyan a<0 és £0 >0 

valós szám, hogy minden h g h + V és 0 < e < £0 esetén
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f(x0 +Eh)<F(x0) + ea. (10.1)

10.1 Lemma: A csökkenési irányok Kcs = {he E: h csökkenési iránya F -nek az 
x0 pontban} halmaza a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

1) Kcs nulla csúcspontú nyílt kúp.
2) Ha heKcs és létezik az F\x0,h) iránymenti derivált, akkor F {xQ,h) <0 .
3) Ha F{x) Lipschitz-feltételt elégít ki az x0 pont egy környezetében és 

F\x^h) < 0 , akkor he Kcs.
4) Ha F(x) konvex és folytonos funkcionál, akkor létezik az F'(x0,h) iránymenti 

derivált, a csökkenési irányok kúpja pedig a Kcs = {he E: F'{x0,h) < 0} konvex 
halmaz.

5) Ha Fj (x) konvex és folytonos funkcionál, i = 1,..., n , és F(x) = max F, (x), ak­

kor a csökkenési irányok kúpja a Kcs ={he E:Vie /esetén F'(x0,h) < 0} kon­

vex halmaz, ahol / = {íe :F,(x0) = F(x0)}.
6) Ha E lineáris normált tér és létezik az F'(x0) Fréchet-derivált, akkor a csökke­

nési irányok kúpja Kcs ={he E : F'^x^h < 0} és Kcs konvex halmaz.
7) Ha E lineáris normált tér és létezik az F'(x0) Fréchet-derivált, z = l,...,n , és 

Fix) = max F, (x), akkor Kcs = {he E:Vie Iesetén F'(x0)h < 0} a csökkenési 

irányok konvex kúpja, ahol / = {z g {1,...,n}:F, (x0) = F(x0)}.
8) Legyen xgC‘[0,T], F(x) = max |x(í)|, akkor Vx0,he C’[0,T] esetén 

OítíT'
3F\x0,h) iránymenti derivált és

... Í|*h>^=o6c'[o,n
X°’ max [Zz(r) sign (x0(í))], ha x0 *0g C'[0,T], 

. t^R

ahol /? = {zg[O,T]:|xo(O| = F(xo)}.

T
9) Legyen E = C"[0,T]x^[0,T], D(F) = E, F(x,u) “ J 0(x(r), u(r), r) í/r és 

o
elégítse ki a folytonosság, mérhetőség és korlátosság tekintetében a 

következő (Cl) feltételeket:
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i) majdnem minden (m.m.) rögzített íg[0,T] esetén (px(x,u,t) és </>u(x,u,t) 

egyenlő mértékben folytonosak (x,«)-ban minden Kí xK2 czRnxRr kom­
pakt halmaz esetén,

ii) minden rögzített (x,u)eRnxRr esetén </>(x,u,t),</>x(x,u,t),(/)u(x,u,t') 
mérhető függvényei t -nek,

iii)minden korlátos FxGcR"xRr halmaz esetén létezik olyan k valós 
szám, hogy minden (x,u)eFxG és m.m. íg[0,T] esetén |^(x,m,í)|<Z: , 

|^r(x, w,r)|<k és |0I( (x, m,z)| <k .

Akkor minden (x0,m0)g E esetén létezik az F'(x0,m0) Fréchet-derivált,

T
F'(x0, uq )(x, ü) = j [< (x0 (r), u0 (r), t), x(r) > + < (x0(f). Mo )> 0,«(0 >] dt, 

0
(10.3)

és az (x0,w0) pontbeli csökkenési irányok konvex kúpja

Kcs = {(x,ü)g E\FXxo,uo)(x,ü))<O}. (10.4)

Definíció (megengedett irány): Legyen (E.t) lineáris topológikus tér, QcE és 
x0 g £. Azt mondjuk, hogy he E megengedett irány a Q halmaz számára az x0 
pontban, ha létezik 0g £-nek olyan V környezete és £0 >0 valós szám, hogy 

minden heh + V és 0 < £ < £0 esetén x0 + £ h g Q .

10.2 Lemma: A megengedett irányok Km = {he E: h megengedett irány a Q hal­
maz számára az x0 pontban} halmaza a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

1) Km nulla csúcspontú nyílt kúp.
2) Ha x0 £ Q , akkor Km = 0, és ha akkor Km = E. Speciálisan, ha

F:E-*R', A valós szám és g = {xg £:F(x) < A), akkor F(x0)>A esetén 

Km = 0, és F(x0)< A esetén Km=E.
3) Ha F;E^R' és Q = {xg E:F(x)SF(x0)}, akkor ha Kcs jelöli az F(x) 

funkcionál csökkenési irányainak kúpját az x0 pontban, Km pedig a Q halmaz 

megengedett irányainak kúpját az x0 pontban, akkor Kcs c Km .
4) Teljesüljön a következő feltételek közül valamelyik:
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i) Elégítsen ki az F:E-^Rl funkcionál az x0 pont egy környezetében 
Lipschitz-feltételt, és létezzen minden he E estén az F\x0,h) iránymenti 

derivált, F\x0,-) legyen konvex funkcionál és létezzen heE, hogy 

F\x0,h) <0 •

ii) Legyen az F: E —> R' funkcionál konvex és folytonos, és létezzen xe E, 
amelyre Fix) < F(x0).

iii)Létezzen az F.E-^R' funkcionálnak az F'^Xq) Fréchet-deriváltja és le­
gyen F'(x0) 0e E'.

Akkor a Q = {xe E : F(x) F(x0)} halmaz x0 pontbeli megengedett irányainak 
Km konvex kúpja

Km ={he E:F'(x0,h)<0}. (10.5)

5) Ha a Q c E korlátozás konvex halmaz és x0 e Q , akkor

Km = {2(x-x0): 2 >0 valós szám és xe Q°}. (10.6)

n
6) Ha g = P|g, .és jelöli a Q, illetve K^1 jelöli a g, halmaz megengedett 

í=i
irányainak kúpját az x0 pontban, akkor

dó.?) 
m

Definíció (érintő irány): Legyen (E, r) lineáris topológikus tér, Q c E és x0 e E. 
Azt mondjuk, hogy he E érintő iránya a Q halmaznak az x0 pontban, ha létezik 
£0 > 0 valós szám és olyan r: (0, £0) -> E leképezés, hogy

1. x(£) ■= Xq + Eh + r(E) e Q minden 0 < £ < e0 esetén

2. Oe E minden V környezete esetén létezik olyan 0<70(V)<£0 valós szám, 

hogy — r^eV minden 0<£<z/0(V) esetén.

10 .3 Lemma: Az érintő irányok K,={heE : h érintő iránya a Q halmaznak az 
x0 pontban} halmaza a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

1) Ke nulla csúcspontú kúp.
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2) Legyen E és E} Banach-tér, (p.E-*E} leképezés, ^(xo) = Oe E}. létezzen a 

p'(x) Fréchet-derivált az x0 pont egy környezetében és legyen (p\x) folytonos 
ebben a környezetben, továbbá teljesüljön R (^'(x0 )) = E,. Akkor a 
Q = {xe E:(p(x) = 0} halmaz x0 pontbeli érintő irányainak kúpja a 
K = Kér ^'(x0) konvex halmaz (altér).

3) Legyen E = Cn[0,7']xL;[0,7’], E1=Cn[0,T], f =: Rn xRr x[0,T] -> Rn le­

képezés, ce Rn. Tekintsük az x = f(x,u,t), x(0) = c kezdeti érték problémát 
t

az F:E^Ef leképezés és az F(x,t<)(í):=x(í)-c-J/(x(t),m(t),t)Jt, 
o

^[O,?] definíció segítségével a Q = {(x,u)e E:F(x,u)-Qe E^ integrál­
egyenlet alakjában. Elégítse ki az /(x,«,í> függvény a (Cl) feltételeket. Akkor 
a Q halmaz (x0,«0)eg pontbeli érintő irányainak konvex kúpja (altere)

t

Ke ={(x,ü)e E:x(í) = J[fx(x0(r),u0(t),t)x(t) +fu (x0(r),u0(t),t)ü(t)]dl}.
o

(10.8)

Ha Q bővül az x(T} = dtR" végérték feltétellel, akkor Ke bővül az 

x(T) = 0e R" végérték feltétellel.
4) Legyen E Banach-tér, x0&E, Fj'.E—^R^ funkcionál, Ft(x0) — 0, létezzen az 

F-(x) Fréchet-derivált és F'(x) legyen folytonos az x0 egy V környezetében, 
n

i = . Teljesüljön továbbá, hogy ^A,F)(xo) = Oe E <=> A, =0,í-l,...,n.
1=1

Akkora 0 = {xe E:F,(x) = 0, í = halmaz x0 pontbeli érintő irányainak 

konvex kúpja

K, = Q Kér F/(x0). (109)
/■i

5) Legyen E Banach-tér. f^E'. b, valós szám, C, :={-te> fc,), 

J-t.n. ......Akkor 7=0

>1
esetén Kt = E, J * 0 esetén pedig
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Ke^[}{heE-.fjw>0}. (10.10)
j^J

Definíció (konjugált kúp): Legyen (E,t) lineáris topológikus tér, KcE nulla 

csúcspontú kúp. Akkor a K* = (f g E':minden xg K esetén /(x) > 0} halmazt a K 
kúp konjugált kúpjának nevezzük.

10.4 Lemma: A K* konjugált kúp a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

1) Ha K c E altér, akkor K* = {/g E': minden xg K esetén/(x) = 0}.
2) Legyen /^OgE', ÁT, :={xg E:/(x) = 0}, E2 :={xg E:/(x)>0} és 

K3 :={xg E:/(x)>0}. Akkor K* ={#:-°°< A<«}, K2 = {# :0<A<M 

és Kj = Kj.

3) Legyen QcE konvex, x0 g Q és teljesüljön minden xgQ, x^x0 és 

0<2<l esetén Ax + (1 - 2)x0 g Q. Legyen Q* :={/g E': minden xgÖ 
esetén /(x)> /(x0)}. Jelölje Km a Q halmaz x0 pontbeli megengedett irá­

nyainak, Ke pedig az x0 pontbeli érintő irányainak kúpját, akkor

i) k;=q\
ii) ha 2° 0 , akkor Kj =Q*.

4) Legyen E Banach-tér, JEeE', bj valós szám, Q:={xe E:fj(x)Zbj’ 

j = . Legyen x0 határpontja Q-nak, jelölje a Q halmaz x0 pontbeli

érintő irányainak kúpját Ke és legyen

J = 1......<10J1)

Akkor K* -M*.

5) Legyen (E,t) lineáris topológikus tér, K = LtnE, ahol L, c E zárt altér és 

L2 c E végesdimenziós altér, akkor K' =L\ +L*2.

Definíció: Legyen (E,r) lineáris topológikus tér, xogE, Q^E és F: E -* 
funkcionál. Azt mondjuk, hogy

i) b (x) helyesen csökkenő az x0 pontban, ha Kcs nem üres konvex halmaz,
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ii) az F(x) funkcionálra vonatkozó, egyenlőtlenség alakjában adott Q korlátozás 
helyes az xQ pontban, ha Km nem üres konvex halmaz,

iii)az F(x) funkcionálra vonatkozó, egyenlőség alakjában adott Q korlátozás he­
lyes az x0 pontban, ha Ke nem üres konvex halmaz.

Definíció (lokális minimum): Legyen (E,t) lineáris topológikus tér, QcE és 

F:E^R] funkcionál. Az mondjuk, hogy F(x)-nek lokális minimuma van az 
xoeQ pontban, ha x0 -nak van olyan U környezete, hogy

F(x0) = min {F(x) :xe Q H U]. (10.12)

10.1 Tétel (Dubovickij-Miljutyin [36]): Legyen (E, t) lineáris topológikus tér és 

legyen az F:E-^R{ funkcionálnak a Q = ^”^Qj halmazon lokális minimuma az 

x0 e Q pontban. Legyen F(x) helyesen csökkenő az x0 pontban, és jelölje a 
csökkenési irányok kúpját. Legyenek az egyenlőtlenség alakjában adott Qt korláto­
zások helyesek az x0 pontban, i = l,...,n , és jelölje Á', a 2, halmaz megengedett 
irányainak kúpját az x0 pontban. Legyen továbbá az egyenlőség alakjában adott 
Qn+I korlátozás helyes az x0 pontban, és jelölje Kn+X a Q„+x halmaz érintő irá­

nyainak kúpját az x0 pontban. Jelölje K* a Kt konjugált kúpját. Akkor létezik

i = 0,...,n +1, hogy nem mindegyik /, nulla, és amelyre teljesül az

fo + fi + '” + fn+i = 06 E' Euler-Lagrange-egyenlet, (10.13)

továbbá

#0e E',ha #0. (10.14)
;=o

10.1.2 A statikus optimum szükséges feltétele skalárértékü kritérium 
esetén Banach-térben
A tételek megfogalmazásakor az A konvex halmazról feltesszük, hogy kielégíti a 
következő, a továbbiakban tömören (FA) feltételként hivatkozott elvárásokat.

(FA) feltétel: Legyen E Banach-tér, A c E konvex halmaz, x0 € A rögzített, és 
teljesüljön az alábbi két feltétel közül valamelyik:
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i) A° 0 (A -nak van belső pontja)
ii) 3fjEE' és bj-e R', j = hogy A = {x& E: fJ(x)>b], j =

továbbá a J :={je fj(x0') = bj} jelölés mellett

XV; =0r , Xj >0, je J « X} =0, je J . 
j^J

Vegyük észre, hogy az (FA) feltétel teljesülése esetén vagy belső pontja van A -nak, 
vagy pedig folytonos lineáris funkcionálokkal definiált félterek metszete (“polié­
der”). Az utóbbi esetben azon funkcionálok, melyekre x0 a féltér határán van, 
nemnegatív együtthatók mellett lineárisan függetlenek. A 10.1 Dubovickij- 
Miljutyin-tételből következik a lokális minimum következő szükséges feltétele.

1 0.2 Tétel: Legyen E Banach-tér, x0 e E, k és n természetes egész, F, :E R' 

funkcionál, amelynek létezik és folytonos a Fréchet-deriváltja az x0 egy V környe­
zetében, i = 0,..., n + k , Ad E konvex és kielégíti az (FA) feltételt. Legyen

2 = {xe E: F, (x) < 0, í = l,...,n; F,(x) = 0, i = n + 1,...,n + k; xe A} (10.15)

a korlátozás, x0 e Q és létezzen x0 -nak olyan U környezete, hogy

min F0(x) = F0(x0). (10.16)

Akkor léteznek olyan 2, számok, i = 0......n + k , hogy

1) 2 := (20,..., 2„+t) # 0
2) 2, >0, i = 0,...,n és 2,FI(xo) = O, i = l......n, 

n+k
3) /(x):= ^2, F/(x0)x összefüggéssel definiált f e E’ folytonos lineáris 

í=0
funkcionálra teljesül

Vxe A =>/(x) >/(x0). (10.17)

Megjegyzés:

Az A konvex halmaz a megengedett irányok Km kúpjával jellemezhető. A Km 
konjugált kúp tulajdonságai közül az (FA) feltétel i) esetében a konjugált kúp 3) tu­
lajdonsága, az (FA) feltétel ii) esetében pedig a konjugált kúp 4) tulajdonsága volt 
kihasználható, lásd 10.4 lemma.
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A 10.2 tételnek speciális esete a Kuhn-Tucker-tétel és a Lagrange-multiplikátor sza­
bály, lásd a könyv I. kötet 12. fejezetét [1].

10. 1.3 A lokális maximum elv
Tekintsük a dinamikus optimalizálási feladatot rögzített [0,7] időintervallum és 
skalárértékű kritérium esetén. Feltesszük, hogy a dinamikus rendszer állapotegyenlet 
alakjában adott, a vezérlési intervallum kezdeti és végpontjában adva van az állapot­
változók értéke (c,d), a vezérlésre vonatkozó feltétel egy M absztrakt halmaz 
alakjában adott, a célfüggvény pedig integrál alakjában definiált funkcionál.

10.3 Tétel (lokális maximum elv): Legyen E = C'1[0,7]x72>[0,7], 

<j>-.Rn xRr x^T]-* Rx, f:Rn xRr x[0,T]-^ Rn, és elégítse ki 0 és f a (Cl) 
T

feltételt. Legyen F.E-^R' és F(x,u):= J^(x(t),w(í),r)í/r, McRr konvex hal- 
o

máz és M° *0, c,deRn. Vezessük be a következő jelöléseket:

2] = {(x,m)g E:u(t)e M m.m. te [0,7'] esetén},

22 ={(x,w)e E:x(t) = c +j/(x(T),M(T),T)Jr Vre[0,7] esetén, x(T) = d}, 
o

Q = Qi ^Q2.

Legyen (x0,w0)g2 és létezzen (x0,u0)-nak olyan V környezete, hogy 

min{F(x,u) :(x,w)e 2 n V) = F(x0,w0). Akkor létezik AqgE^Ao^O és 

V : [0,7] -> Rn abszolút folytonos függvény, hogy

1. a Aq szám és a ^( ) függvény közül nem mindkettő nulla,

2 l^ = _yí*(Xo(í)iMo(f)ií)íí<(f) + 2o^(x()(í),Mo(í),t) m.m. te [0,7] esetén, 
dt

3. < -fu (x0 (r), M0 (t), t)y/(t) + Ao0„ (x0 (t), u0 (o, t), u - Uq (t) > 0 minden u e M 
és m.m. te [0,7] esetén.

Bizonyítás:

I. Az F(x,u) funkcionál (x0,u0) pontbeli csökkenési irányainak Ko konvex 
kúpja a (10.3-4) összefüggés szerint számítható. Ha Ko*0, akkor a 10.4 
lemma szerint
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K*o={foeE':
T

fo(x,M ) = -Aq j[<(x0(í),Uq(í),0,x(t) > + <</>u (x0(í),m0 (í),í),ü(0 >]dt, 
0

20>0}.

Kq = 0 esetén az integrál nulla.

II. Mivel M c Rr konvex halmaz és M° *0, ezért Qt = C"[0J]xA alakú, 

ahol AcíUOJ] konvex halmaz és A° *0, tehát Qt konvex halmaz E- 

ben és 2]°*0. Ezért Q} (x0,u0) pontbeli megengedett irányainak konvex 

kúpja (10.6) szerint K} = {2(x- x0,u -u0):(x,u)e Cn[0,7']x A°,A >0}, és a 

10.4 lemma 3) pontja szerint

={(0,/2): /2(m)>/2(m0), /2e ^[O.rr, ue A}.

III. Tegyük fel, hogy minden olyan ^^0gC"[0,T], (/:[0,7"]-> Rn abszolút 
folytonos függvény esetén, amelyre m.m. [0,7’] esetén teljesül 

~!'^ = ~/.t*(xoW,“oW,7)</(í)> létezik / c [0,7’], hogy A(/)>0 és minden 
dt

tel esetén /u‘(x0(r),H0(t),r)^(t) #0e Rr. Akkora Q2 halmaz (x0,u0) 
pontbeli érintő irányainak altere a 10.3 lemma 3) pontja szerint K2= n L2 

alakú, ahol L2 = {(x,m)g E:x(T) = 0g R"} végesdimenziós altér, ezért a 10.4 

lemma szerint K2 = L* + L*2. Mivel L2 végesdimenziós, ezért 
n

L2 = {£'V<(7'):^ e ' = 1, •••>«]• 
(=1

IV. Tegyük fel, hogy Ko *0 és K2 + L’2 .A 10.1 Dubovickij-Miljutyin-tétel 

szerint van olyan foe Kq, /, g K*, f2 g L\ és /3 g L2, amelyek nem mind 
egyenlők 0g E'-vel, és amelyekre minden (x,m)g E esetén teljesül

/o (x- “) + /i (x>«) + fi (X’ + fi (*•«) = 0 •

Legyen mg L^[0,7'] tetszőleges. Az 

t
) = f [ fx (x0 Uq T)x(T) + fu (x0 (r), Mo (T), T)Ü(T)] dt, t G [0, T]

0
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integrálegyenletnek létezik egyértelmű x = x(u)e Cn[0,T] megoldása. Mivel 
(x(ü),ü)e és 1] altér, ezért /2(x(w),m) = 0. Másrészt f} = (0,h) alakú, 

ahol he ^[O,?]' és /i(m)>/i(m0) minden üe A esetén. Legyen a továbbiak­
ban üe A, x = x(ü), akkor

f0 (x, ü) + /] (x, ü) + /3 (x, ü) = 0,

amiből következik
T

h(ü) = J [< (*o (0. «o (0.0. x(t) > + < ^„ (x0 (í), m0 (0, 0,« W >] dt - 
o

-<a,x(T)> 

ahol ae Rn. Elégítse ki ^(í) m.m. te [0,7] esetén a

^7— = -fx Uo w. u0 (r), Mt) + (x0 (t), UO (r), t), y(T) = a
dt 

differenciálegyenletet. Parciálisán integrálunk:

T

A> J < (xo W,u0(í),t),x(0 >dt- < a,x(T) >= 
o

= í< + f* (x0 (t), u0 (í), t)^t), x(t) >dt-<a, x(T) >=
o dt

= < ^(t), x(t) - j < ^(t), >dt +

T
+ J < ^(0. fx (*o U0 (f)’ > dt~ < a' >=

0
r dx(t)

o dt
-/Jxo(í).Wo(O.íWt)>^ =

T

= -J< /; (XO (t), u0 (t),t)^(t), ü(t) > dt,
0

ahonnan következik
r

h(ü) = J < -f* (x0 (r), u0 (t),t)^t) + (xo (0, «o (0. t),u(t)>d,.
o
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De akkor minden u e A esetén

T
j < -f* (x0 (t), m0 (r), r W) + (x0 (r), «0 (r), t), -uo(t)>dt>O,
o

ahonnan következik, hogy minden ueM és m.m. te[0,T] esetén

<-fŰ (*o W, “o (0.* W) + (*o (0. «0 (0. tf u-u^t)>>G.

Ha 20 = 0 és y/(t) = 0 lenne, akkor következne h(ü) = 0 minden m e A ese­

tén és A0 0 miatt h = 0 e (lf, f, amiből következne f0, f{, f2, = 0 e E 
is, ami ellentmondana a 10.1 Dubovickij-Miljutyin-tételnek. Ezzel az el nem 
fajuló esetre a tételt bebizonyítottuk.

V. Tegyük fel, hogy Ko = 0 és K2 = L* + L*2. Akkor I) szerint
T
J[<(x0(í),M0(í),t),x(t) > + <0u(x0(í),u0(r),t),ü(t) >]dt = 0 V(x,h )6 E 
0
esetén. Legyen ^(t) megoldása a

^) = 0e Rn 
dt

differenciálegyenletnek, továbbá legyen Tie Lr̂  [0, T] tetszőleges és x = x(«) 

megoldása az

t
x(f) = J [/x (x0 (r), u0 (r), t^x^ + fu (x0 (T), UO (T), T)ü(T)] dT, t e [0, T]

o

integrálegyenletnek, akkor

T
f < (*o (0. «o (0>f), x(t) >dt = 
o

r dw(C) *
= J < —;— + fx (x0 (í), m0 (r), í)^(í), x(t) >dt =

0 dt
T

= -J < fŰ Uo W. «o 0^(0, ü(t)> dt,
0

ezért
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T
J< ~fÚ(*oW,«0(0. Wf) + <pu (x0(t),u0(r),t),ü(t) -uo(t)>dt = O
0

minden MeL^JO.T] esetén. Mivel a skalárszorzat bal oldali tényezője is

74 [0,7] -beli, ezért m.m. re [0,7] esetén

- fÚ(*o(0,»o(0.*W) + (*o(0,«o(0,t) = 0eRr.

Legyen Aq = 1, akkor minden ueM és m.m. te [0,7] esetén

<-fú(*oW-uo(0»? W) + ^</>u(x0(t),u0(t),t), u-u0(t)> >0.

VI. Tegyük fel, hogy III)-mal ellentétben létezik ^*0g C"[0,7] abszolút folyto­
nos függvény, hogy m.m. t g [0,7] esetén

^^=-fúM),u0(t),tMt),
dt

fÚ(xo(t),uo(t),t)^t) = OeRr.

Akkor Aq =0 választással minden ueM és m.m. te [0.7] esetén

< ~fÚ (*o (0, «o (0.0^(0 + AA (*0W> «o 0, u-u0(t)>>0.

Következmény: Vezessük be a következő jelölést:

H(x, u, í) :=< f(x, u, t), > -^(x, u,t), (10.18)

dH
^ = -3-- (10.19)dx

Akkor a tétel állítása átfogalmazható a következő alakra:

Minden ue M és m.m. te [0,7] esetén

<-W,,(xo(r),Mo(O.^(O.O,«-«O(O> £0. (10.20a)

A 10.2 tétel alapján tudjuk, hogy annak szükséges feltétele, hogy u0(t)e M és V 
környezete u0(t) esetén

min{-// (x0 (t), u. ^t),t):ueM^V} = -H(x<l (t), u0 (t), ^(t), t) (10.20b) 
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teljesüljön, az, hogy -Hu(x0(í),m0(í),(/(í),í) támaszfunkcionálja legyen az M 
halmaznak az w0(í) pontban. Ezért a tétel állítása úgy is megfogalmazható, hogy ha 
(x0,m0) megoldása a tételben megfogalmazott optimális irányítási feladatnak, akkor 
a H(x0(í),m,^(í),í) függvény m.m. te[0,T] esetén az w = m0(í) pontban elégíti ki 
az M halmazon az u szerinti lokális maximum szükséges feltételét. Innen a "lokális 
maximum elv" elnevezés.

Megjegyzés:

1. Abban a speciális esetben, amikor az x(t) trajektória jobb oldali végpontja sza­

bad, azaz x(0) -c, x(T)e R", a bizonyítás során az el nem fajulás feltétele el­
hagyható. Ekkor Aq >0, és így speciálisan =1 is választható (linearitás A)' 

bán és ^-ben). Másrészt a bizonyítás IV) pontjában x(T) # 0e Rn miatt a parci­

ális integráláskor ^(7’) = 0e Rn választható.
2. Hasonlóan, ha az x(f) trajektória bal oldali végpontja (is) szabad, akkor a 

^z(O) = Oe Rn feltételnek (is) teljesülnie kell.
3. Az itt közölt bizonyítást a fentieknél jóval lényegesebben kellene módosítani ah­

hoz, hogy az irodalomból ismert következő összefüggést belássuk: Ha Sj és ^2 

sima felületek, és az x(t) trajektóriára az x(0)e Sj és x(T)e S2 feltételek van­
nak előírva, akkor ^(0) merőleges az Sj korlátozás xo(O) pontbeli érintő síkjá­

ra, és ^(T) merőleges az S2 korlátozás x0(T) pontbeli érintő síkjára 
(transzverzalitási feltétel).

A folytonosidejű LQ probléma vizsgálatánál a lokális maximum elv egy olyan alak­
ját fogjuk használni, amelyben az eddig integrállal definiált célfüggvényhez egy ad' 
ditív tag járul, amely a végállapot függvénye, a végállapot viszont emiatt szabad.

10 .4 Tétel: Tekintsük a 10.3 tételben vizsgált feladatot az ott használt jelölésekkel' 

de szerepeljen még a célfüggvényben egy additív ^(x(T)) tag, ahol (p.Rn 
differenciálható, és hiányozzon ennek megfelelően Q2 -bői az x(T) = d végfeltétel-

T
F(x, u) := j0(x(í), u(t), t)dt + (p(x(T)), 

o 
í

Q2 ={(x,u)g E■.x{t) = c + f {x(,T\u(T\r)dr Vre [0,7’] esetén.
o
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Legyen (x0,u0)e<2 és létezzen (x0,h0)-nak olyan V környezete, hogy 
min{F(x,M):(x,w)G 2nV} = F(x0,»0). Akkor létezik 20>0 valós szám és

: [0,7"] -> Rn abszolút folytonos függvény, hogy

1. a szám és a ^() függvény nem mindkettő nulla,

2. ^^- = -f*(x0(t),u0(t),t)i//(t) + ^x(x0(t),u0(t),t) m.m. te[0,T] esetén, 
dt

yx(T) := -20^'(x(7’)),

3. <-fu(x0(t),u0(t),t)l//(t) + A0<í>u(x0(t),u0(t),t),u-u0(t)> >0 minden ueM 
és m.m. te [0,7] esetén.

Bizonyítás:

Csak a nem elfajuló esetre koncentrálunk és követjük a 10.3 tétel bizonyításának 
menetét és jelöléseit.

I. Minden (x0,u0)e E esetén létezik az F'(x0,w0) Fréchet-derivált,

T
F\xQ, u0 )(x, ü) = J[< </>x (x0 (í), u0 (í), í), x(í) > + < </>u (x0 (t), u0 (t), t), ü(t) >] dt + 

0
+ <(p\x0{T)),x{T) >,

és az (x0, u0) pontbeli csökkenési irányok konvex Ko kúpja és Kq konjugált 
kúpja (10.3-4) szerint számítható:

Ko ={(x,«)e E:(F'(xo,uo)(x,ü))<O}, (10.21a)

Kl={foeE'-. 
T

f0(X,Ü) = -^ ( j l<^UO(f)>Mo(í)>í)’^í)> + <^<(xo(í),MO(í).O,«(í)>]^ + 
0
+ <^'(x0(T)),x(T)>), Á0£0}. (10.21b)

H. Legyen msLUO.T] tetszőleges. A korábbi konstrukció szerint x = x(ü), 

f2(x(u\u) = 0, f\=(O,h), heLr„[0,T] és h(u)>h(u0) minden üeA 

esetén. Mivel nincs végfeltétel, ezért /3 e L* hiányzik, ezért 
/0 (x, ü) + /| (x, ü) = 0, amiből következik h(ü) = -/0(j, , azaz
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/’(w) = Áo(jor[<^,A:> + <í>„,u >])Jí+<^/,x(T)>).

III. Ha a A^ =^L + f*y mindkét oldalán skalárisán szorzunk x(í)-vel és in- 
dt

tegrálunk, majd mindkét oldalhoz hozzáadjuk a Aq < ^'(x0(T)),x(T) > tagot 
az integrálás után, akkor a jobb oldalon az integráláskor parciálisán integrálva 
és := választással élve kapjuk, hogy

Jo < < * > dt + Ao < <p\x0 (T)), x(T) >=

= <^,x >r - [r <i/,— > dr+ fr< f’i//,x>dt + Xo <(pXx0(T)),x(T)>= 
Jo öt

=-^<fŰv,ü>dt.

IV. Mindkét oldalhoz hozzáadva az j < Aq^, ,ü>dt tagot kapjuk, hogy

h(ü)= \T<-f^ + Á0</)u,ü>dt. 
JO

De akkor minden üe A esetén

T
J< ~fŰ (*o (0. “o (0. Wf) + A^ (x0 (t), m0 (t), í), ü(t) - u0 (í) > dt > 0. 
o

Mivel i7eL^[0,T] tetszőleges, ezért minden ueM és m.m. re [0,7'] esetén

< ~fŰ (*0 (0. W0 (0,0^(0 + AA (*0 (0. «0 (0. t), U - Uq (t) > > °,

ami a H(x,m,^,í)=< /(x,u,í),ííz>-A0^(x,M,r) Hamilton-függvény segítsé­
gével a (10.20a-b) lokális maximum elv alakjára hozható.

Következmény:

1) Ha M = Rr, akkor Hu =/„‘(xo(í),mo(OjW)-4?>u(JCo(í)1«o(í)’,) = 0-
2) Ha Aq > 0, akkor mindkét oldalon oszthatunk (-Ao) -lal és bevezethetjük a

V := v /(-Aq ) és H ■.=< f >+<!> jelölést. Ezzel a jelöléssel

uUo(r),uo(r),y>(t),í) = O és = m.m., ahol ^(7) = (p'(x0(T)).
dt ax
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10 .1.4 A Pontrjagin-féle maximum elv
Tekintsük a dinamikus optimalizálási feladatot mozgó végpontú [0, rj 
időintervallum, skalárértékü kritérium és először csak időinvariáns rendszer esetén. 
Az optimum szükséges feltétele a Pontrjagin-féle maximum elv alakjában fogalmaz­
ható meg. A Pontrjagin-féle maximum elv levezethető a lokális maximum elvből, 
ehhez azonban néhány matematikai részletet tisztázni kell.

10.5 Lemma: Legyen 0 < £ < 1. Akkor megkonstruálható olyan 1 n+1 k c [0,1] 

diszjunkt és nyílt intervallum rendszer, amelynek hossza (£/(l + 2r))"+l, 

k = 1,...,2", és amellyel teljesül, hogy

~ 2"

i) és W = l-£.
n=l *=1

ii) P° =(P)° =0 (P sehol sem sűrű 7?'-ben),

iii) P zárt és minden pontja torlódási pont (P perfekt),

iv) I = (a,b), Pnl ^0=>A(Pryi)>O.

10.6 Lemma: Legyen McRr.M/0, akkor létezik hogy

{V|,v2,...} d M .

10.7 Lemma: Legyen a,b,a, Pe R'; f,geL'„[a,b], g(t)>0 minden Te[a,b] 
h T

esetén; a + $g(T)dt = p-, D((p) = [a,b], (p(T):=a + Jg(^d^; D(y/) = [a,p], 
a a

|/(r):=inf (re [a,6]: p(r) = t}, akkor f L'M[a,P].

10.8 Lemma: Teljesüljenek a következő feltételek:
') w'6LL[0,1],

ü) £ 0 minden re [0,1] esetén,

üi) Rí A(/?1)>0,

iv)

v) D(t) = [0,1], f(r):=/0 + {w(M, 

vi) ö(t) = [íoji], r(D := inf (f: t(f) = i}.
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Akkor Scfío.íJ, 2(S) = 0=> A(r'(S) n R,) = 0 és A({f: r(t(f)) * t } n R}) = 0.

A t(T) és r(t) függvények értelmezéséhez illusztrációként tekintsük a 10.1. ábrát.

10.9 Lemma: Teljesüljenek a következő (C2) feltételek:
Legyen 0: Rn x Rr —> R] és f:RnxRr -^Rn folytonos leképezés, </>(x,u) és 

f(x,u) differenciálható x szerint minden ueRr esetén és a </>x(x,u) és /X(x,u) 

deriváltak legyenek folytonosak R" xRr -en. Legyen továbbá c,dE R", t^t^R1, 

t0 <tt és 0 * M a Rr. Vezessük be a következő jelöléseket:

i) A:={we LL[O,1]: w(t) >0 minden re [0,1] esetén, t0 + £ w(r)dt = t,},

ii) we A, D(t) = [0,1], f(T):=f0 + , D(T) = [í0,rl], r(r):=inf {T:r(r) = t}

és Rx :={T€[0,1]:w'(t)>0}, R2 p(re[0,1]:w(r)=0},

iii) Ex ?=C"[r0,rI]xZ,UW1]’ Qt :={(x,u)e Et :x(t) = c+ í' f(x(T),u(T))dT 
Jl0

minden íe[r0,r,] esetén és x(t') = d], Q2:={(x,u)e E, :u(í)e M m.m. 

rejtoJj esetén}, D(Fi) = E} és F}(x,u):= </)(x(t),u(t))dt, 
"In
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iv)E2:=C [0, l]x L^[0, l]x L^[0,1], Ao := {(x,w, w)g f2 :n»G A], Aj “

{(x,u, w)e E2 :x(t) = c + Jo f{x(ű),u(ű))w(ű)dű minden re [0,1] esetén és 

x(l) = J], A2 :={(x,m,w)g E2 :u(r)e M m.m. tg [0,1] esetén], D(F2) = E2 

és F2(x,u,w):= f 0(x(t),u(t))w(t)í/t.
*o

A lemma állítása:

1) Legyen (x,u)e nQ2,we A , x(t):=x(í(t)), tg [0,1] ugSuO:=

{üg ^[0,1]: u^e M m.m. tg [0,1] esetén és m(t) = u(í(t)) minden tg Rt 
esetén}, akkor (x,m,w)g Ao n Aj n A2 és Fl(x,u) = F2(x,ü,w).

2) Legyen (x,ü, w)g Ao n A, n A2, x(t):=x(T(t)) és w(r) := m (t(í)) , íg^jJ, 
akkor (x.Hjee, ng, és F^x,u) = F2(x,B, w).

10 .10 Lemma: Teljesüljenek a 10.9 lemma feltételei. Tekintsük a következő fel­
adatokat:
^-feladat: min{Fj(x,u):(x,m)g 0, n02, íj >r0}.
Z feladat: min {F2 (x,u, w): (x, u, w) g Ao n A, n A2}.

feladat: Legyen í70gLU0,1] rögzített, m0(t)gAí m.m. tg [0,1] esetén, 

£3 “ C"[0,1] x Li[0,1], Bo := {(x, w)g f3 : wg A], Bl := {(x, w) g E3: 

x(t) = c + £ f(x(ű),ü0(.ű))w{ű)dű minden tg [0,1] esetén, x(l) = J], 

D(F3) = E3, F3 (x, w) := J' <b(x(T), ü0 (T))w(T) dt, és a feladat: min{F3(x, w): 

(x, w)g Bo nB^.

A lemma állítása:

1) Ha (x0,w0) és í, megoldása az 1. feladatnak, akkor tetszőleges olyan wg A 

esetén, amelyre r(l) = f],az x0(t):=x0(í(t)), tg[0,1] és SoeSUo^ választás­

sal (x0,ií0,w) megoldása 2. feladatnak.

2) Ha (x0,m0) és t, megoldása az 1. feladatnak, akkor tetszőleges olyan we A 

esetén, amelyre r(l) = r,,az x0(t):=x0(Z(t)), tg [0,1] és választás­

sal (x0,w) megoldása a 3. feladatnak.



282___________________________ 10, OPTIMÁLIS IRÁNYÍTÁSOK ELMÉLETE

10 .5 Tétel (Pontrjagin-féle maximum elv): Legyen 0 M cRr korlátos halmaz, 
(x0,h0) és íj megoldása a 10.10 lemmában megfogalmazott 1. feladatnak, akkor 

létezik olyan ^gC"[í0,íj] abszolút folytonos függvény és 20>0 valós szám, 
hogy

1) a szám és a ^(-) függvény nem egyszerre nullák,

2) ■^^ = -/x*(x0(í),H0(í))^(t) + 20^(x0(í),M0(í)) m.m. íg^íj] esetén, 
at

3) bevezetve a H(x,u,i//y=< f(x,u),y/>-A0</)(x,u) jelölést, teljesül, hogy m.m. 
te [r0,íj] esetén maxH(x0(í),u,yf(í)) = H(xo(t),uo(t),i//(t)')-O. 

ueM

Bizonyítás:

Felhasználjuk a 10.6-10 lemmák eredményeit. Legyen /?j := [0,1] \ ;

/, c[0,l] nyílt intervallum, ( = 1,2,..., olyan perfekt, /?'-ben sehol sem sűrű hal­

maz, amelyre 0 < A(R}) < 1 teljesül, és amelynek bármely nyílt intervallummal vett 

nem üres metszete pozitív mértékű. Legyen R2 := [0,1] \ R} = (J.=1 I, és állítsunk elő 

minden /, nyílt intervallumot megszámlálható sok, páronként diszjunkt, balról zárt 

és jobbról nyílt intervallum (J, j) egyesítéseként: /, = |J =1 1 = 1’2...... Legyen

{v,}“j cAf olyan, hogy {vj, v2,...} c M . Vezessük be a következő jelöléseket:

.0, ha TG R2,

í(t):=í0 + tg [0,1],

T(í):=inf {t:í(t) = í}, íg[í0,íj], 
XO(T)^XO(Í(T)), TG [0,1], 

w0(t):=u0(í(t)), ha tg R,, illetve Vj, ha tg Aj-

Teljesülnek a 10.10 lemma állításának feltételei, ezért (xo,w) megoldása a 3. fel­

adatnak, amelyben a Bo korlátozás

={(x, w)g Ey :w(t)g M minden tg [0,1] esetén], 
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ahol M := [0,°°) c Rl => M konvex halmaz R' -ben és M 0 * 0 . Legyen

0: R" x R} x[0,1] —> R], ^(x,w,t) := w</>(x,u0(t')) , 
f : Rn x R1 x[0,1] —> Rn , f(x, w, T) := wf(x,u0(T)),

akkor M korlátossága miatt «oe£L[0,1] és (p, f,(f)x,fx folytonossága miatt 0 és 

f kielégíti a 10.3 tétel (Cl) feltételeit, ezért a 3. feladatra alkalmazható a lokális 
maximum elv:

Létezik > 0 valós szám és (/: [0,1] —> R" abszolút folytonos függvény, hogy

a) 20 és (?(•) nem egyszerre nulla,

b) = ~fx (*o VW + ^x (*o (T)> *)

= -»v(t)/x*(x0(t),m0(t))^(t) + 20w(t)(Íx(x0(t),m0(t)) m.m. re [0,1],

c) < -fw (*o wW, r) ^(t) + (x0 (t), w(T), T), w - w(r) > > 0 Vwe [0,«)
és m.m. tg [0,1] esetén, ahonnan w-w(r) alakja alapján következik:

cl) m.m. Te R^ esetén:

- fw (*0 T^T) + (x0 (T), w(T), T) = 0 =>
- < f(x0(T), u0(T)), > +2O0(XO(T),í70(r)) = 0,

c2) m.m. Te R2 esetén:

- fw (í0 (7)> W(T\ (^o (T)>7) > 0 =>
~<f(x0(T),u0(T)),y/(T) > +A0<z>(x0(t),So(r)) >0.

I. Legyen ^(í) := ^(r(r)), t e [t0, tt ], akkor {/(/) abszolút folytonos és

—— = ~fx (x0 (r), u0 (t)) ^(t) + Ao0x (x0(t), u0 (t)) m.m. t e [r0, r, ]. (10.22)

II. Ha St és 2(5] ) = 0, akkor

f l(5|) = {t: T(t)e 5] } = {r: min[r: t(T) = t}e S^alt^T): TeS}},

és t(T) abszolút folytonossága miatt 2(r"'(5| )) = 0, ezért cl) szerint
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-</(^oW,»o(í)),^(í)>+Á)^xo(í)’MoW)=:O mm- esetén.

III. Megmutatjuk, hogy T"1(R1) = [í0,t1]. Tegyük fel az ellenkezőjét, legyen 

t g [t0,í]] és T(t)e R2. Mivel R2 = Á > ezért létezik /, = (tz, [0,1] 

nyílt intervallum, hogy aj < r(t) < • Másrészt, = G és
t(r) = const - i, ezért T(t) = inf {t :t(t) -i} < , ami ellentmondás, tehát

IV. Következik Ill-ból és II-böl, hogy

/7(xo(t),Mo(í),yz(r)) = O m.m. ígOo.íJ esetén. (10.23)

V. Mivel tg/, => w(t) = 0, ezért x0(t) és yz(T) konstans az /, intervallumon. 

Másrészt, {m0(t) :tg/,} d M . továbbá 0 és f második változójának, a 
skalárszorzat pedig a tényezőinek folytonos függvénye, ezért következik c2)- 
ből, hogy

-< f(xo(T),u),y/(T)>+Ao</>(xo(T),u)>O VueM és m.m. tg/, esetén,

amiből R2 = |J~/,. miatt következik az állítás helyessége Vmg M és m.m. 

tg R2 esetén.

VI. Megmutatjuk, hogy az V-ben megfogalmazott állítás minden tg /?, esetén is 

igaz. Legyen tg R}. Mivel R} perfekt, sehol sem sűrű halmaz R'-ben, ezért 

(/?,) =/?,”= 0 . Legyen e > 0, akkor (t - E, r + e) n [0,1] <Z R}, ezért létezik 

olyan t£ g R2 = |J“ (/, , hogy Tf G (T - E, T + E). De akkor Tf g /, = (tz,, p,) 

valamilyen í-re, és az (a£, P£Y=(t - e,t + E)nl t jelölés mellett 
^aemiatt létezik t£ e (a£, P£) c (t - e, t + e) , hogy

- < /(x0 (ff ij/(Te) > +/^(x0 (ff ),«)>(),

ha ue M rögzített. Legyen £n >0, n = l,2...... lim £„ =0 és mg M rögzített.

Akkor c/?2,hogy

- < /(ÍqÍ^, ).«)<) > +Wx0(f£n ),m) £ 0.
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De lim =T, továbbá x0 és íj/ folytonos függvények, / és 0 az első vál- 
n->~ "

tozó, a skalárszorzat pedig a tényezők folytonos függvénye, ahonnan III. alap­
ján következik, hogy minden re [í0,Z]] és ueM esetén

- < /(x0 (r), u), ^(r) > +2o0(xo (r), u) > 0,

amiből IV. alapján a Pontrjagin-féle maximum elvet nyerjük:

max//(x0(r), «,(/(/■)) = //(xo(r),wo(í),^(r)) = O m.m. re[r0,r,]. (10.24) 
ueM

Megjegyzés:

1) A Pontrjagin-féle maximum elvben az M halmaz korlátosságára vonatkozó 
feltétel elhagyható. Legyen ugyanis (x0,u0) és t, megoldása az 1. feladatnak, 

akkor u0 e 1 > ezért létezik olyan korlátos Mo c M , hogy u^tje M0 
m.m. re[r0,rj] esetén. Legyen ,Woc.W, cMn+l c--; Mn kor­

látos halmaz, n = l,2,...; M =U°°_|J^n • Nyilvánvaló, hogy az 1. feladatban 

M helyettesíthető bármelyik M n halmazzal, akkor is (x0,w0) és tl lesz a 

megoldás (Mo cAf). Létezik tehát >0 valós szám és i//n Rn
abszolút folytonos függvény, amely kielégíti a 10.5 tétel 1-3. összefüggéseit. 
Vezessük be az (4 ^)(t);= f//x0(r),«0 (<))(/(r)í/r, valamint az

£(?):=[ 0r(xo(r),tto(r))dT operátorokat, és használjuk ki, hogy

= (/ + 4)-1 (r0) + „^), ahol (/ + 4)-1 korlátos lineáris operátor. Le­

gyen :=(A0, j7„*(f0))* és |a„|| = 1, akkor az sorozatnak kiválaszt­

ható egy konvergens részsorozata. Legyen a határértéke a sorozatnak 
a = (t0))*, ahol ||cr|| = 1. Elvégezhető a i/7n .- y/n /||a„ || normalizálás, és

az 1-3. összefüggések továbbra is fenn fognak állni. Ezért A0>0 és 

V'=(J + 4)-1 (^(íq) + abszolút folytonos, és kielégíti az 1-3. összefüg­
géseket.

2) A ^(r)-re vonatkozó társ-differenciálegyenlet (ún. adjungált differenciál-

, , , dw dH ...egyenlet) megadható —— =------ alakban is.
dt dx
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3) Vegyük észre, hogy nem követeltük meg, hogy t, rögzített legyen. Ezért 

időoptimális irányítás esetén választható 0 = 1, mivel t, -t0 = f 1 ■ dt.

4) A Pontrjagin-féle maximum elvet időinvariáns (autonóm) rendszerre igazoltuk. 
Ha 0(x,M,r),0x(x,M,r),0((x,H,r) és f(x,u,t),fx(x,u,t),ft(x,u,t) folytono­
sak, akkor új változó bevezetésével az időben változó eset átfogalmazható egy 
ekvivalens időinvariáns feladattá, amelyre már alkalmazható a 10.5 tétel. Ha tl 
és (x0, u0) az eredeti időben változó feladat optimális megoldása, akkor érvé­
nyesek maradnak a 10.5 tétel 1-2. összefüggései, de a 3. összefüggés az alábbi­
ra módosul:

H(x, u, t) :=< /(x, u, f), > -Áo0(x, u, t), (10.25)

max /7(xo(O,«,0'W.O = íf(xo(r),Mo(r),^(í),r) = (10.26)
ueM

= £' [< -ft (0, «0 T)> > +40Í (x0 (0, «o mm-{G í?o - G ] •

10.1.5 Bang-bang elv
Legyen a minimalizálandó célfüggvény, a rendszer állapotegyenlete és a vezérlő jel 
korlátozás rendre

F(x,m)= í''0(x(f))dr, (10.27a)

x = g(x) + Bu, (10.27b)
M = {ne Rr: |w,|<l, j = l,...,r}. (10.27c)

Legyen Ao > 0 , akkor a Hamilton-függvényt és a társ-differenciálegyenletet végig­
oszthatjuk Áo-lal, és elvégezhető a H.= HI^ és a ^:=^/Aq helyettesítés. A 
Hamilton-függvénynek ezután a normalizálás után is maximuma lesz az optimális 
irányítás esetén. A vizsgált rendszer esetén a normalizálás után

H(x,u, ^) =< g(x) + Bu,ys> -</>(x), (10.28a)

= -g* (x0 (t)) ^(r) + </>x(x0(t)), (10.28b)

és a Pontrjagin-féle maximum elv szerint

max [< g(x0 (r)) + Bu, > -0(xo (t))] =< g(x0 (t)) + Bu0 (t), ^(r) > -0(xo(O) ■

Definiáljuk az előjel függvényt vektor argumentum esetén a komponensek előjeléből 
álló vektorral, azaz sign(x) := (sign(xi)......-sígníx^))7 , akkor a Pontrjagin-féle ma­
ximum elvből következik
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max < u, >=< u0(í), B*\/f{t) => «0(r) :=5Ígn(5*^(í)), (10.29)

vagyis az optimális irányítás w0, (í) komponensei minden időpontban csak ±1 érté­
ket vehetnek fel, tehát a negatív és a pozitív szélsőértékük között választhatnak 
(bang-bang). Hogy mikor melyiket kell választani, az Z? -töl függ, tehát lénye­
gében yz(r) aktuális értékétől. Mivel x0(r) is ismeretlen, és (/(r) meghatározásához 
x0(r) is szükséges, amely viszont w0(r)-től függ, ezért a bang-bang elv ugyan 
egyszerűsíti a problémát, de a megmaradó

x0 (0 = g^o (0) + Bsign(B,^t)) (10.30a)

^to = -^xo(O)KO + <Mxo(O) (10.30b)

csatolt probléma, beleértve az általában kevert vagy hiányzó kezdeti és végérték 
feltételeket is, még ebben a viszonylag egyszerűbb esetben is numerikus szempont­
ból kellően bonyolult marad. Lineáris rendszer esetén kapcsolási görbék meghatáro­
zásával igyekszenek egyszerűsíteni a problémát.

10.1.6 Folytonosidejű LQ irányítási probléma
A folytonosidejű LQ probléma megoldását a lokális maximum elv 10.4 tételben 
megfogalmazott alakjának felhasználásával fogjuk meghatározni.

Folytonosidejű LQ irányítási feladat: Legyen (x,u)e C'l[0,7']xL^[0,7'], és a mi­
nimalizálandó F(x,u) kvadratikus költségfüggvény és az időben változó lineáris 
rendszer:

F(x,«) = - í [< Q(t)x(t),x(t) > + < 7?(í)«(r), u(t) >] dt + < Q(J)x(T), x(T) >,
2Í 2

R(t)>0, (10.31)

— = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(0) = x0. (10.32)
dt

Alkalmazzuk a lokális maximum elvet a 10.5 tétel következménye szerinti for­
mában és a diszkrétidejű esethez való hasonlóság kidomborítása céljából a 
A(í) := ^(r) jelölés mellett:

H =< Ax + Bu,Á> + -(<Qx,x> + < Ru,u >), (10.33a)
2

Á(t) = -H' = -Ar(t)A(t)-Q(t)x(t), A(T) = Q(T)x(T), (10.33b)



288 10, OPTIMÁLIS IRÁNYÍTÁSOK ELMÉLETE

=B7'(í)Á(í) +/?(í)u(í) = 0 =>«« = -/?"'(í)Br(íW). (10.33c)

Visszaírva az optimális irányítás alakját az állapotegyenletbe, a következő vegyes
kezdeti és végérték problémát kapjuk:

x^ A
Í)[-Q - AT x(O) = xo, A(7’) = G(T)x(7'). (10.34)

2

Keressük a megoldást A(t) = P(í)x(í) alakban:

Á = Px + Px = Px + P(Ax - BR~'BT Px) = -Qx - ATA, 

akkor a (P -ben kvadratikus) folytonosidejü Riccati-differenciálegyenlethez jutunk:

P(t) + P(tW) + At(t)P(t) - P(t)B(t)R~' (t)BT (t)P(t) + Q(t) = 0, 
P(T) = Q(T),

amelynek P(t) > 0 pozitív megoldását keressük. Az optimális LQ irányítás állapot­
visszacsatolás, amely P(t) ismeretében:

u(t) = -K(t)x(t), ahol K(t) = R 1 {t)BT (t)P(t). (10.36)

Ha T = oo és az optimalizálási kritérium és a rendszer konstans, akkor az opti­
mális irányítás az u=-K„x konstans állapot-visszacsatolás, ahol = R^B' Px 

és P„ megoldása a következő diszkrétidejü algebrai Riccati-egyenletnek:

P„A + ATPX-P„BR-}BtP^ +Q = 0. (10.37)

A diszkrétidejű algebrai Riccati-egyenlet megoldására több módszer és szoftver esz­
köz (pl. MATLAB Control System Toolbox Iqr, lqr2 függvények) ismeretes.

Egy lehetőség például, ha diszkretizáljuk és visszafelé megoldjuk az eredeti diffe­
renciálegyenletet:

-br-'bt
-At

cxp(-^ • AT) =: F„

/21
Fit 
Fii.'

xk = F\\Xk+i + Fl2Ak+} =>xk+\ =(Fn +F|2P*+|) 'x* 

^k = F2\Xk+} + ^22^+1 Ák = (F21 + F22Pk„)”'xt+1 

^■k =(F2i + F22Pk+l) '(Fn + Fi2Pk¥iy'xk
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/’t:=(F21^-F22Pt+1)-!(Fl14-F12P,+1)-,.

Célszerű minden lépés után a Pk mátrixot szimmetrizálni a számítási pontatlanságok 
miatt. A konvergenciára a mátrixnyom relatív változásának értékéből lehet követ­
keztetni. Hangsúlyozni szeretnénk azonban, hogy jobb numerikus módszerek is 
vannak.

Az LQ optimális irányítás mellett:

i) F(x,u) optimalizálási kritérium véges, ha (A, B) irányítható (stabilizálható).
ii) Legyen Q = CTC (például C:=jQ), akkor a zárt rendszer stabilis, ha (A,C) 

megfigyelhető (detektálható).

10.2 Optimalizálás nem skalárértékű kritérium esetén
A nem skalárértékű kritérium szerinti optimalizálási módszerekről végtelendimenzi­
ós terekben jó áttekintést ad Dauer és Stadler [45]. Az általánosság szempontjából a 
bemutatott módszerek közül kiemelhetők Neustadt és Lantos módszerei.

Neustadt módszerét ún. (<p,0,Z) extremálisok vizsgálatára dolgozta ki [41]. Le­

gyen AcE, ZcE nulla csúcspontú zárt és konvex kúp, 0: E —> E és 

<p:E-^Rm leképezések, akkor xoe E egy (^,0,Z) extremális, ha ^(xo) = O/?,„, 

0(xo)eZ és {xe E: ^(x) = 0R„; 0(x)e Z°; xe A] = 0 . Megmutatható, hogy a 

nem skalárértékű kritérium szerinti minimum helye egy (9>,0,Z) extremális, de nem 

minden (4?,0,Z) extremális minimum hely. Neustadt egy absztrakt maximum elv­

ben fogalmazta meg annak szükséges feltételét, hogy x0 egy (^,0,Z) extremális 

legyen. A módszer használatát nehezíti, hogy tejesüinie kell, hogy R((p) cR"', ezért 
dinamikus rendszer esetén az állapotegyenlet csak az A halmaz révén vehető fi­
gyelembe.

Ritter részben rendezett Banach-térben sima leképezések révén megfogalmazott 
optimalizálási feladat esetén határozta meg az infimum szükséges feltételét [44], 
Ritter eredménye annyiban különbözik a későbbi 10.7 tételtől, hogy nála a Fréchet- 
deriváltak képterének zártsága helyett pótlólagos "regularitási" feltételeknek kell 
teljesülniük.

Athans és Geering megmutatták [42], [43], hogy ha F0(x) nem skalárértékű op­
timalizálási kritérium és Fo képtere végesdimenziós lineáris normált tér. továbbá 
F0(x) kétszer folytonosan Fréchet-deriválható és nincs korlátozás, akkor F0(x)- 
nek lokális infimuma van az x0 pontban, ha F'(x0) nulla és F'(x0) pozitív 
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definit. Ha F0(x) konvex és folytonosan Fréchet-deriválható, a korlátozás pedig az 
A c E nyílt halmaz, akkor x0 e A a globális infimum helye akkor és csakis akkor, 
ha az F'^Xq) Fréchet-derivált nulla.

Ritter megmutatta [44], hogy a Lagrange-fúggvény nem skalárértékü infimum 
probléma esetén is definiálható, és a Lagrange-függvény nyeregpontjában globális 
infimum van (elégségesség). A lokális optimum szükséges feltétele egyben a globá­
lis optimumnak az elégséges feltétele, ha az optimalizálási kritérium és a leképezé­
sek speciális, a konvexitást pótló (de annál gyengébb) feltételeknek tesznek eleget.

A továbbiakban Lantos eredményeit [19] foglaljuk össze a nem skalárértékü op­
timalizálás területéről, és bemutatunk néhány alkalmazási példát is.

10.2.1 Optimalizálás részben rendezett lineáris topológikus térben
A > részben rendezés egy E alaphalmaz felett definiált >c£x£ reflexív, 
antiszimmetrikus és tranzitív reláció, vagyis az x > y <=> (x, y) e > jelöléssel

x > x reflexív
x> y és y>x=>x = y antiszimmetrikus 
x> y és y> z=> x> z tranzitív

Világos, hogy x> y <=> x- y>0, ezért a részben rendezéshez elegendő az x>0 
részhalmazt definiálni. Ha az alaphalmaz lineáris topológikus tér, akkor feltesszük, 
hogy a részben rendezést ún. pozitív kúp definiálja.

Definíció (pozitív kúp): Legyen (E,t) lineáris topológikus tér. Akkor PcE pozi­
tív kúp, ha kielégíti a következő feltételeket:

i) P nulla csúcspontú konvex kúp,
ii) P zárt halmaz,
iii) P" * 0 (van belső pontja), 
iv) xe P és xe -£=>x = 0.

Azt mondjuk, hogy x > y , ha x-ye P.A lineáris topológikus teret az így definiált 
részben rendezéssel részben rendezett lineáris topológikus térnek fogjuk nevezni- 
Jelölése: (E,t,>).

Az alkalmazások számára különösen fontos a részben rendezés Rn -ben és az M 
szimmetrikus, n x n méretű mátrixok körében.

Részben rendezés Rn -ben: £ = {(X|......xn)7 € Rn : Vx, £0}.

Részben rendezés Mnx„ -ben: P = {Ae M„xn :< Ax,x >£0, Vxe R"}.
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Részben rendezett térben nem minden elem hasonlítható össze, ezért a minimum 
és infimum, valamint a maximum és szuprémum élesen megkülönböztetendő.

Definíció (max, min, sup, inf): Legyen E Banach-tér, x0 e Q c E, és definiáljon a 
P pozitív kúp > részben rendezést E -ben.

1) x0 = max Q , ha nem létezik xe Q, hogy x > x0 és x x0.
2) x0 = min Q, ha nem létezik xe Q, hogy x0 > x és x x0.
3) x0 =supö , ha x0 >x minden xe Q esetén.

4) x0 = inf Q, ha x > x0 minden xeQ esetén.

Mivel a > részben rendezés nem “lineáris rendezés” (tehát g-nak lehetnek olyan 
elempárjai, amelyek nem összehasonlíthatók), ezért max Q és min Q rendszerint 
nem egyértelműen definiált (több, akár végtelen.sok is lehet belőlük a Q halmazon). 
Másrészt a > részben rendezés antiszimmetrikus tulajdonsága miatt sup 2 és inf Q 
egyértelműen definiált, feltéve, hogy létezik (az a tipikus, hogy nem létezik).

Definíció (csökkenési irány): Legyen (E,t) lineáris topológikus tér, (E0,t0,>) 
részben rendezett lineáris topológikus tér, Fo : E -» Eo leképezés. Azt mondjuk, 
hogy h g E csökkenési iránya az Fo leképezésnek az x0 e E pontban, ha létezik 

Oe £-nek olyan V környezete és £0 >0 valós szám, hogy minden he h + V és 

0 < e < £0 esetén

F0(x0)ZF0(x0 + £h) és F0(x0)#F0(x0 + £h). (10.38)

Vegyük észre, hogy Fo(x0) > Fo(x0 + £h) <=> F0(x0)- F0(x0 + £h)e Po.

10 .6 Tétel (lokális minimum szükséges feltétele részben rendezett lineáris 
topológikus térben [19]): Legyen (E,t) lineáris topológikus tér, (E0,t0,>) rész-

n+1
ben rendezett lineáris topológikus tér, 2 = ^2; c£ és F0:E-*E0 leképezés.

1=1

Jelölje az Fo leképezés csökkenési irányainak halmazát, /7, a 2, halmaz 
megengedett irányainak halmazát, i = l......n, és H n+l a 2n+i halmaz érintő irá­
nyainak halmazát az x0 pontban. Teljesüljenek a következő feltételek:
1) létezik K, nulla csúcspontú nyílt konvex kúp, hogy 0*KjCHj,i = O......n,

2) létezik K n+l nulla csúcspontú nyílt konvex kúp, hogy 0 * X"n+1 c H n+],
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3) létezik x0-nak olyan U környezete, hogy min{F0(x):xG <2ní7} = Fo(xo).

Akkor létezik ft e K*, i = 0,...,n +1, hogy legalább egy i -re E' és

f0 + fi+- + fn^=0eE'. (10.39)

Bizonyítás: Ha he lenne, akkor a feltételek és a Ljusztemyik-tétel szerint

létezne Oe £-nek olyan V környezete, £0 >0 és minden 0<f <£0 esetén olyan 

h(£)e h + V , hogy x(e) = x0 + £h(£)g Q , F0(x0) > F0(x0 + £h(£)) és

Fq^Xq)^ F0(x0 +£h(£)) is teljesülne. Mivel elég kis £ esetén 

x0 + £h(£)e Q oU is fennállna, ez ellentmondana a 3) feltételnek. Ezért

K, = 0 , és a tétel állítása következik a Dubovickij-Miljutyin-lemmából [36].

10.2.2 Optimalizálás részben rendezett Banach-térben
A következő két lemma fontos szerepet játszik az infimum szükséges feltételeinek 
vizsgálatánál.

10.11 Lemma [19]: Legyen E és Et Banach-tér, í = l,...,n; Eo reflexív Banach- 
tér(azaz Eq = EQy At e K(E E^, i = 0,...,n; RtAJ zárt E,-ben, í = l,...,n; 

és Kér A, c Kér Ao. Akkor létezik Tj g L(Et -> Eo) lineáris leképezés, hogy 

T, folytonos R^A^-n, í = l,...,n ; és Ao = 0 A, . Speciálisan ha Eo= Rl,

akkor 7) g E'.

10.12 Lemma (Minkowski-Farkas [36], [19]): Legyen (EpTj és (E2,t2) lineáris 
topológikus tér, A:Ei E2 folytonos lineáris operátor, K2 c E2 nulla csúcspontú 

konvex kúp, K2*0, := {x, g Et : Ax, g K2}, és létezzen ^gE,, hogy

Ax] g K2. Akkor K‘=A*K2.

10.7 Tétel (lokális infimum részben rendezett Banach-térben [19]): Teljesüljenek az 
alábbi feltételek:

i) E és Eí Banach-tér, i = 0,+ k ,

ii) P, aEj pozitív kúp, amely > részben rendezést definiál E( -ben, 7 = 0,1..... n ’
iii) Fj .E-iEj leképezés, amelynek létezik az F'(x0) Fréchet-deriváltja az *o

pontban, í = 0,...,n,
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iv) Fj-.E -> Ej leképezés, amely az x0 pont egy környezetében folytonosan

Fréchet-deriválható és a képtere R(F-(x0)) c Ej zárt halmaz, i = n +1,..., n + k ,

v) A c E konvex halmaz, ,4° # 0,
vi) legyen a korlátozás

Q := (re FF,(x) > 0£., i = l,...,n; F;(x) = 0£;, z = n + l,...n + £; xe A} (10.40)

Létezzen x0 e Q és x0 -nak olyan U környezete, hogy

inf F0(x) = F0(x0). (10.41)
xeQi^U

Akkor létezik fj e E' folytonos lineáris funkcionál, i = 0,1,..., n + k , hogy

1) fj,e P*, azaz >0, i = 0,...,n, 
n+k

2) cp := fj o F/(x0) jelöléssel Vxe A => ^(x) > ^(x0), 
í=0

3) legalább egy i -re /, * 0^,
4) ha ie {l,...,n} és -F,(x0)e P?, akkor /, = 0r,

5) ha teljesül az

R(F'(x0)) = Ej, i = n + l,...,n +k , 

R(-F'(xo))^P^0, 

ie és - Ffx0)e P? R(-F,fx0^ P° *0,

feltételrendszer, akkor legalább egy i -re igaz, hogy fj o F\x0) ^ 0,
6) speciálisan, ha kiegészítésképpen

F,'(xo)(x-xo) = O£j, i = n + \,...,n + k, 

ie {1......n} és - F,(x0)e P? ^-F'(x0)(x-x0)e P?, 

xe A°

rendszernek is létezik x megoldása, akkor f0 ° F0'(x0) *0£-.

Bizonyítás:

!• Tegyük fel, hogy létezik íe{0,...,n} úgy, hogy i*0, - Fj(x0)t P^ és 

R(-F'(x0))nP,° = 0, vagy pedig úgy, hogy i = 0 és R(-FÓ(x0))r>P° =0. 

Mivel R(-F'(x0)) altér, ezért konvex. A Hahn-Banach-tétel szerint
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R(-F'(x0)) és P, elválaszthatók, azaz létezik nemnulla fj e E', hogy 

Á(^(-^o)) = O^ Á(^)- Ezért /, °^Vo) = Or és f j e P*. Legyen 

fj := ^e' > ha j *i, akkor a tétel állítása teljesül.

II. Tegyük fel, hogy létezik ie {n + 1,...,« + £}, hogy R(F'(x0)) * Ej. Legyen 
y, € Ej \ R(F'(x0)). A Hahn-Banach-tétel és a 10.4 lemma szerint és az 
R(F'(x0)) zárt altér szigorú értelemben elválaszthatók, azaz létezik nemnulla 
fi e E', hogy fi (R(F,\x0))) = 0 > f (yi). Ezért /, ° F'(x0) = 0r. Legyen 

fj “ ^e’ ’ ha j^i, akkor a tétel állítása teljesül.

III. Tegyük fel, hogy R(F'(xof) = Eti = n + l,...,n + k , és R(&) valódi részhal­
maza En+i x■ • • x En+k -nak, ahol & -=(F'+](x0),..., F'n+k (x0)). Következik a 
Hahn-Banach-tételből és a 2.4 lemma bizonyításából [44]-ben, hogy léteznek 
fieE'j, i = n + \,...,n + k funkcionálok, hogy XiÁ °FA*o) = O és leg­

alább egy i -re fj ° F/(x0) nemnulla. Legyen :=0, j = 0,...,n , akkor a té­

tel állítása teljesül.

IV. Tegyük fel, hogy az I, II, III esetek egyike sem áll fenn. Bevezetjük a 
következő jelöléseket:

Q0;={xeE: Fo(x0)- Fo(x)e Po] 
Qi :={xe E: - Fj^e Pj], i = l,...,n , 

Qn+l :={xe E: Fj(x) = 0, i = n + \,...,n + k}, 

I :={ie - Fj(x0)e P?.

Akkor a Q korlátozás alakja a következő:

n+1 
e=ne,^A. 

í=i

1) Ha ie {l,...,n} \ l, akkor x0 e , és így a Q, halmaz megengedett irányainak 

kúpja a 10.2 lemma szerint = E => = (0g E'}. Ha ie I, akkor

/?(-F/(x0))n P,° *0, ezért a Q, halmaz x0 pontbeli megengedett irányainak 

kúpja tartalmazza a nemüres, nyílt és konvex Kj kúpot, ahol

Kj={heE-.-Fl'(x0)hePl°}aK^.
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Mivel Banach-térben a zárt és konvex halmazok azonosak a norma és a gyenge 

topológiában, ezért következik P,° =^-ből, hogy (P, ) = P, , továbbá a 10.12 

lemmából, hogy

K* = (.-F'^Y^Y = (-^Vo)‘p* •

Ezért e K* « 3/,- e P* , hogy <p, = ° F'(x0).

2) Jelölje K^+l) a gn+1 halmaz x0 pontbeli érintő irányainak kúpját, akkor a 

Ljusztemyik-tétel [46] szerint

= QKerF/íxo)- 
í=n+l

Mivel K'"+,) altér, ezért ha <pn+x e K("+^ .akkor (pn+YK{e ,) = 0 és 

n+k
Q Kér F'(x0) c Kér (pn+i. 

i=n+l
A 2.2 lemma szerint [36]-ban és a Hahn-Banach-tétel szerint léteznek f, e E', 

i = n + 1,..., n + k , funkcionálok, hogy

n+k

<Pn+\ =
i=n+l

Fordítva, ha € E\, i = n +1,..., n + k , akkor Vx e Kér F'(x0) esetén

n+k n+k

<PnM^ =

i=n+\ ,=n+1

amiből következik p„+1 e . Beláttuk tehát, hogy

n+k
^F'(x0)YE'. 

/«n+l

3) Mivel /?(-F0'(x0))n Po° *0 , ezért következik, hogy a Qo halmaz x0 pontbeli 

megengedett irányainak kúpja tartalmazza a nemüres, nyílt és konvex Ko 

kúpot, ahol

K0={heE:-F^x0)heP0°}c:K^.
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Legyen he Ko, akkor létezik > 0 és £0 >0 valós szám, hogy

x0+EheQ0,

FM~F0(x0 +Eh)e Po «■ F0(x0)>F0(x0 + £h)

minden ||/; - h^ < So és 0 < £ < £0 esetén. Mivel P® nyílt kúp, következik 

- Fq (x0 )h e Pq és 0 e P® alapján, hogy elegendően kis ő0 > 0 és £0 > 0 ese­
tén

-F0(x0 + Eh) + F^x^e P°, 

FqÍXq)* F0(x0 +£h).

Jelölje Ho az Fo függvény csökkenési irányainak halmazát, akkor

ahol Ko nemüres, nyílt és konvex kúp. A 10.12 lemma szerint

KQ=(-F'(xo)ypo\

4) Jelölje az A halmaz x0 pontbeli megengedett irányainak kúpját, akkor a 
10.2 lemma szerint

^={l(x-x0):x€ A°, A>O}*0,

és a K{n^ kúp nyílt és konvex. A 10.4 lemma szerint

={(pe E': <p(x) > (p(x0), Vxe A}.

5) Alkalmazható a 10.6 tétel, amely szerint létezik olyan (p0 e Kq-, cpi e K’, ie 

(pn+l e és (pe funkcionál, hogy

^0 + X + ^n+l +(P = O=^<P = -<Po-Yl(Pi - Pn+i • 
tel

n+k
=f0 o fó (x0 )+y o f'^q ) + y /, o f'(x0 ),

iel i=n+\

^(x)S^(x0), Vxe 4 , azaz (p(x') támaszfunkcionálja A -nak,

legalább egy i -re /, o F'(x0) 0r.
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6) Legyen Q n 1) 0, akkor a Dubovickij-Miljutyin-lemma sze-
iel

rint /0 o Fó(xo) * 0. Ez az eset akkor áll fenn, ha

-F/(x0)/ie P?, ie / , 

h = X(x-xQ\ xe 4°, 2>0, 
Ft(x0) h = 0 Ei = n +1,..., n + k

egyszerre teljesül. Mivel Pt° nulla csúcspontú kúp és F'(x0) lineáris operátor, 
ezért A > 0 miatt ez az eset pontosan akkor áll fenn, ha a

- F/(x0)(x-x0)e P?, ie I, 

xe A°,
F,(xo)(x-xo) = O£. , i = n + + k

rendszernek van x megoldása. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

10.8 Tétel (Lagrange multiplikátor szabály nem skalárértékü kritérium esetén ref­
lexív Banach-térben [19]): Teljesüljenek a 10.7 tétel feltételei és a következő pótló­
lagos követelmények:

a) Eo reflexív Banach-tér (azaz E' = Eo), xoe E,
b) létezik S>0, hogy minden y1,y2ePocEo és ||yi|| = ||y2||-1 esetén

h +>’2h<J«
c) R(F'(x0)) c Et zárt halmaz, i = n .

Akkor létezik Tt € L(Ej -4 Eo) lineáris leképezés, amely folytonos F(F,'(x0))-on, 

i = 0,l,...,n + k , továbbá
1) minden y0^°E0 esetén sOEo : minden yie + F‘^

esetén T,y, e Fo, azaz ^0£(), í = l......«»

2) T := o F/(x0) jelöléssel minden xe A esetén 7x-Tx0 e Po, azaz 

" <10«>

3) legalább egy í-re

4) ha ie {1......n) és - F,(x0)e P°. akkor Tj =OK(e^eo)’
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5) ha teljesül a 10.7 tételbeli 5) feltételrendszer, akkor legalább egy i -re igaz, hogy
° Tj (X0 ) * ’

6) ha teljesül a 10.7 tételbeli 6) speciális feltételrendszer, akkor To -1 az identikus 
leképezés.

Bizonyítás:

Használjuk a 10.7 tétel bizonyításának jelöléseit. Legyen 0£. /veP0 és 

Tj (■) := y fi (•), akkor a speciális IV/6 esettől eltekintve

iel

ezért a 10.7 tételből következik a 10.8 tétel állítása.
Tekintsük ezért a megmaradó esetet. Ha KcE és Po a. Eo nulla csúcspontú kon­
vex kúp, akkor a K kúpot Po -ba leképező korlátos lineáris operátorok maximális 
halmaza M(K, Po) := {Ae K(E-^E0): A(K)cP0}. Ritter [44] megmutatta, hogy 
ha K,.K-,cE nulla csúcspontú konvex kúp, Eo reflexív Banach-tér, továbbá 

K) nf? /0 vagy K2 altér és Kj° n K2 * 0, akkor

M(K} nK2,P0)^M(K},P0) + M(K2,P0).

A csökkenési, megengedett és érintő irány definíciója, az infimum tulajdonsága és a 
10.12 lemma szerint

3heQKtr> K<mA) n K^ F^x0)heP0, 
iel

F^eM
. iel

= +T + G 
iel

GfKj) c Po => Gj = -Ti o F'(x0), i e l, és teljesül 1),

altér => Ge=~YTi ° 
iel

Tx-Txoe Po,

ahonnan már következik a tétel állítása.

Következmény: Ha nincsenek korlátozások (azaz n = k = 0 és A = E ), akkor a lo­
kális infimum szükséges feltétele F^Xq) = Ok(e-^eo) ■

10.9 Tétel (globális infimum szükséges és elégséges feltétele Banach-térben [19]):
Teljesüljenek a 10.8 tétel feltételein túl pótlólagosan még a következők is:
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iii .a) F^E-^Ej konvex leképezés, z = 0,l,...,n, és ha z'e {l,...,n}, akkor vagy 
R^,'(xo)) = Ej, vagy pedig F'(x0) = 0K(E^Ej),

iv .a) létezik és b,eE,-,hogy Fi(x) = Bix + bi és RÍJB^Ej,
i = n + 1,..., n + k ,

6.a) létezik olyan xe E, amely megoldása a következő rendszernek:

F'(xo)(x-xo) = OEj, i = n + l,...,n + k ,

ie {l,...,n} és-F^e P? -F'(x0)(x-x0)e +{^(x0): 2>0}, 

xe A°.

Akkor a következő feltétel szükséges és elégséges ahhoz, hogy x0 megoldása le­
gyen az

inf F0(x0) = F0(x0) (10.43)
xsQ

feladatnak:

Létezik olyan Tt e K(Ei -4 E^ operátor, i = + k , hogy

i) minden y, e P, + F( (x0) esetén 7} y, e Po, azaz F, y,- > 0 £q , i = 1,..., n , 
n+k

ii) T = F0'(x0) + o F/(x0) jelöléssel minden xe A esetén Tx-TxoePo, 
<=i

azaz
Vxe A => 7x>7x0, (10.44)

iii) ha ie és - F,(x0)e P°. akkor Tj =0K(Ei^EQy

Következmény: Ha hiányoznak az egyenlőtlenség alakjában és a konvex halmaz 
alakjában adott korlátozások (tehát n = 0 és A = E), akkor konvex F0(x) kritérium 
függvény és lineáris F,(x) = 0£ , i = 1,..., k korlátozások esetén a globális infimum 

szükséges és elégséges feltétele

^0) + 0 ^ = °KtE-.E0y (10-45)
í=i

Következmény: Korlátozás nélküli esetben (n = k =0 és A = E) és konvex F0(x) 
kritérium függvény esetén a globális infimum szükséges és elégséges feltétele [19]:

Fo'(xo) = O. (10.46)
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10. 2.3 A lokális supremum elv
A lokális supremum elv bizonyításakor felhasználjuk a következő összefüggéseket.

10.13 Lemma [ 19]:
i) Legyen McR', Q = {xe x(t)e M m.m. te[0,T] esetén),

xoe(2, A6LXxr[0,7T P a Rn nulla csúcspontú zárt (nem szükségképpen 

konvex) kúp. Ha minden x(-)e Q esetén teljesül A(t)(x(t) - xQ(t))dte P. 

akkor m.m. re [0,7"] és minden xe M esetén A(r)(x(t) - x0(r))e P .

ii) Legyen íeC“[0,7], Ke C"[0,r]x[0,T] és K(t, r) = 0nxn, ha t<t. 

Akkor a ¥'(í) = B(r) + j K^t^^^dr integrálegyenletnek pontosan egy 

•Be C"xm[0,7’] megoldása létezik.

iii) Legyen B (mxn)-es mátrix, A()e Ln*n[7],T2]. Akkor a = (P{t)A(t)
dt

m.m. t e [7j, T2 ] esetén, 0(7]) = B feladatnak pontosan egy 0 e Cnxm [7], T2 ] 
megoldása létezik.

iv) Legyen re [0,T], A(-)e Lnxn[0,T]. Akkor

a) létezik pontosan egy megoldása a • = 0(r, r)A(t) m.m. re[0,7'], 
dt

d>(t, t) = 7nxn feladatnak,
d'Ptt)

b) létezik pontosan egy megoldása a -------- = *P(t)A(t) m.m. re [0,7’], ^(t)
dt

előírt feladatnak, és ez a megoldás 'P(t) = *P(T)<P{t, r),

c) tetszőleges t,re [0,7’] esetén létezik 0_|(t,r) = 0(r,r), továbbá 

0(r,T)0(r,í) = /„xn.

10.14 Lemma 119]: Legyen R" tetszőleges n -dimenziós lineáris normált tér, akkor 

i) R" szeparált és topológiája ekvivalens a = norma által generált

topológiával, ha x = (xt,..., x„),

ii) S(0,l) = {xe R" : ||x|| = 1) egységgömb kompakt,

iii) ha P c R" pozitív kúp, akkor létezik ő>0 valós szám, hogy Vy|,y2e
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10.1 0 Tétel (lokális supremum elv [19]): Legyen E = C"[0,r]xZ4,[0,7'], 

0:C"[O,T]xLUO, T]->R'n, f :Cn[0,T]x LrJ0, T]-+Rn, és elégítse ki 0 és f 
T

a (Cl) feltételt. Legyen FQ:E-^Rm és F0(x,w):= j^(x(r),M(r),í)dt a nem 
o

skalárértékű optimalizálási kritérium, M cR' konvex halmaz és M°*0, 

c^eR". Legyen Po c Rm pozitív kúp. Legyen a korlátozás

Q = {(x,u)e E: = f(x(t),u(t),t) m.m. te[0,T] esetén, x(0) = c, x(T) = d,
dt

u^e M m.m. te [0,7] esetén). Legyen (x0,u0)eQ és létezzen (x0,u0)-nak 

olyan U környezete, hogy (x0, w0) megoldása az

inf {|J^(x(í),M(t),t)í/t: (x,u)e QoU} (10.47)

feladatnak.

Akkor létezik olyan (wxzn)-es konstans To mátrix és (mxn)-es ^(t) mátrix­

függvény, hogy

i) minden y>0R„ esetén Toy ^^Rm , azaz T0(P0) c Po,

ii) To = 0mx„ és 1^(0 = 0mx„ egyszerre nem áll fenn,

iii) = m.m. te [0,T] esetén,
dt

iv) + minden ueM

és m.m. te [0,T] esetén,
v) speciálisan, ha a

^1 = fx(x0(tU0(t)j)x^ m.m. te [0,T],
dt

x(0) = x(T) = 0R.,

u(t)e M 0 m.m. te [0,T]

rendszernek van (x,u)e E megoldása, akkor Tq I mxm •

Bizonyítás: Vezessük be a kővetkező jelöléseket:
F, :E->C"[0,T], Fl(x,u)(t):=x(í)-c-£/WT),«(T),T)<ir,

F2:E-^R\ F2(x,u):=x(T)-d,
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A := {(x, u) e E: u(t)e M m.m. t e [0,T]}.

Akkor Q = {(x,u)e E: F^x,u) = 0c„; F2(x,u) = 0 R„; (x,u)e A}. Mivel 

A = Cn[0,T]x B , M konvex és M 0 0 , ezért BcLUOJ] konvex, B° *0 és 

A c E konvex és A 0 0 . Mi vei <f> és f kielégítik a (C1) felételt, ezért Fo, F,, F2 
Fréchet-deriválhatók,

Eq (x0 , Mo) (x, ü) = £ [01 (x0 (t), u0 (r), t)x(t) + (x0 (r), M0 (r), r)M (r)] dt,

F/(x0 - «o) (A « ) (0 = - Jo [ fx Oo (7). “o W, T)x(r) + fu (x0 (T), U0 (f), T)Ü(T)] dT,

F^x0,u0Xx,1T) = x(n

továbbá R(F1,(xo>Mo)) = ^'"í®’^]’ E^F^Xq.Uq))- Rn. A 10.14 lemma szerint al­

kalmazható a 10.8 tétel. Létezik tehát To e K(Rm Rm), T} e K(Cn[Q,T]-+Rm), 

T2 e K(Rn —> Rm), Te K(E -> Rm) korlátos lineáris operátor, hogy T0(P0)c Po, 
legalább egy i e {0,1,2} esetén Tj nem a nulla operátor és

f =T0oF0'(x0,m0) + T1 oFi'(x0,M0) + 7’2oF2'(x0,m0), (10.48)

f(x,ü)>f(x0,M0) minden (x,w)e A esetén. (10.49)

Rögzített bázisban To azonosítható egy (mxm) típusú konstans mátrixszal, F| egy 
(m x n) típusú mátrixfüggvénnyel, T2 pedig egy konstans (m x n) -es mátrixszal. A 
speciális esetben To = /mxm.
Mivel f(x,M) = f(x,0u) + T(0c,M), ezért következik A alakja és a pozitív kúp 

±ze Po => z = 0R„ tulajdonsága miatt, hogy f(x,0^) = 0R„, minden xeC^O.T] 

esetén. Vezessük be a

f(w):=f(T,ü) = f(Oc,M) (10.50)

jelölést. Legyen űgLL[0,T] tetszőleges, és x = x(ü) megoldása az 
F/íxo, Uq ) (x, ü) = 0c egyenletnek, tehát

= A(*0(0-«o(0.t)x(t) + fu (x0(t),uQ(t),t) m.m. te [0,T],
dt (lU.jl)

x(0) = 0fin.

akkor következik
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T (ü) = To £ [^ (x0 (r), u0, t, tW + (x0 (0, u0,t, t)u (r)] dt + T2x(T). (10.52)

Legyen [0,7'] —> K(Rn Rm) megoldása a

^^ = -V(t)fx(x0(t),u0(t),t) + T0^ m.m. re [0,7']
dt (lu.jj)

^ = -T2

differenciálegyenletnek. Rögzített bázisban ^(z) azonosítható egy (mxn) típusú 
mátrixfüggvénnyel. A 10.13 lemma szerint a differenciálegyenletnek pontosan egy 
^(í) megoldása van. Ha To és (ír(-) egyszerre nulla lehetne, akkor = -T2 mi­

att T2 is nulla lenne, amiből következne T(ü)s0R,„, abból pedig (10.48) alapján, 

hogy F^Xq,^) is nulla és R(F1'(xo,uo))^C'l[O,7’] miatt 7] = °K{C«^»)-De 

ez ellentmondás, mivel 7'0,Tl,7’2 nem mind nulla, ezért To és ^() egyszerre nem 
lehet nulla. Parciális integrálással kapjuk, hogy

To£ ^(x0(r),u0,r,r)x(r)ár = £
*v dt

+ ^(t)fx(x0(t\u0(t),t) x(t)dt =

= \Tn^T^x^dt + L ^fx{xQ(t),u(í(t\t)x{t)dt = 
dt

= -T2x(T)~ í yx^^-dt+C y(t)fx(x0(t),u0(t),t)x(t)dt = 
dt

= -T2x(T) - £ v(t)fu (x0 (r), «0 (r), t)ü(r) dt, 

ahonnan következik

T (ü) = £ [~^t)fu (*o (0. «0 (0,0 + T0<pu (x0 (r), «0 (r), r)]« « dt ’

T(ü - Uq ) = Jo [-y/(t)fu (x0 (r), u0 (t), t) + (XO(t), Mo (r), r)] [w " Mo W] dt e Po, 

feltéve, hogy u e B = {u e Lrn[0,T]: u(t)e M m.m. re[0,7'])- Ezért a 1013 

lemma szerint minden ue M és m.m. te [0,7'] esetén

(xo(0. «o (0.0 + (x0 (r), u0(t),t)] (u - Uq ))e ío • (10 54)

Ezzel a tétel minden állítását igazoltuk.

Következmény: Vezessük be a következő jelölést:
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H(x,u, t) := yf(x, u, í) - T^tp^x, u, í), (10.55)

= (10.56)
dx

Akkor a tétel állítása átfogalmazható a következő alakra:

Minden ueM és m.m. re[0,T] esetén

-H„(x0(r),u0(r),^(í),í)(M-wo(O) >0^. (10.57a)

A 10.8 tétel alapján tudjuk, hogy (10.57a) szükséges feltétele annak, hogy 
M és V környezete u0(t) esetén

inf {—F7(x0 (r), m, ^(í), í): w e M CiV} = -H(x0(t),u0(t),p(t),t) (10.57b)

teljesüljön. Ezért a tétel állítása úgy is megfogalmazható, hogy ha (x0,w0) megol­
dása a tételben megfogalmazott optimális irányítási feladatnak, akkor a 
/f(x0(í),M,í/(t),z) függvény m.m. re[0,T] esetén az u-u0(t) pontban elégíti ki 
az M halmazon az u szerinti lokális supremum szükséges feltételét. Innen a "loká­
lis supremum elv" elnevezés.

Megjegyzés:

1. Abban a speciális esetben, amikor az x(í) trajektória jobb oldali végpontja sza­

bad, azaz x(0) = c, x^je Rn, akkor a tétel bizonyításában szereplő F2(x,u) 
által adott korlátozás hiányzik. Ekkor a parciális integráláskor ^(T) = 0mxn vá­
lasztható és To = I mxm.

2. Hasonlóan, ha az x(í) trajektória bal oldali végpontja szabad, akkor a 
í/(0) = 0mxn feltételnek kell teljesülnie és To = Imxm.

3. Ha S, és S2 sima felületek, és az x(t) trajektóriára az x(0)e Sj és x(T)e S2 
feltételek vannak előírva, akkor ha x(0) az Sj felület x0(0) pontbeli 
érintősíkjában fekvő tetszőleges pont, akkor j/(0)x(0) = 0R,„ , ha pedig x(T) az 

S2 felület x0(T) pontbeli érintősíkjában fekvő tetszőleges pont, akkor 
i//(T)x(T) = 0R„ (transzverzalitási feltétel megfelelője).

4. Ha a trajektória jobb oldali x(T) végpontja szabad és ennek megfelelően a nem 
T

skalárértékű kritérium F0(x,w) := ^<p(x(t),u(t),t)dt + <p(x(T)) alakú, ahol 
o
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tp:R" Rm differenciálható, akkor ^(T) :=-T0^'(x0(T)). Speciálisan, ha az 
integrál hiányzik a kritériumban, akkor formálisan ö = 0 vehető. Ha m = n és 
tp'(x0(T')') invertálható, akkor fu (x0(t),u0(t),t) = 0 m.m. re [0,7] esetén.

5. Ha 0(x, u, t) konvex leképezés, f = A(t)x + B^u lineáris és teljesül az v) spe­

ciális eset, azaz 3(x,u)eE, hogy u(t)eM°, x(t) = A(f)x(f) + B(f)u(t), 

x(u) = c, x(T) = d , akkor a lokális supremum elv az inf {F0(x,m) : (x,«)e 2} 
globális infimum feladatnak szükséges és elégséges feltétele [19].

Következmény:
1) Ha M = Frakkor Hu
2) Ha To invertálható, akkor balról szorozhatunk -To inverzével és bevezethetjük 

a ^“-T0“V és H:=yf + (l> jelölést. Ezzel a jelöléssel

dw dH' A .
(x0W,M0(0,^(0J) = o és — = -— m.m., ahol ^(T) = tp (x0(T)). 

dt dx

10 .2.4 A supremum elv
A Pontrjagin-féle maximum elv általánosítható nem skalárértékű kritérium és 
infimum probléma esetére is.

10. 11 Tétel (supremum elv [19]): Teljesüljenek a következő (C2*) feltételek: Le­
gyen $: Rn x RrRm és f:RnxRr—>Rn folytonos leképezés, ^(x,m) és 

f(x,u) differenciálható x szerint minden ueRr esetén és a tj>x(x,u) és fx(x,u) 

deriváltak legyenek folytonosak Rn xRr-en. Legyen Po ez Rm pozitív kúp, amely 

> részben rendezést definiál F"'-ben. Legyen továbbá c,deRn, t0,t}e.R[, 

t0<tl és 0 # M c Rr. Legyen E = Cn[0,T]x L^O,?] és a korlátozás

2 = {(x,w)e E: ^^- = f(x(t),u(t)) m.m. re [0,7], x(r0) = c, x(f) = d,
dt (10.5ö)

u(f)e M m.m. re [0,7']}

Legyen r, és (x0, u0) e Q megoldása az

inf f' 0(x(t),u(t))dt: tt >t0, MeQ) (10.59)

feladatnak. Akkor létezik olyan (ni x m) -es konstans To mátrix és (m x n) -es (/(r) 
mátrixfüggvény, hogy
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i) minden y > 0^ esetén Toy > 0Rm , azaz To (Po) c Po,

ii) To=Omxn és W = 0mxn egyszerre nem áll fenn,
iii) ■^^■ = -^(r)//x0(r),H0(r)) + 7’0^r(x0(r),M0(r)) m.m. reíí^], 

at
iv) bevezetve a H(x, u, w) := V f(x, u) - T^tp^x, u) jelölést teljesül

sup{H(x0(t),u,i//(t)): ueM} = H(x0(í),u0(t), 1/(0) m.m. 16 [í0,í,]. (10.60)

Bizonyítás:

I. Használjuk a 10.10 lemma jelöléseit, de módosítsuk az ott szereplő feladatokat 
az alábbiakra:

1. feladat: inf {^(x,u):(x,u)e Q] r>Q2, >t0}.
2. feladat: inf {F2 (x,u, w): (x, u,w)e Ao C\ A} n A2}.
3. feladat: inf {F3 (x, w): (x, w) e Bo n B^}.

Akkor továbbra is érvényben maradnak a 10.10 lemmában a fenti feladatok meg­
oldásaira megfogalmazott 1) és 2) összefüggések.

II. A bizonyítás többi része hasonló a 10.5 tétel bizonyításához, de a nem 
skalárértékü kritérium esetén érvényes lokális supremum elvet kell használni 
[19].

A supremum elvet idöinvariáns (autonóm) rendszene igazoltuk. Ha 
^(x, u,r),0x(x, m,í), ^(x, m,í) és /(x, u,t), fx(x, u,t), ft(x,u,f) folytonosak, akkor 
új változó bevezetésével az időben változó eset átfogalmazható egy ekvivalens 
időinvariáns feladattá, amelyre már alkalmazható a 10.11 tétel. Ha r, és (x0,w0) az 
eredeti időben változó feladat optimális megoldása, akkor érvényesek maradnak a 
10.11 tétel összefüggései, de (10.60) az alábbira módosul:

/7(x, u,^, f(x,u,t)-T0<p(x,u,t), (10.60a)

inf //(x0(r),u,^(r),r) = W(x0(r),M0(í),^(r),r)= (10.60b)

= + m.m. te R0,r,J.

10.2.5 Kalman-Bucy-szürő folytonos időben
Legyen a zajjal terhelt folytonosidejü, időben változó lineáris rendszer állapot­
egyenlete
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x(f) = A(f)x(t) +

y(t) = C(í)x(t) + z^.
(10.61)

Az u(f) és z(f) zajokra és az x(0) kezdeti állapotra a következő sztochasztikus hi­
potézis legyen érvényes:

x(0) független u(t) -töl és z(t) -tői, 

fx(0) = x0, E[(x(0) - x0))(x(0) - x0)‘ ] = ^, 

Eu(t) = 0, E[u(t)u * (r)] = - f),

Ez(t) = 0, Elz^z' (T)] = R(f)ő(t - T),

E[u(t)z\T)]=S(t)ő(t-T),

(10.62a) 

(10.62b) 

(10.62c) 

(10.62d)

(10.62e)

ahol xeR",ueRr, y,zeRm, Eo > 0„x„, Q(t) > 0rXr, R(t) > 0mxm és ő(t) a 
Dirac-delta függvény.

Keressük azt a lineáris szűrőt, amely az y(t) mérési eredményekből az

x(t) = F(t)x(t) + G(t)y(f), x(0) (10.63)

algoritmus alapján az x(T) állapot optimális becslését adja abban az értelemben, 
hogy

E[x(r) - x(r)] = 0 minden re[0,T] esetén, 

E[(x(T)-x(r))(x(7)-.W]->inf .

(10.64a)

(10.64b)

Az infimum az Mnxn mátrixok részben rendezése szerint értendő, az x(0), FQ^G^) 
változók függvényében. Legyen

jr = {x(T) - x(T): 3x(0), F(), G0, hogy £[x(r) - x(í)] = 0 Vr e [0, T]}, (10.65)

akkor a feladat az

inf£[(x(T)-x(T))(x(T)-JW 
x(T)-x(T)e^

(10.66a)
(10.66b)

alakban is megfogalmazható, amely egy mátrix kritériumú optimalizálási feladat, 
amelynek optimális megoldása a leggyakrabban használt skalár kritériumok 
szempontjábólis optimális lesz. Többek között a hibajel kovarianciamátrixának ösz- 
szes sajátértékét egyszerre teszi minimálissá, ami csökkenően hat a 
P{|x(T) - x(7')| > p] hibavalószínüség alakulására. Mivel
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x(t) - i(r) = [A(í) - F(t) - G(t)C(í)]x(t) + F(í)[x(r) - x(í)] + B(í)«(í) - G(r)z(í),

ezért a feltételek és az E[x(í) - x(t)] = 0 követelmény szerint

F(í) = A(r)-G(í)C(t); x(O) = xo; (10.67)

és az x(r) = x(t) - x(r) jelölés mellett

x(r) = [A(r) - G(r)C(r)]x(r) + B^t) - G(t)z(t). (10.68)

Legyen 0(r, t) megoldása a

^^ = [A(O-G(í)C(í)]0(t,r), 0(t,t) = / (10.69)
dt

mátrix differenciálegyenletnek, akkor

x(r) = <2>(í,0)x(0) + £0(t, r)[fi(r)w(T) - G(T)z(T)]dr, (10.70)

és a feltételek miatt

E[x(í)x*(í)] = <P(r,0)E[x(0)x * (O)]0* (t,O) +

+ £ £0(í,T)E[{BWu(T) - G(t)z^(u\ű)B\ű)- z\ű)G\t^*(í, ű)dtdd = 

= <P(t,O)Zo(P‘ (r,0) + £ 0(r, r)[ • • ]0* (t, t) dt,

ahol

[ •] = [Bme' (r) - B^S^G^t) - G(T)S\t)B*(T) + G(t)R(r)G*(f)] •

Legyen E(í) := E[x(t)x*(r)], akkor Zo =E(0) és 27(í) > 0, továbbá

É(r) = (A(t) - G(r)C(r))0(r,O)Zo0 * (r,0) + <P(r,O)Zo0’ (r,O)(A(r) - G(í)C(t))* +

+ £ (A(r) - G(r)C(r))0(r, r)[- -]<P\t,T)dT +

+ £ r)[-■ 10* (L - G(t)C(t)y dt +

+ B(t)Q(t)B\t) - B(t)S(f)G*(t) - G(t)S*(t)B,(t) + G(t)R(t)G*(t), 

ahonnan következik a kiindulási feladattal ekvivalens, determinisztikussá transzfer* 
máit alábbi mátrix kritériumú infimum feladat, amelyben Z az. állapotváltozó, a 
kezdőpont rögzített, a végpont szabad, a vezérlés pedig G( ):
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Z(t) = [ A(t) - G(í)C(r)]Z(í) + W(t) - G(í)C(r)]* +

+ B(t)Q(f)B* (r) - B(t)S(t)G* (í) - G(t)S* (t)B* (r) + G^R^G* (r)

^(0) = r0,

infZCT).

A 10.10 tételt (lokális supremum elvet) követő 4) és 5) megjegyzés szerint a globális 
optimum szükséges és elégséges feltétele, hogy a differenciálegyenlet jobb oldalá­
nak G() szerinti deriváltja 0(-) -tál legyen egyenlő. Alkalmazzuk az

U-Mnxn ^Mnxn, U(X) = X + X*; T: Mnxm ->Mmxn, T(Y) = Y'

lineáris operátorokat, akkor

Z(r)=G{[A(r)-G(r)C(r)]Z(í)} +

+ B(t)Q(t)B\t) - U{B(t)S(t)G*(t)} + G(f)R(t)G* (f),

és a jobb oldal teljes differenciálja G( ) szerint:

-U{(dG')CZ}-U{BS(dG'),} + (dG')RG* + GR(dG)* =

= -U{ZC\dGY + BS(dG/} + U(GR(dG)*} =

= U{[GR-ZC' -BS]T(dG)},

ezért az optimum feltétele U{[GR-ZC‘ - BS]T( )} = 0K{M ^M r Másrészt, 

rögzített X esetén GfÁTO) = 0( ) <=> X =0nxm, ezért

GR-ZC* - BS=Qnxm =>G = ZC"R~' + BSR~l nxni

az egyetlen megoldás. Visszahelyettesítés után

Z = [A-ZC^R-'C-BSR-'C]Z + Z[A^-C,R-lCZ-C,R-'S'B,] +

+ BQB'-BS(R~'CZ + R~'S'B')-(ZC*R-] +BSR~')S*B' +

+ (ZC'R~' +BSR~')R(R''CZ + R^]S‘B’\

majd összevonás után az alábbi eredményhez jutunk:

Z = (A-BSR~'C)Z + Z(A'-C*R~'S*B,) +

+ BQB* - ZC'R~'CZ - BSR-'S*B', (10.71)

J(0) = Z0,
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G = £C*R~i + BSR'] (10.72)

Í = Ax + {ZC*R-' + BSR~{)(y - Cx), (1O73)

x(O) = xo.

A (10.71) rendszer független az y(f) megfigyeléstől, ezért E(t) előre is számítható. 
Másrészt (10.71-73) független a T időponttól, ezért x(t) minden időpontban az op­
timális becslés. Ha a bemeneti és kieneti zajok korrelálatlanok (S = 0), akkor 
(10.71-73) egyszerűsödik. (10.71) neve folytonosidejü mátrix Riccati- 
differenciálegyenlet. Ha a bemeneti és/vagy kimeneti zaj várható értéke nem nulla, 
vagy a bemenő jelek között vannak mérhetőek is, akkor a szuperpozíció elvének fel­
használásával a szűrési feladat a vizsgált sémára transzformálható. Ha a rendszer és 
a sztochasztikus hipotézisekben szereplő statisztikák konstansak, akkor (10.71 )-ből 
a Riccati-féle algebrai egyenlethez jutunk és G konstans.

10.2.6 Optimalizálás halmaz-értékű kritérium szerint
Egy hiányosan ismert lineáris rendszert irányítástechnikai szempontból jellemezhe­
tünk a következő módon is: Legyen U c E az irányítási halmaz. A lineáris rendszer 
állapota legyen E2 pontja, és függjön az u e U irányítástól és az E{ -térbeli 
paramétertől. Erről a paraméterről csak annyit tudunk, hogy üzemi értékei a 
2, c E} halmazba esnek. A rendszer állapotának az előírttól való eltérése legyen 
minden u&U irányítás esetén az Au :Et -> E2 lineáris operátor révén számítható. 
Az u e U irányítást úgy kell megválasztani, hogy a rendszer állapota és az előírt ál­
lapot közötti eltérés Au (2,) halmaza a legkisebb legyen a halmaz tartalmazás ér­
telmében.

Vegyük észre, hogy az optimalizálási kritérium értékkészlete a 
W =Mu(2i):«e G} halmazrendszer. H elemei (az optimalizálási kritérium 
4u(g|) értékei) maguk is halmazok. A H halmazrendszer részben rendezetté 
tehető az alábbi > reláció segítségével:

4 (Öi )>AM)^ Au (Ö!) D A^). (10.74)

A (H,>) részben rendezett halmazban az irányítási feladat a következő lesz. 
Keresendő uoe U , hogy

inf (AM(e,):Me U} = AHo(Gi). (10.75)
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A továbbiakban csak azt az esetet vizsgáljuk, amikor E Banach-tér, E} =H} és 
E2=H 2 Hilbert-tér, továbbá a paraméter halmaz konvex és zárt, 
4 6 K(Ht ->H2).

Definíció (szupport funkcionál): Legyen H Hilbert-tér és Q c H . Azt mondjuk, 

hogy SQ : H —> R' a Q halmaz szupport funkcionálja, ha

SqW := sup{< h,x>:xe Q}. (10.76)

10.15 Lemma [19]:

1) Legyen H Hilbert-tér, QcH konvex és zárt halmaz, akkor

xe Q <=><h,x> < Öq(h) minden he H esetén.
2) Legyen H Hilbert-tér, QcH konvex és zárt halmaz, akkor

Q = {xe H : <h,x> < 8Q{h) minden he H esetén).

3) Legyen H Hilbert-tér, g,, Q2 c H konvex és zárt halmaz, akkor 

g, => ő2 5q, W *3q_ (h) minden heH esetén.
4) Legyen H Hilbert-tér, Ae K^H H) önadjungált, pozitív definit operátor, 

R(A) = H és létezzen «>0 valós szám, hogy < Ax,x> > a||x||~ minden 

xe H esetén. Legyen Q = {xe H : < Ax,x> <\}. Akkor Q konvex és zárt 
—1 1/2halmaz és szupport funkcionálja 8Q (/i) = (< h, A h>)

5) Legyen és H2 Hilbert-tér, AeK(H^H2). Akkor létezik 

A*e K(H2 ->//,), hogy <Ax,y>Hi=<x,A'y>Hx minden xeH, és yeH2 

esetén, továbbá (A*)* = A .

10.12 Tétel [19]: Legyen E Banach-tér és UcE. Legyen W, és H2 Hilbert-tér, 
AeK(H} önadjungált, pozitív definit operátor és létezzen a>0 valós 

szám. hogy <Ax,x>W| £ minden xeH} esetén. Legyen

Q, = {xe Ht : <Ax,x>Hx ál}. Minden ueU esetén legyen Aue K(H^H2) 

és R(A) zárt W2-ben. Ha uoeU megoldása az

inf{AM(gI):u6Í/) = AH(i(g1) (10.77)

feladatnak, ahol a £ részben rendezés a halmaztartalmazás szerint van definiálva, 
akkor Au megoldása az
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inf{A[,A-14*:«et/} = 4/-1< (10.78)

feladatnak, ahol a > részben rendezés a K(H2 -» W2) -beli önadjungált operátorok 

körében definiált részben rendezés, speciálisan H2 = Rn esetén az (nxn)-es szim­
metrikus mártixok körében definiált részben rendezés.

10.1 Példa végállapot hibahalmazának minimalizálására

Egy lineáris rendszer működése a névleges értékek körüli perturbációkra legyen a 
következő modellel jellemezhető:

x(t) = A(j)x(t) +B(t)u(f) +x(0) = x0, (1079)
y(í) = C(í)x(í) + A(í)z(O

ahol xe Rn az állapotvektor, ne Rr az irányítás, ye Rm a kimenő jel, továbbá 

we Rk és z^ R^ olyan zavaró jelek, melyek nem mérhetők. A rendszer x0 kezdeti 
állapota nem ismert. Az A.B,C, r,A mátrixok adottak. Az w(r) irányítás legyen

u(t) = K(t)y(t) (10.80)

alakú, ahol K (rxm)-es mátrix. Legyen E = Lr*m[0,T], U=E',

= Rn xf‘[0,r]xL?[0,7’] (a szorzattérben a skalárszorzat a komponensen­

kénti skalárszorzatok összege); H2=Rn. Legyen AleM'lxn, A2(t) = Mkxk és 

A^^e M spxp szimmetrikus (5) pozitív definit mátrix, és (x0, w( ),z(-)) üzemszerű 

értékei alkossák a

2i “{(xo.wO.züje : x(jA,x0 + T w* (t)A2(t)w(t)dt + z* (t')Ai(t)z(t)dt á 1} 
*0 JQ

Q\ = {(*o>w0.z0)e : <a/(xo,w0,z()),(x0,w(),?(•))> < 1} (10.81)

halmazt, ahol .^(xo,w’0,z0^=(Alxo,A20w'0, A30,z0). Legyen a feladat a 
K(t) mátrix olyan megválasztása, amely mellett a végállapot

WD: (xo,w(),z0)e Q{}K (10.82)

halmaza a legkisebb. Mivel

x = Ax + B[K(Cx + Az)] + rw = (A + BKC)x + Tw+ BKAz , (10.83)

ezért ha a d>(z, t,K) (n x rí) -es mátrix kielégíti a
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^^  ̂= [A(r) + 5(t)^(í)C(t)]0(í,T,/C), ^T,T,K) = Inxn (10.84) 
dt

differenciálegyenletet, akkor

x(T) = &(T,0, K)x0 + £ 0(7', T, ^r^w^dr +

+ <p(T,T,K')B^K(T)A(T)z(T')dT= (10.85)
Jo

=:Ak(x0,w(-),z()).

Másrészt,

<x(T), y>R,=<AK(x0, m<). ZÜ),y>Rn=<(x0, w(), z()),A*Ky>H =

=< x0,<P*(Tfi,K)y>R, +jTQ<w(Tir\T^\T,T,K)y>Rt dt + (10.86)

+ £ < z(t), A" (t)K* (t)B ‘ (r)0’ (T, T, K)y >RP dr,

ezért bevezetve az

M (t) := 0(r,O, K)A['^ (t,0, K) +

+ f' 0(r, T, K)I\t)A2 W(T)$'(t, T,K)dT+ (10.87)

+ £ 0(r, r, K)B(t)K(t)A(t)A? (t)A* (t)K ’ (t)B ‘ (r)0* (r, T,K)dT

jelölést, következik

Ax^-'A^M^eM^. (10.88)

Differenciáljuk a (10.87) egyenletet az idő szerint, akkor a következő, mátrix értékű 
kritérium szerinti optimális irányítási feladatot kapjuk a K(t) mátrix megválasztásá­
ra:

= [A(t) + B(t)K(t)C(t)]M(t) + M (t)[A(t) + B(t)K(t)C(t)r + 
dt

+ r(t)A;1 (t)r' (t) + B(t)K(t)A(t)A^' (t)A' (t)K* (t)B\t), (10.89)

M(0) = Ar',

inf M(T). (10.90)

Ebben a feladatban M(t) fiktív állapotváltozó, K(t) a fiktív irányítás és M(T) az 
optimalizálási kritérium; a részben rendezés a szimmetrikus mátrixok körében defi­
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niált részben rendezés. Az optimális K(f) meghatározásához a 10.10 tételt követő 4. 
megjegyzés szerint (10.89)-ben a jobb oldalt K(r) szerint kell differenciálni és nul­

lává tenni. Ha ránk A(t') - m< p és ránk B(t) = r < n, akkor AA3'zl és B B po­

zitív definit, és így invertálható, ezért átalakítások után kapjuk, hogy

U{(MC* + BKAA2lA*)T[B(dK)]} = O(dK')=^ (10.91a)

MC* + BKAA?A* =0M , (10.91b)J nxm

aminek a megoldása

K = -(B‘5)'1 B’MC’ (AA^'A*)-1. (10.92)

A K(r) meghatározásához szükséges M (t) értékét az

M(t} = AM +MA + TA?r - MC* (AA2X A CM, M^ = A^ (10.93)

Riccati-féle differenciálegyenletből lehet számítani.

Megjegyzés: Az átalakítások során felhasználtuk a következő összefüggéseket:

= (A,, A2, A3), ^A^A^A;');

= (A^,AK2^AKy, Ak(x0,vv(-),z(-)) = AkjXq + AK2w() + A^z^B

^=(^X2.a;3);

aK\ + aK2a2'ak2 + aK3a3'a^3.

10.2 Példa bizonytalan rendszer állapotbecslésére

Tekintsük a Kalman-Bucy-szűrőnél szereplő (10.61) időben változó lineáris rend­
szert, de tegyük fel, hogy az x(0) kezdeti állapotról és az u(t), z(t) zajokról csak 
annyi ismeretes, hogy energiájuk limitált abban az értelemben, hogy csak olyan 
x(0),w(-), z() fordul elő, amely a

Gi = {(x(0), u(), zG): (x(0) - x0)’ A, (x(0) - x0) +
rT (10.94)

+ J0 [H‘(rM2(t)H(t) + z‘(t)A3(r)z(t)]dí 1}

halmazba esik, ahol A, és (minden /-re) A2(/),A2'(/),A3(/),Aj1 (r) normában 
korlátos és pozitív definit mátrixok, amelyek a rendszer bizonytalanságát jellemzik.



10.2 Optimalizálás nem skalárértékű kritérium esetén 3J 5

Keresendő rögzített T esetén, 0<T<°°, a (10.63) szűrési algoritmushoz olyan 
x(0), F(), G(-), amely a szűrést optimálissá teszi az alábbi értelemben:

x(O) = xo, w(í) = 0, z(í)s0 esetén x(r)-x(r)s0, (10.95a)

{x(T)~ x(T): x(0),u(-), z() változik} hibahalmaza -»infimum. (10.95b)

A (10.95a) feltételből következik, hogy

F(r) = A(í) - G(í)C(r); x(0) = x0, (10.96a)
Í(t) = [A(í) - G(t)C(t)]x(t) + B(t)u(t) - G(t)z(t), (10.96b)

{x(T)}c->infimum. (10.96c)

Legyen T, G) megoldása a

^^^ = [A(t)-G(t)C(r)]0(r,'r,G), ^(t,t,G) = I (10.97)
dt

mátrix differenciálegyenletnek, akkor

rT
x(T) = 0(T,O,G)x(O) + J <P(T,T,G)[B(T)u(T)-G(t)z(t)]dT. (10.98)

A végállapot becslési hibájának hibahalmaza csak G( ) -tói függ. A bizonytalan 
rendszer állapotbecslési feladatát a 10.12 tétel segítségével fogjuk megoldani:

£’ = Cm[0,7’], U=E, u = G^, Hx=Rnx]Jl[Q,T]'X.L^,T], H2=Rn,

.4 = (Aj, A2 (r), A3 (r)); = (Af1, A21 (r), A;1 (r)),

Ag (x(0), m(), z()) = 0(7\O, G)x(0) + £ 0(1, r, G)[B(t)u(T) - G(t)z(t)] dr,

A* =(0’(T,O,G), B'W(T,t,G),-G'(t)<P'(T,t,G)),

Wj-Ac^-'A* =Ac(.rf-|AG) =

= Ac[(Af'0*(T,0,G), A2'(t)B\G<P\T,t,G),- A3-1 (t)G*(r)0’(T, t,G))] =

= 0(7',O,G)A1'I0*(7',O,G) +

+ £ 0(T, r, G)( B(t)A2' (t)B * (r) + G(r)A31 (t)G' t, G) dr.

A minimális állapotbecslési hibahalmaz eléréséhez az M(T) mátrix értékű kritériu­
mot kell infimummá tenni G( ) függvényében.
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Bevezethető most is az M(t) mátrix és elvégezhető M(t) differenciálása:

M (í) = [A(t) - GWC(t)]M (r) + M (t)[A(f) - +

+ B^A? + G(t)A? (t)G* (t), (10.99)

M(0) = A;'.

At. optimális G(t) meghatározásához alkalmazható a 10.10 tételt követő 4. meg­

jegyzés, amely szerint M (r) jobb oldalát kell differenciálni G(t) szerint és nullává 
tenni. Innentől kezdve a Kalman-Bucy szűrési algoritmus eredményei átvehetők, ha 
a következő megfeleltetéseket használjuk:

S(t)

Z(í)
^0 V'

0(f,T) 0(r,r,G)
2(0 A2\t)

*(0 A3\t)

(10.100)

Ezért az optimális szűrési algoritmus bizonytalan lineáris rendszer esetén a 
következő:

G = MC*A3, (10.101)

M = AM + MA* + BA? B* - MC* A3CM, M^) = A[\ (10.102)

x = Ax + MC* A3(y-Cx), x(0) = x0. (10.103)

Az algoritmus független a T időponttól, ezért x(t) minden időpontban az optimális 
becslés. Szembetűnő az analógia a sztochasztikus hipotézis és a determinisztikus hi­
potézis esetén nyert eredmények között.
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A nemlineáris irányítások fontos szerepet töltenek be a különféle rendszerek irányí­
tásában. Bár a folyamatirányításban sok rendszer egy nominális üzemi állapot kör­
nyezetében üzemel, és ezért az üzemi állapot körül érvényes linearizált rendszermo- 
dellre és a lineáris szabályozások elméletének eredményeire alapozva a megtervezett 
szabályozókkal a technológiai elvárásokat jól kielégítő eredmény érhető el kis 
alapjelváltások és zavaró jelek esetén, merőben megváltozik a helyzet, ha a rendszert 
nagyobb változások érik, vagy eltávolodik a nominális munkaponttól. A nemlineáris 
irányítások különös fontosságúak olyan rendszereknél, ahol dominál a követő sza­
bályozás, mint például robotok és más mechatronikai rendszerek esetén. Ezért 
kézenfekvő ilyen rendszerek irányításába bevonni a nemlineáris irányítások elméle­
tének kialakult fegyvertárát.

A nemlineáris irányítások elméletének egyik jelentős irányzata a differenciál­
geometria eredményeit használja fel, amelynek segítségével választ tud adni olyan 
fontos irányítástechnikai kérdésekre, mint az elérhetőség, megfigyelhetőség, a rend­
szer belső struktúrája, állapot-visszacsatolás, és egyúttal kapcsolatot is teremt a line­
áris rendszerek elmélete felé. Ebben a fejezetben ezek közül az eredmények közül 
mutatunk be néhányat a könyv által szabott kereteken belül.

11.1 Differenciálgeometriai alapok
A differenciálgeometriai módszerek fontos szerepet játszanak a nemlineáris rendsze­
rek korszerű elméleteiben. A továbbiakban először összefoglaljuk a differenciál­
geometria alapfogalmait. Ennek során Vidyasagarhoz [24] hasonlóan sok helyen a 
mérnökök számára szemléletesebb "koordinátás alakot" használó módszert részesít­
jük előnyben. Elméletileg mélyebb megalapozást adnak és más fontos módszereket 
is bemutatnak Isidori (53] [54], Nijmeijer és van dér Schaft [55], Sastry [25] és van 
dér Schaft [56] könyvei. Tekintsünk először néhány alapdefiníciót és jelölést.

Folytonosan differenciálható függvény:

A./, f: Rn R" függvény folytonosan differenciálható (/e C"), ha —— folyto- 
axj

nos, i = 1,...,n, j = .

Sima függvény:
Az f: Rn —> Rn függvény sima, ha f minden /, komponensének tetszőleges 

rendű és tetszőleges változókombinációjú deriváltja folytonos (C^').
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Jacobi-mátrix:

.

dxj 3x„
■ _—

Bx
9xj

.
9x„

(11.1)

Diffeomorfizmus:
Legyen U,V c Rn nyílt halmaz és f:U ->V, fe Cm. Azt mondjuk, hogy f 

diffeomorfizmus, ha

i) f(U) = V,
ii) f 1-1 típusú (/w = /(y)<=>x = y),
iii) az inverz függvény : V -» U folytonosan differenciálható (/”' e C1").

Azt mondjuk, hogy f sima diffeomorfizmus, ha f, f 1 sima függvények.

Inverz függvény tétel:

Legyen f: RnRn, feCm, Vo=/(xo) és nemszinguláris. Akkor
ox

3 t/(x0), V(x0) nyílt halmaz, hogy f diffeomorfizmus U -ról V-re. Ha továbbá 

f sima függvény, akkor /-1 is sima, azaz f sima diffeomorfizmus.

A továbbiakban feltesszük, hogy a diffeomorfizmus mindig sima és X c R" nyílt 
halmaz, n rögzített. A következő definíciókat és jelöléseket rendszeresen fogjuk 
használni:

1. Vektormező X -en: f-.X-^Rn sima függvény.
2. V(X): az X feletti vektormezők halmaza.

3. 5(X): az a : X -> Rl sima valósértékü függvények halmaza.

4. Sorvektorok (kovektorok) tere: (/?")*.

5. Forma X -en: h:X ~^(Rn)* sima függvény.
6. F(X): az X feletti formák (kovektormezők, one-forms) halmaza.

Tulajdonságok:
i) a,be S(X) => a ±b,abe S(X) => S(X) gyűrű.
ii) a,beS(X)és /,ge V(X) esetén
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a(f + g) = af + ag, 
(a + b)f = af +bf, 

(ab)f = a{bf).

Ezért V(X) modulus az S(X) gyűrű felett.

Görbe:
c az X -ben futó, x0-on áthaladó görbe, ha c:(-a,P) —> R" sima függvény, 
-a<0< p és c(0) = x0.

Integrál görbe:
Ha feV(X), akkor elég kis t esetén létezik egyértelmű megoldása (mindkét

irányban) a —x(t) = f(x(t')),x(O') = xo kezdeti érték problémának. Az 
dt

x(t)-.sf ,(x0) megoldást f -nek az x0 ponton áthaladó integrál görbéjének ne­
vezzük.

Nemlineáris koordináta-transzformáció
Legyen f eV(X), xQe. X és T sima diffeomorfizmus x0 valamilyen U(x0) kör­
nyezete felett. Vezessük be az y = T(x) koordináta-transzformációt. Legyen x(f) 
integrál görbéje f -nek x0-on keresztül, és jelölje T Jacobi-mátrixát J , akkor az 
y = T(x) koordináta-transzformáció hatása az x(í) görbére

y(t) = T(x(t)),

d .. dT 
—y(O = -z~ 
dt dx

= ^|x(l) f<M = J(T~' (y(t)),
x(») at

d
jtyV)=fT(y(t)),

fr (y) = J(T-' (y))f(T~l (y)) => fT = (jf). 7”'.

(11-2)

Hasonlóan: s, , =T~l o v /.» 1 ^fr-1 = sfr’lOT'

Gradiens:

Legyen aeS(X), akkor V« = da da
dxi ' "'^n . ■■dae F(X).

Ue^eri váltak:
(1) aeS(X) és feV(X) esetén a Lie-deriváltja f -re vonatkozóan 

Lfa:=<da,f >,
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(2) /,geV(x) esetén g-nek f -re vonatkozó deriváltja a Lie-zárójel (bracket): 
dg df

Lfg=\f,g\-= — f--r~g-
1 dx dx

(3) feV(X) és he F(X) esetén h Lie-deriváltja f -re vonatkozóan

Lfh~fT dn
dx

+ /X
dx

11.1 Lemma [24]:
(1) (Lfa)(x0) = lim-{a(sr ,(x0))-a(x0)}. Ezért Lfa úgy interpretálható, mint a

deriváltja az f vektormező integrál görbéi mentén.

(2) [/,g](^o) = l>my' 
r-»0 t

dsf_t(x) 

dx
sr.i W

0 glSfAxo)]- g(x0) > Ezért az [/,g]

Lie-zárójel úgy interpretálható, mint az iránymenti deriváltja a g
vektormezőnek az f integrál görbéi metén. Azonban absztrakt sokaságok ese­
tén nem vonhatók ki egyszerűen egymásból g[s^,(-x0)] és g{x0), mivel 

különböző érintő terekben (tangent spaces) "élnek", ezért egy extra faktor 
[öíy .jíxj/dx], "visszahúzza" a g[s/r(x0)] vektort X-nek x0 pontbeli

érintő terébe.

(3)
[/.§](^o) = 1™4-{[íí,-í 0 Sf O S

t->0 /L a 1 s
os/(](x0)-x0}. Ez azt jelenti, hogy el­

indulunk az x0 pontból és nagyon rövid í ideig haladunk az / integrál görbéje 
mentén, ezután g integrál görbéjét követjük í ideig, majd időben visszafele 
követjük / integrál görbéjét, végül időben visszafelé haladunk g integrál gör­
béjén. Mivel sf t inverze sf_t stb., ezért ha sft és sg, kommutatívak, akkor 
[/, g] nulla, különben pedig arra jellemző, mennyire nem kommutatívak, lásd 

7/J. ábra.
(4) [/, gl = 0 <=> Sj t o s T = sg r o sft minden elegendően kis í, T esetén.
(5) Koordináta-transzformáció hatására nem változik meg a Lie-zárójel értéke.

I-
(6) ae S(X) és f,ge V(X) esetén g]a = Lf (L^a) - Lg (Lfa).

(7) f,ge V(x) és he F(X) esetén L} <h,g >=< Lfh,g > + <h,Lfg >.
i77)
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(8) Legyen f,g,he V(X), aeS(X) és a, (3 e R1, akkor a Lie-zárójel rendelke­

zik a következő tulajdonságokkal:

[/, ag + /Jh] = a[f, g] + /3[f, h],
íf’g] = ~[g,f] (antiszimmetria),
[/.[g, AU + [^, [h, /]] + [A, [/, g]] = 0 (Jacobi-azonosság),
[f,ag] = a[f,g] + (Lfa)g és Lf(ag) = a(Lfg) + (Lfa)g (szorzatszabály).

Az összefüggések igazolása egyszerű. (6) igazolásakor ki kell használni, hogy a 
da/dx~ Hess-mátrix szimmetrikus. (7) igazolása például a következő:

<(Ax)T
"dhT y 

dx
dg 

'dx

dh[^ 

dx
dg 

'dx
T

T dhT 
dx

dg 
'dx

T dhT 
dx dx '

dg_f _df_ 
' dx' dx

T

dx

dg 
’ dx

( dh

11.1. ábra. A Lie-derivált egy lehetséges interpretációja 

hinételi Lie-zárójel ("ad" operátor);
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adfg'-~g' (H.3)

adfg^adjg],

speciálisan adjg=[f,g], adj g = [f,[f, g]].

Lineárisan független vektormezők:

(1) e lineárisan függetlenek az x0 pontban, ha az

fi (*o )> fi (*o f • ■ • > fk (*o) oszlopvektorok lineárisan függetlenek.

(2) A folytonosság következtében (l)-ből következik, hogy létezik t/(x0)cR 
nyílt halmaz, hogy minden re U(x0) esetén fennáll a lineáris függetlenség.

k-dimenziós részsokaság (submanifold):
Azt mondjuk, hogy M c X k -dimenziós részsokaság X -en (k < n), ha minden 
xoeM esetén létezik U(x0)clX nyílt halmaz és 0k+i,...,f„eS(X), hogy telje­
sülnek a következő feltételek:
(1) Vxet/(x0) esetén (d</)k+i(x'),...,d</)n(x)} lineárisan független,
(2) U(x0) n M = {xe U ; ^+1 (x) = • (x) = 0}.
Könnyű megmutatni, hogy teljesül a következő lemma.

11. 2 Lemma: Ha az M k -dimenziós részsokaság definícióját kielégíti L/(x0). 
e S(X) és V(x0), ^+1,...,^eS(X), akkor Vxe í/(x0)n V(x0) 

esetén (Rn )* -bán Span {d<pk+k (x),..., d<pn (x)} = Span {di/k+l (x),..., dyn (x)}.

Érintő tér (tangent space):
Legyen M c X k -dimenziós részsokaság és válasszunk a definíciót kielégítő 
</>k+},...,(/)n e S(X) függvényeket. M -nek az érintő tere az xe M pontban az a 

TMx^Rn altér, amelyet TM x :={ ve Rn :< d0k+i(x),v >=•••=< d</>n(x),v >=0} 
definiál.

Azt mondjuk, hogy feV(X) érinti az M részsokaságot az xe M pontban, ha 
fM e TM x, azaz < dj>k+} (x), /(x) >= • • • =< d</>n (x), /(x) >= 0.

Tulajdonságok:
i) TM x nem függ attól, hogy M definíciójában melyik e S(X) repre­

zentánst választottuk.
ii) TMt =(Span{J^+1(x),...,í/0„(x)})±, ahol 1 az ortogonális komplemenst je­

löli.
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Részsokaság speciális koordináták mellett:
Legyen M c X k -dimenziós részsokaság, x0 e M , és legyen megválasztva a defi­
níciónak megfelelően Í7(xo) és Válasszunk további

e S(X) függvényeket úgy, hogy teljesüljön és

{(x0),...,^„(x0)} bázis (/?")*-bán.

Konstrukció: vi,...,vk e (Rn)* egészítse ki bázissá a lineárisan független 
d<pM (x0),...,d<pn (x0) sorvektorokat. Legyen fa(x) := v;(x - x0), i -1,...,k , akkor 

{vl,...,vk,d<pk+](x0),...,d</)n(x0)} bázis (R")‘-ban.
Koordináta-transzformáció:

Legyen yz =(7'(x))( .-^,(x), í = l,...,n. A konstrukció szerint a J =

Jacobi-mátrix nemszinguláris. Az inverz függvény tétel szerint 3í/„(x0) c t/(x0) 
nyílt halmaz, amely koordinátáinak tekinthető y,,..., yn. Mi lesz az M részsokaság 
képe a transzformáció után? A részsokaság definíciója szerint

ÓT 
dx

UonM ={ye Rn : y = ya 
0

: ya e N(0)cR^ nyílt}. (1L4)

Ezért az M k -dimenziós részsokaság alkalmas sima koordináta-transzformáció 
után úgy néz ki, mint egy k -dimenziós "szelete" (slice) X -nek.

Érintő tér speciális koordináta választás mellett:
A koordináta-transzformációnak megfelelő y mellett 0, = yit dfa -e{ az í-edik 

standardegység-sorvektor, y0 =T(x0) és

TM v = {ve Rn : v = VaeRk} = {veRn-.Vk+l = = v„=0},

feTM^ =>fT(y) =

(1L5)

(11.6)
(fa(y)}

Jelölés: ct R" k -dimenziós altér.

^-dimenziós disztribúció: d: x h ? (x)

A A disztibúció minden xe X -hez Rn -nek valamelyik k -dimenziós alterét ren­
deli hozzá úgy, hogy a következő simasági feltétel teljesül: Minden x0 g X esetén 

létezik U(x0) c X nyílt halmaz és f......fk e V(X), hogy



324________________________ 11. NEMLINEÁRIS IRÁNYÍTÁSOK ELMÉLETE

(1) {fx (x),..., fk (x)} lineárisan független minden x e U (x0) esetén,

(2) J(x) = Span{/1(x),...,/t(x)}.

Módosítások:
i) A J disztibúciót célszerű lenne a disztribúciót generáló (2) összefüggéssel defi­

niálni, de figyelembe kell venni, hogy zl(x) egy altér, és {f^x),..., fk(x)} csu­
pán egy lehetséges, de nem az egyetlen bázisa az altérnek.

ii) Legyen fk eV(X) és definiáljuk (2)-vel a A disztribúciót. Elképzelhető, 
hogy az [/,(x) fk (x)] mátrix rangja nem konstans mindenütt. Definiáljuk a 
^-dimenziós disztribúciót úgy, hogy tetszőleges x helyen a dimenziója nem na­
gyobb, mint k , de követeljük meg, hogy minden U nyílt halmaz esetén létezzen 
legalább egy y el/, hogy dimzl(y) = Á: egzaktul.

iii)Ha dimzl(x) = Z:, akkor x-et a A disztribúció reguláris pontjának fogjuk ne­
vezni. Egy alternatív megfogalmazás, hogy x reguláris pontja a A disztribúció­
nak, ha 3t/(x) nyílt halmaz, hogy Vyeí/(x) esetén A(y) ugyanaz a k- 

dimenziós altere Rn -nek.
iv) Azt mondjuk, hogy f a A disztribúcióhoz tartozik, ha /(x) e A(x) minden 

xe X esetén. Jelölése: f e A.
A következő lemma a disztribúció elemeit a generáló bázissal fejezi ki.

11.3 Lemma [24]: Legyen A k -dimenziós disztribúció, U a X nyílt halmaz, 
j\,...,fmeV(X), m>k , amelyek kifeszítik a A disztribúciót minden xe X 
esetén: d(x) = Span(/1(x),...,/m(x)}. Legyen feA, akkor 3ax,...,am e S(X), 
hogy

m

= (11-7)
í=i

Vegyük észre, hogy az "együtthatók" sima függvények.

Teljesen integrálható disztribúció, integrál sokaság:
Az alábbi kérdések fontosak a differenciálgeometriai alkalmazásokban, ezért precíz 
megválaszolásuk elengedhetetlen. Tegyük fel, hogy A adott k -dimenziós, minde­
nütt reguláris disztribúció X-en. Létezik-e Vxe X esetén (x-et tartalmazó) 
M t c X részsokaság úgy, hogy V/ e A érintője M (-nek, azaz TM ( = A(x) ? 
ilyen M x részsokaság létezik, akkor azt mondjuk, hogy a A disztribúció teljesen 
integrálható, és M x a A disztribúció x ponton áthaladó integrál sokasága (integrál 

manifold). Mikor teljesen integrálható egy disztribúció? Erre a kérdésre a FrobeniuS' 
tétel fogja megadni a választ.
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Involutív disztribúció:
A A disztribúciót involutívnak nevezzük, ha A zárt a Lie-zárójelre, azaz minden 
f, g e A esetén [f, g] e A.

Involutív tulajdonság tesztelése:
i) Először is minden disztribúciónak végtelen sok eleme van: f e A, aeS(X) 

=> afe A.
ii) Másrészt tegyük fel, hogy e V(X) kifeszíti a k -dimenziós (k<m)

disztribúciót. Mivel Vf e A előáll f (x) = , Wf,(x) alakban, ezért

elegendő tesztelni, hogy létezik-e e S(X), hogy

ni
VxeU(x0) esetén. (11.8)

z=i

11.4 Lemma [24]: Tegyük fel, hogy f e k(X), x0 € X és /(xo)^O. Akkor léte­
zik x0-nak U c X környezete és T:U-*X diffeomorfizmus, hogy

fT(y) = (l 0 ••• 0)7 ^yeT(U) esetén. (H-9)

Bizonyítás:

Az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy x0 = 0. Legyen Sf t az f vektormező 

integrál görbéje. Ekkor sf ,(x0) megoldásán x(f) = /Wí)), x(O) = xo differenciál­

egyenletnek, kiértékelve a t pillanatban. Válasszunk egy M = [/(0) M 2 ] 
nemszinguláris (nxn)-es mátrixot, amelynek első oszlopa /(0) 0. Legyen 
* = (x1,x2,...x,)reX, x = (x2.....x^eR^ és 9(x)“íM1(^(0 xt)t). A 

?(x) integrálgörbe az x, "időpontban" áthalad az M(0 xTY ponton és jól defini­

ált, ha ||x|| elég kicsi. Világos, hogy X , továbbá Jacobi-mátrixa könnyen 

Meghatározható, mert

d
*/.,(*) = /(■*/., (•*))> sf.o (x) = X => — J/.1Wi =/(0), 

. (z,x)=(0,0)

d 
dx

-r~sf,o^ 
OX Jx=0

5xj
/(M0) = /(0), 

x=0
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dg 
dx

dg 
d*Jx=O = IM 2 =m2,

= [/(0) A/2]=A1 nemszinguláris.

Ezért q lokális diffeomorfizmus 0-ban. Ez azt jelenti, hogy ha ye X elég közel 

van 0-hoz, akkor létezik egyértelmű ze Rn~' és t "időpont", hogy

y = sf^M^ zTV). (11.10)

Legyen T = q ', akkor T(0) = 0 és T lokális diffeomorfizmus 0-ban. Legyen 

geV^x) az fT transzformált vektormező, akkor s t = T sf tT~' . Tegyük fel, hogy 

xe X elég közel van 0 -hoz, akkor

T-'(x) = q(x) = Sf^M(0 xT)T), (11.11)

(T-'W) = sf^f,xSM(0 xT)T)~.y. (11.12)

De T(y) = q~} (y) -bán t és ze Rn~l egyértelmű és fennáll (11.10). Ezért (11.10) 
és (11.12) szerint következik

Hy) =
x, +r

X
=> (x) =

'xt + t

X
(11.13)

és differeciálás után

g(x) = (l 0 - 0)r. (11.14)

Ezért T a keresett diffeomorfizmus.

11.1 Tétel (Frobenius-tétel [24]): Egy disztribúció teljesen integrálható <=> involutív.

Bizonyítás:

I. Tegyük fel, hogy A teljesen integrálható k -dimenziós disztribúció.
Akkor Vxe X -hez tartozik egy Mx integrál sokaság, amelyre TMx = A(x). A 
részsokaság definíciója szerint VxoeX esetén 3C/(x0)cX nyílt halmaz és 

€ Sí-K). hogy a differenciálok az x0 pontban lineárisan független 
sorvektorok, és minden függvény konstans értékű minden

pontjában. Válasszunk 0,.......</>keS(X) függvényeket úgy, hogy a
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(x0),...,d0„(xo)} sorvektorok bázist alkossanak, akkor a korábbi konst­

rukció szerinti T :U(x0) ->Rn leképezés egy diffeomorfizmus valamilyen 
U0(x0)cU(x0) felett. Mivel f&A érintője A/A.-nek Vxet/0(x0) pontban, 
ezért az új koordináta-rendszerben fr e Aj- alakja

fr(y) =
(faM}

Vy e T([/0(x0)) esetén. (11.15)

A kulcsa mindennek az, hogy az érintő reláció egy nyílt halmaz minden pontjá­
ban teljesül. Mivel TMx = A(x) Vxe t/0(x0) esetén, ezért következik, hogy zl7- 
precízen fT (y) alakú. Ha tehát fT, gT e AT , akkor

frW= „ . gT(y) = n > (11.16a)
l ^n-k J ( "n-k J

[/r(11.16b) 
ox ax ,

Ezért [/r, gT]e Aj-, és így Aj-, tehát A is involutív disztribúció.

II. Tegyük fel, hogy a A disztribúció involutív.

A bizonyítás teljes indukcióval történik m -ben.

Ha m = l, akkor f az egyetlen vektormező és a lineáris függetlenség miatt 
/(x) * 0 Vx -re. Ekkor vehető a 11.4 lemma szerinti T diffeomorfizmus, és er­
re alapozva választható 0,(x) = 7j(x), i = 2,...,n. Ekkor a transzformált válto­

zókban /r(y) = (10...0)7 Vy esetén és ^,7-(y) = y,, i = 2,...,n. Ezért m = l 
esetén igaz az állítás.

Tegyük fel, hogy az állítás (m -1) -gyei bezárólag igaz. Továbbra is legyen 
x0 = 0. Legyen a feltételeket kielégítő m vektormező /m, és válasszuk 

meg a T diffeomorfizmust úgy, hogy /Ir elégítse ki az /ir(y) = (10...0)7 fel­

tételt Vy esetén. Vezessük be a gi(y):= i = l,...,m jelölést. Mivel a 
Lie-zárójel értéke megőrződik koordináta-transzformáció esetén, ezért 

szintén involutív. Ezért léteznek sima függvények,

hogy

Ií, • gj Ky) = X™ । Put ^gk (y\ Vy ■ (H-17)
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Vezessük be a hj(y):= gi(y)~ gn(y)gi(y), i = 2,...,m jelölést, ahol git(y) az 
első komponense g,(y)-nak. Mivel {g^...^} lineárisan független rendszer, 
ezért a konstrukció szerint {g, ,h2,...,hm } is lineárisan független. Jelölje h^y) 

utolsó (n-1) komponensét h^y), i = 2,...,m, akkor hn(y) = 0 miatt 

{h2,...,hm} lineárisan független rendszer R^'-ben. Meg kell mutatni, hogy 

{h2,...,hm} involutív. Ehhez abból lehet kiindulni, hogy h2,...,hm lineáris 
kombinációja g],...,gm-nek, ezért 3^ e S(X), hogy

lh,,hj](y) = aij](y)gi(y) + ^"k=2aijk(y)hk(y\ Vy, (11.18a)

és g^y) alakja és /i(1(y) = 0 miatt

lhi,hj](y) = ^mk=2aijk(y')hk(y), Vy. (11.18b)

Jelölje X -nek az y, =0 által definiált szeletét X , akkor X nyílt halmaz Rn~' - 
ben. Jelölje vonás a függvények és vektorok utolsó n -1 komponensét, akkor

[j^]((0yT) = £^^ Vy, (11.19)

ami mutatja, hogy {h2,...,hm} involutív valamilyen környezetében. Ezért 

az indukciós hipotézis szerint léteznek sima ^,„+1(y),...,^n(y)e S(X) sima 

függvények és egy N(0R„.,) c Rn~' környezet úgy, hogy d^m+i(y),...,d^n(y) 

lineárisan függetlenek Vye N esetén és

^~hi(^yT)T) = 0, VyeN, j = = m + (11.20)

dy

Legyen
i = rn + l,...,n, (11.21)

akkor 0, (y) valójában független y] -töl és 0m+....... e S(X), továbbá választ­

ható N = {ye X : ye N}. Be kell látni, hogy

<d(P,^gj >(y) = 0, Vye Aí, J = i = m. (11.22)

Mivel {gI(y),...,gm(y)) és (gt(y),h2(y)......Am(y)} azonos alteret feszítenek 
ki’ e^ért elegendő megmutatni, hogy teljesül
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>(j) = 0. N, i = m + l,...,n, (11.23)
< >(y) = 0, Vye N, j = 2,...,m; i = m + l,...,n. (11.24)

Mivel
<(y) = [0 ^/dy] (11.25)

és g^y) -nak csak az első komponense különbözik nullától, ezért a (11.23) állí­

tás igaz.
A (11.24) állítás a következő lépésekben látható be:

=<d(/>i,g} >^^L[g^i=Lí!xL^~LhiL^^

bjkeS{X) (involutív tulajdonság),

=
y/ij^Lhi</>i=<4d</>i,hj>e S(X),

^,.gl

Rögzítsük az i indexet és az ye X vektort. Akkor (11.26) egy lineáris vektor­
differenciálegyenlet, amelyben a független változó yj es az ismeretlen vektor 

(^,2..... A "kezdeti feltétel" y, = 0-nál (11.20) és (11.25) felhasználásá­

val

Mivel a vektor-diftérenciálegyenlet homogén és lineáris, a kezdeti feltétel pedig 

nulla, ezért

ami teljessé teszi a bizonyítást.
H.2 Téléi (alternatívFrobenius-tétel |241): Ügyen f,....../„ e V(X) AV.lc X 
nyílt halmaz, és Vxe N(xa) esetén tartalmazzon az ...... /»<-<>) amaz
lineárisan függeden vektort Akkor léteznek ......függvények, hogy 

(1) WM<|)...... lineárisan függetlenek.

(2) 3V(x0) c N(xq) nyílt halmaz, hogy
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< d^^fj > (x) = 0, Vxe V(x0), k + 1 < i < n, 1 < j < m esetén (11.29)

az által kifeszített A(x) = Span{/1(x),...,/„,(x)) disztribúció involutív,
azaz léteznek e 5(X) valós függvények és í/(x0) c A(x0) nyílt halmaz, hogy

m

= VxG U(x0) esetén. (11.30)

Megjegyzés: A fenti (11.29) egyenletek parciális differenciálegyenletek, amelyek 
megoldhatóságára lehet következtetni az involutív tulajdonság teljesüléséből. A fő 
probléma azonban az, hogy az alkalmazásokhoz a parciális differenciálegyenletek 
megoldása is szükséges szimbolikus (képletszerű) alakban.

11.2 Lokális elérhetőség
Az x = Ax + Bu, xe Rn, ueRm lineáris rendszer irányíthatósági lépcsős alakra 
hozható, lásd könyv I. kötet 10. fejezet [1], Ha M ez Rn az irányíthatósági altér, ak­
kor A(M) c M és B(Rm) c M . A két tulajdonság úgy fogalmazható meg, hogy az 
M altér A-invariáns, ha A(M)czM teljesül, és (A, B) -invariáns, ha egyszerre 

A(M)cM és B(Rm)cz M .

Megjegyzés: A később bevezetendő és fontos szerepet játszó r, relatív fokszámmal 
való jelölésbeli ütközés elkerülésére itt és a továbbiakban dim u = m választással 
élünk. Ez eltér a könyvben máshol használt dim u = r értéktől.

Nemlineáris rendszerosztály
Legyen XcR", és a nemlineáris rendszer állapotegyenlete

ni

+ (11.31)
r=l

Nemlineáris rendszer invariáns disztribúciója
Legyen A disztribúció X-en és feV(X). Azt mondjuk, hogy A invariáns / 
alatt vagy /-invariáns, ha [f,h]eA minden he A esetén. Röviden: [/,4]czl.

Megjegyzés: Ez a definíció megfelel a permanencia elvének lineáris rendszer esetén. 
Legyen ugyanis X = R", M c R" k -dimenziós altér, amely A-invariáns, tehát
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A(M)a.M , ahol a lineáris rendszer miatt f(x) = Ax. Legyen M bázisa 
}, és tekintsük azt a A disztribúciót, amelyet generál:

A(x) := Span {V],..., vk} = M , 
he A => h(x) = ^=1 h,(x^, h,eS{X).

(11.32)

(11.33)

I. Tegyük fel, hogy a A disztribúció f -invariáns.
A következő tulajdonságok triviálisak:

v,- e A

If^^-f-^-^-A^eA 
dx dx

—Av, = const Vx esetén => - Av, e A(x) = M

AM a M =>M altér A -invariáns.

II. Tegyük fel, hogy az M altér A -invariáns, azaz A(M) c M .
Mivel a Lie-zárójel bilineáris, elegendő bizonyítani a h, e S(X), 
h := h,(x)vl e A esetre, hogy [Ax,/i,(x)v,]g A . Ekkor azonban

[Ax, h, (x)Vi ] = v, Ax - Ah, (x)v,- = c, (x)v, - h, (x)£*=] Vj = 
dx

mivel c, (x) := — Ax miatt c,,hj e .
dx

11.5 Lemma: Legyen xoeX,feV(X) és A k -dimenziós disztribúció X -en. 
Tegyük fel, hogy 3(/(x0) nyílt halmaz, hogy A megszorítása t/(x0)-on involutív 
és /-invariáns. Akkor létezik í/0(x0) nyílt halmaz és T diffeomorfizmus I/0(x0)- 

on úgy, hogy az új y = 7’(x) koordinátákban /y alakja

/r(y) =
VB(y«<n)' 

fh(ybi ,
Vy =

"yu
€ T(U0) esetén, (11.34)

ahol fa,yaeRk és fh,yheRn~k.
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Mivel 4 involutív az U nyílt halmazon, ezért a Frobenius-tétel szerint 3U0,T a 
tételben szereplő tulajdonságokkal, továbbá az új koordinátákban

Ar={hT&V(X):hiT(y) = O,k + \<i<n, VyeT(t/0)} =
= (hTeV(X):hbT(y) = O, VyeT(U0)}.

Mivel 4 f -invariáns, ezért fT -invariáns. Ha tehát hT e AT tetszőleges, akkor 
az fT -invariancia miatt

[/, h]r — ífr ’ — -, fr & AT,
dy dy

és ezért [fT, hT ] utolsó n - k eleme nulla. Partícionálva:

^yu 

0

e A,- =>

ha -0, V/ia => -0 => fb - fh(yh)
°ya dya

Megjegyzés: A lemmában megfogalmazott alak tekinthető a lépcsős vagy blokk­
háromszög alak általánosításának.

11.3 Tétel (elérhetőségi lépcsős alak): Tekintsük a x = fW + '^'^Ujgjtx) nemli­

neáris rendszert. Tegyük fel, hogy létezik t/(x0) nyílt halmaz és A k -dimenziós 
disztribúció U(x0) felett, hogy teljesülnek a következő feltételek:
i) A involutív és x0 reguláris pontja zl-nak,
ii) gjMeA minden xe L(x0)esetén, i =
iii) A f -invariáns.

Akkor létezik U0(x0) nyílt halmaz és T diffeomorfizmus U0(x0)-on úgy, hogy
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fT(y) =
'fa^a^b) 

fb^b^
; g,Tü) =

gia^a^b) 

0
(11.35)

ahol y = y«
yb

-T(x) és ya,fa,gia e Rk, yhdb&Rnt

i = l,...,m,

Bizonyítás: fT alakja következik a 11.5 lemmából, giT alakja pedig abból, hogy 

g> e « giT e at •

Következmény: yb nem elérhető, mert sem ya, sem pedig u nem hat rá. A cél az 
alkalmazások során a legkisebb k és a hozzátartozó A meghatározása, amelyre 
teljesülnek a 11.3 tétel feltételei.

Algoritmus involutív és f-invariáns disztribúció előállítására
1. í:=0 és 4, :=Span{g|,...,gm} •
2. Legyen {h‘,...,h‘k } c V(X) generátora A,-nek. Tesztelendő, hogy 4 

involutív-e x0 valamilyen környezetében, azaz [hj,h[]EAj, VI < j,l <kj ese­

tén. Tesztelendő, hogy 4 invariáns-e f alatt, azaz 4, ^-7- í̂

esetén. Ha Aj involutív és f -invariáns, akkor STOP.
3. Ha 4 vagy nem involutív, vagy nem f -invariáns, akkor ii + 1,

és ugrás 2-re. Ebben a lépésben csak azokkal a Lie-zárójelekkel kell bővíteni, 
amelyekesetén [h',^] vagy [f,h‘] nem tartoztak hozzá 4-hez.

Értelmezés:
>) Az algoritmus egy {4} sorozatot generál, amelyre 4(x) c 4+I(x) Vxe X 

esetén. ,
n) Ha x0 reguláris pontja V4-nek, akkor dim4+i >d>m4- Ive ,m । 

ezért a folyamat nem folytatható n -nél többször.
iii) Ha a folyamat befejeződik, akkor a keletkezett 4 involutív és mvanans f es

minden gt alatt.
iv) 4 a legszűkebb ilyen tulajdonságú disztribúció, azaz ha A egy másik disztnbú- 

ció. amely tartalmazza mindegyik S,-t. involutív és /-invariáns valam.lyen 

környezetében, akkor 4 c •
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Korrekciós lehetőségek az algoritmuson:
i) Az 2. lépésben elegendő tesztelni, hogy 4 invariáns-e f és Vg; alatt, mivel az 

involutív tulajdonság automatikusan következik [53].
ii) A 3. lépésben elegendő bővíteni az [f,h'j], [gi,h'j] Lie-zárójelekkel:

4+i := Span {/i} : 1 < j < kj} o {[f,hl ], [g;, hl]: 1 < j < kj, 1 < l < m}.

A közbenső disztribúciókra a változás hatással lehet, de a végső 4 ~re NEM.
iii) Ha x0 reguláris pontja V4 -nek, akkor az algoritmus legfeljebb n -1 lépés után 

befejeződik a 3. lépés ismétlésével. Ha i<n-\ és 4 tartalmazza a g},...,gm 
vektormezőket, f -invariáns és involutív, akkor ha 4+i = 4 > akkor következik 
4 =4+1 = '" = 4-i = 4- Ezért elegendő végrehajtani a korrigált 3. lépést 
(n-l)-szer, és minden lépésben ellenőrizni, hogy x0 reguláris pontja-e 4-nek 
(nem ellenőrizve az invariáns és involutív tulajdonságot). Ilyen esetben 
4=4-.-

11. 4 Tétel (lokális elérhetőség [53]): Legyen x =/(x) + .(x) a nemlineáris
rendszer.
i) Ha dim Ac <n, akkor a rendszer nem elérhető.
ii) Ha dim Ac -n, akkor a rendszer elérhető.

Következmény: Tekintsük a

4-1 =Span {adj gj : 1 < j < m, Oá i < n -1} (11.36)

disztribúciót. Ha dim4,-1 =«. akkor dim4 =n, ezért a rendszer lokálisan 
elérhető.

Bizonyítás: Világos, hogy 4-i c4 • Ha tehát dim4-i = n> akkor dim4 = 'L és 
ezért a rendszer lokálisan elérhető.

Megjegyzés:
1. 4-i előállítható a következő algoritmussal:

0 4 •= 4 •
ii) 4+i := Span {4, [/,rj ]: 1 á j </,}, ahol /, = dim4, Á.• •..Á generátora 

4-nek, í = l.n —1.
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2. Nemlineáris rendszer esetén általában A^ *AC, mivel nem bővítünk

vel J,+1-ben.

3. Lineáris rendszer esetén 4=4’ mivel gj(x)-bj, 1< j <m konstans 

vektormezők Lie-zárójele nulla. Lineáris rendszer esetén An_} = Ac.

11.3 Lokális megfigyelhetőség
Legyen a kimeneti leképezéssel kibővített nemlineáris rendszer

(1137) 

y = Kx),

ahol xeR", ueRm és yeR1. Az x(0) = x£1 kezdeti érték probléma megoldása 
felírható az állapotátmenet függvénnyel és a kimeneti leképezéssel, lásd könyv I. 
kötet 2. fejezet [1]:

x(t) = p(t,O, x0, u()), (11.38a)

y(-, Xq , w) := h(<p(-,O, x0, u( ))). (11.38b)

Megkülönböztethető állapotok
Azt mondjuk, hogy x0 és X| megkülönböztethető állapotok, ha 3m( ) bemenő jel, 

h°gy y(-,x0,u)*y(-,Xi,u).

Lokálisan megfigyelhető rendszer
A nemlineáris rendszer az x0 állapotban lokálisan megfigyelhető, ha 3 A(x0) nyílt 

halmaz úgy, hogy Vxg N, x* x0 megkülönböztethető x0-tól.
A nemlineáris rendszer lokálisan megfigyelhető, ha lokálisan megfigyelhető

Vx0 e X esetén.

Lineáris rendszer megfigyelhetősége x
A megfigyelhetőséggel kapcsolatos fontosabb összefüggéseket az x-Ax + Bu, 
y = Cx lineáris rendszer esetén a könyv I. kötetének 10. fejezeteben vizsgáltuk [1], 
Hozzuk az eredményeket olyan alakra, amely könnyen kiterjeszthető nemlineáris 

rendszerekre is. Deriválással kapjuk, hogy

y = Cx = CAx + CBu,
y = Cx = CAx + CBú = CA(Ax + Bu) + CBú = CA 2x + CABu + CBu,

y = CA2x + CABu + CBü = CA'x + CA'Bu + CABu + CBu stb.
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A bal oldalakból az ismert CBu(t),CABu(t),CBü(t) stb. rendre levonható, és hivat­
kozva még a Cayley-Hamilton-tételre következik, hogy x(t) meghatározható, ha

ránk Wo := ránk

C
CA

— n = dim x.

CAn~'

Nemlineáris rendszer esetén
Sorozatos idő szerinti deriválással kapjuk, hogy

yj =hjM,

y. = dhjX = dhjf(x) + X" । uid^j8í (x) = hj )(x) + XZi hJ

yj =d(dhjf)x + Y^úidhj8i + ^=xuid(dhj8i)x =

8t J

= d(Lf hj)(/ + X Hí«i)+ X “í (Lgi hj)+ X uid(Lg, hjKf + ^US8S) =
= L2fhj + YuiLgLfhj+Y“iLgihJ + lLuiLfLgihi+YYuiusL^^

ahonnan már látható, hogy "lineáris" kombinációja az olyan tagoknak, mint

(11.39)

ahol a z1,z2,...,zJ vektormezők az halmazból valók.

Megfigyelési tér
A nemlineáris rendszer megfigyelési tere az K1 valós számtest feletti azon függ­
vénytér, amelyet a következő függvények feszítenek ki:

...... (11.40)

A lineáris kombinációban a súlyok számok, nem pedig függvények.

11.6 Lemma: Jelölje az R test felett azon függvények terét, amelyet kifeszít

...Lv>hj, 5>0, \<,j<,l, (11.41)

ahol v,......vs eV (X) alakja u,.......um g fi1 valós számoknál
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v = ^ + XZim^í- (1L42)

Akkor $ = & .

Bizonyítás:
i) Lv+whj = dhj (v + w) = Lvhj + Lwhj

ii) Minden v = / + X™iMí^« lineáris kombinációja az R' valós számtest felett az 

{f,g\,---,gm} vektormezőnek.

iii)Minden vektormező az {f,gxgm} halmazból v = f + ^^uígi alakú 

függvények lineáris kombinációja, például f esetén minden m( nulla, g, pedig 

gi = (/ + gi)~f - ' = >.......m.
Ezért $ = & (egyforma kifeszített terek).

11.7 Lemma: Legyen ux,...,use Rm, és tekintsük a következő szakaszonként
konstans függvényt:

»(0

«1-

u2,
0 < t < tx

t, <t<tx +t2
(11.43)

us,

Jelölje yj{xQ) = ya rendszer kimenetének j-edik komponensét w( ) 

hatására, az x0 kezdeti állapotból indítva. Akkor

a
dt, y. = (dLViLVií...LVihj)(x0), (11.44)

ahol vk alakja

v* =f + ^xukig» k = \,...,s. (11.45)

A lemma szerint ha a szakaszosan konstans bemenő jelet alkalmazzuk és a "pulzu­
sok" időtartamát nullához zsugorítjuk, akkor [(d/dtl,...d/drs)(y))l=0 Vk egy spe­

ciális ismételt Lie-derivált. A bizonyítás indukcióval lehetséges.

11.5 Tétel (lokális megfigyelhetőség elégséges feltétele): Legyen a nemlineáris 
rendszer a (11.39) szerinti. Tekintsük a következő formákat x0 -bán kiértékelve:
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(dL^L^ ...Lzhj){x^, s>0, z,- e {f,g{,...,gm} • (11.46)

Tegyük fel, hogy létezik n lineárisan független sorvektor a halmazban. Akkor a 
rendszer lokálisan megfigyelhető x0 körül.

Bizonyítás:
Jelölje & a megfigyelési teret, és tekintsük a da(x^ sorvektorokat, miközben a 

végigfut & felett. Ez (7?'')*-nak altere, amely ixn alakú vektorokból áll. Ezt az 
alteret pontosan (^L,^ ...LZ}hj)(x0), s>0, z,-e {/,g1,...,gm} feszíti ki, és a 

feltevés szerint dimenziója n. Legyen $ a 11.6 lemma szerinti. Mivel g = 0 , a 
feltevés szerint létezik n lineárisan független sorvektor, amely 
d/3l(x0),...,d/3n(x0) alakú, ahol V/J, valamilyen _ ...LV]hj alakú függvény, 

v-f + u^j, u},...,ume R . Ezért az inverz függvény tétel szerint

AW
T(x)~ (1L47)

A W
egy diffeomorfizmus x0 körül lokálisan. Válasszuk meg az N(x0) környezetet úgy, 
hogy T :N ->T(N) diffeomorfizmus legyen.
Tegyük fel, hogy xte N megkülönböztethetetlen x0 -tói. (Be kell látni, hogy

= x0). Ekkor minden w( ) esetén y(-,x0,u) = y(,xltu). Speciálisan igaz ez 
konstans w(-) esetén is, amikor is y j(xQ) = y ^xj . Ha ts —>0 és alkalmazzuk a 

11.7 lemmát, akkor

(dLViLVi i ...LVihj)(x0) = (dLy LVt > ...L^x^ J = 1...... / (H-48) 

teljesül minden v = f + ^^_]uigi vektormező és s>0 egész esetén. De V/J/x) 

alakja LVLV, ... Lvhj, s>0, alkalmasan választott v1,...,ví esetén.

Ezért ^(xq)- Pí^), i = n, amiből következik T(x0) = T(Xi), és mivel T 
lokális diffeomorfizmus, ezért xQ = x,. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

11.6 Tétel (megfigyelhető rendszerek dekompozíciója): Legyen a nemlineáris rend­
szer a (11.37) szerinti és jelölje a megfigyelési teret. Minden xe X esetén jelölje 
d&{x) c (R")' azt az alteret, amely a da(x), a& 0 sorvektorokból áll. Tegyük fel, 

hogy létezik V(x0) környezet úgy, hogy dimrM'(x) = k < n , Vxe N esetén. Ak-
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kor létezik T diffeomorfizmus N felett úgy, hogy a z = T(x) koordináta­

transzformáció és z =
Zh

, zae Rk, zheR" k jelölések mellett

fr^ = fb(za,zb)J 8>T
gia^Zj 

gih ’ Zb ) ,
hr{z) = KT \z\)-hT{za). (11.49)

Bizonyítás:
Válasszunk ax,...,ake S(X) függvényeket úgy, hogy teljesüljön

d&(x0) = Span {da{ (x0),..., dak (x0)}, (11.50)

és válasszunk elegendően kis 7V(x0) környezetet úgy, hogy teljesüljön az is, hogy

J^(x) = Span{í/űr1(x),...,^WÍ, Vxe V . (11.51)

Válasszunk további n-k függvényt: Pk+X,..., Pn^ S(X) úgy, hogy

«|W

T(x) =
ak W 

Pk+\ W
diffeomorfizmus N -en és z = T(x). (11.52)

. AW.
Tegyük fel, hogy ae &, akkor da^ d^x), Vxe N , ezért (11.51) miatt a ko­
ordináta-transzformáció után aT(z) = aT(za) • Ez azt jelenti, hogy minden aT 

transzformált függvény gradiense

Jartó = [>vfc) O.-JVzeM’TW. (H.53)

Mivel A(x) minden h/ komponense esetén hjZŐ, ezért hjT(z}-hjT{za), 

hT{z) = hT(za). Legyen v valamelyik függvény fT, giT, í = l,...,w közül, és 

Partícionáljuk:

v(z) =
^„(z) 
v^íz)

tik D, va e R , vbe R (11.54)

Ha «, e a. akkor [L,aT M Kö“kezik a ,ér
«jáböl, hogy r zárt a l.ie-Jenválásra bármelyik f,s....... ... szerint, ezért
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Lfa,Lgae& => Lvar független zt-töl: (Lva7.)(z) = (Lvar)(za). Al­

kalmazzuk ezt a-at esetén, ahol ai az i-edik "bázis" függvény d^(x)-ben, ak­
kor következik ajT = Zj, daiT =e{, amit behelyettesítve (11.53)-ba H'(za) = e,r 

helyére kapjuk, hogy v(za) i -edik komponense független zb -töl. Mivel v bárme­
lyik f,g\,...,gm lehet, ezért következik az /a(za), g,a(za) alak. Ezzel a tételt 
igazoltuk.

Megjegyzés:
i ) zb nem megfigyelhető, mivel nem befolyásolja za -t és nem jelenik meg y -bán. 
ii) A lineáris rendszerek Kalman-féle felbontásához hasonló általános felbontás ad­

ható meg nemlineáris rendszerek esetén is, amelynek alapja a korábbi Ac diszt­
ribúció és az 0 megfigyelési térhez megkonstruálható kertit disztribúció, 
amely minden xeX-heza kerd0(x) := [f e V(X) :< da(x), f(x) >= 0, Vae 
alteret rendeli hozzá. A részletek tekintetében lásd [55].

11 .4 Nemlineáris rendszer linearizálása teljes állapot­
visszacsatolással
Egy érdekes kérdés, vajon nem hozható-e a nemlineáris rendszer egyszerű nemlineá­
ris statikus állapot-visszacsatolással, mégha csak loklisan is, egy lineáris rendszerrel 
megegyező alakra, amelyet azután a lineáris rendszerekre jól kidolgozott módsze­
rekkel tovább lehet kompenzálni. Megmutatjuk, hogy bizonyos feltételek teljesülése 
esetén ez lehetséges.

11.4.1 SISO rendszer linearizálása állapot-visszacsatolással
Rögzítsük le a SISO nemlineáris rendszerosztályt és fogalmazzuk meg precízen a 
célt.

Rendszer:

x = f(x) + ug(x),

X czRn nyílt, Oe X, f,geV(X).

Cél:

q,seS(X), s(x)/0 valamilyen í/(0) környezetben,
T lokális diffeomorfizmus, 7(0) = 0, 
v = q(x) + s(x)u, 
z = Az + bv, (A,b) irányítható.

(11.55)

(11.56)
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Ha a cél elérhető, akkor a nemlineáris rendszer linearizálható az

U _ÍW+J_V
s^x) s(x)

(11.57)

nemlineáris statikus állapot-visszacsatolással az xeU(0) állapot környezetében, 
ahol v a linearizált rendszerhez megkonstruált vezérlő jel.
Az z = Az + bv linearizált rendszer különböző alakú lehet, például szabályozó alak­
ra is hozható egy újabb z-Tz konstans, nemszinguláris koordináta­
transzformációval, lásd könyv I. kötet 6. fejezet [1]:

z = Az + b v (11.58a)
’ 0 1 0 ••• 0

0 0 1 ••• 0 0
A~TAT~X =

0 0 0 ••• 1
, b :=fb =

0
(11.58b)

.~űo ~a\ -a2 - — ^n-i J

det {sl- A') = sn + <W + " • + a1s,-l-a0 (11.58c)

Ha alkalmazzuk az újabb v:=v + (a0 at ••• an_t)z állapot-visszacsatolást, akkor 

az így kompenzált rendszer állapotegyenlete

z = Az + b[v +1 a0 a1 an-i)z] = Áz+bv (11.59a)
aT

0 1 0
0 0 1

... ol p"

... 0 o

Á:= Á +baT =
0 0 0
0 0 0

\ , b= :
... 1 0
- oj U

(11.59b)

alakú lesz, amelyet SISO Brunovsky-féle kanonikus alaknak fogunk nevezni. A 
kompenzált rendszer ilyenkor n darab sorba kötött integrátorból áll, ha -et te­

kintjük kimenetnek:

Z| —Zj’ ^"-1 ^n’ V’

z=TT(x), 

v = v-a' z = q(x) -aTTT(x) + s(x)u.

(11.60)



342________________________ 11. NEMLINEÁRIS IRÁNYÍTÁSOK ELMÉLETE

Probléma megfogalmazás (SISO):

Adott a nemlineáris rendszer: x = f(x) + ug(x).

Léteznek-e:
i) qeS(X)
ii) se S(X) és U(0) nyílt halmaz, hogy s(x)*0, Vxe Í7(0)

iii) lokális diffeomorfizmus T :Rn Rn, T(0) = 0, 

amelyek kielégítik a következő feltételt:

v = q(x) + s(x)u,
Z=T(x), (11.61)

Z1 = z2’ z2 = z3> Zn-1 = zn' ^n~v-

11. 8 Lemma: Ha x = f(x) + ug(x), z = T(x), Zj = z2, z2 = z3, .... z„_, = z„, 
zn = v = q(x) + us^x) és s(x) * 0, akkor

Lad,Tj=0, 0<i<n-j-l, \<j<n-\, (11.62)

L^-'KTj=^n~js’ (11.63)

Bizonyítás:

A lemma feltételei szerint z, = Tt (x) az i -edik komponens, ezért

Zi =< VT,,x >-< dT\,f >+u< dTi ,g>=z2 = T2(x) független u -tói =>
T2 =< dT}, f >= LfT{ és 0 =< dT, ,g>=LJ},

és ismétléssel z2,...,zn^ esetén, illetve speciális módon zn esetén

Lz7;.=r,.+I, LJ-0, í = l,...,n-l,

~LfTn =v = q + us=^q = LfTn, s = LgTn .

LgT\ ~0’ -°.........^"^g^ =0<

(11.62) állításának igazolása teljes indukcióval történhet, start: j = n -1.

(11.62) állítása más alakban is megfogalmazható:

=0

LgTn-2=^ ^lf.g^n-2 = °> •••
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1) j = n -1 esetén Lg = 0 igaz.

2) Tegyük fel, hogy igaz j + l,...,n-l esetén. Igazolni kell, hogy igaz j-re is. 
Ehhez ismét indukciót alkalmazunk, de most i -re, start i = 0 :
i) z = 0 esetén L Tj =0 igaz.

ii) Tegyük fel, hogy igaz 0...... í-1 esetén. Igazolni kell, hogy ebből és a
fentiekből következik i -re. De i esetén írható, hogy

Ladi,gTj = = Lf “ Lad'f-'g = ~L^f'g TJ^ = 0 ’

' 0 ‘ Ti^

ezért az állítás igaz i -re, 
és ezért j -re is.

Tekintsük ezután a (11.63) állítás igazolását. Világos, hogy

' r

A (11.63) állítást szintén teljes indukcióval fogjuk igazolni, start: j - n -1.
1) j = n -1 esetén igaz, mert

^ad}g= = Lf (Lgpi-i) - Lg ) - -Lg Tn - -s .
' o í-

2) Tegyük fel, hogy igaz j + 1 esetén. Igazolni kell, hogy igaz j-reis:

Lad^g TJ = Llf_adf-j->g]Tj = Lf Tj) - L^-^g =
o ' Th>

amit bizonyítani kellett.

11 .7 Tétel: A (11.61) állapot-visszacsatolásos linearizálási probléma SISO esetben 
Megoldható <=> a következő két feltétel valamilyen í/(0) környezetben teljesül:

') {ad' g : 0 £ i á n - 1} vektormező halmaz lineárisan független,

") {ad^ g : 0 z á n - 2) vektormező halmaz involutív.

Bizonyítás:
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I. Tegyük fel, hogy a nemlineáris rendszer linearizálható állapot-visszacsatolással, 
azaz 31/(0) nyílt halmaz, T diffeomorfizmus és q,se S(X), amely linearizálja 
a rendszert. Alkalmazzuk a 11.8 lemma eredményeit.
i) Legyen x0 e U és X"=oc'[a^/§](xo) = 0. Be keB látni’ h°gY ™nden c, 

nulla. Szorozzunk mindkét oldalon dl\ -gyei, dT2 -vei stb., akkor

<í/T1,^"^c,[aJ}g](xo)>=(-l)"-1c„_I5(xo) = O, s(x0) * 0 => c„_, = 0.

< dT2 • ^ad‘f g]<Áo ) >= H)"’2 cn-2^x0) = 0, s(x0) * 0 => cn_2 = 0 ,

stb., ezért az {adj g: 0 < i < n -1} vektormező halmaz lineárisan független.

ii) {adj g : 0< i < n- 2} tartalmaz n-1 lineárisan független vektormezőt, hi­

szen a bővebb halmaz részhalmaza. Legyen A az ezek által generált disztri­
búció, akkor <dTi,ad‘Jg >=Q, Q<i<n-2 miatt dT} anullálja A -t. Mivel 

7j a lokális diffeomorfizmus első komponense, d7\(x)*0 Vxe U esetén, 
ezért alkalmazható az alternatív Frobenius-tétel k = n -1 és ^+1 = = 7j
választás mellett, amely szerint A involutív.

II. Tegyük fel, hogy i) és ii) teljesül valamilyen t/(0) környezetben. Be kell látni, 
hogy a nemlineáris rendszer linearizálható statikus állapot-visszacsatolással.

A involutív tulajdonságból és az alternatív Frobenius-tételből következik, hogy 
3T, e 5(X), amely megoldása a <dTi,ad‘f g >=0, 0<í <n-2, Vxe U parciá­

lis differenciálegyenletnek. Feltehető, hogy 7j (0) = 0 (különben levonható, és 
konstans deriváltja nulla, nem befolyásolja d7j-et). T2,...,Tn rekurzívan defini­
álható:

Tm :=<dTi,f>=LjTi, í = l......n-1,

y(0) = o 7; (0) = 0, Ví,
q :=<dTn,f>,s:=<dTn,g>, v^q + su, 

z = ^(x)......T„(x))r.

Tisztázni kell, milyen egyenletnek tesznek eleget az új változók. Megmutatható 
(nem bizonyítjuk), hogy teljesül (11.62-63), ezért

2/ = V7) x =< dT„f > +n< dT^g > = Tí+1 = Z(+1, 1 < i < n -1,
o

=^Tnx=<. dTn ,f > +u < dTn ,g >= q + su = v,
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tehát a rendszer linearizálható és előállítható (SISO) Brunovsky-alakban.

Bizonyítani kell, hogy a(x) 0 az U halmazon. Indirekt módon tegyük fel, 
hogy 3x0, s(x0) =< dTn, g > (x0) = 0. Legyen j = 1 és alkalmazzuk (11.62-63)- 

at, akkor < dT}, ad 'j g > (x0) = 0, 0 < i < n -1, ami ellentmond annak, hogy a 

{ad'fg : 0 < i < n -1} rendszer lineárisan független. Ezért s(x) * 0, Vxe U .

Be kell még látni, hogy T lokális diffeomorfizmus 0 -nak valamilyen környeze­
tében. Legyenek al,...,a„ valós számok és ^.=| a, dTi(0) = 0 . Szorozzunk 

mindkét oldalon g(0) -val, akkor (11.62) szerint í = l választással kapjuk, hogy 
0 = an < dTn, g > (0) = => an = 0. Hasonlóan ha a megmaradt összeget
adfg(0)-lal szorozzuk, akkor (11.62) szerint i = l és (11.63) szerint j = n-\ 

mellett kapjuk, hogy 0 = < dTn_x, ad f g >(0) = -an_,s(0) => an_t = 0 , stb.

Ezért dT^O), i = n lineárisan független, és az inverz függvény tétel szerint 
T lokális diffeomorfizmus 0 -nak egy környezetében.

11.4.2 MIMO rendszer linearizálása állapot-visszacsatolással
Tekintsük az x = Ax + Bu többváltozós lineáris rendszert, ahol a mátrixok Anxn és 
B x alakúak, és legyen a rendszer irányítható. Vezessük be a következő iokszá- 

mokat:

r0=rankB = w, (n 64)
r, = rank[BAB...A'5]-rank|BA5...A''5], í>l.

Bizonyítható, hogy

0 < < m, Ví,
<,L65)

n-1

m = r0 = n.
i=0

A .. ........k Kronecker-indexek a következőképpen vannak definiálva:

~ £ 1; aZon r, integereknek a száma, amelyek nagyobb-egyenlők i -nél,
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r, >k2 >->Km >0,
(11.00)

Az irányítható lineáris MIMO rendszer Brunovsky-féle kanonikus alakja a 
következő módon van definiálva:

x = Áz + Bu,

Á = BlockDiag{Áj,...Am},

0 1 0 0"
0 0 1 ••• 0

; .......................... (H-67)

0 0 0 ••• 1
0 0 0 ••• 0

^ = [^<7, ea2 eam^

ahol ea a <T,-edik egységvektor.

11.9 Lemma: Ha az x = Ax + Bw lineáris rendszer irányítható, akkor lineáris álla­
pot-visszacsatolással és koordináta-transzformációval Brunovsky-féle alakra hozha­
tó. Irányítható MIMO lineáris rendszerek (dimx = n és dimw = m esetén) vissza­
csatolás-ekvivalensek, azaz egymásba transzformálhatok állapot-visszacsatolással és 
koordináta-transzformációval <=> Brunovsky-féle kanonikus alakjuk azonos.

Nemlineáris MIMO rendszer

x = f(x) + y'mu:gi(x),h (11.68)
XcRn nyílt, OeX./.g,......gmeV(X).

Végezzük el a következő konstrukciót:

C := {adkfg • : 1 < j <; m, 0 £ k < i}, 0 £ i < n -1,
’ 1 (11.69)

4 :=SpanC, (generált disztribúció).

Nevezetesen J^Spanfg,......gm), 4 = Span {g, ,...,gm,[f, gt ]....... l/.gj) 
stb. Vezessük be a következő fokszámokat:

^b: :=dim4) = m; r; := dim 4 - dim 4_|. '1 • (11.70)
^:=max{i: r( *0}; ms ^rs\mi :=rt-rM, í = 0,...,J-1. (11.71)
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Problémát jelent, hogy dim J,(x) változhat x-szel. Ezért feltesszük, hogy 0 regu­
láris pont, VJ,, i = 0,...,n -1 esetén. Ekkor dimJ,(x) konstans, Vxeí/(0), és 
ezért r, jól definiált. Ha a nemlineáris rendszer teljes állapot-visszacsatolással 
Brunovsky-alakra hozható, akkor azt az {r,}->{r,}-> Brunovsky-alak sémában 
várjuk.

11.10 Lemma (nemlineáris eset): 0 < rM < r,, Vi.

Bizonyítás:

rM > 0, mivel J, része J,+) -nek, 

dim Aj = dim J,_] + ri >

dimSpanfC,^ u{aJ}g|,...,ad}gm}} = dimSpanC,_1 + r-. (11.72)

Létezik egzaktul m-r, vektormező [ad^g.......ad^gm} között, amelyek lineáris 

kombinációja -beli és a maradék r, vektormezőnek {ad^ g^^^ad^ gm }-ből. 

Legyen ez az utolsó m-r/ vektormező, akkor ad't g}e Span {C,^ u {ad'f g^,..., 

ad'fgm}’ J = ri +1’ • ■ • -m ■ Alkalmazzuk a Lie-zárójelet mindkét oldalon, akkor

ad'f'gj eSpan{C, \j{ad'^ gx,...,ad‘f'g J}, j = rj + l,...,m. (11.73)

dim Span CM < dim Span C, + r, => r(+1 <ri, (11.74)

amit bizonyítani kellett.

A visszacsatolásos linearizálás feltételeinek megfogalmazásához további integerek 
kellenek:

8:= max {z: rt * 0},
rs > 0, de rt = 0, Vz > 8, 
ms^rs,mi^ri-rM,i = G......8-1, (11.75a)

dim4=L'.0'p

dim~^=^orj-^j--orj=K^rJ =
(11.75b)

= X* =I+| (k " = m‘+' + + • • • + (5 - i)ms.
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Illusztrációként tekintsünk egy lineáris rendszert A9x9, B9x3 esetén, amelyre alkal­
maztuk az 5. fejezetben tárgyalt szelekciós sémát:

^1 ^2 ^3

Abt Ab2 Ab3
A2bÁ o 42fc3
A^b) o

o

Akkor

r0 =3, =3, r2 =2, r3 =1, r4......rg =0,
£ = 3,
Kj = 4, r2 = 3, K^ = 2,
Oj = 4, cr2 = 7, cr 3 = 9,
m3 = r3 = 1,
m2 = r2 — r3 =2-1 = 1,
mt = r} — r2 =3-2 = 1,

m0 ~ro ~ ri =3 — 3 = 0,
n = 1 • m0 + 2 • ml + 3 ■ m2 + 4 • m3 =9.

Összehasonlításképpen tekintsük a disztribúcióknak megfelelő kifeszített tereket, 
amelyeket rendre a szelekciós séma sora és a felette lévő sorok definiálnak:

dimzl0=3 dimzl3-dimzlo = 1 + 2 ■ 1 + 3 ■ 1 = 6
dim 4, =6 dim4,-dimzl, =14-2-1 = 3
dimzl2=8 dim zl3 - dim zl2 = 1
dim A3 = 9

Interpretáció:
(1) Kj,...,Km a blokkok mérete 4-ban. Feltehető, hogy a blokkok nemnövekvő 

blokkméret szerint át vannak rendezve: Kj >k2 > ••• > Km.
(2) ö a legnagyobb blokk mérete -1, azaz 5 = Kj -1.

(3) mi azon blokkok száma, amelyek mérete i + 1, ezért = ro = m-
ő
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Probléma megfogalmazása MIMO esetben:

Adott:

x = fW + S^u^^x), 
^'=l ' ' (11.76)

és >K2 >->Km.

Létezik-e:

i) U (0) nyílt halmaz,

ii) q:U ->Rm sima függvény,

iii) S:U sima függvény, det S(x) * 0, Vxe U ,

iv) lokális diffeomorfizmus T .U —> Rn, T(0) = 0,

amelyek kielégítik a következő feltételeket:

v = q(x) + S(x)u,
z = T(x), (11-77)

z = Az + Bv,
A,B Brunovsky-féle kanonikus alak a indexekhez.

11.8 Tétel: Legyen a nemlineáris rendszer x = f(x) + », g, . Tegyük fel, hogy

(a) gl,...,gm vektormezők lineárisan függetlenek 0-ban, Ao — Span{gi,...,gm} 

és dim 4) = r0 = m,
(b) 0 reguláris pontja At -nek, Vz>0 esetén.

Akkor a MIMO teljes állapot-visszacsatolási probléma megoldható <=> a következő 

két feltétel teljesül:
i) dim=n, 
ii) 4-i disztribúció involutív, ha m, = 0.

Bizonyítás:
Csak az állítás egyik irányát bizonyítjuk. Tegyük fel, hogy teljesül i) és ii), meg kell 

konstruálni a probléma megoldását.
Mivel S = max {z: # 0}, dim As = n és dim As.x = dim As-rs=n- ms, ezért 
As_. kodimenziója ms és involutív is, ezért az alternatív Frobenius-tétel szerint 
3t/o(O) nyílt halmaz, és 3hs^SW sima függvények, 1 á í á , melyek dHfe- 
renciáljai lineárisan függetlenek az x = 0 pontban és amelyekkel teljesül
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<dhSi,adlfgj >(x) = 0, Vxeí/0, 0<Z<^-1,1< j<m. (11.78)

Ezek a függvények a T koordináta-transzformáció részét fogják képezni. Bevezet­
jük az Ms msxm típusú mátrixot, amelyre (M s (x) :=< dhSi, ad sf gj: > (jc) . 

Megmutatjuk, hogy ránkMs(x) = ms (maximális), Vxe(70. Indirekt, tegyük fel, 

hogy 2x06t/0 és e/?', hogy <dhői,adjgj>(xo) = O,

j — azaz (11.78)-cal kiegészítve az r = c,. dhs,■ (x0) sorvektor

anullálja az összes (adlt g Q<1< 5, \< j <m oszlopvektort, amelyek vi­

szont generálják As (x0) -t, és ezért kifeszítik Rn -et. Ezért r = 0 a sorvektor. Mivel 
a dhSi(xQ), i = l,...,mg sorvektorok lineárisan függetlenek, ezért Cj =0, Vz => Ms 
maximális rangú.

Tekintsük ezután a As_2 disztribúciót:

dim Aő_2 = dim Ag - ms_x - 2ms -n- ms_x - 2ms .

Két eset lehetséges {ms_x =0 és ms_x * 0).

Tegyük fel, hogy ms_x = 0.

Be fogjuk látni, hogy 2ms darab {hSi,LfhSi : 1 <i < mg} függvény differenciáljai 

lineárisan függetlenek és anullálják a As_2 -beli vektormezőket. Mivel 
kodimenziója 2ms, ebből következni fog, hogy Ag_2 automatikusan involutív 
mg_x =0 esetén.

Mivel As_2 cAs.t , ezért (11.78) szerint {dhSi :\<i<mg} anullálja a 4_2-beli 
vektormezőket. Másrészt

L[f,g]a “ ~ (Ljü) => Lg (L^a) = Lf(Lga) - ,

<d(Lfa),g>=Lf <da,g >-<da,[f,g]>, (11.79)

<d(Lfhgi),ad‘fg>=Lf<dhgi,adlfgj >-<dhSi,adlf' g, > = 0, (11.80)
-

Megmutatjuk, hogy a 2ms differenciál: {dhg ^dLj hg t : 1 < z < } lineárisan füg­

getlen is. Tegyük fel, hogy 3c0(.,cH, 1 < i ms és 3x0, hogy
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YZ lc0idh8,i + Cli^Lf h6,i K^O) = 0 • (11.81)

Szorozzunk mindkét oldalon ad^g j-vei, és vegyük figyelembe a (11.78-80) össze­

függéseket, akkor kapjuk, hogy <dLfhg.i,adSf} g j >=0, 1< j <m =>

ci<<dhgj,adf gj> ^ií=] cu < d^s,i > adf g j > - 0 => 

o
~(C11 ••• ,5(^0) = ° •

Mivel Ms maximális rangú, ezért cn =0, i = l,...,ms. Ezért (11.81)-ban csak az 

első összeg marad meg: '£Zcoidhs,i(xo) = Q ■ a d^8j^xo^ differenciálok lineá­

risan függetlenek, ezért coi =Q,Vi =$ {dhSi,dLfhSi ■.\<i<ms] lineárisan füg­

getlen. Megjegyezzük, hogy ez igaz marad ms_x 0 esetén is.

Tegyük fel, hogy ms_x * 0.
Ekkor ii) szerint As_2 involutív, továbbá kodimenziója ms_x + 2ms. Az alternatív 
Frobenius-tétel szerint létezik (7, (0) nyílt halmaz és ms_x + 2mő lineárisan függet­
len, egzakt differenciál forma, amelyik anullálja zd^-t minden xe esetén. 
Feltehető, hogy UlcU0. Ux-en Aő_x is involutív. Ebből a Ag_2-t anulláló 
készletből 2mg darabot már ismerünk: {dhgj,dL^hgj : 1 <i < mg }. Szelektáljunk 

másik ms_x sima függvényt: {hg^: úgy, hogy

{dhSi,dLfhói :l<i<mg}^ {hs_x<i: 1 < i < ms_x}

lineárisan független legyen és mindenegyik a készletből anullálja As_2(x)-et 
Vxe ÍZ, esetén. Vezessük be az mg_x xm méretű M s_x mátrixot.

W), W =<-adV*j > ’ 1 ’

és tekintsük az (msméretű [MTS MTS_X]T mátrixot. Be kell látni, hogy 

a mátrix maximális rangú minden xeUx esetén. Legyen cOi,l<i<ing és 

Cy, 1 Siznj-i olyan, hogy 1 á7m esetén

(11.79),(11.78) felhasználásával kapjuk, hogy
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<dhgi,adsfgj >=<dhg it[f ,ad^ 1 gj]>=-<dLfhSi,adsf 'gj > => 

<{-£>0/^./ >Uo) = O, 1< j<m. (11.82)

Vezessük be a v={-^^c0idL}h5i + ^''0,^-1,, }(x0) jelölést. Tudjuk, hogy 

a konstrukció szerint v anullálja -t, továbbá (11.82) szerint minden 

adj~'gj, j=A,...,m vektormezőt is. Ezért v anullálja zl<5_1 (x0)-t, ezért ott van az 

egzakt differenciálok között, amelyek anullálják Ag^ -et, amelyek viszont 
{dhSi(xoy.\<i<ms}. De v-{--}(xo) = O és {dhSi} u (dLfhSi} u {dhs_} ,} li­

neárisan független, ezért v = 0 vektor és VcOÍ,ch-=0. Ezért a [Mg Mg^]7 mátrix 
maximális sor-rangú.

Az eljárás hasonlóan folytatható, a végén a következő függvények állnak elő: 

'^gi : 1 - 1■- mő }’

(11.83)

[h^ : 1 <i <ml}.

Természetesen, ha m, = 0, akkor a megfelelő függvényhalmaz rész hiányzik. A 
függvények teljes száma

önig + (ő - ymg^ H----- F lm2 + mt = dim Ag - dim A0=n-m = n- dim A^ .

Ezeknek a függvényeknek a differenciáljai lineárisan függetlenek valamilyen í/(0) 
nyílt halmazon és anullálnak minden vektormezőt 4,-ból. Befejezésül két esetet 
kell még megkülönböztetni (mo=O és mo*O). Mindkét esetben

Tegyük fel, hogy m0 = 0 .

Ekkor ^j=]mi=m^ (ö+ l)ms + &ns_i + ■•■+ 3m2+2m} =n, ezért a következő 

tüggvényhalmaz pontosan n függvényből áll:

[L‘fhki (11.84)
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Ezeknek a függvényeknek a differenciáljai lineárisan függetlenek valamilyen í/(0) 
nyílt halmazon.

Tegyük fel, hogy m0 * 0.

Ekkor (11.84)-ben n-m0 függvény szerepel. Válasszunk m0 további függvényt: 
{hO i: 1 < i < m0} úgy, hogy az n darab

{^fhki :\<i<mk, 0<l<k, 0<k< 0} (11.85)

függvény differenciáljai lineárisan függetlenek legyenek valamilyen 1/(0) nyílt 
halmazon. Képezzük a következő mátrixot:

M=[MtsMtő_1-M[ M^]T, 
, , . (11.86)
(4/ k).. (x) =< dhk i, ad kf g j > (x), 1 < i < mk, 1 < j < m.

A mátrix sorainak a száma: V'* m,= m, ezért M kvadratikus.

Megjegyzés:
1) Az mi integerek között legfeljebb m határozottan pozitív lehet.
2) Legyen r, := i + 1 azon i értékek esetén, amelyekre > 0, akkor ezek ponto­

san a Kronecker-indexek. Tehát mk > 0 csak akkor áll fenn, ha k +1 = r, 
valamiilyen z -re úgy, hogy csak a hozzátartozó hk j függvények szerepelnek a 
(11.85) listán.

/1.2. ábra. Nemlineáris rendszer kompenzálása külső és belső állapot-visszacsatolással
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Definiáljuk a következő függvényeket:

01 =h3^--^ms =h8.ms ■

Ha >0, akkor ^+l = hs_u,...,<pr^ = hs_lmsx . (11.87)

Ha m0 >0, akkor 0n+1 = h0l, -, 0r„ = hOm<j.

Vegyük észre, hogy az indexelésnél figyelembe vettük, hogy r; = ■ Egzak­

tul m függvény van a 0,- készletben. Minden i esetén r, az az integer, ahányszor 

0; Lie-deriválva lett az {l!fhki} listában. Definiáljuk a Zí-U^R*' és a 

T.U^Rn leképezést a következő módon:

:=

</>iM
Lf<p-(x)

, z:=

'zi W' 
z2W

= T(x). (11.88)

\ J /

Akkor T lokális diffeomorfizmus, 0,(0) = 0 (esetleg konstans levonása után), ezért 
7(0) = 0. A SISO esethez hasonlóan látható be, hogy ez a kívánt koordináta­
transzformáció.

4 ziA =< í/0, W, x >=< J0,. (x), [/(x) + V ” u : g (x)] >=

= 0/ + “ j Lg, = Lf 0/ = Z/,2 .
d (11.89)
— Ziti = L‘f</>,=Zi'M, -1,

(11.79) ismételt alkalmazásával kapjuk, hogy

LgiLT'^ ^d^^ad^'gj >=(-1)*'-'^^ (11.90)

ezért
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= q(x) -I- S(x)u ,
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(11.91)

(x) = , Sij (x) = (-1)^-' My (x),

v = q^x) + S(x)u 
d
dt “ V' ‘

Ezért a v visszacsatolással a rendszer Brunovsky-féle kanonikus alakban áll elő. A 

keletkező lineáris rendszernek a karakterisztikus egyenlete = =0 , amely egy
külső v = -Kz állapot-visszacsatolással stabilizálható, lásd 11.2. ábra.

11.5 Bemenet/kimenet linearizálás
Az előző pontban láttuk, hogy bizonyos feltételek teljesülésekor a nemlineáris rend­
szer állapotegyenlete egyszerű kompenzációval linearizálható. Vizsgjuk meg, lehet­
séges-e a teljes bemenet/kimenet kapcsolatot, ha csak lokálisan is, hasonlóan 
egyszerű kompenzációval linearizálni. Megmutatjuk, hogy bizonyos feltételek telje­
sülése esetén ez lehetséges. A problémát az x0 pont egy í/(x0) környezetében 
fogjuk vizsgálni, ahol tipikusan (de nem kizárólagosan) x0 egy egyensúlyi helyzet, 
amelyre /(x0) = 0 teljesül, de nem lenne akadálya az x0 = 0 normalizálásnak sem.

Probléma megfogalmazása MIMO esetben:

Adott:

x = fM + Y"‘̂ igiW,

yt(x) = hj(x), i = l,...,m, h = (hl,...,hm)T, (11.92)

MW). hieS(X),i = l......m.

Létezik-e:

•) r = (rlt...,rm) relatív fokszám vektor,
>i) U(x0) nyílt halmaz,
»i) v = q(x) + S(x)u,

>v) q :U Rm sima függvény,
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v) S : U Rmxm sima függvény, detS(x0) 0,

hogy

=v., f = l,...,m. (1L93)

Ha a feladatnak van megoldása, akkor a rendszer szétesik m darab integrátor érte­
lemben szétcsatolt alrendszerre, ahol az i -edik alrendszerben az integrátorok száma

rt ■

11.5.1 SISO rendszer bemenet/kimenet linearizálása
A SISO esetben x = f(x) + wg(x), y = h(x), és azt keressük, hogy hányadik derivá­
lás után jelenik meg az u bemenet a kimenet deriváltjában, és ez egyáltalán 
elérhetö-e. Differenciáljuk y -t fokozatosan:

y = Vh • x =< dh, f > +u < dh, g >= L} h(x) + uLg h(x).

Ha Lg h(x0) 0, akkor q(x) = L} h(x), s(x) = Lgh(x) és r = l megfelel az elvárá­

soknak x0 -nak valamilyen elegendően kis U(x0) környezetében. Ha <dh,g>=0, 
akkor y=<dh,f>=Lfh és a feltételek még nem teljesülnek. Ekkor fokozatosan 

tovább lehet deriválni.

y^d(Lfh),x>=L2fh + uLg(Lflí) stb.

Szigorú relatív fokszám:

Azt mondjuk, hogy a nemlineáris rendszer az r szigorú relatív fokszámmal rendel­
kezik, ha r a legkisebb integer, amelyre teljesül, hogy

L Lfh(x) = 0, Vxe U(xQ), í = 0,1,.... r — 2, g f 0 (11.94)
LgLrf 'h(x0)* 0.

Megjegyzés:
1. Ez a definíció összhangban van a lineáris rendszer relatív fokszámával, amely a 

pólusok és zérusok számának különbsége. Ez következik az átviteli függvény 
c(sl - Ay] b = cbs~] +cAbs~2 +cA2bs~2 +■•■ sorfejtéséből nagy j esetén, ek­

kor ugyanis cb = cAb--- cAr~2b = G és cAr~'b * 0, másrészt LgL'^h-cA‘b .

2. Ha LgLr~'h(x0)*0, akkor x0-nak elég kis U(x0) környezetében teljesül 

s(x)^LgLrf~'h(x^0.



11.5 Bemenet/kimenet linearizálás______________________________________ 357

3. A relatív fokszám nem mindig definiált, mert könnyen megadható olyan nemli­
neáris rendszer, ahol LgLrJxh(x^) = 0, de h(x) / 0, ha x elég közel van 

xo-hoz. Ehhez elegendő olyan rendszert kreálni, amelynél L^C^hlx) előjelet 

vált egy felület két oldalán, amely áthalad az x0 ponton.

11.11 Lemma: Ha létezik az r relatív fokszám, akkor a dh, dLfh,......dLrf'h 

sorvektorok lineárisan függetlenek valamilyen (7(x0) nyílt halmazon, továbbá 
r < n.

Bizonyítás:

Ha meg tudjuk mutatni, hogy a lineáris függetlenség fennáll x0-ban, akkor a függ­
vények simasága miatt ez fenn fog állni tetszőleges x esetén is, ha x elég közel van 
x0-hoz. Tegyük fel tehát, hogy a = (a0,...,ar_fiT e Rr és ^rJa,</Ly/i(xo) = O. 

Be kell látni, hogy a = 0.

Először megmutatjuk, hogy

L ,, Lkfh = -
0, ha i + k < r - 2
(-1)' LgL'fXh, ha i + k = r -1. (11.95)

A bizonyítás teljes indukcióval történhet. Legyen k fix, akkor az indukció történhet 
i -re. Ha i = 0, akkor a bal oldal Lg Lkf A, és az állítás következik a relatív fokszám 

definíciójából. Ha az állítás igaz 0,..., i - 1 esetén, akkor i és i + k < r -1 esetén

L „ Lkfh = Líf ±kh = LfL Lkfh-L LfLkfh = -L .... Lk+'h = 0 “fig f / J adf g J adf g J J ad} g J
0

az indukciós hipotézis és (i -1) + (k +1) = i + k < r -1 miatt, míg i és i + k = r - 1 
esetén

L . Lkfh = -L d+1/i = ••• = (-!)'LIfi'h adtg I ad/ g J ' ' 8 J

miatt igaz az állítás.

Legyen akkor <ía(x0) = ^'Ja,</Z,'/A(xo) = 0. Szoroz­

zunk jobbról fokozatosan egy megfelelően megválasztott függvénnyel. (11.95) fel­
használásával megmutatjuk, hogy minden a, nulla:
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0 — < da, g > (x0) — ^,i=oaiLadi)s Lf h(x0') — Lj h(x0) => a r_} —0,

0 =< da, ad\g > (x0) = ^fKx0) = -ar_2Lg ) => ar_2 = 0,

0=<Ja,aJ;-' >(x0) = a0L^lg^ =0.

Mivel a = 0, a lemmát bebizonyítottuk. Az is világos, hogy mivel a sorvektorok li­
neárisan függetlenek (Rn )* -bán, ezért r < n.

SISO nemlineáris rendszer normálalakja:
Ha létezik az r relatív fokszám x0-ban, akkor a dh, dLfh, ,..., dLrj}h sorvekto­

rok lineárisan függetlenek valamilyen U(x0) nyílt halmazon. Mivel a 
zl = Span (g(x)} involutív, ezért a Frobenius-tétel szerint létezik ,..■, e S(X) 
függvény, amelynek a differenciáljai lineárisan függetlenek x0-ban, továbbá 
<dr)iyg(x)>s0, Vxe U. Ezek közül szelektálható n-r darab 77,(x)eS(X) 
függvény (legyen ez az első n - r ), hogy az x0 pontban

rank[(dh)T ,...,(dLrf 'h)T ,(d7j})T...... {dT]n_r)T]T =n , (11.96)

és a 

T(x)“

' h(x) y

Lrf~lh(x) ( zoMy
Z]^x) ^„(x)^

^n-rM^

z„ zX Z„ =(771,...,77„_r)r, (11.97)

koordináta-transzformáció lokális diffeomorfizmus. A koordináta-transzformáció 
után

Z| - z2,.... zr_] - zr,

Zr = b(z0, zu) + a(zo, zu )u = Lrfh(T-'(z0, zu)) + uLgL^hfT1 (z0, zu)) = v, 

Zo=fo(zo,zu), (11.98)
Zu ~ fu^Zoj Zu ), 
y = zi,
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ahol T~' (z0 ,zu) az inverz leképezést jelöli (lásd inverz függvény tétel), és

v = q(x) + us(x) = Ufh(x) + uLgLrf'h(x) . (11.99)

Következmény:

i) Ha alkalmazzuk az u = + statikus visszacsatolást, akkor zr = v és
s(x) s(x)

a rendszer z„ -ra vonatkozó állapotegyenlete Brunovsky-féle kanonikus alakban 
áll elő:

z„ =A„z„ +b,,v,
0 0 0 " (11.100)

y = z„i =zr

ii) Mivel zu ekkor nem fejt ki hatást z„ -ra és y -ra, ezért zu nem megfigyelhető 
(unobservable). Világos, hogy z0 megfigyelhető (observable).

iii)Ha xn egyensúlyi helyzet, azaz /(xo) = O és h(xo) = O, akkor x0-hoz a koor­
dináta-transzformáció szerint z„ = 0 tartozik. Másrészt választható zu = 0 is 
x0-hoz. Az x0 egyensúlyi ponthoz ezért (z„,zu) = (0,0) tartozik.

iv) A megfigyelhető rész egyensúlyi ponthoz tartozó v —» y átviteli függvénye a 

Brunovsky-féle kanonikus alaknak megfelelően 1/ sr, amely egy integrátor ér­
telemben szétcsatolt alrendszer és tovább kompenzálható. A nem megfigyelhető 
rész azonban stabilitási problémákat okozhat.

Kimenet-nullázási probléma:
Keresett x(0)e(/ kezdeti állapot és bemenő jel, hogy teljesüljön y(r) = 0,ha 
t>0. A (11.98) normálalak ismeretében a feladat egyszerűen megválaszolható, 
mert differenciálással

y(/)aO=>Z( =--- = Zr , (11.101)
a(0, zu (t))

ahol z„(r) megoldása az

iu = fu (°> )> zu (°) tetszőleges (11.102)

kezdeti érték problémának. Ehhez x(0) -nak rajta kell lennie az

M={x: h{x) = Lfh(x) = •• • = r/1 (x) = 0} 
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sokaságon, amely n-r dimenziós. Az eredeti koordinátákban h(í) pontosan v = 0 
választással kapható meg:

«(0=-^=—(11-103)

Zéró-dinamika:
Ha az x(0) kezdeti feltétel M -en fekszik, akkor a teljes trajektória M -en fog ma­
radni. A rendszer dinamikája ilyenkor

x = fM + g(x)ü(x) megszorítva M -en,

amelyet a rendszer zéró-dinamikájának neveznek. Ez az összefüggés a zéró­
dinamikát R" -ben jellemzi. Ennél gazdaságosabb jellemzést kapunk, ha zu(í)-t te­

kintjük R^-ben.

Minimumfázisú rendszer:
A nemlineáris rendszert lokálisan aszimptotikusan (exponenciálisan) minimumfázi­
súnak nevezzük az x0 egyensúlyi pontban, ha a zu = fu (0, zu) rendszer zu = 0 
egyensúlyi pontja lokálisan aszimptotikusan (exponenciálisan) stabilis. A rendszer 

df
lokálisan exponenciálisan minimumfázisú, ha a —— (0,0) mátrix sajátértékei a nyílt

bal félsíkon vannak.

Egzakt jelkövetés:
Ha követni kell az yd(t) előírt (desired) referencia jelet, akkor deriválások után

z0W =

yd^ 
yjW =-zd(t). (11.104)

Mivel = b(zd ,zu) + a(zd„ , zu )ud, ezért

Uj ="7^—a(z„,zu)

(0) = (0),

zu = fu(z„,zu), zu(0) tetszőleges.

(11.105a)

(11.105b)

(11.105c)
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Az ud bemenő jel számításához teljesülnie kell az a(Zo,Z„)*0 feltételnek, ami 

várhatóan csak elég kis esetén fog teljesülni. Mivel zdo nem függ zu(0)-tól. 

ezért zu (0) alkalmas megválasztásával lehet próbálkozni.

Vegyük észre, hogy a konstrukció elvi lehetőséget ad az y(t) —> u(t) inverz rendszer 
értelmezésére yd (í) -> ud (t) mintájára.

11.9 Tétel: Ha a nemlineáris rendszernek létezik r relatív fokszáma, lokálisan ex­
ponenciálisan minimumfázisú és az sr +ar_lsr~I H----- t-ajS + űQ polinom Hurwitz- 
polinom (sajátértékei a nyílt bal félsíkon vannak), akkor az

u = -a^L'f 'h(x)------- a1Lfh(x)-aoh(x')] (11.106) 

visszacsatolással a nemlineáris rendszer lokálisan exponenciálisan stabilis.

Bizonyítás:

Alkalmazzuk Ljapunov indirekt módszerét, lásd könyv I. kötet 5. fejezet [1]. Jelölje 
a polinom kisérő mátrixát A . Akkor (11.106)-ot alkalmazva zárt körben

Z°=Az"’ (11.107)
Zu — fu )’

és a linearizált rendszer állapotmátrixa

A 0
-^-(0,0) -^-(0,0) ’ 
dz„ dzu

(11.108)

amelynek sajátértékei a feltételek szerint a nyílt bal félsíkon vannak. Ezért a nemli­
neáris rendszer a választott kompenzálással lokálisan exponenciálisan stabilis.

11.5. 2 MIMO rendszer bemenet/kimenet linearizálása
A SISO esetre kidolgozott módszerek jelentős része kisebb korlátozásokkal 
kiterjeszthető MIMO rendszerekre. Ehhez először be kell vezetni a vektor relatív 
fokszámot (vector relatíve degree). A nemlineáris rendszert a (11.92) alakban felté­
telezzük, a bemenetek és kimenetek száma azonos (m).

Differenciáljuk az egyes kimeneteket fokozatosan, míg legalább egy bemenő jel 
meg nem jelenik a kimenő jel deriváltjában. Legyen r, a legkisebb integer (ha ilyen 
létezik), amelyre teljesül
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=L}hi+^Lgj^'h^J ’ (^-lO9)

továbbá legalább egy L (Lf'hj)(x0) * 0 .

Relatív fokszám vektor:
Azt mondjuk, hogy a MIMO nemlineáris rendszer relatív fokszáma vektora x0 -bán 

r = (r1,...,rm)r, ha 3t/(x0) nyílt halmaz, hogy

i) Lg Lkj h, (x) = 0, Vxe U, j = £ = 0,...,^ - 2,

ii) az S(x) = [s(y (x)]mxm mátrix nemszinguláris x0 -bán, ahol Sy = LgL‘f A, , azaz

kis környezetében.

S{x) =

-

Ls Lr'-\ '
Sm J 1

Z Tr’"~Xh

(11.110)

Mivel S(x0) nemszinguláris, ezért S(x) szintén nemszinguláris x0-nak egy elég

11.12 Lemma: Ha létezik az r = (r1,.'..,rn)r relatív fokszám vektor, akkor a 

{dL^ ht<: 0< k < r,_,, 1 < i < m} sorvektor halmaz lineárisan független valamilyen 

U (x0) nyílt halmazon, továbbá r, < n .

A bizonyítás a SISO esethez hasonlóan úgy történhet, hogy fokozatosan meg­
mutatjuk, hogy a ^i=}^^o(Xiic(/iL\hi)(X()') = O lineáris kombinációban szereplő 

együtthatók nullák, kihasználva azt a tényt, hogy S(x0) invertálható. A lineáris füg­

getlenség miatt rt < n nyilvánvaló.

MIMO nemlineáris rendszer normálalakja:
Ha létezik az r = (rl,...,rn)r relatív fokszám vektor, akkor választhatók a 
következő koordináták:

Zn=^iW zl2=Lfh^x) ••• zln = £}"%(x) 

z22=Lfh2(x) - z2ri = Lrj~'h2(x) (1]111)

^=hm(x) zm2=LfhmM z^ = Lrf'hm(x)
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Vezessük be a z, = (za,...,ziir,)T e Rri, i = és a z0 = (z{ ,...,z^)T je­

lölést. Ezek a koordináták egy részét képezhetik egy koordináta-transzformációnak, 
mivel a dLkfhi (x), 0 < k < rt■ -1, 1 < i < m differenciálok lineárisan függetlenek egy 

U(xq) nyílt halmazon. Legyen p = r, , akkor megkonstruálható n-p darab

S(X) függvény, hogy a fenti differenciálokat dp} (x),...,dqn_p{x) bázissá 

egészíti ki az x0 pontban. Legyen zu :=(rh(x'),...,pn_p(x))T, akkor 

(z„,zl)T = T(x) egy koordináta-transzformációt definiál.
SISO esetben a zl = Span{g(x)) disztribúció triviálisan involutív, ezért 7, 

konstrukciójakor alkalmazható a Frobenius-tétel és ezért dq^x^g^x) = 0, VxeU. 
MIMO esetben az ennek megfelelő Lg^j(x) = 0, i< j<n-p, \ <i<m feltétel 

teljesüléséhez az szükséges, hogy a zl = Span{g1(x),...,gm(x)} disztribúció 
involutív legyen, ami általában nem biztosítható. Ezért a MIMO normálalakban az 
/„(£„,£„) függvény bonyolultabb lesz. Jelölje F^x) az inverz koordináta­

transzformációt, és legyen

qt(x)Lj-h,(x), q(x). Iq, ]mxi >

Sy (x) := Lg) Lrj ' hj (x), S(x):= íJy Wlmxm ’

v,. •=qi^ + Y,.\sij^ui' ^q^ + S{x)u, (11.112a)

bt{z0,zu):= qi(T~l (z„,zu)), b(z0,zu)~&U,
ay(Zp’Z«) = '(zo>z«)i» -4(20,2u)--[aylmxm>

-[^u,t](n-p)xl’ (11.112b)

aukj • Z« ) “ Lg, Vk ^T~' ’ Z" A" íüu'kJ ^n-p)Xm ’

akkor a MIMO normálalak

Z/l = 2/2> Z.-2 = z»3> •••’ Zí.n-1 = z‘>ri'

Zl.r, = + =

= Vp i = 1..... m,
v = b(z0, zu) + A(z„, zu )u = qW + 5 WM>
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=bu(z„,zu) + Au(.z0,zu)u (11.113b)

Következmény:
i) Ha alkalmazzuk az «(x) = -S-1 (x)^(x) + S 1 (x)v statikus visszacsatolást, akkor 

z, = Ajzi +bivi, yt lineáris alrendszerek keletkeznek Brunovsky-féle ka­

nonikus alakban, ahol c, = e{ . Az alrendszerek az blokkmé­
retekhez tartozó linearizált rendszerré foghatók össze Brunovsky-féle kanonikus 
alakban, lásd 11.3. ábra'.

11.3. ábra. MIMO bemenet/kimenet linearizált rendszer blokkvázlata

t = Aoz„ +Buv, 
y = cozo.

(11.114)

ii) Mivel zu ekkor nem fejt ki hatást z„ -ra és y -ra, ezért zu nem megfigyelhető 
(unobsevable). Világos, hogy z„ megfigyelhető (observable).

iii)Ha x„ egyensúlyi helyzet, azaz /(xo) = O és /t(xo) = O, akkor x0-hoz a koor­
dináta-transzformáció szerint z„ =0 tartozik. Másrészt választható zu =0 is 
x0-hoz. Az x0 egyensúlyi ponthoz ezért (z„,z„) = (0.0) tartozik.

iv) A megfigyelhető rész egyensúlyi ponthoz tartozó átviteli függvénye a 
Brunovsky-féle kanonikus alaknak megfelelően diag(\/sr'.1/s'"), amely 
egy integrátor értelemben szétcsatolt rendszer és tovább kompenzálható. A nem 
megfigyelhető rész azonban stabilitási problémákat okozhat.

Az egzakt jelkövetési probléma, kimenet-nullázási probléma, zéró-dinamika stb. a 
SISO esethez hasonlóan vizsgálható. Például a kimenet-nullázási probléma esetén 
y, W = 0 => Zy ■ 0 biztosításához az
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ü(t) = -A~'(O,zu)b(O,zu) (11.115)

vezérlés szükséges. A kezdeti feltételek z^ számára nullák és zu (0) = 7(0) 

tetszőleges. Az eredeti x koordinátákban a kezdeti feltételnek rajta kell lennie az

M ={x: hx{x)-Lfh} {x) = --- = Lr^hm{x) = 0}

sokaságon. A zu = 7 változó dinamikája az m(í) vezérlés mellett

zu = bu (0, zu) - Au (0, zu )A (0, zu >(0, zu).

Ha /(x0) = 0, /z(x0) = 0 és T(x0)-(0',0T)T, akkor u =0 esetén z0 = 0. zu =0 

egyensúlyi pont, és a MIMO rendszer zéró-dinamikáját zu = fu (0, zu) definiálja. A 
MIMO rendszer lokálisan (exponenciálisan) minimumfázisú, ha az egyensúlyi pont 
lokálisan aszimptotikusan (exponenciálisan) stabilis.

Ha a nemlineáris rendszer lokálisan exponenciálisan minimumfázisú és a 
Brunovsky-féle kanonikus alakra hozott linearizált alrendszert a v = -Kaz0 állapot­
visszacsatolással tovább kompenzáljuk, ahol Ao - Kn sajátértékei stabilak, akkor 
az együttes rendszer lokálisan aszimptotikusan stabilis lesz.

Dinamikus kiterjesztés integrátorokkal:
Ha az x = /(x) + G(x)«, y = h(x) MIMO rendszernek nincs jól definiált vektor re­
latív fokszáma, akkor ez többféleképpen lehetséges, például úgy, hogy 5(x) szin­
guláris. Ha S(x) rangja konstans r<m, ha x a közelében van x0-nak, akkor ki­
terjeszthetjük a rendszert alkalmas módon integrátorokkal úgy, hogy a rendszernek 
már legyen vektor relatív fokszáma. A következő algoritmus erre ad eljárást. A 
bővített rendszer függvényeit hullámmal fogjuk jelölni.

Dinamikus kiterjesztési algoritmus:
1. lépés: Legyen ii := n, x := x, x0 := x0 ,/:=/, G := G, h := h, u := u, m := m .
2. lépés: S(x) kiszámítása x0-nak egy Ü környezetében.

i) Ha rankS(x) = m Ü -on, akkor stop, az {f,G,h) rendszernek van vektor rela­

tív fokszáma.
ii) Ha rankS(x) nem konstans x0 egy környezetében, akkor stop, a rendszer nem 

bővíthető úgy, hogy legyen vektor relatív fokszáma.
iii) Ha ránk 5(x) = r , akkor legyen r .- r és folytatás a 3. lépéssel.
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3. lépés: Elemi oszlop-operációk olyan sima mátrixának meghatározása, hogy 

S^P^x) utolsó (m-r) oszlopa azonosan nulla legyen. Mivel S(x) rangja 
konstans, ezért p(x) partícionálható ennek megfelelően /?(x) = [^, (x) ^2(x)] 

alakban úgy, hogy Px (x) az első r oszlopból áll.

4. lépés: Legyen w = (x)z( + /?2(x)w2 és Z] = w,, ahol zt, w, 6 Rr, w2e R"‘ r •

Ez megfelel r darab integrátor és a P{(x\ P^x) erősítők hozzáadásának. Az új 
bemenetek w,, w2 lesznek. Az így bővített rendszer a következő lesz:

(Í\(f+GP^

»
0 G^V '

/ 0
(11.116)

ahol a bővített állapot x = (xT, z{)T és az új bemenet u = (wf, w2 )T . Az új f,G 
kiolvasható a (11.116) új állapotegyenletből. A kimenet változatlan, ezért 
h(x) = h(x).

5. lépés: Nevezzük át x,ü,f,G,h -t az új x,ü,f,G,h -nak és menjünk vissza a 2. 
lépésre.

Az algoritmus véges sok lépés után befejeződik, ha az algoritmus minden lépésében 
S(x) aktuális rangja konstans x0-nak egy környezetében. A feltételt regularitási 
feltételnek nevezik, ami a szigorú relatív fokszám MIMO megfelelője. Ha az algo­
ritmus sikeresen befejeződik, akkor a bővített rendszer vektor relatív fokszáma léte­
zik, és a kompenzátor egy dinamikus rendszer, amelynek alakja

z = c(x,z') + d(x,z)w, 
u = a(x,z) + /J(x,z)w.

(11.117)

Speciálisan, ha csak egy iterációs lépés volt szükséges , akkor a bővített rendszer

« = A WZi + Pz{x)w2.
(11.118)

Az eredő nemlineáris rendszer a dinamikus kompenzátorral prekompenzált rendszer 
lesz. Mivel az eredő rendszernek már létezik a vektor relatív fokszáma, a fentebb 
tárgyalt MIMO nemlineáris irányítási módszerek már alkalmazhatók lesznek rá.
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Az előző fejezetben összefoglaltuk a nemlineáris rendszerek differenciálgeometriai 
elveken alapuló elméletének fontosabb eredményeit, ha a bemenetek és a kimenetek 
száma azonos. Láttuk, hogy meghatározott feltételek teljesülése esetén, legalábbis 
lokálisan, a nemlineáris rendszer statikus vagy dinamikus visszacsatolással 
linearizálható, és ezután már alkalmazhatók a lineáris irányításelmélet eredményei a 
további kompenzálás megtervezésére. Probléma azonban, hogy a linearizáláshoz 
szükséges koordináta-transzformáció meghatározásához általában szimbolikusan 
(képletszerú alakban) meg kell oldani egy parciális differenciálegyenlet-rendszert (a 
Frobenius-egyenletet), amelyre általános és effektív módszerek nem állnak rendel­
kezésre. Bizonyos esetekben "megsejthető" a transzformáció alakja, de általános elv 
nem ismeretes. Mindezek indokolják, hogy speciális rendszerosztályokra speciális 
megoldásokat keressünk.

Ebben a fejezetben néhány módszert mutatunk be a nemlineáris irányítások 
területéről, amelyek ugyan nem minden tekintetben általánosak, viszont viszonylag 
egyszerűvé teszik a nemlineáris rendszerek esetén fontossá váló mozgástervezést il­
letve irányítást bizonyos rendszerosztályon belül. Ennek során foglalkozunk a diffe­
renciálisán sima (fiat) rendszerek irányításával, a nemlineáris rendszerek visszalépé­
ses technikán (back-stepping) alapuló irányításával és a nemlineáris rendszerek 
időben változó irányításával.

12.1 Flatness szabályozás
Számos gyakorlati jelentőségű nemlineáris dinamikus rendszer, így például egyes 
mechanikai rendszerek is, differenciálisán simák (differencially fiat systems). Ezek a 
rendszerek nemlineáris dinamikus visszacsatolással és koordináta-transzformáció 
segítségével egy lineáris rendszerrel ekvivalenssé tehetők.

Dinamikus visszacsatolással a lineáris rendszerek esetén gyakran találkozunk, 
példa rá az integrál típusú szabályozás. A differenciálisán sima rendszerek fogalma a 
1990-es évek elején született Dávid Hilbert és Elie Cartan XX. század elejei mun­
káira alapozva, melyekben a neves szerzők differenciálegyenletek megoldásainak 
geometriáját vizsgálták. Az alábbiakban a differenciálisán sima rendszereket [57] és 
[58] alapján tárgyaljuk, ahol számos további, az elmélet alkalmazásával foglalkozó 
hivatkozás is megtalálható. A differenciálgeometriával kapcsolatos újabb fogalmak
tekintetében utalunk még [59]-re. . , . , < ..

A továbbiakban először kiterjesztjük a dinamikai rendszer fogalmát vegte en t- 
menziójú sokaságokon értelmezett rendszerekre. A végtelen dtmenztóju rendszert a 
-hagyományos- állapotegyenletből a vektormező prolongálásával kapjuk. A vegte- 
len dimenziójú rendszerekre definiáljuk az ón. Lie-Backlund transzformáctót és 
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megmutatjuk, hogy ez a transzformáció egyenértékű a megfelelő véges dimenziójú 
rendszeren végzett endogén dinamikus visszacsatolással és állapot­
transzformációval. Erre alapozva úgy definiáljuk a differenciálisán sima rendszerek 
osztályát, hogy az abba sorolható rendszerek egy Lie-Bácklund transzformáció se­
gítségével triviálissá, azaz egy integrátor sorrá tehetőek.

12.1.1 Vektormezők prolongálása, Cartan-mezők
Tekintsük az

x = f(x,u) (12.1)

differenciálegyenlettel adott rendszert, ahol x egy n dimenziós M sokaság egy

pontja, ue Rm és f egy C*”’ vektormező M felett, amely a (z = l,2.... n) 
dx,

n d

ún. lokális koordinátákkal az f ----  alakban írható fel. Feltesszük továbbá,
S dx,

hogy u(t)e CM . Vezessük be a

£(0 = 6 £2 £3 -]T=[x(t)r «Wr úrf -]7'

végtelen dimenziójú vektort, amelyre konstrukciójából adódóan teljesül, hogy 
£e M xRm xRm x... = MxR” -M , azaz £ egy végtelen dimenziójú sokaság 

egy pontja. Legyen f egy vektormező M xR™ felett, amelyet f -bői

£3

£4
(12.2)

révén kapunk. Vegyük észre, hogy dacára a vektormező végtelen dimenziójának, 
annak minden egyes sora csak £ véges számú elemétől függ. Az f vektormezőt 
lokális koordinátákban felírva az 

a (12.3)

kifejezést kapjuk. A fenti formában felírható vektormezőt Cartan-mezőnek nevezik. 
Az f vektormező konstrukciójából adódóan, ha egy t —♦ (x(t),u(t)) pálya megöl' 
dása (12.1)-nek, akkor a í —> (x(t),u(t),ü(t),ü(t),...) pálya megoldása (12.2)-nek. A 
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továbbiakban irányított rendszer alatt egy rendezett (A/, /) kettőst értünk, ahol M 

egy végtelen dimenziós sokaság és f egy (12.3) alakú vektormező (Cartan-mező) 

M felett.
Tekintsünk egy integrátorsorokból álló (lineáris) dinamikus rendszert: 

(r.)
V = «1 

=H2
2 ; n =1; n = ri_l +Ki_i; ^JKÍ = n 

* i
X " =um rm m

A fenti alakban r, dimenziót, r, rendszámot (integrátorszámot) jelöl. Az ehhez a 
rendszerhez tartozó végtelen dimenziós vektormező lokális koordinátákban az

alakban írható fel. Ezt a vektormezőt triviális vektormezőnek nevezünk. Vegyük 
észre, hogy kölcsönösen egyértelmű kapcsolat van a triviális rendszer 
t -»(x(í),w(r)) integrál görbéi és a kellően reguláris (megfelelően differenciálható) 
t —>(xr} (í),..., x (t)) időfuggvények között.

12.1.2 Lie-Bácklund transzformáció
Tekintsük az x = f(x,u) és y = g(y, v) (dim« = dimv) differenciálegyenletekből 

kapott (A/,/) és (N,g) irányított rendszereket, ahol (dimM=n)

és N = NxR™ (dimN =1), azaz a két rendszer hagyományos értelemben vett di­
menziószáma különbözik, ugyanakkor a bemenetek száma megegyezik. Tekintsünk 
továbbá egy invertálható C*”’ leképezést, amely egy koordináta-transzformációt de­
finiál M és N között: £ = </>(£), és e A . Jelölje V7 az inverz koordi­

náta-transzformációt, amely szintén és amelyre £ = ¥7(^). Csak olyan koordi­
náta-transzformációkkal foglalkozunk, amelyekre teljesül, hogy minden komponen­
sük csak véges számú koordinátától függ, hasonlóan a prolongált vektormezőkhöz, 
így £i =^i(^). G = ......aho1 £ =(^.....................................és r, vé­

ges.
Tekintsük most az f vektormező egy t integrál görbéjét. Ennek képe az 

N sokaságon t -» ^(r) = Y7(£(r)). Jelölje 'f'.f azt a vektormezőt az N sokaság 
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felett, amelynek t —> ^(r) = ^(^(r)) az integrál görbéje. Idő szerint differenciálva a 
^(^(0) görbét a

dt dg ’

kifejezést kapjuk, de mivel :N -*TN így

(12.5)
°y j>o

Vegyük észre, hogy a fenti kifejezésben minden tag véges, mivel a transzformáció és 
a vektormező minden egyes eleme véges számú koordinátától függ.

Általános alakú V7 transzformációra nem teljesül, hogy az eredményül kapott 
(12.5) vektormező is Cartan-mező, azaz (12.5) egy "hagyományos" alakú dinamikus 
rendszerből származtatható N felett. Ehhez meg kell követelni, hogy a prolongálás 
egy integrátorsor legyen, azaz

= v('+1) = ^;+2 o 0 ,

ahonnan (12.5) felhasználásával

= )° ^^7+X )°0 •
°y *20 dv

Az utóbbi két egyenlet jobb oldalainak összehasonlításából azt kapjuk, hogy V7. f 

akkor és csak akkor Cartan-mező N felett, ha minden pozitív j -re teljesül, hogy 
L- = ^y+2. Az olyan koordináta-transzformációkat, amelyek Cartan-mezők in­

tegrál görbéit Cartan-mezők integrál görbéibe képezik le, Lie-Backlund transzfor­
mációknak nevezzük.

Az (M,/) és (N,g) irányított rendszereket Lie-Backlund ekvivalensnek 

mondjuk, ha létezik egy olyan invertálható és C*”’ .M -*N koordináta­
transzformáció, amelynek minden eleme csak véges számú koordináta függvénye és

A Lie-Bácklund transzformáció megőrzi a bemenetek számát és az egyensúlyi 
pontokat. Ebből például következik, hogy bármely két azonos számú bemenettel 
rendelkező lineáris irányítható rendszer Lie-Backlund ekvivalens.
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12.1.3 Endogén állapot-visszacsatolás
Dinamikusnak nevezzük azt a visszacsatolást, amely saját állapottal rendelkezik:

z = /?(%, z, v) 
u = a(x, z,v).

(12.6)

Csak olyan visszacsatolásokkal foglalkozunk, ahol a visszacsatolt és az eredeti rend­
szer bemenetéinek a száma nem változik, azaz dimw = dimv . Alkalmazva (12.6)-ot 
az (12.1) rendszerre, a zárt kör viselkedését leíró differenciálegyenlet az

x — f(x, a(x,z,v))
i = /3(x,z,v))

(12.7)

alakban adódik. A dinamikus visszacsatolás nem feltétlenül őrzi meg az irányítható­
ság tulajdonságát. Példa erre a lineáris rendszereknél gyakran használt állapotbecslö 
és állapot-visszacsatolás együttes alkalmazása, ahol a zárt rendszert egy dinamikus 
visszacsatolás segítségével kapjuk, hiszen a visszacsatolás állapotai a becslő x álla­
potváltozói. Az így kapott zárt rendszer nem állapot-irányítható, hiszen a visszacsa­
tolást pontosan úgy terveztük, hogy a becslő biztosítsa a becslés hibájának exponen­
ciális csökkenését az (x- x) = F(x - x) differenciálegyenlet szerint (F stabil és 
gyors), tehát nincs olyan bemenet, amely x alakulását függetlenné tenné x alakulá­
sától. Azért, hogy az ehhez hasonló jelenségeket kizárjuk, az ún. endogén dinamikus 
visszacsatolások vizsgálatára szorítkozunk.

Endogén dinamikus visszacsatolás:
Legyen adott egy (M .f) rendszer. A (12.6) alakban adott visszacsatolást endogén 
dinamikus visszacsatolásnak nevezzük, ha a zárt körben kapott (12.7) egyenlettel 
felírt rendszer prolongálása Lie-Bácklund ekvivalens az (M ,f) rendszerrel.

12.1 Tétel: Tekintsük a (M ,f) és (A,g) rendszereket. Ha e két rendszer Lie- 
Bácklund ekvivalens, akkor létezik egy olyan (12.6) típusú endogén dinamikus álla­
pot-visszacsatolás és egy hagyományos koordináta-transzformáció 
(diffeomorfizmus), amely az

x = f(x,u)

rendszert egy véges számú integrátorral prolongált 

y = g(y, w) 
w^=v

rendszerbe viszi át.
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Differenciálján sima rendszer:
Adott (M ,f) rendszer differenciálisán sima (differentially fiat), ha Lie-Bácklund 
ekvivalens az

& i=i oy, 

vektormezővel adott triviális rendszerrel. Az y vektor változóit (számuk megegye­

zik (M,f) bemenetelnek számával) sima (fiat) kimeneteknek nevezzük.

12.1.4 Differenciálisán sima rendszerek tulajdonságai
A differenciálisán sima rendszer fenti definíciójából közvetlenül következnek az 
alábbiak.

Következmény: A differenciálisán sima rendszerek dinamikus állapot­
visszacsatolással és egy koordináta-transzformációval linearizálhatók, hiszen (12.8) 
egy integrátorsorokból álló lineáris rendszer prolongálásával adódik. Eme tulajdon­
ság miatt az y kimenetet szokás linearizáló kimenetnek is nevezni.

Következmény: Tekintsünk egy differenciálisán sima (M ,f) rendszert, amelyet az 
x = f(x,u) rendszer prolongálásával kapunk. Jelölje V7 azt a Lie-Bácklund transz­

formációt, amely (M ,/)-et a triviális rendszerbe viszi át, és jelölje az inverz 
transzformációt. A differenciális simaság definíciójából következik, hogy létezik egy 
véges q, hogy

x = <!>Ay,y, y,...^^) 

«= 02 (>'.?> y,-^^),
(12.9)

amely x és u azonosan kielégíti a rendszert leíró x = f(x,u) egyenletet. Létezik 
továbbá egy véges p , melyre

y = (/1(x,u,«....... u{p}). (12.10)

A (12.9) és (12.10) egyenletek szerint y és deriváltjai segítségével meghatároz­
ható x és u pályája, és kölcsönösen egyértelmű összefüggés van az x = f{x,u) 
egyenletet kielégítő t -^(x(t),u(t)) integrál görbék és a kellően reguláris t -> y(f) 
időfüggvények között. Ez azt jelenti, hogy a differenciálisán sima rendszerek eseté­
ben található egy olyan változóhalmaz, amelyen belül a rendszert jelentő differenci­
ális korlátozások eltűnnek. Ebben a függvénytérben pedig pontosan annyi változó 
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található, amennyi a változók és a rendszert leíró egyenletek különbsége, azaz 
amennyi a bemenetek száma.

A differenciális simaság tulajdonságának belátáshoz "elég" megtalálni az y ki­
menetet, illetve a (12.9) és (12.10) egyenletekben szereplő és függvé­
nyeket.

A linearizálhatóság mellett (amely tulajdonságot egyébként nem mindig lehet a 
valós rendszereken kihasználni, lévén sokszor nem mérhető az állapotvektor minden 
komponense) a differenciális simaság a pályatervezéskor kap szerepet. Ugyanis a 
pályatervezés elvégezhető az y változók terében, és az állapot, valamint a bemenet 
pályája a differenciálegyenletek integrálása nélkül, pusztán az idő szerinti derivál­
takból meghatározható (12.9) alapján. A pályatervezéskor elég tehát az y változók 
terében az irányítási célnak megfelelő, kellően reguláris pálya kiválasztása valamely 
egyszerű interpolációs eljárás (pl. Lagrange-polinomok) használatával.

Jelenleg nem létezik olyan szükséges és elégséges feltétel, amely lehetővé tenné, 
hogy egy rendszerről eldöntsük, vajon differenciálisán sima-e vagy sem. Kivételt 
képeznek a SISO nemlineáris rendszerek, ahol szükséges és elégséges feltétel áll 
rendelkezésre [53], itt a linearizáló visszacsatolás statikus marad (ha létezik). Egyes 
sodrásmentes (drift-nélküli) rendszerekre is létezik szükséges és elégséges feltétel 
[60]. A robotikával foglalkozók számára régóta ismeretes, hogy a nyílt láncú, min­
den szabadságfokukban irányított mechanikai rendszerek statikus nemlineáris visz- 
szacsatolással linearizálhatóak (a módszert a robotikában nemlineáris szétcsatolás- 
nak hívják [26]), amely a fentiek szerint ekvivalens a differenciális simaság tulaj­
donsággal. Ugyanakkor léteznek differenciálisán sima alulirányított és anholonom 
mechanikai rendszerek is. Ellenpélda az invertált inga modellje, amelyről belátható, 
hogy nem differenciálisán sima.

12.1.5 Hajódaru vezérlése a differenciális simaság elve alapján
Tekintsük az Amerikai Haditengerészet egy teherdarujának a 12.1. ábrán illusztrált 
síkbeli modelljét [61]. A daru póznája a függőlegessel a szöget zár be. A póznán 
három csörlő kap helyet a P. A és S pontokban. Az A és 5 pontok távolsága a P 
ponttól rendre / és s. A sodronyokat csévélő csörlőket motorok forgatják, melyek 
sugarát a kötelek hosszához képest elhanyagoljuk. Az A és 5 pontokban található 
csörlök sodronyainak végei a B pontban található ún. kötélvezető elemhez rögzítet­
tek. A kötélvezető elemen halad keresztül a C pontban található teherhez rögzített 
sodrony, amelyet a P pontban található csörlő csévél. Feltesszük, hogy a sodronyok 
nyúlásmentesek és tömegük elhanyagolható a teher tömegéhez képest. Szintén fel­
tesszük. hogy a csörlőket mozgató motorok a mechanika dinamikájához képest 
gyors és pontos nyomatékszabályozással vannak ellátva, tehát a rendszert leíró mo­
dell bemenetéinek a motorok által kifejtett nyomatékokat tekinthetjük.
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12.2. ábra. Az A pontban található csörlő felépítése
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Jelölje rendre L\ és Ls a sodronyvezetö elemhez rögzített kötelek hosszát az A 
és 5 csörlöktöl mérve. A teherhez rögzített sodrony hossza a csörlötöl a 
sodronyvezető elemig L2, a sodronyvezető elemtől a teherig pedig L2. A sodronyok 
egymással, a póznával és a függőlegessel bezárt szögeit az ábrán látható módon a 

q y, p változók jelölik. A csörlők felépítését a 12.2. ábra szemlélteti, ame­
lyen az A pontban található csörlőt ábrázoltuk. Hasonlóan az ábra jelöléseihez, a P 
és S pontokban található csörlők sugarait rendre p2 és ps, a motorok csörlőre ki­
fejtett nyomatékait pedig u2 és us jelölik.

A fentiekben ismertetett síkbeli daru egy négy-szabadságfokú alulirányított rend­
szer (underactuated system), hiszen a beavatkozó szervek (motorok) száma csak há­
rom, ami kisebb a szabadságfokok számánál.

A daru esetében a feladat a teher pontos, gyors és lengésmentes mozgatása. Pá­
lyatervezés alatt a daru esetében a vezérlési feladat megoldását értjük, azaz a moto­
rok által kifejtett nyomatékok időfüggvényeinek meghatározását, amelyek a rend­
szert leíró modell névleges paraméterértékei esetén biztosítják, hogy a teher egy 
előírt referencia pálya mentén haladjon. A pályatervezési feladat megoldásához egy­
részt meg kell vizsgálni, hogy vajon a teher milyen pályáihoz találhatóak egyáltalán 
ilyen idöfüggvények, másrészt pedig módszert kell találni azok meghatározásához.

12.3. ábra. A sodronyokban ébredő feszültségek

Először meghatározzuk a rendszer modelljének egyenleteit, amelyeket geometriai 
és dinamikai összefüggések alapján kaphatunk meg. A sodronyok szögei alapján a

xB 1 r (k+l) sin a - L2 sin(a - P) 
zB (k + l)cosa - L2cos(a - P)

x-xB Ljsinö 
z-zB -L3cos0

xB - k sin a _ L\ sin(0 + y) 
zB-k cos a [-^cosfö + y)

(12.11)

(12.12)
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xB (k + l + s) sin a - Ls sin(« - /z)
zB (k +1 + s) cos a - Ls cos(a - p)

(12.13)

geometriai összefüggéseket írhatjuk fel, ahol (xB,zB) és (x, z) rendre a 
sodronyvezető elem és a teher koordinátái.

Jelölje T}, T2, T3 és 7^ az azonos indexszel jelölt sodronyszakaszokban ébredő 
feszültség előjeles nagyságát. A pozitív irányokat a 12.3. ábra szerint vesszük fel A 
nyúlásmentesség feltételéből következik, hogy T2 = T3, hiszen mindkét feszültség a 
teherhez rögzített sodronyban ébred. Az m tömegű teher mozgását az

mx = -T-, sin#
(12.14) 

m(z + g) = T3 cos#

összefüggések szabják meg, ahol g a nehézségi gyorsulás. A B pontban található, 
m0 tömegű sodronyvezető elem dinamikáját hasonló módon az

mQxB = -^i sin(y + #) + T3(sin(a - P) + sin #) + T, sin(a - /z) 
+ g) cos(y + #) + T^cosírz -/?) - cos#) + 7^. cos(« -/z)

egyenletek írják le. Az egyenletek felírásakor kihasználtuk a T2=T3 összefüggést. 
A csörlők dinamikáját a

J.
~^iPi + #i (í-i ,L\) — U}

Pl
J2 .... . .
~(L2 +L3) = T3p2 + t/2(L2 +L3,L2 +L3)-u2 (12.16)
Pl

— k = Tsps+?l^Ls,Ls)-us
Ps

egyenletek írják le, ahol J,, J2 és Js a csörlők inerciája, r) pedig a súrlódásból 
eredő tagokat jelenti.

A síkbeli daru (12.11)-(12.16) egyenletekkel adott modellje differenciálisán si­
ma. Az y sima kimenet egy lehetséges megválasztása y = (x, z, L3 )T . Ennek az állí­
tásnak bizonyításához elég belátni, hogy a modell összes változójának alakulása 
meghatározható y és idő szerinti deriváltjai segítségével.

Tekintsük elsőként a # és a T3=T2 változókat. A teher dinamikáját leíró 
(12.14) egyenletből kapjuk, hogy
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9 = atan------- ; 
Z + g

T3 = m((z + g)cos9 - xsin 9). (12.17)

A (12.12) egyenletet felhasználva a sodronyvezetö elem koordinátái az

*b

ZB

x mL, - sin 9
H------—

_zj T3 [_cos6*_
(12.18)

egyenlettel jellemezhetők, amelyben y elemei valamint a 9 és T3 változók szerepel­
nek, az utóbbiakról azonban már beláttuk, hogy y-nak és deriváltjainak függvényei. 
A sodronyok L}, L2 és Ls hosszai a daru geometriájából a

L] = -J(xB -ksina)2 + (zB -ksina)2

L2 = J(xB -(k + /)sina)2 +(zfi -(k +/)costz)2 (12.19)

Ls = J(xB -(k +/ + s)sina)2 +(zB -(k+i + s)cosa)2

kifejezésekből határozhatók meg, ahol az (xB,zB) koordinátákról már beláttuk, 
hogy y-nak és deriváltjainak függvényei. A sodronyok hosszait ismerve az ABP és 
ABS háromszögek oldalainak hossza is ismert y és deriváltjainak függvényében, 
ahonnan pedig a y , /? és p szögek meghatározhatók szintén y-nak és deriváltjai­
nak függvényében. A (12.15) egyenletből kifejezhető 7j és Ts:

Ts sin(a-/z)
7j cos(a-p)

-sin(/ + ö) 
cos(y + ö)

moxB - ^3 + sin #

m0(zB + g)-T3(cos(a- /3)-cos9\
(12.20)

A kifejezés jobb oldalán található összes változóról beláttuk, hogy y-nak és deri­
váltjainak függvénye, következésképp ugyan ez igaz a bal oldalon található feszült­
ségekre is.

Végezetül a (12.16) egyenletet w,, u2 és us-re rendezve a rendszer 
bemenetéiről is belátható, hogy y-nak és idő szerinti deriváltjainak függvényei, amit 
bizonyítani akartunk.

A fenti egyenletek alapján (y,y,y,y(3),y(4)) ismeretében a rendszert leíró 
egyenletekben szereplő minden változó pályája meghatározható. Vegyük észre 
azonban, hogy a (12.17)-( 12.20) egyenletek egyes pontokban szingulárissá válnak, 
például ha z = -g , azaz ha a teher "szabadon esik”.

Tekintve, hogy y a teher koordinátáit is tartalmazza, a tehernek a 
szingularitásokat elkerülő tetszőleges, négyszer differenciálható pályájához tartozik 
a pályát generáló bemenet.



378 12. NEMLINEÁRIS IRÁNYÍTÁSOK TERVEZÉSE

Tegyük fel, hogy a terhet T idő alatt egy adott yoe R3 nyugalmi állapotból 

(nulla sebességekkel és gyorsulásokkal indulva) előírt y^ R3 nyugalmi állapotba 

kívánjuk eljuttatni. Mivel a teher koordinátái az y sima kimenet elemei, így elég egy 
olyan pl. hatszor differenciálható í -> y(f) idöfüggvényt találni, amelyre: 
y(0) = y0’ y^ = y\^ továbbá y(0) = --- = y<6)(0) = 0 és y(T) = ”- = y(6)(T) = 0. 

Egyszerű megoldásnak kínálkozik az időben polinomiális függvények választása, 
mivel ekkor a fenti feltételeket kielégítő

tizenharmadfokú polinomok ax j és a, 7 együtthatói egy lineáris egyenletrendszer 

megoldásaiként számíthatóak. Hasonló módon választható meg az y kimenet harma­
dik változójának, L3-nak a pályája is. A specifikált mozgás esetén a polinomok 
együtthatói mindhárom változó esetén azonosak:

a13 =0.0924 104 a9 = 2.0020 • 104
a12 =-0.6006 104 ag =-0.9009 104
au =1.6380-104 a7 =0.1716 104
al0 =—2.4024 • 104

A fenti polinomok választása esetében a teher a két végpont között egyenes vo­
nalon halad. Természetesen más görbéket is választhatunk, például ha a munkatér­
ben akadályokat kell a teherrel elkerülni.

A pályatervezés eredményét a hajódaru kicsinyített (1:80) másához tartozó para­
méterértékek mellett illusztráljuk. (A makett a franciaországi Ecolde des Mines de 
Paris laboratóriumában készült [61].) A 0,5 kg tömegű teher az x tengely irányában 
2 másodperc alatt egy kb. 15 cm hosszúságú utat tesz meg. Ez a valódi daru eseté­
ben 6 m/s átlagos sebességű elmozdulást jelentene.

A 12.4-12.7. ábrák rendre a 3 és 0 szögeknek, a teherhez rögzített sodrony 
hosszának (L2+ Lj), valamint az A és P pontokban található csörlőket forgató mo­
torok nyomatékainak alakulását mutatják a teher előírt elmozdulása mentén. A mo­
torok a csörlőket áttételen keresztül mozgatják.

A teherdaru térbeli (3D) megvalósítása is differenciálisán sima (fiat) rendszert 
eredményez, és az itt közölt eredmények kiterjeszthetők a 3D esetre is, lásd Kiss 
[61], ahol demonstrálva lett az is, hogy a flatness-elvű, pályatervezésen és követő 
szabályozáson alapuló irányítás egyértelmű előnyöket mutat a klasszikus lineáris 
PD-szabályozón alapuló véghelyzet-stabilizálással szemben.
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12.4. ábra. A 6 és pl szögek alakulása a teher vízszintes elmozdulása közben

12.5. ábra. Teherhez rögzített sodrony hosszának alakulása a teher vízszintes elmozdulása közben
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72.6. ábra. Az A pontban található csörlöt forgató motor nyomatékának idöfüggvénye

12.7. ábra. Az P pontban található csörlöt forgató motor nyomatékának idöfüggvénye
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12.2 Visszalépéses technikán alapuló stabilizálás
Egy elterjedt módszer nemlineáris rendszerek stabilizálására a visszalépéses (back- 
stepping) technika, melyet Kristic, Kanellakopoulos és Kokotovic javasoltak először 
[62]. A módszernek több alakja is ismeretes [53], [54], [56], itt egy egyszerűbb vál­
tozatát mutatjuk be [25].

12.2.1 A visszalépéses stabilizálás elméleti alapjai
A módszer bemutatásához a rendszert ún. szigorú visszacsatolásos alakban feltéte­
lezzük:

x, = x2 + /, (x,),

X2 =*3 + fl^X^,

• zr . (12-21)
Xi =XM + fi(xl,x2,...,xi), .

Xn = fn(x},X2,...,Xn) + U.

Vegyük észre, hogy ebben az alakban x, csak X],x2,...,xt -tol és affin módon 
xM -tői függ. Az ötlet a következő: Az x2 felfogható "pszeudo-vezérlö jelnek" x1 
számára. így, ha lehetséges lenne x2 = — X| — /i (X|) megvalósítása, akkor Xj stabi­

lizálttá válna, mert például a vl(x1) = (l/2)x12 Ljapunov-függvényt választva azt 

kapnánk, hogy x, =-x, és v, =x1x1 = -x2. Mivel általában x2 nem áll rendelke­

zésre, ezért ehelyett a következő javasolható:

Zi =*i.

z2 =x2-^(xj), (12.22)
a, (x,) = -x, - /i (X|) => /, (x,) = -*i - «i (*i )>

ahonnan következik

Z1 ="Z| +z2,

. = = <1223)
dt ,

2
V| = X|X| = Z| (-Z| +Z2) = -Z| +Z|Z2.

Rekurzívan folytatva legyen
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z3 = x3 -a2(z1,z2), 

1 2 
V2=V1 +-Z2,

akkor
Z2 =x3 +72(ZpZ2) = Z3 +a2(Zl,Z2) + 72(Zl^2).

v2 =^1 +z2z2 = -z2 +Z1Z2 +z2[z3 +a2(Z|,z2) + /2(zi,z2)].

Legyen

a2(z,,z2) = -z1 -z2 -72(Zi,z2).

akkor

Zj =-Z] + z2,

Z2 =—Z] — z2 + z3, 

• 2 2
V2 =-Z] -z2 +z2z3.

Általában az i -ik lépésben a következő választással élünk:

Zí+i =x,+1 -a,(zl,z2,...,zI), 

^=|(zi2+z2+-z,2).

Í-í =zM + ^l(z],z2,...,zi) + fi(zl,z2,...,zi),

ai(z1,z2,...,zi) = -zi.t - Zj - fi(zí,z2,...,zi),

amivel kapjuk, hogy

2/ — — Zj_\ “ Zj + Z/+j, 

2 2 2vi =-2) -Z2------- Zí +ZiZM.

Az utolsó lépésben legyen a választás

n “ fn

«=anUl.Z2>-”.Zn) = -ZB-l ~Zn - f„(Zi,Z2,...,Zn),

Vn =^^+Z2 +-”+Zn2),

(12.24)

(12.25)

(12.26)

(12.27)

(12.28)

(12.29)

(12.30)

akkor
Zn_] — Zn , 

Vn =-zf -z2----------- z2.
(12.31)
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A visszalépéses technika lehetővé teszi egy x—>z koordináta-transzformáció 
(diffeomorfizmus) fokozatos meghatározását és a rendszer linearizált alakra hozata­
lát:

' Zi ' ■-1 1 0 0 o'

Z2 -1-11 0 0 z2

Z3
=

0-1-1 1 ••• 0 z3

(12.32)

Zn-1 0 0 ••• -1 -1 1 z„-l

< ín > 0 0 ••• 0 -1 -1 <z" >

u = Z„-l Z„ fn (Z[, Zi'-- • > zn),

ahol a rendszer Ljapunov-függvénye és annak deriváltja

vn =|(Zi2 + Z2+- + 4).
vn =-Zi-zl------- z}.

(12.33)

Sajnos, az iterációs lépések számának növekedésével a bevezetésre kerülő függvé­
nyekben a tagok száma robban, mivel az eredeti függvények többszöri deriválása 
válik szükségessé. Ez csak azért nem jelentkezett a fenti tárgyalásnál, mert elrejtette 
az /,(zl,z2,...,z,) jelölés.

12.2.2 Helikopter stabilizálása back-stepping módszerrel
A helikopter dinamikus modelljét a 2. fejezetben tárgyaltuk, a rendszeregyenleteket 
(2.172)-ben foglaltuk össze. Induljunk ki ezekből az egyenletekből, de az A orien­
tációs mátrixot írjuk le a yaw (forgatás z körül (p szöggel), pitch (forgatás y körül 

szöggel) és roll (forgatás x körül szöggel) YPR-szögekkel, és hagyjuk el a 
sebesség és a szögsebesség indexeit az egyszerűbb jelölés érdekében. Vezessük be a 

r]:=((p,ű,ip)r e R3 és az R:= A jelölést, akkor

A -S„ r c. o 5/ ’l 0 0

R^) = S. C, 0 0 1 0 0 c. — =
0 0 1 0 C„ 0 sv Cv

r-
A 0 C* 5^5^

= C, 0 0 cv - •
0 0 1
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w=
C.C, 

-

-1-

, (12.34)5 (psűsv + cvcv
C

=
0 f

cv 0 
0

ű (12.35)

'ío=> ű 1 
~C,

0 Sy
0 QC V

V

cv
- my

<C°Z >

(12.36)

A helikopter állapotegyenlete az (2.172) felhasználásával és a bevezetett új jelölé­
sekkel a következő:

4 =
mv = — uR e3 + mg e3 + RLK w,

R = R[<yx] <=>77 = W a),

Kú)=-(OX(Kü)) + \QMR\e3 -\QTR\e2 + w-kou.

(12.37)

A rendszer bemenő jelei ue R[ és we R'.

Adott: Követendő előírt sima trajektória ^(t) = y(t), z(t))T e R ' és $(t)e Rl.

Feladat: Olyan (u,wx,wy,wz)e R4 visszacsatolás meghatározása, amely felhasz­

nálhatja a mért £,£,77,77 állapotváltozókat és a specifikált £, 0 trajektória 
tetszőleges rendű deriváltjait, és amely mellett az

(^(t)-^)^(í)-m)eR4 (12.38)

hiba aszimptotikusan stabilis tetszőleges kezdeti feltétel esetén.

Bár a back-stepping módszer a korábban ismertetett formában nem alkalmazható, 
megőrizvén a módszer főbb jellegzetességeit a (12.32-32) alakkal rokon MIMO 
alakra hozzuk a rendszert megfelelő kompenzálás megválasztásával, feltéve, hogy a 
pozíció részben az RLK~'w csatoló hatás kicsi. A csatoló hatást később perturbáci­
óként fogjuk figyelembe venni.
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A v mechanikai sebesség jelölésével való ütközés elkerülése érdekében a parci­
ális Ljapunov-függvényeket v( helyett Sj -vei fogjuk jelölni (storage function). Mi­
vel a hibadinamikát akarjuk befolyásolni, ezért arra fogunk törekedni, hogy a koor­
dináta-transzformáció után az állapotváltozók valamilyen értelemben vett hibát fe­
jezzenek ki. A hibajeleket J, ,e, -vel fogjuk jelölni, és ezek veszik át a korábban z,- 
vel jelölt állapotváltozók szerepét.

Legyen a pozíció hiba és 5] :=(1/2)|^1|2 a parciális Ljapunov-

függvény, akkor Sj = (£ - £) = (v - v). Legyen vd a v sebesség előírt
(desired) értéke, amely egy elméleti vezérlő jelnek tekinthető, amely v helyére lép. 
Legyen

vd := v- — => v = vd + — (12.39)
m m

akkor j, = v - v = v - vd =-----5\ -t—(mv-mvd) =>
m mm '------ ■,------ -A

k
^=-1^4-1^, (12.40)

m m ~

S =8^8}=--\öx\2 +-3^2. (12.41)
m m

Legyen 82 := mv - mvd a (skálázott) sebesség hiba és S2 := (1 / 2)|^2| a parciá­

lis Ljapunov-függvény, akkor

S2 = 32 32 = Ő2 (mv - mvd) = Ő2 (-uRe^ + mge3 + RLK~'w - mvd).

Az RLK 'w csatoló hatást átmenetileg el fogjuk hanyagolni, de később meg fog 
jelenni í2 blokk-sorában perturbációként. Vezessünk be két integrátort w elé, 
amelynek bemenete legyen a megválasztható m :

ü = ü. (12.42)

Ezáltal elérjük, hogy az u,ú belső változók és az ii = u bemenő jel is bevonható a 
kompenzálásba. Ezen kívül mind ii £ , mind pedig w —> £ relatív tokszáma 4 

lesz (az utóbbinál RLK~'w elhanyogolása mellett). Vezessük be az r)d,ud jelölést 

7, u előírt értékei számára, és legyen
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Xd :=udR(Tjd)e3 :=mge3 -mvd + 82 + — 3^ (12.43)
m

ahol Xd e R3 egy elméleti vektor bemenet, melyet r/d és ud együttesen határoznak 

meg. Mivel uR{rj)e3 a zB tengely irányú felhajtóerő (lásd 2. fejezet), amely a 
transzlációs mozgást befolyásolja, ezért X d ennek előírt értéke. A visszalépéses 
technikának megfelelően később szükség lesz X d deriváltjára, amelyet a jobb oldal 
deriválásával fogunk meghatározni. Vegyük észre, hogy T]d,ud deriválására nincs 
szükség emiatt. Határozzuk meg és S2 deriváltját:

52 - mv - mvd = -uR(ri')e3 + mge3 + Xd - mge3 -ő2----- 3}
m

83^Xd -uR^e^, (12.44)

82 =—-3l-82 + 33, (12.45)
m

S2=8^82=-\82\2--8[82+8^83. (12.46)

Vegyük észre, hogy 83 = Xd -uR^ej =udR(r]d)e3 -uR(n)e3 nem más, mint 
a transzlációs mozgást meghatározó előírt és a valódi felhajtóerő különbsége, és eb­
ben az értelemben egy hiba jellegű vektor. További hiba legyen az orientáció (p 
szögének hibája:

e3-(p-(p. (12.47)

Mind u S3, mind pedig w -» e3 relatív fokszáma 2. Legyen a két hibát jellemző 

parciális Ljapunov-függvény S3 :=(1/2)|J3|2 + (1/2)|í3|2, akkor deriváltja 

53 = 83 83 +e3é3. Határozzuk meg a benne szereplő hibák deriváltjait:

^3 = %d ~ úR(Tj)e3 - uR(/])e3 =Xd - úR(fl)e3 - uR(Ti)[cox.]e3, 

£3=?-$.

Jelölje co és ü előírt értékét cod és üd. Éljünk a következő választással:

údR(?])e3 + udR(7j)[ü)dx]e3 :=Xd + 83 +82, (12.48)

ahol R argumentumában nem qd, hanem r] szerepel.
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Mivel cod xe3 = -e3 x a)d, ezért üde3 -e3 x(uda>d) = Rr (Tf)(X d + J3 + ) =>

1
0
0

0
0
1

0
-1 
0

“d^d,* 
Ud^d.y 

“d

= RTW(Xd + 83 + 82). (12.49)

Mivel ud már meg van választva, ezért (Od x,ű)d y,úd alkalmas megválasztásával a

jobb oldal számára tetszőleges érték előírható. Ha ez megtörtént, akkor legyen

Yd :=R(T])[úde3 -e3 x(ud(üd)] = Xd + 83 + 82. (12.50)

Tekintsük ezután J3 deriváltját:

S3 =Xd- úRtf)e3 - uR(7])[ajx]e3 = S3 -82+Yd- úRtf)e3 - uR(7])[úJx]e3,
84 := Yd - úR^)e3 - uR(?j)[(OX]£3,

j3 = —82 - 83 + 84.

(12.51)

(12.52)

Vegyük észre, hogy cod z még szabadon megválasztható maradt.
Tekintsük ezután az f3 hibakomponenst. Legyen (pd az előírt yaw-irányú parci­

ális szögsebesség komponens, amelyet válasszunk meg

(Pd =i>-£3 (12.53)

értékűre, akkor é3 = (p - (p = <p - <pd - £3>

£4~(p-(Pd' (12.54)

£3 = -£3 + £ 4 ’ (12.55)

S3 = 8^83 + £^£3 = -|<3|2 - 8^83 + ^4 - hl2 + £i£4 ■ (12.56)

Meg kell még azonban mutatni, hogy (Pd vezérelhető a szabadon maradt cod .-vei.

Tudjuk, hogy (12.36) alapján

S
+ G ’

(12.57)

ezért ha
C ( 71

o< —<oo<=>“T’Tc„ l 2
(12.58)
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teljesül, ami normális repülési módokban igaz, akkor tetszőleges <pd beállítható 

^,-vel.
Legyen az újabb két hibát jellemző parciális Ljapunov-függvény 

54 :=(1/2)|J4|2 + (1 / 2)|f412, akkor deriváltja S4 = Ö4Ö4 + E4é4. Határozzuk meg 

a benne szereplő hibák deriváltjait:

^4 = Yd -üR^e^ - «7f(7)[ú»<]e3 - «Á(77)[íUX]e3 - u/?(77)[<yx]e3 =

= Yd -üR(7])e3 -2úR(j])[(űx]e3 - uR(r])[aM][afx\e3 - uR(j])\áíX\e3,

£< = <P~(Pd-

Alkalmazzuk a következő bemenő jel transzformációt:

w^K-I{-tyx;(Kíy)]+ 12^^ -|őre|e2 + w-kou}, (12.59)

akkor az egyszerű

ü) = w (12.60)

alakhoz jutunk. (12.36) deriválásával kapjuk, hogy

Ü = -W^W^ú) + W^á) = -W^W^'ü) + W~'w, (12.61)

^^e]{-W-'WdW-lco+W-lw} = -elW-iWúW-lü)+^wy + ^wz. (12.62)

Tekintsük a parciális Ljapunov-függvény deriváltját:

$4 = 84 {Éj — uR(rf)e3 -2üR(ij)[cox]e3 -H/?(7)[íWX][<yx]e3 - uR(t])[wx]e3} + 

+ E^{^>-^d}.

A következő két elvárást fogalmazzuk meg:

üR(T])e3 -uR^)[e3x]w:=Yd -2ÜR(T])[úJx]e3 - uR^)[ajx][cux]e3 + Ő3 + ő4 ,(12.63)

^ = ^-^-£4- (12.64)

Ha ezek biztosíthatók, akkor

ő4=-ő3-ő4, (12.65)
^=-£■3-^4. (12.66)

54 =^4^4 +e4é4 =-|^4|“ ~33ő4 -|f4p -^£4. (12.67)
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Be kell még látni, hogy (12.63-64) szimultán kielégíthető alkalmas w,ü választás­
sal. (12.63) felírható a következő alakban is:

u
0
0

0
— u
0

0
0
1

w

u

= R7 - 2w/?(7)[á»<]e3 - M/?(7)[íUX][ú^<]e3 + J3 + £4}.

Látható, hogy m^O esetén a wx,wY,ü vezérlőjelek a jobb oldal ismeretében 
egyértelműen meghatározhatók. (12.64) egy másik alakja (12.62) felhasználásával:

= <Pd -f3(12.68)

A jobb oldalon álló tagok mind számíthatók, ezekből wz egyértelműen meghatároz­
ható. Ezért a (12.63-64) feltételek egyszerre kielégíthetők.

Vezessük be az

a = (ő},ő2,ő3,ő4,£3,£4)T e R'4 (12.69)

állapotváltozót, amely a korábban definiált különféle hibákat tartalmazza irányítás 
közben. A hibák között = a pozíció hiba, £3 =(p-(p pedig az orientáció 
yaw-szögének hibája. A rendszer állapotegyenlete a back-stepping módszerrel meg­
tervezett irányítás mellett

--h 
in

-I3 
m

0 0 0 0 í °
R(7])LK~'w

-^1, -/3 /3 0 0 0 ^-R^LK-'w
m m
0 -13 I3 0 0 a + 2m2 + 2m +1 „ ,, „ 1 »

0 0 -h -I3 0 0 --------- -------- R(J])LK 'w 
m2

0 0 0 0 -1 1 0

0 0 0 0 -1 -1
0 J

á = Aa + b(ű, w), (12.70)

ahol a jobb oldalon az első tag a fenti levezetések során kapott lineáris dinamika, ha 
a rotációs mozgásnak a transzlációs mozgásra kifejtett csatoló hatása elhanyagolha­
tó, míg a második tag ezt a perturbációnak felfogható csatoló hatást írja le [5|. Ve­
gyük észre, hogy az a -dinamika utolsó két komponensében nincs perturbáció, és 
ezért ezek a stabilitás megítélése szempontjából kevésbé fontosak.
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Perturbáció nélkül a lineáris rész stabilitását a pozitív definit 

í, L h

V =|H2, r= W2|W^ e (12-71)

Ljapunov-függvény biztosítaná, mert az Sj + S2 + S3 + S4 összegben az egymást 

kiejtő tagok (pl. (l/mjjfjj az S]-bán és - (l/mjJ,7^) az S2-ban stb.) követ­

keztében V negatív definit:

^-w2 -n2 -n2 -n2 -n2 -n2=-h2- <12.72)

Ha V csökkenése megáll, azaz V = 0, akkor ebből következik V = 0, és ezért az 
összes hibakomponens eltűnik.

Perturbáció esetén azonban a Ljapunov-függvény nem szükségképpen monoton 
csökkenő. Legyen a perturbált esetben is V = (1 / 2)|y|2 a Ljapunov-függvény, akkor

dV
---- =< grad V, A a + b(n, w) > < 
dt

2 2m2 + 2m + 1. _ A „ i II, ■
----- -—htw1 4

m

(12.73)

Mivel R^L oszlopai a korlátos R(ti) orientációs mátrix oszlopai közül kerülnek 
ki (lásd 2. fejezet), K 1 pedig konstans pozitív definit mátrix (az inercia mátrix in­
verze), ezért létezik <r0 véges pozitív szám, hogy ||/?(t?)LX'"1||< cr0 . Vezessük be a

zr0 = (0,1, (m +1)/w, (2m2 + 2w + l)/m2,0,0)r e Rb (12.74)

jelölést, akkor

(12.75)

Ha tehát a rotációs mozgást alapvetően befolyásoló we R ' beavatkozó jeleket az

(12.76)

teltétel betartása mellett választjuk meg, akkor V monoton csökken és állandósult 
állapotban a hibák megszűnnek.
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12.3 Mobilis robot irányítása
Egy kerekeken guruló, kormányozható mobilis robot (mobilis platform) vázlatos fel­
építését mutatja a 12.8. ábra.

12.8. ábra. Mobilis robot vázlatos felépítése

A mobilis robot tömegközéppontjának koordinátáit jelölje (x, y) a bázis koordi­
náta-rendszerben, orientációját pedig a bázis koordináta-rendszer xh tengelyéhez 
képest jelölje ű. Legyen a mobilis robot lineáris sebessége v , szögsebessége pedig 
to. A mobilis robot kinematikai modellje

x = vcosű
y = vsin ű <=> 
ű = co

<=> z = G(z)u. (12.77)

Feltesszük, hogy az irányítás alacsonyabb hierarchiaszintjén sebesség szabályo­
zások vannak megvalósítva, ezért az irányítás vizsgált szintjén v és co tekinthetők 
vezérlő (beavatkozó) jelnek, amelyek alapjelként (referencia jelként) szolgálnak az 
alacsonyabb hierarchiaszint sebesség szabályozásai számára.

Vizsgáljuk meg, vajon lehet-e a z=0, u = 0 egyensúlyi pont környezetében line­
áris állapot-visszacsatolással stabilizálni a mobilis robotot, és ha nem, akkor mi java­
solható. Ha a rendszert a z = /(z,m) alakban képzeljük el, akkor a z = Az + Bu 
linearizált rendszer a (0,0) egyensúlyi pont környékén a következő módon határoz­
ható meg:
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z = 0 0 u .

Világos, hogy a linearizált rendszer irány íthatósági mátrixa

10 0 0 0 0
Mc 0 0 0 0

0 10 0
0 0 => ránk Mc = 2<3 = dimz,
0 0

ezért a mobilis robot még a (0,0) egyensúlyi helyzet környezetében sem stabilizál­
ható állapot-visszacsatolással. Ezért nemlineáris u = k(z), vagy nemlineáris és 
időben változó u-k(z,t) visszacsatolás javasolható irányítási stratégiaként az 
egyensúlyi pont körüli helyzetszabályozásra (position control) vagy egy előírt pálya 
követő szabályozására (tracking control). Mint látni fogjuk, nem biztos, hogy a hely­
zetszabályozás a követő szabályozás speciális eseteként fogható fel, mert bizonyos 
stabilitási követelmények az álló (nyugalmi) helyzetet kizárhatják.

12.3.1 Mobilis robot irányítása statikus visszacsatolással
Legyen adott egy referencia robot pályája az

*r =vrCűr

yr=vrSűr (12.78)

alakban, és legyen a szabályozási hiba definíciója

x =x-xr, y = y-yr, ű = ű-űr. (12.79)

Vezessük be a következő (globális) hibatranszformációt:
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(12.80)

ahol R(&) = Rőt' (z, ű), ami jól kihasználható lesz a későbbiekben, mert /T1 = Rr 

és RR~' =[kx]ú). Határozzuk meg a transzformált hiba állapotegyenletét:

e\ e\ vC^ - vrCő
é2 =R(Ú) y +R(Ű) =RW~'{Ű) e2 + R^ű) vS^-v^^

(O — ü)

*1

= [/:x]ry e2 + ~$e 
0

vSű-vrSűr
CO — ú).

(12.81)

= [£xkn e2 + + ^(vS^ — VrS^) —

<3 ű ű

c* 
0

0
1

V3 7 

íV^t3 ~ vr^.

(O-m

0
(ü

0

-(0

0
0

0
0
0

el

*2 

e3

+ v 5 r r3
(0-0),

Hajtsunk végre bemenő jel transzformációt is:

«l -=V-VrCe^ 

u2 :=(o-a)r.
(12.82)

A transzformált hiba állapotegyenlete a következő alakban adható meg:

(12.83)
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Linearizálás az e=0, u=0 egyensúlyi helyzet környékén

Feltesszük, hogy a referencia robot vr és a>r sebessége konstans. A (12.38) állapot­
egyenletet é = /(e, h) alakban elképzelve a linearizálás a következő eredményt adja 
az (e, u) = (0,0) egyensúlyi helyzet környékén:

1 0

0 -ű) 0 0 0 0 0 -cor 0
co 0 0 + o 0 => A := 0 Vr , (12.84)
0 0 0 0 0 0 0 0 0

f'u^ = 0 0 =:B. (12.85)
0 1

Ekkor

A
0 0 0

0
0
0

Vr

0 0

-cor 0
0 vr
0 0

7
-0)r 0 ~(Orvr

0 - <y2 0

0 0 0

felhasználásával a linearizált rendszer Mc =[fi AB A2Ő] irányíthatósági mátrixa

1 0 0 0 -íp2 -O)rvr
Mc = 0 0 0)r vr 0 0 , (12.86)

0 10 0 0 0

ezért

ránk Mc = 3 = dim e, feltéve, hogy cor vagy vr nemnulla. (12.87)

Ha (12.87) teljesül (ami csak követő szabályozás esetén lehetséges, álló helyzetben, 
pl. dokkoláskor nem), akkor lehetséges lineáris állapot-visszacsatolással stabilizálni 
a mobilis robotot konstans vagy lassan változó referencia robot sebesség esetén.

Lineáris állapot-visszacsatolás

«i
u2 :=-k2sign(vf)e2 -k3e3.

(12.88)

A választott állapot-visszacsatolással a zárt rendszer állapotegyenlete 
é] =-(úre2 -k]ei, é2 = O)re} + vre3, é3 =-k2sign(vr)e2 -k3e3 miatt a következő 
lesz:
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-cor 0
é = 0 r e =: Ae

0 -^2sign(vr) -k3
(12.89)

ahonnan következik

sí-Á =
s + k{ 
~(Űr 

0

ÚJ, 0

k2sign (vr) s + k3

det(í/ - A) = (s + £1){.y(j + £3) + £2|vJ} + íoJ<yr(.s' + £3)}. (12.90)

Válasszuk a következő paramétereket az állapot-visszacsatolásban:

c a2-a>2'
kj-kt-2^-, k2=t r , (12.91)

kl

akkor a zárt rendszer karakterisztikus egyenlete a következő lesz:

det(s/- A) = (j + á:1){52 + kts + £2|vr| + w2} = (s + 2£a)(s2 +2^a + a2). (12.92)

A zárt rendszernek ezért egy domináns konjugált komplex póluspárja (csillapítá­
sa £ és csillapítatlan sajátfrekvenciája ty0 = a , valós része -£<y0) és egy ennél 
gyorsabb valós pólusa lesz (-2£íw0 ). Vegyük azonban észre, hogy ebben a formá­
ban az irányítás a helyzetszabályozás céljára nem alkalmazható, mivel ekkor 
vr =ú)r =0 miatt a linearizált rendszer nem irányítható.

Sebesség skálázás
A fenti problémán a lineáris rendszerek elméletére alapozva kíván segíteni a sebes­
ség skálázás. Ez egyrészt robusztusabbá teszi az irányítást lassan változó ü)r,vr 
esetén, másrészt vr = cor = 0 esetén is használható beavatkozást eredményez:

a.- Ja)2 + bv2, b>0,

kl := 2^<y2 + bv2,

a2-a)2 co2 + bv2 - a)2 , । (12.93)
*2 ••= ~j । = , 5—~ = % ,kl_______ kl

k3 := 2^Jco2 + bv2 = k}.
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Vegyük észre, hogy az irányítás definiált minden vr,a>r esetén, speciálisan 
vr = cor = 0 esetén k{ = k2 - k3 = 0, és ezért ut = u2 = 0, tehát v = a> = 0, ami álló 
helyzetben az elvárt beavatkozás.

A fenti módszerek a linearizált modellen alapultak, ezért csak lokális stabilitást 
eredményeznek, és nyitva hagyják, hogyan fog viselkedni a rendszer nagy hiba ese­
tén. Vizsgáljuk ezért meg, nem lehet-e az állapot-visszacsatolás alakját lényegében 
megtartva, de nemlineárissá téve és kicsit korrigálva rajta, a globális stabilitásról 
valamit mondani. Éne pozitív válasz adható a Barbalat-lemmára alapozva bizonyos 
feltételek teljesülése esetén, amelyek azonban kizárják a helyzetszabályozást.

«•»
Nemlineáris visszacsatolás

«i := -k{ (vr, cor )e},

, . (12.94)
m2 ~-k4vr---- e2 - k3(vr,a>r)e3,

e3

ahol ^(-X^C) folytonos és szigorúan pozitív függvények, k4 >0 konstans. Mint 
azt később látni fogjuk, a módszer csak

lim vr (t) 0 és limtyr(r)^0 (12.95)
t—>°° í—>oo

együttes teljesülése esetén használható (tehát helyzetszabályozás céljára nem).

Legyen a Ljapunov-függvény

V(e) = ^-(ef +e^) + ^e^, (12.96)

akkor a transzformált hiba (12.83) nemlineáris állapotegyenlete alapján 

dV
— = k4ei(-OJe2 +ui) + k4e2(coei +vrSe}) + e3u2 =

$

= k4e^-(üe2 -kxex) + k4e2(Cűex + vrS ) + e3\-k4vr-^e2-k3e3} = (12.97) 
e3

= -kxk4ex “Mi ^0.

A Barbalat-lemma (lásd 9. fejezet) felhasználásával megmutatható, hogy

(v?+<0?)^-»0,ha (12.98)

de ebből csak akkor következik, hogy az e^t) hiba tart nullához, ha teljesül (12.95)-



12.3 Mobilis robot irányítása____________________________ _______________ 397

12.3.2 Mobilis robot irányítása időben változó dinamikus visszacsa­
tolással
A mobilis robotok irányítására eddig bemutatott módszerek vagy nem tudják a glo­
bális stabilitást biztosítani, vagy pedig nem használhatók egyszerre követő és hely­
zetszabályozásra. Létezik azonban olyan módszer, amely időben változó dinamikus 
állapot-visszacsatolással a problémát meg tudja oldani [27],

Induljunk ki a 12.8. ábrán bemutatott mobilis robot (12.77-79) egyenletekkel 
adott kinematikai modelljéből, a referencia robot pályájából és a szabályozási hiba 
definíciójából, de vezessünk be egy alkalmasabb hibatranszformációt, amely ugyan 
bonyolultabb, de előnyösebb irányítástechnikai tulajdonságú transzformált modellt 
eredményez. Legyen az (x,y,ű)T ->(w,z,,z2)r =(w,zT V hibatranszformáció a 
következő:

Mivel

— ŰCŰ + 2S# 
0 

c*

— ŰS^ — 2C# 
0

8#
(12.99)

det A = -2 és adj A =

ezért az inverz hibatranszformáció

0

0 -^-2^

0 - + 2S„
-2 0

0 ^zlS„+2Cú)

0 |(z1C„-2S„)

1 0

(12.100)

Legyen v, :=v és v2 := <y. Alkalmazzuk a következő v = (V|,v2)r -+u =(m,,m2)7

bemenő jel transzformációt:

«l =V2"V2r.
U2 = V| + (-xS,, + yC,,)V2 - V|rC5, (12.101)

ü = T~'v- V2r
^3 ’

ahol 7"' = 1

-xS^ + yC^

0

0
1
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Az inverz bemenő jel transzformáció, amely szükséges lesz a realizációhoz, mivel az 
irányítást ü -bán fogjuk megtervezni, a következő:

Határozzuk meg a mobilis robot transzformált állapotegyenletét: 

w = (-űCú + ZS^x + (-^5^ - ZC^y,

f v2r ~yC.) 1
v=lű + T ' , ahol T= ű 7 ű

1/-^ J L i oJ
Vegyük észre, hogy we R esz,u,veR .

(12.102)

Z] = d,

Z2 = -S^űx + C^x + C^y + S^y,

Zl =^>

z2 ^C^x + S^y,
(12.103a)

w=(-űCú+űS^ + ZCűú)x + (-űCű+ZSű)x + ZSú + 

+(-- ŰC^Ű + ZS^y + (-ŰS^ - ZC^)
(12.103b)

(12.103a-c) felhasználásával kapjuk, hogy

^1
- Hl-

 
II 

II 
II

<5
,. 

*•
1 

1 
।

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
.

r
1 

'i

(12.103c)

Z| =^ = v2-v2r = M|i

z2 = -5I>v2x + Ct>(v1C1, -vlrCt, ) + Cl,v2y + SI,(v15t, ) =

— V] + (—S^x + C^y)v2 — vlr (C^C^ + ) =

= vi +(-^l,x + Ct,y)v2 -vlrCj = u2,

w--(v2 - v^XC^x + S#y) + v2(S#x - C^y)^ + 2v2(C,,x + S^y) +

+ (-ÚC„ + ZS^C* - V}rCűt) + (-&, - 2C„)(v1S„ - ) =

= [-(v2 ~ v2r) + 2v2](C1>A + S^y) -

-{v, + (-Sűx + Cúy)v2-vir(C„Ci,r +S0Sűr)]ű-

—2v)r (S^C^
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w= (v2 + +(-^ + Qy)v2 ~virc^}^ +

+2{v2r(Ctfí + St,y)-vlr55} =

= «1Z2 -u2zt + 2(v2rz2 - vlr5Z]).

Vezessük be a következő jelöléseket:

0
1

antiszimmetrikus, kvadratikus alakja < >= 0, ,

f(zY.= v2rz2-vuSl} ,

akkor a transzformált dinamikus modell a következő egyszerű alakot ölti:

w=< J u,z >+f(z), 

z = ü.

(12.104a)

(12.104b)

(12.105)

Irányítási algoritmus
Mérjük z hibáját egy később megválasztásra kerülő és időben változó zd 6 (?2-höz 

képest: z. := Zd - Z . A transzformált beavatkozó jelet időben változó, nemlineáris, 
dinamikus állapot-visszacsatolással állítjuk elő, amelynek paraméterei ki kell, hogy 
elégítsék a kvk2,a0,aÁ >0 és min{k1,k2}>a1 feltételeket később indokolandó 
stabilitási megfontolásokból. Az időben változást

öd(t) ■=ot0exp(-ait')

fogja okozni az irányítási algoritmusban. Vegyük észre, hogy 

(t) = -aoa, exp(-a, t) => konstans.

A szabályozót a következő komponensek alkotják: 

« := "a - ^2?.

ua —J Zd+^d^ 
°d

Zd ■- c zd c2 1 "
°d °d ;

^(of-^íO),

(12.106a)

(12.106b)

(12.107)
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A dinamikus részt a szabályozóban zd képviseli, állapotainak száma kettő és időben 
változó. Problémát okozhatna 5d(t)^G miatt, ha az u(f) irányításban az alábbi 
kritikus jelek nem maradnának korlátosak, ezért a stabilitás mellett ezek kor­
látosságát is bizonyítani kell:

^w + f r_Á2.. Jzd, 
öd

w(k}w+f}_ w2(k{w + f)
c2 Zd, c2 J Zd-
Öd öd

(12.108)

A három kritikus jel közül az első wa-ban, a második A?,-ben és a harmadik wí^ 

révén zd -bán fordul elő.

A dinamikus rész választását a következő motiválja: 

d _ _ „ _ - - sd
— <zd,zd >=2<zd,zd >-2<zd,—zd + 
at 0,.a

= 2-^-<zd,zd >, 
°d

kyw + f 
öl

+ wí2} J zd >=

mivel w,f,í2ÁeR[ és J kvadratikus alakja minden változóban, így zd -ben is 
azonosan nulla. Ezért írható, hogy

d<zd,zd > _2öd dt_2dŐd
<zd,zd> öd 5d

ahonnan integrálás után kapjuk, hogy

In < zd (t), zd (t) > - In < zd (0), zd (0) >= 2 In [őd (í)] - 2 ln[£(/ (0)],

innen pedig következik

k(0H2=^2(0 és ||^(0)||2 =<5j(0). (12.109)

Mivel f = 2(v2fz2 - vrlSzl) és z = zd-z, ezért (12.109) felhasználásával a 
következő becslés adható:

|/| * 2í|v2r | |z21 + K | |z 1|} < 4 ||v, || |z|| < 4||vr || (|Zí/1| + ||z ||) (12.110)

A becslést a későbbi vizsgálatoknál fogjuk felhasználni. Tekintsük ezután a zárt 
szabályozási kört, tehát a transzformált modellt a szabályozási algoritmussal, és 
használjuk ki (12.109)-et és a J mátrix tulajdonságait, így az antiszimmetriát és azt. 
hogy JT = -J, JTJ = I és J2 = -/.
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Zárt szabályozási kör állapotegyenlete

w=<Jü,z >+f=<J[ua -k2(zd -z)],zd ~Z>+f = 

=<Jüa,zd -z>+f =<Jz,üa >-<Jzd,üa>+f = 
~ k,w + f _

=<Jz,Ua >-<Jzd,——J zd + Qzd >= 
öd

= _ k,w + f ,T r _ _=<Jz,ua >—!—-—< JTJ zd,zd>+f —

=< J z,üa >-k\W,

z=zd — z—~~zd + 
°d fi

+ J zd - u -

= ^zd + 

°d fi fi
J zd + Qzd -k2(zd -z) =+ wí2, J zd -

— —k2z + wJ
rv i i _ _ —
~2 J Zd 4 42] zd — 
sd

= -k2z + w J ua.

A z állapotváltozóra áttérve a zárt rendszer állapotegyenlete a következő egyszerű 
alakot ölti:

w = -k. w +< J z,ua >, 
_ (12.111)

z =-k2z + wJüu.

Ezután már elvégezhetjük a stabilitásvizsgálatot Ljapunov direkt módszerével. 
Ehhez egy alkalmas V Ljapunov-függvényt választunk és megmutatjuk, hogy bizo­
nyos feltételek betartása mellett a nemlineáris rendszer exponenciálisan stabilis lesz.

Stabilitásvizsgálat

V ;=-J-w2 +-<z,z>, 
2 2

— = + < Ö >= w(~k} w+<J z,üa >)+ < z + WJ ua >=
dt

= -k{w2 -k2 <z,Z>^

á - min{/í|, k2 }2 V,
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---- < —2 min {k\,k2 }dt => In V(0 - In V(0) < — 2min{Z] ,k2 }t,

V(t)<V(0) exp(-2 min {k}, k2 }í).

Legyen := (w, z T )T e R3, akkor V = ||^||2 / 2, és ezért gyököt vonva

||^(0| á 11^(0)11 exp(- min , k2 }í).

(12.112)

(12.113)

Következmény:
i) w(í),z(í)e L^.
ii) z=zd-z és ||zJ(t)|| = |Jí/(r)|e => zd,zeLx.

iii) zW, => A~‘(t)e Z» => x(t), y(t), &(t)e

iv) (12.109), (12.110), (12.113) és 8d(t) = a0 expí-^t) miatt min^,^} > a, 
esetén léteznek alkalmasan megválasztott >0 konstansok, hogy
teljesül

k}w + f
J zd < £0 expí-jminíZj ,k2} - trjí},

w(klw+ f) _ 
zd <£2 exp{-[2min{Z1,Z2}-a1Jí},

w2(k}w + f)

SÍ
J Zd <£3 expí-tSminfZ^Zj}-^]^-

következésképp ua (t), zd (t), 42, (t), u (í) e .
v) Feltehető, hogy vr (r) e , ezért a fentiek alapján és a T mátrix alakja miatt 

v(í)e is teljesül, amiből következik, hogy x(í), y(t), tXOe .
vi) ||z||<||z| + ||zJ|<||^(0)||exp(-min{Z, ,k2 }í) + a0 exp(-tZ|í) miatt létezik 

y0 >0, hogy |x(t)|,|y(t)|,|t?(í)|<^oexp(-yor), ahol kezdeti állapot függő 

és Yq nem függ a kezdeti állapottól.

Összefoglalva megállapítható, hogy a rendszer exponenciálisan stabilis, és az 
összes jel a rendszerben és a szabályozóban korlátos marad. Az irányítási törvény 
mind helyzetszabályozás, mind követő szabályozás esetén alkalmazható. A módszer 
továbbfejleszthető [27], kis módosítással a dinamikus modellre alapozva is megad­
ható hasonló elvű globálisan stabilis irányítás.



FÜGGELÉK

FI. FIZIKAI RENDSZEREK KINEMATIKAI 
ÉS DINAMIKAI ALAPJAI

Ebben a függelékben összefoglaljuk a fizikai rendszerek (robotok, repülőgépek, he­
likopterek stb.) kinematikai modelljeiben szerepet játszó különféle orientáció jel­
lemzéseket, a pozíció és orientáció leírását homogén transzformációval, a tehetetlen­
ségi mátrix fogalmát és a dinamikus modell felállításánál fontos szerepet játszó 
Lagrange-, Appell- és Newton-Euler-egyenleteket.

Fl.l Kinematikai alapfogalmak
Tekintsünk két derékszögű koordináta-rendszert (keretet), jelölje ezeket K és K', 
és legyenek a bázisvektoraik rendre i, j,k és i',j',k' (lásd Fl.l. ábra).

Fl.l. ábra. Keret koncepció

Határozzuk meg a koordináta-rendszerek vektorai közötti kapcsolatot: 

r' = p'xi' + p'. j' + p'zk', 

i' = aui + a2ij + aiik, 

j' = ai2i + a22j + a32k, 
k' = al3i + a23j + a3ik, (Fl.l)

P= Pxí+ Pyj + PZk.

r = pxi + pyj + pzk = r' + p = (flnP, + ai2Py + auPz + Px^ +

+ (a2lPx + a21Py + a23P: + Py + (ö31 Px + a^Py + a’i’iPz + Pz •

Ezek az összefüggések mátrix alakban is feh'rhatók:
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felírva az 

i,j,k bázisban

rpxy an a12 a13 'p^ (p^

Py = Ű21 a22 ö23 Py + Py
a31 a32 a33 ,

T i' T / U r (FI.2)

r = Ar'+ p (FI .3)

Hozzávéve ehhez az 1 = 1 azonosságot, a K és K' keretek közötti A orientáció 
változást és a keretek origója közötti p pozíció vektort összevonhatjuk egy T ho­
mogén transzformációban:

r = Tr .

'px 

Py 

Pz

1 
k

< A

k

7

P^

i 
o

1

J12 a13 Px
322 a23 Py
332 ű33 Pz
0 0 1 7

'l m n p'

"Pxy

Py

Pz
U J

=:Fk ur ° ° 0 1

(FI .4)

(FI.5)

(FI.6)

Itt re R4 és r'e R4 jelölik pe R' és p'e R3 homogén koordinátáit.

A T homogén transzformáció két fontos jelentéssel rendelkezik:

i) T megadja K' orientációját és pozícióját K -hoz képest.
ii) T lehetővé teszi a P pont koordinátáinak meghatározását K -bán, ha ismerjük a 

koordinátáit A"-ben.

Célszerű a T homogén transzformációt indexekkel ellátni annak kihangsúlyozá­
sára, hogy a K'-höz tartozó l,m,n,p komponenseit a K bázisában kell megadni: 

TK • Jól látható, hogy az indexek sorrendje az értelmezésben lényeges.
Homogén transzformációk egymásutánja a homogén transzformációk szorzatával 

írható le:

TJ2 = A
oT

P\
1

a2
or

Pl
1

A| A2 
or

álp2 + Pl
1

(FI .7)
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FI.1.1 Az orientáció jellemzése forgatásokkal
Tekintsük először csak az orientáció megváltozását. Tegyük fel, hogy eredetileg K 
és K' egybeestek, és K valamelyik tengelye körül K' el lett forgatva (p szöggel, 
és tekintsük az elforgatás utáni állapotot. A továbbiakban az összefüggések 
egyszerűsítése érdekében bevezetjük a következő konvenciót a jelölésekre:

Cv := cos tp, S? ~ sin tp, Cap :=cos(a + /?), Cl2 .-cos^ +^2) stb. (FI.8)

Akkor (FI .2) szerint az elemi forgatások (rotation) következők lesznek:

costp
Rot^íp^ (&4X) = Sin? 

kifejezve i,j,k-ban 0

-sin^ 
cos cp 

0

°10 = sv 
d L °

-sv o
c, 0 

0 1
(FI .9)

Rot(y,<p) Grot Jrot ^rot )

Rot^X, tp) — (írot Jrot ^rot )

0 Sp
1 o'

0

0
-s? 

c<p

(FI. 10)

(Fl.l 1)
1 0

0
c?
S,

Legyen t általános irány vektor, |r| = I. Tegyük fel, hogy eredetileg K és K' 

egybeestek, és forgassuk el K'-t a t tengely körül (p szöggel. A forgatás egy 
Mo/\t, tp) lineáris transzformáció, amelynek mátrixa Rot^t,^ :

xro1 =&M(t,(p)x = xcos(p + t<t,x>(\-cos(p} + txxsin(p (FI.12)

Rőt(t,(p)=Cvl + (1 - )[í °í] + Sp[tx]. (FI. 13)

Az összefüggés neve Rodriguez-képlet. Felhasználván a [í 0 r] diadikus szorzat és a
[tx] vektorszorzat mátrixának alakját (lásd könyv I. kötet FI. függelék 11]),

Rot(t,(p)= l
mx
my 

mz

nx
ny 
n,

= Cp/+(l-Cp)[ror] + 5p[tx] =

Cp+(1-Cp)r/X 

(l-C„Vv+SpL 
(I ~ Cp )t,tz — $ qd y

(I Cp )txty Sq,tz 
Cp+d-CpX/, 

(1 — Cp)tyíZ "^^<pix

(1-Cp)z/Z +svty
(1-Cp)tvrz -Spíx 
Cp+a-CpV,

(FI. 14)
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A forgatás inverze a visszaforgatás, tehát a forgatás t körül -(p szöggel. Tudjuk, 
hogy az (FI. 14) egyenletben szereplő [t or] szimmetrikus, [tx] antiszimmetrikus, 
cos(-<p) = cos(^) és sin(-(p) = -sin(^), ezért

[Rot(t, (p)\ 1 - [Rot(t, (p}]T . (FI. 15)

Ortonormált derékszögű koordináta-rendszerek esetén tehát az A orientációs 
mátrix inverze az A transzponáltja, és emiatt a T homogén transzformáció inverze 
is egyszerűen számítható:

a-'^at (FI. 16)

At 
0T

~ATp

1
(FI. 17)

Az A orientációs rész a T homogén transzformációban 3x3 = 9 elemet tartal­
maz. Ezek azonban nem függetlenek, mert i',j',k' egy ortonormált bázis, tehát 
||z'|| = ||y'H = ||jt,| = l és <i',j'>=<i',k'>=< j',k'>-Q, ami 6 feltételt definiál a 9 

elemre, és ezért az orientáció 9-6 = 3 szabad paraméterrel jellemezhető. A 
Rodriguez-képlet esetén ez í és (p, ahol t egységvektor, és ezért csak 2 paramétere 
szabad.

A Rodriguez-képleten kívül az orientációnak más jellemzései is gyakoriak. Ha 
adott K és K', és az origók közösek, akkor vehetjük K -nak egy másik példányát, 
és ebből kiindulva elemi forgatások sorozatával eljuthatunk K' -be. A másodpéldány 
elforgatott tengelyeit jelölhetjük vesszővel és kétvesszővel, a forgatások szögeit pe­
dig rendre (p, ű, -vei. A robotikában megszokott terminológiát használva beszél­
hetünk Euler-szögekről, ha z, y', z* a forgástengelyek, és roll, pitch, yaw (RPY) 
szögekről, ha a forgástengelyek z, y', x*. E szerint a konvenció szerint

AK K> ~ Eulerfyp, Ű, y) = Rot(z, (p)Rot(y', Ű)Rot(z". W) =

=

1 
1

O —
 o 

o
1_

__
__

__
__

__
__

__
__

__
_1 0 s„

0 1 0
0 C# i 

1

a 
-P

 c< 
—

 o 
o 

I_
__

__
__

__
__

__
__

__
__

_1

= (FI.18)

—SySy — —S^C^
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FI.1.2 Az orientáció jellemzése kvaterniókkal
Az orientáció jellemezhető kvaterniókkal is. A kvatemiók (g) a háromdimenziós 

vektortér (R3) kiterjesztését alkotják, amelyben szorzás (*), összeadás, számmal 

szorzás, konjugált és norma van definiálva. Legyen qe Q, we R3, s,ae R', akkor 
definíció szerint

q = (w, s) 
aq = (aw,as) 

q\ +qi =(wi,si) + (w2,s2) = (wi +w2,sl + s2) 
q} *q2 =(W| X w2 + stw2 + s2wJ,sIs2-< wt,w2 >) (FI.20)

q = (-w, s)
y2 = q* £ = (0,||w||2 + s2) = q*q.

Az alkalmazások szempontjából talán a legfontosabb tulajdonság, hogy

h-ddd hl- »w>
Mivel jé Rl és (0,5)60, továbbá we R3 és (w,0)eQ azonosíthatók, ezért Rl 

és R3 be van ágyazva g-ba. A kvaternió norma multiplikatív tulajdonsága alapján

k *r íII=* Hl ■ IMI)=jj? h * Hl <F1 -22)
A kvatemiók és az A orientáció szoros kapcsolatban állnak. Minden A rotáció a 
Rodriguez-képlet szerint egy t egységvektor körüli tp szöggel való forgatás:

Ar = costp r + (\ - cosip) <t,r > r + sin (p txr. (F1.23)

Másrészt viszont bevezethetjük a
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(D (0 
q :=(sin — í,cosy) (FI.24)

kvatemiót (||^|| = ||í|| = 1), ahonnan a Rodriguez-képlet felhasználásával kapjuk, hogy

q * (r,0) * q = (Ar,0), (FI.25)

ezért q*r*q és Ar azonosíthatók. Világos, hogy ha az orientációt a q = (w,s) 
kvaternióval jellemezzük, akkor ennek ismeretében A meghatározható, mert

(p = 2arccos(s), t = w/sin(y) => A = C^/ + (1 -)[t «t] + [rx], (FI.26)

ahol

É ° í] = Évű 
űű

ÉVÉV 

tzty

Évű’ 

ÉVŰ 
űű

(FI.27)

0 — ^z Év '

ű 0 “ű (FI .28)

~ Év ű 0

Fl.1.3 Az inverz orientációs feladat megoldása
Ha szükség van az A orientáció

X
A = ly

A

mx nx 
my ny 

mz nz

(FI.29)

numerikus ismeretében az orientáció forgatásokkal való jellemzésének meghatározá­
sára (inverz orientációs feladat), akkor a három szokásos jellemzés esetén a 
következőképp járhatunk el.

Az inverz Rodriguez-feladat megoldása:

lx + my + nz -1

<p = atan2 (S^C^je (-zr,^|

(FI. 30a)
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sign (mz - ny)

my~C<p • / , x—-sign(nx -lz)
* (p

(FI.30b)

h
nz ~C<D
i _ r Slgn (/v
1 %

A feladatnak végtelen sok megoldása van, ha (p = 0 (C? = 1). Valóban, nulla forgás­

szög esetén bármilyen t tengely megfelel.

Az inverz Euler-feladat megoldása:

i)

n
(p = arctan

n

0
n k (~n, n},

-n
(FI.3 la)

S $ + S

Cű = nz

C<pnx+SVny
• v = arctan----------------- 

nz
(FI.31b)

ii)

a)

— $<plx + CfJy 

Cv = ~Svmx + C^m
^(p^x (p y
- i// = arctan------------------ -

- S(pmx + C^m
(FI ,31c)

nx = ny = 0 => 5;, = 0, szinguláris konfiguráció 

nz = C# = 1 => ű = 0 (z = z')

=
■ (p + V = arctan — p csak rp + y határozható meg (FI.32)

b) nz

s^<p =m

= m
. _ (p = arctan — => csak i/f-cp határozható meg (FI.33)
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Másrészt alkalmazható a Rodriguez-formula i + di, j + dj, k + dk számára. Fi­
gyelembe véve, hogy dcp kicsi, ezért például i esetén írható, hogy

i + di = i + dcptxi. (FI.42)

Definiáljuk az cd szögsebességet a következő módon:

co:=^^ = (oxi + myj + ü)zk = °cűxi0 + °myj0 +°cozk0, (F1.43) 

akkor
i'-CDXi, 
j' = coxj, 
k' = coxk,

[wX] = A~}A' és [°(MX] = A'A~}.

(FI .44)

(FI.45)

Tekintsük most a P pontot, akkor r pozíciója, r' sebessége és r” gyorsulása 
rendre

GÜ + G Jo + = Px i + Py j + Pzk + Px^ + PyJo + Pzk0

r'xh + ry jo + rzk0 = Px ‘ + Py J + Pzk + Px* + Py f + Pzk'+ 

+ P^O + PyJo + P'zk0

#0 + ry Jo + rzko = Px1 + Pyj + Pzk + 2 (Px i' + Py f + Pz k'^ + 

+ Px + PyJ' + Pzk'+ P^O + PyJ0 + P'^0-

Vezessük be a következő jelöléseket: r = (rx,ry,rz)T, r'= (r'x,r'y,r')T, 

p' = (p',p',p'y, akkor

r = Ap + p, 
r = Ap' + A' p + p', 
r'=Ap'+ 2A'p' + A'r + p'.

(FI.46)

ahol rés p koordinátái K0-ban, p koordinátái pedig K -bán vannak kifejezve. 
Mivel AA~1 =/ =>4'A“' + )'= 0, => (/V"1)'=-4^'A'A”1, ezért

[üJX]' = (A~'Ay = (A-'YA'+ A-'A' = -A-'A'A~'A' + A~'A’= 

= -[cox][a)x] + A"' A',
(FI.47)
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e := a)'xi + a) j + co'zk + coxi' + co j' + a>zk' = coxi + covj + co.k + wx co
' (F1.48)= coxi + coyj+ a>zk,

ahol e a szöggyorsulás. A P pont r' sebessége és r' gyorsulása kifejezhető a 
mozgó K koordináta-rendszerben is:

A~'r' = p' + A~'A'p + A~xp = p' + (öx p + A~} p', (FI.49)
A~tr" = p* + 2A^A' p + A^A* p + A~x p* =

1 (FI .50)
= p" + 2a>x p' + ex p + a>x(a>x p) + A p".

Legyen vK := X’1 p', aK := A-1 p", a>K :=co és ek :-e rendre K origójának 
sebessége, gyorsulása, szögsebessége és szöggyorsulása, akkor a P pont vp sebes­

ségére és ap gyorsulására teljesül

vp = vK + a>K xp + p', (F1.51)

ap=aK + £K p + x(a>K xp)+ p" + 2cok xp'. (FI.52)

Speciálisan, ha P egy merev test pontja, akkor p' = p" = 0, a>p=coK , sp =ek , és 

az összefüggés egyszerűbb alakot ölt.

F1.3 Merev testek inercia jellemzői
Tekintsük a [px]r[/?x] kifejezést:

0 Pz - Py ■ 0 -pz Py

[px]r[px] = -Pl 0 Px

Py ~Px 0

Pz 0

-Pv Px

-Px

0
—

=
P?+P: ~PxPy 

2 2
~ PxPy Px + Pz 

— PxPz —PyPz

-PxPz

“ PyPt 

p2x+p}\

(FI .53)

Ha p az [v] szegmens (merev test) egy tetszőleges pontja és dm a hozzá tartozó 
infinitezimális tömeg, akkor a Mx~-\pxdpxx)ám lineáris transzformáció az 
inercia tenzor, amelynek pozitív definit mátrixa a K tehetetlenségi vagy inercia 
mátrix. (Az inercia mátrixot 'bőid' K -val jelöljük a könyvnek ebben a részében, 
hogy elkerüljük az ütközést a koordináta-rendszer K jelölésével. Az / vagy J je- 
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lölést nem használjuk, mert ezek az egységmátrixot és a robot Jacobi-mátrixát jelö­
lik. A könyv más részein a 'bőid' K jelölést már elhagyjuk. A koordináta­
rendszereket az ábrákon bekarikázott K -val jelöltük).

ahol

Kx Kxz
K := J[px]r[px]dm = Ky Kyz

w K Kn kz

^x = \{p2y+pb

• [J]
Kxy=-jpxPyám^

M

(FI.54)

(FI.55)

(FI.56)

rendre az x tengelyre és az [x, y] síkra vonatkozó tehetetlenségi (inercia) nyoma­
ték, és K többi elemei hasonló módon vannak definiálva. (Megjegyezzük, hogy az 
irodalomban szokás a föátlón kívüli elemeket K„,~ Kmódon is jelölni.) xy7 az yz J

A tömeg és a tömegközéppont (center of mass) értelmezése

m = j dm és
[i]

™pc = jpdm . (FI .57)

Az mpc szorzatot szokás első momentumnak is nevezni.

Legyen K és K két ortonormált koordináta-rendszer. Vizsgáljuk meg, hogyan 
függ a tehetetlenségi mátrix a vonatkoztatási pont (a koordináta-rendszer origójá­
nak) megválasztásától, lásd FI.3. ábra.

FI.3. ábra. Az inerciamátrix transzformációja
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Mivel p = p + p koordináta független alakban és

[p xjp x] = [(p + p)xf(p + p) x] =
= [p xJp x] + [p xjp x] + \p xjp x] + \p xjp xj

ezért integrálás után a Huygeno-Stemer-képlethez]Munk. amelynek tenzor alakja

M~P = MP ~ x] [p x] - [p x] [mpc x] - [mpc x] [p x]

mátrix alakja pedig

Kp ~ Akk^pA~Rk -m[px][px]-
- [p x]^^ pc )x]- [(mA^ pc )x][p x]

(FI .58)

(FI .59)

Speciálisan, ha a koordináta-rendszer K := Kc a tömegközéppontba van helyezve és 

K := K egy tetszőleges koordináta-rendszer, akkor mpc.= J p dm:= 0 , p: = pc,

K — ak,kc^cAk,kc -m[Pc x]k x] —

= ak.kc ^ca1k,kc+ m\pc ||2 7 - mÍPc 0 Pc ] .
(FI .60)

ami lehetővé teszi a koordináta-rendszer origójához tartozó inerciamátrix (K) ki­
számítását, ha ismeretes a tömegközéppont (pc) és a tömegközépponthoz tartozó 
inerciamátrix (KJ. Bár a Kc keret origója a tömegközéppontban van, az 
xc,yc, zc tengelyek nem szükségképpen a főtengelyek.

FI.4. ábra. Összetett rendszer eredő tehetetlenségi mátrixa
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Alkalmazzuk ezt az eredményt két merev testből álló összetett rendszerre, lásd 
FI.4. ábra. Legyenek a két merev test inercia jellemzői W],pcI,Kci és 
m2, pc2,Kc2, ahol az inercia mátrixok a merev testek tömegközéppontjához rögzí­
tett Kci keretben vannak megadva. (A K keret robot esetén lehet például a 
Denavit-Hartenberg-keret, a két merev test a szegmens, valamint a szegmensre sze­
relt és a következő szegmenst mozgató motor.) A tömegközéppontok legyenek 
adottak K -bán. Feltesszük, hogy a K és Kc koordináta-rendszerek párhuzamosak. 

Alkalmazzuk a (FI.60) összefüggést rendre a Kci, Kc, pcl - pc, AKr.KcX = Ak.kcX 

és Kc2, Kc, pc2-pc, AKc.kc2 =AKiKc2 választás mellett.
Az eredő rendszer jellemezhető az m, pc, Kc inercia jellemzőkkel:

, z m\Pc\ +m2Pc2 znes pr -    ........—— , (FI.61)
m}+m2

-pjo(pcl - pjp/ +
+ ^K.Ke2^c2^K.Kcl ~m2l(pc2 ~Pc)°(Pc2 ~ PcV+ m2^Pc2 ~ Pc ||

F1.4 Lagrange-, Appell- és Newton-Euler-egyenletek
Tekintsünk egy A tömegpontból álló rendszert. Legyen az l -edik tömegpont töme­
ge m[ és helyvektora rt. Legyenek az x1, x2, x3......x3N_2, xiN_}, x3N koordináták 
révén adottak a helyvektorok egy rögzített ortonormált koordináta-rendszerben. Fel­
tesszük, hogy a koordináták k holonóm és stacionárius korlátozásnak tesznek ele­
get, amelyek

4(r1,...,rw) = 0, v = l,...,k (F1.63)

skalár egyenlet alakban adottak. A DAlambert-elv szerint a rendszer dinamikáját

Ft + R, =0, / = 1......N (FI.64)

írja le, ahol F, az ml tömegpontra ható eredő aktív erő és a korlátozásoknak 
megfelelő eredő reakció erő. A rendszer szabadságfoka n = 3A - k . Ezért definiál­
hatunk q}......qn független skalár paramétereket, az ún. általánosított koordinátákat, 
amelyek segítségével mindegyik r, helyvektor felírható

rt = rl(qi,...,qn), 1 = 1,...,N (F1.65)

alakban.
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A mozgásegyenletek levezetéséhez alkalmazzuk a virtuális munka elvét. Legyen 
x a rendszer pozíciója a t időpillanatban. Ha x egy lehetséges másik pozíciója a 
rendszernek ugyanebben a t időpillanatban, akkor 8x = x - x elmozdulás hatására 
a rendszer x -bői x -be hozható. A 8x elmozdulást virtuális elmozdulásnak nevez­
zük, szemben a dt idő hatására bekövetkező dx elmozdulással, ahol az erők és 
korlátozások megváltozhatnak. Adjunk a rendszernek virtuális elmozdulást, és szo­
rozzuk meg az egyenleteket a hozzá tartozó 8^ -lel, akkor kapjuk, hogy

< F[ - + R:, 3rt >=0, / = N, (FI .66)

és összegzés után
N

-mfi + R^Sr, > = 0.
/=!

Feltételezzük, hogy a korlátozások ideálisak, ezért

Y<Ri,3ri >=0, 
/=!

N N N
Y<Fi> = 0«£<F,.<5r, > = £<^,0// >. 
/=1 /=! Z=1

Következik (FI ,65)-ből, hogy

őri

(FI.67)

(FI.68)

(FI.69)

(FI .70)

(FI .71)
í=l /=!

Definiáljuk a qt általánosított koordinátához tartozó 2, általánosított erőt

N árQr-=X<^^> (FL72>

alapján. Mivel a virtuális elmozdulások függetlenek, ezért

N 
(F1-73)

ami felfogható egy absztrakt fizikai elvnek is.
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Fl.4.1 Lagrange-egyenlet
Az N tömegpontból álló rendszer kinetikus energiája

1 N

Mivel (FI.65) szerint

— es — = —

(FI .74)

(FI .75)

nn
(FI.76)T^~qiqi oq^qj

ezért

i=i oqt j=i

ŐK N 
x< 
/=!

. dr, 
miri,— > 

dqt
(FI.77)

d ŐK-------- = > <m 
dt dq, w. i=i

< m. . v ^ri •
r' j=i Q1 (FI.78)

ŐK
—- = ^<^iri

úr N
>=y< ^q^ 1 (FI .79)

Felhasználjuk, hogy sima függvény esetén a vegyes másodrendű parciális deriváltak­
ra teljesül

ezért

ő2xv _ ő2xv

d ŐK ŐK A .. őrz
 => <m,r,,—-> = Q, 
dt dq, dq,----t

(FI .80)

Az összefüggés érvényes összekapcsolt rendszerek esetén is az integrál tulajdon­
sága alapján. A qt általánosított koordinátához tartozó 2, általánosított erő fel­
bontható a r, meghajtó nyomatékra (erőre) és a P(<?) potenciális energia hatására, 
amely utóbbi -őP/ő^, . Ezért bevezethetjük a K kinetikus energiát, a P potenciális 
energiát, az L = K - P Lagrange-függvényt és a r, meghajtó nyomatéket (erőt), 
amelynek segítségével a kővetkező összefüggéshez jutunk:
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d dK dK dP d dL dL
+ = = Lagrange-egyenlet. (F1.81)dí d^( öqi oql dt öqi oq-

Tekintsünk egy merev testet a hozzá rögzített koordináta-rendszerrel. Legyen a 
merev test origójának sebessége v és szögsebessége co, akkor a merev test 
tetszőleges p helyvektorú pontja esetén

< vp ,vp >=< v + co x p,v + co x p >=

=< V,V> +2 < V,CD X p> + <COX p,cox p >=

= < V,V > +2 < p,VXCD > + < [p x]7 [px]co,co >,

és ezért a merev test K kinetikus energiájára teljesül

K=—<v,v>m + ~< Kro, co > + < mpc ,vxco>, (FI .82)

ahol pc a tömegközéppontja és K az inercia mátrixa a merev testnek, amely a me­
rev testhez rögzített keret origójához tartozik. Ha a keret origója egybeesik a tömeg­
középponttal, azaz pc = 0 , akkor a merev test kinetikus energiája

K = — < v.,v. > m+ — < K o),co> , (FI.83)
2 2

ahol vc = v + co x pc a tömegközéppont sebessége és K c a tömegközépponthoz 
tartozó inercia mátrix.

FI.4.2 Appell-egyenlet
A “gyorsulás” energia vagy Gibbs-függvény N tömegpont esetén

i N

1 /=i
(FI.84)

Mivel (FI .76) szerint

dr, drt 
dili

(FI .85)

és

dG £— = 2,<wzr/ 
Wi í-i 

dn v .. dr,

dq, m
(FI .86)
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ezért (FI.73) alapján a következő egyszerű alakú Appell-egyenletet kapjuk:

^■ = 12„ (F1.87)

vagy
/T?1 OO\---- +----- = Ti. (FI.88) 

d^,

Tekintsük a {ap,ap) kifejezést, akkor

< ap,ap >=< a + exp + a>x(cox p\a + exp + a>x(a>x p) >- 

=< a,a > + < [px]r[px]e,e>+2< p,axe>+2 <p,[<wx][tux]a >-

- 2 < e, ([px]T [px] (0) x a) > +■ • •,

ahol a nem részletezett tagok nem függenek q -tói. Ezért vehetjük a következő 
egyszerűsített Gibbs-fuggvényt:

G = — < a,a > m + — < Kf - 2(K<y)x co, £ > +
2 2 (FI.89)

+ <mpc,ax£ + cox[coxa)>.

Speciálisan, ha a merev testhez rögzített koordináta-rendszer origója a tömegközép­
pontban van, akkor pc = 0 és

G = ~<ac,ac >m + ^<KcE-2(KcCüi)xű),E>, (FI.90)

ahol ac = a + e x pc + co x (co x pc) a tömegközéppont gyorsulása és Kc a tömeg­
középponthoz tartozó inercia mátrix.

Fl.4.3 Newton-Euler-egyenlet
Legyen Ko és K rendre egy inercia keret és egy merev testhez rögzített, vele együtt 
mozgó keret. Legyen p a Ko origójából a K origójába mutató pozíció vektor. Me­
rev test helyett először tömegpontokból álló rendszert tekintünk, lásd FI.5. ábra.

A tömegpontokból álló rendszerre alkalmazható (FI.64) és vehető a következő 
összeg:

N N N
' (FL91)

(=1 /=! Z=1
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FI.5. ábra. Rögzített Ko és mozgó K keret

Alkalmazván a Newton- és az Euler-elvet feltehető, hogy a belső erők összege és 
a belső erők bármely pontra vett nyomatékának összege nulla. Legyen a külső erők 
összege F^. Jelölje m és rc az eredő tömeget és a tömegközéppontot, akkor 
(FI .91 )-ből következik a Newton-egyenlet:

mrc=FeM. (FI.92)

Definiálja a perdületet (angular moment)

FIK = £ (r, -pjxm^, (FI .93)
/=!

akkor 
/ n n -P^m^i + ^{r, -p^mtrt = 
dt tí (=i

N N
+ p^m^ (F1.94)

i=\ z=i
v

= -p*mrc +^(rt - p^m^, 
/=i

, n N
-—— +pxmrc ='S'(rl - p^xm/'r,. (FI .95)

dt /=i

Jelölje NK exl a külső erők eredő nyomatékát:
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NK^=í(rl-p)xFlt (F1.96)

(=1

akkor (FI .64), a feltételek, valamint (FI .95) és (FI.96) alapján kapjuk, hogy

^JL+pXmrc=NKea. (FI .97)
dt

Merev test esetén

nK = ^pxvpdm, (FI.98)
ld

ezért
pxvp - px(v + coxp)= pxv + px(ct)xp) = 

- pxv- px^pxco),

felhasználásával írhatjuk, hogy

nK = mpc xv + Kü). (FI.99)

Felhasználván az integrál tulajdonságait, a mozgó koordináta-rendszerekben érvé­
nyes differenciálási szabályt és a (FI .97) összefüggést, kapjuk, hogy

^^ = mvcxv + mr.xa + KE + (Ox(Ka)), (FI.100)
dt

-- + vxmvr =mvr Xv + mpr xa+ Ks + ú)x(Kú))+vx mvc = dt c c He \ t c (Fi.ioi)

= Kf + a> x (Kto) + mpc x a,

K£ + a>x^a>) + mpcxa = NKeM. (FI. 102)

Speciálisan, ha a K keret origója a tömegközéppontban van, akkor pc = 0, és a 
következő Euler-egyenletethez jutunk:

Kc£ + ű)x(Kcíu)=)Vk iCX,. (FI.103)

F1.5 Robotok kinematikai modellje
Számos, a gyakorlatban elterjedt ipari robot ún. nyíltláncú, elágazás nélküli merev 
robot, amelynek geometriai modelljét legtöbbször a Denavit-Hartenberg-alakkal ír­
juk le. A klasszikus eredeti Denavit-Hartenberg-alak mellett, elsősorban a dinami- 
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kus modell egyszerűsítése érdekében a módosított Denavit-Hartenberg-alakot is 
használják. A "merev robot" elnevezés idealizálás, és arra utal, hogy a robot garan­
tált pontossági tartományában a rugalmas alakváltozások hatása a szegmensekben 
vagy a csuklókban elhanyagolható.

Fl.5.1 Csuklókkal összekapcsolt nyíltláncú merev testek geometriai 
modellje
Eredeti Denavit-Hartenberg-alak (lásd FI.6. ábra)

A robot szegmensekből (link) áll, amelyeket 1-szabadságfokú csuklók (joint) kötnek 
össze. Az eredeti Denavit-Hartenberg-alak esetén a robot tengelyei z -tengely irá­
nyúak. A csuklóváltozó (joint variable) d (transzlációs csukló esetén) vagy ű (ro­
tációs csukló esetén). A Denavit-Hartenberg-paraméterek d,a (távolság) és ű,a 
(szög).

FI.6. ábra. Eredeti Denavit-Hartenberg-alak

Tegyük fel, hogy a keretet már felvettük. Az F1.6. ábrába berajzoltuk a

zw és x(_, tengelyeket, ahol iránya azonos az i-1 és az [7] szegmenst

összekötő csuklótengely (joint axis) irányával. Legyen z, az i -edik és az i + 1 - 
edik szegmenst összekötő csuklótengely iránya. Legyen a Kj keret xi tengelye 
merőleges a z,_, és ti tengelyekre. Legyen K, origója az a pont, ahol x, és z, met­
szi egymást. Legyen e párhuzamos x, -vei és menjen át K origóján, és legyen / 
párhuzamos Z;_|*gyel és menjen át Kj origóján. Akkor kitéiő z(_| és tj tengelyek 

esetén
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i) űj a z,_! tengely körüli forgatás szöge, amely az x,_, tengelyt e-be forgatja 

(e II x,);
ii) dj az eltolás a z^ tengely mentén, amely az e egyenest x, -be mozgatja;
iii) at az eltolás az x, tengely mentén, amely z^ és x, metszéspontját K, origó­

jába mozgatja;
iv) aj az x, tengely körüli forgatás, amely az f egyenest zt -be forgatja.

A távolságok előjele pozitív, ha az eltolás +z,_] vagy +x; irányban történik. Ha­
sonlóan a forgásszög pozitív, ha a forgatás z^ vagy x, körül a jobb-csavar szabály 
szerint pozitív. A K:^ és Kj közötti homogén transzformáció

Tj, j = Rotiz, űj) • Trans(z,dj) ■ Trans[x,al) ■ Rot[x,at)

^4 0 0' ’1 0 0 a.
Sq C* 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 d,
_ 0 0 0 1 0 0 0 1

-s^cA 5 sa, aic *
— C ti ajS ti

0 Sa. c«j
0 0 ) 1

10 0 0

0 cai -Sa. 0

0 Sai Cai 0
0 0 0 1

(FI. 104)

Ha és tj párhuzamosak, akkor végtelen sok közös normálisuk van. Ekkor 
rotációs csukló esetén dj = 0 választható, transzlációs csukló esetén pedig Kj ori­
gója azonosra választható a Ki+[ keret origójával.

Ha tj^ és tj metszik egymást, akkor választható a, = 0, és x, párhuzamos 
kj_j xk, irányával.

A 0 szegmens esetén z0 egybeesik a t0 tengellyel és x0 merőleges z0 -ra.

Az utolsó, pn] szegmens esetén z„ iránya tetszőleges és xm merőleges a zm_, és 
zm irányokra.

Néhány speciális esetben (Descartes-féle TTT pozicionálás első x tengelye, 
vagy RPY orientáció utolsó x tengelye esetén) előnyösebb lehet, ha nem a z , ha­
nem az x tengelyt választjuk azanosnak a csuklótengellyel. A homogén 

transzformáció továbbra is érvényben marad, de a csuklóváltozó a, vagy a, lesz.
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Módosított Denavit-Hartenberg-alak (lásd FI. 7. ábra)

Robotirányítási szoftverek, különösen azok pályatervezéssel kapcsolatos részei 
gyakran használják az eredeti Denavit-Hartenberg-alakot. Mindazonáltal a dinami­
kus modell felállításához a módosított Denavit-Hartenberg-alak előnyösebb lehet 
[2], A fő különbség, hogy a módosított Denavit-Hartenberg-alak esetén a Kt keret 
origója az [7] szegmenst mozgató (most) r, -vel jelölt csuklón helyezkedik el. A saját 

csukló tengely a z, tengely, és az x, tengely merőleges a Zj és zM tengelyekre. Ez 
egyszerűsíti a dinamikus modell számítását, különösen ha a Newton-Euler-módszert 
használjuk, mert a T; meghajtó nyomaték közvetlenül az [7] szegmensre ható fi 

reakcióerő vagy ni reakciónyomaték projekciója a t, tengely irányára.

FI.7. ábra. Módosított Denavit-Hartenberg-alak

A módosított Denavit-Hartenberg-paraméterek a FI.7. ábra szerint vannak definiál­
va. Vegyük észre,hogy a í, csuklótengely a K, kerethez van rögzítve (ami változást 
jelent a tengelyek indexelésében az eredeti Denavit-Hartenberg-alakhoz képest). A 
szomszédos szegmensek közötti homogén transzformáció
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~ $4 ® a<

S# C„ C,t C„ — S„ — S„ d;
T,..], = Uj (Xj Uj ctj ctj (Xj i (FI. 105)

0 0 0 1

Vegyük észre, hogy p,_}i a következő alakban dekomponálható:

(FI. 106)

ahol a második tag párhuzamos í(-vel, mivel ' Ü,- =(0 -Sa, Cai)T, és p^j szin­

tén kifejezhető a K, keretben (ha eltérünk az FI. függelékben használt konvenci­
óktól, akkor a bal felső index mondja meg, hogy a vektor melyik koordináta­
rendszer bázisában van felírva):

FI.8. ábra. Kapcsolat a K*_I és K* keretek között
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Annak érdekében, hogy feltárjuk a kapcsolatot az eredeti és a módosított 
Denavit-Hartenberg-paraméterek között, bevezetjük a K’^ és K* kereteket a FI.8. 

ábrának megfelelően. Megmutatható, hogy a kapcsolat a és K* keretek között 
hasonló a módosított Denavit-Hartenberg-alak struktúrájához. A homogén transz­
formáció K*_t és K* között a következő:

= Transíx^ ,ai) • Rot^x^ ,aj) • Transzát) ■ Rot(zjt ty) =

'10 0 p 0 0 0’ Ujj. Sy 0 0‘ '1 0 0 0'
0 10 0 0 0 Sq Cq 0 0 0 10 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 di
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1— — — — — — -■

0
s* c„ c,, c„ 5 - S d:

T^i = Uj a^i Vj a,_i ai-\ ai-\ 1 (FI. 108)
$$ ^af_! ^a,_| a d:

al-l ai-l 1
0 0 0 1

Az induló szegmens esetén a z0 csuklótengely párhuzamos z* -gal. Feltehető, hogy 
xollx] és ^=0°, ezért T01* = Rot(z0, ) Trans(z0,di), ami ekvivalens az 
a0 = 0 és a0 = 0° formális választással.

Az 0 szegmens módosított {#,, djt a,} paraméterei és az LlzzJJ és 0 szeg­

mensek eredeti (^d^a^a^) paraméterei azonosak. Ennek megfelelően, ha egy 
algoritmus a módosított Denavit-Hartenberg-alakon alapul, akkor a következő 
lehetőségeink vannak:

1) használhatjuk a módosított Denavit-Hartenberg-alakját és a K, kerethez 

tartozó m-, mi pci, K, inercia paramétereket, vagy
2) használhatjuk a homogén transzformációt, amelyet az eredeti Denavit- 

Hartenberg-alakból vezettünk le, és a Kp keretre redukált m^m^pá ,K.. inercia 

paramétereket.

A Fl.l és FI.2 táblázatok a módosított és az eredeti paraméterek közötti kapcsolatot 
mutatják be SCARA és PUMA robotok esetén.
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Fl.l táblázat. A SCARA robot módosított Denavit-Hartenberg-paraméterei 
az eredeti paraméterekkel kifejezve

i 4, dj a, a,
1 dt 0 0°

2 *2 ^2 ai 0°

3 0° d3 “2 0°
4 ^4 ^4 0 0 0°

FI.2 táblázat. A PUMA robot módosított Denavit-Hartenberg-paraméterei 
az eredeti paraméterekkel kifejezve

i á, * d, ai a,

1 * 0 0 0°
2 ^2 0 0 -90°
3 * d3 «2 0°
4 #4 ű3 90°
5 0 0 -90°
6 ^6 d6 0 90°

Ezek az összefüggések hasznosak, ha a robot geometriai és inercia paraméterei az 
eredeti Denavit-Hartenberg-keretben adottak, de a robotirányító szoftver a belsejé­
ben a mósosított Denavit-Hartenberg-kereteket használja.

FI.5.2 Direkt geometriai feladat
Egy nyíltláncú, elágazás nélküli merev robot álljon a Ö], Q......[m~| szegmensekből 
(links) és a végberendezésből (end effector), amely ehet megfogó, szerszám stb. 
(gripper, tool). A szomszédos szegmenseket transzlációs vagy rotációs csuklók 
(prismatic or revolute joints) kötik össze. A transzlációs csuklók a szegmensnek a 
csukló tengely mentén történő elmozdulását, a rotációs csuklók a tengely körüli el­
fordulását teszik lehetővé. Legyen d vagy a a transzlációs csukló (T) mentén az 
elmozdulás. Hasonlóan jelölje 9 vagy a a rotációs csukló (/?) körüli forgásszöget. 
Közös nevük a q csuklóváltozó (joint variable).

A "nyíltláncú, elágazás nélküli robot" elnevezés arra utal, hogy a szegmensek 
megszámozhatok úgy, hogy minden szegmenst pontosan egy szegmens követ a szá­
mozás sorrendjében (az p»j szegmenst a végberendezés követi), és az 0 szegmens 
pozíciója és orientációja csak a megelőző szegmens pozíciójától és orientációjától, 
valamint az i -1 és [7] szegmens közötti qi csuklóváltozótól Függ. A megelőző 
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szegmensek definiálják az p—1| szegmenshez rögzített K,_j keret pozícióját és ori­
entációját, míg definiálja az 0 szegmenshez rögzített K, keret relatív pozícióját 

és orientációját K^-hez képest, amely a TK._vK.: = 7^ homogén transzformáció­
val jellemezhető. Az [í-l| és 0 szegmensek közötti csuklótengelyt jelöli (lásd 

FI.9. ábra).

FI.9. ábra. Nyíltláncú, elágazás nélküli robot elvi sémája

A K B keret a robot alapzatához van rögzítve. A Ko keret a robot referencia ke­
rete, amely azonos is lehetne KB -vei, de rendszerint mégis eltér attól annak érdeké­
ben, hogy a csuklóvátozóktól való függés egyszerűbb legyen. Az irányítással befo­
lyásolható csuklóváltozók a Ko és Km keretek között vannak. A KB és ^.vala­
mint a Km és Ke közötti kapcsolat nem függ a csuklóváltozóktól. A csuklók mind 
egyszabadságfokúak (one degree of freedom, 1-DOF) és a teljes robot /??-DOF. A 
robot egyik lényeges jellemzője a csuklóképlet (joint formula). Például RRTRRR 
egy 6-DOF robotot jelöl, ahol minden csukló rotációs, kivéve a harmadikat, amelyik 
transzlációs. Annak érdekében, hogy a végberendezésnek mind a pozícióját, mind 
pedig az orientációját is megszorítás nélkül irányítani tudjuk, legalább 6 csukló 
szükséges (m ^6). A robot még ebben az esetben is csak egy korlátos munkatérben 
(limited workspace) pozícionálható a szegmensek véges mérete és a csuklóváltozók 
limitált értéktartománya miatt.

Humán analógiák alapján beszélhetünk törzsről (0 trunk), karról (LLl, [2j, [3] 
arm), kézcsuklóról (0, 0, 0 wrist) és kézről (hand, gripper). A végberendezés 
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rendszerint cserélhető és az [m\ szegmenshez rögzíthető, kitüntetett pontja pedig a 
szerszámközéppont (tool center point, TCP).

Az i -1 szegmenshez rögzített KiA keret bárhol lehetne. A gyakorlatban gyak­
ran használjuk a Denavit-Hartenberg konvenciót, ahol űi, di, a,, tz, határozza meg a 

és Ki közötti 7j_]; homogén transzformációt. Ha kiválasztjuk a [7] szegmens 

egy Pj pontját, amelynek Xj,yj,Zj a koordinátái a Kj keretben, akkor ugyanennek 

a pontnak a koordinátái a Kkeretben , Zj-\, amelyekre teljesül

(FI. 109)

Lépésről lépésre alkalmazván ezt az összefüggést kapjuk, hogy ugyanennek a pont­
nak az x^y^Zj koordinátáia K, keretben

ahol
ü, j ~ ^í.í+i ' ^í+i, í+2 ’•••■ 7

(FI.110)

(FI.111)

Itt Tij írja le a koordináta-transzformációt, továbbá Kj relatív pozícióját és orien­

tációját Ki -hez képest. Speciálisan

Tq.™ - ^0,1 ' ^1.2 ' T’m-l.m

^B.E ~ TB,0 ’ ^O.m ’ ^m.E •

Vegyük észre, hogy

Po.m
1

^O.m “ ^0,1 ' ^1,2 >

— at at at^O.m ••• ^J.2 H0.1 ’

'T .  y~l   y~l y — I y —1 
1 j>i ~ 1 1 HJ *“ ^í+tí+2 ’ 1 i,i+\ ’

y _ y —I y y —I
“ *8.0 ■ 1 B.E ' •

(Fl.l 12)

(FI.113)

(Fl.l 14)

(Fl.l 15)

(Fl.l 16)

(FI.117)
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Az utolsó egyenlet azt sugallja, hogy a robot egy ún. robot gráffal jellemezhető, lásd 
FI. 10. ábra.

Tg.E

FI. 10. ábra. Robot gráf

A robot gráf egy címkézett irányított gráf. A gráf csúcsai a keretek, a kereteket 
élek kötik össze, az élek címkéi a homogén transzformációk, az élek irányítása bal­
ról jobbra megfelel az indexelésnek.

Kq -ból Km -be két különböző úton juthatunk el:
i) előrefelé haladva Ko, Km sorrendben,
ii) hátrafelé haladva KG,KB,KE,Km sorrendben.

Ha a nyíllal szembe haladást invertálásként interpretáljuk, akkor visszakapjuk az 
(FI. 117) egyenletet, feltéve, hogy rendre vesszük a homogén transzformációt vagy 
annak inverzét az élek mentén és összeszorozzuk azokat. A robot gráf általánosít­
ható összetettebb esetekre is (robot, szállítószalag, tárgy, kamera).

Szokás direkt geometriai feladatról beszélni, ha arra keresünk választ, hogyan 
függ TBE vagy TOm a q = (q} ,...,qm)r csuklóváltozó vektortól. Rendszerint az 

összefüggést szimbolikus (képletszerü) alakban keressük a robot Denavit- 
Hartenberg-paraméterei és (Fl.l 12) felhasználásával:

direkt geometriai feladat: q TO m. (FI.118)

A szimbolikus alak azért szükséges, hogy számítási módszert (lehetőleg analitikus 
megoldást) tudjunk adni a később vizsgálandó inverz geometriai feladat megoldásá­
ra.

Fl.5.3 Inverz geometriai feladat
Az inverz geometriai feladat célja a csuklóváltozók meghatározása, ha adott a vég­
berendezés pozíciója és orientációja. A csuklóváltozók felhasználhatók referencia 
jelként (időfüggő alapjelként) a tengelyek szervohajtásai számára. A problémára 
mint

q = solveT0m (Fl.l 19)
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fogunk hivatkozni. A feladat transzcendens egyenletrendszer megoldását igényli, 
amelyet általában nem tudunk képletszerű (szimbolikus, analitikus) alakban megad­
ni. A gyakorlat számára fontos egyik esetben azonban a feladat analitikusan is meg­
oldható.

Fl.l Tétel (inverz geometriai feladat megoldása dekompozícióval): Ha az utolsó 
három tengely rotációs és a tengelyek egy közös pontban metszik egymást, akkor az 
inverz geometriai feladat felbontható egy pozícionáló és egy orientáló részproblémá­
ra, amelyek szeparáltan megoldhatók.

Bizonyítás: Legyen például m=6 és a robot Denavit-Hartenberg-alakjában
a4 = a5 = a6 = 0 és a6 = 0°, akkor

Po.6
1

1
^0,3 m0.3 n0,3 Po,3 0

0 0 0 1 J o
0

* 0 0
*00
o 1 d6
0 0 1

1 0 0
0 1 d^
0 0 1

0 0 0
1 0 0
o 1 d,
0 0 1

(FI. 120)
0 0 0

^0,6 

or
Pq.3 + d4n03 +d6n06

1

és ezért

Po,3 (íl’92’93 ) + ^4^0,3 (?1’?2’?3 ) ” Po.6 ~d(,nQ.f>< 

^3,6 (^1 >?2’?3 ) = ^0.3(?1 >^2>?3)í/o,6 m0,6 n0.f> ] •

(FI.121)

(FI. 122)

Az eredeti inverz problémát két 3-DOF részfeladatra bontottuk. Az első feladat 
(FI. 121), amely egy tiszta pozícionáló részfeladat, amelynek megoldása legyen 
?i>?2’^3- Miután megoldottuk az első feladatot, kiszámíthatjuk (FI.122) jobb olda­
lát és kereshetjük a második részfeladat megoldását a q^, q5, qb változókban, amely 
egy tiszta orientáló részfeladat. A második részfeladat elterjedt ipari robotoknál 
gyakran vezet az inverz Euler vagy az inverz RPY feladatra, amelyek megoldását 
korábban már tárgyaltuk.
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Megjegyzés: Általános Denavit-Hartenberg-paraméterekkel jellemezhető robotok 
esetén jelenleg nem ismeretesek módszerek az inverz geometriai feladat analitikus 
megoldására.

Fl.5.4 A robot differenciális mozgása
A robot geometriai modellje egy nemlineáris függvénykapcsolat a csuklóváltozók és 
a megfogó pozíciója és orientációja között. A kapcsolatot lokálisan, az aktuális q 
konfigurációban linearizálva eljuthatunk a robot J(q) Jacobi-mátrixához. A 
linearizálás differenciáláshoz kötődik, ami viszont felfogható a szuperpozíció elve 
alkalmazásának is. Fagyasszuk be minden csuklóváltozó aktuális értékét kivéte­
lével, és adjunk ^,-nek dqi változást. Akkor az [7], í +1, ..., pn~| szegmensek 

egyetlen merev testet alkotnak, amely a csuklótengely típusától függően elmoz­
dul a tengely mentén dq^veX (T), vagy elfordul a tengely körül í/#, -vel (R). 
Utóbbi esetben Km origójából merőlegest bocsáthatunk r^-re, vehetjük a taippont 
és Km origója közötti távolságot, és ezzel a sugárral fog Km origója körmozgást 
végezni, amelynek szögsebessége <j,, az origó sebességének iránya pedig merőleges 
a és Pj_lm által meghatározott síkra. Vezessünk be egy k, maszk változót, 

amelyre r, = 1 rotációs csukló esetén (R), és Kj - 0 transzlációs csukló esetén 

(T). Jelölje Km origójának sebességét és szögsebességét rendre mvm és mü)m, 
akkor a szuperpozíció elve szerint

m

V. = £ "d^, .
/=]

m

<Om

(FI. 123)

(FI. 124)

Az "d^ parciális sebesség és mt,_1 parciális szögsebesség rendre a következő:

"d^ = Vlw {(1 - X_, + W-i x h (FI. 125)

(FI.126)

Azért, hogy az eredményt egyszerűbbé tegyük, hagyjuk el Tj^ m -ben az indexeket: 
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Ha z^ a csuklótengely, mint az eredeti Denavit-Hartenberg-alak esetén, akkor 

í(_i = , és ezért A-1 = Ár miatt a következő eredményekhez jutunk:

Rotációs csukló (R) esetén:

mti-i.x=l t^ =1 k -1 -ü’

=m ki_}=mz, (FI. 128)

mt: <7 = n ■t: , —n k: , = n_.l—l,z 1—1 l—l í.’

m^=l^_,xp) = l ^i-\ x p) =

'0 -1 0^ (Px} " Py
= lT 1 0 0 Py =IT Px =-hPy+hPx’

0 0 0 P. 0 • (FI.129)
k 7k 4 7 k /

mdi-\.y = m(ti_ixp)=i ■ (k^ X /7) = ~mxPy +myPx>

mdi-\.z = n(ti_lXp)=n ■ (*i-l X p ^-nxPy +nypx.

Transzlációs csukló (T) esetén:

mh-i=o, (FI. 130)

mdi_Vx=l.ti_x=lki_l=ll,

di-\.y = m ■ tj^ = m • k^ = mz, (FI.131)

mdi-\.z =nh-\ =nki-\ =nz-

Bevezetve a

di~] ~
[^üí-i x]

, (FI. 132a)
0

m/l
x] md •' í-1 (FI.132b)i or 0

jelöléseket, írható hogy

(FI.133)
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m4-i (FI. 134)

Az eredmények tömör alakra hozhatók, ha bevezetjük a robot m Jm Jacobi-mát- 
rixát:

m i mi mi d0 d\- dm-\

m . m . m .
lm-\

(FI. 135)

(FI. 136)

Mivel a rögzített Ko keretben

°vm "X-

X = A0.m

ezért

(FI. 137)

(FI. 138)

(FI. 139)

(FI. 140)

Következmény: Olyan esetekben, amikor az inverz geometriai feladat nem oldható 
meg analitikusan, meghatározhatjuk az (FI.136) vagy (FI.140) egyenlet q(t) meg­
oldását a q konfiguráció környezetében, és ebből numerikus integrálással q^t) ér­
tékét. Ha tehát a megfogó sebességét és szögsebességét írjuk elő a pozíció és orien­
táció helyett, akkor q meghatározható a Jacobi-mátrix J„ pszeudoinverze segítsé­
gével:

• O J (FI.141)

Ha m=6 és Jm nemszinguláris, akkor J#m=dm- Azon « robot konfiguráció­

kat, amelyek esetén Jm képtere nem a teljes R6 tér (dim rangé (Jm)< 6), szingu­
láris konfigurációknak nevezzük. Szinguláris konfigurációkban vannak olyan irá­
nyok, amelyek mentén vagy amelyek körül a robot nem mozgatható.
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Ha m > 6, akkor a robot redundáns szabadságfokokkal rendelkezik, és célszerű a 
végtelen sok megoldás közül olyat kiválasztani, amelyre ||4|| —> min , mert ehhez 

tartozik a legrövidebb tranziens. Az optimális megoldás ekkor

(FL142)
\m)

Ha m<6, akkor az összes sebesség és szögsebesség előírást nem lehet 
egyidejűleg kielégíteni, mert kevesebb változó van, mint feltétel. Ekkor két 
lehetőség kínálkozik: *
i) Kiválaszthatunk vm és a>m komponensei közül pontosan annyit, amennyi 

dim^. Az ezekhez tartozó egyenleteket betartjuk, a többit figyelmen kívül 
hagyjuk. Például ha dim q = 2 és px, py csak q{, q^ -tői függ, akkor választható 

vx és Vv, és a hozzájuk tartozó két egyenletből meghatározható cp és q2.

ii) Választhatunk olyan q csuklósebességet, amely szimultán minimalizálja az 
egyenletek hibáját LS értelemben, amikor is a kompromisszum megoldás

(F1J43)

Fontossága miatt részletesebben vizsgáljuk a Jacobi-mátrix invertálását abban a spe­
ciális 6-DOF esetben, amikor az utolsó 3 tengely rotációs és a tengelyek egy közös 
(6‘) pontban metszik egymást:

'10 0 0'

0 10 0 ^3 6 0'

^B.E ~ ^B.O ’ ^0,3 '
0 0 1

3,0
_or r

T6.E, (FI.144)

0 0 0 1

'10 0 0

0 10 0
^6*.E =

0 0 1 d6
^6,E- (FI.145)

0 0 0 1

Feltesszük, hogy a végberendezés BvE sebessége és B wE szögsebessége a robot 
Kb báziskeretében adott. Akkor q a következő lépésekben határozható meg: 

i) A sebesség és szögsebesség kifejezhető KE -ben:
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E VE - Ab'e B vB,E ; E<aE - ^B^E B ^E ■ (FI. 146)

ii) Meghatározható K6* origójának sebessége és szögsebessége:

V6*=^6*,£{ VE + ^E X ^6*,E Pb* E ’ (FI. 147)

^6* = ^6*,E mE- (FI. 148)

iii) Mivel 6*<3F(_| =0, i — 4,5,6*, ezért a Jacobi-mátrix speciális blokk alsó- 
háromszögmátrix

(F1.149) 
D C

Legyen qA =(,q},q2,qy)r, qB = ^c15^T > az inverz sebesség probléma két 
részfeladatra bontható, amelyben már csak 3 x 3 -as mátrixok zárt alakban számít­
ható inverzei szerepelnek:

^a ~ 16 V6* >.

qB=C-'{-BA-' 6*v6. + 6X } ■

(FI. 150)

(FI.151)





F2. POLINOM- ES RACIONÁLIS MÁTRIXOK 
FAKTORIZÁCIÓJA

Ebben a függelékben összefoglaljuk az átviteli függvény mátrix minimális alakjának 
meghatározására szolgáló technikákat előbb a legnagyobb közös osztóra és a 
Sylvester rezultáns mátrixra alapozva, majd a Smith-McMillan-alak felhasználásá­
val. Ez utóbbi lehetőséget ad a MIMO rendszer nulla helyeinek és pólusainak precíz 
értelmezésére is.

F2.1 Átviteli függvény mátrix minimális alakja
A többváltozós lineáris időinvariáns rendszer olyan JV(s) átviteli függvény mátrix­
szal jellemezhető, amelynek (5) = (s) / (5) elemei racionális törtfüggvények 

(polinomok hányadosai). Az átviteli függvény proper (szigorúan proper), ha minden 
w^s) esetén a számláló polinom fokszáma kisebb vagy egyenlő (szigorúan kisebb) 

mint a nevező polinom fokszáma.
Jelölje 3 a polinomfokszámot. Legyen P(s) egy (w x n) típusú polinommátrix. 

A polinommátrix fokszáma őIEÍí)] az elemek fokszámának a maximuma. Mivel a 
polinommátrix oszlopai és sorai speciális mátrixok, ezért ebben az értelemben be­
szélhetünk a j-edik oszlop (column) öc^Pís)] vagy az í-edik sor (row) őrJEjj)] 

fokszámáról. A polinommátrix kifejezhető az oszlopfokszám szerint:

/ := max {3c;},

Sl_i:=diag(sdc'-i,...,s3c’-‘), (F2.1)

P(s) = P,St (s) + P^ (s) + - + P0,

ahol Pi (mxn) típusú konstans mátrix, amelynek negatív s-hatványokhoz tartozó 
elemei nullák. A P(s) polinommátrix oszlop-proper (column proper), ha

/; [P(s)] := P, maximális rangú. (F2.2)

Hasonlóan lehetséges a sorfokszám szerinti felírás:

A:=max{r,},
P(s) = Sh(s)Ph + Sh_x^Ph_x +- + ^0. (F2-3)

rr[P(j)]:=A-
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Speciálisan, ha P(s) (m x m) típusú (kvadratikus), akkor lehetséges a

, (F2.4)
P^P^ ^P^ +- + P0

felírás, és P(s) proper, ha P maximális rangú. A determináns fokszám: 

n = d det[P(s)]. Ha a mátrix oszlop- (sor-) proper, akkor (n= ^Jdri).

Az P(s) polinommátrix unimoduláris, ha determinánsa nem nulla és konstans 
(n = 0).

•H
A P(s) polinommátrix elemi sortranszformáciőinak nevezzük:
1. két sor (í és j) felcserélését: pi^pj

2. egy sor (i) szorzását egy nem nulla c skalárral: p, <— cpj
3. egy sor (i) helyettesítését önmagának és egy másik (j) sor 

polinomszorosának összegével: p, <- pi +n(s) p;.

Jelölje e, az i -edik standard (oszlop) egységvektort. Az elemi 
sortranszformációknak a következő (mxm) típusú mátrixokkal balról való (lett) 

szorzás felel meg (e,f e Rm):

^pj ~ tel ’ • ■ • ’ eí-l ’ ej ’ ei+l >• • •> ej-l ’ ei > ej+l > • • • > em 1’ 

^p, *-cpt ~ [^1 > • • •» ^Í-1, » ®i+l> • • • , em ]’

Lp.t-p: +^(s)pj — [^1 > ■ • • ’ ej-l i ej + ^Ü) ei > ej+l

Szükség lesz az elemi sortranszformációk inverzeire is:

r-1 - r
Pi^pp

= /Pi^cpt ^p^c-'p, ’

r-1 = /
Pi^PP^MPj ^Pi^-pritMpj •

(F2.5)

(F2.6)

Az elemi oszloptranszformációknak a következő (n x n) típusú mátrixokkal jobbról 

való (right) szorzás felel meg (^ e Rn):

= [«i......ei-i • ej - eM.......eH,ei,ej+x.......en ],

Riqt-CKi — [^1»• • • > ei-l > cei > ®i+| > ■ ■ •, en ], 

=[e........ +^Ü)epeí+i,...,eJ.

(F2.7)
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Az elemi oszloptranszformációk inverzei a következő (jobb oldali) transzformációk:

p-l — R

R,}.rr — R -i ,
Kji-CKj K^C K, 

p~\ _ p

(F2.8)

Világos, hogy az elemi sor- és oszloptranszformációk unimoduláris mátrixok. 
Minden unimoduláris mátrix elemi transzformációkkal egységmátrixszá transzfor­
málható (egységmátrixból nyerhető).

Két azonos oszlopszámú polinommátrix Rís) és P(s) legnagyobb jobb oldali 
közös osztója (greatest common right divisor, GCRD) olyan jobb oldali osztó 
polinommátrixa mindkettőnek, amelynél nincs "nagyobb", vagyis amely bal odali 
közös többszöröse minden más közös osztó polinommátrixnak (common right 
divisor, CRD): Ha tehát GR(s) a GCRD, akkor 7?(s) = fi, (s)Gfl (s) és 
P(s) = (s)GR (5), /?(.?) = R2(s)G(s) és P(s) = P2(s)G(s) => Gj?(s) = A/(s)G(j).

Hasonló értelemben beszélhetünk legnagyobb bal oldali közös osztóról (greatest 
common left divisor, GCLD). A skalároktól eltérően GCRD (GCLD) csak egy 
unimoduláris szorzó erejéig egyértelmű.

Két polinommátrix relatív jobb oldali prím (relatíve right prime, RRP), ha 
GCRD-jük unimoduláris. Két polinommátrix relatív bal oldali prím (relatíve left 
prime, RLP), ha GCLD-jük unimoduláris.

Legyenek D(s) és N(s) tetszőleges (nxn) es (mxn) méretű (azonos oszlop­
számú) polinommátrixok. Keressünk elemi sortranszformációkat (vagy ami ekviva­
lens, egy U(s) unimoduláris mátrixot), hogy a jobb oldalon legalább w sor nulla 

legyen:

'U"(s) G12 (5)1 rDCT)"] [/?(*)! }« 
í/21(s) í/22(s)J|jV(s)J [ 0 J}/n (F2.9)

Akkor az R(s) (n x n) -es négyzetes mátrix D(s) és N(í) GCRD-je. Annak szük­
séges és elégséges feltétele, hogy D(s) és N(s) RRP legyen, többféleképpen is 
megadható. Ezek közül kiemeljük a Bezout-egyenlöséget. a rang feltételt és az álta­
lánosított Sylvester rezultáns mátrixot.
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Bezout egyenlőség: Létezik X(s) és F(s) polinommátrix, hogy

X(s')N(s) + Y(s)D(s) = In. (F2.10)

Rang feltétel: Minden 5 érték esetén a [Dr(s) N1 (s)]r mátrix maximális rangú 
(más néven irreducíbilis'). Ezzel ekvivalens, hogy N(s) és sajátértékei között 
nincsenek közösek.

Általánosított Sylvester rezultáns mátrix: Létezik A(s) és B(j) relatív bal oldali 
prím (RLP) polinommátrix, hogy

ö det [D(sj] = 3 det [A(s)] =: p, (F2 111
A(S)N(s) + B(s)D(S) = On.

Legyen N(s) = Nns1'+ N}sL~'+■■■ +NL, és bontsuk fel hasonló módon az 

A(s), B(s), D(s) polinommátrixokat is, majd képezzük az Sk általánosított 
Sylvester-mátrixokat:

A] •• • Nl

Do - ■ dl
0 Ao -

Sk = 0 Do ” ■ Dl ■2k blokksor, (F2.12)

^0 - Nl

^0 - dl

Uo B0 ^1 = 0, k = l,2,... (F2.13)

Definiáljuk a következő mennyiségeket:

ro=O, rt = rank(S 
a0=m + p, a.^rj-r^.

i) Akkor üj nemnövekvö függvénye i -nek.
ü) p = rv - mv , ahol v az első olyan egész, amelyre av+1 = n teljesül.

Az utóbbi jellemzés lehetőséget ad a GCRD számítására számelemü mátrixokon 
végzett elemi transzformációk segítségével. Ehhez előbb bevezetjük a sor-echelon 
alak fogalmát:
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i) a sor vezető eleme 1, kivéve ha a sor nulla,
ii) minden olyan oszlopban, amelyik valamelyik sor nem nulla vezető elemét tartal­

mazza, ez alatt az elem alatt már csak nullákat tartalmaz,
iii) ha sor i és j nem nullák és i < j , akkor az i -edik sor vezető nem nulla eleme 

balra van a j -edik sor vezető nem nulla elemétől,
iv) a nulla sorok a nem nulla sorok alatt helyezkednek el.

Algoritmus a GCRD meghatározására:

1. Legyen L:= max{d[Aí(j)],3[D(j)]} a maximális fokszám. Képezzük az 5] ál­
talánosított Sylvester-mátrixot. Hozzuk Sj -et (számokon végzett) elemi 
sortranszformációkkal az sor-echelon alakra. Legyen = rank^). Ha 
rf < n, akkor csak triviális (végtelen fokszámú) GCRD létezik, ezért stop. 
Ellenkező esetben legyen és k := 1.

2. Legyen k\=k +1. Egészítsük ki á* -et egy új k -adik blokkal úgy, hogy -et 
(a kezdeti első oszlophoz képest) m(k -1) oszloppal jobbra eltolva alá he­
lyezzük.

3. Redukáljuk ,9 k -adik blokkját az £k sor-echelon alakra. Ennek során az első 
k -1 blokkból való elemi sortranszformációkkal elérjük, hogy a bővítés után is 
minden, az első k - I blokkból való sor vezető 1 eleme alatt nullák álljanak. Az 
így módosított k -adik blokkot ezután a k -adik blokkon belüli elemi 
sortranszformációkkal az £k sor-echelon alakra hozzuk. Legyen rk := rank^} 
és ak := rk - rk_t. Ha ak * n, akkor ugrás 2-re.

4. Legyen v = k . Az első nem nulla sor -bői definiálja a GCRD együttható mát­

rixait csökkenő hatványok szerint rendezve a Gr{s) = GqSL +G}sL 1 + -- + GL 

alakban (például GL helye -ben az utolsó n oszlopban van).

Az átviteli függvény mátrix faktorizációi és a rendszer irányíthatósága és 
megfigyelhetősége között szoros összefüggés van. Legyen W(s) szigorúan proper, 
akkor a polinommátrixszokkal történő faktorizációkra fennáll:

i) W(s) = R(s)P~\s) irányítható, ha P(s) oszlop-proper.

ii) W(s) = Q~'(s)L(s) megfigyelhető, ha Q(s) sor-proper.

iii) W(s) = R(s)P~'(s) minimális (irányítható és megfigyelhető), ha R(s) és P(s) 

irreducíbilis (RRP).
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iv) Wz(í) = 2-1(í)L(5) minimális (irányítható és megfigyelhető), ha és L(s) 
irreducíbilis (RLP).

Algoritmus a minimális irányítható alak meghatározására:

1. Legyen az átviteli függvény mátrix W(s) = [by(s)/ ay(s)]. Jelölje a^s) a leg­

kisebb közös többszörösét az átviteli függvény mátrix i -edik sorában álló
by (5)

an (s)...... ain (s) nevezőknek, és legyen by (s) :=--------a (5), ami a konstrukció
ay (5)

szerint polinom. Legyen R(sy.= [by(s)] és P(s):=diag(a}l(s'),...,ann(s')').

2. Határozzuk meg az R(s) és P(s) polinommátrixok GCRD-jét az előző 
algoritmussal.

3. Határozzuk meg a GR(s) polinommátrix inverzét: G^’(s).

4. Legyen R(s) = R(s)Gr (s) és P(s) = P(s)GR (s).

5. Ha det(rc[P(s)])^0, akkor R(s) = R(s) és P(s) = P(s) RRP és

W(s) = R(s~)P~} (s) minimális reprezentáció, stop.

6. Ha det(í'c[P(5')]) = 0, akkor meghatározandó egy UR(s') unimoduláris mátrix, 

amely a P(s) polinommátrixot P(s) - P(s)UR(s) oszlop-proper alakra hozza. 

Legyen R(s) := R(s)Ur (s), akkor W (s) = R(s)P~'(s) minimális reprezentáció.

F2.2 Polinom mátrix Smith-alakja
Tetszőleges P(s) = [py (s)]mXn polinommátrix elemi sortranszformációk és 

oszloptranszformációk együttes alkalmazásával a sorok és oszlopok számától 
függően az 

0] (m < n) vagy
£(í) 

0
(m > ri) (F2.15)

un. Smith-alakra hozható, ahol

E(s) = diag(£i(s),...,Er(s')) polinommátrix (F2.16)

és az e^s) polinomok normalizáltak (1 vezető együtthatójú, monik polinomok). Ha 
m = n , akkor a 0 blokk hiányzik.
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Algoritmus a Smith-alak meghatározására:

1. Hozzuk elemi sor- és oszloptranszformációval (sor- és oszlopcserével) a P(s') 

polinommátrix minimális fokszámú elemét az (1,1) pozícióba. Legyen v, a mi­
nimális fokszám.

2. Elemi transzformációval érjük el, hogy a (2,1) pozíciójú elem v2 fokszámára 
teljesüljön v2<v1. Ha a (2,1) pozíciójú elem nullává válna, akkor ugrás a 
következő lépésre. Ellenkező esetben felcserélendő az első és második sor, és 
addig ismétlendő az eljárás, ameddig a (2,1) pozíciójú elem nullává nem válik.

3. Ismételjük meg a 2. lépést az első oszlop többi elemével.
4. Alkalmazzuk az eljárást az első sor minden elemére az első elem kivételével.
5. Visszaugrás a 2. lépésre, ha a 4. lépés folyamán nem nulla tag keletkezik az első 

oszlopban. Vegyük észre, hogy az (1,1) elem fokszáma minden ciklusban csök­
ken mindaddig, amíg a következő alakú polinommátrix nem keletkezik:

Pntt 0 0 ••• 0 0
0

Pj^)=
0 k

PjW)
, (F2.17)

0
0

ahol p^ts) normaiizált (1 vezető együtthatójú, monik) polinom.
6. Ha P^s) -nek van olyan eleme, amelynek fokszáma kisebb, mint az (1,1) pozí­

cióban álló elem fokszáma, akkor az ezt az elemet tartalmazó oszlopot adjuk 
hozzá az első oszlophoz, és ismételjük meg a 2.-4. lépéseket. Ez addig folytatan­
dó, amíg p^^s) fokszáma kisebbé vagy legfeljebb egyenlővé nem válik P^s) 

minden elemének fokszámánál. Ez a lépés tovább redukálja az (1,1) elem fok­
számát.

7. Legyen Éj (5) := p^ (s).

8. Ismételjük meg az eljárás 1.-8. lépéseit a Pj(s') polinommátrixszal.

Alternatív lehetőség a Smith-alak meghatározására:

i) Meghatározzuk P(s) összes (ixi) méretű minor determinánsát.
ii) Jelölje a (ixi) méretű minor determinánsok (normaiizált) legnagyobb 

közös osztóját (GCD). Legyen rQ(s) := 1.
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iii)Az E^s) polinomokra teljesül s^sY:-
*í-iW ’

és ezekkel P(s) Smith-alakja

Ps (s) = diag (í, (5),..., Er (5),0,... ,0). (F2.18)

Vegyük észre, hogy mivel az elemi sor-és oszloptranszformációk unimodulárisak, 
ezért léteznek L(s\ R(s), L 1 (5), R 1 (s) unimoduláris polinommátrixok, hogy

Ps (ü = L(s)P(s)R(s) « P(s) = L~' (s)Ps (s)R~' (í) . (F2.19)

F2.3 Racionális mátrixok Smith-McMillan-alakja
Legyen W(í) = [w,y(s)] tetszőleges (mxm) méretű átviteli függvény mátrix, ahol 

w.. (j) = b^ts)/ajj(s') racionális függvény. Jelölje Dw(s) az a^s) nevezők legki­

sebb közös többszörösét, és hozzuk az átviteli függvény mátrixot a 
W(s) = P(s) / Dw (s) alakra, ahol P(s) polinommátrix, Dw(s) skalár polinom.

Tudjuk, hogy a P(s') polinommátrix elemi sor- és oszloptranszformációkkal az 
ekvivalens Ps(s) = diag(Éi(s),...,er(s),0,...,0) Smith-alakra hozható. Ebből kö­
vetkezik, hogy W(5) ekvivalens a következő ún. Smith-McMilian-alakkal: 

wsm (Ü = ps (s)1 Dw (s) = diag MÜ Mü 0 01
' ö^s)' ...... r

(F2.20)

ahol {£,($),ö^s)} normalizált relatív prím polinomok, í = l,...,r, továbbá e^s) 
faktora (osztója) £M (5) -nek és (5) faktora (osztója) 5(_, (s) -nek.

Átviteli függvény mátrix McMillan-fokszáma
A W(s) mátrix McMillan-fokszáma definíció szerint a pp(s) polinom dpp(A) 

fokszáma.

Átviteli függvény mátrix pólusai
A W(s) mátrix pólusai definíció szerint a pp(sY= ör(s) polinom

gyökei. Ha (A, B, C, D) realizációja lV(s)-nek, azaz W(s) = C(sI - Ay] B + D , 
akkor IV(5) pólusai és A sajátértékei azonosak.

Átviteli függvény mátrix nulla helyei
Háromféle zérus helyet (átviteli, blokkoló, invariáns) különböztetünk meg a rend­
szertechnikában.
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i) A W(í) mátrix átviteli zérus (transmission zero) helyei definíció szerint a 

pz(sy.= e^s)e2(sY--Er(<s) polinom gyökei. Vegyük észre, hogy az átviteli zé­

rus a Smith-McMillan-alakhoz kötődik. Ha W(s) = C(sl - A)’1 B + D és 3D-1, 
akkor BW'Cj) is. Ekkor ha z0 átviteli zérusa IV^j-nek, akkor z0 pólusa 

W-1 (j)-nek.

ii) Az s = z0 helyet blokkoló zérusnak (blocking zero) nevezzük, ha W(z0) = 0 . Ha 
z0 blokkoló zérus, akkor átviteli zérus is. Tegyük fel, hogy z0 nem pólus, akkor 
Zq átviteli zérus rank\W(z0)]<normalrank\W(s'j], ahol a WO) mátrix 
normálrangját úgy definiáljuk, hogy a maximuma W(j) rangjának legalább egy 
komplex s szám esetén. Következésképp ha a bemenetek és kimenetek száma 
azonos és z0 nem pólus, akkor z0 átviteli zérus <=> det |W(z0)] = 0.

iii)Ha W(s) = C(sI - Ay'B + D , akkor s = z0 invariáns zérus (invariant zero) 
hely, ha

ránk
A-z0I 

C
< normalrank

A-sí 
C

B
D

B
D

Állapot-visszacsatolás és hasonlósági transzformáció nem változtatja meg az in­
variáns zérusokat. Ha (A,B, C,D) minimális realizációja W(s)-nek, akkor z0 
átviteli zérus » z0 invariáns zérusa a minimális realizációnak. Általában is 
igaz, hogy W(s) minden átviteli zérusa W(5) minden realizációjának invariáns 
zérusa.

Kvadratikus szakasz esetén (m = n , a bemenetek és a kimenetek száma egyenlő) 
az átviteli függvény determinánsa egyszerű alakú:

det[W(í)] = K„
PZW

PpW
(F2.21)

Vegyük észre, hogy p^s) és pp(s) nem szükségképpen relatív prímek. Ezért a 

det (W(j)] skalár jellemző nem elegendő a zérus helyek és a pólusok definiálására. 
Mindazonáltal det|lV(s)] relatív fokszáma egyenlő a MIMO pólusok és zérusok 
számának különbségével.

A Smith-McMillan-alakon alapuló rendszerjellemzés egy ún. mátrix tört leírás 
(mátrix fraction description, MFD), amely lehet jobb oldali (RMFD) és bal oldali 
(LMFD). Tudjuk, hogy léteznek L(s) és R(s) unimoduláris mátrixok úgy. hogy
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Wsm(s) = Us)W(s)R(s). (F2.22)

Ha tehát W(j) (mxm) típusú átviteli függvény mátrix, akkor léteznek L(s) és 

R(s) (m x m) méretű unimoduláris mátrixok úgy, hogy

W(s) = L(s)WSM (s)R(s) , például L(s) = [L(s)]-1 és ^(j) = [/?(j)]*1 • (F2.23)

Legyen

N(s) := diag(£t (5),...,£r ^),0,...,0) és D(s) := diag^ő^ (5),...,ör (s),l,...,1) ,(F2.24) 

akkor
Ww(5) = 2V(í)[D(í)]■,,

W (s) = LÜWÜtDÜ)]-1 «(Ü = =: (F2.25)
^(.0 Wofj)

amelyet jobb oldali mátrix tört leírásnak (RMFD) nevezünk.

Megmutatható, hogy WD(s) ekvivalens egy P(s) oszlop-proper mátrixszal, 
amiből következik, hogy a pólusokat definiáló p^s) polinom fokszáma egyenlő a 

P(s) oszlopai fokszámainak összegével. Világos, hogy az RMFD nem egyértelmű, 
mivel tetszőleges nemszinguláris H(s) mátrix (jobb oldali közös faktor) esetén 

W(y) = WN(s)H(s)[WD(s')H(s')]~'. Ha azonban WN(s) és WD(s) egyedüli közös 

faktorai unimoduláris mátrixok, akkora (WN (5), WD (s)) RMFD-t irreducíbilisnek 
nevezzük. Ha az RMFD irreducíbilis, akkor

i) s = z, zérus helye W(s)-nek <=> W^fz,) rangja nem maximális,
ii) s-pj pólusa Wüj-nek <=> WD(p:) szinguláris, ami azt jelenti, hogy W(s) 

pólus polinomja pp (s) = det[WD (s)].

A bal oldali mátrix tört leírás (LMFD) hasonlóan képezhető, de a mátrixokat 
másként kell csoportosítani, kihasználva a diagonális mátrixok által kínált lehe­
tőségeket:

W^s) = MsjUXs)]-' N(s)R(s) = [DísHMür’rWWj)] =:
(F2.26)
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A bal és jobb oldali mátrix leírásokat a Smith-McMillan-alakból vezettük le, 
ahol a faktorok polinom mátrixok voltak. A leírás azonban sokkal általánosabb, mi­
vel a WN(s},WD(s'),WD(s'),WN(s') mátrixok elemei általában racionális függvé­
nyek. Általános alakhoz juthatunk úgy is, ha az MFD eredetileg kapott polinom mát­
rixait elosztjuk ugyanazzal a stabil polinommal.

Példa: Határozzuk meg a zérushelyeket és pólusokat, valamint a RMFD felbontást, 
ha az átviteli függvény mátrix

W(s) =

4
(5 +1)(5 + 3)

1
5 + 3

-0.5
5 +1

2
(5 + 1)(5 + 3)

A korábbi jelölésekkel Dw (5) = (5 + 1 )(5 + 3) - 52 + 4s + 3 és

' 4 -0.5(5+ 3)
5 + 1 2.

Határozzuk meg P^s) Smith-alakját elemi transzformációk felhasználásával.

l2 -

*1 =

1/4 
0

1

-(s + 1)

-(* + 3)
8
2

-(5-4-3)
8

52 +45 + 19
8

0____ "
52+45 + 19 =>£, =1,

0; 52 + 45 +19_

8 J

>, =52 +45+ 19 =>5! 2 = -2±jJ\5 .

^1 ~

1

0

5 + 3 
T”

1

0

0
1

0

5 +1

1

0

0
8

0

Innen egyszerű számítással kapjuk, hogy W Smith-McMillan-alakja, zérushelyei 

és pólusai a következők:

1
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s2 + 45 + 19 _ (s + 2 - j>/Í5)(5 + 2 + 
(5 + 1)(5 + 3) - (5 + l)(5 + 3)

^(Ü =
(5 + 1)(5 + 3) 

0

0

s2 +45 + 19 
(5 + l)(s + 3)

pz(s) = s2 + 45 + 19 = (5 + 2 - jj\5)(s + 2 + zérus hely polinom, 

pp (5) = (5 +1)2 (5 + 3)2 pólus polinom.

Az RMFD meghatározásához előbb képezzük az L(s) és R(s) eredő transzformá­
ciókat és ezek inverzeit:

L — L3 R2 L
1

-(5 + 1)

Oiri/4 0'

1 J[_ 0 1
1/4 0

-2(5 + 1) 81
1 0
0 8

1 (5 + 3)/8

4 0
5 + 1 8

1
0

L = L~' R - R^ = - (5 + 3)/8
1

Az RMFD meghatározása ezután már egyszerű:

4

5 +1
Wn(s) = LN = L~'N =

olp 0
8j|_0 52 +45 + 19_

0
52 +45 + 19

8

4
5 +1

Wd(s) = R~'D = RD = (5 + 3)/8 (5 + l)(5 + 3)
1 0

0
(5 +1)( 5 + 3)

’(5 + l)(5 + 3) (5 +1)(5 + 3)2 /8 

0 (5 + 1)(5 + 3)

W(5)=Wjv(5)[Wd(5)]-,i

4
W(5) =

0
52 +45 + 19 

~8

(5 + 1)(5 + 3) 
0

(5 +1)(5 + 3)2 /8 

(5 +1)(5 + 3)5 +1



F3. KVADRATIKUS PROGRAMOZÁSI 
ALGORITMUSOK

A kvadratikus programozás alapfeladata a következő:

min J(x) = — < Hx,x> + <c,x>+d, 
x 2

x>0, A}x = b{, A2x<b2,

(F3.1a)

(F3.1b)

ahol xe Rn, //>0 nxn méretű pozitív szemidefinit szimmetrikus mátrix, 
b\ e Rm', b2e R"'2 , J'x= Hx + c g(x) a célfüggvény gradiense és J* = H a cél­
függvény Hess-mátrixa. A korlátozások egyenlőség és egyenlőtlenség alakjában 
adottak. A minimum helyét d nem befolyásolja, ezért el is hagyható lenne.

Mivel H >0 miatt J(x) konvex és a korlátozások lineárisak, ezért a minimum 

szükséges feltétele nem túl szigorú feltételek teljesülésekor (pl. ZrHZ pozitív 
definit, lásd később) egyúttal elégséges feltétel is. A minimum szükséges feltételét a 
könyv I. kötete 12. fejezetének 12.1 tétele adja.

Ha Aj sorait rendre a,j a}m jelölik, akkor Axx = b} ekvivalens 

a^x-b^■ = 0-val, j = és A2x<b2 ekvivalens a2Jx-b2j< 0-val,

j = 1,..., m2. A skalár multiplikátorral szorzott Z^ta^x-by') és Z2j(a[jX-b2j) 

korlátozások rendre felírhatók a <Z\,Axx-bx >=<Á{ Zx,x>-<Z1,bx > és a 

<Z2,A2x-b2>=<A2Z2,x>-<Z2,b2> alakban is a 2, és vektor 
multiplikátorokkal. Mivel Jx = Hx + c és -x < 0, ezért a minimum feltétele

Hx + c — Z + Ax Zx + A2 Z2 — 0, (F3.2a)
Z^O, Zixi=0, i = (F3.2b)

4^0, Z2i(alxi-b2i) = 0, i = (F3.2c)
Axx = bx. (F3.2d)

F3.1 Aktív halmaz módszerek
F3.1.1 Egyenlőség alakjában adott korlátozások
Legyen az optimalizálási feladat
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min J(x) = — < Hx,x> + < c,x > +d , (F3.3a)
X 2

Ax = b, (F3.3b)

ahol A mxn típusú mátrix, amelynek sorai a{ ,...,aTm.

Egy x pontot megvalósítható pontnak (feasible point) fogunk nevezni, ha kielé­
gíti a korlátozást. Ha x0 az optimális megvalósítható megoldás és x egy (nem op­
timális) megvalósítható megoldás, akkor x0- x + p, ahol p -t megvalósítható 
iránynak (feasible direction) fogjuk nevezni.

Feltesszük, hogy m < n és rank(A) = m , különben ugyanis vagy redundáns, 
vagy pedig ellentmondó egyenletek szerepelnének a korlátozásban. Elvben tehát 
n - m változót ki lehet küszöbölni a változók közül. Fejezzük ki x -et az 
x = Kxy+Zrz alakban, ahol AY = I és AZ = 0. Ekkor Ax-xy és 
Zxz e kemel(A). Mivel x0 = Yxoy + Zxoz , Ax0 = AYxoy + AZxoz = x0Y = b , 
x = Yxy + Zxz és Ax = A Yxy + AZxz =xy = b = x0Y , ezért x = Yxoy + Zxz és

p = x0 - x = Z(xoz - xz')-.Zpz és Ap = AZpz=0. (F3.4)

A Lagrange-multiplikátor szabály szerint (F3.3a-b) optimális megvalósítható 
megoldása kielégíti a

J'(x0)+ AtZq = Hx0 + c + At20 =0=> Hx0 + c = -AtZq (F3.5a)

ZT g(xo) = -ZTATZo=OT (F3.5b)

feltételt, ahol kihasználtuk, hogy g(x0) = Hx0 + c = J'x(x0) a gradiens az optimum 

helyén és ZT AT =0T.

Legyen x egy (közelítő) megvalósítható megoldás. Mivel x0 = x + p és 
p = Zpz , ezért

H(x + p),x + p> + <c, x + p > +d =

= — < Hp, p> + < Hx, p > + — < Hx, x > + < c, p > + < c, x > + d =

= — < Hp, p > + < Hx + c,p > +d + ^< Hx,x > + < c,x >=
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= ^-<ZrHZpz, pz > + <ZT g(x),pz >+d + ~<Hx,x> + <c,x> . 
2 2

Az x (közelítő) megvalósítható megoldás ismeretében az optimális x0 megvaló­
sítható megoldás a következő, korlátozás nélküli optimalizálási feladat megoldása­
ként nyerhető:

min J{pz') = -<Hpz,pz > + <c,pz >+d ,
Pz 2

H =ZTHZ >0, 
c = ZTg(x),

d = d + — < Hx,x> + <c,x>.
2

(F3.6a)

(F3.6b) 
(F3.6c)

(F3.6d)

Az optimális megoldás a J' =Hpz + c = 0 feltételből határozható meg:

ZTHZpz = -ZTg(x), (F3.7a)

ahol g(x) = Hx + c az eredeti célfüggvény gradiense a közelítő megoldás helyén. 
Ha "+" jelöli a Moore-Penrose pszeudoinverzet, akkor

pz =-{ZTHZ)+ZTg(x) és p = Zpz megvalósítható irány. (F3.7b)

A módszer alkalmazásához ismerni kell egy kezdeti x megvalósítható megoldást 
(initial feasible point) és meg kell határozni A-nak az Y,Z felbontását. A 
MATLAB szolgáltatásaival F = pinv(A) és Z = null(A) megfelelne, de jelentős 
számítási idővel jár, és kevésbbé előnyös iteratív alkalmazáskor, amikor A lépésről 
lépésre változhat.

A QR felbontást alkalmazva a következőképp járhatunk el:

i) Képezzük az Ar mátrix QR felbontását a MATLAB qr függvényével. Akkor 
Ar=Q*R, ahol Q ortonormált, R felső háromszögmátrix, és ezért 

A*Q = Rt = [R[ 0],

ii) F = Q(:,1 t/n)*^)-',

iii) Z = Q{:,m +1: n),

iv) x = Y * h megvalósítható megoldás.
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Ha az iteráció során egy új a7 sort kell beszúrni, mert a feltételek bővülnek, ak­
kor

rtqt 0

. «tq j
A

Q o]e\

ahol Q-QH és H Householder-mátrix. Q első 1,...,m oszlopa azonos Q oszlo­
paival, míg a többi m + oszlopa lineáris kombinációja Q utolsó m + l,...,n 
oszlopának.

Ha az iteráció során az s -edik sort el kell hagyni A -ból, mert a feltételek száma 
csökken, akkor A -nak eggyel kevesebb sora lesz, mint A -nak, ezért A.Q = [M 0], 

ahol M -nek az első 1,...,j — 1 sora azonos R7 soraival, és a maradék 
sorokban a diagonálisban lévő elemtől jobbra is van még egy nemnulla elem. M al­
só háromszögmátrix alakra hozható síkbeli forgatás tamszformációkal, amelyeket 
g-ra jobbról kell alkalmazni. Ezek a forgatások nem befolyásolják Q utolsó n-m 
oszlopát, ezért Z a régi Z mátrix lesz, kiegészítve egy extra oszloppal: Z = [z z], 
ahol z lineáris kombinációja Q első m oszlopának.

F3.1.2 Egyenlőtlenség alakjában adott korlátozások
Legyen az optimalizálási feladat

ahol A mxn típusú mátrix, amelynek sorai a7

min J(x) = — < Hx, x> + <c,x>+d, 
* 2

Ax<b,

(F3.8a)

(F3.8b)

Ha x egy megvalósítható pont, akkor Ax<b. Határozzuk meg az aktív korláto­
zásokat, amelyre a'x = b,j = l......mx, és helyezzünk el minden ilyen a^-t és 

b^-t rendre egy A, mátrixban és egy b} vektorban, akkor Alx = bi. Alkalmazzuk 

ezután az előző módszert az Aj mátrixszal és a b^ vektorral. A nem aktív korlátozá­
sok A2 -be és b2 -be kerülnek, tehát A2x < b2.

Egy p irány ún. javító megvalósítható irány, ha A, p < 0 és <g(x), p><0. 
Ekkor ugyanis 2>0 esetén J(x + Ap) = J(x) + A < g(x), p >á J(x), továbbá 
At(x + ^?) = A{x + AA\p<bt és A2(x +Ap) = A2x +AA2p<b2, feltéve, hogy 
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A>0 elég kicsi. Ezért a p irányban megfelelő lépésközzel továbblépve a J(x) 
kritérium csökken és a korlátozás is teljesül.

A P-Pr mátrixot projekciós mátrixnak nevezzük, ha P1 = P. Például 
P = I - Af A{ egy projekciós mátrix, ahol Aj1" a Moore-Penrose pszeudoinverze 
Aj-nek. Ha A] m} xn méretű és rank^) = mt < n, akkor 

P = I - A? (Aj Aj7 )-1 Aj szintén egy projekciós mátrix. Ha P projekciós mátrix és 
p = -Pg(x), akkor p egy javító megvalósítható irány, mivel

< g{x), p >=< g(x),-Pg(x) >= - < g(x), P2g(x) >= - < Pg(x), PgM >=

Az A, -hez más technikával meghatározott p = -Z(ZT HZ)+Zr g(x) irány is egy 

javító megvalósítható irány, mivel A,Z = 0 miatt A}p = 0, és p az x pontból a 
minimumhoz tartozó x0 pontba mutat, tehát ebben az irányban a kritériumfüggvény 
csökken.

Vigyázni kell azonban milyen a lépéshosszt választunk, mert nagy lépéshossz 
esetén az új pont nem biztos, hogy megvalósítható (a korlátozásokat kielégítő) ma­
rad.

Ha nem sérülnének a korlátozások, akkor az optimális válsztás

anpt = arg min <p(a) = arg min J(x + ap)

lenne, amiből

tp'(a) =< H(x + ap) + c,p >=< g (x), p>+a< Hp, p >

miatt következik

„ <gM,p> (F3.9)
Ol” <Hp,p>

Azonban egy maximális lépéshossz is megadható, amelynél nagyobb lépéshossz­
nál már az eddig teljesülő inaktív korlátozások sérülnének. Jelölje az aktív és az 
inaktív korlátozások indexhalmazát rendre lA) illetve 1 A}, akkor egy eddig inaktív 

korlátozás sérülni kezdene, ha a' (x + ap) = b2i Jel^, ezért a maximális lépés­

hossz
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max = min<
b2i -“li* 

T 
“2íP

ÍE (F3.10)

Egy másik problémát a Lagrange-multiplikátorok okozhatnak az optimum he­
lyén. Egyenlőtlenség alakjában adott Ax < b korlátozások esetén (F3.2a-b) speciális 
alakja

Hx + c + AtA = 0,
2,>0, Xj — = 0, i =

Látható, hogy az inaktív korlátozásokhoz tartozó multiplikátorok mind nullák: 
2- =0, i e , ezért a feltételek egyszerűsödnek:

Hx + c = g(x) = -A^^ és 2] >0. (F3.ll)

Meg kell tehát oldani a g^x^-A^2, egyenletrendszert 2]-re és ellenőrizni kell, 

hogy 2] minden komponense pozitív-e. Ha vannak negatív komponensek is, akkor 
célszerű elhagyni mindazon feltételt az aktív halmazból, amelyik a legnagyobb ab­
szolút értékű negatív multiplikátorhoz tartozik. Jelölje ezt 
\deiete = m^n í : < 0, *• e IAí}, akkor az elhagyandó aktív feltételek:

Ideleit = {ie 1 A, : = \delete’ ÍE f\ 1 • (F3.12)

A teszthez a 2] Lagrange-multiplikátor meghatározható =-(A}A7A^g^x) 

alapján, vagy ha már meghatároztuk az A7' -Q* R felbontást, akkor MATLAB 
környezetben balosztással is:

2i = -R\Q'g(x). (F3.13)

F3.1.3 Kezdeti megvalósítható pont meghatározása

i) Legyen a korlátozás Ax<b alakú, ahol az A mátrix mxn méretű. Vá­
lasszunk egy tetszőleges x° kezdőpontot.

ii) Legyen d = Ax° - b .

iii) Ha d = (d\,...,dm)7 < 0, akkor stop (x° megvalósítható pont).

>v) =max{</, : lá/Sm).
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v) Legyen x = (Z z)\ ze R', Á = [A J(x) = (0 ••• 0 l)x = z és

x° =[x07 </maxf. Oldjuk meg a következő (speciális lineáris programozási, 

LP) segédproblémáf. min j(x) = z, Áx<b, ahol x° megvalósítható induló 
X

pont a segédfeladathoz. Bármilyen, az LP feladat megoldására alkalmas mód­
szer (szimplex stb.) szóba jöhet, beleértve az aktív halmaz módszert is.

vi) Legyen xopt = (xTnpt zop,}T = arg min J(x) a segédfeladat optimális megoldása.

Ha z„pl = J(xop,) < 0, akkor xopt az eredeti feladat egy megvalósítható pontja, 

mivel a,Txopt - zopt <bt => a]x„pt - bt < zop, <0, i = Ax„p, < b.

Ellenkező esetben az eredeti feladatnak nincs megvalósítható megoldása.

Foglaljuk össze az aktív halmaz módszeren és a megvalósítható irányokon alapuló 
eddigi eredményeket egy algoritmusban.

F3.1.4 Az aktív halmaz módszeren és a megvalósítható irányokon 
alapuló QP algoritmus.
1) Határozzunk meg egy induló x° megvalósítható irányt (lásd előző LP segéd­

probléma). Legyen k = 0.

2) Határozzuk meg xk esetén az aktív és az inaktív korlátozásokat és az azokat 
azonosító IA , A}, b}, IA, A2, b2 jellemzőket.

3) Határozzuk meg a g(xk) gradienst és a pk javító megvalósítható irányt.

4) Ha pk #0, akkor határozzuk meg a = min{a„/x,amax} értékét. Legyen az új 

megvalósítható pont x*+l := xk + apk. k := k +1 és ugrás 2)-re.

5) Ha pk = 0. akkor ellenőrizendő, hogy teljesül-e az optimum feltétele. Ehhez 
meg kell határozni a A, Lagrange-multiplikátort az aktív korlátozásokhoz.

6) Ha A, 0, akkor optimumban vagyunk és stop.

7) Ha -1(2, £0), akkor meghatározandó ^ ^1^ ős az aktív korlátozásokból elha­

gyandó feltételek indexhalmaza. Elvégzendő az aktív korlátozások reduk­

ciója és ugrás 2)-re.

Az. algoritmus minden lépésére korábban már eljárásokat dolgoztunk ki.
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F3.1.5 Általános nemlineáris programozási feladat (NLP)

minF0(x) (F3.14a)
F,(x)<0, i = (F3.14b)

Megoldására a QP módszert lokálisan, az xk aktuális közelítés környezetében al­
kalmazhatjuk a következő algoritmus szerint:.

1) Válasszunk egy x° megvalósítható pontot, és legyen k =0.

2) Linearizáljuk a nemlineáris függvényeket az xk közelítő megoldás helyén, és 
vezessük be a következő jelöléseket: x:=x-xk, g(xk):= Fóx(xk) , 

H^F'x(xk), a{~F^xk), b^-F^), i =

3) Alkalmazzuk az aktív halmaz módszeren és a megvalósítható irányokon alapuló 
QP algoritmust, de annak 4) pontjában alkalmazzunk iránymenti keresést az 
a>0 skalárváltozóban a- argmin J(apk) meghatározására, és tartsuk be az 

Fj{xk +apk)<G, i = feltételt az iránymenti keresés során.

4) Az aktív halmaz módszer stop feltételének elérésekor legyen x*+1 :=xk + x„pl 

és ugrás 1 )-re, illetve valamilyen ésszerű leállási feltétel teljesülésekor (csak ki­
csit változó x*+l, vagy a maximális iterációszám elérése) stop.

F3.1.6 Az Optimization Toolbox főbb szolgáltatásai
A MATLAB Optimization Toolbox függvényeket tartalmaz a különféle optimali­

zálási feladatok megoldására. Az ott használt jelölésekkel a feladat általános alakja

min f(x)
G(x) <0, vlb < x < vub,

ahol x vektor, f(x) skalárértékű optimalizálási kritérium, G(x) vektorértékű kor­
látozás, vlb és vub az x vektor alsó, illetve felső korlátja.

Általános elvként elmondható, hogy a hívásoknál ' f un' egy olyan függvénynek 
a neve, amelyik a bemenetként kapott x -hez meghatározza /(x) és G(x) értékét, 
azaz [f,G]= fun (x). Ha szerepel ' gr ad' a híváskor, akkor ez a függvény szá­
mítja az df^f'(x) gradiens vektort és a dG:=G\x) Jacobi-mátrixot, azaz 
[df,dG] = grad(x). Ha nem szerepel 'grad' a híváskor, és a feladatban mégis
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szükség van rá, akkor az optimalizálási eljárás ezeket f és G értékeiből 
approximálja. A H := /'(x) Hess-mátrix közelítése numerikus approximációval ke­
rül meghatározásra. Ha vlb vagy vub dimenziója kisebb x dimenziójánál, akkor x 
első komponensei közül csak annyi van alsó, illetve felső korlátozásnak alávetve, 
amennyi vlb , illetve vub dimenziója. Ha xO szerepel a híváskor és megvalósítható, 
akkor innen indul az optimalizálás, ellenkező esetben egy kezdeti segédprobléma 
automatikusan meghatározza az induló xO értéket. Ha a bemeneti paraméterek kö­
zött szerepel options, akkor ez befolyásolja a közbenső lépések listázását, x t, il­

letve f(x ,) pontosságát stb. A kimeneti paraméterek között xopt a módszerrel 

megtalált optimális megoldás, és ha szerepel, akkor options információkat tartalmaz 
az optimalizálás folyamatáról.

A MATLAB Optimization Toolbox szolgáltatásai közül az eddigiekkel összefüg­
gésben a következőket emeljük ki:

Nemlineáris programozás (NLP):

[xopt, options] = constri’f un’, xO, options, vlb, vub, ’grad’)

Kvadratikus programozás (QP):

[xopt, lambda, how] = qp(H, c, A, b, vlb, vub, neqstr)

ahol az optimalizálási feladat min/(x) = y</Zx,x> + <c,x>, Ax<b, 

vlb<x< vub és neqcstr az egyenlőség alakú korlátozások száma, amelyek A és b 
elején helyezkednek el. A lambda kimeneti paraméter elején a nem egyenlőség ala­
kú korlátozásokhoz tartozó A multiplikátorok állnak. Nulla Á érték inaktív korlá­
tozást jelöl. A lambda végén álló értékek a vlb<x és az x<vub alakú korlátozá­
sok aktív vagy inaktív voltát mutatják. A how - ok’ string érték azt mutatja, hogy 
az optimalizálás probléma nélkül zajlott, Aow-infeasible’ jelzi, ha a feladat­
nak nincs megvalósítható x megoldása.

Lineáris programozás (LP):

[xopt, lambda, how] = lp(c. A,b, vlb, vub, xO, neqcstr)

ahol a feladat min /(x) =< c, x >, Ax £ b, vlb^x^vub és neqcstr az egyenlőség 
alakú korlátozások száma, amelyek A és b elején helyezkednek el. A lambda és 
how kimeneti paraméterek jelentése hasonló a QP esetéhez.
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Az Optimization Toolbox függvényei korábban mind az aktív halmaz és a meg­
valósítható irányok módszerén alapultak. Ez vonatkozott az LP-re is, amely a QP- 
ben használt módszert alkalmazta. A MATLAB 6.x verzióban az Optimization 
Toolbox függvényeinek elnevezései és az optimalizálási algoritmusok részben mó­
dosultak. A kvázi Newton-módszerek körében alkalmazásra került a BFGS 
(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) módszer, amely a Hess-mátrixot a gradiens 
értékeiből lim —> H alakkal közelíti, valamint a DFP (Davidon-Fletcher-

Powell) módszer és a módosított DFP (Gill&Murray) módszer, amelyek a 
limH,—alakkal közelítenek. Mindhárom módszer HM értékét H,-böl, 
/—>oo , *
valamint a gradiens értékéből határozza meg (a DFP módszert a könyv I. kötetének 
12. fejezetében mutattuk be [1]). Az NLP probléma keretprogramja a Schittkowski 
által javasolt SQP (Sequential Quadratic Programming) módszert használja, amely 
BFGS módszerrel frissíti a Lagrange-függvény Hess-mátrixát, QP részfeladattal 
határozza meg a keresési irányt és egy értékelő függvénnyel (merit function) bünteti 
a korlátozások megsértését az iránymenti keresés során.

F3.2 A kvadratikus programozási feladat visszavezetése 
lineáris komplementer problémára (LCP)
Tekintsük a kvadratikus programozás feladatát egyenlőtlenség alakjában adott kor­
látozások esetén:

min J(x) = — < Hx, x > + < c, x > +d , 
* 2

x>0, Ax<b.

(F3.15a)

(F3.15b)

A minimum szükséges feltételét a könyv I. kötete 12. fejezetének 12.3 tétele, a 
Kuhn-Tucker-tétel adja. Az optimum feltétele a -x<0 korlátozáshoz tartozó 2, és 
az Ar-/?<0 korlátozáshoz tartozó A2 multiplikátorokkal a Kuhn-Tucker-tétel 
szerint

Hx + c-^+AtX2=0, (F3.16a)
4 >0, 4x,. =0, x^O, í = l......n, (F3.16b)

4, >0, Z2i(aTx-bi) = 0, a^x-b^O, i = (F3.16c)

Ha bevezetjük az Ax < b korlátozáshoz a v > 0 segédváltozót (slack variable), 
akkor ez a korlátozás is egyenlőség típusúvá válik: Ax + v = b. Az optimalizálási 
feladat transzformált alakja ekkor a következő lesz:

Ax + v = b, (F3.l7a)
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- Hx- AT+2j =c, 

< x, A, >= 0, < A2, v >= 0, 
x, A], A2, v > 0,

(F3.17b)

(F3.17c)
(F3.17d)

vagy mátrix alakban 

x

mxm ^mxn ® mxm A ’ A,
nxm nxn -at -H ^2 (F3.18)

Induláskor választható a korlátozás nélküli feladat x = -H 'c, megoldása, va­
lamint az ehhez tartozó kisegítő (slack) változó v = b + AH~'c. Szorozzuk meg a 
(F3.18) egyenletet balról egy alkalmasan választott mátrixszal, amely a jobb oldalt 
az így meghatározott induló értékekkel teszi egyenlővé a szorzás után, akkor

mxm AH ^nxm ®mxn

^nxm ~ H _ ^nxm nxn — A

lmxm AH-' -AH~'At 0mx„
0nxm -H~' H~'At /„xJA2

és a változók sorrendcseréjével a bal oldalon

0mx„ -AH~'At 
°nxm Inxn ^~'AT -f/’J A2

Vezessük be a következő jelöléseket;

AH~'AT

-h-'at
-AH~' 

H '

1 AH~' p'
0 -H~' c

b + AH~'c 
-H~'c

b + AH-'c
-H~'c

'b + AH-'c

-H~'c
(F3.19)M =

x
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akkor a q = w - Mz, w > 0, z > 0, < w, z >= 0 optimalizálási feladat transzformált új 
alakja az alábbi ún. lineáris komplementer probléma (LCP, linear complementary 
problem) lesz.

F3.2.1 Pivot lépés
Vonatkoztassunk el a vizsgált esettől és tekintsük a következő problémát:

q-w + Az, az A = [a,y] mátrix mxn méretű, rank^A^m, (F3.20a) 

w>0, z>0, (F3.20b)
<w, z>=0. (F3.20c)

Az A mátrix m oszlopa kiválasztható bázisnak, míg a maradék oszlopok a 
nembázis vektorok. Ennek megfelelően z is partícionálható bázis változókra és 
nembázis változókra.

A következő terminológia szokásos:

i) (w,z) egy megoldás, ha teljesül (F3.20a). Ezek a megoldások egy m - 
dimenziós L sokaságot alkotnak az m + n dimenziós térben.

ii) (w, z) egy megvalósítható (feasible) megoldás, ha teljesül (F3.20a-b). A meg­
valósítható megoldások K konvex halmaza félterek metszete (poliéder).

iii) (w, z) egy komplementer megoldás, ha teljesül (F3.20a,b,c).

Az L megoldás halmaznak alternatív alakjai vannak. Tegyük fel, hogy asr * 0, 
bázis és zr nembázis vektor, akkor elvégezhetünk egy pivot lépést a (F3.20a)- 

egyenleten, amelynek során elosztjuk az s-edik egyenletet asr -rel, miáltal zr 
együtthatója 1 lesz, majd ezt az egyenletet rendre air értékével megszorozzuk és le­
vonjuk az i -edik egyenletből, minden i * s esetén. Ezáltal elérjük, hogy az így kor­
rigált mátrixban a bázissá vált zr oszlopa az es egységvektor lesz:

+öu*i + - + a,,r-|Zr_1 + a,rzr +asr+lzr+l + --- + asnzn=>

~^=zr + + - + ~^—zr.i +—ws + -^zr« + - + ^-zn,
asr asr asr asr asr asr

-~airqs) = wi+(aii-^a,r)Z[ + - + (0^ -2i£±a +
av a,r asr

& s r+I U
~—airws “—aJZr+i + '" + ^in - — air)zn, ha i * r).

a’' üsr Qsr
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Egy pivot lépés után (F3.20a) új alakja a következő lesz:

q'=w'+A’z‘. (F3.20a*)

Vegyük észre, hogy a (ws,zr) pár helyet cserélt. A pivotális séma pivot lépések 
sorozatából áll, amelynek folyamán minden alkalommal dönteni kell arról, mi legyen 
a pivot pár, és rendelkezni kell arról is, mikor kell leállni. A pivot lépések sorozata 
L-nek egy ekvivalens leírását eredményezi az (F.20a*) alakban, amelyben (w' ,z') 

a (w,z) változók egy permutációja. Egy w' bázis egy m elemből álló részhalmaza 
a teljes m + n elemű (w, z) -nek, amely pivot lépések sorozata révén áll elő, a mara­

dék változókból álló z' halmaz a nembázis halmaz. Egy új (w',z') pivot pár az 
előző alakhoz csatlakozó új bázis alakra vezet.

A (w‘, z‘) = (ql ,0) pont, amelyben minden nembázis változót nullává tettünk, 
egy ún. asszociált bázispont. L nemdegradált, ha minden bázispont pontosan n 
nulla elemet tartalmaz (és egzaktul m nemnulla elemet). Feltesszük, hogy a problé­
ma nemdegradált, ezért a megoldásnak akkor van n nemnulla komponense, ha bá­
zispont. A bázispont megvalósítható, ha q' >0. A megvalósítható bázispont a K 

halmaz egy extremális pontja. Minden z' nembázis változóhoz legfeljebb egy meg­

valósítható pivot lehetséges. Ehhez z' értéke O-tól növelhető, amíg csak teljesül 

w' >0. Az első alkalommal, mondjuk z' = z' esetén, amikor w' valamelyik kom­

ponense, mondjuk w' nullává válik, a hozzá tartozó pont egy csatlakozó megvaló­

sítható bázispont lesz, amelyet a (wj.Zy) pivot pár definiál. Ha a' jelöli az A' 

mátrix j-edik oszlopát, akkor a 0<z' <z' intervallum minden q' = w' + z'ja'j 

pontja megvalósítható, és a K halmaz egy korlátos élét alkotja, amelynek végpont­
jai az intervallum végpontjaihoz tartoznak. Ha az oszlopvektorra teljesül a'j <0, 

akkor az él nem korlátos. A K halmaznak egzaktul n éle találkozik egy extremum 
pontban.

Megvalósítható pivotális sémában (feasible pivotal scheme) a sorozat megvaló­
sítható pivot párokból áll, amelynek t -edik lépése után

q' = w' + A'z', q'>0- (F3.21)

Ekkor először egy nembázis változó, mondjuk z’ kerül kiszelektálásra. A pivot sé­

ma befejeződik, ha a hozzá tartozó oszlopvektorra a'. <0 teljesül, ellenkező esetben 
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a pivot elemet a zj extrémum pont definiálja. A pivot séma proper, ha nem 
ismétlődik benne bázis halmaz. Mivel a bázis halmazok száma véges, ezért a pivot 
séma mindig befejeződik.

F3.2.2 Lineáris komplementer probléma megoldása
Az LCP probléma standard alakja a következő:

q = w - Mz , 
w>0, z>0, 
< w, z >= 0.

(F3.22a)
(F3.22b)
(F3.22c)

A további vizsgálatok során feltesszük, hogy w,q, ze Rm és M egy mxm méretű 
mátrix. Ha q > 0, akkor választható z = 0 , amikor is w = q > 0 , és az LCP megol­
dásához jutottunk. Ezért a továbbiakban feltehető, hogy 3qt < 0.

Vezessünk be egy pótlólagos z0 skalár változót, amelynek értékét vonjuk le 
mindegyik egyenlet jobb oldalából:

q = w-Mz-^z0=q + Az , (F3.23a)

ahol 1 = (1,... ,l)r egy tiszta egyesekből álló vektor,

és a nembázis halmazok n = m + 1 elemüek.
Induláskor legyen z = 0, és növeljük z0>0 értékét fokozatosan, amíg 

q-w-lz0>Q először bekövetkezik. Legyen ekkor wr =0 és (wr,z0) az első 
pivot pár. Az első pivot pár alkalmazása után í = 1 és teljesül

A = [- M -1] és z = Z , 
5o.

(F3.23b)

q' = w' +A'z', q' >0. (F3.24)

Generálunk egy megvalósítható pivot sorozatot, amelynek bázispontjaira teljesül

< w, z >= 0, azaz, WjZj =0, í = l......n. (F3.25)

Itt (F3.24)-hoz tartozik egy nembázis komplementer pár, pl. í = 1 esetén (wr,zr). 
Ha a wr komplenesének, azaz zr -nek az értékét növeljük (F3.24)-ben, akkor 
(F3.25) továbbra is teljesülni fog. Ha elérhető, hogy egy pivot zr -t bázissá teszi, ak­
kor ez a pivot lesz a második pivot, amely a megvalósítható (F3.24) alakot eredmé­
nyezi t = 2 esetén. Ellenkező esetben a szekvencia befejeződik.
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Tegyük fel, hogy t > 1 darab pivotnak a sorozata a (F3.24) megvalósítható alak­
hoz vezetett, ahol (F3.25) teljesült minden keletkezett megvalósítható bázis pontra. 
Ha z0 nembázis, akkor egy komplementer megoldást találtunk, nevezetesen a végső 
bázispontot, és a sorozat befejeződik. Ha z0 még mindig bázis, akkor tegyük fel, 
hogy a r-edik lépésben nembázissá vált változó a j komplementer pár egyi­
ke. Mivel (F3.25) érvényesült, ezért a pár mindkét komponense nembázis. Ez az 
egyetlen ilyen pár. Az éppen nembázissá vált pár egyikének a komplemensét meg 
kell növelni. Ekkor vagy egy egyértelmű (t +1) -edik pivotot kapunk, vagy a szek­
vencia befejeződik. Ez teljessé teszi a sémát.

Az LCP megoldására pivot elem kiválasztásokon és pivot szekvencián alapuló 
módszert dolgozott ki Lemke [51]. A megoldás a kezdeti ún. Lemke-tabló fokozatos 
módosításával határozható meg. Az algoritmus megfogalmazásához szükség van né­
hány definícióra.

A (w, z, z0) megoldást majdnem komplementer bázis megvalósítható megoldás­
nak (ACBFS, almost complementary basic feasible solution) nevezzük, ha

i) (w, z, z0) bázis megvalósítható megoldás,
ii) valamilyen se {l,...,/n} esetén sem wt, sem pedig zs nincs a bázisban,
iii) z0 bázis és pontosan egy változó nemnulla a (w^Z/) komplementer párban, 

minden je {l,...,m) és j^s esetén.

Ha adott egy (w,z,z0) ACBFS, ahol és zs egyszerre nembázis, akkor egy 
csatlakozó (adjacent) ACBFS nyerhető, ha pivot lépéssel elérhető, hogy wv vagy zs 
bekerüljön a bázisba úgy, hogy nem z0 kerül ki a bázisból. Ebből következik, hogy 
tetszőleges ACBFS-nek legfeljebb két csatlakozó ACBFS megoldása van. Ha nö­
velve vagy zs értékét z0 kimozdítható a bázisból vagy extremális sugarat ered­
ményez, akkor kettőnél kevesebb csatlakozó ACBFS megoldás van. Ha a probléma 
nemdegenerált, azaz minden bázisváltozó pozitív, akkor a Lemke-féle CPA algorit­
mus (Complementary Pivoting Algorithm) véges sok lépés után befejeződik.

Lemke-féle CPA algoritmus [52]:

Inicializáló lépés
Ha q £ 0, akkor stop, és (w,z) = (^,0) egy komplementer bázis megvalósítható 
megoldás. Ellenkező esetben jelenítsük meg a rendszert tabló alakban. Legyen 
q, =min{ (̂ :l£í</n), és módosítsuk a tablót az s sor és z0 oszlop találkozási 
helyén lévő elemet választva pivot elemként. Ekkor a z0 és a 

j^s bázis változók neinnegatívak. Legyen y, = zs és ugrás a fő 

lépésre.
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Fő lépés
1. Legyen ds a módosított oszlop az aktuális tablóban az ys változó alatt. Ha 

ds < 0, akkor ugrás 4-re. Különben határozzuk meg az r indexet a következő 
minimális hányados teszt szerint, ahol q a jobb oldalon álló új vektor a pivot lé­
pés után:

-- = min —
d l<i<m drs l ts

: 4 >0

Ha az r sorban a bázis változó z0 , akkor ugrás 3-ra. Különben ugrás 2-re.
2. A bázis változó az r sorban vagy w,, vagy zt, valamilyen l * s esetén. Az y, 

változó belép a bázisba és a tábló frissítésre kerül az r sorban és az y? oszlop­
ban álló pivot elem szerinti választással. Ha a bázist éppen elhagyó változó wz, 
akkor y^ = zz. Ha a bázist éppen elhagyó változó Zi, akkor ys =wt. Ugrás 1-re.

3. Itt ys belép a bázisba és z0 elhagyja a bázist. A z0 sor és az ys oszlop által de­
finiált pivot elem választással komplementer bázis megvalósítható megoldáshoz 
jutunk, stop.

4. Leállás sugár szerinti terminálással. Az R = {(w, z, z0) + Ad : 2 > 0} sugár min­
den pontja kielégíti (F3.22a-c)-t.. Itt (w, z, z0) a majdnem komplementer bázis 
megvalósítható megoldás, amely az utolsó tablóhoz tartozik, és d egy extremális 
iránya az (F3.22a-b) halmaznak. A d vektor elemei a következők:
i) az y3 sorhoz tartozó elem 1,
ii) az aktuális bázis változókhoz tartozó elemek értéke -ds,
iii) minden más elem nulla.

F3.1 Példa: LCP terminálás CBFS-sel, M =

0 0
0 0
1 -1
1 2

*2

-1
1
2

-2

*3

-1"

-2
-2
4

z

. <7 =

4 *

' 2

2
-2

r6

:0 <7

Inicializálás: =*4

w2 w3 Z|w.
1 0 0 0 0 0 1 I -1 2

w2 0 1 0 0 0 0 -1 2 -1 2

w3 0 0 1 0 -1 1 -2 2 -1 -2
W4 0 0 0 1 -1 -2 2 -4 1 * -6
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1, iteráció: ys = z3

Wj w2 w3 w4 Z1 z2 z3 z4 Zo 9

W1 1 0 0 -1 1 2 -1 5 0 8

w2 0 1 0 -1 1 2 -3 6 0 8

w, 0 0 1 -1 0 3 -4 6* 0 4

Zo 0 0 0 -1 1 2 -2 4 1 6

2. iterácnó: y3 = Z1

W] w2 w3 w4 Z1 Z2 z3 z4 Zo Q

w. 1 0 5 1 1 i 7 * 0 0 14
__ — __

w2 0 1
6

-1
6

0
k

1
2

-1
3

1 0 0
3

4

Z4 0 0 1 1 0 1 2 1 0 2

6 6 2 3 3

Zo 0 0 2 1 1 0 2 0 1 10

3 3 3 3

3. iterácló: ys = Z|

wi w2 w3 w4 21 z2 z3 z4 Zo <7

w. 3 0 5 1 3 3 1 0 0 2
_ _ ■■■»

7 14 14 7 14

w2 3 1 9 1 4 11 0 0 0 2

7 14 14 7 14

w3 2 0 1 3 2 5 0 1 0 2

7 14 14 7 14

Zo 2 0 3 2 £ * 1 0 0 1 2

7 7 7 7 7
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Leállás: megoldás (wj w2, w3 w4,Z1 *2>Z3> * p 
LM

 | K
) 

p p 14
5

O 
| | «r> 

o'

T

wi w2 w3 *4 Z1 Z2 Z3 z4 z0 <1
3 0 i I 0 3 1 0 3 4

5 10 10 10 5 5

w2 1 1 3 3 0 9 0 0 4 2

5 10 10 10 5 5

w3 2 0 1 1 0 3 0 1 2 6

5 10 10 10 5 5

z0 2 0 3 2 1 1 0 0 7 14

5 5 5 5 5 5

Inicializálás: ys = z4

’0 0 1 -1" < 1

F3.2 Példa: LCP terminálás sugárral, M = 0 0-12
-11 2-2 . <7 =

4
-2

_1 -2-2 2 hJ

w. W2 w3 w4 Zi Z2 z3 z4 z0 4

Wj 1 0 0 0 0 0 -1 1 -1 1
w2 0 1 0 0 0 0 1 -2 -1 4
w3 0 0 1 0 1 -1 -2 2 -1 -2
w4 0 0 0 1 -1 2 2 -2 -1* —4

1. iteráció: ys = z3

”1 w2 w3 w4 Z| z2 Z3 z4 Zo <7
1 0 0 -1 1 -2 -3 3 0 5

w2 0 1 0 -1 1 -2 -1 0 0 8
W3 0 0 1 -1 2 -3 —4 4* 0 2
Zo 0 0 0 -1* 1 -2 -2 2 1 4
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2. iteráció: ys = z3

W] w2 w3 W4 Zj______ Z2______ z3 Z4 Zq

wi

W2
z4

z0

i o 3 i 2. 1 0 0 0
4 4 2 4

o 1 0-11-2-100

o o 1 1 _2 -1 1 0
4 4 2 4

oo ££ o £ o ° 1
~2 2 2

7

2

8
1

2

3

Leállás: terminálás sugárral

R = (w1,w2,w3,w4,zí,Z2>z3,z4,Zq)t

/ 7 1 Y
—,8,0,0,0,0,,0,—,3
2 2

2(0,1,0,0,0,0,l,l,0)r : 2>0 ■





F4. A FUNKCIONÁLANALÍZIS ALAPJAI

Az irányításelmélet több területén is gyakran használják a valós függvénytan és a 
funkcionálanalízis eredményeit. A valós függvénytan eredményeiről jó áttekintést ad 
[50], az alapfogalmakat (mérhető tér, mérték, Lebesgue-Stieltjes-integral, abszolút 
folytonosság, Radon-Nikodym-tétel) ismertnek feltételezzük. A funkcionálanalízis 
iránt mélyebben érdeklődők számára számos könyv javasolható [47] [48] [49]. Eb­
ben a függelékben összefoglaljuk azokat a fontosabb definíciókat és összefüggése­
ket, amelyek ismeretére a 10. fejezetben számítunk. A függelékben idézett lemmák 
és tételek bizonyításai megtalálhatók [19]-ben.

F4.1 Lineáris terek
Lineáris tér (vektor tér): Rendezett (X,-,F) hármas, ahol X egy Abel-csoport 
(kommutatív csoport, amelyben + művelet van definálva), F egy test és ■ egy 
függvény F x X -ről X -be, amelynek értékét a x jelöli, és amellyel teljesül 
i) a(x +y) = ax + ay,
ii) (a + P)x = ax + fi x,
iii) a(/3x) = (aP)x,
iv) lx = x , ahol 1 az F test multiplikatív egysége.

Konvex halmaz: Legyen X lineáris tér. AcX konvex, ha \/xl,x2^A és 

0 < A < 1 esetén Axt + (1 - A)x2 e A .
Konvex burok: Ingyen X lineáris tér. AcX konvex burka < A>:={^.=12,a, :

A, >0, a, g 4, i = l,...,n; =1; " természetes egész}.

Kúp: Legyen X lineáris tér. KcX nulla csúcspontú kúp, ha xe A és 
A>0=^ Axe K . Ha K nulla csúcspontú kúp, akkor az x0 + K halmaz x0 csúcs­

pontú kúp. Tulajdonságok:

1) K nulla csúcspontú kúp konvex <=> ha x,ye K és a,^>0, akkor 

ax + pye K.
2) Ha K nulla csúcspontú kúp, akkor nulla csúcspontú kúpok a következők is:

K0 (belső pontok halmaza)

K (K lezártja)
<K > (K konvex burka)
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Lineáris operátor: AeLÍX-íY), ahol X,Y lineáris terek az F test felett; 
A : X -> Y ; D(A) altere X -nek és x, ye X és Ae F esetén
1) A(x + y) = Ax + Ay
2) A(Xx) = hAx

Lineáris funkcionál: f e L^X —> R')

F4.2 Topológikus terek
Topológikus tér: Legyen X alaphalmaz, r = {^) az X alaphalmaz részhalmazai­
nak egy rendszere. Azt mondjuk, hogy (X,t) topológikus tér, ha teljesül, hogy

1) 0, Xer,
2) Ua e T, ae A => (Jí/a 6 T ’ 

aeA

3) Ua e t, i = 1,..., n => Q"=J Ua. e T.

A fenti axiómáknak eleget tevő t elemei a nyílt halmazok. Tetszőleges számú nyílt 
halmaz uniója nyílt halmaz. Véges számú nyílt halmaz metszete nyílt halmaz. Az 
F c X halmaz zárt, ha komplemense Fc = X \ F nyílt halmaz.

Relatív topológia: Legyen (X,r) topológikus tér, A c X . Az A halmaz relatív to­
pológiája a ta = {Ar>U: U e t} topológia.

Topológikus terek részben rendezése: Legyenek (X,^) és (X,t2) topológikus te­
rek. Azt mondjuk, hogy tj < t2 (vagy t, gyengébb topológia, mint t2 ), ha 

at2, azaz U e tj =sü e r2 . Vegyük észre, hogy nem minden topológia hason­
lítható össze.

Belső pont: Legyen (X,r) topológikus tér, M a X . Azt mondjuk, hogy xe M 
belső pontja M -nek, ha BU e t , hogy xe U a M .

Torlódási pont: Legyen (X,r) topológikus tér, M c X . Azt mondjuk, hogy 
x0 e X torlódási pontja M -nek, ha tetszőleges x0 e U és U e r esetén 
M n {U \ XO} * 0.

Topológikus tér bázisa: Azt mondjuk, hogy |yff(OTACT a topológikus tér bázisa, 
ha Vf/er nyílt halmaz előállítható {Ua }OTzí -beli halmazok egyesítéseként.
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Környezet: Legyen (X,r) topológikus tér és x0 e X . Azt mondjuk, hogy V az x0 
környezete, ha 3Uer, hogy x0 e U c V .

Kömyezetbázis: Jelölje (V(x)} az x pont környezeteinek halmazát. Azt mondjuk, 
hogy {W(x)} az x környezetéinek bázisa, ha {W(x)} c (V(x)} és Ve{V(x))=> 
3We {W(x)}, hogy W aV .

Topológikus tér szubbázisa: Legyen (X,t) topológikus tér, Ser, akkor S 
szubbázisa r-nak, ha minden xe X és V(x) környezete x-nek esetén 

3{S1,...,S„}cS,hogy xeQ^^ cV(x).

Halmazrendszer által generált topológia: Legyen S = {SZ : Sy c X, ye F} és

Akkor létezik pontosan egy T topológia, hogy 5 szubbázisa

(X, r) -nak. A t topológia a leggyengébb topológia, amelyre S ct .

Sup topológia: Legyen adva az X halmazon a topológiáknak egy 0 = {Ty : ye F} 

rendszere. Azt a topológiát, amelyet az S -{U : U e Ty, ye F} szubbázis generál, 

sup 0 -nek nevezzük és v0 -vei jelöljük.

Gyenge topológia: Legyen X tetszőleges halmaz, (Y,t) topológikus tér, 
f.X-*Y leképezés. Az X tér f szerinti w(X,f) gyenge (weak) topológiájának 

azt a topológiát értjük, amelynek S := {/-1 (U): U e r} a szubbázisa.

Szorzathalmaz: Legyen a F indexhalmaz minden ye F indexéhez hozzárendelve

egy topológikus tér. Az x Xv szorzathalmaz definíció szerint az összes 
r^r 7

f függvény halmaza, amelynek értelmezési tartománya D(f) - F, és amelyre

f(7)eXr. Ha F = {1, ,n) véges halmaz, akkor x Xj a szokásos 
' 6 fed... «)

*i *-xX„ ={(X|,...,xn): x, e Xit i =

Projekció: Legyen X := x X v a szorzattér. Azt mondjuk, hogy ny : X —> Xy az 
7

X halmaz projekciója Xz-ra, ha zrz(x) = x(/).

Szorzat topológia: Legyen {(Xrrz):/G F) topológikus terek nem üres rendszere 

és legyen X := x Xv a szorzattér. Az X szorzathalmazon értelmezett szorzat to­
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pológia alatt azt a topológiát értjük, amelynek szubbázisa
5 = (U r): Urerr, ye F). A szorzat topológia rendelkezik a következő tulaj­

donságokkal:
i) A szorzat topológia bázisa B = { x U : U Y e t , ye r, U Y = XY véges sok y ' ti

kivételével}.
ii) Legyen 0 = {^z : ye F}, akkor a szorzathalmaz szorzat topológiája a 

w( x Xy,0) gyenge topológia.

Szeparálható halmazok: Legyen (X,t) topológikus tér, A,BcX. Azt mondjuk, 
hogy A és B nyílt halmazokkal szeparálhatók, ha 3U X,U 2&t, U j oU 2=0, 
hogy AcUl és BcU2.

Hausdorff-féle topológikus tér (T^-tér): Az (X,t) topológikus tér T2-tér, ha 
Vx,ye X esetén 3V(x),V(y) környezet, hogy V(x)nV(y) = 0.

Konvergencia: Legyen (X,T) Hausdorff-féle topológikus tér. Azt mondjuk, hogy az 
{xj sorozat konvergál x0-hoz, ha VV(x0)e {V(x0)}-hoz 3n0(V(x0)), hogy ha 
n > n0, akkor x„ e V(x0).

Teljes inverz kép: Legyen f : (X, T) -> (F, t2 ) leképezés. Akkor a teljes inverz kép 
y~'(t/2) = {x€ X:/(x)el/2 cF}. Legyen Tj := {/-1(t/2): U 2 e r2 }, akkor T, 
kielégíti a topológikus tér axiómáit.

Folytonos függvény: Azt mondjuk, hogy az / függvény folytonos X -en, ha
<r.Az /:(X,r)-4(F,t2) függvény folytonos <=>

i) VF-beli nyílt halmaz teljes inverz képe nyílt, azaz U2 e t2 => f~'(U2)e t,
ii) tetszőleges xeX,/(x) = y és V(y)e {V(y)}-hoz 3V(x)e {V(x)}, hogy 

/(V(x))cV(y).

Centrált rendszer: Legyen X alaphalmaz és {Ca}(KA a X . Azt mondjuk, hogy 

{Ca centrált rendszer, ha {ai}"=1 c A => Q" (Ca * 0.

Kompakt halmaz: Azt mondjuk, hogy az (X,r) topológikus tér kompakt, ha 

{Ua}a.A^r és =x c A, hogy = X . Az (X,r)

topológikus tér kompakt «
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i) tetszőleges zárt centrált rendszerének közös része nem üres, 
ii) tetszőleges nyílt lefedőrendszeréből kiválasztható véges nyílt lefedőrendszer. 
iii)ha /:(X,T])->(r,r2) folytonos és (X,^) kompaktakkor L kompakt, 
iv) kompakt halmaz zárt részhalmaza kompakt.

Lineáris topológikus tér: Legyen E lineáris tér, (E, t) topológikus tér. Azt mond­
juk, hogy (E,t) lineáris topológikus tér, ha az összeadás és a számmal való szorzás 

folytonos függvények a megfelelő szorzattopológiák (ExE, illetve E1 xE) felett. 
Az (E, t) lineáris topológikus tér rendelkezik a következő tulajdonságokkal:
i) V (x) környezete x -nek <=> 3 0 e E -nek olyan V(0) környezete, hogy 

V(x) = x + V(0).
ii) Ha {V(0)} kömyezetbázisa OeE-nek, akkor x + {V(0)} kömyezetbázisa x- 

nek.

Nyelő halmaz: Legyen X lineáris tér. Azt mondjuk, hogy A a X nyelő halmaz 
(absorbing set), ha minden xe A esetén létezik £ > 0, hogy |A| < e => Axe A .

Lokálisan konvex lineáris topológikus tér: Azt mondjuk, hogy az (E, t) lineáris 
topológikus tér lokálisan konvex, ha OeE-nek minden környezete tartalmazza 
0e E-nek egy konvex környezetét.

Generált topológia: Legyen E lineáris tér. r körszerű és nyelő halmazok egy rend­
szere az E térben, amely olyan, hogy VlV, e E esetén 3W2e T, hogy 
W2 + W2 c W}. Azt a topológiát, amelyben a Oe E pont környezetei azok a V c E 
halmazok, amelyekre 3^,...,^, hogy n-'-nlV,, cV, a E által generált to­
pológiának nevezzük. A E rendszer neve: a Oe E pont környezet szubbázisa.

Generált gyenge topológia: Legyen E lineáris tér, 0 az E félnormáinak egy rend­
szere, vagy pedig az E lineáris térnek a lineáris topológikus terek egy rendszerére 
való leképezésének egy rendszere. Akkor a által generált gyenge (weak) lineáris 
topológiának az {/“'(V): fe®, V körszerü nyelő környezete 0-nak E(/)-ben) 
rendszer által generált topológiát nevezzük. Jelölése <y(E.<P). Megmutatható, hogy 
i) (T(E,cP) és w(E,d>) ekvivalens topológiák, tehát alE,^} a korábbi értelemben 

vett gyenge topológia,
ii) speciálisan, ha (E,t) lineáris topológikus tér, akkor (E,cr(E, E')) lokálisan 

konvex lineáris topológikus tér, amelyben a topológiát a
E = {{xe E: |/(x)|<£}: f e E'. £>0 valós szám) környezet szubbázis gene­
rálja.
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Lineáris funkcionálok tere: Legyen E lineáris tér, £# :={/:£-»£' : f lineáris 

leképezés}, E:= {x: E* -> R' : x(/):=/(x) minden f e E# esetén, xe £}, és le­

gyen LclE# altér. A lineáris funkcionálok terét (alterét) elláthatjuk topológiával:

i) Az £* tér gyenge* topológiájának a cr(£# , £) topológiát nevezzük.

ii) Az L altér gyenge* topológiájának a <y(E* ,E) topológiának L-m vett relatív 

topológiáját nevezzük. Megmutatható, hogy L gyenge* topológiája az (R')e 
szorzat tér relatív (szorzat) topológiája.

Vegyük észre, hogy a fenti definíció az E lineáris tér feletti lineáris funkcionálok 
terében (£#) vagy ezek alterén, például az E feletti folytonos lineáris funkcionálok 
terében (L = £') definiálta a gyenge* (weak star) topológiát. Az alkalmazásokban 
az utóbbi eset jelentős, amikor is az E' tér gyenge* topológiája a 
r = {{feE': f(x)eV}: xeE,V korszerű és nyelő környezete 0-nak /?’-ben} 

környezet szubbázis által van definiálva. Figyelembe véve, hogy 7?'-ben 0-nak 
körszerű és nyelő környezeteit az £-sugarú intervallumok alkotják, kapjuk, hogy az 
E' tér gyenge* topológiája a £ = {{/e £': |/(x)|<£}: xe £ és £>0 valós 

szám} környezet szubbázis által generált topológia. E' a gyenge* topológiával sze­
parált lokálisan konvex lineáris topológikus tér.

Konjugált kúp: Legyen (£,t) lineáris topológikus tér, K a. E nulla csúcspontú 

kúp. Akkora £*:={/e£': minden xe K esetén /(x)>0} halmazt a K kúp 
konjugált kúpjának nevezzük.

A konjugált kúp a lineáris programozás elméletéből ismert poláris kúpnak megfelelő 
fogalom. Az utóbbi elnevezést nem használjuk, mert a topológikus terek elméleté­
ben a poláris halmaz fogalma más célra van fenntartva [48] [49],

Lemma: Legyen (£, r) lineáris topológikus tér, K c E nulla csúcspontú kúp az. E 
térben, < K > a K konvex burka, és jelölje a vonás a cr(£, E') gyenge topológiá­
ban való lezárást. Akkor a konjugált kúpra teljesül £’=(£)*= (< K >)’.

Lemma: Legyen (E,t) lineáris topológikus tér, K cE' nulla csúcspontú kúp az 

E duális térben, < K > a K konvex burka, és jelölje a vonás a cr(E',É) gyenge* 

topológiában való lezárást. Akkor a konjugált kúpra teljesül K* = (K)* = (< K >)*.
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Lemma: Legyen (E, t) lineáris topológikus tér, [Kr: ye T] a cpE,E') gyenge 

topológiában zárt, konvex és nulla csúcspontú kúpok egy rendszere, és legyen 
a gyenge* topológiában zárt, akkor Kr)*= Kr •

Lemma (Dubovickij-Miljutyin [36], [19]): Legyen (E,t) lineáris topológikus tér, és 

legyen X, c E nyílt, konvex, nulla csúcspontú kúp, i = 1,..., n ; X, # 0, ak-

F4.3 Metrikus, lineáris normált, Banach- és Hilbert-terek
Metrikus tér: (X,p), ahol X absztrakt elemek halmaza és p(x, y) távolság, azaz 
x, y e X h> p(x, y) valós szám a következő tulajdonságokkal:
1) p(x, y) > 0 és p(x, y) = 0 » x = y
2) p(x,y) = p(y,x)
3) p(x, y) < p(x, z) + p(z, y)

Környezet: S(x0, r) = {xe X :p(x, x0) < r].

Cauchy-sorozat, teljesség:
Legyen (X,p) metrikus tér. Az {xn}“=1 cX sorozat önmagában (Cauchy-) kon­
vergens, ha Vf > 0 -hoz 3n0 = n0 (f), hogy m, n > n0 => p(xm, xn) < f . Az X met­
rikus tér teljes, ha minden önmagában konvergens sorozat konvergens X -ben, azaz 
3xe X torlódási pontja.

Félnorma: Legyen X lineáris tér, p: X —> R' vaiósértékű függvény. Azt mondjuk, 

hogy p() félnorma (semi-norm), ha
1) p(x + y) £ p(x) + p(y),
2) p(Ax) = |2| p(x).

Félnorma esetén teljesül p(0) = 0, -x2) ^^(Xj) -/?(x2)|, speciálisan

p(x)^0.

Lineáris normált tér: (X,|| ||) az F test felett, ahol az X lineáris tér metrikus tér a 

P(x, y) = ||-v - y|| távolsággal, azaz x, ye X, Ae F =>

I) ||x||S0 és ||x|| = 0^>x = 0
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2) m-WH

3)
Banach-tér: (X,|| ||) teljes lineáris normált tér.

Példák Banach-térre:
1) E" ={(x1,...,x„):xí valós} vagy C" ={(x1,...,xn):xl komplex}. Néhány

szokásos norma:

z pxllp z 2 \l/2

] - példái w2=[S;.,kl )

HL - sup W
ISíán

2) l = x, komplex}. Jellegzetes esetek:

l- ^IHL = sup hl<o°
1^/<OO

3) C[a,b] = {f :[a,b]^C folytonos függvények}, ahol a norma

4)

5)

6)

^,(X,/r), ahol l<p<oo; Lebesgue-mérhető függvények. Az f,gG^„

függvényeket azonosnak tekintjük, ha f - g=0 majdnem mindenütt (m.m.).
A norma definíciója

M,=
xl/p

/

(X, //) <t -véges mértéktér, ahol a norma
||/L =esssup|/(x)|:=inf{a: /z({x:|/(x)|>a}) = 0} = inf {sup |g(x)|} 

/=« m m- xX

Konjugált terek: és — + — = 1.
P q

Korlátos lineáris operátor: Ag K(X —>F), ahol X,Y lineáris normált terek, A 
korlátos, ha X V korlátos halmazát Y korlátos halmazába viszi át. Ag L(X -» F) 
korlátos »3o0 állandó, hogy ||Ax|ác||x| minden xg X esetén.
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Operátor norma: Ae K(X -> Y) ún. indukált operátor normája és a korlátos lineáris 
operátorok tere az operátor normával a következőképp van értelmezve:
1) W = sop W = sup ||Ax|| = sup ||Ax|| < 00

H HS1 kH
2) K(X-»y) = {AeL(X->y):||A||<oo}

3) K(X -» Y) lineáris tér, és egyúttal Banach-tér is, ha X, Y Banach-tér

Folytonos függvény: f :X —>Y ; X,Y lineáris normált tér; f folytonos az xe X 
pontban, ha x VU(x) környezete esetén 3y = /(x)-nek V(y) környezete, hogy 
f(U) ez V . Az /(x) függvény folytonos, ha Vxe X pontban folytonos.

Korlátosság és folytonosság kapcsolata: X,Y lineáris normált tér esetén 
Ae L(X -^Y) korlátos <=> A folytonos.

Folytonos lineáris funkcionál: f e K{X -í R*)

1) 3c > 0 állandó, hogy |/(x)|<c||x||, Vxe X esetén

2) ||/|| = sup |/(x)|; |/(x)| < ||/||||x||, Vxe X esetén
H=1

Duális tér: Legyen E lineáris normált tér. Az E tér duálisa E' := K{E —> R1), azaz 

a folytonos lineáris funkcionálok lineáris normált tere az ||/|| = sup|/(x)| normával, 
bh

Elválasztható halmazok: Legyen X lineáris normált tér és A, B c X . Azt mondjuk, 
hogy az A és B halmazok elválaszthatók (szigorúan elválaszthatók), ha 3/ / 0 
folytonos lineáris funkcionál és a>0 valós szám, hogy Vxe A, Vxe B esetén 
f^x)<a< f(y) (szigorúan elválasztható esetben /(x) <a < f(y)).

Hahn-Banach-tétel: Legyen X lineáris normált tér és A. B c X . Ha A és B kon­
vex halmazok. A° *0 (A-nak van belső pontja), B^O és A°nB = 0, akkor 
A és B elválaszthatók.

Hilbert-tér: H és </,g> skalárszorzat a következő tulajdonságokkal:
1) H lineáris tér
2) Vf,geH elempárhoz hozzá van rendelve egy komplex szám <f,g> (a 

skalárszorzat), hogy
</,/>=0<=>/=0
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<f>g>=<S>f> (vonás jelöli a konjugáltat)
<Áf,g >=A<f,g>

3) H teljes lineáris normált tér (Banach-tér)
4) H végtelen dimenziós

Ortogonalitás: /Lg , ha < f, g >= 0.

Pre-Hilbert tér: 3) vagy 4) nem teljesül.

Riesz-féle reprezentációs tétel: Ha / e H' folytonos lineáris funkcionál, akkor 3 
egyértelmű ge H , hogy ^<pe H esetén

fW=«P'g> és

Adjungált operátor: Legyen akkor létezik egyértelmű

A‘eK(H^H] operátor, hogy esetén < A(p,>=< (p, A. Elne­

vezés: A* az A adjungáltja. Alapja: f(<p):=< A<p,ip > esetén f e H'. A Riesz- 

féle reprezentációs tétel szerint 3^* e H, hogy /(<p)=<<p,^’>. Legyen 
A V:= V* > akkor A* e K{H {A*)* = A és ||a*|| = ||a||.

Önadj un gált operátor: A* = A

Példák duális terekre:
1) l duálisa l<p<°° esetén ahol (1/ p) + (1/^) = 1. Legyen 

fel'p = K(lp -^R'), akkor 3 egyetlen y = {tj,e lq, hogy 

Vx = {^, }“l 6esetén/(x) = ^]^í</ és ||/|| = . Fordítva, Vyelq ily

módon / e /' funkcionált definiál. Figyelem: /£

2) duálisa 1 < p <°° esetén &q(X,/i), ahol (1/ p) + (1 / q) = 1. Az állí­

tás alapja a Hölder egyenlőtlenség, amely szerint feS>p,geS>q, 

(\l p) + (\lq) = \ esetén J|/g|d//á||/|| , . Fordítva, VgG^ ily módon
x

f e funkcionált definiál. Figyelem: * JZj.

3) Hilbert-tér duálisa H'= H (Riesz-féle reprezentációs tétel).
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Gateaux-derivált: Legyen X,Y lineáris normált tér. F.X^Y Gateaux-értelemben 
differenciálható az x0 e X pontban, ha 34 e K(X —> Y), hogy

F(x0 + th) - F(x0) = Ath + a)(x0, th), ahol ||ío(x0, í^)|j = oh (t), 

azaz £>0-hoz 3J(/i,f)>0, hogy |r|<£ esetén ||íp(x0,th)\\/|í|<£ . 

Fréchet-derivált: Legyen X,Y lineáris normált tér. F : X -> Y Fréchet-értelemben 
differenciálható az x0 e X pontban, ha 34 e K(X -> F), hogy

F(x0 + h)~ F(x0 ) = Ah + cd(x0 , h), ahol ||ú?(x0, A )|| = ,

azaz £ > 0 -hoz 3 8(£) > 0, hogy ||/;|| < 8 esetén ||<y(x0, A)|| < £ .

F4.4 Részben rendezett terek
Részben rendezés reláció: > c X x X reflexív, antiszimmetrikus, tranzitív. Jelölése: 
(x, y) e > <=> x > y .

x > x reflexív
x> y és y>x=>x = y antiszimmetrikus 
x > y és y>z=>x>z tranzitív

Pozitív kúp: Legyen E lineáris normált tér. P a E pozitív kúp, ha 
i) P nulla csúcspontú konvex kúp, 
ii) P zárt halmaz,
iii) P° * 0 (van belső pontja),
iv) xe P és xe -P => x = 0.

Példák pozitív kúpra:
1) P = {(x1,...,xn)e E" : Vx( ^0}.
2) H Hilbert-tér, £:={4e K{H 4 önadjungált} Banach-tér,

P = {4e E:<4x,x> £ 0, Vxe //esetén} pozitív kúp E-ben.

min, max, sup, inf részbenrendezés esetén:
E Banach-tér, xo€0cE, P pozitív kúp <=> > részbenrendezés E-ben.

1) x0 = maxQ , ha nem létezik xe Q, hogy x>x0 és x*x0.
2) x0 = min Q, ha nem létezik xe Q , hogy x0 S x és x # x0.
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3) x0 = sup<2 ,ha x0 > x minden xe Q esetén.
4) x0 = inf Q, ha x>x0 minden xe Q esetén.

Mivel a > részben rendezés nem “lineáris rendezés” (tehát 2-nak lehetnek olyan 
elempárjai, amelyek nem összehasonlíthatók), ezért max Q és min Q rendszerint 
nem egyértelműen definiált (több, akár végtelen sok is lehet belőlük a Q halmazon). 
Másrészt a > részben rendezés antiszimmetrikus tulajdonsága miatt sup Q és 
inf Q egyértelműen definiált, feltéve, hogy létezik (az a tipikus, hogy nem létezik).

Konvex függvény:
Legyen E, Eo lineáris normált tér, Po a Eo pozitív kúp <=> > részben rendezés 
Eo -bán. Azt mondjuk, hogy F :E -» Eo konvex leképezés, ha

Xj ,x2 e E, 0 < A < 1 => ÁF(xI) + (1 - A)F(x2) > F(Ax] + (1 - A)x2), azaz 
2F(x,) + (1 - X)F(x2 ) - F(Ax, + (1 - A)x2 ) e Po.

Pozitív funkcionál: Legyen E lineáris normált tér, PcE pozitív kúp, amely > 
részben rendezést definiál E -ben, f \E R', f e E'. Azt mondjuk, hogy f > 0, 
azaz f pozitív funkcionál, ha f(P)>0.
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Az irányítástechnika (az automatikus szabályozások és vezérlések tudománya) 
rohamosan fejlődik, eredményei nélkül ma már nem hozhatók létre biztonságos 
erőművi rendszerek, robotizált gyártórendszerek, repülőgépek és űrtechnikai be­
rendezések.

A három kötetre tervezett sorozat eme második kötete az irányítástechnika 
korszerű irányzatait mutatja be. Szerves folytatása az első kötetnek, amely általános 
rendszertechnikai ismereteket adott és bemutatta az egyváltozós szabályozások 
tervezési módszereit. Segítséget nyújt a tervezői rendszerek használatához, ame­
lyek korszerű ismereteket igényelnek a szakembertől.

A kötet többváltozós (MIMO) rendszerek irányítási módszereit vizsgálja. Először 
az irányítástechnikai gyakorlatban fontos szerepet játszó robotok, repülők és heli­
kopterek modelljeinek felállítását mutatja be egységes elvek alapján. Algoritmuso­
kat ad a sztochasztikus (MVC, LQG) optimális irányítások tervezésére frekvencia­
tartományban. A prediktív irányítások tervezésére frekvenciatartománybeli és álla­
pottérbeli módszereket mutat be, különös figyelmet fordítva a numerikus kérdé­
sekre. Bemutatja a MIMO rendszerek Luenberger-féle normálalakjait. Módszert ad 
a pólusáthelyezésre, a minimálisrendű állapotmegfigyelő tervezésére, az állapot- 
visszacsatolás különféle közelítéseire (kimeneti visszacsatolás, projektív irányítás, 
általánosított FID szabályozás) és a többváltozós rendszer stabil szétcsatolására. 
Bemutatja az LQ optimális irányítást, a sztochasztikus állapotbecslést Kalman- 
szűrővel és az LQG optimális irányítás szeparációs elvét. Külön fejezet foglalkozik 
az adaptív irányítások elméleti alapjaival (bemenet-kimenet stabilitás, passzivitás), 
a különféle adaptív irányítási módszerekkel (MRAC, STAC), a robotok identifiká­
ciójával és a MIMO implicit adaptív irányítással. A kötet részletesen tárgyalja az 
optimális irányítások elméletének legfontosabb eredményeit skalárkritérium és 
nem skalárértékű kritérium esetén általános függvényterekben. Az eredményeket 
példák illusztrálják az optimális irányítás, állapotbecslés és halmazkritériumú opti­
malizálás területéről. A kötet egyik súlyponti része a nemlineáris rendszerek diffe­
renciálgeometriai (Lie-algebrai) elven történő irányításának vizsgálata. A differen­
ciálgeometriai alapozás után először megadja az elérhetőség és a megfigyelhetőség 
általánosítását nemlineáris rendszerekre, majd az állapot-visszacsatolás elvén és a 
bemenet-kimenet visszacsatolás elvén alapuló linearizálási módszereket. Külön 
vizsgálja a differenciálisán sima rendszerek irányítását (flatness control), a vissza- 
lépéses (backstepping) technikát és az időinvariáns nemlineáris irányítást, amelyek 
alkalmazását hajódaru, helikopter és mobilis robot irányítása példáján mutatja be.

A kötet jól hasznosítható az egyetemi szabályozástechnikai szakirányú és 
PhD képzésben, és rendszertechnikailag megalapozza a sorozat további kötetét 
(III. Robusztus, LPV ésSoftComputing módszerek).
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