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1.

Bevezetés

Az adatbdziekezeld rendszereket tbbféleképpen
szoktuk osztdlyozni, de a leginkdbb haszndlatos oszté-
lyoz4e aszerint t8rténik, hogy a felhaszndlé =zempontjé=-
b6l miként valdsul meg az "adatok" és az adatok kozti
"krapcsolatok" 4brdzoldea. Eszerint hdrom adatmodell ti-
pust kiilonbdztetiink meg: hierarchikuet, hdlézatost és
reldcidést. Az E.F. Codd 4ltal bevezetett relédciés adat-
modell £10 1 az adatkezelés egyik legigéretesebb eszkdze.

A reldcide megkdzelitémben a kapcesolatokat ugyanigy
4brdzoljuk, mint a valds vildg t6bbi adatdt, azaz n-esek
gegiteégével. A reldcide adatmodell nem a gépi oldal le=~
het8zégeit igyekezik kihaszndlni, illetve bdviteni, hanem
a felhaszndlé szempontjdbdl indul ki és azt a célt tiizi
ki, hogy a felhaszndld a =z4méra a lehetd legeszemléle=~
tesebb forméban dbrdzolhassa ill. dolgozhasesa fel ada=-
tait.

A reldcide adatmodell az adatbdzisok logikai szer=
kezetének leirdsdra alkalmas eszk®z. Ez a modell az .adat-
tdroldst ezemléletes formdban, médtrix alakban valéeitja
meg. A reldcides adatbdzie egy egységét, a Codd-féle re=-
ld4ciét tdbldzatként, pontosabban mdtrix alakban képzeljiik
el. A mitrix sorai az adatrekordok, az oszlopai pedig a
tulajdonedgok, més széval az attributumok. A Codd-féle

reldcid ezek =zerint egy homogén file.



A pontos definicid a kovetkezd:

Legyen & egy nem {ires véges halmaz (Q={a1,.“,an}).
 feletti reldcidknak / R / nevezzilkk az 2 halmazon
értelmezett fliggvények véges halmazait. Tehdt, ha R
egy reldcié 9 felett, és heR , akkorh az Q halma-
zon értelmezett fiiggvény. A reldcidkat szemléletesen
kétdimenzidés téblizatként dbrdzoljuk: ha R egy reldcid
az & felett és FR=th h ,...,h}, akkor az R

reldcié tdbldzata:

al a2 - an
h1 hl(al) hl(an)
hy| hy(a) h,(a))
By Bylay) hy (an)

R elemeit R sorainak nevezzilkk , ¥ pedig az attributu=-
mok halmaza. Vegyilk észre, hogy az R reldcid sorait
hagyoményos értelemben rekordoknak nevezziik.

A relécidéban nem engedjilk meg, hogy két sor azonos
legyen.

Szokdsos még a kdvetkezl, az imént adottdl némileg
eltérSé definicid is.

Minden egyes attributumhoz tartozik egy DPa halmaz,
azon dolgok halmaza, amelyek az a attributum "értékei"
lehetnek. A 2  halmazt az 2 attributum érték-

készletének vagy domainjének nevezziik. A reldcid a



domainek szorzatterének egy részhalmaza. A pontos definicié

a kovetkezd:

1,1 Definicid. Legyen £ egy véges halmaz és a € Q

esetén D, egy nem lires halmaz. Az RC x Da halmazokat @
feletti relécidknak nevezziik. el
Ha R egy reldcié az 2 felett és heR , akkor h
egy fliggvény
hisQ -y Da’

. i Q
és vilagos, hogy =

(¥Ya)(a e @ = h(a) e Da).

Ez a definicié a reldciés adatmodell konkrét alkalmazisd-
ra tekintettel kdOveteli meg az attributumok adott domain-
jeibdl vald értékvélasztést.

A reldciés adatmodellek elméletének két f5 teriilete
van: az egyik a reldcids adatmodell szerkezetének megfeleld
médszerek kidolgozésa az adatok kozti Osszefiiggések feltd-
résédra és lehetSleg kényelmes kezelésére. Az e teriileten
elért eredmények alapvetden kétféle médot nyujtanak az
Osszefliggések absztrakt leirdsdra; a funkciondlis fiiggések
illetve a metszet=fliggések fogalmait.

A mdsik fé terililet a reldcids adatmodellek lekérde-
zésének vizsgdlata. Itt az alapvetd feladat minél haté=
konyabb és a felhaszndléi igényeket minél jobban kielégitd

lekérdezd nyelv definidlédsa.



Dolgozatunkban a funkciondlis fiiggéssel és ennek to=-
vébbi hérom analogonjdval foglalkozunk. A 4. részben érint=-
jlik a lekérdezéssel kapcsolatos problémakort is.

Egy reldcids adatbézis feladata dltalénosan fogalmaz-
va az informdciészolgdltatds. Ennek hatékony eszkdze az
adatok kozotti Osszefiiggések feltdrisa. Reldcids adatmodell
alkalmazdsakor ezen Osszefiiggések egyik fontos formédja az

E.F. Codd 103 &ltal bevezetett funkciondlis fliggés r33.

1.2 Definicidé. Legyen § egy attributumhalmaz és R

egy @ feletti reldcié. Ha AcQ, Bc és
(¥h,g€R) ((¥aeA)(h(a)=g(a) )) = (¥beB) (h(b)=g(b) )],

akkor azt mondjuk, hogy B funkciondlisan fiigg A =-tdl
az R :eléciéban, jelekben A § B.
Az A § B tehdt azt jelenti, hogy az R  bérmely
gsordnak B=-beli attributumokhoz tartozd értékeit "meg-
hatédrozzdk™ az A -beli attributumokhoz tartozdé ér-
tékek.

Legyen R egy O feletti reldcid. Jeldljiik K, =

rel az R reldcidéban fenndlld funkciondlis filiggések halmazdt;

azaz



Az Fg halmazt az R reldcidban fenndllé funkciondlis
filigebségek teljes csalddjénak nevezziik. Az FR teljes csa=
14dot azért érdemes vizsgéalni, mert ha adott egy relécid,
melynek ismerjiik funkciondlis fliggbségeit, akkor ezeket
felhasznélhatjuk bizonyos, az adatbdzisra vonatkozé informé=-
cidk tombritésére és szimitdégép memdria kihasznélésdnak lé=
nyeges javitésdra.

A funkciondlis fiiggéssel analdg médon definidlhatunk
hérom tovébbi, a reldcidés adatmodell alkalmazdsakor az ada=-

tok kozti Osszefiiggések hatékony leirdséra alkalmas fliggést;

a dudlis, erds és gyenge fiiggést [14 1.

1.3 Definicid., Legyen R egy reldcié az @ attri-

butum=halmaz felett, legyenek tovébbé A és B az
részhalmazai.

Ha (¥h,qgeR)((3aeA)(h(a)=a(a)) => (3beB)(h(b)=g(b))),

akkor B dudlisan fiigg A -t6l R=ben (A § B);
ha (¥h,geR} ((3aeh) (h(a)=g(a)) = (¥beB) (h(b)=g(b))]),
akkor B erdsen fiigg A -td1l R ~ben (A § B)i

ha
(¥h,geR) ((¥aer)(h(a)=g(a)) => BbeB) (h(b)=g(b))),

W
akkor B gyengén fiigg A -tél R =ben (A R B),



Egy R reldcidéban fenndlldé dudlis, erds és gyenge
fiiggések halmazdt Dr =-rel, Sz =-rel illetve Wy =-rel
jelsljiik.

Nevezziik teljes Y =-csalddoknak (ye(f,d,s,Ww}) a
P(Q) x P(Q) azon részhalmazait, melyek Q  feletti
reldcidknak megfeleld tipusu fiiggés halmazai. Egy R

reldcié logikai struktirédjén F

R’DRsSRawR teljes csa=-

lédokat értjiik.

A dudlis és gyenge fiiggések ismerete nagyban segitheti
és gyorsithatja a relédcidés adatmodellek informdcidszolgdl—
tatdsét olyan esetekben, amikor a felhaszndldé nem ismer
minden, a kivént informécid nyeréséhez &ltaldban sziiksé-
ges attributumértéket, illetve amikor tulajdonsdgok egy
halmazidrél csak részleges informdcidkra van sziiksége.

Erds filiggések fenndllédsa nagy relécidknak kisebbek-
re vald szétvégdsdt és ezzel a tdrolds helyigényének je-
lentds csdkkentését teszi lehetdvé. Ez a szétvagds a
funkciondlis filiggés esetére E.F. Codd [1lll, 181 &l=
tal leirttal analdg médon torténik.

A relécidés adatmodellek elméletének egyik f& prob-
lémédja: adott tipusiu fiiggések teljes csalddjainak belsd
jellemiése - axiomatizdldsa. W.W. Armstrong alapvetd
cikke [3]1 a teljes f-csalddokra ad axidémarendszert.
Axidémarendszerével azonban a teljes f-csalddokra vonatkozd

fontos, kombinatorikai jellegii problémék 73, £g831, [9]



nehezen kezelhet8ek; [&l=ban adott Armstrong axidmarend-
szerének olyan médositésa, melynek alapjén bizonyos ti-
pusi problémik kényelmesen tdérgyalhatdk [ 7,23 1.

E dolgozat egyik célja olyan axidmarendszer kidolgozdsa,

amely a teljes f-csalddok kombinatorikus jellemzdit irja le.

Ezen kiviil foglalkozunk még a teljes csalddok elméletének két
probléméjédval és a linedris reldcidkkal. Végiil egy konkrét

rendszer leirdsédt adjuk meg reldciés adatmodellben.
A 2. és a 3. részben a teljes Y =csalddok (yel{f,d,s,W})

kombinatorikus struktirdjét vizsgdljuk és lineéris reldci=-
dkkal foglalkozunke.

A 2.2 részben megfogalmazzuk a funkcionilis €és a
dudlis filiggések teljes csalddjai kdzott fenndlld dualitést
(2.1l. Lemma), majd hasonld szerkezetii axidémékat (F- D.-S-
és W =-axidmdk ) adunk a teljes f-,d- és s =csaladok
és az ilires kezd8tagui fliggést nem tartalmazdé teljes W -
csalddok jellemzésére ( 2.1 Tétel )

A 2.3. részben rémutatunk a 2.2-ben adott axidmék
hasonldésdgdnak okdéra. Definidljuk a métrixok egyenllség=—
halmazdnak fogalmét és bebizonyitjuk, hogy jellemzi JCket
az a tulajdonsdguk, hogy bérmely hérom sor £ltal megha=
térozott hérom egyenldséghalmaz A =-rendszert alkot
(2.2 Tétel)., A 2.2 Tételre témaszkodva megfogalmazzuk
az F-, D,-S,- és W -axidméra hasonlité F!.p'-S\- és

W! —=gxidmdkat, és bebizonyitjuk, hogy ezek ekvivalensek
vesszdtlen megfeleldikkel, a W' =axidmét kivéve

(2.3 Tétel).



= =

Végiil a 2.4 Tételben bebizonyitjuk, hogy az F! p'-s-
és W -axibémék jellemzik a teljes £-,d-,s- s W =csa=-
léddokat [ 21,27 4

A 3, részben két, teljes £ =-csalddokra vonatkozé kombi-
natorikus problémdét vizsgdlunk. Az elsd: meghatdrozni a mini=-
mélis S(n) (s(n)) szémot, mellyel egy n elemii halmaz min=-
den teljes f =-csalddja (antildnca C1031,[211) reprezen=-
tdlhaté egy legfeljebb S(n)(s(n)) soros relécié funkcio=-
ndlis fliggéseinek (kijeldlt kulcsainalc) rendszereként.

A médsik probléma teljes f =csalddok minimdlis szédmos-
sdgi generitorrendszereinek jellemzése és e szdmossdg meg=-
hatdrozdsa. A 3.3 és 3.5 Tételekben a kdvetkezlket igazol=

Juk:

i n n ,
n2 (En/?]) Z8m) 2 (En/?]) +1 es

X n 3 n
n2 (En/Q]) i8m) < 3 (En/Q]) + 1.

A teljes f =csalddok minimélis szdmossdgi generdtor-
rendszereit a teljes csalddok maximdlis jobboldalainak
metszetirreducibilis elemeivel jellemezziik (3.7 Tétel
és megmutatjuk, hogy egy n elemii halmaz feletti teljes

Cn/23
generétorrendszere (3.8 Kovetkezmény).

f =csalddnak létezik legfeljebb %( e ) szémossigi

Ezutén linedris reldcidkra vonatkozd tételeket bi-

zonyitunk. /Egy reldcidé linedris, ha sorainak halmaza eltér
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a 9 0O feletti vektortérben, ahol Q a racionédlis

szémok teste. Igy persze linedris relédcidé vagy egy soros,
vagy végtelen sok sora van; a logikai strukturdjét azonban
nyilvédnvaléan mdr véges sok sora is mutatja./

legmutatjuk, hogy linedris reldcidé minden funkciond-
lis fliggése linedris (3.9 Tétel) és igy a kijeldlt kul-
csok azonos szamosséguak (3.10 Lemma) [ 2037.

A 3.13 lemméban bebizonyitjuk, hogy egy n elemii
halmaz [n/2] gzdmossdgli részeinek rendszere linedris re=-
ldcid kijelolt kulcsainak rendszere, és ramutatunk, hogy
a bizonyitds mdédszerével az [n/2] helyett tetszlleges
k<n irhaté (3.16 Kovetkezmény) r 191.

A linedris reldcidk teljes f =csalddjainak axiomatizd=-
lésa ekvivalens a Q felett koordindtézhatdé matroidok bel-
86 jellemzésével, ami a matroidelmélet egy nehéz, megoldatlan
problémdja.

Végiil a 4. részben egy gyakorlati példén illusztrdljuk
a reldcids adatmodell alkalmazisénak hafkonysdgit. Az MTA
SZTAKI &ltal a Nédudvari Vords Csillag Termellszdvetkezet
Kukorica és Iparinovény Termelési Egyesiilése részére készﬁ-
18 raktédrnyilvéntartdsi rendszer adatbdzisénak két legna-
gyobb és az informécidszolgéltatés szempontjébdl legbonyo=-
lultabb egységének reldcids adatmodellben vald szervezését
irjuk le.

A 4.l=ben dltaldnos dttekintést adunk a rendszerrdl.
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A 4.2 részben megadjuk a reldcids adatstruktirét és
kiszdmitjuk a reldcidés adatmodell alkalmazésdival elért hely-
megtakaritést; ez az eredeti helyigény mintegy 40 jo-a.

A 4.3»ban a relédciés adatmodell lekérdeéésér6l irunk.
Rémutatunk arra,a raktérnyilvéntartési rendszernek felte~
het8 kérdések olyanok, amelyek hatékony algoritmussal ro-
vidithetdk és igy a relécidés adatmodell alkalmazdsaval nem

novekszik tilzottan a rendszer vdlaszideje.
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2., Funkciondlis filiggés dltaldnositdsa

Az E.,F. Codd dltal bevezetett funkciondlis fiiggdség
fogalma (1l.2. Definicidé) azt jelenti, hogy B funkciond-

lisan filigg az A -t6l, ha bédrmely 9h €R egetén

(1) (¥a € A)(g@)=h(a)) => (¥b € B) (g(b)=h(b)

fenndll, ahol A/B <.
Az (1) formula azt jelenti, hogy ha az R reléacié két
sora azonos minden A -beli helyen, akkor azok azonos
értékeket vesznek fel minden B =beli helyen is.

Formélisan kiindulva az (1D formuldbdl a funkciondlis
fiiggbség fogalmét a kvantorok lehetséges véltoztatésaival
természetes médon lehet &ltalénositani. Igy még hérom kiilon-
b6z6 fliggbség fogalmat lehet definidlni, amelyek szintén
jellemz8ek a reldcidkra.

Vegyiik észre, hogy az (1 formuléban kétszer szerepel
a ¥ kvantor. Ha ezeket a kvantorokat az Osszes lehetséges
médon helyettesitjilk a 3 és ¥ kvantorokkal, akkor az
alébbi formuldkat kapjuk:

(2) (3a € A) (g(@)=h(a)) => (3 b e B)(g() =h(b)) ;

(3 (3a € A)(g(a)=h(@)) => (¥b € B) (g(b) = h(b)) ;

(4) (¥a € A)(g(@)=h(a)) => (3 b e B)(g(b)=h(b)).



Pak” (T

A (2) formula azt jelenti, hogy ha az R relécié
két sora azonos értéket vesz fel valamely A =beli helyen,
akkor a két sor azonos valamely B ~beli helyen is. Nevez=-
zilk a (2) formula dltal definidlt fiiggést dudlisnak és
jelsljlk A % B -vel ill. DR={(A,B)=A§ B, AB.Cal.

A (3) formula pontosan azt jelenti, hogy ha az R
relédcié két sora azonos valamely A =beli helyén, akkor
a két sor azonos értékeket vesz fel minden B =beli helyen
is. Az ilyen filiggést nevezziik erds filiggésnek és jeldljiik
A S s -vel ill. s=(@,B):Aa%B, AaBCal.

A 4) formula a funkciondlis fiiggés egy ujabb dltalé-
nositdsdt adja. Ez pontosan azt jelenti, hogy ha az R
reldcié két sora azonos értékeket vesz fel minden A =beli
helyen, akkor azok azonos értéket vesznek fel valamely
B -beli helyen is. Nevezzilk ezt a fiiggés tipust gyenge
fiiggésnek és jeldljilkk ezt A -EB -vel, ill. Wg={(A,B) :A; B}.

Tetszfleges R & feletti reldcié és y ef{f,d,s,w! -re
legyen Y ={(A,B): A,B C Q és A%B}, (Y=F,D,S,W. Az Y
halmazt az R =beli Y =filigglségek teljes csalddjénak, vagy
roviden Yy -csalddjédnak nevezzilk, Konkrét Y =csaldd esetén
(pl. y=f() beszélhetiink a funkciondlis fiigglségek teljes
cesaldd jérdél is.

Természetes kdvetelmény meghatdrozni az y =-csalddok

szémdra azokat a legdltaldnosabb tulajdonsdgokat, amelyek
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minden Y; =-re teljesiilnek fiiggetleniil az R relécidétdl.

E.F. Codd, amikor a reldcidés adatmodell alapjait le=-
rakta, rémutatott a funkcionélis filiggések jelentiségére, de
mivel ezek dltaléanos tulajdonségait nem ismerte, dolgozata=-
iban r11,137-5zdmos példdt mutatott be kiilonbozd funkcionédlis
fiigg6ségekre a normalizdléds kapcsdn, hogy mikor mit kell
csindlni. W.W. Armstrong (3,41 munkdi 6ta mdr tudjuk, hogy
kevesebb példa is elegendd a normalizdléds megértéséhez, ha
a funkciondlis fliggbségek teljes csalddjainak a legdltald=-
nosabb tulajdonsidgait ismerjiik. SGt ezek az dltalénos tu=-
lajdonsdgok hatdrozzdk meg a "projekcid"™ és "join" miiveletek
helyes haszndlatét is.

Dolgozatunk 2. részében az y =~ fiigglségek legdltala-
nosabb - azaz minden R relédcid esetén teljesiilé - tulaj=-
donsdgaival foglalkozunk. Ezeket a tulajdonsédgokat axioma=-
tizdljuk.

A funkciondlis fiigglségek matematikai strukturijét
els8ként W.W. Armstrong tanulményozta [3,57 . 0 axiomati=-
zdlta els8k kozdtt a funkciondlis fligglségek teljes csaldd-
jat (33 , Szémos dolgozat foglalkozik azoknak a tulajdon-
sagoknak a leirdsdval, amelyek a reprezentdld reldcid
konkrét vélasztédsdtél filiggetleniil fennédllnak a teljes csa-
lddok strukturdjdban.

C. Delobelll5,16Jdolgozata egy olyan axiomarendszert

vezetett be, mely kdnnyen érthetd, de"til sok"™ axiomdbdl
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d4ll., ArC8,201dolgozatokban az axiomZk sziménak csokkentését
tiizik ki célul a szerzbk. A funkciondlis fiigglségek teljes
csalddjdnak a leirdsdhoz sziikséges axiomék szimdt végsd
soron sikeriilt egyre lecstkkenteni r81. Ezzel a levezethetlségre
épiilé tételek kdnnyen bizonyithatdk r27,323.

G.Czédli r1k]1 kezdte el elslként vizsgdlni a teljes d =
csalddokat és a teljes s =-csaladokat. Axiomarendszerei
- ugyanugy, mint az eddigiek [7,14,16,20] = logikai természetiiek
abban az értelemben, hogy a  fliggGségek definicidira
tdmaszkodnak és nem a teljes Yy =csaléddok kombinatdérikus
strukturdjdt vizsgdlja. Ezzel magyardzhatdé az is, hogy a
[14] -ban a teljes w =-csalddra nem sikeriil az Armstrong
axiomarendszeréhez hasonldét megadni.

Dolgozatunk 2. fejezetében minden Y =-csalddot axioma=-
tizdlunk (a 2.2 =~ban F =, Day Sa ill. & 2.3 =ban
az Fm) Du §a &g W axiomarendszerek). Ezek az axioma-
rendszerek a teljesy =csalddok kombinatorikus strukturdjdt
emelik ki.

A 2,2. részben ij axidmdkat adunk a teljes f -,d = és
s= csaladok jellemzésére és bebizonyitjuk, hogy ezek ekvi-
valensek a [3,7,14] dolgozatokban ismertetekkel.

A 2.3, fejezetben bevezetjilkk az egyenllség halmaz
fogalmét és axiomatizdljuk az eddig még nem jellemzett
teljes w=csalddokat. Tovébbd mutatunk egy lényeges kiilonb=-

séget a gyenge fiiggés és a tobbi kozott.
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2.1, PFligedségek a reldcidkban

A funkciondlis fligglségek gyakorlati jelentdségét
szdmos dolgozat vizsgdlja. Dolgozatunk mostani részében
egy egyszerii konkrét példédt ismertetiink a dudlis fiiggdség
szemléltetésére és ennek kapcsdn rédmutatunk a tobbféle
fliggbségfogalom tanulmdnyozdsdnak sziikségességére. A most
kdzlendd példdt elsdként G, Czédli (1] dolgozata tanulmd-
nyozta. Legyen 2 = {s=z0, cim, terem, polc!l. Az alabbi
tédbldzatban megadunk egy R Q. feletti reldcidt, amely egy

tizennyolc konyvvel felszerelt kdnyvtdr adatait tartalmaz-

Z8.
szerzd cim terem polc
L 1 1 &

2 2 i 3
3 3 1 1
4 4 1 2
5 5 2 3
6 6 2 1
4 7 2 2
8 8 2 3
9 3 3 1
lo lo 3 2
11 13 3 3
12 12 3 L
1 4 1 1
> 8 3 3
2 1 1 3
{ lo 3 2
6 lo 2 2
6 9 2 1
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A konyvtir hdrom terembSl 411, mindegyik teremben
hdrom, egyenként két kdnyv befogadé képességii polc van

elhelyezve. A konyvtér ugy van megszervezve, hogy

a
{szerz§, cim}  {terem, polcl. Tovébbd i= 1,2,...,12-re

az [2%2 -ik terem u+3{§d ) =ik polcén taldlhaté az a

kdnyv, amelynek a szerzlje is és cime is i . (Itt [x1 és{x}
az x valés szdm egész-, illetve tSrtrészét jelsli). A
konyvtdrba érkez8 olvasd, aki a keresett konyv szerz8jét vagy

cimét ismeri '~ legyen 1 az ismert attributum értéke -

megtaldlhatja a kbnyvet, ha végignézi az ri Z 3] -ik
termet és az 1+3{%} -ik polcokat a mé;ik két teremben.
Nem szilkkséges az egész kdnyvtdrat végignéznie.

A példa kapcsén most megkiséreljilk végiggondolni, hogy
az ujonnan bevezetett fiiggiségek milyen eldnydket rejthet-
nek magukban egyes konkrét reldcidk esetén.

1. A gyakorlat olyankor is felvetheti az informdcid=-
szolgédltatés kérdését, amikor nem ismerjiik az Usszes A =beli
attributum értékét, csak legaldbb egyet. Mint pl. a kdnyv=-
tdr l4togatéja. Az erds és d =fiigg8ség éppen ezzel a szitu=-
dcidéval kapcsolatos.

2. Egy fiiggbséget filiggvényekkel megadva az informdcid=-
szolgdltatds meggyorsithaté. Nem biztos, hogy a keresgélés
elkeriilhetd, de legalibb a téblédzatnak csak egy részében

kell keresgélni.
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3. Ha A és B kozott killonbozd fliggSségek is fellépnek,
akkor méd nyilik a legkedvezdbb fiigglség kivdlasztdsédra és
fliggvényekkel torténd megadésdra. Ezek a fliggvények esetleg
- mint példénkban is - egyszeriien megadhaték. Elsd ldtédsra
a funkciondlis fiiggSség tilinik a legeldnyosebbnek, hiszen
azt fiiggvényekkel megadva elkeriilhetl a tébldzatban torté-
né keresgélés iddigényes feladata. Azonban egy "bonyolult"
filiggvényt szintén csak tédbldzattal tudunk megadni, és igy
a behelyettesitési érték meghatdrozédsa egy mdsik - eseten=-
ként elég terjedelmes - tdbldzatban t8rténd keresgélést
tesz szilkségessé. Kordbbi példénkban
{szerz8, cim!} é { terem, polc } is teljesiil, de az ezen
funkciondlis fligg6séget megadd fiiggvény értéktdblizeta meg=-
egyezik Rr ~rel. Gyorsabban megtaldlunk egy konyvet a példa
ismertetése sorén leirt médon. Azaz e konkrét esetben cél=-
szeriibb a {szerzd, cim! % {terem, polc} d ~fiiggbséget
vélasztani,.

4 , El8fordulhat, hogy A és B k6z8tt nincs funkciond=-
lis fiiggdség, de egy mésik tipusu fiiggéség fellép.

2.2. A teljes f-,d- és S=csalddok leirdsa

Ebben a részben 1j axidémdkat adunk a teljes f—d~ és
s-csalddok jellemzésére és megfogalmazunk egy axiémét olyan

teljes w=csaléddokra, melyek nem tartalmaznak {ires kezddtagu
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fliggést. Bebizonyitjuk, hogy axidmdink ekvivalensek a
nekik megfeleld "régiekkel™ CL,14,151, Az axiémdk hason-
18sdgénak igazi okdt a 2.3 -ban irjuk le és ott axiomati=-
zdljuk a teljes w =-csaléddokat is. A funkcionélis fiigglsé-
gek alapjén ( ¢ -axiomarendszer) ugy tiint, hogy a kiilon-
b6z8 -~ funkciondlis, dudlis, erds és gyenge-fiiggbségeket
logikai uton kell vizsgdlni. Dolgozatunk jelenlegi fejeze-
tében rdmutatunk, hogy ezeket kdnnyebb az F =-axioma
alapjén vizsgdlni.

Az F=-, D=, §= ill. F=, D=, § = és W-axiomdk
kozotti kapcsolat megldtédsa utén, minden funkciondlis
fiiggésre ill. teljes f -csalédra vonatkozd tételt konnyii
dtvinni méds fligglségekre ill. teljes csalddokra.

A teljesség kedvéért leirjuk a teljes f-, d= és S=-
csaldddok (3] =ben és [1i] =ben megadott axidmarendsze-
reit. Legyen adva az Y halmazrendszer, ahol YSP()*P()
és P(?) az £ halmaz hatvédny halmaza.

) = axidmarendszer:

Azt mondjuk, hogy az Y(Y=F) halmazrendszer kielégiti a ¢ =
axidmarendszert, ha tetszlleges A,B,C és D
halmazra (A,B,C,D C Q) teljesiilnek a k&vetkezd fel-

tételek:
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(F1) (AA) € F;
(F2) ha @A,B) eF és (B,C) e F, akkor (A,C) € F;

(F3) ha (A,B)eF és C2A,DCB, akkor (C,D) e F;

(F4) nha @B €F & I(c,p) eF, akkor (AuUC, BUD) e F.

v=_axidémarendszer:
Azt mondjuk, hogy az Y(¥=0) halmazrendszer kielégiti a

v- axiémikat ha tetszlleges A,B,C és D halmazra

teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(D1) (A,A) € D;

(D2) ha @AB) eD és (B,C) e D, akkor (A,C) e F;

(D3) ha @A,B)eD és CcA, BCcD, akkor (C,D) € D;
(D4) ha @A,B) eD és (C,D) e D, akkor (AUC, BUD) € D;

(D5) ha @&,p) e D, akkor A#).

Y - axidémarendszer:

Azt mondjuk, hogy az Y(¥=S) halmazrendszer kielégiti a

v =axiomarendszert ha tetsz8leges A,B,c és D halmazra

teljesiilnek az aldbbi feltételek:
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©l) (¥Ya € Q) ({al,{a}h) € S;

S2) ha @A,B)eS és (B,C) €S és Bfp, akkor (A,C) € S;
©3) ha @,B)eS &  CcA, DCEB, akkor (C,D) € S;
64) ha ((A,B)eS és (C,D) € S, akkor (ANC, BUD) e S;

&5) ha @A,B)eS és (C,D) e S, akkor (A UC, BND) € S.

Kiilonbszd fiiggdségek tulajdonsdgait szdmos dolgozat
tanulmdnyozta napjainkig [6,26,30,30.Ezek f6 célja a teljes
csalddok axiomatizdldsa volt. Ezen beliil is két f8 irédny=-
zatot figyelhetiink meg: a kdnnyen érthetd, egyszeriien ke-
zelhet8 axiomarendszerek megaddsa [14,16,341i11, a minimdlis
szdmossdgi axiomarendszer leirdsa (8,201 volt a cél. A ¢-,v-
és Y ~axiomarendszerek az f-,d~ és S =csalddok konkrét
relicidktdl fiiggetlen dltaldénos tulajdonsdgait irjék le.

Ez azt jelenti egyrészt, hogy ha adott egy konkrét R
.relécié az 2 felett, akkor az F, , D és S; halmaz=-

R R

rendszerek kielégitik a o¢-, v- és Y- axiomarendszereket,
mésrészt pedig, ha adott Y CP(Q) % P(Q) halmazrend=-
szer kielégiti a o-, v- ill. Y =-axiomarendszert akkor

létezik az Q@ felett olyan R reldcid, amelyre Y =Y,
teljesiil (Y e {F,D,ShH.

Eldszdr a teljes & és a teljes d =csalddok kozt
fenndllé dualitédst fogalmazzuk meg pontosan a ¢ - és a

v = axiomék alapjén:

-e



2.1, Lemma: Legyen FCP() x P(Q) olyan halmazrendszer,

amelyre @,B) e F, B+® egetén A#0 . Ekkor az F
halmaz rendszerre igazak a ¢ -axiémék akkor és csak akkor,
ha D={(B,A) : (A,B) € F} rendszerre teljesiilnek a

v —axidémdk.

Bizonyitds: A bizonyitéds nyilvdnvaldan kdvetkezik a megfeleld

axiémdkbél. Jegyezzilk meg, hogy az (ABeF B > A rfeltétel

(D5) miatt szilkséges.

2.1. Megjegyzés: Tegyilk fel, hogy FCP@) x P(Q)

kielégiti a ¢ -axidmdkat és legyen
FF=F\{@mB :B#0!} . Ekkor [ -re teljesiilnek
2.1. Lemma feltételei, és ha A S A#Q?  aykor

(¥B CQ)((A,B) e F«—> (A,B) € F). Ez mutatja 2.1.
Lemma feltételének technikai jellegét.

2.2, Megjegyzés: Jegyezziik még meg, hogy ha egy FCP(Q)xP ()
kielégiti a ¢ -axiémdkat, akkor 2.l. Lemma

és 2.1l. Megjegyzés alapjén F =hez a

D(F) = {®B,A) : A,B) eF és B+ QA+ Q}
definicidéval rendelt D(F) halmaz kielégiti a vV ~axidémdkat.

Igy persze kiilonbdz8 F -ekhez rendelhettilk ugyanazt a halmazt.
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Most leirjuk a teljes f~/d~ és s~csalddokat jellemz8 dj
axiomdkat, amelyek felépitése azonos, valamint ezek ana=-
logonjét a gyenge fliggésekre. A 2.3 Tételben majd bebizo=~
nyitjuk, hogy ez utdébbi axidéma nem jellemez minden teljes
w =csalddot, csak az olyan w =csalddokat, amelyekben

nincs iires kezd8 tagi gyenge fiigglség, azaz ¢ ﬁ B alaku.

F-axidma:
Az FCP@ %PW@O halmazrendszer kielégiti az

F -axiomit akkor és csak akkor, ha
¥iX,Y) e P(Q) xP(@) \ F) JE CQ ugy, hogy
(1 XCE és Y ¢E 3 és ha

dd @a,B) eF és A CE, akkor B CE teljesiil.

D-axidma:
A D CPWQ) x P halmazrendszer kielégiti a
D-axiémét, akkor és csak akkor, ha
¥X,Y) e (P(Q) xP(@) \D) 3JEcCQ ugy, hogy
1) XnE# 9 s YNE=¢ ; és ha

i) @a,B)eD és (A NE) # ¢, akkor BNE # ¢ teljesiil.

S-axidma:
Az S CP(Q) x P() halmazrendszer kielégiti az
S-axidmét, akkor és csak akkor, ha

¥(X,Y) € (P(Q) xP(@) \ S) 3IE C Q gy, hogy



(i) XNE+Q és Y ¢ E ; é8 ha

(ii) @AB eSS és ANEF P gkkor B CE ° teljesiil.

W-gxidma:
A W C P() x P(Q) halmazrendszer kielégiti a
W-axiémét akkor és csak akkor, ha

¥(X,Y) € (P() X P(@) \ W IE € @ gy, hogy

(i) XCE és YNE=0 ; és ha
(ii) AB)y e Wgg ACE | gkkor BNE+#? teljesiil.
Most megmutatjuk, hogy a ¢~ V™ és Yy =-axidmarendszerek

ekvivalensek a megfeleld F-, D- és S =-axidmdkkal.

2.1 Tétel: (a) Legyen FCP® xPE) . F kieldgiti

a ¢ -axiémékat akkor és csak akkor, ha F kielégiti az

F -axidmdt.
(b) Legyen D SPE) x P . D kielégiti a

V  -axibémdkat akkor és csak akkor, ha D kielégiti a D-axidmdt.
(c) Legyen SSP@ *xPE . S kielégiti a

Y =-axibémékat akkor és csak akkor, ha S kielégiti az S-axidmit.

Bizonyitds: (@) Tegyiikk fel elbészdr, hogy F kielégiti a

¢ -axidémékat. Bebizonyitjuk, hogy ekkor F kielégiti az
F -axidmdt.

Legyen (X,Y) eP(Q) xP@\F tetszfleges. Allitjuk,
hogy ekkor
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¢5) létezik olyan E halmaz (E € Q) , amelyre
X C E és (E,Y)eP(Q) x P() \F , tovdbbi,

ha E'DE , akkor (E;Y) € F  teljesiil,
azaz létezik maximilis olyan X =-et tartalmazé része ¢ -nak,
amelyt8l Y nem fiigg. Ez vildgos, hiszen (2.0) € F az
(F1) axiéma szerint és igy (F3 ) axiéma miatt (2,Y) € F
teljestil, mig (X,Y) & F.

Megmutatjuk, hogy az (5) szerinti E halmaz teljesiti
az F -axibma (1) és (ii) feltételeit. Az (i) feltétel nyil=-
vénvald, mert E 2X az E halmaz megfelell vélasztdsa
szerint és ha E > Y fenndllna, akkor (F1) és (F3) axidmdk
miatt (E,Y) € F  teljesiilne, ami ellentmondds. Az F -axidéma
i) feltételének bizonyitdséhoz védlasszunk egy tetszlleges
olyan (A,B)ef -et, amelyre A CE teljesiil. Tegyiik fel indi=-
rekt, hogy B & E . Ekkor E' halmazt vdlasztjuk ugy, hogy
E': =EUB DE és igy (E',Y) € F teljesiil az (5)
szerint. De ekkor (E,Ey e F az (Fl) axiéma miatt és igy
(E,E')e F teljesiil az (F4) axiéma miatt, mert E = E UA
és E' =E UB.S véglll (E,Y) e F teljesiil az (F2) axiéma
miatt, mivel (E,E') e F és (E,Y) e F.

Ellentmondédsra jutottunk, hiszen (E,Y) € F 1lehetetlen (5)
szerint.,

A forditott irény bizonyitésa konnyii. Példaként bebi=-

zonyitjuk, hogy ha F -re igaz az F =-axiéma, akkor F =re



teljesiil a ¢ =~-axidémarendszer F2) axidmdja is. Tegyiik
fel indirekt, hogy (A,BkF, (B,C)eF és (A,C)eP()xP(R) \ F.
Az F -axidma szerint 1létezik E halmaz (E Q) 1ugy, hogy
ACE és CEE teljesiile Az (A,B) eF miatt ACE

s BCE. A (BL)eF és BCE miatt pedig CCE

ami ellentmondéds.

(b) Ennek az dllitdsnak a bizonyitédsédt 2.1 Lemmét felhasz-

nédlva végezziikk el. Legyen F={@,B) : (B,A) € D}.

A 2.1 Lemma miatt elég bizonyitanunk, hogy F akkor és csak

akkor elégiti ki az F -axiémdt, ha D kielégiti a D-axidmdt.
Tegyiik fel, elészdr, hogy F ~re teljesiil az F-é.xiéma.

Az F -axidma szerint az X,Y) e P(Q) x P() \ F ~hez

létezik olyan E halmaz, hogy X CE és Y GE és ha

(A,B) € F és ACE , akkor BCE . A tovébbiakban je=-
161ljik ezt a halmazt E(X,Y) -al, azaz E(X,Y) = E. Ekkor
az (Y,X) e P(Q) xP() \' D az 2\ EX,Y) halmazon

kielégiti a D-axidma @) és (ii) feltételeit, mivel az
(X,Y) e P(Q) x P(2) \F akkor és csak akkor, -ha

(¥,X) € P(@) X P(@) \D . EbbSl kovetkezik, hogy a D
halmazrendszer valdban kielégiti a p-axidmdt.

Ugyanigy belédthaté, hogy ha D -re igaz a D-axidma,

akkor F ~re igaz az F-axidma.
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(c) Tegylik fel el8szdr, hogy S -re igazak a Y -axidmdk.
Bebizonyitjuk, hogy ekkor S kielégiti az S -axidémdt.

Legyen (X,Y) € P(2) xP(@) \ S . Mutassuk meg, hogy ekkor

(6) létezik olyan a@€X) és E halmaz E €% {gy, hogy
aekg, ({a},E) e S és ha E'2> E | akkor
({a},E') e P(@) x P(2)\S.
El8sz8r mutassuk meg, hogy létezik olyan a@eX) | amelyre
({a},v)eP(@) x P() \ S mert ellenkezd esetben (S5) ismételt
alkalmazdsa (X,Y) €S -et eredményezné. Legyen tehdt
a eXx olyan, h'og‘y ({al,Y) eP@) xP) \ S . Ekkor az (54
axidma miatt létezik olyan b eY) , hogy
({al,{bh e P(Q) xP(Q) \ S ugyanis ha Yo e Y) az
({a},{b}) € S teljesiilne, akkor az (54) a;ciéma tobbszori
alkalmazisa ({a},¥Y) € & Véglil az (S1) és (S3) axidémdk miatt
létezik olyan E(E C Q) halmaz, hogy aeE és ({a},E)eS
és ha E'DE, akkor ({a},E') ¢ S . Ezzel (6)~t bebizonyi~-
tottuk.

Az S halmazrendszer elégitse ki a y -axidmarendszert és
]:egyen (XY) eP(Q) xP(@) \'S o Azt 4dllitjuk, hogy akkor a (6)
dltal meghatédrozott E halmaz kielégiti az S -axidma (1 és
(ii) feltételeit. Valdéban, az ae E kovetkezik, hogy
XNE#%9 . Ezenkiviil, mivel ({a}l,E) e S és ({a},{b}) ¢ S
miatt (S3) axidmdbdl kbvetkezik, hogy Y ¢E .

Bizonyitsuk be az S =-axidma (ii) feltételét is.
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Legyen (A,B) € S olyan, hogy A NE $ ¢ ., Tegyiikk fel
indirekt, hogy B ¢E . Legyen ce ANE és de BN@Q\ E).

Ekkor az (83) ill (S1)axidmékbdél kbvetkezik, hogy ({c},{d}heS

i1l. ({c},{ch €S  Igy az (S5) axibémdnak megfelellen
({a,c}, {c}) €S . Az (S 3)axiémdt haszndlva azt kapjuk,
hogy ({a}, {che S tehdt ({a}l, dh e 8 az

(S2) miatt. Végiil is az (S4) axidma alapjén ({al, Eu{d}) e S

ami ellentmondds, mert E' : =EU{d} DE.

Ha S kielégiti az s -axibémdt, akkor kdnnyen végiggondolhatd,
hogy S =re igazak a vy -axiémék is. Ezt az (a) &llitédshoz
hasonléan lehet bebizonyitani. Bizonyitsuk be példsdul, hogy

az (S1) axidéma teljesiil. Tegyilk fel, hogy létezik olyan a

(a €9 , hogy ({a}, {aDé¢ S . Akkor az S-axidma
alapjén létezik olyan E halmaz, hogy f{a} "E % ¢ és
Q@ \EYy n{a} %0 . Ez ellentmond annak, hogy |[{al|=1

vagyis, ({a} , {a}) e S.
Ezzel a 2.1 Tételt bebizonyitottuk.
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2.3. Egyenlbség halmaz és a fiigglségek

Dolgozatunk jelen részében a reldcidk egyenlSséghalma-
zdval foglalkozunk, majd ezek egyszerii jellemzését adjuk meg.
E jellemzésre tédmaszkodva megfogalmazzuk az F-, D, §-
és W’ - axiémékat. Ezek az axidémék lényegében nem mdsok,
mint a megfeleld fiiggések definicidinak dtfogalmazdsai az
- egyenléséghalmazokra. Bebizonyitjuk, hogy az F-, D és

S axiémék rendre ekvivalensek F- D- és s- axidémékkal

illetve, hogy a w =-axiéma nem ekvivalens a w -vel. /2.2 Tétel/.

Végiil bebizonyitjuk, hogy az F- D> §- és W* axiémék

rendre jellemzik a teljes f-,d-,s- és w-csalddokat.

2.1 Definicié: Legyen R reldcié @ felett és legyen

h,g @az R reldcié két sora. Definidljuk h és g sorok egyen-

18séghalmazdt, az Eh,9) halmazt a k&vetkezd médon:
Eth,g) ={aeQ: h() =g(@}l.

Az {Eth,9) : h,geR és hfg } halmazt az R reldcié

egyenl8séghalmazénak nevezzilkk és €, -rel jeldljikk. A

relécidk egyenléséghalmazénak jellemzéséhez szilkséges a

kovetkezd definicid.

2.2 Definicié: Legyen A egy halmazrendszer. Azt

mondjuk, hogy A A -rendszer, ha tetsz8leges A,B,C és D
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(A,B,C,DeA, BA$B, C#D) halmazok esetén A NB = CcND.

2.3 Megjecyzés: Konnyen ldthaté, hogy egy A halmaz=-

rendszer akkor és csak akkor 4 =-rendszer, ha tetsz8leges

(A,Be A, A*B) halmez esetén ANB=NA,

2.2 Tétel: (a) Legyen R egy relédcié o felett és legyenek

h,f,g Sorai R reldcidnak. Ekkor az {E(f,g),E(h,q9), E(f,h)}
halmazrendszer A -rendszer.

(by Legyen e =1{E, .:71<1i<3j<k} olyan halmaz=-

143

rendszer @ részhalmazaibdl amelyre igaz a kovetkezs:

{E } halmazrendszer A =-rendszer, ha

i,j'Ei,Q’Ej,si
1<i<j<2<k o Ekkor létezik olyan R reldcidé az o felett,
amelynek ¢ az egyenllséghalmaza; azaz ¢ = €qe

Bizonyitds: (& Szimmetria okokbdl nyilvdn elég bizonyitani,

hogy a e E(h,9) NE(g,f) = b6l kovetkezik, hogy a e E(h,f).
Ez valéban igy van, hiszen
a e€eEth, NE(g,f) <— h(a) =g(a) = f@a —
+h(a) = £(@a) <—> a e E(,f).
(b) Definidlunk egy R reldciét az & felett,

amelynek k sora van: hyhyy veey h » Legyen h,(a)=0,

K
ha aef . Tegylik fel, hogy egy n <k =ra h,, h,, ..., h

mér definidltak Ugy, hogy 1<i<j=<n esetén



Eth.,h.) = E . Legyen ae esetén
1% 53
h, @, ha 1i <n €8 ae Ei,n+1;
h a)=
nt max th,d): 1 <i<n, be@}+1 s ha
i =13
n
ae¢ il——'!l Ei,n+1 j
Ekkor, vegylik észre ellszdr, hogy a hp41 sor jol
definidlt.
Ehhez azt kell bebizonyitani, hogy &z 2 €E; ., MEy .,
= 5 =bsl
esetén h (@ hj(a) . Valdban, az ael . NEe o
kovetkezik, 'hogy a e Ei,j mert {Ei,j' Ei,n+1' Ej,n+1}
halmazrendszer A =rendszert alkot a feltevés szerint
i = miatt h.(@ = h.() .
és igy E; | E(hiJH) ;@ ;@
Vegyiik észre tovdbbd, hogy ha 1 <i <n és a ¢ By wcui
g . n
ugyanis akkor h, (@) + h  ,@. Ugyanis haa ¢ il=J1 E, nety
akkor n definicidja szerint h,@ ¥ h_,, (@.
Ha pedig ae Ej ¢l , akkor hj @ =h_, (@ és
h, (@) th @ , mert az {Ei,j, A Ej'n+1}
halmazrendszer 4 -—-rendszer volta miatt ‘ a $I%_j=EG%jhj)-

Az eld8bb emlitett két észrevételbll konnyen kdvetkezik, hogy
B, a1 ~E(yh ), ha 1zizn.
Tehdt a {h ,h,..., i} = R reldcidra ¢ep=c.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
A kiilonbszd filiggések és a sorok egyenléséghalmazénak
definiciéi alapjén nem nehéz ldtni, hogy a kdvetkezd F™
$-, D- és W- axidmdk a fliggések definicidinak dtfogal-

mazdsai egyenl8séghalmezokra.
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FF = axidma:

Az F(F CP(Q)*P(Q)) halmazrendszer kielégiti az F'=
axiémét, akkor és csak akkor, ha létezik olyan k és olyan
{Ei,j:l <1 <3 2 B4 ER } halmazrendszer, amely kielégiti

az alébbi feltételekets:

(i) ha (X,¥) e P(2)x P(@) \F, akkor létezik olyan 1i,]

(1 £4.99. k), hogy XC E; | és Y¢Ei.'j ;
(ii) ha @&,B) e F és A CE, 57 akkor B CE, 5"
ahol 1E21°9 Z2ks
(iii) tetszbleges i,j,r szdmokra (l<i<j<go <k .az
I{B. B . B .} halmazrendszer A =rendszert
1,] 112’ JIQ'
alkot.
D’ -axidma:
A D (D CP(Q)*P(R)) halmazrendszer kielégiti a

D’ -axidémdt, akkor és csak akkor, ha létezik olyan k és
{Ei j:1;i<j§<,Ei 5 c 9} halmazrendszer, amely kielégiti az
aldbbi feltételeket:
(i)ha &, Y)eP@Q)xP@)\ D, akkor létezik, olyan i,
1 i j k & = s
Qg 3 <3 2kj hogy X0E; <+9 & YNE , =0

(ii) ha @&,B) e D és AnEij+(p, akkor B NE _ % @,
' i,3

ahol l<d<jzgk
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(iii) tetsz8leges i,j,¢ szdmokra Ax 1 9% L =k)
az {E; 5 E, y» E, z} halmazrendszer A =rendszert
alkot.

S o axidma:

Az S(S CPQ)x P(Q)) halmazrendszer kielégiti

az § -axiémidt, akkor és csak akkor, ha létezik olyan k és
(B 45121 <3 <k, E . €0 }' halmazrendszer, amely kielégiti

az alédbbi feltételeket:
(1) ha (X,¥) eP() xP@)\S, akkor léezik olyan i,§(1<i<ik),

ho X NE és :

&y 1,579 Y ¢Ei'j ,

di) ha @By e S és A NE, 0, akkor g CE. , ahol

’ i,]
lzd=sjgsk;

(1ii) tetszGleges 1i,j, szdmokra (1 <i < j < 2<k) az
{ Ei'j, Ei,R' Ej,l} halmaszrendszer » =-rendszert
alkot.

W —gxidma:

A WWw SP(Q) xP(Q)), halmazrendszer kiedégiti a
W - axiémét, akkor és csak akkor, ha létezik olyan k és
{Ei'j:1§i<j;k, Ei,j € 2} halmazrendszer, amely kielégiti az
aldbbi feltételeket:
(1) ha (X,Y)eP(Q)xP(Q) \ W, akkor léezik, olyan 1i,J

l<i<3j<k s HOgZy XCE, . é YNE, ., =0¢;
= P | 1,]
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@i)ha (@A,B) e Ww s ACE _, akkor B NE, 3 +0, ahol
L3 ’
I 24 = =k;
dii) tetszlleges i,j,t szémokra (3.245 =3 < 42%) az
{E, ;B B .} halmazrendszer 4 -rendszert
1,] 112' :}rg'
alkot.

2.4 Megiegyzés: Az F'- axidma &ltal meghatdrozott E, .

’

halmaz nem més mint a maximdlis elem [3,6] azaz, ha (A,B) € F
és ACE, 50 akkor B EEi'j . Hasonldé médon be lehet

vezetni a maximdlis elem fogalmdét a d-, s- és w =fliggésekre

ill. teljes csalddokra, és a [8,9,161dolgozatok eredményeihez

hasonldkat lehet kapni.

2.3 Tétel: Legyen Y C P(R)xP(R)y YeFDS} €8 Y e {F,D,S).

(a) Az Y halmazrendszer kielégiti az Y -axidémét akkor és

csak akkor,ha az Y halmazrendszer kielégiti az Y -axidmit.

(b) Legyen 2 egy tetsz8leges véges halmaz (|2 =23) ., Ekkor
létezik olyan Ww SP(R) X P((R) ) halmazrendszer,

amely kielégiti a W-axidémdt, de nem elégiti ki a W -axidmét.

Bizonyitds:

(a) Tegylik fel, hogyY¥(¥=F)kielégiti az F -axidémdt. Mutassuk
meg, hogy ekkor Y(Y=F)kielégiti az F -axidmét is. Valdban,
(X,Y) € P()xP(Q)\ F -ra legyen E (X,¥) € az a

halmaz, amely az F -axidma szerint az (X,¥) =~hoz létezik
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és legyen tovébba
{Ez,..., Ek} = {E(X,Y): (X,Y) e P(Q) x P(Q) \ F}.
Definidljuk az {E, . :1<1i<3j<k} halmazrendszert

1y
az aldbbi médon:

Legyen E, 5= Ej, ha 13k és
legyen Ei,j=Ein Ej, ha 1. <4< %k
Azt dllitjuk, hogy ekkor az {E, 311 2 ic«jekl halmaz

mutatja, hogy az F halmazrendszer kielégiti az
F -axiémdt. Valéban trividlis, hogy az F =-axidma {)

pontja teljesiil. Legyen (A,B) €eF és feltételezzilk, hogy

ASEij(I;i<j<k). azaz AgEj y ha i1 ill.
ACE, NE, , ha i>1, Az F =-axidma (ii) pontja és az
E, E,..., § halnazok definicifja szerint igy B g B4y Bz azt jelentd, hogy

az F =axiéma (ii) pontja teljesiil. Most bizonyitsuk be,

‘ hogy az F -axidéma (ii) pontja is igaz. Legyen (lsi<j<t<k).

| { = — = & = E E
| Ha i=1 , akkor Ei,j Ej, Ei,!L E, é&s Ej,z 5 NE.,
E tehdt {E, 3 Ej 4r B ;] bérmely két elemének metszete
| E:j N E, és igy ez a halmazrendszer A =rendszert alkot.
3 = N = 2
, Ha i> 1 , akkor Ei,' Ei Ej, Ei,S?. Ei N ESL és
Ej,l = Ej N ER « Ezért az {Ei’j_, Ei,SL' Ej,z} halmaz
bdrmely két elemének metszete E N E,NE, o« Ezt azt
jelenti, hogy az {Ei’j, Ei,!L' Ej,,Q,} A = rendszer.

Ha az F halmazrendszer kielégiti az F -axibémét, akkor

nyilvénvald, hogy kielégiti az F -axidémit is. Ezzel az
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Y=F esetet bebizonyitottuk. Tegyilk fel most, hogy Y kielé-
giti a D ~axidémét azaz Y=D. Mutassuk meg, hogy Y (¥=D)
akkor kielégiti a D’ -axidémit is. Valdban, (X,Y)€P(Q)xP(Q)\ D -rg
legyen EX,Y) £2 a D-axidma szerint az (X,¥) =hoz létezd
halmaz és legyen

{El,Ez,..., Ek} = {E(X,Y) : (X,Y) € P(Q)xP(Q) \ D}.

Definidljuk az {E, . :1<1i<j< 2k} halmazrendszert a ko=

'3

vetkezlképpen:
legyen E, , ,; =E;, ha 1<1i<k, tovébbéd, ha
1<i<jz2%k és B 3 még nem definidlt, akkor pedig
legyen E; ;=
Azt &11itjuk, hogy ekkor {E, . : 1 <i<j <2} halmaz

i,]

és D kielégitik a D’ -axidémét. Konnyii beldtni, &z (i)
pont teljesiilését. Vegyilk észre, hogy ha az Ei,j halmaz
nem egyenld egyetlenegy EX,Y) halmazzal sem, akkor

E;5=9 és ezért ((A,B)eD & AﬁEi'j#)) - BnEi,j#p).
Ez azt jelenti, hogy a @i) pontja a D’ -axidmdnak szintén
teljesiil. A (iii) pont azért igaz, mert ha 1 <i < j < < 2,
akkor {Ei'j, E; o Ej,l} halmaz legalébb két eleme @,
tehdt az {Ei,j’ Ei,!L' Ej,z} halmaz ) =-rendszert alkot.
Ha v kielégiti a D'-axidmdt, akkor nyilvédn kielégiti a
D -axidémét is.

Az olvaséra bizzuk annak bizonyitdsét, hogy ha Y(¥=S)

kielégiti az S -axidmdt, akkor v kielégiti az S -axidmit

is. / Bz az eset hasonldan bizonyithatdé, mint az v-F eset./



(b Az egyszeriiség kedvéért legyen o={a,b,c}, /az dltald-
nos esetben {c} szerepét o\{a,b} jédtsza/. Legyen
W={(A,B)EP(Q)xP(Q) : A c{a}l ~a €B és AC{b} >~ b e B}.

Vegyllk észre, hogy a W/ halmazrendszer kielégiti a W -axidmét.

Valéban, W kielégiti a W-axidmét, mert ha (X,Y)eP@)xP()\ W,
akkor vagy XC{a} és a¢yY , vagy

X c {b} és b¢Y . Az elsS esetben E={a}, &a mésodik=-

ban E={b} mutatja, hogy igaz a W -axidma.

Azt 4d11litjuk, hogy & most definidlt w halmazrendszer
nem elégiti ki W=-axiémdt. Valéban, tegyiik fel indirekt,
hogy €= {Ei'jzléiq‘;k} mutatja a W -axidéma teljesiilé=-

gét W halmazrendszerre. Ekkor

(7) {al € ¢ és {b} € ¢,

mert ({a},e \{a}) ¢ W és ({b}, o \{b}) & W.
(8 P é¢e és {clee,

mert (©@,0) eW és ({c},2\{ch e w.

Az {a} és {b} € =beli halmazok; "elhelyezkedésiiket" te=-
kintve két esetet kiilonbdztetiink meg:

(9) {a} = E; | és (b}=E, .
Ekkor, mivel az {E. B . 8B .} halmagz
157 Ji 1,2
A =rendszert alkot, az Ej " halmaz csak ¢ vagy{c} lehet,

ami ellentmond (8) =nake.
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( 10) {a}=Ei j és {b}=E9, ,m’ ahol |{ilj"q'lm} |=4‘

r

Mivel a bizonyitésban csak az

Ei'j, Ei,S&' Ei’m, Ej,Z' Ej’m, E!,”m halmazokkal
foglalkozunk azért feltehetd, hogy i=1,
=2, =% mn=4% . Azt vizsgdljuk meg, hogy
Ey 3 halmaz mi lehet. Az E1’3 = {a} és az E1,3 = {b}
esetek a (9 ) esethez vezetnek.
E 5 %} és E 5 T0 a ©) miatt.
Ey 5 + {b,c} , mert
k A o 3 i h =
{E1,2’ E1’3, E2'3 } halmaz rendszer, és igy ha E1,3 {b,c},
akkor Eyy = 0] , ami ellentmond (8) =~nak. Ez végsé soron
azt jelenti, tehét, hogy aeE ;. e Igy ace T s
mert {E1 '2,E1 3 ,}32’3 } halmaz A =rendszer.
a¢ E, 40 mert Ey3 /By 40 B 4 halmaz A =rendszer.,
Icy E, C{b,c}. E, 4 + {c} és E, 4 +0 (8
miatt és E, , T (&} a (9) eset miatt. Tehdt E, ,=(b,cl.
Igy b e E, 4 , mert {E2'3 ,E2'4,E3'.4} halmaz 4 -rendszer,
Végiil, igy E1'3={a,c} , mert az
{E2'3 ; E1,2, El'3 } halmaz A =rendszer.
{E1'3 . E1’4, E '4} halmaz A = rendszer, s

E1,30F3,4=¢' E1,3UE3 A Q, ezert
E1 s ® , ami ellentmond (8) =nak.

Ezzel a 2.3 Tétel (a) és (b) pontjét is bebizonyitottuk.
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2.5 Megjegyzés: A 2.3 Tétel lényeges kiilonbséget mutat
a gyenge és a tobbi fiiggds kozott. Ez a killonbség lényegében
az, hogy az ¢ kezdStagl fliggések csak a gyenge fiiggésnél
birnak méds tulajdonségokkal, mint a nem ¢ kezddtagliak. Je=~
gyezzikk még meg, hogy az F -axiémdéban szerepld Ei,j
halmazok /és persze az F -axidmabeli E halmazok/ maximdlis
jobboldalaks ennek alapjén analdg médon definidlhaté a t8bbi
fiiggésre is a maximdlis fiiggés fogalma és Armstrong erre
vonatkozé eredményei /a maximilis jobboldalak metszetre zdrt-
sagét kivéve/ nehézség nélkiil adaptdélhatbk. Végiil bebizonyit-

juk, gy axidémdink valdban jellemzik a teljes csalddokat.

2.4 Tétel: Legyen YCP(Q)xP(@), Yy e {F,D,S,uw} és

Y'e(FDSW) « Ekkor Y kielégiti az y{F-D-S-
ill., W)axiémat akkor és csak akkor, ha létezik olyan R
relécié az @ halmaz felett, amelyre Y =Y_.
Bizonyitds: Tegylik fel eldszdr, hogy Y kielégiti az

Y’ -axiémét valamely vyei{F, D, S, W} -re. Ekkor az
Y-axidma ( iii) feltétele és 2.2 Tétel (b) pontja szerint
létezik olyan R relécidé, amelynek egyenld8séghalmaza az

zx ¢ J2RkD

Y: axidéma dltal garantdlt halmazrendszer (e={E, jzl
Az R reldcié egyenl8séghalmazénak definicidja és az Y-axidma
(1) és (i1 feltételei miatt nyilvénvald, hogy ekkor Y az R

megfeleld tipusu fiiggéseinek rendszere és igy Y =Y.
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Forditva, ha R(R={h h,,..., h }egy reldcié o felett,
akkor eg = By, h):l<i<j <k halmaz mutatja,
hogy az R relécié £f-, d-, s= 1ill. W =fliggéseinek halmaiai
kielégitik az F-, D'-, §- ill, W ~axidmét.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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3. Teljes f -csalddok generdldsa és reprezentdlésa
reldcidkkal

Jelslje a tovdbbiakban Fp az R reldcid funkciondlis

fiiggfségeinek halmazét, azaz
F, = {&,B):A 5B

R
Igy Fy CP(@)XP (@) . Nevezziik teljes f -csalddok=-
nak azon Y részhalmazait a P(Q) x P(Q) rendszernek

melyek valgmely o feletti reldcidé funkciondlis fligglségei,
azaz egy YCP(Q) x P(Q) teljes f =-csaldd akkor és
csak akkor, ha létezik olyan R reldcié @ felett, amelyre
Yo £

A funkciondlis fliggdségek vizsgdlata sorén az elsé fela-
dat a teljes f =csalddok absztrakt jellemzése volt.

Ez W.W. Armstrongnak (3] sikeriilt el8sz6r. Bebizonyitotta,
hogy egy Y SP®) xPW®), gkkor és csak akkor teljes f =-csa-
18d, ha Y-ra teljesiilnek a ¢ -axidéma feltételei (2.2
fejezet).

A funkciondlis fiiggések tovéabbi vizsgélata sorén fel-
meriilt problémék a teljes f -csaléddok kombinatorikus struk-
tirdjéval dllnak szoros kapcsolatban [8, 9, 19, 273.

Dolgozatunk jelen fejezetében a teljes f -csalddok el=-
méletének két probléméjéval és a linedris reldcidkkal fogunk

foglalkozni. E problémék a k&vetkezd Zltaldnos kérdéshez
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kapcsolddnak: £ltaléban mennyi "informécidé" elegendd egy
teljes f =-csalédd leirdsdhoz. Armstrong bebizonyitotta, hogy
minden teljes f =-csalédhoz létezik olyan reldcid, amely az
adott teljes f -csalddot reprezentélja. Ugyanakkor azt is
tudjuk, hogy ugyanazt a relécidét kiilonbozéféleképpen lehet
reprezentédlni reldcidkkal. Nagyon fontos probléma az adott

f «csalddhoz tartozé reldcidk ™minimalizélédsa", vagyis
kivdlasztani az adott f =-csalddot reprezentdld relécidk ko=
ziil azt, amelynek a mérete (sorainak szdma (S(n) )) legkisebb.
Ezt a problémét érdemes vizsgdlni "csak" a kijeldlt kulcsokat
figyelembe véve is. Igy ugyanis egy idében tobb teljes f =
csalddot vizsgdlhatunk, mivel dltaldban t&bb olyan teljes

f =csaldd van, amelynek ugyanaz a kulcsrendszere.

Ezen kiviil, dolgozatunk tovédbbi részében a linedris
reldcidkat vizsgéljuk és rémutatunk arra a tényre, hogy a
fliggésekre vald megszoritéds miatt - csak linedris funkcio-
nélis fligséseket engediink meg - a tételek lényegesen eltér-

nek az Zltalénos elmélettdl.



= 44 —_—-

3.1 Teljes f-cealddok és reldcidk

Ebben a paragrafusban becsgléet adunk S(n) -re ée s(n) -re
(1d. 3.3 Definicié). A probléma pontos megfogalmazdea a ko=
vetkez8: Legyen |% =n., Mi az a legnagyobb S(n) (s(n)) termé-
szetes =zdm, amelyre igaz a kidvetkezd: Iétezik olyan
¥ ¢ P(Q) x P(R) teljes f-csaldd (( Ko P(2) - Sperner
rendezer, kijelslt kulcs rendezer) tgy, hogy ha R egy olyan
reldcibé az 9 felett, amelyre y=yY. (K=K(F) ) , akkor az

R eorainak a széma legaldbb S(n) (s(n)).

3.1 Definicid: Legyen FC P(Q)XP(Q) egy teljes f-cealdd

ée legyen (A,B)e F. Ekkor azt mondjuk, hogy (A,B) maximdlis
fliggése 8z F halmazrendezernek, ha tetszSleges B' hal=-

mazra (B'> B) az (A,B')eF kdvetkezik, hogy B'=B .

Jeldljiik M(F) =~el az F teljee cesaldd maximdlie fiiggé-
geinek halmazdt. Egy B halmaz (BS Q) maximdlis jobb-
oldal az F teljes cesalddra nézve, ha létezik olyan A
halmaz (AC Q) , amelyre (A,B) e M(F) . A tovédbbiak=-
ban jeldljiik I(F) -el az F teljes cealdd maximélis
jobboldalainak halmazit.

3.1 lemma: Legyen F& P(Q) x P(Q) . Ekkor

1(F) = { B Q :(¥(A,C)eF)(Ac B +~ CC B)}.

A 3.1 Lemma egyezerii bizonyitde4t az olvaséra bizzuk.
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3.2 Kévetkezmény: Legyen Fc P(Q) x P(Q) egy teljes
f-cealdd. Ekkor 1(F) metezetre z4rt halmazrendeszer,
azaz B,B' e I(F) =-bdl kdvetkezik, hogy BN B' e I(F)

Bizonyitde: 3.1 Lemma szerint I(F)={BCQ:(A,C)eF, ASB - CcC B}.
Legyenek  B,B' tetez8leges elemei 1(F) halmazrendeszernek.
Megmutatjuk, hogy Bn B' e I(F) . Ehhez azt kell bizonyitani,
hogy (A,C)eF, A< B "B' esetén cc BN B' . Valéban, ha

Ac BnB', akkor Ac B, An B',ezért cc B, cc B', mert

B,B' € I(F) . Igy Cc BnB'  valéban. A 3.2 Kovetkezményt

ezzel bebizonyitottuke.

3.2 Definicié: Legyen FcC P(Q) xP(Q) egy teljes

f-cealdd. Egy A halmaz (Ac Q) kulcesa a teljes
f-cezalddnak ill. az R reldcidénak, ha (a,0) eF tel=
jeeiil. Az A halmaz kijeldlt kulcesa (kulcs jeldltje
az teljes cealéddnak, ill. az R reldciénak ha
A ,0)efF teljestil, és minmfen olyan A' halmazra (A'c A)
amelyre (A',Q) eF teljeeill, igaz az is, hogy A' =A.
Jeldlje KI(F) az F teljes f-cealdd kijeldlt kulcsai=-
nak rendezerét.

Jegyezzilk meg, hogy ha F teljes cealdd, akkor K(F)

Sperner ~-rendezer, azaz, ha K., Kj e K, akkor K, d Kj

n
|K(F)| < (En/z:l) £357.

3.3 Definicié: Legyen n >0 egy természetes szém ée

ée igy

|o|]=n . Jeldlje s(n) azt a legnagyobb természetes ezémot,

amelyre létezik olyan K< P(2) Sperner-rendezer, hogy:
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ha R olyan relécié & halmaz felett, amelyre K =K(F ), akkor

az R reldcié sorainak széma legaldbb S™)

3.1 Megjegyzés: Ha K €P(2) Sperner-rendszer, akkor létezik

olyan R reldcié o felett, amelyre K=K(F)) , ez [3201ben

bizonyitott, de a 3.3 TételbSsl is kovetkezik.

3.3 Tétel: e B Y<cusm 2 £ + 1.
- "\ E] 2]

Bizonyités: Eldsz5r a felsd korldt helyességét bizonyitjuk.

Legyen |q|=n és K cP(Q) egy tetszlleges Sperner rendszer.
Legyen L az % azon részhalmazainak rendszere, mely halmaz-
rendszer egyetlen elemét sem tartalmazzdék és maximélisak erre
a tulajdonsdgra, azaz

[={X C0: (Aek~-A LX) és (Y 2 X)>( 3ReK) A ¢ c¥il.
Vildgos, hogy L Sperner-rendszer és igy al[35] miatt |L|<‘[ ])
Jelolje kx az | szémosségit és soroljuk Tel azl Sperner rendszer

elemeit X - X alakban. Konstrudlunk R Q& feletti

1'X2'.o
reldcidét dgy, hogy az R reldcié sorainak szdma k+1 &g K(Fp)=K,
azaz az R reldcid kijelolt kulcsainak rendszere, K(F;) azonos az adott

K Sperner rendszerrel. Legyenek az R reldcid sorai

(ho’hl""'hk) a kovetkezdlk: h @) =0 , minden a €@ -ra,
és ha i olyan, hogy 1<ic<k , akkor
05 ha aex;
1
h, (@) =

i ha aeQ\Xi.

’



|, S

Legyen R={hj, h,..., b} . Azt Zllitjuk, hogy ekkor
K(Fg) = K.

Bizonyitsuk be eldszdr, hogy ha .az A halmaz eleme a K
Sperner rendszernek, akkor az A halmaz kijelolt kulcsa az
R reldcidnak, azaz A e K(Fp) . Valéban, ha A €K,
akkor az R relécidé bfrmely két sora kiilonbozik az A halmaz
legalibb egy elemén, mivel A¢X; , ha l<ic<k . Tehdt az A
halmaz kulcsa az R relécidnak. Az A halmaz kijellt kulcsa az
R reldciénak, mert ha létezik olyan B halmaz (B CA),
amelyre igaz, hogy (B,Q) € F, akkor K Sperner-rendszer volta

miatt B halmaz nem tartalmazza K egyetlen elemét sem. Ezért

létezik olyan i(1 < i<k) , hogy BCX;. K CP(®) és L
definicidja miatt X, ¥ @ igy ho$ h;, de B SX, miatt
(¥b € B) (ho(b) = h; (b) ) « Igy a B halmaz nem kulcsa az R
relécidnak. Ezzel beléttuk, hogy K C K(Fp) .

A tovébbiakban bizonyitsuk be, hogy az R reldcidé minden

kijelolt kulcsa a K Sperner rendszer eleme is, azaz

K(Fp) ©K . Tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan B,
hogy B e K(Fy) \K, Allitds elsd része szerint
K S K(F) és K(FL) Sperner-rendszer, ezért a B

halmaz nem tartalmazza K egyetlen elemét sem. Igy létezik
olyan i 112 & £K%) » hogy B CX; . Az eldébb azonban
ldttuk, hogy ekkor B nem kulcsa az R reldcidnak, ami ellent=-

mondis.
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K=K(F3) | Ezgzel az alsé

Tehdt K(Fp) €K és igy végiil

korlédt helyességét bebizonyitottuk. Most bizonyitsuk be a

felsS korldt helyességét. Allitdsunkat két konnyen léthatd

észrevétellel kezdjiik:

¢l) Ha R egy s =-soros reldcidé, akkor létezik olyan R' s=
soros reldcidé is, amelyben legfeljebb s szimbélum fordul
el8 és amelyre [ = Fp, és igy persze K(FRI=K(F.,)

is teljesiil.

(2) Ha R egy,s -soros relédcidé és s'>s , akkor 1étezik olyan
R' s'-goros reldcié is, amelyre fz =Fgr és igy persze
K(Fg) = K(Fg.) ig teljesiile Az (1) és (2) észrevé=
telek alapjdn legfeljebb S- goros reldcidk kijelslt

S(n).n

kulcsainak rendszerei legfel jebb s(n) sokan

vannak. Mdsrészt egy n -elemii halmaznak tobb, mint

n
'Z(n/ 2]) Speme.r—.'rendsz?ré van, tehat
n

STV En/2.]
sm) > > 2 , azaz
: n
s(n) . n . log, s(n) > n/2| °
n
Jelslje am) az|rn/21 -et és legyen t olyan fiiggvény,
hogy
3 an)/ n > t@m)) . 1092 t@m))) .

Ekkor sn) > t@m)) , mert ha sn) < t(@am)),
ekkor am) < n'S(n).logzs(n) < n:t@m))-log, (t@mj), ;

= 2
ellentmondés. Konnyll ellendrizni, hogy ha t(@@m))=2(m) /n*,
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n
akkor (3) teljesiil a t filiggvényre, tehdt s(n) ;n%(tn/ZJ) .

Ezzel a felsd korlitot és magét a tételt is bebizonyitottuk.

n
3.4 Kovetkezmény: n%_ {:%:[ < Sm.

, 1
3.5 Téetel: -
Sm) < %6:%_”0 ;

Bizonyités: W.W. Armstrong bebizonyitotta, hogy ha ISP(Q)

metszetre zdrt, akkor pontosan egy olyan F teljes csaldd
van, amelyre I = I(F) . Ezért elég bizonyitanunk, hogy ha
I cr() metszetre zdrt, akkor létezik egy legfeljebb % (t2/23\+ 1
soros R relacié, amelyre I =T1(Fp) . Lecyen tehdt 1cP(Q)

halmazrendszer metszetre zdrt. Legyen

N=1{Yel : Y+ n{Y el :Y' DY, Y'F }}.
Ekkor az N halmazrendszer olyan, hogy ha Y +Y' &g Y,Y'eN,
akkor YNy éN. D. Kleitman [291 tétele szerint ekkor
3 n
IN| =k_<__'§([n/2] =
A 3.6 Lemméban bebizonyitjuk, hogy a legsziikebb olyan met=-
szetre zdrt rendszer, amely N-et tartalmazza, éppen az I

halmazrendszer. Ezért elegendl egy olyan R reldcidét konste-

rudlnunk, melynek legfeljebb %(Eg/m) +1 sora van, és
amelyre N CI(F) C1 . Legyen N={Y,Y,..., ¥}

és legyen R az a relécid, amelyet 3.3 Tétel bizonyitdsdban

konstrudltunk, azzal a kivétellel, hogy az Xi halmaz
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helyére az v, halmazt irjuk, ha i=1,2,...k, Nyilvénvald, hogy

ekkor NcI(Focl. . Ezzel 4d1litdsunkat bebizonyitottuk.

3.2 Generdtorrendszer j ellemzése

Most rétériink a generdtorrendszer jellemzésével kapcso=-
latos probléméra, melyet W.W. Armstrong rkjvizsgélt ellszor,
A feladat pontos megfogalmazésa a kovetkezd. Legyen
FCp(q) x P(Q) teljes f -csaldd. Jellemezzilkk az F minimé-

lis szdmosségli generdtorrendszereit.

3.4 Definicid: Legyen F cP(Q) x P(Q) egy f =-teljes

csalédd. Azt mondjuk, hogy egy F'CF generdlja az F teljes
csalddot, ha minden olyan R reldciéra az 2 felett, amelyre
Y teljesiil, arra az FEF, osszefliggés is igaz.

A 4] dolgozatban logikai jellemzése adott a teljes
csalddok minimdlis szZmossdgi generitorrendszereinek. Ezen
jellemzés egy kombinatorikus ekvivalensét adjuk a 3.7 Tétel-

ben és becsiiljiik ezt a "minimélis szdmossdgot" a 3.8 Kévetkezmény-
ben.

3.5 Definicidé: Legyen Fcp(Q) x P(Q) teljes csaléad.

Jelolje ekkor N(F) az I(F) metszetirreducibilis elemeit,

azaz
N(F) = {YeI(F):¥ # n{Yy'el(F):¥'D2Y, Y'# V}}

Azt mondjuk, hosy egy ., MCI(F) metszet-generilja az I(F] -et,
ha I(F)={NM" : M" C M}.



3.6 Lemma: Egy M SI(F) akkor és wak akkor metszetsenerdl-

ja az I(F) halmazrendszert, ha N(F) € M.

Bizonyitds: A kovetkezd bizonyités héldelméletben jélismert.

Ha M metszet-generélja I(F) halmazrendszert, akkor N(F) €M
nyilvénvaldan.
Azt kell még bizonyitanunk, hogzy N(F) metszetgenerdlja I(F)

halmazrendszert. Tegylik fel, hogy ez nem igaz és legyen

Xe Il egy meximdlis szdmossézi, amelyre X # n{YeN(F):Y D X}.
Ekkor persze X ¢ N(F) , azaz

(4) X= n{X" e I(F) + X* OX, X' +X }.

Ha X0 D% XrE¥X , akkor |X'[>|X|] és igy

(5) X'= n{YeNF) :Y¥ DX}

De a (4) és az (5) alapjén X=n{Yy e N(F) : Y DX},

ami ellentmondés. Ezzel lemménkat bebizonyitottuk.

3,7 Tétel: Legyen F egy teljes f =-csaldd és F' C F.

Ekkor F* minimélis szdmossdgli generiétorrendszere F teljes

csalédnak, akkor és csak akkor, ha

(6) (¥ e N(F)) (3A,C ) (Fr=4{@.; ¥) 2 Ye N(F) }.

Bizonyitds: Ha F' halmazrendszer kielégiti a (6) formula

feletételeit, akkor nyilvén generdlja F teljes csalddot.
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Tegyilk fel, hozy F' generdlja F -et. (A/B) €F -re
legyen B' maximilis olyan halmaz, hogy B'23 &s (A,B")ef
Ekkor "= {@&,B"):(A,B) e F'} is generdlja F teljes
csalddot és |F"| < |F'| . Nyilvénvald, hogy {B':(3A)(@A,B")eF")}

metszetgenerilja I(F) halmazrendszert, és igy 3.6 Lemma

szerint IN(F)| < |[F"] = [F'] . Tovdbbéd, he
IN(F)| = |F"| = [F'] , akkor  N(F) = {B':(3) (A,B")eF")

teljesiil. Ezzel a 3.7 Tételt bebizonyitottuk.

3.8 Kovetkezmény: Ha F CP@) P teljes f =csaldd és

|a|=n , akkor létezik olyan F' generitorrendszere az f- teljes

el s 3§ °
2 [n/23] o

Dolgozatunk jelen részében a linedris reldcidkkal fog-

csaléddnak, amelyre

3,3 Linedris reldcidk

lalkozunk. Bériigyi adatfeldolgozésndl dltaldban csak a 4

alapmiiveletet hasznéljék €s nagyon siiriin csak olyan homogén
file-ok szerepelnek, amelyben a funkciondlis fiigg8ségek li=-
nedrisak. Rémutatunk arra a tényre, hogy a linedris reldcidk
esetében néhiény - méig is - megoldatlan kombinatorikai prob-

1éméba iitkoziink.

. - » 7 - ’ ” n 3 - -
Jelolje Q a raciondlis szdmesetet és Q a racionélis
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szamokbdl 4116 n hossziségi sorozatok halmazdt. Ekkor Q"

természetes médon n =dimenzids vektortér a Q felette.

3.6 Definicié: Egy R reldcié az 9 felett linedris,

ha R sgorainak halmaza altér a Q" n -dimenzids vektortérben.

’

3.7 Definicié: Legyen R relécié az & felett, ¢és.

R c 0, @,B) eF, . Az (A/B) funkciondlis fiiggés line-

4ris az R reldcidban,ha minden b elemre ® €B) _re létez~

nek a ,€Q:aen egylitthatdék Ugy, hogy ha heR

’

akkor, h(b) = I aa'bh(a).
aeA

3,9 Tétel: Ha R linedris reldcibé az o felett és (A,B)ef_,
akkor (A,B) linefris fiiggés R~ben, azaz linedris reldcid

minden fiiggése linedris.

Bizonyitds: Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy |B|=1,

azaz B={b}, Ez feltehetg, mert (7,BeF  gkkor és csak akkor, ha
(A, {bheF_ minden beB =-re, tovébba (a,B) linedris
funkcionélis fiiggés az R reléciéban akkor és csak akkor,
ha (a,{b}) linedris R-ben minden beB elemre.
Legyen S az R reléicibnak a Q° -ra vald vetiilete.
Nyilvénvaldé, hogy S altere Q® -nak. Ha Xe R, akkor
Pr,(x) e s az x vetillete. (A,{b}) eF, miatt f£:5-Q

‘& kovetkezl definicidval fliggvény: legyen X e R esetén
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f(pr,(x)) = x(b) , azaz az x vektor b -dik koordiné-

tdja. Azt dllitjuk, hogy £ lineédris leképezés. Valdban,
(T) ha X YeR,
akkor x+y eR. Igy & pr, linedris volta miatt

pr, (x+ty) = (pr,(x) + pr,(@) € S.
(xty) (b) = x(b) + y(b) ezért

f(pr, (x)+ pr, () = £(pr, xty)) = xd)+yd) =

fpr x))+f(pr (¥)).
(8) ha x€R, o e€Q, akkor pr, (ax)=aspr, (x)€ S és

f(a-p:rA(g)) = f(prA(a-g) = (a*x) (b) = ax (b) = a-f(prA(g)) .

Az S 1linedris altér o° -ban, ezért az f fiiggvény ki=-
terjeszthetd o* -re egy £ linedris leképezéssé, igy
van {o, y:aeA} €Q igy, hogy minden x € o®  -ra,
E(§)=Z Bt x(a). A 1~:‘ kiterjeszti az f fliggvényt,
tehdt fae: kivédnt alaki. Ezzel &llitédsunkat bebizonyitottuk.
Ha R €Q" 1linedris relécid, akkor R =-reldcidnak vagy
egyetlen sora van, vagy végtelen sok. Az R logikai struk-
turdjdt azonban az R reldcidnak mér véges sok sora is tik-
rozi, hiszen P(QY ={@A,B):A CQ, B CQ} véges és ha
(A,B) € P()? nem funkciondlis filggés az R reldcidban,
akkor ezt az R relécibénak mdr két sora is mutatja.
Mivel a linedris fiiggések gyakorlati szempontbdl fontosak,

siirtin elS6fordulnak, érdemes megvizsgdlni, hogy melyek azok a
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filiggésrendszerek amelyek realizélddhatnak linedris reldcié-

ban.

3,10 Lemma: Ha R S Q" 1linedris reldcid az @ felett, és

K K, kijelSlt kulcsafr teljes f -csalddnak, akor

k. | = |K|.
1 2
Bizonyitéds: Legyen R'C R olyan relédcié az @ halmazon,
amelynek véges sok sora van és amelyre Bon =&, « & 3.9
Tétel szerint F,» minden eleme lineéris fiiggés. Konnyen

meggondolhaté, hogy K €@ kulesa F,, teljes f=-csaléddnak,
akkor és csak akkor, ha a {(h(): h e R'),a € K} vektorhal=-
maz maximdlis linedrisan fiiggetlen részhalmaza {h(a):heR':aek}
-nak. Igy, ha KCQ kulcs, akkor K elemszéma egyenld az R’

métrixénak rangjival. A lemmét bebizonyitottuk.

3.1] Kbvetkezmény: Ha R € Q" linedris reldcid, akkor Fjy
teljes f =csaldd minden kulcsénak pontosan annyi ekme van,
amekkora R dimenzidja. A 3.10 Lemma szerint tehdt nem
igaz, hogy minden teljes f =csaldd linedris relécid fiiggés=-
rendszere lehet.

Most bebizonyitjuk, hogy létezik olyan n =véltozds li-

nedris R reldcié az @ felett, amelyben a kijelolt kulcsok

n
r n £ 3 rd - ’ I'd ’ .« 7
szima (]:5] és nem létezik olyan n -vdltozds relécid,

amelyben ennél t&bb kijeldlt kulcs lehetne.
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3.12 Lemma: Egy tetszlleges n =vdltozds linedris R reldcidban
n

maxmum([n:m kijelolt kulcs lehet.
2

Bizonyitds: Az egyszeriiség kedvéért mindegyik tartoményt je-
151jilkk a sorszdmdval. Igy egy tetszdleges kijelolt kulcs nem més,
mint az {1,2,...,n} =@ halmaz egy bizonyos részhalmaza.
Jeldljilkk K=-val a kijelolt kulcsok halmazét. Nyilvanvald, hogy
egy R relécidnak legaldbb egy kijeldlt kulcsa van -{1,2,...,n}-
és maximum 2°- 1 kulcsa kijeldlt kulesa lehet. A kijeldlt kulcs
definiciéjdbél kovetkezik, hogy a kijelolt kulcsok rendelkeznek
azzal a tulajdonsdggal, hogy ha

9) (ni M y-..n ) € K es (n. ,nj seeregb, V8 K

g g h & A2 ‘m
az R reldcid kijeldlt kulcsai, akkor igaz, hogy

i, 80 gsesy Bk {n, n,...n }
és 1P gyt & ol S S

{nj njz,..., njm} $ {nil’niZ’...,nih} ° -
Ez azt jelenti, hogy nekiink az  halmaz azon rész-

halmazainak a halmazédt kell kivélasztani, amelyek egyiittesen
rendelkeznek a (9) tulajdonsdggal. Pontosabban, ezen részhal-
mazok halmaza koziil azt, amelyiknek a szémosséga a legnagyobb.
Konnyii beldtni, hogy 1 = 2" egetén a (9) feltételnek
eleget tesz példdul az az S, halmaz, amely nem més, mint az

n, } régsze

2 halmaz Osszes m hosszusdgi {n. p—
1 im

n;
1%, =L

halmaza.

Ha  n=omt1 , akkor a (9) feltételt példdul kieldgiti
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az a S, ill. S; halmaz, amelynek minden eleme m ill. m+l
hosszusidgui.

Az S, (1=1,2,3) halmazok olyan halmazok, amelyek
kielégitik a (9) tulajdonsdgot. Nekiink az ilyen tulajdon=-
sdguak kozilil azt kell kivdlasztani, amelynek a szémossdga
a legnagyobb.

Konnyii bebizonyitani = és a Sperner-tételbdl is kovet=-
kezik - , hogy a legnagyobb szémossidgi éppen az dltalunk
megjelolt >; halmaz. Ismert tény [353]

n

n
hogy az S; halmaz szémossdga ([3]) pontosabban,

ha n = 2m, akkor (ir‘n): ha pedig n = 2m+l, akkor

n 2m+1 2mt+1
[n/231 m m+1 .
A 3.12 Lemmat bebizonyitottuk.
A 3.13 Lemméban bebizonyitjuk, hogy létezik olyan

linedris R reldcid, amelyben éppen annyi kijeldlt kulcs van,

mint amennyit a 3.12 Lemma kimond.

n
3.13 Lemma: Létezik olyan linedris R reldcid, amelyben([%ib

kulcsjeldlt van.

Bizonyitds: Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil tegyiik fel,

hogy n=2m . Ebben az esetben olyan példét kell konstrudlnunk,
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hogy az S, halmaz minden {ni My peee, D }Jc 2 eleme generédlja
1 2 m

az 9 halmazt, de az {niﬂni2,..”njﬁ egyetlen {nilﬂHZ'“"nit}

valddi részhalmaza se generZlja az 2 halmazt (t <m).

Az n=vdltozdés R relécié minden tartoményZnak minden
értéke legyen pozitiv egész szdm a kovetkezd médon: Az
i(i=1,2,...,m tartomdnyba egy x; véltozd keriiljon, amelynek az
értékkészlete pozitiv egész szdm.

Az mH (i =1,2,...,m tartomdnyokat pedig az 1 el
tartoményok értékei adjék meg. Az m+i  tartomdny értéket a

'Zixl + 22ix

+ 23135 +.. .+ Z(m_l)ix + 2mi X

2 m-1 m

linedris fiiggvény adja meg. Az 4ltaldnossdg megszoritésa
nélkiil tegyiik fel, hogy minden R elemet Ugy adunk meg, hogy
elébb 1,2,... majd végill az n attributum értéket adjuk meg.

Igy tehdt az R reldcid a kdvetkezd 2m lineédris fligg-
vénybSl &ll:

232

F={(x.,
= 1

j

N ~ 8

xj, 1=, 2 eewMbs

Nyilvénvald, hogy az dllitdsunk érdekében elégséges bebi-
zonyitani azt, hogy az F flicgvényrendszer bérmely tagja
linedrisan fiigg az F rendszer bdrmely m tagjdtél,

és egyetlen tagja sem fiigg egyetlen t(t <m) tagbdl

4116 fiiggvényrendszertSl sem. Ennek érdekében be kell
bizonyitani azt, hogy bérmely m egyenlet megolddsa meg-
adja a tobbi m  egyenlet értékét, és egyetlenegy egyen-
letrendszer, melynek szdmossdga kisebb, mint m nem adja

meg egyetlen egyenletnek sem az értéket.
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Innek igazoléséra elég bebizonyitani, hogy egyetlenegy
m szimosségu egyenletrendszernek sem O a determincénsa.
Konnyii beldtni, hogy ennek érdekében elég megmutatni azt,

m o
hogy a 3 zy'xj(i:Lz,.”,m)egyenletrendszer Zltal meghati=-
ol

rozott D determinins egyetlen D, részdeterminZnsdnak sem O
az értéke. Ez egyszeriien kovetkezik az F linefris fiigg-

vényrendszer tetszlleges m fiiggvénye dltal meghatdrozott

determinéns kifejtési szabdlyibdl.
Legyen 211 221 231 o o 2(m-1)1 2m1
512 22 582 o 2(m-1)2 om2
)13 523 533 o H(m-1)3 3
D= " 5 5 : 5
2’(m—l) 22(m—l) 2C%(m-l) 2(rnll)(m—l) 2rn(m—l)
21m 2’2m 23m 2(m—1)m T

A D determindéns sorait i =-vel, oszlopait pedig J =-vel
jelsljilkk, 1,9 =1,2,..., m.

Be kell bizonyitani, hogy a D determindns tetszlleges

D =(1 £k <m részdeterminénsinak az értéke nem O, azaz
R SR L ]
D = Jita 3t hts ¥0
20" % g8 B avaiia
: éjlik ;j2ik éjkik ;
ahol L1, < 1,% cee<i o <m és ];gh<jf.“<ik;m

3,2 legjegyzés: A D részdeterminins értelemszerlien azt
jelenti, hogy ismerjilk az n vdltozds R reldcidnak 1 -edik

~és h =adik értelmezési tartoményainak az értéket, ahol
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1<1<m és 1=1=j1, jz""'jk ’ valamint a h=mHi_,s = 1,2,.../k.
AD determindns kifejtésébSl kovetkezik, hogy a Dk! Gsszeg-
b8l 211, amelyek mindegyike
211j1k+izj1k-1 to.ot iy,
alaki hatvény, ahol 7J1 #1., ha sft g (& PP DURRRYS I & P PYRRETS M
Bizonyitsuk be, hogy ezek koziil a hatvényok koziil léte-
zik egyetlenegy legkisebb hatvidny, mégpedig a

Lydetlody qteestdy (3ot 0,

2 = M.

Elég bebizonyitani, hogy az
(Lo i3 #H 0,y +eetdy (34090 izjlk_1 el W T W
egyenlStlenség fenndll, ha legaldbb egy i d, . #i *Ju,__.:-

Valéban, bontsuk fel a (lo) egyenldtlenséget X darab egyen-

16tlenség Osszegére a kovetkezdképpen:

Ly (¥ g Posa¥lot)) £ 2q 6, ¥y Fewetly ¥ )

k  Tk-1 2 11
(12_11)' (Jk_1+.-c+72+31) ; (12_11) - (Jlk_l +...t ]12+Jll )
e i g = Ut & Gy 78 )< U F314

(ik-ik-1) .31 < Ug=ig-1) <31,

Nyilvénvalé, hogy legaldbb egy egyenl8tlenség szigori.

Igy sikeriilt bebizonyitani, hogy a D, determinédns
) 1yt Iy gt -ty
mindegyik ©sszeadand6jdb8l ki lehet emelni 2 =M,

s mellette a 2 valamilyen pozitiv hatvénya szerepel és az 1-

Al A2 Ak'-l

is csak egyszer, azaz +2 Tl T )

Dk = M(1%2

ahol Aj >1 (3=1,24e0.,kl"1).
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Ez azt jelenti, hogy Dy # ©-
A lemmdt bebizonyitottuk.
A 3.12 és 3.13 lemmsbdl kovetkezik az aldbbi tétel.

3.14 Tétel: Létezik olyan n-vdltozdés linedris R reldcié

n
amelyben a lehetséges kijelolt kulcsok szédma ([:%] és nem

létezik olyan reldcié, amelyben a kijelolt kulcsok szdma

ennél tobb lenne.

3.3. Megjegyzés: A 3.12 Lemmdban szereplS R reldcidé konst=-

rukcidjdbdl kovetkezik, hogy nincs benne egyetlen nem trivi-
4lis funkciondlis fiigglség sem.
A [}é] dolgozatban a szerzdk bebizonyitottdk, hogy ha a nem

trividlis fiiggéségek széma k < /h, akkor létezik olyan n -

I A

véltozds R reldcié, amelyben a lehetséges kulcsok szdma YN!-
A 3.15 Tételben egyrészt adunk a nem trividlis funkcio=-
nélis fiigg8ségek szémdra egy lehetséges becslést. Misrészt
pedig példdt konstrudlunk annak a ténynek az illusztrdlédsdra,
hogy a nem triviélis funkciondlis fiigglségek magas szima
"lényegében™ nem csdkkenti a lehetséges kijelolt kulcsok

szdmét.

n

n
3,15 Tétel: Legyen kK = [EZ] Létezik olyan ntl foku linedris
T reldicié, amelyben legalédbb k funkciondlis fiigglség

van és a kijeldlt kulcsok szdma is k.



W

Bizonyitds: Vegyillk a 3.13 Lemmdban szerepld n -véltozds
linedris R reldcidét és bSvitsiik ki ( n+l) =vdltozds
linedris T reldcidvd, Ugy hogy az ntl attributumértéke
ne fiiggjon az el8z8 n attributum egyetlen részhalmazdnak
az értékétdl sem. Vagyis az n+l attributum legyen teljesen
fliggetlen.

Nyilvénvald, hogy az R reldcié minden kijelclt kulcsa ebben
a T relicidban egy nem trividlis funkciondlis filigglséget

jelent és a pem trividlis funkcionélis fiiggéségek szima
n
]:%:l a T reldciéban.

A T reldcidé kijelslt kulcsai pedig nem mésok, mint az
1,2,...,m,...,n halmaz tetsz8leges m elemii részhalmazai és az
gn + 1) attributum (n=2m.

Konnyli beldtni, hogy az (n+ 1) =vdltozés T reldcié
n
n

(5

A lineédris relécidk fiiggésrendszereinek axidmatizdld-

kijelslt kulcsainak a szdmossdga is

A tételt bebizonyitottuk.

sa nagyon nehéz feladat, mert egy Kc P@) linedris
relicié filiggésrendszerének kijelolt kulcsrendszere akkor

és csak akkor, ha K a @ felett koordindtézhaté matroid.
A koordindtézhatdé matroidok belsS jellemzése pedig a véges

kombinatorika régéta vizsgdlt, méig is megoldatlan problémdja.
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3,16 Kovetkezmény: Ha |9 =n, ksn, K= {Ac Q: |A] =k},

akkor K egy linedris relécid kulcsrendszerel 2017,
A 3.14 Tétel bizonyitisiban hasznélt médszer segitsé-

gével konnyli belétni, hogy igaz a 3.16 Kovetkezménye.
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4., Reldciés adatmodell alkalmazdsa

4,1 A rendszer &ltaldanos leirdsa

A KITE szdméra az MTA SZTAKI raktdrnyilvintartdsi
rendszert készit. A KITE /Kukorica és Iparinovény Terme-
lési Egyesiilés/ mintegy 350 termellszovetkezet egyesiilése
kiilonbozd feladatok ellétéséra, melyek koziil az egyik leg=-
fontosabb: gondoskodni az orszigban miikodd mezdgazdaséigi
gépek alkatrészellitédsdrdl. Az alkatrész nagy részét kiil-
f6ldrdl /szocialista és t8kés orszdgokbdl/ kell beszerez=-
ni. A KITE,alkatrészraktérai hérom f& tipusba sorolhatdk:
konszigédncids, egyedi bizoményos és AGROKER bizoményos
raktédrak. Konsziganécids raktérat a nagyobb alkatrész-
gyadrté cégek létesitettek a KITE-nél /John Deere, Becker,
Rau, stb./; az ilyen raktdrakban levd alkatrészek leféf;
ben vannak a KITE-nél, a sz&llitdé cégnek a KITE a hazai
partnereknek tortént eladds utén fizet. Az egyedi bizo-
manyos raktédrakban az egyedi szerzddések dltal beszer-
zett alkatrészek vannak, mig az AGROKER bizomédnyos rak-
tdr lényegében olyan konszigndcids raktér, melynek tu-
lajdonosa az AGROKER.

A rendszer feladata az egyes raktérok készleteinek
naprakész nyilvéntarpésa és lekérdezése, a raktdrakbdl
vald kiszolgdlds segitése és a partneri igények nyilvéntar-
tdsdval kapcsolatos dontések tdmogatdsa. Ezenkiviil vannak

speciélis feladatok az egyes raktdrakban /pl. rendelés-

javaslat, stb./.
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Mieldtt a KITE-nek készitett rendszerterv [ 38) alap-
jén leirjuk & rendszer adatélloménydt relédcids adatmodell-
ben, roviden ismertetjilk a rendszert érintd f& fogalmakat
és tevékenységeket. Dolgozatunkban a rendszernek két f4&
részével foglalkozunk: az alkatrésznyilvéntartdssal és az
eldrendelésnyilvédntartdssal.

Az alkatrészek azonositédsa a rendszerben /jelenleg
pedig kézzel kitdltott kartonokon/ un. cikkszémokkal és a
raktédrral torténik. Egy cikkszdm d&ltaléban nem hatéroz
meg egy alkatrészt, mert ugyanaz a cikkszém tobb raktérban
is eléfordulhat. Egy alkatrészt a cikkszdm, raktdr azono-
git. A kiilonbszd egységdron valdé el8forduldst /kiilfoldi
alkatrészeknél ez eléfordulhat a devizaszorzdk, vém val-
tozdsa, stb. miatt/ a cikkszdmon jelezzilkk - erre nem té-
rink ki. Adott raktdrban adott alkatrész Uj cikkszéma az
a cikkszém, melyen a szdllité felé aktudlisan megrende=-
1lés adhaté fel; régi cikkszém az Uj cikkszém eldtti utol-
86 cikkszdm /alkatrészek cikkszidma megviltozhat/. Az al-
katrészeket forgelmuk nagysdga és a forgalmukrdél készi-
tett statisztika megbizhatdsdga alapjén négy tipusba so-
roljuk; ezek a tipusok a rendelésfeladdst konnyitik /az
egyik tipusba pl. olyan alkatrészek tartoznak, melyek
"miltja" elegendd alapot ad algoritmusként megfogalmaz=-
haté rendelésstratégia kovetésére; ezekre az alkatrészek-

re a rendszer mennyiségi rendelésjavaslatot ad/. Mivel a



3
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rendszernek a rendelésfeladédst témoizatd részével itt nem
foglalkozunk, az alkatrésztipusok pontos definicidjét sem
irjuk le.

A KITE dltal forgalmazott alkatrészek mintegy 50-féle
mezdgazdasdgi gép alkatrészigényét fedik. Egy alkatrész
t8bb géptipusban is eldfordul és esetleg mds-mis darab-
szédmmal /pl. elképzelhetd, hogy egy traktorban adott csa-
pdgybdél 30 db, egy kombZjnban 20 db van/; a cikkszdmok
mellett ezt kiilonbszd okokbdl fel kell tiintetni. A gép-
tipusok koziil az elsl az alkatrész géptipusa. Az alkatrészek=
nek mintegy 10-féle készletét kell nyilvéntartani - ezek fé-
leg a kiszolgéldst és a rendelést érintik, ezért ezzel csak
a lekérdezésnél foglalkozunk részletesebben.

Az alkatrészigények két formdban jelentkezhetnek: akut
igény illetve eldrendelés. Az akut igény vagy azonnali ki-
szolgdildssal keriil kielégitésre vagy ellrendelésként jelent-
kezik. Mivel a kiszolgdléds nem témaszt jelentls nyilvéntar-
tdsi feladatokat, azért itt nem érintjiik.

Egy ellrendelést egy partner /ez lehet KITE-tag, nem
KITE-tag, KITE bels8: pl. KITE-mithely, stb./ egy raktér-
beli egy géptipushoz tartozd egy aktualitéssal / mikortdl
tart réd igényt/ kért alkatrészekre adhat. Az eldérendelések-
nek a megfeleld8 KITE-szakember prioritdst /P2/ ad. liivel
egy eilrendeléssel lehetnek azonnal meg nem oldhatd prob-

1émdk, azért az "dllapotkdéd"-ot minden elfogadott eld-
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rendelésen "él8"-re kell #llitani; csak az €16 ellrendelé-
sek jelentenek a rendszer szémira tényleges igényt.

Az elbérendelésen minden egyes kért alkatrészhez egy
pozicidé tartozik. Pozicidnként is adhaté priorités /P3/.

A prioritésok az igények automatikus kielégitési sorrend-
jét hatdrozzdk meg. Mivel egy adott pozicidn jelentkezd
igényt nem biztosan a kért cikkszdmon elégitenek ki /cikk-
szémvdltozds, stb./, azért a végleges cikkszdm tikrszi az
eldrendelés tényleges igényét. A végleges cikkszém raktéra
természetesen lehet mds, mint a kért cikkszdmé, ezért, te-
kintettel a raktifrak egyenkénti &ttekinthetlségére, a végle-
ges raktér is feltiintetendd.

Az eldérendelésként jelentkezd izények kielégitése a
kovetkezd mddon torténik: az ellrendelések aktualitésa és
a P3, P2 prioritdsok alapjén a rendszer elljegyzési javas=-
latot készit. Az elljegyzési javaslatot elbirdljék és a
jévéhagyott illetve kiviilrdl megadott elljegyzésekrdl a
kiértesitési dédtum napjédn értesitik az eldrendelést feladd
partnert. Az elljecyzések dltaléban 8 napos éridejliek, de a
lejérat détuma kiviilr6l is dllithatd. A lejért hatédridejii
eldjecsyzésekrdl szakember dont.

Az el8jegyzésbe vétel és a kiszolgélés automatikusan
maga utdn vonja az érintett cikkszimok megfelell készlete-
inek és statisztikai adatainak médositésdt, de ezzel itt

nem foglalkozunk.
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A rendszer magjdt az alkatrésznyilvéntartés és az ell=-
rendelésnyilvidntartés valamint az ezekrdl vald informécid-
szolgédltatés képezi.

A 4.2 részben leirjuk e két nyilvidntartis megszerve-
zését reldcidés adatmodellben. A tdrzsadatiéllomdényokra nem
tériink ki. Ugy gondoljuk, hogy & 4.2-ben leirtak jol mu-
tatjédk a relécids adatmodell alkalmazhatdsdgdt és ellnyeit.

A 4.3-ban a 4.2-ben leirt reldcids adatbdzis lekérde=-
zésével foglalkozunk. Részletesen kitériink a relécids adat=-
struktura okozta viszonylag nagy védlaszidd csokkentésének

probléméjéra is.
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4.2 Adatstruktira szervezése reldcids modellben

A kdvetkezdkben leirjuk a KITE szémdra készitendl rak-
tdrnyilvédntartdsi rendszer két legfontosabb nyilvéntartdsét
reldcidés adatmodellben. Kiszdmitjuk a relicidés adatmodell alkal-
mazisdval elért helymegtakaritdst - amihez képest ezt a megtaka-
ritédst mérjiikk, az a rendszertervben [ 38 ] leirt adatstruktura.
Természetesen részletesen foglalkozunk a reldcidés adatstruk-
tira tervezésénél felhaszndlt funkciondlis fiiggésekkel.

A kiilonbdzd8 relécidk helyigényének kiszdmitésakor a ko=
vetkezd adatokat haszndltuk fel /ezek az adatok szolgdltak

alapul a rendszer helyigényének felmérésére a valésdgban is/:

l. eld8rendelések szdma maximum 10 000;

2. eldrendeléspozicidk szdma maximum 100 000 /azaz az egy
eldérendelésen levd pozicidk szdma dtlagosan maximum 10/;

3. el8jegyzéspozicibk széma maximum 200 000 /azaz az egy
eldrendeléspozicibhoz tartozdé eléjegyzések &tlaga maxi-
mum 2/

4. egy partner maximum 5 géptipust haszndl, azaz legfeljebb
5 géptipusra ad ellrendelést;

5. partnerek szama maximum 500;

6. 50 000 /cikkszdm, raktdr/ pér van maximum;

T. 30 000 cikkszém létezik maximum;

8. 20 raktdar 1étezik;

9. 50 géptipus létezik
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10. 150 kiilonboz8 lejdrati ddtum van az eldjegyzésekre

/a lejért eléjegyzéseket elbirdljdk/,

ELORENDELESNYILVANTARTAS ATTRIBUTUMAI

A, elérendelés sorszima /51
A, feladds détuma /6/
A3 aktualitds /1/
Ay megrendeld /3/
Ag géptipus /2/
Ag raktér /2/
A P2 prioritds 137
Ag 618 pozicidk szidma /4/
A9 javasolt elbjegyzés=~
pozicidk szima /4/
Ao dllapotkéd /1/
/"é186", *"nem 618"/
Ay pozicidé sorszima /3/
A, kért cikkszim /6/
A13 végleges cikkszam /6/
A14 végleges raktir /2/
As darabszim /3/
Aig eléjegyzett dbszdm /3/
A eldjegyzésjavaslat db 13/

17
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A, - hdtralék /3/
Ayg - P3 prioritdis 137
Ayg - eléjegyzéspozicid

sorszima /3/
A,, - lekdtés détuma /6/
Ay = lejérat ddtuma /6/
Aoy = kiértesités détuma /6/
Ay, = cikkszdm , /6/
Ays - raktér /2/
Arg = eléjegyzett db /3/
Ay, = hdtralék /3/
Ay, = dllapotkdd /1/

/"javasolt", '"nem ki-
értesitett", "kiértesi=-

tett", "lejért%/

Az attributumok utédn zérdjelben 4116 szimok az
attributumra vonatkozd adat karakterigényét jelentik.
Tehét egy elbrendelés - eldrendeléspozicidé - elbjegyzés=-
pozicidé rekord helyigénye 99 karakter és igy, l., 2. és
3. alapjén az ellrendelésnyilvidntartés helyigénye
200 000 + 99 = 19 800 000 karakter.

Az eldrendelésnyilvéntartéds attributumai kozott a

kovetkezd funkciondlis fliggések <llnak fenn:
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{Al’All’AZO } kijelolt kulcs, hiszen a sorszdémok éppen

a rekordazonosités céljéra szolgélnak.

Uhpdp P Byoed 3o o hi5edieeBy7ad160419 3 | mert
“1’A11} azonositja az elbérendeléspozicidt;

UpshysAst = (A As,Ac, Ay Ag,Ag,A ) , mert
egy partner (A4), egy nap (A egy géptipusra( AS) leg=
feljebb egy eldrendelést ad le, azaz —{A2,A4,A5} azo=-
nositja az eldSremdelést. .

{ A5 }: { Ag } , mert egy géptipus minden alkatrésze egy
raktérhoz tartozik.

{A8 }-*{Alo }, mert A, = "é18" akkor és csak akkor,
ha Ag # 0.

{A4,A5}* { A7 }, mert a P2 priorités megdllapitdsédnél
az eldrendeld kiléte /KITE-belsé, KITE-tag, nem KITE-tag a
sorrend/ és a géptipus /milyen munkélatokat végeznek/ a
meghatédrozdk.

{ Ajshyy,45, } kijelslt kulcs, mert egy eldrendeléspozi-
cidhoz egy nap legfeljebb egy el8jegyzés keletkezik.

{ A23}» { A5} , mert a kiértesités jogi okokbdl 8 napos
hatédridével jér.

{A22}» {Ayg} , mert A22==O, akkor és csak akkor,
ha A,g javasolt; ha A, #0, akkor App™8 = A23 és igy
aszerint, hogy A23 elmilt-e, "kiértesitett" vagy ™nem ki-

értesitett™; ha Ay 18 elmilt, akkor "lejért".
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Ezen funkcionélis fiiggések alapjén az eldrendelésnyilvén=-
tartdst a kovetkezdképpen bontjuk hat normélformdju relé=-
cléra (I 51,1101,1111,1 18D ¢
R, reldcidé attributumai: A5,A6;

reldcié attributumai: A4,A5,A7;

277374

1
s
R3 relécidé attributumai: Aj,B5,A5,A ,AS,AB,Ag,Alo;
R4 reldcidé attributumai: Al’All’Al2’AlB’A14’A15’A16’A17’A18’

195

R5 relécié attributumai: A22,A23,A28;

Re¢ relécidé attributumai: Al’All’AZO'A21’A23’A24’A25’A26’A27’
Aogs |

1 reléciéban legfeljebb 50 rekord van 9. miatt;

R, reldcidban legfeljebb 500°¢ 5 rekord van a 4. és 5. miatt;

Ry reléciéban legfeljebb 10 000 rekord van, mert ‘

{ A2,A4,A5 }=t81 fiigg R3 relécidé attributumhalmaza és
az l. miatt;

R4 relécidéban legfeljebb 100 000 rekord van 2. miatt;

R5 relédcidéban legfeljebb 150 rekord van a 10. miatt;

és végiil R6 relédciéban legfeljebb 200 000 rekord van 3. miatt.

R R2,R3,R4,R5 és R reldcié rekordhosszai rendre 4,8,26,

1’
37,13 és 38 karakter; igy e hat reldcidé helyigénye Osszesen:
504 + 25008 + 10 00026 + 100 000«37 + 15013 + 200 000. 38=

= 11 582 150 karakter.

Most rdtériink az alkatrésznyilvéntartdsra.
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AZ ALKATRESZNYILVANTARTAS ATTRIBUTUMAI:

/A13=/ By - cikkszém /6/

/Ay ,=/ B, = raktar /2/
E; - tipus /1/
E, - minimélis készlet /2/
B; - egységdr /3/
Eg - vémtarifaszdm L2]

- géptipusok dbszdmmal /40/

=3

~

H =5 =H =5 &85 &H H O ®H O H
I

- megnevezés kdédja /2/

(09)

- raktéri hely l4/

O

- régi cikkszém /6/

=
O

ij cikkszdm /6/

—
|

- miiszaki leirés /20/

=
n

- készletek /50/

-
W

- utolsé eladds ddtuma /6/

H
S

- mennyiségegység /1/

-~
Ul

6. alapjén az alkatrésznyilvéntartés helyigénye
50 000 « 151 = 7 550 000 karakter.
Az alkatrésznyilvédntartds attributumai kozott a
kovetkezd funkcionélis fiiggések &llnak fenn:
{ E{4E5;} kijel®lt kulcs, hiszen a /cikkszém, raktér/
azonositja az alkatrészt.
{Eg}» {Els} mert egy raktérban tdrolt alkatrészek

mennyiség egysége azonos.
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{Ey} - {E7,E8,E10,E11,E12} nyilvénvaldan, hiszen
egy cikkszdmhoz funkcidét tekintve egy alkatrész tartozik.
Ezen funkcionélis fiiggések alapjén az alkatrésznyil-
véntartést a kovetkezdképpen bontjuk normélforméjui reld-
cidkra:
R, relécié attributumai E2,E15;

relécié attributumai El,E7,E8,E10,E11,E12;

o

R
Ry relédcidéban legfeljebb 30 000 rekord van, a 7. miatt, és
véglil;

R9 reldcidéban legfeljebb 50 000 rekord van, a 6. miatt.

7

8

9 reldcidé attributumai El’Ez’E3’E4’E5’E6’E9’E13’E143
7 relédcidéban legfeljebb 20- rekord van, a 8. miatt;

R7,R8 és R9 relécié rekordhosszai rendre 3, 80 és 76 karakter;
igy e hérom reldcié helyigénye Gsszesen:
20 «3 + 30 00080 + 50 00076 = 6 200 060 karakter.
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4,.3. A rendszer megszoritott relécids kifejezésekkel vald

lekérdezése

Az eldz8ekben leirt relécids adatmodell lekérdezésére

a megszoritott reldcids kifejezéseket haszndljuk.

4.1. Definicié /1/ Kivélasztés:
Legyen R egy relédcié az X attributumhalmazon, Ae X

és c egy konstans.
Az A=c kivdlasztds, OA:c( R) az a relécid, mely-

nek sorai R-nek azon sorai, melyeknek értéke A-ban c; azaz

o (R)= : = G
Waizs R)= {re R: r(A)= ¢ }
/2/ Vetités:
Legyen R egy reldcidé az X attributumhalmazon és Y< X.
R vetitése Y-ra, = y (R) az a reldcid, melynek
attributumhalmaza Y és sorai az R sorainak Y-ra vald megszori-

tdsai; azaz

» P .
”Y(R)- {p Y.reR} i

/3/ Egyesités:
Legyen R, X-en, R, pedig Y-on reldcid.

R, és R, egyesitése, R,WR, az a relécid, melynek
attributumhalmaza XUY és sorai azok az XV Y-on értel-
mezett fliggvények, melyeknek X-re vett megszoritésa Rl—nek,

Y-ra vett megszoritdsa pedig R2-nek sora; azaz

RMR, = { r : r értelmezési tartomdnya XuY 45

riy e Ry, Fye Ryt .
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E héfom operdcidval kaphatd kifejezések a megszoritott
relédcidés kifejezések. Megszoritott relécids kifejezés értéke
tehdt relédcid.

Most megfogalmazzuk a rendszerrel szembeni konkrét kér-

déseket megszoritott reldcids kifejezések formdjéban.

1. El8rendelések

Az elbrendelés - ellrendeléspozicié - elijegyzéspozicid
rekordokat a kovetkezd megszoritott reldcids kifejezés ered-

ménye tartalmazza:

6

fl Ri=Ro

Ezenkiviil természetesen még sokféle kérdés tehetld fel az
eldrendelésnyilvéntartésrél, a vetités és a kivélasztas
felhasznédlésaval;

pl. adott partner /c/ ellrendelései:

(o, CRY, ahol X={ Ajyhp,ecerhyg }e

2. Elbrendelések adott cikkszdmra

Ezt a kérdést azért nem soroltuk az elSz8 nagy kérdés-
csoporthoz, mert nem pusztdn a felhaszndlé felé nyujtott
informécidészolgdltatdssal fligg Ossze, hanem a rendszer bizo=-
nyos bels8 programjai /pl. a rendelésjavaslat-készit8 program/

is hasznéljék. Legyen c egy adott cikkszém d pedig adott

raktér. Ekkor /c,d/ pérral adott alkatrészre /c a végleges
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cikkszdm/ é16 elSrendelésekrdl sziikséges informécidt tartal=-

mazza a kovetkezd megszoritott relécids kifejezés értéke:

6
=R?
"YO A0 4),=0° A= B R,) =R’ , ahol

Y o= {AyyhysAgahy by oy hygyhoyahnn Ay g hogsAng)

. Alkatrészek

: Az alkatrésznyilvéntartés teljes rekordjait a

b R;=P ’kifejezés értéke tartalmazza.

Természetesen a két nyilvéntartdsrdl egyiittes informdcid
is kérhetd; pl.

“Ei’EZ’E13}(R9D4 7Ty (F)) eredménye tdjékoztat az alkat-
részek készleteirdl és az igényekrdl egyszerre /emlékez-
tetiink arra, hogy az A13 attributum megegyezik az E1 attri=-
butummal, az A,, pedig az E2-vel/.

A reldcids kifejezések megvélaszoldséndl az egyetlen
id8igényes miivelet két reldcid egyesitésének meghatédrozdsa.
Ezért célszerii a kifejezések megvdlaszoldsa eldtt a lehetd
legrdvidebb alakra hozni a megvédlaszolandé kifejezést. Ennek
sorédn persze ligyelni kell arra, hogy a legrdvidebb alekra
hozds idfigénye alatta maradjon a rdvidités dltal nyert
idének.

4.2, Definicid

Legyenek Eq €s E, megszoritott relédcids kifejezések.
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’

Legyenek Ry,eee,R azok a reldcidk, melyeken E, és
L, operél. Jeldlje X, az Ry reldacidé attributumhalmazdt
(A=lyeeeyn)e

Ha Py,eee,P relédcidk X,5+eeX -en rendre, akkor
E; [Pyyeee,P ] jeloli azt a megszoritott reldcids kifeje-
zést, melyet E,-ben R; helyére P;-t irva kapunk /hasonldan
definiédlt E2[ Pl,...,Pn]/.

Azt mondjuk, hogy E; és E, erdsen ekvivalensek, ha
tetszlleges X;-n értelmezett'Pi reldcidkra (i=l,...n)

El[ PiseeesP 1 = Ej[Pyyeee,P ], mint relécidk.

Ha E1 [Pl,...,Pn] = E2[P1,...,Pn] teljesiil minden
olyan Pl,..},Pn relécidésorozatra, melyre létezik I reldcid
'_t;l X, =-n, hogy 1<i<n esetén P; = nxi( I), akkor
By és E, ekvivalensek. /Ilyenkor E " Py,e..,P ] helyett
E; [Il-t irunk./

Kénnyen l&thaté, hogy ha egy reldcids adatmodell egy nagy
relédcidnak funkciondlis fiiggések szerinti szétviégdasédval ke-
letkezik, akkor az adatmodell reldcidin operdld ekvivalens
kifejezések megegyeznek az adatmodell reldcidin, ezért adott
kifejezést megvélaszolni egyenértékii vele ekvivalens meg-
vdlaszoldsdval; azaz a kifejezés roviditésénél elég arra
vigyédzni, hogy a rovidebb ekvivalens legyen az eredetivel.

Hatékony roviditd algoritmus &£ltaléban nem létezik
([ 11,[2)D ; a kifejezések egy széles osztdlyéra azonban igen.

Ennek pontos megfogalmazdsdhoz szilkséglink van a megszoritott
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relicids kifejezések téblézattal vald reprezentélésdra
(F11,121).
Tébldzat alatt olyan specidlis métrixot értiink, mely-

ben négyféle tipusi jel szerepel. Ezek a kivetkezlk:

/1/ megkiilonboztetett véltozdk; ezeket a=-val jeloljiik,

esetleg indexelve;

/2/ nem megkiilonboztetett vdltozdk; ezekel indexelt b-vel

jeloljiik;
/3/ konstansok; ezek jelolésére a c betiit haszndljuk,

’

indexelve is;

/4/ blank .

Tébldizat elsd sora a téblézat Osszegezdje; ebben a
sorban csak megkiilonboztetett vdltoz6, konstansjel és blank
szerepel; a tdbldzat tobbi sorédban a blank nem szerepel.
Megktveteljilk tovédbbé, hogy a tdbldzat kiilonbdzd oszlopai=-
ban nem fordulhat eld azonos jel és ha egy sor valamely
oszlopban megkiilénboztetett védltozd, akkor ez a megkiilon=-
boztetett vdltozdjel szerepel a tédblézat Osszegezljében is
/természetesen az Osszegezldben ugyanabban az oszlopban, mint a
sorban, hiszen kiilonbszd oszlopokban nincs azonos jel/.

A kovetkezdkben megszoritott relédcids kifejezéseken
olyan operdécidkat is értiink, melyek operandusai attributum=-
halmazok /sémék/. A szbvegbd8l mindig vildgos lesz, hozy

melyik értelmezést hasznéljuk.
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Megszoritott reldcids kifejezések reprezentdldsa tébldzattal:

1., Ha az E megszoritott reldciés kifejezés az X séma és YD X,
akkor az E Y-on értelmezett tdbldzata, T, a kdvetkezds:
T Osszegezld sordban megkiilonboztetett véltozd van az
X-beli oszlopokban és blank az ( Y\X)=-beli oszlopokban.
T-nek egyetlen tovédbbi sora van, mely az X-beli oszlo=-
pokon megegyezik a T Osszegezljével, az (Y\X)=beli osz=-

lopokon pedig nem megkiilonboztetett vdltozd az értéke.

2. Ha az E megszoritott reldciéds tifejezés o (E

A=c 1)
alaku, és T, az E, megszoritott reldciébés kifejezés téb-

lézata, akkor E tébldzata, T, a kdvetkezdl:

/i/ ha T, dsszegezlje A-ban blank, vagy c-tSl kiilonbozs
konstans, akkor T=¢;

/ii/ ha T, OsszegezGje A-ban az g megkiilonboztetett
véltozdjel, akkor T=t gy kapjuk, hogy T,~ben a-t
mindenhol c-re cseréljiik;

/iii/ ha T, 6sszegezlje A-ban c, akkor T=T1.

3. Ha az E megszoritott reldcids kifejezés m y ( El) alaki
és T, az El tédblédzata, akkor E tébldzata, T, a kovetkezl:
T, minden X-en kiviili oszlopéban blank-kel helyettesit=
juk Ty Osszegezbjének nem blank értékeit és nem meg-
kiilonboztetett védltozdkkal a sorok megkiilonbdztetett

véltozd értékeit.
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4. Ha az E megszoritott reldcids kifejezés Elpq E2 alakd
és T, az Ey, T, pedig az E, tébldzata, akkor E téblaza-
ta, T, a kiovetkezs:
feltehetjiik, hogy a T,~ben szereplS nem megkiilonboztetett
véltozdjelek halmaza diszjunkt a T,-ben szerepl8ékétdl,
tovébbd, hogy Ty és T, azonos oszlopaiban megkiilénbdzte=~
tett védltozdjelek azonosak.

/i/ ha T, és T, valamely k&zds oszlopéban Osszegezlik
kiilénbsz8 konstansok, akkor T=@;
/ii/ ha /i/'nem 41l fenn, akkor T sorai T, sarai és

T2 gorai. T Osszegezd sora a kovetkezl:

/a/ ha T, és T, Osszegezdi koziil valamelyiknek
értéke egy oszlopban konstans, akkor T-nek ebben
az oszlopédban minden megklilonboztetett vdltozd
helyett ez a konstans szerepel, és T Osszege-
z8jének értéke is c.

/b/ ha /a/ nem &l1 fenn, és T, és T, tsszegezdi
koziil valamelyiknek az a megkiilonboztetett
védltozé az értéke, akkor T Osszegezlje is az a
értéket veszi fel a szdébanforgdé oszlopban.

/c/ ha sem /a/ sem /b/ nem dllnak fenn, akkor T

osszegezljének értéke b