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Il. PEDAGOGIA ES KORNYEZET KULONOS
TEKINTETTEL A MATEMATIKAOKTATASRA

AZ ANALIZIS FOGALMAINAK KIALAKULASA GYERMEKKORBAN

ROVID MATEMATIKATORTENETI ATTEKINTES ES A FEJLODESLELEKTANI VIZSGALATOK
NEHANY TAPASZTALATA

MUNKAcsY Katalin, PhD

E-mail:katalin.munkacsy@gmail.com
DOI: http://doi.org/10.23716/MTIT.7.2025.02

Absztrakt

Ember és kornyezetének kapcsolatat pedagogiai smtindb is sokoldalGan
vizsgéljak. Vizsgalatunkban a gyerekek iranyitoftdon mozognak a szabadban,
mikozben sokféle tapasztalatot szereznek. A kérdésamire majd valaszt
szeretnék adni: Mit vesznek észre a kornyezetlkbaisgyerekek azokbol a
jelenségekdii, amelyeket k&b majd a matematikai analizis targyal? Hogyart lehe
irdnyitani a tapasztalatszerzést? Mit mond midblermatematikatorténet? Rovid
matematikatorténeti attekintést tervezek és adéfliélektani vizsgalatok néhany
tapasztalatat mutatom be.

Kulcsszavak: matematikai nevelés, a tanulok fogalmainak fejfesz, érzékszervi
€s mozgasos tapasztalatok

1. Bevezetés

Az analizis, a matematika egyik részteriilete, léatiink fontos jellenégvel, a
mozgassal foglalkozik. Korabbidadasomban bemutattam (IMKACSY 2022], a
matematika torténetében megfigyethdtogy az analizis kdrébe tartoz6 kérdések a
gyakorlatban mertiltek fol, a gyakorlati igényelefgéttek inspiraciét a problémak
megoldaséara. A megtalalt algoritmusok matematiattele bizonytalan volt, ezért
azok ismertetése néha misztikus magyarazatokatintatott, vagy maguk a
matematikusok titkoltak el mddszereiket. A nagy emadtikusok a bizonytalan
alapok ellenére jol alkalmaztdk az U moddszerelett talan UGgy lehet
megmagyarazni, hogy a formalis definiciok hianyenére a fogalmak szemléletes
tartalmanak mélyrehato ismerete, a megérzésekikisa jol niikodtek.
Megmaradt-e az analizis szemléletessége?
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2. A szigoru matematikai bizonyitasokra és definidkra éptilé
matematika intuitiv eszkozokkel torténs elokészitése

Az analizis oktatasanak ma vilagszerte elterjedtdpcioja szerint a kész elméletet,
az analizis modern tudomanyét igyekszunk tanigigyakran sem a torténeti
elézményeket, sem a diakok tapasztalatait nem vesfigyklembe. Mas
matematikai tudomanyagakban mar régéta alkalmatagelv, hogy nem a kész
matematikat, hanem a szdletn 1év matematikat kell tanitani annak érdekében,
hogy a diakoknak személyes kapcsolatuk legyenatztéchavat. Ebben az irdsban
azt szerethém megmutatni, hogy az analizis nelygnfai, szemléletes szinten,
benne vannak a gyerekek tapasztalataibanc[&R, 2018] Altalaban ezekre a
tapasztalatokra az oktatéds nem épit, igy azok @oksm is idé&dnek fol, ezért a
tanulds hatékonysdga nagyon alacsofBRESSOUD 2015, 2016] nemzetkozi
kutatdsai folyamatosan megmutatjak, hogy az asaliteginkabb buktatd tantargy.

Mit latunk a kérnyezetiinkben? Es még mit érziipasatalunk, til a latvanyon?

A mozgas

A sokféle mozgéas azéények egyik legfontosabb jelleije. A legkisebb gyerekek
is mozognak és figyelik masok mozgésat. A legegilbbemozgés, az egyenes
vonall egyenletes mozgas felismerése az embergherelesziletett képessége. A
gyerekpszicholdgiai kutatadsok a modern, és naggrarkény szemmozgasvizsgald
eszkozokkel megéllapitottak, hogy a néhany hetbakbéelismerik az egyenes
vonalli egyenletes mozgéast, azt megkilonboztetik masgasoktdl. Az ezt
bizonyitdé vizsgalatok lebonyolitasat érdemes megigin egy ern§y mogott
eltiinik, majd késbb ebbukkan egy targy. A latvanyt a csecgé&negyszeien
tudomésul veszik, vagy érdéive, hosszabb ideig medfigyelik, attol figo,
hogy hogyan mozgott (mennyire kiszamithatdban mozgtitrgy) az errymogott.
Ez a j6l dokumentalt jelenség az alapja a mozgakakiégbbiekben megszerzett
tapasztalatoknak. A kicsi gyerekekre vonatkozO gyareklélektani kutatdsok
Osszefoglaljat irtAk meg a szikza gyermeki bolcsessérszold konyvikben.
[GROPNIK, 2015]

Az analizis a valtozasrdl szdél, és a valtozasokyibginvalobb formaja a
mozgas. A mozgés filozéfiai, logikai és matematiiasgalata nehéz problémak
sokasagat veti fol. Szamunkra most az a legforitpshbgy a matematika,
természetesen a fizika is, labsiget nyljt a mozgas lekotthzasara. Jol

! Balint Agnes pszicholégussal beszélgettiink sokatntuitiv tanulas formalis keretek kozotti
alkalmazéasanak letésegeiél.

2 Stettner Eleondraval készitettlink olyan GeoGeppdikacidkat, amelyek a didkok cselekvésére
épitve képeznek hidat a kérnyezétizerzett tapasztalatok és a formalis matematikétk
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megvalasztott grafikonokkal le tudjuk irni a mozuéd, és a kottat” életre tudjuk
kelteni. A mozgésokat, a szemlélekticsit mér elszakadva, a figgvényekkel tudjuk
leiri. A grafikonok irasara és olvasaséara vissiake de elbb vizsgéljunk olyan
tapasztalatokat, amelyekhez nem sziikséges a fligdpiSmerete.

Pillanatnyi sebesség

Nem is gondolnank, hogy a pillanatnyi sebességkélege szintén gyerekkori
élményiink. Eszreveszi-e a két autd sebességérigibkahét egy 6 éves gyerek, ha
az egyik 60-nal, a masik 100-zal suhan el mellstelyik auté volt a gyorsabb?
Igen, tudnak valaszolni a gyerekek. Kis sebességk&ég esetén mi magunk is
tévedhetink, de a kérdést értelmesnek talaljulgyama gyerekek is. Kerestem
kutatdsi adatokat arra vonatkozéan, hogyan ériékeli sebességet. Két
feltételezéssel talalkoztam. Az egyik szerint ardrekben keletkeéz képeken az
agyunk méri a targy elmozdulasanaftémtamat és a megtett tavolsagot, edkekb
pedig ,atlagsebességet szamol”. A masik feltétslezérint vannak tarolt mintaink,
és ahhoz hasonlituk az éppen medfigyelt mozgasatemuhtikatanulasi
szempontbdl nem is az agyikddési mechanizmusa az érdekes, hanem az, hogy
van ez a képességunkafiR CC, Bensmaia SJ 2015]

A pillanatnyi sebesség fogalma az analizis tanukmsan mertl fol. Az
atlagsebesség fogalma az iskolai oktatasban messgebzi a pillanatnyi
sebességet, pedig ez utdbbi sokkal természetegghigk-kdzelibb fogalom. Jo
lenne tudni minden didknak, hogy amikor a pillayiatsebességet kildnbségi
hanyados fuggvény hatérértékekent, vagyis az éblagségek hatarértékeként
definidlja tanaruk, akkor csak a definicio 0j, getom nem az.

Szélgérték

Szélgerték feladatokat gyakran oldunk meg mindennafpiirtesoran. Kereshetjuk
a felszin maximumat adott térfogatu tészta eseteb@s meg is tesszik, amikor a
gyurt tésztat vékonyra kinyGjtuk, hogy hamar kisgfon. Es ol
0sszegombolyitjik, minimalizéljuk a fellletét, ha akarjuk, hogy felhasznalasig
ne szaradjon ki. A gyerekek sokkal jobban szeedtila problémét, hogy amikor az
adott mennyiség fondantbdl készitiink karacsonyfadiszt, majd axasatott
csokiba martjuk, van-e a tobbinél keditalz forma. Vagy lényegtelen, hogy milyen
alaku diszeket martunk a csokiba? (Azt hiszemrraéiezetes feltételezés, hogy a
csokit jobban szeretjik, mint a fondantbdl készgességet.)

A vilagot a matematika tanulas soran leegysite vizsgaljuk. Az egysaer
példakon keresztul joI megfigyelhetjuk azokat detéket, amelyekkel a sokkal
bonyolultabb problémakat is kezelni lehet majdkbs
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Gyerekek szivesen rakosgattak a papir négyzetetatszetesen a szdgék
fogalma széba sem kertlt. A feladat a kovetk€znégyzettl rakj ki téglalapot!
(Azt csak munka kézben mondom el, ha sziikségeg,apgpirnégyzeteket ebben
feladatban ne hajtsak 6ssze, ne vagjak szét, yektegymasra, és ne hagyjanak ki
hézagokat.) Tudsz tobbfélét is? Mekkora a teridetkétiéle téglalapnak? Es
mekkora a keruletik? Novelhetjik a négyzetek szétgihte még folytathatjuk a
rakosgatast, kébb elég lerajzolni a megoldasokat, utana elég kisg@molni a
téglalapok adatait. A kicsiknél itt vége is van,i®egy jaték volt a sok kdzdl. A
nagyobbaknal kereshetjik az Aaltalanositott megolda&érdésre: Mikor lesz
legkisebb és mikor legnagyobb a kapott téglalaplil&te? Mi a négyzetszamok
€s a primszamok kulbnleges szerepe?

Az érintd

Nézzik az éridt, de még a fliggvények grafikonja nélkil. Kénnyeblérben
vizsgélddni, mint a sikban. Mindannyian észrevettide, hogy egy sik lap néha
hozzasimul egy felllethez, néha van ugyan egy kiaiguk, de a két alakzat nem
simul 6ssze. A jelenséget konnyen medfigyelheljalkegy konyvvel kdrbesétalunk
egy szobaban, és megnézzik, mikor siklik, mikor,neagyis egy szankot és egy
lejtot képzeliink el. En most egy templom példajat saénetbemutatni. A templom
hajoja egy félgomb, a tornya egy, a félgomb médlitoth harom oldalt gula. Hol
tudunk, és hol nem hozzasimitani egy sik lapdtieteez?

A gbmbon barhol, a torony élein is a cstcsan nedshoi pedig igen.

Még most sem lesz grafikon, de mar egygder konnyebben attinttieta
latvany. Kozelebb kerlliink a matematikai definiothhés kezdink tavolodni a
szemléletil. Vasut feletti hidrdl, fellljarordl jol megfigylebttk a sinek, és ha
forgalmasabb helyen néédlink, biztosan latni fogjuk a valtdkat is. Mit fegjiink
meg? Az egyenes sbhielkanyarodik egy masik, vagy a masik iranybolveeaz
ivben hajlé sinpar csatlakozik az egyenesen hataddlagyis dsszesimul a két
sinpar.

Az érintést még egysidiben a kor esetében figyelhetjiuk meg, bar ehhez el
kell hagynunk a valodi, targyi kérnyezetet. A viggzdagsagabol néhany pont és
vonal marad. Azt érezzik, hogy mi az érimk kdrérint elemi aton definialhato,
de Ugy, hogy sajnos utalas sincs az dsszesimut@sram egy szerkesztési utasitast
adunk meg. Az érintési pontba rajzolt sugarrasheges egyenes az étinKorll is
irhatjuk az érirtit: egy kdzos pontja van a gorbével, a kdzos porlkben pedig
az egyenes hozzasimul a goérbéhez. A hozzasimutseatesen nem matematikai
fogalom, de j0l hasznalhato. Feladatok sokasagateb el, hogy a szemléletre
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alapozott fogalom egyre inkdbb megegyezzen a Wkorraladon definialt
fogalommal.

A figgvény

Az elbzéekil eltéen a fliggveny fogalom nem alakul ki spontan modtn,
kialakulasa méar kis korban segithetzzal, ha sokféle mozgast vizsgalunk. Mi mar
el tudjuk mondani formalizaltan is (természetesagyerekek nem foglalkoznak
ezzel), hogy egyenes vonall, egyenletes seliességkaszonként egyenletes és
dllandoan valtoz6 sebesfégiozgasokat vizsgalunk Matematikai titkosirast, a
grafikus abrazolast, vagy méas hasonlattal kott&alrabzzuk tapasztalataink
Osszegzésére, igy kdzelediink a fliggvény-fogalondisaz fliggveny grafikonjanak
fogalmahoz. A gyerekekkel végezhetokféle gyakorlatnak igencsak absztrakt
forméjaval taldlkoztam a giesseni Matematikai Miazken. Ott egy képertiyeltti
voros sdnyegen kellett sétélgatni, mikdzben a kurzon kimazgasunk Gt-il
grafikonjat. Es forditva is tikodott: Ugy kellett e@lre-hatra Iépegetni mas-mas
sebességgel, hogy a kurzor a megadott grafikosa fos. Sok megfigyelés utan a
gyerekek is kaphatnak ebben a témban irasi ésasiviatadatot. A csoport egyik
része megtervez egy mozgas-sorozatot, néhany dgyszabdly figyelembe
vételével: az éke kijelolt egyenes szakaszon kell haladni, foridednmegallni csak
a szakasz végpontjaiban és féfEmtjdban szabad, 0sszesen két sebesség, egy
gyors és egy lassu van, valamint legfeliebb 5 sz allhat az éirt mozgas.
(Egyszer egyitt dolgoztunk egy kedves pedagogugénhal, aki tancot és
mozgasmiveszetet tanitott. Elborzadva figyelte, hogy a s2ges mozgasok
Osszesége helyett ennyire lecsupaszitott, szardasaggal dolgozunk. A
matematikus kolléga pedig azért nézett csodalkdzegy miért tanitunk ilyen
bonyolult dolgokat 1314 éves gyerekeknek.) Egy tanulé megkapja grafikant
utasitasokat kdveti. A csoport masik része a étatiapjan, sajat elképzelése szerint
elkésziti a grafikont. Egyutt megbeszéljik, hogyesilt-e az els csoport altal
tervezett utat jarta-e be a ,kotta” alapjan a @neék j6l jegyezte-e le a masik
csoport. Azt is megbeszéljik, hogy a két grafikomdtti eltérések kdzul milyen
eltérések nem szamitanak és milyenek igen. A mdffigség érdekében kellett
tennink kikotéseket, mert egyébként a gyerekeldZ@jh nagyon elszalad. A
tengelyeken az egységek jeldlésére nincs sziksxgnhsemmit sem meérink
pontosan. Igy éppen az analizis tanulasa szemipdintgnyeges tulajdonsagokat
tudjuk medfigyelni a grafikonokon.

A fluggvenyfogalom és az érfivgalom szemléletes kialakithsa nyoman a
digkok olyan feladatok megoldasara is képesek dészamelyek sok iibebb,
hosszabb és formalis oktatason atesett didk szane@aldhatatlan.
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A korabban latott pillanatnyi sebesség tuladonkégoy Ut-id flggveny adott
pontbeli érintjének meredeksége. De mi az éMmiNincs ra elemi definicio, az
analizis keretein belll, a hatarérték fogalmartv@pidhaté csak meg matematikai
definicio.

3. Osszegzés

A szemléletesen nyilvanval6 fogalmak definidlasaneailag is nehéz feladat, de
még nehezebb azt elfogadtatni a Kékdl, hogy szikség van taMi olyan
tananyagstrukturat probalunk kidolgozni, ahol airdebkat és a tételeket a
bizonyitasukkal egyutt nem gyorsan letudjuk, haneljes egészében kihagyjuk.
Arra szamitunk, hogy a diakok egy részben felmaziiény a matematikai hattér
megismerésére, igy Kdib mar a siker reményében térhetink vissza ra.
[MUNKACSY 2019, 2022]

A kornyezetdl szerzett tapasztalatainkat sokféle szempont rézeri
elemezhetjiik. irasomban arra szerettem volna felliigyelmet, hogy érdemes
matematikus szemmel figyelni a vilagot, és ebbgfismet nydjtani a gyerekeknek
is. A val6sag egy-egy 8k szeletének tanulmanyozasa olyan ismeretek fetvet
el, amelyek ké&bb megkdnnyithetik a félbb matematika, benne az analizis
tanulasat is.

Development of the concepts of mathematical analygsin childhood
The relationship between man and his environmenexamined from a
pedagogical point of view. In our study, childreowa outdoors in a controlled
manner while gaining a wide variety of experiendég.questions | will want to
answer are: What do young children notice in tlegivironment about the
phenomena that will be discussed later in mathealadnalysis? How to
influence the observation? What does the histompathematics say about all
this concepts? | am planning a brief review of s@eenents of the history of
mathematics and presenting some of the experientedevelopmental
psychology research.

mathematics education, developing students’ cosceptily experiences
Keywords: mathematics education, developing students' ciscepodily
experiences

% Deék Ervinnel beszélgettiink kéziratban megléz analizis tanitAsanunkacimmel rendelkéz
kézirata alapjan az analizis tanitasanak megatdedialéseil.
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