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BEVEZETES

Uzemben, vagy laboratériumban mérések utjén szerziink in-
formdciét az ott folyé technolégiai folyamatrdl, ill. ki-
sérletr8l. Méréseink azonban mindig t&bb-kevesebb hibaval
terheltek, igy a keresett értéket teljes pontossédggal so-
hasem ismerhetjik meg. Ezért, akdr miiszaki, akdr irdnyita-
si, gazdasdgi, elszdmoldsi vagy tudomdnyos célra akarjuk

a mért adatokat felhaszndlni, meg kell gy&z&dniink arrdl,
hogy elfogadhaték-e, hib&juk nem haladja-e meg a felhasz-
ndlds szempontjdbél még megengedhetd hatdrt. Téves adatok-
ra alapozva ui. sulyos k&vetkezményekkel jard miiszaki vagy
gazdasdgi dbntések szililethetnek.

Kiilén8sen fontos, hogy valamiféle szdmszerii informdciéval
rendelkezziink a mérési adatok megbizhatésdgdrdél, ha szdmi-
tégépes adatgylijtésrdl és kdzvetlenilil ahhoz kapecsolddd
adatfeldolgozdsrél, vagy irdnyitdsrdl van szé6. Ilyenkor ui.
a mért adatok emberi beavatkozéds, tehdt mindennemii emberi
kritika nélkiil keriilnek feldolgozésra. Hagyomdnyos felhasz-
ndlds sordn az adatokat felhasinélé szakember /tédblakezeld,
lizemvezet8, diszpécser, kisérletet értékeld kutatd, stb./
az adatokat t&bb-kevesebb gyakorlat utdn mdr tudat alatt is
ellenérzi: a szokatlan adatrendszerekre felfigyel és alapo-
sabban megvizsgdlja, hogy a tapasztalt feltiin§ jelenség nem
mérési hiba k&vetkezménye-e. Ez az a tevékenység, amit auto-
matikus adatgylijtés esetén szintén automatikusan, programo-'
zottan, magdval a feldolgozdst végz8 szadmitdgéppel kell el-

végeztetni.

A felhaszn&l6k hibaellenérzéssel kapcsolatos természetes
igénye, hogy a rendszerre vonatkozdé informdcidék ne legyenek
ellentmonddsban a mérlegegyenletekkel. Az ellentmonddsmentes-
ség a feltétele annak, hogy ne legyenek az lizemben ismeretlen

veszteségek é€s hogy a ddntések és elszdmoldsok ne fliggjenek



attél, hogy a klilénbsdz8 informdciéforrdsok k&ziil éppen
melyiknek adnak hitelt.

Ez az értekezés a mérlegegyenletek mérési hibdkbdél ere-
dé ellentmonddsainak vizsgdlatdt és felolddsat tizi ki
céljdul, mind a rendszerek &dllapotdval, mind matematikai

modelljének egylitthatébecslésével kapcsolatban.

Az értekezésben a mérlegegyenletek fogalmdt kizaréblag
megmaradé mennyiségekre és forrdsmentes rendszerekre ér-
telmezzik,mint azt a 2.fejezetben részletesebben kifejt-
juk. Itt jegyzem meg, hogy a 2.fejezet fogalmi bevezetés
jellegli és - beleértve a hozzdtartozé fliggelékeket is -

nem 1ép fel tudomdnyos ujdonsdg igényével. K&zlésének el-
sédleges célja az értekezésben kés&bb dltaldnosan hasz-
ndlt Osszefliggések fizikai tartalmdnak meghatdrozdsa, 8sz-
szekdtve ezt az alapvetd megmaraddsi tdrvények és a mér-
legegyenletek kapcsolatdnak formailag ujszerili bemutatdsdval.

Kizérélag miiveleti egységek globdlis mérlegeivel és 8ssze-
tett rendszerek ilyenekbdl &sszetett mérlegeivel foglalko-
zom, és nem tekintem az értekezés targydnak a térben foly-
tonosan vdltozdé &llapotu rendszerek differencidlis mérleg-

egyenleteit, az un. transzportegyenleteket.

Az értekezés csak véges szdmu mérlegegyenlet ellendrzésé-
vel és kiegyenlitéssel foglalkozik. Igy nem tdrgyalja a
folytonos 8sszetételll elegyek mérlegeit, amirél tdrsszer-
z8kkel szintén jelent meg k&zleménylink [3,39,40]. Hasonlé-
képpen nem szerepel annak elemzése, hogy miként lehet az

itt véges szamu csomépontra megfogalmazott Esszefliggése-
ket a tér kontinuum szdmossdgu elemére értelmezni, vagyis
hogy mi az itt tdrgyalt mérlegegyenletek é€s a transzport-
egyenletek - mint mérlegegyenletek - k8zds alapja. Az elsé
ezirdnyu lépésrél Virdg Tibor bardtommal k&z8s kdzleménylink-
ben [47] sz&moltunk be, Virdg kandiddtusi értekezésébSl [L46]

kiindulva.



Nem tartalmazza az értekezés a mérleghiba kiegyenlités
elvének dinamikus rendszerek dllapotbecslésére vald ki-
terjesztését sem. Az erre irdnyuldé munkdt Gertler Janos
bardtommal egylitt kezdtik el [13,14], aki ezt a témat
a jelen értekezéssel parhuzamosan tovdbb milvelte és ar-

rél szintén doktori értekezésben szdmolt be [15].

Ugyancsak kizdrtam a tdrgyaldsb6l az 8sszetett rendszerek
mérleghelyes statikus matematikai modellezésének médszer-
tandt, amit az irodalom gyakran szintén mérlegszamitdsnak
nevez /lasd pl. Henley-Rosen [18], Nagijev [30] és
Kafarov [21] munk&it/.

A matematikai tédrgyalds attekinthet&ségének igénye két
egyszeriisité feltevést tett szlikségessé: a mérési hibdk
normdlis eloszldsdt és a mérlegegyenleteket képviseld
feltételrendszer linearitdsdt. Ugy vélem, hogy az elméle-
ti eredmények alkalmazdsi kérét ezek a feltevések csak

kis mértékben korldtozzdk. A rendkiviili hibdktél eltekint-
ve, a szokdsos véletlen mérési hibdk normdlis eloszlasd-
nak feltételezése ugyanis legt8bbszdr elfogadhaté. A hi-
bdk feltételezett eloszldsdnak ellendrzését eldsegiti az
is, hogy bizonyos tipusu rendkiviili hibdk jelzésére az
értekezés elméletileg is j6l megalapozott algoritmust
ajédnl. A nemlinedris feltételi egyenletek kérdésével az
értekezés csak érintélegesen foglalkozik. A tartalmi,
formai és médszertani egység kivédnalmdbél k&vetkezden az

e tadrgyban szerzdétdrsaimmal kidolgozott munkdnkat az érte-

kezés nem tartalmazza [1].

Nem foglalkozik az értekezés a levezetett &sszefliggések
kiszdmitdsdnak numerikus technikdjdval. Ugy itéltem, hogy
ez a szamitdgép programozds szakembereire tartozik és mint

ilyen, nem a dolgozat tdrgya.
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Az értekezés JelentSs része matematikai tdrgyalds jellegii.
Mégis, hangsulyozni kivdnom, hogy egyetlen része sem 1lép
fel matematikai ujdonsdg igényével. A tdrgyalds célja az,
hogy megmutassa a mérések ellendrzésének és a mérleghibdk
kiegyenlitésének gyakorlati feladatait és hogy megkeresse
és felhaszndlja azokat az egzakt matematikai eszk&zdket,
amelyek segitségével az adatokban 1lévé informdcidk a lehe-
té legjobban felhaszndlhatdék, megtartva természetesen a

matematikai korrektség igényét.

Az értekezés a fogalmi bevezetés utédn médtrix irdsmédot al-
kalmaz. Enélkiil az 8sszefiiggések targyaldsa gyakorlatilag
nem volna lehetséges. EbbSl kifolydlag alapismeretként
feltételezi a linedris algebra alapjainak, a matrixkalku-

lus és a szimmetrikus miatrixok fétengelytranszformdcidja-

nak ismeretét. Felhaszndlja ezeken kiviil néhédny skaldr-
mdtrix fliggvény mitrix szerinti derivdldsdnak kevésbé is-
mert technik&jét és bizonyos mdtrixegyenleteknek a Neudecker-
féle technikédval [32] valé tdrgyaldsat és megolddsdt. A meg-
értéshez szilikséges alapismereteket mindkettdre vonatkozdan

a fliggelékben k&zldm.

Feltételezi az értekezés ezeken kiviil a sztochasztikus vektor-
vdltozékkal és azok linedris fliggvényeivel kapcsolatos elemi
ismereteket. Az ezirdnt érdeklé8d8k szdmdra Rao k&nyve [33]
ajénlhaté.

Az értekezésben szerepel néhany olyan téma, amelynél csupén
a feladat megfogalmazdsa és értelmezése sajdt munkdm, mate-
matikai megolddsa nem. Ilyen esetekben a matematikai tédrgya-
last leird fliggelékeknél az adott fliggelék szerzdjének nevét
zdrdjelben feltlintettem.

A fliggelék ezeken kiviil tartalmazza néhdny, az értekezés meg-
értéséhez sziikséges, kevésbé elterjedt fogalom és Osszefliggés
révid ismertetését. Ugyancsak a fliggelékben taldlhaté néhény



olyan hosszadalmasabb matematikai levezetés, amely &n-
magdban nem tekintendé tudomédnyos eredménynek, de k&z-
lése a dolgozat alkalmazhatdésdga vagy érthetSsége szem-

pontjabdél sziikséges.

Alkalmazdsi vagy bemutaté példédkat az értekezés szervesen
nem tartalmaz, de ilyenek a témakdrrel kapcsolatos kdz-
leményeinkben taldlhatdék. Ezekre a megfeleld fejezetekben
utalok. A példdkat tartalmazd részletek madsolatdt az ér-

tekezéssel egybekdtve mellékelem.

K&szbnetnyilvanitds

A dolgozatban 6sszefoglalt munka az MTA Sz&mitdstechnikai
és Automatizdldsi Kutatd Intézetében készililt. Az intézet
igazgatésdga az értekezés kidolgozdsat nemcsak lehetbvé
tette és tdmogatta, hanem hosszu idén &t kitartdan bizta-
tott megirdsdra. Ezért k&szbnettel tartozom Vamos Tibor
akadémikusnak, Hamar Kéroly és Gertler Jénos kandidatusok-
nak, tovadbbd kordbbi osztélyvezetémnek, Pallai Ivénnak, a

kémiai tudomidnyok doktoranak.

Legnagyobb k&szdnettel Sztandé Tamds bardtomnak és régi,
kézvetlen munkatdrsamnak tartozom, aki nagy mdsirdnyu el-
foglaltsdga mellett is mindig kész volt alkotd mﬁnkakézi
vitdkra, eredményeim ellendrzésére, vagy szﬁkség'esetén
levezetések hidnyzd részeinek kidolgozdsdra. Hangos Katalin
munkatdrsamnak elsésorban az értekezés szerkesztésében
nyujtott segitségét k8széndm. Krdmli Andrds kandiddtust a
dolgozat egy fontos részének egzakt matematikai alatamasz-
tdsdért illeti k&szdnet. A tadrgykdrbe tartozd vagy az azt
érinté kdzlemények tdrsszerzdinek a gondolatébresztd k&zds

munkdért tartozom hédldval.
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1 ELOGZMENYEK

1.1 A mérési hibdk kiegyenlitése

A mérési hibdkbél adédé ellentmonddsok feloldédsdra a leg-
kisebb négyzetek /LKN/ elve mdr az értekezés és annak elBz-
ményeinek kidolgozdsa elétt ismeretes volt. Ez a hibaki-
egyenlitésnek is nevezett feladat el8szér a geodéziai mé-
résekkel kapcsolatban vet8dstt fel a hdromszdgelési méré-
sek eredményeinek értékelése sordn, a mért szdgértékek és

a hdromszdg szdgeinek 8sszegére vonatkozé tétel ellentmon-
dédsainak felolddsdra. Ennek a témdnak részletes feldolgozi-
sa pl. Grossmann k&nyvében taldlhaté [16] a linedris felté-
teli egyenletekkel korldtozott LKN egylitthatébecslés leiréa-
sdval egylitt. Az elv vegyipari alkalmazisédt elészdér vald-
szinlileg Kuehn és Davidson irta le 1961-ben [26]. 0k mutat-
tak rd a hibakiegyenlités jelentSségére és arra, hogy a
mérlegegyenletek révén az &sszetett rendszerekre vonatkozd
mérések redundancidjat fel lehet haszndlni a valédi érték
becslési pontossdgdnak javitdsdra. A témdt részletesen tér-
gyalta 1964-ben Swenker [37]. 0 ismertette el&szb6r a hiba-
kiegyenlités megolddsdt dltalédnosan, dttekinthetd matrix
irdsmédban, részletesen kitérve szdmos részkérdésre, igy a
méretlen mennyiségek szdmitdsdra, a k&zelitési hibdknak a
mérési hibdk szérdsdval vald sulyozdsdra, a nemlinedris
mérlegegyenletrendszerre vezetd esetek ismertetésére stb.
Ez a k8zlemény mutat rd a vegyipari mérési hibdk kiegyenli-
tésével kapcsolatban elészdr arra a tényre, hogy a LKN
egyltthatébecslés linedris feltételi egyenletrendszer ese-
tében is azonos a max. likelihood /ML/ becsléssel, ha a
mérési hibdk eloszlédsa 0 védrhatdé értékil és normdlis, és

ha a k6zelitési hibdt a vdltozék szdbdrédsédval sulyozzuk. Né-
hidny nemlinedris /bilinedris/ feladatra vezeté esetet is
tdrgyal, és ezek megolddsdra k&zelitd algoritmust is java-
sol az Osszefliggés linearizdldsdval, az &ltala javasolt
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médszer pontossdga azonban nem kielégité. Ilyen tipusu
mérlegegyenletek esetében alkalmazandé bizonyitottan
konvergens, iterativ hibakiegyenlitési algoritmust az
értekezés szerzbje és tdrsszerzdi ismertettek 1969-ben
[1]. Ez utébbi munkénk abbdl a felismerésb&dl indult ki,
hogy az R. Hoffmann és R. Miiller &ltal javasolt direkt
iterdcidé [19], vagyis a kiegyenlitészdmitds korrigdlt
értékekkel tdrténé ismétlése nem a helyes megoldashoz
konvergdl és az eredmény fligg az iterdcidé kezddS értéké-
t61. Ezt az algoritmusunkat a Péti Nitrogénmiivek Ammé-
nia II. gydregységének mérleghiba kiegyenlitésénél al-

kalmaztuk. Ennek leirdsdt az 1l.melléklet tartalmazza.

A tdbbkomponensii rendszerek mérlegegyenleteit més k&z-
lemények is tdrgyaljdk. Vaclavek [41] mutatott ré& arra,
hogy ha a komponensdramokat tekintjiik kiegyenlitendd
mérlegvdltozdéknak annak ellenére, hogy az Ossz-tbmegdra-
mot és a koncentrdcidkat mérjilik, akkor ezt a kiegyenli-
tés sordn sulyozé faktorokban figyelembe kell venni.

Nem szerepel azonban ebben a munkdban az, hogy ebben az
esetben a kiegyenlitett valtozdék hibdi korreldltak.

Az 8sszlram és koncentrdcidk mérésével megfogalmazott
nemlinedris mérlegek problémdjat tdrgyalja Vdclavek és
szerz6tidrsai egy mdsik munk&ja is [44], de ez csupén a
feladat Lagrange-multiplikdtoros megolddsdnak elvét is-
merteti. F. Kaufmann és szerzétdrsai [23] az 8sszdramok
és koncentrdcidk szorzatdbdél adddé bilinedris komponens-
mérlegek megfogalmazdsdra j61 &ttekinthetd métrix forma-
lizmust alkalmaznak, az ebbdl addédé nemlinedris egyenletek
megolddsdra javasolt algoritmusuk azonban elméletileg meg-

alapozatlan.

Murthy k&zleménye [29] kb. 9 évvel Swenker alapvetd cikke
[37] utdn jelent meg az egyik legismertebb folydiratban,

de ujat gyakorlatilag nem tartalmaz, bar sem elvi, sem



metodikai Osszefoglalénak nem tekintheté. Ez a tény arra
mutat, hogy a kezdeti lépések nemigen valtak k&zismertté.
Magdnak Swenkernek is Jjelent meg még k&zleménye [38]

7 évvel elsd dolgozata utdn, csupdn az ismert médszerek
ujabb ismertetéseként. Igen érdekes viszont Kauschus
/tudtommal publikdlatlan/ megolddsa [24], ami elvileg
azonos a linedris mérleghiba kiegyenlitéssel, de nem mat-
rix aritmetiké&t haszndl, hanem a kapcsolatok grafjanak
megfelelSen lépésenként vonja Ossze a részrendszereket,
majd a maximdlisan Osszevont rendszer trividlis kiegyen-
litése utdn az Osszevondssal ellenkezd irdnyu lépésekkel
sorra nyeri a kiegyenlitett értékeket. A mbédszer alkalmaz-
hatésdga a kapcsolat grédfok bizonyos tipusaira korldtozd-
dik és csak fliggetlen mérési hibdk feltételezésével hasz-
ndlhaté, ebben az esetben viszont megtakarithaté a mérd-
helyek szédmdnak megfeleld rendi kvadratikus egylitthatd-
mdtrix tdroldsa, ami kiiléntsen nagyméretli rendszereknél
elényds. Ezt az algoritmust alkalmazzdk a PCK Schwedt
/NDK/ teljes kombindtra kiterjedd mérlegének kiegyenlité-

sére.

A mérési hibdk kiegyenlitésének egy, az el8z8kt81l némikép-
pen eltérd elvét publikdlta legujabban szerzétarsaival

Mehra [36]. 6k az irdnyitdselméletben &ltaldnosan alkalma-
zott Kalman-sziiré [22] elvet javasoltdk erre a célra. Ennek
a megolddsnak nagy eldénye lenne az, hogy a becsléshez és a
mérések elfogadhatdésdgdnak ellendrzéséhez nemcsak a pilla-
natnyi, hanem a régebbi informdcidékat is felhaszndlja. Hibé-
ja azonban, hogy a vdltozékrdl kizdrdlag sztochasztikus val-
tozast tételez fel, aminek kd&vetkeztében az algoritmus a mi-
kédési kériilmények valésdgos megvdltozdsa esetén hibdt je-
lez, még pontos mérések mellett is. Masik hidnyossdga, hogy
a mérlegegyenleteket valéjdban csak a méretlen vdltozdk ér-
tékének becsléséhez haszndlja, a mért értékek ellendrzésé-

hez és korrekciéjdhoz nem. /Megjegyzendd, hogy a dolgozat
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az ilyen kiindulds elfogaddsa esetében is tartalmaz mate-
matikailag nem korrekt dllitdsokat. Egyrészt két normdlis
eloszldsu vdltozé tapasztalati szdérdsnégyzetének hényado-
sa nem X? eloszlédsu, mdsrészt a kiugré észlelések elhagyé-
sa torzitja azt a statisztikdt, amit a késébbi észlelések
elbirdldsdhoz felhaszndl./ Ezek miatt a javasolt eljérés
vegyipari folyamatokra nem alkalmazhaté. Az a gondolat
azonban figyelemremélté és meggondoldsra érdemes, hogy a
Kalman-sziiré alkalmazdsdval vagy anélkiil, hogyan lehetne

az adott pillanatot megeldzé mérésekbdl eredd informdcidt

a korrekcibdhoz és az elfogadhatésdg ellendrzéséhez felhasz-
ndlni. A mérlegegyenletek korrekcibéhoz vald felhaszndldsé-
nak helyes megolddsit jelenleg nem ismerjiik. Az ellenérzés-
hez valé felhaszndldst egy kordbbi k&zleménylinkben mdr ja-
vasoltuk [4], a statisztika elfajulédsénak a problémija
azonban ebben sincsen megoldva. A vizsgdlat idépontjat
megeléz8 mérések figyelembevétele az aktudlis &dllapot becs-
léséhez a rendszer dinamikus modelljének ismeretében lehet-
séges. Ezzel a problémakdrrel elsd k&z8s problémafelvetd
lépéseink utén [13,14] Gertler Jénos foglalkozik [15].
Ezért, és mivel a téma mdr inkdbb az irdnyitdselmélethez
411 kbzelebb, ez a dolgozat az igy felvetett kérdést nem
tdrgyalja.

A mérési hibdk kiegyenlitésének egy mdsik lehetdsége a kor-
rekcibék linedris programozdssal t8rténd meghatdrozdsa [28].
Ez az algoritmus természetesen nem normdlis eloszlds eseté-
ben szolgdltat maximum likelihood becslést. Az idézett k&z-
lemény egyenletes eloszldsu hibdkat emlit. Ez az &llités
nyilvadnvaldéan téves, hiszen egyenletes eloszlds esetén a
lehetséges dllapotok egyenld valdsziniiségliek. Beldthaté,
hogy a linedris programozds a hibdk szimmetrikus exponen-
cidlis eloszldsa /Laplace-eloszlds/ esetében ad maximum
likelihood becslést [20]. Hogy a gyakorlati hibakieegyenli-
tési feladatok sorén melyik algoritmus alkalmazdsa helye-

sebb, azt a mérési hibdk statisztikus vizsgilatdval kellene



elddnteni. Olyan - lizemi k&riilmények kdz8tt végzett -
vizsgdlatokrdl azonban, ahol a kiildnb&zé méréshelyek
hibdi k&z&tti kovariancidkat, a hibdknak mint sztochasz-
tikus folyamatoknak autokovariancidit és egyéb momentu-
mait, a "médszeres hibdkat" mint sztochasztikus folyama-
tokat stb. elemezték volna, nincsen tudomdsunk. Egyet-
len miszertipusrdél sikerililt nullponthib&kra vonatkozé
adathalmazt szerezniink [34], ez azonban a kérdés elddn-
tésére messze nem elegendd. Ilyen jellegili mérések vég-
zésére - a vizsgdlat megvalésitdsdnak nehézségei és
munkaigényessége miatt - sajnos magunknak sem volt le-
het&séglink.

1.2 A mérések elfogadhatésédga

Az elébbiekben vazolt hibakiegyenlitési eljardsokkal
szoros kapcsolatban van a mérések elfogadhatésédgénak,
vagyis a durva hibdk felismerésének kérdése. Altaléno-
san ismert tény, hogy a megszokott LKN becslés haszndl-
hatatlan eredményekre vezet, ha a mérési hibdk k&zdtt
durva hibdk is vannak. Ez matematikai-statisztikai érte-
lemben abb6él k&vetkezik, hogy a LKN becslés csak egyen-
16 szbérdsu, normdlis eloszldsu mérési hibdk esetében ek-
vivalens a maximdlis valésziniliségi dllapottal, az un.
durva hibdk viszont ilyen eloszlds mellett csak olyan
ritkédn fordulhatndnak eld, hogy az gyakorlatilag kizir-
haté. A helyzet hasonlé a mérési hibdk mérlegegyenlete-
ket kielégité LKN médszerrel térténd kiegyenlitése esetén
is. A szokdsos LKN k&zelités esetében az ellendrzés a k&-
zelités utdn maradé hiba eloszldsa alapjén végezheté.
Fontos tény viszont, hogy - bizonyos feltételek teljesli-
lése mellett - a mérlegegyenletek felhaszndlédsdval egyet-
len Ysszetartozdé méréshalmaz alapjan is k8vetkeztetni le-
het arra, hogy tartalmaznak-e a mérések durva hibdkat

vagy sem.



A véletlen mérési hibdk ellendrzésének megszokott médja
az adott mennyiség mérésének tdbbszdri ismétlése /"par-
huzamos" mérések, elemzések stb./, és az igy kapott ér-
tékekb8l szadmithatdé empirikus szérdsnégyzet Osszehason-
litdsa a mérési médszerre vagy a miiszerre megengedett
hiba szérdsnégyzetével. Ha a mérési hibdk eloszldsa nor-
mdlis és a médszer hibdjdnak szdérdsnégyzetét eleve is-
mertnek lehet feltételezni, akkor a két mennyiség ardnya
x? eloszldsu, ennek ismeretében pedig hipotézisvizsgdlat-
tal elddénthetd, hogy a mérési hiba a tapasztalt szdérés

alapjén elfogadhaténak minésitheté-e vagy sem.

Ez a médszer lizemi mérések ellendrzéséhez Onmagdban nem
alkalmas, mert ezuton a gyakran eléfordulé erdsen auto-
korreldlt hib&k /médszeres hiba, kalibrdcidés hiba vagy
nullponthiba/ nem mutathaték ki. /Ha pl. egy termoelem
dramkdre szakadt és a miiszer mindig O-t jelez, a mérés
empirikus szérasnégyzete O-nak adédna!/. Ugyanakkor,
{izemi kdriilmények k8z8tt az ilyen vizsgdlat azért sem
lehetséges, mert szdmitani kell arra, hogy a vizsgdlt
vdltozé valbésédgos értéke a mérések ismétlése kdzben val-
tozik. Az ilyen hibdk kimutatédsa etalonokkal valé Ossze-
hasonlitdssal volna lehetséges, de ez eléggé kdriilményes
és semmiképpen nem képzelhetd el &llandé ellendrzés cél-
jaira. Az lizemi mérések ellenérzésére olyan médszer volna
célszerli, ami lehetSleg gyorsan, az Uzem menetébe valéd
beavatkozds, és klilén e célra szolgdld hardware eszkdzdk

nélkil valésithaté meg.

Szdmitbégépes adatgylijtés sordn dltaldban az ellendrzésnek
azt a médjat alkalmazzdk, hogy az egyes méréshelyekhez
alsé és felsd korldtokat rendelnek, és a mérés eredményét
akkor fogadjdk el, ha az a korldtok k&zé esik. T&bb valto-
z6 egyidejli mérése esetén tehdt az "Osszetett" mérést ak-
kor mindsitik elfogadhaténak, ha a mért valtozdék terében

az azt jelképezd pont a megfeleld alsé-felsd korldtok



dltal meghatdrozott sokdimenzids parallelepidedonba esik.

Az elfogadhatésdg ilyen médon t8rténd ellendérzése csak a
legdurvdbb hibdk, mint mérdvezeték szakadds, vagy zdrlat
stb. jelzésére alkalmas, madsra viszont ez az eljdrds sem
gyakorlati, sem elméleti szempontbél nem kielégitd. Mint-
hogy feltétleniil szdmitani kell ipari rendszerekben arra,
hogy a mérendd vadltozd valdédi értéke a mérési hibdhoz ké-
pest szdmottevd mértékben valtozik, a korldtokat ugy kell
megvdlasztani, hogy az &ltaluk meghatdrozott intervallum
feltétlenlil lefedje a lehetséges lizemdllapotok teljes tar-
tomdnyat. Elvileg ez a rdgzitett korldtokkal t&rténd ellen-
8rzés a mért mennyiségek egyenletes eloszldsa esetében in-
dokolt: ami a korldtok k&zé esik, az szdmunkra egyenldéen
valészinii és elfogadhatbé, ami azon kiviil, annak a valészi-
niisége nulla, tehdt elvetendS. Teljesen nyilvanvald, hogy
az ilyen eloszlds még a legnagyvonalubb k&zelitésként sem
fogadhaté el, és ennek kdvetkezménye az, hogy az ilyen
médon t8rténd ellendrzés masodfaju hibdinak valdszinilisége,

tehdt az, hogy hibds mérést is elfogad, igen nagy.

A mdsodfaju hiba valésziniliségének csbkkentésére lehet heu-
risztikus megolddsokat alkalmazni: a mérések ismétlését,
a vadltozéds sebességének ellendrzését és mads vdltozdk mért

értékéiyel valé &sszehasonlitdsat [17}.

Az alsé-felsé korldtokkal tdrténénél hatékonyabb ellendrzés-
hez valamiféle mozgd korldtokat, elfogadhatésdgi sévot sze-
retnénk definidlni.a valtozdé valdsdgos értékek koéritil. Ez
nyilvdn nem lehetséges, hiszen a valédi értékek ismeretlenek,
de ha rendelkezésiinkre &4llna a rendszer pontos matematikai
modellje, vizsgdlhatndnk, hogy a mérési eredmények milyen
mértékben elégitik ki azt, illetve mondanak ellene. Ilyen
pontos modellel sohasem rendelkeziink, de megfelel erre a
célra a modell egy része is, igy a rendszerre felirhaté mér-

legegyenletek. Ezek teljesiilése ui. szlikséges feltétele annak,
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hogy a vdltozdk Osszessége egy lehetséges lizemdllapotnak
feleljen meg. Ugyanakkor a mérlegegyenletek bizonyos val-
tozdk kozdtt elvileg is pontos linedris kapcsolatot je-
lentenek, igy lehetdvé teszik azt, hogy bonyolult nemli-
nedris rendszerek esetén is a hibaellendérzés céljaira

linedris részmodellt haszndljunk.

A vegyiparban és a vele rokon iparokban, mint a kohdszat,
kéolajfeldolgozds stb., ahol Omlesztett anyagok &talaki-
tdsa, feldolgozdsa folyik, ilyen részmodell a t&megmérleg,
a komponensmérlegek &sszessége, esetleg az entalpiamérleg-
gel kibévitve. Folytonos Uzemekben az dramlé mennyiségek
k6z&tti mérlegek alkalmazdsdt korldtozza, illetve pontos-
sdgukat cs8kkenti az, hogy nem &llandésult &llapotban a
készlilékek tdrolékapacitdsai forrdsként vagy nyelSként je-
lentkeznek és ezeknek a mennyiségeknek a mérése legt8bb-
sz8r nincs megoldva. Ez a probléma megoldhatd ugy, hogy
hosszabb id&tartamra integrdlt mennyiségekre értelmezziik

a mérlegegyenleteket, akkor ui. a kapacitésok véges volta
miatt az ebb&1l szdrmazé relativ hiba csékken [42], vagy
ugy, hogy felhaszndljuk a rendszer k&zelité linedris dina-
mikus modelljét [1u4]. Véglil, ha nem szilkséges rendszere-
sen vagy tetszéleges idépontban végrehajtani, az is lehet-
séges, hogy az ellenérzést csak a j6 kdzelitéssel &llandé-
sult &dllapotokban végezziik, amikor is ez a hiba nem jelent-

kezik.

Barmennyire is nyilvdnvalé volt, hogy a mérési hibdk ki-
egyenlitése csak olyankor megengedett, ha rendkiviili hibdk
nincsenek, ennek ellendrzésére az értekezés szerzdjének
Inzelt Péterrel és Jobbdgy Maridval, mint térsszerzdkkel
publikdlt kdzleménye [2] elétt az irodalomban egzakt méd-
szert nem javasoltak. Ezt kdvetden jelent meg Vaclavek egy
tanulmdnya az ellenérzés elvérdl, ez azonban csak a hipo-
tézisvizsgdlat elemi alapelveit ismerteti, de konkrét méd-

szert nem. Egy mésik k&zlemény [31] szintén foglalkozik a
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mérések elfogadhatésdgdnak vizsgdlatdval, konkrét algorit-
must is javasolva, ez a vizsgdlat azonban - ellentétben
az dltalunk médr elézd8leg javasolttal - elvileg nem kellden
megalapozott: a megengedett mérési hibdk normdlis eloszla-
sdt feltételezve nem "legerdsebb" és nem "megengedett".
A mérések elfogadhatésdganak kérdésével az értekezés 3.

fejezetében részletesebben foglalkozunk.

A hibakiegyenlitéshez és ellendrzéshez egyardnt sziikséges
varianciamdtrix meghatdrozdsa meglehetds nehézségekkel jér.
Az egyes méréshelyeken fellépd hibdk variancidi, tehdt a
varianciamdtrix 4tlés elemel még csak t&bbé-kevésbé meg-
becsiilheték [9], de semmiképpen nem lehetséges ezen adatok
alapjdn az &tldén kivili elemek becslése. Az értekezés erre
a kérdésre két helyen is kitér: a 3.1.2 pontban tdrgyalja

a k6z6s hibaforrdsbdl eredé hibdk kovariancidjdnak szdmité-
si lehetfségét, a 3.3 részfejezetben a mérések elfogadhatd-
sdgénak ellenérzését elemzi a hiba varianciamdtrix eléze-

tes ismerete nélkil.

A 3.4 részfejezet a véletlen és mbédszeres hibdk megkiildn-
bbztetésének lehetbségét ismerteti a mérleghibdk vizsgdla-
ta alapjén. Az eddig ismert irodalom ezzel a kérdéssel sem
foglalkozott.

1.3 A rendkiviili mérési hibdk helye

Az ipari gyakorlat szempontjdbél fontos kérdés, hogy milyen
médon lehet k8vetkeztetni a rendkiviili hiba helyére, ha a
mérések Osszessége elfogadhatatlannak mindsiil. A kérdés
ilyen médon valdé felvetése eleve magdban foglalja azt a fel-
tevést, hogy elfogadhatatlannak minésitett mérések esetén
nem az Osszes mérés hibdja nagy, hanem azok k&zilil csak egy,
vagy legfeljebb kevés van rendkiviili hibdval terhelve. Ez

a feltevés azonban megengedhetd, mert ellenkezd esetben
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matematikai médszerek nem segitenek, és a teljes miiszer-
park felujitdsra szorul. Gyakori ellendérzés és rendszeres
karbantartds mellett viszont annak a valdszinilisége, hogy
rendkiviili hiba t&bb méréshelyen egyszerre 1lép fel - ha-

csak kdz8s okuk nincs - rendkivil kicsi.

Régbéta ismert tény, hogy elfogadhatatlanul hibds mérés ese-
tén a rendkiviili hibdval terhelt mérés helye nem egyezik
meg szillkségszeriien a maximdlis mértékben korrigdlt mérés
helyével [35]. Ez éppen annak a kdvetkezménye, hogy rendki-
viili hiba esetén a hibdk O véarhaté értékili normdlis eloszla-
sdnak feltételezése nem helyes, tehdt a becslés nem felel
meg a legvalésziniibb dllapotnak. Az idézett kdzlemény azt
javasolja, hogy a mérések k&zill sorra egyet-egyet a méret-
lenek k&zé sorolva ismételjiik meg a hibakiegyenlitést /valé-
jdban a hiba mértékének kiszamitdsa is elegendd volna/, és
azt a méréshelyet tekintslik rendkiviili hibdval terheltnek,
amelyiknek elhagydsa a korrekcidkat /vagy a hibamértéket/

a t8bbinél egyértelmiien nagyobb mértékben csdkkenti. Az el-
jdrds kétségtelenlll ésszerili, hibdja azonban, hogy szdmitd-
gépes megvalbésitdsa meglehetdsen kériilményes, mert vagy
minden varidnsra minden alkalommal végig kell szdmolni az
bsszes szlikséges egyltthatématrixot, vagy ha az eldre sza-
mitott egylitthatékat tdrolni akarjuk, a tédrolandé egylittha-
tématrixok szédma, illetve a szilikséges memdéria mérete a mért

vdltozdék szdméval szorzddik.

Egy mésik, igen szemléletes mdédszer Vaclavektdl szdrmazik
[43] .Eszerint méréshelyenként megvizsgdlanddé, hogy a hozzé
kapcsoléddé csombdpontok mérlegei milyen mértékben hibédsak.
Rendkiviili hibdval terheltnek az a méréshely tekintendd,
amelyre a kapcsolédé két csombédpont mérlege ellenkezd értel-
mi nagy hibdt mutat. Ha a Jjavaslatot azzal médositjuk, hogy
az egyes csomépontok rendkiviili hibdira a javasoltndl elmé-
letileg megalapozottabb kritériumot alkalmazunk, akkor ez a
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médszer is célravezetének latszik. Az eldzével Osszehason-
litva ez kevésbé szamitdsigényes, minthogy itt méréshelyen-
ként csak egyébként is ismert szdmok Osszehasonlitédsa sziik-

-
séges.

Az értekezés szerzdje Sztandé Tamdssal, mint tdrsszerzdvel
az elézbkt8l eltérd algoritmust javasolt a rendkivili hiba
helyének keresésére [4]. Ez a médszer abbél az elvi felte-
vésb6l indul ki, hogy egyidejlileg csak egy méréshely hibd-
jdnak varhaté értéke kiildnbdzik O0-tél. Igy olyan algoritmus
vezethetd le, ami esetenként egyetlen métrix-vektor szor-
zdst igényel a hiba legvalésziniibb helyének meghatdrozdsé-
hoz. Ezt az algoritmust az értekezés 6.fejezetében ismer-
tetjik.

1.4 Mérlegegyenleteket kielégitd empirikus modellek

A mérlegegyenletekkel valé ellentmonddsmentesség kérdése
az empirikus, vagy a k&zelité matematikai modellekkel kap-
csolatban is felvetddik. A vegyészmérndk nyilvdnvaldan
azt az igényt tdmasztja bdrmilyen matematikai modellel
szemben, hogy az ne mondjon ellene a vildgképének alapja-
it jelentd megmaraddsi térvényéknek még akkor sem, ha
egylitthatéi egyébként semmiféle "kézzelfoghatdé" fizikai
tartalommal nem birnak. Ez az -elvdrds azonban' hibdval
terhelt megfigyelések esetében dltaldban nem teljesiil,ha-
csak az egylitthaték becslése sordn arrdl valamilyen mddon
kiildn nem gondoskodunk. Mindezek ellenére tudomdsom sze-
rint ezzel a kérdéssel ezideig a szakirodalom nem foglal-
kozott. A mérlegegyenleteket kielégitd linedris, vagy
egylitthatdékban linedris matematikai modellek egylitthaté-
becslését az értekezés szerzéjének egy kdzleménye [5] is-
merteti /Sztané Tamdssal, mint tdrsszerzdével/,és az érte-
kezés U4.fejezete tartalmazza. A dinamikus modellek és a

mérlegegyenletek kapcsolatdrdl k&zlemény még nem jelent
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meg. Ezt a kérdést, beleértve a matematikai modellek
mérlegegyenleteket kielégtd egylitthatdinak becslését

is, az értekezés 5.fejezete tdrgyalja.
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2 MEGMARADASI TORVENYEK ES MERLEGEGYENLETEK

Az alabbiakban rdviden Osszefoglaljuk a mérlegegyenle-
tekkel kapcsolatos fogalmakat és Osszefliggéseket. Nem
célunk ezzel az &sszefoglaldssal uj elveket vagy meg-
oldadsokat adni, célunk csupdn a dolgozat szdéhaszndla-
tdnak és fogalomrendszerének egyértelmiivé tétele és
elsSsorban magdnak a mérlegegyenletek dolgozatban hasz-
ndlt jelentésének tisztdzdsa. Ugyanakkor rdmutatunk a
mérlegegyenleteknek és a fizika megmaraddsi t&rvényei-

nek kapcsolatéra.

2.1 Megmaraddsi tdrvények

2.1.1 Abszolut és_feltételes megmaraddsi_tdrvények

Itt és a tovdbbiakban elemen azt a fizikai szubsztanci-
at értjlik, amire a megmaraddsi tbrvényt értelmezziik. Ha
a kémidban értelmezett elemeket, mint hidrogén, k&lium
stb. ett8l meg kell kiildnbbztetni, azokat kémiai elem-
nek fogjuk nevezni. /Az elem sz6t haszndljuk még a meg-
szokott halmaz-, vektor- vagy mdtrixelem értelemben is,

remélve, hogy ez nem okoz félreértést./

A megmaraddsi térvényeket abszolut, vagyis a kdriilmények-

t81 fliggetlen érvényil,és feltételes, vagyis csupan bizo-

nyos kdriilmények kdzdtt érvényes megmaraddsi t8rvények
osztdlydba sorolhatjuk. Utébbi esetben a megmaraddsi tdr-
vények érvénye is a koriilményektdl fligg. Mig pl. elvdlasz-
tdsi milveletek sordn a kémiai vegyliletekre is érvényesnek
tekinthetjiik a megmaraddsi t8rvényeket, egy atomreaktorban

midr a kémiai elemek megmaraddsi t&rvénye sem érvényes.

Az anyag hierarchikus felépitésének megfeleld8en a megmara-
dédsi tbrvények elemeit példaszerilien, a teljesség igénye
nélkill a 2.1.tébldzatban tilintetjlik fel, elemenként egy-két
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olyan miivelettel és rendszerrel, amelynél az adott elemre
vonatkozé megmaraddsi t6rvény és mérlegegyenlet alkalmazi-

sa célszerii.

e———————————————————— —————————

Elemek Mivelet Rendszer

mérettel és egy- raktérozés, raktér,
értelmi alakkal szerelés, mithely,
biré térgyak vétel-eladdas _ kereskedelem
mérettel bird méret szerinti : rosta,pneumatikus
térgyak osztdlyozés szdllités
bsszekeverés, cséhédlézat,
vegyliletek diffuziéds desztilldld stb.
miiveletek oszlopok
kémiai elemek kémiai kémiai reaktor,
dtalakités kazéan
nukleédris atomreaktor,
elemi részecskék dtalakités izotép
eldallités
S részecskefizikai gyorsitdk,
Eoltessk dtalakités . kozmikus sugdrzdis
témeg

2.1 t&bléazat

A téblézatban adott elemekre csak a velllkk egy sorban és az 8sz-
szes felettllk 1évé sorban szerepld miiveletek kapcsén értelmez-
heték a megmaraddsi té&rvények. Adott miveletek esetén pedig
csak a velillk egy sorban és az 8sszes alattuk 1lévé sorban sze-

repld elemek megmaraddsi t&rvényei érvényesek.
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A tdblézatban szerepldékdn kiviil fenndllnak a fizik&bél is-
mert abszolut megmaraddsi térvények az energidra, impulzus-
ra, impulzusmomentumra és t&megk&zéppontra. A vegyészmérndk
gyakorlati tevékenysége sordn ez utébbiak k&zlil az esetek
t8bbségében csak az energidra és esetleg az impulzusra &411it

fel mérleget.

K6zismert, hogy a t8meg és az energia megmaraddsdnak tdrvé-
nye a témeg-energia ekvivalencia értelmében egyenértékii, de
a két megmaraddsi tdrvényt mégis egymdstédl filiggetlennek szo-
kds tekinteni. Ennek az az oka, hogy az &dltaldnos mérndki
gyakorlatban a nyugalmi t&megnek mds energiafajtdkkd térté-
né adtalakulédsa az Osszes tdmeghez viszonyitva olyan kis mér-
tékii, hogy a mérési hibdk miatt észlelhetetlen, mig a vele
ardnyos energia atalakulds, vagyis a reakciéhé, fézisvalto-
z4si, szenzibilis stb. hé k&zbnséges miiszerekkel is j61 mér-
heté.

2.1.2 Megmaraddsi_egyenletek

Adott elem szempontjdbél zdrt rendszeren a vildgnak egy olyan

egyértelmlien meghatdrozott részét értjlik, amelyben az adott
elemre vonatkozé megmaraddsi torvény fenndll. Az az &llités,
hogy az adott elem szempontjadbdl zart rendszerben a szdébanfor-
gé elem mennyisége idében vdltozatlan, a zdrt rendszer defini-
ciéjdnak kézvetlen kdvetkezménye. Az ismert megmafadési téte-
lek ilyen értelemben azzal az dllitdssal egyenértékiiek, hogy

ilyen zdrt rendszerek léteznek.

A megmaraddsi t&rvény képletszerl megfogalmazdsa a megmaraddsi

egzenlet:

m(t2) = m(tl1) 5 t1.,t2 € T (2.1)

vagyis egy adott zdrt rendszerben 1lév8 m elemmennyiség a ti
és t2 idépontokban egyenld, tetszdleges tl, t2 € T mellett.
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T az abszolut érvényl megmaraddsi t&rvények esetében a valds
szdmok (—=,) intervalluma, mdskiildnben a megmaraddsi t&rvény

érvényességi idéintervalluma.

Szokds a megmaraddsi egyenleteket elemmennyiség helyett az
elemsilirliség térfogati integrdljdval felirni, mivel azonban a
tovdbbiakban nem tdrgyalunk térben folytonos eloszldsu rend-

szereket, ennek szdmunkra nincs jelent8sége.

Szokdsos misrészt a megmaraddsi tdrvényt a két tetszdleges
idépontra vonatkozé egyenl8ség helyett m(t) derivdltjéval ki-

fejezni:

L m(t) =0 . terT (2.2)

A (2.1) 8sszefiliggés azonban fogalmilag egyszeriibb és a bel8le
levezethetd mérlegegyenletek &ltaldnosabbak, mivel az utdbbi-
val ellentétben nem kell differencidlhatésdgot feltételezni.
Pl. csak egész értéket felvevd valtozdk (darabdru) esetén

differencidlhdnyadosrél nem lehet széb.

2.2 Mérlegegyenletek

Mérlegegyenleteken a megmaraddsi t&rvénynek az adott elem vagy

elemek szempontjdbdél nyilt (vagyis nem zdrt) rendszerekre vald

megfogalmazdsat értem.

Nem tekintem tehdt mérlegegyenletnek az olyan 8sszefliggést,
amely valamilyen meg nem maradé mennyiség megvdltozdsdval szd-
mol el, mint pl. az entrdépia-"mérleg". Az olyan szdéhaszndlat
értelmében, amely ezeket is mérlegegyenletnek nevezi, az érte-

kezés forrds nélkiili mérlegegyenletekkel foglalkozik. Nagy gya-

korlati jelent8sége miatt eltekintek ettdl a korldtozdstdl a
reaktorok vegyliletekre és konverzidkra értelmezett mérlegei
esetében. Ez formailag azért nem jelent nehézséget, mert az igy

megfogalmazott mérlegegyenletek matematikailag a forrds nélkiili
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mérlegekkel azonos médon tdrgyalhatdk.

Minthogy a mérgegyenletekkel kapcsolatban mindig feltételez-
zik a megmaraddsi toSrvény érvényességét, léteznie kell olyan
zart rendszernek, amelynek az &dltalunk vizsgdlt nyilt rend-
szer vagy rendszerek a részrendszerei. Ha a teljes zédrt rend-
szert nem ismerjilk, a nyilt rendszer k&rnyezetével mindig ki-
egészithet8 zdrt rendszerré. Igy a mérlegegyenletek feldlli-
tédsakor mindig kiindulhatunk a részrendszerek &sszességére
érvényes megmaraddsi egyenletbdl. Ez matematikailag megfogal-
mazva azt jelenti, hogy az "elemtartalom" a zdrt rendszer

részrendszereinek halmazdn értelmezett additiv fliggvény.

A k&vetkez8kben egy véges szdmu részrendszerre bontott zart
rendszert tekintlink. Kifejezzik a zdrt rendszerben 1évé elem-
mennyiséget, mint a részrendszerek elemtartalmainak Osszegét.

Az elemdtmenetekkel kifejezzilik a nyilt részrendszerek elem-

tartalmdnak adott idéintervallumbeli megvaltozdsdt. Igy a
részrendszertartalmak és az elemdtmenetek kdz8tt lineédris
feltételrendszert nyeriink. Ez a feltételrendszer képezi az

adott 8sszetett rendszer mérlegegyenleteit.

Jelsljlk I-vel a vizsgdlt rendszer diszjunkt részrendszereinek
halmazdt, és egy-egy részrendszert jeldljlink dltaldban 4i-vel,

specidlisan 41,42,...-vel: .
I = {*(:1,4:2,0-,'(‘.,..0.4:"-} .

Jeldlje tovabbé mI(t) a teljes zdrt rendszer, m,(t) az 4 rész-

rendszer elemtartalmdt a t idépontban. Igy a nyilvénvald

Lé]mi(t) = mI(t) (2.3)

Osszefliggésbdl a megmaraddsi egyenlet
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Lélmi(tZ) = iélmi(tl) (2.4)

alakba irhaté, amibdl az elemtartalmak tetszéleges t1 idé-
pont 6ta tetsz8leges tl-nél késébbi t2 idépontig bekdvet-

kezett megvdltozdséra:

'élAmL(ti,tZ) = 10 (2.5)
A

adédik, mint a megmaraddsi egyenlet részrendszer elemtarta-
lom védltozdsokkal (ndvekedés) kifejezett alakja.

Régzitsiink egy t0 € T id&pontot.

Jeldljlk ril’iz(t)-vel a t0 kezdé inddponttdl tetszdleges
t idépontig az 41 részrendszerbbél kdzvetlenlil (vagyis més
részrendszer érintése nélkiil) az {2 részrendszerbe &tment
elemmennyiséget. Jeldljiik Aril’iz(tl,tZ)-vel és nevezzik
elemdtmenetnek a tetszéleges tl idéponttdl tetsz8leges t2
idépontig 41-b&1 kdzvetleniil L{Z-be A&tment elemmennyiséget.

E szerint

Ar .

01,22 (t1st2) = vpq o (t2)-r,y o (1)

Az egyes részrendszerek elemtartalmdnak megvadltozdsai nyil-
van kifejezhet&8k az elemdtmenetekkel:

bmyy(t1,t2) = ] Av, .o (t1,t2)- ]

M., . (t1,t2) (2.6)
i€1 ie1 tli4 |

tetszbleges tl1,t2€T-re és minden Ll€l-re.

Az &sszefliggés egyszeriisitése érdekében vezessilk be az ere-
dé elemdtmenetek fogalmdt. Jeldljik SL],LZ(t)-Vel a t0 kez-
d6é idéponttél tetszdleges t idépontig az 42 részrendszerbdl
k&zvetlenlll L1-be &4tment és az 4] részrendszerbdl k&zvetle-
niil 4{2-be 4tment elemmennyiségek kiil¥nbségét:
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Si1,2008) = g g (B)mrsy o (X)

Jelsljlik Asil Lz(tl,tZ)—vel és nevezzilk eredd elemdtmenet-
’

nek a tetszdéleges tl iddponttdl tetszbleges t2 iddépontig
£2-b8l k&zvetlenlll L1-be Atment,és L]1-b8l k8zvetleniil L2-be
dtment elemmennyiségek kiilénbségét. Eszerint egyrészt

Asil,iz(tl’tz) = SL1,Lz(t2)'SLI,L2(t1) 5
masrészt

Q5
A (2.6) Osszefliggés az eredd elemdtmenetekkel

Amyq (t1,t2) = ) As

L L(ti,tZ) " (2.7)
LE ’

£1

A (2.6) és (2.7) bsszefliggések felirhaték matrix irdsméd-
dal is, az 1 &sszegezd ("csupaegyes") vektor felhaszndla-

saval.

A tl1 és t2 idépontok jel8lését elhagyva legyen

Am =(Ami1,AmL2,...,Aan) 5
Moy i1 PR, A0 Ariq,in
sl gyl 22,00 Arie,in
Ar&n,&l Ar&n,iz Arin,in
és
A8:9.41 B85, 40 S8y
R ASLZ,L’ ASLZ,LZ ASLZ,LH
S—.
As As As .
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Igy a (2.6) &s (2.7) 8sszefliggés madtrix irdsméddal®:

Am =(AR“=AR)°*1 (2.8)
és mivel

AS = AR -AR ’
kovetkezik, hogy

Am = AS-1 {Z2.9)

A (2.6), (2.7) illetve (2.8), (2.9) Osszefliggések az

adott egyelemil &sszetett rendszer mérlegegyenletei.

Ezek a mérlegegyenletek linedris kapcsolatokat jelentenek
a Ami elemtartalom megvaltozdsok és a Arzr,zz illetve
ASLI,LZ elemdtmenetek k&zdtt. Mégis, a (2.8) és (2.9) &sz-
szefliggések ezt a kapcsolatot nem a linedris algebra meg-
szokott vektortranszformdcidés alakjdban irjdk le, mivel
itt a madtrixelemek a vadltozdk, és az 1 vektor a transzfor-
mdciés operdtor. A Neudecker [32] altal javasolt vee(*)

operdtor alkalmazdsdval (ldsd az F.1l.fliggeléket) azonban

mindkét &sszefliggés homogén linedris alakra hozhaté:

VR'AVR 0 s (2.10)

a1 1 B

n

VO'AVo 0 ' (2.?1)

ahol Vgps illetve ¥y kizédrélag I részrendszerének szamdtdél,
azaz n(I1)-t81 fliggd konstans matrix. (n(e*)-nel a halmazok

vagy vektorok elemeinek szdmdt jel8ljtik.)

Az 6sszefliggésekben

*A mdtrix transzpondltjat “-vel jeldljiik.



vee(AR)

azaz részletezve

Av_ = (Ar

R 1, L7 g e s e

Cin,i1°8%400,00°80 00, 000

..,Ar.1 R A\ A% o)

i1,4in rLZ,Ln"' Am.,,Amiz,...,Am. )

An,An’ "L in

tehat AvR mérete:

n(AVR) = n(I)*(n(I)+1) .

Médsrészt

Ac
AVO = T £y

Am

ahol Ac a AS matrix 4tldé alatti elemeib8l oszlopfolytonosan
képzett n(1)+(n(1)-1)/2 méretl vektor. AS ui. definiciéja-
b6l kdvetkezben antiszimmetrikus, igy &4tlé alatti elemei

egyértelmiien meghatdrozzdk. Tehat

AO = (AS«(',Z,/(',I’AS,(’_3,,(:1’”"Asin,oél’As,(:3,,(:2’“"AS,(',H,,(',Z"..

...’Asi’,n,l:(n—’)) ’

A Ao vektor képzését AS-bS1l az aldbbi séma szemlélteti:

* * E % *
% -~ & ES «
¥

%* * & w w
¥ ¥

& * £ E &
¥ ¥ ¥

% % % % %
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Teh&t Avo részletezve:

Avo = (As A

» . . 2 S . 3 . . T A Tl >
&2,&1’A843,41’ ‘ SLH,L"ASL3:42’ 228 in, i(n-1)

’Amil’AmLZ""’Aan)

Eszerint Avc mérete:

n(vo) = n(I)*(n(1)+1)/2

A (2.10) illetve (2.11) &sszefliggések levezetését, és a
VR'
fliggelékben adjuk.

illetve Vo matrixok részletezését az F.2 ill. F.3

2.3 T&bbkomponensii rendszerek mérlegegyenletei

Az eddigiekben hallgatélag feltételeztiik, hogy rendszeriink-
ben egyetlen elem van és a mérlegegyenletek ennek a forgal-
mara vonatkoznak. Az aldbbiakban t8bb elemet tartalmazd

rendszereket vizsgdlunk.

Aszerint, hogy a szébanforgdé rendszerben egy vagy tdbb ele-
met értelmezilink, beszéliink egy- ill. t&bbkomponensii rend-

szerr8l. Itt és a tovdbbiakban a komponens szét a megszokott-
ndl &ltaldnosabban haszndljuk, bdrmilyen "elem"-et érthetiink

rajta.

Az elemek definiciéja értelmében egyéb feltételek hidnydban
a mérlegek elemenként fliggetlenek, és kiildn-kiildn alkalmaz-
haték rdjuk az eldézé pontban tdrgyaltak. Kdzds vdltozdk &l-
tal 8sszekapcsolt mérlegekre vezet azonban, ha a benniik sze-
repldé vdltozdék nem azok az elemek, amelyekre a rendszer meg-
maraddsi tdrvényei vonatkoznak. A kémiai és vegyipari gya-
korlatban ez az eset gyakran fordul eld, ui. dltaldban ve-
gylletek vagy vegyliletcsoportok mennyiségeit vagy &ramait
mérjiik, a megmaraddsi tdrvények pedig kémiai reakcid jelen-

létében ezekre nem érvényesek. Ilyen esetekben a mérlegegyen-




_35_

letek feldllitdsédnak az a feltétele, hogy a komponensek
egymdsba valé dtalakuldsdnak mennyiségi feltételeit is-
merjlik. Vegyliletek és kémiai elemek esetében a szt8chio-
metriai egyenletek ezek az Osszefliggések. Ha a komponensek
sztéchiometriai kapcsolatai ismertek, akkor - lényegében az
azokat felépitd elemek megmaraddsi t&rvényeire alapozva -
a t8bbkomponensii rendszerek mérlegegyenleteihez hasonld
médon Jjutunk el, mint egykomponensi esetben, kiegészitve
az Osszefliggéseket részrendszerenként a komponenseknek a
szt8chiometriai &sszefliggéseket kielégité Atalakuldsdt le-
iré tagokkal. Az ezekben szerepld valtozdk a kiilénbszé
komponensek mérlegegyenleteinek k8z8s vdltozéi. Ezek kap-
csoljdk Ossze a kiildnbdzé komponensek mérlegegyenleteit

egyetlen &sszefliggd egyenletrendszerré.

Jeldljlik K-val a rendszerben értelmezett komponensek hal-

mazat:
K = {BY, B2, conlyess BB .

Jelsljik L-lel a rendszerben értelmezett reakcidkat és en-
nek egy-egy elemét dltaldban £-lel, specidlisan 27, £2,...
«es &n-nel:

L = L8182 sy . 2003

Jeldljlik tovabbé vy pval a k komponens sztdchiometriai
’

egylitthatéjat az £ reakcidéban (a képzédé komponenseket te-

kintve pozitivnak) és legyen

Vg (vLT,k'vZZ,k""'vln,k)‘

a k komponens egylitthat6jadbol képzett n(L) elemii vektor és

Vit el Yenk2 v Yor by
N =| Yez,k1 Ve2,k2  cct Vez,kn
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az egyltthaték »n(L)+*n(K) méreti mitrixa.

Jeldsljlk zi'z(t)—vel a régzitett t0 kezdd iddponttdl tet-
széleges t idSpontig az £ reakcidéban egységnyi sztSchiomet-
riai egylitthatéju komponensnek az { részrendszerben képzs-
détt mennyiségét. Jeldljik Azi(tl,tZ)-vel és nevezzilik at-
alakuldsnak a tetszéleges tl idSponttdl, tetszd8leges t2
idépontig az £ reakcidéban egységnyi szt&chiometriai egyltt-
hatéju komponensnek az {4 részrendszerben képz8d6tt mennyi-

ségét. E szerint
Azi’z(tl,tZ) = ZL,E(tQ)-ZL,z(tl)

Az idépontok jel&lését elhagyva, legyen

[Bzip 01 BZigpn ccee B2y
" Bzi0,01 B2i9,p0  cerr Bz gy
OZrn, 81  DB2pg, e eev BEg b

ezen 4dtalakulédsok n(I)e*n(L) méretli matrixa.

Tébbkomponensii rendszerek esetében az L részrendszer k
komponenstartalménak [tl,t2]-beli megvaltozisédt (ndvekedé-
sét) jeldijlik Ami,k-val, a k komponenstartalom megvdltozd-
sdt az 8sszes részrendszerre az n(I) elemi Am’z vektorral,

és az Osszes komponenstartalom megvdltozést az n(I)+n(K)

méretil
Am&l,kl Am&l,hZ ' Am&l,kn
a4 Miz,R1 Sz, k2 o Amig ki
Am&n,kl Am&n,h? * Am&n,kn

métrixszal.
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Egyszerl /azaz részrendszerekre nem osztott/ zdrt rend-
szerben a komponenstartalmak megvédltozdsa kizardlag az
dtalakuldsok kdvetkezménye. Ezt az ismert szt&chiometriai

egyenletek irjdk le. Jeldléseinkkel:

Y Az,ev = Am (2.22)
rel £ "L,k k

/Itt - tekintettel arra, hogy egyszeri rendszerrdl volt

szé - az 4 indexeket elhagytuk./

Osszetett rendszerben minden részrendszerre figyelembe
vesszik komponensenként a részrendszerek k8z&tti komponens-
dtmeneteket és a reakcidk kovetkeztében bekdvetkezd kompo-
nenstartalom megvdltozdsokat. Ezek egyltt adjdk az adott
komponens adott részrendszerbeli mennyiségeinek megvdlto-
z4sdt. Rovidség kedvéért csak a ASLI,iZ,k eredé komponens-
dtmenetekkel foglalkozunk /i1, i2€1 és kek/.

Az eredd komponensdtmeneteket az eredd elemdtmenetekkel
analég médon jeldljik, a komponensnek megfeleld indexszel

is elléatva. Igy Asil,iz,k a [t1,t2] idéintervallumban az

41 részrendszerb8l kdzvetleniil az L2-be &tjutott k komponens

eredd mennyiségét jeldli.

Képezzik komponensként az egykomponensii rendszereknél tar-
gyalt médon ezekb8l az n(I)*n(I) méretll antiszimmetrikus
Ask matrixokat, ezek f64tlé alatti elemeibdl oszlopfolyto-
nosan az n(c) elemi Aok vektorokat, végll ezek egymds mellé

irdséval a -
AZ. = (Ackl’AckZ""’Adhn)
métrixot.

Ezen jeldlések bevezetésével a k komponens mennyiségének

[t1,t2] id&intervallumbeli megndvekedése az 41 részrendszerben
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LZEIAsil’iz’k+££LAzi7,z'vz’k = bmggp (2.18)
Ebb61l a k komponens mérlegegyenletei az F.3 fliggelékben
definidlt Cq egylitthatématrixszal:

CO-Ach+Az-vk = Amk . (2.14)

A valamennyi megvdltozdst leird mltrix egyenlet ebbdl, a

Amk vektorok egymds mellé irdsdval:

C,"AL+AZ*N = AM (2.15)

ahol
AM = (Amkl’Ame”"’Amkn)

Ez az 8sszefliggés foglalja magdba a t&bbkomponensi 6ssze-

tett rendszer mérlegegyenleteit. Ezek a mérlegegyenletek

lineédris kapcsolatot jelentenek a Am k tipusu komponens-
’

tartalom megvadltozasok, a As 0. b tipusu komponens &atme-
?

netek és a AZL,K tipusu kompg;éns dtalakulédsok kodzdtt. A
(2.15) 8sszefliggésben a A% valtozé jobbrél, a AZ valtozd
balrél szorozza a rendszer szerkezetét leird CG, illetve
sztbchiometriai kapcsolatait kifejezé N egylitthatémétrixo-
kat, a matrixegyenlet megolddsa tehdt a linedris algebra
megszokott fogalomrendszerének keretei k8z6tt nem formali-
zdlhaté. A madr az eléz8kben is alkalmazott vee(*) opera-
tor alkalmazdsdval azonban az Osszefliggés az &sszes vélto-
zbéra kifejezett homogén linedris egyenletrendszerré transz-

formdlhatd:
V. Av,, = O . (2.16)

Ebben az &sszefliggésben VK dllandé, csak n(I)-t8l, n(K)-tdél,

n(L)-t61l és N-t8l flgg, Avy pedig



A (2.16) 8sszefliggés levezetését az F.4 fliggelék tartalmaz-

za a Vy miatrix részletezésével egylitt.

2.4 A védltozdék szelektdaléasa

A (2.11) illetve (2.16) Osszefliggések elvi jelentésége,

hogy szdrmaztatdsuk megmutatja a megmaraddsi tdrvények és

a mérlegegyenletek kapcsolatdt. A gyakorlatban ezeket ilyen
alakban ritkd&n haszndljuk, mert a részrendszerek k&zdtti
teljes kapcsolat grdfot feltételezik, vagyis a részrendsze-
rek kozdtti 6sszes elképzelhetd eredd elem illetve komponens-
dtmenetet tartalmazzdk. Ez az eset a valdsdgban nemigen for-
dul elé, sokkal gyakoribb az, amikor a valdésdgos kapcsolatok
az &sszes elvileg lehetségesnek csak kis hanyaddt teszik ki.
A levezetés sordn mégis a teljes graf feltételezése volt cél-
szerli, mert ez dttekinthetévé és egyszeriivé tette a vdltozdk

jeltlését, és ezen keresztiil a mérlegegyenletek feldllitdsat.

Megjegyezziik, hogy a AS elem- ill. komponensdtmenet mitrix
- ekvivalens a Kafarov [21] féle terminolégia szerinti &dram-
gréaffal, feltéve hogy az utébbiban barmely két részrendszer

(csucs) k8z&tt komponensként legfeljebb egy &ram van.

Konkrét szdmitdsok sordn célszeriitlen volna a nem létezé kap-
csolatoknak megfeleld &tmeneteket jellemzé vdltozdkat megtar-
tani és valamennyinek O értéket adni. Hasonldképpen célsze-

riitlen volna a komponens &talakuldsokndl is minden részrend-
ben minden lehetséges reakcidét értelmezni, mivel egy-egy re-
akcié legtbbbszdr csak egy-két részrendszerre (a reaktorokra)

korlatozddik.
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korldtozddik.

Véglil (tdrold-)kapacitds nélkiili részrendszerek esetén
szllkségtelenek az elem- illetve komponenstartalom meg-
védltozédsokat kifejezd vadltozdk, minthogy ha a részrend-
szer nem tdrol figyelembe veendd mennyiségi elemet il-
letve komponenst, akkor nyilvanvaléan annak vadltozdsa is

zérusnak tekintendd.

Gyakorlati szadmitdsok sordn elég a (2.11) ill. (2.16)
bsszefliggések vAaltozéi kdzilll a valdéban értelemmel bird-
kat figyelembe venni, €s a redlis értelemmel nem bird
védltozbékat az azoknak megfeleld egyltthatémdtrix oszlo-
pokkal egylitt célszeril elhagyni. Ezek figyelembevételé-
vel a (2.11) i11. (2.16) &sszefliggés mlar alkalmas arra,
hogy a gyakorlat &ltal felvetett problémdk megoldd algo-
ritmusainak alapjdul szolgdljon, beleértve az egylitthatéd-

médtrixok szdmitbégépes elbdllitdsat is.

Az eddigi elveknek megfelelden feldllitott linedris mérleg-

egyenleteket a tovédbbiak sordn indexelés nélkil
VeAv = O : (217 )
val fogjuk jeldlni.

A V mdtrix nyilvéan n(b)e*n(v) méreti, ahol n(b) a mérleg-
egyenletek, n(v) a mérlegegyenletekben szerepld valtozdk
szédma. Az n(v) elemli Av vektor elemeit a tovdbbiakban

mérlegvdltozdknak fogjuk nevezni. V rangja gyakorlati ese-

tekben kisebb a mérlegvdltozdék szadmandl. Feltehetd tovabba
az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil, hogy sorainak szdma a

rangjdval egyenlé:
r(v) = n(b) ’

ellenkezd esetben ui. a linedrisan fliggd sorok elhagyédsaval,

a mérlegegyenletek tartalmi vdltoztatdsa nélkiil az egyenléség
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elérhetd.

Megjegyezziik, hogy egy komponens és tdrolékapacitds nélkii-
1li részrendszerek esetében a nem létezd kapcsolatoknak meg-
feleld oszlopok elhagyadsdval adédé V métrix a rendszer ele-
meib8l, mint csucspontokbél. és az elemek k&z&tti &ramkap-
csolatokbél, mint élekbd&l képzett irdnyitott graf illeszke-

dési matrixa.

2.5 Differencidlis mérlegegyenletek

Eddig a mérlegegyenleteket 0-t61l kiilénb&zé, véges, pozitiv
idéintervallumra értelmeztik a 2.1.2 pontban kifejtett

okok miatt. Folytonos lizemli technolégiai rendszerek eseté-
ben azonban leggyakrabban az elemek &dramldsi sebességeit
ismerjiik k8zvetleniil /azaz elemmennyiség/idé dimenzidju
mennyiségeket/. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy az ezekre
a mennyiségekre vonatkozé mérlegegyenletek k&nnyen szdrmaz-
tathatdék az id&intervallumra értelmezett mérlegegyenletek-
bél.

Induljunk ki ehhez a [t1,t2] intervallumra értelmezett (2.16)
mérlegegyenletb&l és osszuk el azt t2-tl-gyel:

1 =
VAVm = 0 . (2.18)
Ebben AV'¥7%?T nem mds, mint a v integrdlis mérlegvdltozd
vektor differenciahdnyadosa. Ha a v vektor minden eleme az
id8 differencidlhaté fliggvénye, akkor rdgzitett tl mellett
a szokédsos t2+tl hatdrdtmenettel a

. 1 - @Y o i
ZthAVmT-Va-_E-VV-O (2.19)

t2+t1

differencidlis mérlegegyenlet addédik, figyelembe véve, hogy V
csak a rendszer szerkezetétdl fligg, tehdt &d41landé. A Av mérleg-

vdltozé vektor elemei a 2.3 részfejezetbeli értelmezés szerint



Asil,iz,k tipusu elematmenetek, AZL,L tipusu dtalakuldsok

és AmL b tipusu elemtartalom vdltozdsok.
’

A v differencidlis mérlegvdltozd vektor elemei ezek id§
szerinti differencidlhdnyadosai, amik az aldbbi k&zismert
fogalmak:

Sl
eléjeles dramlési sebessége,

7.k 2% 41 részrendszerbd8l {2-be &tdramld k komponens

’

éi ¢ @z 4 részrendszerben lejdtszd6dé £ dtalakulds elbjeles
2

sebessége és

m; , az 4 részrendszerben tdrolt k komponens mennyiségének
’

eléjeles megvadltozdsi sebessége,
valamennyi mennyiség/idé dimenzidéban.

Megjegyezzik, hogy @L,k mérésére sokszor nincs kdzvetlen le-
hetéség. Ilyen esetben a differencidlis mérlegegyenleteket
csak akkor lehet alkalmazni, ha az elemtartalom valtozdsok
viszonylag kis sebessége miatt az ﬁi b tipusu vdltozdkat

. o9 . . .
tartalmazé tagokat az SLI,LZ,& es Zp p tipusu valtozdkat
tartalmazé tagok mellett el lehet hanyagolni, vagy ha az
elemtartalom valtozdsi sebességeket a t8bbi vdltozd értékek-

b8l szdmitani lehet.

Ennek figyelembevételével természetesen a vdltozdk szelektéd-
ldsdra a 2.4 részfejezetben tett megdllapitdsok értelemsze-

riien a differencidlis mérlegegyenleteknél is érvényesek.

Mindezekb6l a differencidlis mérlegegyenletekre vonatkozdan
az aldbbi két kdvetkeztetés is levonhaté:

Azonos részrendszer kapcsolatok esetén a mérlegegyenletek
V egylitthatémétrixa az idéintervallumra értelmezett és a

differencidlis mérlegegyenleteknél azonos.

A kétféle mérlegegyenlet alakilag is azonos: mindkettd
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Vev = 0O : (2:20)

alaku. Ebb&l kifolyélag a tovabbi fejezetekben tdrgyaltak
bdrmelyik médon értelmezett mérlegegyenletre egyardnt al-
kalmazhatdk.

Rémutatunk végiil arra, hogy ha ﬁi p =0 minden 4,k pérra,

’
akkor a (2.19) mérlegegyenletek a hdlézatelmélet csombébponti
Kirchhoff t&rvényét képviselik,a részrendszerekkel, mint

csomépontokkal.

Itt jegyezziik meg, hogy olyan feladat is lehetséges, amikor
részben differencidlis, részben integrdlis mérlegvdltozdk
k6z8tt kell mérlegkapcsolatot megfogalmazni. Ilyen esetben
a rendszer dinamikus leirdsdra is sziikség van. Ez az érteke-
zés keretein kiviilre vezetne, ezért ezzel a témdval itt nem

foglalkozunk.

2.6 Kiegészité feltételek

Gyakorlati alkalmazdsok sordn eldfordul, hogy a mérlegegyen-
leteket tovdbbi vdltozdkkal és egyenletekkel célszerii kibé-
viteni. Bar az igy kibdvitett egyenletrendszerek midr kilép-
nek az eddigiekben tdrgyalt, szigoruan a megmaraddsi tdrvé-
nyekre éplilé valdésdgos mérlegegyenletek keretei k&zilil, meg-
engedhetd és indokolt az ilyen bévités, ha a kiegészité fel-
tételek a megmaraddsi t8rvényekhez hasonlé szigorusdggal ér-
vényesek. Az ilyen feltételi egyenleteknek a mérlegegyenle-
tek k&zé soroldsa kildn&sen akkor indokolt, ha formailag sem
jelentenek lényeges valtozdst a mérlegegyenletek rendszeré-

ben, tehdt ha a kiegészit8 feltételek rendszere is linedris.

Kiegészitd feltételi egyenlettel fogalmazhaté meg két kompo-
nensdram egyenléségének eléirdsa. Ez a gyakorlatban akkor
fordulhat eld, ha egy elvdlasztdsi miiveletnél az egyik kom-

ponens kizdrdlag az egyik &ramban tdvozik: pl. kiforralis
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elhanyagolhaté tenzidéju abszorbensbél, vagy kondenzdcid
olyan gézelegyb&él, ahol a gdz nem kondenzdlédd komponen-
sel nem oldédnak a kondenzdatumban.

Ilyen tipusu feltételre vezet, ha valamely dram 8sszeté-
tele rbgzitett. Ez leggyakrabban olyan esetekben fordul

eld, ha a rendszer egyik bemenete levegd.

Mind a kétféle kiegészitd feltételre bemutatunk egy-egy
példat az F.5 fliggelékben.

2.7 Mért mennyiségekre vonatkozé mérlegegyenletek

Az el&z8kben térgyalt (2.20) alaku mérlegegyenletek mind-
addig csak elvi jelentdségliek, amig azokat a rendszer &l-
talunk nem ismert valédi vdltozd értékeire vonatkoztatjuk.
Kisérleti eredmények vagy lizemi mérések értékelése sordn
azonban hibdval terhelt mért mennyiségek k&zdtti kapcsola-
tokrél van szé. Ebben a részfejezetben ezt a kérdéskdrt

elemezzik.

A mindennapi gyakorlatban ritkdn fordul eld, hogy a valto-
z6k vektordnak minden elemét mérjlk. Vannak vdltozdék, ame-
lyek értékét eleve pontosan ismerjiik /igen gyakran tudjuk
valamely komponens &dramdrdél, hogy zérus/, mdsokat viszont
éppen a mérlegegyenletekbdl kivanunk kiszdmitani. Altalé-
ban a vdltozdkat a rdjuk vonatkozd ismereteink szerint hé-
rom osztdlyba sorolhatjuk: a pontosan ismert értéki w, a

mérés utjén megfigyelhetd értékil x és a méretlen /és isme-

retlen értékil/ y véltozdkra. Ezekkel a jeldlésekkel

Pv (1921 )

"
Il
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ahol P olyan n(v)*n(v) méretii permutdlé métrix, amely a

v vektor elemeit a fentiek szerint rendezi &t.
Minthogy a permutdlé matrixokra fenndll, hogy

pt o= Pt

Vv = VP'Pv = VP x |=0 . (2.22)

Vezessiik be értelemszeriien a
}
VP~ = (wix:y)

jeldlést, ahol a W, X ill. Y mdtrixok az eredeti V egylitt-
hatématrix w, x 1ill. y vektorok kivdlasztdsdnak megfeleld
n(w), n(x) ill. n(y) szdmu oszlopdbdl képzett n(b) soru mi-
norai. Igy a (2.17) il1l. (2.19) &sszefliggés a

Ww+Xx+Yy = O (2.238)

alakot &61ti. Mivel mind W, mind w ismert és legt&8bbszdr &l-

landé, célszeri az
u = -Ww
jel8lést bevezetni, amivel tehdt a mérlegegyenletét az
Xx+Yy-ﬁ = 0 (2.24)
alakban nyerjlik. Az ismert vagy becsililheté mennyiségeket a
g = u-Xx
vektorba &sszevonva y-ra az

Yy = q . (2.25)
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dltaldnos linedris egyenletrendszer addédik. Az "4ltaldnos-
sdgon" itt azt értjlk, hogy az ismeretlenek n(y) szdma és

az egyenletek n(qg) =n(b) szdma nem feltétlenlil egyenld.

Ebben a pontban és a tovdbbi fejezetekben azt a gyakorlati
mérési hiba elemzés szempontjdbél érdekes esetet vizsgdl-
juk, amikor a mért és ismeretlen vdltozdk szdmdnak Esszege
nagyobb a mérlegegyenletek szdmdndl /feltételezve az eldzdk

értelmében, hogy V mdtrix rangja a sorok szimdval egyenléd/.

Ha az O8sszeg az egyenletek szamdval egyenld volna, akkor ui.
valamennyi vdltozé értéke a mérlegegyénletekbél u ismereté-
ben szdmithatdé lenne, tehdt mérésekre nem volna szilikség. Ha
az Osszeg az egyenletek szamdndl kisebb lenne, a mérlegszda-

mitds szempontjébdl a feladat értelmét vesztené.

A linedris egyenletrendszerek megoldhatésdgdra vonatkozd

ismert tételek értelmében (2.25)-ben

a/ y-ra megoldds akkor és csak akkor létezik, ha a g vektor

az Y egylitthatémédtrix oszlopainak linedris kombindcidja,

b/ ha van megoldds, az akkor egyértelmii, ha az Y mdtrix osz-

lopai linedrisan fliggetlenek.

A b/ feltétel teljeslilése a mérdhelyek megvdlasztdsdn mulik.
Ebben a dolgozatban ezzel a kérdéssel részletesebben nem
foglalkozunk. Csupdn arra mutatunk rd, hogy a mérdéhelyek he-
lyes megvédlasztdsdnak ellendrzése éppen ezen feltétel vizs-
gdlatdval lehetséges. A kérdéskdr részletesebb targyaldsa
Vadclavek erre vonatkozé publikdciéjéban taldlhaté [u45]. A

b/ feltétel teljesiilését a tovédbbiakban feltételezni fogjuk.
Ellenkezé esetben ui. a mliszerezés nem teszi lehetédvé, hogy
a rendszer egészérdl akdrcsak kdzelitd informlcidét is sza-

rezzink.

Az a/ feltételt a valbésdgos x, y és u vektorok az elézé rész-

fejezetek értelmében szlikségszeriien kielégitik. Ha azonban a
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(2.25) Ssszefliggésben a sorok szdma (n(q)) az ismeretlenek
szdmdndl (n(y)) nagyobb, akkor létezik olyan g vektor, ami-
vel az egyenletrendszer ellentmondé, és ha q folytonos el-

oszldsu valdszinliségi vektorvdltozd, akkor az egyenletrend-
szer csak O valészinliséggel teljesiil. Megjegyzendd, hogy a
b/ feltétel teljeslilése esetén mindig megoldhatd az

n(y) = n(g) eset, amikor a méréshelyek szdma a minimélisan
szllkséges, az n(q) > n(y) egyenlétlenség pedig azt jelenti,
hogy a minimdlisan sziikségesnél t&bb helyen mériink, és igy
a "redunddns" mérések lehetévé teszik a mérési eredmények

hihet&ségének vizsgdlatat.

Ha az a/ és b/ feltételek teljeslilnek és n(q) > n(y), tovabbé
rendelkeziink x-re valamiféle X becsléssel, akkor (2.24)-bdé1l
az y ismeretlenek § becslése meghatédrozhaté. Vdlasszunk ehhez
egy olyan n(9)+n(9) méretld Q mitrixot, amelynek n(y) sordt
/jelsdljlik Ql—gyel/ az Y oszlopai 4ltal kifeszitett altérre
nem ortogondlis n(y) szdmu linedrisan fliggetlen sorvektorok,
fennmaradé n(q)-n(y) sordt /jeldljlk Qz-vell Y oszlopaira
ortogondlis alteret kifeszité linedrisan fliggetlen sorvekto-

rok képezik:

Ilyen Q métrix létezik, mivel el&zetes feltételezéslink értel-

mében r(Y) = n(y).

A (2.24) &sszefliggés Q-val eldlrdl megszorozva két részre

bomlik:

Q Xx+Q,¥y-Q u = O (2.26)
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02Xx+Q2Yy—QZu = 0 . (2,27 )

Az utébbi, (2.27) 6sszefliggésben az ismeretlen y-t tartal-
mazé tag zérus, igy ez feltételrendszer x-re: a (2.24)

8sszefliggésnek csak az n(4q)-n(y) sorbdél 4116
Q2XX-Q2u =0 (2.28)
feltételt kielégitd x-ekkel van megoldésa.

Mivel Q1 sorainak széma n(y), kdvetkezik hogy a (2.28) 8sz-
szefliggés az n(x) szdmu mért vdltozdéra n(q)-n(y) szdmu li-
nedris feltételt jelent. Az egyenletek és a vdltozdk sza-

mdra vonatkozé egyenlétlenség értelmében nyilvén
n(x) > n(q)-n(y) )

vagyis a feltételrendszer a lehetséges x vektorok halmazit

egy n(x)+n(y)-n(q) dimenzidés linedris alakzatra korldtozza.

Ha mar ismerjiik x-nek egy (2.28)-at kielégitd % becslését,
akkor y meghatdrozdsdra a (2.26) 8sszefliggés haszndlhatd

fel. Q, megvdlasztdsa miatt a QY szorzatnak van inverze,
igy

T = (Qly)‘lgi(u—XQ) ) (2.29)

Minthogy Q-t sokféleképpen vdlaszthatjuk, a feladat megol-

ddsdra t8bb lehetdség is kindlkozik.

Gyakorlatilag igen egyszeri algoritmushoz jutunk a

) \

) & [ +___ (2.30)
|
|

vdlasztdssal, ahol az , index a szdébanforgd mdtrix n(y)
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sorbél 4116 felsb, a 2 index n(g)-n(y) sorbél &116 alsd

minordra vonatkozik:

/Q ilyen megvélasztdsdnak természetesen az a feltétele, hogy
YII létezzék/. Igy az

g -1 oo o2 -1
(x2 Y.Y xl)x (u2 Y. ¥ %

2%1 ¥y ) =0 (2.31)

feltételrendszert és y kiszdmitdsdra az

_1 Lo
Y = Y1 (ul-xlx) (2.82)

6sszefliggést kapjuk.

Az algoritmus ardnylag kis miveletigényii, mert a Ql—gyel
vald szorzds valéjdban csak minor kivdlasztdsként jelentke-
zik. H&trédnya, hogy elSzetesen meg kell gy8z8dni Y, inver-
tdlhatésagardl.

A részletek ismertetése nélkiil megjegyezziik, hogy ha Y, -et
nem kimondottan Y fels& kvadratikus minordnak, hanem alkalmas
soraibél képzett invertdlhatd minordnak tekintjilk, akkor az
ismert Gauss elimindciés invertdldsi technikdt igen egyszerl-
en lehet ugy médositani, hogy a teljes Y matrixbdl kiindulva,
az elimindciéval egyidejlileg tdrténjék meg azoknak a sorok-
nak a kivdlasztdsa, amelyekbdl képzett kvadratikus Yi-nek
létezik inverze [12]. Nyilvanvaldé, hogy ebben az esetben az
index az igy kivdlasztott sorokbdl képzett midtrixokat ill.

il

vektort, a index a fennmaradt sorokbdl tetszdleges, de vala-

2
mennyi mdtrixra ill. vektorra azonos sorrendben képzett mino-
rokat jel&li. Hasonlé médositdssal alkalmazhaté ugyanerre a
célra az ortonormdlt Q transzformlcidés matrixot el8adllitd

Householder-féle QR transzformdcidé is /1l4sd pl. a [33] hivat-
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kozdst/. Ez utébbi eldénye a Gauss elimindcidéval szemben
rosszul meghatdrozott /ill conditioned/ mé&trixok esetében

mutatkozik meg, igen jé numerikus stabilitdséban.

Megjegyezziik, hogy Ql-nek maga Y1 is valaszthaté volna,
ami y meghatdrozdsdra a LKN médszer technikdjat jelente-
né. Ez azonban az egyszerlli elimindciéndl milveletigényesebb

€s az elfz8khdz képest semmi eldnyt nem jelent.

Az ismeretlen mennyiségek szdmitdsa tehdt a mért mennyisé-
gek egy becslésébdl a (2.29) ill. specidlisan a (2.32)
Osszefliggés szerint térténhet, ha a méréshelyek megvédlasz-
tdsa ezt lehet6vé teszi., Ahhoz azonban, hogy az alapvetd
(2.20) mérlegegyenletnek egydltaldn legyen megoldésa, a
becslilt értékeknek ki kell elégitenidk a (2.28) ill. spe=-

cidlisan a (2.31) feltételrendszert.

Ha bevezetjlk az

1l1l. specidlisan az

E e -1 Z = . -1
A = X2 Y2Y1 X1 és b u2 Y2Y1 u,

jeldléseket, akkor a (2.28) ill. a (2.31) feltételrendszer

az

Ax-b = O (2.33)

alakba irhaté. A tovadbbi targyalds sordn az Osszefliggést
ebben az alakjdban fogjuk felhaszndlni.

2.7.2 Specidlis_esetek

Az el6z6 pontban azt a legé&ltaldnosabb esetet térgyaltuk,
amikor a rendszer &dramai k&z8tt pontosan ismertek, hibaval
terhelt mérések utjadn ismertek és ismeretlenek egyardnt

szerepelnek. Most r&viden &ttekintjik azokat a specidlis
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eseteket, amikor ezek egyike-mdsika nem szerepel.
2 ok o2 ol

Pontosan ismert mennyiségek nincsenek:

A (2.22) bsszefliggésben w nem szerepel. A tovdbbi 8ssze-

fliggések formdlisan a
w=0 , u=0 és b =0

helyettesitéssel érvényesek.
2Tl

Ismeretlen mennyiségek nincsenek:

A (2.22) &sszefliggésben y, VP~ felbontdsdban Y nem szerepel.
A tovabbi tsszefliggésekben az ezek bdrmelyikét /beleértve
Y minorait is/ szorzé tényezdéként tartalmazd tagok zérusok.
Az y szamitdsdra szolgdld (2.29) ill. (2.32) Osszefliggés

értelmét veszti. A (2.33) Osszefliggés
A =X és b =u

helyettesitéssel érvényes.
2+7:2.3

Valamennyi vdltozé mért mennyiség:

A valtozék becsiilt értékeivel a (2.20) 8sszefliggésnek telje-

silnie kell. A (2.33) 8sszefliggés az
A= X =N és b = 0O

helyettesitéssel érvényes.
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2.7.2.4

Mért mennyiségek nincsenek:

A (2.22) 6sszefliggésben x, VP~ felbontdsdban X nem szerepel.
A tovabbi 6sszefliggésben az ezek bdrmelyikét /beleértve X
minorait is/ szorzé tényezdként tartalmazd tagok zérusok.
A feladat csak akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha Y kvad-

ratikus és nem szinguldris. Ekkor:
vy =Y n .

"Az x-ekre vonatkozé feltételrendszer /(2.28) ill. (2.31)/

értelmét veszti.

A feladat ilyen formdban tervezési szdmitdsokban fordul eld.
2.7.2.5

Valamennyi vdltozé ismeretlen:

A feladat értelmét veszti, Kizdrdlag mérlegegyenletekbdl,
mds informdcidé nélkilil a vdltozdk kiszdmitdsa nyilvén lehetet-

len.
2.7:2:6

Valamennyi vdltozé pontosan ismert:

A megoldds trividlis. A vdltozdk pontos értékei sziikségszerii-

en kielégitik a mérlegegyenleteket.
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3 A MERESI HIBAK ELEMZESE

Ez a fejezet az eldézének arra a megdllapitdsdra épiil, hogy
a mérlegegyenletek a rendszer mérlegvdltozdi k&z8tti lined-
ris kapcsolatok, és hogy a valdésdgos x mérlegvéltozdkra
teljeslil az

Ax-b = O
feltételrendszer, ahol A n(f)+*n(x) méreti,
r(A) = n(f)
rangu matrix, ahol
n(x) > n(f)
Hibaelemzésen - a gyakorlat igényeinek megfelel8en - az

alédbbi kérdések vizsgdlatdt értjiik:

a/ A rendszerre vonatkozé elézetes ismereteink alapjén el-
fogadhaténak tekinthetlink-e egy &sszetartozd mérést,

vagy azok egy sorozatdt?

b/ Mi a rendszer legvaldszinilibb dllapota a mérések és az

elézetes ismeretek figyelembevételével?

¢/ Ha az a/ szerinti vizsgdlat alapjéan a mérést vagy mérés-
sorozatot nem fogadjuk el, vajon melyik méréshely a jel-
zett durva hiba legvalészinlibb forrédsa?

3.1 A valtozdk és eloszldsuk

3.1.1 Definicidk_és_jeldlések

A 3.fejezetben az aldbbi jeldlési konvencidé kdvetkezetes al-
kalmazdsdra tdrekszlink: a vdltozd valédsdgos értékét a fdléje
ing ™
értékét = jellel, becsiilt értékét ™ jellel kiildnbdztetjiik

meg. A felsd jelzés nélklili jel8lést csak a vdltozd megjeld-

jellel, mért, vagy a méréssel kdzvetleniil kapcsolatos
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lésére &4ltaldban, integrdcids valtozdként vagy slirliség-

fluggvényének fluggetlen vdltozdjaként haszndljuk.
Az x-X kiilldnbséget &ltaldban hibdnak nevezziik és d-vel
jeldljtik:
d'—’X-;( .
Az x-% kiildnbséget dltaldban korrekcidnak nevezziik és c-
vel jeldljiik:
c = x-X

Az Ax-b vektort &ltaldban mérleghibdnak nevezziik és f-fel

jels1jik:
Ax-b = f .

A felsorolt fogalmak valédi, mért és becsililt mennyiségei-

nek definiciéjat a 3.1 tdbldzat foglalja Ossze.

3.1.2 A mérési hibdk és mért értékek feltételezett

Ebben a pontban tételesen felsoroljuk a tovdbbiakban al-
kalmazott feltevéseinket a mérési hibdk eloszldsdra vonat-

kozdan.

3,1.2.1

A mérési hibdk a mérlegvdaltozdktdél fliggetlenek. EbbSl k&~

vetkezdben

E(a%”) = E(d) %~ (2.4

3.d42.2

A mérési hibdk n(x) vdltozdbds egylittes normdlis eloszldsuak:

- g

d ~ Nn(x) (0,Vy (3.2)

)

ahol © a d mérési hiba varhaté értéke, Vg d varianciamdtrixa.



definicié Vi valédi ~ : mért * : becsiilt
mérlegvdltozd X X % X
a mérlegvdltozd a mérlegviltozb a mérlegvdltozé
valédi értéke mért értéke becsliilt értéke
hiba a = x-% d=3%x=0 a = %% = -c d = %-¥%
a valédi a mérlegvéltozd a mérlegvaltozé
mérlegvaltozd BB e o R s
hibd5a,ami nyilvén mérési hibdja becslési hibaja
zérus
, ~ v N o s ~ il o -~ A~
korrekcid cC = X-X c = x-Xx = =d c=x-x=0 cC = X-X
az idedlis a becsiilt
korrekcié korrekcid
v v ~ ~ ~ A
mérleghiba f = Ax-b f = Ax-b =0 f = Ax-b £ = Ax-b
a valédi értékekkel a mért a becsillt
adédé mérleghiba, mérlegvdltozbkkal mérlegvdltozdkkal

ami nyilvan zérus

adédé mérleghiba

adédé mérleghiba

3.1 tablizat

JelBlések attekintése

-Sg_
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Ezt a feltételezést gyakorlati szdmitdsok sordn igen gyak-
ran alkalmazzdk, ami olyankor, amikor a hiba igen sok flig-
getlen forrdsbé6l addédé véletlen vadltozd Osszegeként adédik,
az un. centrdlis hatdreloszldstételbdl kévetkezben elméle-
tileg is aldtdmaszthaté. Mégis, néha a mérési hibdk elosz-
ldsa ett8l jelentdsen eltérhet. Az ebben a fejezetben le-
irt algoritmusok alkalmazdsa eldtt feltétlenil meg kell
gy6z&6dni, hogy a normdlis eloszlds feltételezése fenntart-
haté-e. Ellenkez8 esetben a hipotézisvizsgdlat sorédn a
hibds ddntés valdészinlisége nem fog megfelelni az eldirt
szignifikanciaszintnek és a becslés tulajdonsdgaira vonat-
koz6 4llitdsaink /maximdlis valészinliség, minimdlis varian-
cia, torzitatlansdg/ dltaldban nem lesznek helytdlldk.
Ilyenkor egyedileg kell a problémdt megvizsgdlni, hogy az
algoritmusok a gyakorlat igényeit kielégitik-e vagy sem.
Kénnyen eléfordulhat pl., hogy a feltételezett8l eltérd
hibaeloszlds miatt a korrigdlt mérlegvdltozdék k&zdtt nega-
tiv /a t6bbi komponenssel ellenkezd irdnyu/ komponensdram
is fellép, ami aligha tekintheté a legvalésziniibb lizemdlla-

potnak.

1
A mérési hibdk O véarhaté értékiiek:
@ =£(d) =0 (4.3)

A mérési hibdk elfogadhatésaganak vizsgdlatdval foglalkozd
3.2.3 részfejezet ezen feltétel ellendrzésére javasol algo-
ritmust.A O-td6l kiilénbdzé varhaté érték tovabbi vizsgdlata-
val ennek a fejezetnek a 3.3 és 3.4 részfejezete is foglal-

kozik.

3.1.2.4

A mérések hibdinak korreldlatlansdgdt a fejezetben nem téte-

lezzik fel. A hibék vy varianciamdtrixa tehdt nem szlikség-
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szeriien diagondlis, de természetesen szimmetrikus, nem-
negativ definit /pozitiv definit vagy szemidefinit/

matrix.

Az alkalmazds oldaldrél tekintve ez azt jelenti, hogy fi-
gyelembe tudjuk venni, ha valamelyik méréshelyen fellépé
hiba més méréshelyeken jelentkezd hibdkkal korreldciéban
van. Ezeket a kapcsolatokat a varianciamdtrix &tlén kiviili
elemeinek O-t61 kiilénbbz6 értéke fejezi ki.

Nehézséget jelenthet ezeknek a kovariancidknak meghatédrozé-
sa a gyakorlatban. A mérések utjédn tSrténd meghatdrozds
igen nehézkesnek és nehezen megvalésithaténak léatszik: flig-
getlen, nagy pontossdgu mérdémiiszerekkel kellene az adott
helyszinen pdrhuzamos ellenérzd méréssorozatot végezni,
majd az igy kapott eredményeket statisztikailag értékelni.
Erre lizemi k&rilmények kdz8tt aligha van méd és ilyen méré-

sekr8l nincs is tudomdsunk.

A nem diagondlis varianciamdtrixra vonatkozé feltételezés
ennek ellenére nem csupdn formdlis. A varianciamdtrix sta-
tisztikusan nem fliggetlen hibdk esetére tdbb-kevesebb kdze-
litéssel szdmitéds utjan is meghatdrozhaté, ha feltételezni
lehet, hogy a mérési hibdk két fliggetlen 8sszetevé8b8l addéd-
nak: egy méréshelyenként fliggetlen, tehdt diagondlis vari-
anciamdtrixu € és egy k8z8s § hibaforrdstél determiniszti-
kusan linedrisan fliggé tagb6él. Ilyen k&6z8s hibaforrds lehet
a miszerek tédpfeszliltségének vagy a légnyomdsnak a vdltoza-

sa, a kdérnyezeti hémérséklet ingadozdsa stb.

A szédmitdshoz természetesen ismerni kell azt az n(x)+-n(g)

méretli I' egylitthatémdtrixot, amelynek Yy j eleme az i-edik
r

mérlegvdltozd mérési hibdjdnak a g k&z&s hibaforrésvektor

j-edik elemété61 vald fliggésének egyltthatdja. Igy

d = 8+T9 . (3.4)
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Az € és g hibdk fliggetlenségére tett feltételezés kdvetkez-

ményeként az eredé d mérési hibavektor varianciamdtrixa

Vy = E(dd”) = E(ee”+I'gg 1"‘) = v?rvgr " (3.5)

Megjegyezziik, hogy ezzel az eljdrdssal kezelhetd - bizonyos
elhanyagoldssal - az a gyakorlatban igen gyakran eld8forduld
eset is, amikor a mérlegekben szerepld komponensdramok valé-
jdban egy k8z8s tbmegdram és kiildén-kiildn mért Ssszetételek
szorzatai. Ilyehkor a tomegdram mérési hib&djét tekinthetjiik
k6z6s hibaforrdsként. I' megfelels elemeit ezesetben éppen
maguk a koncentrdcidk jelentenék, de ha relativ valtozdsuk
nem tulsdgosan nagy, akkor azok az dtlagos értékekkel kdze-
litheték. Ez is egy lehet8ség a bilinedris mérlegegyenletek

kiegyenlitésének k&zelitd megolddséra.

341.2,5

Feltételezziik, hogy a mérési hibdk tere nem elfajuld,vagyis
hogy a hibavektorok kifeszitik a mérlegvdltozdk teljes n(x)
dimenziés terét. EbbS1l k8vetkezik, hogy varianciamdtrixuk
hatdrozottan pozitiv definit, tehdt nem szinguldris és igy
létezik inverze.

Ez a feltételezés valdéjédban mdr kdvetkezménye annak az elé-
z8kben is emlitett feltevésnek, hogy statisztikusah Osszeflig-
g6 hibdk esetében is van a mérési hibdknak statisztikusan
fliggetlen 6sszetevéje. Itt kiildn hangsulyozzuk, hogy ez min-
den méréshelyre valdéban létezik; tehat Vg hatérozottan pozi-
tiv definit. Igy PVEP' nemnegativ definit voltdbél kdvetke-
zik, hogy a feltétel teljesiil. Mivel a mérések mindig hibéa-
val terheltek, ez a feltétel a valdsdgnak mindig megfelel,

ha minden mérlegvdltozét valéban fliggetleniil mérilink, vagy

legalabbis fliggetlen mérések eredményeibdl szdmitjuk azokat.
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3.1.2,6

A mért értékek X vektora a valésdgos x értékeket terheld
mérési hibdk kdvetkeztében szintén valdszinliségi valtozd.

Régzitett X mellett,0 varhaté értéki d hiba esetén

~

X ~ Nn(x)(fc,va«) (3.6)

3.2 A mérleghibdk és a mérési hibdk kapcsolata

3.2.1 A mérési hibdkra vonatkozd feltételrendszer

~

Az f mérleghiba vektor a 3.1.1-beli definicidé szerint
f=2a%b . (3.7)
Felhaszndlva az ugyanott taldlhatd

o’ ~

d = X-% (3.8)

v v
f Ax-b = 0O (3.9)

~ ~

6sszefliggéseket, az f mérleghiba és a d mérési hibavektor k&-

z8tt a homogén linedris

~

f = ad (3.10)

kapcsolat addédik.

Ez az Osszefliggés a mérési hibdk elemzése szempontjdbél alap-
vetd jelentlségli, mert kapcsolatot teremt a (3.7) Osszefliggés
szerint a mérési adatokbdl kiszdmithaté mérleghiba és a meg-
ismerhetetlen mérési hibdk k&zdtt, kiklisz&bdlve a (3.8) Ossze-
fliggésben szerepld X valésdgos mérlegvaltozé értékeket. (3.10)
természetesen nem alkalmas arra, hogy beléle a d mérési hibat
kiszdmitsuk, mert a fliggetlen mérlegegyenletek szdma nem ér-
heti el a mérlegvdltozék szédmdt, €s igy A sorainak szdma n(x)-

nél kisebb. A hibaelemzés sordn viszont éppen a (3.1o) &ssze-
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fliggés révén hasznositjuk az £ mérleghibdkban rejlé infor-
macidbt.

~

(3.10)-b81 k&vetkezben az f mérleghiba vektor vdrhatd érté-
ke

~

E(f) = E(ad) = 20 .

O varhaté értéki hibdk esetén tehédt
E(f) =0 .

£ variancidja nyilvén

Cvg = E((F-E(E))-(F-E(£)7) = ava”

d varhaté értékétél fiiggetlentil. O varhatéd értékil normdlis
eloszldsu hibdk esetén a beldle homogén linedris transzfor-
mdciéval képzett f valésziniiségi vektorvdltozé is O varhaté
értékl és normdlis eloszlasu:

f ~ Nn(f)(O,AVa'A’) . (3.11)

3.2.2 A _mérlegegyenletek normdlt_alakja

A mérlegegyenletek és a beld&liik levezetett (3.10) feltétel-
rendszer az egylitthatdék és vdltozdék alkalmas transzformdci-
6jdval olyan normdlt alakra hozhaté, amely a tovdbbi elem-
zést egyszeribbé és 4dttekinthetdbbé teszi.

Felhaszndlva azt, hogy Vgy és AVaA' szimmetrikus és pozitiv
definit, tehdt 1létezik valds négyzetgybke, vezessiik be az
aldbbi jeldléseket:

G = (AV‘&‘A')'I/ZAVE-I/Z , (3.12)
h = (AVa’A’)‘l/zb " (3.13)
E = v=2x (3.14)

d
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s = vi*a (3.15)
y = ngzc (3.16)
® = (AVEA')—VZf g "(3.17)

ahol a matrix i hatvdnydn a csupa pozitiv sajat értéki

négyzetgydkdt értjlik.
Behelyettesitéssel addédik a

GE-h = ¢ (3.18)
mérlegegyenlet és a

GS = ¢ (3.19)
feltételrendszer.

Ha a transzformdlt védltozdékra is értelmezziik a 3.1.1 pontban
definidlt Y, ©~ és ~ szimbdélumokat, ugy azokra is értelmezhe-

té a

6§ = E=-¢

Y = E-E

kapcsolat és a 3.1.tdbldzat a megfeleld gdrdg betiikkel je-
161t transzformdlt egylitthatékkal a normdlt §, 8§ és y val-

tozbékra analdég médon értelmezhetd.

Mivel a 3.2.1 pont szerint VE szimmetrikus és hatédrozottan
pozitiv definit, és mivel A rangja sorainak szdmdval egyen-
16, a transzformdcié létezik és kdlcsdndsen egyértelmii, a

transzformdlt mennyiségek pedig valdsak.

Beldthatdé, hogy a normdldssal mind a mérési hibavektort,
mind a mérleghibavektort fliggetlen, egységszérdsu valdszinii-

ségi vektorvdltozévé transzformdltuk:



= G2 =

V$=In(f) | (3+21)

és mivel a transzformldcié linedris, a vdltozdk eloszldsa nor-
médlis marad. O vadrhatdé értékii hiba esetén tehéit

~ Nn(x)(o'I) (3.22)

$~~n(f)(o,1) : | (3.93)

G definiciéjébél kdvetkezben

-

GG = In(f) v a2l )
A transzformdcié fontos, a tovédbbiak sordn kihaszndlédsra ke-
riilé tulajdonsdga, hogy
a/ £, § és Yy invaridns x léptékének megvalasztéséra,

b/|e| ill. ¢ ¢ invaridns mind x 1éptékének megvalasztésira,
mind a mérlegegyenletek ekvivalens linedris transzformdci-
6jéra.

Az invariancia igazoldsa az F.6 fliggelékben taldlhaté.

Megijegyezziik, hogy a transzformlciét legt&bbszdr nem sziiksé-
ges numerikusan megvalésitani. A transzformdcids képletekben
szerepld viszonylag nagy miveletigényl matrix négyzetgydk-
szdmitds elkeriilhetd, ha a levezetett végeredményeket az ere-
deti vdltozdkra képletszerlien visszatranszformdljuk. Ha vala-
mi okbdél a transzformdcidét numerikusan mégis meg akarjuk vald-
sitani, a mdtrix négyzetgySkvondsra jé1 konvergdld iterativ

algoritmust ajdnlunk az F.7 fliggelékben. Ennek eldénye, hogy

nincs sziikség hozzd a szdébanforgd madtrix fétengelytranszfor-

médcidjéra.
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Elsé pillantdsra kézenfekvének tiinnék az &sszetartozé mér-
legek utjan tdrténé ellendrzésére az f mérleghiba vektor
abszolut értékét, vagy ami azzal lényegében egyenértéki,
annak négyzetét f +f-ot mint hibamértéket felhaszn&lni:

ha ez az érték elég kicsi, a mérést elfogadjuk, ha nem, a
mérést elfogadhatatlannak mindsitjiik. Azonnal l&thaté azon-
ban, hogy a hibamérték ilyen definiciéja még azoknak a leg-
elemibb feltételeknek sem tesz eleget, amiket a mérések el-
fogadhatésédgédnak ellendrzésével kapcsolatban meg kell kdve-
telntink. £ +f vdlasztdsa ui. 8nkényes és a probléma lénye-
gét egyaltalén nem érintd momentumoktél is filigg. A (3.7)
Osszefliggés felirdsa ui. - amibdl voltaképpen f-ot szamit-
juk - véletlenszerii, minthogy egy adott rendszer mérlegeit
ekvivalens médon végtelen sokféleképpen megadhatjuk, és egy
ilyen megadds tetsz8leges k&lcsbndsen egyértelmii linedris
transzformdciéja az eredeti mérlegekkel egyenértékii, mégis
ugyanazon x értékekre kiildnbsz8 £°+f hibamértéket ad. Ha-
sonlé a helyzet a mérlegvdltozdk léptéktranszformdcibdéjaval

1805

Mint azt az eléz8, 3.2.2 pontban beldttuk, a mérlegegyenle-
tek (3.12)-(3.19) szerint definidlt normdlt alakjéban sze-

replé @ normdlt mérleghiba vektorral képzett

2 ~ o~

9 =99 (3.+25)

hibamérték kielégiti az elézbkben hidnyolt invariancia k&-

vetelményeit: fliggetlen X elemeinek mértékegységétdl, vala-
mint a mérlegegyenletek felirdsdnak médjatdl.

Minthogy @ (3.23) értelmében elemenként fliggetlen, O varha-
té6 értéki, egységszdrdsu,normdlis eloszldsu valdszinliségi

vdltozé, g? nyilvdnvaldan n(f) szdmu ilyen négyzetének &sz-
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szege, tehdt n(f) szabadsdgi foku,centrdlis x? eloszldsu
valészinliségi valtozd:

a® ~ x*,(¢) _ (3.26)

Megjegyezziik, hogy q? egyenld a E mérlegvdltozdk terében

a E'mért értékek &ltal meghatdrozott pontnak a mérlegegyen-
leteket kielégitd pontokbdl képzett linedris alakzattdl va-
16 tavolsdgdval is. Ez a megdllapitds a kbvetkezé, 3.2.3
ponthoz kapcsolédé F.9 fliggelékben szerepld levezetésbél
kévetkezik.

Az 8sszetett mérések elfogadhatdsdgdnak vizsgdlata a mate-

matikai statisztika hipotézisvizsgdlat témakdrébe tartozik

[33],[u48]: azt a hipotézisilinket kivdnjuk ellendérizni, hogy
a mérési hibdk eloszldsa megfelel a 3.1.2 pontban feltéte-
lezettnek, beleértve a hibdk O varhatd értékét.

A hipotézisvizsgdlat mindig két hipotézis, az eredetileg

feltételezett un. Hy nullhipotézis és egy H® ellenhipotézis
szembedllitdsa és a rendelkezésre 4116 bizonytalan informé-
cié alapjén annak eldéntése, hogy a nullhipotézis fenntart-
haté-e.

Nullhipotézisiink az eddigiek értelmében az, hogy

HO : d""Nn(x)(orv'a) . v (3.27)
Az ellenhipotézis azonban egydltaldn nem ilyen egyértelmi.
Tekinthetnénk azt, hogy a hiba na2m normdlis, hanem valami-
lyen ettél eltérd eloszldsu, azt, hogy normélis, de valami-
lyen Vy-t6l kildnbdzd vE variancidju, vagy azt, hogy vy va-

d d
riancidju normdlis, de O-té61l kiilénbézd varhatd értéki, stb.

Mind az ésszeri miszaki megfontoldsok, mind a viszonylag egy-
szerlli matematikai kezelhet6ség ez utolsé ellenhipotézist in-
dokolja:
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H :d~N (0,vz) (3.28)
ahol @ + O és tetsz8leges, ismeretlen.

A normdlis eloszlds feltételezésének elvetése a feladat ma-
tematikai kezelését teszi reménytelenné. A variancia, ill.
vdrhaté érték valtozdsa k&zlll azért esik az utbébbira a véa-
lasztds, mert - milszakilag fogalmazva - ellenhipotézisként
a nullpont eltoléddaséra sokkal inkd&bb gyanakszunk, mint ar-
ra, hogy a mérémiiszereink "feloldbképessége" csbkkent, vagy

a "mérési zaj" mértéke ndétt volna meg.

Az az ellenhipotézis, hogy a varhaté érték O-t61 klilénbdzé,
azt jelenti, hogy nem egyetlen konkrét eloszldst &llitunk
szembe a (3.27) szerinti nullhipotézissel, hanem eloszl&sok-
nak egy halmazdt, ellenhipotézisiink tehdt a megszokott ter-
minolégia szerint 8sszetett /composite/. Ezért nem létezik
egyértelmiien leger8sebb vizsgdlat a (3.27) és (3.28) hipoté-

zisek k&zdtti dbntésre. Az F.8 fliggelék azonban azt bizonyit-

ja, hogy a (3.25) szerint szamitott q%-tel a

(a® s X3(g),e)  Ho (3.29)

(q* > X;(f),a) H”

déntés a q? valésziniliségi vdltozd centrdlis voltédnak vizsgéla-

tdra egyenletesen leger&sebb /most powerful/. Mivel pedig q?

akkor centrdlis x? eloszldsu, ha a mérési hibdk O vérhatd ér-
ték vektora O abszolut értéki, vagyis O-val egyenld, ez egy-
uttal a g = 0 hipotézisre is egyenletesen legerdsebb. Ez azt
jelenti, hogy az elséfaju hiba®* valdésziniiségét adott szinten
régzitve a midsodfaju hiba®* valészinlisége az 8sszes lehetsé-
ges vizsgdlatokkal elérhetdék k&zdtt minimdlis, akdrmennyi is
a © + 0 varhaté érték vektor abszolut értéke.

* Elsé6faju hiba: H valéjéban fenndll, mégis elvetjlik.
*% Misodfaju hiba: valéjéban H” 411 fenn, H =t mégis elfogadjuk.
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Ugyancsak az F.8 filiggelék mutatja ki, hogy a (3.29) szerin-

~

ti doéntés megengedett a © vektor 0 volténck ellendrzésére.

3.2.3.2

A mérések elfogadhatésdgdnak vizsgdlata a gyakorlatban te-

hdt az aldbbiak szerint végezheté:

A (3.25) 6sszefliggést az eredeti egylitthatdé és vadltozébrend-
szerre visszatranszformdlt alakjdban haszndljuk. (3.17)-et
felhasznédlva

g® = 'E‘(AVEA‘)“'E : (3.30)

g? tehédt (3.11) szerint £-b61l képzett olyan kvadratikus alak,
amelynek egylitthatémdtrixa a mért értékektdl fliggetlen és

igy 4llandé, eldre kiszdmithaté és az ellendrzés sordn csak
az aktudlis £-mal valé szorzdsok végrehajtdsa sziikséges. A
mérés elfogadhatatlansdgdra vonatkozé déntést g?-nek egy elé-
re meghatdrozott szignifikanciaszinthez tartozé kritikus
qirit értékkel valé &sszehasonlitdsa alapjén hozzuk: ha g?
ennél nem nagyobb, a mérést elfogadjuk, ha nagyobb, elvetjiik.

Ez utébbi esetben a mérési eredmények & vektordt rendkiviili

hibdval terheltnek minésitjlik.

Az elfogadhatésdg vizsgdlatdnak elvét a 3.2.4 pontban szem-

1élteté &bradn is bemutatjuk.

324,11

Ha a 3.1 részfejezetben felsorolt feltételek fenndllnak,
beleértve a mérési hibdk O vérhaté értékét, méd van arra,
hogy a rendelkezéslinkre 4116 kiegészitd informédcidkat fel-
haszndlva az &sszetartozd mérési eredményeket korrigdljuk.

/Kiegészité informdcidén a mérlegegyenleteket és a mérési
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hibdk eloszlédsédnak valamint varianciamdtrixdnak ismeretét
értjik./ Mint azt mldr a fejezet bevezetésében jeleztiik,

azt a kérdést tessziikk fel, hogy mi a rendszer legvalbszi-

niibb dllapota a mérési eredmények és a kiegészité infor-

mécidk ismerete alapjédn. Ennek a kérdésnek a megvdlaszo-

1l4sé4t a matematikai statisztikdban legnagyobb valdszinilisé-

gl /ML, angolul maximum likelihood/ becslésnek nevezik.
A becslés elvi alapjaival kapcsolatban ismét Rao kdnyvére
utalunk [33].

A ML becslés szempontjdbél esetlinkben alapvetd az a tény,
hogy barmilyen valdésdgos dllapotnak ki kell elégitenie a
mérlegegyenleteket, az azokat ki nem elégité &llapotok
valészinlisége zérus, igy azok eleve kizdrtak a ML becslés
szempontjdbél. Kévetkezésképpen a ML &llapotnak ki kell

elégitenie a mérlegegyenleteket. Normdltan ez a feltétel
GE-=h = 0O (8.31)

alaku. Keressilik tehdt az ezen feltételnek eleget tevd leg-
valészinlibb & vektort az Osszetartozé mérési eredmények E

vektordnak ismeretében

(3.22) szerint § O varhaté értéki, komponensenként fligget-
len egységszbrdsu valészinliségi vektorvdltozd. Siriiségfligg-
vénye tehédt

F5(8) = D, yeap(- 3878) (3.32)
amibd1l

FE(8) =D, 4y exp(- %(E-E)‘(E-E)) . (3.83)
/A sﬁrﬁségfﬁggvénybe? B

Bt =P :

csak a dimenziészamtél fliggé dllandd./
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A ML becslés elvének megfelelSen helyettesitsiik a mért
E vektort a sliriliségfliggvény & vdltozéja helyébe és ke-
ressiik E—nek azt a £ becslését, amit E helyébe helyet-
tesitve az igy nyert un. likelihood filiggvény értéke

- esetiinkben a (3.31) feltételt is kielégitve - maxima-
lis*. Ha a likelihood fliggvényt Lg(g)-vel jeldljlik, ak-
kor

I(E) = D, eap(~ F(E-£)7(E-€)) . (3.34)

Felhasznalva, hogy

a korrekcidéra az
L(y) =D cexp (- lY'Y) (3.35)
n(x) 2 '

likelihood fliggvényt nyerjiik. Ennek maximumhelye nyilvan-
valdéan azonos az exponencidlis fliggvény argumentuma negdlt-

jadnak, vagyis mivel Dn(x) Y-té61l fliggetlen, a

¥(y)= %_-Y’Y (3:36)

fliggvénynek minimumhelyével. /Ez a megdllapitds nyilvanva-

léan mind a szabad, mind a feltételes minimumhelyre igaz./

A feltételes minimumhely megdllapitdsdhoz fejezzik ki a
(3.31) feltételt y-vel. Felhasznilva a

-
~

§=£-Y

bsszefliggést, a feltételt

*Gyakran az igy definidlt fliggvény logaritmusdt nevezik
likelihood fliggvénynek. A transzformdcié monoton volta
miatt a kétféleképpen definidlt fliggvény szélsbérték

helyei azonosak.
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o R (3.37)
alakban nyerjilik.

A (3.36) célfliggvényb8l és (3.37) feltételi egyenletbsl &1-

16 feltételes minimum feladatot az F.9 fliggelékben a Lagrange

multiplikdtorok médszerével oldottam meg. Végeredményként a
feltételes minimum helyére

Y = -G"% (3.38)

adédik. Ez felel meg a keresett normdlt korrekcié ML becslé-
sének. /Itt és a tovabbiakban a ~ jellel az optimilisan be-

cslilt mennyiséget jeldljiik./

A (3.38) &sszefliggésb8l kiindulva meghatirozhatjuk a normdlt
mérlegvdltozbé, a maradék becslési hiba és a korrekcid szami-
tdsi képleteit és statisztikai tulajdonsédgait. Ezeket, fel-
soroldsuk helyett a jobb &ttekinthetéség érdekében a 3.2
tdbldzatban foglaljuk Ossze. Ez a fejlécben szerepld vdlto-

z6kra vonatkozdan a kdvetkezd8ket tilinteti fel soronként:

- a valtozdénak a valédi mérési hibatdl valéd fliggését.
/Ezek az Osszefliggések csak a tovédbbiak kiszédmitédséra
szolgdlnak; k&zvetlenlil szdmitdsra nem haszndlhaték,

mert a hiba valédi értékét nem ismerjiik./

- a védltozénak a mért értékek vektordbdl, vagy az abbdbl
szédmithaté mérleghiba vektorbdl valdé kiszé&mitdséra
szolgdlé képletet. /A becslés maradék hibdja természe-

tesen ezekbdl az adatokbdl nem szamithatd ki./
- a valtozé varhatd értékét.
- a vadltozé varianciamétrixéat.

- a vdltozé vektor abszolut érték négyzetének varhatéd ér-
tékét /azaz masodik nem centrdlis momentumdt/, mint a
becslés maradék hib&djédnak, ill a korrekciénak a legegy-

szerilibben szdmithatdé skaldris mértékszdmat. /Ehnek a
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3.2 tablazat

és statisztikai tulajdonsdgai

A normdlt mérlegvadltozd, a maradék hiba és a korrekcid vektor becslése

= QL =



= YL

mennyiségnek a becsiilt normdlt mérlegvdltozd esetében
nincs értelme, ezért ott ezt a tdbldzatban nem szere-
peltetjik./

Az Osszefliggések levezetését az F.9 fliggelékben k&z&1ljlik.

Megjegyzendd, ?ogy Tind V? mind Vs szinguldris, és ebbdl
kévetkez8en a Yy és 8§ valdsziniliségi vektorvdltozdk is
szinguldris eloszldsuak a mérési hibdk n(d) = n(x) dimenzi-
6s terében. Ez azt jelenti, hogy mindkét véaltozdé a hibdk
terének csak egy-egy alterében vesz fel értéket: y a G mat-
rix sorai &ltal kifeszitett n(f) dimenziés, 6 pedig az
azokra ortogondlis komplementer n(x)-n(f) dimenziés altér-
ben. Ezekben az alterekben viszont mindketté megtartja nor-

mélis, komponensenként fliggetlen, egységszdrdsu eloszldsit.

A ¥ korrekcié és § maradék becslési hiba egymasra ortogond-
lis, minthogy egymdsra ortogondlis altérbeli vektorok. A
korrekcidé és a maradék becslési hiba vektorok elemenként

is korreldlatlanok:
C(¥,8) = E((Y-E(¥))(8-E(8))") =0 (3.39)

Ennek a ténynek fontos k&vetkezménye az, hogy az észlelt mér-
legeltérésb6l a maradék becslési hiba mértékére kdvetkezte-

tést levonni nem lehet.

3.2.4.2

Mint mér emlitettik, az Osszefliggések és vdltozék normédlt
alakjai numerikus szdmitdsokhoz célszerilitlenek a bennilik sze-
repldé matrix négyzetgydkdk miatt. A levezetett &sszefliggések
t&bbségében a gydkképzési miivelet végrehajtédsédra nincs sziik-
ség, ha a normdlt vdltozdékat visszatranszformdljuk eredeti
technolégiai /vagyis nem normdlt/ mérlegvdltozdkkd a (3.12)-
(3.19) &sszefliggések felhaszndldsédval.
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A megfeleld Osszefliggéseket a 3.3 tdblazatban adjuk, a 3.2

t4dbldzattal azonos elrendezésben.

A normdlatlan korrekcié é€s maradék becslési hiba abszolut
értéke mértékegységekre nem invaridns mennyiség, igy négy-
zetének alkalmazdsa a becslés mindségének jellemzésére

nem ésszeril, ezért azt a tdbldzatban nem k&z81jlk.

3.2.4.3

A becslés tulajdonségai:

a/ A becslés, mint az kdzvetleniil beldthatdé, torzitatlan:
~ 3 ~ v
E(Z) = E(E)-G"E(p) = & (3.40)

b/ A becslés minimélis variancidju., Mint ismeretes [33,232.
oldal], O v.é. normdlis eloszldsu hib&dk esetén a ML becs-

1lés egyuttal minimdlis variancidju is.

3.2.4.4
A becslés geometriai értelmezése:

Az elfogadhatésdg és a hibakiegyenlités elve geometriailag

is értelmezhetd a mérlegvdltozbék n(x) dimenzids terében. Az
ezzel kapcsolatos fogalmakat a 3.1 &dbradn mutatjuk be, a sik-
beli &brédzolhatdsdg érdekében a lehetd legegyszeriibb n(x) = 2,
n(f) = 1 esetre.

Az &brdn a mérlegvdltozdk "terét" a El és 52 koordindtaten-
gelyek dltal kifeszitett sik /a papir sikja/ jelenti. A
mérlegegyenleteket kielégité normdlt mérlegvdltozdk GE-h = O
dltal definidlt "linedris alakzata" esetilinkben a folytonos
vonallal kihuzott egyenes. Egy El-bél és Ez-bél allé Ossze-

tett mérést akkor mindsitiink a

2 ~ o~

q* = %76 s ap g
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A mérlegvdltozb, a maradék hiba
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és a korrekcié vektor becslése és statisztikai tulajdonségai
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Az elfogadhatésdg vizsgdlat és a hibakiegyenlités

elvének szemléltetése



feltétel értelmében elfogadhaténak, ha a méréssel megha-
térozott E pont az egyenes koérlili Q) it szélességl elfo-
gadhatésdgi sdvon belilil van. Az elvetendd mérések tarto-
mdnydt vonalkdzdssal jeldltiik. Az &brén E¥-gal jeldlt

pontnak megfeleld mérési eredmény tehdt elfogadhatatlan.

A mérési hibdk kiegyenlitése a (3.38) 8sszefliggés értel-
mében vetités: a mérést jelképezs & pontot merdlegesen a
lehetséges & értékek alakzatdra /esetlinkben egyenesére/
vetitjlk. A £ becslés az egyenes E-hoz legkdzelebbi pont-
ja. A kettd kiildnbsége a y korrekcié vektor. A mért €4 és
52 vdltozdk /ismeretlen/ valédi ertekel természetesen szin-
tén kielégitik a feltételi egyenletet, E szintén az egye-
nesen helyezkedlk el. A valédi és mért mennyiségek 5 E k-
18nbsége a 6 mérési hibavektor; a valdédi és a becslilt ér-
tékek & klilénbsége és a ¥ korrekciék egymdsra merélegesek
és a 6 mérési hibdval, mint &dtfogbéval derékszdgli hdromszd-
get képeznek. Igy szemléletesen is vildgos, hogy a becslés
maradék hibdjdnak abszolut értéke az eredeti mérési hiba-

ndl mindig kisebb.

A transzformdlatlan ltozdk hasonléképpen volndnak &brdzol-
haték, de abban az esetben a vetités a hiba varianciamdtrix
I-t81 valé kiilénbdz8sége miatt dltaldban nem merdleges.
Emiatt az &bra nehezebben megszerkeszthetd és kevésbé szem-

léletes volna.

Harom vdltozé esetében a hibaellendrzés és =-kiegyenlités
még a térben elképzelhetd: egy mérlegegyenlet esetén a le-
hetséges értékek alakzata sik, két egyenlet esetén egye-
nes. Az elfogadhatésdg ellendrzése az ezektdl vald tavol-
sdg alapjén tb6rténik, a hibakiegyenlités ezekre vald veti-
tés. A leggyakoribb redlis feladat azonban 3-ndl t&bb di-

menzidés, igy 3 dimenzidés terilinkben nem szemléltethetd.
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3.3 A mérések elfogadhatdsédgdnak vizsgdlata a mérleghibdk

empirikus varianciamdtrixa alapjén

Tételezzilk fel, hogy az észlelt mérleghibdk sorozatdn kivil
a mérési hibdkrél mis informdcidéval nem rendelkezilink. A mé-
rési hibdk varianciamdtrixdnak becsléséhez ez nem elegendd.
Nem kizdrt, hogy bizonyos olyan kiegészitd feltételek mel-
lett, mint a hibdk filiggetlensége, vagy éppen bizonyos hibdk
korreldltsdgdnak mértéke, a mérési hibdk varianciamdtrixa

is becsililhetd volna, ennek a fel%datnak a megoldasédt azon-
ban a matematikai szakirodalombél nem ismerjiik és az érteke-
zés keretein belilil az ezzel kapcsolatos matematikai problé-
mak mégoldéséra nem vdllalkoztunk. Ertekezésilinkben ezért a
mérési hibdk empirikus varianciamdtrix alapjén t&rténd ki-
egyenlitésével nem foglalkozunk. Ezzel szemben a mérések el-
fogadhatésdgdnak ellenérzéséhez a (3.30) Osszefliggés szerint
a mérleghibdk varianciamdtrixdnak ismerete is elegendd, ami
viszont k&nnyliszerrel becsiilheté a mérések alapjén. A kdvet-

kez&kben ezt targyaljuk részletesebben.

Jeléijﬂk indexszel az adott id&pontra vonatkozé megfigyelé-
seket, ill. az azokbél szdmitott merflyiségeket, igy a t

idépontbeli mérésekb8l szdmitott mérleghiba vektort ?t-mal.

Tekintsiik a megfigyelési id&épontok egy ekvidisztdns, véges-
elemti halmazat. Jeldljiik ezt a halmazt T-vel, a halmaz eleme-
inek szdmdt n(T)-vel, utolsd elemét tn-nel:

Py
b

T. & {£1,£2,.: .5 5%50]

A T halmaz elemeihez, mint id&pontokhoz rendelt megfigyelések,
ill. az azokbdl szdmitott mennyiségek Osszességét jeldljlk T
indexszel. Igy & mérleghiba vektorok Osszességébdl képzett

matrix legyen

- (ftl’ftZ"" tn

Hh

Fr
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Jelsljik Fr sajat transzpondltjdval képzett szorzatét

UT-velz
U, = F.P2 . (3.41)

Ha érvényesek a mérési hibdkra kimondott 3.1.2 pontbeli
feltételezések, és ha a T idSpont halmaz egyes tl,t2,...

.»tn idépontjaihoz tartozdé mérési hibdk, mint sztochasz-
tikus vektorvdltozdék statisztikusan fliggetlenek, akkor
UTnn(f)dimenziés n(T) szabadsagi foku Wishart eloszlésu
midtrix /az ezzel &s a tovabbiakkal kapcsolatos részleteket
illet8en 1la4sd Rao k&nyvének {33] 8.fejezetét/. Ha a mérési
hib&k O vAarhaté értékiiek, akkor ez az eloszlds centrdlis,
a

VE = AVEA (8.42)

paraméterrel. Az idézett k&nyv jeldlésével

Uy inverzének egy fliggetlen, szintén n(f) dimenziés, Vg va-
riancidju, O v.é&. normdlis eloszldsu vektorvdltozéval kép-
zett kvadratikus alakja az n(T) szabadsdgi fokkal megszo-
rozva Hotelling-féle &dltaldnositott T? eloszldst mutat:

A e 1
T° = n(T) £L0s ft . (3.43)

Bebizonyithatdé, hogy

_k-p+l g2 F(k,k-p+1)
p-k
ahol F(.,.) a Fisher-féle F eloszlds, p a vektorvéltozé di-

menzidszdma, és k a Wishart eloszlds szabadsdgi foka.

Az adott halmazhoz tartozdé mérési adatokbdl a (3.41) és a

(3.43) Osszefliggés szerint legyen
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2 | BETIEL

e . (3.u4)
o2 wl£)
2

sl
mében F eloszldsu. A k = n(T) és p = n(f) paraméterekkel

Az igy képzett T valbészinliségi vdltozdé a fentiek értel-

T%,T ~ F(n(T),n(T)-n(£f)-1)
Minthogy az F eloszlds csak 0-ndl nagyobb paraméterekre és
ezzel 8sszhangban a Wishart eloszlds csak n(T) > n(f)-re
van értelmezve, a fenti &1litéds csak ilyen feltétel mellett
érvényes. Ugyanez az egyenl&tlenség annak is szilkséges fel-
tétele, hogy FTF;—nek inverze lehessen. /Ha az inverz ennek
ellenére sem létezik, akkor a mérleghibdk k&z&tt 1 valdszi-
nliséggel determinisztikus kapcsolat &11 fenn./
A T%,T vdltozé a szokdsos hipotézisvizsgdlatnak megfelel&en
alkalmas a mérések elfogadhatdésdganak ellenérzésére. Ehhez
el8zetes adatgylijtés alapjdn meghatdrozzuk az Ufl médtrixot.
Ennek ismeretében az adott t idd&pontra vonatkozd ft mérleg-
hiba vektorral képezziik (3.44) szerint a Ti,T mennyiséget.
Ezt 8sszehasonlitjuk egy kivdlasztott szignifikancia szint-
értékkel. Ha 12 ennél kisebb, a mérések

krit t,T
bsszességét elfogadjuk, ha nagyobb, elvetjlik. Ez utdébbi

hez tartozd F

esetben ui. nagy valdszinliséggel a mérlegvaltozdék koézll leg-

alabb az egyik rendkiviili mérési hibdval van terhelve.
Megjegyezzilk, hogy ha n(T) = «, akkor

n(T)'U.,Tl - vgl .

a vizsgdlat pedig az eldzé részfejezetben tdrgyalt x? elosz-
ldson alapuldba megy at. Az itt tdrgyalt eljdrdsnak mégis

azért van gyakorlati jelentdsége, mert eldéfordulhatnak olyan
rendszerek, ahol nincsen méd arra, hogy vz becsléséhez kelld-
en nagyszdmu rendkivili hibd&tél mentes, tehdt az Osszes fel-

tevést kielégitd megfigyelést lehessen végezni.



Célszeriinek igérkezne az ismert &sszefliggésekre alapozva
szekvencidlis hibaellendrzési algoritmust kidolgozni.

Ilyen médszeren azt értjik, hogy a T halmazt minden meg-
figyelés utén kibdévitjik az utolsé vizsgdlat idépontja-

val és a kdvetkezd vizsgdlatot az igy felujitott UT mat-
rix alapjén végezzik. Ez a megoldds lehetévé tenné a vizs-
gdlat elkezdését viszonylag kis szamu megfigyelés elvégzé-
se utdn ugy, hogy annak megbizhatésiga a megfigyelések sza-
mdnak ndvekedtével egyre inkdbb megkdzelitené a valddi va-
rianciamdtrix alapjén lehetségest. Ez a szekvencidlis vizs-
gdlat azonban a jelenleg rendelkezésilinkre 4116 elméleti
eszk&zbkkel nem valdésithatéd meg. Ha ui. feltételezziik, hogy
némely megfigyelés nem tartozik a "megengedett'-nek tekin-
tett eloszldsba, pl. amiatt, hogy varhaté értéke nem O,ak-
kor ezeket nem volna szabad a T halmazba sorolni, vagyis

Ur meghatédrozasdhoz felhaszndlni. Ezek egyértelmi kisziliré-
se azonban nem lehetséges. K&nnyen beldthaté, hogy ha a
vizsgdlat dltal elvetett megfigyeléseket nem vessziik fi-
gyelembe U képzésénél, akkor az eredeti eloszldst cson-
kitjuk, igy az egyre szigorubbd vdlik, ami még t8bb megfi-
gyelés elvetéséhez vezet, sit. Ha viszont az elvetésre ja-
vasolt méréseket is felhaszndljuk, akkor megforditva, a
vizsgdlat egyre "elnéz8bbé" vdlik. Stabilis szekvencidlis
vizsgdlati médszer tehdt a két ut egyikén sem érhetd el.

/A kérdéskdr tdbb szakértéjének véleménye szerint az igy
megfogalmazott feladat skaldris vdltozd esetére sincsen

megoldva./

3.4 Véletlen és médszeres hibdk megkiildnbdztetése

A megfigyelések egy sorozata lehetdséget ad a "véletlen"
€s "médszeres" megfigyelési hibdk megkiilénbdztetésére is.
/Itt véletlen hibdn a O v.é. autokorreldlatlan és gyengén
autokorreldlt, médszeres hibdn az &4llandé, és az erdsen

autokorreldlt hiba &sszegét értjik./
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A megkililénb8ztetés egymdst kdvetd megfigyelésekbdl szami-
tott mérleghiba vektorok vizsgdlatdval torténhet. Minél
t8bb megfigyelésb8l szdmitott Adtlagos mérleghiba vektor-
ral végezzilk akdr az ismert varianciamdtrixon alapuld

(3.30) szerinti, akdr az eldz6 részfejezetben ismertetett
elSzetes megfigyeléshalmazon alapuldé (3.44) szerinti vizs-
gdlatot, anndl kisebb sullyal fognak az autokorrelalatlan
véletlen hibdk szerepelni az dlland® médszeres hib&bdl ado-
dé mérleghiba mellett. Ha tehdt az ismert variancidju O
v.é. normdlis eloszldsu hiba - mint nullhipotézis - mellett
ellenhipotézislinket, azaz azt, hogy a v.é. O-tél kiilénbdzik,
még kiegészitjlilk azzal is, hogy ez a v.é. &dlland6, ndvelhet-
juk a vizsgdlat megbizhatésdgat, ha az egy adott t iddépont-
ra értelmezett Et mérleghibavektor helyett egy T idd&pont
halmazra értelmezett fT dtlagos mérleghiba vektorral szamo-
lunk. Azt kell csupén figyelembe vennilink, hogy autokorreléd-
latlan hibdk esetében az &tlag variancidja a figyelembe

vett észlelések szdmdnak ardnydban csdkken. Tehdt az

x 1.

= F (3.'45)
T ¥ alT)

dtlagos mérleghiba vektor varianciamdtrixa ebben az esetben

V= = 'VE (3.46)
Ennek megfelelSen a médszeres hiba ellendrzését a variancia-

mdtrix ismeretében a x? eloszldsu
q® = n(T)-E7-vz' £, (3.47)

mennyiségre célszeri alapozni a 3.2 részfejezetben leirt el-

méleti megfontoldsoknak megfelelden, ahhoz hasonlé mdédon.

Ugyanezt a vizsgdlatot az eldzetesen észlelt, médszeres hiba-
mentes /!/ mérleghiba adatokra alapozva is el lehet végezni.
Mivel azonban a Hotelling-féle &ltaldnositott T? eloszlés

statisztikailag fliggetlen ft és Ur vdltozdk esetében &1l fenn,
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fontos, hogy az az id&pont halmaz, ami alapjén U-t, és az,
amely alapjédn f-et szdmitjuk, kiildnbdzé &s diszjunkt le-
gyen. Az elsé idéponthalmazt Tl-gyel, az utébbit TZ2-vel
jeldlve, tehdt ha

TINTZ = 0 s

akkor a 3.3 részfejezetben vizsgdltak értelmében az ottani

(3.44) Ssszefliggéssel meghatdrozott T% 7 valészintiségi val-
. b

tozé helyett a

13” T2 = n(Tz)/”(T—””-1> £2 0>i¢ (3.48)

alE) T2 T1I™T2

vdltozé alkalmas a mérési hibdk vizsgdlatéra. szintén

2
T 5152
F eloszldsu:

T%I,TZ ~ F(n(T1),n(T1)-n(£)-1)

Ha ui. a hibdk eloszlédsédra tett feltételezéseink - a kiildn-
b&z6 idépontbeli hibdk autokorreldlatlan voltdt is beleértve -
fenndllnak, akkor az eloszlast nem befolydsolja, hogy a mér-
leghiba vektor helyett az &dtlagot vizsgdljuk, mert O v.é.
normdlis eloszldsu vektorvdltozék atlaga szintén O v.é.

és normdlis eloszldsu. Csupdn a variancia védltozik meg,

ennek kdvetkezménye (3.48)-ban az n(T2) szorzéfaktor.

A m&szeres hibdk ellendérzésének gyakorlati megvaldsitéa-
sa a (3.47) vagy (3.48) O6sszefliggés felhaszndldsédval

nyilvénvaléd.
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4 MERLEGEGYENLETEKET KIELEGITO KOZELITO STATIKUS
MATEMATIKAI MODELLEK

Vegyipari rendszerek modellezése- sordn gyakran haszndlunk
k8zelitd modelleket, elsdsorban akkor, ha a szdmitds gyor-
sitdsa és egyszerlisitése érdekében korldtozott pontosség-

gal, vagy szlikebb érvényességi tartomdnnyal is megelégsziink.

Ha egy t&bbkimenetli rendszer kimeneteit k&zelitdé Osszeflig-
gésekkel szamitjuk, akkor az 8sszefliggések pontatlansé-

ga miatt a szdmitott értékek t8bbé vagy kevésbé ellentmon-
désba keriilhetnek az olyan 4ltaldnos érvényli megmaraddsi
t8rvényekkel, mint a kémiai elemek vagy az energia megma-
raddsa. Ez pedig nemcsak azért baj, mert /joggal/ megingat-
ja a felhaszndlénak a modell érvényességébe vetett bizal-
m&t, hanem - kiildn&sen recirkuldcidét tartalmazd rendszerek
szdmitdsa sordn a hibdk halmozdéddsdnak lehetdsége miatt

is - elfogadhatatlan eredményekre vezethet. Elesen jelent-
kezhet ez a probléma, ha a szdmitott adatokat mérlegekhez,
vagy lzemek k8z6tti elszdmoldsra akarjuk felhaszndlni.
Mindezeket a hibdkat mérleghelyes matematikai modellek al-

kalmazdsdval el lehet keriilni.

A probléma &ltaldnosan alkalmazott, trividlis megoldésa,
hogy csak annyi k&zelitd Osszefliggést haszndlunk az adott
miiveleti egység matematikai modellejében, amennyi a fligget-
len ismeretlen vdltozdék szdma, a fennmaradékat pedig a meg-
maraddsi egyenletekb8l hatdrozzuk meg. Kérdéses azonban eb-
ben az esetben, hogy mi a teend6, ha a fliggetlen egyenletek-
nél nagyobb szdmu kimend valtozdét mértink: hogyan hasznosit-
suk ezt a t8bblet informdcidét ugy, hogy a végeredménylil ka-

pott modell 8sszhangban legyen a megmaraddsi t&rvényekkel.

Kézenfekvd, hogy most is, mint dltaldban, a legkisebb négy-
zetek /LKN/ elvét alkalmazzuk az Osszefliggések egylitthatdi-
nak becsléséhez, de olyan kiegészitd feltételekkel, hogy a
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végeredményként adédé Ssszefliggések barmilyen fliggetlen
vdltozd értékkel kielégitsék a megmaraddsi egyenleteket.
Csak a linedris és az egylitthatdékban linedris modellek és
linedris feltételi egyenletek esetét tdrgyaljuk. Ezekben
az esetekben a k&zelitd Osszefliggés egylitthatdéinak megha-
tdrozdsa elemi linedris algebrai médszerekkel tdrténhet.
Az ezektdl eltérd problémdk explicit megolddsdra - ha
megoldds egydltaldn létezik - aligha van remény. Ilyenkor

valamilyen numerikus médszer alkalmazdsa lehet célravezetd.

A LKN elvének alkalmazdsakor természetesen tudatdban kell
lennlink annak, hogy a kapott modelltél nem varhatunk mate-
matikai-statisztikai értelemben korrekt becslést /torzitat-
lan, konzisztens, stb./, minthogy itt ezt a techniké&t nem-
csak a megfigyelési hibdk kiegyenlitésére, hanem azzal egy-
idejlileg fliggvényapproximdcidéra is felhaszndljuk. Ennek

megfelelSen a tovdbbiakban megfigyelési hiban is valéjéban

a mérési hiba és a modell struktura hiba 8sszege értendd.

Ebben a fejezetben csak a rendszerek &dllandésult dllapotéat
leiré, statikus modelljeivel foglalkozunk. Ugyanezt dinami-
kus modellekkel kapcsolatosan az 5. fejezetben térgyaljuk.

4.1 Linedris modellek és feltételi egyenletek

Jelsljik u-val a flggetlen, y-nal a figgd valtozdk n(u),
ill. n(y) elemi vektorait és legyen a rendszer statikus ma-

tematikai modelljében feltételezett filiggvénykapcsolat
y = Bu+b (4.1)

alaku, ahol B n(y)+n(u) méreti egylitthaté matrix és b n(y)
elemli vektor a rendszerre jellemzd &llandék. Ugyanakkor meg-
kdveteljik, hogy a (4.1) szerint 8sszefliggd vdltozdk tetszb-
leges u-val kielégitsék az n(h) szdmu mérlegegyenletnek meg-
felelé
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Hu+Gy+h = O (4.2)

feltételrendsiert, ahol H n(h)+*n(u), G n(h)*n(y) méretl
egyﬁtthatémétrixok, h pedig a mérlegyenletek esetleges &l-
landé tagja.

Megjegyzend§, hogy a fliggetlen mérlegegyenletek szama ok-

vetlenil kisebb a fliggé vdltozdk szdmandl:
n(h) < n(y) i

Ellenkez6 esetben ui. a feladat értelmét veszti: vagy min-
den fliggé vdltoz6é6 a mérlegekbdl szadmithatd, vagy mar maga
a feltételrendszer is ellentmondé. Ugyanakkor feltételez-
hetjiik a (4.2) feltételrendszer minden sordnak fliggetlen-
ségét, ellenkezd esetben ui. a nem flggetlen sorok minden

tovdbbi kévetkezmény nélkil elhagyhatdk.

4.1.1 Valtozdk kikiliszdbdlése

Ha a fliggd vdltozdk kozlil csak a minimdlisan sziikséges széa-
mut, vagyis a linedrisan fliggetleneket mérjlik, vagy mds okok-
bé1 csak azokat akarjuk a modell egyltthatdk szdmitdsdhoz

felhaszndlni, akkor a megoldds trividlis.

A fliggd vdltozdk y vektordt két minorra bontjuk. yl—gyel je-
181jlik azt az n(h) szdmut, amely a t&bbi, y,-vel jeldlt fig-
g6 véltozé és az u fliggetlen valtozdk ismeretében a feltétel-
rendszerb8l kiszdmithaté. Az dltaldnossdgot nem sérti, ha
feltételezziik, hogy Y4 valamennyi eleme y-ban megeld&zi Y,
valamennyi elemét, tehdt ha

¥q

g = S

Y

Ha az elemek nem vondnak eleve igy értelmezve, a szlikséges

dtrendezés mindig elvégezhetd.
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Ertelemszeriien bontsuk fel ennek a felbontdsnak megfeleld-

en B-t és b-t is sorminorokra, G-t pedig oszlopminorokra:

By by

B = S = s b = S s G — (G
B b

2 2
Ezek utdn, ha a feltételrendszer H, G és h d4llandéi adot-
tak, elegendd az yz-nek u-tél vald fluggését leird

¥y = B2u+b2 (4.3)

bsszefliggés egylitthatdéit meghatdrozni az uj és ;2 5 (3 =

-]
=1,2,...,m) mintdk alapjén. A t&bbi, yz—tél figgd valtozdét
u ismeretében a feltételrendszer alapjan szdmithatjuk ki

az

m =
¥s = &y (G2y2+Hu+h) (4.4)

6sszefliggés alapjén.

Ha a teljes y vektort a (4.1) 8sszefliggéssel egy lépésben

kivdnjuk u-bél szédmitani, akkor B2—b61 és b2-b61 G, H és

h ismeretében a teljes B és b egylitthatérendszer is megha-

tdrozhatd:
— 1 —-— -1
G, H G1 G2
B = | m—————— + [ mm————— 32 (LI'.S)
0 T
és
s il
G1 h G1 G2
b= |[|[-——=—== + | mm—————— b2 ('4.6)
0 I

A (4-4)-(4.6) Osszefliggések levezetését az F.lo fliggelék

tartalmazza.

A szdmitds programozdsa szempontjdbdél eldénybsebb, ha a
(4.5) és (4.6) Osszefliggésekkel eld8regydrtott egylitthatbk-
kal a teljes y vektort a (4.1) &sszefliggéssel egy 1lépésben
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szdmitjuk, mint az, ha y,-t (4.3)-b61, majd y,-et (4.4)
alapjén hatdrozzuk meg. Miveletszadm szempontjadbdl ez az
elény nem egyértelmi és n(y), n(u), valamint n(h) konkrét

értékétsl fligg, hogy melyik ut eldénySsebb.

Megjegyzend8, hogy ha a minimdlisan sziikségesnél t&bb flig-
g8 valtozét mériink, Y, elemeinek megvdlasztdsa nem egyér-
telmii, és - mivel a mintdk &ltaldban hibédval terheltek -

a végeredményiil kapott B és b egylitthaték ettél a vélasz-

tdstél is fliggnek.

4.1.2 A_legkisebb_négyzetek_elvének_alkalmazdsa

Tekintslik azt az esetet,amikor valamennyi fliggd valtozdt
mérjilk és egy-egy megfigyelés egy-egy teljes Osszetartozd

uys §5 vektorpdrbél 41l.

Tegyllk fel, hogy az u bemenetek és y kimenetek k&zdtti flgg-
vénykapcsolat és a feltételrendszer most is a (4.1), ill.
(4.2) Bsszefliggés. Az ismeretlen egylitthaték becsléséhez az
uj, §j vektorpdrok egy m elemi sokaségévil rendelkezink,
ahol a fliggd valtozdé vektorra vonatkozd yj megfigyeléseink

hibdval terheltek.

A megfigyelések &ltaldban nem elégitik ki pontosan semmiféle
B-vel és b-vel a (4.1) &sszefiiggést, sem pedig a (4.2) felté-
telrendszert. Célunk az, hogy olyan B, b egylitthatékat haté-
rozzunk meg, amelyekkel az

g = Bu+b (4.7)
bsszefliggéssel becsililt vdltozdkkal a (4.2)-nek megfeleld
Hu+Gy+h = 0 (4.8)

feltételrendszer barmilyen u-ra pontosan teljesiil és az ezt
kielégit6k k&zlil a LKN elvének értelmében legjobban illesz-
kedik a megfigyelt uj, §j vektorpdrok halmazdhoz.
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Definidljuk ehhez az ej illeszkedési hiba vektorokat, mint

~ N
£, = Y.-Bu.-b 4.9
3 Y5 3 ( )

=t

A LKN k&zelitést ebben a tobb fliggd vdltozds esetben érte-
lemszeriien valamennyi fliggé vdltozé valamennyi megfigyelé-
sének illeszkedési hiba négyzet8sszegének minimalizdlésa-
ként értelmezziik. Mivel azonban az y vektor elemei erésen
kilénbdz8 nagysdgrendliek és mds-mds nagysdgrendil megfigye-
lési hib4val lehetnek terhelve, okvetleniil biztositani kell
az illeszkedési hibdk sulyozdsédnak lehetdségét. E célbdl
vezesslik be az egyes fliggd vdltozdék megfigyelésének /mérs-
miiszerek/ megbizhatésdgdt jellemzd vy reciprok sulyokat,

az &4ltaldnosség kedvéért pedig az egyes megfigyelések /idé-
pontok/ megbizhatésdgédnak jellemzésére a Wy reciprok sulyo-
kat ugy, hogy a h-adik fliggd vdltozd j-edik megfigyelésének
sulya

\)h° wj

legyen. A minimalizdlandé sulyozott illeszkedési hiba négy-

zetdsszeg tehdt legyen

M aly) 8. s V* .
£=7 ) v—ha‘l‘ (4.10)
i=1 k=l \"h 3

Ugyanez métrix irdsméddal
£ = Tp(V-Y2EWIE“VY?2) (4.11)

ahol E az m szému ej illeszkedési hiba vektorbél, mint osz-

lopokbdél képzett matrix:
E = (81,e2,...,ej,...,em) 3 (4,42

vV, ill1l. W a Vi

n(y)en(y) ill. me*m méretili diagondlis métrixok:

o 1N 43 W wj reciprok sulyok négyzeteibdl képzett
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2
¥q
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v O
L)
= (]
) 42 ’
0
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2

m

A tovébbiakban nem haszndljuk ki, hogy V és W diagondlis.
Altalanosabb esetben, ha a megfigyelési hibdk korreldltak,
indokolt lehet &ltalédnos sulyozdé matrixok vdlasztdsa. Min-
denesetre megkivdnjuk, hogy mind V, mind W szimmetrikus és
hatédrozottan pozitiv definit legyen, tehdt 1étezzék inver-
ze és valés négyzetgydke. Feladatunk tehdt a (4.8) felté-

telrendszert kielégité és a (4.11) célfliggvényt minimaliza-
16 feltételes LKN feladat megoldésa.

Elsé 1lépésként a (4.8) feltételrendszert alakitsuk &t ugy,
hogy ne tartalmazza a tetszdleges u fliggetlen és a hozza-
tartozd § fliggd valtozét. Ez a (4.7) becsld formulédnak a

feltételrendszerbe helyettesitésével valdsithatd meg. Igy
A A
(H+GB)u+(h+Gb) = O (4.12)

és ahhoz, hogy az egyenl8ség barmilyen u-val teljesliljoén,
kiildn-kiilén teljesilnie kell a

A
H+GB

e} (4.13)

nieh = © (4.14)
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feltételeknek. Az igy Atalakitott feltételrendszer mar
csak a mérlegegyenletekbdl ismert egylitthatédkat és a be-
cslilni kivant, egyeldre ismeretlen modellegylitthatdkat
tartalmazza. A levezetés tovdbbi részeit az ellendrzés-
hez szlikséges részletességgel az F.11 fliggelékben k&zd1-
jlk, itt csak annak gondolatmenetét vdzoljuk, helyenként

a fliggelék Osszefliggéseire hivatkozva.

A megoldds kdvetkezé 1épéseként a homogén feltételes LKN
kézelités feladatdt oldjuk meg, vagyis azt, amikor mind a
(4.1), i11l. (4.7) modell &sszefliggésbeli b, mind a (4.2)
il1l. (4.8) feltételrendszerbeli h vektor zérus. A (4.11)
szerinti f célfliggvény feltételes szélséértékhelyének
meghatdrozdasdhoz a Lagrange multiplikétorok médszerét
haszndljuk. E szerint a multiplikdtorral szorzott felté-
telrendszerrel kibévitett célfliggvénynek képezziik mind

az ismeretlen egylitthaté, mind a multiplikdtor szerinti
parcidlis derivdltjait /F.11.7-8/. Tekintettel arra,hogy
a célfliggvény pozitiv definit és a derivdltakkal képzett
egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van, ez a megoldds
a keresett minimumhely. A zérushely kétismeretlenes mat-
rixegyenlet megolddsdval képletszeriien nyerheté /F.11.11/.
A kapott &sszefliggés olyan alakra transzformdlhatdé, ami-
ben a feltételrendszert kielégité egylitthatdé a szabad LKN
becsléssel kapott egylitthaté és egy korrekcids tag Osszege.
Ez az alak mind az &sszefliggés értelmezése, mind kiszdmi-

tdsa szempontjdbdl eldényds /F.11.13/.

A homogén feladat megolddsd&bdl az inhomogén feladat megol-
ddsat ugy kapjuk /F.11.b/pont/, ha a megfigyelések fligget-
len valtozdé vektorait kiegészitjik egy 1-gyel egyenld &4l-
landé elemmel. A feltételrendszer &llandé tagjat mint ennek
a vektorkomponensnek az egylitthaté6jdt tekintjlik, megoldas-
ként az &llandé tagot pedig mint ennek a komponensnek az
egylitthatéjat nyerjlik. /A megfeleld transzformdcids képle-
tek a fliggelékbeli /F.11.31/ Osszefliggések./ A megoldéas
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numerikusan stabilabbd vdlik és a megoldandé egyenletrendszer
ismeretlenjeinek szdma eggyel csbkken, ha a szabad LKN k&zeli=-
tésnél gyakran alkalmazott eljdrdshoz hasonldan a megfigyelt
fliggetlen és fliggd vdltozdkat linedrisan ugy transzformdljuk,
hogy W'l-gyel sulyczott 8sszegiik elemenként 0 legyen. Ez leg-
egyszeriibben ugy valésithatdé meg, hogy az adott vdltozdé sulyo-
zott &tlagdt minden megfigyelt értékb&l levonjuk. Ennek a
transzformdcibénak az eredményeképpen az egylitthatémitrix szé-
mitdsdra szolgdld Osszefliggés két fliggetlen Osszefliggésre

esik szét /F.11.34-35/. Ha véglil ezekbe a sulyozott &tlagra
transzformdlt vdltozdkat visszahelyettesitjiik ugy, hogy a
végképletben az eredeti megfigyelések szerepeljenek, az egyltt-
haték szdmitdsdra az aldbbi Osszefliggéseket nyerjlik /F.11.
4Lo—u2/.

B = B.~VG(GVG") "' (GB+H) (4.15)
ahol Bf az egylitthaté szabad LKN k&zelitése:

B, = (Y-¥) w1 (U-U) " ((u-0)w ' (Uu-0) ") ! (4.16) -
és

b = y-Bu-VG~(GVG”) ~! (h+Gy+Hu) (A7)

ahol U ill. ¥ az uj o 1 §j (j=1,2,...,m) vektorokbél, mint
oszlopokbdl képzett midtrix, u ill. y ugyanezen vektorok sulyo-
zott &tlagainak vektora, U ill. Y az azonos u ill. y vektorok-
bél, mint oszlopokb6é6l képzett matrix. /A részleteket illetden
1l4sd a 11.fliggelék (F.11.25-26) 8sszefliggései eldtti 8ssze-

fliggéseket./

Az F.11. flggelék c/pontjdban végilil megmutatjuk, hogy ezeknek
az egylitthatéknak a felhaszndlédsédval a (u4.7) &sszefliggés alap-
jén becsililt c egylUtthaté ill. y fliggéd valtozd a valdédi egylitt-
haté ill. valédi kimenet torzitatlan becslése, ha a megfigyelé-
si hiba u-tél statisztikusan fliggetlen és O varhatdé értéki,
vagyis ha a modell strukturdja helyes. A d/ pontban megmutat-
juk ezen kiviil, hogy a mérlegegyenleteket képviseld (4.8)
feltételrendszer figyelembevétele cs8kkenti a becslési hiba

sulyozott variancidjét a szabad LKN becsléssel nyert egylitt-
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haték alapjdn adédé becslési hib&hoz képest. A feltételrend-
szer figyelembevétele tehdt nemcsak a fejezet bevezetSjében
tdrgyalt szempontok miatt célszerii, hanem a becslés pontos-

sdga szempontjdbdl is eldnyds.

4.2 Egylitthatékban linedris modellek és linedris feltételi

egyenletek

A nemlinedris modelleknek csak a legegyszeriibben tdrgyalhaté,

egylitthatéiban linedris tipusdval foglalkozunk, tehdt az
y = Bef(u)+b (4.18)

alaku &sszefliggéssel, ahol f(u)=-val az u fliggetlen valtozd
ismeretlen paramétert nem tartalmazé vektor-vektor fliggvényét
jeldljik.

A feltételrendszert ebben az esetben is linedrisnak tekintjiik,-
tehdt (4.2)-h&z hasonlbéan

Huu+Gy+h =0 (4.19)

alakunak. Ez a megszoritds szilikséges a kdvetkezd, viszonylag

egyszerll megolddshoz, ugyanakkor a feladatok egy széles kdré-
nél teljestil, wui., mint azt a 2.fejezetben megdllapitottuk,

a mérlegegyenletek a komponensmennyiségek ill. &ramok k8zdtt

kivételes esetektdl eltekintve 1linedris feltételeket jelen-

tenek.

A (4.18) alékbél kdvetkezik az a megszoritds, hogy valameny-
nyi fliggd vdltozé u-tél valé fliggését u-nak azonos nemlined-
ris fliggvényeinek kiildnb8z8 sulyokkal vett 8sszegeként 411it-
juk el8, vagyis hogy a kiilénbdz8 fliggd vdltozbkra a kildnbs-
z6 fliggvénykapcsolatok csak az egylitthaték kiildnbsz&Eségébdsl
adédhatnak.

Megkivdnjuk hogy f(u) tartalmazza elemei k&z8tt az u fligget-
len vé&ltozé vektor valamennyi elemét is, tehdt hogy f(u)
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gz(u)

alaku legyen.

Ez az eld8irds nem jelent kiildénleges igényt a modellel szem-
ben a linedris tagok ui. a folytonos vektor-vektor fligg-
vény Taylor sora els6foku tagjainak is tekinthetdék. /Nincs
okvetleniil szilikség egy adott valtozdban linedris tagra, ha
az nem szerepel a mérlegegyenletben./

Képezziik a (4.19) feltételrendszer Hu egylitthatématrixédnak

O-val valé kibd&vitésével a
H= (H_ | 0)

egylitthatémétrixot. Ezzel a (4.19) feltétel a
Hf (u)+Gy+h = 0

alakra hozhaté. Igy az f(u) - u megfeleltetéssel a (4.18)
fliggvényalakkal és a (4.19) feltételrendszerrel meghatdro-

zott feladat visszavezethetd a 4.1 részfejezetben tdrgyaltra.

Megjegyzend6, hogy célszerilitlenlil vdlasztott g(u) fliggvény-~
alakok esetében az ilymédon transzformdlt feladat megolddsa
sordn rosszul meghatdrozott /ill conditioned/ egyenletrend-

szer megolddsi /ill. mdtrix invertdldsi/ problémdk léphetnek
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fel. Ez a probléma biztonsdgosan f(u) elemeinek ortogonéa-
lis fliggvényrendszer elemeibdl valdé vdlasztdsdval kerililhe-
té el. Igy egyetlen fliggetlen vdltozé6tél valdé polinomos
fliggés esetén Legendre vagy Csebisev polinomokat alkalmaz-
hatunk. /T6bbvdltozés ortogondlis polinomrendszerek gene-
rdldsa feltehetdleg szintén lehetséges, de erre vonatkozd
irodalmat nem ismerek. Ennek a kérdésnek részletezését

azonban nem tekintem értekezésem feladatdnak./

Az egyltthatdébecsld algoritmus alkalmazdsdnak példdidul a

2.melléklet szolgdl [5]. Ebben etilénoxiddciés kisérleti

lizemi reaktor mérési eredményeit k&zelitjiik egylitthatéiban

linedris nemlinedris empirikus Osszefliggéssel ugy, hogy a

kapott k&zelitd képlet kielégitse a rendszerre feldllithatd
mérlegegyenleteket.
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5 MERLEGEGYENLETEKET KIELEGITS DINAMIKUS MODELLEK

A korszeri irdnyitdselmélet gyakorlati alkalmazdsdhoz szik-
ség van a szébanforgd rendszer idébeli viselkedését leird

dinamikus modelljére. Mivel azonban a valésdgos miiszaki fo-
lyamatok elméleti alapon nagyon gyakran csak bonyolult,nem-
linedris parcidlis differencidlegyenletek rendszerével ir-
haték le /"elosztott paraméteri rendszerek"/, irdnyitdsi

feladatok elemzése és megolddsa soran a gyakorlati kezelhe-

t6ség érdekében k&zelitd modelleket szokds hasznédlni.

K&zelité dinamikus modellhez juthatunk elvi megfontoldsok
alapjén a részletesebb modellek egyszeriisitésével, a kevés-
bé lényeges hatdsok tudatos elhanyagoldsdval. Ilyenkor nyil-
vdnvaldan csak olyan elhanyagoldsokat szabad tennlink, ame-
lyek nem vezetnek ellentmonddsra az alapvetd megmaraddsi
t8rvényeket kifejezd mérlegegyenletekkel. Ezt a kérdést itt
részleteiben nem tdrgyaljuk, mivel a megoldds legtdbbszdr
nyilvdnvald, ellenkezb esetben pedig egyedi vizsgdlatot igé-

nyel.

Ha elvi megfontoldsokkal nem tudjuk dinamikus modelliinket
kell&képpen egyszerisiteni, vagy ha egydltaldn nem rendelke-
ziink elméleti modellel, akkor matematikai k&zelitd mdédsze-
rekkel, ill. empirikusan készitlink egyszeriisitett modelle-
ket. Az igy kapott modellek szerkezetiikben méar nem tikrdzik
a fizikai valésédgot, egylitthatdéik legt&bbszér midr nem bir-
nak fizikai tartalommal és az ilyen modellek legt&bbszdr
nem elégitik ki szlikségszerilien a megmaraddsi tdérvényeket

Sem.

Ebben a fejezetben olyan algoritmust javasolunk, amellyel
az egyszerilisitett dinamikus modell egylitthatéinak becslése
sordn a mérlegegyenleteket figyelembe lehet venni ugy, hogy
a kapott egylitthatérendszer &sszhangban legyen a megmarada-

si tdrvényekkel.
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Nem tdrgyaljuk teljességében a megmaradédsi tdrvények és a
dinamikus matematikai modellek kapcsolatdt. Az egyszeriiség
kedvéért csupdn egy trividlisan beldthaté sziikséges felté-
telt fogunk megvizsgdlni, nevezetesen azt, hogy milyen fel-
tételek mellett elégiti ki egy linedris diszkrét ideji di-
namikus modell &llandésult megolddsa a megmaraddsi egyenle-
teket.

5.1 A dinamikus modell

Tdrgyaldsunkat a legegyszeriibben kezelhetd linedris, diszk-

rét idejli, k&zdnséges differenciaegyenletekbsl 4116 /"kon-

centrdlt paraméteri"/ modellekre korldtozzuk. Természete-

sen csak iddéinvaridns /dllandé egylitthaté6ju/ modellekkel

foglalkozunk, mivel id&ben vdltozé rendszerben &llandésult

dllapot eleve nem lehetséges.

Jeldljlik a vizsgdlt dinamikus modell t id&épontbeli bemene-
teib6l, ill. kimeneteib&l képzett vektort u*(t)-vel, ill.
y*(t)-vel, bérmilyen G* &4llandé bemenethez tartozé &llandé-
sult kimenetet y*(u*)-sal, a modell munkapontj&t u" ill.
yw-vel. Munkaponton a vdltozdék terének egy olyan kivdlasz-
tott pontjét értjlik, ami mint &llandésult &dllapot kielégi-
ti a modellt, és aminek a kdrnyezetében az egyszeriisitett
modell jé kSzelitéssel irja le a valdéségos rendszert. A

munkapontra transzformdlt mennyiségeket jeldlje
u(t) = w*(t)-u"  ,  y(t) = yr(e)-y" (5.1)
ill. a transzformdlt &dllandésult dllapotokat

u = a*-u" y(a) = y*(a*)-y" . (5.2)

Igy a dinamikus modell az aldbbi alakban irhaté fel:

p(y) p(u)

L Ay y(t-ie)+ §

Biu(t—(k+i)6) =0 , (5.3)
1=0 i=0
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ahol

i a modellben figyelembe vett el&zdé iddpontokra utald
futé egész valtozd,

5 a mintavételezési id&intervallum,

a holtid&é /k > 0, egész/,
p(*) a rendszer rendje az argumentumban meghatdrozott val-
tozdéra nézve,

Ai és Bi az adott rendszerre jellemzd& egyltthatématrixok.

Az (5.3) 8sszefliggés felhaszndlhaté arra, hogy "t"-t ekvi-
diszténs idépontokban megeldzd bizonyos szému y-és u érték
ismeretében y(t)-t kiszdmitsuk. Az ezen modellel kapcsola-
tos részletkérdésekkel /pl. stabilitds/ itt nem foglalko-
zunk, mivel azokat az irdnyitdselmélet irodalma részletesen
tdrgyalja /1l4sd pl. [8,11]/.

Megjegyezziik, hogy p(u) ndvelésével méd volna az (5.3) ala-
ku modell olyan transzformdcidéjira, amellyel valamennyi Ai
egylitthaté skaldrmiarixszd alakithaté (Ai = ai'I). Az egysze-

riibb tdrgyaldsméd érdekében ezzel a lehetdséggel nem élink.

5.2 A mérlegegyenletekb6l addédé feltételrendszer

A dinamikus modellt ki kell elégitenie minden dllanddésult
megolddsnak, tehdt minden &sszetartozé u, y(u) vektorparnak.
Minden &dllandésult &dllapotban

u(t-k0) u(t-(k+1)8) = ... =

u(t-(k+p(u))e) = u (5.4)

y(t) = y(t-6)=y(t=-208) = ... =

y(t-p(y)e) =y , (5.5)
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(5.3)-b6l k&vetkezik, hogy az

p(u) - p(y)

A.y+ JB.u=0 (5.6)
i - §50 -
Osszefliggésnek teljesiilnie kell minden &sszetartozé u, y-
sal. /Itt és a tovabbiakban y(u)-t egyszeriliség kedvéért
;-sal jeldljiik, fenntartva, hogy az egy &sszefiliggésben sze-
replé u és y Osszetartozé, az (5.6) 8sszefliggést kielégité
vektorokat jelent./

Ugyanakkor a fejezet bevezet8jében kitlizdtt feladat értel-
mében az 8sszetartozé transzformdlatlan vdltozdknak ki kell
elégitenidk egy, a mérlegegyenleteknek megfeleld linedris
feltételrendszert is. Ezt a feltételt az aldbbiakban kissé
dltalédnosabban fogalmazzuk meg, mivel az a tdrgyalds soran

nehézséget nem jelent.
Legyen adva az &dllandésult transzformdlatlan vadltozdkra a
T*4+C T¥+q =
ny Guu +g = 0 £5.7)

n(g) szdmu sorbdl 4116 inhomogén feltételrendszer. Ha ez ki-
zdr6lag mérlegegyenletekb8l 411, akkor nyilvanvaldan n(g) <
< n(y) és a 2. fejezetbeli (2.17) Bsszefiiggés szerint

vVv=(G | G)

<§*)
Av = ———
u*

-gal g = 0, tehdt a feltételrendszer valéjdban homogén. Nem
zdrjuk ki azonban azt sem, hogy (5.7) a rendszer /mérleg-
egyenleteket kielégité/ statikus linedris modellje legyen.
Ebben az esetben n(g) = n(y) és &ltaldban g # 0. Ha (5.7)-re

vonatkozdlag az
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n(g) < n(y)

feltételt tessziik, g-re pedig mind O-t, mind attél kiilén-
bdz8 értéket megengediink, akkor a két, tartalmilag némi-

képpen kiildnb®zé feladat formdlisan egységesen tédrgyalhatd.

Megkdveteljilkk, hogy a munkapont elégitse ki az (5.7) fel-
tételrendszert, &4lljon fenn tehdt, hogy

) W L
ny +Guu +g = 0 . (5.8)

A munkapont ilyen megvdlaszt&sdbél és az (5.7) Osszefliggés-
bd1 kévetkezik, hogy a munkapontra transzformdlt s § val-

tozépdrokra minden esetben a homogén
ny+Guu =0 (5.9)

feltételrendszer 411 fenn. A feltételrendszert ki nem elégi-

t8 munkapont ellentmonddsra vezetne.

Feladatunk tehdt az, hogy megdllapitsuk, milyen feltételek
k&vetkeznek az (5.3) 8sszefliggés Ai, Bi egylitthatéira vonat-
kozbéan (5.9)-b&1.

A térgyalds egyszerilisitése érdekében vezessilik be az
p(y) p(u)

S, = ) A, és s = ) B,

¥ g = R

jeldléseket. Ezekkel a hipermdtrix-hipervektor szorzatként

(5.6) és (5.9)

. AN
(sy 80" =) = 0 (5.10)
all., | ;
(Gy L G,)* _ﬁ_ =0 {5:41)

alakba irhaté. Azt kivadnjuk, hogy az (5.10) homogén lined-

ris egyenletrendszernek csak olyan megolddsai lehessenek,
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amelyek (5.11)-et is kielégitik. Nyilvédnvaldan ebbsl
b8 i Su)—ra nézve az a feltétel adédik, hogy valamilyen
n(g)+*n(y) méretli P mdtrixszal fenn kell dllnia a

P-(s. , S.) = (G | G,) (5.12)

kapcsolatnak [33]. Lathaté, hogy (5.10) teljesiilése esetén
az (5.12) feltételb8l k&vetkezik (5.11), ui.

Y b
P-(sy : Gl = (Gy | Bl =0 g

u u
tehdt a modellt kielégité &llanddsult megoldds egyuttal a
mérlegegyenleteket is kielégiti. Az is nyilvéanvald, hogy
ha n(g) < n(y), akkor P-nek nem létezik olyan P &ltaldno-
sitott inverze, amivel P P =1 teljesililne, tehdt az 4lli-
tds forditott irdnyban nem &1l fenn. Vagyis abbél, hogy
valamilyen y, U vektorpdr kielégiti az (5.11) mérlegegyen-
leteket, nem kdvetkezik, hogy az a rendszer egy &llandésult
dllapotdnak is megfelel.

Az (5.12) feltétel geometriailag megfogalmazva azt jelenti,
hogy csak az olyan modell nem mond ellene a mérlegegyenle-
teknek, amellyel a (Gy | Gu) matrix sorvektorai az n(y)
dimenzidés vektorok terében az (Sy ! Su) mdtrix sorvektorai

4ltal kifeszitett altérbe esnek.

Visszatérve a dinamikus modell egylitthatdk eredeti jel&lései-
re, a mérlegegyenletekkel valé ellentmonddsmentesség feltéte-
le, hogy alkalmas k&8z6s P matrixszal az Ai €s Bi matrixokra

egyardnt fenndlljon a

p(y)
P ) A. =G
=0 *+ ¥
és a (5.13)
p(u)
Pe Z B, =G,
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kapcsolat.

Alakilag ugyanilyen feltételrendszer &l11 fenn az ellent-
monddsmentes, munkapontra transzformdlt védltozdkra érvé-
nyes linedris dinamikus és statikus matematikai modellek
egylitthatéi k&z6tt is, amikor is az (5.11) 8sszefliggésen

a statikus modellt értjiik. A kiilénbség az egyenletek sza-
mé&ban jelentkezik. Mig a mérlegegyenletek esetében az
egyenletek szdma n(g) < n(y), modellek esetén n(g) = n(y).
Az utébbi esetben mind P, mind Gy kvadratikus és szlikség-
szerillen nem szinguldris, tehdt adott P-vel az (5.12)—(5.13)
feltételrendszer k&lcsdnds egymdshozrendelést jelent. Ui.,
minthogy P! 1étezik, (5.12)-n kivlil fenndll az

(sy | su) =P‘1(c;y

Gu) (S24)

kapcsolat is.

A kdvetkezb részfejezetekben az itt k&z8lt feltételeket a
dinamikus modell egylitthaték becsléséhez fogjuk felhaszndl-
ni. Ezekben az (5.12) feltételrendszer az Osszevont

S = (Sy | Su)
és
|
G = (Gy | Gu)
jelb8lésekkel
PSS = G (5.15)

alakban fog szerepelni.
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5.3 A mérlegegyenleteket kielégitd egylitthatdk becslése

Célunk, hogy - amint azt a 4. fejezetben a statikus modellek-
kel tettlik - az (5.3) tipusu linedris dinamikus modell egylitt-
hatéit megfigyelések alapjadn ugy becsiiljiik a LKN elvének al-
kalmazdsdval, hogy a kapott modell ne legyen ellentmonddsban

a mérlegegyenletekkel, tehdt elégitse ki az eléz8 részfejezet-
ben levezetett (5.15) feltételrendszert.

Feltételezzlk, hogy rendelkeziink m szdmu yj, uj megfigyelés-
sel (j=1,2,...,m) és ismertnek tekintjllk a rendszer rendjét,
vagyis az (5.3) Osszefiiggésben az Osszegezés felsé hatérat:
p(y)-t és p(u)-t. Nem foglalkozunk a munkapont meghatdroziséa-
val, mert annak meghatdrozdsa lényegében ugyanugy tdrténhet,
mint a megszokott, feltétel nélkiili egylitthatébecslés eseté-
ben. Mindenesetre, az el6z8 részfejezet értelmében megkdve-
teljlik, hogy a munkapont, mint &llandésult megoldéds, kielé-
gitse a mérgegegyenleteket. Ennek biztositdsdra fel lehet
haszndlni a 3.3.t&bldzat X-re vonatkozé korrekciés Osszeflig-
gését. A tovabbiakban csak munkapontra transzformdlt vadlto-
z6k Osszefliggéseivel foglalkozunk.

5.3.1 Usszevont_jeldlések

A linedris modellek egylitthatdébecslése sorédn az &ttekintheté-
ség javitdsa és az irédsmunka csdkkentése céljdbédl az Ai’ és
Bi egyltthatématrixok és a munkapontra transzformdlt yj, u.
megfigyelésvektorok 8sszességére uj jeld8léseket szokds beve-

zetni.

Régzitslik a homogén (5.3) 8sszefliggésben az A egyltthatéméat-

rixot

AO = _In(y)

-nek, a t8bbi egylitthatémdtrixot pedig egyesitsiik
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= . @ o o B B L B
2= (a,] %ty il Bol By AL
-ban. Legyen tovabba
([ y(t-9) b

i(t-ie)

y(t-p(y)e)
u(t-k0)
u(t-(k+1)6)

o(t) =

al E={ki)8)

L u(t-(k+p(u))o)

7
Az (5.3) dinamikus modell ezekkel a jel&lésekkel az

y(t) = Qeo(t) (5.16)
alakot ®1ti.

Ha a to idépontra és az egymdst egyenld id&k&zben kdvetd
szilkséges id8pontokra vonatkozélag rendelkeziink m szamu
8sszetartozé y(t) és u(t) megfigyelésekkel, akkor, bevezet-
ve az

Y o= (Yt )l 1yt +(3-1)0)) ..., 1Y (t +(n-1)8))

és



= (o(t ). .l o(t +(3-2)8)) ..... lo(t_+(m-1)8)) =

/ o [ o | Tkl .
y(t -9) oae v UL ALT-208) cev. Y(t #(m=2)80)
y(t -i0) Yt *(3-1-1)0) F(t +(m-i-1)8)
y(t_-p(y)8) y(t +(3-p(y)-1)86) F(t +(m-p(y)-1)8)
u(to-ke) u(to+(j-k-1)9) u(to+(m-k—1)6)
u(to+(-k‘1)e) u(to+(j-k-2)6) g(to+(m-k-2)e)
ult_+(-k-1)8) u(t +(3-k-i-1)6) u(t_+(m-k-1-1)6)
a(e (R (u))e) ... d(to+(j-k-p(u)-1)e) oo ult+(mokep(u)-1)8)

= 303 =

jeltléseket, az adott megfigyelésekkel a modell illeszkedé-

sének hibdjdra az n(y)+ m méretil
A = Y-Q0 (5.17)

médtrix adédik. A mdtrix i,j-edik eleme,éij az i-edik kimenet
j-edik megfigyelésének és a modellb&l az azt megeldzd megfi-

gyelések alapjan szdmitott értékének kiildnbsége.

Fontos megjegyezni, hogy - szemben a statikus modellek illesz-
kedési hibdival - 6i,j nem tekintheté az adott megfigyelés
mérési hib&djdnak, pontos modell és hibamentesen megfigyelt be-
menet esetében sem, minthogy ¢ hibdval terhelt mennyiségeket
is tartalmaz. A-t a dinamikus modellek egylitthatébecslésével

foglalkozdé irodalom egyenlethibdnak nevezi.

A mérlegegyenleteket jelenté (5.12), ill. (5.15) feltétel-

rendszer megfogalmazdsdhoz vezessiik be a

ke (-In(y) | On(y),n(u))
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- N
Tn(y) } On(y),n(u)
i i p(y)-1 sor
La(y) L Ou(y)n(u)
T i o o e e e o _t. ______________
c.)n(u),n(y) } Lo(u)
Z ! p(u) sor
L On(u),nly) | Tn(uw) p

jel&léseket. Kdnnyen ellendrizhetd, hogy ezekkel
S = H+QL (5.18)

tehdt az (5.15) feltételrendszer Q—val4kifejezve
| P(H+QZ) = G (5.19)

alakban adédik.

5.3.2 A_legkisebb_négyzetek_elvének _alkalmazdsa

Az elé6z8 pontban mlr rdmutattunk arra, hogy az (5.16) mate-
matikai modell fliggetlen valtozéi k6zdtt megeldzd idSpontok-
hoz rendelt kimenetek is szerepelnek. EbbSl kdvetkezik az,
hogy az (5.17)-tel definidlt egyenlethiba matrix nem azonos
az adott kimenetek mérési hibdival, pontos modell és a be-
menetek hibamentes ismerete esetében sem. Emiatt, mint az a
dinamikus rendszerek identifikdcidéjdval kapcsolatosan k&zis-
mert /lasd pl. [11]-et/, a A*A” matrix nyomdnak Q szerinti
minimalizdl4dsadn alapuld LKN becslés normilis eloszlads eseté-
ben sem azonos a ML becsléssel és &ltaldban nem is torzitat-
lan. Ismeretesek mdas algoritmusok, amelyek asszimptotikusan
torzitatlan becslést szolgdltatnak, igy pl. az un. &ltaléno-
sitott LKN [10] és "instrumental variable" [50] mdédszer.
Mivel azonban ezek lényegesen nagyobb milveletigényliek az
egyszeri LKN algoritmusndl, gyakorlati célokra gyakran al-
kalmazzdk ez utdébbit is. Ertekezésiinkben csak a LKN egylitt-

hatébecslés mérlegegyenletekkel korldtozott valtozatdt is-
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mertetjlik. Feltehet8leg ennek mintdjdra a bonyolultabb .
torzitatlan becslést addé algoritmusok korldtozott vélto-

zatai is kidolgozhatdk.

A LKN elvének megfelel8en képezziik a megfigyelések Y és
¢ matrixaival és az ismeretlen { egylUtthatématrixszal az
illeszkedési hibdk A matrixat

A = v-00 (5.20)

A
szerint és keressiik azt az Q-t, amivel - figyelembe véve

A
a feltételrendszert is - A ai . elemeinek sulyozott négy-
3

zet8sszege minimdlis.

A 4.1.2 pontban alkalmazott megfontoladsokkal analdédg médon

tehdt az illeszkedési hiba mértékéiil Si .~k i és j szerint
b
sulyozott négyzetdsszegét,

m n(y) Si N
E= L L S
351 1=1 1]

-et tekintjik.
Ugyanez mdtrix irdsméddal
£ = Tp(V™V2AW 1A%y "Y2) (5.21)

ahol V és W értelmezése ugyanaz, mint az idézett 4.1.2 pont=-
ban.

Az (5.20) &sszefliggést felhaszndlva, 2 mérlegegyenleteket ki-

elégité LKN becslése az
£ = Tp(v Y2 (y-08)W-l (Y -0"Q" )V ~¥2) (5.22)
skaldr-matrix fliggvény Q@ szerinti,

P(H+QI)-G = O : 3 (5.23)

feltételi egyenlettel korldtozott minimumhelye.



=00 -

A minimumhely keresését megneheziti az a tény, hogy P is
ismeretlen és f minimalizdlashoz azt is optimdlisan kell
megvdlasztani. Minthogy (5.23)-ban P és Q szorzata szere-
pel, a feltételi egyenlet nem linedris. Sikeriilt mégis a
feladatot explicit médon megoldani. A megoldds részletes
levezetését az F.12 fliggelékben k6z61jik, itt csak a gon-

dolatmenet f&bb 1lépéseit foglaljuk &ssze:

a/ A feltételrendszert /(5.23) Osszefliggés/ egy egyeldre
ismeretlen kvadratikus, nemszinguldris T matrixszal
balr6l megszorozva transzformdljuk. Az ennek eredménye-
képpen adédé I = TP métrixot rdgzitve, a feltételrend-
szer linedrissd vdlik az ismeretlen Q és T médtrixokban.

b/ A Lagrange-multiplikdtorok médszerével meghatdrozzuk
régzitett I mellett a célfliggvény /(5.22) &sszefliggés/
feltételes minimumhelyét a keresett @ és a feltételrend-
szerben szerepld T szerint. Ez hdromismeretlenes szimul-
t4n mdtrixegyenletre vezet, amit "mdtrix-Gauss-eliminé&-
ciéval oldunk meg.

c/ Az igy nyert, N-t81 fliggd, egyébként optimdlis Q mat-
rix képletszerll megolddsat a célfliggvényben Q helyébe
helyettesitjiik, igy az kizdrdélag I fliggvényévé valik.

A tovdbbi feladat tehdt a célfliggvény minimumdt bizto-
sité 1° matrix meghatdrozdsa.

d/ Az optimumhely meghatdrozdsdt az a felismerés segiti,
hogy a célfliggvény N-t81 csak egy,a G matrix rangjéval
egyenld rangu F szimmetrikus projektormétrixon keresz-
tlil fligg; az optimumhelynek megfeleld Q° métrixhoz te-
hat 1° ismerete nélkiil is eljuthatunk, ha taldlunk olyan
G rangjdval egyenld szdmu ortogondlis egységvektor osz-
lopb6l 4116 E matrixot, amelynek sajat transzpondltjéval
valé szorzata F-et adja. Ezzel F szimmetridjat, projek-
tor tulajdonsédgdt és E oszlopainak ortogonalitédsédt ki-

haszndlva a célfliggvény
h = Tr(E°TE)

alakra hozhaté /F12.15/ az
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E'E =1

feltétellel, ahol T a megfigyelésekb8l és az ismert
egylitthatékbél szdmithatéd pozitiv definit szimmetri-
kus métrix.

e/ Az F.13 fliggelék szerint - ami Sztané Tamds munkdja -

h globdlis minimuma ugy érhetd el, hogy E oszlopainak
a I' mdtrix legkisebb sajdtértékeihez tartozd sajdt-
vektorait védlasztjuk.

f/ Az igy meghatédrozott E° matrix ismeretében F° é&s ab-
b61 Q° kézvetlenil szamithaté.

Az ezek szerint kialakitott algoritmus Q° kisz&mitdséra

az F.12 fliggelék eredményei alapjén a kdvetkezd.
Szdmitsuk ki az aldbbi matrixokat:

L = (ew™1o)!

Q%= ywle-L az egylitthatémdtrix szabad LKN becslése
S* = H+Q*I

N = (Z°Lz)™!

z = (N-NG“(GNG~) "!GN)I’L

X® Y-Q%¢

D* S*z¢
T = v"1/2(A*W“D*‘+D*W*‘A*‘+1>"=w’ID”“)v'1/2

Képezzilkk T f&tengelytranszformdcibjat:

I = XAX~ A: T sajétértékeibsl képzett diagondl-
matrix
X = (xl'x2""'xn(y)) X: T sajatvektorainak ortogonédlis

egységvektorokbdl 8116 kvadratikus

matrixas;



- 108 -

Ezek ismeretében az optimumhely:

EC = (xl,xz,...,xn(g)) E°: a ' matrix n(g) szdmu legkisebb
sajdtértékéhez tartozbd sajat-
vektoraibél, mint oszlopokbdél
képzett matrix;

F© = gOp°”

Q° = Q*-y2pOy -Y2g#y Q°: az optimdlis egylitthatématrix;

Az optimumhely szédmitdsdhoz nem sziikséges, ellenérzési célokra

szolgdlé mennyiségek:

n° = ee°’v -2 @: tetszSleges nemszinguléris

kvadratikus métrix, pl. © = I;

T° = 1%s*NG~ (GNG~) !
p® = 7°-111° n(g)
£9 = p(v-patwipkcy V2 )4 Ay a maradék hiba;
i=1
Al’AZ""’An(g): a I' matrix n(g)

szdmu legkisebb sajatértéke.

Az algoritmus alkalmazdsdra példa az M.3 mellékletben
taldlhaté.
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6 EGY ALGORITMUS A RENDKIVULI MERESI HIBA HELYENEK
BECSLESERE

Ha egy Osszetett mérést a 3.fejezetben ismertetett vizsgéd-
lat elfogadhatatlannak mindsitett, kiil6n8sen ha ez a jel-
zés nemcsak egyszer-egyszer kdvetkezik be, hanem tartésan
jelentkezik, akkor nagy valdszinliséggel a mérlegegyenletek-
ben szereplé mennyiségeket mérd miiszerek javitédsa sziiksé-
ges. Ha a mliszerpark az lizemben nincs elhanyagolva és a je-
lentkezé hibdkat viszonylag gyorsan megjavitjdk, akkor fel-
tételezhetd, hogy nagy valészinliséggel a mérlegegyenlet
rendszerben szerepld vdltozdk mérését végzd miszerek kdziil

egyidejlileg egynél t8bb nem hibés.

Bar tapasztalati adataink a rendkiviili mérési hibd&k termé-
szetére vonatkozbéan nincsenek, ésszeriinek ladtszik annak a
feltételezése, hogy a rendkiviili hiba nem a mérési hiba
szbérédsdnak megndvekedésében, hanem vdrhaté értékének 0-td1l
valé jelentds eltérésében nyilvdnul meg /legalédbbis az ese-
tek t&bbségében/, mint ahogy azt a 3.2.3 pont szerint a
rendkiviili hiba vizsgdlatdndl is feltételeztiik.

Az eléz8k szerint tehdt indokolt azt feltételezni, hogy
rendkiviili hiba esetén a mérési hiba varhaté érték vektora
valamely koordindta tengely irdnydba mutat, Vagyis csak
egyetlen eleme kiildnbdézik 0-td1l, varianciamdtrixa pedig
valtozatlan.

Legyen az r indexl méréshely hib&djdnak varhatd értéke 0-td6l
kiilénbdzb

E(d) =h#0, , (6.1)
de minden mds j # r méréshelyre

E(Ej) =0 . (6.2)
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Ebben a fejezetben egy, az eddig ismertekhez képest [35,
43] kis miiveletigényl algoritmust javasolunk, amely az eld-
z6 feltétel teljesiilése esetén alkalmas a rendkiviili hiba
helyének kimutatdsédra, a mérleghiba varhaté értéke, ill.

annak becslése alapjéan.

A 3.2.3 pontban mar tdrgyaltuk a (3.7) Osszefliggéssel sza-
mitott £ mérleghiba vektornak azt a tulajdonsdgédt, hogy ab-
szolut értéke nem invaridns a mérlegegyenletek ekvivalens
transzformdcidéjdra. Ezért vezettlk be ott az &sszetett méré-
sek mérleghibdjdnak mérdszdamdul a (3.25) &sszefliggés sze-
rinti q? mennyiséget. Ugyanezen okb6l fogjuk itt a 6.feje-

zetben mérleghibaként a (3.17) &sszefliggéssel definidlt
¢ = (avyn’) ]
normdlt mérleghiba vektort haszndlni.

Ennek megfelelSen a mérlegegyenletekb8l a mérési hiba vek-
torra adédé (3.1o) feltételrendszert f transzformicidjéval

8sszhangban az

M= (AV’&’A') -if2p

jelBlést bevezetve
Md = o (6.3)

alakban fogjuk alkalmazni.

~

A 3.fejezettel szemben itt d eloszlédsérdl csak azt feltéte-
lezziik, hogy létezik vadrhaté értéke és variancidja,és (6.1-2)

szerint
E(d) = erh . (6.4)

ahol e a mérési hibdk terének r-edik koordindta egységvek-
tora, r a rendkiviili hiba helyének indexe és h a rendkiviili

hiba nagységa.
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Képezziik ¢ vdrhaté értékét. Ez nyilvanvaléan
E(9) = E(Md) = ME(d) =Me h=mh (6.5)

ahol m, aM matrix r-edik oszlopa. Eszerint tehdt kiinduléa-
si feltételeink teljeslilése esetén a ¢ normdlt mérleghiba
vektor varhaté érték vektora pdrhuzamos M valamelyik oszlo-

paval.

Ha a rendkiviili hiba helyét nem ismerjiik és M-nek E(g)-mal
csak egy parhuzamos oszlopa van, akkor a rendkivili hiba he-
lye az az r indexi mérdéhely, amelyikre m , parhuzamos E(9)-

mal, azaz amelyikre (6.5) fenndll alkalmas skaldris h-val.

Ennek az elvnek a gyakorlati alkalmazdsa sordn természetesen
® vdrhaté értéke helyett annak csak egy o becslését ismerhet-
jik. Ezzel a pdrhuzamossdg még a (6.4) feltétel teljesiilése
esetén sem &l1 fenn. Hibahely becsld algoritmusunk azon a
feltételezésen alapul, hogy a mérleghiba vektor 9 becslése

és az m oszlopvektor ebben az esetben is k8zel pdrhuzamos,
vagyis hogy a két vektor &ltal meghatdrozott két egyenes egy-
midssal kis sz8get zar be, feltéve, hogy h abszolut értéke
elég nagy. Ha a rendkiviili hiba helyét nem ismerjiik, felte-
hetjik, hogy az azzal az r indexli mérési hellyel azonos,ame-
lyik r-rel az m, vektor dltal és a ¢ &ltal meghatédrozott egye-
nesek k&z&tti hegyesszdg a legkisebb.

Mint ismeretes, a két vektor kdz8tti sz8g fogalma 3-ndl nagyobb

dimenzids terekre is dltaldnosithatd, koszinuszuk
a’b
(a”a) Y2 (b’p) V2

cos(a,b) = (6.6)

szerinti definiciéjaval.

Ennek megfelel&Sen hatdrozzuk meg sorra a M midtrix j-edik osz-

lopa és ¢ kdzdtti sz8gek koszinuszdt és jeldljlik azt Yj—vel:
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m5$ :
Y. = — . 351,25 ...,n(d) (6.7)
3 (mim,) V(570 V2

Minthogy a rendkiviili hiba el&jele ismeretlen és a hiba

helye szempontjdbél amugy is érdektelen, az irdnyok egye-
zése tekintetében nem a két vektor kéz8tti szbg, hanem az
dltaluk meghatdrozott egyenesek kdz8tti hegyesszdg a mér-
tékadé. Ennek megfelelden az irdnyok egyezésének, ill. kii-
18nb8z8ségének jellemzésére a vektorok kézdtti szdg koszi-
nusza helyett annak abszolut értékét kell tekinteni. Esze-
rint a rendkiviili hiba helyét az az r index jelzi, amivel

Ile > Jle minden j # r-re.

Ha a hibahely ellenérzésére és kimutatdsdra egy adott rend-
szerben gyakran, ismételten van szilikség, célszerl a megfi-
gyelési eredményektdl fliggetlen szamitdsi részleteket eldre
elvégezni. Képezziik valamennyi mj irdnyu egységvektort és
jelsljlik azokat cj-vel:

¢ =mj(mjfmj)'1/2 (6.8)

és ezek transzpondltjaibél mint sorvektorokbél a C matrixot:

~ ci- W
<5
C = - .
c‘
g n(d)

Py
A ©°p szorzatot jeldljiik q%-tel, végll a \ mennyiségek vek-
tordt y-val:

g Yl w
Y2

Yn(d)
. J/
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Ezzel a Yi mennyiségek kiszdmitdsdt esetenként a
(6.9)

Osszefliggés szerint lehet elvégezni, aminek az az elénye,
hogy a viszonylag hosszadalmasabb szdmitdst igényldé C mat-
rixot csak egyszer kell elére kiszdmitani, g?-et pedig a
rendkiviili hiba létezésének jelzéséhez a 3.2.3 pont sze-
rint amugy is ki kellett szdmitanunk, Igy a hibahely ki-
mutatdsdhoz szilikséges Yy vektor meghatdrozdsdt esetenként

egyszerilien meg lehet valésitani.

A rendkiviili hiba helyének kimutatdsa a becsiilt ® mérleghi-
ba vektor alapjén nem t&rténik teljes biztonsdggal, mert a
0-t61 klilénb&z8 varhatéd érték mellett mindig, minden méré-
helyen fellép a szokdsos véletlen hiba, aminek a sulydt at-
lagolédssal csak cs8kkenteni, de megszilintetni nem lehet. A
helyes "taldlat" valdésziniliségének meghatdrozdsdra mindezide-
ig nem sikeriilt gyakorlatilag haszndlhatdé Osszefliggést le-
vezetnlink. Ezért a médszer hatékonysdgdt gyakorlati alkalma-
zdsa elétt csak szimuldcidéval tudjuk vizsgdlni az adott
rendszer paramétereit ismerve, az egyes mérShelyeken fellé-

pé rendkiviili hiba mértékének filiggvényeként.

Felteheté az a kérdés, hogy miért nem haszndltuk az &ssze-
fliggések levezetéséhez (6.3) helyett a 3.fejezetbeli (3.19)
normdlt feltételrendszert, ahol E-on kivil E-ot is fliggetlen
egységszérdsu vektorrd normdltuk. Ennek a normdldsnak itt az
lett volna a k&vetkezménye, hogy véglil is az algoritmus a
rendkiviili hiba helyeként valamelyik norm&lt hibakomponenst
mutatta volna ki, ami abban az esetben, ha VE nem diagondlis,
nem azonosithaté egyetlen valésédgos mérdhellyel sem. Kd&nnyen
bel&dthaté ugyanakkor az is, hogy az itt ismertetett algorit-

mus d normdldsa nélkll is invaridns a mérlegvdltozdk lépté-
kére.
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Az algoritmus haszndlhatbésagat a 4.melléklet mintapélda-

jdn mutatjuk be. A melléklet elsd része Ripps kdzleményé-
nek egy részlete [35], ami megmutatja, hogy a maximélis
abszolut értékii korrekcidé nem jelentkezik feltétleniil a
maximdlis abszolut értékii hiba helyén, és eléggé hosszadal-
mas algoritmust ajénl a rendkiviili hiba helyének megkeresé-
sére. Ugyanennek a mellékletnek a 2. része ehhez kapcsolé-
dbéan a Ripps féle mintapéldédn bemutatja az ebben a fejezet-
ben ismertetett algoritmus alkalmazdsdt, ami 1lényegében
azonos feltételezésbdl kiindulva direkt médszerrel mutat ra

a hibéds mérés helyére. Az 5.melléklet az algoritmus haté-

konysédgdnak a rendkiviili hiba mértékét8l vald fliggését mu-
tatja be szimuldcidés kisérletek segitségével. Ez a mellék-
let részlet egy k&zleménylinkb8l [4], amiben az itt leirt

algoritmust ismertettiik.



= 115 =

7 USSZEFOGLALAS — KONKLUZIGK

Az értekezésben kiz8lt 6sszefliggések és algoritmusok gya-
korlati jelent8ségére mdr az &ltaldnos bevezetésben és az
egyes fejezetek bevezetésében is igyekeztem rdmutatni. Itt
a konkrét lehetéségek ismeretében 8sszefoglalom a gyakor-
lati alkalmazds teriileteit. Felsorolok néhdny, a tédrgykdr-
rel kapcsolatos megoldatlan kérdést, végilil tételesen fel-

sorolom az értekezés uj tudomdnyos eredményeit.

7.1 Gyakorlati alkalmazdsi lehetéségek

Az értekezés 3.2.3 pontjdban tdrgyalt hibaellenérzési algo-
ritmus mindazon esetekben haszndlhaté, amikor a mérések-
kel megfigyelt komponens- ill. hémennyiségek vagy &ramok
valésdgos értékei kozdtt linedris mérlegegyenletek &llnak
fenn. Ilyen mérlegegyenletek érvényesek eldgazé hdlézatok
témegdramai k&zbtt, folytonos lizemli vegyipari eljédrédsok al-
landésult &llapotdban megfigyelt komponensdramai és hécse-
rélékben vagy hécseréld rendszerekben &ramlé dramok héara-
mai k&z6tt. A mérlegegyenletek rendszere ezek kombindcidi-
b6l is &llhat. Reaktorokra pl. a reakcidék entalpiavdltozé-
sait figyelembe véve egyidejlileg mind komponens, mind hé-
mérlegeket lehet értelmezni. Kiindulédsi feltevéseinkbdl k&-
vetkezik, hogy mindezek a mérlegegyenletek csak addig hasz-
ndlhatdék igy hibaellendrzésre, amig az esetleg valdjdban
t6bb mérésbél szdmitott komponensdramok és hédramok megfi- -
gyelési hibdja kdzelit8leg normdlis eloszldsu "mért" meny-
nyiségnek tekinthet6. Analdég feltételek mellett haszndlha-
t6 a mérési hiba ellendérzd algoritmus szakaszos vegyipari
miiveletek vagy laboratéiumi kisérletek mérlegeinek ellenér-

zésére is.

Az ellendrzéssel kellé biztonsdggal kiszilirhet8k a mérleg-
egyenleteknek ellentmonddé mérések, megndvelve igy a megma-

radé mérési értékek megbizhatésigit, meggyorsitva egyuttal
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a rendkiviili mérési hibdk vagy veszteségforrdsok felisme-

rését.

Az értekezés 3.2.4 pontja tartalmazza a mérési hibdk ki-
egyenlitésének tdrgyaldsdt. Ez a miivelet csak akkor meg-
engedett, ha az elébbiekben ismertetett ellendrzés nem
jelez rendkiviili hibat. Ekkor az algoritmus a kiindulédsi
feltételek teljestilése esetén a legnagyobb valésziniiségi
Uzemdllapotot szolgdltatja. A hibakiegyenlités kettds e-
lénnyel jar: biztositja egyrészt a becsiilt mennyiségek el-
lentmonddsmentességét, masrészt, alkalmazdsdval a mérleg-
egyenletekben rejlé informdcidk felhaszndldsa révén ndvel-

heté a megfigyelt értékek pontossédga.

A 3.3 és 3.4 részfejezetek a tapasztalati varianciamétrix
alkalmazdsdt ismertetik a hibaellenérzéshez. Ennek megvald-
sitdsdhoz sziikség van a rendszeres hibaellenérzés megkezdé-
se eldétt egy rendkiviili hib&tél mentes megfigyeléssorozat-
ra az empirikus varianciamdtrix meghatdrozédsa céljadbél. Ha
ez technikailag lehetséges, akkor az egyébként nehezen és
csak bizonytalanul meghatdrozhaté varianciamdtrix viszony-
lag k&nnyen és megbizhatdan becsililhetd. A 3.3 részfejezet

az empirikus varianciamdtrixszal képzett kvadratikus alak
eloszlasit vizsgdlja. A 3.4 részfejezet az autokorreldlat-
lan és autokorreldlt rendkiviili hib&k megkiilénb&ztetésének
egy lehet8ségét tdrgyalja. Gyakorlatilag ennek az a jelen-
t6sége, hogy autokorreldlatlan rendkiviili hiba esetében csak
az adott pillanathoz rendelt mérést kell elvetni, mig auto-
korreldlt rendkiviili hiba esetében a hiba forrédsdnak megsziin-

tetése ligyében is intézkedni kell.

A rendkiviili hiba helyének megkereséséhez kivén eszkdzt ad-
ni a 6.fejezetben k&z61lt algoritmus. Ez abbdl a feltétele-
zésb81 indul ki, hogy a mérési hiba eloszlédsa rendkiviili hi-
ba fellépésekor csak a hiba varhaté értékének hirtelen meg-

vdltozdsdban jelentkezik. Feltételezi ezenkiviil, hogy a var-
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haté érték vektornak csak egyetlen komponense kiildnbdzik
0-t6l, vagyis, hogy egyidejlileg csak egy miiszer hibds. Ez
a gyakorlatban akkor k&vetkezik be, ha a miiszerek meghibéd-
soddsdnak gyakorisdga nem tulsdgosan nagy, a karbantartds
pedig elég gyors ahhoz, hogy a hibdt a k&vetkezd hiba be-
kévetkezése eldtt megszilintesse. Ha ez a feltétel elég nagy
valészinliséggel teljestil, akkor az algoritmus igen egysze-

rii, gyors segédeszk&z a hiba helyének megkeresésére.

Hangsulyozni kivdnom, hogy a felsorolt eljdrdsok mindegyike
igen egyszerili, kénnyen programozhatd és csekély szamitdsi

idét igényel, igy gyakorlati megvaldésitdsuk kis szdmitégép-
pel, s8t, nem nagy valtozdészadmu rendszereknél mikroszdmitd-
géppel is kiilén8sebb nehézség nélklil megoldhatd, kiildndsen,
ha az egylitthatémitrixokat, mint &llanddkat eldre kiszdamit-

juk.

A matematikai modellek mérleghelyessége kiilén&sen &sszetett
rendszerek szimuldcidja vagy optimdldsa sorédn fontos kbve-
telmény. A 4. és 5. fejezet matematikai modellek mérleghe-
lyes egyltthatébecslésével foglalkozik, vagyis olyan model-
lek létrehozdsat téargyalja, amelyek tetszdleges bemenetre
mérleghelyes kimendé valtozd értékeket szolgdltatnak. A 4.
fejezet az &llandésult &llapotot leird modelleket, az 5. fe-
jezet a diszkrét dinamikus modelleket vizsgdlja. Mindkét fe-
jezet linedris egyltthatébecslésre szoritkozik. Az &llanddé-
sult dllapotot leiré modelleknél az algoritmus kiterjeszthe-
t8 a csupdn egylitthatéiban linedris modellek egylitthatébecs-
léseire is, ebben az esetben azonban a becslés-tulajdonsa-
gait nem ismerjlik. Dinamikus rendszerekre az egylitthatédbecs-
1ési médszer kidolgozdsa eldétt magdnak a dinamikus modell

mérleghelyességének fogalmédt is tisztdzni kellett.

A mérési hibdk ellendrzésére és kiegyenlitésére, valamint a
rendkiviili hiba helyének jelzésére kidolgozott algoritmusok be-
vezetése az ipari gyakorlatba a mdr emlitett eldnyeik miatt igen

indokolt és hasznos volna. Mégis,ennek ma nehezen leklizdhetd
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akaddlyai vannak. Ezek az alébbiak:

- A vegyipari Uzemek miiszerezését szinte &ltaldnosan leg-
feljebb a minimdlisan szilikségesre tervezik, kihaszndlva
minden lehetdséget, ahol valamely érték mds mért mennyi-
ségekb8l mérlegek alapjan szamithaté. Az ilyen, rosszul
értelmezett takarékoskodds lehetetlenné teszi a mérések
rendszeres ellendrzését és azt, hogy az lizem vezetdi a
folyamatrél a valésdgnak megfeleld, megbizhatdé informé-
cidéhoz jussanak. Arra kellene tervezéskor térekedni,
hogy minden lényeges tdmeg- ill. komponensdram mérést
legaldbb egy mérleggel ellenérizni lehessen. Sajnos en-
nek gazdasdgi kihatdsai k&zlil csak a negativ, a miisze-
rezés kbltsége mérhetd fel Osszegszerilien, eldnyei csak

k&zvetve jelentkeznének.

- A vegyipari lzemekben az eleve szilikdsre tervezett miiszer-
park kisebb-nagyobb hdnyada meghibdsodds miatt tartdsan
vagy id6legesen nem miikddik. A hibds miiszerek javitdsa
alkatrész vagy karbantarté létszdm hidnya miatt elmarad,
tovdbb csdkkentve az lizemrdl nyert informdcié mennyisé-
gét és a meglévd mérések megbizhaté miikédésének ellendr-
zési lehet&ségét, pedig nagy a valdszinlisége annak, hogy
olyan helyeken, ahol a miiszerek nagy hdnyada miikédéskép-
telen, a még mikdd6knek is jelentds hédnyada a megengedhe-
ténél nagyobb hibdval mér.

- A javasolt algoritmusok rendszeres alkalmazdsa szdmitdgé-
pet igényel, igy elsdsorban ott johet szdmitdsba, ahol
az lizemi adatgylijtésre és adatfeldolgozdsra szamitdgép
bedllitdsra egyébként is sor keriil. Ebben az esetben a
szbébanforgd szdmitdsok szdmitbgépigénye mind memdéria,mind
idéigény szempontjadbdél viszonylag csekély, tehdt azok gya-
korlatilag szinte kiilén k&ltség nélkiil megvalésithatdk
volnédnak. Bizonyos esetekben esetleg éppen az informdcidk
megbizhatésdgénak ellendrzése és javitdsa indokolhatja

szdmitbégép bedllitédsét.
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7.2 Néhdny nyitott kérdés

Tudatédban kell 1eﬁnﬁnk annak, hogy az értekezés a téma-
kért nem meritette ki, sét szdmos megoldatlan kérdést
vet fel. Ezek k&zll néhdnyat az aldbbiakban cimszavak-
ban felsorolok:

a térben diszkrét rendszerek és a térben folytonos

rendszerek mérlegegyenleteinek k&zd&s alakja;

- az empirikus mérési hiba varianciamdtrix meghatdrozdsi

lehetéségeinek vizsgdlata;

- az empirikus varianciamdtrix alapjén végzett hibaellen-

8rzés tulajdonsdgainak vizsgdlata;

- a folyamatos mérések hibdinak sztochasztikus folyamat-
ként vald értelmezése. A hagyomdnyos véletlen és méd-

szeres hiba fogalom értelmezése erre az esetre;

- hibaellenérzés és kiegyenlités normdlistél eltérd el-
oszlds esetén. A nem normdlis eloszldsok normdlis el-
oszldssal vald k&zelitésének problém&i. A LKN kdzelités
és linedris programozds alkalmazdsa k6z6tti vdlasztés

szempontijai;

- a mérlegvaltozdk korldtozott tartomdnyai /pl. nem-nega-
tivitéds vagy (0,1) intervallum/ esetén alkalmazhaté el-
méletileg és gyakorlatilag egyardnt elfogadhaté algorit-

musok ;
- szekvencidlis hibaelemzés;

- a mérlegegyenletekkel korldtozott egylitthatdébecslés re-
kurziv megvalésitdsa az ismert rekurziv LKN becsléssel

analég médon;

- a csak egylitthatékban linedris matematikai modellek becs-

1lésének statisztikai tulajdonsdgai;

- a dinamikus modellek mérlegegyenleteket kielégitd torzi-

tatlan egylitthatébecslése a torzitatlan egylitthatdbecs-
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1ési médszerekkel analdég mdédon;

- a Kalman-sziiré elvének alkalmazdsa mérlegegyenletek

figyelembevételével;

- a rendkiviili hiba helyét kimutaté algoritmus megbiz-

hatésdgdnak matematikai-statisztikai értékelése;

- a rendkiviili hiba helyének kimutatdsi lehet8ségei egy-

nél t8bb mérdémiiszer hibdja esetén;

- a mérési hiba kiegyenlitési algoritmus &ttekinthetd
médtrix formalizmussal valé leirdsa bilinedris mérleg-
egyenletek esetén, az egységes és vilagos targyalds-
méd érdekében;

- a folytonos dinamikus modellek mérlegegyenleteket ki-

elégité egylitthatdbecslése;

- a dinamikus modellek mérleghelyességének dltaldnos szlk-

séges és elégséges feltétele.

7.3 Uj tudomdnyos eredmények

Az értekezésben egységes szemlélet- és tdrgyaldsmdddal ele-
meztem a mérlegegyenletek felhaszndldsédnak lehet8ségeit a
mérési eredmények megbizhatésdgdnak ellendrzésére és névelé-
sére. Felismerve tovdbbd a k&zelitd matematikai modellek
mérleghelyességének jelentéségét, eljardst javasoltam mind

a statikus, mind a dinamikus modellek egylitthatdéinak olyan
korldtozott legkisebb négyzetes becslésére, amely biztosit-
ja, hogy a kapott modell bérmilyen bemenetre mérleghelyes

megolddst adjon.

Az értekezésben taldlhaté uj tudomdnyos eredmények tétele-

sen a kdvetkezdk:

1. Kimutattam, hogy ismert variancidju és kovariancidju O
vadrhatdé értékil normdlis eloszldsu mérési hibdk esetében

a linedris mérlegegyenletekkel egymdshoz rendelt mennyi-
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ségek mért értékeivel szdmitott mérleghibdkbél képzett
vektor normédlis eloszldsu vektorvdltozé. A mérleghiba
vektor sajat varianciamdtrixdnak inverzével képzett
kvadratikus alakja ebb8l kévetkezben x? eloszldsu, az
eloszlds szabadsdgi foka pedig a fliggetlen mérlegegyen-

letek szdmdval egyenld.

Kimutattam, hogy az 1. szerint képzett kvadratikus alak
a legalkalmasabb a rendkivili mérési hibdval terhelt mé-
rések mérlegegyenletekkel t6rténd kiszilirésére, rendki-

vlili hibdn a 0-t61 szignifikd&ns mébdon eltérd varhatd ér-

tékll hibdt értve. Bizonyithaté ui., hogy a szébanforgd

kvadratikus alaknak alkalmas &llandé értékkel vald 8ssze-

hasonlitdsa a matematikai statisztika szdéhaszndlata sze-
rint "leger&sebb" teszt arra, hogy a mérési hibdk varha-
té értékének abszolut értéke 0. Ez azt jelenti, hogy az
adott feltételek mellett nem létezik olyan mas ellenbrzé-
si médszer, amellyel az elséfaju hiba valdszinliségét rdg-
zitve, a mdsodfaju hiba valdészinlisége a szbébanforgé ellen-
6rzési médszer mdsodfaju hib&djédndl, bdrmilyen 0-tél elté-
ré varhaté értéket megengedve, kisebb lehetne.

Megdllapitottam, hogy a rendkivili mérési hibdk mérleg-
egyenletekkel t&rténd kiszlirésére a mérleghibdk vektord-
nak sajdt empirikus varianciamdtrixdval képzett kvadra-
tikus alakja is alkalmas. Ez a kvadratikus alak, mint va-
16szinliségi vdltozd, normdlis eloszldsu hibdk esetén
Hotelling-féle T? eloszldsu, ami Fisher-féle eloszldsu
vadltozévé transzformdlhaté. A rendkiviili hibdk vizsgdla-

ta ennek megfelelden végezhetd el a szokdsos mbdon.

Kimutattam, hogy a miiszerek nullponthibdjdnak ellendrzé-
sére célszerili a leirt hibaelemzést a mérleghiba vektorok
dtlagdval képzett kvadratikus alak alapjén végezni. Az
idében fliggetlen mérési hibdk /fehér zaj/ hatdsdhoz ké-
pest az idében &dllandé 0-tdl kiilénbdzé varhaté érték su-

lya ui. a megfigyelések szdmdnak ndvelésével né.
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Ramutattam, hogy az Osszetartozd mérések mérési hibé-
inak vektorédt két hiba Osszegeként célszeri tekinteni,
ahol az egyik Osszetevd méréshelyenként fliggetlen és
megfelel az adott mérémiiszer és mérdhely sajat, a tdb-
bi hib&dtél fliggetlen hib&jénak, a masik &sszetevd a
kiilénbdz6 méréshelyekre egylittesen hatdé hibabsszetevd.
Ez utébbit k&zelitésképpen, mint egy, a k&z&s hibaforri-
soktél determinisztikusan linedrisan fliggé vektort te-
kinthetjiik. Ilyen médon lehet8ség van a mérési hibdk
varianciamdtrixdban az atlén kivili elemek k&zelitd

meghatérozéaséra.

Algoritmust dolgoztam ki statikus linedris matematikai
modellek egylitthatéinak linedris mérlegegyenletekkel
korldtozott becslésére. Az igy kapott modell barmilyen
bemend vdltozdé vektor behelyettesitésével mérleghelyes
kimenetet szolgdltat. Kimutattam, hogy az igy nyert
egylitthatékkal a modell a kimenet torzitatlan becslését
adja, és hogy az igy becsiilt egylitthatdkkal szémitott
kimenetek hib&jédnak szdérdsa kisebb, mint a szabad leg-
kisebb négyzetes becsléssel nyert egylitthatdékkal szami-

tott kimenet hibdjdnak szdérésa.

Meghatdroztam a diszkrét dinamikus linedris id&éinvari-
dns rendszermodellek mérleghelyességének egy szilikséges
feltételét abbdl a kdvetelménybél kiindulva, hogy az &l-
landé bemenettel adédé &llandésult kimenetek elégitsék

ki a mérlegegyenleteket.

Algoritmust dolgoztam ki a t8bb-bemenetii, t&bb-kimenetl
diszkrét dinamikus linedris idéinvaridns matematikai mo-
dellek egylitthatéinak linedris mérlegegyenletekkel kor-
lédtozott becslésére. Az igy kapott egyltthatdékkal a mo-
dell barmilyen &llandé bemend vdltozé vektorral mérleg-

helyes d4llandésult kimenetet ad.

Algoritmust dolgoztam ki a rendkiviili mérési hiba helyé-

nek kimutatédsédra a mérleghibdk varhaté értéke vagy annak
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becslése alapjén, abbél a feltételezésbdl kiindulva,
hogy rendkiviili hiba csak egyetlen méréshelyen 1ép
fel.
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JELOLESEK JEGYZEKE

Altaldnosan haszndlt jeldlések

F Fisher eloszlés
N normdlis /Gauss/ eloszlés
1] Wishart eloszlés

daf.) a differencidl operdtor

exp(.) exponencidlis fliggvény

£L:) az argumentum fliggvénye dltaldban /slrliségfliggvény

a 3. fejezetben/

) az argumentum filiggvénye 4ltaldban
1Zm(.) hatdrérték
)

)

halmazok szamosséga, vektorok elemszéama

vdltozbéra nézve
r(.) médtrix rangja
vee(.) matrix - vektor transzformdciéd
¢(.,.) kovariancia
E(.) vdrhaté érték
L(.) likelihood fliggvény
Tr(.) mdtrix nyoma

Vi« ) variancia

A differenciaoperidtor

) Bsszegezés

Fejezet Ertelmezé s

253 a mért mérlegvdltozdk kdzdtti mérlegegyenlet

41landé tagjédnak vektora

matematikail modell 4llandé vektora

]

mért mérlegvaltozdk korrekcid vektora

irdnyu egységvektor

pE o

mérlegvdltozdék mérési hibdinak vektora

a rendszer rendje az argumentumban meghatdrozott

Elsé
el&fordulés
(képletszém)

(2.32)

(4.1)
3.1 t4bl.
(6.8)
3.1 t4&bl.
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Ertelme z é s

a fliggetlen mérési hiba komponens vektora
koordindta egységvektor

mérleghiba vektor

illeszkedési hiba négyzetdsszeg
illeszkedési hiba mérték

a mérlegegyenlet ismert tagjainak Osszeg-
vektora

k&z6s mérési hiba forrdsvektora

a feltételrendszer &llandé vektora

a normdlt mérlegegyenlet &llandd vektora
a feltételrendszerek &llandd vektora

a rendkiviili hiba nagysdga

részrendszer

az elézé idépontokra utald futbd egész
valtozd

a megfigyelések futdé indexe
komponens

holtidé

reakcid

elemmennyiség

a megfigyelések szdma

az ismert vagy becslilhetd mennyiségek
vektora

hibamérték

elemdtmenet

a rendkiviili hiba helyének indexe
eredd elemdtmenet

idépont

a mérlegegyenlet dllandé vektora
a fliggetlen védltozbék vektora

a mérlegvdltozdék vektora

az ismert értékl mérlegvdltozdk vektora

a mérés utjén megfigyelhetd mérlegvdltozdk

vektora

a méretlen és ismeretlen értéki mérleg-
vadltozék vektora

a flggd valtozdk vektora

atalakulés

Elsé
el&fordulds
képletszdm

(3.4)
(6.4)
3.1 t&bl,
(4.11)
(5.21)
{2 .24)

(3.4)
(5.7)
(3.13)
(4.2)
{81)
(2.3)
({5.3)

(5.16)
(2.12)
{5.3)
(2:12)
(2:50
L5 . 16)
(2.28)

(3.25)
(2.6)
(6.1)
(2.7)
(2.1)
(2.,98)
(4.1)
(21T
(2.20)
(2. 20)

(2.20)

(4.1)
(2.12)
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Ertelme 2z és

a mért mérlegvdltozdk k&zdtti mérleg-
egyenlet egylitthatdémdtrixa

a fliggd vdltozdk egylitthatématrixa a
dinamikus matematikal modellben

a matematikai modell egylitthatémétrixa

a fliggetlen vdltozdk egylitthatémétrixa
a dinamikus matematikai modellben

mérlegegyenlet egylitthatdématrixa
egylUtthatémdtrix
a slirliségfliggvény allandé faktora

a modell illeszkedési hiba vektorokbél
képzett matrix

a mérleghiba vektorbdl képzett mérleghiba
métrix
a normdlt mérlegegyenlet egylitthatémitrixa

a feltételrendszer fliggd vdltozdihoz
tartozé egylitthatémétrix

a feltételrendszer egyltthatémdtrixa
a null, illetve ellenhipotézis

a feltételrendszer fliggetlen valtozéihoz
tartozd egylUtthatématrix

dllandé méatrix
egységmatrix

a részrendszerek halmaza
a komponensek halmaza

a reakcibék halmaza
komponenstartalom matrix

a transzformdlt mérlegegyenlet egyiitthaté
médtrixa

sztbchiometriai egylitthaté matrix
permutdlé matrix

transzformdcidés matrix

a mérlegegyenlet transzformicidés matrixa
elemdtmenetek matrixa

eredd elemdtmenetek mitrixa

a modellegylitthaté matrixok O&sszege

Elsd

el8fordulés
(képletszéam)

(2.

(5 «

(4
(5

(2.
(6.
(3.
(4.

(3

(3

(54
(3.
w2

(U4

(5.

&
(2.
(2
(2.
(6.

A~ N AN N SN~ o~
NN N NN

32)

3)

1)
«3)

14)
9)

33)
11)

.41)

s 1L20)
(4.

2)

7)
273

18)

3)
12)
12)
12)
<)

J12)
w26 )
+12)
.25)

.9)
A6
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Elsé
Jel Fejezet Ertelmezés eléforduléds
(képletszam)
T 2 az értelmezett id8pontok halmaza (21
i 3 hibamérték (3.43)
U 3 a mérleghiba matrix sajdt transzpondltjdval (3.41)
valé szorzata
Y a fliggetlen valtozdék Osszességébdl képzett (L4.12)
matrix
\Y 2 a mérlegegyenlet egylitthaté mdtrixa (2.47)
3,6 varianciamdtrix (8.2)
4,5 a fliggd vdltozdk reciprok sulymitrixa (4.11)
W 2 a mérlegegyenlet ismert értékii mérlegvdlto- (2.21)
z6khoz tartozé egyltthatdédinak métrixa
4,5 a megfigyelési idépontok reciprok sulymdt- (4.11)
rixa
X 2 a mérlegegyenlet méréssel megfigyelheté (.2:21)
mérlegvdltozdéihoz tartozd egylitthatdinak
médtrixa
Y 2 a mérlegegyenlet méretlan mérlegvdltozédihoz (2.21)
tartozé egylitthatéinak matrixa
4 a fliggé vdltozék 8sszességébSl képzett mat- (4.12)
rix
5 a megfigyelt kimenetek matrixa (5.17)
Z 2 az 4talakuldsok matrixa (2:12)
a 3 szignifikanciaszint (3..29)
3 normdlt korrekcié vektor (3.16)
6 a normdlt mérlegegyenlet egyltthatématrix (6.7)
oszlopa és a mérleghiba vektor kézdtti szbdg
koszinusza
8 3 normédlt mérleghiba vektor (3.15)
€ Y modell illeszkedési hiba vektor (4.9)
9 5 mintavételezési idéintervallum (5:3)
v 2 sztdchiometriai egylitthaté (2.12)
4 a megfigyelések reciprok sulya (4.10)
3 normdlt mérlegvdltozd vektor (3.14)
o 2 az eredé elemdtmenetek vektora {2511)
T 3 hibamérték (3.44)
® 3,6 normdlt mérleghiba vektor (8.317)
5 a modell egyesitett fliggetlen vdltozd (5.16)
vektora

X 3 a megfeleld eloszlds jele (3.26)
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Elsé
Jel Fejezet Ertelmezés eléforduléas
képletszdm
4 az iddépontok reciprok sulya (410
r 3 a k6z8s forrdsu mérleghibdk egylitthatéd- (3.4)
métrixa
] 3 a mérlegvdltozdk mérési hib&jédnak (3.2)
vdrhaté érték vektora
z 2 az eredd elemdtmenetek matrixa tdbb- (24030
komponensii rendszereknél
5 bsszegezd matrix (5.18)
o 5 a megfigyelések egyesitett fliggetlen (5:17)

vadltozdé matrixa

Q 5 egyesitett modellegylitthatd mitrix (5.16)
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F.1 Matrixok_Kronecker-féle szorzdsa_é&s_a_vec(*) operitor

Legyen A = {aij} egy m*n méretd é€s B egy s*t méretl mitrix.
Akkor a két métrix AmB Kronecker-féle szorzatdn az (mes)-
*(n*t) méretl

AzB = {aij-B}

hipermdtrixot értjlk, ahol aij.B a B métrix aij skaldrszoro-

sdt jelenti.
Jeldljik aj—vel A mitrix j. oszlopdt:
A= (al,az,...,an)

Neudecker [32] jeldlésével legyen

tehdt vec(A) az A midtrix oszlopainak egymds ald irdsdaval

képzett n*m elemii oszlopvektort jelenti.
A definiciébdl kdvetkezik, hogy ha a oszlopvektor, akkor
a = vec(a) = vee(a”)

A tovébbiakban alkalmazni fogjuk a vee(-) transzformiciét

médtrixok szorzatdra. Bslathatd, hogy
vec(ABC) = (C"®A)-vec(B)

és
vec(AB) = (ImA)-veec(B) = (B @I)*vee(A) = (B"®mA)-vee(I) .

A definiciébdél kbvetkezden vee(+) linedris transzformicid,

azaz tetszdleges skalér cq és c2—vel, tetszbdleges azonos
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méreti A1 és A.2 matrixszal

vee(c A +c A2)==c1vec(A1)+c

gy TEy vec(a,)

2

A transzformdcié rdgzitett méretli midtrixokra értelmezve

k&lcsdndsen egyértelmi leképezés.
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F.2 A_(2.10) 8sszefliggésben_ szerepld Vp matrix

A feladat a (2.8) szerinti
Am = (AR-AR)1

bsszefliggés &talakitédsa a (2.1o) szerinti
VrAVR =0

alakra, ahol az &llanddkat V

Mivel Am oszlopvektor,

R> @ vdltozdkat AVR tartalmazza.

Am = vee(Am) = vee((AR"-AR)1) .

A transzpondlt matrix vee(-) alakja az eredeti midtrix vee(:)
alakjébél egy T permutdlé matrixszal vald szorzédssal adddik.

4L+4-es madtrix esetében pl.

Ezzel
vee(AR”) = T-vec(AR)

Ezt és a matrixszorzatok vee(+) transzformicidéjlra vonatkozd

8sszefliggést (2.8)-ra alkalmazva

0

Am-(1"mI)-vec(AR"=AR) = Am-(1"®I)(T-vec(AR)=vec(AR)) =

(1°®I)(I-T) vec(AR)+Am
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kévetkezik.
A vec(AR)
Ay, = | s
R Am
és |
Vg = ((1'&1)(I—T): I) .

jeldléssel tehdt a (2.l1o) Osszefliggés addédik:

VRAVR =0
Pl. az n(I) = 4 esetben az
1 -1
1 -1
1 -1
(I-T): -1 1
1 -1
1 4
-1 1
IR BE
1 1
-1 1
-1 1
-1 1
(1°=I) : [ 1 1 1 -1-1-1]1 1 1
1 1 1 1 1 -1 [-1-1] |1 1
1 1 1 1 1 1 -11=1 -1 1
1 1 1 1 1 1 11-1{-1{=1
séma szerint
-1]-1[-1] 1 1 1 1
V. = 1 SINSIEINE 1 1
R 1 1] -1 1= 1 1
1 1 -1{-1|-1 1
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Mivel VR sorainak szdma kisebb oszlopai szdmdndl és van

egységmdtrix oszlopminora, kovetkezik, hogy rangja a so-

rok szdmdval egyenld, tehat

r(V =n(l) .

R)



A feladat a (2.9) szerinti
Am = AS-1

Osszefliggés atalakitdsa a (2.11) szerinti
VdAv0 =0

alakra, ahol vV, @ rendszerre jellemzd 4llandé mdtrix és

AvO a mérlegvdltozdk vektora.
A (2.9) 6sszefliggés szerint

Am = AS-1

AS = =AS” .

A mésodik egyenlet értelmében AS antiszimmetrikus, tehdt
elemei kdzlil csak n(c) = n(I)(n(I)-1)/2 flggetlen. Legye-

nek ezek a fé4tld alatti elemek:

Ao = (Aszl’As31’""Asni,l’A832"..’Asni,Z’i..’Asni,ni—l)’

Nyilvdnvaldéan létezik olyan n(I1)? sorbél és n(o) oszlopb6l

4116 matrix, amivel Ao-t szorozva vec(AS)-et kapjuk. Jeldl-
jik ezt I'-val. Pl., ha AS 4.4 méretii,

-1
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Ezzel tehat
vec(AS) = TsAo

és fenndll a

Osszefliggés. EbbS1l kévetkezik, hogy
-vee(AS”) = =T vec(AS) = =T+*T+Acd = TAo = vec(AS)

Az igy el64dllitott AS tehdt tetszdleges Ao-val kielégiti
a AS = -AS” feltételt.
A kiinduldsi O8sszefliggésre alkalmazva a vee(*) transzfor-

midcidt
Am = vee(Am)= vee(AS+1) = (1°zmI)vec(AS) = (1°®I)+TAc
lgy
-(1"®I)+TAo+Am = O .
Vezessiik be a
C, = -(1°mI)-T

jelslést. Igy a

Ao
Ay =i|=———
¢ Am
és
|
= i
VO‘ (CO' | I)

j218léssel a (2.11) 8sszefliggés addédik:

V *Av_ =0
o o

Az n(I) = Y4 esetben a
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|}

séma szerint

Mivel Ve sorainak szdma kisebb oszlopai szdmdndl és van
egységmitrix oszlopminora, kévetkezik, hogy rangja a sorok

szdmdval egyenld, tehat

r(VO) = n(T) .
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F.4 A_(2.16) Osszefliggésben_szerepld V, mitrix

A feladat a (2.15) szerinti
CU'AZ+AZ°N = AM
&sszefliggés &talakitdsa a (2.16) szerinti

VK-AVK =0

alakra, ahol Vi a rendszerre jellemzd8 &llandé méatrix,

és Av, a mérlegvaltozdk vektora.

K

Alkalmazzuk a vee(+) transzformdciét:
vec(CG°AZ)+vec(AZ~N) = pec(AM) .

A szorzatokat ugy bontjuk fel, hogy a vdltozék alakuljanak

vektorra:

= In(K).n(I)°vec(AM) 5

Lathatdé, hogy a

| . |
Vg = (—In(K)QCO =-N mIn(T): In(I)'n(K))

vee(l)
Vg = vee(Z)
vee (AM)

jeldléssel a (2.16) &sszefliggést nyerjik:
VK°AVK =0 s
Kénnyen beldthaté, hogy VK rangja

I'(VK) = n(I)'n(K) K}
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vy elemeinek szdma pedig

n(vy) = (D) [a(k)- 2wy
Pl., ha n(I)=u4, n(L) = 2 és n(K) = 3, akkor, felhaszndlva

C,~t az F.3 fliggelékbésl,

11111 o 3
-1 1)1 "1 1
-1 -1 "1 21 1
-1 -1l Vo *’J 1
y 11111 V . §
Vg= - | 1[4 ; y 1
=1 -1 |1 W 2% 1
-1 |-1-1 V. V. 1
1)1 1 ¥ 1
-1 N ¥ 1
e | et | I 13 .
-1 -1 ¥ V.
és
Av, = (85,,4585311588,14588399588,59588,315889495885179588,49>
Bs40308)095088),39585993588393588,935885,4,85,95,85,43,

821458259508259502)9582,9582,9,8259582)550my4,0m,

Amg g5 Bmy g 58my 5 50my o5 8mgp 5 Amy o5 8my 558my 558my5,0m,, 5)



F.5 Két_példa_a_mérlegegyenletek kiegészitd feltételeire

a/ Két komponensdram egyenldségének eldirdsa

Tekintsiik az F.5.1 dbra szerinti négyelemi rendszert hdrom

komponenssel /a komponensdtalakuldsokkal most nem foglalko-
zunk/. A rendszer elemeinek halmaza 1 = {41,42,43,44}; a
komponensek halmaza K = {k1,k2,k3}. Ll1-et tekintjik a rend-
szer kdrnyezetének. Legyen az {2 részrendszer egy szepara-
tor, amely a k] komponenst teljes egészében eltdvolitja az
L1-b61 jbvé drambdl és azt maradéktalanul az 43 részrendszer
felé tovadbbitja. A t8bbi komponens drama megoszlik az 43 és
44 részrendszerek felé irdnyuld dramok k&zdtt. L3 és 44 ko-

z6tt kdzvetlen komponensdtmenet nincsen.

Ennek megfelelden S:4.13.b = 0 valamennyi k€K-re. A mérleg-
3 b
egyenletek rendszerét ki kivédnjuk egésziteni az Si9. i1kl
> 3
8.0 i el&éirdssal. A mérlegegyenletek F.4 szerinti
L3,42,k1
egylitthatématrixdt és természetesen jobboldaldt is kibdévit-

jik egy sorral:

S

I Y I stb., mint F. 4-ben
-1 F141

Siz,it k1—[=
Si3iz k1—{=

A feltétel bevezetése a vdltozdk szadmdt nem ndveli.

Példénkban a két komponensdram egyenldévé tehetd volna az

814’£2,k, O értékaddssal is. Bonyolultabb esetekben azon-
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ban /pl. ketténél t8bbfelé vald eldgazéds/ az itt ismerte-

tett eljdrds egyszeriibb és &ttekinthet&bb lehet.

— v e ———————————————————— ———

Tekintsllk az F.5.2 dbra szerinti négyelemii rendszert hdrom
komponenssel /a komponensdtalakuldsokkal példdnkban nem
foglalkozunk/. A rendszer elemeinek halmaza I = {41,42,43,4i4};
a komponensek halmaza K ={kl,k2,k3}. Legyen 41 a rendszer
kérnyezete, 42 egy levegdkompresszor, 43 egy gdzkompresszor,
44 egy gdzégb, 42 és 43 kbzdtt kdzvetlen komponensdtmenet

nincs.

Ennek megfeleléen SL3,LZ,k = 0 valamennyi k€K-ra. Legyen
R1 = N, +A, k2 = 0,,k3 = C02. /Példankban a vizgéztartalmat
figyelmen kivil hagyjuk./ Azt, hogy az 4{2-b81 {i4-be mend
dram levegd, a kdvetkez8képpen specifiké&ljuk:

Bevezetilink egy uj vadltozét, az 42-b81 i4-be mend &sszes kom-

ponensdtmenetet /&sszes belépd levegsd/. Jeldljiik ezt ;e

vel. Ezt felhaszndlva fenndllnak az

si4,i2,k1 = 0.79 slev
8i4,i2,k2 ° 9:20 By,
8:4,42,k3 = 0:01 859,

feltételi egyenletek. Ennek megfelelden a kibévitett egyenlet-

rendszer egyltthatématrixa:

1011

-1 111

atf )=

A1

Stb., mint F.4-ben

-1 0.79
1 0.20
) 0.0
} A A }
o o~ o
= 5] =
o o o z
3 3 3 "y
n " )
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////'. 13

A2
L4

F.5.1 &bra
L2

///"44
X3
F.5.2 &bra

A
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F.6 A_normdlt_vdltozdék_invariancia_tulajdonsdgai

a/ A 3.2.2 részben bevezetett normdlt vdltozdk abszolut
értéke invariédns az eredeti vdltozdk k8lcsbndsen egyértel-

mii linedris transzformdciéjdra nézve.

Legyen dfF x*és c* a d, x és ¢ vdltozék kdlcsdnbsen egyér-
telmli homogén linedris transzformdltja /azaz transzformdlt

koordindtarendszerbeli képe/:

a*

ofe o

= &d, x® = 8x, c® = Sc
ahol S egy tetsz8leges kvadratikus nem szinguldris matrix.
Nyilvénvaldéan, ha E(d) = 0, akkor

E(d*) = £(sd) = O

SE(dd”)s” = Sv=s~ .

= E(d*d%") e

Vv

Qs

Képezzilk d*-b61l a normdlt 8% vdltozét (3.15)-nek megfeleléen:

® = ye, "Y2g% = ~c ) —1/2
8 = ¥4 (svzs®) sa .

Beldthatjuk, hogy a 6% normdlt hivavektor abszolut értéke
S-t81 fliggetlen. Az abszolut érték négyzete ui.:

s%-8% = d'STSVES’)_dsd = d’Védd =876 .

Hasonld médon ladthatdé be az analdég 4llités E*-ra és y*-ra

is.

b/ A ¢ normdlt mérleghiba vektor abszolut &rtéke invaridns

a mérlegegyenletek kdlcsdndsen egyértelmii’ transzformicidjdra
nézve.

Tekintstlk a feltételi egyenletnek egy, az eredetivel ekviva-

lens, linedrisan transzformdlt alakjét:
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A*d = £*
ahol

A* = QA
és

£* = Qf )

k6z6s kvadratikus, nemszinguldris Q-val.

Beldthaté, hogy a (3.19)-b81 szdmitott ¢* normdlt mérleg-
hiba vektor abszolut értéke Q-t61 fliggetlen. Képezziik A®-
bl G*-ot (3.12)-nek megfelelBen:

G* = (a*vaa*”) "V2atvi2 = (QAvaA“Q”)ViQavi?

Ezzela mérleghiba vektor abszolut értékének négyzete (3.19)

szerint

%2k — argl2a-cq- ~A~)—1 128 — sy 12n~ oA”) —lavif2e —

" 8 VE A°Q (QAVHA Q7) QAVH 8 8 vy A (AVdA ) AVa 8
=9 0 ‘

EbbS1l kdvetkezik, hogy |eo| Q-té1 filiggetlen. Az a/ szerinti
transzformdciétél valéd fliggetlenség trividlis.
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F.7 Szimmetrikus, pozitiv_definit_métrix _négyzetgybkének

-l - ——————————— —————

Legyenek A és XO hasonlé®, valds, szimmetrikus, pozitiv de-

finit matrixok és legyen

Byy = %(AX}:1+Xk) 5 (F.7.%)
akkor

1im xk=A1/"- ) (F.7:2)

k>0

Pozitiv definit diagindlmdtrixokra ui. trividlisan alkalmaz-
haté a pozitiv valdés szamok négyzatgy8kének iterdcidés szdmi-

tdsdra ismert &sszefliggés: ha

R P
Ak+1 = 2(MAk+Ak) 5 (F.7.3)
akkor
iim Ak=M1/2 (F.7.4)
k-»m

feltéve, hogy MY2 valés és Ki létezik.

Ha- M, 1ll. AO specidlisan az A, ill. X sajadtértékeibdl kép-

zett diagondlmdtrix, amelyekre tehédt

~

= EME

A
XO = EAOE

akkor (F.7.3) és (F.7.4)-b81 kdvetkezik, hogy

* Hasonlé métrixok sajatvektorrendszere azonos.
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Xjyq = EhE” = FEMAZ+A,)E" =

= %(Eb&E’EA]zlE'+EAkE') = %(A-x];uxk) (T T)
és
lim X. = 1iém EA_E’= E*1¢m A _E”~ = EMY2E” = aY2 (F.7.8)
e ok k Trmee k

A hasonlésdg biztositdsa céljdbél célszeri X -t A-nak va-

lasztani.

(F.7.3), (F.7.4)-b81 k&vetkezbden nyilvdnvald, hogy az algo-

ritmus a csupa pozitiv sajdtértékl négyzetgydkdt szolgdltatja.



v = WS =

F.8 A _mérési_hibdk_O_vérhaté_értékének_tesztie

(Krdmli Andrés)

Feladatunk annak elddntése, hogy fenntarthaté-e az a hipo-
tézis, hogy a mérési hibdk, mint adott varianciamdtrixu
normdlis eloszldsu vektorvdltozdk O vdrhatdé értékiiek-e,
vagy sem. Az aldbbiakban bemutatjuk, hogy az értekezés
3.2.3 pontjdban javasolt hipotézisvizsgdlat a matematikai

statisztika szdéhaszndlata szerint megengedhetd /admissible/.

Ez a prbéba egyuttal egyenletesen legerSsebb /most powerful/

annak a Ho hipotézisnek a vizsgdlatdra, hogy a g9 v szabadséa-
gi foku x? eloszlédsu valésziniiségi vdltozd centrdlis-e. Va-
lasszuk ellenhipotézisnek (H”) azt a feltevést, hogy q? nem
centrdlis x? eloszldsu, ahol o a nem centréitségra jellemzd
egyetlen paraméter, vagyis a q’ Osszeget alkoté fiiggetlen
normdlis eloszldsu valdszinliségi vektorvdltozé varhatd érték

vektordnak abszolut értéke.

Minthogy az a paraméterii nem centrélis x? eloszléds slirliség-
fliggvénye

h(z,a) = exp(‘1/2(z+a))zl/2(v—2).

22001/2(v-1)}T(1/2)

alaku /l4sd pl. [25]/, a %%Ei%% likelihood hé&nyados z-nek
bl

pozitiv egylitthatéju hatvédnysora. Ezért adott valdsziniiségi
elséfaju hiba esetén o minden értékére a mdsodfaju hibat mi-

nimalizd1é W elfogaddsi tartomdny /q? azon értékeinek halma-

za, amelyre a H_ hipotézist elfogadjuk/ - amely a Neyman-

-~ z h(Z,G s z . P
Pearson lemma értelmében a "(z,0) fliggvény valamely nivod
halmaza - a pozitiv féltengelynek a O pontot tartalmazdé in-

tervalluma. Igy a q2 < a préba a H”(0O<a<®») ellenhipotézis-
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seregre egyenletesen legerdsebb.

Az (xl,...,x“)' vektorvdltozé altal hordozott informdciéd-
nak a
v
2 = 2
gé= T x;
j=1 1t

skaldr mennyiségbe valé Osszesliritését az aldbbi &llités
is aldtémasztja. Jeldlje PH(°) a H hipotézis szerinti valéd-

szinliséget. Adott 1—PH(WO) els8foku hiba esetén a W =
o
= {x:q%<a} hipergdmbalaku elfogaddsi tartomidnyon alapuld

hipotézisvizsgdlat megengedhet$, azaz nincs olyan Wy # W

elfogaddsi tartomdny, amelyre

PHéwl) = PHéwo) (F.8.1)
és

P,(W,) < P_(W_.) (F.8.2)

H1 1 H1 o

valamennyi lehetséges H, ellenhipotézisre.

1

A bizonyitds indirekt médon végezhetd el: az (F.8.1) egyen-
18ségbdl és Wy # W_-bol kévetkezik, hogy W,
gémb valamelyik érinté hipersikjdnak a gdmbbel ellentétes ol-

-nek van a q? < a

dalédn 1évé nem O valészinliségi W, ¢ Wy részhalmaza. /A valé-
szinliséget vehetjik a H_j hipotézis szerint vagy barmilyen

Hy ellenhipotézis szerint./

Az e % fliggvény azon tulajdonsdgdbdl, hogy tetszdleges € > O-ra

e-(m+€)2

lim _T =0 s
m#ee e

kévetkezik, hogy alkalmasan vdlasztott H,-re

i

P.(W,) > P _(W,) >P (W)
H1 1 H1 2 H1 o]

Ez az egyenl&tlenség pedig ellentmond az F.8.2 egyenlétlenség-

nek. A H,-et ugy kell megvdlasztani, hogy a hozzdtartozé m

<X



= 153 =

vdrhatbéérték vektor az origdébdél kiinduld és barmelyik a

W, halmazon &thaladé félegyenes egy elegendéen tdvoli
pontja legyen /1ldsd az F.8.1 &brat/.

NN

TR O

RS

O

F.8.1 4&bra
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F.9 A korrekcid feltételes LKN becslése es az abbdl

—————————————— ———— ] ——

a/

Adott (3.36) szerint a minimdlandé

W(Y)==%N’Y (F.9.1)

célfliggvény és (3.37) szerint a
Gy+e = O (Fe8:2)

feltételrendszer, ahol G n(f) -n(x) mdtrix (n(f) < n(x)) és

'GGT =1I . (F.9:3)
A feltételes minimum helyét a Lagrange multiplik&torok méd-
szerével hatdrozhatjuk meg /1l&sd az F.14 és F.15 filiggeléke-
ket/. Képezzlik a kibévitett

YE(y,A) = %Y’y+Tr(A'(Gy+$)) (F.9.4)

A
célfiiggvényt. A minimum helynek megfelel$ y-nek ki kell elé-

gitenie a

3 o __A ‘A=

BYW (v,A) ey = YHE A =0 (F.9.5)
A=A

axw (Y>A)| .9 = G¥+e = O (F.9.6)
A=A

mitrixegyenlet rendszert.
(F.9.5)-b81l, (F.9.3)-at figyelembe véve

X = -Gy (F.9.7)
ezt (F.9.6)-ba helyettesitve

A= (F.9.8)
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végll ezt (F.9.5)-be visszahelyettesitve megoldasként
§=_G‘(p (F.g.g)
adédik.

A célfliggvény pozitiv definit voltdbél kdvetkezik, hogy ?

valéban minimumhely.

b/

A definicié szerinti

E = E-G°% . (F.8.16)

al
(3.19)-et figyelembe véve

T = -¢"G§ . (F.9.11)

d/
Kiindulva a definicidé szerinti
~ ~ V A A o~ > A AV
¢ =&g~€& 3 ¥ = B-F és a § = E-¢
Osszefliggésekbél,nyilvanvald, hogy

5 = §+Y

Eszerint tehdt (F.9.11)-bés1

~

5§ = (I-G"G)$ y (F.9.12)
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e/
A definicié szerinti
E = E+8

Osszefliggésnek megfelelBen
= Er(1-6"6)8 . (F.9.13)
£/
(F.9.11)-b81 kdvetkezik

E(8) =0
-t kihaszndlva, hogy

E(y) =0 .
g/

Az el&6z6kh8z hasonldan

h/
E definiciéja értelmében
~ v
E(E) = &
i/

Figyelembe véve, hogy (3.22) értelmében vy = I, kdvetkezik,
hogy

ve = B((3-E(Y))+ (F-E(1))") = E(377) = G"G-E(38”)+6"6 = 6" .
(F.9.14)
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37/
Hasonléképpen

vp = E((8-E(8)(8-E(8))”) = E(58”) = (I-G°G)-E(36°)(I-G°G) =

= I-G'G '
médsrészt
Ve = E((E-B(8)-(£-E())") = E((E-E)(E-E)7) = E(88") = 1-c"G
k/

A k&zismert
A‘A AA‘ AN
E(y"y) = E(Tr(yy~")) = Tr(E(yY"))
transzformdcidé utédn, i/ eredményét felhasznalva
A LA »
E(y’y) = Tr(G”G) .

Mivel G°G projektormdtrix, €s igy nyoma a rangjdval egyenl§,

és minthogy
r(G) = n(f) )

kdvetkezik, hogy
E(Y'Y) = n(f)

1/

Az el&z8khdz hasonldan, figyelembe véve, hogy
r(I-G G) = n(x)-n(£f)

kdvetkezik, hogy

E(8°8) = I»(E(857)) = Tr(I-G"G) = n(x)=-n(£).

Yo

el
'§"

5 - .
et G VLot
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kiisz8b81lésével
Adott az

bsszefliggés és a
Hu+l'y+Z = O (E.1ow=2)
feltételrendszer.

-t felbontjuk egy nem szinguldris kvadratikus és egy

maradék oszlopokbél 4116 minorra:

P =(ry | Ty

Ennek megfelel&en bontjuk fel y-t, C-t és c-t is:

Yq C c
y — ———— & C = __1_ ’ Cc = __:_L_
Y, C, €

Az &ltaldnossdg megsértése nélkil feltételezziik, hogy T bal-
oldali kvadratikus minora invertdlhaté. Mivel elbzetesen
tett feltevésiink értelmében r(T') egyenld a feltételi egyen-
letek szdmdval, ez az oszlopok és ennek megfelelden y, stb.

elemeinek alkalmas cseréjével mindig elérhetd.

Igy (F.10.2)-bé1 y, kifejezhet6:
HutT, vy, +T,y,4C = 0,

amib6l, kihasznédlva, hogy P1 nem szinguléris,

y, = =P 7Y(r. y. +Hu+y) (F.10.3)

1 ‘to¥y

és igy nyilvéanvaldan
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y = |====--- ut [—=-==== e . (F.la.M)

(F.10.1)-b81 nyilvan

Yq = C1u+c (F:l16:5)

il;
Y, = C2u+c2 . (F.10:6)

Jelentse (F.l10.6) a linedrisan fliggetlen &sszefiiggéseket,
tehdt feltételezhetden C, és c, megfigyelt adatokbdél meg-

2 2
hatdrozhaté, pl. a hagyomdnyos LKN mbédszerrel. Ha C2—t és
cz-t ismerjik, (F.lo0.6)-ot (F.l0.3)-ba helyettesitve szé&-

mithatjuk y -et:
Y, = -F{l((P2C2+H)u+(F2c2+C)) . (F:16:7)
Ezt (F.lo.5)-tel &sszevetve a jobboldalak minden u-ra egyen-

18k, tehdt kildn a szorzdfaktor és kiilén az additiv 4llandé

is egyenld

(@]
Il

-1
-T1 (F2C2+H) , (Fslo.8)

Q
|

5=
1= F1 (F2c2+§) 3 (F.l0:9)

-r~'H -r-ir

SRR D N R et N B (F.10.10)
0 I
- =T

g = <}--1--{> +<}-_1_-2.> & o (Pl 31
0 I

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ilyen C és c-vel az

(F.l10.2) feltételrendszer minden C,» < és u mellett teljesiil.
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F.11 Feltételes_legkisebb_négyzetes_egylitthatébecslés

A 4.1.2 pontban megfogalmazott feladat megoldds&dhoz a LKN
egylitthatébecslés kiterjesztését ismertetjik olyan esetre,
amikor a fliggetlen és a becsililt egylitthatdékkal szdmitott
fliggé vdltozdk k&6zdtt adott linedris kapcsolatnak kell

fenndllnia.

Megemlitjiik, hogy Asbjérnsen és Hertzberg [6] is leirja
egy bizonyos feltételes LKN becslés kémiai alkalmazését.
N&dluk azonban bizonyos szdmu rdgzitett ponton &tmend meg-
oldéast biztositd egylitthatématrix meghatdrozdsdrdl van szd,
ami lényegében kililénbdzik az eldzékben megfogalmazott fel=-
adattél.

Két esetet tdrgyalunk: az

a/ homogén linedris,

b/ inhomogén linedris

fliggvénykapcsolat egylitthatébecslését. Ezt kdvetden a c/
pontban a becsililt egylitthatémétrix néhény statisztikai tu-

lajdonsédgat vizsgdljuk.

El81ljérdéban megjegyezziikk, hogy a rdvidség kedvéért a targya-
lasban szerepld mdtrixok méreteit definidldsukkor nem adjuk
meg, ezek azonban X és y méretéb8l, valamint a feltételi
egyenletek és a megfigyelések szd&mdb6l félreérthetelenil a-
dédnak. Ugyancsak nem tériink ki a mdtrix inverz képzések el-
végezhetdségének feltételeire. Az eredmények csak akkor értel-
mezheték, ha valamennyi inverz létezik. Ennek szilikséges /de

nem elégséges/ feltételei a midtrixok méreteib8l nyilvénvaldk.

a/
Adott egy homogén linedris
y = Cx

fliggvénykapcsolat és egy C=re vonatkozd




~ LGl =

K+JC = 0O (F«dds2)

feltétel, ahol x a fliggetlen, y a filiggéd vdltozdk vektora, C
ismeretlen, J és K ismert egylitthatémdtrixok. C becslésé-
hez Osszetartozd x és y vektorpdroknak, mint megfigyelések-
nek egy sokasdgaval rendelkezlink, ahol az y-ra vonatkozé
megfigyelések hibdval terheltek.A j-edik megfigyelést xj,
1 B [ §j—vel jeldljlik. Az Osszes megfigyelésb6l, mint oszlop-
vektorokbdl képezziik az

X = (xl,xz,...,xj,...xm)
170 Al

~

Y= (§1'§2’.'.’§0’000§)

J m

métrixokat, ahol m a megfigyelések szdma.

Az (F.11.1) Osszefliggés az X midtrixhoz az

Y = CX (Pulide8)
matrixct rendeli. Keressiik X és Y ismeretében a LKN elvének
értelmében legjobban illeszkedd C egylitthatématrixot azon

C-k kozll, amelyek kielégitik az (F.11.2) feltételt.

Jeléljlk az illeszkedési hibdk, azaz a megfigyelt és a be-
cslilt egyltthatékkal szdmitott kimenetek kiilénbségének mat-

rixadt E-vel: ,

i

E = Y-CX ' (F.11.u4)
C sulyozott szabad LKN becslése az

e® Tr(V“/ZEw -1g-y -2 ) =

y - (F.11.5)
Tp(V Y2 (Y-cx)w ! (Y-CX) "V ¥2)

célfiggvény C szerinti minimumhelye, a sulyozott feltételes
LKN becslés ugyanezen célfliggvénynek az (F.11.2) feltételt ki-
elégité minimumhelye. Itt V™' a fliggd vdltozévektor elemei
szerinti, W™! az egyes megfigyelések idépontja szerinti sulyo-
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zds mdtrixa. /Megaddsukat megkdénnyiti az, hogy bizonyos
idedlis feltételek fennforgdsa esetén ezek az adott valto-

z6k inverz varianciamdtrixdnak tekinthetdék./

Az igy megfogalmazott feladat megolddsa tdrténhet algebrai-
lag - képletszeriien -, vagy bizonyos transzformdciék végre-
hajtdsa utdn numerikusan. Ez utébbit nem vizsgdljuk részle-
tesen, csupdn megemlitjik, hogy a Neudecker-féle transzfor-
mdcidé [32] alkalmazdsa utdn a keresett c egyltthatématrix
meghatdrozdsa linedris programozdsra [49] is visszavezethe-
t8. A médszer eldnye, hogy alkalmazdsa sordn egyenldtlensé-
gi feltételek is figyelembe veheték. Hatrdnya az algebrai,
képletszerili megolddssal szemben, hogy nem ad lehetdséget a
megoldhatésdgi feltételektdl és a paraméterektdl vald flig-
gés elemzésére. Szamitdgépes megvaldésitdsa a linedris al-
gebra szokdsos médszereit8l eltér és a feladat eredeti mére-
téhez viszonyitva nagy méretii linedris programozdsi feladat

megolddsat igényli.

Képletszerili megolddshoz juthatunk a linedris vektorterek el-
méletének, vagy a linedris algebra médszereinek alkalmazédsa-
val. Hasonlé feladatra skaldr fiiggé vdltozbéra Rao [33] és

Linnik [27] k&zli a megolddst. Az itt k&z8lt levezetés azok-
kal lényegében megegyezik, vektor fliggé vdltozdéra altaléno-

sitva.

A levezetésiinkben a linedris algebra két kevéssé ismert mi-
veletét haszndljuk: a skaldr—-miatrix fliggvények mdtrix szerin=-
ti derivédldsat és a matrix Lagrange-multiplikdtorok alkalma-
zdsdt midtrix szerinti feltételes szélsSérték szdmitds sordn.
Az itt és az F.12 fliggelékben k&6z86lt gondolatmenet kdvetésé-
nek megkdnnyitése érdekében ezeket a fogalmakat és miivelete-
ket kiilén ismertetjiik: az elébbit F.lU-ben, az utébbit az
F.15 fliggelékben.

Az (F.11.2 ) feltételt kielégitd szélsBérték helyét a Lagrange-
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multiplikdtorok médszerével hatdrozzuk meg. A kibdvitett

célfiiggvény
e = Tr(V Y2 (Y-cx)W ! (Y-CX) "V Y2 )4Tr(L" (JC+K)) (F.11.6)

ahol L a Lagrange-multiplikdtorok K-val azonos méretl mat-

rixa.

Mivel €* pozitiv definit, a minimumhely létezik és ott a

C és L szerinti parcidlis derivdltak zérusok:

o€ _ S0 MR, P JRPURI, . WUR] BT, .

5C| et 2V ICxXW TlXT-2vTlYW TIX“+I°L = O (F.11.7)
L=L

9| L = JC+K = 0 (F.11.8)

_BT C=§ . .
L=L

(F.11.7)=-et balrdél (JVvd”) ~'Jv-vel szorozva kapjuk L-t:

L = 2(3va”) '3 (¥Y-Cx)w X" (Fa11:9)
(F.11.8)-at felhasznédlva

L = 2(ava”) L(IV+RX)WIXT . - (F.11.10)

Ezt (F.11.7)-be visszahelyettesitve és &trendezve nyerjik a

keresett C egylitthatématrixot:
A ~ L .
C = YW'X (xw™x") =v3*(Jv3”) P (IY+RX)W 'x“(xw 'x°) ! _(F.11.11)

A szabad - feltétel nélkili - LKN kdzelitéssel adédd egyltt-

hatét jeldljik Cf-fel. Ez k&zismerten

Cp = YW (xw i) M (F.11,12)

Ezzel (F.11.11) egyszeriibben felirhaté:

f—VJ’(JVJ’)'1ch-VJ‘(JVJ’)“KXW"x’(XW"x’)"‘-b61
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végeredményképpen

C = C.~VI*(IvI”’) "1 (K+IC.) (P A1:13)

f f

A feltételrendszert kielégitd ¢ megoldds tehdt a szabad
LKN becsléssel nyert Ce

tagnak az 8sszege. Ez utébbi linedrisan fligg a feltétel-

egyltthaténak és egy korrekcids

rendszer teljesiilésének hibdjatdél. Az &sszefliggést
C = (I-v3"(3v3")"13)C-vI"(gvI") 'K (F.11.1%)

alakra hozva megédllapithaté, hogy C-t valéjédban V'Vch-nek
egy JVY%-re ortogondlis linedris alakzatra valé vetitésé-

vel kapjuk.

(F.11.11) kiszamitédsdnak mdsik médja, hogy elsé 1lépésként

y-ot transzformdljuk az
~

Y = (I-v37(av3”) "13)¥-v3I~ (IvT*) ~1RX (F.11.15)
transzformdcidés formula szerint, majd erre alkalmazzuk,

mint megfigyelt fliggd vdltozd mdtrixra, a szabad LKN k&ze-
litést. Igy (F.11.11) szerint

~

YWl C(xwlx7) " =
= YWIX“(xw™ix”) evT“(IVT ") "V (RX+TY ) *W X (XWw™ix") " = ¢ (F.11.16)

tehdt az utébbi mdédon becsililt egylitthatémdtrix azonos a fel-

tételes becslés eredményével.

Az (F.11.15) transzformacié geometriailag V Y2Y-nak egy Jvi/2-

re ortogondlis linedris alakzatra vald vetitését jelenti.

A két megolddsi ut tehdt a vetités és a becslés sorrendjének
sorrendjében kiilénbdzik. Miveletigényességliknek Osszehasonli-

tdsa csak a konkrét mdtrixméretek ismeretében lehetséges.
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b/

Az értekezés 4.1 részfejezete szerint adott a (L4.1) Bsszefiig-

gésnek megfeleld matematikai modell az

%

y* = BEytip* (P.11,17)

fliggvénykapcsolat alakjdban, &ltalunk ismeretlen B¥*-gal és b¥*-
gal és fenndll a (4.2) &sszefliggésnek megfeleld

H*u*+G*y*+h* - O (F- 11-18)

feltétel, ismert H¥®, G*, h* egyﬁtthatékkalT.

A 4.1.2 pontbeli (4.7) becsldé formula
$% = Bu*+b* (F.11.19)

A A
alaku és megkdveteljilik, hogy a benne szerepld B* és b* egylitt-
hatékkal teljesiiljén az (F.11.18) &sszefliggéssel analdg

H*u*+G*§*+h* = Q (F.11.:206)
feltétel.

A modell illeszkedési hiba métrix a megfigyelt és az (F.11.19)
becsls &sszefliggéssel szamitott kimenet matrixok kiilénbsége:

E* = Y*-B*U*-g*l’ (F.11.21)
ahol

U* = (ui,ug,-.-'ug‘.,---’u;)
és

Y=¥ = (Ay’g{"?’g'...’yﬁ"’.'.'?&'ﬁ) .

- Az illeszkedési hiba mértéke ebbs1l

TKényelmi okokbdl itt az értekezés 4. fejezetében szerepls

egylitthatékat és vdltozdkat * jellel jeldljiik. A jelzetlen

mennyiségeket mds értelemben fogjuk haszndlni.
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£ = Tp(V W2piy-1gx-y-1f2) f (F.11.22)

Az ismeretlen egylitthaték korldtozott LKN becslése az a
B* é&s b*, amely kielégiti az (F.11.20) feltételt, és az
azt kielégiték k&zilil a minimdlis f értéket adja. Mivel
f pozitiv definit, ilyen egylitthatérendszer 1létezik, ha
egydltaldn van olyan egylitthatérendszer, amivel a felté-
tel teljesiil.

A feladat megold&asat két egymést kdvetd transzformicidval
visszavezetjilk az a/pont szerinti homogén feltételes LKN
becslésre. E18sz8r az eredeti vdltozdkat és egylitthatdkat
transzformdljuk ugy, hogy az egyes valtozdk megfigyelt ér-
tékeinek sulyozott &tlaga O-val legyen egyenl$. A mdsodik
transzformdcié sordn az inhomogén fliggvénykapcsolatot for-
mdlisan homogénné tessziik azdltal, hogy a fliggetlen valto-
z6k vektordt egy skaldris &llandé elemmel, célszeriien 1-
gyel,kibgvitjlik. Az ezen transzformdcié utdn adédé Ossze-
fliggésre alkalmazzuk az a/ pont szerinti feltételes LKN
k&zelitést, majd kihaszndlva a transzformdcié adta lehetd-
ségeket, a becsld formuldt egyszerilisitjlik és dtalakitjuk
olyan alakra, amelyben az eredeti, transzformdlatlan val-

tozdk és az azok kdzdtti kapcsolat egylitthatdéi szerepelnek.

Jeldljilk a j-edik megfigyelés eredeti transzformdlatlan
fliggetlen ill. fliggd valtozé vektordt u;.‘-Eal 113 §§‘-ga1,
az 8sszes megfigyelés sulyozott dtlagait u-sal ill. y-sal,
a O sulyozott &tlagra transzformdlt valtozdkat uj-vel 2dd,

v.-mal.
Yj a

Az u ill. y sulyozott &dtlagokat az

u = utWr1(1w-t1)? (F.11.23)
0 i

YEWol1(1°wl1) (F.11.24)

y

Bsszefliggésekkel definidljuk./Természetesen, ha W = I, akkor
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minthogy
1°W 1 = m,

a fenti Osszefliggésekbdl

m
Feved- L ful
g5
11,
m
y=ytgel = 1 Yo
m m 3= g ®

tehdt a szdmtani k&zép addédik./

A sulyozott &tlagra transzformdlt u és y vdltozdékat, ill. az

ugyanigy transzformdlt megfigyeléseket az

u = u¥-u  ill. y = y¥-y
ill. minden j=1,2,...m-re az

u. = u¥-u ill. vy.

j j j - ¥37Y

Osszefliggésekkel definidljuk.

Az u, i1y W §j megfigyelésekbsl U* i11. Y* képzésével analég
médon képezziik az U ill. Y mdtrixokat. Legyen tovabba az
U-val ill. Y-mal azonos szdmu oszlopbdl &116 U ill. ¥

U

(E,E,...,E,...E) — 3'1’

111

Y (;’;'..O'?'...;) = ;'1’ .
Igy fenndll az
U = U*-T (F.11.25)

ill.
Y = Y¥*-Y (F.11.26)

bsszefliggés a transzformdlt és tramszformdlatlan métrixok
kozott.

Kénnyen ellenérizheté, hogy U ill. Y oszlopainak sulyozott

bsszege zérus vektor:
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oW le1 = gtwl-utwTM1(1°W T ) MW TML = 0 (F.11.27)

~

YWlel = vy 1-y*wt1(1°w 1) *1°Ww 1 =0 . (F.11.28)

A kbvetkezb8kben elfdllitjuk a feladat megfogalmazdsdban sze-
replé (F.11.17—-22) &sszefliggések megfeleldit a transzformdlt
védltozdkkal és megvizsgdljuk az eredeti és a transzformdlt
&sszefliggések egyltthatédinak kapcsolatét.

A transzformdlt vdltozdkkal felirt matematikai modell legyen

y = Bu+b .

EbbS1 a transzformdcibds &sszefliggések felhaszndldsidval
y*-y = B(u*-u)+b

tehdt
y* = Bu¥*+(b+y-Bu)

adédik,
Hasonléképpen az (F.11.18) feltétel megfeleldje legyen

Hu+Gy+h = O

Ebb&1l a transzformdcibds Ssszefliggések felhaszndldsaval

H(u*-u)+G(y*-y)+h = 0 ,
és atrendezve
Hu*+Gy*+(h-Hu-Gy) = O

adédik.

A megfeleld egylitthatdk Osszevetésébdl az eredeti és a
transzformdlt Osszefliggések egylitthatdi k&zdtti kapesolat

a kovetkezd:

B* = B , b* = b+y-Bu , (F.11.29)
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H* = g ) c* =g ) h* = h-Hu-Gy . (F.11.30)

A becslé formuldt és az arra vonatkozd felfételt értelem-

szerlen az

A A A

y = Bu+b ’
1

Hu+Gy+h = O

alakban értjiik, a becsililt egylitthatékra vonatkozd

o] A

ot A z o AN — A
B¥ = B és b* = b+y-Bu
transzformdcids Osszefliggésekkel.

Az igy definidlt becsldé formuldval az illeszkedési hiba

matrix a transzformicidéra invaridns.Legyen ui.

~ A A

E = Y-BU-b1~ ,

akkor, (F.11.21)-b81 a transzformidciés Osszefliggéseket fel-

hasznédlva

E%': - Y*_B*U*—b*l‘ —

Y-B*U-(b*1 -Y+B*U) =

Y-BU-b1l™ = E .

Ebb&1 kifolyblag az f illeszkedési hiba mérték is invaridns

a transzformécidra.

A feladatot ezek utédn visszavezetjlk az a/ pontban mér meg-
oldott homogén feltételes LKN egytlitthatébecslés feladatéra,
ugy hogy a fliggetlen vadltozé vektort kibdvitjlik egy skaldris
4dllandé elemmel, célszeriien 1-gyel. Igy a vdltozdk és dllan-
dék értelemszeriien az aldbbiak szerint felelnek meg egymds-

nak:
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homogén inhomogén

3 (F.11.31)

(H i h)

5 < 49 =" 0O K K

= < @

A

Beldthaté, hogy a fliggetlen valtozdék O sulyozott atlagra
valé transzformdldsa kdvetkeztében a homogén feladat meg-
oldédsat jelentS (F.11.11) 8sszefliggésben szereplé XW—'X~

matrix az

23

helyettesités utdn blokkdiagondlissd v&lik. Az (F.11.27)
sszefliggést felhaszndlva ui.

(xw ~ix”) 7

Il
s
[ =
vl
=
1
fory
=)
Y
[N
\\"T
]

[}
AN
[ oz
=
®) |
\ -
c
Ay
-—a--
[EN
»
= o
|
[EN
\|/
I

Ezt haszndljuk fel, miutdn az F.11.11 8sszefliggésben el-
végeztilk a megfeleld helyettesitéseket:

___________ . CE+115

32)



|
Blb) = Yw-l(u-!1) (&gw:iy:z:li--_-g ______ 2
| : 0 (17w -11)
2 - e e |
- VG"(GVG") ™! (GY+(H ! h) (.§.> ywi(gel 1) ((OWIIUZ) L < SN ) :
; 1" ' 0" l(1°w-11) 2

(F.11.33)

Ez, a hipermdtrix irdsmédot felbontva két &sszefliggéssé
bomlik:

B = YW lu’(uw'u’) '-vG~“(GVG~) ~! (GY+HU+h1" )W g {ow-tp” )=t

(F.11.3k)
YW l1(1w "'17) “1-vGT(GVG”) "' (GY+HU+h1” )W t1(21°w-t1) !

~

b
(¥.11.35)

Ezekb6l, ujra kihaszndlva az (F.11.27-28) &sszefliggést

B = YW U’ (UW "'U”) "'-VG”(GVG") "} (GY+HU)W ‘U~ (uw ~tu~) -

(F.11.36)

M\
n

b = -VG“(GVG~”) "'h (F.11.37)

adédik. Figyeljlk meg, hogy annak kévetkeztében, hogy a val-
tozék sulyozott &sszege zérus, B b-t61 fliggetleniil szdmithaté.
Mivel az (F.11.36) &sszefliggés (F.11.11)-gyel azonos alaku,

az utébbi megolddsdval kapcsolatos megdllapitdsaink erre is ér-
vényesek, igy tehdt B szédmitdsa is egyszerilisithet6, ha eldszdr

a Bg szabad LKN k&zelitését szdmitjuk ki a

B = YW lu”(uwlu”) ! (F.11.38)

A
Osszefliggéssel. Ezzel B-t a

A

B = Bf—VG(GVG‘)“(c;Bf+H) (F.11.39)
6sszefliggéssel szamitjuk.

Véglil az (F.11.25-26) és (F.11.29-30) transzformicibés 8ssze-
fliggések felhaszndldsdval nyerjik az (F.11.19) becslé formu-
la dllandéinak feltételes LKN becslését:
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B* = BE-VG*~(G*VG*") Tl (G*BE+HY) (F.11.%0)
ahol
B§ = (Y*-Y)Ww ' (U*-U) " ((u*-u)w ! (u*-u)”)?! (F.11.41)

a B* egylitthaté szabad LKN becslése, és

2 . A'._ - e - — ot St Mo
b* = y-B*u-vG*(G*VG*”) ~! (h*+G*y+H*u) . (Fedd.42)

Az igy kapott egylitthaték szerepelnek (a * jelzések elhagya-
sdval) a 4.fejezet (4.15-4.17) Osszefliggéseiben a mérlegegyen-
leteket kielégitd statikus matematikai modellek egylitthatdi-
nak LKN becsléseként.

c/

A torzitatlansdg vizsgdlata eldtt rdviden Osszefoglaljuk a
becslés tulajdonsdgainak vizsgdlata sordn a c/ és d/ pont-

ban k&z8sen alkalmazott megfontoldsainkat és feltevéseinket.

Csak az a/ pontban tédrgyalt homogén linedris esetet vizsgdl-
juk. Mint a b/ pontban l&ttuk, az inhomogén eset a homogén
probléma olyan specidlis esetének tekinthetd, ahol az egyik
fliggetlen vadltozé dllandé. Igy a homogén esetre tett megdlla-

pitdsaink az inhomogén esetben is érvényesek.

Feltételezzilik, hogy az illeszkedési hiba a modell fliggetlen -
vdltozéitél statisztikusan fliggetlen és O varhatd értéki.

A modell adekvéat, vagyis a valddi valtozdk valamilyen C-vel
kielégitik az (F.11.1) 8sszefliggést, C pedig kielégiti az
(F.11.2) feltételt.

A modell egylitthatdék becslésének torzitatlansdga azt jelenti,
hogy
E(C) =C .
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Kénnyen beldthatdé, hogy feltételeink teljesiilése esetén
ez igaz. Képezzilk ehhez el&szdr (F.11.12)-b6l a szabad becs-
léssel nyert egylitthaté varhaté értékét, felhaszndlva (F.11.14)-et:

E(YW™'X7)(Xwix”) ! =

E(Cf)

E(CXW 'X”)(XWw™'Xx”) " 1+E(EW!X”) (xw™ix~") !

Kihaszndlva, hogy E statisztikusan fliggetlen X-t&81 és O
vdrhaté értékil, kbvetkezik, hogy

E(Cf) = C+E(E)W™ix(xw™'x") ! = ¢C "

Ezt felhaszndlva a feltételes becsléssel nyert egylitthatéd
varhaté értéke, az (F.11.2) feltételt is felhasznédlva:

E(C) = E(C.)-E(VI*(IVI~) "1 (JC+K)) =

f f

Il

C-VI“(JV3”) M (JE(CL)+K)) = C
A feltételes becsléssel nyert egylitthaté tehdt torzitatlan.

A becsililt kimenet torzitatlansdga kozvetleniil bel&thatd az
egylitthaté torzitatlansdgdbdl, és az illeszkedési hibdra
tett feltevéseinkb6l. Az

Y= Cfx
ill.

A

§ = Cx
becsl®é formula szerint
E(yf) = E(CfX) = E(Cf)'x =y x
ill. analég médon
A
E(y) =y .

Mindkét féle LKN becslés teh&t torzitatlan.
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d/

Nem lenne gyakorlati jelent&sége annak, hogy képletszeriien
megadjuk a becslési hibdk szérdsdt. A rdvidség kedvéért ar-
ra szoritkozunk, hogy megmutassuk, hogy a c/ pontbeli kiin-
duldsi feltételek teljesililése esetén a kimenet feltételes

LKN becsléssel adédé becslési hibdjdnak sulyozott varianciédja
kisebb vagy egyenlé a szabad LKN becsléssel nyert becslés
hib&jédnak sulyozott variancidjéndl.

A kimenet becslési hibdjénak sulyozott variancidja, felhasz-
ndlva az egylitthatébecslés torzitatlansdgdt és az illeszke-
dési hiba x fliggetlen vdltozé6tél valé statisztikus fliggetlen-
ségét:.

E((y=-y) "V (y-y)) =

V(y)

E((ax-Cx)'V‘l(ax-Cx)) =

E(x”(C-C)°V-1(C-C)x) =

x“E((C-C)°V'(C-C))x .

A k8vetkez8kben megmutatjuk, hogy a kiinduldsi feltételek
teljesiilése esetén y feltételes LKN becsléssel adédé becslé-
si hib&jénak variancidja kisebb vagy egyenld a szabad LKN

becsléssel nyert becslés hib&jénak variancidjanal.

A szabad LKN becslés hibdjdnak variancidja ezzel teljesen

analég médon

V(ye) = x"E((C -c)‘v*l(cf-c))x 3

f
Az (F.11.2), (F.11.4) és (F.11.13) bsszefliggéseket, valamint
C és X statisztikus fliggetlenségét felhaszndlva elemi szdmi-
tdssal adédik, hogy
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E((E-C)v=1(C-C)) = E((C~C)V=}(CpmC)-
=(XW IX7) Ixw L E(ETI Y (ava” ) LI )W T (xw i )~

A baloldal valamint a jobboldal elsé tagja pozitiv definit,
a jobboldal mésodik tagja pozitiv szemidefinit. Ebb&1l k&-
vetkezik, hogy tetszdleges x vektorral

x‘E((E-c)’V“(E-c))x < x‘E((cf—c)‘V“(cf—c))x 2

tehdt tetszbleges rdgzitett bemenetre
v(y) s Viyg) ’

vagyis, hogy a feltételt figyelembe vevé becslés hib&jéanak
szbérdsa kisebb vagy egyenlé a szabad becslés hib&jédnak sz6-
rdsdndl. A két szbéréds egyenlésége csak abban az esetben 411
fenn, ha az X bemenet a fliggetlen vdltozék terének egy meg-

hatdrozott alterébe esik.
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F.12 Dinamikus modell illesztése_a_mérlegegyenletekhez

e —  ———— ————————————————— ———— ——————————

Az értekezés 5.3.2 pontjdban az (5.22-23) 8sszefliggések-
kel megfogalmazott feladat az

£ = IV y-00)W (Y =077 )V-Y2) (F.12.1)
célfliggvény minimalizdlédsa a
P(H+QZ)-G = O € (F.12.2)

feltétel mellett Q és P szerint, ahol valamennyi ismert
madtrix maximdlis rangu és G sorainak szdma kisebb oszlopai-
nak szdmédndl. A feltétel nem linedris, mivel benne az isme-

retlen P és Q mdtrixok szorzata szerepel.

Az al&bbiakban egy olyan algoritmust ismertetilink, amelyben
az ismeretlenek egy részét nemlinedris médszerrel hatéroz-
zuk meg, majd ezek ismeret&ben a fennmaraddkat lényegében
az F.11 fliggelékben alkalmazott korlatozott LKN mbdszer-

hez hasonléan szdmitjuk.
Transzformdljuk ehhez az (F.12.2) feltételt

I(H+QL)-TG = O (. 12.3)
alakra, ahol T n(g)*n(g) méretld nemszinguldris matrix és

I =TP .

Az (F.12.3) Osszefliggés N rdgzitésével linedris az ismeret-

len Q-ban és T-ben.

Az optimdlis i egylitthatérendszer meghatarozdsdhoz eldszdér
rdgzitett N-hez megkeressiik az optimdlis © &s T matrixokat.
Az igy n-t681 fliggé Q-t a célfliggvénybe helyettesitve kapjuk
az Q és T szerint midr optimdlis, de NI-t81 még fliggd célfligg-
vényt. Ezt a N-ben nem kvadratikus optimalizdlédsi feladatot

megoldva nyerjik a keresett optimumhelynek megfeleld Ho—t,
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véglil ebbsl 2°-t &s TO-t.

A r&gzitett N melletti optimumkereséshez alkalmazzuk az
F.15 fliggelék szerint a Lagrange-multiplikdtorok médsze-
rét. A kibd&vitett célfliggvény

£ = %Tp(V‘VZ(Y-QQ)W"(Y‘-@‘Q‘)V"Vz +
+ Tr(K°(nN(H+QL)=TG)) . (F.12.4)

A parcidlis derivdltakat O-val tesszilik egyenldvé /lésd
az F.14 fliggeléket/:

-

@
h

= = _v-lyw-1¢‘+v-lgn¢w-1¢‘+n‘K2' =0 (F.12.5)
3f” _ a

v = SRES =00 (F.12.6)
3f% _ I(H4Q.3)-TG = O (F.12.7)
oK 1 ’ g

Az igy adédé linedris egyenletrendszert kielégitéd QH T és
K mitrixok "mdtrix Gauss elimindcié"-val hatdrozhatdk meg
az F.12.1 t&blazat szerint®.

Ebb&1

Q= Q*-VLbFHV'VZS*Z : ' (F.12.8)

ahol Q% a szabad LKN becslés:
QF = Yyw-lo " (owlo”) -!

S* az ebbél adédé, a mérlegegyenleteket &ltaldban ki nem
elégitd statikus modell egylitthatérendszere:

S* = H+Q*I

* A t4blédzatban n(v)wel az &sszes vadltoz6K /bemenetek és ki-
menetek/ szamdnak &sszegét jeldltiik. A I indexeket helyta-
karékossdg céljabél elhagytuk.



Szitkséges
BEpREs i 2 J ' d=lb16s feltétel
N S——
1) = (F.12.5) V-lgewle- n-Ke* -v-lyw-le* L=(oW197) -1 m>n(e)
g:z { F.12..6) -KG*
2= (F.d2.7) naz -TG TH
ORON a VI“Kz-L -yw-le-L Q%=Ywlo-L
(E)= E\ -KG”* M=(nvn~) ! n(y)>n(g)
(6)-Grn(ex “IVIeKE“LE | -TG n(H+q"z) N=(Z-LE)"! n(9)>n(v)
@=-M@ K MTGN -MIS™N $*=HeQ"s
@=@@c' -MTGNG”~ MIS™NG~ Q=(GNG*) ! n(v)>n(g)
OERO! T -ns™NG-Q
(D)-M()N K -MIS™(N-NG“QGN)
OEONEGLE a -V MRS (N-NG“QGN) 1|  F=v¥2m-Mnv V2
(12)=>(F.12.8) Q ~"VI2FY -126%7 Z=(N-NG“QGN) £ "L

F.12.1 téblazat
Az (F.12.5-7) matrixegyenlet rendszer megolddsa "m&trix Gauss elimindcié"-val

= @LT =
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tovabba

F, = v¥2n2 (nvn”) “tnvi?

Z = (N=NG“(GNG”) "'GN)+Z” (oW 1¢~) ! .
Ez utdébbiban

N = (Z°(ow™1¢~")"1z)-!

A rdgzitett F melletti, Q@ és T szerint optimdlis célfiliggvény
érték tehdt (F.12.1) szerint

- Tr(v‘Vz(Y-(Q*—V*ﬁFHV“st*z)@)W"l(Y-(Q*-VHhFHV'*ﬂs*z)¢)’V'*ﬁ)

TA(V V2 (Y-%0 14F V" H25%20)W (VY2 (Y-Q*0)+F V V25*20) ") .
Bevezetve tovdbbd az Q¥* becslésbSl addédd egyenlethiba métrix-
ra a

A* = Y-Q%@
€s az 8sszevont
D = S*z¢

jelslést, a célfliggvényt

£= Ir((V -I/ZA*+FHV -12p Wi A% v 24D ‘v-l/ZFﬁ -, (F.12.9)

alakban nyerjik.

Az (F.12.9) célfliggvény értéke F, -n keresztldl I megvdlasztd-
sdtél figg. Meg kell tehdt hatdroznunk a minimumot biztositéd
1° matrixot. Ehhez az f célfliggvényt alkalmasabb, egyszeriibb
alakra transzformdljuk, felhaszndlva azt, hogy FH projektor-

mdtrix és szimmetrikus, tehdt hogy

F°FH=F

tovadbbé, hogy



- JE0 =

Tr(A*B) = Tr(B°A) .
£ = r(v V20t L a %y Y2y Y2t Doy YR 4
+F v Y2pw 1 a* v V24F v -V2DW “ID°V Y2F ) =
= Tr(v Y2atw=ta%cy -Y2)4

+Tz»(r'nv-1/2 (A*W "'D”+DW 'A% “+DW ~'D” )V -1/2FH) ) (F.12.10)

Az elsé tag M-t81 fliggetlen, tehdt elhegydsdval a minimum-
hely nem vdltozik. A mdsodik tagban 8sszevont jeldlést al-
kalmazunk. Igy a célfiliggvény '

h = Tr(FnI‘FH) > min (F.12.112)
Il
alaku, ahol

I = V-Y2(A*W -'D"+DW "1 A*“+DW-!D" )V -2

n(y)en(y) mérett szimmetrikus mdtrix. Nyilvan h F -n keresz-
tiil figg N-t61l. Figyeljlk meg, hogy Fo szinguldris és rangja

I rangjdval egyenlé. A h célfliggvény I szerinti minimumhelye
F, szerinti feltételes minimalizdldssal is meghatdrozhaté,
figyelembe véve, hogy Fo r(II) rangu projektormdtrix. A transz-

formdlt feladat tehét

h = Tr(FHI'Fn)+min (F.12.12)

Fr

feltéve, hogy
FH'FII = FII v

FH = FII

r(Fn) = p(I) .

Beldthaté, hogy barmelyik ilyen tulajdonsdgu Fo matrix elé-
dllithaté egy az Fy soraival egyenld, tehdt n(y) szdmu sor-
b6l és »(N), tehdt n(g) szdmu egymdsra ortogondlis egysépgvektor-

bél 4116 métrix sajit transzpondltjdval vald szorzataként. Jeldl-
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jik ezt a mdtrixot E-vel:

F = EE” ) (F.12.13)
ahol
E'E =1 " (F:12:1%)

Igy a célfliggvény:

h = Tr(EE'TEE”) = Tr(E“TEE’E)
tehdt

h

Tr(E'TE) . (F.12.15)

Képezziikk T kanonikus felbont&sdt. Minthogy I' szimmetrikus,
valamennyi sajédtértéke és sajdtvektora valés. Jeldljlik a
sajétértékek n(y)+n(y) méretl diagondlis mdtrixdt A-val, a
sajdtvektorok azonos méretii ortonormdlt miatrixdt X-szel.

Igy létezik a
I = XAX~ (F.12.16)

felbontds, ahol
" XX* = XX =1 ’ (F.12.17)

Az &ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltéteiezhetjﬁk, hogy a

A diagondlmétrix Ai i diagondlis elemeire fenndllnak a
b

Al,l s A2,2 -3 oS An(g)-l,n(g)-l s An(g),n(g) s
S w3 8 An(y)n(y)
reldcidk.
Vezessilik be a
R = E'X (P 12.18)

jeldlést, ezzel

h = Tr(RAR") , {F.12:189)
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és nyilvanvaldan

RR" =1 .

Jeldljlik az R madtrix i-edik sorédnak k-adik elemét rik-val.

Itt nem részletezett médon,skaldr irdsmdbédra attérve a cél-

fliggvény
n(y) n(g)
= » 2
. k£1 P i£1 Pik?
- alakban adédik, a

n(y) . '

L rf =1 i=1,2,..

n(y) )

k£1 rikrjk- 0 dm,24::
i TR Y
i#j-re

(F.12.20)

~anilg)

s (g)

3n(g)

feltételekkel. A h célfliggvény F.13 fliggelék szerinti fel-

tételes minimum értéke elérhetd, ha R i-edik sordnak rend-

re az i-edik n(y) dimenzidés egységvektort valasztjuk.

Igy .
R = (I | 0)

és a minimum érték
n(g)
T S

k=1 XK

= 7»(R°AR®")

(F.12.21)

s (Fe12.22)

vagyis I sajdtértékei kdzlil az n(g) szdmu legkisebb &sszege.

Megjegyezzik, hogy a minimumhely nem egyértelmii. A kivdlasz-

tott egységvektorok &ltal kifeszitett altér tetszdleges orto-

normélis badzisrendszere egyenértéki a R® minimumhellyel.

(F.12.17)-b61 és (F.12.18)-bé1l kbvetkezben a minimumhelynek

”~ O - -
megfeleld E- matrix

o _ O~ _ _l_ -
E —XR —X( ) (xl,x2,~o-,xn(g)) s

o)

(F.12.23)
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vagyis E® a T matrix n(g) szdmu legkisebb sajatértékéhez
tartozdé sajdtvektorokbdél, mint oszlopokbdl képzett

n(y)en(g) méretl matrix.
Véglil beldthaté, hogy (F.12.13)-nak megfelelBen
F= g% (F.12.24)

Az optimdlis Q° egylitthatérendszer F°-nak (F.12.8)-ba he-

lyettesitésével addédik:

Q° = Q-yY2pCy-i2g%g | | (F.12.25)

12 T° &s P° értékeire Q° kiszamitdsdhoz nincs szilikség.
Ha mégis - pl. ellenérzés céljaira - szilkséges, n1° E°-bs1

szdmithatdé. Lehetséges értékei
1° = @-g°°v-2 (F.12.26)

alakuak, ahol © tetszéleges nemszinguldris n(g)-n(g) méretii
matrix. /A formula helyessége az F-et definidldé 8sszefliggés-
be valé helyettesitéssel ellenérizheté./ T° az (F.12.1) tab-

lédzat alapjdn meghatdrozhaté a

7° = 1°s*NG~(GNG~) ~!

Osszefliggésbsl.

(F.12:27)

Végll az (F.12.2) &sszefliggésben szerepldé P métrix optimdlis

értéke
p® = (7°)11° . (F.12.28)

Végezetll megjegyezziik, hogy ha a dinamikus modellt nem a
mérlegegyenlethez, hanem a rendszer egy mir ismert linedris
statikus modelljéhez akarjuk illeszteni, tehdt ha n(g) = n(y),
akkor az (F.12.2) feltételrendszerben az ismeretlen P métrix
kvadratikus és nemszinguldris, tehdt invertdlhaté. Igy az
(F.12.3) feltételrendszerben T®-t P~!-nek lehet vadlasztani.
Ebb81 k&vetkezben a tovabbi &sszefliggések a
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I° =1

helyettesitéssel érvényesek, amibdl nyilvénvaldan

F =1

Q° = Q*-g*g

kévetkezik. Ez utébbi esetben tehdt a feladat sajatértékek
szdmitdsa nélkil is megoldhatéd.
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F.13 Egy_korlédtozott_szélsdértékfeladat_megoldidsa

(Sztandé Tamés)

Feladatunk az F.12 fliggelék (F.12.20) &sszefliggése szerinti

n m
h = kélxk iglr;k (F.13.1)
célfliggvény minimalizdldsa, ahol m < n és
n n ‘ .
kglr;k = l’kélrikrjk =0 (hai#?3j). (F.13.2)
Legyen
0 s Al s AZ £ ... S Am S ... s An (F:13.3)
és tekintsik a
m
2 kzikk-h
kifejezést. Az alédbbiakban beldtjuk, hogy g s O:
m n m m m n m
ol kzlxk-kélxk N e e T -
m m n m
LI S UL SN T R
m L . m m
) k£1xk(1-i£1rik)_i£1xm+1(1_k£1rik) .
m m
= oL, O A (27 L T

m m m m p
+A (1- § r2 )= § (1- J r2)
m+1[:k£1 N Al }

m

m
o ¥ (R mk o Y2 ] BT )
ket I St

m m m m m m
Z, AN 1- 1- r?. + 2 =
m+1[k£1 a0y el (LT



- 186 -

- (X=X J(1= Y pr%.) £ ©
k=1 Kk mtl i24 ik

Az 8sszeg valamennyi tagjdban ui. az elsé tényezé (F.13.3)-
bél kd&vetkezden nem pozitiv, a mdsodik tényezd (F.13.2)-bs1l

kévetkezbéen pedig nem negativ.

A g s 0 4l1litast tehat bizonyitottuk, amibdél nyilvén
m

AE) &
k=1

A h célfiliggvény tehdt nem lehet kisebb az m szdmu legkisebb

K - (F.13.4)

sajatérték 8sszegénél. Kdnnyen beldthaté, hogy az egyenldség
megvalésithaté az

1 ha i=k
rik - (F.1345)
0 ha i¥k

vdlasztdssal. Az ilyen médon véalasztott rik—k tehdt biztosit-
jdk a h célfiiggvény minimumdt, kielégitve egyuttal az (F.13.2)
feltételrendszert is.
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F.14 Néhény_elemi_skaldr-mdtrix_fliggvény derivdltja

(Sztandé Tamés)

Egy tetszéleges f(X) skaldr-mdtrix fliggvény /jobboldali/
derivdltj