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Bevezet és

A konyv azoknak az el8adédsoknak az alapjédn irédott, amelyeket
az 1971-es évtdl kezdddGen a budapesti Edtvos Lérénd Tudomédnyegyete-
men tartottam todéves matematikus hallgatdknak. Az eldaddsban fel-
tételezem a valésziniiségelmélet, a sztohasztikus folyamatok elméle-—
tének és a matematikai statisztika elemeinek ismeretét. Igy a konyv
nem bevezetd jellegii, és tobb helyen elég sokat tételez fel az olva-
sérél.

Az elsd fejezetben a szekvencidlis eljdrdsokat vizsgdlom mint
hipotézisvizesgdlati mddszert. Bizonyitdsra keriil a likelihood hénya-
doson alapuld eljérds optimdlis tulajdonsédga. Alapvetl egyenldtlen-
ségek bizonyitédsa mellett a Bayes féle médszert is ismertetem, amely
szekvencidlis eljdrédsok esetén is alapvetl dontési eljdrdéds.

A szekvencidlis eljdrédsok megértésénél és a tovdbbi feladatok
kijelolésénél fontos szerepet jdtszik a Brown-mozgds folyamata
(Wiener folyamat) statisztikai problémdinak vizsgdlata. Igy a klasz-
szikus szekvencidlis feladaton kiviil tdrgyalom a "riasztds" vagy meg-
hibdsodds ("razladka") és bizonyos megdllitdsi szabdlyok ("stopping
rules") azon eredményeit, amelyek statisztikai értelmezése és haszna
nyilvénvald.

- A meghibédsodds feladata és megolddsa lényeges lépést jelentett
a hatvanas évek elején a statisztikai kutatdsokban. A feladat jelen-
t6ségének megértésében hdldval emlékezem azokra a beszélgetésekre,
amelyeket A. Kolmogorovval és A. Sirjajevvel folytattam, akiknek a
kutatédsai uttoré jelentdségliek voltak.

A szdmitégépek operdcids rendszereiben haszndlatos statisztikus
eljdrdsok kozlil kiemeltem a lapoldsi eljédrdsokndl haszndlatos szek-
vencidlis eljérdsokat. A kdnyvben ismertetésre keriild hozzé4llds és
megoldéds az irodalomban nem ismert. Bizonyos Markov lénc szabdlyozd-
8i és irdnyitdsi feladat bemutatdsdt, valamint a Kdlmén-Bucy sziird
elvének ismertetését feltétleniil sziikségesnek ldttam.

Sem az eldaddsokban,sem a k&nyvben newu torekedhettem teljesség-
re. Az érdekl3dd olvasé az irodalom alapjédn részletesen tdjékozdd-
hat.

A konyv mésodik fejezete a tobbdimenzidés analizissel foglalkozik.iE

Itt is torekedtem megismertetni a hallgatéimat a legujabb eredmények-
# ElOkészuletben
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kel. A t0bbdimenzids normdlis eloszlds statisztikai problémdinak
vizsgdlata a huszas évek éta jelentds helyet foglal el a statiszntikai
vizsgdlatokban., A szdmitégépek megjelenésével ez az irdny egyre job-
ban virdgzik. A ma mdr klasszikus eredményeket ismertetve vizsgdlhat-
juk a kanonikus korreldcid, fdékomponens analizis, diszkriminancia
analizis, faktor analizis és cluster analizis eredményeit és mdédsze-
reit. Ezeknek a mddszereknek a hatékonysdgdt tobb példdn keresztiil

is be kivanom mutatni.

A kbnyvben szép szdmmal szerepelnek példdk és feladatok is. Meg-
értésiik ill. megolddsuk nagyban segithetik az olvasdét az ismertetett
anyag ©ndlld elsajdatitdsdban.

Ahol lehetséges kitérek a szdmitdgépes realizdldsokra és szamito-
gépes feladatokra, hiszen csak igy képzelhetd el a kOnyvben vizsgdlt
médszerek dltalédnos alkalmazdsa. A tObbdimenzids analizis részben
programok ismertetése is szerepel. Ezek felhaszndldsa nagyban segit-
heti az olvasét a modern statisztikai mdédszerek gyors hasznositasdban,

Az egyetemi el8addsok sordn igyekeztem érzékeltetni hallgatdimmal
a statisztikus magatartdsdt a mai viszonyok ko6zdtt. Ezt nehezebb
konyvben bemutatni, hiszen annak hangsulyozdsa, hogy milyen hatdssal
van a modern szamitdstechnika a valdsziniiségelméletre és a matemati<
kai statisztikdra, sokszor csak megjegyzéseken mulik. Az uj technika
megjelenése nemcsak azt jelenti, hogy a jelenlegi szdmitdgépek memd-
ridja és sebessége szinte fantasztikus, hanem azt is, hogy milyen
jelent8ségii pl. az input-output miiveletek és a rendezések megszerve-
zése, az interaktiv id&osztdsos szdmitdgépes termindlrendszerek ki-
alakitdsa, tovdbbd a programozdsi nyelvek haszna. Ez utébbival kapcso-
latban a ndlunk els8sorban haszndlt FORTRAN, COBOL és SIMULA nyelvek-—
re tortdiik utalds. A feladatokat CDC=3300-ra késziilt FORTRAN-nyelvii
programokkal illusztrdlom.

Az egyetemi eldaddsok célja elsésorban a matematikai statisztikai
médszerek megismertetése volt. Sziikség van kOzben a matematikai sta-
ldsdra is. A jelenlegi szinten a modellalkotds lehetdségei jdval
nagyobbak, mint a klasszikus matematikai statisztikdban. A hallgatdk-
nak érezni kell, hogy a szdmitdégépek felhaszndldsdval jéval nagyobb
szabadsdguk van a modell megvdlasztdsdban is.

A konyvben elsdsorban a médszerek megismertetését tliztem ki cél-
nak; ez azzal a veszéllyel jdrhat — és ez a veszély egydltaldn nem
lebecsiilendd —, hogy a matematikai statisztika mddszereiben jdartes
hallgatdink valédi problémdk megolddsdban jdratlanok maradnak.



o

Az a hozzdd4llds, amely lebecsiili a csiszolatlan formédban felvetett
kérdésekkel kapcsolatban a modellalkotds, az adatszolgédltatds (gyiij-
tés) megszervezésének jelentSségét, nem vezethet sikeres megoldédséhoz
még a legszebb, de a valdsdghoz nem illeszkeddé formdlis matematikai
appardatus felhaszndldsa utjan sem.,

Az analitikus és szdmitégépes megolddsok helyes arényénak és le-
hetdségeinek megtaldldsa nem kis gyakorlatot kivén. Hazai viszonylat-
ban ezen a téren még nincsenek komoly tapasztalataink, az egyetemi
elfaddsok és jelen konyv is csak elsd kisérletnek tekinthetdk.
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I. Fejezet

Szekvencidlis eljédrdsok és feladatok

l. A statisztikai hipotézisvizsgdlatrdél.

Ha a megfigyelési eredmények alapjdn arrdl kell ddnteniink, hogy
valamilyen eldre meghatdrozott paraméter érték (vagy értékek) el-
fogadhaté(k)-e hipotézis vizegdlatrél beszéliink. Legyen H, egy egy-
szeril hipotézis. A H  feltétel mellett a kritikus (Ho—ét elvetd)
tartomdny W valdsziniisége (a H, t P, jelslést hasznéljuk a O para-
méterii eloszldsra vonatkozd hipotézis jelslésére):

P(W)=« (= *o) elsS8faju hiba valdsziniisége.

(W a kritikus tartomény).

Az A értéket szignifikancia szintnek is szokds nevezni. A mésod-
faju hiba az ellenhipotézis elvetésével kapcsolatos. Ha S jelsli a
teljes mintateret és a h paraméterhez tartozé hipotézist valamint
eloszldst Hy ill. Pp-val jeldljiik a

b(s-w)=73(h), (B-W=a4)

jelslésekkel a kivetkezd definicidkat vezetjilk be.™
A A(h) fliggvényt ersfiiggvénynek nevezziik. A mésodfaju hiba vald-

szinilieégét Esszetett ellenhipotézis esetén a kdvetkez8 médon defini-
dljuk

(3= oup 7 (h)
(hasonléan az elsdfaju hiba valdsziniisége Gsszetett hipotézis esetén

i
A klasszikus hipotézis vizegdlat alapvetd eredményeit Neyman és
Pearson érték el a harmincas években. Osszefoglalé munka Lehmann
(1959) kdnyve.

¥ A kés8bbiekben az alaptér jelslésére vagy S vagy X szolgdl., A valé-
szinliségl vdltozdkat vagy gorsg §,z,5,... vagy latin nagybetiikkel
jelsljik X,Y,... o RemélhetSleg ez nem vezet félredértésre.
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1, Lemma,(A Neyman-Pearson lemma.)

Legyen p,(2) a # , p(2) a hipotézis melletti siiriiség.
A w kritikus tartomény optimdlis, ha

5}% (x) dx = & (% adott),
w/

g b (x) dx = meximum,

w
teljesiil. Az optimalizdldsi feladat megolddsédt a kdvetkez8 w tarto-

mény adja:

:{i:t%(ﬁ)}k,oo(_{)}.
2. Lemma.(Altalénositds tsbb fiiggvény esetére)
Legyenek fo, fl, eee integrdlhatdk a V% mértékre mérve az S

téren. w legyen olyan tartomédny, melyre

) gh . =B (1=1,2,00.,)
W
shol a C; szdmok adottak (i=1,2,...). Létezzenek olyan kq, k

dllanddék, hogy a W, tartoményban
f > ky fo + kafa + -
és W _~ban
0
bo & kyfe + kafe *
Tovébbd (%) is teljesiil W o~ra. Akkor
[ todw > [fodp.

Az éltalénos Neyman-Peareon lemma bizonyitédsa. A Cy értékekbdl le-
vonva a Woﬂw halmazon az integrél értékét adddik, hogy
f tudu = § fudp
W-WN W, Wo-WNW, (£ - S,
Ennek alapjén

o ad
d fodu = (fodu — [fodpu 2 |5 kify o ?_ki,fi, du =0
STLO a f W, - gmw WI\.A/f(:\A/o w,,—jw;f\l\"\/ w-u/f.nw

2900.

amibd8l az 4llitds kSvetkezik.

3. Lemma. (Randomiz4lt eset.) Legyenek az fi fiiggvények integrdl-
hatdék, ¢ pontfiiggvény, melyre 04¥%1 &g



(® (o Pelu - e (1=1,2,...)

a c; szémok adottak. Legyen ?* olyan, hogy (%) teljesiil és

Lf?*'={0 ha .FDL[“f‘«‘-...

1 ha fo>k4'f‘44’"'
és 7" tetszSleges, ha £, = kyf+ ..o o Akkor
I'F‘o ('P*d,“ > f'{:ocpd/u
Bizonyitds: Jeldljiik a kovetkez§ halmazokat S,-vel (1=1,2,3);
by Jauvfe €3 Mk ; P*(x)-P(x)£ 0 ha x € Sy,

S,r {x h>Z mh] b PR —Q(R) =0 ha x € Sy,
53: {x'-‘Fo =2__ kbf"} .
Mindhdrom halmazon (P ¢)fo 2 (¢ tq’); ki fi . Igy
(4o (9% -9)dp > [§witi (PP dp =0
5,0 8,U 8y ;

a (%) feltétel miatt. Ezzel a lemma bizonyitédsa kész.






2. A likelihood hényados alapjén vizsgdlt szekvencidlis eljdrdsok

2.1, Alapvetld Usszefiiggések

A gyakorlatban valéjdban minden kisérletet igyeksziink szekven—
cidlisan végezni (mindaddig amig elegendd eredményiink nincs).

A Neyman-Pearson lemma optimalitdst biztosit az n-dimenziés
megfigyelési téren a kiovetkez8 szabdlyok alapjdn (feltéve, hogy
léteznek a folytonos siiriiségfiiggvények):

p4n@)/%m(5)>(2 esetén elfogadni H -at,

EnLK»@%n(K)<~C esetén elfogadni H,-et.

Ezt a szabdlyt prébdljuk fiiggetlen megfigyelések esetén szekvenci-
d4lis dontdsi szabdllyd dtalakitani. E1S8bb azonban léssunk néhény
példdt. Ritka vércsoporthoz tartozé egyének szdzalékos elSfordulédsdra
vagyunk kivédncsiak. Ezt ugy oldjuk meg, hogy mindaddig vizsgédlunk
egyedeket, amig 50 (vagy més meghatdrozott szdmu) a vércsoportba
tartozé egyedet nem taldlunk. A megvizegdlt egyedek széma ebben az
egsetben nyilvédnvaléan véletlen lesz.

Hasonldan szekvencidlis eljédrédst alkalmazunk olyan esetekben
szémolégépes feldolgozdsndl, amikor ritkédn eldforduld valdsziniiségi
véltozék eloszlésédra kivénunk felvildgositést kapni (pl.SIMULA
nyelven irt programok periféria igényét vizsegdljuk).

Az elsd kisérlet szekvencidlis eljérédsra Dodge és Romig nevéhez
fizédik (Sampling Inspection Tables, Wiley, 1944).

Megvizsgédlva n, terméket azt tapasztaljuk, hogy r, a hibdsak
széma. A ktvetkez§ szabdly alapjén dontiink az egész tétel elfogadd-
84rdl:

ry < ¢ esetén elfogadni az egész tételt,
ry > Cy L elvetni L i W
¢ < ry £ ¢y " folytatni a mintavételt n, ujabb meg-
figyeléssel és a kovetkezd dontési

szabdllyal:



A tétel, ha r, jelsli az ujabb hibds elemek szémét,

ry + r, <c esetén elfogadédsra keriil,

ry + ry >0 L elvetésre LS.

A modern szekvencidlis eljérdsok kidolgozdsdnak kezdete Wald Abrahdm
nevéhez fiizédik (Sequential analysis, Wiley, 1947.). Az dltala java-
solt likelihood hédnyadoson alapuld eljdrést ismertetjiik.

Legyenek megadva az A, A, konstansok (O<:Ao< l<Aj<co) és az

Kl, AévQVH megfigyelést folytassuk, amig teljesiil ez

¢ Pmn (X) 2 B L By

(%) Al X=Xy Xa), (ns1,2,...).

Azez ha a (%) feltétel teljesiil n=1,2,..., N-re az N+l-edik megfigye-
1ést is elvégezzilk, Ha Ry<A  elfogadjuk a Hj hipotézist, vagy ha

Ry >4, elfogadjuk a Hy hipotézist.

Az eljdrdst az %o, elsdfaju hiba valdsziniisége (els8faju hiba:
elvetni H -at, amikor igaz), és &y a mdsodfaju hiba valdsziniisége
(mdsodfaju hiba: elvetni H,-et, amikor igaz) filiggvényében vizsgdljuk.
Ha N az eljdrds befejezéséhez szilkséges megfigyelésaszdmot jelenti,
akkor nyilvédnvald, hogy ez valdsziniiségi védltozé. ™

Az ilymédon leirt szekvencidlis eljdréds optimdlis tulajdonsédgu,
amennyiben érvényes a kovetkezd
1, Tétel. Tekintsilk azokat a kritériumokat, amelyekre teljesiilnek

P, (H, elfogeddsa) £ A , P, (H elvetése) £ o,

és E(N), Bj(N)<0 feltételek. A likelihood hényados prébén alapuld
szekvencidlis eljérds egyszerre minimglizélja Eo(N) és El(N)-et.
Azaz bdrmilyen més eljdrédson alapuldé N megfigyelésszémra

E,(N)=E (N), E;(W)=E (N). Ezen alapvet tétel bizonyitdea elStt
vizegdljuk meg a szekvencidlis eljérédsokat.

2.2. A szekvencidlis eljédrédsok néh tulajdonsdga

Az aldbbiakban a likelihood hényadosprébdn alapuld szekvencidlis
eljérdssal foglalkozunk.

* Az (<xo,<x1) pédrt a szekvencidlis eljdrds erejének nevezziik,

12



(I) Ha 1 valésziniiséggel befejezddik az eljérds, azaz

n:EO P‘; (N:n) =1 ' (1‘192)
és (o, =, ) a hibae valésziniiségek az (A ,A,) hatdrok esetén, akkor

Xy 1 - %4
> Ay & —
Ao B 1 e

Bizonyitéds. Legyen

W = {)( "Ao A RK L Ay ha 1(1:4;"'»”‘4 es Ag—- Rn})
n X
akkor
o, =B (H)=2 f Pon (x)dx & > L{ f B () dlit= o (4o-uty)
n e ’
HB n 4 Wn
Uh:{:':;N:nv AoaRn})"lo(O:Z SPOI\/?A&
n={ 0
Un

Kozben felhaszndltuk, hogy

ZP{/ (M:n) = Z Sx’-)t}ndx: 4 ) ('{:4|O>-
n={ n=1 \X/hu Un
(II) Ha adott o, % esetén a hatdrokat

Voo Sy K A= 2
AO 4_&0\ 1 L

0

alakunak vdlasztjuk, akkor (feltéve,hogy az eljdrds 1 valdsziniiség-
gel befejez8dik) az ennek megfeleld eljérés (dﬁ) ﬂ; ) ereji lesz,
amelyre (I) alapjén teljesiil

)
7 \
S {— Xy 1=Ky
| = ey T—Aqé ~z3 1
4_(,\7) 4.-0&0 o
ahonnan
Y ol \ ; oy o,
3 ) 0 Pk 0 ol YA Gty (R, 2 =
Z - & 0 =
o, & (1 *’)4__¢, = ! i % = A

[Ha o,% & 0,01 - 0,1 intervallumba esnek, nincs lényeges eltérés
a két erd kozdtt, o/ nem lehet sokkal nagyobb <, -ndl, ugyanis

) ? ?
o (1=ot0) £ oy (A=) oty (4mxe) & (4= 4) o

» ?
1 Al —
Ok’q — kg Ko og’o —~ oy oLy L Ay~ AgKg + Ky A X,

egyenldtlenségb8l adddik, hogy ok +xXps €% + %o ]

Kiilonbség abbél adbédik, hogy d:»*: lényegesen kisebbek lehetnek
%o, ¢ -nél (ez pedig a megfigyelésszdm novekedésével jér)., Példaként
a binomidlis eloszlds esetét nézziikk meg. n megfigyelés esetén a

13
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P, valdsziniiségi és pl(>'po) valésziniiségii esemény hipotéziseket
akarjuk megkiilonbsztetni. A likelihood hényados

7 % n
Pin __(Pr Qo NG (_Q o -
p;: —(P: a ) ( % ) » ahol q =1 Py

Ha log (plpgl)/log(qoqzl) racionédlis pontos képletek ismertekl> az
erdre és dtlagos megfigyelésszdmra. Igy szemléltetésﬁle) pl.

P, 0,05, Py = 0,17 esetén az erdt

- 1

o]

0,05, dl = 0,1 értékeknek vdlasztva o = 0,031, &, = 0,099
adédik és az dtlagos megfigyelésszédm E;(N) w 3).4; Ei(N) = 30,0 lesz.
Fix megfigyelésszdm és (o % ) erd (hiba) esetén 57 megfigyelésre

lenne sziikség.

(1IT1) Legyenek Xl, X2, ooy Xn, ... fiiggetlen, azonos eloszlésu
Valdsziniiségi vdltozdk, legyen  7; = log(py(£;)/p (£;)).

Tetsz8leges olyan H hipotézisre, amelyre PH<’Z'(X),7 0)> 0 teljesiil,
igazak a kdvetkezd &llitdsok:

B)PH (NQO") = '1|

b) Ey (V) < o0 ,(ghol-w<t<to) to>0 ),
Tehdt a likelihood hényados prdébdn alapuld szekvencidlis eljérés
nemcsak 1 valdsziniiséggel befejez8dik, hanem az N megfigyelésszdm
beszes momentumai is léteznek.

Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkezl jeloléseket

Si = zi + eee + Zi, b= log Ao, a = log Al'
Legyen adott m és k(<m) esetén r=IE}(egész rész) és tekintsiik az
Syes Sop = Sys eees Sy - S(r-l)k valdsziniiségi véltozdkat.

N>m esetén Sié (v,a), i=1,2,¢+., m és i=k,2k, ..., rk-ra is.
Igy |40 =185, - S(1-1)k [<Clol + lal) = e, i=1,2,..., r. Mivel a

Ty vdltozbék fiiggetlenek kapjuk, hogy

1) Girschick (1946) Annals of Math. Stat. 282-298.
2) Robineon: A note on exact sequential analysis. Univ.Calif.Publs.l

(1948) 241-2/6.
14
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PiN>mleP(ITelcer tota) - (plimelc ).
Ahonnan azonnal adédik a) teljesiilése. Kozben felhaszndltuk, hogy
k megvédlaszthaté ugy, hogy P{”?I>C} >0 teljesiil és igy
?{]E[<:c}::5‘<.4. Feltevésiink szerint van olyan h, hogy
vagy P(z>h)>0, vagy P(z <-h)> 0. Legyen h>%, egyszerii meggondo=-

ldsokbdl addédik, hogy .
P{TI> e} = PZr+ B2 P> o £t e P i k)2

[P(E>mI* [P (Z<—h]* >0,

amit bizonyitani akartunk.
Az 411ités mdsodik (b)) része a kdvetkezS egyenlStlenség sorozat-
b6l adddiks

£(e)- 3 p{nmeme 5 EmgT T ey g Y o

Ly s dmgmi TS (5 T,

ahol ) i
gou L2 T o= P(lTnl<c)

és

_dog J
dstk o, (g t<-Bdle)

A sor konvergencidja innen midr kovetkezik.

(v Ha N pozitiv egész értékii valésziniiségi vdltozé, igaz az
E(N) =3 P(Nzm)

azonosség. Definicid szerint E(N)=P(N=1)+ 2D(N=2)+ . ..=P(N=14) +

(V) Legyenek Xl, Xoy eee fliggetlenek, azonos eloszlésuak és

T 2z =12(x) az el8bbi v4ltozé. N jelslje a dontéshez sziikséges
lépésszémot a szekvencidlis eljdrdsban (a likelihood hényados alapjén).
mely nem fiige a j6vG8t6l. EH(IZ(A)' )< oo, 1‘4‘“(“)‘00 tel jesiilése esetén
Lpas az

E, () =E (2). E.(N).

H H
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azonossdg (Wald nevérdl szokds Wald-féle azonossédgnak nevezni).
Mint az elfbbiekben Sy = z(%;) + ... + z(Lg).

Bizonyitds. Legyen
{1 ha dontés (i-1)-ig nincs
yy =

0 ha van dontés (i-1)-ig
P(y; = 1) = P(N21)

yy = yi(Al.--o. Ki-l)

Legyen [q¥y + eee + Zyyu+ g Yy toeee (= Sy)s akkor

E(Sy) = E(% Zy:) 7 E (ZLL),-,)JL_ E(2:) fly:) = E@) I E() -
E@) 2 P(Nzi) = E(Z) E(N),
}hogy ébgteheté az integrédlds és Usazegezés felcserélése az kivetke-
zik a }; E([ 2y y41) = Z E(14]) P(N>1) = E(l 241) E(N)4co egyenlt-
lenségbdl.

A teljes valésziniiség (vdrhaté érték) tétel alapjén is beldthaté
az 4llitds; ugyanis

E(S)=2E(Sy|N=¢) P(N=L)=}l; LE(D.P(N=4)

2.3. A szekvencidlis médszer hatdsossdga

(I) A szekvencidlis eljdrds 1 valdsziniiséggel befejezddik Hj és
Hl hipotézis teljesillése esetén is.

Bizonyitds. Ha z(x) #0, akkor Eo(z(X))<LO. Ugyanis az informdcié-

elmélethdl ismert, hogy EO(Z) =J P, log pl/po = —S.polog g? &n

d11itds a Jensen egyenlStlenségbdl adédik. Innen PO(Z‘LO):>O és

PO(IZ/>>OI:>O, azaz teljesiil az el1l8z8 pont (III) 4dllitédsédban szerep-
18 feltétel. Ezzel &4llitdsunk bizonyitédsa kész.

(II) Legyenek Eo(|Z1)<oO, El(fZl)<:«>, akkor az dtlagos megfigye-
T8sszdmra a kvetkezd kozelitések igazak:
E (N) . b("‘do) t ado

E, (=)

13 A Jensen egyenlétlenség szerint (f, g#0): ‘5% &g-%-dﬂ > 0

ha f£>0 és g(f-g)?zo. egyenl8ség csak f=g esetén 411 fenn.

16



E4 (1)
(d.o,c%l) a préba ereje,
(b = log Aj, a = log A,)

Bizonyités. Az E(SN]SN.éb)mb, E(lesNza)ma
vsszefiiggéseket haszndlva (elhanyagolva a szintek dtugrédséndl fel-
1ép6 eltéréseket) adddik

Eo('S'N);Eo (SN“‘N S'b)Po(S‘Néb)* Ea(SN/gN; o).?o(suaa)’v('i‘“o)b+°‘0'a
Tovébbéd
E, (N)Eo(® =E,(Sn)

ahonnan adddik az 4llitds.

(111) Tetsz8leges 1 valdsziniiséggel befejez8d8, () o, )
er6vel rendelkezo szekvencidlis eljédrésra
E, (N):> (—sa) B f g oSk M S
E, ()

MielSstt a bizonyitdsra térnénk vizsgdljuk meg mi adédik a likelihood
prébén alapuldé eljdrédsra.

Az e18bbi (II) k&zelitést valamint az eldz8 fejezet (I) kdzeli-
tését felhaszndlva a likelihood préba esetén

A— 0(4

< 2 (ﬁ(x)._i'i__)( ) + Ko [09
()\ﬁﬁiﬁ_l*“ﬁi_m = op %o
- E(3) E, (2)

kzelités addédik. Igy ez a kdzelités is mutatja, de nem bizonyitja,
hogy a likelihood hényados prdbén alapuld eljérds a legjobb a véges
varhaté értékii megfigyelésszdm esetében.

Bizonyitéds. Tetsz8leges eljédrdsra

£ (Sy)=Eo(Sy[H, elfogaciva) Pe(Ho) + Eo (SylH, elvetve) P, (H, elvetve).

A Jensen egyenl8tlenség alapjén (mely szerint ha f(x) konkdv
E(£($) = £(EC5))

VE, (Su[Ho AHHUJ,AW.)_- log Eo (e”N/H,o elfogadva) =

gl 3 S ™ o (X4 - . . po (Xim) X )=
g I'»,"r'f_ T-Wm

17
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= 109(4——"0(: m}__; g P ("1)}01 (xm)di)r [ o 7%”;1__ 3

A 5
§-Wm

hasonléan bizonyithaté, hogy

™

(= %) E_(Sy|H, elvetve) < log

Igy a () és (= %) egyenlStlenségekb8l kapjuk, hogy

» L 4 — X
o (Sy) € (=) Jog 4 =

o(O
Mivel Eo(z) Z 0,
addédik a bizonyités.

Példa., Legyen H, ’J\f(@” 6"1'), H; :N(911 6'%) és a paraméterekrdl
tegyiik fel, hogy

+ Ko Cog

o

6, > 06,0 6%  ismert.
A likelihood hényados logaritmusa m megfigyelés esetén
e
log Rm = _i“"_g [2 E: x,~m (0 + 6,)]

A szekvencidlis eljdréds a kdvetkez8kben 411:
1, A kisérlet folytatdsa, ha

b 6% _ 5 m (64 + ) a 6%
- <) X;- —— <
91—90 og« % 2/ 61—90 g

‘x 2

2. H_ elfogadésa, ha ) X.— m (6. + 6) « B0
° - 2 6, -6
=1 { 0

m(6s+ 6,) _ ab®
7"
2./ 91'90

m
3. Hl elfogaddsa, ha Z Xi—~

ahol az a és b értékekre a kdvetkezd kozelitést haszndljuk:

valoq 4—0(4') b~%94d40(
o — O

Az 4tlagos megfigyelésszdm meghatdrozdsdra az

E, (W)~ Lli=zelia,a

kdzelitést hasznéljuk. Mivel

18



2
> . (_X.:—_—B'I)L' (X"Go)L ) Eo (Z) = (91-.&
2 62 26%
E (N o LIHe)s %2

Hasonldan kapjuk az

E (N) ~ -

bty +a(4-cy)

(0,-0)%/26*

tsazefiiggést.
FPix elemszdmu minta, és (,y 4, ) erd esetén a kritikus tartoményt

VN(;( 90) ada(() -6

adja meg, ahol N a megfigyelésszém, d, az l-oko kvantilise
N(0,1)-nek.

A mdsodfaju hiba valdsziniisége
g = P91 (m(’?“go) < do(o(j") & pe1 {m(;{‘94)<d&x06’”w(91" 90)}

lesz. Ha d4., az 1-6(1 kvantilise N(O,1)-nek

Aoty == oy~ 67+ TN (84~ 0s)»
G (dui +-do(c)"‘“
(61 - 90)1’
A fix megfigyelésszdmu N, és a szekvencidlis eljdrdshoz tartozé Eo(N)
hédnyadosa
2 [b(4-%) +ace

(!) - (d“o = dogq)z

fliggetlen (91-90)-t61 : El(N)-el tesszehasonlitva a fix megfigyelés-
8zémot

N =

(! !) 2,[_-50({ -I»—Q(l—*O(O]
(o{o(o = dd~4)b

adédik. Ha p1.<xo:m4=o.05;ddo=ddi=4,Gh és j6 kozelitéssel
a=2,94; b= <2,94,

A (%) és (% ®%) hédnyadosokra 0.49 addédik.

A velésdgban a hényadosck figgnek 6,-0 ~t6l. Chernoff vizsgdltal)
kis olo, &y =~ekre a megfigyelésszdmok arédnydt, s nagy megfigyelés-
szémra 4:1 arényt talédlt.

1) Chernoff, Annals Math. Stat. (1959) 3o, 755-7T7o.
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2.4. A szekvencidlis eljdrds alapvetl azonosséga

1l, Lemma. Legyen 2% olyan valdsziniiségi vA4ltozé, hogy
(a) P(Z>0)>0 es P(Z<0)>0,
(b) ¢ (£) =E(et?) minden valdés t-re létezik,
(¢) E(B £0.

Akkor van olyan C#0 | hogy ¥Y(T)=1 . Ha E(Z)?O,?JLOésE(Z)LO
esetén T >0.

Bizonyitéds. A feltételekb8l kovetkezik olyan ¢ létezése, hogy

P(Z>c)=0d > 0. Ezért
()= E(etz) = {etzoﬂ: z J of% JE = & P(27¢); ha T =0
z>c
és ha t —>w adédik, hogy ¢ (t) —=> oo -

Ugyanugy, ha

t—>—-o00,Y(t)>00- [Ugyanie £ (etz) =getzdF detzdF Sars P(Z<-<)]

Z&=C
) £ ~ )
Mivel Y(0)=4 és ‘P(t)=E(zzet ) ez pedig t=0- ban E(Z)a'!(0)
n t
értéke. Tovébbs L'(t)=E(Z*e™) = 0 winden t-re, igy egy mini-

muma lehet a ¢(t) filiggvénynek és a t=0 értéken kivill egyetlen
T helyen lehet 4(T)=4, Ha E(2)>0 T=<o kell legyen, és meg-
forditva.

2. Lemma. Legyen Xl’ X2, .eey azonos eloszlédsu filiggetlen valé-
sziniieégi védltozdk sorozata Py siiriiséggel. Tekintsiink egy tetszdle-
ges szekvencidlis eljdrdst adott megdlldsi szabdllyal., Legyen n a
szilkséges megfigyelések szdma. Ha zg = z(xi) tetsz8leges mérhetd
filggvény, akkor a PH(n<:ao) = 1 ©sszefiiggésbll adddik, hogy

EH (etgn [(-f) (t)]hh) = PHt (h <OO)7

ahol a H, hipotézis esetén a siiriiség alakja
. etz(x)
th (x) = —T?sz“——' P, (x),

20
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S=Z v -+Zn, (&) =, ().

Bizonyités. Legyen Wm + Um az m- dimenzidés tér azon tartomdnysa,
melyben az eljédrds pontosan m lépésben befejezddik. Akkor

Ey (etSn[P(E)] )~> Sw(t)]*metsmPH("«)"'PH(""‘)O"%“"""M‘
1y FUm

—Z gPut -PHt(xm)dedxm:Put (heeo)

W
3. Lemma. (Alapazonosség) Legyen a likelihood hédnyados alapjén
miik6dé szekvencidlis eljdrédshoz sziikséges megfigyelésszém (valészinii-

ségi vdltozé) N és z=log Z‘Ex; . Akkor

H{etSM[cp(t)I"N}:i , ha PH{]2]>0}>0_

Bizonyitds. P, (12/>0)>0 =Py (Z>0) és a 2, lemmdbél adédik a
tétel, mivel PHt<N<““7> =

A terv operativ karakterisztikdja (jelleggsrbe, vagy OC gorbe el-
nevezés is haszndlatos).

A feladat abban 411, hogy a szekvencidlis terv alapjédn el-
fogadunk egy szdllitményt vagy sem. Jeldlje T (H) az elfogadés
valésziniiségét a H hipotézis esetén.

Egyszeri alternativa esetén

H, elfogaddsa valdésziniisége 1 = o (ha H, igaz),

H, " n « (ha Hy igaz).

Ha szekvencidlis likelihood prébédval t8rténik a szdllitmény
elfogadédsa a W#(H) fliggvényt, mint H filiggvényét az elfogaddsi
terv operativ karakterisztikdjdnak nevezziik. H,, Hy hipotézis és

Ayr Oy elsd-mdgodfaju hiba feltételezésével az eldbbi pont ered-
ményei alapjdn jé kBzelitések adhatdk (a szdllitmény elfogadédsa H,
elfogaddsdt jelenti).

Az 1, lemma szerint ven olyan T, hogy a karakterisztikus
fiiggvény Y (T)=1 . Innen és az alapazonossédgbél kapjuk, hogy

1=Ey(e") = By {SN 4 o} Ey ] sy > a} ,
+ Py {SN‘-‘—b}E { "SN} Sy e b} o [1-T (W] T (H)e"P



ahonnan

T(H) ~ g

Az dtlagos megfigyelésszdm (Average Sample Number, ASN) meg-
hatédrozhaté az el8bbi kozelités valamint a 2.3. pont (II) kdzelitésc

alapjdn. Ugyanis

E,(Sn) ~ T (H) +[ =T (H)] a
és

E“(\N)' EH (Z 3 tH N)

bl (0) + a(i-T (W)

Példa. Normdlis eloszlds feltételezése esetén (a 2.3. pont példdja
jelsléseivel)

= (% — B —(%-06]
% v [( _2- ( )] —
P(e) = By (e5B) = 2%, q=t(6,-6)[20-6,-8 +t (6,-6)
Az a T érték, melyre Y®)=1 a kovetkez§

Os+0,— 26
T (6) o, - 6,

Az operativ karakterisztika
at ()
e

7(9) - eb’c*(g)_ =at (&)

lesz. Mig az dtlagos megfigyelésszdm

bT () (6 -8,)*_ (6-86,)*
E, N) = ——— , E; (2 :
( 9 (Z) ahol 9( > 3 6"1'

2.5. Id8ben folytonos folyamat vizsgdlata €s kapcsolata a diszkrét
folyamattal.

Az el8bbi pontok tételei &ltaldnositdsa Wiener (Brown-mozgés)
folyamatra a kdvetkezd.

1. Lemma. Ha ‘W, Jjelsli a standard Wiener folyamatot Ew, = O,
2 "~

Ew,” = t paraméterekkel, v, = 0 és U= T(w) egy Markov pont,

amelyre E(T)<oc2, akkor

EWE/ :0) Eth: = E’Cl
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(a bizonyitds megtaldlhaté példdul A, Sirjajev:"Statisztikai szekvenci-
dlis analizis" 183.0., vagy I. Gihman - V, Szkorohod: "Bevezetés a
sztohasztikus folyamatok elméletébe" c. kdnyv 493.0.).

Ez a lemma Wald lemmdjénak dltaldnositédsa (2.2. pont V. 411i=-
tds), eldbb az S, VW, majd Sn«Jwi helyettesitéssel

(/EWT/ = Ew4-E1;/ =0 e Ew,é‘ = t-w;" ET = E@”).

2. Lemma. Ha W% a standard Wiener folyamat és T =T ()
egy Markov pont, melyre teljesiil a P(T’<K) = 1, ahol
K< oo , feltétel, akkor minden -— o< N < oo szamra teljesiil a
kovetkezd ©sszefiiggés
2
E exp (Kvﬁr - i} J =4,

(a bizonyitds megtaldlhaté Sirjajev emlitett kdnyve 184.0.-on, kell
hozz4 Doob: "Stochastic Process" c. konyv VII. fejezet 11l.7. tétel
is.). '

Ez a lemma a szekvencidlis analizis alapvetd azonossdgédnak
édltaldnositédsa folyamatra, korldtos Markov pont esetén (ved. 2.4.pont
3. lemma)., Felhasznédlva, hogy E(e)‘WS ) = Y(A) = Zr A

Bz utébbi lemma dltaldnositédsa a Novikov féle tétel.

Tétel, Ha f(t(w)) olyan fiiggvény (véletlen) esmelyre értelmezhets a
sztohasztikus integrél és teljesiil a kdvetkez8 feltétel

Eexp {14 [ 1 (£,w) dt] <

0

akkor i

-
E exp {H(tw clw(t)~-—5af (£, w)olt} =1

0 0
(14sd A. Novikov "Teorija verojatnosztyej"(1972) 761-765.)

Az, hogy a 2. lemma a tétel kovetkezménye, beldthatd az

f(t,0) = \x (t=T) vélasztéssal.

Ezeknek a tételeknek a bizonyitdsdra a sztochasztikus folyamatok
statisztikai vizsgédlatédndl visszatériink.

Feladatok

1. Vizsgédljunk fiiggetlen megfigyelési sorozatban egy p valdésziniiségii
eseményt. m-szeri eléforduldsig folytassuk a kisérletet. A kisérletek
N széma valésziniiségi vé4ltozé,

P(N-‘-h) ;,(;:44>Pm q,n’m h=m, m+14,...
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eloszldssal. Bizonyitsuk be, hogy 1-valésziniiséggel befejezddik az
eljdrds. Mutassuk meg, hogy az eloszlds generdtor fiiggvénye

t
(== )"
1-qt

és a kumuléne generdtor fiiggvénye
€
pe M f2
£) - e R e s,
t#() ﬂog(%opef’) m g(e —GP)

alaku, ahonnan sorfejtéssel

76-1 = r;? |
m
Yrr T
adédik.
Azaz N vdrhaté értéke —— . Ez nem jelenti, hogy —%—
P
torzitatlan becslése p-nek, ; — i'=S lesz torzitatlan becslés.

dre >i§ =) () e (-

m
= 2
n= m-4 n-m
cp2 (m ) P™ g™ e
m
A szdrdsnégyzetet bonyolult meghatérozni, de
(m—1) (m=-2) _ PQ.
(N-4) (N-2)
2. Legyen a selejtarény Py H0 hipotézis esetén, mig Hy esetén
Py Nevezziikk (n,c) tervnek a kdvetkez8t: ha n darabot megvizsgédlva
a selejtek szdma nagyobb c-nél, a tételt (N>>n darabszému) el-
vetjilk. Rajzoljuk meg az OC-gdrbét (Operating Characteristic) és
adott (X, ;) erd esetén n és c értékét.
Példdul P, = 0,02, P, = 0,08 és % = 0,05, <X1 = 0,1 esetén
n =100, c¢ =4 adddik.
Alakitsuk 4t kétfokozatu tervvé (a Dodge-Romig eljdrds alapjén) a
fenti feladatot (nl, N,y Cyps Cq4s Cp,) Daraméterekkel. Tdblézat
taldlhaté H. Dodge - H. Romig: Sampling inspection tables (Wiley,
1949, New York) c. kdnyvben. Ez utébbi esetben hatdrozzuk meg az
ASN (étlegos megfigyelésszédm) gdrbét. Mutassuk meg, hogy annak
alakja az 4brdn ldathaté médon vdltozik.




N
e

P ¢} 4

Pé1d4dul a p°=0,03, pl=0,107 és == 0,05, dl=0,1 értékekre egy
megoldds n1=75, n,=150, ¢ q5=4, cll-9, c20=8.
Hatdrozzuk meg a fenti (po, pl) és (<x°,<x1) értékekre

szekvencidlis eljdréds esetén L Al ég EON, ElN értékeket.
3. A tonkremenés problémdja. Legyen é—nak'(a) egységnyi pénze és

B-nek (b) egységnyi pénze. A nyerési valdsziniisége legyen p,
B-é pedig q = 1l-p. A jdték mindaddig folytatdédik, mig valamelyik
eléri az a+b Osszeget.

Legyen u_ =az A tonkremenetele valdsziniisége, ha x Osszege van.

X
Nyilvén

PUxy 4 T quy
az

feltételekkel., Ennek megoldédsa
* X
UX = C4t1 e CLtQ_

a «
: pt* -t + ¢ = 0

egyenlet gyskei (t.=1, t,=q/p). Feltéve, hogy p # q
2k 2

419@* (~_j>x

ahol ¢ t

1’

Ux = ( (7% )a +b 1
ée » - -
B q + b - X ha = '/L 2
Hx * a+rb P
A jéték dbrdzolédea /////////
b R 5. ’f>ﬁ////
——:‘—4:»--'—« e e
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4. Mutassuk meg, hogy a }LL.(g); §n sorozat martingdlt alkot a
P mértékre nézve. Por

5. Poisson eloszlds esetén vizsgdljuk a likelihood hdnyadoson ala-
puld szekvencidlis eljdrdst.

6. Egyszerii alternativa esetén az esemény valdsziniisége a H0 hipo~
tézis esetén legyen p/ (Hl esetén p,~ po). A likelihood hényados
prébén alapuld szekvencidlis eljdrdsrél mutassuk meg, hogy m
kisérlet esetén (m1 darab sikeres kisérlet mellett) a kvetkezd:

a) H, elfogaddsa, ha my=ce.m + d,
b) H; elfogaddsa, ha m;=c.m + d,
c) ujabb kisérlet egyébként.

Adjuk meg az 0.C. fiiggvényt és az dtlagos mintaszémot.

7. Legyen X exponencidlis eloszldsu Ae™r% sliriiséggel. A lo
és 11 hipotézisek elddntése kizotti szekvencidlis préba a

n .
ky + (- X")Z e h fo‘ﬁ(xff Xo> 2 ky + (s ho) g X
J.:1 J’,l
egyenlStlenség pédrban €11, ahol k, és k, konstansok.

8. Mutassuk meg, hogy b= -occ (vagy a= +co ) esetén EN = oo,

9., Mutassuk meg, hogy a momentum generdld fiiggvény létezése esetén
@ t=0 egy ktrnyezetében) az Osszes momentumok végesek.
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35 Statisztikai déntések elmélete

3.1. Dontési eljdrdsok

Minden x megfigyeléshez 5(x) = d értéket rendeliink.
X € X dED . Ha az 4 valdsziniiségi véltozé valédi eloszlésa
Pp a d dontés vesztesége legyen L(P, d). Ismétlések hosszu sora
folyamédn a d alkalmazdsédval addddé dtlagos veszteség

E, (L(8,9) = R (0,7)

(ezt a fiiggvényt rizikdéfiiggvénynek is szokéds nevezni)

A feladat olyan J dsntéei eljdrds keresése, melyre a rizikéfiiggvény
minimdlis. A hdrom elem Fy,> OF @, dED és L alapvetd szerepet jétszik
a statisztikai dontések elméletében. Természetesen a veszteségfiigg-
vény megaddsa a feladatok milyenségétsl filigg

1, Példa. Legyen a 341”'\§n gsorozat adott eloszldsu (pl. bi-
nomidlis, Poisson vagy normdlis p,\, (m,6 ) paraméterekkel, ahol
az utébbi paraméterpdr egyike a ©). Legyen ¥ =ﬁ(@)egy valés fligg-
vény.

(I) Megvizsgdland$ y nagyobb-e ), -ndl és a dontés &lljon a
kovetkezbkben

do Y > %o di"')/é}/" .

(pl. zaj nagyobb-e, novekedés gyorsabb-e, orvossig hatdsa elég nagy-e
egy megadott szintnél). A veszteségfiiggvény a felhasznéldsi teriilet-
t61 fiigg. Egységes azonban a szokds abban, hogy helyes dontés esetén
a veszteség O, helytelen esetén L( ), do) és L().(ﬁ ) 8 [7’- 73/
névekvd fiiggvényei.

(II) Ha y becslése a feladat - a probléma bonyolultabb. Ekkor
d velds szén ( 4 becslése) és rendszerint L(jd) = v(yIw(ld=q]),
ahol w egy szigoruan nodvekvs fiiggvény.

(III) Lehet, hogy
Ao Y <Yoy iy >Y1y Yo E Y E T

Az (I) leirds a hipotézisvizsgdlatnak, (II) a pontbecslésnek, mig
(III) t5bb lehetdségii dontési eljdrdsok egy specidlis esetének
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felel meg.

Sok esetben nem egyetlen megoldds van a probléméra (azaz minden
G -hoz nem egyetlen olyan d 1létezik, melyre L(&,d) = 0). Ilyenkor a
kovetkeztetés a fontos s nem a dontés, Ezt is példdval illusztrdljuk.

2. Példa. Legyen gegy J(m, 6 ) vdltozé, ahol m-re [L(x), T(x)] kon-
fiderancia intervallum szerkesztend§. Az intervallum hossza legfeljebb
k 6, ahol k konstans. A veszteség O, ha helyes a dontés (lefedi
az intervallum m-et), egyébként a veszteség az m-t8l vald tévolsdg
lehet. Dontési eljdrédssal megfogalmazva tSbb megolddsa is van a
feladatnak. :

A veszteségfiiggvény megvdlasztdsa a legnehezebb., A legegyszeriibb
esetben (amikor a veszteség pénzzel mérhetd) is nehéz. Az (I) példé-
ban

L(9,dy)=a, ha 7y (0)eye  (do: 7 > 70,

L(®,d)=by ha 7(0)>7 (:7%70)
Ekkor a rizikéfiiggvény
Cy) IC\-’PQ {J(x)=d°} , ha ?/é,)"’
R(8,8) =3, --
( lb 'Pe {JQ’Q :Oh} » ha ¥ > Ye
Altaléban nem megy ilyen konnyii egyszeriisitéssel a veszteség
megaddsa. Egyszerii fliggvényeket keresnek, ahol a veszteséget

L(8,a) = v (0)(d-7)

szokds megadni (ez sokszor jé kzelités). Van ugy, hogy egyetlen
L1 komponenssel a veszteség nem jellemezhetd. Konfidencia inter-
vallum megaddsa esetén L, az intervallum hosszét, L, a veszte-
séget jelentse, ha nem fedi le az intervallum a valédi paraméter
értéket.

Ki lehet kotni pl., hogy teljesiilnie kell a

EL(6,5(x) ¢ «

feltételnek, és a mésik komponenst minimalizdlni kell.

Randomizdlds (A kisérlet megvdlasztdsa.)
A dontési eljdrds fenti meghatdrozdsa elég szilk., Minden x ér-

\

téknek egyetlen dontés felel meg. Helyesebb valamilyen eloszlés
gzerint vdlaszteni a dontésekbdl (ahol az eloszlds x-t81l fiigg).
A rizikéfiiggvények osztdlya konvex lesz (ha a randomizdltakat
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is nézzilk) és ez t5bb eldnnyel jér.

Az eddigiekben feltettiik, hogy a kisérlet meg volt tervezve.
Valdjéban ez nincs igy, hiszen gyakran eldre nem tudjuk, hogy hény
megfigyelésre lesz sziikség.

3. Példa. 1. (my,6) és (m,,6) megkiilonbsztetése a feladat.
A megoldds 6-~t8l fiigg. Néhdny elembdl 6-t meg kell becsiilni és meg-
adni a megfigyelésszdmot.

2. Eldontendd egyszerii alternativdra vonatkozé kisérlet-
sorozatndl, hogy p>% vagy pé% A kisérletszdém attél fligg,mi a p.

3. Nemcsak az eloszlésok lehetnek kiilonboz8ek (informécids
gszempontbdl) hanem a megfigyelések is.

[Q-—%:) 6 + %{I-ben egyenletes vdltozdk esetén

6 jél1 becsiilhetd, ha max SL' mingj ~ 1, (Ha kicsi, egyetlen megfi-
gyelésnél nem jelent tobbet.)

Optimdlis eljdrdsok.

M4r emlitettitk, hogy R (6,9 ¥, [L(6,0 (x)] minimalizélédsa a
feladat, azaz olyan 8fkeresése, melyre a riziké minimdlis. A meg-
0ldds fiigg O -t6l. (Pl. ha f~ra O (x)=d, olyan, hogy 1(6,,4,) = 0,
akkor R(Q,, d, ) = 0, viszont mdsutt nagy lesz a rizikdé értéke).

Van-e egyenletesen legkisebb riziké ?

Bizonyos megszoritédsok esetén - igen (pl. a torzitatlansdg, in-
varidnssédg esetében).

Mdgik ut a legjobb eljdrdsok esetére az eljdrdsok rendezésében

4ll.

Baves és minimax eljdrdsok.

Ha © valésziniiségi vdltozé ¢ (0) siiriiséggel, akkor a teljes
dtlagos veszteség J alkalmazdsa esetén

+Q.5) = (R(6,9) 9(0) a0 = [EgL (6, () 7(0)at0

Optimdlis eljérdst az a O szolgédltat, melyre r(9,5) minimélis,
Ez az u.n., Bayes féle megolddsa a feladatnak, mely a Q(6) apriori
eloszlédsnak felel meg. m%n r(?,53 a Bayes féle riziké.

Ismerni kell 9(©)-4t ! Ez azonban nem mindig teljesiil. Ha nem ismert
a 9(0) vdlaszthaté a kovetkezd§ eljdrds: meg kell nézni adott J
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esetén R(0,d) maximumdt és két dontés esetén az a jobbik eljédris,
melyre a maximum kisebb., Ez az u.n. minimax eljdrés.

Legyen az ({2,U) valésziniiségi AZzén megadva a BW(dWP°+(14T)P1)
mértékek Ssszessége (04T 41), 0:-0)valésziniiségli vdltozé, mely az
1 é8 O értékeket veszi fel. P (0 (w)=0):=T, B(@ @)=1) =4-T"

A §“ §Ly~valéezinﬁségi-véltozék vagy Po vagy Pl eloszlédsu~
ak,quzs"{gonrunr‘go‘§4\u.,§n} ghol T € L0411 §.:0, néN,
- (c). -
a Markov pontok halmaza F = Y?ﬁ} -re nézve; Dp = {d} az T mérhets
0,1 értéket felvevd d=d(w,T) filiggvények oszt4lya.

Ha TE M ,JeDe a o-(T,d) pér dbntési szabdly. D - {5}
a dontési szabdlyok osztdlya.

3.2, A szekvencidlis eljdrds optimum tulasjdongsédgairdl

Jeldlje Ho és H1 a két egyszerii hipotézist
H: pg» és a veszteség H, elvetése esetén (amikor igaz),
legyen LIS
le Py @ veszteség H1 elvetése esetén (amikor igaz), legyen
w.
A k8lteség legyen egy megfigyelésre c.
A J déntési eljérds esetén
g az elsSfaju hiba valdsziniisége (Po(é(w;ﬁ) = 1) = %),
oty a mdsodfaju hiba valdésziniisége (P;(5(w,T) = 0) = X;).

A szekvencidlis eljdrds rizikéja (N megfigyelésszém) Py valédi
siliriiség esetén

o, Wy + CEg (N) (i = 0,1)

A hipotézisek indexeit valdsziniiségi vdltozdénak tekintjiik, amely
0,1-et Wj (1-T) valésziniiséggel veszi fel. Jelblje ezt a vdltozdt
0 , P(O=0) =, A Bayes féle riziké (teljes &tlagoe riziké) a
kovetkezd
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- D =
€)) + (’!T',(V) = //\/‘/;\(o W, 46 Ey (N)f + (1= [ty wy + c Eq (M.

-
Keressiik a Bayes féle megolddsdt a feladatnak, szt a J eljdrédst,
melyre (%) minimélis. Ezt a feladatot nevezziik a szekvencidlis el-

Legyen J a megfigyelés nélkiili eljdréds Hl elfogaddsdval.
Nyilvén (”T“ (5;) = oW T = "‘/o(IT-~
Legyen O, a megfigyelés nélkiili eljérds H, elfogaddedval.
Nyilvén (7 d,) =wy (4-T).
Legyen e (T) - L?f' * (T9), See,
©  jelsli a legaldbb 1 megfigyelést igénylé eljdrdsok osztélydt.
TetszGleges 7, Ty és 0< A<l értékekre

¢ (\iy + (=07 :5'2;7,&«@* [(ATy+ (1-N)1y) 5] = a._gf-c[h»(ﬁ; 3 )4 (1- N+ (Ty T2

2Ae (M) +(4-N)g (W),

azaz a yﬁf3fﬁggvény konkdv és mivel alulrél korldtos (¢ (7)2c),

egyben folytonos.
gy y ‘(“‘S‘\:w‘u"‘)

{ (nq‘t) s vl,lr

c
L
W/, ] ~N N .
Ha ?_“%'ﬂﬂd) <K“rlh ya T, T" értékek definicidja legyen a kivetkezs:

o (15, )=9(), ¢ (T"d,)=¢(7).

Ellenkezd esetben legyen

0 1
1. Tétel. legyen T'és 7" @ fenti, Ha 0 <7 <7" <1, akkor minden
Tl e ? értékre a Bayes féle rizikdé minimalizdldsdnak feltétele
az et
T’ T n A=
i el g J'%%T N 1-1T = &

hatdrokkal meghatdrozott szekvencidlis likelihood hényadosprdéba
haszndalata.
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Bizonyitéds

1. Kell-e végezni megfigyelést ?
A §, eljérds (®)-ot akkor és csak akkor minimalizdlja, ha T’
és Ho-ét elvetjiik. ~
A 5} eljdrds (#)-ot akkor és ceak akkor minimalizélja, ha 7 >T

és Hy-et elvetjiik (Ho-ét elfogadjuk).

2. A bizonyitds tovédbbi része indukcidval torténik.
Legyen T <T=T,és n megfigyelésiinket jelslje X139 Xpy eeey X
Az, hogy n.c k8ltségiink van, nincs hatdssal a feladatra,

n

semmilyen jovébeni esemény nem teszi kisebbé ezt a koltséget.
Vagy abbahagyjuk a kisérletet w ill. Wy veszteséggel, vagy

)
végziink egy ujabb X+l kisérletet. Az aposteriori valésziniiségek
alapjén a dontés: ha'PiQ=9|X1T~.Xn} <-ﬁyl vagy

~))

P{0=0/Xir»Xa{ >T” nincs tovébbi kisérlet, mig T <P{p:0X; Xnj<l
esetén elvégezzilkk az n+l kisérletet is.
A Bayes féle tétel szerint a

=0 J %\ N)m ooetBiin T (X X
P( !)(l ﬂ) Tp0h+(4“,/r,)p4n // &»X‘l) )Xh)

aposteriori valésziniiségre a

7/\)< T(X« ) X”)< ,”\,n

feltételekbdl adédik, hogy
o) i —
Jii (7!_-;90'1 A ( A" )'Pm) > ”’Pon’
rl/\/(/ll\l)‘ 4)P0h ¥ T)(l-T)P1n > 07

T (1-T)pyy, > T (1-T") pon

&
Pon 1 -1

Pin h 4 i
Tn )
teljeslilése esetén elvetjiik a H hipotézist, mig

T =)
— ]

Pon A-T TR

esetén elfogadjuk a Ho hipotézist.
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Bayes tétele: ha Bi teljes esemény rendszer

P(B, {A) = — .

(Bl) S P(AIB) P(B)
Siiriiségfiiggvényekre a Béyes tétel a
f(x]y) g (y)
C l - ..,,L.,,_ S
3 (4 1) (4 (x1e)g(®)ett
b

§ Fxlaa (y)
Plasmeb]§=x):- i‘

alaku, vagy irhatjuk

(x|e)da (+)

alakban is. 7

~ ) 0 Y

3. T=T(111.T-T" ) esetén nem egyértelmii a feladat megolddsa (van
S, és JE€ 1ig). Ha mdr ven egy £, megfigyelés, a legjobb el-
jérds 2. szerinti. Nemcsak az els8, hanem a tovdbbi lépésekben is
lényegtelen melyik utat vdlasztjuk.

2, Tétel. Tetszbleges 0=:Wj‘iﬂ:"<~4 értékekhez taldlhaték olyan
O<w/<4 ésc>0 szémok, hogy a kiegészits_feladat * Bayes megoldésa

- a wW=1-w Ww,=w,c értékekkel és T (T, <T < T, ) apriori eloszlds-
sal - a szekvencidlis likelihood hényadosprébdval adddik

]
T 97 " 1=,
A, =

= ) Ay = =
hatdrokkal.

4 =T Uy 1 o

Bizonyitds. 1. Az 1.tétel szerint 7 és 7 a w, ¢ filiggvényei.
Olyan w,c értékek kellenek, melyekre

7 (w, ¢) = Tq

Frlwne) = Ty
Fix w-re jelslje T l(c) =T(c,w), T '(¢)=T"(c,w). Ha c, a legkisebd
¢, melyre 7 (c,) =T "(c,), akkor c<c, esetén T‘(c) és T (o) az

(1-) T = 9 (7€), (1=T)w < g (T", &)

egyenlethb3l keriilnek meghatdrozésra.
A ?(Tﬂ c) fliggvény, mint c fiiggvénye (7 fix)
I. folytonos, ami a konkdvsdg kovetkezménye,
II. szigoruan ntvekvsd, mert dJe€ esetén a veszteség nd c-vel
és a minimdlis veszteség 9(T)c) € -beli eljérdsra
éretik el.

¥ 14sd a 2/.0ldalt
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ITI. ha c>0 ¢(T,c)»0, §('c)>0,ami abbdél ksvetkezik, hogy
fix megfigyelésszdm esetén (ha n elég nagy) a hibva-
valésziniiség tetsz8leges kicsi lehet.

Ezért 0<c<ceban %’ folytonos, monoton ndvekvs fiiggvény, T (c)—>0,
ha c—=0. 7 folytonos, monoton csdkkend fiiggvény, ) 1,
ha c¢c¢—>0. :

Ha ¢ —>r¢Co, T*(e) - T (c)—>w T () > v T(e)—>w, ahol w a T’({—w).—_“_'}r”)w.

egyenlet megolddsa.
Fix w esetén
}\(C): i (c) ! ()

4-——(174‘(C,> ,-”-)!(c)

fliggvény folytonos, szigoruan novekvd 0 <c < c.,(:co (\x/))és 0% A(c)£ 1.

2. Legyen
]
T(w,e) 1-T" (w,e) 7" (w, )
W,C = ] ? w,¢) =
7\( ) -7 (w,c) 7 (w, ) ,}/( ey -T" (w, )
Ezekkel egyszeriibb dolgozni, mint 7,7 -vel. Megmutatjuk léteznek
olyan w és c¢ értékek, hogy

N‘”
q—;" ¢ = ¥

. . " . W,e)s ——2 o = :
X (ch)> 4__77"0) (’-l-;'n AO’ a/( ! 4 ,_fﬁ"o ’B/O

Az 1, részben ldttuk, hogy tetsz8leges w esetén létezik c=c(w),
melyre A(w.c)=Xo. Aldbb bizonyitjuk, hogy 7 (w)= y[w, c (w)]
kdlcsondsen egyértelmii leképezése (O<w<41 =-nek 0 <y < oo -re,
és van egyetlen olyan w, melyre ¢ (W) = yo-

3. Az 1. tétel szerint a kiegészitd feladatban w, c=c(w) és
T=T"[w, c (W] konstansok esetén létezik O Bayes megoldds,
mégpedig a szekvencidlis likelihood hdnyados préba

e Sltn], AT, 3 fig e il Byo et

T ————— -

°" 4-m1"[w,c (w)] 7" [w, ¢ (w)] -7 T
hatédrokkal.
Legyen O a megfeleld megoldds w, c=c(w),  T=T"[w, c (w)]
értékek esetén, azaz a szekvencidlis likelihood hdnyados prdéba
N 2 T [w, c(w)] =T [w, c (w)] .M
L 1- T [w,c(w)] T [w,c (w)] A,
hatarokkal.

\ ) ) 2P 5
Ekkor o, o4, E,(N), E;(N) a J  Bayes féle dontési eljdrds,nig
otgr oy, Eo (N),E{(N) a &' Bayes féle dontési eljdrds
esetén a w,c-t81l csak /\o -on keresztiil fliggenek,
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s nem fiiggnek y -tél. Ha A,fix, a fenti értékek is fix szdmok.
A Bayes féle veszteségek (rizikék) T-T(w,c(w)) ¢és =T [w, € (w)]
esetén \ ' PRESEY) "
?(’ﬁ")=r(ﬁT’,J) ées ¢(T")= +(m",3J).
A 7 és " definicidjédbél (valamint Jo,dy definicidjébél) addédik,
hogy T’(ll ; d’o) = ’P(fﬁ-\' a—-') éB 'T"(qlv”, d/n) =’T'(’"~ )’ d,-
vagy kiirva ezeket a: Usszefiiggéseket

T (4-w) =T oy (4-w) + cEp (N] + (4T )[xqw + c £y (N)]

!

és
w (4-T") = T" [y (41— W) 4 cE (W] + (1-T") [, v + cEq (N)].

A ’IT’/U*W*). nelyett A,y és T /(1-T")  helyett j -értéket irva
és c-t kikiiszobolve ]’és w kozotti osszefliggés

{hoy (1=0%) ~w Doy (4=03) + <} {5 E5 (W) + E7 (N)] =

= = ’fd\“o -f_W[-(l—d"f) *9/0“:)]} {Xo’a’E:(N) + E\1 (’V)}
w-ben linedris és'X>O esetén van 0<w <1 megolddsa. ¢ -ban négyze-
tes kifejezés a konstans tag és a négyzetes tag ellenkezld eldjelilek
0 «w=1 esetén,igy van egy, és csakis egy pozitiv megolddsa, mely
megadja a w és y kozotti kapcsolatot.

A szekvencidlis médszer alaptételének bizonyitédsa

Tekintsiink egy tetsz8leges szekvencidlis likelihood hényados
eljérdst Aos b= iy hatdrokkal és O <7< 1 valdsziniiséggel.
Legyen

T‘= T ; ~M I
AC(I-T) + T BplA=T )+
akkor
T fi= T
A, =

N

1 =T "
és A1=T/é—T>-(4"')/r’ . A 2. tétel alapjén taldlhatdék olyan w,c
értékek, hogy a préba a Bayes féle kiegészit8 feladatra, ghol T~
valésziniiséggel p, & siiriiségfiiggvény, a veszteség wo=1-w,
wy=w; egy megfigyelés c¢ értékil. Legyen oo, o, a hibavaldsziniiség
(E (N), E (N))az dtlagos megfigyeléaszdm. Legyen J ™ tetszbleges eljéd-
rés oy £ %4 (i=1,2) hibavaldsziniiséggel, és E (N)<eoe megfigyelés-
szdmmal.

Mivel a szekvencidlis likelihood eljdrds minimalizdlja =
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Bayes féle rizikdt
T[(1-w)otpt cEp (M) + (4-T)[woy + cE,(N)] £
= TLU-—wa) + cE:(Nﬂ4(lr77DVdff cEf_(N)]7
és igy TE,(N+ (1-TIE(N) £ TES(N)+ (4-T)E{ (N)
minden 0<7<1 -re, ahonnan adédik a bizonyitandé E (W) = Ez(N),
El(N) > E?(N) egyenld8tlenség pér.

3,3, Szekvencidlis becslésekrdl

A szekvencidlis becslés alapgondolata: olyan mintdt keresiink,
mely eldre megadott pontossédgu becslést ad, vagy maximalizéljs a
pontossdgot adott mintadr esetén.

Intervallum becslés esetén az intervallum hosszdval adhatd meg
a pontossdg (adott megbizhatésdgi szinten). Pontbecslés esetén eldre
megadott veszteségfiiggvény lehet a pontosségg.

Stein adta meg normdlis eloszlésu vdltozd vdarhaté értéke meg-
adott hosszusdgu konfidencia intervallum becslését két lépésben,
amikor a szdrds ismeretlen. Vizsgdljuk meg a Stein féle eljdrdst.

Ha a megfigyelésszém n fix a 4 védrhatdé értékre (1-ox ) szintii

konfidencia intervallum a t-eloszlds alapjén

X+ 2E82, (Fa L 3Ky e mhr XK~ X*)

lesz, ahol fo/2. az n=1 szabadsdgfoku eloszlds 1-%/2kvantilise.
A konfidencia intervallum hossza &é;é%ﬁll
gségi védltozé (mely nagy értékeket is Telvehet).
(Dantzig (1940) bizonyitotta, hogy egy minta alapjén ismeretlen 6
esetén nem lehetséges meghatdrozott hosszusdgu konfidencia inter-
vallum szerkesztése X -re.) _
Legyen Xl,...,Xm egy minta (m el8re adott), Xm, g° empirikus
értékekkel., Jelolje n azt a legkisebb (n>m) egészet, melyre

<L c%

n b%

maga is valészinii-

TN

ahol b2 egy m-1 szabadsdgfoku t-eloszldsu vdltczd szdrdsnégyzete,
‘c adott dllandd. Ezutdn kiegészitd mintéz vesziink, mely n-m nagy-
sdgu kell legyen. Az Usszes megfigyelés Xn= %(Xl+...¥Xh) k5zép-

¥ A szekvencidlis becslés problémeksrével foglalkozott F.Anscombe
(Proc.Cambridge Phil.Soc.(1952)48,600-607, J.Roy.Stat.Soc.B.15(1953)

1-29.),Ch. Stein (Ann.Math.Stat.(1945)16,243-258.),J. Linnik
(Pokladii, 1968-72. szdmaiban)
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értékére igazak a kSvetkezd dllitdsok.

1, Allitds: Zn - torzitatlan becslése (. -nek, szdérésa %= c.

X 5~ . =4 ;
A Jn (X A) és L—dT)S%éltozdk fiiggetlenek N(0,1) ill.’XZ_.1 el-

oszldsuak, ezért

In (X -
S

t eloszésu (m-1 szabadsédgfoku)és

Em (X-pd
Mivel n 1is valdsziniiségi vdltozé, nem addédik azonnal, hogy

E(X-p) = O. B
E(X- )= E(LnXize "%): E(ﬂo(é—‘ﬁ)-%(ﬁr» £ (L) -0

-~
Tovdbbd -
o ! VARPRY) % [ X - )7“ % o
B QG- pllElal, e platatl. 5l
Y_ o \Z 2
:%E(ﬂxﬁ@_>:4,_%z.bl:cl_

2, Allitds: Legyen a w konfidencia intervallumédnak hossza 2 £,
akkor c::b&/ﬂim_ vdlasztdssal X © { megbizhatésdga legaldbb 1-,

?{“z—/u,l</(;}=‘p{'j§&_f o< fnt ﬂ{lm(s)?-p»l( be |

ez utébbi valésziniisége 1-+ (mivel %? =to/, ). Tehdt ha az els§
minta elemszdma : lott (tetszlleges), kétlépéses eljdrédssal szerkeszt-
het8 megedott hosszusdgu intervallum becslés.

3.4, A szekvencidlis likelihood prdéba ereje.

Monoton a likelihood hényados, ha tetsz8leges 919-ra 8 Pos Bp
eloszldsok kiilsnboz8ek, és létezik olyan T(x), hogy a siiriiség-
fiiggvények hényadosa pQJJJ/ pp (X T(x)-nek nemcsskken§ fiiggvénye.

Meg lehet mutatni, hogy a hipergeometrikus eloszlds monoton
likelihood hényasdosu. Jellje D a selejtesek szdmdt N-bSl, n legyen
a minta elemszdma és § jelslje a mintdban a selejtesek szdmdt. Akkor

(D a paraméter) e s /(N) P (0 D+4 N-D-nux
n/y

P(§=X>ZPD(">=(2>(h—X pp(x)  N-D Drd-x

ahonnan ldthaté, hogy T(x) = x-ben monton likelihood hényadosu el-
oszlds seregrdl van szd.
Rogzitett megfigyelésszdm esetén a
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Osszetett hipotézisekre létezik egyenletesen legerdsebb préba, ha a
likelihood hényados monoton (14sd pl. Lehmann kdnyve 10l.o0.).
Ha Py egyparaméteres exponencidlis eloszléssereg, azaz

o ()= C(0) exp { @ (8) T(0)} h(x), ahol Q(6) monoton, a likelihood

hényadosrdél konnyii megmutatni a monotonitést.
Ilyen exponencidlis eloszlds pl. a binomidlis eloszléds

(n)px(1 p)* ¥~ valésziniiségekkel, ahol T(x)=x, O=p, Qlp) &qfﬂ/lpﬂ

Egyenletesen legersdsebb prdéba szekvencidlis eljdrds esetén nem
1étezik, Ha B, és b, esetén a likelihood hdnyados préba szekvencidlis
eljdrdsa o, oy hibdkkal optimdlis, attél 9,# 0/ esetén a szekvencid-
lis eljé4rds nem lesz azonos a likelihood hényadoson alapuld szek-
vencidlis eljérdssal Y, mellett, igy nem lesz a legjobb,

Lemma. Legyen Xl, X2, eeey fliggetlen sorozat Pg (x) siliriiséggel.
Legyen pg(x) likelihood hényadosa T(x)-ben monoton. Tetsz8leges,

a likelihood hényadoson alapuld szekvencidlis eljérds U, ellendrzésé-
re 0:(0,<6s) ellenében nemcsskkend ersfiiggvényii.

Bizonyitds. Legyen z;- goq[pe L)/Pg (xb)] h(Tu) ; ahol a fel-
tevés szerint h(T) nemcsokkeno, és 0<6, A bizonyltdsban felhaszné-
lunk két, késbébb bizonyitdsra keriild segédtételt (14sd 36.0.).

Ha 0<0 a 2. segédtétel szerint Felt) = Folt) minden t-re.
Az 1., segédtétel szerint léteznek olyan V vdltozd és f, f* filggvények
(£(v) = £°(v)), hogy £(V), £°(V) eloszldsa FG’ Fp . A szekvencid-
lis eljdrds folytatédik mindaddig, amig [logq A, <) h(ty) < fog Ay
feltétel teljesiil. A hipotézis elvetve, ha a felsS hatdron tulmegy
az Osszeg. A kiszémitéshoz € esetén T, helyett f(Vi), mig
0 esetén T; helyett £’ (V;) helyettesitends.

Mivel 2V € £ (Vi), ha 3 h(£(V;)) > log A,, egyben
¥ n(s’ vy >log A, 1is teljestil. Innen kdvetkezik, hogy
Py (a hipotézis (0) elvetése) = Py (a hipotézis (8’) elvetése),
azaz A(0)ZA(0) , amit bizonyitani akartunk.

Az a kivédnalom tehdt, hogy

B (0)

HKo ha 9 3 90 (90 = 9’)
(=) A (0)

X ha ©6 % Oy , teljesill.

wy N
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A szekvencidlis eljdrds fététele szerint a fenti (x) feltétel-
nek eleget tevs eljdrdsok koziil a szekvencidlis likelihood hédnyados
préba 0= 90 és 0= Ol esetén minimalizédlja a megfigyelésszémot (4t-
lagban).

Az erdfiiggvény és operativ karakterisztika, mely fogalmat
kordbban ismertiink meg, nyilvén kapcsolatban vannak, mégpedig
AO) = 1-Tp (H).

Eg(N) viselkedése érdekel benniinket, mint @ fiiggvénye. A szek-
vencidlis eljdrds (likelihood hényadoson alapuld) optimdlis tulajdon-
sdga miatt a megfigyelésszédm (Ep(N))® =90 és 9=91 esetén minimélis.
Rendszerint Eg(N) a (6,,8,) intervallum belsejében éri el maximu-
mdt. Ez sokszor kisebb a fix n, megfigyelésszédmndl. Azonban nem
igaz, hogy minden esetben Eg(N)é?nO a fix megfigyelésszdm 0,, 91
megkiilonbsztetésére (o),%;) erd esetén).

Pé1lddul binomidlis esetben pp=0.4 p1=0.6 do=ui = 0.005 esetén
no=160 és p=1/2 esetén Ep(N)=l70.

llegoldatlan probléma olyan kritérium keresése, melyre
sgp Eg (N) minimdlis a (%) feltétel mellett.

(ét segédtétel.

1, Segédtétel. Legyenek Fo(x), Fl(x) eloszlésfiiggvények. Az
Fl(x)ééFO(x) egyenldétlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha létez-
nek nemcsokkend for £ fiiggvények és V-valdsziniliségi védltozd,
hogy

a) f5(v)

b) fO(V)
2. Segédtétel. Legyen pg(x) monoton likelihood hényadosu x-ben
(azaz pgy(x)/pg(x) monoton nsvekvs).
I. Ha VY nemcsckkend, akkor Eg¥ O-ben nemcsskkend.

Ha X;, X5,...,X  fiiggetlenek pgo(x) sﬁrﬁséggel,'V;?{xl,...,xn)

és minden védltozdban nemcsokkend, akkor EQW’(xl,...,xn) nem-

cadkkend.

I

£,(v) minden v-re,

[[AN

£,(V) eloszldsai F, és F,.

nn

II.Minden O < 0 esetén az eloszlésokra fenndll az Fg (x)
(minden x-re) egyenldtlenség.

Fo(x)

III.Y pontosan egyszer vé&ltson elSjelet. (Pontosan ¥(x) = 0, ha
x<x, és Y(x) >0, ha X 2Xg).

Akkor 1étezik olyan &, melyre Eg¥(x) £ 0, ha 646 és Ep¥ (x) = O,

ha 9>0,, és kizért, hogy EgV¥(x) pozitiv (vagy negativ) minden

6 -ra.
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1, Bizonyitdsa, Ha 1létezik a kivént tulajdonsdgu £,0 £, és V,
akkor Fy(x)=P{f1(V) < x}s}{1to(v) £xle £, (9.

Megforditva legyen F,(x)< F(x) é8 filykinf {x:FL(x—O)é y £ F‘L(x)}‘ L=01
(Feltételezziik, hogy F(X)J(gé X) , azaz F(x) jobbrél folytonos)

Az £; fliggvények nemcsSkkenSek és F(FW) = X, FiF @) 2 4,

minden x,y-ra.

Ezért y<F(x) -bé1l kovetkezik, hogy -f‘(tj) ‘-‘-‘f‘(F(Ko))E X, és meg-
forditva f(y) = x, 081 F(§ () £ F(x,) és igy y= F(x9
kovetkezik,

Ez az "f'(‘j)g Xo 68 YZ F (o) egyenlitlenségek ekvivalens voltdt jelen-
ti. Legyen V egyenletes eloszlésu vdltozé [0,1] -ben, akkor
PRV ex) = P{VEFR ] = Fe (%),
Abbél, hogy Fl(x) = Fo(x), minden x-re, kdvetkezik
'{‘o(‘j) = 1 ly),
amivel az 1. segédtétel bizonyitdse kész.
Egyszerii példa a sztohasztikusan rendezett sokasdgra az eltolds (el-
mozdulds) paraméterrel megadott eloszlds sereg:
Fo (x) = F(x=0).
Ha f < 9) N
F o P(5 e xd] 2 P{§ex-0) <F -2

2. Bizonyitdsa. I. Legyen 0<€ . A = {x : pg'(x)<p9(x)}
B = {x: pplx)>pg )}

Ha a = st Y(x) és b= igf Y(x) 1igaz,hogy b - a=0, tovdbbé
SWX) [pg~pelotp = b | (pe - Pe)d,w“?j (PgrPo)dp =

B A
- (b-a) | (pg ~pe) dp 2 0

és ez az elsd &llitds n > l-re indukcidval adddik a bizonyitéds.
A X > Xo
IT. Legyen W(">={0 egyébként  akkor IIL. az L. ktvetkezménye.

) bl )
III.E188z6r megmutatjuk, hogy tetszéleges © <9 esetén az

Eg ¥ (x) >0 egyenl8tlenségbll adddik EQ"W(X) >0.

Ha pg (XJ/PQ\ (x,) = oo akkor pe‘(ﬂ) =0 x>Xo-ra(a monotonitéds
miatt) és Eg¥(x)= (0 . Legyen ezért

Pgr(x0)/pglig= C_ =< oo , akkor Y(x)20 az S$=3x:pgi(x) =0

és Pgu(x) > O} halmag.gn, igy

3 Xp
E ¥ 1% g-gw% podp 3 [ CV¥pgrou+ [ C¥pgrdp=CEQY 2 0
g X, —o0 s
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(az  (x,,00)-ben Y20, a(-o , X )=ban ¥ = 0 ).

Legyen Qo=inf{9'E9‘V(X)>O}.

A II, rész szerinti monoton likelihood hényados esetén az el-
os8zlds sztohasztikusan nsvd. A megforditds dltaldban nem igaz,
példa erre az A 1

T 1+ (x-0)%
Cauchy eloszlés, mely nem monoton likelihood hédnyadosu, bdr sztohasz-
tikusan névs eloszléssereg.

Feladatok.

1. Mutassuk meg, hogy a 3.5.-ban definidlt Bayes féle minimdlis vesz-
teség fliggvény (riziké), m%p r(9,3) = r*(§) a 9(x) fiiggvények

konkdv filiggvénye. Azaz, ha ?l(dJ és ?2(x) tetsz8leges eloszld-
sai (sliriiségfiiggvényei) o-nak és 0 <A =1 +tetszlleges, akkor
X?l + (1-1)92 ismét eloszlds (siiriiségfiiggvény) és

[N @+ (4-1) 9,12 A" (8y) + (4-X) +7 (8.

2. Legyen a paraméter tér két elemii 0= {O,l} és a dontések tere
legyen egy intervallum D = [0,1]l, a veszteségfiiggvény R(0,d) =
= EL(0,d) = [9-d|“, ahol oA\ adott egész szdm, Legyen tovdbbd az
apriori eloszlds P(0=0)= 3/4, P(0=1) = 1/4. Mutassuk meg, hogy
oL = 1 esetén az egyetlen Bayes féle megoldds (dontés) a¥ = 0
és ekkor r(9) = 1/4. (Vegyik észre, hogy D=(0,1] esetén
r*(9) = 1/4, de nincs Bayes féle megoldfs.) Ha «>1 az egyetlen
Bayes féle megoldds a* = (1 + BIA‘_l)- . [Utmutatds: r(9,d) =
= 3/4 @+ 3-(1-a)*.1

3. Randomizdlt dontési eljdrds esetén, ha x megfigyelési eredmény
esetén az i-edik dontés (di) valdsziniisége Ai(x) Hal,2, suenl s
ahol A;(x) 20 ;; A (x) =1,

L(6;,d() =2 Aj(x) L(8,a§)

i1

L: (Lﬂ "')Lk)*= (L(gl )CY(K)), 2O L(gk\c;_(’()))*

vektor jellemzi a veszteséget. A aé(x) dontési eljdrds jobb, mint
Ji(x), ha I,;L;; minden 1i=1,...,k értékre és legaldbb egy
i értékre egyenlitlenség &1l fenn. A rizikéfiiggvényt (vektor-
fiiggvényt) l

és az
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(x) R- (-Rh"')’Rk)* : (E91L(91,5(X)), Vi EQkL(gk"y(’(mx

adja meg. th) megengedhets, ha n1ncs néla jobb eljérds (azaz
olyan 5'melyre legaldbb egy i-re i< R. ) He a kezdeti elosz-
ldssal, azaz P(Ony = 91) = 9;, akkor a Bayes féle veszteség

k
(= %) *+(0.9)-2; &R

vagy folytonos eloszléds esetén

+18.9) = [Lg 9(0)d0.

A (%) el8411itdsbdl ldathatd, hogy az Osszes lehetséges R pon-
tot tartalmazé G halmaz az R(dl),..., R(d,) egyszeril dontések-
nek megfeleld m pont konvex burka. Az r(?.J) riziké a ¢ és
R vektorok skaldr sorozata. 5® akkor és csak akkor Bayes féle
megoldds, ha a 3.5(5) sorozatot minimalizédlja. Mutassuk neg,
hogy ha J megengedhets dsntés, ekkor R(éx) akkor és csak akkor
pontja G Bayes féle hatdsdnak, ha létezik olyan € eloszléds,
melyre o° Bayes féle dsntés. (Az X = (xl,...xn) € G pont akkor
tartozik G Bayes féle hatdréhoz, ha nincs olyan Yy = (yl,..,yn)
€ G melyre y;<x;, i=1,2,...k teljesiil.) [ Utmutatéds: részle-
tes leirds taldlhaté M., DeGroot ktnyve (ldsd 7.§.) 8. fejezetében.l

4., Tegyiik fel, hogy
PL§-tloct} - 24, P{f-0l0-1] Y/,
P{f-1]0:0} - 445, P{} 00 - 0} s,

P{o-1}-T P{o-0}-1-T, (0=7 =1)

Az R veszteséget a kovetkezd tdbldzat adja meg:

| de | dy
9-=1 0 '3
6-0 10 0

A § megfigyelés értéke O vagy 1 1lehet. A Bayes féle tétel alap-
Jjén

R(0-4§e4) - T() -~ ls"T o | P(9=il§=0)=%77ﬁ Z/T;(;_:rr) “T(0)

f megfigyelés utdn d; és dg, déntések koziil kell vdlasztani.
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A d, dontés esetén a riziké 10[14F(f)] mig d, esetén SW(E), és
Bayes-i a dontés, ha: T(f) >2/3 esetén d,, T(§)<2/3 esetsn d
(ha T(f) = 2/3 mindkét dontés Bayes-i).
Mutassuk meg, hogy a Bayes-i déntésfiiggvény J*(§) a kovetkezd

0

alaku
(5'*(’1) {O'o ha T'U) <. 2~/?’> ) (\azgz G < M;_)'
" Ydyha T(4) 7 %4, (azaz T > &),
; A
5*(0):10!1 ha %(0)>%3. (azaz T>(—5 )

\dy ha 7 (0) <24, (azaz i)

A Bayes féle dintés tehdt a kivetkezdkben 411: 7<8/17 esetén a §
megfigyelés kimenetelétdl fliggetleniil dg» 8/17< 7 < %% esetén
M0 = dgs §*(1) = dy, végiil 16/19< T esetén a § megfigyelés
kimenetelétdl fiiggetleniil .

Mutassuk meg, hogy a Bayes féle rizikd

T he 0 7 = &4
M) e { L (-w) iy = 7 < 8
ITI 3 ,ha /47’ = -~ 19
1
10 (4-T) Jha o =T £ 1

Tegylik fel, hogy ez eldbbi feladat feltételei teljesililnek, de egy
megfigyelés értéke c. Milyen ¢ értéket érdemes fizetni ?
(Rajzoljuk meg az r (%) és a megfigyelés nélkiili rg(T) fliggvé-
nyeket.)

A 4, feladat feltételei mellett vizsgéljuk a Bayes féle dontést

és a riziké fliggvényt, ha a megfigyelések szdma n. [ Utmutatéds:
EE

m—-ﬁ——i:' +(14—T) L——h——:xi ]

Legyen a paraméter tér 6 ={0,1] a dtntési tér D = {0,1} és az

dtlagos veszteséget adja meg a kdvetkezd8 t4bldzat

| 420,  d=id
9:0 0 QO

9=1 01 O
Legyen 9 apriori eloszldsa T (P(0=0)=T). A O déntési eljérds
esetén a hibds dontés valdsziniisége legyen «(J), ha 6=0 és
3(5), ha 0O=1, A riziké

HED) - agTal9) ¢ e (L3)BU) - ax () b pla).

ﬂr()(4)... xn)‘s

Legyen § feltételes siiriiségfiiggvénye 6=1i esetén (i=0,1) p; (x).
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A Neyman~Pearson iemma alapjan bizonyitsuk be a k&vetkezd #£1litdst:
tetsz8leges a,b pozitiv értékekre a

. d=0 ,ha  afelx) > bfelx)
5'(x)= d=1 ,ha afol(x) < bty (x)
d-0 vagy d=1 az q{b(ﬂ)z b+1(x) esetben,

dsntés a legjobb abban az értelemben, hogy tetsz8leges J -dsntés~

re
ax(d)+ bA(I) € aald)+ ba(J) -

Legyen a paraméter tér {O,i} és a dontési tér is {0,1} = D, A fel-

tételes siirilség legyen normdlis -1,9 (vérhaté érték, szdérdsnégyzet),

mig ®= 1 esetén +1,9. Ha egy megfigyelés dra 1 egység és az &tla-

gos veszteség

|a-0 d-=1
6:-0 0 LY
64 1 0

A megfigyelések szdma n. Mutassuk meg, hogy az optimdlis megfigye-
lésszém n=42, és a minimdlis teljes rizikd 57.4.

Bizonyitsuk be, hogy monoton likelihood hényadosu (T(x)-ben) §
valdazinliségi vdltozé p9(x) siiriiségfliggvénye esetén igazak a ki~
vetkez8 dllitdsok:

a) A Hy:029) és Hy:0>9, alternativ hipotézisek esetén 1é-
tezik egyenletesen legerdsebb prdéba, melyet a C és % konstansok-
kal az aldbbi médon lehet megadni (a kritikus tartomdny indikdtor-
fliggvénye helyett)

4 ha T{x) » €
P(x) - v+ ha T(x) = C >EQOLP(;() = X
0 ha T Lk < €

b) A p@D-EB?(E)eréfuggvény a p(6) < 1 pontokben szigoruan
nsvekvds,



4. A Brown-mozgds folyemat szekvencidlis feladatai.

1. Tekintsilk a w(t) standard Brown-mozgéds folyamatot a t=0 ér-
tékekre. Feltevésiink szerint Ew(t) = 0, Ewo(t) = t &s w(0)=0
(1 valésziniiséggel). Az glf?jmértéktéren legyenek megadva a P és
Py mértékek, melyek a
ow(t), (£=0,6 >0),
illetve az
+t+ 6w(t), (r+40),
folyamatnak felelnek meg. A tovébbiakban feltessaziik, hogy megfigyelhe-
t6 az a f(t) folyamat, amelynek differencidlja
df(t) - +0dt + 6w (t), §(0)0, »#0, 6>0
alaku, és a ( ismeretlen paraméter lehetséges értékei: 0 = 1
(Hl hipotézis), 0= O(HO hipotézis). A feladat az ismeretlen O para-
méter meghatdrozdséban 411 a §(t), (t =z0), egyetlen realizédcidja
alapjén, mégpedig a lehetd "legkevesebb" veszteséggel.
A fenti feladat a Bayes féle megfogalmazdsban a ktvetkez8 alap-

feltevésekbl8l indul ki. Tekintsilk a Pq valdésziniliségi mértékek k-
vetkezd seregét: Pr=TP + (\-T)R, ghol 0= T 41,

A O mennyiséget valdsziniiségi vdltozdénak tekintjiik, melyre
Pr(0=1) =T, P (8:-0)=4-T

A 4 dontés (4 = d(w ,T)) lehetséges értékei 0O és 1.
T=C(,T) jeldljon Markov féle megdllédsi pontot (a Markov megdllési
pontok osztdlya legyen )= {T}) Ha %, =6“{(w,’ﬁ) T f(s), D& 5=t}
akkor jeltlje D.-{d} az ¥ - mérhetd d=d(w,T) dbntések fiiggvény-
osztdlydt.

A J:=-(T d) TeEM, de D pdrt dontési fiiggvénynek, vagy
dontési eljdrdsnak (szabdly) neveszziik. A={J} a dontési eljdrdsok
osztédlya.

- A fenti feladatban T jelenti a E{t) folyamat megfigyelése
megszakitdsénak idSpontjdt s d = d(w,m) megmutatja (a T és
(8), 0=g=t alapjdn), hogy a H, vegy H, hipotézist kell-e
elfogadni. Ha d=1 a Hl hipotézist, ellenkezd esetben a Ho hipo-
tézist kell végsd dontésként elfogadni.
Jelslje
X (M8)-Pfw:d@m =0}, ATd):B{w: dwT)=1}

az elsd illetve mdsodfaju hibavalésziniliséget a 0 dontési eljdrds

esetén.
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Az dtlagos veszteséget a kivetkezdképpen mérjiik:

(T3 )=T[cE,T+aPy(w:d(wT)=0)+ (47 NcEqT + bPy(w : o (w,T) = 1)],

ahol a,b,c adott nemnegativ értékek.
A J07:(t"d")e A dontési eljdrds T-Bayes féle, ha

T, I K) = in T I).
Q (T 5th e ("o,

S* dvntési eljdrds Bayes féle, ha o minden T-re (0=T=1) T-

Bayes féle.

A két hipotézis megkiilsnbdztetésére vonatkozé feladat - a
Bayes féle megfogalmazésban - a T-Bayes féle és a Bayes féle dontési
eljérde megkeresésében dll.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a Brown-mozgésra vonatkozd
hipotézis vizegdlati feladat bizonyos Markov folyamat optimélis meg-
£11itdsdra vezethetd vissza. Legyen

Telom- B0 4 [FYy 6 [0 f@), =t} 5F .
Ismeretes tovabba, hogy
U{t (&)) (Tt)((.o) exp L’% (g(t‘w) = “‘;:‘ )} , \(P'TF m.m)-

J

Ha T= 1, akkor ?, [nt. (w,1) =1} =1,

2 (ple-1, 7f
T (w)-P(0(w)- 1 I’ff): r( f ) . AP
P4 PW(CP‘t) d P
=T A Po = W L?t_( 0.))

Ti %—:—1—(4—1: )4 4 i ﬂ{’t( w)
Vegyilk észre, hogy (. definicidja alapjén

t+s (w) - P (@) exp ié%‘ [9 (@) s +6.(w t+s) - W(t))—% 3]}

és §
'P,r_{g(w).s+6"(w(t+s‘w)—w(t‘co))cx I ’1}=

= T (6 T) By &w(tr:)—w(:) = Lg‘vi} + (-1 ) By {\Q/(t+s)fw(:)é—_k}‘
Innen 14tszik, hogy a {ﬂ}(&mqr% ?f ,'Rr} és [Qt,?f ,PT}
rendszerek minden %U-re Markov folyamatot alkotnak.

A hipotézisvizsgdlatra vonatkozé Bayes féle feladat megoldhaté
Brown-mozgds folyamat esetén. Ezt mutatja az aldbbi tétel, melynek
bizonyitdsdra nem tériink ki (megtaldlhaté pl. A.N.Sirjajev:

"Statiszticeseszkij poszledovatyelniij analiz" c. konyvében, 172.0.)
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Tétel. A Hp: b=1 ¢és H 0= 0 egyszerii hipotézisek megkiilon-
boztetésére, a {f(t), t = OJ megfigyelések alapjdn, létezik Bayes féle
dontési eljdrds, legyen ez &% (T*(w, ™), d*(w.'"\)); amelyet a
kvetkezl megdllédsi szabdllyal lehet megadni:

T*(w,T) = in-f—{t 20 Ty (,T) & (A*.B*)})

’i ha I’t’“ ( ) ) B
(9N ] =
d ( ' ) {

ha T« (W, 7T) £ A¥

Az A*, B¥ 4rtékeket egyértelmiien meg lehet kapni a kdvetkezd
egyenletrendszerbdl

bea - c{V(A) -V (Y],

b (1% = aA*s (B%- A%)(a-CW(AY)) + C (W (B)- 1 (A%),

ahol - (*L )_1
C=cler)

(T) (4—”)4"'77

w( N = R A

] II

A riziké B
q(7), ha TE(A*, B¥)
Q(T):
g(A%)+ (T-A%)(a - CY (M) + C(H (T) ~H (a*) Te (A* B*).
(g(T)= min (aT, b(i-T)) és a,b,c az &tlagos veszteségfiiggvény definicid-
jéban szerepld dllanddk).

2. A hipotézisvizsgdlat u.n. varidcids feladatdban a O mennyiség-
r81 nem tételezziik fel, hogy valésziniliségi vdltozd.

Az (Q %) mérhetd téren legyenek megadva a P, és Py mérté-
kek, wS- {"} jelslje a Markov megdllédsi pontok halmazét, TL()=t
€ 'ﬁg. Jelslje tovébbd b {d} az ’ch mérhet8§ 4 dontések
teszességét (A = 0 vagy 1). Az ET<eo &g E/T <o feltételnek
eleget tevs 0:=(C.d) dontési szabdlyok osztdlya legyen A§ iy (o, 3D,
ha az els8 és mdsodfaju hiba

RTINS W Y RPTRR PY

ahol az 4,3 nemnegativ szémok)kielégitik a 0<d+p<4 feltételt.

A varidciés feladat Wald féle megfogalmazésa a k6vetkez6képgen
s8z61l. Legyenek megadva az &, (3 nemnegativ szémok, «a+B3 <41 , Olyan O
dontési szabdlyt keresiink a A (okl{b) osztdlyban, amelyre egyszerre
teljesiilnek a
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E,T = EoT, EiT =l

feltételek, minden J-(Td)e 8 (o, ) dsntési szabdlyra. A hipohézis~
vizesgélat fenti varidcids feladatdt a Brown-mozgés folyamat kozépér-—
tékére vonatkozdan meg lehet oldani. Ezt a megolddst mutatjuk be az
aldbbiakban.

Legyen az {Q,T,?] valésziniliségi téren megadva a w(t) standard
Brown-mozgés folyamat. Feltessziik, hogy csak a f(t) folyamat fi-
gyelhet8 meg t=0 esetén, ashol P

df (£)=+0dt + 6dw(t), §(0)=0, {0, 6>0.
A O ismeretlen paraméter lehetséges értékei O (Ho hipotézis),
illetve 1 (Hl hipotézis). 'F3=6{w: FL9), 124} és P, a 0=1 érték
esetén a {(t) 4ltal generdlt mérték (i=0,1).
Igaz a kovetkezd Allitds.

Tétel. Legyen ot+p <4 . Ekkor létezik a Ag(o(.ﬁ) osztdly egy olyan

- (T, d) dontési eljdrédsa hogy tetsz8leges més
(@) szintl dontési eljérédsra
Ei% = Eift') ED:C = Eo't 5

Az optimdlis dontési eljdrds a kdvetkezd megdlldsi szabély alepjén

miikddik e RS
T (0) :inF{t =0 A& (A.B)},
B,
El

(;((A_)):i ) X,CE
0 , Ag¢ ¢
ahol
=dn Y, (w) =L (co)-lt} A, (@) =0
At@g' Pe pers ft 2, ) 0 )
Xz»b1f?5 ) E==L"4—5& )
EyE () s <) g7 () - 2B,
és
) ) . X . ... B
LO(XM)»('{-A)XA v 4= A In =5 \ Q 2 62

A tétel bizonyitdsdt tobb lépésben végezziik., A szilkséges segédeszki-~
z0k Ynmagukban is érdekesek, igy legtobbjilk bizonyitédsdt is kozoljiik.

Legyen
oexr g (@8 M@= (@)

T ntle =0 0@ E (A.B),

e 2 B OE D 60RO, +B)
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1. Lemma. Minden A= x< B-re

AlePx-1) Pl e ==

)
&b . &P

& (%)=
~ &

Bizonyitds. Ismert (Diinkin® 13,16 tétel), hogy
() + K(K)=0, A =x =8, «(A)=1, x(B)=0.

Hasonldan
(B) =1, A<=x<B,
és A(B) -1, (5(A)=O-
2. Lemma. Legyen nm, (x) (w), A<= x = B. Akkor
IR it )(B —A
(X)_—i B_ oA ) *A“‘}

mol) - (B (31 _ g, ]

Bizonyitéds. Dleg megjevyeznl (1. Diinkin), hogy mi(x) kielégiti a

{—i !
i (0 + 1) *6.,, i (%) = =
egyenletet m(A) = m(B) = feltétellel,

3. Lemma. Legyen w(t) a standard Brown-mozgds folyamat, ?t-re
nézve mérhet§, Minden T =T (w) Markov pontra, amelyre ET < oo
igaz a Wald féle azonosség:

Ewl() - 0, Ew*(T) - ET.
{1 ha t @« Ty

- 0 ha t &2 C -
Mivel 1 valészinliséggel f ’:C ) dt = T (w) = oo,
0

\

Bizonyitags. Legyen x( > )

oo o0
értelmezett a S X 2w (t) integrdl és w(Tw)- J X (T2t) dw ().
) 0

Mivel , @ [4—F (L)
5 E,x(’%agdt = J Pé’t'at)dt = ET = o0,

a sztghasztikus integrdlok tulajdonségai miatt
EwlT) = ij (T 29 dw (£) =w
Ewk(t) = E[Jx(c ae)dw(t)]l = f Ex* (C=t)dt =££,
0

ani az dllitds bizonyitdsa.

%
Diinkin, E. B.: Markovszkije processzii (1963, Moszkva).
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Megjegyzések.

1. Az ET<=o feltétel sziikséges az dllitdshoz. Legyen ugyanis
C:mﬂlt 20:wi(t) = '1}- Kimutathaté az 1., 2. lemmdk alapjén,hogy
ET-00, P(T<00)-1, ghonnan

1=Ew(t)* #ET = 00 .

2. Legyen ’C=in£{t30:|W(t)|=A}7 ahol A<w, Akkor FET:AY Ugyanis, ha
Ty = min(T,N) akkor a 3. lemma szerint Ew(Ty)* = ETy, shonnan

ETy € K- és igy ET - f,"’_’,"ooEtN = N =oo.
A 3. lemma ujbéli alkalmazdsédval Ew(T)*-ET. Mivel 2(T=o)-1
ezért FET - Ew?(0) = A~
3. Legyen T-=inf {t30:|w(_t)|=am}, ghol 0 £ bcoo, 0%£a<1.
Akkor Ee. a2k
1 —a%
Bizonyitds. Legyen Ty =min(T,V) (w egﬁész), akkor ETy—— —
= Ewty) = E(Ty + b), azaz E’Cuﬁ%jb% és igy
; T, = q2*b <
EIC:NE—‘—;nanLM = ek oe .

Az iterdlt logaritmus tételbdl adédik, hogy P(T =< ) = 1, Ezért
ET - Ewi)= (wh(®)dP =a* [[Crb]dP- a*[ET + b,
(T<oo) (T < 0)
ahonnan addédik az &llitéds.

4. Lemma. Legyen w(t) a standard Brown-mozgds folyamat. Legyen
T -Markov pont F -re nézve, mégpedig P {T% N}=1,N<oo; akkor tetszlle-
ges —w <A< {rtékre

Eex\o{lw(ﬂ:)— %C}:i.

Bizonyitds. Az
2
e = exp (w0 - o) |
folyamat {m_\'ﬁ\P} martingdl és En, = 1. Ismert martingdl tulasjdon-
sdgokbél adddik, hogy (Doob™: VII.fejezet, II.7.tétel)

E = fu E o 3 < oo -
Me gtfm e
Nyilvénvaldé tovdbbd, hogy
L‘,,,j,,ltd? =07 mivel P{fC«:’ N}:(I_) N < oo .
Alkalmazva az E xr = E x, teljesiilésének feltételét (Sirjajev

idézett konyve, 42.0.), mely szerint elegendd, hogy

%
Doob, J. L.: Stochastic processes (1953, Wiley).
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EerU‘ = oo,
fg"-"wLitdp -0 .

A lemma dllitédsa nem mAs, mint a fundamentélis azonossdg a szekvenci-
4lis analizisben.

A tétel akkor is igaz marad - bizonyos esetekben ~, ha T nem
korldtos megdllédsi pont. Példdul
s ln-f—& >O:]w(t)!=OV?1—b} 0=2b <0p., O =

< \ a = 4.
Az alaptétel bizonyitédsa

El8szdr megmutathatd, hogy tetszdleges cf={LQo)<dﬂqﬁ szabdlyra

EN> ('JC@’ X ) . E1 & w(d‘ (—5)

o~ ~ ¢ B ¢ '

0-0(w) nem megfigyelhets. Megfigyelés alatt a f(t) = ro(o)t+s.w(t) 411,
A ¢t definicidja és a Wald féle azonossdg alap]én

4P 9 sl il T ’
Ey In 9pdw) = Ertn 2o - B {57 §© 71T - B g wiel -
__LL ma

7_,6"1 t,t = ?EL,C

Masrészt

Ey n G ()=~ Eytn G20 = {4 2o a2y — | o AR o,
e W) =1} {w:d () =0}
a2y ()] d(w) = 1) — Py (d(w) = 0) (xn dPe P, (w]d()-0) *

= -, (d(w)- L>Lnj—°ﬂ>ﬂ—o\?1(w‘d(w) )-Pi (o @)= o)/mj-dlodm(w\d 0)
(a Jensen egyenldtlenség szerint

=7, {dtw= 4] gbn °‘?°

ha 7 = 0, akkor -n Em > E tnm ),
folytatva az egyenldtlenséget
1 dPo - d’po P
=P (d-1) 4n [?Ad ) S oy dp‘] Talet = O)Ln[ ?,(c=0) 5 ap 2 ']
(w:d=1) {w:d=0}
SN ACENS H N 0) 4n Yo (d=0)

Py (o = 1) Py (d=0)

2_(_4_@1,”__@_-0(1”%&-_(4-0«)%4 & RICHY)

Hesonldéan bizonyithaté az E,T -ra vonatkozd egyenlStlenség. Legyen
(T;d)=8& a tételben meghatdrozott dontési szabdly (azaz
w0 L 2=

R { 0 At = )

P, (G- 0)-(0) - &;Lg ok

> 9!

(az 1. lemma alapjén)
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: o
-PO(d= {) /3(0)= eB'eK =3
A 2.lemma alapjén _ _ ~( £ B )
. At -~ . ~ . B p
Ei’t=%&(e =2 )Zgb_ __2+A} =% Be ;'B-e—):ave Ale 1=Tm<°\|@
és ~ s T gl ~
(B_¢)(i’;—&)\~ :_,1__ B(e -Q-}A(L—reB) . a
Et%i%—f 15} B _ eA At L

A most bebizonyitott tétel alapjén a szekvencidlis likelihood
hdnyados prdébén alapulé eljdrédst Osszehasonlithatjuk a klasszikus
hipotézise vizsgdlati eredményekkel, ahol ugyancsak feltessziik, hogy
teljesiilnek a

Plde=0) e, P (de=1)2 §f3.
feltételek. A Neyman-Pearson lemma alapjén a dontési szabdly

! Ap (4, @)(@) = h (%, 5)
At (2,0 = { 0 A (e, B)(w) ¢ h(x, @),
alaku, shol
2 z 2
‘t(d,ﬂ,):w) h(o(l/],);_CJL_TS“__
A cy egylitthaté meghatdrozdsa a kdvetkezbképpen toriénik:
P f =
_ge%/d,(:,J) ( caqad).
Ugyanis 4
Blde=)=H(Ae = h) = R {% [Et - lz,tl =
=.P{'%W(t)2h+ +2 t}:?{ﬂg eL"_?_E_} ,4)

16% E £ 1+ e
és T 6
B (dy=0) = 1~ (—E_i—— - A
Innen addédik, hogy
c/j;’:“f‘?t :“?t = |
ol [T— ‘F T
Igy o+ [(3<1 esetén
+ (x, B) (ey +0p)
Es'T el 6)
Ha «, 0= 003 (% 8) (eq +cpd
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Ha -3 Ajvazjan bizonyitotta a kdvetkezd hatdrérték “sszefiiggé-
seket: )
A EoT; = L«m E(E -
ayn t(£R) Ly (X )

Feladatok

1. Jelentse standard Brown-mozgéds folyamat esetén Ta az a szint
els8 elérésének idépontjdt. Léssuk be a kivetkez8 Esszefiiggéseket

?{'Cagtlw(o):x} ?{ ‘tfw(o)- x—q})

PLTy-Tr=t|w(n = } _P{""j x =t|[wl(0)= 0} (4y2x=o0
P tafqg’tlw(tl):o}_?{u1§t|w 0) = 0} , (a=>0).
Igaz tovédbbd, hogy
Y {t‘% ¥ g e 2 )
=t = —— | g s ds 0= € % o).
?{ [w( (0) = O} TS ) e )
2. Mutassuk meg, hogy a>0 esetén o
> (0)=0  2& dy.
?{oriiitww a|w(0)-0} - V__z’rt C{e 2& dy

3. Igazak a kovetkezd Gsszefliggések, melyeknek bizonyitédsa megtaldl-
haté Gihman-Szkorohod: "Bevezetés a sztohasztikus folyasmatok el-
méletébe" c., konyvében,

f o {max w(®) 2a, w(t) e [e d]}

BRSEE: o bl 1; max (2a-ca) _:G
1 ( . 2% 1 E g
= = e X + F X
2% tmax(clq) LTt max (la—d,a)

és ha 270 tovébbd [c,dl=[-a,el, akkor
T{3§?<t’§(0 <<a§(g)esgiizll

24+
dx

4, T.W.Anderson vizsgélta’i a kvetkez8 hatdrokbél valé els8 kilépés
feladatdt. A (t,x) sikon legyenek megadva a
x (&) =g +Iut, xy(t) =9y + 9ot
egyenesek, ahol 7,>0, 72<0, mindaddig, amig xl(t)E:xz(t),
w(0) = 0. Legyen Ti-Ti(®) g fels8 hatdron valé elsd kilépés
idépontja, T.=T.(w) az alsd hatdron vald elsS kilépés idSpontja.

Igaz a kdvetkezd ©sszefiiggés

Ple, = min(T)} = 4- §( 915 LA )+

¥ A modification of the sequential probability ratio test to reduce
the sample size., Annals Math. Stat.,31,(1960) 165-198.
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[ =g

'"E {e—z[k:f«— (k-0)g210kdy - (+-1)d, 1 § (d]t+z(k-4)'rg_‘ 2(k—4)7’4> .
=14

t

1[99 +7202) ~ k(09102 Kk (ke 99291] 0 5v L aiy, (k-1 g,

. 6(FEr i )
) ) W AT

g [(k-Dg,~kqa1l[(k-1) I7 - <3, ] [1_ § (Srt=2karlh0 g, )]

—e e

_[k2 (7401 + 7292) - (k=Dkgadi—k (ks g, 2

Iat + (2k+0)y,~2kqs ]
+ e . [4—~¢( : T ) E)

. .
ahol ¢U)=E}'Sv€ t a standard normdlis eloszlés.

5. Legyen Ta a O=s=t intervallumban a w(s) = a egyenlet meg-
olddsai kozill a legnagyobb (az a szint utolsé elérése).

Igaz a kovetkezd d1llitds
P{ngslw(o)zq}:%.arcsinri_ : (Ofsft).

Hasonlé (de més bizonyitdssal) tsszefiiggés igaz a w(0) =0
esetén 8- [0,t] intervallumban a O szint feletti tartdzkoddsi
idére. Ha T jelsli azt az idStartamot, amig w(u)=0 (0=u=t),
akkor

'P{,Cfslw(o)=0}:-%arcs;hvr:g) (Ofot>.

6. Allitsuk el a Brown-mozgds folyamat kozelitését a kovetkezd két
médon:

a) Legyenek fmn’ m=0..., n-1 azonos eloszldsu fiiggetlen vald-
szinliségi vdltozdk
€00 £ £ ok (neh ),
Tekintslik a
§h(t)-L £ & (RE=K)E

m:O
folytonos folyematot, ahol k=Itl az nt egész része
- 1 .
(ha 0= t=% definicid szerint fn(t) =nt § ). 4 §,(8)
folyamat Altal generdlt Py mérték a folytonos fiiggvények
terén gyengén tart a Wiener mértékhez.

Ab L =
) Legyen w0 zk}_o b T 08)

ahol §k filiggetlen Gauss sorozat
£ 500 B ppmeare (2000

'i 2 k+MN]E

ql(t)= sin %}(1k4.4)t],

A w(t) folyamat Brown-mozgds.
Készitsiink mindkét elfdllitasra FORTRAN programot.
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5. A meghibdsodds gyors felismerése (a "riasztds" feladatgll)

A hipotézisvizagdlat feladatéban a §1, fz,... valéesziniiségi
vdltozdk egy és ugyanazon (bdr ismeretlen) valdsziniiségeloszldssal
rendelkeznek. A gyakorlatban gyakran taldlkozunk a kovetkezd tipusu
feladattal. A megfigyelt valdsziniiségi v4ltozdk valdsziniiségl jellem~
z8i egy véletlen 6= 0() id8pillanatban megvdltoznak (a "meghibdso-
dé4s" iddpontja). Az aldbbiakban néhény feladat megfogalmazdst mutatunk
be, és vdzoljuk azokat a lehet8ségeket, melyek segitségével a meg-
olddsok is nyerhetdk.

E18bb az iddben diszkrét eset megfogalmazdsdt tekintsiik.

Legyen (2%) mérhetd tér és Pp, 0=7T=1 valésziniiségi mértékek egy
serege ezen a téren. A valdsziniliségi téren legyenek értelmezve
1, a ©0-0(w) nemnegativ egészértékil valdsziniiségi vdltozé és
2. a §,f,,»valésziniiségi vdltozé sorozat.
Feltessziik, hogy minden 0<% = 1 értékre

o |
B-(6:0)-F, P(6=n[0=0)=(1-p)" 'p

ahol O<pe<l ismert és fiiggetlen T-t81.
Feltessziik tovdbbd, hogy ha 0 = O akkor a &,ﬁﬁ“.véltozék filg—~
getlenek, azonos eloszldsuak, siiriiségfiiggvénylik pl(x). Ha 0= 1i,

akkor a {,§.,., &_Mgi)nﬂ_ vdltozdk tovébbra is fiiggetlenek Gsszes-
ségiikben, mégpedig fh“w fi-1 azonos eloszlédsuak po(x) sliriiségfiigg-
vénnyel, €, fiv4, - ugyancsak azonos eloszldsuak pl(x) sliriség-

filggvénnyel. A © geometria eloszldsdra vonatkozé feltételt az egy-
szeriiség kedvéért vezettiik be. A szdban megfogalmazott feltevések a
kovetkezdt jelentik., Tetsz8leges n >1 esetén

—Prr(xly"'\ Xh) = P’F(§1 = )('1...' En = Xn)
valdsziniiségek  olyanok, hogy

n-1 _
Py xn) = TRa(xay oy Xn)+(4~’f).zo p(A—1)" By (x1y 1 xi) Ba (i1 2 %n) +
+ (4=T)(4-p)" Py (*4y--1 Xn)-
és
—Pk(xﬂ)"') xh) = ?k(xd)"'?k("n) (k:0,1).
Az dltaldnossdg megszoritédsa nélkiil feltehets, hogy léteznek a

1) Az orosznyelvii irodalomban a feladatot "razladka", az angolnyelvil
irodalomban "disorder" cimen szoktdk idézni.
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pk(x) (k = 0,1) siiriiségfiiggvények.
A1taldnosan megfogalmazzuk a riasztdsi feladatot. Legyen
£,(@)= 0, ;nfg[(w,w)zr, §0(@), f1(w), -y fn(w)}, n=0, 77 (T}
a Markov megdlldsi pontok halmaza{}h} ~-re nézve.,
Minden = O-nak megfelel egy "hibds riasztdsi" valdsziniiség
B (T=0) és "4tlagos késés" [, (Colt=0), a T=0 feltétel mellett.
Természetes kivdnsdg olyan megdlldsi pont keresése, amelyre mind a

valésziniiség, mind az &tlagos késés kicsi lesz.

A " riasztdési" feladat minéségellendrzési vagy folyamatszabd—
lyozéei és termelésellenlrzési jelentdsége kozvetleniil 14thatd. Az
alédbbiakban egy, a2 szamitégépek operdcids rendszere szempontjdbdl
fontos feladatot kivédnunk bemutatni.

Jelslje §,,§,,... a Tys 279-Ty,..... idintervallumban
(ahol T, egy fix konstans, amely a multiprogramozdsu szdmitégép
kvantum idejénél nagyobb) fellépS I/0 megszakitdsok szdmdt (azaz a
kiils8 memdridkhoz, periféridkhoz vald forduldsok szdmdt). A multi-
programozésu gépekben igen nagy jelentdségli a prioritdsok adédsa. A
feladat annak megdllapitdsa, hogy szlikeég van-—e a prioritdsi rendszer
megvéltoztatdsdra mivel a {; vdltozbk eloszldsa vdltozott. A fi érté-
kek regisztrédldsa a gépben folyamatosan tSrténik és az eloszlds vdlto-
zdsa ugyanazon a programon beliil is torténhet. Hasonld tipusu feladat
a lapoldsi hibdk szdmdnak eloszldsdban torténd vdltozds, valamint a
Denning dltal bevezetett munka mezdk nagysdgdban tdrténd vdltozds
gyors jelzése is. Ezeknek a feladatoknak a részletes leirdsdra egy
kiilosn fejezetben kivanunk kitérni, egy mds tipusu probléma megfogal-
mazésa kapcsdn (ldsd 7.8.).

Varidcids feladét. Legyen T fix, 0=T=1, és @ (xT)=a" azon
megdllési pontok Ssszessége (Markov pontok) T =T (wT) , melyekre
(1) Pr(T=0)= &,

shol of megadott konstans, 0= =1, A T -T(oT)E o (¢, T)  meg-
éd114st optimdlisnek nevezziik, ha

(2) Ep(E-0|T=0)=[p(v-elT=0)

minden T € (& ,7) megédlldsra. Tehdt adott hibds "riesztdsi"
valésziniigég mellett az dtlagos késést kivdnjuk minimalizdlni.
Késbbb feltételt adunk az optimdlis megdllda 1létezésére.

Bayes féle feladat. Legyen

Q ./ﬂl'f:) # Prn—(’tc 9) + CE,IF(’C‘_G[ =20 PT ('Ca 9.)
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ghol ¢ >0, ¢(m)=inf 9 T).
TED

A T" T -Bayes féle megoldds, ha adott T -re
(3) (T T*) = ¢ ().
Ha (3) minden 0= T = l-re igaz, 7' Bayes féle megoldés.
Igaz a kovetkez§ 4dllitds.
1, Tétel. Legyen ¢>0, p=0 ¢és
T; (0, 7) = Py {0(w) = n [Fn}, 21,
(5 (w,T)- T), a meghibdsodds aposteriori valdsziniisége.
# T¥w T) = inf {n >0 : Th (w0, T) 2 A*}:

ahol A¥ konstans, Bayes féle megoldds.

2. Tétel. Legyen 0O=o=4 0=T=1, p>0 és @) (&, T) azon
T Markov pontok Osszessége, melyre 3T(T‘19)5 & o Akkor, ha minden
T -re oty (T folytonos A-ban,

(ahol ’CA(Q)J) =in-f—{n =0 : T, (w,T) EA}

akkor a

megdlldsi szabdly (ahol A= A?(qx) a c¢ veszteség esetén a Bayes
féle feladatban szerepld A®, C®(4*) az a minimdlis ¢, melyre
A¥(c) = A%) optimédlis abban az értelemben, hogy minden T € %) (x ;T )-re

[, (E-0|T 20)=[p(c-0|T>0).

Adott o esetén megtaldlni a pontos - A¥(9x) értéket nehéz, de
K = 1 - igaz.

A fenti 411itédsok megfogalmazédsa és a "riasztds" feladatdnak
megolddsa Kolmogorovtdl és Sirjajevtsl szdrmazik. A problémaksr iro-
dalma és a bizonyitdsok megtaldlhatd Sirjajev idézett k6nyvébenl).

A "riasztds" feladatédnak olyan megolddsa, amely az &tlagos riasztédsi
idé minimalizdlédsa helyett adott (fix)Tidé alatt 1 valdsziniiséggel
irja el8 a riasztdst (a gyakorlatban ez a megfogalmazéds sokszor
sziikségszeril) matematikailag nem megoldott. Az ilyenirdnyu eréfeszi-

1)pov4bbi irodalom: R. Lipcer-A. Sirjajev, Sztatisztika ezlucsajniih
processzov (Moszkva, 1974.).
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tések gyakorlatilag jé1 miik6dé algoritmikus eljérdsok - és az ellendr-

zé8 t5bb komponensre kiterjedS megszervezésére vonatkoznak.

Az 1. Tétel bizonyitédsa. A Bayes formula alapjédn Py, majdnem
mindeniitt

7 . Inpy (fne )+ (=Tn)p P4 (§net)
(4) Tnyylo)T) Tn Py(Fne )+ (=T)ppy (Fned)+ (1-TFn)(+Ppo(frre)

ahol
Tp - ']Tn(co,'ﬂ') \ §n4 y th ! AU E

Megmutathaté, hogy iT.n ((o,’JT)I';F'n,])T} e ——
Minden 0 = T = 1l-re, T € %?% -re

(Tlt)=P1r(t‘9)* C-E',T (’C-G/’CTB) Pr(T=9)-

¢s) ¢

= £, (-T2) + c By max (T-9,0)
Az utdébbi tagot prébdljuk mdsként meghatérozni. n=>0 esetén
E,”_[max (n-0,0)F,1- }D_ ?,r(e kl% >_P (0=k|Fy) -
_,\_[Pre k|Fn) - Pr(e kR + Z?T

-0
6=k
k-O

L[PTQ k%) - Pr(0= k]'}'k)]:r g

Legyen

k|%)

Y (w,T)- i [Py (6= k|Fn)-Pyr(o=KkI[F)] =

JK
“‘O

T [P (6 > k) Py (8> K[

#1

=O

A {‘f’n,Tn.?gr} = martingdl (n>0, 0 = 7 = 1), Ugyanis nyilvén-
valdan [ |V, | < oo és

‘i [Py (9 = k|Fniy) — Py (0= k[F)]
k-0

x

. ahonnan

E(Wm-{ f?n) N Wn
Mivel

ahol (p >0 miatt)

ETZ P (6> k [F0)- i?,_(om) f 0 =
g k=0

ET‘;Z_;O"P,”_(9>1([T|<): ETQ < oo

P (65K [Fy),

l\/le

=0

x~

és
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= H2 -
a T(wT) € megdlléasra
(6) Lim ( |%1Qu'ﬁjl aP =0,
n — oo (tﬂ"!)

Nyilvédnvaldé tovébbd, hogy
(n %o <w, T e,
A (6) és (T7) feltételek alapjén tetszSleges T £ 27 —-re

ET%(&).W%ET%@‘W):O, 0T =1,

Ezért, ha T &€ N
?@ﬁf):?TCC¢9)+CE%(C'Q,C=-9>PT(T39>=

T-1
-_E% {(4,11,\)+ CZT 4= i c(w,?”)}:ET [(4~7T,C)+CZW1]
k=0

s

es
T-1
T) = in g ~TE)+ ¢ Tt -
@® g0 =int Er{l-Toee) 7]

{T;\7k»?r} sorozat szubmartingdls [, [T, |Fn] 27n . (Nyilvén
Er{Ple=rnet|Fn)|Fn} = P(0 = ntt|Fn) 2P (0 =n|Fp) = Th)
A "martingdl" konvergencia tétel értelmében 1 valdsziniiséggel

Gim Ty, létezik. Tovébbéd
Lim Ty £ 4 &g  tim [Th=1 .
LE 2

n 900

A Fatou lemma alapjén

1= ‘UMETn = E’um Tn
és igy tetszdleges T-re

bim Tp =1,
shonnan A
Lim D Ty =0 (Pgmim) .

n—>oo k=0

,~_\ ] L e
Ismét mindent az Q'-Q x[04], F:-FxBL0], T (@) - Tn(,T)
—)
kiterjesztett téren vizsgdlva egy ! Markov folyamatot kapunk.
) legyen az {"F’} -re nezve Markov pontok bsszesgége.

(9) ?('f‘) lr'\-f- E {(4 )f—CZ_ )/kj-'nf' E"{(4 Jlf)*’ciﬂ}‘ ¥

M” legyen az olyan T e pontok Usszessége, amelyre minden
n-re {w T <n} ed ehol F, = 67 {0 %5, -, Tn)

Altalénos tételekbdl adddik, hogy (Sirjejev, II.fej.,7.3.%)

-1 ; T-1
(10) S’(T);:Z’iﬁ Ex{(1-50)+ Ckg) T } ;fzfrm,,r Ex {(4~J't)+ck§) "k}
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Tehdt a Bayes féle feladat visszavezethetl3 egy Markov folyamat opti-
mélis megdllitdsdra (ehhez Sirjajev II.fej. 8.§-a haszndlhatd).
Legyen RT azon T éfn’; Markov pontok “sszessége, melyre

ETZ 1k<oa‘ 0 =T = 1.

Akkor (Sir;jajev II.fej.3.8.) .,
g . 2 ) = N o
0 () _1;'2{1—1'”” E'Jr {( 1— T ) + c‘éo Jlk}’
azaz elegendd csak erre az osztdlyra szoritkozni.

Legyen g(T) =1 -7 és
R, a(T) = min{g(m), cT + Tq (7],

ahol, Tg(m) = [y &(7).
Tovébbé

(5] = dim QY g(3) -
N > oo

Meg lehet mutatni, hogy =-v(7) a =-g(%) legkisebb (1l,c) eksz~-
cessziv majordnsa (Sirjajev II.4.§. és II.8.§.). Specidlisan

—

- v(_'F) > - e T —Tv(T), 0 =T =41,

és minden n-re

(1Y) -—V(’R’)E—Ej’r_{v(?l—n)+cr§—ﬁk}.

Innen (hosszabb szémoléssal) beldthatd, hogy minden korldtos
Markov-pontra (T, P;(T=N) = 1, N <o)

(12) =g () = = E)’F {V(T«?) + Ckz ﬁ} '
=0

Innen adédik, hogy ha TeR”  és Ty = min(u N), N-eo,
-v(T) = J [ () + CZ_ :k]ol?.,r J vy ch 7, ] APy -

(’CLN) k=0 ¢_, f{t=n}

De |v(m)|= és E;Tk-ow—" = oo ha TeR", ezért N > esetén

S , (”N)"’CZT’O'PT—— cz T dPy +Pg(C2N) > 0.
(t>2N) (T >N) k=0
Tehdt -v(T) a legkisebb reguldris (1,c) ekszcessziv majorédnsa

-g(M)-nek. (Sirjajev II.fej.l6.tétele alepjén)

(13) () = Lim Q, q(1),

N — oo
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(14) g (1) = min {(«~ T), cT 4+ 1 S’(W)} .

Egyszerii megmutatni, hogy ng g(@) konkdv, igy g(T) is az, tehédt
folytonos is. /L

~

e sa)
,//”/:::f\\\\
1 n
Sirjajev (II.16.) tétele szerint (mivel 37, -« ), ha ¢ >0 =&
fc*(wl) = inf (h =D ¢ 9(’)74,1) = q (Tr\)}

optimdlis .n‘;"’u -ben, azaz
(1) = inf _E {(-Te)+ey T | =
? v T { T éo K}

Te
) =1
- Ep {(4"71:*) + B) Tk}
* H - A
Erre a T -ra T* e R azaz ETZﬂ; = B .
k=0

A (14) egyenletbdl az 1-T, ¢(7), ¢T + T.¢(7) fiiggvények folyto-
nossdgébél és konkdvsdgdbdl ksvetkezik, hogy létezik olyan A%,
melyre

(15) @) -irk (0 g - g (@3] = inf {n 207, > A7)
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6. A "riagsztds" feladata Brown-mozgés folyamatra

Legyenek megadva a kdvetkezdk:

1. {Rr, Ofiﬁ“f4] valésziniiségek sokasdga
2, 0 -0(w)valdeziniiségl v&ltozé ( © >0 ), melynek eloszlése

W Pelo-o)cr B{est|eso}-E", e

ahol A fix, O =A<w,ismert és fiiggetlen 7 -t61.

3. {wg}, t>0, standard Brown-mozgds folyamat, filiggetlen (a Py
mértékek szerint) B-t61, w(w) = 0, ExrAw. =0, ExAw, - At
Megfigyeljik a f,, =0,  folyamatot

(2) dst"Px(t"G)dt + 6 dwy, &(QJEOI
{ £:20 5
>0, +#0, x(t):{o s

amelynek alapjdn dénteni akarunk a folyamat lokédlis vdrhaté érté-
kében torténd esetleges vdltozdsrdl.

Bayes féle feladat megfogalmazésa

Jelslje ¥ - 5’{0 AT fy (@), s = t} a szokdsos 6 -algebrdt. A Bayes
féle veszteség legyen

(3 g zink (B le<®) e cLpe-ofe 0)2r(c26)

alaku, ahol ¢>0, A T'ew) id8pont Bayes féle , ha minden 0<7=l-re
Py (t*<0)+ cE (tho|t* 20) P (¥ 2 6) - ¢(7).

1. Tétel. Létezik Bayes féle megdlldsi idSpont T'-T*(@,7) &e
(4) T (w,T):=ink &tz 0T, (w,T) 2 A*}
ahol

(5) To(w,T)=Pr (0@ = t|F)
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Az A konstans a

A¥ *
5 A [H(AY) -H (D]
(6) C4:g e

0

d x
X ( 4---x)9~

egyenlet egyetlen gydke, 1
2 i x 1
C "C(’r ) A'X(zr’-) ) H(X):I’"wx 3

5.6°%
Tovdbbé
§ 4/17' eA-x_(x~l)A e—_—/\_u & &
j(‘-"‘)+¢£ XL f(u-nlut du]o(x, 0=T=A

A*:’(T’fi

(1) ¢(m - l -

A tétel bizonyitdsdhoz sziikség van egy sor segédtételre, melyeket
az alébbiakban felsorolunk.

1, Lemma (Sirjajev, 173.0.) Legyen w,, t€T, standard Brown-
-mozgés folyamat, és t8le fliggetlen mérhetd, valds 91;’ melyre

E[Qt[ = 0y StE— lesllds = o, t=0.

Legyen M, sztoha:ztikus differencidlja
da, = O - dt + Gow, , rrzo(w)E:O' 6>0,

akkor létezik olyan standard 'v'it Brown-mozgds folyamat, hogy
da, = §.dt + 6 dw, , q(w)F 0,

ahol —ét:E(Qe!f?thz); ?\ZI =6‘{w ca, (w), sgt}.

A bizonyitds alapja, hogy

% [
”Zt'“”lt'g E(Qflys)ds
0 x) -
ugyencsak | martingdl, amelyre F ’n?‘t<oo k=g E [(o?t—'r(;‘ﬂﬁn} & (k-9 .
Innen kovetkezik, hogy 'ﬁt is Brown-mozgés folyamat.

2. Lémmg A

7’_4}1— = {Tt(wl?r)) ?;t ] qu} t = 0,
folyamat minden O =% =1l-re Markov tipusu és kielégiti

(8) dT, = A(4-T)at+ L0 (4-T)dw, , Tp =T,

ahol W, valamilyen standard Brown-wmozgds folyamat.
A bizonyitéshoz sziikség van az l.lemmdra, mely szerint ven olyan
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w, ®tandard Wiener folyamat, hogy

(9) d§t=1—7ft.olt+6“’.dﬁt' fo= 0.

Legyen /y,(-), $ =20, a valés filiggvények terén az {qi } t =0,
folyamatnak megfeleld§ mérték, ahol

dqsz +x (£-1) dt + 6 dw, & >0, n,=0

(Ha ¢ = oo, /u,() /u,oo())
Legyen tovébbd

t -
vf(.) = T, () 4 (4-r)j )ke“,ws () ds
0
és o2
V) =0T ()
A Bayes formula alapjén
T (0,5) = By (0w €] §) - —L%—(¢5),

ez a Radon- Nikodym: derivdltat jelenti a i) "pontben". 9:, v és
w abszolut folytonosak egymésra nézve és

T : a [
ol ¥ €y, _dv 5| SR (5 -
=% (). —2—M6)| &)

S (56) - (=T S ke (1) i .
m_(g ) + (1-m) J5X *‘M—(ft)dwu D7 keX (gl

Méar tudjuk hogy
_d&—(gj) = e"f’t ;:9_ [(ﬁt-E,)—%U—:)]}, 0=set,

d ju
°8 Air = 4 ,ha >t
e
Ilymédon
% [§t-%t] t %Egt—f.r)'{"(t_:)] = e
AT, (w:7) (41— W‘J As
W = —E(t-5)
T e—LBt '_t] 'TJ e_o"*-[( ) (tsJ)\e a(s+(4 T)e e
ahonnan

At
(1-T) e )
¥ 4T Jte%:_[ft‘fo"—;(ﬁ‘fﬂ )\e—)\: + (T e‘“—
0
A Kolmogorov egyenldtlenség szerint
- R ;
Br g 1lee] 25, k20

és By {SS;FL [wel < oo}

(11) 1- 7 (0,7) = g

e6”’~[§

L\

L,  ehonnen (9) szerint

(3
o



azy br {iui'ot Gl=e) -t
Hacsak 0<=T =1 (12) alapjén

(13) P {T<t; ret}ed

Legyen = — “tT-— akkor (13) alapjén
t
(14) ?’Jl‘{(‘?&-<°0,3‘5t}=i) Be¥Ted. €=0.

De (lo), (11) szerint

S B t
i e mllerd e [ H[8to- (0]

(15) ‘{E:-l—_ﬁe

ds,

0
ahonnan az Ito szabdly szerinti sztohasztikus differencidldssal
0<T<1 esetén

]
d‘?t=k('1+“?t)dt+"‘?td§t ) LFO:T_:_?I:
Az Ito formula alapjén (helyettesitéssel vald differencidlés)

7’Z=4_1%; -re ((14) alapjdn meg lehet tenni)

s ’ .A 'f’L 2 ,fv ~ o
(16) dTy - (4-T ) A- T T )t + —=g T (4-T)d fy
(9) és (16)-bél adddik (8).

A tétel bizonyitdsa

o TR ) e ) @ 0m), T(e® =T

T - o {0 T, ), set} f@)=f(w), jelslések bevezetése utdn,
ahol a 7%4 mérték értelmezése a kivetkezs : ?ﬁ‘ (A) =

= -ET(AJI) XA(.) (’F)v ahol AT={(0'.((4J"J|—)&_A} ) A°- T:(G.)‘T) & A}

|
az uj téren vizsgdljuk a feladatot.

Legyen 'n‘}r’r azon Markov pontok,’C€9?'/,oszté1ya, melyre
{co‘:’(.((o‘\ = {} € ’}11’) ahol ?Jt” =6 {co P (S i}_

Meg kell mutatni (mint shogyan azt a diszkrét esetben tettiik),hogy
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in (- )+ c | Tpde | =
efm,,_E { + of ! }

inf E { 1-T) + cofﬁr} ds},

Te®T ;
ahol R’ azon T Markov-pontok Ssszessége (T & fn’;”). melyekre

an ¢(T)

anrn

A

.
as) [ [(Tds <0, 0Tt
L

N

mivel [ e - Fomax(x-6,0)
0

és E79<oo, 0= <1, az ﬁT osztdly megegyezik azon 'n‘]* =

osztéllyal, shol [, T < co, 07 = 4.
Jeldlje
a(T) = 4-T -n

2
Qen 3(1) < min (q@), By [aGrynr e a7 asl],
mennyiségeket ?

N =
Qc,n legyen a Qc,n N-edik hatvénya.
Nyilvén
E Jard;= T8 + (4= T)fP {050 >0} ds -
. K “‘ (4_-eAA)) A 20.
Ezért

Qc‘n‘a(ﬂ‘) = min {9(7/'), E:,;-Q(WB) + C [A— i

1),

(%

-2,

Beldthaté (14sd Sirjajev, 217.0.), hogy Qc ngCF) és Qc ngCT)

feliilr8l konkédvok, tovébbé
?(T) Lim  Lim Qc,n 5](70

N> N->o

és ?Qﬁ)ie konkdv és folytonos (0,1)-ben.
Mivel

t
19) W : ' ( m.
(19) €+mwofﬁ}o(: co P,],_mm)
és c>0 a Sirjajev II.5.tétel l.megjegyzése szerint létezik

Rgﬁ-ben optimdlis Markov-pont:
.K

Tjﬁﬁ)-mf{tfoz?(ﬁl)= q (7)) < inf{t 207 2 A }.

Az A¥ és ?CW) meghatdrozédsa a kdvetkezdképpen torténik.
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Legyen az infinitézimdlis operdtor

e ar A i Mo F o) 05
A - fmy g N N e

ahol 6(U) U-b6l vald kilépés idSpontja, és
Tt ()= [ 1) P& 5 ehy)
E

Legyen g(ﬁ) folytonosan differencidlhatd Ax-ban, akkor

Wo(F)=—cT, Q=T =A"
(20) Q(T) = q(]j) Afe T =1,

oA (T . dq(i) _ .

—Z(f%ri)""‘IW*-A*' AT [T‘-‘A*

Ha F* = f£(m) , 0=7<=1, a nemnegativ, konkdv, kétszer foly-
tonosan differencidlhaté fliggvények osztdlya. A (20) megolddsdt itt
keressiik.

Ha feF® 01£(7) = 9£(7) (Dinkin 5.7.tétel), akkor

> . d b 5 o LR
(ary B=A(8-T)=2o z;L[TU'”)]L"jTL

Azaz keressiikk azt az f filiggvényt és A konstanst, melyre

€22) A(4-1) £(@)+ [T (=T ' (7) = —cT, 0T = A,
()= 1-T, Az T =4

o 1)
_F_1(A)___,1 ) ;1’1‘/?_6"
Megmutatjuk, hogy F¥*_ban van £ megoldds, amely egyértelmi és
ot ¥ (@) % D

Legyen C =-<?5 , A= %, w(m)-4(7) , akkor (67)-b6l

(24) V(F) » -~ LLHAU-T Y (T)

(7 (1—7)1%

amelynek szinguldris pontja van O-ban.
Létezik a Y*(7) szepardtrix (melyre Y¥(0) = 0)

T

(25) W*(W) . CDJ e—A[HUI‘) - H(Y)] jﬁfw )
ahol H(y) = 4n %ﬂ— . _‘g__

Ha A% &

(26) w* (%) = =1
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megoldédsa A*

7y i) - { T

nemnegativ, konkdv és megolddsa (22)-nek.

Megmutathaté, hogy F¥_pen egyetlen megoldds (Sirjajev, 219.0.).
Még megmutatjuk, hogy f£3(7) a 9(7) rizikéval azonos.
Diinkin egy tétele (5 1. tétel) szerint, ha T< A® minden

1 f‘(l?-re )
E]“'{—*(T{:)': (7) ’—CEq—SJJ.o{s

Akkor (18) szerint

(28) | 9(// =_ '”F E { Te) + @ STW‘S ofg} >
s ar{4 ()4 o, 7 ohs] e intx Er{a@0 -] -

Tead"

:{/ (1) *tzé‘ﬁ,Em- {3 ig) - x-(f’“t)}

De g() = £*(7), 0=7T<=1 esetén, és a
ST % B0 T & B

pontra 5
Er {00 -+ (3%x)
Tehdt g (1) s 47 (7).

p

i ’C”
ve E. {q(_grf* % onbf,} 045} . E’T {{_(iﬁtx) ¥ coj Tpds) < £'(7), 0=T<A,
azaz ¢(7) = £7(7) ebben az intervallumban.
Hasonldéan bizonyithatd az dllitds T=A% egetén. Ezzel a
tétel bizonyitdsa kész.

A varidciés feladatra a megoldds innen addédik.
Igaz tovdbbéd a diszkrét id8ben bizonyitott tétel megfeleldje is.

2. Tétel. Legyen Qeck=1, OETF=], O=A=<e= j w7 (o} T)
azon Markov “ontok tsszessége, melyekre P;(T < 0)= «, akkor a
='h{—{t? 0+ Te(w, ™) = o('}

(ahol Ko( = 1 - «) Markov pont optimdlis, abban az értelemben,
hoyg minden T €@)-re

[T t- _Q"Cd 0) = Em-(f"o \’Cée).
A tétel bizonyitdsdra nem tériink ki, az megtaldlhaté Sirjajev
idézett ktnyvében.
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Adott & hibds riasztdsi valdsziniiség esetén
29) R(x;0 - [ (T -0[Tu20)

viselkedése (legyen Tg = 0) kiilonbsz8 aszimptotikus esetekben kiiltn
érdekességgel bir.
Ha A~ D, azaz EOG- ‘/)\-roo és ol—>1, de

[ — K o

SO RN

a kovetkezd vsszefiiggést kapjuk

o

=
e i Wl b L [ ot
l—:o ‘ )
shol 25
. eﬁ2 = o
“Efgh - [ B—az, ¢ o

Ha T>>1 innen adddik, hogy

R(T)'- _';3— &Ln ¢T —-1-C + O_('gii')} ' ahol C a8z BEuler

féle konstans (C=0,57T...)
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y Szdmitdégépek hierarchikus lap tdroldsi eljdrdsainak
optimalizdlésdardl

Ahhoz hogy a szdmitdégépek meméria lehetdségeit jé1 és gyorsan
lehessen kihasznédlni, gyakran alkalmaznak linedris hierarchikus
tdroldsi eljdrdsokat. Az ilyen hierarchikus informdcid tdroldsi el-
jérédsok esetén meghatdrozott szdmu szé alkot egy "lapot". A hierar-
chia minden szintjén lehetdség van lapok téroldsédra, és ez egyes
szinteken beliil elhelyezhetd lapck szdma kiilénbsz8 lehet. Egy futd
programban a tdroldsi helyekre t8rténd hivatkozdsok minden 1lépésben
kétféle médon torténhetnek. Vagy az elsd szinten elhelyezkedd lapra
irédnyul a hivatkozds,amikor is az elérés kszvetleniil megtorténik,
vagy egy alsébb szinten elhelyezked8 lapra, amikor ezt a lapot &t
kell helyezni automatikusan az elsd szintre. Az utébbi esetben méds
lapokat alsébb szintre kell helyezni; az alsdébb szinten 1évé lapra
hivatkozdst szokds lapoldsi hibédnak (page fault) nevezni. A tdroldsi
eljdrdst linedrisan hierarchikusnak szokds nevezni, ha a keresett
lapot a megtaldldsi szintrdl az ©sszes kdzbensd szinteken keresztiil
lehet eljuttatni a legelsd szintre.

A memdéria elvi bdvitésének lehetdségét eldszdr a virtudlis memd-
ria rendszerek megvaldésitédsa adta (14sd Kilburn*), nmelyet elfszdr az
ATLAS rendszernél készitettek. A buffer-tdrolds meméridkat az IBM
360~as rendszerben alkalmaztdk. A lapok cserélési eljérédsai koziil az
u.n. "megkeresési lapolds"(demend paging) - amikor is csak akkor van
csere a szintek k6zott, ha lapoldsi hiba fordul el - a legelterjed-
tebb., A cserélési algoritmusok koziil a kovetkezdket emlitjilk meg:

1. Az elsd bekeriilt keriil ki (FIFO: first in - first out) algoritmus,
amely az els§ szinten legrégebben bennlévd lapot helyezi alacso-
nyabb szintre lapoldsi hiba esetén.

2. A legritkébban hasznélt keriil ki (LFU: least frequently used)
algoritmus, amely az elsd szinten - egy bizonyos peridduson beliil -
legkevesebbszer haszndlt lapot helyezi alacsonyabb szintre lapold-
8i hiba esetén. :

3. A legrégebben haszndlt keriil ki (ILRU: least recently used) algo-
ritmnus, amely az els8 szinten legrégebben hivatkozott lapot helye-
zi alacsonyabb szintre lapoldsi hiba esetén.

“Kilburn,T.,Edwards,D..Lanigan,M.,Sﬁmner,F.: One level storage systen.
IEEE Transactions on Electronic Comp.,EC-11(1962)2,223-235,
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4. Optimdlis algoritmus, amely azt a lapot helyezi az elsd szintrdl
alacsonyabbra, amelyre a jovében a legkés8bb fognak hivatkozni.Ez
utébbi nyilvdn haszndlhatatlan a gyakorlatban, mivel a program
jovébeni viselkedését kellene ismerni.

5. Véletlen (RR: random replacement) algoritmus, mely az elsd szint
lapjai koziil barmelyiket egyenld valdsziniiséggel helyezi alsdbb
szintre lapoldsi hiba esetén.

Jelen paragrafus célja annak a megmutatdsa, hogy bizonyos egyszerii
feltevések esetén megadhatdk olyan tdroldsi illetve cserélési el-
jdrasok, amelyek a lapoldsi_hibdk dtlagos_szdmdt minimalizdljdk.

A feladat megolddsdndl a legjelentlsebb korldtozds, hogy az egymds-
utdani hivatkozdsok filiggetlenek., Ez a feltevés a gyakorlatban ritkén
teljesiil, és csak mint durva kozelités haszndlhatd. Opderbeck és

Chu® dolgozatdban a relativ gyakorisdgokon alapuldé lap tdroldsi algo-
ritmust vizsgdljdk. Ez az algoritmus 411 legkOzelebb a Bayes-féle
feltevésen alapuld optimdlis eljardshoz, igy nyilvanvaldé, hogy szimu-
ldcids eredményeik aldtdmasztjdk a jelen részben bizonyitandd optimd-
lis eljdrds jésdgat. Idézett dolgozatukban megmutatjdk, hogy az &l-
taluk gyakorisdgi helyettesitési algoritmusnak (PFF: page fault
frequency replacement algorithm) nevezett eljdrds jobb, mint az LRU
(legrégebben haszndlt) algoritmuson alapuld eljdrds. Mérési eredmé-
nyeik egyben azt is igazoljdk, hogy a lapok fliggetlen hivdsdra vonat-
kozé feltevések igen dltaldnos feltételek mellett jé kozelitésnek te=-
kinthetdk., Megmutatjuk azokat a feltételeket, melyek mellett a meg-
oldds a "kétpisztolyos bandita" (illetve a tObbpisztolyos bandita)
problémakdr megolddsdra vezethetd vissza. Kitériink a kiilonbdzd mas
feltétel melletti feladat megfogalmazdsokra, azok lehetséges meg-
olddsaira és a kOzelitésekre is.

Mindenekeldtt egy, a programozids szempontjdbdl elvi jelentdségii
feladat megfogalmazdsdval kezdjiik. Multiprogramozdsu gép egy program-
jat vizsgdlva vetddik fel ezen program két lapjdnak két kiilonbozd
fokozaton valé elhelyezkedési problémdja. Amennyiben a mdsodik foko-
zaton 1év6 lapra tOrténdé hivatkozds esetén a két lapot azonnal ki
kell cserélni - semmilyen optimalizdldsi feladat nem meriil fel.Tegyiik
fel, hogy lehetdség van mindkét lap elsé szinten vald tartdsdra a
hivatkozds befejezéséig, €s csak ezutdn (azaz az ujabb hivatkozds

= Opderbeck, H., Chu, W. W.: Performance of the page fault frequency
replacement algorithm in a multiprogramming environment. IFIP
Congress (1974), Inform. Proc., 239=-241l.

72



= B i
elGtt) helyezzilk a lapok valamelyikét a mdsodik fokozatra. Az Aho,
Denning, Ullmann® féle kétszintes tdroldsi eljérds (ldsd még
Franaszel, Wagner ') esetén, amikor az elérési iddk atlagdt akarjuk
minimglizdlni, a fenti megvaldsitds redlis. Ezért réviden ismertet-
juk egy ilyen rendszer vdzlatdt (14sd 1.é&bra).

hivatkozds fﬂvﬂzv-é els8 szint (cache)

generélds k lap

t

hdttér-tdrols
n-k lap

l, 3bra. Kétszintes tdrolds

Az elsé szint (cache vagy puffer) egy kisebb, de gyors elérésil memd-
ria egység, a mdsodik szint (hdttér-t4rold) lassabb elérésil meméria
egység. Az Mys Mosreee hivatkozdsi sor generdldsa a lehetséges
Ayy Ay, .. A lapokra vonatkozik (‘qi = Jj, ha az i-edik hivatkozds
sz A, lapra torténik).Az Gsszes elérés az els8 szinten tSrténik,

ha & hivatkozott lap az elsd szinten van: ez elérési idé T, mp.,

ha a médsodik szinten, akkor eldbb az elsd szintre kell hozni, és az
elérési id6 T, mp. (dltaldban T2)>»T1). Az elsd szinten egy szabad
hely rendszerint rendelkezésre 8ll az esetleges csere (helyettesités)
lebonyolitdsdhoz (ld4sd Aho, Denning, Ullmann™).Az itt ismertetett el-
jérds annyiban uj, hogy a hivatkozds végén kell donteni a mésodik
gezintre tSrténd kivitelrdl (esetleges cserérdl).

Vigszatérve a két lap esetére az eldbbi megfogalmazds alapjédn
Jutunk a kdvetkez8 optimalizdldsi feladatra. Az Ay és A, program-
részekre (lapokra) valdé hivatkozdsok torténjenek fliggetlenill egymés-
utdn, de hivatkozédsaik valdsziniiségét nem ismerjiik. A kdnnyebb elérésii
szint sorszdma legyen 1, a nehezebbé 2. Minden hivatkozds utédn
lehetdség van annak elddntésére, hogy az A, vegy 8z A, program-
rész keriiljon a konnyebb elérésii helyre. N szdmu fiiggetlen hivat-
kozds esetén olyan ddntési eljdrdst kivdnunk kidolgozni az Al 111,
KAho,A.V.,Denning,P.J.,Ullmann,J.D.: Principles of optimal page re-
placement. Journ.ACM, 18 (1971)1, 80-93.

i'K.E'ranzaszek,P..l\.., Wagner,T.J.: Some distribution-free aspects of
paging algorithm performance.Journ.ACM,21(1974)1,40-53.
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A, elhelyezésére, awely minimalizdlja a nehezebb elérésii helyekre
vald hivatkozdsok szdmdt (azaz a lapoldsi hibdk szdmdt). Feltételez~
zlik, hogy az esetleges cserék nem keriilnek ksltségbe.

Ha az 4, és A, programrészek hivatkozdsi valdsziniiségei
Py és l--p1 ismertek, és Py~ l-pl, az A1 részt kell a konnyebb
elérésii 1, helyre helyezni, mivel az 1., helyre tdrtén8 dtlagos hivat-
kozédsok szama ekkor Npl, és ez nagyobb, mint az ellenkezd elhelye~-
zés esetén. Ha az Ay és A, hivatkozdsi valésziniiségei nem ismer-
tek elsd kozelitésben, feltessziik hogy az egyes programrészekre vald
hivatkozdsi valdésziniiségek Py illetve Py és Py> pp, ismertek
(pl + p, = 1, bédr ez nem szilkséges kikotés), de ismeretlen a hozzé-
rendelés sorrendje.

Jelslje 7, a megfigyelési folyamatot (t=1,2,...,N), lehetsé-
ges értékei 1,2 és 7, megadja, hogy a t idSpontban az Al(qt=1)
vagy az A2235=2) programrészre tortént-e hivatkozéds.

Az X} (ahol d=1, ha az A,, és d=2, ha az A, program-
rész ven a 2./nehezebb/ elérésii helyen) valdsziniiségi vdltozd a d
dontés esetén megadja, hogy a t 1idd8pontban melyik helyre tortént
-hivatkozds:

1 ha az 1. helyen 1év6 programrészre torténik hivatkozéds,

x%d) -
O ha a 2. helyen 1év3 programrészre torténik hivatkozéds.

Minden kisérletnél mdédunkban 411 vdlasztani (dontést hozni) az el8zd
kisérletek eredményei alapjén arrdl, hogy az X 1) (az Ay rész keriil
a 2. helyre) vagy az X 2) v&ltozét figyeljiikk meg.

Nyilvédnvalé, hogy

0 ha 7, = d,
x%d) - k

1 ha 1, # de
A W valésziniiségi véltozd lehetséges értékei legyenek

1 ha (Al, A,) hivdsi valdsziniiségei (p2, P1)s
2 ha (Al. A,) hivési valdsziniiségei (pl, Py).
Legyen tovédbbd az u.n. nem megfigyelhetd '/ komponens apriori elosc-

léaa
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Piw-1)=¢, P(w-t)=f=1-¢,.

Feltevéseink szerint tetszlleges t iddépontban

P{%”:i]wci}=pi, P{Xw:O[\A/:i}qoll

t

Az optimalizdldsi feladat megfogalmazdsa: a (§=(do»d1,~wcﬂN,4)
dontési sorozat olyan c;*megvélasztéea, melyre

E(ng")4, Xi(d')+- . XASdN*')) i ok

A feladat megfogalmazdsa és megolddsa megtaldlhatd DeGroot™ konyvében
(14.7.8), ezt ismertetjilk a ksvetkezd pontban. A dinamikus programo-
z48 u.n. Bellman egyenlete segitségével t5rténd megolddst (14sd pl.
Prohorov-Rozanov™ ~ 363.0.) ismertetjiik az aldbbiakban. Ez a nyereség
egy mds megfogalmazdsdt igényli. A nyereségfiiggvény V(x) definici-
Sja az x megfigyelés esetén a kovetkez§

4 ha ®

1,
V(x) =

0 ha X 0.

Az optimalizédldsi feladat a W véltozéd t id8pontban adott f(t)

apriorihgvagy a t-1 utdni aposteriori) eloszlds esetén
N [t NI

F L (Xs(olx—q)) :\/(t‘f(t)’)(t:x' Y ‘(dﬁ—c""’dN—i»

t'f' xx-.t

maximalizdldsa, azaz

[£,N]
V(&) ) = B 0 V(£ £, Xe=k, & ')

megadédsa. Nyilvdnvald, hogy
\/(N.E(N),x)= \/(K); (fiiggetlen a £ eloszldstdl),

* DeGroot, M.H.: Optimal Statistical Decisions. McGraw-Hill, 197o.

wH Prohorov,J.V., Rozanov,J.A.: Probability theory. Nauka,Moszkva,1967.
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V(N-1, f(N-1), x) = V(&) + tam { (W=1)P(X (“ /. 1\w DV(NSN), 1) +

N-14

+ P(W=-DP(Xy

dN‘

=il |\A/=1)V(N,§(N)\1)} )
anol V(NN 1) 1.

Az utdbbi Bsszefiiggés a dN—l = 1 esetben a kivetkezlt adja
VN4 FIN-0), % elyey = 4) = VI = {§,(0py + §, (N) py)
mig a dy ; =2 esetben
VN-4, § =), %, dy=2) =V {0 pe e §, (N )
ad6dik, Kiilsnbségilk (feltevésiink szerint p, > p,)
§, (N)(pr-p2) = £, (N)(po=po) = (§,(N)-§, (W) (py - p2)

alapjdn a §,(N) > [,(N) esetben dy ; = 1, nig a §;(N)<f,(N) eset-
ben a dy_ 1 = 2 dvntés az optimdlis. Tehdt csak a §(N) aposteriori
eloszlds alapjén kell dénteni az eljdréds optlmallzalasarél ebben g
lépésben. A tovédbbiakban sziikség ven a P {Wéll X Ay 1) = x} vald-
sziniliségek meghatdrozdsdra. A Bayes tétel alapjédn (ahol P{U—'g jelen-
ti a t idépontbeli apriori valdsziniliséget)
D{weal e ) R{. e 1] B 1)

& P[XL‘"t ‘)~x|\/~/=&}P{\/J=i} +P[x,§°‘t-~)=x]w=z}P{w=z}
és 14thaté, hogy a W vdltozé t-beli aposteriori valdsziniisége ki~
fejezhet8 az apriori valdsziniiségek segitségével. Az aposteriori
valésziniiségek segitségével tetszdleges t-re

V("\ﬂt),x)m\/(x)irmax “ (£+1)P {X(d"“ 1|w—4}V(t+4 §(t4—4) 1) +

. (t+4)P{X( e.)ilwzz}v(tﬂlf(tu), nj.
Innen kdnnyen leolvashatdé, hogy az optimdlis dtntésil eljdrds:

dy =1 ha §1(8+1) > £5(t+1),
dy = 2 ha f1(t+1) < §5(t+1).

A dontési eljédrds tehdt az u.n., rovidldtd politika: a t-edik
lépésben azt a programrészt (lapot) helyezziik a 2.szintre (nehezebb
elérésii helyre), amelynek hivdsi valdsziniisége » Do, aposteriori vald-
szinisége , § (t), nagyobb.

76



= B

Feladatok.

1. Jeldlje 6;, 61, &g 6;, ... az elgb szinten 1év4é lapokat, azaz
6, - ¢Q(A”, ..»,A”J ha az i, ..., 1, sorszému lapok vannak
az elsdé szinten. 6% lehetséges dllapotainak szdma (ﬁ) a sorrend
figyelembevétele nélkiil.
Ismert pq, Poy eee 5 Py hivatkowdsi valdsziniiségek esetén a
legegyszeriibb ( és egyben optimdlis) stratégia, ha 6; vdlasztdsa

61 = 65 (A1) Ay AY)

és ha mdsodik szinten 1év4 lapra torténik hivatkozds, akkor be-

a kovetkezd

hozva a lapot a hivatkozds utdn ismét visszahelyezzilik a mdsodik
szintre (az ujabb kihelyezés drdt nem véve figyelembe). Ez az el-
jdrds ugyan megkeresési lapoldsi eljdrds, de nem megkeresési cse-
rélési (helyettesitd) lapoldsi eljaras.

A legegyszeriibb megkeresési helyettesitd lapoldsi eljdrast Aho
et al. 1.) cikke javasolja. Ez a kovetkezd:

0L = 65 (At A2, AL _ymy), ha i € 6
6L= 65(A,,A1,~.,Ak_4yqé¢ﬂ ha N & Bp_yy
ahol 7, a t iddpontban hivatkozott lapot jelenti ( 74=0 ha nem
tortént hivatkozds a mdsodik szintre a t iddpontig).
Mutassuk meg, hogy 6; homogén Markov léncot alkot abban az
egsetben, ha My ©8Y fliggetlen azonos eloszldsu sorozat. A

P{6, =il 6_4-1} - P&~ 6 Aty ) Mgy AP | 6y = 6 (A Ay pAif=
- B; i 2k
dtmenetvaldsziniiségek a kovetkezlk:

P = Bt Pay oo F Py ® B - j=i7
- pJ ha J A

Hatdrozzuk meg a 65 Markov ldnc stacionér eloszldasdt.
Mutassuk meg, hogy a lapoldsi hiba valdsziniisége a kovetkezG:

.ii pi (1~ ——Ejl—f—)
2. Legyen K j=k P
N
Q= 2p0

1.) Aho, A., Denning, P., Ullman, J.: Principles of optimal page re-
placement. Jorn. ACM, 18 (14Y71) 80=93.
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(11 2 Rj(4 - —TJﬂ_—)‘

n
jelt E Pi

Mutassuk meg, hogy 7

1 &a—4. = ) ,
Qo |

Ha Qppy Jelenti a lapoldsi hiba valdsziniiségét az LRU algoritmus

(legritkdabban haszndlt keriil ki) esetén, mutassuk meg, hogy

= 4 + [[k=-DU-Qol/ 1+ tk-2)Q0]
0
tetsz8leges (pl, vaw pn) esetén [ldsd Franaszek, Wagner mdr
idézett delgozatdt].

3. Tekintsiik 3 lap esetét. Legyenek az Al, A A3 lapok hivatkozasi

29
valésziniiségei P> Pp> Pj ismeretlenek abban az értelemben, hogy
a hozzdrendelési sorrend nem ismert. Bevezetve a w valdsziniiségi

vdltozét, mely megadja a hozzdrendelés sorrendjét

(Ag, A, As)
w4 P35 P2) P4 Plw=~4) = §,
w1l P3 » P4y P2 Plw=2)-§,, §44*‘§,17_=§,4)
w =3 P2y P3)y Pt Plw=3) -6y,
w =k P15y P33y P2 .P(W=Lf) =g12.7 gp_{'*'gzz:gg_)
w =5 P2y P11 p3 -p(w=5)=§317
W =6 P1) P2, p3 Plu =6) =54 §31t 637 §3.

1 -¢

Feltéve, hogy Py =Py = » Py = € mutassuk meg, hogy az
optimdlis dontési eljdrds csak a max (gl(t), §2(t), §3(t))
aposteriori valdsziniiségekt8l fiigg. (Lésd Aratdé 1.).) .

(1) gy x(®

4. Legyen az és valdsziniiségi vdltozdk eloszlédsa a

kovetkezd:
PX "4} sy, P{x -0
.P{X(Z)=1}=W2, p{x()zo}

ahol tudjuk, hogy W, = 112s & w) legyen valdsziniliségi valtozd

i
N

1“”1’
1 ~Wy,

a3 2 e S L : . 2 - £ i :
1 Aratdé M.: Szamitdgépek hierarchikus laptdarolasi eljarasainak
optimalizdldsdrdl. MTA SZTAKI Kozlemények (1975).
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= TF =
Plwi=3i) « & = 4= Plw, - Vi),

Lehetdségiink van n megfigyelést végezni az

(D) (2)

vagy X
valtozdkra vonatkozdlag. Az

ELEd 4, 4 xiFnd)

osszeget akarjuk maxim?lizélni fix n esetén. Nyilvanvald, hogy
l '
X

igy az optimdlis eljdrdas r (r = 0,1,2,...,n) darab X

a g eloszldsra csak megfigyelése alapjdn kapunk informacidt,

(1) védlto-
z6, majd n-r darab X(e) valtozé megfigyelésében dll.

Legyen
= (1) (1) (2) (2)

T = ElRy #.0 00 # Kyt b %y )

Hatdrozzuk meg T(n,r) értékét és adjuk meg, hogy § milyen érté-
kére lesz r=n. [Utmutatds: Ha r =0 T(n,0) = % . Legyen
l<r<n és jeldlje A. azt az eseményt, hogy pontosan j darab
X(l) valtozé értéke volt 1. Nyilvén

Tt - > ELZ(AIPIA),

ahol
P A = P Ay Ty = ) Pl = 240) + PUA Iy =24) Py = 1) =
Ferg 3ady 43 -
6 (NI - Gy (2

E(ZIA) = j+257 ]

Lédsd még R. Bradt, S. Johnson, S. Karlin: On sequential designs
for maximizing the sum of n observation, Annals Math. Stat., 27
(1956) 1060-1074. cikkét, ahol alkalmazdsok is taldlhatdk.

Szerencsejaték feladat. Legyen a jdtékos nyerési valdsziniisége
minden 1lépésben p (0O<=p <1l). Kezdd Osszege legyen Y, . Az elsd
1épésben Xy (fYO) osszeget tehet fel a jdtékos, amit vesztés
esetén elveszit, nyerés esetén Yo + x; = Yl Osszegig jatszhat a
kovetkezd lépésben, A jdtékosnak a j—edik lépésben Yj+l Osszegl
pénze van és X5 (Y. +l) Osszeget tehet meg nyerésre. Az egyes
lépések kimenetelei egymastol fiiggetlenek. Feltehetjiik tovébba,
hogy a jdtékos haszna Yj Osszeg esetén U(Yj). A feladat adott
n esetén E(U(Yn)) maximalizdldasa.

Legyen j=0,1,24ce0eyn esetén 'Vj(y) az E(U(Yn)) maximundt



8o

az Y, =y freltétel mellett, azaz VJ.(y) = B(U(Y,)) P y).
Nyilvén y 20 esetén

Vo (y) = sup E(UYR) | Ya=y) = Uly)

és j=0,1,2,...3n~=1 esetén
(%) VJ'+4(\;) = Sup[pVJ'(9+ X) + or\{’-(g—x)]

A (%) Osszefiliggésbdl Vn(YO) = sup E(U(Yn)) meghatdarozhatd.

Tovabba az optimdlis eljards j+l1 megmaradé 1lépés esetén, amikor
is Yn-j-l =y, egy olyan x Osszeg tevése, amelyre () jobb-
oldala maximalis.

a.) Mutassuk meg, hogy
A A
Uly) = y* (a>1), p<ls
esetén az optimdlis eljdrds a kovetkez§:

1) ha p:>2_u‘ a jdtékos minden lépésben megteszi a rendelke-
zésre 4116 Osszeget,

2) ha pf52_<* nem tesz meg semmit.

b) Mutassuk meg, hogy )
/A
Uly) = Log y ty=0), p&la,
esetén az optimdlis eljdrds, ha a jdtkos a rendelkezésére
all6 osszeg (p-q)-ad részét teszi meg. Ekkor

E (L%% Kj) = log % e r1(p£o% p+ qlogg - 4%}2).

Altaldnositsuk a kettds vdlasztds lehet8ségét a kdvetkezd mddon.
A pl(x) és p2(x) siirliségfiliggvények a B, illetve B, kisér-
lethez tartozhatnak a kovetkezd elrendezésben:

W B4 R,
4 py(x) Ppyix) Plw=d)-& , Plw=2)=f =4-€ .
- Pq (X) palx)

Azt mondjuk, hogy a kisérlet sikeres volt, ha a pz(x) sliriiség-
fliggvényli vdltozdéra tortént megfigyelés. Nyilvdn w=1 esetén a

B, kisérlet a sikeres és B, a hibds, mig w=2 esetén B, a
sikeres és Bl a hibds kisérlet. Sikeres kisérlet esetén a nyere-
gég 1, egyébként 0. Ismerve §1 értékét és a pl(x), pz(x)
siiriiségfiiggvényeket adjuk meg N (fix) kisérlet esetén azt az

4

optimdlis politikdt, mely maximalizdlja a sikeres kisérletek :[it-
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lagos szémdt. [Utmutatds: Ldsd: D.Feldman: Contributions to the
"two-armed bandit" problem, Annals Math. Stat., 33 (1962) 847-856. ]

A 4. és 6. feladat dltaldnositdsaként vizsgdljuk azt az esetet,
amikor a wy és L valdsziniiségek mindketten ismeretlenek és
tetszblegesek. [Utmutatds: D. Berry: A Bernoulli two-armed bandit.
Annals Math. Stat., 43 (1972) 871-897.]

A fejezet eredményeit és feladatait dltaldnositsuk Brown-mozgds

folyamatra. [Utmutatds: H. Chernoff: Optimal Stochastic Control,
Sankhya, Ser.A.30 (1968) 221-252.]
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B A linedris filtrdcid vizsgdlata diszkrét Gauss folyamatok

egetén

A linedris filtrdcid Kdlmén-Bucy egyenleteit vizsgdljuk abban a
specidlis esetben, amikor az ismeretlen iddsor linedris konstans
egyitthatée differencia egyenletnek tesz eleget, s a megfigyelhet§
folyamat a nem megfigyelhetdbdl ugyancsak linedris leképzéssel adddik,
egy additiv zaj hozzdaddsdval., A térgyalds ebben az esetben egészen
elemi, s nem kivdn specidlis valdsziniiségelméleti felkésziilést.

Az (LT P) valdsziniiségi mezdén egymdssal egyszerii sztohasztikus
kapcsolatban 1évé (On,Mm,) valdésziniiségi védltozd sorozatokat vizsgé-
lunk, ahol 7, a megfigyelhets ©, pedig a nem megfigyelhet8 komponens
és U négyzetes kizépben legjobb becslését kivénjuk megadni. Kdlmén
és Bucy® mutattdk meg, hogy egyszerii esetekben a megoldéds a kiindulé
egyenletekhez hasonld sztohasztikus differencia (illetve a folytonos
esetben differencidl) egyenletet elégit ki, azaz az optimdlis megol-
dédsra egy algoritmus adhaté.

Legyen a Qn n=1,2,..., sorozat Markov tipusu Gauss, mégpedig
elégitse ki a

(1) 6, -An_Bni+Fakny 80, (E0,=Eepn-0)

egyenletet, ahol €, egy fliggetlen, egységnyi szdédrdsu Gauss sorozat,
és €, figgetlen ¥y ' -t61 is, ahol /"' a 6 véltozdk &ltel gene-
rdalt 6-algebra g§m1=6@ﬂ:9n_4@0%~-)90@0» - Feltessziik, hogy 6n
kozvetleniil nem megfigyelhets, csak az M, sorozaton keresztiil, ahol

(2) Mp=CnOnt Gown, ns (2.

ahol w, olyan fliggetlen, egységnyi szdérdsu Gauss sorozat, mely - az
egyszeriigég kedvéért - az {en}sorozattél is fliggetlen. Az A, C,,

F

- Gn nem azonosan O mdtrixok, csak az i1id8td8l fliggnek, s fliggetle-
nek az egyenletekben szerepld valdsziniiségi véltozdktdl (e legegysze-

ribb esethen a folyamatok egydimenziésak). A

: ” n c
Jelslje ?% =6ﬂkoﬂanolqn_daﬂvn,qo@of} az m véltozdk

dltal generdlt 6-algebrdk sorozatdt. Bevezetjilk a kdvetkezd vald-

szinliségi vdltozdkat

*‘Kalmun, R.E., Bucy, R.C.: New results in linear filtering and pre-
diction theory. Trans.ASME Journ.Basic.Engr.,83 D (1961)95-108.



A I .
(3)  On-E(0nlPm), neAZ,.

A y 3
(4) en=0h-6n, An: E;el.i., es ey, fliggetlen 5.‘:,,?- t81 S

(5) §O=nh-E(nh]',\';"1), =4, 2, ...

n

A 0
A feltételes vdrhatd érték definicidja alapjdn On és fn is olyan
Gauss eloszldsu valtozdk, melyek N Mo M linedris kombindcidi,
tovdbb4d §g fliggetlen 9:,',% 1--tol és igy egy fliggetlen sorozatot alkot.
A definicidk felhaszndldsdval adddik §g kovetkezd el8dllitésa
1
(6) §°= CnBn* Gy~ E(CnOn+ Gy 15771 -

n

h Cnen" C Wi C An- 49'\ A Cnen* C‘nwn“ CnAin-1 (en—d ~4eh—4)

0
ff §L, 5 fg vdltozék az a,,m,,yn, véltozék olyan linedris komblna-
cidi, melyekbdl egyértelmiien kdlcstndsen meghatérozhatdk a f és

M5 vdltozdk. Ugyanis a leképezés mdtrixa olyan héromszdg matrlx,
melynek fédiagondlisdban l-ek vannak. Ez azt jelenti, hogy a f
dltal generdlt o-algebra sorozat megegyezik az 15 dltal generdlt
6—-algebrédk sorozatdval: 72 o = ”f,%, nel,2, .o

Tekintsiik a kdvetkezd valdsziniliségi vdltozd sorozatot

A A A A
() f =6 An Ot (0n - 0n) e An((Bn " Bn )+ (Bn=An  On_y) -

:—en""‘ Ah__fen,14_Fn€n, n = 4(2«’...\

konnyen ldthaté, hogy (7)-ben értelmezett §l sorozat ugyancsak

fiiggetlen Gauss sorozat. Ugyanis (7) jobb oldalédn minden véltozé
fiiggetlen F,fll 1—1;01, és igy - mivel E}X’P,,T mérhetd - f fliggetlen
1 La

§ -£81 1s, ha m<n.
Mivel E gfn-mérheto és ggyben ’Fno mérhetd, nemcsak az MNisTos eoes
L/ vdltozdk, hanenm a 31""’ fn véltozdk linedris filiggvénye is.

Tovébba € és "J,,Ifl"l (tehdt g‘:‘% l) fliggetlensége miatt

§L=én-Ah_49n_4°E(9nl"’q An«E(en c{¢/q /

:E(enlg:r(]))_ An 4E(en~«{¢§o):E(9n" 9 ﬂgO
_E(Fnenlg%o): Kk -
Innen §O-al vald szorzdssal
n

(8)
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(9 E(§56°) = KaE(§2)"

n

A K, egylitthaté meghatdrozdsa a kivetkez8képpen tSrténik. Egyrészt
(6) alapjén

(1o) E(§f\§i)= E[CnFnen tGwn CnAn—4en—4]L’

S (Cp P+ O+ (€ An- X 0
ahol felhaszndltuk én és W fliggetlenségét, valamint ezek fligget-
lenségét (4) és (1) alapjdn e,_1-t61. Tovdbbd (7) és (6) alapjén
A1) E(£50) = E(-enrAnien s FLe)(CaFnen + Gowy + CAnosen ) =
| o Bl By (S B NI, F s, # R i B I
= CJEJL*'An-4CnAn—4dn—H

felhaszndlva e, és fg fliggetlenségét, valamint a mdr emlitett
tobbi vdltozd fliggetlenségét. (9)-bbél (1o) és (11) alapjén

i L 4 2, —4
(12) K= E_E(%?_O%nz)_=[C,,(Fn)’uAh_,chAn_,dn_J[(an,,) + G, +(CrKnsi) dn—tl .

A
A (8) ©sszefiiggésbll a Qn sorozatra a kovetkezl rekurzidét kapjuk

A

(13) 9,«, = An—49n—1 &= the\

ahol }2 az (5) szerinti fiiggetlen sorozat.

A dn szbérdsnégyzetek sorozatdra egy differencia egyenlet irhatd
fel.

Ugyanis do = 0

tovdbba

(14) dn g E[(Qn—én) 9»’\ a (en-én)én] =
- E(B)"£(6,6,)=E (6. E(E(6,6,/Fy ) =E (8. ~E(8,)"

Viszont (1) alapjén



- F7 =
E©) - A, _E(0, AL+ (F)*
és (13) alapjén (lo) felhaszndlédsdval
E (6" - AncyE (O An, + KaE(E) K,

Behelyettesitve (14)-be a két utolsé osszefiiggést és XK (12) szerin-
ti értékét

M)

(15) dn: A”"E(9h~-4)LAh»l+(F"\)L"[An-aE(én-q)LAn—i E(g_o)l.

" [Cn(Fn)L*An-lcn An—4dn—4] v

A, b, AR
! ; (CwEP o G+ (C ) e

e n-A4

addédik.

A fenti tdrgyaléds akkor is igaz marad, ha 0 és m vektor folya-
matok. A megfeleld képletek felirdesdt az olvasé is elvégezheti a
gzdmitédsok végig kovetésével,

Ha az (1) és (2) linedris egyenletek helyett a kdvetkez8 egyen-
letek teljesiilnek

(16) 0 =A0,_pn,.,n)+rF e, g =0

n

és

(17) ”ln = C(en—ﬂ ”{n-n h) t C‘nw"\ !

ehol, mint az eldbbiekben €n és W fiiggetlen Geuss sorozatok,
melyek egymdstdl is fliggetlenek,a nemlinedris filtrécidra jutunk.
Lkkor a <(9n’ nn) pér egy nemlinedris sztohasztikus egyenletrendszer
megolddsa. Az elSbbiekkel ellentétben, ha A(x,y,n) és C(x,y,n)
nemlinedris fiiggvények Qn és M, nem lesznek t5bbé Gauss eloszldsu
védltozdk.

Megmutathaté, hogy a

9,,‘. =E(9n‘Fq)

sorozat ekkor is kielégit egy (7)-hez hasonld differencia egyenletet.
A megfeleld, de idd8ben folytonos eset tdrgyaldsa megtal:dlhetd Lipcer

és Sirjajev§ 5sszefogla16 dolgozataban. 3
% Lipcer,P.S5.,5irjajev,A.N.:Nyelinejnaja filtracija diffuzionniih
processzov. Trudil MIAN 104 (1968)
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9. Ilarkov ldncolk vezérlése

Legyen {(O) -_ f(l)'-—> §(2) —_— ... egy Markov lénc, melynek

dllapottere 51, 52, s 8% Cn' — (E BEi).
I'eltessaziik, hogy;;{pij dtmenetvaldsziniiségek fliggnek egy d vezér-
18 paramétertdl is: pij(d), (aeD).

A vezérlés célja: Az ® egy Allapotdba vagy dllapothalmazdba

vezérelni a f(0) = €, &llapotbdél kiinduldé folyamatot. A vezérlés
csak nagy veldsziniiséggel tdrténhet., A P valdsziniiség fiigg a vezér-
1éstdl.

A vezérlés médja: minden & és n  értékhez egy d(€;,n) ve-

zérlési (d8ntési) paraméter érték tartozik.
Az egész program a 4 = d(x,t) (ahol x= €, Ess eee 5t =0,1,..)

dsntésfiiggvénnyel van megadva. Ha d(x,t) adott a folyamat lefolydse

a kovetkezd: ha {(t) t=n esetén Ei-ben van pij=pij<d) (ahol

d=d(€fn)) valésziniigéggel ﬁj—be megy &t.

A kivédlasztott d&llapotba jutds valdsziniisége d-t81 fiigg: P=P(d).

a° = a°(x,t) optimdlis, ha

Pld%) - max P ().

Példa. Fix n értékre maximédlis valdsziniiséggel E -ba vezetni
a folyamatot.

R(d) - P{f(n) e E,}.

Legyen P (k,i,d) a kovetkezd
P{kli‘d}=P{§(n) e E[§(k) - Ei,d}
A teljes valdsziniiség tétele alapjdn
P{lid] - _>_J“ py () B ket jud},  d=d (Eirk)

Ha k=n {4) ha EJ & EO )

Iz csak d(Ei,n-l)-t6l fligg, legyen d° az az érték, amely minimali-

zélja ezt a kifejezést:
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P (n-1,i) = R(n-4,i,d =;n§g'P("~hi|d)'

(feltessziik, hogy elérik maximumukat).
k = n-2 esetén

P(n-2,i,4d) - Z Pij (d)-P(_n—Lj-d)'
J

adédik, ahol pij(d) csak a d=d(€i,n-2)-t61 mig P(n-1,j,d) csak
d(EJ,n—l)—t61 fiigg. A vezérlésben do(EJ,n-l)—et véve P(n-2,i,d)
novekszik, és

:13(”-)" i d) = Z Pij(.d)Po(n' i)

csak d(Ei,n—Z) védltoztatdsdval ndvelhetd. Legyen a°eD az az
érték, mely maximalizdlja a

P°(n-2,i) = max ?(nwpa,d)=§(n_zg\d%.
den

kifejezést. Ha d(x,t) az =x=§, 62, ees 3 t=n-2, n-1 értékekre a
fenti d°(x,t) akkor P(k,i,d) a maximdlis P°(k,i) érték
k=n-2,n-1 és minden i=1,2,...-re.

EbbSl a d°-bsl kiindulva

P (n-3,i,d) = Lpy () P02, )
melyet megint maximalizdlunk.
. .Eo(k.i) = max ) Pij(d)Po(k+4uj)
deD |

osszefiiggést, melynek alapjén keressiik a d°=d°(x,t) optimdlis
dontésfiiggvényt, Bellman egyenletnek szokds nevezni. A fenti eljérdst
a kovetkezd példdkkal vildgitjuk meg.

1., Példa. Legyenek o< Py (d)eps) a2y, ld)2 B, 68 a Markov 1lénc
két dllapotus 51, 52. Azt a valdsziniiséget kivdnjuk maximalizdlni,
amely a 2. lépésben El-ben tartézkoddsédt adja meg.

Nyilvén

P4,4) -6, P{a2)-p,

és '
P 10.4) = max [p () o (D] - mae L, ()8~ 8) + ]

Innen ldtszik, hogy 5,3, esetén P, P, mig =P, esetén a
Puy = %14 védlasztds a jé.
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2. _Példa. A legjobb elem kivdlasztidsa. (Elemi tdrgyalds)

Tegyiik fel adva van m darab elem, amelyek k&ziil a leg-
Jjobbat kell kivdlasztani. Nem azt kell megdllapitani, melyik a leg-
Jjobb, hanem olyan eljdrést kidolgozni, amelynek alapjén legnagyobb
valdsziniiséggel a legjobb elemet vdélasztjuk ki.

Az eljérds a kivetkez§: megismerkedve az elsd elemmel vagy meg-
dllapodunk ennél, vagy ugy dontiink, hogy még egy elemet megvizsgdlunk.
A mdsodik elemnél ugyenigy donthetiink: vagy megdllapodunk ennél az
elemnél, vagy tovdbbi elemet vizsgdlunk meg. Megismerkedve egy elem-—
mel vagy kivdlasztjuk, vagy tovdbbi vizsgdlat mellett dontiink. A
kordbban megvizsgdlt elemekhez visszatérni nincs lehetdségiink.

Annak a megkotésnek, hogy kordbban megvizsgdlt elemhez nincs
lehetdség visszatérni, igen sok esetben ven értelme (de a megvizs-
gélt elemet megsemmisitjiik). Az a megszoritds, hogy m ismert, mér
kevégbé tiinik természetesnek.

Abrdzoljuk m=12 esetén az elemeket az egyenesen, nagysdg
szerinti sorrendben megszdmozva

% S Yy I ¢ ¥ 2 q lo u (2
L5 Wi

X RSN R M K X

O e

(1) 6 Q.L“:.. a“a‘_ Q‘D Qg Qay Qr ag a, 4

Jeltlje a kivdlasztdsi sorrendben 81y 8oy ee. 2Z elsd, mdsodik

és i.t. elemet. IMivel a megvizsgdlds teljesen véletlenszeriien torté-
nik, az a % valésziniliséggel lehet az elemek bdrmelyike: példdnk-
ban annak valdészinilisége, hogy a; a legnagyobb (12-ik)T%— . Az a,
is egyenld ( E%T ) valésziniiséggel lehet a megmaradd elemek bér-
melyike., (Képzeljilkk el, hogy a megismert pontokban ldmpdk gyulnak.)

A feladat az n-edik pont felismerése a lehetd legnagyobd valdszinii-
séggel, amikor megjelenilk.

Ha az eljérds egy meghatdrozott helyen vald megdlldst ir eld
(pl. az elsd megvizsgdlt elem, vagy az utolsd megvizsgdlt elemnél
vald kivdlasztdst), annak valdsziniisége % (s ha n=—>0 ez a
valésziniiség 0 ). :

Hogy van (m —> o« esetén is) jé stratégia, azt a kovetkezd neg-
gondolds is mutatja: vizsgéljunk meg % elemet, s ezutén vdlasz-
szuk ki azt, mely minden el8z6nél nagyobb. Apnak valdsziniisége, hogy
a mésodik legnagyobb elem az elss % megvizsgdlt ki¥z6tt van, s a
legnagyobb elem a mésodik % k6z5tt leasz, nyilvéan

. msA 11 0 3 - ” 1t SE b

w/2_  m/2 1 J A: a mésodik legjobb elen az ilso % kizé

i Bl A 1-B: a legjobb elem a mdsodik = kozé esik
P(AB) = P(A B).2(B)
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Természetes kivdlasztési szabdly: ott nem megdllni, amelynél volt jobb.

. 1 —r

] ay Q,, Ay

Annak valdsziniisége, hogy a, ., a [- oo, al, [aﬁ, agl,...,
lai,cn 1 intervallumok k&ziil valamelyikbe esik:

1 // 1, 14 (P(A/B) = 2(AB) A: a a me iroz
R G SIS = 2 9o 00 ghatarozott
LU : P(B) sérren;jgtl

B: Byseeesly meghatdrozott
gsorrendje

Legyen g(o) =1, £(1) az a sorszdm, melyhez tartozé elem jobb az
osszes el8bbinél, §(2) a kovetkez8 ©sszes el8bbinél jobb elem sor-
széma. (A fenti példdban {(0) = 1, §(x) =2, §(2) = 4. Az els§
rajzon §(O) =1, §(1) =3, §(2) =4, (3)=8.)

Ha B: a k megvizsgdlt koziil a k-adik a legjobb,
A: & k-adik az Osszes kozlil a legjobb.

Akkor hroetl),
P (AB)  ?(A) ik k
PAIB) - = He T T
|
Hasonldan ldthatd, hogy -
| . PLEG)-K,§(i+0- 2]
PlEeny=L] £0) =k} - -
&f BIORY P {F(0- 1] L {e-1)

azaz, homogén Markov ldnc.

Meg kell mutatni, hogy ha a, maximdlis elem (azaz a§=ak), aklkor

a dontés (megdllni vagy folytatni a megfigyelést) csak az a), elem
sorszdmdtél (k) fiigg, s nem fligg az 81y 8psereBy 3 elemek elhelyez-
kedését8l. Azaz az 85 By yreeesrBy elemek elrendezésének fellételes
valdsziniisége az 81s Bpyeees 8 feltétel mellett nem fligg az
8yreees8y 3 elemek elhelyezkedésétdl.

-

ak=a§1;’ ak+l’ ® e E ] anl
ontok elhelyezkedése, hanem B £ H wed B a=hes viszonyitott el-
p 1< 82 k-1

Ehhez elegendd beldtni, hogy nemcsak az

helyezkedésiik sem fligg az af,..., 8y por.tok elhelyezkedésétsl.
Mér 1dttuk, hogy a, ., egy [-eo, a?l,...,[ai,av] intervallunba

esésének valdsziniisége %rI» 8iap-nek az el8bbhiek valamelyikébe esése
N

F%? valészinliségii, igy Bys By qreeerby feltételes valdsziniisége

1
kel k&L m
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és ez fliggetlen az axl, vee o az negjelenési sorrendjétsl.

A feladatot igy teljesen a §(i) gorozat megfigyelésére vezettiik
vissza.
Mésréeszt (6ppen most ldéttuk be)

P{i(n i o | B Qi)m e, Bli=A=bopiny §(OJ=1}=P{§(M)=41§(.-):k}:P(k,z,)

azaz Markov lé&nc

] _P_(B_L'_’;‘)
P( 41 3_} & N .
Bl oo ; i . f1lapottér
"\‘\, ~ k‘—zpj(k,lu 4)4 m

plim)

Véletlen bolyongds m &llapottal (m elnyeldhely). A valdsziniiségekre

" %:’P(K{J =1 (i”%:P(Ke) hogy k utén m lesz
=K+

tobb maximdlis pont, azaz 8, = max(al,...,am))-

A 0 .,ha £ < k

F(kulﬂ)= k ,ha (Lﬁkd!,ém).

L(2-1)

Az optimdlis médséer (stratégia) kivdlasztdsa minden k-ra annak
megadédsa, hogy megdllni vagy sem. Mivel k lehetséges értékei
1,2,...,m, gzon részhalmazt kell megadni, ahol meg kell &1lni I az
(1,2,...,m) részhalmazédval meg lehet adni a stratégidt. Ezen straté-
gidk szdma véges Z" (az iires és teljes halmazt is beleértve), ezek
koziil kell kivdlasztani a legjobbat.

A stratégidk koziil érdekes a kdvetkezd (k legyen fix szdm)

T - 5(0» ha f(o><...< fli-1) <« k és f(i) e k.

Vélaszthatjuk T értékét §(1+1)—nek is Ez nem optimdlis stratégia.
Adott k esetén legyen q(k) az "eltiinés" feltételes valdsziniisége
a megélldsnak a §(i)=k feltétel mellett (hogy a k-adik abszolut
legjobb is)

1 k

q(k)- p; p(k, ) - 1;§+1Z&—MT LS (F -4 &

Jelslje q’(k) annak valdsziniiségét, hogy a "legjobb" a vdlasztds
(a nyereséget), ha E(i):k és a f(i+l)-nél dllnek meg. Nyilvén

CE



+<.-+>;,;:!;4~) (k(‘-hﬁ) C}’(k):o ha k=m.

1 .e . ” .. Id s q,Ck)
moY Osgszeg monoton cstkkendk novelésével
q’ (m) q(k)
o = 0. Igy q’(k)=q(kx) valamilyen Ko
- q(m
km+1, eee o m szakaszon,

ATl = {km, km+1, Wi m} halmaznak optimdlis stratégia felel
meg. Azaz a megfigyelést mindaddig folytatni kell, mig f(i) = km,
és megdllni, ha E(i) 2k .

Legyen m =3, akkor

=
N
|
-
e
+

én

(o]}

moncton csckken

q(1) = aWlt+ 5+ Z5)>q(1)

azaz az elslt nem fogadjuk el, mint optimdlisat.
Ha az A stratégia a k<:km-né1 megdlldst irna el8, az A’ straté-
gia mely eggyel tovébbd lépne jobb lenne néla, ha pA(k) az A ese-
tén a k-ba jutds valésziniisége (nyilvén pA(k);>O) a nyereségek
p,(k) q(k) i1l. p,(k) 9’ (k).

Indukciéval beldthaté, hogy (k-ban visszafelé) az optimdlis
A stratégia a (km+1, k +2, ..., k ) pontokban azonnali megdlldst
kovetel.
Ezen a szakaszon q'(k) <=q(k). Ha az A stretégia m-nél tovdbb-
lépést javasol, akkor A’, mely megegyezik A-val, csak m-ben meg-
dllést javasol - jobb lesz, mert nyeresége pA(m)-mel nagyobb, mint
A-é. Azaz k=" esetén igaz az dllitéds, tegyiik fel k+1, k+2,..., m
esetén mdr igaz (k= km+l). Ha A a k kihagydsdt (folytatdst) ja-
vasolna, akkor az A’, mely megegyezik A-val, csak k-ban megdlldst
javasol, igy A’ jobb, mint A. Valdban az indukcié miatt A a
k+1l-ben valdé megdllds, A’ a k-ban vald megdllds., Az A nyeresé-
ge és A’ nyeresége kizti killonbség pA(k) q(k) - p,(k) a(k)<o0,
azaz k-ban meg kell &llni.

Ha q'(k )<q(k) akkor k  is [-hoz tartozik (egyenldség
esetén is vegyiik [-hoz, igy egyértelmii).

A km kivdlasztédsa az a legkisebb k, melyre q°’(k), azaz

L. A . g g A
CrTeT ettt veey (SR b )

Az optimdlis stratégia a valdsziniisézre a kiivetkezdt adja
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- 34 -

ke = 4 A A A
P = (km44 b T o F m—4)'

Bizonyitds. Annek valésziniisége, hogy k=1 megvizsgdlt elem

utén a legelsé.lmely jobb, mint a tobbi, k sorszdmu lesz (ak - 82él-
-

86 elem) (ak a 8z61s8 elem, s a legkizelebbi hozzd az 8y
cees By -1 elemek bdrmelyike). A siker feltételes valdsziniigsége %

m
és igy

v kM k  kmn-1 1 KN A

Pm:klrn ——km‘-;—.—T)- ._?h—_ =5y ( \(m«4 + km+ + = )
m=10 esetén
i il ! i i 1 L
k E E+...+——Im— k E E +e.0 o7 _'-Im-
9 0,111 0,111 4 0,250 0,996
8 0,125 0,236 3 0,333 1,329
T 0,143 0,379 2 0,500
6 0,167 0,546 i
5 0,200 0,746
Plo = 0,399

Ezutédn vizsgdljuk meg a feladatot, mint Markov ldnc irdnyitdsdt.
Az éllapotot €,, ..., € és £ . jelenti, ha mér megvolt a legjobb

m
elem., Az &tmenetek valdsziniliségei
j : i o 114 i '
- __.I______ I o= 1 _"_ m Inega as # L B
Pij Xiti-4) A b= ’ esetén Pu {0 i)
J_ ha J =m+ 1
m

d lehetséges értékei: O(megdllds), 1 (folytatds).

Olyan dontésfiliggvény kell, melyre a legjobb (legnagyobb) elem kivdlasz-
tdsdnak valésziniisége maximédlis.

Legyén p; annak valdsziniisége, hogy a folyamatot az ﬁi dllapotban
dllitjuk meg. A

P -2 Lop

valdészinliséget maximalizdlni akarjuk, Ha P(k,d) annak valdsziniisége,
hogy valahol Ek—ban van folyamat, és a legjobbat fogjuk kivdlasztani,
akkor m

Pkd) =2 oy (d)P(j.9)

J=k
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Mivel

1 ,ha d’(ém) = 0,
_P(m,o\) " ’ ( m
0 »ha d (Em) < 1,
tovabba [Eti_ A )0
Plm-t,d)=g ™
lmciy nn alem -

adédik, hogy
’ Prlen-d) = —PE=t.
m™m
A meggondoldst folytatva a mdr ismert eredményre jutunk. U.i., ha

€ r Epppreees Em-ben d°=d°(x) =0 milyen legyen d°( Ek-l) ?

Nyilvén
d(\ekq) =0
P(k-1.4d) - )
k;: kt{:l) Vh(;iL) »ha d(ek-) L,
ahonnan ldthaté, hogy L y 2
0 »ha Top Hopt +m_l,éi

do(ck-c) &

p, ¢6s Kk, -re kozelités taldlhatd nagy m esetén

4 egyébként.

ln—r:-<~t—+—r4i_4+...“+. mi_L <_M%
igy

Xan;?n< 1_c},n“(’“m—:';-_'
ahonnan

B etmep i)

é€s L 2
A
oy S e S 1
miatt
oy A

Jelen dolgozat az 5,11.3 szému
intézeti kutatédsi téma kereté-
ben kerilt kidolgozasra
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A TANULMANYOK sorozatban eddig megjelentek:

1/1973

2/1973

3/1973
4/1973
5/1973%
6/1973
7/1973
8/1973

9/1973
10/1973

11/1973
12/1973
13/1973
14/1973

15/1973
16/1973

17/1974

Pdsztor Katalin: Médszerek Boole-fuggvények minimdlis vagy
nem redundéns,{ A,V ,71} vagy {NOR} vagy {NAND} bdzisbeli,
zéréjeles vagy zdéréjel nélkili formulédink el84llitéséra
BamxeBy Wmrsan: PacuneHenne MHOT'OCBASHHX
IMPOMEIIICHHHX IIPOLleCCOB C IIOMOL[BI BHYUYUCIH=-

TEJIBHEX MalUH

Addm Gyorgy: A szémitégépipar helyzete 1972 mésodik felében
Bénydsz Csilla: Indentification in the Presence of Drift
Gyurki J.- Laufer J.- Grint M.~ Somlé J.: Optimalizélé
adaptiv szerszdmgépirdnyitdsi rendszerek

Szelke Erzsébet - Téth Kdroly: Felhaszndléi Kézikdnyv

(USER MANUAL) a Folytonos Rendszerek Szimulécijéra készult
ANDISIM programnyelvhez

Legendi Tamés: A CHANGE nyelv/multiprocesszor

Klafszky Emil: Geometriai programozés és néhény alkalmazésa
R. Narasimhan: Picture Processing Using Pax

Dibuz Agoston - Gdspér Jénos - Vérszegi Séndor: MANU - WRAP
hétlaphuzalozé. MSI-TESTER integrélt é&ramkdrsket mérd,
TESTOMAT - C logikai hélézatokat vizsgdlé berendezések
ismertetése

Matolcsi Tamds: Az optimum-szémitéds egy Uj médszerérdl
Makroprocesszorok, programozési nyelvek. Cikkgyujtemény az
NJSzT és SzTAKI kdzds kiaddsdban.

Szerkesztette: Legendi Tamés

Jedlovszky P4l: Uj médszer bonyolult retifikdlé oszlopok
vegyészmérnoki szdmitdsdra

Baké Andrds: MTA kutatéintézeteinek bérszémfejtése szémi-
t6géppel

Adém Gyorgy: Kelet-nyugati kapcsolatok a szémitégépiparban
Fidrich Ilona=-Uzsoky Miklés: LIDI-72 listakezeld rendszer
a DIgitélis Osztdlyon, 1972. évi véltozat

Gyurki Jézsef: Adaptiv termelésprogramozé rendszer (APS)

termeld mUhelyek irényitéséra



18/1974

19/1974
20/1974

21/1974
22/1974
23/1974
24/1974
25/1974
26/1974
27/1974
28/1974
29/1974
30/1974
31/1975

32/1975

33/1975

34/1975

- -

Pikler Gyula: MINI-szdmitégépes interaktiv alkatrészprog-
ramiré rendszer NC szerszdmgépek automatikus programozé-
sGhoz

Gertler, J.-Sedlak, J.: Software for process control
Vémos, T.-Vassy, Z.: Industrial pattern Recognition
Experiment - A Syntax Adided Approach

A KGST I.-15-1.: Diszkrét rendszerek automatikus tervezése
c. témdban 1973. februdrban rendezett szemindrium el8adésai
Araté, M.-BenczlOr, A.-Krdmli, A.-Pergel, J.: Stochastic
Processes, Part I.

Benké Séndor-Renner Gébor: Er8sen telitett mdégneses kdrok
tervezési mddszere

Kovdcs Gydrgy-Franta Ldszléné: Programcsomag elektronikus
berendezések hdtlaphuzalozésdnak tervezésére

Jdrdén R. Kélmén: Hdromfdzisd tirisztoros inverterek 4llan-
désult tranziens jelenségei és bels8 impedancidja

Gergely Jézsef: Numerikus médszerek sparse métrixokra
Somlé Jdénos: Analitikus optimalizdldés

Vémos Tibor: Tdrgyfelismerési kisérlet nyelvi médszerekkel
Méritz Péter: Vegyészmérnoki szdmitdsi médszerek fdazis-
egyensUlyok és kémiai egyenslUlyok vizsgélatéra

Vémos, T.-Vassy, Z.: THE BUDAPEST ROBOT - Progmatic
intelligence -

Nagy Istvén: Frekvencidsos, kdzépfrekvencids inverter
elmélete

Singer-Borossay-Koltai: Gézhélézatok optimdlis irdnyitdsa
kilonds tekintettel a F8vdrosi Gézmiuvek hdélézataira

Vémos, T.-Vassy, Z.: Limited and Pragmatic Robot
Intelligence

Mérs, L.-Vassy, Z.: A Simplified and Fastened Version of
the Hueckel Operator for Finding Optimal Edges in Pictures

l'axano B,: llporpauma xns pacrno3HaBaHUA reoMeTpudYeC=
KuX o6pa3oB, OCHOBA&HHAA HA JUHI'BUCTUUYECKOM MeToJe
ONMUCAHUA ¥ 8HANN38 IEeOMeTPUTECKHX CTPYKTYP

Nemes Ldszlé: Pattern Identification Method for Industrial

Robots by Extracting the main Features of Objects
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35/1975 Garddi Jénos-Krémli Andrds-Ratké Istvén-Ruda Mihély:
Statisztikai és szdmitdstechnikai médszerek alkalmazdsa kér-

h4zi morbiditds vizsgdlatokban

36/1975 Renner Gébor: Elektromdgneses tér szdémitdsa nagyhémérséklety

anyagban

37/1975 Edgardo Felipe: Specification problems of a process control
display

38/1975 Hajnal Andrésné: Nemlinedris egyenletrendszerek megolddsi

médszerei
39/1975)‘ A. Abd. El Sattar: Control of induction motor by Three ...

40/1975 Gerhardt Géza: QDT Grafikus interaktiv szubrutinok a CDC 3300
- GD’71 grafikus konfiguréciéra

41/1975 Araté M.-Benczur A.-Krémli A.-Pergel J.: Stochastic Processes,
Part II.

A ® -gal jelolt kivételével a sorozat kotetei az Intézet kdnyvtdréban
megrendelhet8k /Budapest, XIII. Victor Hugo u. 18-22./
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