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Absztrakt

Felgyorsult digitalis vilagunk igénye az, hogy okos eszkdzok segitsék mindennapi
¢letlinket, a tanulast és a kutatast. A matematika egyik legfontosabb alapfogalma a
fliggvény. A vele kapcsolatos alapvetd ismeretekre mindenkinek sziiksége van. Az
IKT eszkdzok alkalmazasaval bepillantast nyerhetiink rejtélyes vilagukba, lathatova
tehetjiik 6ket a monitoron, mikozben 1j felfedezésekkel lepnek meg benniinket,
amit konkrét példakkal illusztralunk.

Kulcesszavak: Matematika, fliggvények és grafjaik, IKT eszkozok.

Torténeti el6zmények

A 19. szazad végére meriilt fel nemzetkézi szinten a matematikaoktatas
megreformalasa. Beke Man6 tanarként Felix Klein 0sztondijasa volt, nala
ismerkedett meg a matematikatanitasi reformeszmékkel. Az 6 kezdeményezésére
jott 1étre Magyarorszagon 1906-ban a Matematikai Reformbizottsag. Szerinte a
magyarorszagi tantervek rendszerességre, a részek kozti tervszerli kapcsolatra,
koncentraciora torekedtek, ezen kiviil vilagos tendencia mutatkozott a matematikai
tanitas gyakorlatias irnya felé. A tanterv kereste az élettel és a tobbi tantarggyal a
kapcsolatot, tekintetbe vette a gazdasagi élet szempontjait. A szigoruan tudomanyos
targyalds helyett, inkabb egy-egy rész feldolgozasaval nyujtott bepillantast a
matematika tudomanyos problémainak a targyalasaba. A fiiggvények menetének
vizsgalataban az dsszes kiilfoldi tantervet megelozte '

Beke Mano6 a Félix Klein altal meghirdetett célokat akarta megvaldsitani: a
matematikaoktatas kozelebb hozasa a tarsadalmi élethez, a természettudomanyos
gondolkodas atvitele a koztudatba, a fliggvény fogalmanak a bevezetése, a
fiiggvénykdzpontu gondolkodas, grafikus abrazolas, grafikus tablazatok készitése, a
differencial- és integralszamitas bevitele a kozépiskolaba.

Bevezetés a differencial- és integralszamitasba c. konyvében targyalta a
kovetkezo feladatot:

! BEKE Man6 — Mikola Sandor: 4 kézépiskolai matematika tanitis reformja (1909), Franklin,
Budapest, XIV-XV., 21-29.
111



., Hogyan lehetne az x* = 3x — 2 negyedfokii egyenletet megoldani az  y = x*
gorbe segitségevel?”

Ezt a feladatot ma is kitlizhetjiik didkjainknak, akik a GeoGebra program
segitségével meg tudjak oldani. Beke Mand a megoldasra azt javasolta, hogy
abrazoljuk ugyanabban a koordinatarendszerben az y = x * gorbét és az y = 3x-2
egyenest. A gorbe és az egyenes metszéspontjainak az abszcisszdja adja a
megol;iésokat. Két metszéspont van, ezek abszcisszaja leolvashato: x; = 1 és x, =
0,815.

Ratz LaszIlo, a Mikola Sandor akadémikussal k6zosen irt, A fiiggvények és az
infinitezimalis szamitas elemeinek tanitasa kozépiskoldainkban —tankonyvével
kapcsolatos cikkében kifejtette:

., A fliggvény fogalma alkossa egész matematikai tanitasunk gerincét. De mig a
tanitas also fokan a gorbék a jelenségek torténetét mondjak el, addig kozépfokon az
algebra és geometria szoros kapcsolatat vilagitiak meg, a felsébb fokon pedig a
differencial- és integralszamitas daltalanosabb modszereire vezetnek.

A fiiggvény fogalmat gondosan kell elokesziteniink, idot kell engedniink
tanitvanyainknak, mig azt teljesen atertik, s csak azutan térhetiink dat a fiiggvenyek
rendszeres targyaldsdra.””

Az iskolai tantervek igen lassan kovették ezeket az elképzeléseket, csak az
1926-0s tantervbe kertiltek be és altalanosan nem valdsultak meg. Az 1940-es évek
tankonyvei koziil Jonds Mdarton tankdnyvei valositottak meg ezeket az elveket. A
Mennyiségtan a gimnaziumok és leanygimnaziumok V1. osztdlya szamdra nagyon
pontosan, és teljesen moderniil, targyalta az exponencialis és logaritmus
fliggvényeket, megmutatta azok kapcsolatat is. A kitlizott feladatokkal elmélyitette
az 1jj ismereteket. Nagyon szépek az abrak meglatszik, hogy a grafikus festGtanar
Gdborjani Szabé Kalmdn készitette.*

Ezek a hasznos reformeszmék a gyakorlatban csak a 2. vilaghdborti utani
gyokeresen Uj tantervekben keriiltek ismét el6, és indult meg a megvalositasuk. Ma
mar természetesek, sot kiegésziiltek az IKT eszkdzok alkalmazasaval.

A Péter Rozsa — Gallai Tibor: Matematika a kozépiskoldak 1. osztalya (1950)
szamara volt az elsd matematika tankényv a masodik vilaghabora utan, ami vj
szempontok alapjan késziilt. Megjelent benne a fliggvények abrazolasa, az
egyenletek és egyenletrendszerek grafikus megoldasa. A Péter Rozsa — Gallai 1.

2 BEKE Mané: Bevezetés a differencidl- és integrdlszamitdsba (1967), Gondolat, Budapest,. 36.
oldal 3. feladat.

3RATZ Lészlo: A fliggvények és az infinitézimélis szamitas, In: BEKE Man6 — MIKOLA Sandor:
A kézépiskolai matematika tanitas reformja (1909), Franklin, Budapest, 143.

*JONAS Marton: Mennyiségtan a gimnaziumok és leanygimnaziumok VI. osztalya szamara
(1945), 36-38.
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matematika tankonyv utan az igazi folytatas a Varga Tamas és Farago LaszIo altal
irt tank6nyv lett volna. A hiba az volt, hogy kotelez6vé tették az 1978-as tantervet,
ami felkésziiletlentil érte a tanarokat. Az 1ij tanterv a terjedni kezdddo jot is lejaratta,
és rossz hirbe keverte.

Varga Tamas a szputnyik korszakban élt. Azota atléptiink a 21. szazadba, ami
ujabb kihivasokat hozott. A szamitogép alaposan beleszolt az oktatasba, olyan
tavlatokat nyitott meg, amit az elézéekben el sem tudtunk képzelni. Okosabb ¢s
ligyesebb nalunk, olyat is megcsinal, amit mi nem tudunk.

A kor kovetelményeinek megfeleléen, a modemn IKT eszkozoknek a
felhasznalasaval, tamaszkodva a hagyomanyokra és a konvenciokra, a feladat egy
egészséges kompromisszum létrehozasa az elmélet, a gyakorlat és az alkalmazas
kozott, biztositva fliggvények széles korii ismeretét. Tudomasul kell venni, hogy
nem kell a kozépiskoldban mindent precizen megtanitani. Szemléletesen kell
elokésziteni és felfedeztetni a fogalmakat. A fliggvények, pl. a covid jarvannyal
kapcsolatos informaciok grafikonjai, mindennapi életiink részévé valtak. Tudnunk
kell 6ket leolvasni és kovetkeztetéseket levonni.

Az uj korszak

Tankonyviroként, illetve tehetséges diakok felkészitdjeként szembesiiltem, a fenti
problémakkal, amit a lehetdségeim szerint igyekeztem megoldani. Nagy segitség
volt a szamomra, hogy egyidében tanitottam az egyetemen matematika tanarszakos
hallgatokat és a kozépiskolaban specialis matematikai osztalyokat.

Elso elképzelésemet a ,,Bohockonyv”, azaz Matematikai feladatgyiijtemény
I a kozépiskoldk tanuléi szamdra (1987) feladatai® és a hozzatartozd Tandri
Segédkonyv” megoldasaiban fejtettem ki.

A Feladatgytijtemény 1. kotetében a IV. fejezetet kaptam kidolgozasra, aminek
témaja Az egyenletek és egyenlitlenségek volt. Belecsempésztem az egyenletek,
egyenlotlenségek grafikus megoldasat rengeteg abraval, ami sok munkat adott a
grafikusnak és meglepetést okozott a szerkesztoknek. Kiemelten foglalkoztam az
abszolutértéket tartalmazd egyenletekkel ¢és egyenldtlenségekkel, amelyeket
szamitassal is, és grafikusan is meg lehet oldani. A késobbiekben ezek a feladatok

> BARTHA Gébor — BOGDAN Zoltan — CSURT Jozsef — DURO Lajosné — GYAPIas Ferencné —
KANTOR Sandorné — PINTER Lajosné: Matematikai feladatgyiijtemény 1. a kozépiskolak
tanuloi szamara (1987), 159-265, 472-521

 BARTHA Gébor — BOGDAN Zoltan — CSURI Jozsef — DURO Lajosné — Gyapias Ferencné —
KANTOR  Sandorné — PINTER Lajosné: Megoldasok, utmutatisok Matematikai
feladatgyiijtemeny 1 (1995), 144-273.
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megjelentek a versenyeken és az érettségin is. A szamitogépes feldolgozast egy
szakdolgozém ki is probalta a kozépiskolaban. Tapasztalatai igen pozitivak voltak.”

A Feladatgytiijteménybe olyan feladatokat is bevalasztottam, amelyeket nem
standard modszerrel, azaz fliggvényvizsgalattal lehet megoldani. Ezeknek a
kiilonleges otleteket igényld, nehezebb feladatoknak a sorszamat egy csillaggal
jeloltiik meg. A feladatgylijteményt a tanarok ma is hasznaljak. Ilyen feladat a
kovetkezo:

2x
201m

*1403. Hdny megolddsa van a valés szamok halmazin a |sinx| =
egyenletnek?

Ezt a feladatot gyakorlatilag csak az tudja megoldani, aki elkésziti a vazlatos
rajzot, vagy kirajzoltatja a képernyon.

A 1. kotetben érettségire felkészit6 feladatsorokat tliztem ki.® Itt mar béven
szerepeltek olyan logaritmussal kapcsolatos feladatok, amelyek szokasos megoldasa
soran alkalmazott modszer, a fliggvények szigori monotonitasara, ekvivalens
atalakitasra valo hivatkozasok, kétségeket és kivancsisagot ébresztett fel bennem.
Hipotézisemet a szamitogépes abrazolas beigazolta.

Ilyen feladat pl. a 17. feladatsor 6. feladata (122.) és a 22. feladatsor 3.
feladata (159.).

122. Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kévetkezé egyenlétlenséget!
logyy+4(x*x)>1

159. Oldjuk meg a kovetkezo egyenlitlenséget a valos szamok halmazan és
abrazoljuk a szamegyenesen a megoldashalmazt.

1 +logy, (3x %) > 0.

Erettségi-felvételi feladatok
Az 1991. évi érettségi-felvételin kitiizott G 6. feladat:

" BALOGH Csaba: Fiiggvény transzformdciok oktatisa IKT eszkézok segitségével (2015), Tanéari
szakdolgozat, DE Matematikai Intézet.

8 BARTHA Gabor — BOGDAN Zoltan — DURO Lajosné — GYAPJAS Ferencné — HACK Frigyes —
KANTOR Sandorné — KORANYI Erzsébet: Matematikai feladatgyiijtemény Il. a kozépiskolak
tanuloi szamara (1988), 386-394, 485-487.

BARTHA Gébor — BOGDAN Zoltan — DURO Lajosné — GYAPJAS Ferencné — HACK Frigyes —
KANTOR Sandorné — KORANYI Erzsébet: Tandri kézikonyv Matematikai feladatgyiijtemény I1.
(1988), 349-370.
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6. Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletet!

IOg 1991()C—3) + 10g1992( )C—3) =3 g(xs— 24)

A megoldas fliggvényvizsgalattal torténik, azaz az értelmezési tartomany és
monotonitas vizsgalataval. A bal oldalon all6 x— log 1991(x—3) + logiger( x-3)
fliggvény szigorian monoton névekvo, értelmezési tartomanya x > 3, értékkészlete
Jo0;00[. A jobb oldalon allé fliggvény szigortian monoton csokkend, ezért a két
fiiggvény gorbéje csak egy pontban metszheti egymast, igy az egyenletnek csak egy
gyoke lehet. Mindkét oldalon levo fliggvénynek az x = 4 helyen felvett értéke 0 (1.
abra), igy ez az egyetlen megoldas.

5 3 = ¥ [ x = - 1 T = 1 S 1 s x wai
- w " - L - mw - ~ ~ - L k) - L - L - - - -

Egir - 34 Bl — 1}

1. abra: Megoldas fiiggvényvizsgalattal

Szerintem csak annak nem nehéz a feladat megoldasa, aki ismeri a megoldas
modszerét. A Kozgazra felvételizoknek problémat okozott az Gjszeriisége miatt. A
NAT legujabb valtozata ezeket a feladatokat til nehéznek itélte a normal osztalyok
szamara, tOrolte a logaritmusos egyenldtlenségeket, a nehezebb logaritmusos ¢és
exponencialis feladatokat a tananyagbdl.

Egy nehezebb valtozat volt az 1994. N 6. feladat:

6. Alapitsa meg, hogy a kivetkez6 kifejezés mely valbs x értékekre értelmezhets!
Van-e olyan legnagyobb és legkisebb értéke; ha van, mivel egyenld, és mely x
helyeken veszi fel?
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lg@—|x-1]+%-|x+2))

Itt is azzal kezdjiik a megoldast, hogy az fix) =4 — | x — 1| + 2 - | x + 2|
fliggvényt vizsgaljuk. Célszeri az abra elkészitése. A tovabbiakban a hivatalos
megoldas a logaritmus fiiggvény monotonitasara hivatkozva adta meg a
szélséértékeket. Egyetemi gyakorlaton mar ugy oldottuk meg, hogy az eredetileg
megadott logaritmus fliggvényt szamitogéppel rajzoltattuk ki, és azt elemeztiik. (2.
abra)

2. abra: A logaritmus fiiggvényt szamitogéppel rajzoltattuk ki

Grafikonok készitése szamitogép segitségével

Az egyik egyetemi gyakorlaton az f{x) = 2V% ¢sa gx) = X -5x+6 fliggvények
tulajdonsagait vizsgaltuk. Az f{x) fliggvényt nem sikeriilt jol abrazolnunk a [0 ;1]
intervallumon. Nehézkes volt a kicsi értékek behelyettesitése, a rajzon nem volt
nyilvanvald a konvexités, vagyis az, hogy az y = x+1 egyeneshez képest hogyan
halad a fiiggvénygorbe a [0 ;1] intervallumon. A g(x) fliggvény monotonitasaval
kapcsolatban viszont ismét kétségeim voltak. Nyilvanvalé volt, hogy g(x)
mésodfoktl fiiggvény nem lehet szigordan monoton, mert az x— x> — 5x + 6
masodfoku fiiggvénynek minimuma van x = 2,5 -nél, pedig az exponencialis
egyenletek, vagy egyenl6tlenségek megoldasanal arra hivatkozunk, hogy az x— a*
exponencialis fliggvény a >1 esetén szigorian monoton ndvekvd. A felmeriilo
nehézségek tisztazasara gyorsan, az Orakdzi sziinetben, szobatarsammal, Kovacs
Andrassal egylitt, Maple program segitségével abrazoltuk a két fliggvényt (3. abra,
4. abra), és az orara a két kinyomtatott grafikonnal mentem vissza, amit korbe
adtunk. Sikerét az mutatta, hogy az ora végére kézen-kdzon eltiint a két papirlap,
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nem kaptam vissza. Ma ezt minden tanuld, nehézség nélkiil el tudja késziteni
szamitogépes program segitségével.

P IREST RN AN e

3. abra 4.dbra

Ennek a médszernek a kvetkezd feladattipusnal van jelentésége:’

Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenlotlenséget:
2x2—5x+6 > 1.

A megoldas soran ekvivalens atalakitasra és arra szoktunk hivatkozni, hogy az
x—2" exponencidlis fliggvény szigorian monoton novekvod, és kijon a helyes
eredmény.

2X%=5x+6 5 20 ¥—5x+6>0, (x—2)(x—3)>0,vagyisx<2,x>3.

Ezt a hitemet ingattdk meg a Maple altal rajzolt abrak. Nem olyan a fliggvény
képe, mint amilyennek mi elképzeltiik, és amire hivatkozunk.

A tapasztalatokat felhasznaltam a Siimegi Ldszloval kozos Elemi matematika
egyetemi jegyzet'’ készitésénél.

A 3. kotetben az abszolutértékkel kapcsolatos feladatok megoldasanak
modszerét mutattam be. Az abszolutértékes feladatok kedvelt témai a versenyeknek
és az érettségin kitlizott feladatoknak, és megfigyelésem szerint nehézséget okoznak
a didkoknak. Kozépiskolas didkjaimnal bevalt a kézi rajzolds és a szamolas

° Hasonl6 feladat a BARTHA Gébor — BOGDAN Zoltan — CSURI Jozsef — DURO Lajosné —
GYAPJAS Ferencné — KANTOR Sandorné —PINTER Lajosné: Matematikai feladatgytjtemény I.
a kozépiskolak tanuloi szamara (1987), 1232. feladat.

1% K ANTOR Sandorné — SUMEGI Laszl6: Elemi Matematika III. Algebra (1996), 28—53, 133—240.
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parhuzama. Az egyetemi hallgatok szamara ez a mddszer ismeretlen volt, ezért
potoltuk ismereteiket.

Egy egyszerli, de mas megoldasi modszert igényld, feladatot tiiztem ki a VIL
Abszolutérték fejezetben.

9. Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kévetkezo egyenletet!

[ x[=1]=1]-1=v2

crcr

abrazoltuk az x—| | | | x| — 1 | — 1 | — 1] fliggvényt. A fliggvény szimmetrikus az y
tengelyre. x > 3 és x <3 esetén kapunk megoldast, de azt nem tudjuk pontosan
leolvasni. Szamolassal kell meghataroznunk az x —3 =+/2, illetvea —x—3=+/2
egyenletekbol, mert a gyokok irracionalisak, x;=23 ++/2, x,=-3 —v/2.

A grafikus modszer alkalmazasanak vannak hatranyai. A leggondosabb
abrazolas is csak kozelitdleg pontos megoldas(oka)t ad, a racionalis és irracionalis
gyokok leolvasasa nehézkes, és csak bizonyos pontossaggal kapjuk meg értékiiket.

Az abrazolas a tajékozodast segiti inkabb eld, amit szamitasokkal kell
kiegésziteni. Ma a didkok pl. a GeoGebra program segitségével meg tudjak adni a
pontos grafikonokat és a hozzajuk tartoz6 szamértékeket.

Az érvényben levo tankonyvek és a szamitogéppel torténo
fiiggvényabrazolas, egyenletek, egyenlotlenségek megoldasa

Erdemes kitérni arra, hogy az iskolai tankonyvekben hogyan targyaljak a
szamitogép segitségével torténd fliggvényabrazolast és az  egyenletek,
egyenldtlenségek grafikus megoldasat. Az érvényben levd tankonyvek koziil a
Gondolkodni jé! Matematika 9 tankonyvet''néztem meg, ami Excell program
segitségével javasolja az egyenletek kozelitd megoldasat szamitogép
alkalmazasaval.

Egy tanitasi kisérletrol

Balogh Csaba tanarimesterszak-matematikatanar  szakdolgozém  Fiiggvény
transzformacick oktatdsa IKT eszkizok segitségével (2015)" cimii  tanari
szakdolgozataban leirta, hogy hogyan végezte el a fliggvénytranszformaciok

"' Haipu Séndor, CzecLEDY Istvan, HAIDU Sandor Zoltan, Kovics Andrds: Matematika 9,
Gondolkodni jo! (2009), 154-156.

12 BALOGH Csaba: Fiiggvény transzformaciok oktatisa IKT eszkdzok segitségével (2015), Tanari
szakdolgozat, DE Matematikai Intézet.
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oktatasat, a GeoGebraTube-on" elérhetd, szabadon felhasznalhaté alkalmazasok
segitségével, els6sorban interaktiv tablan, de legalabb is szamitogép és projektor
felhaszndlasaval. Bemutatta a fiiggvényértékek transzformacioi kozil az
alapfiiggvény grafikus képének eltolasat az y tengely mentén, és az x tengelyre valo
tiikrozését, valamint a fliggvényvaltozod transzformacioi kozil az alapfiggvény
grafikus képének eltolasat az x tengely mentén, és az y tengelyre valo titkr6z€sét az
abszolutérték, a masodfoku, a négyzetgyok, és a reciprok alapfiiggvényein
keresztiil. Ezek utan kozolt egy kétoras gyakorld feladatsort és beszamolt tanitasi
tapasztalatairol. A tanitasi 6rdk megtartasa a Békéscsabai Szakképzési Centrum
Trefort Agoston Szakképz6 Iskoldja és Kollégiuméaban tortént, 2015 oktoberében a
S7Z¢&/12/1. F kozépiskolai osztalyban. Ebben az iskoldban minden tanteremben
rendelkezésre allt a szamitogép és a projektor, laptophoz is hozza lehetett jutni, sajat
elektronika szaktanterme volt interaktiv tablaval. Az abszolutérték, masodfoki-,
négyzetgyok-, reciprok alapfiiggvények grafikus képének alapos megismerése utan
fogtak hozza fliggvénytranszformaciokhoz, vagyis ahhoz, hogy a fiiggvény
hozzarendelési szabalyanak bizonyos valtozasa, milyen geometriai transzformaciot
okoz a fliggvény képében.

Kifejezetten pozitivak voltak a didkok visszajelzései az interaktiv tablas
megoldasoknal. Kimehettek az interaktiv tablahoz, iranyithattak az abrazolast. Az
animacios alkalmazasok megmutattdk a transzformacios I€épés hatasat az adott
paraméter folytonos valtoztatasakor. Egy rajzot sokkal konnyebb volt elkésziteni a
segitségével, mint a hagyomanyos iskolai tablan, vagy a flizetben, tehat a
nagyszamu példa bemutatasdhoz, gyakorlasdhoz teljesen megfelelt. Viszont pont
ezen a fteriileten jelentkezett a hatrany is. Egyszerien az oOravazlatra szant
grafikonokat a tanulok nem tudtak atvezetni segitség nélkiil a flizetbe.

Az alkalmazasokat ugy készitették, hogy android rendszert futtatd6 okos
telefonokon, tableteken, a megfeleld applikacio telepitése utan, hasznalhatdak
legyenek, vagyis a didkok barhol hasznalhatjak, ha internet kapcsolattal
rendelkeznek, igy a tanulashoz is és felkésziiléshez is rendelkezésiikre allt.

Tesztfeladatok, versenyfeladatok

A mai didkok szeretik a tesztet, mert a megoldas soran Uigy gondoljak, hogy lehet
totozni, amit viszont altaldban nem érdemes csinalni, mert nem jon be. A
versenyzOim szamara kiilon megtanitottam a tesztfeladatok optimalis megoldasi
modszerét. A tanulas soran érdemes megkdvetelni az indoklast is. Erre sziikségilink
volt, mert szakkoroseim részt vettek az amerikai matematikaverseny elsé és
masodik forduléjaban (AMC 10, AMC 12, AIME), ahol igen jo eredményeket

13 https://tube.geogebra.org/material/simple/id/50972 7#material/1434397)
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értiink el a nem angol anyanyelvli kozépiskolak versenyében. Tesztfeladatként
targyaltuk a kovetkezo feladatot:

Az abrak koziil valassza ki, hogy melyik az f{x) = log»(x—1) fiiggvény grafikonja.
Valaszat indokolja!

N
_/,.,::

Ki kellett valasztani a megadott négy abra koziil az egyetlen helyes abrat.
Megoldasi modszere a szokasos nem standard ut, az értelmezési tartomany és
monotonitas vizsgalata, vagy a szamitogéppel vald kirajzoltatas, ha erre lehetdség
van.

Az értelmezési tartomany: x > 1. Mivel a logaritmus alapszama 1-nél nagyobb ,
igy a logaritmus fliggvény szigorian monoton névekvo, tehat az a) abra a helyes.

Ennek a megoldasi médszernek egy masik, nehezebb valtozata fordult elé a
kozépiskolasok gyakorld versenytesztjében, ahol a megadott abrak koziil az x —
log, (x+1) helyes abrajat kellett kikeresni.

5. A mellékelt abrak koziil valassza ki az f(x) = log. (x+1) fiiggvény
grafikonjat! Vilaszat indokolja meg!

e T T e
e 0

(E}

Ezt a feladatot az egyetemi gyakorlatra készitett feladatlapra is betettem, és
tanartovabbképzési szeminariumon is kitliztem. Az algebrai uton vald targyalashoz
a kiilénbdzo alapt logaritmusok atszamitasa, vagy az e alapu logaritmus ismerete
szitkséges, ami nem kozépiskolai anyag. A tanarok szamara is nehéz volt a
feladat. Hazifeladatként algebrai uton csak egy hallgatd tudta megoldani. A
tobbiek szamitogéppel rajzoltattak ki az abrat, és annak ismeretében valaszoltak. A
helyes valasz: E
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A szamitogéppel kirajzolt grafikon (5. abra):

=1

=}

5. dbra

Versenyfeladat megoldasanak ellendrzése

A XII. Nemzetkozi Magyar Matematika Versenyen (2003, Eger)'* a 11. évfolyam 3.
feladata a kovetkez6 volt:
Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezo egyenletet!

logs (2*+ 5) =log, (3*-5)

A feladat kitlizdjének megoldasa:

nLegyen x a megoldds, és y =logs; (2'+5). Ekkor 3 = 2'+5 és 2 = 3'- 5, tehat
P+ 2= 3+ 2" amibbl x = y, vagyis 3* — 2 = 5 kovetkezik. Ennek x = 2

" KANTOR Sandorné, KANTOR Sandor: Nemzetkdzi Magyar Matematikaversenyek (2003), 67.
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gyoke, és a bal oldalon allo fiiggvények szigorti monotonitisa miatt mas gyéke

nem lehet. Ez az eredeti egyenletnek is gyoke, tehdt ez a megoldds.”"

A késobbiekben a tanarok kozott vitatargya volt a feladatra kozolt megoldas,
mert azt nem tartotta mindenki helyesnek. A K&Mal, a 2010/9. szaméaban kozolte
Abraham Gabornak a 2010. évi RLV-n tartott eldadasa alapjan irt cikkét,'® amiben a
fenti példa megoldasat is elemezte.

Mi az ellenérzést grafikonok készitéssel végeztiik el. GeoGebra programmal
abrazoltuk az egyenlet bal oldalan allo f{x)= log; (2* + 5) fiiggvényt, és az egyenlet
jobb oldalan allé g(x) = log, (3* - 5) fiiggvényt, majd kozos koordinatarendszerben
meghataroztuk a metszéspontjukat. A szamitdgép igazolta, hogy az x = 2 megoldas
helyes, még akkor is, ha a feladat kitliz6je altal adott valasz helyes volt, de az
indoklas nem volt tokéletes.

Konklazié

A 21. szazad didkjai szdmara lehetOséget kell biztositani, hogy a fiiggvények
grafikonjait meg tudjak szerkeszteni szamitogépes programmal és meg tudjak
jeleniteni. A pandémia korszakaban alkalmazott online tanitdsi moédszer a
digitalizacio elére torését jelentette, és megmutatta, hogy a matematika mellett
erositeni kell a tanulok informatikus gondolkodasat.
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Geometh — Images of functions on the monitor

The need for our accelerated digital world is that smart devices help our daily life,
learning and research. One of the most important basic concepts in mathematics is
function. Everyone needs basic knowledge about it. Using ICT tools, we can gain
insight into their mysterious world, we make them visible on the monitor, while they
are surprising us with new discoveries. We illustrate it with concrete examples.
Keywords: Mathematics, functions and their graphs, ICT tools.
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