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BLOSZ0

Jelen munka keletkezése Jo6l meghatarozott okokra vezethetd vissza. Az egy-
re nagyobb teljesitményli szémitégépek, bonyolult célgépek és elektronikus
/méré/ miszerek iradnti igény a konstruktdérdk feladatdt egyre neheziti. Vi-
szont a mAr meglévd szémitégépek is lehetdévé teszik az ujabb rendszerek
tervezésénél az eddig alkalmazott mdédszerek ézémitégépre vitelét. A cél a
tervezés minden fazisénak megoldasa szémitoégépen és egy egységes automati-—
kus tervezd programrendszer kij.fe;llesztéso. Jelenleg azonban az automata
absztrakt strukturajanak megtervezése szinte kiz4rdlag a tervezd feladata,
mivel az automataelméletben eddig kidolgozott szintézis mbédszerek szémitd-
gépre vitele még nem nevezhetd sikeresnek. Ezzel szemben a kialakitott
strukturdt realizdlé logikai hA&lézat tervezése, s6t legyArtasanak iranyité—
sa ma wmar a szamitoégépek hataskorébe tartozik. A logikai haldzatok szimité-—
gépes tervezésének egyes fézisaiban tobbek kozétt a matematikai logika ité—
letkalkulusiaban elért eredményeket is felhaszndl jak.

Az MTA Automatizaldsi Kutatd Intézetben Uzsoky Miklés osztalyvezetd irényi-
tésa mellett a DigitAdlis Aramkérdk Szintézise és Realizécibja Osztaly egy
csoportja foglalkozik a digitdlis aramkordk tervezésének kiilénbozb szaka=—
szalra vonatkozé algoritmusok fejlesztésével, az ehhez kapcsolddd elméleti -
problémék megoldiséval és az eredmények szémitégépre vitelével.

Azok az 6tletek és eredeti szempontok, amelyeket Uzsoky Miklés a mbdszerek
realizacidé szempontJabol vald megvitatédsa sorédn vetett fel, nagymértékben

hozzdjérultak a szintézis feladat olyan megfogalmazéséhoz, amely hatékony

algoritmusok elérését tette lehetdvé és eldsegitette, hogy az eredmények a
gyakorlat szempontjibdl értékesebbé valjanak, Hasznosnak bizonyultak szé-

momra az osztdlyon dolgozd kollégébkkal folytatott beszélgetések, kiilléntsen
a minimalizdlési feladat gyakorlati vonatkozAsainak tisztézéséban.

Készonetemet fejezem ki aspirédnsvezetémnek, Kalmar Laszlé akedémikusnak,



aki a disszertdcié témajat allanddan figyelemmel kisérte. Megjegyzéseiért,
értékes tanicsalért és azért, hogy batoritaséval hozzésegitett a probléma-
kdr kiilonbozdé szempontok szerinti megkdzelitéséhez, 6szinte hdlaval tarto-

Nagy segitséget jelentettek azok a baratli tanacsok és értékes észrevételek,
amelyekkel dr. Fidrich Ilona kolléganém segitett a kézirat teljes Atnézése

soréan.

A kombinatorikus aramkordk sok esetben valamely realizélésra keriild véges
automaténak képezik részét. A véges automaték logikal séméJanak /halézattal
valé dbréazolésénak/ szokdsos formaja az l, Abran lathaté.
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A kombinatorikus h&alézat bizonyos elemi fiiggvényeket realiz&alé funkcionA-
lis elemekbdl /pl. integralt aramkdrskbdl/ felépitett olyan hAlbzat, eamely
8Z Xq3X5ye009Xy valtozdok T11TpseeesTy 18798050008y Boole-fiiggvényeit reali-
zélja. Valamely kombinatorikus hAalézat elsd kizelitésben™ az egyes fiigg-
vényeket realizdléd izolalt kombinatorikus hdlézatok halmazénsk tekinthets.
Ez a magyardzata annak, hogy az elektronikus berendezések tervezése soran

felmeril a kévetkezd J61 defini&lt probléma: adott Boole-fiiggvény meghaté—

rozott bAzisban vald szintézisének automatizélésa, figyelembe véve a szin-

¥ Evben a dolgozatban a "kozelités", "elsd kbzelités" és hasonld kife jezé-
seket a miiszaki gyakorlatban hasznilatos heurisztikus-empirikus értelem-
ben értjik; pontos matematikal definicidjukra /hibabecslés segltségével/
nem toreksziink.



tézis eredményeként kapott formuldt realizdld haldzatot alkoté alapelemek
technolégial adottsigait.

Valamely ¥,4Y,see«s8, kombinatorikus halézat legyartéséig, logikel sémajé-
nak megadasdtél, egy sor munkafazis elvégzése sziikséges. E dolgozatban a
logikai séma kialakitésidnak csak egyes problémait érintjik. Osszefoglaljuk
a Boole-fiiggvényekre vonatkoz6, a disszertéciéban is felhasznidlt elméleti
eredményeket, majd részletesen foglalkozunk a szintézis problém#kiirével.

A kombinatorikus halézatok tervezésében a szintézis feladata a realizélan-
46 Boole-fiiggvény /vaegy fiiggvéﬁyek/ negadasa olyan formuldval, amely a véal-
tozdkon és a bazisfiiggvényeken kiviil mast nem tartalmaz. Kovetelmény, hogy
a formuladt realizalé haldézat technoldgiailag megvalésithatéd, ezenkiviil eldé=
4l11itasi koltsége a minimélishoz kozel legyen. Ennek megfelelden megk§ve-
teljik, hogy a szintézis eredményeként kapott formula valamilyen szempont-
bél /pl. a vAltozbszém, vagyis a valtozd eléfordulisok szima szerint/ mini-
malis /optimadlis szintézis vagy minimaliz&lés/, vagy legalabbis irredundéns
legyen /szintézis &ltaldban/. ’

A dolgozat egy részében foglalkozunk Boole-fiiggvények {A,¥,7} bazisban
diszjunktiv normalformidju formulédinak valtozészém szerinti minimalizalisé-
val és irredundins formuldk felirasaval. Attekintést adunk az eddig ismert
médszerekrél, amelyek 4ltaldban egyetlen teljesen meghatarozott Boole-fiigg=—
vényre [2, 4, 19, 56, 57, 67] vagy ¢-Boole-fiiggvényre [27, 48], esetleg
4ltalénos Boole-fiiggvényre EL?, 47] vonatkoznak. Foglalkozunk az egyes mébd-
szerek tovébbfejlesztésével, amellyel e mdédszereknek szamitogépes alkalma-
zds szempontjabdél vald hatékonysaginak lényeges javitasat is sikeriilt el-
érniink. UJj médszereket dolgozunk ki a szintézis feladatra. Minden esetben
olyan algoritmusokat adunk meg, amelyek a kozepes teljesitményi szémité—
gépek memériakorlateit figyelembe veszik. Az algoritmusokat kiterjeszt jik
qJ -Boole-fiiggvények esetére is. Ezen tulmenéen kidolgozunk altalédnos Boole-
fiiggvények {A,v,7} bazisban valé minimalizéléséra ill. szintézisére alkal-
mas eljArdst is. Jelen dolgozétbw megadott egyik médszer kidolgozéséaval



Kalmar Laszldé professzor ur javaslatiara kezdtem el foglalkozni. Az altala
felvetett 6tlet nyomén vizsgaltam, hogy a véges determinisztikus automaték
4llapotszém-minimalizdlasara kidolgozott moédszerek alkalmazhatdk-e a
Boole~fiiggvények minimalizalasara ill. kapcsolatba hozhaték-e egyméssal e
médszerek és a Boole-fiiggvényekre vonatkozé szintézis médszerek /II.3./.

Nem kisebb jelentdségii, sét a technikai fejlédés ir4dnya miatt egyre fon~-
tosabb a klasszikus {A ,V,"'} bazistol kiilonb6zé bazisban vald szintézis
médszerek kidolgozésa. E szintézis médszereknél a cél Altaldban nem fel-
tétleniil minim4lis, banem csak irredundéns formula megadésa. Ezen irre-
dundédns formuldkat realizild hadldzatokban szerepld, a bazisfiiggvényeket
realizélé funkciondlis elemekre bizonyos technolégial korlatozésok érvé-
nyesek. Ennek megfelelden olyan irredundins fomulékat- kell megadni, a- :
melyeket a technolégial korldtozadsoknak eleget tevd hdldézatok realizédlnak,
Ezt az is indokolja, hogy &ltaldban a minimélis alak nem tesz eleget e
feltételeknek, ezenkiviil a minimédlis formuldk megkeresése Osszehasonlitha-
tatlanul idéigényesebb feladat.

A dolgozatban kidolgozunk egy olyan szintézis médszert, amely {NAND} bé~
zisban adja meg az irredunddns formulat. A szintetizdlandé fiiggvény lehet
teljesen meghatirozott Boole-ﬁiggvénw,q)-Boole—ﬁiggvény vagy Altalénos
Boole-fiiggvény. A szintézis médszer figyelembe veszl a bemenetszémra, a
kimenetek terhelhet&ségére és a halbdzatmélységre vonatkozd korlatozésokat.

Befe jezésiil meg kell jegyezni, hogy a véges automata hédlézaténak fent em-
litett alakja /l. &bra/, mint szekvencidlis halézat, idealizalt. Ezért a
kombinatorikus aramkdrdk szintézise csupén megkdzelitése a valdséagos szek-—
vencidlis Aramkdri szintézisnek. BAr e teriilet elméletével szémos kutatéd
foglalkozik, szekvencidlis dremkérokre vonatkozé széamitégép-orientilt
szintézis médszerek alig ismertek. A valéségot jobban megkdzelitd szek-—
vencidlis 4ramkoéri szintézis méreteiben tulnd a kizepes szémitoégépek kere—
tein., Figyelembe véve a kozeljovd szémitégépeinek Gsszehasonlithatatlanul
nagyobdb teljesitményét, igen gylimdlcsdzdének és hasznosnak latszik e kuta-
tédsi teriilet miivelése.



BEVEZETES

A disszertécid tArgya Boole-rfiiggvényeket kiildnbdzé bazisokban leiréd, lehe-
téleg minimalis formuldkat megaddé algoritmusok kidolgozésa. A disszertéciéd-
ban Boole-fiiggvényeket minimalizdld, mar ismert eljardsokat altaldnositunk
? -Boole-fiiggvények esetére. A kidolgozott algoritmusok egy része nem kive=
tell meg a figgvény kitiintetett /méas néven teljes/ diszjunktiv normalfor-
méban /KDNF/ vald megadasat, sét az eljards kiinduldé adataként megadott
tetszbleges diszjunktiv normélforma /DNF/ alakjéban rejld esetleges infor-
mécidét is felhasznAl jdk. Kidolgoztunk olyan algoritmusokat, smelyek a fiigg-
vény KDNF-ja alapjan teljesen meghatarozott, ® — vagy 4ltaldnos Boole-fiigg-
vényre b\,v,*} béazisban irredundédns, esetleg minim4lis diszjunktiv normal-
format adnak. Megadunk olyan szintézis eljarast is, amely irredundidns for-
mula felirasat eredményezi {NAND} bézisban, meghatérozott P - vagy &1tala-
nos Boole-fiiggvényekre. Ez az eljaras bizonyos korliatozd feltételeket is
képes figyelembe venni.

A miiszaki gyskorlatban egy Boole-fliggvényt realizéld halézat egy olyan
struktura, amely bizonyos Boole-fiiggvényeket realizald, tetszdleges /véges
szému bemenettel és egyetlen kimenettel rendelkez8 funkcionalis elemekbdl a
kévetkezd szabdlyok szerint épil fel:

a/ Egy elem bemenete vagy a halézat bemenete, vagy egy mésik elem kimeneté-
vel van osszekétve.

b/ A hAlézatnak egyetlen olyan funkciondlis eleme van, amelynek a kimenete
az egész halézat kimenete, a t&bbi elem kimenete valamely mésik elem be-
menetével van Gsszekotve.

¢/ Egy bemenet csak egy kimenethez csatlakozhat.

d/ Egy kimenet tobb bemenettel is Osszekdthetd.

e/ A hédlézat hurokmentes.

Reprezentil jék F1 ill, F2 funkcionédlis elemek az fl(xl’x2""’xh) ill.
ra(yl,yz,...,yd) Boole-fiiggvényeket. Ha az Fl funkciondlis elem kimenetét
az Fz funkcionidlis elemnek az fz Boole-fiiggvény yJ valtozdjat reprezentaléd



bemenetére kotjik, akkor a két elembdl igy eld4lld kombinatorikus halézat

/2. &bra/ a'f::Ez(yl,ya,...,yj_l, fl(xl,xa,.u,xn), yd+1,ooo’ym) figgvényt
reprezentilja.

2. &bra

A 3. 4brén lathaté F, és F, funkcionadlis elemekbdl 4116 halbézat, - amely
az a-e szabdlyok mindegyikének eleget tesz - az t'fl(xk'xz""'xk-l'

f2(711y2,°°0 W41 rl(xl’XZ""’xn)’ Ji410°°° vyin)v Xp1recor X1

fz(y" ’yz,ot.’yj_lj fl(xlgxago.o’xn)’ 7J+1_,.u,7m'). xb_’.l’ooo’xn) tﬁsﬂém
reprezentadlja. Vegyik észre, hogy ha fazn véltozésV , tz az m valtozés

A fiiggvény, az £ egy zardjeles formulaval irhatb le.
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Ily médon egy tetszés szerinti h&lbézat a benne szerepld funkcionilis ele-
mek #ltal reprezentilt Boole-fiiggvényeknek a halézat megszabta szuper-
poziciéjat jelenti,

Az épitdelemként hasznilt funkcionAdlis elemkészletre Altalaban csak az a
kikotés, hogy az elemkészlet 4ltal reprezentilt Boole-fiiggvények véges



szému felhasznalésaval tetszbéleges n vAltozdés Boole-fiiggvény eléallithatd
legyen szuperpozicié segitségével. Azt mondjuk, hogy egy ilyen fiiggvény-
halmaz funkciondlisan teljes rendszert alkot vagy, hogy a Boole-fiiggvé-
nyek egy bazisit /bazishalmazit/ alkotja. EbbSl viliagos, hogy a bazis fo-
galmadt nem a szokédsos médon haszniljuk, ugyanis ennek a bazishalmaznak
nem kell minimAlisnak lennie, hanem az tovébbl fiiggvények hozzavételével
bévithets, s6t ez a bdvités a realizédlis szempont jaboél célszerii is lehet
/40, definicid/.

Korédbban a bAzisfiiggvények problémaja nem vetdéddott igy fel. Ugyeanis az
itéletkalkulusban részletesen ki voltak dolgozva az {/\ ,v,“‘} bazishalmazra,
amely egyébként szintén nem minimélis, vonatkozd eredmények és a kombina-
torikus Aramkorok tervezésében ezeket az eredményeket alkalmazték. Ez a
magyarazata annsk is, hogy a minimalizalédsi probléma rendszerint a disz-
Jjunktiv vagy konjunktiv normélformakban adott Boole-fiiggvénynek ugyanilyen
normélformédban vald minimalizilésat jelentette. A legttbb minimalizédld el-
Jarés a Boole-fiiggvények diszjunktiv normélformijdban szerepld valtozd e-
l6forduldsok szémat minimalizilja. E minimaliz4ld algoritmusok egy része
kifejezetten kézi alkalmazésra, kis valtozdészémra /max. 6 vAltozéd/ vald [67

34] . Alapkévetelmény az ebszolut minimum meghatédrozédsa. E minimum megta-
l4dl4sa rendkiviil 1déigényes még szémitoégépen is, mivel sziikséges hozzd az
Osszes irredundéns formula megadisa [19, 56, 57] e Az n véltozbés Boole-
fliggvények irredundans diszjunktiv norm4lforméi széméra vonatkozdan érvé-
nyes a Zsuravljev [7I] 4ltal adott becslés

1

=% T (o)
- ‘T(K(V«n—n

ahol(t(n) = max. ’Cf, N az n valtozés Boole-fiiggvények halmaza és ’(; az £
fE&RN

fiiggvény 6sszes irredunddns DNF-inak széma. Ez a becslés, még az alsd ha=-
tart tekintve is mutatja, hogy n> 10 esetén T(n) rendkiviil nagy szém,
Ezért is, de nem alapvetden ezért, nagy valtozészém esetén nem lehet cél



az abszolut minimum megadésa. Ennek alapvetd oka azonban az, hogy a kombi-
natorikus halézatban szerepld funkciondlis elemekre fennalld technolégiai
korlatozasok sokszor nem hangolhaték Ossze a minimédlis diszjunktiv norméal-
tormat realizdlé haldzatbell kovetelményekkel. Ezért a tervezdk olyan a-
nyag elkészitését igénylik, amelynek alapjén viszonylag kinnyen &ssze tud-
nak 4llitani egy megfeleld formuldt. Erre a célra alkalmas a teljes prim-
implikéns lista, megjeldlve a lényeges priminplikénaokat, valanint egy
olyan lefedési tdblazat, amely megadja, hogy az egyes /nem lényeges/ prim-
implikéansok 4ltal le nem fedett pontjait fedik. Ezért a dolgozatban mega=-
dott algoritmusok, vagy algoritmus Altaldnositasok végcélja ilyen eredmény
kialakd tasa.

Meg kell még jegyezni, hogy az eddigi miniwalizdld eljirasok koziil azok,
amelyek elvben akidrhany véltozés fliggvény minimalizéléséra alkalmasak, csek
valamely irredundéns diszjunktiv normélforma felirasat tiizik ki célul [36,

66, 69].

Ismertek minimalizéld eljarasok az {/\ ,v.-} bazisban felirt zardjeles for-
muldkra [1, 5, 35, 41], de Altaléban vagy nem eléggé hatékonyak és kizel
Jarnak a minden eset kiprdébdlasédhoz, vagy csek kis vAltozészémra alkalmasak,
vagy csak egy mélységi zardjelezést hasznélnak.

A dolgozat hérom fejezetbdél &4ll. Az elsd fejezetben Attekintjik a disszer-
técib targykorével kapcsolatos elméleti kérdéseket. Bevezetjiik a disszer-
tacibéban haszndlt uj fogalmakat. Tisztédzunk egy sor elméleti problémét,
I‘smertet;jﬁk az uj elméletl eredményeket.

A II, fejezetben az{A ,v,~} bazisban diszjunktiv normilformében felirt
formulékat minimaliz4ilé eljarésokkal foglalkozunk.

A II.l, pontban rovid attekintést adunk a diszjunktiv normédlforméban mi-
nimaliz4lé ismert eljarasokrél, ahol az eljaradsok részletezése helyett
ink4bb az elveket és a fejldédést igyeksziink bemutatni.
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A II.2. pontban két, a II.3. pontban egy tovabbi uj ~lgoritmust ismerte—
tiink, Két algoritmus a kiprébalés ill. a consensus médszer /lésd: II.l.
pont/ alapgondolatéat hasznilja fel. Az elsd algoritmusban /amely tobb rész-
algoritmusbdél 4ll/ a tobbi kiprébalédsi elven alapuld algoritmussal szemben
nem kell a fliggvény KDNF-Jjat megadni, mivel az a fiiggvény egy tetszbleges
DNF-ja alapjén milkddik, kihasznédlva annak konkrét formajabél adbéddé leheté—
ségeket. Megadunk egy olyan eljarédst is, esmellyel egyidejiileg els lehet
4llitani az £ és £ ill. P -Boole-fiiggvényekre /3. definicié/ az £, és £,
dsszes primimplikénsdt. Kritériumot adunk arra, hogy az 6sszes primimpli-
kéns felirédsénak biztositisa mellett a prébédlgatést bizonyos feltételek
teljesiilése esetén milyen k < n rangu konjunkciodkkal bezarblag lehet abba~-
hagyni. A masik algoritmus /consensus/, amelyet P -Boole-fiiggvényekre is
kiterjesztink, a meméria takarékossdg és a miiveletek gyorsitasa jegyében
készilt, A meméria takarékosségot az Osszes primimplikéns felirisénak két
fazisra bontidsival, a gyorsitast pedig a vizsgdlandé konjunkcidpédroknak az
eltérés itt bevezetett fogalmén alapuld rendkiviil egyszerii elézetes Sssze-
hasonlitaséval éri el.

A harmadik algoritmus /II.3./ kidolgozéséndl pérhuzamba &llitottuk a nem
teljes automatidk Allapotszém-minimalizélésénak mbédszereit és a Boole-fiigg—
vények {A »V, ™} bazisban valé minimalizdlésdt. A két probléma kizétti ana-
légia és az Allapotezém minimalizaldé eljarésok vizsgélata alapjén a prim-
implikénsok felirasédhoz sziikséges informécid meghatarozésara kialskitottuk
a P -Boole-fiiggvényekre, valemint az Altalénos Boole-fiiggvényekre az un.
kompleinenter moédon megadott Boole-gréfot, Ez a me_g_adési méd és a primimpli-
kénshoz tartozé pontok kézbtti, valamint az ,{ és ?implikénsai kozottli
bsszefiiggések olyan algoritmusok megadésat tették lehetsvé, amelyekben vi-
szonylag egyszerii az osszes primimplikéns felirédsa és annak eldéntése, hogy
egy elemi konjunkcid implikéns-e, Az eljarés érdekessége, hogy a teljesen
meghatirozott és az Altaldnos Boole-fiiggvényeket minimalizald eljarés alig
tér el egyméstél.
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Az algoritmusok befejezése, amely az 0sszes primimplikans alapjan irja fel
a lényeges primimplikéns listat és a lefedd tablazatot, kozds. Ebben a
részben a Boole-fliggvények pontjain értelmezett ekvivalencia-reléacié alap-
jén a Boole-fiiggvény pontjainak ekvivalencia-osztélyokba soroléasa egysze-—
risiti az eredményt.

A III. fejezetben a {NAND} ill, {NOR} béazisbeli nem optimalis szintézis
problémaval foglalkozunk, Az {A,V,"‘} bazisbeli szintézisre vonatkozd
Akers~-féle tdblazat mbédszernek [5] kidolgozzuk egy tovadbbfejlesztését. Ez
egy olyan algoritmus, amely {A,V,"'} bazisban bemenetszém-, haldzatmélység-
és terhelési korlatozésokat figyelembe vevd szintézist eredményez /hatarok
6sszehasonlitésénak médszere/. Ezt a médszert alkalmass4 tesszilkk {NAND}
111. {NOR} bézisban valé hesonlé feltételek melletti szintézisre. Egy ujabb
dltalénositassal pedig alkalmassé& tesszikk ezt az eljarast &ltaldnos Boole=—
fliggvények szintézisére is ugy, hogy az elézbkben emlitett feltételek
mellett az eljards a kozds részfiiggvényeket is figyelembe veszi.

A Fiiggelék tartalmazza a kidolgozott algoritmusok blokkvazlatait.
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I, Fejezet

ALAPFOGAIMAK ES DEFINICICK

Ebben a fejezetben roviden attekintjik a Boole~fliggvények elméletének azon
fogalmait és eredményeit, amalyeket a késébbilekben felbaszndlunk., A tArgya-
lads soran kiovetkezetesen figyelembe vessziik a B, tér /a {O,l}n tér/ és az
n valtozbés Boole-fliggvények tere kdzétti, az Altalunk kidolgozott algorit-
musokban kihaszndlt kapcsolatokat, elsésorban azt a tényt, hogy az n val-
tozbés Boole-~fiiggvények felfoghaték a B, tér részhalmazai karskterisztikus
fliggvényeiként. Ily médon a targyaléshoz egy olyan szempontot kapunk, a—
mely nagymértékben egyszerisiti a leirdst. A fenti meggondolés alapjén be-
bizonyitunk egy, az eljhrdsokban felhasznAlt tételt /1d. 35. old./.

Hélénak neveziink egy H halmast, ha definidlva ven benne két miivelet, az un.
metszés (A) és az ggyesités (V) , amelyek H barmely két a,b elemének megfe-
leltetik a H egy-egy elemét, az a és b metszetét aA b 111, egyesitését
avhb [60] ugy, bhogy toldo.iﬂ.mk as un, Mléaxihlk:

1./ (a/\ b)/\c = aA (b/\ o) 2./ (lv b)v o= aVv (bv o)
3./ aAb=DbA a 4,/ aVbe=bdVa
5./ aA(@vb) =a 6./ av@Ab) =a

ahol a,b,c a hald tetszdleges elemei.

Laithaté, hogy 8% le=2+, 3e=b,, 5.6, axiémékat ugy kapjuk egymésbél, hogy
a két hélémiiveletet egyméssal felcoseréljilk, ami azt jelentd, hogy a met-
5268 é8 az egyesités miiveletei egymés duélisai.

Ha K egy H hélébeli kifejezés, vagyie a H halé tetsz8leges elemein &atfutéd
valtozdkbol az A és V miiveletek skdrhdnyszoros alkalmazésaval keletkezd
kKifejezés, akkor felcserélve benne az A és Vv miiveletjeleket a K kifejo-
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zés D(K) dualisat kapjuk, emely szintén H-beli kifejezés. A dudlis képzé-
sének szabdlyabdl kovetkezik, hogy minden hé&lébeli K kifejezésre
p(D(K))= K. Ha egy H hélébeli K kifejezésre teljesiil, hogy XK) = K, ak-
kor a K kifejezést Ommagéval dualis kifejezésnek nevezzik.

Az A é8 v milveletek dualitésénak fontos kdvetkezménye a hédlbéelméleti
dualités elve,.

Legyen A egy olyan Allités, smely egy H hdlébell kifejezésekbdl, egyenlé-
ségreldcidkbél és logikai miiveletekbsl épiil fel. Az A 4llitds D(A)duélisa
az az 4llitds, amely A-bOl ugy &ll eld, hogy benne minden H-beli kifeje-
zést dudliséval pétoljuk. A héldelméleti dualités élve azt mondja ki,
hogy ha A egy igaz &llitds, vagyis az l.-6. axiémék kovetkezménye, akkor
D(a)is az.

A kovetkezd tétel héarom igen lényeges Osszefiiggést ad.

Tétel:
Minden H hé4léra érvényes, hogy ha a,b €H ésA, V a halémiiveletek, akkor

7e aAa=a ‘ 8. av as=a

9 aA Db = a skkor és csak akkor, ha aVvV b = b.

A h4lék részben rendezett halmazok a héldmiiveletek segitségével definidl-
haté rendezési relécidra nézve,ugyanis érvényes a kovetkezd.

Tétel: [69)

Egy H hdlében 8z a < b=aA b = a (a,b€H) eléirds rendezési reloiét
defini4l.E rendezési reléciéra nézve mindig fenndll aA b< a, aAD
al av b, b§ aVvb. Tovébb4 erre a rendezési relaciéra nézve H elemei

-~

béi‘mely {al,aa,... ,an}véges részhalnazédnak van infimuma és szuprémuna,
mégpedig

n n
infn {al,aa,...,an} = 3/_\1 a:j, supy {al,az,...,an} = 3\/1 aJ,
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n
ahol 31 aj és \r./l aJ 8Z 8998590008, elemeknek az l. és 2. axidmék alap=
Jén az algebréaban szokott médon definidlhatd metszete ill. egyesitése.

A tétel bizonyitasa sorén belatjuk, hogy az igy definidlt £ relécid
reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, tehdt rendezési relécid. A tétel
mésodik részébdl a haldmiiveletek és a haldbeli rendezés koézott fenndlld
egylk kapcsolat konnyen leolvashaté. Nevezetesen az, hogy ha 87,85y 000,8,
bl'bZ’""b € H és minden J,k-ra (J=1,2,e00,m, k=1,2,0004,0) ay < by,
akkor ;I\/ ay K bk‘

A 9. Osszefiiggés alepjén nyilvénvald, hogy az a{ b= aVv b = b definicié
is ugyanazt a rendezési reléciét adja.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy ha egy H halmazban értelme ziink egy R ren-
dezési relaciét és H barmely kételemili részhalmazénak ven infimuma és
szuprémuma R-re nézve, akkor az a A b = inf {a,b}, avb = sup {a,b}-vel
defini4lt miiveletekre érvényesek a héléaxiémék [60] . Ezt ugy szokés kife-
jezni, hogy H az R rendezési relédciéra nézve halét alkot.

Ha a halénak van olyan O és I eléme, hogy minden x €H-ra 0 £ x és x£ I,
akkor O-t a h4dlé legkisebb, I-t a legnagyobb elemének nevezziik. Az I és 0
elemekre fenndll, hogy OAI =0, OV I = I,

Egy véges H halé diagramjénak nevezzik azt az irdnyitott grafot, amelynek
ocsucsai a h4ld elemeinek felelnek meg, élei pedig kivetkezdképpen jelle-—
mezhetdk: az a-nak megfeleld csucsbél a b-nek megfeleld csucsba (a,b € H)
akkor és csak akkor vezet él, ha a < b és nincs olyan ¢ € H, hogy

n<c<blenne/.

Altalsben, ha a € b, az a-bdl b-be vezet ut. Mivel inf{a,b}= a A b,
sup{a,b}= aV b, ha a4;b 68 b4 a, akkor az a A b-b8l mind a-ba, mind
b-be, valamint a Vv b-be mind a-bél, mind b-bdl vezet &1 /4a. é&bra/. Ha
a £ b, akkor a-t b-vel Altalaban tSbb élbdél 4116 élsorozat kotli Ossze.
Az A miivelet ered;xénye-ebben az esetben az ut kezddpontja (a), a V mive-
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leté az ut végpontja (b) /4b. 4bra/. A halé diagramjéban az élek irényité-
sa a rendezési relaciéd illusztraléséara szolgal. Egy haléd diasgramjardl te—
hat a hélémiiveletek eredményei a rendezési relacid alapjén leolvashatok,
igy ez egyenértéki a két mivelettdbla megadésaval.

Ha egy H hédlénak van mind legkisebb, mind legnagyobb eleme, akkor az
a € H komplementuménak nevezzilkk az olyan x €H elemet, amelyre anx = 0 és

avx = 1.

Az olyan h4lét, amelyben barmely elemnek létezik komplementere /esetleg
t6bb is/ komplementumos hélénak nevezzikk. Kgyértelmiien komplementumos egy
h4l6, ha minden elemének egyetlen komplementuma van. Ha egy egyértelmiien
komplementumos hélé tetszéleges a elemének komplementumdt a- al jeldljiik,
akkor vil4dgos, hogy & komplementuma a, vagyis ®=a.

A halék egy fontos osztalyAt képezik az un. disztributiv halék, amelyek
elemeire teljesiilnek még a kovetkezd

10. aA(ch)-(aA b)v(a/\ c)

11. av(dbAc)=(@v Al Vo)

disztributivitdsi egyenléségek. Altaldban egy haléban az
anbvc)2(@ad)Vv(aacd)
avibAc)S @avi)Aa(ave)

un, disztributivitasi egyenlétlenségek Allnak fenn.

avb /L:avla
a o
b
Q.A‘:-a
arb
a) b)
4, &bra
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Az egyértelmiien komplementumos disztributiv hélékat Boole—algebriknak
nevezzik. Az egyértelmiiség miatt a komplementum-képzés tulajdonképpen egy

egyvAltozbs miivelet, ezért a Boole-algebrédk tekinthetSk harom milveletes

algebrai strukturdknak is. Ennek megfelelden a "rész-Boole-algebra" szeme
ben a "részhadléval" az illetd Boole-algebra olyan részhalédja, amely a
komplementum-képzésre is zart. A Boole-algebra elemeire érvényesek a
(@Ab) =3AF, (@A D)= av b De Morgan-féle azonosségok. A Boole-al-
gebrak targyaldsakor szokéds az A miiveletet konjunkeiénak, a Vv miiveletet
diszjunkcibnak nevezni. A mérndki gyakorlatban az egyik, dltaldban a V
miiveletet szokéas kitliintetni. Ennek megfelelden & kifejezésekben az A Jje-
16lését Altaldban elhagyjék /ugy Jjeldlik, mint ez elemi algebréban a szor-
zatot/. Ezen tulmenéen, az egész szémok gyliriijére vonatkozdé analégiat
tovébb vive /1d. pl. [16]/, a Boole-algebra legkisebb ill. legnagyobb ele~ .
mét szokéds nulla ill. egységelemnek nevezni.

Legyen H egy Boole-algebra. Minthogy H a definicié értelmében halé is,
barmely K hdlébeli kifejezésre definiélva van annak dudlisa, D(K). A De
Morgan-féle azonosségokbbl és az a=a azonosségbbél lathatéd, hogy D(K) /a
valtozék minden értékére/ megegyezik azzal a K kifejezéssel, amelyet K-
b6l ugy kapunk, hogy minden benne szerepld a valtozét komplementuméval,
8- al pbétoljuk, majd az igy kapott kifejezést negéljuk: D(K(a,byess))=
= m, ahol a,b,... a K<ban szerepld valtozdk.

A B Boole-algebra egyszerii elemének nevezzilkk az olyan x€B elemet, amely-
re Vagy XA Y = X vagy X A Y = O minden y € B-re, Egyébként x a h4ld Sssze-
tett eleme, firvényes a kivetkezd két tétel [22].

Iétel:

Egy véges B Boole-algebra barmely Usszetett eleme felbonthaté a B bizo-
'nyos egyszeri elemeinek diszjunkcidjara, a tagok sorrendjétél eltekintve
egyértelmiien,

Tétels
Egy véges B Boole-algebra Osszes egyszerii elemeinek diszjunkcidja az al-
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gebra egységelemévei egyenls.

Jeldlje az "a" elem komplementerét a; az l.-6. axiémakbél levezetheték az

alabbi
ax v ax = a /1/ bsszevonési
abv a=a /2/ elnyelési
ax v abx = ax V ab ' /3/ redukéléasi
ax Vbx = axVv bx Vv ab } /i) bévitési
abx \ acx = abx V acx vV abc

azonossigok. /4/-ben az ab vagy az abc konjunkcidét bévitménynek nevezziike

A tovébbiskban néhény speciélis, a disszertacidban felhasznalt Boole-algeb-
rat mutatunk be. El6ljaréban ismertetjik a kovetkezd hdlbelméleti ered-
ményt.

n
Legyenek Hj,H,,ee0,H  véges halék. E hdlék direkt szorzatén azt a H=TT

i=1
halmazt értjik, amelynek elemei a (hl,ha,...,hn)elem n-esek, shol "1531
(i=1,2,+44,0), és amelyben az A, V miivelet és a rendezési relacié komponen—
senként értendé. Akkor H e miiveletekre nézve szintén halé és a benne mint

héléban definidlt rendezési relécid ekvivalens a fent definidlttal.

A trividlis egyelemii Boole-algebratél eltekintve a legegyszeriibb példa
Boole-algebrara a kovetkezd. Veszink két kiilonbozd elemet a-t és b-t és
kozottik a rendezési reléciét ugy definidljuk, hogy a £ b fennall., Konnyi
belatni, hogy e rendezési relécidra nézve {a,b} halmaz Boole-algebrat al-
kot /lasd pl. &6] /. Ebben a Boole-algebrdban O=a, I=b, aab=a, a Vv b=b.
Ezt a Boole-algebrat kételemii Boole-algebrénak nevezzik,

Legyen Hi( ai,bi) A ( i=0,1,...,n—1), n darab kételemii- Boole-algebra. Képez-
n

zik ezek direkt szorzatat, a H = TT H‘.L h4l6t, amely Boole-algebra. H ele-
i=1

mel az Osszes lehetséges, - darab, ai,b‘_j-bél 4116 n elemii sorozat, ahol

a k-adik helyen a, vagy bk all,
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Legyen speciiélisan minden i-re 8y =0, biél, vagyis mindegyik H1=Ho, ahol

H, a {O,JJ kételemii Boole-algebra (0 € 1). Teh4t n szému H -val azonos
Boole-algebra direkt szorzata, méas széval az n dimenzids bit-tér /vagy
Boole-tér/ is Boole-algebrat alkot. Mi a tovabbiakben erre a B, tér elne-
vezést haszndljuk. E Boole~algebra hélédisgramjat szokés n dimenzidés Boole-
kockének is nevezni. Az n dimenziés Boole-kocka minden csucséhoz n él tar-
tozik. Pl. 3 dimenzidban |

0,0,4)21 X01,1)23
1(4)°)1)" ’““,'.”,7
0,0,0)20 0 P3ITY
4,0,0)+4 }4,1,0)-6
5. &bra

Az igy konstruédlt Boole-algebridk igen egyszeriiek, szémunkra elsésorban a
szemléltetés kénnyitését szolghljék.

Nevezzilk Boole-valtozoknak azokat &z X;,X,yeee valtozbkat, amelyek csak
két értéket, egyszeriiség kedvéért O-t vagy l-et vehetnek fel és Boole~
konstansoknsk a O vagy 1 szémokat. A tovdbbiakban vdltozén mindig Boole-
vAltozét értiink,

l, definicid

Teljesen meghatarozott n vAltozdés Boole-~fiiggvénynek nevezzik a fenti

(xl,xz,...,xn) valtozbékészleten definidlt olyan f(xl,xa,...,xn) fliggvényt,
amely a vAltozdk minden értékkombindcibéjara értelmezve van és O vagy 1 ér-

téket vesz fel.

A tovabbiakban fiiggvényen mindig Boole-~fiiggvényt értiink /vagy az 1, defi-
niciéban szerepld, vagy késébbi definicidkban megadanddé kiterjesztett ér—
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telemben/. Vilagos, hogy az Xy 9Xppeee Xy valtozbk Osszes lehetséges ér-—
tékkombinicibinak halmaza és a B, tér pontjai kdlcsdndsen egyértelmiien
leképezhetdk egymésra. Tehat egy n valtozbés Boole-fiiggvény a B, téren ér—
telmezett karakterisztikus /vagyis csak a O vagy 1 értéket felvevd/ fiigg=
vényként is felfoghatd. Ennek alapjén megfeleltetve egy n valtozés Boole-—
fiiggvényt és karakterisztikus halmezat /vegylis azt a halmazt, amelynek &8
a karakterisztikue filiggvénye/ egyméasnak, nyilvénvald, hogy az n valtozés
Boole~fiiggvények halmaza és a B, tér pontjai Osszes részhalmazainak hal-
maza kozott kolcsdndsen egyértelmii megfeleltetés All fenn., Ha f egy n val-
toz6s Boole-fiiggvény és R a karakterisztikus halmaza, akkor azt is fogjuk
mondani, hogy £ lefedi az R halmazt. /Meg kell jegyezni, hogy ez a lefe-
dés fogalom eltér a szokésostol./ '

Tudjuk, hogy egy véges halmaz Osszes részhalmazainak halmaza a halmazel-
méleti metszésre, egyesitésre és komplementerképzésre Boole-algebrat al-
kot. Ebb8l kovetkezik, hogy az n vAltozds Mole-ﬁmémek halmaza, a ka-
rakterisztikus halmazokon értelmezett rendezési relécidéra nézve egy Boole-
algebrat alkot, amelyet a kévetkezdkben N- el Jjeldlink.

Konnyl belatni, hogy ez a rendezési reldcié a kdvetkezd két halémiiveletet
hatérozza megs

Vezessik be a fd(xl,xa,...,xn) és “P=\f(xlox?_,--nxn)

jelslést.
Konjunkcid, A3
1 az £ és ¥ karakterisztikus halmazsi metszetének meg-
Y feleld értékkombinicidkra, tehdt akkor és csak akkor,
£tA =

ha£f =¥ = 1.
O egyébként.



Diszjunkeid, V:
1 az f és ¥ karakterisztikus halmazal egyesitésének
megfeleld értékkombindcidkra, tehat akkor és csak
fvyf = akkor, ha f és P koziil legaldbb az egyik 1 értéket
vesz fel.

0 egyébként.

E halémiiveletek természetesen az £ és P vAltozék /kétvaltozés/ Boole-
fliggvényének is tekinthetik.

Ertelmezve van tovAbbA minden f-re a kivetkezd egyvaltozds miivelet, a-—
melynek értéke f komplementuma az N Boole-algebréban:

Negécid,™:

1l ha £=0
f=—f =
0 egyébként.

Vagyis az f fliggvény negadltjénak, T-nek, karakterisztikus halmaza az f
karakterisztikus halmazénak komplementere. Felsorolunk ezenkiviil néhdny
fontosabb kétvaltozdés Boole-fiiggvényt /a vAltozlbkat ismét f£-fel és P -vel
Jeldljik, mert a tovdbbiakban rendszerint Boole-fiiggvényekre fogjuk e mii-
veleteket alkalmazni/:
Implikécid,—> 3

£—'¥=1 akkor és csak akkor, ha rA:F =0
Kizérélagos vagy /antivalencia/, @

£ @ Y =1 akkor és csak akkor, ha f=1 vagy ‘P =1, de
A =0.

Ekvivalencia,= :

£= P = 1 akkor és csak akkor, ha £=f.

NAND, [
r[v=1 akkor és csak akkor, ha fAY =l.
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NOR, O :

fo¥ =1 akkor és csak akkor, ha fv'‘¥=1.

Legyen x Boole-valtozé, & Boole-konstans. Vezessikk be az

x, ha o=l

Jeldlést.

Vegyikk az xf‘ elemek {xf‘} halmazat, ahol i=1,2,+..y0-re, Xy Boole-=vadlto-
z6. Szokés {x;""} elemelt az N Boole-algebra generdtorelemeinek is nevezni,
mivel alkalmazva rajuk az A és V miiveleteket az N Boole-algebra minden
eleme eldallithatd. A jeldlés figyelembevételével ezt a tényt ugy is meg-
fogalmazhatjuk, hogy az N Boole—algebra minden eleme /barmely n valtozés
Boole-fiiggvény/ az Xy (1=1,2y+e.,0) Boole-valtozékbsl az {A,V, "} tiggvény-
halmaz elemeinek szuperpozicidjaval - véges sokszor felhasznilva ezeket -
411ithat6é el8. EbbSl kdvetkezik, hogy az {A,V,™} fiiggvényhalnaz vehetd a
N Boole-algebra bazishalmazaként /1d. 40. definicié/. Illusztrécidként be-
nutatjuk a kétvadltozbés Boole-filiggvények Boole-algebriajénak halédiagramjat,
ahol a és b Boole-valtozdk, a,b,a,b generétorélemek.

6. ébra
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A 14. oldalon kimondott tetel folytan a N-ben érvényes rendezés értelmében
xi"“'/\ xa"‘*' < xf‘ és € xd"‘i 5 xi“'-'/\ x;_'°“'=0 és xf“:v 11'“"'.-.1. Képezzik az

x (o(l,oﬁ,...;%) = xf"/\xz“*/\,,, Ax:‘"konjunkciét, amelyben az Xy 9XopeeeyXy
Boole-valtozdk mindegyike pontosan egyszer szerepel. Ha vessziik x-nek és N
egy tetszdleges elemének konjunkcidjat, akkor mint konnyen lathatéd, az e-
redmény vagy x vagy O lesz, tehidt x a N egyszerii eleme. Az N Ssszes egysze-
ri elemét megkapjuk xf“/\ xg"/\.../\x:" alakban, kitevéként hasznélva a 22
kiilénbozé (dl'o‘a""’o(n) értékkombindcidét. Az N egyszerii elemeit szokés
mintermeknek is nevezni. Mint az ismert, egy Boole-algebra minden O=tdél kii-
16nb62z8 eleme egyértelmiien elballithatéd egyszeri elemeinek diszjunkeiéja-
ként. Igy N Osszes nem O eleme is egyértelmiien eldallithatd mintermek dAisze

junkeiéjaként.

Tekintsilkk a N egyszeri elemeit. Mivel Xy értéke O vagy 1 lehet, x skkor és
csak akkor veszi fel az 1 értéket, ha Xg= 4 minden i~re. Ennek megfelelden

e,

az egyszeru elemek és a Bn tér pontjai kozott az X A xzcéé... Ax:” s

(okl ,0(2, soe ’°(n) természetes megfeleltetést fogadjuk el.

2. definicié

Legyen P= (0(1.0(2,...P(n) Boole~konstansokbél 4116 sorozat a B, tér egy pont-
Jja, amelynek, egyelemii halmazként tekintve,karakterisztikus fiiggvénye az

x dl'“z""'dn) = xf‘/\xs(’-/\...z\xn"‘* konjunkecid. E konjunkcid tehat lefedi az
(dl’O(Z"."«n> pOntOt-

3, definicié

Legyen P=(°(1,°‘2,...,°(n) a B, tér egy pontja, £ pedig tetszéleges n valto-
268 Boole-fiiggvény. Roviden £(P)-vel jeldlJik az f(ul'da"“'%) értéket.
Az £ filiggvény l-pontjénak i1ll. O-pontjének nevezziikk a P pontot, aszerint,
hogy £(P)=1 ill, £(P)=0. A fiiggvény 1 pontjait szokés egyszeriien a fiigg-
vény pontjainak is nevezni.

A 2. é8 3, definicibbél kdvetkezik, hogy ha D az r(xl,xa,...,x5)soole-
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fiiggvény l-pontjeinak halmaza, f£(P)=1 akkor és ccak akkor, ha P € D.

4, definicié

- *, .
Elemi konjunkciodnak nevezzik a0'=x;_“i xl‘; cee x;_::' konjunkciét, ha a benne
szerepld Xy valtozdék mind kiilonbdzdek. Egy elemi konjunkcid rangja a benne
szerepld valtozdék szamével egyenld. Jele r(o) .,

Az xi xl o xi' elemi konjunkcié l-pontjai - més széval az altala lefe—
dett pontok -a B tér azon °( 0(2,..., X, Ppontjai, amelyeknek 1j,1,,sc.d,
koordinadtai rigzitettek. A tobbi n-k koordindta tetszdlegesen veheti fel a
0 és 1 értéket. EbbSl kidvetkezik, hogy egy k-rangu elemi konjunkcié a B, tér
egy el pontbél 4116 olysn részhalmazdt fedi le, amely egy n-k dimenziés
Boole-kockéat alkot.

5 definicié

A B tér egy n-K dimenziés kockéjat (k< n) a kévetkezSkben a B, tér k-
rangu vagy n-k dimenziés intervalluménak is nevezzilkk és pontjal fix koor-
dindtdinak (k < n esetén kihagyésos) sorozatéaval, °"1, d)z,..., o(; -vel Jje-
161jiik, ahol j=1,2,ee0,n esetén o<;;= o4 s ha i, 68 y=~/a-jel/, ha § nem
fordul el$ 11’12""’ik k6zott. Ezen intervallumok karakterisztikus fiiggvé-
nye valamely xi x‘_z coe xi'* k-rangu konjunkcid.

Az elemi konjunkciék és a B, tér intervallumei koézott a mintermek és a B,
tér pontjai kozti megfeleltetés szellemében az (0‘1’ °<2,...,°(n) o

x;_“- x;("* see x;_(;k kdlcsdnosen egyértelmii megfeleltetés 4ll fenn.
2

Egy & nx_‘_ xi‘n- eoe xi‘k elemi konjunkeiérédl azt mondjuk, hogy elnyel egy

Ak
Taxy* X5 vee % mintermet, ha minden olyan o(d-re, amelyre

j=18(a=1,2,...,k), .‘j= oy o A /2/ elnyelési szabalybél vilagos, hogy ez
8
esetben T v & =G,

Példe: legyen n=5, il=2, 12=3, 13=5, o(il=1, 0112___0, 0(13=1.
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A megfeleld elemi konjunkeid x2§3x5 és fenndll a kovetkezd megfeleltetés:
(—10—1)4->x2x§x5. Az X Xz X konjunkcié lefedi a

01001
01033
11003
: 108 B o I8 ¢

pontokbél 4116 halmazt.

A 2, definicidébdl kdvetkezik, hogy egy tetszbéleges Boole-fliggvény, amely

mint emlitettiik, egyértelmiien elb4llithatd bizonyos egyszerii elemek disz—
junkciéjaként, az ezen elédllitasban szerepld egyszeri elemek dltal lefe—
dett (0‘1, 0(2""’0(1') pontok halmazénsk karakterisztikus fiiggvénye. Ennek
alapjan érvényes az

[

f(xl,xa,...,xn)=\/xf(‘ xg(‘ soe %ﬂ £ (0(1, uz,o.ogo(n) /5/
formula, ehol a diszjunkeisben (% ,0(,,..., ) &tfut B, pontjain.

6, definicid

Az /5/ jobb oldalédn 4116 kifejezést, amely mindazon x1°‘4 .1:2‘*z s T
mintermek diszjunkcidéjénak is tekinthetd, smelyekre £ (xl,xz,..., xn) =l,azf
fiiggvény kitiintetett diszjunktiv normélforméjénsk /KDNF/ nevezzik. Tehat
egy fliggvény KDNF-janak megaddsa lényegében a Bn tér azon pontjainak fel-

soroldsat jelenti, amelyekben a fiiggvény az 1 értéket veszi fel.

Az /1/, /2/ azonos &talakitésokat alkalmazva egy fiiggvény KDNF-jéra, a
fiiggvényt elemi konjunkcidk diszjunkcidjabél 4116 formaban kaphatjuk meg.

7. definicié

Egy filiggvény diszjunktiv normdlforméja /DNF/, olyan elemi konjunkcidk
diszjunkciéja, amelyek csak a fiiggvény pontjait fedik le és a fliggvény
minden pontja legalabb egy konjunkcidnak pontja. Mivel minden Boole-fiigg=—
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vény egy RC B, ponthalmaz karakterisztikus filggvénye, egy fliggvény DNF-
Jansk megadidsa a R pontjaibdél alkotott intervallumok felsorolasa, ahol R
minden pontja legaldbb egy intervallumba beletartozik.

E definiciébél is vilagos, hogy egy fiiggvény DNF-ba vald irdsa altaldban
nem egyértelmii, bar KDNF csak egy van.

£
Nyilvanvalé, hogy ha f = \/1 G az f fuggvény diszjunktiv nomélfomé;)a,
akkor barmely i=1,2,ses,4 -re Qj— f, hiszen, ha G,=1, akkor f=1 és igy

G A T=0 mindig teljesiil.

8, definicié

Egy fliggvény valamely diszjunktiv normadlforméjéban szerepld elemi kon-—
Jjunkcidbkat a filiggvény implikénsainek nevezziik. '

9, definicié

Egy filiggvény azon implikénsait, amelyek minimélis szému valtozét tartal-
maznak abban az értelemben, hogy a beldlilkk egy /vagy tdbb/ valtozdé elha-
gyhsaval keletkezd elemi konjunkcidk egyike sem implikénsa a fliggvénynek,
e fiiggvény primimplikénsainak nevezzik.

10, definicié

A By tér egy R részhalmazénak pontjaibél alkothaté minimélis rangu inter-
tervallumokat, vagyis azokat, amelyek nem részhalmazali R pontjaibdl 4116
alacsonyabb rangu intervallumnak, a R primintervallumainak nevezzik.

Konnyen l4thaté, hogy az ezeknek megfeleld konjunkcidék éppen a R karak-
terisztikus fiiggvényének primimplikénsai, :

11, definicié

A B, tér egy R részhalmazénak azon primintervallumai, amelyeknek van
olyan pontja, amelyet csak az illetd primintervallum fed le, R lényeges
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primintervallumainak nevezziikk. A lényeges primintervallumok megfeleléi a
lénveges primimplikansok

12, definicid
Egy filiggvény Osszes primimplikénsénsk diszjunkcidéjét a fiiggvény redukdlt
diszjunktiv normalforméjanak /RDNF/ nevezzik,

A 12, definiciébél vilégos, hogy minden fliggvénynek egyetlen RDNF-ja van.

13, definicié

legyen P a fiiggvény primimplikénsainak olyan részhalmaza, hogy

f(xl’xa""’xn) -c‘\‘/PG’i, de barmely G'i-t elhagyva P—ba}, a maradék prim-

implikénsok diszjunkciéja mar nem adjes a fiiggvényt; a ‘_;\{PG; diszjunkciét
1 X

a flggvény irredunddns diszjunktiv norméalformajinsk /IDNF/ nevezzilkk. Isme-
retes, hogy egy fliggvénynek altaldban tébb IDNF-ja van [71] .

14, definiciéd

Az olyan IDNF-At, amelyben minimalis szému vAltozbeléfordulds szerepel
/minden vAltozét annyiszor szémolunk, ahényszor eléfordul/ minimélis disz-
Junktiv normélforménak /MDNF/ nevezzik. Egy fiiggvénynek tObb MDNF-ja is le=-
het.

Megjegyzés: A kiillonbdzdé diszjunktiv normélformékhoz hasonléen definiédlha-
t6k a megfeleld konjunktiv normélformék is. Ezek kozlil most csak a kitiine-
tetett konjunktiv normalformat /KKNF/ emlitjiik meg, amelyben az egyes
/xf‘*vx;‘v... v x:" alaku/ tényezbk m'inden vAltozét pontosan egyszer tar-
talmaznak. Ezeket a tényezlket szokds maxtermeknek is nevezni.

Tekintettel afra, hogy a disszertéciéban &ltalénosabb fiiggvényekkel is fog-~
lalkozunk, a tArgyalds roviditése céljabdl ezeket a fliggvényeket a kovet=—
kezékben egylitt targyaljuk a teljesen meghatarozott filiggvényekkel,
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15. definicié

Nem teljes vagy parcidlis, vagy @ -Boole-fiiggvénynek nevezziik az olyan n

valtozés f(xl,xa,...,xn) fliggvényt, amelynek értéke a valtozdk bizonyos
értékkombinicibdira nem meghatarozott. Tehat a fiiggvény értékei O vagy 1
vagy & /nem meghatérozott/ lehetnek. Boole-fiiggvényen /réviden: fiiggvé—
nyen/ a tovébbiskban teljesen meghatarozott, vagy parcialis Boole-fiigg-—
vényt értiink.

Az eddig bevezetett miiveletek koziil az A és v miiveleteket kiterjesztjiik
tetszbleges £, P Boole-félé fiiggvényekre, mégpedig ugy, hogy £A¥ = 0, ha
£ és P kozil legaldbb az egyik meg van hatarozva és O az értéke /fiigget-
leniil attél, hogy a masik meg van-e hatarozva/; £AY=1, ha £ is, ‘P is meg
van hatarozva és mindkettdének 1 az értéke; a tobbi esetben /tehé.t?ha sem
£, sem ¥ nincs meghatérozva, vagy ha £ és P koziil az egyik meg van haté-
rozva és 1 az értéke, a mésik nincs meghatarozva/ fAY=¢ . Hasonléan,
fv'\P=1, ha f£=1 vagy ha ‘P =1, fiiggetleniil att6l, hogy a masik tag értéke
0O-e, vagy nincs meghatarozva, vagy mindkett&é 1;-8; fv$P=0, ha £ is, P is
meg van hatdrozva és £=0,¥=0; £fvP=@, ha vagy £=¢, \{ =, vagy £ é8 ¥
egyikének 0 az értéke, a mésiké pedig nincs meghatérozva.

16, definicié

fl (xl,xz,... ,xn) és f2( X)9Xppeee ,xn) teljesen meghatéarozott fiiggvények
ekvivalensek: (1’1 (xl,xz,...,xn)a f2 ( Xy9Xppeee ,xn)), ha az n valtozdé min-
den egyes értékkombinicidéjara ugyanazt az értéket veszik fel.

17, definicid

Egy (-Boole-fiiggvénnyel kompatibilis minden olyan teljesen meghﬁtérozott
Boole-fiiggvény, melynek értéke a (D—Boole-fiiggvény meghatdrozottsagli he-
lyein megegyezik annak értékével, a tébbi helyen pedig tetszdlegesen ve-—
heti fel a 0 vagy 1 értéket. Nyilvanvalé, hogy ha egy Q-Boole-fiiggvény k
helyen nincs meghatérozva, a vele kompatibilis teljesen meghatarozott
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Boole-filiggvények széma 2k

Legyen g(xl,xz,...,xn) az a teljesen meghatdrozott Boole-fiiggvény, amely
1 értéket vesz fel ott, ahol £ (xl,xa,...,xn) =0, vagyis az £ meghatéro=-
zatlansdgi tartomanyén, és O értéket egyébként.

18. definicid

Az £ (xq ,xz,...,xn) figgvény alsé hatéranak nevezszik az £ = £AE teljesen
meghatdrozott Boole-fiiggvényt, amely ott veszi fel az 1 értéket, ahol £,
és a O-t mashol ['37:] >

19 o« definici é

Az £ (xl,xa,...,xn) felsd hatérdnak nevezzik az Tatyv g teljesen megha-
tarozott Boole-fiiggvényt, amely ott veszi fel a O értéket, ahol £, és az

l-et minden mé4s helyen [37] 2

A g, /{, £ fiiggvényeket tel jesen meghatdrozott Boole-fiiggvényekre is lehet
értelmezni. Teljesen meghatarozott Boole-fiiggvények esetén g = O miatt
£=f= %. A 18. definicié alapjan, valemint a g figgvény definicibdja
miatt barmely £ Boole-fiiggvénnyel kompatibilis h fiiggvény felirhaté

h = fv yg alakban, ahol Yy teljesen meghatdrozott Boole~fiiggvény.

20, definicié

n valtozés Altalanos Boole-filiggvénynek nevezzik M db n valtozés /teljesen

meghatérozott vagy ¢7’ Boole-fiiggvény un, komponens fiiggvény egy
F= (£152,50005f,) sOTOZatat; &ltalénos Boole-véltozénak 1ll. Altalénos
Boole~konstansnak pedig Boole-vAltozék ill, Boole-konstansok egy

(xl,xa,...,xm) ill. (0(1, 0‘2,..., dk) sorozatat nevezzik,

21, definicib

Egy & -Boole-fiiggvény implikénsa olysn & elemi konjunkcié, smely implik4l-

Ja a fiiggvényt sbban az értelemben, hogy minden olyan pontban, ahol O =1,
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vagy f£=1, vagy f= q) , és elnyel legalébb egy, a fiiggvény 1 pontjat lefedd

mintermet.

22. definicié

Egy (£, +£, 1+ +++fy) Altalénos Boole-fiiggvény implikénsai azok az elemi
konjunkcidk, amelyek az f;,f,,ee0yTy flggvények koziill legalibb egynek
implikénsai. E fliggvények egy k elemi ( 1< k< M) részhalmazéhoz tartozé
minden egyes fil,fiz,...,fik fliggvényt implikalé elemi konjunkcid az ille-
t8 k darab fliggvény egyiittes implikénsa, Az ilyen egylittes implikéansokat
barmi is az R részhalmaz, az (£,f,,..+yf)4) &ltalénos Boole-fiiggvény
egyluttes implikansainak nevezziik.

23. definicié

Egy _Q-Boole-fﬁggvény primimplikénsai ill. egy &altaldnos Boole-fiiggvény
egylittes primimplikdnsail azok a minimélis rangu elemi konjunkecidk /ugyan-

abban az értelemben, mint a 9. definiciéban/ » amelyek a fenti fliggvények-
nek implikénsai, ill. egylittes implikénsei /21., 22. definicié/.

24. definicié

Egy 4ltalédnos Boole-fiiggvény lényeges primimplikénsa a fliggvény egy olyan

egyuttes primimplikénsa, amely a hozzatartozé fliggvények koziil legalibb
egynek legaldbb egy pontjat egymaga fedi le.

Az n viltozbés Boole-fiiggvények N Boole- algebrajanak minden f eleme /ple. £
KDNF-ja utjan/ eld4dllithatoé xl,xz,...,l%,ic'l,ia,...,_:%-bél az A és V miive=
letek alkalmezéséval keletkezd K=K(X;sXpyeee 0 X, 9X) 1 Xpg0 e s ,:_Ln) kife jezés
alakjaban, ugy, hogy barmely Xq9XppeeeyXy pontban f (xl,xz,...,%k

K (X39XppeeesXy) ':El,Ez,...,:In). K ugy tekinthetd mint a Hg = {0,1} halé
elemein &ELUtO X),XopeeeyXyy Xy 9XppeeerX, VAlL0ZOkDOL az A és \V miveletek
alkalmazédsaval keletkezd halébeli kifejezés és igy K dudlisa, K'=D(K) de-
finidlva van, éspedig
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25+ definicid

K”(xlgxzo-oogxno il’_x-Z""’En)'-' K'(il’iZ"“’in’ xl,xz,...,xn)=
f(il,'iz,...,'fn) o Ez egyuttal azt is mutatja, hogy Kx(xl,xz,...,xn,

El’%""’%) értékﬁ fuggetlen attél, hogy az f(xl’xa’goo’xnb—et elﬁéllit6
K(Xq y%pp 009Xy X19Xp9e009%;) halébeli kifejezést hogyan vélasztottuk. Ez
a korilmény mbédot ad N elemei duélisénak definicié:jara a kdvetkezﬁképpen:

£(%q9%59eeesXy) dudlisa £ (xl,xz,...,xn) £(Xy9Xppe009Xy)e

E definicié alapjén, amelyet 9 —Boole-fiiggvényekre is kiterjesztiink, vilé-
gos, hogy f*(xl,xz,...,xn) duédlisa ismét f(xl,xz,...,xn); Tovabbé
(f(xl,xz,...,xn) A g(xl,xz,...,xn»; f“(xl,xz,...,xn) V 8¥(Xy sXppeeerXy) 68
(f(xl’xz""'xzDV g(xl,xz,...;xxbyg f*(xl,xz,...,xlp/\g"‘(xl.,xz,...,xn) b
Ennélfogva, ha f(xl,xa,...,xn)é g(xl,xz,...,xn)—t tetszbleges Boole-fiigg—
vényre ugy definidljuk, hogy £(XjsXpyeeesX) A B(X]1XpyeeeyX))=

= f(xl,x2,...,xn) /emi azzal ekvivalens, hogy f£(Xj,XpyeeesXy) Vv

V B(X1XpseeerXy) = 8(X)1XpseeeyXy) akkor (X 9Xpp 009X )< B (Xq9XpsecesXy)
esetén f"(xl,xa,...,xn)v B8 (Xg 9Xppee0yXy)= f"(xl,xz,...,xn), vagyis
g*(xl,xz,...,xrbs £*(X19Xpye009X,)e E szerint a dualités olyan leképezés,
emely a rendezési reléciét megforditja és kétszeri alkalmazasa az identikus
leképezés. A dualités e tulajdonsagaibél kivetkezik, hogy az N Boole-algeb-
ra legnagyobb és legkisebb eleme egymés duéalisa. Specidlisan az O 1lls X
Boole-konstansok, mint az n=1 esetnek megfeleld kételemii Boole-algebra leg-
kisebb ill., legnagyobb elemei, egymés dudlisal és egyben egymés negaltjai
18 0"=1=0 111. 1"=0=1. Egy %y, ®%,,esey % =A 4ltalénos Boole-konstans
duilisa ennek megfelelden az egyes komponensek dudlisaibdél &1l

A= (dxl, d;,...,d; ) = (;(1, 8'<2,...,€(n) = A 4ltalénos Boole-konstans, a-
mely a B, térben az (O‘l,olz,..., o)) ponttél legtavolabd 1évé pont, azaz
az (°(1, 0(2,...,0<n) pontnak a B tér /a B, -hez nen tartozé/ kizéppontjara az
(%, %,...,%) pontra vonatkozé tikdrképe,
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26+ definicid

Onduélisnak nevezzilk az f fiiggvényt, ha £¥* =f,

A 25. definicibbeli £(xy,X;peee9Xy)= £(Xg X see0,%,) 08yenléség és az alta-
léanos Boole-konstans duédlisardél elmondottak alapjin teljesen meghatérozott
fiiggvények dudlisat a kovetkezd szemléletes mddon is meghatarozhatjuk. Le—
gyen B az f(xl,xz,...,xn) értelmezési tartoménya, Ec B, az £ fiiggvény ka-
rakterisztikus halmaza, —(E) az E halmaz komplementere, E"cBn az E elemei
duélisainak halmaza, akkor - (E) az f*(xl,xa,...,xn) karakterisztilus hal-
maza. Szevekban: a B, tér pontjal koziil elhagyva az :t(xl,x2,...,xn) l-pont-
jainak duilisait, az £%(X) karakterisztikus halmazat kapjuk. ¥ -Boole-fiigg-
vények esetén a duélis fiiggvény karakterisztikus halmaza ~l(E“\.v ¢’), ahol &
a fliggvény meghatarozatlansagi pontjainak halmaza.

Az 6ndudlis fliggvények l-pontjainek széma ennek megfelelden pontosan Zn"'l;

és egyetlen l-pont tilkkérképe sem l-pontja az eredeti fliggvénynek. Mivel a Bn
tér pontjal kozil 22npl—féleképpen lehet 2n-1 szému pontot ugy kivAlasztani,
hogy a kivadlasztott pontok dualisai mind nem kivadlasztottak legyenek, az on=-

o1
dudlis fiiggvények széma 2 R

27, definicid

Az f(xl,...,xn) n valtozés fiiggvény /ténylegesen/ fiigg az Xy vAltozdétél, ha
van olyan értékkombinacidéja az XygoensXy 99 X5 qr0ee9Xy valtozéknak, hogy

f(xl,...,xi_l,O, xi+1,...,xn) £ f(xly...,x_l_l,l, x1+1,...,xn). Az £ fligg-
vény csak olyan DNF-ban irhaté fel, amelyben az x; szerepel.

28, definicid

Legyen £ az xi-tél ténylegesen fiiggd P —Boole-fiiggvény. Az xi-tél nem fliggd,
f-fel kompatibilis g ¢ -Boole-fiiggvényt £ Xy szerinti lezarasanak nevezzik
[37. 1.50].

29, definicid

Egy f (a,x) Boole-fiiggvény monoton az "a" valtozoban, ha f(a,x) felirhaté
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olyan DNF-ban, amelyben vagy csak az a, vagy csak a & szerepel. Ha ebben a
DNF-ban csak az a vadltoz6é fordul els, a-ban nbvekvének, ha csak az & fordul

eld, a-ban csdkkenének nevezzik f (a,x)-et.

definicid
Legyen g az a-ban nem ndvekvl fiiggvény, akkor g-nek a-~ban ndvekvd felsl bur-
koldja az a ‘P. fliggvény, amelyre Y.;z g és minden a-ban névekvd q’fﬁgg-
vényre Y>g > V> Y,

A g a-ban novekvd alsé burkoléja a legnagyobb olyan *; fiiggvény, amelyre
Y, € & /1484 [37] Vi.e,8/.

A tovébbiakban a Bn tér pontjai kozdtti kapesolatokat vizsgaljuke

31, definicié
A B tér két Py,P, pont janak EIEZ t4dvolsigéan kiilonb6zé koordinataiknak szé-

mat értjik /Hamming-féle tavolsag/.

A B, tér intervallumai kozotti eltérést a pontok kozt értelmezett tavolsag-
fogalommal analég médon definialjuk

32 definicid
Két ky és k, rangu intervallum eltérésén a mindkét intervallumban régzitett

koordinatak koziil a kiilénbozbk szémat értjik. Jele 9(al,a2), ahol a; és a,
a széban forgd intervallumok vagy a megfeleld konjunkciodk. Fl. alszEéx3x5x7
és a2=iéijxux5 konjunkcidbknak megfeleld intervallumokra g(al,a2)=1.

33 definicid
Az O eltérésii intervallumokat hasonldknak nevezzik,

34, definicid
Az 1 eltérésii intervallumokat szomszédosaknak nevezzik,

Megjegyzés: A 32, definiciéval bevezetett eltérés nem mérték, mivel, kivé-
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ve azt az esetet, amikor a két intervallum ugyanazon koordinatai rogzi-
tettek, a tAvolsdgaxioémak kozil [6] csak a Szimmetria-axidmat elégiti ki.
Ezen eltérésfogalom nem elégiti ki sem az identités-axibmat, azaz két, O
eltérésii intervallum nem feltétleniil azonos /pl. X)X X3 és X)X 3XoXe) -nek
megfeleld kiilonbdzd intervallumok eltérése O/, sem a haromszogaxibmat

/pl. a1&1x314x5, 8,=X Xy a5=x1§224§5, esetén 9("1’32)*9(‘2"3)< Qﬁl,aBM
Viszont ez az eltérésfogalom igen szemléletes abbdl a szempontbdl, hogy
megadja az egyes intervallumoknak, mint ponthalmazoknak a tavolségat. Az
eltérés ugyanis O, ha a kéi; intervallumnak van legalébb egy koézos pontja,
és 4ltaldban az eltérés l, ha a két intervallum legkozelebbi pontjainak
t4volsaga ! . Ebben a terminolégisban a /4/ bévitési szabaly szemléletesen
a bx é8 cX szomszédos intervallumokban foglalt azonos rangu, 1 eltérésii
bex és beX részintervallumok Osszevondsaval kapott be intervallum hozz&vé-—
telét jelenti,

35, definicid

Az a és b intervallumok Osszekothetbk, ha van olyan véges ai(1=1,2,...,n)

intervallumsorozat, hogy

?(ei’aiq-l) = 0 minden i-re (i:l,Z,...,n—l).

36, definicid

A B tér n pontjédbol 4116 olyan pontsorozatot, ahol az i-edik és i+l-edik
(i=1,2,...,n-1) pontok tévolséga 1, utnek nevezazik.

37, definicié

A B, tér egy részhalmazat osszefliggének nevezziik, ha tetszdleges két pont-
jdhoz van legaldbb egy olyan ut, amelyben mindkét pont benne van.

Megjegyzés: Konnyl belatni, hogy egy £ Boole-fliggvény azon primimplikansai,

amelyek a Bn tér egy osszefliggd részhalmaza intervallumeinsk felelnek mes,



osszekotheték /ld. 35., 37. definicidk/. Igy, ha az £ 4ltal lefedett hal-
maz nem Osszefliggd, akkor e halmaz Osszes primintervallumainak halmaza
szétesik olyan részhalmazokra, hogy az egy részhalmazhoz tartozd inter-
vallumok Osszekothetdk, kiilonbozd részhalmazokhoz tartozéd intervallumok

nem kothetdk Ossze.

38, definicid

Egy £ Boole-filiggvény diszjunkt tartoményesi - mint azt a kovetkezd tétel is
mutatja - a Bn térbeli olyan koz6s pont nélkiili maximélis ponthalmazok,
amelyek egyesitése az f A4ltal lefedett R halmaz, és amelyekbdl csak egye=—
sitéssel minden primimplikénsnak megfeleld intervallum eldallithaté. Egy
fliggvény primimplikénsainak ismeretében a fliggvény disi;junkt tartomanyai
egyszerien meghatdrozhaték. Vezessiikk be a konjunkcidékra is a Boole-valto-
z6kra mar bevezeiett jeldlést: ha p egy konjunkcié és o Boole-konstans,
akkor

< Py ha L= 1
P={_
P,had:o

Legyen PsPpyecsyp 82 f Osszes primimplikénsa., Vegylk a O, l-ekbdl 4llé
2®~1 szému Gsszes Vlehetséges olyan (0\1,0(2,...,0(111) értékkombinicidét, a-
melynek nem minden eleme O és képezzik a dj=pf‘¢ pg‘& sse p;:'“ kife jezéseket

(3 = Egicgk 2m‘k).

Tétel:
A 0-t61 kililonbozé d._j fliggvények 4ltal lefedett ponthalmazok, shol
321,2,00092"=1, £ diszjunkt tartoményait alkotjak.

Bizonyités:

Mivel pi""l azokra a pontokra, amelyeket Py lefed, 'ﬁi=1 azokra a pontokra,
amelyeket p; hem fed le, ezért egy adott j-re d3=1 azokra a pontokra, a=
melyeket a dJ-ben =1 kitevével /negalatlamul/ szerepld primimplikinsok
mindegyike lefed, de més primimplikéns nem fed le. Ha ilyen pontok
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nincsenek, skkor minden pontban da.=0. Ebbdl kovetkezik, hogy:

a./ dd=1 csak az £ pontjaira lehet. /A pi-k csak f pontjait fedik./
Bt dj. k=O, ha j # k. /Van legaldbb egy Py amely a dy-ban negélatlanul,
a dJ—ben negélva szerepel./. \l?

c./ £ tetszbleges primimplikénsa felirhaté Py = dJ alakban.
8

s=1
/Ti. az 6sszes olyan d:j diszjunkcidéja, amelyben a p;y negélatlanul sze-

repel./

d.‘/ f= %71 d.‘l' ugyanis barmelyik dd-ben van legaldbb egy negilatlan Py
ami g;:tosit;ja, hogy dd=1 csak f altal lefedett pontokra 4ll. £ minden
pontjat lefedi valamelyik dd’ nevezetesen az, ahol az illetd pontot le-
fedd primimplikénsok negélatlanul, a tobbiek negélva szerepelnek.

e./ Beldtjuk, hogy dj pontjainak széma nem navelheéa a diszjunkt tartomé-
nyok tulajdonsigainak fenntartésa mellett. A konstrukciébdl kbvetkezik,
hogy dJ lefedi az Osszes olyan pontot, amelyet minden, a dJ-bon negé-
latlanul szerepld primimplikéns lefed, és egyetlen, a dd-ben negélva
szerepld primimplikins sem fed le. Hozz4véve f egyetlen pontjat egy dd
4ltal lefedett ponthalmazhoz, biztosan van legaldbb egy olyan Py prime
implikéns, amely ezt a pontot fedi és dil pontjait nem, vagy ezt a
pontot nem fedi, de dj pont;jfit igen. Mindkét esetben lehetetlen a
fenti Px primimplikéns P M d;’s alaku eld4llitasa. Az elsd esetben
a py pontjain kiviil szerepelni fognak dd pontjal is, a masodik esetben
pedig py pontjain kiviil szerepelni fog a d.‘l pont jaihoz hozzAvett pont.
Tehét & dg (3=152y000,2") 4ltal lefedett ponthalmaz maximélis. Ezzel a
tételt bebizonyi tottuk,

A fentiekben megadott konstruktiv bizonyitas lépéseit az egyes algo=-
ritmusokban kovet jike

A tovébbiakban meg fogjuk vizsgdlni a N Boole-algebra elemeinek az A,V,™
miiveletektdl kiilénbdzd miiveletek segitségével vald eldallitésénak néhany
kérdését.



39, definicid

Az £ ( X1 9XpyeeesXygeeesXy)én fq(xl,xz,...,xi)Bcole-fﬁggvények SZUperpozi-
cidéjan értjik a fp(xl,xa,...,tq(:xl,xz,...,xﬁ»...,xﬂ)fﬁggvényt, amelyet az
fq flggvénynek az fp fliggvény valamely xy argumentuma helyébe torténd be-
helyettesitése utjan kapunk.

40, definicid

A N Boole-algebra bazishalmazénask nevezink egy {fl,fa,...,f#}fﬁggvényhal-
mazt akkor, ha a N Boole-algebra barmely eleme elédllithaté az
xi(i=l,2,...,n) Boole=-valtozdkbdl az fl'f2”"’fk figgvények segitségével,
szuperpozicidk véges szému alkalmazésaval. Szokds a bazishalmaz elemeirdsl
azt mondani, hogy azok egy funkcionalisan teljes fﬁggvényrgngggggg alkot-
nak.

Megjegyzés: A definiciéb6l lathatd, hogy a bézishalmaznidl ill. a funkcio—

nalisan teljes fliggvényrendszernél a minimalitéds nem kévetelmény.

41, definicid

A Boole-fiiggvények egy halmazat a Boole-fiiggvények egy zart osztélyanak ne-
vezziik, ha a fliggvényhalmazbél a szuperpozicié nem vezet ki.

Fost kimutatta, hogy a kovetkezl fliggvényosztalyok mindegyike zart figg-
vényosztilyt alkot.

l. A lineéaris fiiggvények osztAlya

2. A monoton filiggvények osztalya

3. A O /konstanst/ tarté fliggvények osztalya
4, Az 1 /konstanst/ tarté fiiggvények osztélya
5. Az ondualis fiiggvények osztélya

Az elézbekben mAr definidltuk az 6ndudlis /26. definicib/ és az egy bizo=-
nyos valtozdéban monoton /29. definicié/ filiggvényeket., A monoton fliggvények

minden vAltozodjukban monotonok.
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42, definicid

Lineéris filiggvénynek nevezink egy f (xl,...,xn) Boole~fiiggvényt ekkor, ha
f=a° ® 81Xy @ eee @ a X ahol ay (i=1,2, eeeyn) Boole-konstans.

4%, definicid

O tarténak ill. 1 tarténak neveziink egy f Boole-fliggvényt akkor, ha
f(0,0,.-.,O) = 0 1110 f(l,l’ooo,l) 210

Post vizsgdlta a zart fliggvényosztalyok és a funkciondlisan teljes filigg-
vényrendszerek kapcsolatat {55 .

Post tétele:

Annsk sziikséges és elégséges feltétele, hogy Boole-fiiggvények egy rendsze-—
re funkcionAlisan teljes legyen az, hogy legyen benne legaldbb egy olyan
fiiggvény, amely nem lineéris, legaléabb egy, amelj nem monoton, legalédbb egy,
amely nem O tarté, legalédbb egy, amely nem 1 tartd, legaldbb egy, amely nem
onduélis.

Mint azt a bevezetésben kife,j_tettﬁk, bizonyos Boole-~fiiggvényeket reprezen=—
t416 funkciondlis elemekbdl felépitett halozat a hédldézatban szerepld funke
cionédlis elemek Altal reprezentdlt Boole-fliggvényeknek a hAlézat megszabta
szuperpozicidjat jelenti. EbbOl kovetkezik, hogj ha egy béazishalmaz minden
eleméhez van 6t reprezentdlé funkciondlis elem, e funkcionalis elemekbdl
alkotott halézatokkal barmely Boole-fiiggvény reprezentéalhaté,

Az eddigiekben részletesen foglalkoztunk a Boole-filiggvényeknek az {/\,v, “'}
bazishalmaz segitségével torténd eldallitaséval /szintézisével/. Azonban
az A,V funkcionélis elemek megvalésitésa 6ta a funkciondlis elemek
gyartési technolégiéjéban rendkiviil nagy fejlédés ment végbe. Néhany éve
mar tobbféle, e harom fliggvénytdl kiilonbozd fliggvényt realizédldé funkciond-
lis elemet gyartanak, mint pl. kiilonb6zd bemenetszému NOR, NAND, @),
U(a,b,c)= abvac, stb,figgvényeknek megfeleld elemeket. A Jovében pedig var-
haté egyre bonyolultabb Boole-fiiggvényeket reprezentald funkcionadlis elemek
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kifejlesztése. Ez a tény gyre inkabb elétérbe helyesi a Boole-fiiggvények-
nek adott bazisban minimalis vegy irrendundins formulékkal t6rténd felirisé-
nsk kérdését.

Az adott {fl,fa,...,fa} bézisbeli szintézis feladata az {A, v,"} béazis ki=
vételével Altalinossagban nem megoldott, azonban tobb megkdzelitése ismert.

Az egyik megkdzelités szerint [54] megadjék az f fliggvényhez az F, és 51
(1=1,2,000,2%) karakterisztikus figgvényeket, ahol

n
1, ha f(dl, 0(2'.‘.' °<n) =1l az dé_l 0('323..1&'1-1‘0’

Fi =
0 egyébként.
Ezek felhaszndldséval f("l'xz"""‘nl' V ri{ , o £ KDNF-ja,
- AL TP K B AA
f(xl,xz,...,xn(:,.:"'m’l'&.).{% az £ KKNF-ja, ahol {P}ill. {Fy} az £ 1- 111,

O-pontjainak halmaza. Az A, v, Fi és 51 fiiggvényeknek az {fl,fz,...,fB}bé.-
zisban valé kifejezésével a formula felirisa megoldddik, de a minimalis vagy
irredundéns formulédk felirésénak problémaja &ltalidban megoldatlan marad.
Igen elterjedt médszer, hogy felirjdk a MDNF-4t, és ezt &z alakot Atirjék a
ezéban forgd bazisbeli fillggvényekkel. Ilyen megkdzelitéssel tobb, {NOR§ ill.
{NAND} bazisban valé szintézis médszernél taldlkozunk.

Az adott {fl,fz,....fs} bazisbell szintézis probléméjanak egy mésik megkd—
zelitése lehetséges az f fliggvény dekompoziciodjénak felhaszniléséval, Ter—
mészetesen a feladat elvileg az Osszes formula nem feltétleniil teljes végig-

vizsgalésaval megoldhatd [43] .

44, definicid

Legyenek X,Y,Z kézds elemeket nem tartalmazé, olyan Altalanos Boole-vAlto=
26k, hogy XUYUZ = {xl,xa,...,xn}. Azt mondjuk, hogy az £ ( X,Y,Z) Boole-
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fliggvénynek létezik dekompozicidja a g és h Boole-fiiggvényekre nézve, ha

£ (Xy9Xppee09x)= g (b (%,2), Y,2) alakba irhaté, A dekompozicié diszjunkt,
ha Z lres.

A kiilonbdzé feltételek melletti dekompozicid feladataval szémos kutatd
foglalkozik [10, 11, 21] . Komolyabb eredmények f&leg monoton ndvekvd
fluggvények dekompozicidjara, tovabba dekompozicidra és diszjunkt dekompo-—
zicidéra ismertek sbban az esetben, amikor a 44. definiciéban a g fiiggvény
a diszjunkcid [5]] « A dekompozicid problémakérére vonatkozd elég részletes
6sszefoglalds taldlhaté [37, VII|-ben.



II. Fejezet

BOOLE-FUGGVENYEK MINIMALIS VAGY NEM REDUNDANS DISZJUNKTIV
NORMAILFO NAK ELO AS

II.l. Boole-fiiggvények minimilis diszjunktiv normalforméjanak
meghatirozidsira szolgald fontosabb médszerek attekintése

Az elsd fejezetben mondottakbdél kévetkezik, hogy egy Boole-filiggvény MDNF-
Jénak meghatirozisa a fiiggvény Osszes DNF-ib6l azon DNF-inak kivAlasztéasat
kivanja, amelyekben a vdltozék széma minimélis.

Quine [56] bebizonyitotta, hogy egy fiiggvény barmely MDNF-ja a fiiggvéhy bi-
zonyos primimplikdnsainak diszjunkcidja. Ebbd8l kivetkezik, hogy az MDNF ki-
alakitasénak elsd lépése lehet a fiiggvény Osszes primimplikénsénak feliri-
sa, Ezt koveti a lényeges primimplikéansok kivalasztisa, amelyek a fiiggvény
barmely diszjunktiv normalformé jdban szerepelnek, majd olyan primimplikén-
sok kivélasztésa, amelyeknek és a lényeges primimplikénsoknek a diszjunk-
cibéja még implikélja a fiiggvényt és minimdlis szému vAltozét tartalmaz.

A tovébbiakban attekintjik a DNF-ékra vonatkozé fontosabb minimizdlé méd-

szereket.

II.1.1. Veitch-diagrem és a Karnaugh-médszer

A Veitch-médszer kifejezetten kézi hasznAdlatra vald, smely 4 véltozéig
kénnyen, 6 vAltozéig nem tul nehezen alkalmazhaté; a véaltozészém tovébbi
ndvelése azonban hasznilatit egyre nehézkesebbé teszi., A mbébdszer azon
alapul, hogy a B, tér pontjait n < 4 esetén lehet, a sikban egy
2[4].2:‘1-&]-35 matrixba rendezni ugy, hogy a matrix /akar sor, ekar 0szlop sze-
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rinti/ szomszédos elemei a B tér szomszédos pontjai /a matrix azonos
sorainak vagy oszlopainak elsdé és utolsé eleme szomszédosnak szémit/. Pl.

egy ilyen elrendezés n=3 esetén:

2> 2

110 { 111 | 101 | 100

X3 010 | o11 | oor | ooo

x3 15 11
7. &bra
n=4 esetén:
> s
1100 | 1101 | 1001 | 1000 X3
b <
1
1110 | 11112 | 1011 | 1010
. 13
0110 | 0111 | 0011 | 0010
o
0100 | 0101 | oool | 0o0OO X3
X, x?‘_ X,
8e 4dbra

A fentl tipusu matrix egyes oszlopaihoz és soraihoz egy vagy két valtozé,
vagy a valtozdé neglltja tartozik. A matrix szegélyezése alapjan matrix-
elemként az illet8 matrixelem soréhoz és oszlopdhoz tartozé valtozdék /vagy
neghlt valtozék/ konjunkcidjat tekintjilk, amelyek beirasara az egyszeri
képzési szabaly miatt nincs sziikség. A matrix tulajdonségaibédl kovetkezik,
hogy barmely két szomszédos elemére alkalmazhaté az /l/-es Osszevonidsi a-
zonosség, s6t barmely 2 elembdl 4116 téglalap elemei Ssszevonhaték egy n-k
rangu elemi konjunkciévd /n-k rangu intervallummé/. Az Osszevonds eredménye
azon vAltozbkbdél /vagy a valtozdk negaltjabdl/ 4116 elemi konjunkcid, a—
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melyek vagy csak negélva, vagy csak negélatlanul fordulnak eld az érintett

sorokban és oszlopokban.

1, Példa

A 9., 4brén lathaté matrixban = -gal jeldlt elemekhez, azaz a négy pont al-

5 kotta kettd rangu intervallumhoz, az
* _x'1x4 elenﬁ. konjunkecid tartozik.
1
X3 A minimalizdld eljaras lényege a kivet=
il : kezd:
e | e
7 " A tablézatban megjeldljiik a fliggvény
9. &bra pontjait /azaz a fiiggvényt KDNF-ban ad-
Jjuk meg/.

‘Megkeressikk a lehetdé legtdbb pontot tartalmazéd &sszes intervallumot. Az
ezeknek megfeleld elemi konjunkcidbk lesznek a primifnplikéneok. Azok a kon-
junkcidék, amelyekhez tartozé intervallumnsk van olyan pontja, amely més in-
tervallumnak nem pontja, a lényeges primimplikénsok.

2+ Példa

Irjuk fel a 4., abran megadott Veitch-diasgrammu 4 valtozdés fiiggvény minimé-

" lis alakjat. Primimplikénsok: 53§4,
i 4 1:b4 515'3, X%y, §2Y3; ezek kdziil lényeges
1 1 primimplikénsoks ¥,%,, X Xzs XX,
x
A 3 Minthogy a lényeges primimplikinsok le-
& YAt VA fedik a fiiggvény pontjait egyetlen MDNF
= létezik, éspedig: x3x4v xlxiv XX, o
10. 4bra

Ezen eljarés a tervezdk korében ma is
igen elterjedt, sOt ismeretes &ltalanositésa nemcsak a vAltozészém névelése,
hanem a ¢ -Boole-fiiggvények és &ltaldnos Boole-fiiggvények egyszeriisitése
irdnyéban is /15., 20. definicidk/.
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Karnaugh moédszere gyakorlatilag azonos a Veitch-médszerrel, mindossze a
tablazat szegélyezésében van eltérés. A 10. abran 1évé Veitch-diagram,

mint Karnaugh-tabla a 1ll. abran lathato.

X, X,
X 3x1 Ol 1201 .00

Ol| x X hx

1x X

10 X

001 x| x kxelx

1l. abra

II1.1.2. Hatarozatlan egyltthatok modszere és a Harvard
/minimizalé kartys/ médszer [2] .

A hatarozatlan egylitthaték médszere azon alapul, hogy barmely n valtozés

flggvény felirhatd

{(x i) \"/K Kayolyy oy & N
1) "2 % n *.’ M;A-g....,tj, 4 4,,_ 1'," /6/
minden o, el,,... o4 es
1‘14,&/1\""*’4}“?2

alaskban, ahol az egylitthatdék O vagy 1 értéket vehetnek fel. Behelyettesit-
ve 88y oy olpyeeey o, értékkombindciét a /6/ formuléba,

n
L9 O(L ...‘i' . . .
PRI AN Ve e R T P o

J""‘ Lp Ay eee, 4.} Aoy Ao Yy L7
minden La\‘-g \\‘»} -re C'S a
megfeleld "(i,v"‘i,_v---di; -re

alaku formulat kapunk. Ha az f (o ,edpyeeeyel o) =0, akkor a /7/ formuléban
eléforduld egylitthatok mindegyike O. Véve az Osszes olyan O<l,o(2,._..,o(nér—



tékkombindcist, amelyekre £(%,,%,,00sy ) =0, & /7/ alaku formuldknak
egy olyan rendszerét kapjuk, amelyekben szerepld egyiitthatdk megadjék az
(X 9Xppeee9Xy)/6/ alaku eldallitasénak O értékil egyltthatéit; a /6/ alaku
eldallitasban szerepld tobbi egyiitthatd értéke l.

EljAras:

Megadjuk az f (xl,xa,...,xn) KDNF-jét. Mindeno(l,dz,...,o(n-re felirjuk az
£ (L 140€ 5y 00040X ) ~bon szerepld egyiitthatékat és mindeniitt trsljik az

2 (X 190Xpyeeeyoty) =0-hoz tartozd egyiitthatékat. Ily médon minden

r(,4 39X z""'“n) =l-ben megmarad egylitthatbknak egy sorozata.

Kivalasztunk e sorozatokbdl egyiitthatdknak egy olyan hélmazét, amely minden
sorozatb6él tartalmaz legalidbb egy elemet, és amelyre a ;]-k' Osszege minimé-
1lis.

— — —

3, Példa: r(xl,xz,x5)= X)X X5 ¥ xlxzf3v xliszV 11§2§3V XXXy

Az oy, 0(2, essyo{ ~ekhez tartozé /7/ alalu formuldks

IR g P 11 111
KT v K3 v K3 VE]Z v E] 1:23 Kjz3 = il 21 =
1o 10 _ 110

K} v KL v K° vy K10 v K23 v Kj3) = e 2£(1,1,0) =1
v Kl v K39 v K13 v K% v K{gg = £(1,0,1) = 1
K}_ v Kg v Kg v Kig v K13 v KOO ! K123 t(l,0,0) LI
K‘l’ vE;v Kl vEL v x°1 Kn x‘{},_% £(0,1,1) =0
K v K}V K° v Kg% v K23 v K‘{;g £(0,1,0) = 0
K vEd v xg vED v K15 v K25 v x‘l’% £(0,0,1) = 0
K v K v K° v K12 v K° 123 = £(0,0,0) = 1

Az f(o(l, o(z,...,o(n) értékeit figyelembe véve: Kg = xg = K?,_‘ = Kg = K% =

1 1 1 10 11 10 11
Ko Kggzxg KO_K ..K25= 123-Kg23=Ko =0

o 12' 23
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Ezek elhagyasa utan:

8 5 11 111

1 11l 10 110

1 10 4l 101
10 10 KOO 100
00 00

Kivalasztva a feltételeknek megfeleld egylitthatékat:

Kigl

X .1
23
Ennek alapjéan:t f = X; Vv 5253.

Ugyesnez a lényege a Harvard-médszernek [2] csak kézi hasznilatra kényel-
mesebb. Adott egy elére elkészitett tablazat, amelynek 2" sora és 2°
oszlopa van. Egy sorban egy bizonyos minterm és az Osszes 6t elnyeld
i(i=1,2,...,n-1) valtoz6t tartalmazé elemi konjunkcid szerepel.

Eljarés: l. Kihuzni minden, a fliggvényben nem szerepld minterm sorat és
a tobbi sorokban szerepld, azokat az elemi konjunkcidkat, a=
melyek a kihuzott sorokban szerepelnek.

2. Megjeldlni minden sorban a legkevesebb valtozébdl 4116 elemi
konjunkcidkat. Ezzel az Osszes primimplikénst megjeloljik /né-
melyiket esetleg tobbszor/.

A minimédlis alakok felirasa ezekbdl a Quine-McCluskey algoritmusban szo-
kasos médon torténik.

4, Példas f(xl,xz,x3)= xlxz'i;v xliz"}\' x1§2§5v ?rlxzx}'v _xlx2§3v 3213—:2::3
fiiggvény alapjédn a tablazat a kovetkezdképpen alakul:



xr _xr

*3

L
L
L

xiiéxs

B

Gk
GG OE:

LURIRNR SRR SRR
SR IR IRIRNRUR R
K| | S Q| | R

:
:
i

12, abra

II.l.3. Quine-McCluskey-féle algoritmus

A filiggvény KDNF-ja alapjén eldallitja a fluggvény MDNF-jat. Ezen algorit-
nussal kapcsolatos elsd publikacid [56] 1952-ben Quine, egy késébbi lénye-
ges kiegészités [lé] 1956~ban McCluskey nevéhez flizddik.

Az algoritmus elsd része, az egyszerisitési eljaras felirasa két szerzé—
nél azonos és csak az ax V aX = a Osszevonasi és az ab vV a = a elnyelési

azonossagot hasznalja fel.

Az Osszes primimplikéans felirasa a kovetkezd lépésekben torténik. Jeldlje

M az f mintermjeinek szamét.

l., A M darab minterm listédba rendezése.

2. Annak megvizsgélésa minden i-re (i=1,2,ess,M-1), hogy a lista i-dik és
k—dik:(k > i) eleme Osszevonhato-e az/’l/ azonossag alkalmazaséval. Ha
igen, az érintett két elem megjeldlése, az Osszevonas eredményeként

kapott elemi konjunkcidnak egy uj listéba torténdé elhelyezése, ha a

49



listéban az illetdé elemi konjunkciod még nem s7erepel /elnyelés - /2/
azonossag/.

%. Ha a 2. lépés soran uj lista eldallt /azaz a 2. lépés kiinduléasi listéa-
jéban voltak &sszevonhatdé elemek/, akkor az uj listéaval a 2. lépés is-
métlése, egyébként attérés a 4. lépésre.

4, A részlistékon szerepld, de meg nem jelolt elemi konjunkcidk a primimp-
likansok, - ezek alapjan egy olyan lefedési tablazat készitése, amely-
nek sorai a primimplikénsoknak, oszlopal a mintermeknek felelnek meg. Az
i-edik sor k-adik eleme 1, ha az i-edik primimplikans elnyeli a k-adik
nintermet, egyébként 0. °

Az algoritmus masodik része Quine mddszere szerint a lényeges primimpli-
kénsok megkeresése.

Azok a primimplikénsok, amelyeknek megfeleld sorban az elsd rész soran el-
készitett lefedési tablazat tartalmaz legaldbb egy olyan egyest, amelynek
oszlopdban nincs t&bb egyes, lényeges primimplikénsok.

Az algoritmus szerint meg kell keresni ezeket; a sorokat és a téblazat a-
zon oszlopait, ahol az elbhagyott sorokban 1 allt, tordljik. Ezdltal a prim-
implikénsokra vonatkozé tédblézatot kapunk, ahol csak a lényeges primimpli-
kénsok Altal el nem nyelt mintermek szerepelnek, Tordljik ez utan azokat a
primimplikéansokat, amelyek soraban 1 nem szerepel - ezeket ugyanis elnyeli
a lényeges primimplikénsok diszjunkcidja /lényegtelen primimplikénsok/.

Az algoritmus eddigi menete egyértelmii, Az algoritmus harmadik része - a
minimdlis lefedés keresése — a masodik rész befejezése utan megmaradt prime—
implikénsok koziil kivédlasztja azokat, amelyek a lényeges primimplikansokkal
egyiitt a fliggvény egy MDNF-jat adjék. Quine a mésodik részben elkészitett
redukalt tdblazatnak kivdlasztja a legtdbb egyest tartalmazé oszlopat és
ezen oszlopbeli l-ek sorai koziil a legtdbb egyest tartalmazét. A megfeleld
primimplikénst a lényeges primimplikénsok mellé veszi, a tablazatbol ele

hagyja ezt a sort és az e sor egyeseit tartalmazé oszlopokat. Ezt az elja-



rést addig folytatja, amig a tablazat el nem fogy.

McCluskey, Quine intuitiv megfontoléson alapuléd kivalasztasi algoritmusé-
rél ellenpélda konstrudlaséval kimutatta [lﬁ s hogy az nem mindig adja meg
a filiggvény MDNF-jét. McCluskey a Quine-algoritmus olyan médositéasat java—
solja, amely csaknem teljes kiprébalast igényel.

Az algoritmus masodik részében a lefedési téablazatban a primimplikénsokhoz
Boole-valtozékat rendelve felirja a filiggvény primimplikénsokkal valé Gsszes
lefedését megadd Y monoton Boole-fiiggvényt, amely az egyes mintermeket el-
nyelé primimplikénsok diszjunkcidinak konjunkcidja. A disztributivitasi
szabaly Y —re vald alkalmazésaval megkapja a ¥ fiiggvény RDNF—;jét. Az igy
kapott RDNF-beli barmely primimplikans a filiggvény olyan primimplikénsait
reprezentialé valtozdkat tartalmazza, amelyeknek diszjunkciéja eiééllit;ja a
fliggvényt. Mivel e diszjunkcidkat Y RDNF-ja alapjéan képeztiik, ahol az-egyes
konjunkciékban szereplé vaAltozdék széma minimalis, a fenti eld4llités a
fiiggvény IDNF-it - az Osszeset - adja. Az algoritmus harmadik részében a
fliggvény Osszes MDNF-i kozil kell - teljes végignézés alapjan - kividlaszta-
ni a MDNF-t.

A McCluskey-algoritmus harmadik részének javitasédra tobb kisérlet tortént,
amelyek koziil a legelterjedtebbek grafelméleti eredményeket hasznilnak fel.
A minim4lis lefedés keresését legtobben grafszinezési probléméra vezetik
vissza és keresik az Osszefiiggést a graf kromatikus széma és a MDNF-ban
szerepldé primimplikénsok széma kozott [26, 33, 49] . Ugyanehhez a problémé—
hoz t&bb szerzdé kapcsolédik, akik a teljes kiproébalés helyett a Boole-—
matrixok minimalis lefedésének médszereit keresik, Minimalis lefedés a
matrix minimélis szému olyan sorénak kivdlasztésa, amelyekben 1évd egyesek
minden oszlopot fednek., Altalédnos eredmény azonban még nem ismert. |

McCluskey ezenkiviil az egyszerisitési eljards soran felhasznilt mintermek
és elemi konjunkcidk egy olyan eldrendezését [19] javasolja, amely az 0sz=-
szevonhaté elemek keresését egyszeriisitheti. Az algoritmus ilyen finomitéasa
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t6bb munkaban fellelheté. A cél Altaldban az elemi konjunkcidk konkrét
reprezentacidjatodl fliggd vagy fliggetlen, az Osszevonhatésdgot konnyen meg=—
4llapité kritérium keresése [45] o Az algoritmus e valtozatainak kiindulé
adata a fliggvény KDNF-ja. Mivel az Osszevonasok soran kapott elemi konjunk-
cidkban egy valtozé vagy negdlva vagy negalatlanul szerepel, vagy nem sze=-
repel, az algoritmus lépései sorén az Osszes primimplikéns meghatarozaséhoz
szilkséges membériakapacités a valtozdk szémaval, n-nel, 3n nagysagrendben
ndé. Igy az algoritmus ismert gépi realizécidinal a valtozdk széama erdsen
korlatozott, 4ltaldban 8-10 lehet.

He Példa:

Irjuk fel sz aldbbi mintermekkel adott fiiggvény Osszes primimplikénsat a
Quine-algoritmussal.

ilizi314 v
X)XpX3X), v
ilxzi3i4 o
§1x25314 v
X)X XzXy ¥
X\ XXXy V
X)X X 3%y
xlizxsxq_ 4
xlxzx3'x'4
X)X XXy
Az elsd Osszevonas utani elemi konjunkcidks

_:4:]_1_:214 v
§1§3x4 v
XX 3%y
i'lx5x4 v
f215x4 v

X) XX
kol
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X Xaky vV
::15:'2-1'3
XXX, vV
X1 X3X), v
X XXz

A médsodik Osszevonds uténi elemi konjunkcidk:

§1x4
T
1514

A harmadik Osszevonasi kisérlet uj eredményt nem ad. A primimplikinsok a
meg nem jeldlt konjunkcidk.

Igen gyakori a mintermek tizes széamrendszerbelil szémokkal torténé olyan
reprezentacidja, amelynél a minterm a szam biné.risap kédolt alakja /a val-
toz6 negédlatlanul 1, negdlva O/. Ezzel a reprezenticiéval dolgozunk a 6.
és 7. példéban. '

6, Példa:

Legyen £ a 0,3,4,5,6,7,8,10,1]1 mintermek diszjunkcidja; az Osszevonisok
eredményeként kapott primimplikansokat jeldlje A,B,C,D,E,F,G. A=x3§4;

BX X%y C=X)XpX5, D=XiX,X,, B=x X X3, Fex %zX,, G=X;X3X,.

01 3 6 811011
A 3 1
B X 1
c| 1 |
B 3 - 13, &bra
E 1
F T i i &
G 1r &
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A t4blazat alapjdn a V¥ figgvény:

v=Bvc) ovE) (avE)(A(A)(AVD) (cve)(PVe) (EVE
a kifejtés utan
Y - ABDGF v ABEG v ACEG V ACFD V ACFE

Az f fiiggvény IDNF-i: £ = AV BVDVGVF, £=AVCVF VD,
f=AVCVFVE, £f=AVBVEVG, £=AV CVEVG; ezek kiziil az el-
88 kivételével mind egyben MDNF is.

A Quine-McCluskey médszer egyilk fontos Altalédnositésa az 4ltaldnos Boole-
fiiggvények egyszeriisitésére szolgalé algoritmus. Ezzel a problémaval kii-
16nbdzé szerzék foglalkoztak [12, 17, 47| , akik lényegében a Quine-
McCluskey algoritmus felhasznédlésaval értek el bizonyos eredményeket. A .
problémit azonban McCluskey és Schorr oldotta meg [17]-ben. Definiéljék as
egylittes /tébb filiggvényhez tartozé/ primimplikénst /23. definicid/ és az
egyittes lényeges primimplikénst /24. definicié/. Az algoritmus kiindulé a-
data a mintermek listija, minden mintermnél indexként feltiintetve, hogy mely
fiiggvényekben szerepel. Az algoritmus lényegében megegyezik a Quine- algo-
ritmus McCluskey-féle valtozataval, csak az elsd rész masodik lépésénél az
ésszevonisi feltételek bonyolédnak. Az ax V ax=a Osszevondsi azonossig azon
azonos rangu, egy eltérésii konjunkcidpArokra alkalmazhaté, amelyek index—
halmazainak metszete nem lires. Az Osszevonis eredményeként kapott konjunke
cié indexhalmaza az Osszevont mintermek indexhalmazainak k6zds része. Az

eb V a=a elnyelési azonosség akkor alkalmazhaté, ha az a indexhalmaza ré-
sze ab indexhalmazénak; az eredmény indexhalmaza az "a" konjunkcié eredeti
indexhalmaza marad. Az algoritmus elsé része igy megadja a komponens fiigge
vényekre vonatkozé egyilittes primimplikénsokat. A kapott primimplikédnsokbél
éé az n figgvény mintermjeibdl téblazatot készitenek, ahol a sorok a prim-
implikénsoknak, az oszlopok az egyes fiiggvények mintermjeinek felelnek meg,
a kdzbs mintermeket annyiszor véve, ahény fiiggvényben eléfordulnak,
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Zs FPélda:

Legyen F = {fl,fz,f3}, ahols

f1=x1x2x§xq.v X)X XXy, v xlle-c}xq_ V] X XXz Xy v

12=x1x2x3x4V X)X XXy V ;‘1"25‘.314 Vv :'rl'izx}x4 v

f3=x1x2§3§4v x1x215§4 v xlizx3§4 AV xlxz'i3x4 v

A mintermek:

5
10

11
12

13
14
15

A primimplikénsoks

§1§213x4 (1,2,3)
X)x,%,x, (2)
xli2x354 (3)
xliz::5x4 (2)
xlxz:i554 (1 '3)
X) X% 5%y, 1,2,3)
x1x2x3'x"4 @,3
xlx2x§x4 (1 02, 3)

P = XX, (1'3>
Py = Xp%%, 42,3
Py = xlx3§4 (3)

Py = %%, (2)

P5 = X)XzX) (2)

P = X%p%5%, (1,2,3)

EE
b )

x1x2:c3x4 Vv 3:'11—:21'314
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A lefedési tablazat:

1 2 3 4 5

k3Pl Tae Y 2 3L 2L @508
T + + +|+ +
Po + 4+ 4|+ ++
Pz +
Dy + +
Pg +
Pg + + +

14, abra

Ez az eredmény a kdvetkezd hdlbézattal szemléltethetds

15. abra
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IT.l.4. Kiprébdlas médszere

A kiprébalés mbédszerét eldszor M.A. Gavrilov ismertette egy 1954-ben tar-
tott elbadédséban, de csak kés8bb publikélta [27] y mint McNaughton [47]. E
médszer egy-egy gépi realizécidjénak leirédsa megtaldlhatéd [23] ~ban és [:48]

ban.

A médszer azon a felismerésen alapul, hogy aiok a konjunkcidk, émelyek
implikéljék az f filiggvényt, de egyetlen vadltozdjuk elhagyésa utdn mar nem
implikaljadk az f-et, e fiiggvény primimplikénsai. Tehdt rendre megvizsgélva
az Osszes, egyetlen védltozét tartalmazéd xf“" (4=1,2,40.,0) konjunkcidt és
megtartva kozlilik azokat, amelyek implikaljak f-et, megkapjuk f Osszes egy
rangu primimplikénsat. Majd megvizsgilva az Osszes olyén, két valtozodt
tartalmazé, kettd rangu xi’“ x;‘i konjunkciét, amelyeket £ eddig megtaldlt
primimplikénsai nem nyelnek el, ezek kozil az f-et implikalé konjunkcidk
az £ Osszes ketté rangu primimplikénsai. Altalédban a k-dik lépésben meg-
vizsgélva az 6sszes olyan k rangu xr;:‘ xid‘;‘ cos x':;‘ konjunkciét, smelyeket
az eldzbek sorén kapott primimplikéansok nem nyelnek el és megtartva ko-
ziulik azokat, amelyek az f-et implikAaljak, megkapjuk az f Osszes k rangu
primimplikénsait.

Az algoritmusban lényeges szerepet jJatszik annak eldontési médja, hogy egy
konjunkcié implikalja-e a fliggvényt: implikéns az a konjunkcid, amelyik
nem nyel el O pontot /azaz neki megfeleld mintermet/, de elnyel legalabb
egy 1 pontot.

Gavrilov [E?J-ben vizsgélta a CP -Boole-fiiggvényeket is, amelyek igazség-—
tdblajat Bn azon pontjain adta meg, ahol a fiiggvény meghatirozott /azaz
adottak O helyei és 1 helyei/. [23, 47, 48] -ban viszont kiindulé adat a
fliggvény teljes igazsagtiblaja, amely minden helyre vonatkozdlag tartale—
mazza azt, hogy ott a fiiggvény értéke 1, O vagy meghatdrozatlan.

E médszer véaltozatal tehdt kiinduld adatként megkévetelik a Boole-fiiggvény
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igazsagtablajanak megadasat. Ez teljesen meghatiozott Boole-fiiggvények
esetén az f es £ KDNF-janak ismeretét jelenti /ebben az esetben természe-
tesen £ KDNF-ja £ KDNF-jabél is felirhaté/. P -Boole-fiiggvények esetén az
igazsagtabla megadasa ekvivalens a fiiggvény O- és l-helyei karakteriszti-
kus filiggvényeinek, £, és £, KDNF~janak megadasaval.

Egy fliggvény KDNF-javal torténd megadasa - a KDNF felirdsénak kényelmet—
lenségén kivil - A4ltaldban komoly kbvetelményeket /pl. nagy memériakapa—
citas, nagy sebesség/ témaszt azzal a technikai berendezéssel szemben, a-
melyen az algoritmust alkalmazni kivanjuk.

Necula [48] a kiprébalas médszerét és a ledley [38] konyvében 1évé repre-
zentécidés médszert tovabbfejlesztve elsd lépésben kivé_laszt:)a az Osszes
lényeges primimplikénst, majd - Gavrilovhoz hasonléan - eldallitja a fiigg—
vény egy IDNF-jat.

Ha nem szilkséges a MDNF eldallitésa, azaz elegendé egy IDNF meghatédrozésa,
akkor az iterdcié befejezédik az olysn primimplikénsok megtaldlésa utéan,
amelyek diszjunkcidja ekvivalens az f filiggvénnyel. Ha viszont MDNF-4t kell
elbadllitani, az eljarés befejezésének kritériuma k=n.

II.l.5. A consensus-médszer elénye az Osszes eddig felsorolt médszerekkel

szemben, hogy a fiiggvény egy tetszdleges DNF-ja alapjan irja fel annak

6sszes primimplikansat. Quine [57]-ben definiélja a consensus-fogalmat két
elemi konjunkcidéra: a Y és ¥ konjunkeidk YY konjunkcidjabél a kézés valto-
z6k elhagyisaval keletkezd konjunkecié az x\ és XY konjunkciék consensusa.

T6bb szerzd kimutatta, hogy a ax v bx = ax v bx v ab bévitési azbnosség-
nak és az elnyelési szabalynak az alkalmazdsaval megkaphaté az Osszes prim-
implikéns [54, 57]. Tison [61, 62, 63] munkéaiban, amelyekrsl osszefoglaldt
a [37] IV, fejezetében is taldlhatunk, kidolgozza a consensusok elméletét.
Egyes lényeges definicidk és eredmények:
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Egy G elemi konjunkciérél azt mondjuk, hogy irredundéns médon része a 6’1
elemi konjunkcidk Yﬁi diszjunkciédjanak, ha 6(\{6,;)= S , de mar egyetlen
G, elhegyésa utén is 6(\/’6(-_)#6'

<

Kénnyen beldthatd ez esetben a kivetkezd két tulajdonségs

l. a & -ban szerepls valtozék egyetlen 61-ben sem szerepelnek més hatvéa-
nyon, mint G -ban;

2. ba egy valtozé a {G,} halmazban csak negélva vagy csek negélatlanul
szerepel, akkor ez a vAltozd ebben az alakjidban szerepel G -ban is.

Ga VG, consensusa, ha & irredundéns médon része Y O -nek és csak
4 %
olyan véltozékat tartalmaz, amelyek legaldbb egy Gi-bén eldéfordulnak,

A [57] ~ben is megtaldlhaté a koévetkezd tétel:

Legyen minden i-re G egy-egy felbontésa MV » abol & u;és V; ele-
‘mi konjunkciék nem tartalmaznak kézés véltozékat. A O'::T‘Tri ekkor és csak

akkor consensusa VGO j-nek, ha \/\?t =l.
4 4

EbbSl speciilisan két elemi konjunkciéra adddik, hogy ax v bX consensusa
ab; tehat a /4/-ben szerepld bovitmény a két diszjunkcidés tag consensusa,

Egy masik fontos tétel: Ha p az f fiiggvény primimplikénsa és \/6’ e
fiiggvény valamely DNF-ja, akkor van olyan VG' részdisz;junkcié, ame ly-
nek p consensusa [37. I’vj

Erre a tételre alapozva Tison kidolgoz tobb algoritmust is a primimpli-
kénsoknak a filiggvény diszjunktiv norm4dlforma jabol vald felirdséra - az
irredundéns, vagy minimAlis lefedés kérdésével nem foglalkozik. Ezen al-
goritmusok mindegyike az Gsszes primimplikénst oly médon adja meg, hogy a
Gi-k részhalmazaira /esetleg kételemii részhalmazaira/ megkeresi a
consensust, E consensusock széma szinte elére nem becsiilhetd médon nd, ami

indokolatlanul nagy meméria és természetesen gépi 1dd igényhez vezet,
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II.1.6. Topolégiai médszer

E médszer a Boole-fiiggvények minimizAalasdt Atfogalmazza az n dimenzids
Boole-kockdban a fiiggvény l-pontjaira vonatkozé topolégiai probléméavé, a-
melyet a Quine-algoritmusnak megfeleld médszerrel old meg.

E mbédszer eldzményeként megemlithetd C.Y. Lee [30] cikke, bar a médszer ki-
alakitésa Urbano és Mueller [66] nevéhez fiizddik.

Az n dimenziés Boole-kocka Zk pontbdl 4116 /k dimenzidés/ részkocka jat
k-cellénak nevezik. Ebben a megfogalmazésban egy | rangu konjunkcidnak egy
(n=t) —cella /2“" pontot lefedd intervallum/ felel meg.

A primimplikéns megfeleldje a béazis cella, amely a fiiggvény l-pontjaibdl
4116 olyan k-cella, amelyre k maximélis. A lényeges primimplikénsnak a lé-
nyeges béazis cella felel meg. A lényeges bazis celldban van legalabb egy
olyan pont, amelybdl pontosan annyi é1 indul ki, ahiany dimenziés a lényeges
bézis cella, mint Boole-kocka,

A fiiggvény l-pontjainak megfélelﬁ Osszes csucsot lefedd Osszes bazis celldk
halmazat bazis cella-rendszernek nevezik.

A fiiggvény egy pontjéanak megfeleld csucsot tartalmazd, méas széval a csucs=-
hoz tartozé, bazis celldk halmazét bazis csillagnak nevezik. Lényeges bazis
csillag az olyan bazis csillag, amely nem valédi részhalmaza egyetlen bazis
csillagnak sem. lLényeges csucs az olyan csucs, amelyhez lényeges bazis
csillag tartozik.

E fogalmak felhasznédlédsidval a Boole-fliggvény minimalizélésa: az n dimenziés
Boole-kockdban a fiiggvény l-pontjainak a fiiggvényhez tartozé bazis cella-
rendszer elemeivel valdé minimélis lefedése.

Urbano és Mueller kimutatjék, hogy:
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a./ minden, a fiiggvényt lefedd cellahalmaz tartalmazza az Osszes lényeges
bazis cellat;

b./ a lényeges csucsok irredundéns lefedése /barmely bézis cella elhagya-
saval lesz le nem fedett csucs/ ekvivalens a filiggvényhez tartozé osz—
szes csucs irredundéns lefedésével.

Az algoritmus megkeresi a lényeges csucsokat, majd felirja a lényeges béa-
zis csillagokat, végiil kivalasztja a lényeges csucsok irredundéns vagy mi-
nimdlis lefedését.

A valtozészém novelésének lehetdségeivel is foglalkozik [66], amelyet a
valtozdk négyes csoportjainak vizsgalataval kivan elérni. A [36] -ban az
eredeti mbédszer olyan atalakitasat talaljuk, amelyben éz IDNF ill. MDNF
keresése egyszerubbé valik. Az eljaras lényege, hogy megkeresi az Osszes
lényeges bazis celldt, megjeloli /mar lefedett pontoknak tekinti/ azokat
a pontokat, amelyeket lényeges bazis cella fed; ezekre nem kisérli meg
bazis cella keresését. Ez az eljaras, mint megmutatjak, P —Boole-fiiggvé—
nyekre is alkalmazhaté, ha a fiiggvény azon pontjait, ahol a filiggvény nem
meghatarozott, mar lefedett pontoknak tekintjiik.

Az emlitett eljarésok lényegébdl addéddan kiinduld adatként az £ /teljesen
meghatarozott/ vagy az £ KDNF-jat kell megadni. A ¢ ~Boole-filiggvények /kii-
londsen a kevés helyen meghatarozott fiiggvények/ esetében azonban nem gaz=—
dasigos az 4 KDNF-jansk megadasa., Ezenkivil a teljesen meghatérozott fiigg-
vényekre vonatkozé algoritmusoknak a ¢ -Boole-fiiggvényekre tdrténd mecha—
nikus altalénositésa nem képes kihasznilni azt az informécidét, amelyet az
f, ismerete jelent. Az eljarésokban minden primimplikanst meghatarozunk,
hogy a minimélis alask elérhetd legyen, az Osszes primimplikéns felirésa
azonban igen bonyolult feladat. Ezért abban az esetben, ha elegendd egy
I-DNF-ét megadni, érdemes egyszeriibb, esetleg nem az Osszes primimplikénst
'negadé algoritmust kidolgozni.
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II.l.7. Nelson tétele

Legyen adva £ az f£=| | (xr; v xi‘; Mpmaw ¥ xz(;') konjunktiv norméalforméban. Ha
kifejtjik a kifejezést, azaz
alkalmazzuk a disztributiv szabalyt,
elhagyjuk az azonosan nulla kifejezéseket, majd
ahol lehet, alkalmazzuk az elnyelési azonossigot, megkapjuk
a fliggvény RDNF-jat, amely a fliggvény Osszes primimplikénsé-—
nak diszjunkcidja.
Tehat egy fliggvény Osszes primimplikénsa a fliggvény konjunktiv normélformé-—
ja alapjan rendkiviil egyszeriien megkaphaté. /Itt technikai nehézséget a

konjunktiv normélforma felirasa jelenthet./ A DNF-ban megadott fliggvények
szorzéséara Voishvillo [68] dolgozott ki egy hatékony algoritmust..

II.2. BEgyes algoritmusok médositasal

E pontban az I. fejezetben kialakitott szemléletmbédunknak megfeleléen meg—
vizsgédlunk a II.l.=ben ismertetett bizonyos algoritmusokat. E vizsgélat
olyan véaltoztatédsi lehetdéségeket tar fel, amelyek alkalmasak az algoritmu-
soknak a II.l. pontban emlitett hianyossagai kikliszobolésére. Az algorit-
musok ily médon kidolgozott uj valtozatai kisebb kivetelményeket témaszta—
nak a technikal berendezéssel szemben, vagy a minimAlishoz kdzelebb &lld
eredményt adnak ill. 4ltaldanosabban alkalmazhatdk.

A tovabbiakban tehdt egy n valtozdés Boole-fliggvényt ugy tekintiink, mint az

n dimenziés Boole-=tér pontjai egy R részhalmazénak karakterisztikus fiigg—
vényét. Egy minterm a tér egy pontjaval /2. definicid/, egy k ra.ﬁgu elemi
konjunkcié a tér egy n-k dimenziés intervalluméaval ekvivalens /5. definicié/.
A Boole-fiiggvény primimplikénsainak megfeleldi a B, térben a fiiggvény kae
rakterisztikus halmazénak primintervallumai /10. definicié/.
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A Quine-algoritmus Osszes primimplikanst meghatirozé elsdé részének a Bn tér

pontjain végzett miveletekre torténd atirasa a fiiggvény Osszes priminter—
valluménak meghatirozasara vezet.

Szemléltetés kedvéért megadjuk a lépések atfogalmazésat.

l. A fliggvény 4ltal lefedett R ponthalmaz pontjainak listaba rendezése.

2« Az elsd iteradcids Osszevonasi azonossdg alkalmazisa az R 6sszes pontja-

e

nak megfeleld elemi konjunkciéra. Ilyen értelemben két pont akkor és
csak akkor "vonhatdé Gssze", ha tavolsdguk 1. Eredmény a R Gsszes, két
pontbdl 4116 egydimenzidés intervalluma. Azok a pontok, amelyek maAsokkal
nem vonhaték 6ssze, a R halmaz izolalt pontjai - lényeges, O dimenziéds
primintervallumok. Az elnyelési azonossag megfeleldjének alkalmazédsa kd-
vetkeztében elhagyjuk a tSbbozdr szerepld intervalluuokat és azokat a
pontokat, amelyek valamely, az elsd iteracid soréan kapott intervallumnak
pontjai.

Altaldban a k-adik iterécié az Osszevondsi azonossagok alkalmazdsa a R
6sszes n-(k-1) rangu intervalluméra.

Usszevonhaté barmely két, n-(k-1) rangu szomszédos /34. definicié/ és
ugyanazon véaltozékat tartalmazé intervallum. Eredmény R Osszes, 2 pont-
bdél 4116, k dimenzids, n-k rangu intervalluma. Azok az intervallumok,
amelyek nem vonhaték Gssze, a R halmaz egyetlen, nagyobb dimenziéju
/kisebb rangu/ intervalluménak sem részhalmazai, tehat primintervallumok.
A R minden, k-l dimenzidés intervallumira megnézve az Osszevondsi azonos-
sag alkalmazhatésdgdt, a k-adik lépésben megkapjuk az Osszes k-1 dimen-—
ziés primintervallumot.

Az elnyelési azonossig alkalmazasénak eredménye, a listédban eredetileg
t6bbszdr szerepld k dimenzids intervallumok egyszer fognak szerepelni
és torlddnek azok a k-1 dimenzidés intervallumok, amelyek nem priminter—

vallumok,
A 2, lépés ismétlése mindaddig folytatdédik, amig az eredményeként eld—
4llt intervallum listdban vannak Osszevonhatd elemek.

6l



4. Az iterécid végeredményeként eldallt lista az Osszes primintervallumok
listaja.

Ebbél az dtfogalmazésbél lathaté, hogy a Boole—fliggvény &sszes primimp-

likénsainak meghatarozésa ekvivalens a filiggvény pontjaibdl 4116 Ssszes
primintervallum - minimélis rangu intervallum - megadésaval.

Az Osszes primimplikans felirasénak probiémé;]ét ezdltal visszavezettiik
egy Bn-beli halmaz Osszes primintervallumai felirasanak problémijara. Ez
a probléma kdénnyebben kezelhetd, mivel a primintervallumok meghatdrozésa
fiiggetlen a fiiggvény megadési médjatdél, hiszen a fliggvény barmely formaban
torténd megadasa meghatarozza a kiinduldsi halmazt.

Az alébbiakban ismertetjik a II.l.-ben leirt kiprébalas mddszere és a
consensus-nédszer alapjan kidolgozott algoritmusokat /II.2.1, ill. II.2.2./,
amelyek megadjédk az Osszes primintervallumot. Ezen algoritmusok elsd fa-
zisa a fliggvény megadott DNF-janak bizonyoe egyszeriisitését végzi, ezt az
egyszerisitett alakot eldzetesen redukialt DNF-nek nevezzilk és ERDNF-fel
Jeldljik. A masodik fazis az l. fézis eredményeként kapott ERDNF alapjan
e18411itja a figgvény RDNF-jét. :

A felhasznidlék altaldban az eredményeket un. eldkészitett anyag formaja-
ban kérik, amely a kovetkezdket tartalmazza:

a./ primimplikénsok /és lényeges primimplikénsok/ listéi,
Y./ a primimplikénsokra és azon diszjunkt tartomanyokra vonatkozé /38, de-
finicié/ lefedési téblazat, amelyeket a lényeges primimplikinsok egyi-

ke sem fed le.

A II.2.3. pontban ismertetiink egy eljarast a lényeges primimplikénsok ki-
valasztasara /eldkészitett anyag a. része/, a II.2.4. pontban pedig méd-
szert adunk a lefedési tdblazat elkészitésére /elékészitett anyag b. ré-

sze/.
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II.2.1le Kiprébalas mébédszere

A fliggvény tetszbleges DNF-ban lehet adott. Ez egyrészt azt jelenti, hogy
a kiindulé adatként e fiiggvénynek a tervezési probléma szébeli fogalmazi-
sa alapjan vagy mas uton természetesen ad6ddé DNF-ja hasznalhatd, masrészt,
hogy csak e DNF elhelyezéséhez sziikséges memériakapacitédst kell biztosita-

ni.

A konkrét DNF-bél adddd lehetdségeket az iterdcids lépések széménak csdk—
kentésére is felhasznilhatjuk a kdvetkezd meggondolds alapjan. Ha a fiigg-
vény adott DNF-jéban szereplé konjunkcidk rangjanak minimuma r > 1, skkor
célszerii a kiprébaldst nem az 1, hanem az r rangu konjunkciodkkal kezdeni,
nmivel lehet, hogy ennél kisebb rangu primimplikéansa nincs is a fliggvénynek.

Az alabbi tétel pedig az eljaras befejezésének egy olyan kritériumit nyujt-
Ja, amelynek felhasznAlésaval a MDNF eléréséhez szilkséges iteracids lépések
széma tovébb csdkkenthetd.

Tétel

Legyen f(xl'x2""’xn) n vAltoz6s Boole-fiiggvény, tovabba ey=f, shol
minden egyes Cy €gy-egy konjunkeiod és a 04~k rang janek minimuma ! & maxi-
muma k, (f$k:< n). Tegyiikk fel még, hogy az Osszes ¢ -ns1 magasabb rangu
ci-k primimplikénsok és az 4 rangu oi-ken kivil nince f-et implikaléd ¢
rangu konjunkcié. Legyen q a ey konjunkeidk szomszédos parjaihoz tartozd
boévitmények rangjénak maximuma, Az f-nek akkor és csak akkor nem lesznek
k-nal magasabb rangu primimplikénsai, ha nincs egyetlen olyan s rangu prim-
implikéns sem, amelyre k < s £ q.

Bizonyitas
Egy filiggvény tetszbleges diszjunktiv normalform& jabol a bdvitési és az el-
nyelési azonossdg alkalmazdséval felirhaté a fliggvény 6sszes primimpli-

kéansa [55, 57] .
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Tegyiik fel, hogy nincs s (k < s £ q) rangu primiuplikans. Ez azt jelenti,
hogy a ci-kbél egyetlen bovitéssel kaphatd, k-ndl magasabb rangu bévit-
ményeket elnyeli valamelyik Cye Megmutatjuk, hogy ebben az esetben gqrnal
magasabb rangu primimplikans nem létezik. !

Mivel q-nil magasabb rangu implikanst a ci-kbéSl csak bévitések sorozatéaval
kaphatunk és mivel tetszdleges két szomszédos cy és cy bovitményét elnyeli
valamelyik Cp o ezért valamely bdvitéssorozat utjan létre jovd bévitményt
barmely olyan cp elnyeli, gmely elnyel e bévitménysorozatbdél legaldbb egyet.
Igy a q-nil magasabb rangu implikéansok egyike sem lehet primimplikéns, Ez-
zel a tételt bebizonyitottuke.

A kiprébalas médszerére kidolgozott uj algoritmus a kdvetkezd harom tipusu
adatra alkalmazhaté.

a./ adott a teljesen meghatarozott fliggvény tetszdleges DNF-ja;

b./ adott a teljesen meghatarozott fiiggvény és negiltja egy-egy tetszdleges
DNF=-ja;

c./ adottak az f 4>-Boole-fiiggvény l- ill. O-helyei halmazénak karakterisze
tikus fiiggvényei £ és o tetszdleges DNF-ikkal,

A b./ 1ll. ¢./ esetben az algoritmus az f és £ 413, fl és fo Osszes prim-
implikénsait szolgaltatja egyidejiileg, mégpedig egyszeriibben, mintha az
algoritmust kiilon-kiilon alkalmaznink az f-re és f-ra ill, az fl-re és fo-

ra‘

Ezek utdn az algoritmus, amely két fazisbdél 4ll, a kdvetkezd.
Elsd fazis: ERDNF felirasa

Jeldlje ry,, az a./ és b./ esetben az £, a c./ esetben az £, megadott DNF-
jédban diszjunkcidés tagként szerepldé intervallumok rangjénak minimumat.
legyen tovabba K az £ ill. £;, L pedig b./ és c./ esetben az r 111, £y
primintervallumainak listidja. Az a&= b azt jelenti, hogy a felveszi a b



értéket.

l. re Tnint 4& O, K ille K és L lires.

2e Megvizsgaljuk az Osszes olyan r rangu intervallumot, amelyeket a K lis-

3.

4,

Se

6e

7e

8.

téban szerepld egyetlen alacsonyabb rangu intervallum se nyel el, és
eldontjlik, hogy a vizsgidlt intervallum implikénsa-e f-nek /az a./ eset-
ben/, f-nek vagy F-nek ill. f,-nek vagy fy-nak /a b./ ill. c./ eset-
ben/. Az £ vagy fl implikénsait a K,'f vagy fo implikénsait a L lista-
ba irjuk be.

Ha q=0, az akkor algoritmus a 4. lépéssel folytatdédik, egyébként meg-—
nézzik, hogy az el6zd iterdcids lépés adott-e uj K-beli intervallumote.
Ha igen, akkor az 5. lépéssel folytatjuk, egyébként,a 6. lépéssel.

Ha a K-ban szereplé intervallumok altal reprezentalt konjunkcidk disze
junkcidja ekvivalens a filiggvénnyel, akkor az eljarast az 5. lépéssél,
ha nem, a 7. lépéssel folytatjuk.

q értékének kiszamitasa K alapjéan.

Ha q { r, akkor az algoritmust a 7. lépéssel, egyébként a 8. lépéssel
folytatjuk.

r&=r+l és8 az eljaras a 2. lépéssel folytatoddik.

az a./ esetben az eljaras befejezddik, a b./ és c./ esetben az L lis-
tdhoz hozzAvesszik f ill. f, r-nél alacsonyabb rangu azon implikénsai-
nak megfeleld intervallumokat, amelyeket egyetlen I~beli intervallum
sem nyel el és az eljAréas befe jezddik.

Az eredményil kapott K listiban Tpnin és annial magasabb rangu intervallumok

szerepelnek. A 2. lépés elsd iterécidja biztositja, hogy a K listabeli

L

m

ip Tangu intervallumok a flggvény Osszes Tnin Tangu implikénsat adjék.

A K listéban szerepld tébbi intervallum a fliggvény Osszes rhin“nél ma-—

gasabb rangu primimplikans. Hogy ezek az intervallumok primimplikansoknak

felelnek meg, ez konnyen belathatd a kovetkezbképpren. A kivAlasztis méd ja

miatt ezen intervallumok egyike sem része nala kisebb, de rhin'nél nem
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kisebb rangu, f-et ill. fl-et implikalé intervallumok egyikének sem. Mivel
a K listaban a fliggvény oOsszes Tn4p Tangu implikénsa szerepel, a fliggvény
egy, a K listabeli, rmin’nél magasabb rangu implikénsdt csak akkor nyel-
hetné el rmin-nél alacsonyabb rangu implikans, ha mar Tpip rangu is el-
nyelné, Tehdt a K listéban szerepld, rm-nél nagyobb rangu implikénsok
primimplikénsok. A tétel viszont biztositja, hogy a listdban az Gsszes
rmin-nél magesabb rangu implikans szerepel.

Azonban a fiiggvénynek lehet rmin—nél nem magasabb rangu primimplikénsa is;
ezek megkeresését az algoritmus 2. fazisa végzi.

A fentiekbsl lathatd, hogy az elsbé fazis eredményeként 184116 lista tar-
talmilag ekvivalens a Quine-algoritmus elsdé része 2, lépésének @"rmin; -
dik iteracidéja utan adédé listéaval. Az rm-nél nem magasabb rangu prim-
implikénsok teh4t megkeresheték a Quine-algoritmus egyszerii alkalmazédsaval
az l. fazis eredményeként kapott intervallum lista Tpipn Tangu intervallumai-

T'8e

Bizonyos feltételek teljesiilése esetén azonban meghatarozott rangu prim-
implikénsok megkeresésére megadhaté a Quine-algoritmus 2. iteracidés lépé=-
sénél gyorsabb mdédszer is. Ezért a 2. fazis a két médszer kombindcidja.

Masodik fizis: RDNF felirésa

ls P& Tpin? M az r rangu intervallumok listija
2. kX az M lista r rangu elemeinek széama

3. Ha k.r>(}) , akkor az eljaras a 4. lépéssel, egyébként a 8. lépéssel
folytatdédik

4, Az M lista r rangu elemeire elvégezzilkk az Osszes lehetséges Osszevonist
az ax vV ax = a azonossig alapjén. /Quine-algoritmus elsd rész, 2. lé-
pés./

5. A lista r rangu elemeire és a kapott r-l1 rangu elemekre alkalmazzuk az

elnyelési szabalyt, ha lehet.
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6. Ha az iteracid soran eldallt r-l1 rangu intervallum, akkor az eljarés a
7. lépéssel folytatédik, egyébként befejezddik.

7« Az r~l rangu intervallumokat a M listahoz irjuk.
r<=r-l. Ha r#l, akkor az eljards a 2. lépéssel folytatddik, egyébként
befe jezddik.

8. A M lista r rangu elemeibdl képezzik az Osszes olyan r-l rangu inter—
vallumokat, amelyek elnyelnek M-beli r rangu intervsllumot. Megtartjuk
az f-et implikald r-l1 rangu intervallumokat. Az eljaras az 5. lépéssel
folytatddik,.

A leirt algoritmusnak az a./ ill. a b./ és c./ esetre vald alkalmazésa
csak a vizsgalt intervallum implikans voltanak elddntési médjédban kiillonbo-
zik egymastoél.

Az a./ esetben annak elddntésére, hogy egy intervallum vagy konjunkcid
implikal ja-e a figgvényt, felhasznaljuk azt a tényt, hogy ha az a inter-
vallum része a bl’bz"“'bk intervallumok altal lefedett halmaznak, akkor
G& b; = 1, ahol by-t b;-bél a by és az a ko6z0s koordinatainak elhagyisé-

i=1 *
val kapjuk /lasd consensus-médszer/.

A b./ és c./ esetben egyszeriibb dontési eljarast is alkalmazhatunk. Ugyanis.
ha egy konjunkcié implikansa f-nek, akkor nem implikalhat F-beli pontote.
Tehat, ha f—-.:Vci, akkor £ egy tetszdleges a implikanséra g(a,ci) > 0. Ez
a megallapitids nyilvan igaz akkor is, ha f helyett fl—et és f helyett fo—at
mondunk. Ennek alapjian & b./ és c./ esetben a dontési eljaras a kovetkezd.
Ellendrizziik, hogy van-e olyan konjunkcio T adott diszjunktiv normalforma-
jadban, smely hasonlé a vizsgalt konjunkcidhoz. Ha ilyen nincs, a vizsgalt
konjunkcié f-nek implikinsa. Ha ilyen van, akkor megnézzik, hogy van-e f
adott diszjunktiv normalformajaban a vizsgalt konjunkcidhoz hasonldéd kon-
junkcib. Ha ilyen nincs, a konjunkcid f-nek implikansa. Ha ilyen van, ak-
kor a konjurkcié nem implikénsa se f-nek, se f-nek.

A most elmondottakon alapuld déntési eljirassal tehat mird az £, mind az

f O6sszes implikansat egyidejuleg megkapjuk.
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I11.2.2. Rovidités mbdszere

A rovidités médszerének elsd valtozata teljesen meghatarozott Boole-fiigg—
vényekre alkalmazhaté, de késSbb ¢ -Boole-fiiggvényekre is kiterjeszt jiik.

Az algoritmus a consensus médszer elméleti megalapozdsanil elért eredmé-
nyek alapjan épil fel, de attél nagymértékben eltér. Egyrészt az Osszes
primimplikéns felirdsat két szakaszban végzi el ugy, hogy a részeredmények-
nek nem kell memériakapacitédst biztositani; igy gyakorlatilag csak annyi
meméridra van szikkség, amennyi a fliggvény adatainak és az algoritmus prog-
ramjdnak téarolasahoz sziikséges. léasrészt csak konjunkcidparokra vizsgal—

ja a consensus létét.

Ezenkiviil az altalunk bevezetett eltérésfogalom /32. definiciéd/ alkalmazé-
sédval az algoritmus lépései nagymértékben egyszeriistdnek.

Els6 fazis: ERDNF iréasa

A fliggvény adott diszjunktiv normalformajédban szerepld tagoknak /konjunk-
cidknak/ megfeleldé intervallumokbél kiindulva csek azokat a minimalis rangu
intervallumokat hatarozzuk meg, amelyek nem novelik az eddigil intervallumok
szémat.

Legyen K a fiiggvény adott DNF-jaban szerepld elemi konjunkcidknak megfele-
16 intervallumok listaja, K(j), J=1,2,¢ee,k, a lista j-dik eleme
l, k<= K elemszéama
i<=1.
2. t&en
Jeisl
3, Haf > i, akkor az eljiras a 4., egyébként az 5. lépéssel folytatédik.
4, 1& i+l, Ha i=k, az eljaras befejezddik, egyébként a 2. lépéssel foly-
tat juk.
5. Ha K(L) és K(j) eltérése nulla, akkor a 6. lépéssel, ha egy, akkor a 7.
lépéssel, egyébként a 1ll. lépéssel folytatddik az eljaras.
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6.

7

Be

9.

10.

1l.

Az

Ha az ab v a=a szabaly alkalmazhaté, akkor az e.jaras a 8. lépéssel,
egyébként a ll. lépéssel folytatddik.

Ha az ax v aX=a szabdly alkalmazhat6é, akkor a 8. lépéssel, egyébként
a 9. lépéssel folytatjuk az eljérast. |
K(0)<= x(U)v &( §)

K(j) & K(k)

k & k-1

Ha j > k, akkor az eljaras befejezddik, egyébként a 2. lépéssel foly-—
tatodik.

Ha 82z acx v ax=ac V ax szabaly alkalmazhatd, akkor a 10. lépéssel,
egyébként a 11, lépéssel folytatjuk az eljarast.

Az acx-nek megfeleld listaelem helyébe ac keriil. Az eljarasban a 4, lé-
pés kovetkezik.

L& €+ 1. és a 3. 1épés kbvetkezik.

algoritmus befejezésekor kapott DNF egy ERDNF lesz. Ugyanis az igy ka-

pott intervallumok nem feltétleniil primintervallumok, hiszen a consensust

az

algoritmus végrehajtdsa soran nem irtuk fel.

Példaul az

f = x1§2§3 v ':Elxa'i3 v XzX, V 'ili'2x4 v x1x225x4 formaban

adott fliggvénynél még a legkedvezdbb miiveleti sorrend esetén is csak az

xliéi3 v'§1x2§3 V XzXy v §i§2x4 v x;X, formulét kaphatjuk meg, holott a

primimplikénsok x1§é§3, ilxéiB, Xy

Mésodik fézis: RDNF felirésa

1.

k <= a fiiggvény ERDNF-jédban szerepld konjunkcidknak megfeleld inter—
vallumok széma;

K ezen intervallumok listaja;

K(3)y J=1525eee5k a lista J.eleme.

1'¢= ).
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2. &1
jeial.

3. Ha > i, akkor az eljaras a 4., egyébként az 5. lépéssel folytatodik.

4. i4&= i+l. Ha i=k, akkor az eljarés befejezbédik, egyébként a 2. lépéssel
folytatdédik.

5. Ha K({) és K(J) eltérése egy, akkor a 6. lépéssel, egyébként a 10, 1lé-
péssel folytatjuk az eljarast. '

6. Ha az abx v acX=gbx v acX v abc szabaly alkalmazhatd, akkor a 7., egyéb-
ként a 10, lépéssel folytatddik az eljaras.

7+ Az abc consensus kiszéﬁitésa.

8. Ha van olyan m=1,2,ss45J, hogy K(m)-re és abc-re alkalmazhaté az elnye-
1ési szabaly, akkor K(m)&= abec V K(m)és az eljéras a 10. lépéssel foly-
tatédik, egyébként a 9. lépéssel.

9. k& k+l
K(k)é: abe

10. {& L +1. Folytatas a 3. lépéssel.

Mivel egy fiiggvény DNF-jabol az elnyelési és bévitési szabaly alkalmazaséval
a fliggvény RDNF-ja eldéall [57] s 8z algoritmus 2. fazisa a RDNF-4t szolgil-
tatja.

A rovidités eldzdkben leirt moédszere teljesen meghatarozott Boole-fiiggvények
primimplikdnsainak felirdséra alkalmas. Mint emlitettik ez az eljdras azon-
ban csekély médositéssal kiterjeszthetd 4) -Boole-fliggvények esetére is.

Legyen g(xl,...,xn) a B, tér azon ponthalmazénak karakterisztikus flggvénye,
ahol f nem defini&lt, f, pedig azon B térbeli ponthalmazé, ahol f az 1 ér-
téket veszi fel. Ekkor tetszdleges Yy Boole-fiiggvény mellett f:fl vV ¥8
/lasd I11.fejezet/.

A primimplikénsok felirédsa a kovetkezdképpen torténik. Az eldzd algoritmus
segitségével felirjuk £, ve Osszes primimplikansdt. Ezek kozul azokat tart-
Juk meg, amelyek tartalmaznak f,, mas szoéval fg-beli pontot.
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IT.2.%. linyeges primimplikansok kivalasztasa

A 38, definicidval kapcsolatos tétel alapjén az Gsszes Pi primimplikans
ismeretében a fiiggvény diszjunkt tartomanyait lefeds d =]T pi (d f0,
J=1,2500042 -1) Boole-fliggvények segitségével a lem/eges primimplikénsok
konnyen megkereshetdk. Ugyanis lényeges primimplikéns minden olyan Py prim-
implikéns, amelyhez van olyan d.,j ZF 0, amelynek fenti formulajaban csak Py
szerepel negdlatlanul, mivel a d.‘l 4ltal lefedett pontokat csak Py fedi és
mivel - a definicidé miatt - az Osszes, csak Py 4ltal lefedett pont pontja
dj-nek.

‘P-Boole-—ﬁiggvények esetén a lényeges primimplikénsok kivalasztéasa d.;j

helyett d}" = djé filiggvények segitségével torténik.

Az eljarias a kovetkezl.

X
Felirjuk azt a k darab djziﬂ'l D=t J=1,2,000,k/ Vegy d;-t, shol

1l ha i=J
0 egyébként

A da.#; 0 (d;#:_ O) esetben p lényeges primimplikans.

IT.2.4 A lefedési tablazat feliréasa

Legyenek P1sPpsecesPy @ flggvény lényeges primimplikénsai. A téblazat
oszlopaihoz rendelt diszjunkt halmazok a dia'f)l'f)a...'ﬁs'l'l"p?, ill.
a1=§§1§2...'f>éTT’p3‘5 (4% o, &= o, '33( J €[s+41,K] A =1)). A tablazat so-
rai az egyes /nem lényeges/ primimplikéansokhoz tartoznak. A tiblazat "C"q‘.
eleme 1, ha a dy ill. d; fenti alakjiban =1, egyébként t;jiFO’ A tabléa-
zat elb4llitasi médja a kovetkezds

1, Felirjuk az 6sszes di="p'1‘p'2...§B1T,p;5 ill, d;:éﬁlia...ﬁsn‘p? “te

2. A "'t::]-L értékek kiszémitésa és beirasa.
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I1I.3. Graf-médszer

A ITI.l. pontban ismertetett eljarasok kozil a topoldgiai mdbdszer illik be-—
le leginkabb az I. feJjezetben kialakitott szemléletbe. Amint a mdédszer is-
mertetésénél réamutattunk, az eddig kidolgozott valtozatok komoly hianyos-
s4gokkal rendelkeznek. Az e pontban ismertetésre kerild graf-médszer a to-
polégiai médszer olyan &altalédnositéasa, amelyhez a topolégiai mdédszernek uj
szempontok alapjan torténd vizsgalataval jutottunk és, amely uj, hatékony
algoritmusok kidolgozasédhoz vezetett. A kidolgozas soran egyik célunk a to-
polégiai moédszer alapvetd ﬁiényosségainak kikiszobolése és az altalénos
Boole-fiiggvények szintézisének megolddsa volt. Masik cél az eldkészitett
anyaghoz sziikséges informicidénak a primimplikénsok meghatarozasa soran kony-
nyen hasznidlhaté forméban valé kialakitasa volt. Ez a célkitiizés eddig egyet-
len minimizaldé eljarasndl sem meriilt fel, bar ez az uj szempont az algorit-
musok hatékonysédgéanak noveléséhez vezet. Az aladbb ismertetésre kerild négy
algoritmusban ezt a célt ugy érjik el, hogy a fjiggvény pont jaihoz és prim-
implikansaihoz indexként rendeljik azt az informaciét, amely az eljarésok
befe jezddésekor lényegében az elbkészitett anyagot adja.

A graf-mdédszer alapjan kidolgozott elsé algoritmus teljesen meghatarozott
Boole-fliggvények Osszes primimplikansanak meghatarozasara szolgadl. Ez az
algoritmus a [6@] -ban ismertetett algoritmus olyan médositasa, amely az in-
formécid valasztott &brézolasabdl addéddé lehetdségeket hasznilja ki az elja—

ras gyorsitéséara.

A masodik algoritmus nem szolgadltatja az Osszes primimplikanst, hanem a
teljesen meghatarozott Boole-~fliggvényt lefedd valamely primimplikans hal-

mazt eredményez.
A harmadik algoritmus ¢ -Boole-fliggvényekre vonatkozik. Ezen algoritmus

végrehajtasa soran hasznalt informacié tartalma a P -Boole-fiiggvények ter-

mészetéhez igazodik és az a [69] -ben leirt algoritmus lényegesen egysueribb
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és gyorsabb valtozatat eredményezi.

A negyedik algoritmus a harmadik Altaladnositasa édltalédnos  Boole-fliggvé-—

nyek esetére.

Ezen algoritmusok kidolgozéasahoz az a probléma vezetett, hogy atvihetdk-e

az automatidk elméletében az automatidk belsd Allapotai szamanak minimizila-
sara kidolgozott eljarasok a Boole-fiiggvények DNF-janak minimalizédléséra.

E probléma vizsgalataval addéddé algoritmusok elemzése megmutatta, hogy az al-
goritmusok alapjaul szolgéld nédszer a topoldgial mbédszer tovabbfejleszté-
seként is felfoghato.

A Boole~filiggvények DNF-janak minimalizélasa és a nem teljesen meghatarozott
automatak allapotai széménak minimalizalasa kozotti analdgia elsdé pillanat-
ra szembeotlé. Ugyanis mindkét esetben az elsé feladat egy adott halmaz ele-
meinek az elemek bizonyos tulajdonsédgai alapjan egyértelmiien meghatirozott,
maximédlis méretii, nem feltétleniil diszjunkt részhaimazokba torténd besoro-
lasa; a masodik feladat pedig az adott halmaz minimdlis vagy nem redundans
lefedése részhalmazai segitségével. Tekintve, hogy a masodik feladat Boole-
fliggvények esetén szémunkra az eldkészitett anyag megadisat jelenti, a to-
vabbiakban csak az elsdé feladattal foglalkozunk részletesen.

Az adott halmaz az automaték esetében az allapotok halmaza, a Boole-filiggvé-—
nyek esetében pedig a fliggvényt meghatarozd Bn térbeli pontok halmazae.
Automaték esetén az allapotok részhalmazokba /kompatibilis osztalyokba/ tor-
ténd besorolésat meghatarozd tulajdonség az Atmenet- és kimenetfiiggvények
értékeivel kapcsolatos; Boole-fliggvények esetén pedig a B, tér pontjainak
besorolasidt a primimplikénsokhoz vald tartozas tulajdonséga hatirozza meg.

Az automaték &llapotminimalizéldsdra vonatkozd eljarasok [7‘,3, 15, 18, 53
elsd része = az O0sszes maximalis kompatibilis osztaly meghatarozéisa = lé-

nyegében a kdvetkezd lépésekbdsl alls
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a./ Az atmenet- és kimenetfiiggvények ismeretében meghatarozzuk az ésszes
kompatibilis allapotpart;

b./ Felirjuk az automata Osszeférhetdségi grafjat, amelynek csucsai az
automata 4llapotainak felelnek meg, és két csucsat akkor és csak akkor
koti ossze él, ha azok kompatibilis part alkotnak;

c./ Kivalasztjuk az Osszeférhetbéségi graf Osszes maximilis teljes rész-
grafjat - e részgrafok csucsainak megfeleld allapotok halmazal alkot-
jéak a maximélis kompatibilis allapothalmazokat.

Nyilvénvalé, hogyha egy Bodle-fﬁggvény pont jaira a pontok primimplikansok-
hoz vald tartozésa alapjén értelmezziik az Osszeférhetéségi grafot, akkor
az automatékra kidolgozott fenti algoritmusnak a Boole-fiiggvény ezen Ossze-—
férhetdségl grafjara torténé alkalmazasa az Osszes priinimplikénst' adna. Az
ilyen iranyu vizsgélatok azonban azt mutattak, hogy a Boole-fﬁggvény Ossze=
férhetbségl grafjénak a felirasa szinte bonyolultabb feladat lenne, mint
maguknak a primimplikénsoknak a meghatarozésa. Ezért olyan eljarisokat dol=-
goztunk ki, amelyek a Boole-fliggvény b’sszeférheféségi graf janak megadésat
megkerilik.

A tovabbiakban tehat egy adott Boole-filiggvény Osszeférhetdségi grafjan ért-

jik azt a grafot, amelynek csucsai a flggvény pontjai és két csucsot akkor
és csak akkor kot Ossze él1, ha a filiggvénynek van olyan primimplikénsa, a=-
mely a két csucsot fedi. Ez azt jelenti, hogy a fliggvény Osszeférhetbségi
graf janak maximalis teljes részgrafjain 1év6 - kompatibilis - pontok a
fliggvény primimplikénsainak pontjai.

A Boole-fiiggvény Boole-graf janak nevezzik azt a grafot, amelynek csucsai a
fliggvény pontjai, de csak a szomszédos pontokat koti Ossze él., Nyilvéanvald,
hogy a fliggvény Boole-grafja a fliggvény Osszeférhetiségi grafjanak rész-
grafja. A Boole-fiiggvény szomszédos pontjai ugyanis kompatibilis pontparok,
mivel mindig van legalabb egy olyan primimplikéns, amelynek ezek pontjai,

viszont nem minden egy primimplikénshoz tartozé pontpar szomszédos. Mint
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majd belatjuk, a fiiggvény Osszeférhetdségi grafjanak egy teljes részgraf-
jan 1lévé pontjai a fliggvény Boole-griafjiban bizonyos meghatarozott tipusu
utakkal &ssze vannak kdtve. Eppen ezért, a primimplikéansok megkereséséhez
elegendd a fliggvény Boole-graf janak ismerete, ha ezt az informicidt kiegé—
szitjik az utak kivalasztésdnak /a graf bejarésénsk/ olyan szabdlyaval, a—
mely az egy primimplikénshoz tartozé Osszes pont elérését biztositja.

Ilyen szabaly adédik az egy primimplikanshoz tartozé pontok koordinidtal ké=-
z6ttl Osszefiiggések alapjan. Ez a szabdly viszont olyan formai tulajdonsé-
gokat tar fel, smelyek a tulajdonképpeni bejarast feleslegessé teszik.

Az algoritmusok elvi megalapozisat a II.3.l. pontban a teljesen meghataro-
zott Boole-fliggvényekre végézzﬁk el. A

II.3.l. Teljesen meghatirozott Boole-~fliggvények vizsgalata

Legyen adott egy £ Boole-fiiggvény. Ha az £ két pontja koézti relacidként
fogjuk fel azt a tényt, hogy kdztik az £ Boole-grafjaban létezik &1 /azaz
szomszédosak/, akkor ez a relacié szimmetrikus, reflexiv és intranzitiv.

A fliggvény pontjai kozott értelmezhetiink ekvivalencia reléciét is a kovet—
kez8képpen. Legyen {PysPosessyP,} 82 £ primimplikénsainak egy, az I figg-
vényt lefedd halmaza. Az f filiggvény Pi és P:j pont ja akkor és csak akkor
van e relaciéban egyméssal, ha van olyan {ptl’pta’."'m}ng (pl,p?_,...,pk\.
hogy mind Py, mind Py pontjai minden p, -nek (r=1,2,...,m) és nem pontja a
{pl,pz,...,pﬂ?\f?cl,ptz,...,plm} egyetlen elemének sem, E definicié.alapjén
kapott ekvivalenciaosztalyok az £ Boole-fiiggvény Osszes megadott P19Pps e oPy
primimplikénsira vonatkoz6é diszjunkt tartomanysit adjak /38. definicié/.

Az £ fliggvény pontjal kozdtti ezen ekvivalencia és kompatibilités definicié-
Ja alapjan érthetd, hogy az algoritmusokban a primimplikénsok meghatarozésa
soran a diszjunkt halmazokra vonatkozdé informécid egyszeriien adédik.
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A kévetkezdkben megadjuk az algoritmusokban felhasznialt néhany fogalom de-
finiciéjat és ismertetjiik, esetleg igazoljuk a fontosabb Osszefiiggéseket.

Azt mondjuk, hogy a Bj tér egy P pontjanak a P pont szomszédja az i-edik

koordindta szerint, ha a P és P’ pontok pontosan az i-edik koordinAtiban
kiildénboznek egyméstol.

Az f fliggvény egy P pontjénak van szomszédja az i-edik koordinAta szerint
a fiiggvény pontjainak halmazgban, ha van az f pontjai kdzétt olyan P’ pont,

amely a P-nek szomszédja azi-edik koordinata szerint.

Konjunkcidk vizsgalata

Mint az ismert, egy p=x:i* x::‘ see x?:" konjunkeid 22k pontot fed le. E
pontok jellemzdje, hogy 11’12"”’1]: koordindtaik megegyeznek, a tobbi n-k
koordindta pedig barmely lehetséges értékkombinidcié lehet. Ennek forditott-
Ja is igaz: ha adott Zn'k olyan pont, amelyek 1'1,12,...,ik koordinatai
megegyeznek, és ezek o 0 y..0,X; akkor a p=x::" x:‘:h.. x:_‘:k konjunkecid
az adott pontokat - és csak azokat — fedi. Tehat egy konjunkcid altal le-
fedett barmely P pontot megaddé mintermbdl elhagyva azt az n-k valtozét, a=-
melyek P-vel szomszédos pontokhoz vezetnek, a konjunkcidét kapjuk. Ezt a
konjunkciét a P-re illeszkedd /vagy P-re létezd/ konjunkcidénak is nevez—
ziikk. Amennyiben az n-k koordinAdtanak lényeges szerepe van, akkor kihang-

sulyozzuk, hogy a P pontra ezen n-k koordindta szerint illeszkedd konjunk-

ciérédl van szb. Az elbzbkbdl az is kdvetkezik, hogy a p konjunkcid altal
lefedett barmely P pont azon n-k koordinatdja szerinti szomszédai, amely
koordinatédk nem szerepelnek a p konjunkcidéban, a konjunkcidnak pontjai.

A p=xTi xTi x3H LLax3 % konjunkol6 4ltal lefedett pontokra, koordina-
4

taik specidlis alakja és szamuk meghatarozottsagan kiviil, bizonyos tavol-

sagi Osszefiiggések is érvényesek, Mivel ezen pontok egymastol csak a nem

k6z6s n-k koordinataban kiilonbozhetnek, a p a4ltal lefedett barmely két pont
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tavolsaga legfeljebb n-k. Nyilvanvalé, hogy a p 4lticl lefedett pontok hal-
mazéban barmely pontbdl még a tdle legtavolabbi -~ n-~k tavolsigra 1lévd -
pontba is el lehet jutni az n-k koordinidta egymésutani, tetszdleges sor—
rendben torténdé megvaltoztatasaval.

Ha a PyePosecesPy konjunkcidknak egynél tobb kdzds pontjuk van, e kdzds
pontok azon koordinatii, smelyeknek megfeleld vAltozék a konjunkcidk kdziil
legalabb egyben szerepelnek, egyformék.

Imp_' likénsok és primimplikénsok elemzése

Egy konjunkcié akkor és csak akkor implikénsa egy f fiiggvénynek, ha a
konjunkcié minden pontja a fiiggvénynek is pontja. Egy konjunkcié akkor és
csak akkor primimplikénsa a fiiggvénynek, ha vAltozéinak széma k, minimélis,
vagyis /n-k/-n4l t&bb koordinidta vAltoztatdsdval kapott pontok kizitt lesz—
nek a filiggvényhez nem tartozdk is.

Legyen P az £ Boole-ﬁisgvé_ny egy .pontja. Jolﬁl;ji.ikAs-sel az £ fiiggvény P-
vel szomszédos pontjainak széméat, K-val azon hoth& halmazét, amelyek
szerint P-nek az f fiiggvény pontjainak halmazéban szomszédali vannsk, TehAt
IIEl| = 8. Legyen p az £ fiiggvény egy primimplikénsa.

Az elmondottakbél kdvetkezik, hogy:

- Ha a p primimplikédns izo0l4lt, akkor minden pontjdnak pontosan n-k szom—
szédja van a filiggvény pontjal kézdtt. A primimplikéns minden pontjéhoz
ugyanaz a K tartozik és a K halmaz elemel azon valtozék indexei, amelyek
nem szerepelnek a primimplikénst megadd konjunkciéban.

- Ha a 27~ k pontot fedd p primimplikéns lényeges primimplikéns, akkor kell
legaldbb egy olyan pontjanak lennie, amelyre s=n-k, Ezt a pontot /vagy
pontokat/ csak a p lényeges primimplikéns fedi.

- 5K a2 k pontot fedd p primimplikéns nem lényeges primimplikéns, akkor
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barmely pontjara s > n-k, de a primimplikénsban nem szerepld valtozéknak
megfeleld koordindtak halmaza valdédi részhalmaza a p 4ltal fedett barmely
P-hez tartozé K-nak.

Tétel:
Az azonosan 1l-t8l1 kiilonbdzd barmely teljesen meghatarozott Boole-fiiggvény
minden primimplikanséanask van legalabb egy olyan pontja, amelyre s<_ n.

Bizonyitéas:
Tegyik fel, hogy a fliggvény minden pontjidban s=n. Ez azt jelenti, hogy a

fliggvény barmely pontjabél egy téavolségra 1lévd minden pont pontja a fiigg—
vénynek. Ez azonban csak akkor teljesiilhet, ha a Bn tér minden pontja pont-
ja a fiiggvénynek, azaz a filiggvény az azonosan 1 fiiggvény. '

Kove tkezmény:
Az O6sszes primimplikans felirasidhoz elegendd az s <n szamu szomszéddal

rendelkezd pontokat megvizsgalni.

Egyszeriien belathaté, hogy ha egy Boole-filiggvény pontjainak széma L, ahol
2l< 1<% é5 a minimélis szomszédszém Spin> 1, 8z illeté Boole-fiigg-
vénynek nincs lényeges primimplikénsa.

Az elbzbek alapjdn tehat a primimplikénsok felirasdhoz elegendd, ha a fiigg-—
vény minden pontjahoz megadjuk szomszédai s szémat és azon koordinAtédk K
halmazit, amelyek szerint a pontnak szomszédai vannak a fiiggvény pontjainak
halmazéban. Ez az informacié megadhaté6 a Boole-graf segitségével ugy, hogy
az egyes élekhez az 0sszekotott szomszédos pontokban eltérd koordinata sor-
széméat, a csucsokhoz pedig az illetd pont koordindtéit és szomszédai szé-
mat irjuk. Az igy kapott grafot adatgrafnak nevezziikk /16. dbra/.
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Az £ = aV cd \V bed Boole-fiiggvény adatgrafja
16. 4bra

Adott P pontra illeszkedd konjunkcidk vizsgilata

Annak elddntésére, hogy a fiiggvény egy P pontjara illeszkedd konjunkcid
implikéns-e, két médszert adunk meg.

Az elsd mbédszerhez az a tény vezet, hogyha a P pontra illeszkedd konjunkcié
implikansa az f filiggvénynek, akkor a konjunkcié A4ltal fedett barmely P
pontnak a konjunkciéban nem szerepld vAltozdknak megfeleld koordinidtik
mindegyike szerint biztosan van szomszédja az f fliggvény pontjainak halma—
zéban. Tehat, ha az f fliggvény adott P pontjéba illeszkeds, a fﬁggvéhyt
implikalé konjunkcidét keresiink, skkor a kivetkezbképpen Jjarhatunk el, Vesz-
szikk a P pont azon n-k koordinitdjat, amely szerint szomszédai vannak a ke-
resett konjunkcidé pontjainak halmazédban. Bejarjuk a grafnak a P pontbdl az
n-k koordinAtaval megjeldlt éleken elérhetd részét és megvizsgaljuk, hogy
minden elért szigpontnsk ven-e ezen n-k koordinidta mindegyike szerinti

79



szomszédja az £ pontjainak halmazéban. Ha van, akkor a tobbi k koordinita-
nak megfeleld valtozdékbol 4ll6 konjunkeid implikéalja a fliggvényt.

A mésodik dontési médszer azt a tényt hasznédlja ki, hogy egy konjunkecid
implikéns volténak elddntésére elegendd a konjunkcid &ltal fedett 22X pont
mindegyikére megnézni, hogy pontja-e a fliggvénynek. Ezért ennél a ddntési
médszernél megjeldljik a P pontnak azon k koordinAtdjat, amelyek szerint
nincs vele szomszédos pont a keresett konjunkcidé pontjainak halmazaban,
Ugyanezen koordinatékat megdel&l;jﬁk a fiiggvény tobbi pontjaiban is. Megnéz-—
zikk, hogy azon pontok széma, amelyek megjeldlt koordindtai rendre megegyez-—
nek P megjelélt koordinataival, Zn-k-val egyenlbé-e., Ha igen, akkor a P-ben
megjeldlt koordinAtaknak megfeleld valtozdkbdl 4116 konjunkcié implikalja a

fiiggvényt.

Ha az f fiiggvény valamely P pontjara s=n-k és a P-re ezen n-k koordinita
szerint illeszkedd konjunkcié implikéns, akkor ez lényeges primimplikins,

Ha a P pontra az n-k koordindta szerint illeszkedd konjunkcié nem implikéns,
akkor a P-re egynél tobb primimplikéns illeszkedik. Ebben az esetben a fela-
dat a P pontra illeszkedd Osszes primimplikéns felirésa. Ebbdl a célbdl a
szomszédos pontokhoz vezetd n-k koordindta kozil ki kell valasztani azon
n-k-i (i:l,Z,...,n—k—l) elemii koordindta-csoportokat, amelyek szerint a P-re
illeszkedd konjunkcidk primimplikénsok.

A kivalasztds mbédja a topolégiai médszernél a kovetkezd. Sorra képezzik az
1,2,000,0-k szémok Osszes n-k-i-ed osztélyu kombindciéit (1:1,2,...,11-1:-1) ,
ezek szerint kivdlasztjidk a koordinitékat és dontenek, hogy a P-re a kiva-
lasztott koordindték szerint illeszkedd konjunkcié implikéns-e, majd, hogy
primimplikéns—-e.

A fenti mbédszernél sokkal gazdasigosabb eljarast dolgoztunk ki a kombinécidk
eiééllitéséra, amelyet az alabbiakban ismertetiink.

Ezen uj eljarads azon kombindcidk nagy részét, amelyeknek megfelelé koordi-



ndték szerint a P-re illeszkedd konjunkcidét valamely, mAr megtaldlt prim-
implikéns elnyelne, nem is &llitja eld.

Kénnyii belétni, hogy ha az {-l-ed osztdlyu kombinicibkbél ugy képezzik az
[-ea osztélyuakat, hogy mindegyikhez hozzavesszilk egyenként a bennilkk szerep-
18 legnagyobb szémndl nagyobb szémokat, akkor az Osszes l-ed osztalyu kombi-
néciét megkapjuk és mindegyiket csak egyszer.

Ezt a tényt haszndljuk fel a P-re illeszkedd konjunkcidk kivalasztéséndl,a—
hol a szomszédszém csdkkentését ndvekvd osztalyu kombindcidbk alapjén végez-
zik. Vesziink egy C kombihé.ciét és ehhez kivélasztjuk a P-re illeszkedd azon
konjunkciét, amely a O-ben nem szerepld koordiniték szerint illeszkedik P-res
Ha a O; a C-nél magasabb osztalyu olyan kombinicié, smelyben C minden eleme
szerepel, akkor a C -hez kivélasztésra keriild konjunkcidét a C-hez kivalasz-
tott konjunkcid elnyeli. EbbSl kbvitkezik, hogyha a kombinAcidk képzése so-
Té4n eljutunk egy olyan C kombindciéhoz, amelyhez kivdlasztott konjunkeid
primimplikéns, akkor a O-vel a fenti reléciéban 4116 C kombinicidkhoz kivé-
lasztott konjunkciékat a O-hez kivélasztott primimplikéns elnyelné, tehat e
C -k képzése szilkségtelen, . :

Az eljéras a kovetkezds

Legyen a P pontnak s szomszédja. Tegyik fel, hogy a szomszédok szémAt mini-
mélisan j-vel kell csBkkenteni, JelSlje ky a képzett kombindcid osztélyét,
nv a képzés sorin kapott v-ed osztélyu kombinkoidk szémét, NI(1) a v-ed
osztdlyu kombinkciékat (1=1,2yses,0v), N1(1) az elss osztdlyu kombinkcibkat
(121,2,00048)

1o ky <0, nv<z=l, NI 1 <=0, NU(i)<=i (1=1,2,...,8)

2, ow<e0, ky <=ky+l, V<=ky
3¢ m<s=0

4, m<=m4+l
5. Ha NI(m)<N1(v), akkor a 6, lépés, egyébként a 9, lépés kivetkezik.
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6. NI(m)-b8l és N1 (v)-bdl képezziik a ky-ad osztalyu C kombindcidt

7. Ha ky < j, akkor a 14, lépéssel folytatjuk az eljarast.

8. nw & nw+l
N1l (ow) «C

9. Ha m # nw, akkor a 4. lépés kovetkezik

10. Ha v=s, akkor v<v+l é8 a 3. lépés kivetkezik

11, Ha nw=0, akkor az eljards befejezddik, egyébként
NI(L) &NI1(L), {=1,2,000,0w, DV <aw

12, Ha ky=1, akkor N1l(k) «=NI(k), k=1,2,.e.,0W; S¢OW

13, Ha ky=s, akkor az eljaras befejezddik, egyébként a 2; lépéssel foly-
tatédik

14, Ha C-t a tovdbbl kombindcidk képzéséhez meg kell tartani, akkor a 8. lé-
péssel folytatédik az eljaras

15. A 9. lépés kovetkezik.

A fentli eljariast az e pontban ismertetésre keriild graf-médszer alapjén mii-
k5d6 algoritmusokban fogjuk alkalmazni minden olyan esetben, amikor egy
pontra illeszkedd t6bb primimplikénst keresiink.

Ekvivalencia osztélyok meghatarozésa

Az algoritmusok céljaul tiiztik ki azonban mint mér emlitettik - a primimp-
likénsok felirasain kiviil - az ekvivalencia osztalyok /diszjunkt tartomé-
nyok/ meghatidrozésat is. A tovédbbiakban réviden ezzel a probléméval foglal-
kozunk.

Az ekvivalencia osztalyok meghatirozasénak egyik médja a kidvetkezd: a megta=-
141t primimplikéans minden pontjéhoz hozzarendeliink egy a primimplikénsra
utalé indexet. Ily médon, amikor a primimplikénsok felirasa befejezddik, az
ekvivalencia osztalyok is kialakulnak, ugyanis azok és csak azok a pontok
tartoznak egy ekvivalencia osztdlyba, amelyek indexel azonosak.

E médszer alkalmazasa esetén egyrészt a primimplikansok felirasat még egy,
az azonos indexii pontokat Osszegylijté lépésnek kell kévetnie, masrészt a
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primimplikansok felirédsa soran nem hagyhaték figyelmen kiviil a tovdbbiak—
ban mér szerepet nem Jatszd pontok. Az eljaréds e két hatranyanak kikiiszbo.-
lésére célszerii lenne az ekvivalens pontok halmazainak kivédlasztdsira egy
olyan médszer, amely a szémités sorén folyamatosan levdlasztanid a tovabbiak-
ban figyelmen kiviil hagyhatd pontokat. Ehhez sziikkséges lenne a primimpli-
kénsok felirdsa sorén azon pontok ismerete, amelyekre minden primimplikénst
felirtunk mar, azaz, amelyek indexeinek halmaza véglegesen kialakult. E
pontok felismerésére abban az esetben, ha az éppen felirt primimplikins lé-
nyeges primimplikéns, a kdvetkezd egyszeri kritérium adddik.

Az £ fliggvény egy lényeges primimplikénsénak felirdsakor az illetdé prim-
implikéns altal lefedett pontok koziil azoknak és csak azoknak az indexhal-
maza alakult ki véglegesen, amelyekhez tartozé K halmaz azonos azzal a
koordinitahalmazzal, amelynek megfeleld valtozdk nem szerepelnek a felirt
konjunkciéban.

E kritériumnak eleget tevd pontok tehadt a lényeges primimplikans felirasa—
kor megadnsk bizonyos ekvivalencia osztilydkat és a primimplikénskeresés
tovabbi vizsgilatdbdl kizérhaték - elhagyhatéd pontok. Az f fiiggvény egy p’
lényeges primimplikénsénak felirédsakor elhagyva ezeket a pontokat, olyan f£?
fliggvényhez jutunk, smelynek primimplikénsai f primimplikénsai az éppen
felirt p’ kivételével, £’ lényeges primimplikénsail egyrészt f p’-tdél kiildn-
b62z6 lényeges primimplikénsai, mésrészt £ azon primimplikénsai, amelyeknek
csak a p;—vel van ko6zds pontjuk - ezek az f fliggvénynek p? elhagyiséival
lényegessé vAld primimplikénsai.

Az e kritérium alapjén valé pontelhagyhs beépitése. egy olyan primimplikéns
el8411ité iterécids algoritmusba, amely egy iteraciéban a fiiggvény egy lé-
nyeges primimplikénsat hatarozza meg, ha ilyen van, olyan eljarést eredmé-
nyez, amelynek soran ekvivalencia osztélyba sorolhaték és elhagyhaték mind=-
azon pontok, amelyek az f fiiggvény lényeges és lényegessé vald primimpli-
kénsail felirésakor eleget tesznek a kritériumnsk, Ezen iteréciés algoritmus
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végeredményeként el64lld fliggvénynek nincs lényeges primimplikansa, tehat

a kritérium alapjan tovabb nem kezelhetd. Ezért célszerii lenne a kritérium
altalénositéasa erre az esetre. Ekkor a lényeges primimplikans szerepét egy
olyan P1sPpsrecesPy primimplikdnshalmaz jatszhatna, amelyhez van legalabb
egy olyan pontja a fliggvénynek, amelyet ezek és csak ezek a primimplikénsok
fednek. A kritérium természetes &altaldnositasa lehetne ezek utin a kivetke-
z6 tulajdonség. A PysPpseseyP, Windegyike altal lefedett pontok kozil el-
hagyhaték azok és csak azok a pontok, amelyekhez tartozé K halmaz azonos
azzal a koordind'tahalmazzal, amelyeknek megfeleld valtozlk a P1sPpsecesDy
primimplikénsok kozil legaldbb egyben nem szerepelnek.

Azonban azt, hogy ez a tulajdonség nem alkalmas az elhagyhaté pontok meg-
hatérozésara, a kovetkezd példén szemléltetjiik.

Legyen a fliggvény Boole-grafja a kovetkezd:

17. ébra




Véalasszuk ki az a pontot. Az a-ra illeszkeddé primimplikansok P és Ppe A

Py az a,b,c,f, a P, pedig az a,b,g,e pontokat fedi. Annak ellenére, hogy

mind az a, mind a b mindkét primimplikansnaek pontja és a hozzdjuk tartozé
K is azonos, Py és Po elhagyéasakor csak az a pont hagyhaté el, mivel b-re
még egy primimplikéns illeszkedik /amely a b,c,d,g pontokat fedi/.

E példa alapjén lathatd, hogy a fentebb megfogalmazott tulajdonsig nem al-
kalmas az elhagyhaté pontok meghatérozasara.

Ez a Boole-gréaf azonban arra ig példa, hogy abban az esetben, amikor a fligg-
vénynek nincs lényeges primimplikénsa, nem feltétleniil gazdasigos minden el-
hagyhaté pont elhagyasa. Ez a tény feleslegessé teszi a fent megfogalmazott
tulajdonsédgnal bonyolultabb kritérium keresését az elhégyhaté pontok megha=-
tarozésara. E meggondolas alapjén abban az esetben, amikor a fliggvénynek
nincs lényeges primimplikénsa, nem feltétlenlil zarjuk ki a figyelmen kiviil
hagyhaté pontokat.

A primimplikénsok felirdsédra szolgald algoritmusok

Az algoritmusokhoz sziikkséges kiindulé adat a fiiggvény adatgrafja.

A primimplikénsokat a fliggvény egyes pontjaira bizonyos - szomszédos pon-
tokhoz vezetd = koordinaték szerint illeszkedd konjunkcibék forméjaban ke=-

ressik.

A konjunkcidk felirdsahoz a fiiggvény pontjait szomszédszémuk ndévekvd sor-
rendje szerint jarjuk be. Ez azért eldnyds, mert egyrészt a kisebb szom-
szédszému pontoknil kevesebb a varidlasi lehetéség még akkor is, ha nem
illeszkedik lényeges primimplikéns erre a pontra, masrészt mivel s=‘logZL -
nél /L a fiiggvény pontjainak széma/ tobb szomszéddal rendelkezd pontokra
nem létezik primimplikéins - a lényeges primimplikénsoknak az elsdk kdzotti
megtalidlésa biztositva van.

Az el62z8 pontokban elmondottak alapjan figyelembe véve a lényeges primimp-
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likansok felirasakor elhagyhatd pontokra a megadott kritériumot, az Osszes
primimplikéans felirasara egy két részbdl 4ll6 algoritmus latszik megfele-—
ldnek. Az algoritmus elsd része felirja az Osszes lényeges és lényegessé
valdé primimplikénst ugy, hogy minden iteraciodban sorra megvizsgalja az elé=-
z6 iteracids lépésben kapott adatgraf /az elsd iterdcidban az eredeti adat-
graf/ pontjait, mindaddig, amig nem talal olyan pontot, amelyre lényeges
primimplikéns illeszkedik. Minden egyes lényeges primimplikans felirasakor
elhagyja az adatgrafbél a kritériumnsk eleget tevs /elhagyhat6/ pontokate
Az algoritmus masodik része az Osszes lényeges és lényegessé vald primimp-
likéns elhagyasa utén kapott adatgrafon dolgozik. Az algoritmus egy itera-
ciéban a sorrendben koévetkezd P pontra illeszkedd Osszes primimplikinst
adja meg és a P pontot a kivetkezd iteracidkban figyelmen kiviil hagyhaté-.-
nak deklaralja. Ezt az algoritmust az aldbbiakban részletezzik.

Jeldlje L a fiiggvény pontjainak szamat, Pi az i-edik pontot, 84 ill. Ky
az i-edik pont szomszédainak szémat ill. szomszédaihoz vezetd koordinaték
halmazat, n az £ filiggvény valtozdbdinak szémat.

A algoritmus

l. rész

l. A fiiggvény pontjait szomszédaik széménak novekvd sorrendje szerint
rendezzik: i<<0.

20 1<<=isl

3. Ha si>[103213 , akkor attérés a 2. részre.

4, Pi-re Ki szerint illeszkedd Py konjunkcid felirasa, azaz py-nek a Ki-ben
nem szerepld koordinatéinak megjeldlése.

5. Ha p; hem implikénsa f-nek, akkor az algoritmus a 2. lépéssel folytaté-
dik.

6. Py 4ltal lefedett pontokat a py-Te utald indexszel latjuk el.
E pontok koziil elhagyjuk a kritériumnak eleget tevd, azaz az elhagyhatd
pontokat: megfeleld csucsok és élek torlése a grafbdél, L csckkentése.



7« Ha L = O, akkor az algoritmus az l. lépéssel folytatddik.
8. Az algoritmus befejezddik, mivel mar az elsd rész megadja az Osszes

primimplikéanst.

2. rész

le 1i=0

2¢ 1z=is+l

3. Ha B4=n, akkor az eljards befejezddik.

4, Ha az 1,2,...,0 szémok k-ad osztalyu kombinidciéit el84llité algorit-
musunk szerint nem lehet képezni C Ki—t, akkor az eljaris a 8, 1lé-
péssel folytatodik.

5« C kivalasztéasa

P;-re C szerint illeszkedd p konjunkcié felirésa.

6« Ha p7L>f vagy p az eldézd iterécidés lépések soran felirésra keriilt, ak-
kor az eljaras a 3. lépéssel folytatédik.

7+ p pontjainak p-re utalé indexszel vald elldtésa. Az eljirads a 4., lépés—
sel folytatddik.

8. A P; pontot megjeldljik /a kééébbiekben figyelmen kiviil hagyhaté/.

9. Ha L # i, akkor az eljirds a 2. lépéssel folytatédik, egyébként az el-

jarés befejezddik.

Az A algoritmus megadja az Osszes primimplikénst, azonban az algoritmus
mindkét része igen munkaigényes. Az elsd részben, annak ellenére, hogy
minden iteraciéban csokkentjik a pontok szémidt, egy-egy lényeges primimp-—
likans felirédsihoz &4ltalédban az adatgraf t6bb pontjat is be kell jarni.

A masodik részben az egyes P& pontokra illeszkedd minden primimplikéns fel-
irasa a pontok megadott sorrendjében torténik, tehit a graf sy < n szom-
szédszamu pontjait egyszer kell bejarnunk, Mivel az algoritmus végrehajta-
sa sor4n nincs méd annak elddntésére, hogy minden primimplikanst felir-
tunk-e méar, az Osszes primimplikédns meghatérozdsdhoz az egyszeri bejariast
akkor is el kell végezni, ha az Osszes primimplikans felirasa mar kozben
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megtortént. Ebben az esetben egy primimplikéns t7bbszor is felirasra ke-

riilhet, tehat biztositani kell a tobbszordsség kiklszobilését.

Miutan a legtébb esetben elegendd valamely IDNF felirésa, tehat nem szik-
séges meghatarozni az Osszes primimplikanst, kidolgoztunk egy olyan algo-
ritmust, amely az A algoritmusnél gazdasagosabb. Ez az algoritmus a graf-
médszer alapjén meghatiroz valamely, a fliggvény pontjait altalaban t6bb-
szorosen lefedd primimplikéns halmazt. Ez az algoritmus a bejarias soran a
fiiggvény minden pontjat, azokat is, amelyeknek szomszédszéma n, legfel jebb
egyszer érinti; a figyelembe veendd pontokat novekvd szomszédszémuk sor-
rendjében dolgozza fel. Egy iteréacids lépésben felirja a soronkdvetkezd P -
pontra a P-hez tartozdé K szerint illeszkedd kon,junl;ciét. Ha ez implikénsa ,
a fliggvénynek, akkor lényeges primimplikéns. Ha ez a konjunkcidé nem imp-
likansa a filiggvénynek, akkor az algoritmus felirja a P pontra illeszkedd
Osszes primimplikénst. Mindkét esetben fel nem dolgozandénak deklarilja
azokat a pontokat, amelyeket legaldbb egy, éppen felirt primimplikans fed.

B algoritmus

l. A fliggvény pontjainak szomszédszémuk névekvd sorrendje szerinti rende-
zése
i<=0
m<<=L

2e 1<==i+l

3. Ha P; nem feldolgozandd, akkor attérés a 2. lépésre.

4. Ha sy=n, akkor a ll. lépéssel folytatédik az algoritmus

5. Felirjuk Pi—re a K;I. szerint illeszkedd p konjunkciodt

6. Ha p nem implikénsa f-nek, akkor attérés a 1ll. lépésre.

7. p pontjait ellatjuk a p-re utalé indexszel és a figyelmen kiviil hagyha-
tosag jelével
m<= feldolgozandé pontok széma

8. Ha p nem lényeges primimplikéns, akkor Attérés a 1ll. lépésre.
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9. Ha m=0, akkor az algoritmus befejezddik.

10. Ha i=m, akkor az algoritmus befejezddik, egyébként a 2. lépéssel foly-
tatodik.

ll. Ha Ki—bél mar nem lehet primimplikans eld4llitasara alkalmas C koor-
dindtabalmazt kivalasztani, akkor az eljaras a Y. lépéssel folytatoédik.

12. C kivélasztasa

Pi-re C szerint illeszkedd p konjunkci6 felirisa. Attérés a 6. lépésre.

II.3.2. P-Boole-fiiggvények minimalizadlésa

Legyen f n valtozbs P-Boole-fiiggvény; £ és T a flggvény alsd és felsd ha-
tara. A MDNF meghatéarozasahoz fel kell irni T ssszes olyan primimplikansat,
amely f-nek is implikéansa /2l. definicid/. Valamely IDNF feliridsahoz ele-
genddé ezen primimplikansok olyan halmazanak meghatérozases, amelyre tel je-
sil, hogy f l-pontjainak mindegyike pontja a halmaz legalabb egy elemének.
A teljesen meghatarozott fliggvényekre megadott médszer alkalmaeP-Eoole~
fliggvények primimplikansainak felirédséara is. Az eljaras ebben az esetben
az £ Boole-grafja alapjan felirja az f pontjaira illeszkeddé Osszes prim-
implikanst, vkagy ezen primimplikénsok olyan {pi} részhalmnazat <i=1,2,...,k),
amelyre f—» a\./4pi fennéall.

A probléma ilyen megoldésa azonban, kiilondosen a kevés helyen meghatarozott

filiggvények esetén, sok felesleges adat megadasat koveteli meg. Ezért az el-
Jaras valtozatlanul tartasa mellett az adatgraf uj valtozatat vszetjik be,

amely alkalmas a q’-Boole-fiiggvények leirédsara és a lehetd leg kevesebb adat
tarolésat kdéveteli meg.

Az adatgraf P-Boole-fiiggvényekre vonatkozé altalénositésa a kdvetkezé-
képpen definialt ‘P-adatgréf. A graf szogpontjainak halmaza két diszjunkt
halmaz egyesitése. Az egyik halmaz az £, a masik az fo pontjainak mlmaza,
Ez utébbi halmaz elemei a graf izolalt pontjai. A graf éleit két csoportba
osztjuk, valédi és fiktiv élekre. A valédi élek az '{ fliggvény szomszédos
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pontjait kotik Ossze, az egy adott pontre illeszkedd fiktiv élek pedig azt
mutat jak, hogy az adott pontnak van szomszédos pontja 'f\-ben. A graf élei-
hes minéségilkktél fliggetleniil hozzdrendeljik annak a vAltozbénak megfeleld
koordindtat, amelyben a szomszédos pont eltér az adott ponttédl /lasd 18.4b=-

ra./
7 LW < - “ - _— -
\ ’ ~ ] ~ > 4 ~
1.? 10000, 0400' ou0) 1440 1 4400!
o NS
! o b s \\_ /s 0% A S A

— valédi é1
-“e- fiktiv 61
O l-pont

1: " O-pont

’

Az f=x2x3x4 v xzx4 v xlxzzy fouxzx4 v 111213:4 -Boole-ﬁiggvényhaz tar-
tozé6 P -adatgréaf.

18, &bra

Ez a ¢-adatgrét lehetdvé teszi a konjunkcidk implikéns volténak az 916-
z8knél egyszeribb elddntését. Nevezetesen, implikéns minden olyan konjunk-
cibé, amelynek a filiggvény egyetlen O-pontja sem pontja.

Miutén az algoritmus ? bizonyos primimplikansait irja fel és a $ —adat-
grafban nem szerepel ? minden pontja, lehetséges, hogy az £ n-nél kisebb
szomszédszému pontjainak egy része nem szerepel a ‘P-adatgré.fban. Ennek
kovetkezteben az n szomszéddal rendelkezdé pontokra is meg kell kisérelni
a primimplikédns keresését.

Az alébbiakban ismertetiink egy olyan algoritmust, amely meghatérozza va-



lamely P -Boole-fliggvény primimplikénsainak IDWF-a4k felirasat biztosité

halmazat és a diszjunkt tartomanyokate.

C algoritmus

Jeldlje B 32.2’ Q az £, pontjainak halmazat, L az E halmaz elemei szémét.

1.

2e
e
4,
5e
6o
7

8.

9.

10.

1l.

12.

Rendezziik az E elemeit szomszédaik széménak novekvd sorrendje szerint:
ie==0; m<==L.

fz== 14l
Ha Pi fel nem dolgozandé, akkor Attérés a 2. lépésre

Ha s;=n, akkor attéres a ll. lépésre.

Il € E-re Ki szerint illeszkeddé p konjunkcié felirasa

Ha p—> £, akkor Attérés a ll. lépésre.

P X—beli pontjainak a p-re utaldé indexszel és a figyelmen kiviil hagyha-
tosag jelével vald ellatésa.

n== feldolgozand6é pontok széma

Ha p nem lényeges primimplikéns, akkor attérés a ll. lépésre.

Ha m=0, akkor az algoritmus befejezddik

Ha i=m, akkor az algoritmus befejezédik, egyébként a 2. lépéssel foly-
tatodik.

Ha Ki—bél mar nem lehet primimplikéns eldallitésédra alkalmas C koordi=-
natahalmazt kivalasztani, akkor az eljaras a 9. lépéssel folytatddike.
C kivalasztéasa

P;-re C szerint illeszkedd p konjunkcid felirasa

Attérés a 6. lépésre

I1I.3.3, Altalénos Boole-fiiggvények minimalizAlasa

A II.l.3. pontban érintettik az altaldnos Boole-fiiggvények minimalizdlasé-

nak kérdését. Ebben a pontban a graf-mbédszer olyan altaladnositésit ismer-

tetjilkk, amely alkalmas altalédnos Boole-fiiggvények egylittes IDNF-inak fel-

ir4dsat biztositd egylittes primimplikénsok halmazénak, valamint a megfeleld
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diszjunkt tartomadnyoknsk a meghatarozasara.

Ez a mbédszer lényegében a II.3.2.-ben leirt médszer alkalmazasa az adatgraf
olyan tovabbi Altalénositéséra, smely az F= {fl,fz,...,fm} dltalédnos Boole-
fiiggvényekre vonatkozdé informaciét is tartalmazza. Ezt a grafot a tovdbbiak-
ban 4ltalénos adatgrafnak nevezzik és a komponens fiiggvényekhez tartozé
adatgrafok kovetkezd médon képzett egyesitéseként kapjuk. Az altalénos
adatgraf szégpontjainak halmaza két halmézbél, az F, és F, halmazbél &ll.

A Fy 11}. l‘o pontjainek halmaza a komponens ® _Boole-fiiggvényekhez tartozéd
{ ill. £, pontjai halmazainak egyesitései. Minden csucshoz indexként hozzé-
rendeljiik azon komponens fiiggvények sorszémait, amelyekhez tartozik. Az
égyesitésnél az egy csucsra illeszkedd élek halmaza a komponens fiiggvények
@ -adatgrafjaiban az adott csucsra illeszkedd élek halmazainak egyesité~
seként 411 eld. Az élek kbziil valédi lesz minden olyan é1, amely legalabd
egy grafban valédi élként szerepel. '

Az alébbiakban megadott példén szemléltetjiik az Altalénos adatgraf kiala-
kitasat /19. ébra/.

Iﬁgyen F'{fl’fz’tB ’t4} ’ ‘h?l

) =X XXX, ¥ X)X X5X,

fz",'xliz-i}-ft& v x1x2x§§4 v x1§213x4 v §1§2§3x4
f3=x1§2i'4 v xlxz'i314

fl&‘xli}iu vV XXX, V xlxa'i3 v xl“izx}x4

£y ,0°X1%X5%y V X XpX5X,

T O E ity ¥ XyXokaty

23 0°X1%%5%y ¥ Xy XpXsX, ¥ NyXoXsXy
tl&,O’ili}i# v ilx§3x4
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Az egyes koordinatafiiggvények grafjai:
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Az F-hez tartozé egyiittes Boole—-graf:
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19 « &bra

A primimplikédnsokat keresd algoritmus egylk lényeges része egy konjunkcié
implikéns vagy egylittes implikéns volténak elddntése /22. definicié/.

Egy konjunkcié implikénsa F-nek, ha van legalabb egy olyan £, komponens
fiiggvény, amely minden a konjunkcié 4ltal lefedett l-pont indexébenszerepel,
de nem szerepel egyetlen, a konjunkcié a4ltal lefedett O-pont indexében sem.
Ha valamely konjunkcid esetén a fenti feltétel egynél tSbb komponens fiigg-
vényre teljesiil, akkor az adott konjunkcidé e komponens fiiggvényeknek egyiittes
implikénsa. A F minden implikénséhoz indexként hozzarendel jiik azon komponens
fiiggvények sorszémat, amelyeknek implikénsa.

A primimplikénsokat el64llité algoritmus minden esetben F egy bizonyos F
pontjara illeszkedd konjunkciét hatdroz meg. A ddntésl eljarads a kovetkezd:
vessziikk a konjunkcié Altal lefedett l-pontok indexhalmazainak és a O-pontok
indexhalmazai komplementer halmazainak G metszetét. A konjunkcié akkor és
csak akkor implikénsa F-nek, ha G nem iires. A vizsgdlt konjunkcié a G altal
meghatarozott fik komponens fliggvények egyiittes implikansa. |



Az £y 1E5 seeesfy egyiittes primimplikénsénak egy olyan konjunkcié felel
1 2 k
meg, amely implikénsa az filyfiz.---,fik komponens fiiggvényeknek, de a

konjunkcidban szerepld valtozék szémat csdkkentve-ez mar nem all fenn.

-
—-

A F fliggvénynek egy P pontjéara illeszkedd Osszes egyiittes primimplikénsa

a P pontra illeszked$ Osszes olyan konjunkcié, amely a P pont indexei 4ltal
meghatarozott fil,fiz,...,fik komponens filiggvények valamely részhalmazainak
egylittes primimplikénsa. E primimplikénsok indexhalmazai H egyesitésének
el kell &llitania a F indexhalmazét, 828z {1,,1,,+es,4,}=H. Ha ven olyen
részhalmaza az {11,12,...,1k}-ﬁak, amely a P pontra 1lleszkedd egyiittes
primimplikansok indexhalmazai koziil csak egynek részhalmaza, akkor ezen

indexhalmaz &ltal meghatarozott komponens fliggvények egyittes primimpli-
kansa lényeges primimplikéansa F-nek /24. definicid/.

A feladat értelemszeriien maga utan vonja a diszjunkt tartomanyok fogalménak
médositasat. Két pont skkor és csak akkor tartozik egy diszjunkt tartomény-
ba, ha a primimplikénsokhoz valé tartozéast mutaté indexeken kiviil a kompo-

nens fiiggvényekhez valé tartozast mutatd indexeiknek is megegyeznek.

A Fa{fl,fz,...,fm} fliggvény egylittes primimplikinsal olyan halmazét haté-—
rozza meg a kovetkezd algoritmus, amely biztositja a fliggvény IDNF-inak
felirasat és a megfeleld diszjunkt halmazok kialakitésat.

D algoritmus
Jeldlje E a F fliggvény l-pontjainak, Q a O pontjeinak halmazit, L pedig az
E elemeinek szémat.

1., Rendezziik az E elemeit szomszédai széménak névekvd sorrendje szefint:

1i&0; m&l
20 1=isl
3. Ha P; fel nem dolgozandb, akkor Attérés a 2. lépésre
4, Ha s4=n, akkor attérés a 14, lépésre

95



Se
6.
7
8.

9.

10.

11.

12.

13.

14,

15.

P; € E-re K; szerint illeszkedd p konjunkci( felirasa

A p konjunkcié G indexhalmazénak kiszémitésa

Ha G iires, akkor attérés a l4. lépésre

A p primimplikans azon pontjainak indexhalmazaibél, amelyek F-nek
l-pontjai, tordljik a p indexeivel kozds indexeket és elladtjuk e ponto-
kat a p-re utalé indexszel. A F azon l-pontjai, amelyeknek a komponens
fliggvényekhez tartozasat mutaté indexhalmaza iires, fel nem dolgozandéd
pontok. :

Ha Pi-nek a komponens filiggvényekhez tartozast mutaté indexhalmaza nem
ures, akkor attérés l4. lépésre.

Ha p nem lényeges primimplikans, akkor Attérés a 1l4. lépésre.

n<= feldolgozandé pontok széama

Ha ma0, akkor az algoritmus befejezédik

Ha i=],, akkor az algoritmus befejez6dik, egyébként a 2. lépéssel foly-
tatédik

Ha K -bél mar nem lehet primimplikéns eld4llitaséra alkalmas C koordi-
nitahalmazt kivdlasztani, akkor az eljarés a 1ll. lépéssel folytatoédik.
C kivalasztésa _

P -re C szerint illeszkeddé p konjunkcidé felirésa

Attérés a 6. lépésre.



III. Fejezet

BOOLE-FUGGVENYEK SZJNTEZISE KULONBOZO BAZISOKBAN BIZONYOS
KORLATOZ/.SOK FIGYELEMBEVETELEVEL

E fejezetben ismertetésre kerildé szintézis médszerek feladata tetszdleges
DNF-jukkal adott Boole-fiiggvények olyan nem redundéns zardjeles formuldk
alakjaban térténd eléallitasa {/\,V,-v} vagy {NAND} i11. {NOR} bazisban, a-
melyek eleget tesznek bizonyos feltételeknek.

E feltételek egyrészt a formula szerkezetére, masrészt a formuldban szerep—
16 bazisflggvényekre vonatkoznak. A formula szerkezetére vonatkozd feltéte-
lek a fiiggvényt realizdld kombinatorikus halézat szerkezetére vonatkozéd
technolégiai kovetelmények kovetkezményei, amelyek a kimenetek terhelhetd-
ségének és a halozat mélységének korlatozasabdl addédnak. A formuliban sze-—
repld bazisfliggvényekre vonatkozd feltétel altalaban a flggvények valtozédi
szémanak korlatozasat jelenti, amely az e fiiggvényeket realizild funkcionid-

lis elemek bemenetszamaira vonatkozé miszaki kdvetelmények tikrozbédése.

A berendezések eldallitasaval kapcsolatos miiszaki kovetelmények azonban
nemcsak az algoritmusok eredményeként addéddé formulakra vonatkozd feltétele—
ket hatarozzadk meg, hanem a feladat megfogalmazidsdnak is iranyt szabnake. Ez
elsésorban azt jelenti, hogy nem sziikséges, sét gazdasigosséagi szempontok—
bél nem is célszeri a fliggvények minimalizalasat tlizni ki célul, ezért a
feladat 4ltaldban a Boole-fiiggvények szintézise. E miiszaki kovetelmények
korlatozzdk tovabba a vizsgdlandd fluggvények korét is, amennyiben kizarjak
a flggvények valtozéi bizonyos értékkombinicidinak eldofordulisit, ami azt
jelénti, hogy a realizédlandé fiiggvémy altalaban P -Boole-fiiggvény. A to-—
vabbiakban ezért figyelmiinket a ‘P-Boole—fﬁggvényekre Osszpontositjuk.

Az £ P -Boole-fiiggvény megadhaté barmely olyan teljesen meghatéarozott
Boole-fiiggvények segitségével, amelyek meghatarozzak az f P —Boole-fiigg-
vénnyel kompatibilis teljesen meghatarozott Boole-fiiggvények halmazat /17.
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definicid/.

Ilyen fiiggvényekként véalaszthaték elsdésorban f /18. definicid/ és ? /19
definicié/, amelyek segitségével f a kovetkezd alakban 4llithatd eld:
f-_-’{v X?’ ahol X tetszbleges teljesen meghatarozott Boole-fiiggvény.

Az £ P -Boole-fiiggvény megadhaté az 1°.r1(=£) és g fliggvények koziil bar—
mely kettdvel is, ahol fo az £ O-pontjal halmazénak, g pedig az f meghatéi-
rozatlansigi tartoményénsk karakterisztikus filiggvénye. Szokés az f megada-
sa f; és .fo 111 tl és g sagitségével. |

Az £ filiggvény o EE] £, fiiggvényekkel torténd megadidsa hasznilatos egyes
szintézis ill, minimiz41é médszereknél, mint pl. a kiprébdlds médszere [27,
48] , topolégiai médszer [66] , graf-médszer /II.3./ és egyes specidlis fela-
datok megolddséndl /pl. egy fiiggvény DNF-jaban biztosan szerepld minimélis
szému vAaltozé megkeresése [37. I/EO] . Ez a megaddsl méd igen gazdaséigos a
kevés helyen meghatérozott fliggvények esetében. Az £ 4’ =Boole~fiiggvény £,
és g segitségével f=f,\ g alakben 4llithatd eld.

Ez a megadési méd kiildnosen elényds az olyan szamitési eljarasokndl, amelyek
sorén az el8alléd filiggvények meghatarozatlansigi tartomdnyai valtoznak.

Ezen elballitasi médbél lathatd az, hogy egy teljesen meghatdrozott £
Boole-fiiggvény felfoghaté olyan P —Boole~fiiggvényként, amelynek tnfl\/ Y8
el8411itéssban g =0. EbbSLl kdvetkezik, hogy a tovabbiakban P -Boole-fiigg-
vényekre kidolgozott eredményeink specidlis esetként vonatkoznak a teljesen
meghatérozott Boole-fiiggvényekre is, mivel g=0 esetén f:{:?.

A III.l, pontban részletezzilkk a késébbi pontokban kidolgozott szintézis ale
goritmusokhoz vezetd Akers-féle tablazat médszert és néhiny, nem normédlfor-
méban torténd {A,V,~} bazisbeli, valamint {NOR} ill. {NAND} bazisbeli szin-
tézis eljarast.

A III.2. pontban az Akers-féle tablazattal [5] analég T tablazat tulajdon=-
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ségait vizsgaljuk. Ennek soran bebizonyitunk néhdny, a kidolgozasra keriild

szintézis mbédszer szempont jabol hasznos tételt és megfogalmazzuk a P-Boole-
fiiggvények {A,V,} bazisbeli zaréjeles formuldban vald szintézisét a T tab-
lazat segitségével.

A III.3. és a III.4. pontokban a disszertécidban kidolgozott algoritmusokat
ismertetiink a Boole—fﬁggvények:{A,V;“S ill. {NAND} bazisbeli zardjeles for-
mulaban valé felirasara a tédblazat médszer alapjan, shol a tidblazatot a
fliggvények alsd és felsd hatiraival helyettesitjik. A szintézis sorédn fi-
gyelembe veszink bizonyos korlatozasokat is.

A III.5. pontban Altalénos Boole~fiiggvények szintézisére is alkalmas
{A,VQ*} és {NAND} bézisbeli szintézisre szolgalé elaérést ismertetiink. Az
eljaréds a II1.3., I1I.4. pontban leirt algoritmusokban figyelembe vett kor-
latozésokon kiviil figyelembe veszi a funkcionélis elemek kimeneteinek ter—
helhetéségét is.

III.1l. Ismert médszerek

Az egyes szintézis el jarasok tanulmanyozése soran az Akers-féle tadblazat
médszer vezetett az e fejezetben ismertetésre kerild algoritmusok kidolgo-
zésdhoz, azért ezzel a médszerrel foglalkozunk részletesebben [5].

Akers médszere kdzvetlenil az altala logikailag passzivnak nevezett /mono-
ton novekvd/ filiggvényekre alkalmazhaté. Természetesen tetszbleges P-Boole-
fliggvény dtalakithatéd logikailag passziv 47-Boole-fﬁggvénnyé, ha a valtozdk
benne szerepld negaltjai helyett uj valtozdkat vezetiink be. Akers az igy
atalakitott - megnovelt valtozdszému - 4’-Boole-fﬁggvényekre dolgozfa ki az
algoritmust, amely feltételezi, hogy az ilyen f fiiggvény az fl és o fligg—
vények igazsigtablajaval adott.

Az algoritmus elsé részében az igazsigtablék méreteinek csdkkentése érde—

kében olyan uj fl és fo-t alakit ki, amelyek az eredeti £ ¥ -Boole-fiiggvény-
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nyel kompatibilis ®P-Boole-fiiggvényt hataroznak meg.

Az algoritmus masodik részében ezen uj igazsdgtablak alapjan Osszedllit egy
olyan A téblézatot, amelynek sorait ill., oszlopait szegéiyezi az £, 1ll. )
igazsdgtabla jabol bizonyos szabalyok alapjén kiolvashaté elemi konjunkeidk-—
kal; soraiban és oszlopaiban pedig a megfeleld konjunkcidkkal kapcsolatos
informacié helyezkedik el.

Az A tablazat Ai;j eleme azon valtozdék halmaza, amelyek k&zosek az i. sornak
és a j. oszlopnak megfeleld elemi konjunkcidkban. Cikkében Akers megjegyzi,
hogy a fliggvény logikailag passziv volta miatt az A tdblazat egyetlen eleme
sem lires. Megallapitja, hogy a sorok elemeibdl képzett konjunkcidk disz-—
junkecidjaval DNF-ban adédé teljesen meghatarozott £, fiiggvény kompatibi]is
az £ P -Boole-fiiggvénnyel - az £, fiiggvényt a tovibbiakban az A téblézat
altal genmerdlt fliggvénynek nevezziikk. Az f, filiggvény KNF-ban is eléadllithatd
- az o0szlopok elemeibdl képzett diszjunkcidk konjunkcidjaként. A szerzd fel-
sorol tovabba olyan szabdlyokat, amelyeknek az A tédblézatra vald alkalmazi—
saval elb4lld A? téblézat 4ltal generalt 'fA’ fliggvény szintén kompatibilis
lesz a kiindulasi f figgvénnyel.

E szabélyok a kovetkezdk:

l. A sorok /oszlopok/ felcserélése

2+ A "lefedd" sorok ill, oszlopok elhagyéasa

3. Egy véaltozd egy sorbél ille oszlopbdél vald torlése

4, A téblazat egy—-egy elemébdl egy kivételével az Osszes vAltozd torlése.

Ha az A téblazatra a 2., 3., 4. szabalyokat mindaddig alkalmazzuk, ameddig

lehetséges, akkor az el64llt téablazat 4ltal generalt filiggvény IDNF-ban ill,
IKNF-ban adédik. A minimaliz&las érdekében célszeri az l., 3., 4. szabadlyo-
kat ugy alkalmazni, hogy minél nagyobb méretii, egyetlen valtozét tartalmazé
résztiblazatok Alljanak eld.

Akers a cikkében kimutatja az Osszefliggést a tablazat altal generdlt és az
e tédblazat szétvagasaval keletkezd résztidblazatok Altal generilt fliggvények
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kozott. Nevezetesen, ha A, és A, az A tablazat sorok szerinti szétvéglsé-
val keletkezik, akkor fA=fA1\/ fAz' ha pedig oszlop szerinti szétvagéséval,
akkor fA=fAl/\ an.

Az Ay és A, tédblazat Osszeillesztésével keletkezd A tadblazat Altal generalt
fliggvény és a résztabldzatal altal generdlt fliggvények kozott természetesen
ismét ugyanilyen Osszefliggések 4llnak fenn. Pl. a 20. 4brédn szemléltetett
A tablazat esetén:

)= (fxlv fiz) A (fABV (fA4/\ fAs»

20, éabra

A szerzd megmutatja azt is, hogy hogyan adhatdé meg az A tdblazat alkalmas

szétvagasaval az fA fliggvény val&mely dekompozicidja. Ha az A tédblazat szét-
végasa olyan, hogy az Ay résztidblazatok Altal generalt fliggvényekre rli va=~
lamelyik véaltozoéval egyenld, akkor végeredményben az f, fluggvény egy, alta-
laban t6bbmé1ységﬁ,@&;v,“} bazisban felirt zardjeles formula alakjaban &4ll

eld.

Akers megemliti, hogy a szintézis sordn figyelembe vehetdk kiilénbdzé korlé—
tozéasok is, de nem foglalkozik ezekkel a kérdésekkel, Mdédszere csak az A,V
miiveletek segitségével /monoton/ felirhaté filiggvényekre alkalmazhatdé koz~-
vetleniil; azﬂAnV,“} bazistél kiilénbozd bazisbeli problémat pedig nem is
érinti.

A médszer tovabbi hianyosséga, hogy a szerzd az Altala vizsgdlt specidlis
esetekben is = indokolatlanul - a RDNF-ék alapjén irja fel az A tiablazatot,
igy latszbélag feltételezi, hogy azt elézdéleg eldéallitottuk.
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Az A tabléazat részletes vizsgdlataval olyan eredményekhez jutottunk, amelyek
alkalmasak az Akers-modszer hiényosségainak kikiszébolésére és az e fejezet
bevezetésében emlitett irényokba vald tovabbfe jlesztésére. Eppen ezért az
Akers-féle tédblazat mdédszertdl eltérd eljarasokkal nem foglalkozunk rész—

letesen.

Az {A,v,-] bazisbeli zéréjeles formulat eredményezd szintézis elJjarasok
egyik csoportja tekinthet3 a Quine-McCluskey médszer tové.bbféjlesztésének
is. Az [1 és 41] ~ben leirt médszerekkel minimélis szému valtozét tartalmazd
zédrdjeles formulét érnek el; a maximélis zirdjelmélység kettd. Alapgondola-
tuk, hogy a konjunkcién kiviil a konjunkcidk diszjunkcidéjat is primér kife-
jezésnek tekintik. E primér kifejezések kozil kivdlasztjadk a fliggvényt le-
fedd minimilis készletet. A primér kifejezések osztalyozdsa és a minimalis
készlet kividlasztidsa mindkét cikkben lényegében bizonyos korlatozésok
melletti prébalgatés.

Roviden érintjliik Bereczky Ilona eddig még nem publikdlt munkajat, amely a
fenti szintézis feladat egy ujszeri megkdzelitése. Az dltala kidolgozott
rekurziv eljaréds minimélis zardjeles formulét eredményez{/\.\/,"} bazisban.
Az eljaras érdekessége, hogy az egyes Boole-fliggvények optimélis szintézise
helyett a Boole-fiiggvények Polya-féle osztalyai alapjémn elé4llitott fiigg=
vényosztéalyok reprezenténsai optimalis szintézisét végzi el.

Az { AV, “'} bazisbell zardéjeles szintézis probléma mellett egyre tobben fog-—
lalkoznak {NAND} 111, {NOR} bazisbeli szintézissel és szinte kivétel néliiil
hangsulyozzédk a tetszdleges bazisban vald szintézis fontossagat. Az eljara-
sok egy részében, amelyre példaként [31] -et emlitjik, lényeges szerepet Jat—
szanak a formulédkkal végzett bizonyos miiveletek. Mas, pl. a [4O,V 70] =ben
leirt eljardsok elsdsorban formula Atalakitisl azonossagokat haszndlnak felj;
ide sorolhatdé a [43] cikk is. Az utébbi idében egyre tébben foglalkoznak
Boole-algebréban elsd létasra formalis miiveletek definidlaséaval és vizsgl-
lataval [15, 14, 24, 57], amelyek azonban egyes esetekben pl. a s_zintézis-
re vonatkozbéan is eredményeket adnak [44, 58, 64, 65]. Ugy tiinik, hogy az
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ilyen irényu kutatésok eredményeként a szintézis-eljaras és az automatédk
logikai tervezésének bizonyos fazisai, valamint a szintézis eredményeinek
realizdlds utani ellendrzése /diagnosztika/ egységesen lesz kezelhetd.

IIT.2. A T t4bléazat

Részletesen elemeztiikk az Akers-féle tadblazat médszernél a kiindulasi P-
Boole~fiiggvény és az algoritmus elsd részének eredményeként kapott igazséig-
tabla alapjén megkonstrudlt A tadblazat szegélyezése kozotti kbzvetlen kap-
csolatot. A vizsgadlat eredményeként megdllapitottuk, hogy az A tdblazat
szegélyezésében szerepld konjunkciék az eredeti P -Boole-fiiggvénnyel kom-—
patibilis £ ® -Boole-fiiggvény £ ill. ’f* RDNF-jat 4llitjék eld.

A tovébbiakban be fogjuk latni, hogy kdzvetleniil az eredeti ¥ -Boole-fiigg-
vény tetszdleges DNF-ja alapjan megkonstrualva egy, az Akers-féle A tabla-
zattal analég T tadblazatot, a tédblazatra vonatkozéan az [5] -ben felsorolt
tulajdonsigok érvényben maradnak. Ezen tulmenden megmutatunk néhany, a téab-
lazatra és a tablazat Altal generalt fiiggvényre vonatkozd tulajdonségot és
6sszefiiggést.

Legyenek adva Q19Qpse229Q » valamint P1sPosesesPy elemi konjunkcidk. A to-
vAbbiakban az ezek altal meghatédrozott T tablazat alatt egy olyan xk-s
tdblazatot értiink, amelynek L.I.;j eleme a Qy és Pj konjunkcidk mindegyikében
azonos kitevével /vagy mindkettében negalatlanul, vagy mindkettében negal-
va/ szerepld kozds valtozdk halmaza. Sziikség esetén a T téblazat sorait a
Q39Qp9ee*19ps oszlopait pedig a PjsPpyese,p) elemi konjunkcidkkal szegé=—
lyezzik /21, &bra/.

L _ k
Legyenek az £ ¥ -Boole-fiiggvényre e jVI ay és { = ivl pys az £ ®_Boole-

fiigpvényhez tartozd tédblazatnak nevezzik a ql’qa""’qt-és 8 PysPoyesesPy
4ltal meghatdrozott T tablazatot.
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pl p2...pj...pk

Qy """Aij'

21. abra

Kénnyi beldtni, hogy £'= ¥V g /f\"E miatt az £ ¢ -Boole-fiiggvényhez tartozé
T téblazat az f-hez tartozd T tablazatnak transzponidltja /amely a T tdbla-
zatbdl sorainak oszlopaival torténd felcserélésével 4ll eld/.

Ugyenigy lathaté, hogy az T=FTV x? fiiggvényhez tartozd T tébléazat az f-
hez tartozé T tdblazat transzpondltjadbdl a tablazatban szerepld valtozdk
kitevdinek megvaltoztatasaval 4l1ll eld.

Megjegyzés: Mivel f = f és ha £ = \/ Vi akkor f = \/ vi, ahol a vy és
i elemi konjunkcidk csak a benniik szerep16 valtozdk kitevéjében kiilonbdz—
nek; a T tédbladzat eldallithatéd fo és fl DNF-ja alapjan is.

Illusztriacidként megadjuk az £=ab v acd v be v ng fliggvény &ltal generalt
T t4bléazatot /22. &bra/.

f=8bv acd v bc, £* = abc v acd v bed v abd

N ab acd be
abc a a,c (o
acd a a,c
bed b c b,c
abd a,b a

22, ébra

Logikailag passziv fiiggvények A téblazatira Akers megallapitja, mi pedig
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tetszbéleges ¢ -Boole-fiiggvény T tablAzatidra bebizonyitjuk az alabbi tételt.

Tétel:
Az £ ¢ -Boole-fiiggvényhez tartozdé T tabladzatban egyetlen Li;j sem lires.

Bizonyitéas:
Tegyik fel, hogy a T tébladzatnak van lires eleme, legyen ez az ‘1;]‘ Legyen

az i-edik sort szegélyezd elemi konjunkcid V., a j-edik oszlopot szegélyezd
elemi konjunkeié pe Ez azt jelenti, hogy a V implikénsa ?‘—nak, ap impli-
kénsa az f-nek. Egy fiiggvény duélisénak és negéltjanak implikansai kozotti
kapcsolat alapjén v’ implikénsa Fnak. Ha A 5 iires, akkor 'u\)’ # 0, tehat £,
és f,-nek van k6z6s implikénsa, ami lehetetlen.

Valamely £ ¢ -Boole-fiiggvény £ és ?* adott DNF-i alapjén az f-hez tartozé
T t4dblazat egyértelmiien meghatéarozott, azonban kiilénbozd DﬁF-ék kiilonbdzd
T t4blézatokat Allithatnak eld. Nyilvanvald, hogy egy adott T tablazat tEbb
® -Boole~fiiggvényhez is tartozhat.

. .t
Egy adot; T tablézat 4ltal generalt fiiggvénynek nevezziik a 8-3\4 ;[T ay 4

h..i\/l ;ﬂ' 8 4 figgvények altal meghatarozott fn=gV xh flggvényt, ahol
8 4 az Aij-ben szerepld valtozdk konjunkcidja és Y tetszdleges teljesen

meghatarozott Boole-fiiggvény. Az £ figgvényre érvényes az aldbbi tétel.
Tétel:
A T 4ltal generalt fg fiiggvény

a./ ¥ -Boole-fiiggvény
b./ kompatibilis barmely olyan f ¥ -Boole-fiiggvénnyel, amelyhez a T tAblé—
zat tartozik, vagyis i € fp < .

Bizonyités:

a./ Elegendd }'aelétni, hogy g8 < b™, A dualis képzési szabalya alapjén
B e \/1 T a.;a. Mivel egy & elemi konjunkcid mindig implikélja a dué-
i=1
1lis t, c#* -0t ezért migden i, j-re a‘id 8y 40 tehat

h_\/ &.L;]> \/ aid_g.
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b./ Az a./ alapjén elegendé megmutatni, hogy £ £ g é8 < f. A T téblazatot
szegélyezd %1’9'2"“"’( és PysPosecesPy elemi konjunkcidkra teljesiil,
hogy g4 < Tf a4 (1=1, 2,...,2) és 1 FEN T[ ‘13’ (j=1 2,...,k) nivel az
a4 legfel;]"‘bb a qy és pd-ben szerepld véltozbkat tartalmazza. Ebbdl ko-
votkezik, hogy a definiciéban szerepld g és h fiiggvényekre
£=V Py € gésh) £%, Az utébbibél a dualités miatt b < :t. Ezzel a
tételt bebizonyitottuk.

A bebizonyitott tétel a./ pontja alapjin bevezethetjik a g.-.-l{m ér a h"=’:t\T Je-
161ést.

A kdvetkezd tétel biztositja, hogy a T tablazat felirasahoz az f 68 ™ tet-
szbleges DNF-i felhasznidlhatodk,

Tétel:
A T tédblazat 4ltal generalt fl‘ fliggvény nem fiigg az { és £* megadasi médja-
tél.

Bizonyitas:
Mivel egy fiiggvény tetszlleges DNF-Jjéban szerepld konjunkciék megkaphatébk

a fiiggvény KDNF-Jjabél az osszevonasi /1/ szabaly alkalmaziséval, elegend8
belédtni, hogy alkalmazva ezt a szabilyt /{ vagy ?" valamely alakjara és fel-
irva a T tdblazatot az eredményil kapott DNF alapjén, /f;'.l‘ és ?T‘ om valtozik.

Tegyik fel, hogy py=8X, py=eX. Az Usszevonisi szabély alkalmazésa azt Je-
lenti, hogy az a=py .1 konjunkcidé £ diszjunkciés tagjal kozé keriil. A kapott
T tabléazat b6évil az ennek megfeleld oszloppal. Vilagos, hogy ;‘1"5('1" Az
?,;,:?; pedig azért 4ll fenn, mert a T téablazat egyetlen sora sem tartalmaz
olyan véaltozékat, amelyeket a T tablazat nem tartalmaz.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk,
Vizsgéljuk meg, hogy milyen esetekben lesz biztosan kiilénbozd f és IT.

Egyszeriiség kedvéért tegyiikk fel, hogy a T tablazatot f és £ RDNF-ja alapJjan
irtuk fel., Mivel egy fiiggvény RDNF-jiban azok és csak azok a valtozdk sze-
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repelnek, amelyektél a filiggvény fligg, a T tablazatban pontosan azok a vAl=-
tozbk fordulnak eld, amelyektdl mind az ;, mind az 2* /azaz £/ fligg. Ebbél
kovetkezik, hogy az,:f{’T és az f;' csak a téblazatban szerepld valtozdk fiigg-
vénye. Konnyen belathaté ezek utén az is, hogyha‘£ monoton az Xy valtozb~-
ban /tehdt RDNF-jaban az Xy szerepel, de ii nem/, 4 pedig nem monoton Xy~
ben, de fiigg téle, akkor ,{'1‘ és ?T x;-ben monoton fiiggvények lesznek.

Ezen utébbi 4llitas igaz az £ és T fliggvényekre vonatkozé feltételek fel-
cserélésével is. Nem meglepd tehat a kivetkezd tétel, amelynek részletes
bizonyitasara nem térink ki.

Tetel:
Azli £,£T egyenlétlenség szikséges és elégséges feltétele az, hogy létezzen
legalabb egy olyan Xy valtoz6, smelyre £ nem monoton xiAben, de 7 monoton
xi—ben, vagy‘£ figg xi-tél, de ?‘fﬁggetlen xi-tél. Felcserélve { és f;et ®
feltételekben, az £ £ 9& szikséges és elégséges feltételeit kapjuke.

A tovébblakban a T tablazat Ty résztablazatal 4ltal generalt fTi fliggvények
és az fT koz6ttl Osszefliggéseket vizsgaljuk. Jeldlje I a T tablazat sorai,
J oszlopai sorszdmainak halmazdt. legyen M< I és N J. A TMN téblazat a
T tiblazat azon résztabléazatdt jeldli, amelynek elemel az 1€ M, je N
indexii Aij’k' A mMN tdblazat 4ltal generalt fliggvény:

E
Ty = j\e/N ﬂ M oV 2‘LL\e/M JUN aid]

A T téblazat résztablazatal altal generidlt filiggvényekre érvényes az alébbi
tétel. '

Tétels
asf Touty NV Ty tetszéleges J, U J, = J mellett
; S0 S o
1 2
b./ foefy A% 2 tetszéleges Iiu I, = I esetén.
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® N
°1.-1>= fp VyIp

b./| A tétel a./ pontja és az f,if = fqx egyenldség felhasznilésaval:

fTIr’ g fTIa" g ((ITIN A fmlzf)‘; (r';;lJ 4 f'FI;_J =<f1'*)“= ((f"”fy’ i

A T téblézattal kompatibilisnek neveziink egy Fp Yeljesen meghatarozott
Boole-fiiggvényt, ha kompatibilis az fj-vel. Nyilvanval6é, hogyha a T t4bléa-
zatot egy teljesen meghatarozott £ Boole-fliggvény alapjan irjuk fel, akkor
f= fT = Fp.

Vildgos, hogy az eldzd tétel érvényes skkor is, ha az egyes résztidblazatok
4ltal generalt fliggvények helyett a résztéablézatokkal kompatibilis valamely
teljesen meghatarozott fiiggvényeket tekintiink.

A T tablazattal kompatibilis fliggvényekre bebizonyitjuk az alabbi tételt.

Tétel:
Ha egy T tdblazatban szerepld Ay J-kre

m HJS{% ,%n ’ooo’ﬁ}£ 0 ’ akkor bémely %n (n.—.l,2,...,r) a T=vel
1< i<k

kompatibilis fliggvény.
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Bizonyités:

AR
Legyen E M + Ekkor szerepel f, és £, minden diszjunkciods
", l<i<! M3 "oy AT *
1< ik

t iban, ezért £, és > ?“

agjaban, xmnP AT xmn T

A duélisra vonatkozé szabaly miatt x; = x;ng ?T‘ Ezzel a tételt bebizo-
n

nyitottuk. .

E tételbdl a szintézisre a kdvetkezd egyszeri eljaras adddik. A kiinduléasi
T t4blazatot olyan My résztéblézatokra bontjuk, emelyekre

iQM Ay f{xm‘ 'x"",_’""x"‘r} # 0 . E résztéblazatok mindegyike kompatibilis

JeN

egy~egy FTMN = xmn & I\ Ay 3 fliggvénnyel; Fp a résztédblazatok &ltal gene-
ie M.
JeN

rélt fliggvényekre vonatkozé tételek alapjan {A,V,"} bézisbeli zardjeles
formulaval 4ll eld.

I1I.3, q’-—Boole—fug" gvények szintéziee]/\,v,*‘[bézisban

a batarok felhasznédlaséval

Az eldzbekben megfogalmaztuk a tablazat-médszerrel vald szintézis lényegét.
Ebben a pontban egy olyan algoritmust ismertetiink, mely az FT-nek a z4ré-
Jelmélységre és a bazisfiiggvények valtozdli szémira vonatkozd megkdtéseket
is figyelembe vevsd zardjeles formuldjat 4llitja eld, Ezen algoritmusnak az
eldz6 pont eredményel alapjén olyan gépl reprezentacidéjdt dolgoztuk ki, a-
mely nem a tablézattal, hanem az /I& és ?; fiiggvényekkel /a hatérokk@l/
dolgozik; a tablazat résztablazatokra vald szétvagisanak az ,{T és /f\; meg-
feleld felbontésa felel meg. Ez a gépi reprezenticid a memériaigény csdkke—

néséhez vezet.

A tovébbiakban megfogalmazzuk azt, hogy a bAzisfiiggvények valtozéi szémara
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és a zardjelmélységre vonatkozéd megkitések hogyan tikrozédnek az algorit-
musban. Az, hogy a V ill, az A bazisfiiggvény valtozoéinak maximélis széma m,
azt jelenti, bhogy egy résztidblazatot maximum m olyan résztéblazatra bont-
hatunk, amely csak oszlopirdnyu ill. csak soririnyu felbontéssal keletke—
zik. A zaréjelmélységre tett korlatozis azt jelenti, hogy a tablazat fel=-
valtva kovetkezé sor- ill. oszlopiranyu felbontésainAl az oszlopirdnyu fel-
bontasok széma nem lehet e korlatnil nagyobb. Az algoritmus leirisénil hasz-

naljuk a kivetkezd elnevezéseket.

Egy £ flggvény adott DNF-d&ban eléfordulé negélt vagy negdlatlan valtozéd
sulyének nevezzilk mzt a szémot, ahényszor az illetdé valtozbd eléfordul az a-
dott DNF-ban. Egy vAltozé sulya az 1’1,12 flggvényparban az egyes fiiggvény=—
belil sulysik szorzata.

A leirés egyszeriisitése érdekében ogy fm,Tp figgvénypért H-val jelslink.
Az algoritmus azon lépései soran, amelyek valamely T, résztiblazat szétva-
gésénak felelnek meg, a kovetkezd lépésben feldolgozésra kivalasztott fiigg-
vénypart th-el, a fenmmaradét Hy~vel jeldljiik.

A Hy-hez rendeljik a k,{,ls ezémokat - Hy(k,{,{z), shol k azt mutatja, hogy
Hy hanyadszor jeldl egy tablazat azonos iranyu szétvighsédnak megfeleld fel-
bontéssal el6411lé6 fliggvénypart; 4 azt, hogy Hi oszlop(t:l) vagy soriranyu
([:2) szétvhgdsnak megfeleld felbontédssal 4llt eld, {z-ben pedig azt szém-
l4ljuk, hogy a Hi feldolgozasénak befejezésekor hadny zardjelet kell az FT
eld4116 F zérbjeles formuldjadban elhelyezniink,

Jeldlje mz a megengedett zardjelmélységet, m(l) 11l. m(a) aVill, az A

fliggvény valtozdinak maximélis szémit. F<==%azt jelentli, hogy az F-ben a
soronkdvetkezd helyre a » Jjel keriil,
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Algoritmus

le 1<=l; a<=0; 2<=0; F <0; mq<=0;
Hi(k’t’ez):;\ﬂ?i’?'l:;; Ka=lj fe=l; {xasl.

2. Ha mz=0, akkor az algoritmus a 25. lépéssel folytatddik.

3. Kivéalasztjuk a Hi-ben a maximélis sulyu xa-—t.

4, Ha a Hi 4ltal meghatarozott ‘P-Boole-fiiggvény kompatibilis a max. sulyu
xj—vel, akkor a 1l6. lépés kovetkezik.

5« Ha ((a:O) = 0=1), skkor a 13. 1lépés kovetkezik.

6. Ha x=1, akkor k<=2 és a 8. lépés kiovetkezik.

7. k<=k+l

8. L<=2; H; soriranyu felbontasa HyoHy j-re; iz=isl; [ <=2.

9. ke==k~1; Cx<=l; £z<=0.

10. Ha x:j kompatibilis a H‘i altal meghatarozott CP--Boole-J?iiggvézmyel,- akkor
a 16. lépés kovetkezik.

11, Ha z=mz, akkor a 25. lépés kovetkezik.

12. l==f-1 és a 3, 1épés kivetkezik.

13, Ha x=1, akkor k<«=k+l és a 15, lépés kovetkezik.

14, k<=2; lz<=0z+1; F=(; 2z <=2+1.

15, le=1; Hi oszlopiranyu felbontéasa l-li,l-Ll+1-re;
1<==i+l; bz=1; és a 8. lépés kovetkezik.

16. F<=xj

17. Ha z # 0, akkor Fe) ...)h ; zez-lz.

18, Ha i=1, akkor a 28, lépés kivetkezik.

19, 1 <=i-1

20, Ha nq # 0, akkor mq «<=mq-l és a 22, lépés kiovetkezik.

21, Ha k £ m(l), akkor la <=0 és a 23. lépés kivetkezik.

22, la=t

23, Hal =1, skkor F«= \V és a 3., lépés kivetkezik.

24 Fea= N\ és a 3, 1lépés kovetkezik.

25, la <=2

26. Ha fTi konjunkcidéinak s szémara s> m (1), akkor hibajelzés, megallas.
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27. Hy oszlopiranyu felbontasa Hy sHy qreeesty o -Te £Ti egyes konjunkcidi-
nak megfeleléen; i<==i+s8-l; mq<==s é8 & 3. 1lépés kovetkezik.

28, Ha z #£ 0, akkor hibajelzés, meghllés.

29. Az algoritmus befe jezddik.

I1TI.4. Szintézis {NAND; v R zigb

A NAND miivelet és az A,V,™ miiveletek kizstti NAND (£5,f550008))=

= fl»\ ,fzf\ see AL = ?1\/' ?2 V eee V?k osszefliggés alapjén viléagos, hogy
S W
ha T = z'rl £y, akkor NAND (£,f,,e44yf))= £. Ennek alapjan egy lehetséges
=
{NaND} bazisbeli szintézis eljaras a kivetkezd.

— 2 k
l. £ eldéallitésa £ = TTl f:l. alakban.
i=

2+ Ha minden i-re f:l kompatibilis egy véaltozéval, akkor az eljaras befeje-
z8dik. Egyébként az eljaras a valtozékkal nem kompatibilis £, filiggvények-
re az l. lépéssel folytatddik.

Ez a szintézis eljaras egyszeriien megvalésithatd pl. a III.l.-ben ismer—
tetett tablidzat-mbédszerrel. Ugyanis az f-hoz tartozé tablazat /amely az f-
hez tartozé T tdblazat negdltja —T 1lésd III.2./ soriranyu felbontésaval
kapott Tl'Tz’“"Tk résztiblazatokkal kompatibilis fml,fmz,...,f,l,k fliggvé—
nyekre £=NAND (I‘I'l’f’l‘z""’f'l‘]) . Igy az eljaréds a kovetkezd lehet:

l. Képezzik —T-t

2. Bontsuk fel —T-t Tl’TZ""'Tk sorirdnyu résztablazatokra.

3+ AzoOn T:I. résztidblazatok, amelyekhez van veliikk kompatibilis valtozé, to-
vabb nem bontanddék., Egyébként a Tj-kre megismételjik az eljarast az 1.
1lépéstdl mindaddig, amig minden résztdblazathoz nem talalunk vele kompa-
tibilis valtozét.

4, A résztidblazatokkal kompatibilis valtozdék segitségével az FT felirésa.
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A médszert egy egyszeri példan illusztriljuk.

a,b b a
T =
a c a,c
1. lépél
a a,b
-7 = c )
a,c a

2. lépés. A soriranyu felbontas eredménye:

o |

a,b

Tls

a

o |
-
Q]

3. lépés. FTlsﬁ, tehat nem foglalkozunk vele. T,-re megismételjik az elja-
rast, tehat:

l., lépés

- T2=

2. lépés. A sorirényu felbontas eredménye:

T5 = [:] és T, = {:]

3, lépés. FT =C, FT =b. Nincs tovéabbi felbontasra szikség.
3 4

4, lépés.
F=NAND(F, ,F, F, =NAND(®,, ,Fn) igy
™ (Tl’ '1‘2)’ T, <T3- !

FT=NAND(FT1 , NAND (FT3 ,FT“)) =NAND (=, NAND(c,b)).

A figgvényt realizalé hédlézat a 23. &bran lathato.
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=]

) aVbc
b )

2% &bra

Megjegyzés: Az algoritmus {NOR} bazisbell szintézist ad, ha a —T oszlop-
irdnyu felbontasait telkint jlik.

AT és —T tdblazatok kozdotti kapcsolatot a III.2.~ben elemeztiikks Ennek a=—
lapjan megvizsgdlva az algoritmus lépéseit, vilagos, hogy a —T téblazatb
eldallitasa elkeriilhetd a kovetkezd szabdlyok alkalmazéséval.

l. A T tédbladzatot eldszor oszlopirinyu résztédblazatokra bontjuk. /A rész-
t4blazatok tovabbi felbontasa tetszés szerint tortémnhet - ugyanugy mint
a III.3.-ban./

2. Ha egy valtozd egy sorirdnyu felbontéssal kapott résztéblazattal kompa=—
tibilis, akkor & maga, egyébként a negadltja szerepel a bazisfiiggvény ar-
gumentumaként.

Az el626 példabeli filiggvény szintézise ennek megfelelden egyszeriisdodik
/24, &bra/.

Ty
a,b b a a a,b b
T= le & _Tz
a c a,c a,c a c
T3
24, &4bra
Fn =a F, =¢ B D
'1‘1 ’ ‘1?3 ’ 'I.‘4
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Szintézis bizonyos korlitozasok figyelembevételével és a hatarok

felhasznalaséval

E meggondolasok figyeloubevételével a III.3.-ban kidolgozott algoritmus

minimalis valtoztatasaval olyan algoritmust dolgoztunk ki ?-Boole—fﬁggvé-
nyek {NAND} béazisbeli szintézisére, amely figyelembe veszi a bazisfiiggvény
valtozdinak maximélis szamira, valamint a zardjelmélységre tett korlatoza-

sokat.

Az algoritmussal kapcsolatos Jjeldlések azonosak a III.3.-ban leirt algo-
ritmus jeldléseivel, minddssze m(1l), m(2) helyett m jeldli a bazisfiiggvény
valtozbinak maximalis széamat.

Algoritnus

le ie=l; a<=0; z2<=0; F<==0; mg<=0;
Hi(k,z,zz)<=,i\fTi, /t};ix Kez=1ilz=1; {x<==1; KEZD==0.
2+ Ha mz=2, skkor az algoritmus a 27. lépéssel folytatoédik.
3, Kivalasztjuk a Hi—ben maximélis sulyu xJ-t.
4, Ha H; kompatibilis a max. sulyu xd-ve],, akkor a 20, lépés kovetkezik.
5. Ha KEZD=0, akkor KEZD <=l és a 18, lépés kOvetkezik.
6e z<z= 2z+l, z2<=2+l; F==(.
7. Ha fa=0=0=1, akkor a 16, 1épés kivetkezik.
8. Ha p#2 vagy a#£0 nem teljesiil, akkor a 17. lépés kovetkezik.
9. Ha [x.—.l, akkor k<=2 és a ll, lépés kivetkezik.
10. k <=k+l
11. (&2, Hy sorirényu felbontésa Hy,H, ;-re; 1 ¢=i+1; l<=2.
12, k &1; {x <=€; lz &=0.
12. Ha xy kompatibilis Hi-vel, akkor 20. lépés kovetkezik.
14, Ha z=mz, akkor a 27. lépés kovetkezik.
154 C:Q-l és a 3, lépés kovetkezik.
16. Ha p £ 1 vagy fa=0 nem teljesil, akkor a 9. lépés kovetkezik.

17+ Ha ex:l, skkor k «=k+1 és a 19, lépés kovetkezik.
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184 k=2

19. ﬂé:l; Hi oszlopiranyu felbontssa Hi,H1+1—re;
1e=i+lile=l és a 12. 1épés kovetkezik.

20. F@x;%)‘... )h 3 2 @z-—fz.

2l. Ha i=1, akkor a 30, lépés kivetkezik.

22+ 1 &1-1.

23, Ha mq # 0, akkor mq <=mq-l és a 25. lépés kivetkezik.

24, Ha k # m, akkor fa‘¢=0 és a 26. lépés kovetkezik.

25, {a &= 4

26+ F &=NAND

27. fa &= #

28, Ha ’{Ti (=1 vagy i"T‘; (t=2) konjunkcibinak s széméra s >m, akkor hiba-
jelzés, megallas.

29. H elbirt irényu felbont4sa Hy,Hy pyeesHy g -Te £g, vasy ?T’; egyes
konjunkcidéinak megfelelben; i &=i+s-l; mq <=8 és a 3. lépés kivetkezik,

30. Ha z £ O akkor hibajelzés, megéllés.

3le Az algoritmus befejezddik.

III.5. Altalénos Boole-fiiggvények szintézise a hatérok &sszehasonlitasi
médszerével {~,v,~}és {NAND} bazisban

Az Altalénos Boole-fliggvények szintézise primitiv médon megoldhaté a kom-
ponens filiggvények szintézisével. Célszerii azonban a szintézis soran a kozds
részfiiggvények kikeresése. A I1.3.3.~ban leirt algoritmus az Altalénos
Boole~fliggvények ilyen szintézisét valésitja meg, de csak DNF-kra és korlé-
tozésok figyelémbevétele nélkiil, E pontban az altalédnos Boole-fliggvények
{m,v,ﬂg és {NAND} bazisbeli szintézisére adunk olyan algoritmust, amely a
kimenetek terhelhetéségére vonatkozd korlatozasokat is figyelembe veszi.

A III.2,-ben adott tablazat-médszer vizsgalatival mepédllapithatd, hogy egy
Boole-fiiggvény szintézisét felfoghatjuk a résztablazatokhoz tartozé rész-
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flggvenyekbél, mint komponens fiiggvényekbél allé altaléanos Boole-fiiggvény
szintézisének is. Az f=x @y fliggvény NAND Dbéazisbeli szintézise a III.4.
elsd részében leirt médszerrel pl. az {f1=i\/y, f2=X\/§} altalanos Boole-
fluggvény szintézisét jelenti. A szintézis eredménye alapjan kapjuk az alébbi
halodzatot.

) §

254 dbra

A halézatot megvizsgalva latjuk, hogy a funkcionalis elemek széma eggyel
cstkkenthetd, mivel fi—et ill. az f,-t realizélé funkcionalis elemek X

Yy bemenetei helyettesithetidk Iwuﬂ)(x,y)— al. Igy az f-et realizdld eldzd
halézat az alabbira egyszerisddik /26. abra/.

X
y P g gl
L )

>__J.

26, dbra

o<

A flggvényt realizald konkrét haldzat ismerete nélkiil az ilyen egyszeriisi-
tési lehetiségeket nehéz észrevenni, Mint latni fogjuk, az aldbbiakban ki-

dolgozott médszerrel az ilyen jellegii epyszeriisitések felismerhetdk.
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A hatArok 6sszehasonlitéasanak médszere

A IIT.3. és a III.4. pontbeli algoritmusokban a T tabléazat szétvagasat a
tablazathoz tartozdé filiggvény alsd és felsd hatérainak felbontisaval helyette-
sitettilk. A szintézis eredményeként kapott formulat realizAld haldzatban az
egyes funkcionAlis elemek egy-egy résztablazattal kompatibilis teljesen meg-
hatarozott Boole-filiggvényt realizalnak.

A hédlézat egyszeriisithets, ha vannak benne aszonos részfiiggvényeket realizéléd
funkcionalis elemek, ugyanis ezek kozil elegendb egyet megtartani, ha ezt
technoléginl korlatozésok nem zarJjék ki.

Mivel az algoritmus egyes lépéseiben a részfiiggvén&ek, mint ®P-Boole-fiigg-
vények, alsé és feled hatarukkal adottak, ezért a ktizii;s részfiiggvények meg-
talalasara nagyobb lehetiéség nyilik, ha nem a szintézis eljéras végén kapott
teljesen meghatarozott fiiggvények kozdtt keressiik azokat, hanem a szintézis
eljarés kozben. Ezért az eljaris sorén a részfiiggvényekként kapott P-Boole-
fiiggvényeket megvizsgaljuk abbdél a szempontbél, hogy van-e olyan tel jesen
meghatarozott vagy P -Boole~fiiggvény, amelyik kompatibilis két- vagy tobb
részfiiggvénnyely ha igen, akkor azokat a részfiiggvényeket helyettesitjik az
igy megtaldlt fliggvénnyel. A szintézis kivetkezd lépésében az eredeti rész—
fliggvények helyett ezt a helyettesitd fiiggvényt dolgozzuk fel. A k6zds rész-—
fliggvények megkeresénét az egyes részfiiggvények hatidrainak Osszehasonlité-—
sAval oldjuk meg /ezért hivjuk a mébdezert hatarok Osszehasonlitésa médpzeré-
nek/. Hogy a hatdrok Osszehasonllitédsaval valéban megtaldlhaték a kozés rész—
fliggvények, az eldébb megvizegdlt f=x @y fliggvény példajén szemléltet jiik,.

f=X @ Y=y V X

2=£,2,

£y vy Vv yEvy)

=Xy VgV y(x vy)

Ty=f58,

£4=xY X(§ vY)
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£,=x V y(x Vv y)
f2=f5f6

£o=33 y(EV7)
feiﬁb\/ X(}:\/y)

t4 ill. £, kompatibilis x ill. y-nal, tehat tovabbi szintézisre nincs szik-
86g. f3 i1ls f5 kompatibilis y 111. X-tal, tehé4t a szintézisikk nem fejezd-
dott be. :L’3 111 f5 als6 hatara xy ill. Xy, felsd hatéruk azonos XV y. A
felsd hatar realizilhatdé egyetlen NAND funkcionAlis elemmel, ezért

£5=1 5=NAND(X,¥).

1gy f=NAND(f1,f2)=NAND(NAND(f5,f4), NAND(rs,fg;)=NAND ( NAND (varn(x,¥), x),
NAND(NAND (x,7) s ¥)), amely a 26. abran 1év$ halézattal realizélhaté.

Az alibbiakbsn a I1I.3. és a IIl.4.-ben leirt algoritmusok tovébbfejlesz-
tett valtozatait ismertetjik, amelyek a részfiiggvények hatarainak Osszeha—

sonlitasaval keresik a kozds részfiggvényeket.

Az algoritmusokban Altaldban ugyanazokat a jeldléseket hasznaljuk, mint a
megfeleld I1I1.3. vegy III.4. pontban leirt algoritmusokban; az eltérések a
kovetlzezik. Hi(t,t,k) ~ban i azt mutatja, hogy H-bél Hi-t i db valtakozd
irdnyu felbontassal kaptuk, t azt, hogy a Hi-nek megfeleld ‘P-Boole-—fiigg-
vény szintézise megtortént-e mar, k pedig azt, hogy Hy hanyszor szerepel
k6z6s Ciiggvényként. w(l) jeloli av, w(2) azA, w a NAND funkcionilis elem
kimenetének terhelhetdséget.

Algoritmus j/\.v;’(bézisbeli szintézisre a hatArok

osszehasonlitisdnak médszerével

1. 1 «=1; <2,

2. Minden Hi(?.,o,k) felbontasa 2 < K< m 3-( részre 3-I altal meghataro-
zott iranyban; i e=i+ljle=3-0; t &=0; v «=0.

3¢ V&V+1l; Ha Hi kompatibilis egyetlen valtozodvael, akkor Hi szintézise
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befejez(dott és a 10. lépés kovetkezik.
4, Ha van Hi(t,g,s)-el kompatibilis Hy (E,t,k), 1< j <1, akkor a 8, lé-
pés kovetkezik.
5. Ha nincs H; (¢,0,8)-hez H,(,0,k), 1€ § < 1, hogy £y € £, ¢s
?T > ?T , vagy £T12 £p és ?Tié ?'.l‘ akkor a 13. lépés kovetkezik.
6. Ha ks > w(l)akkor a 10. 1épés kovetkezik.
7. A kompatidbilis H, megtartasa; k &=k+s; a 10. lépés kovetkezik.
8. Ha kes ) w(l), akkor Hy ¢=H; (L,t,k) és a 10, 1lépés kévetkezik.
9. Hy azonos Hy (L,t,kw)-el.
10. Ha v < K, akkor a 3. lépés kovetkezik.
11, Ha van még felbontandé Hy (Q,O,k), akkor a 2. lépés kovetkezik.
12. Az eljaras befe jezddik. '
13, Ha az i-hez van olyan J, 1 < J £ 1 , hogy Hi([,o,,s) és HJ(C,O,k)-ba.ﬁ
?Ti = ?T.‘l vagy /{Ti = /{T'—j és ks < w(!,), akkor Hizﬂdnfmi,ﬂ_,: vagy
£ I,

o e !
14, 10, lépés kovetkezik.

A{NAND}bézisbeli szintézis sajatossigaibdél kiévetkezik, hogy a ko6zbs rész-
fliggvények keresésénél csak az azonos iranyu felbontésokhoz tartozé Hy-ket
kell vizsgilni. Egyébként a {NAND} bazisbell algoritmus lényegében nem tér

el az el6z6tdél.

Algoritmus {NAND} bézisbeli szintézisre a hatarok

o0sszehasonlitasanak médszerével

1ls. & @i; 1@2.

2. Minden Hy (&,O,k) felbontésa 2 { K& m(}—(_)részre 3=0 Altal meghatarozott
irényban; i &=i+l; l&3-0; t «=0; v &=0.

3; v &Vv+l; ha H:I. kompatibilis egyetlen valtozéval, akkor Hy szintézise be-
fejezodott és a 10, lépés kovetkezik.

4, Ha van Ei ((,0,5)-91 kompatibilis HJ (Q,t,k), 1 <J<&i, ahol b azonos,
akkor a 8., lépés kovetkezik.
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6.
7e
8.
9.
10.
1l.
12,
13,

14,

Ea nin:.:s H;( ¢,0,8)-hez Hj(ﬂf,k) ,/\1 £ J €4, hogy ’:FT:I.< fTa és

fT:I.> fp o Vagy ’{Ti> ’%D;j és fTi‘ de, valamint Lazonos, akkor a 13,
lépés kovetkezik.

Ha k+s > w, akkor a 1l0. lépés kovetkezik.

A kompatibilis Hn megtartidsa; k <«k+s; a 10, lépés kovetkezik.

Ha k+s > w, akkor Hy &= Hjy Cc,t,k) és a 10. lépés kovetkezik.

H, azonos Hd((,t,kq-s)-al. '

Ha v €< K, akkor a 3. lépés kidvetkezik.

Ha van még felbontandé Hy (£,0,k), akkor a 2. 1lépés kiovetkezik.

Az eljérés befejezddik.

Ha van olyan H, ({,0,8) és Hy (L,0,k),1 < 5 ¢ i,azonos L-lel, hogy
?Tié}fﬂ y Vagy ’{Ti::’{m és k+s<{ w, akkor Hiaﬂ;l:fmi,’f\;i vagy ET:\.' /:E{,;.
A 10. lépés kovetkezik, -

E két utébbi algoritmus alkalmas 4ltalénos Boole-fiiggvények szintézisére is.

Ezen algoritmusok azonban &ltalédnos Boole-fliggvények esetén mindig keresik

a kozds részfiiggvényeket fiiggetleniil attél, hogy egyes komponens fliggvények
ezt a keresést feleslegessé teszik. Ezért ezen algoritmusok &ltalénos Boole-
fiiggvényekre valé alkalmazésa nem gazdaségos; az algoritmusok ilyen irényu
tokéletesitése és tetszb8leges bAzisbell szintézist megvaldsitd algoritmusok
kidolgozisa a kovetkezd évek feladatat képezik.
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Roviditések

l. KDNF - kitiintetett diszjunktiv normalforma /6. definiciéd/

2. DNF - diszjunktiv normélforma /7. definiciéd/

3, RDNF - redukalt diszjunktiv nomélforme /12. definicié/

4, IDNF = irredundéns diszjunktiv normélforma /13. definicid/
5. MDNF - minin&lis diszjunktiv normilforma /l4. definicié/

6e KNF -~ konjunktiv normalforma

7. KENF - kitintetett konjunktiv normélforma

8. P -Boole-fiiggvény — nem teljesen meghatiarozott Boole-fiiggvény

124



L

m¢=I'min
Q& 0
K ill., K és L lires

h 2

Az Osszes r rangu, a K-ban szerepld intervallumok Al-
tal el nem nyelt :f.ntervallum képzése

Ezen r rangu intervallumok kozil £ ill. £, implikénsait
beirjuk a K listaba, f.ill. f, implikénsait beirjuk a
L listaba

altal repre-
zent4lt konjunk-
cidk diszjunkecidja
ekvivalens a fligg-

q kiszémitésa

tca> ot a)eset vége
"
sy I-hez hozz&irjuk f ill., £, r-nsl
5 Lol alacsonyabb rangu implikénsainak

megfeleld intervallumokat, ha azok
nem nyelddnek el IL-~ben

Kipréb4las médszere l. fazis (64. o.)
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L

T¢Tnin

)

M az r rangu intervallu-
mok listaja

B 7
ke¢M elemel széma

A M lista r rangu elemeibdl
az Osszes lehetséges mddon
képezzik a kilonbozd eggyel

k.r)(3 ¥ —

t

alacsonyabb rangu interval-
Quine algoritmus 2. 16pésé—| |, oret, Megtartjuk kozilik
nek végrehajtisa a M lista £ implikénseit. Alkalmazzuk
T rengu elemeire az r és r-1 rangu interval-

126

lumokra az elnyelési sza-

F 3

balyt.
van r-l rangu~ '
intervallum
b
vége Elkészit jik az r-1 rangu
intervallumok M listajat
r= b o |
< T r=1

3

Kiprébalas médszere 2, fazis (6€. o.)



l

K a fiiggvény DNF-jéban szerepld
intervallumok listéja

k & K elemei széama
iel

oL

1‘
len
J & i+l

<

< ."’/Cﬁ. 1

)

[s@x )

>4

ax v ax=a

alkalmazhaté

K(l)e () v E(3)

K(j )¢ K(k)
k & k=1 A

acX vV ax=ac Vv ax
alkalmazhatd

C¢c+1 >

vége I

Révidités médszere — 1, fazis (8. o.)
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!

K - a figgvény ERDNF-jiban szerep-
16 intervallumok listaja

k& K elemei szama
ke 1l

|

lel

abx VacX =
& 86X Vabxwv abc
alkalmaz=

K(ﬂ)‘ abe v K(m) /

k & k+l
K(k) & abe :

R6vidités mbédszere - 2, fazis (69.0.)

128



ky &0

nv &1

NI(1) &0

Nl(i) ¢i /i=1,2,-..,8/

i
1

V& vl i NI(m) és N1(v)-bdl képezziik
a ky-ad oszt. C kombinicidt

nwW &nw+l

NIl(nw) &C

LS

NI(8)&NI1(C)
nv & nw

8 & nw

n elem v-ed osztilyu kombinécidinak képzése (84.0.)
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A pontok s novekvd sorrend-
Jje szerinti rendezése;

i<«0

Y

Pi—re Ki szerint illeszke-
aé py konjunkcié felirésa

2

¢

Py pontjainak indexezése
a kritériumnak eleget te-
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