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1. Bevezetés

1.1. Szimmetria. A Magyar Tudomany 1999. mérciusi szdma a szimmetrié-
rol kozolt tiz cikket. Nekem kiilondsen a miivészeti cikkek ragadtak meg az
érdekl6désemet. Algebraban azt tanuljuk, hogy aszimmetria szép, viszont atul
sok szimmetria mar unalmas. Milyen szépen fejezi ki a szimmetria szeretetét
John Keats az Oda egy gordg vazahoz cim( versében! Talan kevésbé ismeretes
Thomas Mann par sora a Varazshegybth ,,...az élet irtdzott atokéletes pontos-
sagtol, haldlt sejtett benne, a haldl titkat - és Hans Castrop érteni vélte, hogy
régi korok pogany templomépit6i miért épitették oszloprendjeiket titkon és
szant szandékkal ugy, hogy kissé eltérjenek a teljes szimmetriatol.”

Az i.4bra hdloja szép, mert szimmetrikus; a 2. dbra haldja tal szimmetrikus,
unalmas.

A matematikdban a szimmetriat az automorfizmus-csoporttal mérjik. Az
1 abran szerepld halonak kételem( az automorfizmus-csoportja (csak egy iga-
zi, nemtrividlis automorfizmusa van). A 2. dbran szerepl6 halénak 120 elem(i
az automorfizmus-csoportja! Az L halé automorfizmus-csoportjat Aut L-lel
jeléljuk. Konnyen lathat6, hogy Aut L csoport, méghozza valdban tetszéleges
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csoport lehet: G. Birkhoff [4] bebizonyi-
totta, hogy minden G csoport reprezentél-
hat6 Aut L formaban.

1.2. Zsugoritdsok. Az Aut L konstruk-
cié megadja az L hal6 egyik kiséréstruktdra-
jat. Most bevezetjiik a masodik legfonto-
sabb Kkisér6 strukturat.

Az A algebra egy 0 particidja kongruencia-
relacio, ha ao particio blokkjain az algebra-
operaciok természetesen definialhatdk; igy
kapjuk aAJ® algebrat, azA algebra ,,zsugori-
tott” valtozatat. A kongruenciarelaciok ter-
mészetesen rendez6dnek, egy halot alkot-
nak, amit Con A-val jel6liink; az A algebra
zsugoritasainak haldja, amit hivatalosan ugy
hivunk, hogy kongruenciahlo. Az univerzalis
algebranak egyik legjobban ismert eredmé-
nye a Con A jellemzése mint egy algebrai
halé (G. Gratzer és E. T. Schmidt [9]).

A hél6elmélet egyik leghiresebb megol-
datlan problémaja a halok kongruencia-
héaldinak jellemzése. ([7]-ben errél sokat
olvashatnak.)

1.3. Flggetlenségi probléméak. A
haldelméletkdnyvemnek az els6 kiadasaban
[6] felvetettem azt a problémat, hogy egy
hald szimmetridi és zsugoritasai fliggetle-
nek-e egyastol? A 11.18. probléma igy hangzik:

Let Lbea nontrivial lattice and let G be agroup. Does there exist a lattice K such that
K and L have isomorphic congruence lattices and the automorphism group of K is
isomorphic to G?

Majd ezt kdvette Il. 19. probléma:

If L isfinite, can K chosen to befinite?

A Kicsit furcsa megfogalmazés persze annak a kdvetkezménye, hogy akkori-
ban nem volt ismert a halok kongruencia-haldinak jellemzése. 25 év alatt a
helyzet nem valtozott.

Ebben az el6adasban beszamolok arrél, hogy a fliggetlenségi problémat, egy
nagyon er6s forméban, Fred Wehrung francia matematikussal siker{lt megol-
danom.

2

i. dbra



Héldelméleti fiiggetlenségi tételek

2. A Vveéges eset

All. 19. probléma sokkal kénnyebb, mint az altalanos eset, mivel avéges haldk
esetében mind a haldék automorfizmus-csoportja, mind a halék kongruen-
cia-haloja egyszerlen jellemezhetd.

G. Birkhoff bizonyitasa véges G csoportra véges L halot ad meg, amelyre
Aut L izomorf G-vel.

A véges haldk kongruencia-halojat R. P. Dilworthjellemezte (az elsd bizo-
nyitas a G. Gratzer és E. T. Schmidt [9]-cikkben jelent meg): Egy véges hald
kongruencia-halodja jellemezhet§ mint egy véges disztributiv halé.

Ezen két tétel alapjan a Il. 19. probléma éatirhaté a kovetkez6 formara:

Legyen G egy véges csoport, és legyen D egy nemtrivialis véges disztributiv halo. Léte-
zik-e egy véges halo, aminek az automorfizmus-csoportja izomorfG-vel, és akongruen-
cia-hélgja izomorf D-vel?

Az 1970-es évek végen V. A. Baranskii [2], [3] és A. Urquhart [17] bebizo-
nyitottadk, hogy ilyen halé mindig létezik. Mindketten aD egy specialis repre-
zentacidjabol indultak ki, és ezt kiterjesztették Ugy, hogy a kongruencidk meg-
maradjanak, és az automorfizmusok G-vel izomorf csoportot alkossanak.

Vajon mit tudunk a végtelen esetben csinalni? Koérilbelll 15 évvel kés6bb
G. Gratzer és E. T. Schmidt [10] mutattak ra egy G Utra. Két definicidval
kezdjuk ennek a leirasat.

1. AK hal6 egy kongrugencia-meg6rz6kiterjesztése az L haldnak, ha L egy rész-
haloja K-nak, és L minden kongruencidjanak pontosan egy kiterjesztése van
K-ra.

Persze ebben az esetben Con K =Con L.(= az izomorfia jele.)

2. A K hal6é egy automorfizmus-meg6rz6 kiterjesztése az L halénak, ha L egy
részhaldja K-nak és

(i) L minden automorfizmusénak pontosan egy kiterjesztése van K-ra.

(i) L zart a K automorfizmusaira nézve.

Persze ebben az esetben AutK = AutL.

A kovetkez6 tételt bizonyitottuk (G. Gratzer és E. T. Schmidt [10]):

Véges halok erds fliggetlenségi tétele. Tegyiikfel, hogy L ¢ és L Adiszjunkt
nemtrivialis halok. Akkor van egy véges halo K, amire a kovetkez&'kétfeltétel teljesl:

(i) K kongruencia-meg6rz&' kiterjesztése Lc-nek.

(if) K automorfizmus-meg6rz0 kiterjesztése LA-nak.

Tehdt ConK =ConLc és AutK = AutL”,, vagyis K reprezentalja mind
az Lc kongruencia-halojat, mind az LA automorfizmus-csoportjat.
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Ebben a dolgozatban harom probléméat emlitettiink meg:

1. Let Lc and LAbe disjoint lattices with more than one element. Does there exist a
lattice K that is a congruence-preserving extension ofL ¢ and an automorphism-preserving
extension of LA?

2. Let Lc and LA be lattices with zero and with more than one element satisfying
Lc N La= {0} Does there exist a lattice K that is a congruence-preserving
{0}-extension of Lc and an automorphism-preserving {0}-extension of L A?

3. Is it true that every lattice with more than one element has a proper congruence-
preserving extension?

Az 1. probléma magaban tartalmazza a Il. 18. problémat, a 3. probléma
illusztralta, milyen keveset tudtunk errél a témardl. Hogy tudnank kongruen-
cia-megd6rzd kiterjesztést konstrualni megadott automorfizmus-csoporttal, ha
nem tudunk semmiféle nemtrividlis kongruencia-megdrz6 Kkiterjesztést
talalni?

3. A harmadik probléma megoldésa

Eztaproblémat 1997-ben oldottuk meg (G. Gratzer és F. Wehrung [11]). Egy
1962-es konstrukciébol (E. T. Schmidt [15]) indultunk Ki.

Legyen D egy null- és egységelemes disztributiv hald, és legyen
Ms = (0, a, b, ¢, i} az 6telemes modularis nemdisztributiv hald. Azt mondjuk,
hogy (X, y,z) s D3 kiegyensulyozott, ha

XAy -yaz =7Zax.

Legyen M3[D] a D kiegyensulyozott elemharmasainak részben rendezett
halmaza.
Tétel. M3[D] egy (moduléris) hdl6. M3[D] egy kongruencia-megérz&'kiterjesztése a
D ={(x,0,0)|x e D}
Az, dbraillusztralja ezt akonstrukcidt abban az esetben, haD aharomelemd
lanc. Nem disztributiv D-re ez a konstrukcidé altaldban nem ad halét (G.
Gréatzer és F. Wehrung [12]).

Legyen L egy tetsz6leges hald; azt mondjuk, hogy (x,y,z)elLs egy

Boole-féle elemharmas, ha
X=(XVYy)a (Xvz),

y ={y vx)A(y vz),
z=(zvX)a(zvy).

Jeldlje M3(L) C LsaBoole-féle elemharmasok részben rendezett halmazat.
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Tétel. Ha L egy nemtrividlis halo, akkor
M3L) kongruencia-megdrz6 Kkiterjesztése az
L = {(x,x,x)\xe L} részhalonak. (G. Gratzer
és F. Wehrung [JI].)
Ez persze a Schmidt-tétel altalanosita-
sa, mert ha L disztributiv, akkor
Ms (L) =M3s[D]. (Ha L-nek van null-
eleme, akkor L = {(x,0,0)jx e L} isvélaszt-
haté részhalénak.)
Ez atétel megoldja a 3. problémat. Hasz-
nalhaté-e az eredmény a flggetlenségi
probléma megoldasara? Erre a kérdésre a
véalasz pozitiv. Schmidt M3[D] konstruk-
cija egy specidlis esete a tenzorszorzat fogal-
méanak, amitJ. Anderson és N. Kimura [1], G. A. Fraser [5], és Z. Shmuely
[16] vezettek be.
Legyenek/! és B nullelemes haldk. AzA ésB halok A® B tenzorszorzata az a
szabad {v,0}-félhald, amit a {A —{0}x (B —{(}) halmaz generél a
(a,b0)v(a,bl) =(a,bOvb,),

(a0,b)v(a,,b) =(a0Ova,,b)

relaciokkal. A kovetkez6 tétel a G. Gratzer, H. Lakser és R. W. Quackenbush
[s] dolgozatban publikaltuk:
Tétel. Legyenek A ésB véges halok. Ekkor A® Bis egy veges halo, és a kdvetkez§
izomoifizmus teljesesul:
Con A® ConfR =Con (A® B).

Schmidt eredménye azA = M3 ésB = D disztributiv specialis eset. A vég-
telen esetben persze A® B nem mindig hal6. Az a dontd kérdés, hogy tud-
juk-e altalanositani atenzorszorzatot gy, ahogy az M s (L) konstrukcio altala-
nositotta az Ms[D] konstrukcidt.

4. Dobozszorzat

Legyenek A és B tetsz6leges haldk, és (a,b)e AxB. Definialjuk AxB egy
részhalmazat, amit a 4. abra illusztral:

aOb={(x,y)e Ax B\x <avagyy <b}.

Jeloljik A O B-vel az A és B dobozszorzatat, amit az 6sszes véges halmaz-
elméleti metszetként definialunk:
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H =n(aiDbi|i<n),

ahol n egy pozitiv egész szam, és (aid bj) e AxB
minden i<n-re.
Tétel. Legyenek A é& B tetsz6leges halok. Akkor
AUB mindig hél6t alkot. (G. Grétzer és F.
Wehrung [13].)
4 jya A dobozsorozat-konstrukcid eleget tesz annak
afeltételnek, hogy az eredmény mindig halo. Egy-
szeri példdk mutatjdk, hogy Con(A O B) tul nagy a Con A $Con B-hoz
viszonyitva. Ezért le kell csokkenteni azA O B-t. Ehhez néhany tovabbi jeld-
Iésre van szikséglnk:
I(o L}, ha L-nek van nulleleme;

Yot o0, ha L-nek nincsen nulleleme.

Tovabba
-LAB=("x1Bu(laxB).

(@ b)e Ax B-re definidljuk az AxB egy részhalmazat:
aE b={(x,y)e AxB |x<avagy y<b}u # 4B.

Azt mondjuk, hogy azA D B dobozszorzat H eleme korlatozott, ha benne
van egy a El b-ben ((a b) e Ax B). Definialjuk az A és B hal6-tenzorszorzatat
mint az A O B korlatozott elemeinek idealjat (az Ures halmaz is ideal). Ha L
egy hald, akkor ConcL jel6li aCon L kompakt elemeinek a{v, 0}-félhalojat.

A kovetkez6 eredmény altalanositja a Gratzer-Lakser-Quackenbush-tételt
tetsz6leges haldkra.

Tétel. Legyenek A ésB tetszOleges halok. Ha A El B nem (res (példaul ha mind
A-nak, mind B-nek van nulleleme, vagy ha A-nak vagy B-nek van null- és egységele-
me), akkor a kdvetkezd izomorfizmus teljesil:

Conc(dSB)HConcA®ConcB.

(G. Gratzer és F. Wehrung [13])
Ez atétel adja meg a legfontosabb alkotéelemet
fliggetlenségi tételek bizonyitdsdhoz. Ha A egy
null- és egyégelemes egyszer(i hald, akkord if i
egy kongruencia-meg6rz6 kiterjesztése B-nek. Ez
akonstrukcid akongruencia-megdrz6 kiterjeszté-
5. dbra sek nagyon nagy osztlyat irja le.
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5. Automorfizmusok

Természetesen nekiink nem elég kongruencia-meg6rzd Kkiterjesztéseket
konstrudlni. Szikségink van automorfizmus-meg6rzd Kiterjesztésekre is.
A kovetkezd tétel (G. Gratzer és F. Wehrung [13]) nagyon hasznos.

Tétel. Tegyiikfel, hogyaz S ésL haldk eleget tesznek a kdvetkezEkétfeltételnek:

(i) S atomisztikus, és van null- és egységeleme.

(ii) L nemtrivialis, merev (automofizmus-mentes), ésfeszités-felbonthatatlan.

Ekkor van egy automofizmus-meg0rzé beagyazas S-bdl S S L-be, amely megérzi a
nullat, ha L-nek van nulleleme, és igy

AUut(SEIL) = AutS.

A feszités-felbonthatatlansag fogalmat most nem definialjuk, Kicsit techni-

kailag bonyolult, és nem tal érdekes.

6. Fuggetlenségi tételek

Az el6z8 két paragrafus eredményeit felhasznélva be tudjuk bizonyitani a két
fliggetlenségi tételt.
Erés fliggetlenségi tétel nullelemes halokra. Legyenek LAéL ¢ tetsz6leges

nullelemes haldk, éstegyukfel, hogy L ¢ nemtrivialis. Akkor van egy K hal6, amelyik

(i) {0}-megbrz6 kiterjesztése mind mind Lc-nek;

(if) automofizmus-megé6rz6 kiterjesztése L A-nak;

(iii) kongruencia-megdrz6 kiterjesztése Lc-nek;
tovabba L ¢ idedlja K-nak. Ha mind mind L ¢ megszamlalhat6, akkor K is meg-
konstrualhatd mint egy megszamlalhaté halo.

Erés fuggetlenségi tétel halokra. Legyenek LA és Lc tetsz6leges halok, és

tegylk fel, hogy Lc nemtrividlis. Akkor van egy K halé, amelyik

(i) automofizmus-meg6rzd kiterjesztése L Anak;

(i) kongruencia-meg6rzé kiterjesztése Lc-nek.

Ha mind LA mind L ¢ megszamlalhato, akkor K is megkonstrualhaté mint egy meg-
sz&mlélhatd halo.

A bizonyitdshoz még sok mas is kell, de remélem, az olvasé kapott valami
elképzelést a sziikséges maddszerekrdl.

Erdekes megjegyezni, hogy akét tétel koziil a masodik sokkal nehezebb, holott
az elsd tlnik tartalmasabbnak Ennek az az oka, hogy a halé-tenzorszorzatrél sok-
kal tdbbet tudunk abban az esetben, ha mindkét halonak van nulleleme.

Egy egyszerd probléma illusztrdlja, hogy valtozatlanul milyen keveset
tudunk e témarol: Tegyikfel valamelyik fuggetlenségi tételben, hogy \La|< m és
\LC|< m, ahol m egy nem megszamlalhaté végtelen szamossag. Lehetséges-e egy olyan
K halét konstrualni, ami kielégiti a tételt, é amire [fJ < m?
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