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tartészerkezetek mechanikaja erételjesen megvaltozott az elmult har-
A mincdt évben, vagyis azota, hogy egyetemi tanulmanyaim soran el6szor
talalkoztam e témaval. Ugy latom, hogy a valtozas egyik f6 oka, elésegitGje a
szamitogépek megjelenése és hasznalatuk elterjedése ezen a terileten is.
Akkor polgari célra hazankban még szinte sehol sem hasznaltak elektroni-
kus szamitdgépet, ma pedig elképzelhetetlen nélkilik a tartészerkezetek sza-
mitasa. A mechanikanak egy Uj aga alakult ki: a numerikus mechanika. Az
ezzel foglalkozd kutatok, oktatok nemzeti tarsasdgokba szervezddtek. Ezek
kozill az egyik legelsé, a Polish Association for Computational Mechanics mar
1973-ban megalakult, s idén mar a 14. konferencigjat tartja. E nemzeti konfe-
rencidnak nevezett rendezvény val6jaban mar hosszu ideje nemzetkézi. Az
1997-ben tartott 13. konferencian kilénb6z8 orszagokbol tobb mint kétsza-
zan vettek részt, és szaznyolcvan el6adas hangzott el. A nemzeti tarsasagok
nemzetkdzi szervezetet is alkottak: az International Associationfor Computational
Mechanics kézpontja Barcelonaban van. Az egész vilagra kiterjedé nemzetkdzi
szervezet létrejotte utan alakultak szlikebb teriileteket 6sszefogd, regiondlis
nemzetkdzi szervez&dések is. A magyar csoportot is magaba foglalé Central
European Associationfor Computational Mechanics (CEACM) Ausztria, Csehor-
szadg, Horvatorszag, Lengyelorszdg, Magyarorszag, Szlovakia és Szlovénia
részvételével alakult meg az 1990-es évek elején. Sok folydirat szakosodott a
numerikus mechanika témakorére, példaul a CEACM is inditott sajat foly6-
iratot Computer Assisted Mechanics and Engineering Sciences cimmel. Tébbek
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kozott e tarsasag erkdlcsi tamogatasaval Miskolcon is rendeztek nagy siker(
nemzetkdzi konferenciat Numerical Methods and Computational Mechanics cim-
mel 1996-ban és 1998-ban.

A tartoszerkezetek szamitasaban bekdvetkez6 valtozas bemutatasanal atéma
szertedgazo volta miatt nem térekedhetek teljességre, ezért altaldban csak a hazai
tapasztalatok koréb6l, sét azon beliil is féleg a Budapesti M(iszaki Egyetem Epi-
tdmérnoki Kararél, a Mechanika Tanszék és az MTA-BME Tart6szerkezetek
Numerikus Mechanikaja Kutatocsoport munkaibdl hozok fel példakat. E két
szervezeti egység elvalaszthatatlan egymastol, a szobakban egyditt tilnek az okta-
tok és kutatok. En a kutatocsoport elédjében dolgoztam 24 évet, azota a tanszék
oktatdja vagyok, de harom évig a kutatocsoport egyik felének, most az egyesitett
csoportnak avezetését is ellatom. A tanszéket mar két éve —€ppen ajelzett valto-
zadsokat is mutatva - Tartdszerkezetek Mechanikdja Tanszéknek nevezik.

Helyzetkép az 1960-as evek kozepérdl

Hallgaté koromban a merev testek statikaja tantargyban gyorsan megtanultuk
az egyensulyi egyenletek felirdsanak szabalyait, majd a félév tovabbi részében
azt tanultuk, hogy akiilénb6z6 tipusl tartészerkezeteknél milyen sorrendben
milyen egyenleteket célszerli felirni ahhoz, hogy az ismeretleneket
egyismeretlenes (legfeljebb kétismeretlenes) egyenletek sorozatabdl hataroz-
hassuk meg. (Megjegyzem, hogy - szerintem helyesen - most is igy tanitjuk a
statikat. Ezzel megismerhetik a hallgatok a tartok legfontosabb fajtait, kialakul-
hat a statikai érzékiilk, megtanulhatnak meghizhatéan szamolni.)

Az oktatds harmadik évében a tartok statikaja targyban a statikailag hataro-
zatlan szerkezetekkel is foglalkoztunk. Az er6modszernél csak a statikailag
egyszeresen, kétszeresen és haromszorosan hatarozatlan szerkezeteket vizsgal-
tuk, s6t a haromszorosan hatarozatlan esetben egy specialis mddszert, az un.
CT-ponti modszert tanultuk, melynél ahdrom ismeretlen harom egyismeretle-
nes egyenletb6l szdmithatd. EImozduldasmaédszerrel mar nagyobb ismeretlen-
szammal is foglalkoztunk, de akkor elhanyagoltuk anormalerd hatéasat, és egy a
mérndki megfontolasok alapjan javasolt, szellemes iteracids eljarast, az un.
Cross-modszert tanultuk.

A kilencedik félévben ugyan megmutattak, hogy atartéracsok statikai elem-
zéséhez milyen pontos dsszefliggések irhatok fel, de megoldasukra inkabb
vagy a kereszttartok hatasanak egyenletes elkenését, vagy éppen ellenkezéleg,
egyetlen helyettesit6 kereszttartdé alkalmazasat javasoltak.

Elektronikus szamitogépekrdl csak a tizedik félévben hallottunk egy éssze-
sen hatdéras népszer(isit6 el6adast.
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Meg kell jegyezni, hogy a M(iszaki Egyetemen EgervaryJend és munkatar-
sai marjoval kordbban megkezdték a felkésziilést a szamitégépek hasznalatara
a statikai feladatok matrixos formaban valé6 megfogalmazasaval [1,2], melye-
ket specidlis esetekben elektronikus szamitégépek nélkil is meg lehetett olda-
ni. Szdmologépeket természetesen mar korabban is hasznaltak, a kézzel teke-
rend6 Brunsvigat, majd az elektromos meghajtdsi Mercedest.

Linedris egyenletrendszerek

Kdzvetlenil avégzés utan a Mechanika Tanszékre keriiltem, ahol Szab6Janos
vezetésével a tanszék mar hasznalta a kutatomunkaban a szamitégépet, az
Egyetemi Szdmold Kdézpontban lév6 URAL-2 tipust szamitdégépet, melyet
gépi kodban kellett programozni. A gép megbizhatésagara jellemzd, hogy a
tapasztalatokrol beszamolo cikk [3] szerint ,,az elvégzendd miiveletek szama-
nak novekedésével ndvekszik a gép altal elkdvetett véletlen jelleg(i hibak sza-
ma”.Ez volt a csoves gépek kora. A feladatokat tébbszor lefuttattak, és az ered-
ményeket akkor lehetett elfogadni, ha kétszer ugyanazt kaptdk. Tiz percnél
hosszabb futasi id6 esetén az eredményeket tizpercenként méagnesszalagra ki
kellett menteni, hogy hibajelzés esetén alegutdbbi mentéstél lehessen folytat-
ni a szamitast. (Ezt a modszert kdvetik a mostani szovegszerkeszt6k is!)
Az évek soran aztan egyre kozelebb keriiltek a szamitégépek oktatdinkhoz,
kutatdinkhoz. Ennek a folyamatnak a f6bb allomasai a kdvetkezdk:

- a SZTAKI-ban egy Minszk-22 gép,

- a BME-n egy Razdan-3 gép,

- a karon egy ODRA-1204 gép,

- két tanszéknek egy kozds PDP 11/34 gép,

- a tanszéken egy M 08X gép,

- a kutatéknak a kilénb6z6 PC-k, munkaéallomésok,

- specialis feladatokhoz nagy gépekhez vagy parhuzamos processzoru
gépekhez hozzaférés.

Mar az URAL-2 gépen is meg lehetett oldani ,,nagyobb” egyenletrendsze-
reket. EI8sz6r azokkal a tartoszerkezetekkel foglalkoztak, amelyekjol model-
lezhet6ek paros rend( parcidlis differencialegyenletekkel (Laplace, Poisson,
biharmonikus). Megoldasukra a differenciamddszert alkalmaztdk. Hogy mi
szamitott ,,nagy” egyenletrendszernek? A 100 ismeretlen mar elképzelhetetle-
ndl nagy volt, illetve specidlis esetekben, amikor Szab6 Janos algoritmusaval
[4] anormal kontinuans matrix spektralfelbontasat felhasznalva lehetett meg-
oldani a feladatot, mar 600 ismeretlennel is dolgoztak.
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Az eredményeket nagyon gyorsan az iparban is hasznalni lehetett. A Blaha
Lujza téri aluljaro fédémlemezének statikai szamitasanal [5] a peremfeltéte-
lek mar nagyon szabéalytalanok voltak, igy aszingularis terhek modszerét kel-
lett alkalmazni. Ekkor ugyan az egyenletrendszert tébb jobb oldallal is meg
kellett oldani, de ajavasolt gyors modszer hasznéalata lehet6vé valt. Az én elsé
cikkem [6] isa differenciamoddszert hasznalta egy sarok-konzollemez szami-
tasara.

Rudszerkezetek

A tartoszerkezeteknek egy masik, nagyon gyakran alkalmazott tipusa a rad-
szerkezet. Ha egy egyenes tengely(, allandé keresztmetszetd, linearisan rugal-
mas anyagu rudakbol felépitett ridszerkezetnél az els6rendl elmélet kozelité-
seit hasznaljuk, akkor akorabban is ismeretes dsszefliggéseknek matrixos alak-
ban torténd felirasaval egy hipermatrix egyitthatéjd linearis egyenletrendszer-
hez jutunk [7]:
G v N q

oD s t

J —

(Itt v a csomoponti elmozdulasok, g acsomdponti terhek, s araderék, t a
kinematikai terhek vektora; G az egyensulyi, G Tageometriai és F a hajlékony-
sdgi matrix.)

A csomoponti egyensulyi egyenleteket egy kdzds, globalis koordinata-
rendszerben, a rudakra vonatkoz6 kompatibilitasi egyenleteket pedig a rudak
sajat, lokalis koordinata-rendszerében felirva, ridigénybevételeknek célszer(-
en arud végén lévd keresztmetszet igénybevételeit nevezve, a vektor elemei
kozt célszer(i sorrendet betartva az egyiitthatdmatrix szimmetrikus alaku lesz.
A G matrix méreteinek és rangjanak elemzése alapjan a radszerkezet statikai-
lag és kinematikailag osztalyozhato (hatarozott, hatarozatlan, talhatarozott,
illetve egyszerre hatarozatlan és tilhatarozott). Az egyiitthatomatrix alkalmas
particionalasa utan kénnyen levezethet6k az er§- és az elmozdulasmédszer,
tovabba a statikailag hatarozatlan torzstartok madszerének képletei is.

Ez az egyenlet aztan sokféle iranyban altalanosithaté volt.

- A vegyesen kapcsolt ridszerkezetekre, melyeknél arudak nem feltétlenil
kapcsolédnak mereven egymashoz, hanem pl. csuklds kapcsolatok is el6for-
dulnak [8].

- A vékony fall, nyitott szelvény( rudak esetére, melyeknél a keresztmet-
szetek torzulasaval is szamolni kell [9],
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- A képlékeny csuklok helyén az ott 1étrejové relativ elfordulasnak megfele-
16 kinematikai terheket figyelembe véve a keretek rugalmas-képlékeny alla-
potvaltozasanak szamitasara [10] is alkalmas maddszert lehetett kidolgozni.

- S6t, arudszerkezetek kdréb6l is ki lehetett Iépni az elemek altalanositasa-
val, hdromszdg és tetraéder alaku elemek bevezetésével [11]. Ezeknél az Gj ele-
meknél a hajlékonysagi matrix el6allitdsa jelent Gj nehézséget.

Ha az elsérend( elméletet hasznaljuk, akkor mindig felvet6dhet a kérdés:
elfogadhaték-e az ott alkalmazott kozelitések? Nem kell-e az egyensulyi
egyenletekben az elmozdulasok hatasat is figyelembe venni? Ha az elmozdula-
sok nagyok, akkor a kompatibilitasi egyenlet csak infiniteziméalis elmozdula-
sokra érvényes, ezért az egyensulyi egyenleteket is célszer(i differencialegyen-
letként felirni. Abban megjelenik a méar kialakult radder6knek a merevséget
befolyasolo hatasa, az Un. kiegészit6 merevségi matrix (D). igy lett a lineéaris
allapotvéltozasi egyenletbdl allapotvaltozési differencialegyenlet, illetve az
ismertnek feltételezett kiindulasi allapot adataival egyitt egy kezdetiérték-fel-
adat [12]:

D(v,s) G(v) dv ‘'dg~

GT(v) F(vs) ds  dt
q=q0 t = tQ v = Vv( s= s,

Ahhoz, hogy ennek felhasznalasaval ki tudjuk szamitani az el&irt teherhez
tartozo allapotjellemz6ket, mar iteracids eljarast kell alkalmazni. Ennek egyik
kulcslépése avéges nagysagu tehervaltozas hatasanak linearis kozelitése utan a
hibavektorok szamitadsa. Ha arudak alakvaltozadsa nem nagy, akkor arudak haj-
lIékonysagi matrixdban csak ariader6k megvaltozott irdnya okoz valtozast [12],
de nagyobb alakvaltozasok esetén rudanként egy-egy kezdetiérték-feladat
numerikus megoldasaval lehet a hibavektorokat szamolni [13].

A nagy elmozduldsok kovetésének egy masik lehetséges mddja a szamitasi
modell megvaltoztatdsa: példaul merev elemek rugdkkal valo 6sszekotése.
Ilyen modellt hasznalva elemeztem kétcsuklés ivtartokat [14]. Ha anemlinea-
ris allapotvaltozast kdvetni tudjuk, akkor természetesen rogtén felvetddik a
kérdés, hogy egyparaméteres terhet tekintve a szerkezet mekkora teherpara-
méter esetén veszti el a stabilitasat. llyen feladatoknal altaldnositott sajatér-
ték-feladatokhoz jutunk:

(A + AB)X = 0,

ahol Aateherparamétert, x a kihajlasi alakotjellemz& elmozduldsvektortjeldli.
E modell alkalmazasaval azonban nem csak olyan terhek esetén lehetett akriti-
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kus teherparamétert meghatarozni, melyek hatasara a kritikus allapotig nem
vagy csak elenyészéen kicsiny elmozdulasok jénnek létre [14].

Ugyanilyen tipust sajatérték-feladatra jutunk, ha nem a merev elemes
modell kritikus terhét keressiik [15], vagy artdszerkezet sajatrezgéseit szamit-
juk (melynél A a merevségi matrix, Aa sajatrezgésszam négyzete, B a tdémeg-
matrix -1-szerese, x arezgésalakotjellemz& vektor). Specialis peremfeltételek
esetén a stabilitasvizsgalat [16] vagy dinamikai feladatndl a csillapitas figyelembe-
vétele [17], esetleg a kdzelitd dinamikai elmozdulasfiiggvények [18] mar masod-
fokd A-matrixokat tartalmazé sajatérték-feladatra vezetnek. Eljarast dolgoztunk ki
[19] magasabb foku A-matrixok sajatérték-feladatdnak megoldasara is:

EA" + AA™ + AA. + .. +ALA+AIX =0,

S6t kimutattuk [20], hogy (n-m)-ed rend(i matrixok sajatérték-feladata is
visszavezethet6 m-ed rend( matrixokat tartalmazé n-ed foku A-matrix sajatér-
ték-feladatara.

A keretszerkezetek szamitasara forditott kutatasok egyik gyakorlati célra
valo felhasznaldasaként megemlitem az acél hit6tornyok vazanak szamitasara
kidolgozott programrendszeriinket. Itt az épitési folyamatot is figyelembe
vev8é modon automatikusan generaltuk a szerkezet haldzatat és a terheket.
A szerkezet elmozdulasait és igénybevételeit az elsé- vagy masodrendl elmélet
alapjan is meg lehetett hatarozni. Szamitottuk a kritikus teherparamétert, a
legkisebb sajatfrekvencidkat és a hozzajuk tartozé rezgésalakokat, majd ezeket
felhasznalva a spektréalanalizissel a féldrengésvizsgalatot is elvégeztik.

A keretszerkezeteknéljoval egyszerlbbnek tlinik aracsos tartokhoz hasonlé
elemekbdl felépiil6 radhalok (kotélhalok) szamitasa. Itt az elemekben valdban
csak normalerék keletkezhetnek, igy az elemek alakvaltozasa sokkal egysze-
riibben szamithatd, de gyakran olyan szerkezeteket hasznalnak, melyek feszi-
tés nélkil statikailag tulhatarozottak lennének, és csak a feszités hatasara valnak
aterhet hordani képes tartova. Egyidejlileg statikailag hatarozatlan és tulhata-
rozott szerkezet csak specidlis helyzetbenjon létre, igy az els6 gond egy kiin-
dulasi helyzet meghatarozasa. Ha az alaprajzaban derékszég( kotélhalot
véalasztjuk segédhalonak, akkor acsomopontok magassagi koordinataja megint
a kordbban mar emlitett specialis alaku linearis egyenletrendszerbdl szamitha-
t6 [21], alaprajzaban nem deréksz6gil merev peremre és/vagy peremkébelekre
feszitett halonal [22] megint a szinguléris terhek mddszerét hasznaltuk. Ha a
kotelek talalkozésanal a kapcsolati eréket csokkenteni kivanjuk, akkor célszer(
fégorblleti vagy a geodetikus vonalakra illeszked6 halét tervezni [23].

A kotélhalé modelljét hosszu ideig hasznaltuk ponyvaszerkezetek tervezé-
séhez [24] is, Gjabban tértink at a membranmodell [25] hasznalatara, mely
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alkalmasabb a ponyvak leszabasi mintdjanak meghatarozasara, azokbodl a
ponyva anizotrop tulajdonsagat is figyelembe véve a tényleges szerelési alak
szdmitésara.

Avegeselem-modszer

Kdzben az 1960-as években megkezdddott a végeselem-maodszer diadalitja.
E modszer mérnoki megfontolasokbol indult ki: osszuk fel a tarcsat vagy
lemezt véges sok egyszer(i haromszdg vagy négyszog alaki elemre, ezeknél
hatdrozzuk meg a sarokponti elmozdulasok és a sarokponti er6k kapcsolatat,
majd a kdzos sarokpontok elmozdulasait egyenlének véve, felirhatok a sarok-
pontok egyensulyi egyenletei [26], Ezt a nagy egyenletrendszert megoldva
megkapjuk a csomépontok elmozdulasait, majd Gjra csak ez egyes elemekkel
kell kilon-kilén foglalkozni.

A kezdeti sikerek utdn megindult az elemgyartas. A kulénféle szerkezeti
tipusokra rengeteg kiilénb6z6 elemet vezettek be. Voltak egy-, két- és harom-
dimenzids elemek, kiilonb6zhetett az elemek alakja, a kitlintetett pontok sza-
ma, a pontokban az elmozdulédsi szabadsagfok, az illesztések pontossaga.
A vizsgalatot végezhették derékszogl, ferdeszdgli, gérbe vonall, hengeres,
gémbi, paraméteres, természetes sth. koordinata-rendszerben. Figyelembe
lehetett venni vagy el lehetett hanyagolni egyes hatasokat, pl. a nyirasi alakval-
tozast. Nagy valtozatossag lehet a feltételezett anyagegyenletekben. Lehetett
integralni analitikusan vagy a kiillénb6z8 numerikus mddszerekkel. Bevezették
a ,,végtelen véges elemeket”. A kezdeti mérndki intuiciot késébb a szigord ma-
tematikai megkdzelités valtotta fel, és ezt tanuljak mar a hallgatdink is [27,28].

A tanszékilnkon is elkésziiltek a gyakori tartészerkezetek (keret, tarcsa,
lemez) statikai szamitasahoz sziikséges programok. Kezdetben a tervezginté-
zetek szdmara a sajat gépeinken szamitottuk aproblémaikat, majd az & gépeik-
re telepitettiik a programokat, késébb specidlis célokra azokat tovabbfejlesztet-
tik. Most méar a kis tervezd kft.-knek is korszer( gépeken futd kitling
programjaik vannak a napi feladatok megoldéasara.

Speciélis problémak megoldasa

Foglalkoztunk specialis problémakkal is. A hidszer(i szerkezeteknél elényds
lehet a véges sdvok mddszere. E mddszernél a kétvaltozos bazisfliggvényeket
két egyvaltozos fliggveny szorzataként vélasztjdk. Csak az egyik irdnyban oszt-
jak atartomanyt véges részekre, a masik irdnyban egy ortogonalis fiiggvénysor
elsé tagjait veszik fel [29], igy a szerkezetre vonatkoz6 egyenletrendszer szét-
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esik tobb, egymastdl fliggetlen, de joval kisebb egyenletrendszerre. Az eredeti
modszert Szilagyi tovabbfejlesztette ferde, ives és tobbtadmaszu hidakra is.

Roller [30] a kozetdsszletek vizsgalatanal figyelembe vette a k§zet hlizasnak
alig ellenallé sajatossagat és elasztoviszkdzus tulajdonsagat. Ezzel a modellel
lehetett a banyairegek hatasara létrejové elmozdulasokat és fesziiltségvaltoza-
sokat szamitani. Jelent§sen megvaltoztatja a szlikséges matematikai eszkdzta-
rat, ha az anyagegyenletekben nem sima fiiggvények szerepelnek [31], Bojtar
[32] alemezelemet tobb réteghdl épitette fel, és igy figyelembe lehetett venni a
vasbeton lemez acélbetéteinek és ahlzott beton tonkremenetelének hatésat is.
A kompozit anyagok szamitasara is leggyakrabban helyettesit6, anizotrop
anyagl modellt hasznéalnak [33]. Hasznos modell az épitmények altalajanak
vizsgalatanal az un. piramismodell, mely speciélis rendben elhelyezked6
rugokbal épil fel, és alkalmas akéar sikbeli, akar térbeli feladatok elemzésére
[34]. A radszerkezeteknél mar bemutatott merev elemekbdl és rugos kapcso-
latokbdl all6 modell jol altalanosithatd panelszerkezetekre [35] is, s6t ez a
modell atényleges szerkezet felépitését is kivaléan tiikrézi, ugyanis a szerkezet
gyenge pontjai altalaban a panelek kozti kapcsolatok, és atonkremeneteli alla-
potban az elemekjé kozelitéssel merevnek tekinthet6k. Ez a modell alkalmas
volt a panelvéazas épiiletek vizsgalatdra gazrobbanas esetén [36], melynél az
esetleges progressziv dsszeomlas folyamatat is be lehetett mutatni a rugal-
mas-képlékeny allapotvaltozds kovetésével.

Erdekes lehetség a diszkrét elemekbdl allo szerkezetnek folytonos model-
lel valo kozelitése. A szabalyos térbeli ridszerkezetek csomdpontjainak vizsga-
latabdl differenciaegyenlet vezethet6 le. Ebb6l hataratmenettel differencial-
egyenletet kapunk [37]. Annak szdmitasara pedig megint alkalmazhaté egy
numerikus maodszer, pl. a végeselem-maédszer. El6fordulhat, hogy az eredeti
ismeretlenszamnal joval kevesebb ismeretlennel is megfelel§ pontossagot
kapunk.

Azonban mas mdédon is ki lehet hasznalni az eredeti szerkezet szabalyos fel-
épitését. A szerkezetet harom radbol allg, un. triéderekbdl épitjuk fel, melyek
mellett maradhatnak redundans rudak is. A triéderekre épitett szamitasi algo-
ritmussal a teher novelése soran kedvezd mdédon, atriéderek esetleges modo-
sitdsdval kovetni lehet az egyes rudak stabilitdsanak elvesztését egészen a globa-
lis stabilitdsvesztésig, amikor a szerkezet mechanizmussa valik [38],

Kilbnleges feladatotjelent a szemcsés anyagok statikai vizsgalata [39, 40],
mert ezek viselkedését er6teljesen befolyasolja amikrostrukturajuk. Ajelenség
jobb megértéséhez egy sok (bar ateljes szemcseszamhoz képest kevés) szem-
csebdl allé részhalmazt valasztanak ki. Eddig féleg kétdimenzids modellt hasz-
naltak, és a szemcséket az egyszer(iség kedvéért kor alakinak tekintették. Az
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adtmérbket a vizsgalanddé kdzeg szemeloszldsanak megfeleléen valasztjak. Mar
komoly gondot jelent egy stabilis kiindulasi szemcseelrendezés felvétele is.
Megkilonboztetik alaza és a kdtdtt szemcsés anyagot. Az el6bbinél az érintke-
z6 szemcseék kozoétt nyomoerd és ennek nagysagatol fligg6 surlddasi er6 1éphet
fel. A kotott anyagoknal bizonyos hatarig hiizéer6 és nyomaték is atadddhat.
A tartomany oldalfalan er6- vagy elmozdulasi terheket mikddtetve szamithato
az allapotvaltozas. Laza szemcsés anyagnal az egyes szemcsék nagy elmozdula-
sokat végezhetnek, a szemcsék elrendez6dése is jelent6sen megvaltozhat.
A numerikus vizsgéalatok eredményeit felhasznéalva lehet definidlni az alakval-
tozasi és a fesziltségi tenzort, és kell§ szdmu szimulacio utan remélhet6leg
javaslatot tenni valamilyen kontinuummodell anyagegyenleteire is. A szem-
cseék kozti er6k megjelenitésérél a fraktaljelleg is kimutathato.

A kotott anyagoknal a terhelés hatasara létrejovd repedésterjedés is kovet-
hetd. Elemezték abeton és abetonacél kdzti kapcsolatot is. Itt a kor alaku ele-
mek kdzott kilonboz6 tipust kapcsolatokat is lehet definialni, igy tébb kor
Osszekapcsolasaval is 1étrehozhatok az adalékanyag szemcséi vagy a betonacél.
Ezeknél sokkal gyengébb kapcsolatvan akot6anyag elemei k6zott, valamint az
adalékanyag, a betonacél és a kot6anyag kozott [41].

A szemcsés anyagok vizsgalatdhoz kapcsolodva emlitek meg bizonyos
diszkrét geometriai problémakat. Ezek az elhelyezési és fedési problémak
ugyan a matematikahoz tartoznak, de megoldasukhoz a rudszerkezetek
merevségének vizsgalatara és az allapotvaltozasukra kidolgozott modszereket
is hasznaltunk. A Tammes-problémandl adott szdmU egyforma kort kell a
gombon optimalisan elrendezni. Az elrendezést szemléltet6 grafegy radszer-
kezetnek tekinthetd, és optimalis elrendezésnél a szerkezetnek vagy egy részé-
nek merevnek kell lennie [42]. A dudlis probléma agdmb adott szdmu, egyfor-
ma kordkkel valo lefedése. Itt a graf sokkal bonyolultabb, de a helyettesit6
radhalé az optimalis elrendezésben sajatfesziiltségi allapotban is lehet [43].
Ha nem kdéroket, hanem gombi 6tszogeket kivanunk a gémbdén elhelyezni,
akkor a sajatfesziiltségi allapotban az elemekre nem k6zds metszéspontd,
hanem szétszdrt erérendszer hat, és igy a feladat sokkal bonyolultabb lesz [44].
Ezek az elhelyezések és fedések a természetben és tobb tudomany targy-
korében is eléfordulnak.

Matematikai programozas

A matematikai programozas a matematikai eszkdztar egy kulénallé, nagy cso-
portja, melynek gyakorlati alkalmazasat ugyancsak a szamitdgépek tették lehe-
tévé. A feladatokat matematikai szempontbdl osztalyozhatjuk a fliggetlen val-
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tozok, a célfliggvények és a feltételek tipusa szerint. A fliggetlen valtozok
lehetnek

- valés folytonos,

- valos diszkrét,

- valdszin(iségi és

- fuzzy

valtozok is. A célfliggvények szama szerint megkilonboztethetjiik az egy és
atobb célfiggvényes feladatokat. Valos valtozok esetén a célfiiggvény lehet

- linearis,

- kvadratikus,

- hiperbolikus,

- egyéb nemlinearis.

A valésziniiségi valtozék esetén a célfiiggvény eloszlasfiiggvény lesz. A fel-
tételek lehetnek egyenl8ségi és egyenl6tlenségi feltételek. A benniik szerepld
kifejezések lehetnek linearisak vagy nemlinearisak.

Matematikai programozasi feladatrajuthatunk atartdszerkezetek optimalis
tervezésére [45], az allapotdnak meghatarozasara vagy annak megvaltozasara
vonatkozo feladatoknal is [46].

Az allapotvizsgalati feladat példaul aképlékeny teherbirasi hatarallapot vizs-
galata, abeallasi hatarallapotvizsgalata, amelyek linearizalt képlékenységi felté-
telek esetén linearis [47], egyébként nemlinearis programozasi feladatra [48,
49] vezetnek. A feltételrendszer nemcsak szilardsagi, hanem elmozdulési vagy
képlékeny alakvaltozasi megkotéseket is tartalmazhat [50]. Két test érintkezési
feladatanal - az érintkezési nyomast, az érintkezési tartomanyt és a merevtest-
szer(i elmozdulasra képes test eltolddasanak mértékét valtozoknak tekintve, a
testek kozotti surlédast elhanyagolva, az alakvaltozasokat kicsinyeknek feltéte-
lezve - kvadratikus programozasi feladatra jutunk [51]. Az anyagmodellben
szereplé paraméterek identifikaciojara is lehet a matematikai programozast
hasznalni [52].

Allapotvaltozas vizsgalatara vonatkozo feladat példaul a rugalmas-képlé-
keny allapotvaltozas, amely elsérend(i elmélet esetén kvadratikus, magasabb
rend( elmélet esetén nemlinedris programozasi feladatra vezet [53].

Ezek a feladatok egy minden adataban ismert szerkezetre vonatkoznak, és a
célfiggvény a maximalandd teherparaméter vagy valamilyen minimalando
energiafliggvény. A feltételi rendszer pedig a képlékeny anyagmodell kovet-
keztében egyenl6tlenségeket is tartalmaz, és avaltozok kozott is lehetnek el6-
jelkorlatosak.

Az optimalis tervezésnél a célfliggvény a szerkezet valamilyen optiméalandd
tulajdonsaga, példaul a szerkezet sulya, térfogata, koltsége, legnagyobb elmoz-
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dulésa. A tervezési valtozok lehetnek példaul adott szerkezeti elrendezés mel-
lett a keresztmetszetek méretei, adott topologiai elrendezés mellett a csomo-
hatarolo fellletének megfelel6 kialakitasaval elérhet, hogy az érintkezési
nyomas maximuma minimalis legyen. A megoldéast linearis programozési fel-
adat szolgaltatta [54]. Fémszerkezetek optimalis tervezésének atfogo elemzé-
sét adja [55], bemutatva a kiilénb6z8 mérndki feltételeket és a megoldasi
maodszereket is. Tobb célfiiggvényes matematikai programozast hasznal [56]
vasbeton keretek esetére. Ekkor nem egyetlen megoldas, hanem egy megol-
déshalmaz adodik.

A sztochasztikus programozasi feladatoknal valésziniségi valtozok lehet-
nek a tartdszerkezet teherjellemz8i [57] vagy az anyagjellemz6i [58],

Jelenlegi iranyok

A numerikus mechanika kdézelmulti konferenciain a fontosabb nagyobb
témék a kovetkezdk.

Avégeselem-maodszer hibaanalizise, az eredmények pontositasa. A pontos-
sag fokozasanak f6bb tipusai:

-Az elemszam novelése, illetve ageometriai finitizalas kedvezébb felvétele.
Egy, eredetileg kdzel egyenletes elemfelosztas esetén a fesziiltségkoncentraci-
Ok kozelében egy elem alakvaltozasi energidja nagysagrendekkel kiilénb6zhet
a tavolabbi elemek alakvaltozasi energidjatol. Az elemfelosztast ennek figye-
lembevételével fokozatosan valtoztatva, nagyon egyenetlen felosztashoz
jutunk, de az ismeretlen szam lényeges valtoztatasa nélkil is sokkal pontosabb
eredmény adodik. Példaul egy tanulmany [59] bemutat egy sikbeli modellt,
melynél a passziv foldnyomas hatasat vizsgaltdk. Az egymast kovetd Gjabb
halézatok mar afesziiltségek abrazolasa nélkil isjol szemléltetik avarhato csu-
szasi lapot. Még bonyolultabb a helyzet, ha aprobléma érintkezési feladattal is
kombinalt. Egy masik kisérletben [60] két majdnem merev elem kozé
benyomtak egy rugalmas testet. A benyomodéas mértékétsl erésen fligg a cél-
szer( elemfelosztés.

- A geometriai finitizadlast meghagyva az egy elemen belill hasznalt
kozelitéfiiggvény fokszamat novelik a szikségletnek megfelelGen.

- Az el6z6 két modszert kombindljak.

A tobbféle szerkezeti elem kodlcsonhatdsat komplexen lehet elemezni, ha
kozos végeselemes modellt alakitanak ki. Példaul [61] egy kétszintes téglabdl
készilt éptiletet kétdimenzids elemekbdl épit fel, az anyag rugalmas, de csak
nyomasnak ellenallé. Az alatta 1év6 puha talajt haromdimenziés elemekbdl

11



Géspar Zsolt

épitették fel. Kimutattdk, hogy egy tiz méter mélységhen létesitendd alagut
farasa milyen karokat okoz az épiletben.

Nemcsak avégeselem-maddszer hasznalhato teljesen altalanos geometriaju
feladatok elemzésére, hanem altalanositottak a differenciamddszert is [62],
melynél szabalytalan elrendezés( ponthalmaz esetén is fel lehet irni a kiillon-
béz6 differenciaoperatorokat. Hasonlo elven miikddik ajapanok kidolgozta
szabad hal6zatd mdédszer [63] is, amely nagyon alkalmas a parhuzamos pro-
cesszorl szamitdégépek altal nyujtott elénydk kihasznalasara. Egy 64 pro-
cesszoros HITACHI SR2201 gépen egy tobb mint egymillié szabadsagfoku
feladatot 20 perc alatt oldottak meg. A parhuzamos processzori gépek megje-
lenése rovidebb futasi idéket tett lehet6vé, de Uj feladatokat is jelentett. Az
eljarasokat ugy kell dtalakitani, hogy aprocesszorokatjol ki lehessen hasznalni.
A végeselem-maddszer esetén avizsgalando terilet kisebb tartomanyokra valé
bontasa csak részben oldja meg a feladatot [64].

A parhuzamos processzoru gépek vagy a tébb gép dsszekapcsolasaval 1étreho-
zottvirtuélis parhuzamos gépek el6nyeijol hasznalhatdk az altalunk kidolgozott
letapogatasos szimplexmaodszer esetén is. Ez a modszer egy n egyenlethdl allo
(tt+ 1) ismeretlenes egyenletrendszer megoldashalmazanak kozelit6 meghata-
rozéséra szolgal [65]. A vizsgaland6 paraméter-tartomanyban szabalyos rend-
szerben ponthaldzatot vesziink fel. Ezekben a pontokban kiszamitjuk az egyen-
letrendszerben szerepl6 fliggvények értékeit. A pontokra szimplexeket
illesztiink, ezekben a fliggvényeket linearisan kozelitjiik. igy kénnyen eldénthe-
t6, hogy keresztiil megy-e aszimplexen valamelyik egyensulyi Gt, avagy sem.

llyen feladatra jutunk példaul, ha a nyomott rid egyensulyi helyzeteinek
meghatarozasahoz a peremérték-feladatot egy olyan kezdetiérték-feladatnak
tekintjik, melynél a rdd végén még bizonyos feltételeket is ki kell elégiteni.
A rad modelljének valaszthato egy merev elemekbdl és rugalmas rugokbdl allé
radlanc is [66], melynél az egyensulyi helyzetek halmaza nagyon meglepd,
bonyolult alakzat lesz. A radlanc térbeli kaotikus viselkedést mutat. Ezzel
magyarazhaté a sok parazita egyensulyi helyzet megjelenése. De a posztkriti-
kus egyensulyi utak kdzott bizonyos rend is Iétrehozhatd, mert azok egy véges
hosszlsagu, de végtelen mélységl, szimbolikus dinamika segitségével cim-
kézhet6k. Ha a cimkéknek csak a paritasat nézzik, akkor egy énhasonld hie-
rarchia szerint rendez6d6tt halmazt kapunk [67], Azt is vizsgaltdk, hogy
milyen kezd6szdgekhez és kitérésekhez nem rendelhet6 egyensulyi
rudlancalak. Ezek az 0sszes lehetséges kezd6szdg és kitérés halmazadban egy
fraktalt alkotnak [68].

A szimplexmddszer masik valtozata az Utkdvet6 eljaras. Ennél egy olyan
szimplexb6l indulunk ki, melyen keresztiilmegy a vizsgalandé egyensulyi ut.
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A kovetkez6 szimplexeket gy kapjuk, hogy az el6bbit tikrézzik arra az olda-
lara, melyre az egyensulyi Gt kilépési pontja illeszkedik. Ezt a modszert alkal-
maztuk rugalmas [69] és rugalmas-képlékeny anyagu keretek [70] egyensulyi
Utjainak szamitasara, és hasznaltuk-specidlis érintkezési feladat esetén is [71].
Az utobbi ketténél jelentésen bonyolitja a szamitast az, hogy 0j képlékeny
csuklok, illetve érintkezési pontok keletkezése vagy korabbiak megszinte
megvaltoztathatja a feladat dimenzidszamat is.

Napjaink egyik gyorsan fejl6d6 tudomanyaga a biomechanika. A véges-
elem-maodszerrel elemezték acombcsontban a fesziltségeloszlast természe-
tes allapotban és a csip&protézis elhelyezése utan. Az elemek geometriai ada-
tait és acsont s(ir(iségének valtozasat CT-felvételek alapjan lehet elkésziteni,
a kiuls6 geometridt pedig tébbirdnyl rontgenkép felhasznélésaval [72].
Hianyz6 fogakat pétolnak gy is, hogy az allkapocsba beiltetnek egy csavart,
majd ehhez er@sitik a pdtlast. A csavar helyes kialakitasat segitette az el§zetes
fesziltséganalizis [73], A szomszédos fogra Ultetett konzolszer(i potlast,
illetve a tartd fog maradvanyat és az azt korilvevd allkapocsrészt perem-
elemes maddszerrel vizsgaltak [74]. Ugyancsak a peremelemes maddszert
alkalmaztak az agyban keletkez6 fesziiltségek szamitasara, ha a koponyat (ités
érte [75],

Nemcsak a mechanikat hasznaljéak a biolégiaban, hanem biolégiai analdgia
alapjan is készitenek algoritmusokat a mechanikaban. Egyre tébben foglalkoz-
nak a neuralis haldzatoknak a tartészerkezetek mechanikajaban valo alkalma-
zasaval. Itt az agy m(ikodésének mechanizmusat szimulaljak. A cellakat réte-
gekbe helyezik. A szomszédos rétegek cellai kdzt kapcsolatot tételeznek fel.
A tanulasi folyamatban sok eset bemend és az elvart kimen6 adatait kozlik a
géppel. Ebb8l a gép a kapcsolatok paramétereit meghatarozza anélkil, hogy a
be- és kimend adatok kozott fennallo 6sszefliggesrél elGzetes informéacidja lett
volna [64, 76].

Szintén biolégiai analdgiara épul a genetikus algoritmus [64]. Ebben a
tobbparaméteres rendszert a kdvetkez6 lépésekben optimaljak:

- A paramétereknek véletlenszerlien néhany értéket valasztanak kettes
szamrendszerben. Ez a sziil6k generacidja.

- A sziil6ket paroztatjak, a paraméterérték néhany bitjét az egyik sziil6t6l, a
tobbit a masik szll6tél orokli az utdod. Ez a kovetkezd generacid.

- Néha egy-két bit értékét megvaltoztatjak, hogy a mutacié jelenségét
szimulaljak.

-Az (j generacié tagjainal meghatarozzak az optimalando fiiggvényértékét.
Ezekhez valosziniiségeket rendelnek, Ggy, hogy ajobb fliggvényértékekhez
nagyobb valészin(iség tartozzék.
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- Az el6z6 valosziniiségeket figyelembe véve véletlenszerlen kivalasztanak
aszilék szamaval egyez6 szamu egyedet. Ezekkel amasodik 1épést6l kezdve az
eljards folytathato.

Néhany generacié utan a legéletképesebbek, vagyis nagy valdszinliséggel a
legjobb megoldasokat szolgaltatd paraméterértékek valasztédnak ki. Az eljaras
jol ki tudja hasznalni a parhuzamos szamitdgépek el6nyeit.

A numerikus mechanika szamara is nagyszer(i lehetségeket nyljtanak a
szimbolikus programozasi nyelvek [77], példaul a FORMAC, MACSYMA,
MAPLE, muMATH, MATHEMATICA, REDUCE. Ezek a programok
nemcsak numerikus miveletek elvégzésére képesek, hanem a valtozokkal
mint paraméterekkel is tudnak miveleteket végezni, megkdénnyitve ezzel a
matematikai levezetéseket, egyszerlibbé téve a sorfejtésnél a magasabb foku
tagok hatasanak figyelembevételét, amodellek paraméter-vizsgalatat. igy lehe-
tett egy egyszer( tartonal a Gobner-bazis hasznalataval az 6sszes egyensulyi
utat megtaldlni [78] vagy a katasztrofaelmélet felhasznéalasaval a tokéletlen-
seg-érzékenysegi fellilet egyenletét meghatarozni [79].

Zarszo

A szamitogépek fejl6dése - amint lattuk - forradalmi valtozasokat hozott a tar-
tészerkezetek szamitasaban. Az els6sorban mennyiségi valtozasokat jelent6
szamitasi lehet6ségek kialakulasa (pl. nagyméret(i egyenletrendszerek megol-
dasi lehet6sége) mindségi valtozasokat eredményezett. Tobb olyan elméletet,
mely az irodalomban mar jéval kordbban megjelent, csak most lehetett gya-
korlati célokra is felhasznalni, de sok 0j elmélet kifejlesztésének is a szamitas-
technika fejlédése adta meg a kezdd l6kést.

Biztosan vannak, akik azt gondoljak, hogy ma mar olyan fejlett programok
kaphatok, amelyekkel a gyakorlatban eléforduld minden fontosabb feladat
megoldhaté. Lassanként esetleg a draga kisérletek is feleslegessé valnak, min-
den szimulalhatd mar a szamitogépeken, s6t a mérnoknek mar gondolkoznia
sem kell, elegendd a szamitdgép billenty(izetét nyomkodnia.

Valdban hatalmas volt a fejlédés az elmult évtizedekben, de nem allhatunk
meg, nincs még itt a Kanaan. A legtébb program még csak ellenérzi, hogy afel-
eléirt kombinacioikat. De ki mondja meg, hogy milyen szerkezetet
vélasszunk, hogyan valasszuk meg a kiindulasi adatokat, milyen matematikai
modellt vegyiink fel, milyen vizsgalatokat végeztessiink el, milyen kd&zelit6
modszert hasznaljunk a megoldasahoz, hogyan ellen6rizzilk az eredménye-
ket? - hiszen afelhasznalé mérndkdn van afelelésség. Sokkal veszélyesebb egy
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helyteleniil valasztott modellel kapott szamitdgépes eredmény, mint egy
nagyon durva modellel elvégzett kdzelitd szamitas, mert az el6bbiekben haj-
landdk vagyunk feltétel nélkil bizni, az utébbinal tudjuk, hogy csak kozelitet-
tik az értékeket.
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