
Vicsek Tamás
az M TA levelező tagja

A TERMESZÉT
GEOMETRIÁJA

Elhangzott 1996. május 23-án

A természetben előforduló objektumok (hegyek, fák, folyó- és érhálózatok, 
stb.) nem  egyenesek, körök vagy kockák, hanem sokkal összetettebb for­

mák. Az ilyen bonyolult geomteriával bíró, ún. fraktálok kialakulásának leírá- 
sa/megértése terén az elmúlt másfél évtizedben jelentős áttörés történt. A 
fraktálgeometria rövid áttekintése után összefoglalom néhány a témakörben 
elért eredményünket. Bemutatom, hogyan lehet a fraktál hegygerincek kiala­
kulását kísérletileg modellezni, valamint beszámolok a komplex szerkezetű 
baktériumtelepek létrejöttének okaira irányuló vizsgálatainkról. Végül ismer­
tetem az élőlények kollektív mozgását leíró modellünkben megfigyelhető 
érdekes átmeneteket.

Bevezetés
Az ókori tudósok részéről csodálatos szellemi teljesítmény volt, hogy a kör­
nyezetükben fellelhető formák absztrakciója segítségével felfedezték az egy­
szerű geometriai elemeket -  az egyenest, a háromszöget, a kört, a síkot és a töb­
bi jól ismert szabályos alakzatot. A klasszikus euklideszi geometria iránti ér­
deklődést azóta is motiválta, hogy a természet néhány alapvető jelentőségű 
objektumára jól alkalmazható volt. Az ellipszis fontossá vált m int a bolygó­
pályák, a gömb pedig m int Földünk alakja. Természetesen ezek a pályák nem 
teljesen elliptikusak, és a Föld sem gömb valójában, de számos esetben -  pél-
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dául a bolygómozgás előrejelzésében vagy a Föld gravitációs mezőjének vizs­
gálatában -  ezek a közelítések tökéletesen megfeleltek. Az elméleti természet- 
tudomány hagyományos modelljei a számítások alkalmazhatósága érdekében 
általában sima görbéket és felületeket tételeztek fel.

Ha azonban körülnézünk a világban, láthatjuk, hogy „a felhők nem göm­
bök, a hegyek nem kúpok, a tengerpart vonala nem körív, a fa kérge nem sima, 
és a villám sem egyenes vonalban halad” [1]. A csipkézett szélű felhők, a szige­
tek vagy tavak partvonalai, a hegyek többnyire sziklákkal vagy kisebb-nagyobb 
kiszögellésekkel tagolt felülete, a millió finom kis részlettel bíró, egymástól is 
különböző hópehelyalakzat, az ágas-bogas fák (lombkoronájuk nélkül), az 
égen átcikázó villám, a hold kráterekkel lyuggatott felülete és számos más ter­
mészeti objektum egyáltalán nem sima, és sok nagyítási skálán is részletesen 
struktúráit. A természetben található formák sokkal változatosabbak, bonyo­
lultabbak, mint a fent említett egyszerű alakzatok; „fittyet hánynak az euklide­
szi geometriának”, amelynek segítségével csak korlátozottan írhatók le.

Már a századforduló tájékán akadtak matematikusok, akik vizsgáltak rend­
kívül szabálytalan, mások által patologikusnak tartott görbéket és felületeket. 
Benoit Mandelbrot (litván származású matematikus, aki Franciaországban 
nőtt fel; jelenleg a New York állambeli T. Watson IBM-központ kutatója és a 
Yale egyetem professzora) 1975 körül hívta fel a figyelmet egyes bonyolult 
geometriájú alakzatok alapvető jelentőségére a természettudományokban és 
más területeken [1],

A fraktálobjektumok egyik közös tulajdonsága az is, hogy ö n h a so n ló k , ská- 
lainvariánsak. Ez azt jelenti, hogy ha először kivágunk egy részt belőlük, 
majd a kivágott darabot felnagyítjuk, az eredményül kapott alakzat (statiszti­
kai értelemben) ugyanúgy fog kinézni, mint az eredeti (1. á b ra ) . Például, ha 
egy repülőgépről lefényképezzük Norvégia fjordokkal tarkított partvonalát, 
akkor az így kapott bonyolult vonalról nyert általános benyomásunk eléggé 
hasonló lesz ahhoz a képhez, amit lényegesen közelebbről, a sziklákkal szab­
dalt parton állva látnánk.

Vagy képzeljük el, hogy letörünk egy szerteágazó faágat (télen, amikor 
nincsenek levelek rajta), és elsétálunk vele a fától néhány méterre, majd az 
ágat karnyújtásnyira tartva egyszerre nézzük a kezünkben tartott ágat és a fát. 
A két látvány igen hasonló lesz. Természetesen mindegyik egymástól nagyon 
különböző fa csak a saját ágaival önhasonló, a fenti kísérlet nem ismételhető 
meg, mondjuk, egy kőrisfa és egy fenyőág összevetésével. Az élővilágban az 
önhasonló geometria gyakran fontos funkcióval bír; például a fák esetében 
kis súly mellett nagy felületet biztosít, így az energiafelvétel-súly arány opti­
málisabb.

2



fl természet geometriája

í .  ábra. A  geom etria i önhasonlóságot ú gy  ke ll e lk ép ze ln ü n k , hogy a z  e z z e l  

a tu lajdonsággal ren d e lk ező  a la k z a t egy k is  részét k in agyítva  o lyan  ábrá t k a p u n k , 

a m ely ik  a z  eredetitől jellegében  nem  k ü lö n b ö z ik . M á sk ép p en : a hosszúságskála  

vá lto zta tá sa k o r m in d en  léptéken tú l egyre f in o m a b b  részletek je len n ek  meg, 

és e zek  a részletek úgy viselkednek, m in t a z  egész

A természetben előforduló fraktálok tulajdonságainak elméleti, kísérleti és 
számítógépes vizsgálatával az 1980-as évek elején kezdtem el foglalkozni. Az­
óta sok, a fraktálokkal kapcsolatos jelenséget tanulmányoztunk számos kollé­
gával való együttműködésem során. Köszönetét mondok mindegyiküknek, 
elsősorban Kertész Jánosnak, Horváth Viktornak, Barabási Lászlónak, Czirók 
Andrásnak, Fereydoon Familynek, Paul Meakinnek, Benoit Mandelbrotnak 
és Eugene Stanleynek.

A terjedelmi korlátokra való tekintettel a jelen munkában néhány témát 
tudok csak vázlatosan érinteni. A fraktálgeometriára vonatkozó rövid átte­
kintés után összefoglalom az önaffin fraktálgeometriával rendelkező hegyge­
rincek kialakulására, a komplex geometriával rendelkező baktériumtelepek 
növekedésére és a kollektív mozgások leírására irányuló kutatásaink eredmé­
nyeit.

Fraktálgeometria
A fraktálok két fő alaptípusát különböztetjük meg [1, 2], A térfogati vagy ö n h a­

son ló  fraktálokra az a jellemző, hogy amikor egyre növekvő R  sugarú tarto­
mányokat hasítunk ki belőlük, akkor az így kivágott rész tömege (M) vagy tér­
fogata a sugár tört (fractio) hatványával nő:

M ( R ) ~ R d . (1)
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IttD  az úgynevezett fraktáldimenzió. Nyilvánvaló, hogy közönséges testek 
esetében D —d,  ahol d — \ ,  2  vagy 3, attól függően, hogy a vizsgált objektum egy 
egyenes mentén, a síkon vagy a térben helyezkedik-e el. Fraktálokra azonban 
D  < d ,  tehát például a háromdimenziós térben relatív térfogatuk R D/ R d-*0, ha 
R-»oo. Az ilyen fraktálszerkezetű objektumok önhasonlóak: ha egy kis részüket 
felnagyítjuk, visszakapjuk a teljes objektumot.

Afe lü le t i avagy ön affin  fraktálok sehol sem differenciálható folytonos függ­
vények, amelyek szintén rendelkeznek az önhasonlóság egy formájával, amit 
önaffmitásnak nevéznek. Ebben az esetben a felületi fraktál egy kis részét 
kiragadva, azt anizotrop (irányfüggő) módon kell felnagyítanunk, hogy a 
kapott objektum egybevágjon a teljes eredeti fraktállal. Az ilyen függvények­
re igaz, hogy az átlagos változásuk (( | AY ( x )  | )) valamilyen hatvány (H) sze­
rint nő annak a tartománynak a kiterjedésével (Ax), amelyen a változást mér­
jük

<|AY(*)|>~(A*)". (2)

A természeti jelenségek közül igen sok vezet a fenti két típusú fraktál vala­
melyikéhez. Térfogati fraktálnak megfelelő szerkezetűek például a villámok, a 
dendrites kristályok (hópelyhek) vagy a különböző viszkozitású folyadékok 
egymásba hatolásakor kialakuló mintázatok. Ha molekulákkal bombázunk egy 
felületet, az összetapadt molekulák egy önaffin felületet képeznek, de a (2) 
egyenlet szerint viselkedő felületet (vonalat) kapunk akkor is, ha egy itatós­
papírt vízszintes szélével belemártunk egy színes folyadékba (pl. kávéba), és a 
nedvesedő terület határát tekintjük.

*

Bár a fentiekben tárgyalt geometria sem túl egyszerű, a teljes képhez hozzátar­
tozik, hogy számos természeti jelenség leírására még a közönséges fraktáloké- 
nál is összetettebb struktúrákra van szükség.

Ha egy fraktálgeometriával rendelkező fizikai objektum kölcsönhatásba kerül 
a környezetével, akkor a fraktál felülete mentén kialakul az adott körülményekre 
és geometriára jellemző eloszlás. Például ha egy komplikált felületű vezető 
anyagot elektromosan feltöltünk, akkor a felülete közvetlen közelében az elekt­
romos tér nagyon nagy ingadozásokat mutat. Itt a csúcshatás és az árnyékolás jól 
ismert jelensége következtében a kiugró részeknél igen nagy, az öblös részek 
belsejében viszont közel nulla a térerősség, ami a cizellált fraktálfelületek eseté­
ben rendkívül élesen változó eloszlást eredményez a térerősségben.

Az ilyen eloszlás többnyire annyira bonyolult, hogy csak fraktáldimenziók 
végtelen hierarchiájával írható le.
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Fraktál hegygerincek kialakulása eróziós 
modellkísérletekben
Motivácó

Feltehetően sokunk gyönyörködött már a magasabb mészkőhegységekben, 
például az Alpokban vagy a Kárpátokban látható változatos tájakban. Különö­
sen megkapóak a festőién cizellált hegygerincek, amelyek környezete kedvelt 
célpontja a szép tájak látványa iránt vonzódó, kikapcsolódást kereső utazóknak, 
turistáknak. Gondolt-e azonban a kedves Olvasó arra, hogy milyen folyamatok 
eredményeként alakultak ki ezek a fenségesen szép hegyláncok? A válasz nem 
is olyan egyszerű, hiszen a formáknak előbb említett gazdagsága emberi lép­
tékkel mérve nagyon hosszú idő alatt jön létre a mészkőhegységekben, ezért a 
puszta megfigyelés útján való közvetlen megismerés nem járható út.

A következőkben szeretném bemutatni azokat a lehetséges mechanizmuso­
kat, amelyek bonyolult szerkezetű hegygerincekhez vezethetnek. A geomor­
fológiai fejlődés tanulmányozására alkalmazott újszerű módszerünk lényege 
az volt, hogy a természetben nagy méretskálán végbemenő folyamatokat meg­
próbáltuk kísérle ti ú to n  k icsiben , a labora tóriu m ban  „ le já ts za n i” [3].

M ié r t  m odellk ísérle tek?  Mint említettem, a mészkőhegységek szerkezetének 
kialakulása tipikusan többszáz miiló évig tart. Nyilvánvalóan reménytelen vál­
lalkozás megfigyelés útján direkt tapasztalatot szerezni a lejátszódó eróziós 
folyamatokról, ezért a hátrahagyott nyomok alapján csak különböző feltevé­
sekre van mód. Egészen más a helyzet egy modellkísérletben, ahol néhányszor 
10 perc alatt közvetlenül megfigyelhetjük, amint az eredetileg sima felület fel­
durvul, és struktúrája hasonlatossá válik a hegységekéhez.

Kísérleti hegyek

Korántsem egyszerű félméteres skálán hegyormokhoz vezető kísérletet össze­
állítani. Hosszas próbálkozás után jutottunk az alábbi rendszerhez:

1.) Elkészítettünk egy keveréket, amely fele-fele arányban állt közönséges, 
építkezéseken használatos kvarchomokból és virágföldből. Az általunk hasz­
nált anyag jobb ismerete érdekében scanning elektronmikroszkóp és digitális 
képanalízis segítségével megállapítottuk a részecskék méreteloszlását a keve­
rékben, és úgy találtuk, hogy a homokszemcsék átlagos mérete 150 n  körül 
volt, míg a virágföldben énnél jóval kisebb, de sokkal nagyobb részecskék is 
előfordultak. 2.) A keveréket kissé átnedvesítettük, és egy sima felületű 
„hegyet” alakítottunk ki belőle. Ez a hegygerinc egy alulról felfelé keskenyülő,
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hosszirányban elnyújtott gúla formájú volt, és hosszúkás téglalap alakú teteje 
(a fennsík) mérete 60x18x4 cm volt. 3.) A kísérlet alatt 1500-3000 cm3/min 
sebességgel vizet permeteztünk erre a struktúrára, amelynek felülete az elfolyó 
víz által elszállított anyag és a mini földcsuszamlások hatására fokozatosan egy­
re durvábbá vált.

A  kísérleti és a valódi hegyek hasonlóságáról

A kísérleti eredmények kiértékelési módja miatt elsősorban a kialakult hegyek 
profilját vagy másképpen kontúrját vizsgáltuk. Ebből a célból háttér­
megvilágítást alkalmaztunk, és úgy készítettünk felvételeket a kísérleti hegy­
gerincekről. A 2 a  ábra  egy ilyen felvételt mutat, míg a 2 b  á b rá n  egy valódi hegy

2 . ábra. E g y  k ísérle ti (a )  és egy v a ló d i (b )  hegyprofil v iz u á lis  összevetése
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látható, amelyet az Alpok 
olaszországi részén találha­
tó Dolomitokról készült 
kép alapján reprodukál­
tunk. A két ábra jellegének 
figyelemre méltó hasonló­
sága jól demonstrálja, hogy 
a fraktálszerkezetű objek­
tumok esetében nagyon 
különböző méretskálákon 
látható hasonló viselkedés, 
és ez a viselkedés létrejöhet 
erózió útján.

A kontúrok mint függ­
vények kezelhetők, és ezért 
a (2) összefüggés teljesülé­
sét a megfelelő mennyisé­
gek kiszámítása útján 
ellenőrizhetjük. Ábrázol­
juk  tehát az x kiterjedésű 
tartományok átlagos vas­
tagságát! Ha log tv  (a vas­
tagság logaritmusa) log x függvényében lineárisan nő, akkor teljesül a i v ~ x a 

összefüggés, és a lineáris szakasz meredeksége éppen az a  exponens lesz. A 3 . 

á b rá n  egy kísérleti és egy valódi hegygerinc kontúrjának kiértékeléséből nyert 
eredményt mutatunk be. Az adatok egy viszonylag hosszú tartományon át 
közel lineárisan változnak, és a kísérleti, valamint a valódi hegy profiljához tar­
tozó meredekség- (durvasági exponens) értékek igen hasonlóak.

3 . ábra. K ísé r le ti (a )  és v a ló d i (b )  hegygerincekre m eg­

h a tá ro zo tt tv  vastagság-függvény lo g a ritm ik u s ská lán  

á b rá zo lva . A  k ísérle ti és a  v a ló d i hegyre v o n a tk o zó  

ada to k  egyarán t k ö ze l fe k s z e n e k  a ra jtu k  á th ú zo tt , kb. 

0 ,8  m eredekségű  egyenesekhez. E z  a tén y  a hegygerin­

cek önaffin  je lle g é t igazo lja

K övetkezte tések

Kísérleteinkben az eróziós folyamatok által létrehozott, festői, de a gyakorlat 
szempontjából is fontos geomorfológiai típust, a fraktál hegyeket vizsgáltuk. 
Megfigyeléseink egyik alapvető tanulsága, hogy a valódi hegygerincekkel ro­
kon struktúrák elsősorban a földcsuszamlásos mechanizmussal alakulnak ki. 
Másfelől ez a mechanizmus csak akkor alakít ki fraktál hegyeket, ha a földcsu­
szamlások mérete egy széles tartományban változik; a sok kicsi beomlás mel­
lett nem túl kis valószínűséggel jönnek létre „nagy”, a kísérleti hegy méretével 
összemérhető földcsuszamlások.
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Az Olvasóban nyilván felvetődik az a természetes kérdés, hogy vajon 
mennyiben alkalmazhatóak egy néhányszor 10 cm-es kísérleti objektumon 
megfigyelt folyamatok a valódi, néhány km-es skálán lejátszódó jelenségek 
megmagyarázására. Különösen jogos egy ilyen felvetés annak a ténynek a 
figyelembevétele mellett, hogy például az Alpok alapvetően mészkőből 
(összefüggő, „kemény” anyagból) áll, míg a kísérletet egy könnyen átázó, mor- 
zsalékos anyaggal végeztük.

Van azonban két fontos észrevétel, amely közvetve alátámasztja a két jelen­
ségkör analógiáját. 1.) Elsőként kiemeljük, hogy a mészkőhegységek belső 
szerkezete nagyon bonyolult, lényegében a teljes kőállomány át meg át van 
szelve a repedések hol finom, hol makroszkopikus (szintén fraktál) hálójával. 
Ezekbe a repedésekbe beszivárog a csapadék, és a hőmérséklet csökkenésekor 
(pl. éjjelenként) megfagy. A keletkező jég tágulása miatt kialakuló feszültség 
széjjelebb feszíti a már meglevő repedéseket, és egyúttal új repedéseket is lét­
rehoz. Az eredetileg összefüggő sziklák egyre kevésbé kapcsolatban levő 
kisebb egységekre hasadnak szét. 2.) Abban a pillanatban, amikor a kapcsolat 
egy kiterjedt tartomány körül végleg meggyengül (a repedéshálózat egy felület 
mentén összefüggővé válik), ez a tartomány leomlik. A következő kép rajzoló­
dik tehát ki: A kísérletünkben használt homok- és földszemcsék a repedések 
által szétszabdalt sziklákat alkotó kődaraboknak felelnek meg, míg a beszivár­
gó, az összetapadt szemcséket egymástól elválasztó víz a köveket szétfeszítő jég 
módjára hat. Tehát: földcsuszamlás-»kőomlás. Valóban, a Dolomitokban talál­
ható hegyek lábainál hatalmas mennyiségű kőtörmelék figyelhető meg, amit a 
völgyekben folyó víz fokozatosan felold, ill. elszállít.

Fraktál baktériumtelepek kialakulása
A biológiában a legkülönbözőbb eredetű, gazdag mintázatú fraktálokkal talál­
kozhatunk [2] -  gondoljunk csak a (leveleit vesztett) fák sűrűn elágazó, külön­
böző méreteken ismétlődő struktúrájára vagy éppen a testünket átszövő finom 
érhálózatra! De egyes sejteknek is lehet fraktálgeometriája, vannak idegsejtek, 
amelyek sok ezer ágas-bogas nyúlvánnyal rendelkeznek. Itt most egy fizikai 
koncepciók alapján interpretálható biológiai fraktálról fogok írni.

Kísérletek baktériumtelepekkel

A Petri-csésze egy lapos üvegtálka, függőleges oldalfalakkal. Ha ebbe valami­
lyen szerves tápanyagot (pl. peptont) tartalmazó zselét teszünk (a zselében a 
tápanyag jól tud diffundálni), és a tálka közepén a zselé felületére egy baktériu-
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mókát tartalmazó folyadékcseppet helyezünk, a baktériumok osztódásnak 
indulnak. Pár nap alatt a felületen kialakul a baktériumtelep, amelyik rendsze­
rint kör alakú, mert a tápanyag korlátlan mennyiségben hozzáférhető a telep 
felületén levő baktériumok számára.

A baktériumtelepek azonban gyakran igen kedvezőtlen környezeti feltéte­
lek között is képesek fejlődni. 1989-ben egy japán kutató megfigyelte, hogy a 
baktériumtelepben kialakulhatnak olyan bonyolult növekedési mintázatok, 
amelyeket korábban élettelen rendszerek nem egyensúlyi növekedési folya­
mataiban figyeltek meg. Az első kísérleti eredmények arra utaltak, hogy 
viszonylag kevés tá p a n ya g  jelenlétekor a tápanyagnak a zselében való diffúziója, 
valamint a baktériumokjellegzetes mozgása határozza meg a telepek ilyenkor 
igen bonyolult alakját.

Külföldi társszerzőinkkel való együttműködésünk során először a kísérleti 
úton növesztett baktériumtelepek geometriai tulajdonságait vizsgáltuk [4]. A 
különböző növekedési feltételek mellett végzett kísérletekben a paraméterek 
változtatása kiterjedt az alacsony tápanyagtartalomtól (0,1 g pepton/1) a táplá­
lékban gazdag keverékig (10 g pepton/1) és a lágy szubsztrátumtól (1% agar- 
koncentráció) a keményig (4% agarkoncentráció). A telepek egy kb. 10 cm 
átmérőjű, csészealj formájú edény (Petri-csésze) alján elhelyezkedő, 3 mm 
vastag, tápanyagot (peptont) tartalmazó, zselészerű (agar-) réteg felületén 
növekedtek.

A növesztést 37 °C és 30% páratartalom mellett tartott Petri-csésze köze­
pébe fecskendezett 5 p l —105 baktériumot tartalmazó cseppel kezdtük. A továb­
biakban említett növekedési mintázatokat a B a cillu s su b tilis  1 6 8 -a s  számú 
tenyészetéből származó bacillusok hozták létre. (Ez egy közönséges, az emberi 
táplálékban tipikusan előforduló baktériumfajta.)

A tápanyagszegény feltételek között fejlődő baktériumtelepek egy része 
érdekes fraktál alakokat (például adott kiralitással rendelkező, „göndör” nyúl­
ványokkal jellemezhető geometriával) mutatott [5],

Modellek, értelmezés

A baktériumtelepek növesztése eredendően a komplexitás egy további fokoza­
ta az élettelen rendszerekhez képest, mivel az építő blokkok maguk is élő rend­
szerek, amelyek mindegyike saját autonóm (néha önző) önérdekkel és belső 
szabadsági fokkal bír. A növekedési modellbe a következő általános jellemző­
ket építettük be: (1) a táplálék diffúziója; (2) a baktériumok mozgása; (3) sza­
porodás és elpusztulás; (4) lokális kommunikáció az ún. kemotaxis útján. A 
tápanyag diffúzióját egy háromszögű rácson c tápanyag-koncentráció mellett a
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diffúziós egyenlet segítségével írtuk le. A baktériumokat bolyongó részecskék 
reprezentálták [4].

Minden bolyongó részecskét leír a helye (p )  é s  belső szabadsági foka (belső 
energiája, W ) ,  amely aktivitására hatással van. A bolyongó részecske e sebes­
séggel veszíti el belső energiáját. Belső energiája növelésére rögzített cr sebes­
séggel vesz fel tápanyagot, ha elegendő étel elérhető. Különben az elérhető 
mennyiséget veszi fel. Ha nincs elegendő táplálék egy idő-intervallumon belül 
(aminek következtében W , nullára csökken), a bolyongó részecske mozdulat­
lanná válik (elpusztul). Ha elegendő az étel, akkor nő, és amikor elér egy t, 
küszöböt, a bolyongó részecske kettéválik (szaporodás).

4. ábra. a )  F ra k tá l bak tériu m te lep , b ) H a  a b a k tér iu m o k  nem  tu d n a k  m o zg á su k  

k ö zb e n  sza b a d o n  elfordu ln i a m o zg a tó sze rv ü k  á lta l k itü n te te tt m eg h a tá ro zo tt irányba , 

ilyen  gön dör, f r a k tá l  te lepeket k é p e zn e k

A bolyongó részecskék rácson kívüli véletlen bolyongást végeznek egy 
jól definiálható kontúron belül. A kontúr minden egyes szegmense akkor 
mozdul el, ha N c-szer beleütköztek a bolyongó részecskék. Ez a követelmény 
reprezentálja a lokális kommunikációt vagy a baktériumok együttes viselke­
dését.

Megjegyezzük, hogy az első közelítésben az N r szint az agar-koncentrációt 
jelenti, mivel a kontúr továbbmozdításához egy keményebb szubsztrátumon 
több ütközés szükséges.
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A  modellegyenlet

y  A _,
- ~ —  =  D í S / 2 c ( r , t ) - ^ j b ( r - r i ) m m ( c r , c ( r , t ) ) .  (3)

ö í  a k t í v

Ez a táplálékokra felírt diffúziós egyenlet (Dc a diffúziós állandó), amely a 
bolyongó részecskék táplálékfelvételét is tartalmazza (az utolsó tag). W { időbeli 
változása

d W .
——  =  m m ( c r , c ( r i , t ) ) ~  e. (4)

a t

Minden egyes időlépésben az aktív véletlen bolyongó részecskék d  lépés­
hosszú [0,2 tt] intervallumból egyenletesen választható 0  szögű véletlen bo­
lyongást végeznek. így az új f i hely

r- = ri +  d (  cos 0 , sin 0). (5)

Ha az r  —> r  metszi a kontúrt, akkor a lépést nem hajtjuk végre, és a kontúr
megfelelő szegmensének számlálóját eggyel megnöveljük. Ha a számláló eléri 
az N c értéket, a kontúrszegmens egy rácsegységgel áthelyeződik.

Ajelenség komplexitása ellenére a fraktálstruktúra eredete jól értelmezhe­
tő: ha kevés a táplálék, hamar kifogy a telep határának közelében. Ekkor a telep 
kissé kidudorodó részei tápanyagban gazdagabb részbe érnek, és gyorsabban 
növekednek, mert itt a baktériumok gyorsabban szaporodnak. A dudor meg­
nő, előrenyúló ággá válik, a hátramaradt részek az előlük elfogyasztott táplálék 
miatt nem nőnek tovább. Az előrenyúló ágon keletkezik egy újabb kis dudor, 
ez további elágazáshoz vezet, és az elágazások sokasága fraktálstruktúrát ered­
ményez.

A numerikus szimulációk eredményeit a 5. ábra  mutatja. A baktériumtele­
pek növekedéséhez hasonlóan a mintázatok tömörek magas tápanyag- (pep- 
ton-) szintnél, és fraktálok a csökkenő tápanyagszintre. Adott peptonszintre a 
mintázatok elágazóbbak, ahogy az agar-koncentráció (a zselé keménysége) 
nő.

Nyilvánvaló, hogy az 5. á b rá n  bemutatott eredmények nagyon biztatóak, és 
megragadják a megfigyelt mintázatok lényegét. Vannak azonban döntő minő­
ségi különbségek is. Szükséges a kemotaxis figyelembevétele is.

Kemotaxison általában azt értik, hogy a mikroorganizmus mozgással reagál 
bizonyos vegyi anyagok koncentrációjának megváltozásakor. Szokás szerint a 
gradiens menti mozgás vagy a gradiens irányába vagy azzal ellenkező irányba
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történik. Kemotaxikus választ 
létrehozhat egy külső kémiai 
mező vagy maguk a mikroorga­
nizmusok, az utóbbit hívhatjuk 
kemotaxikus jelzésnek vagy 
kommunikációnak.

Bemutatjuk a kemotaxikus 
kommunikáció egyszerű mo­
delljét. Minden lelassult (stacio­
nárius) bolyongó részecske 
(vagy másképpen: azok a bo­
lyongó részecskék, amelyek ala­
csony tápanyag-koncentráció­
nak vannak kitéve) rögzített sr 

sebeséggel kibocsát egy kom- 
munikácós vegyi anyagot (hogy 
megkísérelje a többi baktériu­
mot elűzni), és minden aktív bo­
lyongó részecske cc sebességgel 

veszi fel ezt. Az alábbiakban megmutatjuk, hogy ez az egyszerű változtatás ele­
gendő, hogy a növekedés minőségi lényegét megragadja. Egy realisztikusabb 
modellben ezek a sebességek a tápanyag és a kemotaxikus kommunikációs 
összetevők koncentrációitól függenének. A jelenlegi modellben a kommuni­
kációs mező egyenlete:

- D SV 2 s ( r , t )+ X 8(' ~ 7i ) s , - S 8(F- r t ) m m ( c c,s(r, t )) . (6)
stacioner aktív

Az aktív baktériumok mozgása változik a tisztán véletlen bolyongástól 
(egyenlő valószínűséggel minden irányban) a véletlen bolyongásig a kommu­
nikációs mező gradiense mentén (magas valószínűségű a mozgás a jelző anyag 
irányában).

Kollektív mozgás

Az élet egyik legjellemzőbb, legszembeszökőbb vonása a mozgás. Pontosab­
ban az életet a mozgás speciális formái jellemzik, hiszen az élettelen anyag is 
örök mozgásban van. A biológiai mozgás sajátos jellegét az adja meg, hogy az

5. ábra. A  bak tér iu m te lep ek  növekedését s z á m í­

tógépes s z im u lá c ió v a l is leírhatjuk. A z  egyik  

n u m er ik u s  k ísérle t eredm én ye lá tható  a z  ábrán
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élő rendszerek egyensú lytó l tá vo li állapotban vannak, és ebből eredően irányított 
folyamatok játszódnak le bennük. Egy magasabb szerveződési szintről tekint­
ve, a biológiai mozgások sajátos funkciókkal rendelkeznek a faj fennmaradása 
szempontjából, vagy másképpen: olyan tulajdonságokat mutatnak, amelyek 
szelekciós előnyt jelentenek.

Gyakran a bonyolult geometria kialakulása éppen egy komplex kollektív 
mozgás eredménye.

Baktériumtelepekkel végzett kísérleteink azt mutatták, hogy a mikroorga­
nizmusok mozgása adott feltételek mellett koordinálttá válik, és a baktériumok 
-  a halakhoz vagy madarakhoz hasonlóan -  csoportokban kezdenek mozogni. 
Ez leginkább akkor jelentkezett, amikor vonzó kemotaktikus kölcsönhatás 
jelenléte volt feltételezhető. Feladatunkul tűztük ki az ilyen csoportos, kollek­
tív mozgás létrejöttének általános leírását a vonatkozó alapmodell megalkotása 
útján.

Kollektív viselkedés, szimmetriasértés, fázisátalakulás

A sok egyforma objektumból („részecskékből”) álló rendszerek jellegzetes 
tulajdonsága, hogy valamilyen külső, fokozatosan változtatott paraméter t 

függvényében képesek viszonylag hirtelen megváltoztatni a tulajdonságaikat. 
Talán a legegyszerűbb, közismert példa a folyadékok megfagyása: a hőmérsék­
let fokozatos csökkentésekor a folyadék megfagy, szerkezete kristályossá válik, 
a molekulák kölcsönhatásának következtében egyszerre mintha mindegyik 
„tudná”, milyen szabályos struktúra szerint kell elhelyezkednie, egyik részecs­
ke sem bolyong tovább. Ez tipikus kollektív jelenség; a részecskék egyszerre, 
egymás hatására változtatják meg viselkedésüket.

Ha a hűtés lassú, és a hőmérsékleteloszlás a rendszerben homogén, egyen­
súlyi fázisátalakulásokat figyelhetünk meg. A természetben azonban tipikus, 
hogy az átalakulásokat kiváltó hatások erőssége gyorsan változik, és eloszlása 
sem egyenletes.

Akkor sincs egyensúlyban egy rendszer, ha bármilyen áramlás van jelen 
benne (pl. a hőmennyiség áramlása egyébként időben nem változó, két külön­
böző hőmérsékletű pont között). Ilyenkor nem egyensúlyi átmeneteket lehet 
megfigyelni, amelyek a különbözőségek ellenére esetenként fontos közös 
vonásokat mutathatnak az egyensúlyi esettel. Mik ezek a lehetséges analógiák, 
amelyek a mélyebb megértést nagyban elősegíthetik? Mindkét típusú kollektív 
jelenség esetében fennáll, hogy egy külső paraméter változtatásakor annak egy 
adott t( értékénél gyors változás történik a rendszer makroszkopikus viselkedé­
sét jellemző P  mennyiségben. Ez a gyors változás lehet ugrásszerű vagy folyto-
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nos, de az utóbbi esetben a változás hatványfüggvény formájában függ a para­
méter aktuális és kritikus értékének különbségétől, tehát

ahol ~  arányosságot jelöl.
Az átalakulások jellege gyakran nem függ a rendszerek részleteitől, így pl. ß  

exponens értéke sok különböző fizikai rendszerre lehet egzaktul ugyanaz 
(univerzális), és ezért vált ezeknek az ún. kritikus exponenseknek a meghatá­
rozása a komplex rendszerek kutatásának egyik centrális feladatává.

Átm enet a rendezetlenből a rendezett mozgásba

Ha azokat a jelenségeket kívánjuk megérteni, amelyek sok közel hasonló orga­
nizmus k o lle k tív  m o zg á sa  során figyelhetők meg, a statisztikus fizika területén 
felhalmozott tudásanyagot jól hasznosíthatjuk. Bizonyos feltételek mellett az 
organizmusok közötti, azok együttes mozgását domináló kölcsönhatás vi­
szonylag egyszerű alakban is megfogalmazható; ezekben az esetekben az orga­
nizmusokat részecskéknek tekinthetjük, és a kölcsönhatást mint ütközési sza­
bályt foghatjuk fel. A szimulációk során a megszokott algoritmusok használha­
tók, azonban minőségileg új effektusokat várunk attól a figyelemre méltó 
különbségtől, hogy -  nyílt rendszerek révén -  az organizmusok kölcsönhatá­
sakor a z  im p u lz u s  és a z  energia n em  m a ra d  m eg.

Ha a kollektív viselkedés kevéssé függ a részletektől, és valóban elsősorban a 
kölcsönhatás általános formája határozza meg, akkor azt várjuk, hogy nagyon 
k ü lö n b ö z ő  o rg a n izm u so k  is igen hasonló mozgásformákat mutathatnak. A fizi­
kusok tipikusan az általános, univerzális összefüggések iránt érzékenyek, míg a 
gyakorlati (nem elméleti) biológiában az a szokásos, hogy a jelenségek specifi­
kusságát hangsúlyozzák. Mi azt állítjuk, hogy modellünk egyaránt érvényes 
baktériumtelepekre, halrajokra, de még embercsoportok mozgására is.

Ezeknek a rendszereknek a legegyszerűbb modellje olyan részecskékből áll, 
amelyek egy síkon mozoghatnak, és sebességük nagysága időben  á lla n d ó . Ez utóbbi 
feltétel azt veszi figyelembe, hogy a részecskék mindegyike „motorral” van 
ellátva, amely a disszipatív súrlódási erők ellenében dolgozik. Feltételezzük 
továbbá, hogy a részecskék igyekeznek a h ely i átlagsebességgel p á rh u za m o sa n  

mozogni (az élőlények jellegzetes tulajdonsága, hogy mozgásukat koordinál­
ják a közelükben lévő társaikkal, beleértve az embereket is), valamint a mozgá­
sukat még egy véletlen fluktuáló erő is befolyásolja [6].

A modell viselkedését többek között Monte-Carlo-szimulációkkal térké­
pezhetjük fel: A Monte-Carlo-módszer lényege, hogy egy sztochasztikus
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egyenletrendszer vizsgálatakor numerikusán előállítjuk a kívánt statisztikának 
eleget tevő zajt, és -  mintegy „mérést” végezve -  meghatározzuk a keresett 
mennyiségeket.

Az egyszerűség kedvéért feltételezzük, hogy a részecskék mozgásirányának 
relaxációja gyors a rendszer konfigurációjának megváltozásához képest, azaz a 
következő, hatékonyan számítógépre vihető kifejezéseket iterálhatjuk:

ü i ( t + A t ) = ( m i + ^ l (7)

f cos d , V
x f t +  A t )  =  x f t )  +  Vq . At ,  

[ s m f f j
(8)

ahol ű  és (f t ( t ) ) .  az t-ik részecske mozgásirányát, helyzetét, valamint az egység- 
sugarú környezetének átlagos mozgásirányát jelöli. A egy Gauss-eloszlású 
fehér zaj (£,£,.} =  2 r j 2 ő , r A t  autokorrelációs függvénnyel, azaz a zaj erősségét r ]  

megválasztásával kontrollálhat­
juk. Látható, hogy ezek az egyen­
letek At-tői csak v0At formájában, 
illetve rj-n keresztül függnek, így a 
továbbiak során feltételezhetjük, 
hogy A t= l és 0<v0« l .

A modellben így összesen 
három kontrollparaméterünk 
maradt, rj, v 0, valamint a részecs­
kék átlagsűrűsége p =  N/L2, ahol 
N  a részecskék száma, L pedig a 
rendszer lineáris mérete. Termé­
szetesen bennünket a -  feltehető­
en univerzális -  kollektív viselke­
dés érdekel, vagyis az N  -» oo „ter­
modinamikai határesetet” vizs­
gáljuk, periodikus határfeltételek­
kel.

A 6. á b rá n  láthatjuk a modell 
tipikus viselkedését a kontrollpa- 
raméterek néhány értékére. Meg­
figyelhető, hogy nagy sűrűség és 
kis zaj mellett a rendszerben 
(önszervező módon, spontán 
szimmetriasértéssel) létrejön egy

6. ábra. E z  a z  ábra szám ítógépes sz im u lá c ió  

segítségével illu sztrá lja  a m ozgás összehangoló- 

dásának fo lya m a tá t. A  k is  s za k a s zo k  a  p il la n a t­

n y i e lm o zd u lá s irányába m u ta tn a k , és jó l  

dem onstrálják , hogy a  k ezd e tb en  véletlenszerű , 

örvényló' m ozgás hogyan a la k u l á t ko llek tív  

koord in á lt helyváltozta tássá , va lahogy úgy, 

ahogy egy m adárcsapat ren d ező d ik  p illa n a to k  

a la tt egy k ö zö s  irányba repü lő  rajjá
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a kölcsönhatási sugárnál lényegesen hoszabb távú rendeződés, amely az egész 
rendszeren átfolyó áramot hoz létre. Növelve a zajt vagy csökkentve a sűrűsé­
get, ez a rendeződés eltűnik: kis sűrűségek esetén egymástól jórészt függetle­
nül mozgó „csapatokat” figyelhetünk meg, amelyek a zaj hatására sorra fel­
bomlanak, illetve az „ütközések” során összeragadnak, nagyobb csapatokat lét­
rehozva.

Két fontos eredményt kívánok itt kiemelni: 1.) a mozgás rendeződése fázis­
átalakulás-szerű, az összes részecskére számított átlagos sebesség a zaj csök­
kentésekor nulláról hatványfüggvény szerint ( ß  = 0,4) nő meg egy adott, vélet­
lenszerűen szelektálódott irányba (szimmetriasértés). 2.) Ha kör alakú cellába 
kényszerítjük a részecskéket, elkezdenek körözni, ez a mozgás spontán alakul 
ki, hasonlóan ahhoz, ahogy egy kör alakú akváriumban néha együtt köröznek a 
halak, de megfigyeltük és értelmeztük ezt a viselkedést baktériumok esetében 
is. A Kába-kő körül Mekkában több tízezer ember mozog közel körpályán; ha 
az Olvasó belegondol, ez a jelenség szintén értelmezhető a modellünkkel.
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