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természetben el6forduld objektumok (hegyek, fak, foly6- és érhalézatok,
Astb.) nem egyenesek, kdrok vagy kockak, hanem sokkal dsszetettebb for-
mak. Az ilyen bonyolult geomteriaval biro, tn. fraktalok kialakulasanak leira-
sa/megértése terén az elmult méasfél évtizedben jelentls attérés tortént. A
fraktadlgeometria rovid attekintése utan dsszefoglalom néhany a témakdrben
elért eredményiinket. Bemutatom, hogyan lehet a fraktal hegygerincek kiala-
kulasat kisérletileg modellezni, valamint beszamolok a komplex szerkezetli
baktériumtelepek létrejottének okaira iranyul6 vizsgalatainkrol. Végul ismer-
tetem az él6lények kollektiv mozgasat leir6 modelliinkben megfigyelhet6
érdekes dtmeneteket.

Bevezetés

Az dkori tuddsok részérél csodalatos szellemi teljesitmény volt, hogy a kor-
nyezetiikben fellelhet6 formak absztrakcidja segitségével felfedezték az egy-
szer(i geometriai elemeket - az egyenest, aharomszdget, akort, asikot és atdb-
bi jél ismert szabalyos alakzatot. A klasszikus euklideszi geometria iranti ér-
dekl6dést azota is motivalta, hogy a természet néhéany alapvetd jelentéségi
objektumara jol alkalmazhato volt. Az ellipszis fontossa valt mint a bolygo-
palyak, a gémb pedig mint Féldink alakja. Természetesen ezek a palydk nem
teljesen elliptikusak, és a Fold sem gomb valdjaban, de szdmos esetben - pél-
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daul a bolygdmozgas elérejelzésében vagy a Fold gravitacios mez6jének vizs-
gélatdban - ezek akdzelitések tokéletesen megfeleltek. Az elméleti természet-
tudomany hagyomanyos modelljei a szamitasok alkalmazhat6sdga érdekében
altalaban sima gorbéket és fellileteket tételeztek fel.

Ha azonban kérulnéziink a viladgban, lathatjuk, hogy ,,a felh6k nem gém-
bok, ahegyek nem klpok, atengerpart vonala nem koriv, a fa kérge nem sima,
és avillam sem egyenes vonalban halad” [1]. A csipkézett szél( felh6k, a szige-
tek vagy tavak partvonalai, a hegyek tdbbnyire sziklakkal vagy kisebb-nagyobb
kiszdgellésekkel tagolt fellilete, a millio finom Kis részlettel birg, egymastol is
kiulénb6z6 hopehelyalakzat, az agas-bogas fak (lombkorondjuk nélkil), az
égen atcikazo villam, a hold kraterekkel lyuggatott fellilete és szdmos maés ter-
mészeti objektum egyaltalan nem sima, és sok nagyitasi skalan is részletesen
strukturait. A természetben talalhatd formak sokkal valtozatosabbak, bonyo-
lultabbak, mint a fent emlitett egyszer( alakzatok; ,,fittyet hanynak az euklide-
szi geometrianak”, amelynek segitségével csak korlatozottan irhatok le.

Mar a szdzadfordul6 tajékan akadtak matematikusok, akik vizsgaltak rend-
kivil szabalytalan, masok altal patologikusnak tartott gérbéket és feliileteket.
Benoit Mandelbrot (litvan szarmazasi matematikus, aki Franciaorszagban
nétt fel; jelenleg a New York allambeli T. Watson IBM-kodzpont kutatdja és a
Yale egyetem professzora) 1975 koril hivta fel a figyelmet egyes bonyolult
geometridju alakzatok alapvet6 jelent6ségére a természettudomanyokban és
maés terlleteken [1],

A fraktalobjektumok egyik k6z6s tulajdonsaga az is, hogy snhasonlok, ska-
lainvariansak. Ez azt jelenti, hogy ha el&szor kivagunk egy részt bel6lik,
majd a kivagott darabot felnagyitjuk, az eredményil kapott alakzat (statiszti-
kai értelemben) ugyandgy fog kinézni, mint az eredeti (1. abra). Példaul, ha
egy repll6géprdl lefényképezziik Norvégia fjordokkal tarkitott partvonalat,
akkor az igy kapott bonyolult vonalrdl nyert altaldnos benyomasunk eléggé
hasonld lesz ahhoz a képhez, amit Iényegesen kozelebbr6l, a sziklakkal szab-
dalt parton allva latnank.

Vagy képzeljik el, hogy letériink egy szertedgaz6 faadgat (télen, amikor
nincsenek levelek rajta), és elsétalunk vele a fatél néhany méterre, majd az
agat karnyujtasnyira tartva egyszerre nézzik akezinkben tartott 4gat és a fat.
A két latvany igen hasonl6 lesz. Természetesen mindegyik egymastol nagyon
kilénboz6 fa csak a sajat agaival 6nhasonld, a fenti kisérlet nem ismételhet6
meg, mondjuk, egy kérisfa és egy feny6ag osszevetésével. Az élévilagban az
o6nhasonlé geometria gyakran fontos funkcioval bir; példaul a fak esetében
kis suly mellett nagy feluletet biztosit, igy az energiafelvétel-suly arany opti-
maélisabb.



fl természet geometriaja

i. dbra. A geometriai 6nhasonlésagot ugy kell elképzelniink, hogy az ezzel
a tulajdonséaggal rendelkez6 alakzat egy kis részét kinagyitva olyan abréat kapunk,
amelyik az eredetitéljellegében nem kilénbdzik. M&sképpen: a hosszisdgskala
véltoztatdsakor minden léptéken tal egyrefinomabb részletekjelennek meg,

és ezek a részletek agy viselkednek, mintaz egész

A természetben el6forduld fraktalok tulajdonsagainak elméleti, kisérleti és
szamitogépes vizsgalataval az 1980-as évek elején kezdtem el foglalkozni. Az-
Ota sok, a fraktalokkal kapcsolatos jelenséget tanulmanyoztunk szamos kollé-
gaval val6 egyuttmiikodésem soran. Kdszonetét mondok mindegyikiiknek,
els6sorban Kertész JAnosnak, Horvath Viktornak, Barabési Laszlénak, Czirok
Andrasnak, Fereydoon Familynek, Paul Meakinnek, Benoit Mandelbrotnak
és Eugene Stanleynek.

A terjedelmi korlatokra vald tekintettel ajelen munkaban néhéany témat
tudok csak vazlatosan érinteni. A fraktalgeometriara vonatkoz6 rovid atte-
kintés utan dsszefoglalom az énaffin fraktalgeometriaval rendelkezd hegyge-
rincek kialakuldséra, a komplex geometridval rendelkezd baktériumtelepek
novekedésére és akollektiv mozgéasok leirdséara irdnyul6 kutatisaink eredmé-
nyeit.

Fraktalgeometria

A fraktalok két fé alaptipusat killonboztetjik meg [1, 2], A térfogati vagy snha-
sonle fraktalokra az ajellemzd, hogy amikor egyre névekv6 r sugaru tarto-
ményokat hasitunk ki bel6lik, akkor az igy kivagott rész témege (M) vagy tér-
fogata a sugar tort (fractio) hatvanyaval né:

M (R)~Rd. @
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IttD az ugynevezett fraktaldimenzié. Nyilvanvald, hogy kdzonséges testek
esetében b —d, ahold —\, 2 vagy 3, attol fiigg6en, hogy avizsgalt objektum egy
egyenes mentén, a sikon vagy a térben helyezkedik-e el. Fraktdlokra azonban
D <d, tehat példaul a hAromdimenzids térben relativ térfogatuk r or d-*0, ha
R-»00. Az ilyen fraktalszerkezet( objektumok énhasonldak: ha egy kis résziiket
felnagyitjuk, visszakapjuk a teljes objektumot.

Ateluleti avagy onaffin fraktalok sehol sem differencialhaté folytonos fligg-
vények, amelyek szintén rendelkeznek az 6nhasonldsag egy formajaval, amit
onaffmitdsnak nevéznek. Ebben az esetben a fellleti fraktal egy kis részét
kiragadva, azt anizotrop (iranyfiigg6) mdédon kell felnagyitanunk, hogy a
kapott objektum egybevagjon a teljes eredeti fraktallal. Az ilyen fliggvények-
re igaz, hogy az 4tlagos valtozasuk ((|Av(x) |)) valamilyen hatvany (H) sze-
rint né annak atartomanynak aKkiterjedésével (Ax), amelyen avaltozast mér-
juk

<IAY () >~(A%)". @

A természeti jelenségek kozul igen sok vezet a fenti két tipusu fraktal vala-
melyikéhez. Térfogati fraktdlnak megfelel6 szerkezetiiek példaul avillamok, a
dendrites kristalyok (hépelyhek) vagy a kiilénb6z6 viszkozitasu folyadékok
egymasba hatolasakor kialakul6 mintadzatok. Ha molekuldkkal bombazunk egy
felliletet, az 0sszetapadt molekuldk egy dnaffin felliletet képeznek, de a (2)
egyenlet szerint viselkedd feliiletet (vonalat) kapunk akkor is, ha egy itatds-
papirt vizszintes szélével belemartunk egy szines folyadékba (pl. kdvéba), és a
nedvesedd terllet hatarat tekintjuk.

Bér afentiekben targyalt geometria sem tul egyszerd, ateljes képhez hozzétar-
tozik, hogy szdmos természeti jelenség leirasara még a kézonséges fraktaloké-
nal is 0sszetettebb struktdrakra van szikség.

Ha egy fraktalgeometriaval rendelkezd fizikai objektum kdlcsénhatasba kerdil
akornyezetével, akkor a fraktal fellilete mentén kialakul az adott kériilményekre
és geometriara jellemzd eloszlés. Példaul ha egy komplikalt feltletl vezetd
anyagot elektromosan felt6ltiink, akkor a fellilete kbzvetlen kozelében az elekt-
romos tér nagyon nagy ingadozasokat mutat. Itt a cstcshatés és az arnyékolasjal
ismert jelensége kdvetkeztében a kiugro részeknél igen nagy, az 6blds részek
belsejében viszont kdzel nulla a térer6sség, ami a cizellalt fraktalfelliletek eseté-
ben rendkivil élesen valtozo eloszlast eredményez a térerésségben.

Az ilyen eloszléas tdbbnyire annyira bonyolult, hogy csak fraktaldimenzidk
végtelen hierarchidjaval irhatd le.
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Fraktal hegygerincek kialakulasa erézids
modellkisérletekben

Motivacé

Feltehet6en sokunk gyonyorkodott mar a magasabb mészk&hegységekben,
példaul az Alpokban vagy a Karpatokban lathat6 valtozatos tajakban. Kuléno-
sen megkapdak a festdién cizellalt hegygerincek, amelyek kérnyezete kedvelt
célpontja aszép tajak latvanya irant vonzédo, kikapcsolodast keres6 utazoknak,
turistaknak. Gondolt-e azonban akedves Olvasé arra, hogy milyen folyamatok
eredményeként alakultak ki ezek a fenségesen szép hegyldncok? A vélasz nem
is olyan egyszer(, hiszen a formaknak elébb emlitett gazdagsaga emberi 1ép-
tékkel mérve nagyon hosszu id6 alattjon létre a mészk&hegységekben, ezért a
puszta megfigyelés utjan vald kézvetlen megismerés nem jarhaté ut.

A kovetkezbkben szeretném bemutatni azokat a lehetséges mechanizmuso-
kat, amelyek bonyolult szerkezetl hegygerincekhez vezethetnek. A geomor-
fologiai fejlédés tanulmanyozasara alkalmazott Gjszeri mddszerink Iényege
azvolt, hogy atermészetben nagy méretskalan végbemen6 folyamatokat meg-
prébéltuk kisérleti Gton kicsiben, a laboratériumban , lejatszani” [3]

Miért modellkisérletek? Mint emlitettem, a mészkéhegységek szerkezetének
kialakul&sa tipikusan tdbbszaz miil6 évig tart. Nyilvanval6an reménytelen val-
lalkoz&s megfigyelés Utjdn direkt tapasztalatot szerezni a lejatszodo erdzios
folyamatokrol, ezért a hatrahagyott nyomok alapjan csak kilonb6z6 feltevé-
sekre van méd. Egészen mas ahelyzet egy modellkisérletben, ahol néhanyszor
10 perc alatt kdzvetlenul megfigyelhetjik, amint az eredetileg sima felllet fel-
durvul, és struktiraja hasonlatossa valik a hegységekéhez.

Kisérleti hegyek

Korantsem egyszer(i félméteres skalan hegyormokhoz vezetd kisérletet 6ssze-
allitani. Hosszas probélkozas utan jutottunk az aldbbi rendszerhez:

1.) Elkészitettlink egy keveréket, amely fele-fele aranyban allt kozdnséges,
épitkezéseken hasznalatos kvarchomokbdl és viragfoldbél. Az altalunk hasz-
nalt anyagjobb ismerete érdekében scanning elektronmikroszkop és digitalis
képanalizis segitségével megallapitottuk a részecskék méreteloszlasat a keve-
rékben, és ugy taldltuk, hogy a homokszemcsék atlagos mérete 150 n korul
volt, mig a virdgfoéldben énnél joval kisebb, de sokkal nagyobb részecskék is
el6fordultak. 2.) A keveréket kissé atnedvesitettiik, és egy sima fellletd
»hegyet” alakitottunk ki bel6le. Ez a hegygerinc egy alulrél felfelé keskenylg,
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hosszirdnyban elnydjtott gula formaju volt, és hosszikas téglalap alaku teteje
(@ fennsik) mérete 60x18x4 cm volt. 3.) A kisérlet alatt 1500-3000 cm3min
sebességgel vizet permeteztiink erre astruktdrara, amelynek felllete az elfolyd
viz 4ltal elszallitott anyag és a mini foldcsuszamlasok hatisara fokozatosan egy-
re durvabba valt.

A Kkisérleti és a valodi hegyek hasonlésagarol

A Kkisérleti eredmények kiértékelési mddja miatt elsGsorban a kialakult hegyek
profiljat vagy masképpen kontirjat vizsgaltuk. Ebb6l a célbdl hattér-
megvilagitast alkalmaztunk, és Ugy készitettlink felvételeket a kisérleti hegy-
gerincekrdl. A 2a abra egy ilyen felvételt mutat, mig a2b abran egy valodi hegy

2. &bra. Egy kisérleti (a) és egy valédi (b) hegyprofil vizudlis dsszevetése
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lathat6, amelyet az Alpok
olaszorszagi részén talalha-
t6 Dolomitokrol készilt
kép alapjan reprodukal-
tunk. A két dbra jellegének
figyelemre mélt6 hasonld-
sagajoél demonstrélja, hogy
a fraktalszerkezetl objek-
tumok esetében nagyon
kialonb6z6 méretskalakon
lathatd hasonld viselkedés,
és ez aviselkedés létrejohet
erozio atjan.

A kontdrok mint fugg-
vények kezelhet6k, és ezért
a (2) osszefiigges teljesiilé- 3. abra. Kisérleti (a) ésvalédi (b) hegygerincekre meg-
sét a megfelelc’i mennyisé— hatarozott tv vastagsdg-fuggvény logaritmikus skalan
gek kiszamitasa Utjé.n adbréazolva. A kisérleti és a valédi hegyre vonatkozé
ellen6rizhetjik. Abréazol-  adatok egyarant kozelfekszenek a rajtuk athdzott, kb.
juk tehat az x kiterjedésli 0,8 meredekségl egyenesekhez. E z a tény a hegygerin-
tartomanyok éatlagos vas- cek onaffinjellegét igazolja
tagsagat! Ha log tv (a vas-
tagsdg logaritmusa) log x fuggvényében linearisan né, akkor teljesil aiv-~xa
Osszefliggés, és a linearis szakasz meredeksége éppen aza exponens lesz. A 3.
abran egy kisérleti és egy valodi hegygerinc kontdrjanak kiértékelésébdl nyert
eredményt mutatunk be. Az adatok egy viszonylag hossz( tartomanyon &t
kozel linearisan valtoznak, és a kisérleti, valamint avalddi hegy profiljahoz tar-
toz6 meredekség- (durvasagi exponens) értékek igen hasonldak.

Kovetkeztetések

Kisérleteinkben az er6ziés folyamatok altal 1étrehozott, festdi, de a gyakorlat
szempontjabol is fontos geomorfoldgiai tipust, a fraktal hegyeket vizsgaltuk.
Megfigyeléseink egyik alapvetd tanulsaga, hogy a valédi hegygerincekkel ro-
kon struktirak elsésorban a féldcsuszamlasos mechanizmussal alakulnak ki.
Masfel6l ez a mechanizmus csak akkor alakit ki fraktal hegyeket, ha a féldcsu-
szamlasok mérete egy széles tartomanyban valtozik; a sok kicsi beomlas mel-
lett nem tul kis valdszin(iséggel jonnek létre ,,nagy”, a kisérleti hegy méretével
dsszemérhetd foldcsuszamlasok.
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Az Olvaséban nyilvan felvet6dik az a természetes kérdés, hogy vajon
mennyiben alkalmazhatéak egy néhanyszor 10 cm-es kisérleti objektumon
megfigyelt folyamatok a valddi, néhany km-es skalan lejatszodo jelenségek
megmagyarazasara. Kilondsen jogos egy ilyen felvetés annak a ténynek a
figyelembevétele mellett, hogy példaul az Alpok alapvetéen mészkébol
(6sszefliggd, ,.kemény” anyagbdl) all, mig akisérletet egy kbnnyen ataz6, mor-
zsalékos anyaggal végeztiik.

Van azonban két fontos észrevétel, amely kdzvetve alatdmasztja a kétjelen-
ségkor analogiajat. 1) Els6ként kiemeljlik, hogy a mészk6hegységek belsé
szerkezete nagyon bonyolult, 1ényegében a teljes kéallomany &t meg &t van
szelve a repedések hol finom, hol makroszkopikus (szintén fraktal) hal6javal.
Ezekbe a repedésekbe beszivarog a csapadék, és a h6mérséklet csokkenésekor
(pl. €jjelenként) megfagy. A keletkez6 jég tagulasa miatt kialakul6 fesziiltség
széjjelebb fesziti a mar meglevé repedéseket, és egydttal Uj repedéseket is 1ét-
rehoz. Az eredetileg 0sszefiiggd sziklak egyre kevésbé kapcsolatban levé
kisebb egységekre hasadnak szét. 2.) Abban a pillanatban, amikor a kapcsolat
egy kiterjedt tartomany koril végleg meggyengul (a repedéshaldzat egy feliilet
mentén 6sszefliiggbvé valik), ez atartomany leomlik. A kévetkezd kép rajzolo-
dik tehat ki: A kisérletiinkben hasznalt homok- és foéldszemcsék a repedések
altal szétszabdalt sziklakat alkoto kédaraboknak felelnek meg, mig a beszivér-
go, az dsszetapadt szemcséket egymastol elvalaszto viz akdveket szétfeszitdjég
madjara hat. Tehat: féldcsuszamlas-»k6omlas. Valoban, a Dolomitokban talal-
haté hegyek labainal hatalmas mennyiség( kétérmelék figyelheté meg, amit a
volgyekben foly6 viz fokozatosan felold, ill. elszallit.

Fraktal baktériumtelepek kialakulasa

A bioldgidban a legkilonbdzébb eredetli, gazdag mintazatd fraktalokkal talal-
kozhatunk [2] - gondoljunk csak a (leveleit vesztett) fak strln elagazo, kilon-
b6z6 méreteken ismétl6dé strukturajra vagy éppen atestiinket atszévé finom
érhaldzatra! De egyes sejteknek is lehet fraktalgeometrija, vannak idegsejtek,
amelyek sok ezer 4gas-bogas nyulvannyal rendelkeznek. Itt most egy fizikai
koncepcidk alapjan interpretalhato bioldgiai fraktalrél fogok irni.

Kisérletek baktériumtelepekkel

A Petri-csésze egy lapos Uvegtalka, fligg6leges oldalfalakkal. Ha ebbe valami-
lyen szerves tapanyagot (pl. peptont) tartalmaz6 zselét teszlink (a zselében a
tapanyag jol tud diffundalni), és atalka kbzepén a zselé felliletére egy baktériu-
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mokat tartalmazo folyadékcseppet helyeziink, a baktériumok osztédasnak
indulnak. Par nap alatt a feltleten kialakul a baktériumtelep, amelyik rendsze-
rint kor alakd, mert a tapanyag korlatlan mennyiségben hozzéaférhet6 a telep
felliletén levd baktériumok szdméra.

A baktériumtelepek azonban gyakran igen kedvez6tlen kérnyezeti feltéte-
lek kozott is képesek fejlddni. 1989-ben egyjapan kutaté megfigyelte, hogy a
baktériumtelepben kialakulhatnak olyan bonyolult névekedési mintazatok,
amelyeket kordbban élettelen rendszerek nem egyensulyi novekedési folya-
mataiban figyeltek meg. Az elsd Kkisérleti eredmények arra utaltak, hogy
viszonylag kevés tapanyag jelenlétekor a tApanyagnak a zselében val6 diffizioja,
valamint a baktériumokjellegzetes mozgésa hatarozza meg a telepek ilyenkor
igen bonyolult alakjat.

Kulfoldi tarsszerzdinkkel valo egylittmiikodésiink soran el6szor a kisérleti
Gton novesztett baktériumtelepek geometriai tulajdonségait vizsgaltuk [4]. A
kiulénb6z6 novekedési feltételek mellett végzett kisérletekben a paraméterek
véltoztatasa kiterjedt az alacsony tdpanyagtartalomtdl (0,1 g pepton/1) a tapla-
lekban gazdag keverékig (10 g pepton/1) és a lagy szubsztratumtol (1% agar-
koncentracio) a keményig (4% agarkoncentracid). A telepek egy kb. 10 cm
atmérGjl, csészealj formaju edény (Petri-csésze) aljan elhelyezkedd, 3 mm
vastag, tapanyagot (peptont) tartalmazd, zselészer(i (agar-) réteg feluletén
ndvekedtek.

A novesztest 37 °C és 30% paratartalom mellett tartott Petri-csésze koze-
pébe fecskendezett 5p 1—105baktériumot tartalmazé cseppel kezdtik. A tovab-
biakban emlitett ndvekedési mintdzatokat a Bacillus subtilis 168-as Szamu
tenyészetébOl szadrmazd bacillusok hoztak létre. (Ez egy kozOnséges, az emberi
taplalékban tipikusan el6forduld baktériumfajta.)

A tadpanyagszegény feltételek kozott fejl6dé baktériumtelepek egy része
érdekes fraktal alakokat (példaul adott kiralitassal rendelkez6, ,,gond6r” nyul-
vanyokkal jellemezhetd geometriaval) mutatott [5],

Modellek, értelmezés

Abaktériumtelepek ndvesztése eredendéen a komplexitas egy tovabbi fokoza-
ta az élettelen rendszerekhez képest, mivel az épit6 blokkok maguk is é16 rend-
szerek, amelyek mindegyike sajat autondm (néha 6nzd8) dnérdekkel és belsd
szabadsagi fokkal bir. A ndvekedési modellbe a kovetkez§ altalanosjellemzé-
ket épitettiik be: (1) ataplalék diffuzidja; (2) a baktériumok mozgasa; (3) sza-
porodas és elpusztulas; (4) lokalis kommunikécié az U4n. kemotaxis utjan. A
tapanyag diffaziojat egy hAromsz6gd racson c tapanyag-koncentracié mellett a
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diffuzios egyenlet segitségével irtuk le. A baktériumokat bolyong6 részecskék
reprezentaltak [4].

Minden bolyongd részecskét leir a helye (p) ¢s bels6é szabadsagi foka (bels6é
energiaja, w ), amely aktivitdsara hatassal van. A bolyongd részecske e sebes-
séggel vesziti el bels6 energiajat. Belsd energidja ndvelésére rogzitett crsebes-
séggel vesz fel tapanyagot, ha elegend6 étel elérhet6. Kulonben az elérhetd
mennyiséget veszi fel. Ha nincs elegendd taplalék egy id6-intervallumon belil
(aminek kdvetkeztében w, nullara csdékken), a bolyongé részecske mozdulat-
lannd valik (elpusztul). Ha elegendd az étel, akkor  n@, és amikor elér egy t,
kiiszobot, a bolyongo részecske kettévalik (szaporodas).

4. abra. a) Fraktal baktériumtelep, b) Ha a baktériumok nem tudnak mozgasuk
kozben szabadon elfordulni a mozgatészervik altal kitintetett meghatérozott irdnyba,
ilyen gondor, fraktéal telepeket képeznek

A bolyong06 részecskék racson kivili véletlen bolyongast végeznek egy
jol definidlhaté konturon beliil. A kontdr minden egyes szegmense akkor
mozdul el, han ¢szer belelitkdztek abolyongo6 részecskék. Ez a kdvetelmény
reprezentalja a lokalis kommunikaciét vagy a baktériumok egydttes viselke-
dését.

Megjegyezzik, hogy az els6 kozelitésben az N r szint az agar-koncentraciot
jelenti, mivel a kontdr tovabbmozditasahoz egy keményebb szubsztratumon
tobb Utkdzés szikséges.
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A modellegyenlet

Y A )
-~ —=Dis/2c(r,t)-~jb(r-ri)mm(cr,c(r,t)). (3)

6 aktiv

Ez ataplalékokra felirt diffizios egyenlet (Dca diffuzids &llando), amely a
bolyong6 részecskék taplalékfelvételét is tartalmazza (az utolso tag). w {id6beli
valtozésa

dw.
—— =mm(cr,c(ri,t))~ e 4
at
Minden egyes id6lépésben az aktiv véletlen bolyong6 részecskék d Iépés-
hossz [0,2 ] intervallumbdl egyenletesen valaszthatd 0 szogli véletlen bo-
lyongést végeznek. igy az U fi hely

r- =ri + d(cos0, sin0). ©®)

Ha az r —r metszi akontart, akkor a Iépést nem hajtjuk végre, és a kontar

megfeleld szegmensének szdmlélojat eggyel megndveljik. Ha a szamlalo eléri
az N cértéket, a kontdrszegmens egy racsegységgel athelyezddik.

Ajelenség komplexitasa ellenére a fraktalstruktura eredete jol értelmezhe-
t6: ha kevés ataplalék, hamar kifogy a telep hataranak kézelében. Ekkor atelep
kissé kidudorodd részei tapanyagban gazdagabb részbe érnek, és gyorsabban
novekednek, mert itt a baktériumok gyorsabban szaporodnak. A dudor meg-
né, el6renyuld aggavalik, a hatramaradt részek az el6lik elfogyasztott taplalék
miatt nem nének tovabb. Az elérenyllé agon keletkezik egy Ujabb kis dudor,
ez tovabbi eldgazashoz vezet, és az eldgazasok sokasaga fraktalstrukturat ered-
ményez.

Anumerikus szimul&cidk eredményeit a5. abra mutatja. A baktériumtele-
pek névekedéséhez hasonldan a mintazatok témaorek magas tdpanyag- (pep-
ton-) szintnél, és fraktalok a csokken6 tapanyagszintre. Adott peptonszintre a
mintazatok eldgazdbbak, ahogy az agar-koncentracio (a zselé keménysége)
né.

Nyilvanval6, hogy az 5. abran bemutatott eredmények nagyon biztatoak, és
megragadjak a megfigyelt mintazatok Iényegét. Vannak azonban dént6 ming-
ségi kulonbségek is. Szlikséges a kemotaxis figyelembevétele is.

Kemotaxison altalaban azt értik, hogy a mikroorganizmus mozgassal reagal
bizonyos vegyi anyagok koncentraciéjanak megvaltozasakor. Szokas szerint a
gradiens menti mozgas vagy a gradiens iranyaba vagy azzal ellenkezé iranyba
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torténik. Kemotaxikus valaszt
létrehozhat egy kilsé kémiai
mezd vagy maguk a mikroorga-
nizmusok, az utdbbit hivhatjuk
kemotaxikus jelzésnek vagy
kommunikécionak.
Bemutatjuk a kemotaxikus
kommunikaciéo egyszeri mo-
delljét. Minden lelassult (stacio-
narius)  bolyongd  részecske
(vagy maésképpen: azok a bo-
lyong6 részecskék, amelyek ala-
csony tapanyag-koncentracio-
nak vannak kitéve) rogzitett sr
sebeséggel kibocsat egy kom-
5. abra. A baktériumtelepek novekedésétszami- munikacos vegyi anyagot (hogy
togépes szimulacioval is leirhatjuk. Az egyik megkisérelje a tobbi baktériu-
numerikus kisérlet eredménye lathato az abran mot el(izni), és minden aktiv bo-

lyong6 részecske cc sebességgel
veszi fel ezt. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ez az egyszer(i valtoztatas ele-
gendd, hogy a névekedés mindségi lényegét megragadja. Egy realisztikusabb
modellben ezek a sebességek a tapanyag és a kemotaxikus kommunikacios
OsszetevOk koncentracioitél fuggenének. Ajelenlegi modellben a kommuni-
kacids mezd egyenlete:

-D SV 2s(r,t)+ X 8(' ~7)s,- S 8(F-rt)mm(cc,s(r,t)). (6)
stacioner aktiv

Az aktiv baktériumok mozgasa valtozik a tisztdn véletlen bolyongastol
(egyenl6 val6szinlséggel minden iranyban) avéletlen bolyongésig akommu-
nikaciés mezd gradiense mentén (magas valdszin(isegli amozgéas ajelzd anyag
irdnyaban).

Kollektiv mozgas

Az élet egyik legjellemz6bb, legszembeszok6bb vonédsa a mozgas. Pontosab-
ban az életet a mozgéas specialis formai jellemzik, hiszen az élettelen anyag is
orok mozgasban van. A bioldgiai mozgas sajatos jellegét az adja meg, hogy az
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€16 rendszerek egyensulytol tavoli llapotban vannak, és ebbdl ered6en irdnyitott
folyamatok jatszodnak le benniik. Egy magasabb szervez6dési szintrél tekint-
ve, a bioldgiai mozgéasok sajatos funkcidkkal rendelkeznek a faj fennmaradésa
szempontjabol, vagy masképpen: olyan tulajdonsagokat mutatnak, amelyek
szelekcios el6nytjelentenek.

Gyakran a bonyolult geometria kialakuldsa éppen egy komplex kollektiv
mozgas eredménye.

Baktériumtelepekkel végzett kisérleteink azt mutattak, hogy a mikroorga-
nizmusok mozgéasa adott feltételek mellett koordinaltta valik, és abaktériumok
- ahalakhoz vagy madarakhoz hasonléan - csoportokban kezdenek mozogni.
Ez leginkdbb akkor jelentkezett, amikor vonz6 kemotaktikus kdlcsdnhatés
jelenléte volt feltételezhetd. Feladatunkul tliztik ki az ilyen csoportos, kollek-
tiv mozgés létrejottének &ltalanos leirasat avonatkozé alapmodell megalkotasa
atjan.

Kollektiv viselkedés, szimmetriasértés, fazisatalakulas

A sok egyforma objektumbdl (,,részecskékbél™) allé6 rendszerek jellegzetes
tulajdonsaga, hogy valamilyen kils6, fokozatosan valtoztatott paraméter t
fliggvényében képesek viszonylag hirtelen megvaltoztatni a tulajdonsagaikat.
Talén alegegyszeribb, kézismert példa a folyadékok megfagyasa: a h6mérsék-
let fokozatos cstkkentésekor a folyadék megfagy, szerkezete kristalyossa valik,
a molekuldk kolcsonhatasanak kdvetkeztében egyszerre mintha mindegyik
,»tudna”, milyen szabalyos struktura szerint kell elhelyezkednie, egyik részecs-
ke sem bolyong tovabb. Ez tipikus kollektiv jelenség; a részecskék egyszerre,
egymas hatéséra valtoztatjadk meg viselkedésiiket.

Ha a hiités lassu, és a h6meérsékleteloszlas a rendszerben homogén, egyen-
sulyi fazisatalakulasokat figyelhetiink meg. A termeészetben azonban tipikus,
hogy az atalakuldsokat kivaltd hatasok er6ssége gyorsan valtozik, és eloszlasa
sem egyenletes.

Akkor sincs egyensulyban egy rendszer, ha barmilyen aramléas van jelen
benne (pl. ah6mennyiség aramlasa egyébként id6ben nem valtozd, két kiilon-
b6z6 hémérsékletl pont kozott). Ilyenkor nem egyensilyi d&tmeneteket lehet
megfigyelni, amelyek a kilénbtz6ségek ellenére esetenként fontos kozos
vonasokat mutathatnak az egyensulyi esettel. Mik ezek a lehetséges analégiak,
amelyek a mélyebb megértést nagyban el6segithetik? Mindkét tipusu kollektiv
jelenség esetében fennall, hogy egy kiils6 paraméter valtoztatdsakor annak egy
adott y(értekénél gyors valtozas torténik arendszer makroszkopikus viselkedé-
sétjellemz6 P mennyiségben. Ez a gyors valtozas lehet ugrasszer(i vagy folyto-
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nos, de az utébbi esetben avaltozas hatvanyfiiggvény forméjaban fligg a para-
méter aktualis és kritikus értékének killonbségétél, tehat

ahol ~ aranyossagotjelol.

Az atalakuldsok jellege gyakran nem fligg a rendszerek részleteitdl, igy pl. »
exponens értéke sok kulonb6z8 fizikai rendszerre lehet egzaktul ugyanaz
(univerzalis), és ezért valt ezeknek az un. kritikus exponenseknek a meghata-
rozésa a komplex rendszerek kutatdsénak egyik centralis feladatava.

Atmenet a rendezetlenbél a rendezett mozgasha

Ha azokat ajelenségeket kivanjuk megérteni, amelyek sok kézel hasonlé orga-
nizmus kollektiv mozgasa soran figyelhet6k meg, a statisztikus fizika teriiletén
felhalmozott tuddsanyagotjél hasznosithatjuk. Bizonyos feltételek mellett az
organizmusok kozotti, azok egyiittes mozgasat dominalé koélcsénhatas vi-
szonylag egyszer( alakban is megfogalmazhatd; ezekben az esetekben az orga-
nizmusokat részecskéknek tekinthetjik, és a kdlcsénhatast mint Utkdzési sza-
balyt foghatjuk fel. A szimulacidk soran a megszokott algoritmusok hasznalha-
tok, azonban mindségileg Uj effektusokat varunk attdl a figyelemre méltd
kilénbségtdl, hogy - nyilt rendszerek révén - az organizmusok kélcsénhata-
sakoraz im pulzus és az energia nem marad meg.

Ha a kollektiv viselkedés kevésse fuigg a részletektél, és valdban elsdsorban a
kolcsonhatas altalanos formdja hatdrozza meg, akkor azt varjuk, hogy nagyon
kiilonb6z6 organizmusok IS igen hasonld mozgéasformakat mutathatnak. A fizi-
kusok tipikusan az altalanos, univerzalis 0sszefliggések irant érzékenyek, mig a
gyakorlati (nem elméleti) bioldgidban az a szok&sos, hogy ajelenségek specifi-
kussdgat hangsulyozzak. Mi azt allitjuk, hogy modelliink egyarant érvényes
baktériumtelepekre, halrajokra, de még embercsoportok mozgéasara is.

Ezeknek a rendszereknek a legegyszer(ibb modellje olyan részecskékbdl all,
amelyek egy sikon mozoghatnak, €ssebességiik nagysaga idében allands. Ez utobbi
feltétel azt veszi figyelembe, hogy a részecskék mindegyike ,,motorral” van
ellatva, amely a disszipativ surlddasi er6k ellenében dolgozik. Feltételezzik
tovabba, hogy a részecskék igyekeznek a helyi atlagsebességgel parhuzamosan
mozogni (az él6lények jellegzetes tulajdonsaga, hogy mozgasukat koordindl-
jak akozelukben Iévd tarsaikkal, beleértve az embereket is), valamint amozga-
sukat még egy véletlen fluktualé er6 is befolyasolja [6].

A modell viselkedését tobbek kdzott Monte-Carlo-szimulaciokkal térké-
pezhetjuk fel: A Monte-Carlo-modszer lényege, hogy egy sztochasztikus
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egyenletrendszer vizsgalatakor numerikusan el6allitjuk a kivant statisztikanak
eleget tevé zajt, és - mintegy ,,mérést” végezve - meghatdrozzuk a keresett
mennyiségeket.

Az egyszer(iség kedvéert feltételezzik, hogy a részecskék mozgésirdnyénak
relaxacidja gyors a rendszer konfiguracidjanak megvaltozdsahoz képest, azaz a
kovetkez6, hatékonyan szamitogépre vihet6 kifejezéseket iteralhatjuk:

U]

Gi(t+ At)=(mi+~nl

foosd,V
. At,

[smffj

xft+ At)= xft) + Vg ®
ahol a és (fi(t)). az t-ik részecske mozgasiranyat, helyzetét, valamint az egység-
sugart kornyezetének atlagos mozgasiranyat jeloli. A egy Gauss-eloszlasu
fehér zaj (E£,.}=.i2s ..~ autokorrelacids fliggvénnyel, azaz a zaj er@ssegét .,
megvalasztasaval  kontrollalhat-
juk. Lathatd, hogy ezek az egyen-
letek At-t6i csak vOAt forméjaban,
illetve rj-n keresztil fuggnek, igya
tovabbiak soran feltételezhetjiik,
hogy At=1 és0<v0« I.
A modellben igy &sszesen
harom kontrollparaméteriink
maradt, rj, vo, valamint a részecs-
kék atlagsirlsége p= N/L2 ahol
N a részecskék szama, L pedig a
rendszer linearis mérete. Termé-
szetesen bennilinket a- feltehet6-
en univerzalis - kollektiv viselke-
dés érdekel, vagyisaz N -» @ ,.ter-
modinamikai hataresetet” vizs-

galjuk, periodikus hatarfeltételek-
kel.

A 6. abran lathatjuk a modell
tipikus viselkedését a kontrollpa-
raméterek néhéany értékére. Meg-
figyelhetd, hogy nagy s(r(iség és
kis zaj mellett a rendszerben
(6bnszervez§ modon, spontan
szimmetriasértéssel) létrejon egy

6. dbra. Ez az &bra szdmitégépes szimuléacid
segitségével illusztralja a mozgas 6sszehangol6-
dasanakfolyamatat. A kisszakaszok apillanat-
nyi elmozdulads iranyaba mutatnak, és jol
demonstraljak, hogy a kezdetben véletlenszerd,
o6rvényl6' mozgéas hogyan alakul at kollektiv
agy,
ahogy egy madarcsapat rendez6dik pillanatok

koordinalt helyvéltoztatdssa, valahogy

alatt egy kozds irdnyba repulé rajja
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a kdlcsonhatasi sugarnal Iényegesen hoszabb tavl rendez6dés, amely az egész
rendszeren atfoly6é aramot hoz létre. Novelve a zajt vagy csokkentve a s(irisé-
get, ez a rendezddés eltlinik: kis slr(iségek esetén egymastdl jorészt fliggetle-
nil mozgé ,,csapatokat” figyelhetiink meg, amelyek a zaj hatéséra sorra fel-
bomlanak, illetve az ,,iitk6zések” soran dsszeragadnak, nagyobb csapatokat lét-
rehozva.

Két fontos eredményt kivanok itt kiemelni: 1.) amozgas rendezddése fazis-
atalakulds-szer(i, az 0sszes részecskére szamitott atlagos sebesség a zaj csok-
kentésekor nullardl hatvanyfiuggvény szerint « = 0,4) n6 meg egy adott, vélet-
lenszerlen szelektalodott iranyba (szimmetriasértés). 2.) Ha kor alakd celldba
kényszeritjik a részecskeket, elkezdenek kérozni, ez a mozgas spontan alakul
ki, hasonldan ahhoz, ahogy egy kor alak( akvariumban néha egyutt kéréznek a
halak, de megfigyeltik és értelmeztik ezt aviselkedést baktériumok esetében
is. A Kaba-ké6 korul Mekkaban tobb tizezer ember mozog kdzel kérpalyan; ha
az Olvaso belegondol, ez ajelenség szintén értelmezhetd a modelliinkkel.
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