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Elhangzott 1998. november 4-én

A klasszikus számelmélet természetes számokból álló speciális sorozatok 
(prímszámok, négyzetszámok stb.) tulajdonságait vizsgálja. A 20. század 

elején Brun, majd Schnirelmann munkássága nyomán kezdődött az általános 
sorozatok (tipikusan sűrűségi feltételekkel karakterizált sorozatok) intenzív 
vizsgálata; e terület kiemelkedő egyénisége Erdős Pál volt. Hibrid problémán 
olyan problémát értek, melyben mind speciális, mind általános sorozat szere­
pel. E területen a munka lényegében a harmincas évek közepén kezdődött, és 
az utolsó húsz évben vált igazán intenzívvé. A „hibrid” jelzőt az a tény is indo­
kolja, hogy e terület technikailag is átmenetet képez a másik két terület közt: a 
speciális sorozatok vizsgálata során az analitikus módszerek a legerőteljeseb­
bek, az általános sorozatok vizsgálatát a kombinatorikus módszerek uralják, a 
hibrid problémák tárgyalása során pedig kombinatorikus és analitikus (főleg 
exponenciális összegekre épülő) módszerek egyaránt használatosak. A hibrid 
problémák vizsgálatát részben éppen ez a tény indokolja; e terület mintegy 
hidat képez a másik kettő közt, elősegíti az értékek, technikák, módszerek cse­
réjét, és ezzel gazdagítja mindkét területet.

A hibrid problémák durván hat csoportba oszthatók:
a) speciális sorozat és általános sorozat összege;
b) homogén additív problémák (tipikusan különbségsorozatok);
c) inhomogén additív problémák (tipikusan összegsorozatok);
d) részhalmaz összegek („subset sums”);
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e) multiplikativ problémák;
f) Ramsey típusú problémák.
Az alábbiakban e hat terület irodalmát szeretném áttekinteni, külön figyel­

met fordítva természetesen az általam elért eredményekre.
Használni fogom az alábbi jelöléseket: A természetes, nemnegatív egész, 

illetve egész számok sorozatát (halmazát) N-nel, N 0-val, illetve Z-vel fogom 
jelölni. (E területen kissé pontatlanul, de nem értelemzavaró módon, általában 
nem szoktak különbséget tenni sorozatok és halmazok közt.) A, ß, C, ... 
nemnegatív egész számokból álló sorozatokat jelölnek, és e sorozatok számos­
ságfüggvényét A(x), B(x), C(x), ...-szel fogom jelölni, tehát például

A(x)= \ {n : n E j4, 0<n<x} | .

Az x valós szám egész részét [x]-szel, törtrészét (x}-szel, a legközelebbi 
egész számtól való távolságát pedig | |x | | -szel fogom jelölni, tehát | |x | | = 
min({x}, 1—{x}). d(n) az n szám pozitív osztóinak a számát, P(n) n legnagyobb 
prímosztóját, w(n) n különböző prímosztóinak a számát, Q(n) pedig n prím­
osztóinak multiplicitással számolt számát jelöli.

Speciális sorozat és általános sorozat összege
Khintchin bizonyította a következő tételt:

Alti)
1. TÉTEL (Khintchin, 1933): Ha A c N 0, az A  sorozatcr(A) = inf n e N ----

n
Schnirelmann-sűrűségére

(1) 0< ct(»4)<1

teljesül, és a négyzetszámok sorozatát M-nel jelöljük: W={0, 1, 4, ..., n", ...}, 
akkor

(2) o ( A + M) >  o(A)
(sőt,

(2j  a(A + hJ)> a(A)  + (1 -  o(/l))2 a(A)).

Ha valamely nemnegatív egész számokból álló W sorozatra (2) minden (1) 
tulajdonságú sorozatra teljesül, akkor ezt az N  sorozatot lényeges komponensnek 
nevezzük. Khintchin tétele szerint tehát a négyzetszámok sorozata lényeges 
komponens. Három évvel később Erdős általánosította ezt a tételt:
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2. TÉTEL (Erdős, 1936): Ha ß C N  h-adrendű bázis (azaz minden n termé­
szetes szám felírható ß  legfeljebb h elemének összegeként), akkor minden 
74CN0 sorozatra

o(A  + B)> ö(A)  + ^ - ( l - c ( A ) ) o ( A )
2 h

(tehát ß  lényeges komponens).
Az e területen elért korai eredmények közül még Lorentz és Plünnecke 

eredményei érdemelnek említést.
Minthogy én e területen soha nem dolgoztam (a felsorolt hat terület közül 

ez az egyetlen ilyen), ezért áttérek a következő témakörre.

Homogén additív problémák (különbségsorozatok)

Az additív hibrid problémák általános alakja az alábbi: vizsgálandó az

a t a x,  + - - - + a k a xk = b y ’ a Xl e A k , b r e B

egyenlet megoldhatósága, ahol k G N, a v...,ak adott valós számok, A v..., A k 
általános (tipikusan „sűrű”) sorozatok, ß  adott speciális sorozat. Egy ilyen 
egyenletet akkor nevezünk homogénnek, ha 74, = ...=  A k és a x + ...+ak—0; min­
den más esetben az egyenletet inhomogénnek mondjuk. A megkülönböztetést 
az a tény indokolja, hogy a két problématípus merőben különböző természetű; 
egy homogén egyenlet megoldhatatlansága általában sokkal erősebb megszorí­
tást jelent a benne szereplő 74 sorozatra, mint egy formailag nagyon hasonló, 
de inhomogén egyenleté az ?4, sorozatokra.

1977-78-ban Fürstenberg és én egymástól függetlenül bizonyítottuk az 
alábbi tételt: 3

3. TÉTEL. Ha az A cN  végtelen sorozat d(A)  (= lim sup n —» °°——-)
n

aszimptotikus felső sűrűsége pozitív, akkor az

(3) a - a ' - x 2, a, a ' e A ,  x e N

egyenlet megoldható.

Pontosabban ez Fürstenberg megfogalmazása, én a tételt a következő, éle­
sebb kvantitatív formában bizonyítottam (Lovász egy kérdésére válaszolva):
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3'. TÉTEL: Ha N > N 0, AC {Í ,  2,..., N }  és

A(N)>c
N(Jog log N ) 2'3

(log N ),/3

akkor a (3) egyenlet megoldható.
Fürstenberg bizonyításában ergodelméleti módszereket használt, míg én a 

Hardy-Littlewood-módszernek azt a változatát alkalmaztam és fejlesztettem 
tovább, melyet Roth a háromtagú számtani sorozatok vizsgálata céljából dol­
gozott ki. A háromtagú számtani sorozat problémája és a (3) egyenlet közt 
ugyanis az alábbi szoros kapcsolat van:

Nevezzünk egy ?4CN sorozatot Jónak”
a) a Roth-probléma esetében akkor, ha nem tartalmaz háromtagú számtani 

sorozatot, illetve
b) a (3) egyenlet esetén akkor, ha (3) megoldhatatlan.
A Roth-probléma esetén a Hardy-Littlewood módszer alkalmazhatóságá­

nak kierőszakolása az alábbi elemi tényre épül:
a) az axq+c, a2q + c,..., atq+c sorozat akkor és csak akkor J ó ”, ha az a„ a2,...,at 

sorozat is az.
A (3) egyenlet esetében ez az alábbi gyengébb tulajdonsággal helyettesíthető:
b) az axq+c, a2c f + c , a tq2+c sorozat akkor és csak akkor J ó ”, ha az av av..., 

at sorozat is az.
A (3) egyenletet követően vizsgáltam az

(4) a — a '= p  — 1, a ,a 'e A ,  p prím

egyenlet megoldhatóságát is „sűrű” sorozatokban, és bizonyítottam:

4. TÉTEL (Sárközy, 1978): Ha N>N„, A C { \ ,  2 és

N̂0g lQg loŜ lQg log l0g lQg N  
(log log N ) 2

akkor a (4) egyenlet megoldható.
Nevezzük A -1 ismét ,jó”-nak, ha (4) megoldhatatlan. Most az alábbi gyen­

ge tulajdonság teljesül:
c) az ű,+ c, a,+c, ... at+c sorozat akkor és csak akkor J ó ”, ha az av a2, at 

sorozat is az.
Minthogy e gyenge tulajdonság már bármely homogén additív hibrid prob­

léma esetén teljesül, ezért az itt alkalmazott módszerrel már bármely ilyen 
probléma tárgyalható.
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A 3. és 4. tétel nyomán további mintegy 25-30 tudományos munka szüle­
tett, mely különbségsorozatokkal foglalkozik; ezek közül hármat szeretnék ki­
emelni. Vaughan 1981-ben írt könyvében analizálta Fürstenberg bizonyítását, 
és megállapította, hogy az ergodelmélet felhasználása nélkül is elmondható, és 
így kvantitatív becslés nyerhető, de nem jobb, mint a 3'. ^tételben. Pintz,
Steiger és Szemerédi (1988) a 3'. tételben A(N)-re adott---------—— alsó kor-

N  (logN ),/3-£
lá tó t---------- :—-—-—;——-re javították. Bergelson és Leibman a közelmúlt

/1OQ. K J Y  loß loß Ioß log N  J  °

ban bizonyították, hogy ha az r4CN végtelen sorozat aszimptotikus felső sűrű­
sége pozitív, akkor tetszőleges k-t megadva, található ?4-ban olyan k hosszúsá­
gú számtani sorozat, melynek differenciája négyzetszám.

1977-ben és 78-ban két, Erdőssel közös cikkben mind különbség-, mind 
összegsorozatokkal foglalkoztunk. Többek közt vizsgáltuk

^ p ;
((-) a Legendre-szimbólum) megoldhatóságát a modulo p maradékosztályok 

halmazának nagy részhalmazaiban, és

a + a' = [na], a ,a 'e A ,  n e N

megoldhatóságát „sűrű” A  sorozatokban; ezek már részben összegsorozatokra 
vonatkozó, tehát inhomogén additív problémák.

Inhomogén additív problémák (összegsorozatok)

Erdős és Turán bizonyították az alábbi tételt:

5. TÉTEL (Erdős és Túrán, 1934): Létezik olyan c pozitív állandó, hogy ha 
j4C N  véges sorozat, akkor

co IK- + - 0 >clog |j4|.
a'eA

Továbbá sejtették, hogy ez a tétel általánosítható két különböző sorozatból 
vett elemek összegére. Ezt a sejtést jóval később Győry, Stewart és Tijdeman 
igazolták:
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6. TÉTEL (Gyó'ry, Stewart ésTijdeman, 1986): Ha | A\ > | S | >2, akkor
í  \

(ú u i i (a + b )
\ ^ a e A b e B

> d o g  \A\.

Megjegyzendő, hogy míg Erdős és Túrán szellemes elemi bizonyítást adtak 
tételükre, addig a 6. tétel bizonyítása Evertsenek egy S-egység egyenletek meg­
oldásszámára vonatkozó mély eredményére épül. Erdős, Győry, Stewart és 
Tijdeman különböző irányokban továbbfejlesztették ezeket az eredményeket.

1963-64-ben -  egymástól függetlenül -  Erdős és Moser vetették fel a követ­
kező problémát: megadható-e tetszőlegesen nagy A CN  (véges) halmaz azzal a 
T  tulajdonsággal, hogy a, a'E.A, a^a  esetén a+a' mindig négyzetszám? Nicolas 
(1977) és J. Lagrange (1981) találtak egy 6 elemű A  halmazt ezzel a T  tulajdon­
sággal. A közelmúltban Rivat-val és Stewarttal vizsgáltuk ezt a problémát, és -  
többek közt -  igazoltuk:

7. TÉTEL (Rivat, Sárközyé s Stewart, 1998): Ha t4C{1, 2, . . . ,N} és A T  tulaj­
donságú, akkor

|r4| <c logN.

E tételnek az az érdekessége, hogy a bizonyítás szita-módszerre, nevezete­
sen Gallagher „nagyobb szitájára” épül, és ehhez mérten szokatlanul éles felső 
korlát adódik.

Az előző fejezet végén említettem két, Erdőssel közös cikkünket. Ezek egyi­
kében vetettük fel a következő problémát: milyen lehet egy olyan ?4CN végte­
len sorozat felső sűrűsége, melyre

a+a'=x2, a,a 'GA
megoldhatatlan? Megfogalmaztunk egy ezzel kapcsolatos sejtést, melyet 
Massias cáfolt, majd 1982-ben Lagarias, Odlyzko és Shearer megoldották a 
probléma moduláris analogonját, és 1983-ban további részeredményeket értek 
el.

1984-ben -  Erdős Pál egy problémájából kiindulva -  Baloggal közösen 
bizonyítottuk, hogy N > N 0 esetén

n ]4-n2+ n 3= N ,

(5) P(nxn2n3) <exp(c(log N  log log N )V2)

megoldható. (Megjegyzem, hogy ezt az eredményt később Sárközy Gábor, De 
la Breteche, illetve Harcos különböző irányokban élesítették, de az (5) felső
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korlátot -  a c konstans értékétől eltekintve -  máig sem javították.) Ez ugyan 
nem hibrid típusú tétel, de később a bizonyítást analizálva észrevettük, hogy 
hasonló módszerrel -  a Hardy-Littlewood-módszer egy nemtriviális verziójá­
val -  az alábbi jóval általánosabb tétel is bizonyítható:

8. TÉTEL (Balog és S á r k ö z y ,  1984): H a N > N 0, A ,  B C { 1 ,  2,..., N }, és

\ A \ , \ B \ > ---------------- -------------- 775-,
exp(c, (log N  log log N )  )

akkor léteznek a E A , b E B  számok, melyekre
N

P(a + b) < --------------------------------TjT-.
exp(c2 (log N  log log N )  )

Ez volt az első olyan -  meglehetősen meglepő és váratlan -  eredmény, mely 
abba az irányba mutatott, hogy „sűrű” sorozatok összegsorozatának van egy 
meglehetősen feszes aritmetikai szerkezete. E tételből kiindulva, most már 
tudatosan kerestünk további ilyen jellegű eredményeket. Bizonyítottuk az 
alábbi két tételt (ezeket és a további tételek jelentős részét is itt kissé egyszerű­
sített formában ismertetem):

9. TÉTEL (Balog és S á r k ö z y ,  1984): Ha

(6) £>0,  N > N u(e), t4,BC{1,2,..., «}és|»4|,|B |>£N ,

akkor léteznek olyan aEA, bE B  számok, hogy

CT b)> c(E)7— .
(log N )

10. TÉTEL (Balog és Sárközy, 1984): (6)-ot feltéve, léteznek olyan aEA,  
b E B  számok és p prím, hogy

2,  2 N
P \a +  b és P > c(£)t---- TT7-(log N )

Később Stewarttal élesítettük ezeket az eredményeket:

9'. TÉTEL (Sárközy és Stewart, 1986): A 9. tételben (7) helyett 

(7') P(a + b)> c(e)N

írható (tehát létezikaEA, b E B  ésp prím, hogy a+b=p-0(í)) .
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10'. TÉTEL (Sárközy és Stewart, 1988): Ha k&N,  akkor (6)-ot feltéve, létez­
nek olyan a E A , b G ß  számok és p prím, hogy

(tehát a+b —pkO( 1)).

Később Rúzsa másik bizonyítást adott a 9'. tételre, és élesítette azt a „nem 
nagyon sűrű” sorozatok esetén.

Erdős, Maier és én bizonyítottuk, hogy „sűrű” sorozatok összegsorozata 
kielégít egy Erdős-Kac típusú tételt:

11. TÉTEL (Erdős, Maier és Sárközy, 1987): (6)-ot feltéve,

Ezt a kételt később különböző irányokban élesítették Tenenbaum (1989), 
illetve Elliott és én (1988).

Erdős, Pomerance, Stewart és én vizsgáltuk a>(a+b) nagy értékeit:

12. TÉTEL (Erdős, Pomerance, Sárközy és Stewart, 1993): (6)-ot és e' >0-t fel­
téve, léteznek olyan a& A,bE.3  számok, hogy

Néhány további, a közelmúltban vizsgált összegsorozatokra vonatkozó 
probléma:

1. Erdőssel (1987) vizsgáltuk a következő kérdést: hány szám adható meg 
N-ig úgy, hogy bármely kettőnek az összege négyzetmentes szám legyen?

2. Stewarttal (1986) vizsgáltuké tagú összegek „nagy” prímosztóit.
3. Pomerance, Stewart és én (1988) vizsgáltuk a+b összegek „kis” prímosz­

tóit.
4. Stewarttal (1994) becsültük a a .e A  d(a+a') összeget.
5. 1988-ban vizsgáltam aÁ(a +b) = ± \ ,a  £  A,b  E 3  egyenletek megoldha­

tóságát, ahol A(h) = (-1)£í<"> a Liouville-függvényt jelöli.

p k\a+b és p k > c(z, k)N

<x} =<)>(x) + o(l),

ahol cp(x) a normális eloszlás eloszlásfüggvénye:

a>(fl+&)>(l-e')-—  —
log log N
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6. Ostmann (1956), Hornfeck (1954,1955), Pomerance, Sárközy és Stewart 
(1988) vizsgáltak olyan A, 3  sorozatokat, hogy a+b minden aE.A, fcEß-re 
prímszám.

7. Erdős és Shapiro (1957), majd Friedlander és Iwaniec (1993) becsülték a 
Z,EA I.hESx(a + b) (X*Xo multiplikativ karakter) összeget.

8. Rivat, Stewart és én (1998) vizsgáltuk 0) (a+b) maradékosztályokban való 
eloszlását (ez a Részhalmaz összegek fejezetben leírt probléma általánosítása).

9. Rivat és én (1997) vizsgáltuk a+b = [rí], a E A, b E 3, n E N  megoldha­
tóságát.

E tételek közös mondanivalója durván úgy fogalmazható meg, hogy „sűrű” 
sorozatok összegsorozatai közel ugyanolyan feszes aritmetikai szerkezettel 
rendelkeznek, mint az egymást követő egész számok. Vizsgálva azt, hogy az 
összegsorozatok rendelkeznek-e az egymást követő egészek valamely aritmeti­
kai tulajdonságával, vagy egyszerű kongruencia-ellenpélda adható, vagy pedig 
ha ilyen példa nincs, akkor az összegsorozatok rendelkeznek a kérdéses tulaj­
donsággal.

Az említett cikkek közt van több olyan, melyben az alkalmazott technika a 
Hardy-Littlewood-módszer valamely verziója. Egy-két cikk kombinatorikai 
módszereket használ, így például a 12. tétel bizonyításában kulcsszerepet ját­
szik Katonának egy véges halmazok részhalmazainak metszetére vonatkozó 
tétele. A legtöbb bizonyítás azonban a „nagy szita” valamely verziójára épül, és 
e kérdéskör irodalma jelentősen hozzájárult a „nagy szita” különböző irányok­
ba való kiterjesztéseihez (ilyenek például az összetett, illetve „nagy” modulu­
sokra való kiterjesztések).

A 9'. és 10'. tételek szorosan összefüggnek a | \pa \ | , illetve | \pka\  | számok 
eloszlásával.

Részhalmaz összegek

i 4 C N  esetén jelölj ük P(A)-val az j4-ból képezhető részhalmaz összegek hal­
mazát, azaz az ea alakban írható számok halmazát, ahol £„=0 vagy 1, és 
0 < 2  . £ <oo.afcí4 a

1986-ban Erdős vetette fel a következő problémát: adott N E N N E N  
esetén maximálisan hány szám adható megN-ig úgy, hogy a belőlük képezett 
részhalmazösszegek közt nincs teljes fe-adik hatvány? Jelöljük az ilyen tulaj­
donságú számok maximális számát F(N, fe)-val. F(N, k) aszimptotikus viselke­
dését k>10 és N -*oo esetén Lipkin (1989), 6<fe<9 esetén Álon és Freiman
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(1988) írta le. 1994-ben meghatároztam F(N, k) aszimptotikáját fc=4 és 5 ese­
tén is, és k =2 és 3 esetén javítottam a korábbi becsléseken.

Erdős és Freud sejtették 1986-ban, hogy

1. Ha A C {1,2,..., 3N }  és | A  \ >N,  akkor P(A) tartalmaz 2k alakú szá­
mot.

2. Ha A  C {1, 2,..., 4N}  és |i4 | >N,  akkor V(A) tartalmaz négyzetmen­
tes számot.

E két sejtést Erdős és Freiman igazolták 1990-ben. Nekik azonban „sok” 
különböző ű-ra volt szükségük egy-egy 2 hatvány, illetve négyzetmentes szám 
előállításához. Ezért előbb Erdős, Nathanson és én (1988) végtelen sorozatok 
esetén, majd Nathanson és én (1989) véges sorozatokra kidolgoztunk egy 
olyan módszert, mellyel minden hasonló típusú részhalmazösszeg-problémá- 
nál igazolható, hogy korlátos sok tag elég, sőt jó  explicit korlát adható.

A fenti két Erdős-Freud probléma esetén Lev (1996), illetve Filaseta (1987) 
meghatározták a minimálisan szükséges tagszámot.

Erdős, Stewart és én (1994) vizsgáltuk olyan részhalmaz összegek létezését, 
melyeknek van nagy prímosztójuk (a 9'. tétel részhalmaz összeg analogonja).

E fejezetben említett cikkeimben meghatározó szerepet játszik az alábbi 
tétel:

13. TÉTEL (Sárközy, 1994): Ha N>2500, A C {1, 2,..., N }  és 

(8) | t4 I >200(N logN )l/2,

akkor léteznek d, y, z  G Z  számok, melyekre

l< d < 1 0 4 A/| j4|~', 
z> T ' 10^| t4 |2, 

y<7-104 Afe|,4|"2 
és

{yd,(y+\)d,...,zd} C P(A).

Korábban Álon és Freiman (1988) bizonyítottak egy hasonló, de lényegesen 
gyengébb tételt, N 23+£-nal (8) jobb oldalán. Ugyanakkor a 13. tétel már a lehető 
legjobb, konstans szorzóktól és esetleg (8)-ban egy (log AI)1/2 szorzótól elte­
kintve. A bizonyítás nehéz és hosszú, és fontos szerepet játszik benne Kneser 
tétele. Valamivel később tőlem függetlenül Freiman is bizonyította lényegé­
ben ugyanezt a tételt, érdekes módon ugyanazzal a -  valószínűen szükségtelen 
-  (log N )1/2 faktorral (8) jobb oldalán.
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A 13. tétel felhasználásával szinte minden részhalmazösszeg-probléma tár­
gyalható, és a tételnek sok alkalmazása van más területeken is (például a partí­
ciók elméletében).

Hegyvári és én (1998) vizsgáltunk A C N  sorozatokat azzal a tulajdonság­
gal, hogy P(A) minden eleme négyzetszám.

Multiplikativ problémák
Diophantosz megadott 4 racionális számot azzal a T  tulajdonsággal, hogy kö­
zülük bármely két különbözőnek a szorzatához 1-et adva, négyzetszámot
kapunk. Azonnal felvetődik a kérdés, hogy megadható-e tetszőlegesen nagy A 
sorozat ezzel a T  tulajdonsággal. Minden bizonnyal ez a legrégibb hibrid prob­
léma. E témakörrel Fermat, Euler és E. Straus is foglalkoztak, és a közelmúlt­
ban Dujella és Gyarmati K. vizsgálták ezt a kérdést.

Iwamec és én bizonyítottuk az alábbi tételt:

14. TÉTEL (Iwaniecés Sárközy, 1987): H ae>0, N > N 0(£), A, 3  C (1 ,2 ,..., 
N }  és \A\,  | 3 1 >eN,  akkor léteznek olyan a E A, b E 3  és x  E  N  számok, 
hogy | ab-x21 <c(e)(N log N)'/2.

A bizonyítás az ún. „kettős nagy szitára” épül.
A  C W esetén jelöljük Q(74)-val azon q C N ,  q> 1 számok halmazát,

melyek q = —- (ahol a, a' E A) alakban írhatók; ezt a Q(j4)-t az A halmaz 
a'

hányadoshalmazának („quotient set”) nevezzük. Behrend, illetve Erdős egy- 
egy klasszikus tétele szerint „sűrű” sorozatok hányadoshalmaza nem üres. 
Pomerance és én (1988) vizsgáltuk hányadoshalmazok aritmetikai szerkezetét.

Ugyancsak Pomerance és én (1987) vizsgáltuk azt, hogy „sűrű” A , 3  soro­
zatok esetén milyen kicsivé tehető \ab-p\ (a E A, b E 3 , p prím), illetve a 
P(n)<n feltétel mellett | ab—n | (a G A, b E B).

1989-ben vizsgáltam a2+b2 (aholű E A,b E 3, A, 73„sűrű” sorozatok) ala­
kú számok nagy prímosztóit.

1992-ben bizonyítottam a 12. tétel multiplikativ analogonját:

15. TÉTEL (Sárközy, 1992): H a £ , f > O , N > N 0( £ , £ j , f l C  {1,2..... N} és
| A  | >eN,  akkor léteznek olyan a, a' E A  számok, hogy

<o(aa' + ! ) > ( ! - £ ')
log N  

log log N

11
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Győryvel és Stewarttal bizonyítottuk a 6. tétel alábbi multiplikativ analo-
gonját:

16. TÉTEL (Gyó'ry, Sárközy és Stewart, 1996): Ha A, B C N  és 
| A \ >  | 3\  >2, akkor

co nni*+D
yaeAbz'B

> c l o g \A\.

E tétel kapcsán sejtettük a következőt: ha a<b<c és c-»o°, akkor 
P((ab + 1)(űc + 1)(í>c +1))->oo. E sejtéssel kapcsolatban Győry és én (1997), 
továbbá Stewart és Tijdeman (1997), valamint Bugeaud (1998) értek el rész- 
eredményeket.

Néhány további, a közelmúltban vizsgált multiplikativ hibrid probléma:
1. 1995-ben vizsgáltam 2 teB d(ab + \)-et.
2. Erdőssel és T. Sós Verával (1995) -  kombinatorikai eszközökkel -  vizs­

gáltuk adottfe G N  és „sűrű” A G N  eseténar ..ak=x2, <ak, av...ak G A, 
x  G N  megoldhatóságát.

3. Rivat-val (1997) vizsgáltuk ab— [nc], a G A, 3, n G N  megoldhatóságát. 
(Ez a Piatetski-Shapiro-probléma sorozatokra vonatkozó analogonja.)

4. Elliottal (1997) igazoltuk a 11. tétel multiplikativ analogonját, azaz, hogy­
ha A, 3  „sűrű” sorozatok, akkor az co(ab + 1) számok (ahol a G A, b G 3) 
kielégítenek egy Erdős-Kac típusú tételt.

E témakörben nincsenek domináns módszerek. Kivétel talán a „nagy szita”, 
melynek viszonylag sok alkalmazása van, mégpedig -  a tárgyalt problémák 
multiplikativ jellegének megfelelően -  annak Gallaghertől származó karakter­
verziója alkalmazható gyakran.

Ramsey típusú problémák
Roth sejtette, hogy létezik olyan c pozitív állandó, hogy bármely k G N-re 
N -et fe-színezve, N > N 0 esetén N -ig legaláb cN olyan n szám van, melynek 
létezik a+a'=n alakú monochromatikus előállítása. Ezt Erdőssel és T. Sós 
Verával bizonyítottuk az alábbi élesebb formában:

17. TÉTEL (Erdos, Sárközy és T. Sós, 1989): Bármely k G N  és N  bármely 
fe-színezése esetén N -ig legalább (i -  o(l))N  olyan páros n szám létezik, mely­

nek van monochromatikus előállítása a +a'=n alakban.
Ezt az eredményt kiterjesztettük különböző irányokban.

12



Hibrid problémák a szám elm élEtben

Erdős és én (1990) vizsgáltuk e probléma multiplikativ analogonját, azaz 
vizsgáltuk, hogy N -et k-színezve, legalább hány olyan n szám van N - ig, mely­
nek van aa' —n alakú monochromatikus előállítása.

Erdős és Álon (1996) becsülték a legkisebb olyan k=k(n) számot, hogy az 
{1,2, . . . ,n -1} halmaznak van olyan fe-színezése, hogy az n szám nem írható fel 
monochromatikus részhalmaz összegként.

E témakörben természetesen a kombinatorikus számelmélet módszerei 
dominálnak.
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