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Elhangzott 1998. november 4-én

klasszikus szdmelmélet természetes szamokbol all6 specialis sorozatok
(primszamok, négyzetszamok stb.) tulajdonsagait vizsgalja. A 20. szazad

elején Brun, majd Schnirelmann munkassdga nyoman kezd6dott az altaldnos
sorozatok (tipikusan s(rségi feltételekkel karakterizalt sorozatok) intenziv
vizsgalata; e terlilet kiemelked6 egyénisége Erdds PAal volt. Hibrid problémén
olyan problémat értek, melyben mind specilis, mind altalanos sorozat szere-
pel. E terlileten a munka lényegében a harmincas évek kozepén kezd6dott, és
az utols6 hdsz évben valt igazan intenzivvé. A ,hibrid”jelz6t az atény is indo-
kolja, hogy e terllet technikailag is atmenetet képez a mésik két terlilet kozt: a
specialis sorozatok vizsgalata soran az analitikus mddszerek a leger6teljeseb-
bek, az altalanos sorozatok vizsgalatat a kombinatorikus maddszerek uraljak, a
hibrid problémak targyaldsa soran pedig kombinatorikus és analitikus (f6leg
exponencialis 6sszegekre éplil§) mddszerek egyarant hasznalatosak. A hibrid
problémaék vizsgalatat részben éppen ez a tény indokolja; e tertilet mintegy
hidat képez a masik kettd kozt, el6seqiti az értékek, technikdk, médszerek cse-
réjét, és ezzel gazdagitja mindkét teriiletet.

A hibrid problémék durvan hat csoportba oszthatok:

a) specidlis sorozat és &ltalanos sorozat 0sszege;

b) homogén additiv problémék (tipikusan kulonbségsorozatok);

c) inhomogén additiv problémak (tipikusan 6sszegsorozatok);

d) részhalmaz dsszegek (,,subset sums™);



Sérkiizy Andras

e) multiplikativ problémak;

f) Ramsey tipusd problémék.

Az aldbbiakban e hat teriilet irodalmat szeretném attekinteni, kilén figyel-
met forditva természetesen az altalam elért eredményekre.

Hasznalni fogom az al&bbi jeldléseket: A természetes, nemnegativ egész,
illetve egész szamok sorozatat (halmazat) N-nel, N Qval, illetve Z-vel fogom
jeldlni. (E terlleten kissé pontatlanul, de nem értelemzavaré modon, altalaban
nem szoktak kulénbséget tenni sorozatok és halmazok kozt) A, B, C ..
nemnegativ egész szamokbdl allé sorozatokatjeldlnek, és e sorozatok szamos-
sagfuggvényét A(x), B(x), C(x), ...-szel fogom jeléIni, tehat példaul

A(X)=\{n :n Ef4, 0<n<x}|.

Az x valés szam egész részét [x]-szel, tortrészét (x}-szel, a legkdzelebbi
egész szdmtdl vald tavolsagat pedig | x| |-szel fogom jeldlni, tehét | |x| | =
min({x}, 1—4x}). d(n) az n szam pozitiv osztoinak aszamat, P(n) n legnagyobb
primosztéjat, w(n) n kiillénb6zd primosztdinak a szaméat, Q(n) pedig n prim-
osztéinak multiplicitdssal szamolt szamatjeloli.

Specialis sorozat és altalanos sorozat 6sszege
Khintchin bizonyitotta a kovetkez§ tételt:
1. TETEL (Khintchin, 1933): Ha AcN Q az A sorozatcr(A) =infne NA—Ir—:—I—)
Schnirelmann-s(riiségére
(1) 0<a»4)<1

teljesul, és a négyzetszamok sorozatat M-nel jeldljuk: W={0, 1, 4, .., n", ..},
akkor

) 0(A+M)> 0(A)
(s6t,
2 a(A + hd)>a(A) + @- o(/)2a(A)).

Ha valamely nemnegativ egész szamokbdl all6 Wsorozatra (2) minden (1)

tulajdonsagu sorozatra teljesil, akkor ezt az N sorozatot lényeges komponensnek
nevezzik. Khintchin tétele szerint tehat a négyzetszamok sorozata Iényeges
komponens. Harom évvel kés6bb Erdds altalanositotta ezt a tételt:
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2. TETEL (Erd6s, 1936): Ha RC N h-adrenddi bazis (azaz minden n termé-
szetes szam felirhatd 3 legfeljebb h elemének dsszegeként), akkor minden
7T4CNOsorozatra

o(A +B)>08(A) +’éh(l-c(A))o(A)

(tehat B lényeges komponens).

Az e terlileten elért korai eredmények kozil még Lorentz és Pliinnecke
eredményei érdemelnek emlitést.

Minthogy én e teriileten soha nem dolgoztam (a felsorolt hat teriilet kozil
ez az egyetlen ilyen), ezért attérek a kdvetkezd témakorre.

Homogén additiv problemak (kiilonbsegsorozatok)

Az additiv hibrid problémak &ltalanos alakja az aldbbi: vizsgalandd az
a tax, +---+ a kaxk = by aX e A k,breB

egyenlet megoldhat6saga, ahol k G N, av...,akadott val6s szamok, Av..., Ak
altalanos (tipikusan ,,slr(i”) sorozatok, 3 adott specialis sorozat. Egy ilyen

egyenletet akkor neveziink homogénnek, ha 74,= ...= Akésax+...+ak—0; min-
den mas esetben az egyenletet inhomogénnek mondjuk. A megkllénboztetést
az atény indokolja, hogy a két problématipus merében kilonb6zd természet(;
egy homogén egyenlet megoldhatatlansaga altalaban sokkal er6sebb megszori-

tastjelent a benne szerepl6 74 sorozatra, mint egy formailag nagyon hasonlé,
de inhomogén egyenleté az 4, sorozatokra.

1977-78-ban Furstenberg és én egymastol fuggetlenul bizonyitottuk az
alabbi tételt:3

3. TETEL. Ha az AcN végtelen sorozat d(A) (= lim sup n—» °°——)
n

aszimptotikusfels6 slirisége pozitiv, akkor az
(3) a-a'-x2, aa'eA, xeN
egyenlet megoldhat6.

Pontosabban ez Firstenberg megfogalmazasa, én a tételt a kbvetkezd, éle-
sebb kvantitativ formaban bizonyitottam (Lovéasz egy kérdésére valaszolva):
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3. TETEL: Ha N>NQAC{I, 2,..., N} és
N(Jog log N)23
A(N)>C (Jog log N)
(log N) /3

akkor a (3) egyenlet megoldhat6.

Flrstenberg bizonyitasaban ergodelméleti modszereket hasznalt, mig én a
Hardy-Littlewood-mddszernek azt a valtozatat alkalmaztam és fejlesztettem
tovabb, melyet Roth a hAromtagl szamtani sorozatok vizsgalata céljabdl dol-
gozott ki. A haromtagu szamtani sorozat problémaja és a (3) egyenlet kozt
ugyanis az alabbi szoros kapcsolat van:

Nevezziink egy ?4CN sorozatot J6nak”

a) a Roth-probléma esetében akkor, ha nem tartalmaz haromtagu szamtani
sorozatot, illetve

b) a (3) egyenlet esetén akkor, ha (3) megoldhatatlan.

A Roth-probléma esetén a Hardy-Littlewood mddszer alkalmazhat6saga-
nak kierdszakolasa az alabbi elemi tényre épll:

a) az ag+c, a2 +c,..., ag+c sorozat akkor és csak akkor J6”, haaz a,,a2...,at
sorozat is az.

A (3) egyenlet esetében ez az alabbi gyengébb tulajdonsaggal helyettesithetd:

b) azaxg+c, az f+ ¢, a g2+c sorozat akkor és csak akkor J6 7, haazavav...,
atsorozat is az.

A (3) egyenletet kdvetben vizsgaltam az

4 a—a'=p—L a,a'eA, pprim
egyenlet megoldhat6sagat is ,,slr{i” sorozatokban, és bizonyitottam:

4. TETEL (Sarkozy, 1978): Ha N>N,,, AC{\, 2

akkor a (4) egyenlet megoldhato.

Nevezzik A-lismét ,j6”-nak, ha (4) megoldhatatlan. Most az alabbi gyen-
ge tulajdonsag teljesil:

C) az G,+¢ a,*c, ... at+c sorozat akkor és csak akkor J6 ”, ha az av a2 at
sorozat is az.

Minthogy e gyenge tulajdonsdg mér barmely homogén additiv hibrid prob-
[éma esetén teljesul, ezért az itt alkalmazott mddszerrel mar barmely ilyen
probléma targyalhato.

4



Hibrid problémak a szamelméletben

A 3. és 4. tétel nyoman tovabbi mintegy 25-30 tudomanyos munka szile-
tett, mely kiilénbségsorozatokkal foglalkozik; ezek kdzul harmat szeretnék ki-
emelni. Vaughan 1981-ben irt kényvében analizélta Flrstenberg bizonyitasat,
és megallapitotta, hogy az ergodelmélet felhasznalasa nélkil is elmondhato, és
igy kvantitativ becslés nyerhet6, de nem jobb, mint a 3'. ~ételben. Pintz,
Steiger és Szemerédi (1988) a3'. tételben A(N)-re adott--------- —— alsé kor-

N (logN),/3-£

14t6t re javitotték. Bergelson és Leibman a kézelmult

/10Q. KJY ‘loR IoR 108 'log N

ban bizonyitottak, hogy ha az r4CN végtelen sorozat aszimptotikus felsé s(r(-

sége pozitiv, akkor tetszéleges k-t megadva, talalhaté ?4-ban olyan k hosszusé-
gu szamtani sorozat, melynek differencidja négyzetszam.

1977-ben és 78-ban két, Erd6ssel kézos cikkben mind kilénbség-, mind
Osszegsorozatokkal foglalkoztunk. Tébbek kozt vizsgaltuk

N p ,
((-) a Legendre-szimbd6lum) megoldhatésagat a modulo p maradékosztalyok
halmazanak nagy részhalmazaiban, és

a+a'=[na], a,a'eA, neN

megoldhatdsagat ,,slr(” A sorozatokban; ezek mar részben ésszegsorozatokra
vonatkozo, tehat inhomogén additiv problémak.

Inhomogén additiv problémak (6sszegsorozatok)

Erdds és Turan bizonyitottdk az alabbi tételt:

5. TETEL (Erdds és Taran, 1934): Létezik olyan ¢ pozitiv alland6, hogy ha

A CN véges sorozat, akkor

00) !Jé”"o >clog |j4|.

Tovabba sejtették, hogy ez a tétel altalanosithatd két kiillénb6z6 sorozathdl
vett elemek Osszegére. Ezt a sejtést joval késébb Gy6ry, Stewart és Tijdeman
igazoltak:
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6. TETEL (Gyd'ry, Stewart ésTijdeman, 1986): Ha |A\ > |S| >2, akkor
i \
@y i @+hb) >dog \A\
\*aeAbeB
Megjegyzendd, hogy mig Erd6s és Turan szellemes elemi bizonyitast adtak
tétellikre, addig a 6. tétel bizonyitasa Evertsenek egy S-egység egyenletek meg-
oldasszamara vonatkozo mély eredményére épil. Erdds, Gyéry, Stewart és
Tijdeman kilonb6z8 irdnyokban tovébbfejlesztették ezeket az eredményeket.
1963-64-ben - egymastol flggetlenll - Erdds és Moser vetették fel a kovet-
kez6 problémat: megadhato6-e tetsz6legesen nagy ACN (véges) halmaz azzal a
T tulajdonséggal, hogy a,a'E.A, a*a esetén a+a' mindig négyzetszdm? Nicolas
(1977) ésJ. Lagrange (1981) taléltak egy 6 elem(i A halmazt ezzel a T tulajdon-
saggal. A kdzelmultban Rivat-val és Stewarttal vizsgaltuk ezt aproblémat, és -
tobbek kozt - igazoltuk:

7. TETEL (Rivat, Sarkozyés Stewart, 1998): Ha #C{1, 2,...,N} és A T tulaj-

donsagu, akkor
[r4]| <c logN.

E tételnek az az érdekessége, hogy a bizonyitas szita-mdodszerre, nevezete-
sen Gallagher ,,nagyobb szitjara” épll, és ehhez mérten szokatlanul éles felsé
korlat adodik.

Az el6z6 fejezet végén emlitettem két, ErdGssel k6zos cikkilinket. Ezek egyi-
kében vetettik fel a kdvetkez8 problémat: milyen lehet egy olyan ?4CN végte-
len sorozat fels6 s(ir(isége, melyre

a+a'=x2 a,a'GA

megoldhatatlan? Megfogalmaztunk egy ezzel kapcsolatos sejtést, melyet
Massias céfolt, majd 1982-ben Lagarias, Odlyzko és Shearer megoldottdk a
probléma moduléris analogonjat, és 1983-ban tovabbi részeredményeket értek
el.

1984-ben - Erdés Pal egy probléméajabol kiindulva - Baloggal kézdsen
bizonyitottuk, hogy N > N Oesetén

nl4-n2+n3=N,
(5) P(nxn2n3) <exp(c(log N log log N )V2)

megoldhatd. (Megjegyzem, hogy ezt az eredményt késébb Sarkdzy Gabor, De
la Breteche, illetve Harcos kuilénbzé irdanyokban élesitették, de az (5) felsé
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korlatot - a c konstans értékétél eltekintve - maig sem javitottdk.) Ez ugyan
nem hibrid tipusa tétel, de kés6bb a bizonyitast analizalva észrevettiik, hogy
hasonlé mddszerrel - aHardy-Littlewood-mddszer egy nemtrivialis verzioja-
val - az alabbijoval altaldnosabb tétel is bizonyithaté:

8. TETEL (Balog és sarkozy, 1984): HaN>NQa, Bc {1, 2,..., N}, és

\A\,\B \> — 775-,
exp(c, (log N log log N) )
akkor léteznek aEA,bEB szdmok, melyekre

N

P(a+ b)< Tj
exp(c2(log N log log N) ")

Ez volt az elsd olyan - meglehet6sen meglepd és varatlan - eredmény, mely
abba az irdnyba mutatott, hogy ,,slr(” sorozatok dsszegsorozatanak van egy
meglehetdsen feszes aritmetikai szerkezete. E tételb6l kiindulva, most mar
tudatosan kerestiink tovabbi ilyen jellegl eredményeket. Bizonyitottuk az
alabbi két tételt (ezeket és atovabbi tételekjelent6s részét is itt kissé egyszerd-
sitett formaban ismertetem):

9. TETEL (Balog és sarkoszy, 1984): Ha
(6) £>0, N> Nu(e), ¥,BC{1,2,..., «}és|»4|,|B|>£EN,

akkor léteznek olyan aEA, bEB szamok, hogy

C b .
T )> c(E) zlog N)

10. TETEL (Balog és Sarkozy, 1984): (6)-ot feltéve, léteznek olyan aEA,
bEB szdmok ésp prim, hogy
2, i 2 N
P la+hésP >C(£)Ero-g—l-\|l“)r7-
Késdbb Stewarttal élesitettiik ezeket az eredményeket:
9'. TETEL (Sarkozy és Stewart, 1986): A 9. tételben (7) helyett
(7 P(a + b)>c(e)N

irhato (tehat létezikaEA, bEB ésp prim, hogy a+b=p-0(i)).
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10'. TETEL (Sarkozy és Stewart, 1988): Ha k&N, akkor (6)-ot feltéve, létez-
nek olyan aEA,bGR szamok ésp prim, hogy

pk\a+b é pk=>c(z, k)N
(tehat a+b—pkO(1)).

Késdbb Rlzsa masik bizonyitast adott a 9'. tételre, és élesitette azt a ,,nem
nagyon slr(” sorozatok esetén.

Erd6s, Maier és én bizonyitottuk, hogy ,,slrl” sorozatok 6sszegsorozata
kielégit egy Erdés-Kac tipusu tételt:

11. TETEL (Erdds, Maier és Sarkozy, 1987): (6)-ot feltéve,
<x} =9>(x) + o(l),

ahol cp(x) a normalis eloszlas eloszlasfliggvénye:

Ezt a kételt kés6bb kulénbdz6 iranyokban élesitették Tenenbaum (1989),
illetve Elliott és én (1988).

Erd6s, Pomerance, Stewart és én vizsgaltuk a>(a+b) nagy értékeit:

12, TETEL (Erdds, Pomerance, Sarkozy és Stewart, 1993): (6)-ot ése' >0-t fel-
téve, léteznek olyan a&A,bE.3 szamok, hogy
>(fl+&)>(-e)— —
( ) ( )Iog log N

Néhany tovabbi, a kdzelmultban vizsgalt dsszegsorozatokra vonatkozo
probléma:

1. Erd&ssel (1987) vizsgaltuk a kdvetkezd kérdést: hany szam adhatdé meg
N-ig gy, hogy barmely kett6nek az 6sszege négyzetmentes szam legyen?

2. Stewarttal (1986) vizsgéaltuké tagu 6sszegek ,,nagy” primosztoit.

3. Pomerance, Stewart és én (1988) vizsgaltuk a+b 6sszegek ,,kis” primosz-
toit.

4. Stewarttal (1994) becsiiltika ... d(a+a') 0sszeget.

5. 1988-ban vizsgaltam aA(a+b) =+\,a £ A,b E 3 egyenletek megoldha-
tosagat, ahol A(h)= (-1)#>a Liouville-fuggvénytjeldli.
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6. Ostmann (1956), Hornfeck (1954,1955), Pomerance, Sarkdzy és Stewart

(1988) vizsgaltak olyan A, 3 sorozatokat, hogy a+b minden aE.A, fcER-re
primszam.

7. Erd8s és Shapiro (1957), majd Friedlander és Iwaniec (1993) becsiilték a
Z,BAl.hESx(a+b) (X*Xo multiplikativ karakter) dsszeget.

8. Rivat, Stewart és én (1998) vizsgaltuk o) (a+b) maradékosztalyokban valo
eloszIlasat (ez a Részhalmaz Gsszegek fejezetben leirt probléma éltalanositésa).

9. Rivat és én (1997) vizsgéltuka+b=[ri]l,aE A,b E 3, n E N megoldha-
tosagat.

E tételek k6z6s mondanivaldja durvan ugy fogalmazhaté meg, hogy ,,s(rG”
sorozatok 6sszegsorozatai kdzel ugyanolyan feszes aritmetikai szerkezettel
rendelkeznek, mint az egymast kovet6 egész szdmok. Vizsgélva azt, hogy az
Osszegsorozatok rendelkeznek-e az egymaést kdvet6 egészek valamely aritmeti-
kai tulajdonsagéaval, vagy egyszer( kongruencia-ellenpélda adhatd, vagy pedig
ha ilyen példa nincs, akkor az 6sszegsorozatok rendelkeznek a kérdéses tulaj-
donséggal.

Az emlitett cikkek kozt van tdébb olyan, melyben az alkalmazott technika a
Hardy-Littlewood-maddszer valamely verzidja. Egy-két cikk kombinatorikai
maddszereket hasznal, igy példaul a 12. tétel bizonyitadsdban kulcsszerepetjat-
szik Katonanak egy véges halmazok részhalmazainak metszetére vonatkozd
tétele. A legtdbb bizonyitas azonban a ,,nagy szita” valamely verzidjara épll, és
e kérdéskor irodalmajelentésen hozzajarult a ,,nagy szita” killénb6z6 irdnyok-
ba vald kiterjesztéseihez (ilyenek példaul az dsszetett, illetve ,,nagy” modulu-
sokra valo kiterjesztések).

A9'. és 10'. tételek szorosan dsszefliggnek a | \pa \ |, illetve | \pka\ | szdmok
eloszlésaval.

Részhalmaz 6sszegek

i4CN eseténjeldljik P(A)-val az j4-bdl képezhet6 részhalmaz 6sszegek hal-
mazat, azaz az ea alakban irhaté szamok halmazat, ahol £,,=0 vagy 1, és
0<2 44 E,<00.
1986-ban Erd6s vetette fel a kovetkezd problémat: adott N E N N E N

esetén maximalisan hany szam adhaté megN-ig Ugy, hogy a bel6lik képezett
részhalmazosszegek kozt nincs teljes fe-adik hatvany? Jeldljuk az ilyen tulaj-
donsagu szamok maximalis szamat F(N, fe)-val. F(N, k) aszimptotikus viselke-
dését k>10 és N *0o0 esetén Lipkin (1989), 6<fe<9 esetén Alon és Freiman
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(1988) irta le. 1994-ben meghataroztam F(N, k) aszimptotikajat fc=4 és 5 ese-
tén is, és k=2 és 3 eseténjavitottam a kordbbi becsléseken.

Erdés és Freud sejtették 1986-ban, hogy

1L HaAC {1,2,..., 3N} és |[A\>N, akkor P(A) tartalmaz 2k alaki sza-
mot.

2.Ha A C {1, 2,..., 4N} és |i4| >N, akkor V(A) tartalmaz négyzetmen-
tes szdmot.

E két sejtést Erd6s és Freiman igazoltdk 1990-ben. Nekik azonban ,,sok”
kulénbdz6 i-ravolt sziikségiik egy-egy 2 hatvany, illetve négyzetmentes szam
el6allitasdhoz. Ezért el6bb Erd6s, Nathanson és én (1988) végtelen sorozatok
esetén, majd Nathanson és én (1989) véges sorozatokra kidolgoztunk egy
olyan médszert, mellyel minden hasonlo tipusi részhalmazdsszeg-probléma-
nal igazolhatd, hogy korlatos sok tag elég, s6tjé explicit korlat adhato.

A fenti két Erd6s-Freud probléma esetén Lev (1996), illetve Filaseta (1987)
meghataroztdk a minimalisan sziikséges tagszamot.

Erdés, Stewart és én (1994) vizsgaltuk olyan részhalmaz 6sszegek létezését,
melyeknek van nagy primosztéjuk (a 9'. tétel részhalmaz 6sszeg analogonja).

E fejezetben emlitett cikkeimben meghatarozo szerepet jatszik az albbi
tétel:

13.  TETEL (Sarkozy, 1994): Ha N>2500, A C {1,2,...,N} és
(8) |4 1>200(NlogN)I2
akkor léteznek d,y, z G Z szdmok, melyekre

I<d<104A/ |~
z>T' 10N 412
y<7-104Afe|,4|"2
és
{yd,(y+\)d,...,zd} C P(A).

Korabban Alon és Freiman (1988) bizonyitottak egy hasonld, de lényegesen
gyengébb tételt, N Z3&nal (8) jobb oldalan. Ugyanakkor a 13. tétel mar alehetd
legjobb, konstans szorzoktol és esetleg (8)-ban egy (log Al)X2szorzotdl elte-
kintve. A bizonyitas nehéz és hosszu, és fontos szerepetjatszik benne Kneser
tétele. Valamivel kés6bb t6lem fuggetlentl Freiman is bizonyitotta Iényegé-

ben ugyanezt a tételt, érdekes modon ugyanazzal a- valdszintien sziikségtelen
- (log N ) 22faktorral (8) jobb oldalan.
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A 13. tétel felhasznalasaval szinte minden részhalmazdsszeg-probléma tar-
gyalhato, és atételnek sok alkalmazasa van mas terlleteken is (példaul a parti-
ciok elméletében).

Hegyvari és én (1998) vizsgaltunk A C N sorozatokat azzal a tulajdonsag-
gal, hogy P(A) minden eleme négyzetszam.

Multiplikativ probleméak

Diophantosz megadott 4 raciondlis szamot azzal a T tulajdonsaggal, hogy ko-
zUluk barmely két kulénb6z6nek a szorzatahoz 1-et adva, négyzetszamot

kapunk. Azonnal felvet6dik a kérdés, hogy megadhatd-e tetsz6legesen nagy A
sorozat ezzel a T tulajdonsaggal. Minden bizonnyal ez alegrégibb hibrid prob-
Iéma. E témakorrel Fermat, Euler és E. Straus is foglalkoztak, és a kdzelmult-
ban Dujella és Gyarmati K. vizsgaltak ezt a kérdeést.

Iwamec és én bizonyitottuk az alabbi tételt:

14. TETEL (Iwaniecés Sarkozy, 1987): Hae>0, N>N(QE£), A, 3 C (1,2,...,
N} és \A\, |3 1>eN, akkor léteznek olyan aE A, bE 3 ésx E N szamok,
hogy |ab-x21<de)(N log N)'/2

A bizonyitas az un. ,kettds nagy szitara” épul.

A C W esetén jeloljik Q(74)-val azon qCN, g>1 szamok halmazat,

melyek q=— (ahol a, a' E A) alakban irhatok; ezt a Q(j4)-t az A halmaz
a

hanyadoshalmazanak (,,quotient set”) nevezziik. Behrend, illetve Erdds egy-
egy klasszikus tétele szerint ,s(ir(” sorozatok hanyadoshalmaza nem ({res.
Pomerance és én (1988) vizsgaltuk hanyadoshalmazok aritmetikai szerkezetét.

Ugyancsak Pomerance és én (1987) vizsgaltuk azt, hogy ,,s(iri” A, 3 soro-
zatok esetén milyen kicsivé tehet§ \ab-p\ (@ E A, b E 3, p prim), illetve a
P(n)<n feltétel mellett |ab—n| @ G A, b E B).

1989-ben vizsgéltam a2+b2(aholli E A,b E 3, A, 73,,s(ir(i” sorozatok) ala-
ki szamok nagy primosztéit.

1992-ben bizonyitottam a 12. tétel multiplikativ analogonjat:
15. TETEL (Sarkozy, 1992): Haf,f>O ,N>NQ£,£j,fIC {1,2....N} és
A '|>eN, akkor léteznek olyan a, a' E A szdmok, hogy
log N

<ofed +1)>(1-£ log log N

11



Sérkdzi} Andras

Gyo6ryvel és Stewarttal bizonyitottuk a 6. tétel alabbi multiplikativ analo-
gonjat:
16. TETEL (Gy6'ry, Sarkdzy és Stewart, 1996): Ha A, BCN és

tA\> 3\ >2, akkor
® ml*'I'D>cIog\A\.

yaeAbz'B

E tétel kapcsan sejtettik a kovetkez6t: ha a<b<c és c-»0° akkor
P((ab+ 1)(tc+ 1) (>c+1))->00. E sejtéssel kapcsolatban Gy6ry és én (1997),
tovabba Stewart és Tijdeman (1997), valamint Bugeaud (1998) értek el rész-
eredményeket.

Néhény tovabbi, a kdzelmultban vizsgélt multiplikativ hibrid probléma:

1. 1995-ben vizsgaltam 2teB d(ab+\)-et.

2. ErdGssel és T. Sos Veraval (1995) - kombinatorikai eszk6zokkel - vizs-
galtuk adottfe G N és ,,sliri” A G N eseténar ..ak=x2 <ak av..akG A,
x G N megoldhat6sagat.

3. Rivat-val (1997) vizsgaltuk ab—nd, aG A, 3, n G N megoldhatdsagat.
(Ez a Piatetski-Shapiro-probléma sorozatokra vonatkoz6 analogonja.)

4. Elliottal (1997) igazoltuk a 11. tétel multiplikativ analogonjat, azaz, hogy-
ha A, 3 ,s(r{” sorozatok, akkor az cof@h+ 1) szamok (ahol aG A, b G 3)
kielégitenek egy Erd6s-Kac tipusu tételt.

E témakdrben nincsenek dominans maédszerek. Kivétel talan a ,,nagy szita”,
melynek viszonylag sok alkalmazéasa van, mégpedig - a targyalt problémak
multiplikativ jellegének megfelel6en - annak Gallaghert6l szarmazé karakter-
verzidja alkalmazhat6é gyakran.

Ramsey tipusu problémak

Roth sejtette, hogy létezik olyan ¢ pozitiv alland6, hogy barmely k G N-re
N-et fe-szinezve, N> NOesetén N -ig legalab cN olyan n szdm van, melynek

létezik a+a'=n alaki monochromatikus el6allitasa. Ezt Erd&ssel és T. So6s
Veraval bizonyitottuk az alabbi élesebb formaban:

17. TETEL (Erdos, Sarkozy és T. S6s, 1989): Barmely k G N és N barmely
fe-szinezése esetén N -ig legalabb (i - o(1))N olyan paros n szam létezik, mely-

nek van monochromatikus el6allitasa a+a'=n alakban.
Ezt az eredményt kiterjesztettik killénb6z6 irdnyokban.

12



Hibrid problémak a szdmelmélEtben

Erdés és én (1990) vizsgaltuk e probléma multiplikativ analogonjat, azaz

vizsgéltuk, hogy N -et k-szinezve, legalabb h&ny olyan n szdm van N - ig, mely-
nek van aa' —n alaki monochromatikus el6allitasa.

Erdds és Alon (1996) becsiilték a legkisebb olyan k=k(n) szamot, hogy az

{1,2, ...,n-1} halmaznak van olyan fe-szinezése, hogy az n szdm nem irhatd fel
monochromatikus részhalmaz 6sszegként.

E témakorben természetesen a kombinatorikus szamelmélet mdédszerei

dominalnak.
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