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1 Az (), strukturalista megalapozas programjal

Néhany évvel ezel6tt figyelmem a matematikanak egy az altalanosan elfoga-
dott halmazelméleti rendszertél Iényegileg kiilénb6zd, a kateg6riaelméletre
épul6, 6nallé megalapozasa felé fordult. Ez a megalapozas, amelyet a matema-
tika strukturalista megalapozasanak nevezek, egészében jelenleg csak program-
ként létezik; egyes részei azonban mar megvalosultnak tekinthet6k. A tovabbi-
akban ezt a programot fogom, igen altalanos vonéasaiban, felvazolni. Hangsu-
lyoznom kell, hogy nem célom teljes torténeti attekintést adni a kategoria-
elméletnek a matematika alapjaira gyakorolt hatdsar6l, mondandém egy el-
hatarolt program aspektusaira korlatozodik.

1 Aszerz6 ittmond kdszonetét a Magyar Tudomanyos Akadémia, az MTA Matematikai Kutaté Intézete, és
kiléndsképpen a Németi Istvan altal vezetett Matematikai Logikai Csoport vendégszeretetéért. A szerzg
koszonetét fejezi ki a kanadai NSERC és aquébeci FCAR testlileteknek az altaluk aszerz6 kutatésaira for-
ditott anyagi tdmogatasért.
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2. A gorogok hatasa

Kdézismert, hogy az antik gérogok mind amatematikaban, mind pedig a filozé-
fidban szellemtdrténetileg meghatarozoét alkottak. A mai tudoméany mdvel6jé-
nek, aki azt szokta meg, hogy a figyelemre mélté kdzlések a legutobbi 6t évben
megjelent irodalomban keresendék, az antik mivel8dés altalanosjelentfségé-
nek tudatdban is meglep6 lehet annak felismerése, milyen er6s és kozvetlen
hatasi volt a régi goérogok matematikaja és filozéfiaja a matematika alapjairdl
valdé mai gondolkozasunkra. Még érdekesebb az atény, hogy a gorégség e két
hagyatéka nem valamiféle 6tvdzetben, hanem egymastdl elkulénilten hatott a
matematika alapjaira. A gorog matematikaban alkalmazott axiomatikus modszer
korulbeltl szaz évvel ezel6tt valt ismét a matematika alapjaira vonatkozo
elképzeléseink lIényeges elemévé.”“A kbdzblls6 évezredek soran a matematika
fejl6désében az axiomatikus modszer nem jatszott igazan fontos szerepet. A
gorog filozofia, els6sorban aplatoni ideak tana, az elmult és ajelen szézadban
nagy hatéssal volt és tovabbra is hatassal van a matematika targyainak mibenlé-
tére vonatkoz6 meggondolasainkra. Ez a hatas els6sorban Gottlob Frege mate-
matikai logikajan és Georg Cantor halmazelméletén keresztiil érvényesil.3A
jelenleg az alapokban uralkodd szemléletet, a matematikai realizmust gyakran
szokas egyszer(ien platonizmusnak nevezni.6A matematika alapjaul szolgéld,
manapsag majdnem &ltalanosan elfogadott rendszer egy platonista axiomatikus
halmazelmélet.

3. Az els6rend( logika és a halmazelmélet

Az axiomatikus modszer modern kori Gjraéledése a matematika sajatos, képle-
teken alapul6 nyelvének egy fontos kibdvitésével, a matematikai logikaformalis
nyelvének megalkotasaval jart egyutt. Ezt nagyrészt az analizis logikailag biztos
alapokra vald helyezésének igénye idézte el6. ElsGsorban Karl Weierstrass
tevékenységének eredményeképp létrejott a modern analizis logikailag komp-
lex nyelvezete.3Példaul a hatarérték fogalménak ma mér &ltaldnosan hasznalt
»epszilon-delta” formaja, amely Weierstrass berlini didkjaiban oly élénk ellen-

2 A matematikai logika kifejl6dését megel6z6 axiomatikus szemlélet klasszikus megfogalmazasa David
Hilbertnek a geometria alapjair6l sz616, 1899-ben megjelent munkéaja [Hilbert 1899].

3 Ruzsa Imre és Maté Andras: Bevezetés a modern logikdba cimd, djonnan megjelent kényve [Ruzsa/Maté
1997] igen alapos és élvezetes bevezetést nyujt egyebek kdzott az emlitett cantori és fregei elméletekbe.

4 Lé&sd [Maddy 1990].

5 Az olvas6 j6 fogalmat alkothat Weierstrass hatasarél Hilbert hires, 1926-ban megjelent dolgozatabdl
[Hilbert 1926], amely Weierstrass szerepének méltatasaval kezdddik.



RkatEgériaelmélet szerepe a matematika megalapozasaban

allast keltett, és még ma is a ,,gyakorlatban-fontos” differencial/integral kalku-
lus és a ,,csak-az-elméletben-érdekes” matematikai analizis valasztévonala az
egyetemi oktatasban, igy fest:

lim f(x)=b )
X—a

Ve(E>0—
3d (6<0a
Vx(0 <\ - a\<8 —\f(x) - b\<e) )

Az itt szerepl6 Ugynevezett kvantorok: Ve: ,,minden e-ra” és 36: ,,van olyan d,
amelyre”, a modern logika felfedezése: a kvantoroknak primitiv (tovadbb nem
elemezhet) és alapvetd logikai egységekként vald felismerése elsdsorban
Gottlob Frege érdeme.6A fentebbiekbdl az (1) sor, a definiendum kdzbénséges
matematikai jel6l1ésnek szamit, és a mérndki matematikat tanuldk sem tilta-
koznak ellene; jelentése az, hogy azf fiiggvénynek azahelyen létezik hatarérté-
ke, és az 6-vel egyenld. A definiens (2) logikai szimbolizmusa kevésbéjél ismert;
ezt amérnoki matematikat tanulok ha egyaltalan, akkor szavakban olvassak a
kovetkez6képpen:

,,Minden pozitiv e-hoz van olyan pozitiv 6, hogy minden x-re, amely abszolt érték-
ben 6-nal kevesebbel téréi a-tdl, de nem egyenléa-val,f(x) e-nél kevesebbel téréi b-tdl.

A fenti szimbolikus kifejezésben megismerkedtink az elsérend(i logika alap-
elemeivel; akvantorokon kivil itt mégzkonjunkcié (a) és implikécié (-*) logikai
mveleteit latjuk alkalmazva.

Az axiomatikus halmazelmélet mai formajaban az els6rendd logikaban
megfogalmazott formalis axiomarendszer. Ebben, radikalis médon, minden léte-
zO6ként elismert individuum halmaz. Az ,,els6” vagy ,,legkisebb” halmaz az ires
halmaz, 0, amelynek nincs egyetlen eleme sem.

Az egyetlen extralogikai primitiv fogalom az elemének-lenni relaci6, E, amely
az XEy, ,xazy-nak eleme” alaku 6sszefliggésekben szerepel. A halmazelmélet
szemléletesen elképzelt univerzuma, amelyet Cantor és Neumann Janos
neveivel szokas megjeldlni, halmazok halmazaibdl all, mindazon halmazbdl,
amelyet az Ures halmazbdl kiindulva, méar meglévé halmazokbo6l mint elemek-
b6l transzfimt iteracidban képezni lehet.

6 L. [Ruzsa/Maté 1997].
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Az els6rendd logika az egyenl@séget?, x—y, logikai fogalomnak, tehat minden
kontextusban valtozatlan, eleve adott jelentéssel biré fogalomnak tekinti. A
halmazelméletben azonban lehetne az egyenl6séget az elemének-lenni rela-
ciobol definialtnak is tekinteni, az Ggynevezett extenzionalitasi axidma defini-
cioként vald kezelésével:

x=y< df >Vz(zexezey).

Szavakban: két halmaz, x ésy, akkor és csak akkor egyenléek, ha barmely
tovdbbi z halmazra (emlékezzlnk, hogy a halmazok elemei is halmazok!), z
akkor és csak akkor eleme x-nek, ha eleme y-nak. Az artatlannak I4tsz6 egyenlé-
ség és avele rokon azonossag szerepének fontossaga a kdvetkez6kben nagymér-
tékben meg fog ndvekedni. Ezt el6készitendd, megemlitem az alapvet6 egyen-
I6ségi axidma-sémat, az egyenldek megkulonboztethetetlenségének (latinosabban: az
identikusak indiszcernibilitasanak) elvétg

Xy Z (X = y = (tp (%, 2) <M (v, 2)),

amely a platonizmus-realizmus alapjan allva logikai feltevés, tehat barmely
Osszefiiggésben, nemcsak a halmazelméletben, feltételezett elv. Itt g (.,...) tet-

sz6legesformula, az adott rendszerben nyelvtanilag helyesen felirt allitas; z, a
paraméter (inaktiv valtozo), egy vagy toébb valtoz6-szimbdlum sorozatatjeldli.

Az els6rend( logika szabatosan megfogalmazott kovetkeztetési szabalyokkal
rendelkezik. Az axiomatikus halmazelméletben, amely egy a sok lehetséges
formalis rendszer k6zott, meghatarozott, a logikai kdvetkeztetési szabalyok és a
specifikus Zermelo-Fraenkel- (ZF-) féle halmazelméleti axibmakat alkalmazva
halmazelméleti allitasokatformalisan bizonyitunk.

Fontos hangsulyozni, hogy a formalis bizonyitasok kozeli rokonai a jol
ismert matematikai levezetéseknek. Az utébbiakban véltozékbol, fliggvényekbdl
és egyéb, bonyolultabb, elemekbdl all6 kifejezések egyenléségeit, idénként
egyenl6tlenségeit manipulaljuk. (Az emlitett bonyolultabb elemekkel kapcso-
latban gondoljunk a fentebb hasznalt hmeszjel6lésre, tovabba a differencial- és

7 A [Ruzsa/Maté 1997] konyv (melyet altalanos informaci6-forrasként tekintek azon olvasék szdmara, kik
egyes haszndlt terminusok jelentésének kivannak uténanézni) nem hasznélja az egyenld sz6t, az azonossal
helyettesiti. Ebben a dolgozatban az ,,azonos” és ,.egyenl§” szavak mindegyikének fontos, de egymastol
eltéréjelentése van; ezek ajelentések, remélhet6leg, vilagossa valnak a dolgozat olvasasa folyaman. Megje-
gyezziik, hogy itt az ,,egyenlé” sz6t a matematika kdznyelvével teljesen megegyez6 médon hasznalom;
ezzel szemben, az ,,azonos” széjelentése inkabb annak filozéfiai hasznalataval van kapcsolatban.

8 Ezt [Ruzsa/Maté 1997]-ban mint az azonosakfelcserélhetGségének torvényét, Leibniz nevéhez kapcsolva talél-
juk meg, 1 a 95. oldalt.
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integralszdmitas jeldléseire, amelyek nyelvtani szerkezetiik szempontjabdl
kozel allnak a kvantorokhoz. Matematikailag itt operatorokrdl, azaz fiiggvénye-
ken operal6 fiiggvényekrél van sz4.) A matematikai levezetések nyelvezete,
amelynek nyelvtani szabélyai tulajdonképpen igen bonyolultak, és a gyakorlat-
ban ritkén vilagosan megfogalmazottak, a matematika koznyelvének egy fontos
rétegét alkotja. A levezetések nyelvét nemcsak asziikebb értelemben vett hivata-
sos matematikusok, hanem a matematika tudomanyos és mérnoki alkalmazéi
is kiterjedten hasznaljak. A matematikai logika formalis rendszereinek forma-
lis bizonyitasai nem valami idegen test a matematikaban, hanem a matematika
Gjkori koznyelve egy természetes tovabbfejlesztésének elemei (az 6go6rog
matematikusok nem ismerték a levezetéseket, de még az algebrai jel6léseket
sem!).

A halmazelmélet manapsag szokasos formalizalasa viszonylag késén, Godel
[Godel 1940] munkajaban talalhaté meg el6szo6r érett forméajaban.9Ez az alap-
veté mi azért is fontos, mert meggy6z6en bemutatja, hogy a formalis rendszer
nem valami természetellenes eltorzitdsa a szemléletes elméletnek, hanem
annak egy tokéletesebb megfogalmazasa.

Itt meg kelljegyeznem, hogy a matematika alapjaival foglalkozé k6zelmult-
beli ésjelenkori filozéfianak véleményem szerint legjelent6sebb fogyatékossa-
ga annak elmulasztasa, hogy a matematika nyelvét kdznyelvként, a tudomanyos
és technikai élet kbznyelveként tekintse és elfogadja. A mai filozo6fia vizsgalo-
dasai nagymértékben a nyelvre irdnyulnak. Azonban a ,,nyelv” itt majdnem
kizarélag a nem-technikai, altalanos vagy ,,természetes” kdznyelvetjelenti. Az,
amit amodern filozo6fia egyik f6 hibajaul rovok fel, atermészetes nyelv Iényeg-
szer(i elvalasztasa az Ugynevezett technikai vagy szaknyelvektdl és az el6z6ek-
nek dont6 el6nyben részesitése az utébbiakkal szemben. A szaknyelvek valdja-
ban Iényeges és egyben (j vonasokkal rendelkez6 részei a nyelv totalis valdsa-
ganak. A szaknyelvijelenségek kdzott a matematika nyelvének elemei kiemel-
kednek fontossagukkal, egyrészt mivel amatematika modszertani és nyelvi ala-
pul szolgal a természet- és mérndki tudomanyok szamara, de azért is, mert a
matematika bels6 megalapozasi és nyelvi problémai Iényeges pontokon érint-
keznek a filozofia alapkérdéseivel.

Egy formalis rendszer legfontosabb vonasa annak teljes szabatossaga, szaba-
lyainak teljesen pontos és explicit tételezése. Ennek alapjan példaul az axioma-
tikus halmazelméletben egy allitas egy adottformalis bizonyitasanak helyessége

9 Tobbek kozott, a halmazelmélet modern axiomatizalasanak torténetérél egy rovid leiras talalhaté Robert
Solovay-nek a [Godel 1940] alatt idézett gyljteményes Godel-kotetben taldlhato, a Gédel emlitett mun-
kajara vonatkoz6 bevezetd megjegyzéseiben.
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teljesen objektiv kérdés, amelyet mechanikusan, akar szdmitégeppel is elddnt-
hetlink; minddssze azt kell ellendrizniink, vajon a kovetkeztetési szabalyokat
az el6irasoknak megfelel6en hasznalta-e a formalis bizonyités.

A halmazok formalis elméletét lehetséges a matematika egészének alapul
szolgaldé formalis rendszerként tekinteni. A halmazelmélet tételeit elfogadott
kulcsok szerinti forditdsokban, a matematika legkiilénbdz6bb agaiban kimon-
dott tételekként értelmezhetjik. A halmazelméletnek a matematika alaptudo-
ményaként valé altalanos elfogadasal'azon atényen alapul, hogy a fenti eljaras-
sal a matematika dontd részét sikerll a halmazelméleten belil értelmezni.
Azonban fontos megjegyezni, hogy a matematika kilénb6z6 részeinek hal-
mazelméleti formalizalasa ritkan torténik meg egy a teljességet megkdzelitd
maodon. Ennek természetes oka az, hogy a matematika kiilonb6z6 againak
mindegyike maga is rendelkezik a sajat természetes, bar altalaban nem formali-
zalt nyelvével, és az adott matematikai dgnak a halmazelmélet ,.tiszta”, tehat az
adott matematikai ag ididmait nem tartalmazd nyelvére valo atfogalmazésa ter-
mészetellenesnek tiinik.

4. Absztrakt strukturak

A 20. szazad matematikdjanak megkildonboztetd jegye az absztrakt (elvont)
struktira (rendszer) fogalma. Ezek kozott vannak az algebrai struktdrék, csopor-
tok, testek sth.; a kategdridk maguk is idetartoznak. A modern geometria alap-
egységei, atolopogikus terek, differencialhato sokasagok, algebrai varietasok is
absztrakt struktirak. A sort tovabb folytathatnank a valdszinliség-szamitas, a
kombinatorika, a funkcionalanalizis absztrakt struktdraival.

Az absztrakt matematikai struktira tipikusan halmazelméleti fogalom. Azon-
ban szemléletesen és torténetileg arégebbi naiv halmazelméleten alapul, nem a
ZF iterativ halmazfogalman (a naiv halmazelmélet példaul nem tételezi fel,
hogy minden matematikai objektum halmaz). Dolgozatomnak a célja az, hogy
a halmaz fogalméanak, vagy Ovatosabban fogalmazva, a matematikai 6sszesség
fogalméanak egy Uj, strukturalistanak nevezett, végs6 rendben formalizalt (tehat
nem ,,naiv”) elmélete felé vezetd Uton az elsd 1épéseket leirjam. Err6l az elmé-
letr6l azt hiszem, hogy az absztrakt struktira intuitiv idedjanak és matematikai
szlikségletemekjobban megfelel, mint a szabvanyos ZF-megalapozas.

A ,strukturalista halmazelmélet” elnevezésnek a hibaja az, hogy ugyan van-
nak halmazok az Gj elméletben, de vannak més 6sszességek is benne, amik nem@

10 L. [Hilbert 1926], killéndsen a hires mondatot: ,,Senki sem fog kilizni benniinket a Paradicsombél, ame-
lyet Georg Cantor teremtett szdmunkra.” (191. p. az Gjranyoméasban).
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halmazok. Mint ahogyan latni fogjuk, ebben astrukturalista dsszességelméletben a
kategoridk a matematikai 6sszességeknek egy a halmazénal altalanosabb alapti-
pusaként jelennek meg, végtelen sok tovabbi, bonyolultabb 6sszességtipussal
egyiitt. A legkdzonségesebb példak kategoridkra az egyes strukturafogalmak
al4 tartoz6 egyedeknek a kategéridi, a csoportok kategoridja, a topologikus
terek kategoriaja stb. Masrészrél kategoriak altal alkotott 6sszességek mar nem
kategoridk tobbé, hanem kétdimenzios kategériak (erre kés6bb visszatériink).
Ezek utdn természetes, hogy egy teljes képhez sziikség van egy n-dimenzids
kategoriafogalomra, minden egyes n természetes szdm mellett.

A strukturalista, strukturalizmus szavakat itt egy sz(ik és (j értelemben haszna-
lom, amely azonban termeészetesen rokon a szokéasossal. Matematikai struktura-
lizmuson legtdbbszér a francia Bourbaki-iskola nézeteit szokés érteni; a hires
Bourbaki-kényvsorozat a modern matematikanak a struktdrafogalmak oszta-
lyozasan és gondos megvalogatasan alapul6 enciklopédikus kifejtését adja. Méas-
részrél a filozofiai irodalomban fellelhet6 a matematikanak egy ugynevezett
strukturalis filozofidja. Ennek az iranyzatnak Paul Benaceraff a megalapitoja,
akinek nézetei ram is nagy hatéssal voltak; lasd [Benacerraf 1965] és [Makkai
1997]. A strukturalizmusnak, a sz0 itt hasznalt jelentésében, a legfontosabb
Osszetevdje a kategoriaelmélet. Az atény, hogy az itt hangoztatott nézetek Gjsze-
riinek hatnak, nagyrészt annak a kdvetkezménye, hogy a filozéfiai és a hivatalos
matematikai-logikai irodalom kevéssé vesz tudomast a kategoriaelméletrdl.

Megjegyzend6 azonban, hogy a strukturalista program viszonya a katego-
riaelmélethez nem egyszer(i. A kategoriaelmélet meglévé formajaban nem
elegendd a strukturalista program céljaira; szikség van mind a kategoriaelmé-
Mindemellett a strukturalista megalapozas teljes mértékben a Gottlob Frege
altal kezdeményezett és a matematikai logika &ltal kidolgozott modern axio-
matikus szemléletet koveti, és ennyiben szemben all a kategdriaelméletjelen-
legi gyakorlataval, amely - sajnos - defacto igen élesen elhatarolja magat a
matematikai logika ,formalis” személetét6l. A strukturalista program a
ZF-féle megalapozast nem egyszer(ien elveti, hanem egy attdl 1ényegesen elté-
ré, de azzal 6sszevethetd és dsszevetendd rendszert javasol.

5. /C/)selemek és absztrakt halmazok

Az ,absztrakt”jelzd a ,struktira” szé mellett egy sajatos személetet takar: azt,
hogy a struktdra alaphalmaza absztrakt halmaz, amelynek elemei 6nmagukban
karakternélkuli pontok, amelyek szerepe teljesen kimerl a struktira alaprelacioi-
nak vagy mlveleteinek hordozasaban. R6gtén megjegyzendd, hogy az absztrakt

7
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halmaz idedja teljesen ellentétes a cantori vagy ZF tipusu iterativ halmazéval.
Minden cantori halmaz, és igy a cantori halmazok minden eleme, individualisan
meghatarozott az dsszes halmaz kdrében, ami a karakter-nélkiliség ellentéte.
(Ennek egy lehetséges matematikai kifejezése az a tény, hogy a cantori univer-
zumnak nincs nem-trivialis automorfizmusa.) A karakter nélkili pontok szere-
pét astandard halmazelmélet miiveldi is felismerték, és ezeket Gselemeknek neve-
zik"; a halmazelmélet felépithetd Gselemek bevonasaval is. Nos, az absztrakt
struktirak, természetiiknél fogva, Gselemekbdl all6 absztrakt halmazokra éplilnek.

De lehetséges, hogy minden struktira absztrakt legyen? Az rendben van,
hogy legyenek absztrakt csoportok; de gy latszik, sziikség van nem-absztrakt
csoportokra is, hiszen példaul beszélink az 1, 2, ..., n szimbdlumok permuta-
cioinak csoportjarol; ennek elemei korantsem 6selemek, hanem 6nall6 struk-
taraval rendelkezd egyedek, ti. permutacidk.

Ennek az ellenvetésnek ellenére az itt képviselt radikalis strukturalizmus
allaspontja, miszerint minden halmaz absztrakt, és igy példaul minden csoport
absztrakt csoport, posszibilis allaspont, amelynek keretében lehetséges a csopor-
tok és egyéb struktirdk matematikai elméletének természetes kifejtése. Ezt
demonstralando, sziikséges lenne elmeriilni az absztrakt halmazok kategériaja-
nak részleteiben. Ebben az absztrakt halmazok szegényes belsé struktarajat a
kozottik 1évo leképezések (fliggvények) egészitik ki, lehetbvé téve egy messze-
menden kifejezésképes halmazelmélet felépitését. A permutacidk fentebb
emlitett csoportja ebben Ugy jelenik meg, mint egy absztrakt csoport, amely
tovabbi halmazok és leképzések segitségével meghatarozott kapcsolatban all a
{1,2,..., n} halmazzal2 Ennek a kapcsolatnak ajelenléte kielégit6en helyette-
siti azt a korilményt, hogy a csoport a mondott szimbolumok permutaci6ibol all. Ez
utébbi korilmeény természetesen szé szerint nem all fenn, hiszen a csoport
elemei most is csak 6selemek. Ebben a felfogasban a permutéciok csoportja
nem egyszer(ien egy bizonyos tulajdonsagok altal kitlintetett csoport, ahogyan
azt szokasosan elképzeljuk, hanem egy olyan 6sszetettebb struktura, amely egy
absztrakt csoport és bizonyos tovabbi strukturalis elemek egylttese. B

11 [Ruzsa/Maté 1997] ezeket 6lotoknak (6sobjektumoknak) nevezi.

12 Az olvaso itt kérdezheti: ,,De hogyan régzitjik az (1,2,..., n) halmazt? Ezt talan, mas halmazokkal ellen-
tétben, egyértelmden ki tudjuk szemelni?” Ha amésodik kérdésre avalasz ,,igen” lenne, az a strukturalis-
ta elveknek ellentmondana. A strukturalista kifejtésben a természetes szdmok halmazat nem abszolute,
hanem csak egy bijekci6 erejéig tudjuk kiszemelni (Iényegében a masodrend(i Peano-axiomak segitségé-
vel, amelyeknek van egy, F. W. Lawvere altal talalt, elegans kategériaelméleti megfogalmazasa). Az 1, 2,
... n elemek permutécioi csoportjanak fogalma a strukturalista felfogasban tartalmaz egy utalést a termé-
szetes szdmok strukturalista fogalmara.

13 [Lawvere 1976] a matematikanak az absztrakt halmazokon alapul6, a toposzelmélet keretei kozott torté-
né felépitését definitiv mddon irja le.
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A strukturalizmus jelmondata ez lehet: nincsenek lényegek, csak viszonyla-
tok vannak.

Az absztrakt struktirdk és az absztrakt halmazok targyaldsakor az egyenlGség
relaciot hasznéljuk kulon-kilon minden egyes halmaz elemeire, példaul az
algebrai egyenl6ségek felirdsakor. De nem természetes két kiilén megadott hal-
mazza és B esetén arr6l beszélni, hogy azA-nak egy a eleme egyenlé-e vagy sem a
B egy b elemével. Péld4ul ha vesziink két tetsz6leges absztrakt csoportot, G-t és
H-t, és ezeket kapcsolatba hozzuk, példaul egy harmadik csoportot képeziink
bel6lik, az absztrakt algebra allaspontjabol nézve nem természetes a targyalast
attol tenni fligg6vé, hogy a G-nek egy eleme egyenl6-e H -nak egy elemével. Ehe-
lyett megfelel6 leképzések posztulalasaval és hasznalataval éliink. Osszefoglalva: a
strukturalista felfogasban minden (absztrakt) A halmazhoz van egy hozza tarto-
z6 =Aegyenldségi relacio. Az x ="kifejezés értelmes, midén x ésy zz A halma-
zon Végigfuto valtozokként vannak deklaralva; azonban az x=gy kifejezés értelmetlen,
ha x vagy y esetleg mas halmazok elemeit isjelenthetik.

A most mondottak mar a strukturalista 6sszességelmélet nyelvtananak
kifejtéséhez tartoznak. Egy tovabbi, az el6z6ekkel 6sszefiiggé nyelvtani tény
az, hogy azxeA kifejezésneker6sen megszoritott szerepe van. HaxzB halmaz
egy elemétjelenti, akkor nincs értelme azt kérdezni, hogy xEA fennall-e, hiszen
ez azt kérdezné, hogy x egyenlé-e A egy elemével. Ha viszont x mar eleve az A
halmaz egy eleme, akkor xe A automatikusan igaz. Emiatt xEA nem egy valodi
itélet, minddssze egy valtozo-deklaracio. Példaul ebben a nyelvtanban nem lehet
az xEA kifejezés negaciojat képezni. Vegylk észre, hogy a most leirtak azzal a
kovetkezménnyel jarnak, hogy nem all rendelkezésre két absztrakt halmaz egyenld-
ségének az extenzionalitas elvével valo definicioja. Ezért az absztrakt halmazok tar-
gyalasakor nem beszélhetiink ezek kozotti egyenléségrél’, ha ennek valamiféle
szukségét érezzik, leképezések segitségével oldjuk meg a problémat.

Az absztrakt halmazok elméletének azok kategdriajan alapuld felépitése a
toposzelmélet (lasd pl. [Mac Lane/Moerdijk 1994]. A toposz fogalméat Alexander
Grothendieck vezette be az 1960-as években, az algebrai geometriaban valo
alkalmazasok céljabdl. Els6sorban F. William Lawvere érdeme az altalanosabb
elemi toposz fogalmanak felfedezése. Egy elemi toposz az els6rend(i logikaban
felirt bizonyos axiéméaknak eleget tev6 kategoria. Az elemi toposz fogalma
Iényeges alkotdrésze a strukturalista megalapozasnak. Hangsulyozandé azon-
ban, hogy a toposz fogalma nem elegendd a strukturalista 6sszességelmélet
céljaira. Ha csak halmazokrol kellene beszélnlink, akkor elegend6 volna; azon-
ban ahalmazokon tulmenden vannak példaul kategoriak is (amelyre egy példa a
halmazok toposza), és akategoriak maguk egy Ujfajta 6sszességet alkotnak, ami
nem toposz, de nem is kategdria, hanem kétdimenzids kategoria.
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6. lIzomorfia

A csoport, amit itt csak példaként tekintiink, egyszer(i absztrakt matematikai
struktura; egyetlen, az elemein végzett kétvaltozdés miivelettel van megadva.
Ezt az operécidt, amely természetesen csoportrol csoportra valtozik, a kbzon-
séges szorzésra hasznaltjeldléssel, x-y-ként irjuk.

Ha egy absztrakt csoport minden egyes, mint tudjuk, 6nmagaban karakter
nélkili elemét szisztematikusan kicseréljuk egy maésik karakter nélkili
Gselemre, vigydzva arra, hogy az elemek koz6tti operacids kapcsolatokat ne
zavarjuk meg ekdzben, akkor acsoporton alényeget illetéen mit sem valtoztat-
tunk. Az eredeti csoport G-vel, a leirt cserék eredményeként kapottat H-val
jeldlve, aG és H kozotti kapcsolatot azzal lehet leirni, hogy azok izomorfak egy-
massal.

Az izomorfia fogalmanak meghatarozasa leképezések bevonasaval torténik. G
és H izomorfak, szimbolikusan:

G=H,
ha léteznek olyan G-t H-ra és H-1G-re tortén6/ésg leképezések, szimbolu-

mokban:
/| G —H, gH/\>G,

amelyek a csoportok mveleteivel kompatibilisek:

minden esetben, midén a G csoportban fennall egy x-y=z alakd 6¢sszefiig-
gés, akkor x'=f(x), y'=f(y), z'=f(z) mellett az x'-y’—z "’ relacié fennall H -ban,
és hasonloképpen g-re (azt mondjuk, hogy/és g csoport-homomorfizmusok) ;
tovabba

g°f=idG,f°g =idH,
amely képletek azt fejezik ki, hogy/és£ egymasnak inverzei:
g9(f(x)) = x ésf(g(x’)) = x1

minden xGG és x'e H mellett.

Az adott esetben az/ leképzés maga egy izomorfizmusa G-nek H -ra; hason-
I6képpen, £ egy izomorfizmusa H-nak G-re.

A homomorfizmus és az izomorfizmus, izomorfia minden ,,szokasos”
struktaratipusnal fellépd, nélkilézhetetlen fogalmak. Az elnevezések valtoz-
hatnak; példaul a topoldgikus terek esetén homomorfizmus helyettfolytonos
lekepezésrdl, izomorfizmus helyett homeomorfizmusrol beszéllink.

10
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7. Az azonossag és a strukturalista kovetelmény

Az ,,azonossag” sz06 az ,,identitas” sz6 pontos forditasa. A latin szd tove ,,id”,
magyarul ,,az”, a legalapvet6bb és legprimitivebb utaldsmod, a rdmutatas
(osztenzio) nyelvi megfeleléje. Az angol nyelvben igen gyakori az identity sz6
haszndlata olyan ¢sszefliggésekben, mint ,,national identity”, ,,identity crisis”,
»struggling with problems of identity”, amelyek mind egy dolog vagy személy
azonossagara, azonosithatésagéra utalnak, arra, hogy milyen pontosan ésjol lehet
megmondani, mi az, illetve ki 6. A magyar TV-hirekben is hallottam mar a
,nemzetiségi identitas”-rél; kar, hogy ,,nemzetiségi azonossagot” nem mon-
dunk.

Az ,az” és az ,,azonossag”, valamint az ,,id” és az ,,identitas” kézott van
nyelvtanilag az ,,azonos”, ,,identikus” relacidtjelentd jelz6. Michael Dummet
oxfordi filoz6fus Gottlob Fregér6l sz616 konyvébenH¥azt mondja, hogy Frege,
akit amodern logika megalapitéjnak tekintlink, volt az els6, aki az identikus-
nak lenni relacidt az egyenl6nek lenni relaciéval azonositotta, és a logika pri-
mitiv alaprelaciojava tette. Mindenesetre vilagos, hogy az egyenlének lenni
relacié a matematika nyelvének egy nélkilozhetetlen eleme; a legegyszeriibb
algebrai 6sszefliggések is egyenléségek. A standard halmazelmélet, amely ugyan
sok mindenben modositja aplatoni-fregei allaspontot, ebben atekintetben tel-
jesen az utdbbi szemlélet alapjan all, és az egyenl6séget univerzalisan, barmely
két létezbre alkalmazhato, logikai, mondhatnank apriori médon adott, binaris
(kétvaltozos) relacioként tételezi.

Az absztrakt strukturdk természetes vagy ,.strukturalista” logikdja és a
platoni-fregei azonossagszemlélet k6zott ellentmondas vagy legaldbbis fe-
sziiltségvan. Az el6bbi szerint astrukturak tulajdonképpeni azonossagfogalma
nem az apriori platoni-fregei egyenl6ség, hanem az izomotfia. Két struktura
Iényegileg ugyanaz, ha izomotfak. Egy adott struktiratipusra vonatkozo tulajdon-
sag csak akkor legitim, matematikailag értelmes, ha az azonosak megkuilénboztet-
hetetlensége (identikusak mdiszcernibilitasa) klasszikus elvének eleget tesz,
midén ,azonos”-on ,izomorf’-at értiink; mas szoval, ha a tulajdonsag
izomoiftara nézve invarians: a tulajdonsagot P-vel jel6lve, tetsz6leges adott tipu-
su G és H strukturakra (példaul csoportokra) fennall a kbvetkez6:

G=H=>[P(G)<-»P(H)]. (©)

Az, hogy egy csoport véges vagy végtelen, hogy ciklikus, Abel-féle, feloldhato,
nilpotens vagy szabad, mind csoportelméleti tulajdonsagok, amennyiben ha P bar-

14 [Dummet 1981], 542.
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melyike a felsoroltaknak, és ha egy csoport P-vel rendelkezik, akkor minden
vele izomorfcsoport is rendelkezik P-vel. Azonban az, hogy a 17-es szam ele-
me egy csoportnak, nem csoportelméleti tulajdonsag, mégpedig azért, mert ez
atulajdonsag nem 6roklédik egy csoportrol egy vele izomorfcsoportra: az ele-
mek egy izomorfkicserélésével elérhetjlik, hogy a 17 mar nem szerepel a cso-
port elemei k6zott. Nevezzik a (3)-ban foglalt 6sszefliggést aP tulajdonsagra
vonatkozé strukturalista megszoritasnak.

Nézzik meg kozelebbrél, mit jelent az, hogy az izomorfia, és nem az
egyenl6ség az absztrakt strukturdk helyes azonossagfogalma. Ennek az elvnek
két, egymast tdmogatd aspektusa van. A mondott elv egyrészt hasznos el8iras,
norma a matematikai gyakorlatot illet6en, masrészt kényszeritd tény.

Az els6 aspektust illeten a gyakorld absztrakt matematikus majdnem 6ntu-
datlanul ellenérzi azt, hogy egy altala vagy masok altal javasolt, csoportokra alta-
laban vonatkoz6 (tehat nemcsak egy bizonyos szlikebb csoport-osztalyt érint6)
tulajdonsag izomorfiara invarians-e; ha ez nem teljesil, a tulajdonsag elveten-
dé, illetve nem fogadhat6 el mint valami, ami csoportokra altalaban alkalmazhato.
A tapasztalat azt mutatja, hogy ennek a norménak kovetése az elmélet min6sé-
gérejo hatéssal van.

Masodszorra: atény az, hogy amikor nem trivialis esetekben azt tudjuk bizo-
nyitani, hogy két kiillénb6zé mdédon kapott absztrakt struktira egymassal azo-
nos, akkor &ltaldban nem az igaz, hogy azok egymassal egyenlGek, hanem az,
hogy izomoifak. Gondoljunk az algebra reprezentécios tételeire (példaul a Boole-
algebrékra vonatkozd Stone-féle reprezentacids tételre) vagy struktiratételeire
(példaul a féidealgydrik feletti modulusokra vonatkozora), amelyek mind
egy-egy izomotfiat allitanak. Természetesen ezek atételek azért hasznosak, mert
a két azonosnak allitott struktdra valéban ugyanudgy viselkedik minden fontos
vonatkozasban, hiszen minden fontos vonatkozas engedelmeskedik a strukturalista
megszoritasnak, a fenti norma erejének kovetkeztében!

A strukturalista szemlélet konzekvens, radikélis alkalmazasa megkoveteli,
hogy példaul csoportok esetében

csak olyan csoportokra vonatkozé tulajdonsag szerepelhessen egy matemati-
kai 0sszefliggésben, amely a (3)-ban leirt strukturalista megszoritasnak eleget tesz.

Az itt kdzlenddk egyik 6 tézise az, hogy

lehetséges a matematika természetes kifejtése a leirt strukturalista kovetelmény
szigorU betartasa mellett.

Az ,,azonossdg” sz6 értelme elemibbnek, elsédlegesebbnek tlnik, mint az
,,azonos” relaciot jelentd sz6 értelme. Problematikus a logikanak az a vonasa,
hogy csak a masodik dologgal foglalkozik, az elsével nem. Frege tudta, hogy az
azonossag fogalma mély és nehéz; ez huzodik meg masodik korszakanak 6

12
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témaja, az értelem és az utalas (jeldlet) (,,Sinn” és ,,Bedeutung”, ,,sense” és
nreference”) kapcsolatanak vizsgalata mogott (lasd [Frege 1892]). Vélemé-
nyem szerint a modern analitikus filozdfia hianyossaga, hogy az azonosséag
fogalméat nagymértékben kézenfekviként fogadja el, trivializdlja. A struktura-
lizmus mélyebb jelentésége abban van, hogy abenniinket koriilvevd absztrakt
valdsag azonossagproblematikajat komolyan veszi.

Ezzel kapcsolatban utalok [Makkai 199?] cikkemre, amely Paul Benacerraf-
nak a matematikai-filozofiai strukturalizmust megalapitd [Benacerraf 1965]
cikkére alapozva nemcsak a matematika targyainak, hanem a ,,gyakorlati élet”
absztrakt targyainak (mint példaul aversek vagy szamitdgépi programok) azo-
nossagara vonatkozolag is igyekszik egy Uj szemléletet kialakitani. Idézett
dolgozatom vélaszt adhat olyan természetesen felmeriil§ kérdésekre is, mint
példaul a kdvetkez6: Hogyan lehetséges ,,azA-valjeldlt halmaz”-rol beszélni,
ha az, hogy két halmaz egyenl6-e, ugyanaz-e, elvileg elddnthetetlen kérdés (mint
a strukturalizmusban, lasd az 5. szakaszt)?

8. A kategoria fogalméanak definicioja

A kategoria fogalmat a matematika szokasos nyelvén, tehat halmazelméletileg
megfogalmazva igy definidljuk. Egy C kategoria akovetkez6 adatokkal és felté-
telekkel van megadva:

« objektumok egy O(C) osztalya (amennyiben egy ,,nagy” kategériarol van
sz0, ez egy valddi osztaly, azaz nem halmaz);

* moifizmusoknak egy A(C) osztélya;

* minden/eA(C) morfizmushoz adva van annakforrésa d(j) és célja c(j),
amelyek objektumok, midén d(J)=X és c(f)=Y, az/: X ----- SY, X —>Y
jel6léseket hasznaljuk;

» minden XeO(C) objektumhoz hozz4 van rendelve a kitlintetett egység
Ix: X ------ >X morfizmus;

e middnX——>Y— >Z, egyértelm(ien megvannak adva az/ - nek ésy-nek
akompozituma, azX———=2Z morfizmus;

« teljesiilnek a kdvetkezdk:
X—b~rx — >Yu:fe\x=f

X —i-"Y —b-"Y ly°f =f
X— >Y— >Z—" W :ho(gof) =(hog)o/.

13
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A h=g°/ relacié a morfizmusok altal alkotott diagram (jelen esetben
haromsz6g) kommutativitasaval ekvivalens:

X- ->Z

A legkézenfekvdbb kategdria a halmazok kategéridja, Set, amelyet mar fen-
tebb emlitettiink mint atoposzelmélet alapjat. Sok egyéb matematikailag fon-
tos kategdria van, mint példaul acsoportok kategériaja, amelyben amorfizmu-
sok a homomorfizmusok. A kategdria fogalméra ugy kell tekintentink, mint a
3. szakaszban részben vazolt minimalis halmazelmélet egy analogonjara. A mini-
malis halmazelmélettel szemben a kategéria fogalmanak sok természetes
algebrai modellje van. Ezzel szemben ezek kozdtt csak kevés toposz, tehat olyan
kategdria, amely rendelkezik a halmazok kategoriajanak specifikus tulajdonsa-
gaival.

9. A kiterjesztett kategoriaelmelet mint az azonossag és
az 0sszesség fogalmai 0j, komplex értelmezésenek elmélete

Minden kategoria rendelkezik objektumai izomorfidjanak fogalméaval; ezt
ugyanugy értelmezzilk, mint fentebb a csoportok specialis esetében tettik, a
homomorfizmus fogalma segitségével: egy izomorfizmus nem maés, mint
mvertalhaté morfizmus. Azonban nemjo6 az objektumok egyenl&ségérdl beszélni.
Ez egy gyakran ismételt diktum a kategdriaelméletben. Mar fentebb emlitet-
tik ennek azt a speciélis esetét, hogy nem jo az absztrakt halmazok egyenl@sé-
gérdl beszélni. A strukturalizmus, mint megalapozasi kiindulas, nem tételezi
fel, hogy egyaltalan Iétezik egyenl6ségi relacid egy kategoria objektumai kozott.
Természetesen az objektumokra nézve az izomorfiat tekintjik a helyes azo-
nossagfogalomnak.

Legyen X és A egy-egy kategdria. Mit jelentene X-nek és yl-nak az
izomorfiaja? Nyilvan azt, hogy léteznek olyan struktirameg6rz6 F : X-*A és
G: A-*X leképezések (funktorok), amelyek inverzei egyméasnak, tehat minden
esetben, amidén X e O(X) és Ae O(A), a G(F(X))=X, F(G(A))=A relacidk
fennallnak. De ezek a relaciok objektumok egyenl@ségét fejezik ki, olyasmit,
amit - megegyezésink szerint- nem hasznalhatunk. Ezek szerint a kategoriak
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izomorfiajanak fogalma nem all rendelkezésre. De akkor nem lehetséges, hogy
kategoriak egy kategoria objektumai legyenek. Tehat azok az 6sszessegek,
amelyek ,kategoriakbol allnak”, nem lehetnek maguk is kategoriak. Egy ilyen
Osszesség valami ,,masodfokd” vagy ,két-dimenzios” kategoria kell, hogy
legyen, amely - durvan szolva - (gy viszonyuk a kategéridhoz, mint ahogy a
kategdria viszonylik a halmazhoz. Tovabba a kategoridk helyes azonossag-
fogalma valami olyasmi kell, hogy legyen, ami gy viszonylik az izomorfiahoz,
mint ahogy az izomorfia viszonylik az egyenléséghez. A kategoridk helyes azo-
nossagfogalmajol ismert, és a kategdriak ekvivalenciaja nevet viseli. A fentieket
ismételve, minden «=0,1,2,3,... természetes szamra természetes modon fel-
meril az n-dimenzids kategdria fogalméanak és az «-dimenzids kategoriak azo-
nossaga megfeleld fogalmanak sziikségessége. Az is vildgossa valik, hogy nem
elég «-dimenzios kategoriakrdl beszélni: ezek kozotti leképezésekre és mas
egyebekre is szlikség van.

A strukturalista megalapozas felé vezetd Uton ezzel elérkeztiink a legfonto-
sabb felismeréshez. Eszerint ezen megalapozas univerzuma egy hierarchiku-
san szervezett, komplex valami, amelyben a killénb6z8 elemek azonossagfo-
galma maés és mas, és ezek az elvek maguk is komplex struktdraval rendelkez-
nek. Ennek az univerzumnak mar a puszta definicidja egy nagymertékben
nem trivilis feladat, amiben ugyan a legutdbbi id6kben fontos el6relépések
torténtek, de amelynek teljes megoldasa még nem all rendelkezésre.

Nem mondhatndm, hogy a fenti meggondolasok altalanosan elfogadottak
lennének a matematikusok kdérében. Amiért azonban matematikailag nem
vagyok elszigetelt, az akoriilmény, hogy astrukturalista program altal felvetett
matematikai problémak mas szempontokbdl is felmeriilnek, ésjelenleg igen
nagy érdekl6désnek drvendenek.

Az Ugynevezett ,,weak n-category”, gyenge n-kategéria” fogalmanak meghata-
rozésa a kvantumcsoportok, atopologikus kvantummez6-elmélet (topological
quantum field theory), és egyéb rokon teriileteken dolgozo6k igen széles koré-
ben fontosnak tartott feladat.™

A Claudio Hermidaval és John Powerral k6zdsen nemrég irt [Her-
mida/Makkai/Power 1997] dolgozatunkban a mondott fogalomnak az ez id6
szerint legexplicitebb definici6jat, legkonkrétabb leirdsat adjuk. Az altalunk
bevezetett fogalomnak multitopic category (multitopikus kategoria) a neve. A név a
multitop Uj fogalmaéra utal, ami viszont a klasszikus geometriai politop egy ,,ira-
nyitott” valtozata. Munkankat nagymértékben befolyasolta John Baez és
James Dolan nemrég nyilvanossagra hozott rokon témaju dolgozata

15 L. [Baes/Dolan 1995],
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[Baez/Dolan 1998], amelyben ,,opetopic sets” és ,,opetopic category” szerepel-
nek, az operad algebrai-topoldgiai fogalméara val6 utalassal.

A multitopikus kategoria fogalmavéleményem szerint a megfelel§ &ltalanos
strukturalista 6sszességfogalom. Azonban ahhoz, hogy ezt valéban végérvé-
nyesen elfogadhassuk, még sok mindent kell tenni. A magasabb dimenzi6s
kategoriak univerzumanak sok intuitive elvart strukturalis tulajdonsagat még
pontosan meg sem fogalmaztuk.

A legutdbbi idékben méasok is, mint példaul Michael Batanin, elGterjesztet-
tek tobbé-kevéshé explicit definiciokat a gyenge «-dimenzids kategdria fogal-
maralg azonban ezek, legaldbbis kdzvetlenil, nem alkalmasak a strukturalista
megalapozas céljaira.

Térjunk astrukturalista kdvetelmény altalanos meghatarozasara. Eszerint a mate-
matika formalis nyelve olyan kell, hogy legyen, hogy

abban minden megfogalmazhatd allitas igazsagértéke invaridns minden olyan transz-

formécio mellett, amely egy tetszéleges szabad valtozo értékét egy vele azonos értékre val-
toztatja, az ,,azonos’ kifejezésnek az adott valtozé tipusara érvényes azonossagfogalom
szerinti értelmében.

10. A kategdriaelmélet egyes alapfogalmainak revizioja

Jelenlegi formdjaban a kategoriaelmélet sok vonatkozasban a helyes valaszt
adja a strukturalista kérdésekre; ugyanakkor, mar egészen elemi esetekben is,
szikségesnek mutatkozik a kategoriaelméleti fogalmak mddositasa. A két
kategoriat 6sszekdt6funktor fogalma nem mas, mint a homomorfizmus stan-
dard algebrai fogalma a kategdriak esetében. Nem meglepd, hogy a funktor
alapvet6 fogalom a kategoriaelméletben - strukturalista szempontbol tekintve
azonban nem megfeleld. Az X kategoriat az A kategéridba képez8 F : X-»A
funktor mellett tekintsiik a kdvetkez6 predikatumot:

P(X,A)<r-~

,»az F funktor ér*ke az X kategoriaX objektuma mint argumentum mellett az
A kategoria A objektuma”.
Vegyuk észre, hogy ezt apredikatumot a szokasos matematikaijeldlésben az

F(X)=A

egyenl@ségoel, mégpedig az A kategoria objektumaira vonatkozé egyenléséggel
jel6ljuk. Ez a predikdtum nem tesz eleget a strukturalista megszoritasnak:

16 [Batanin 1998],
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midén, X rogzitése mellett, azA objektumot egy vele izomorfobjektumra val-
toztatjuk, a predikatum igazsagértéke altaldban nem valtozatlan, egyszerlien
azért, mert a funktor értéke abszolute egyértelmiien - és nemcsak izomorfia
erejéig egyeértelmlen - van megadva. A strukturalista kdvetelmény olyan
»funktor”-t kivan, amelynek objektumértékei csak a mondott lazdbb modon
vannak meghatarozva. Lehetséges-e a funktor fogalmanak ilyenforma médo-
sitdsa anélkil, hogy a kategdriaelméletben lényegi kart tennénk? [Makkai
1996] dolgozatomban bevezettem az anafunktor fogalméat, és megmutattam,
hogy ez - amellett, hogy strukturalista szempontbdl kifogastalan - a funktor
klasszikus fogalmat kielégitéen helyettesiti, sét egy fontos, altalanosan elfoga-
dott szempontbdl mégjobb is annal.

Gyakran el6fordul, hogy egy funktor definicijahoz minden Iényeges adat
rendelkezésre all, a funktor mégsem hatarozhatd6 meg objektumértékeinek ad
hoc kijeldlése nélkiil; tovabba, hogy ez akijel6lés sok esetben csak a kivalasztasi
axioma alkalmazasaval lehetséges. Ez az eljaras szemben all a kategoriaelmélet
azon idealjaval, mely szerint konstrukcioi lehetdség szerint kanonikusak, azaz ad
hoc elemektél mentesek kell hogy legyenek. A leirt koriilmény azt is lehetetlen-
né teszi, hogy a kategdriaelméletet a konstruktiv vagy intuiciomsta halmazelmé-
letben felépitsiik. Kider(l, hogy a funktorok anafunktorokkal vald helyettesitése
megoldja ezeket a problémaékat; a dolgozat cime erre utal. A kivalasztasi axioma
korlatlan alkalmazasa mellett az anafunktor fogalma lényegében ekvivalens a
funktoréval; az el6z6 értéke csak a mondott axioma tavollétében mutatkozik
meg. Bar a dolgozat motivacidja a strukturalista megalapozésban van, a targyalas
alapja a standard halmazelmélet egy konstruktiv valtozata; ennek oka természe-
tesen az, hogy a strukturalista alapok befejezett formaban még nem allnak ren-
delkezésre. Alapvetd megfigyelés az, hogy a strukturalista kontextusban a kiva-
lasztési axidmanak az a forméaja, amelyben egy tetsz6leges kategoria objektumai
koziil valasztunk, egyaltalan nem fogalmazhaté meg, mivel nem all rendelkezés-
re az objektumokra vonatkoz6 egyenl6ségi relacio. A kivalasztasi axioma, ami az
Ugynevezett klasszikus és konstruktivista nézetek egyik f§ valasztovonala, az
egyetlen halmazon beliili valasztasok esetétél eltekintve a strukturalista szem-
pontt6l idegen, éspedig nem valami doktriner elhatdrozas alapjan, hanem az
alapvetd nyelvtani adottsagok kdvetkezményeként.

11. FOLDS: fligg6 tipusokon alapuld elsérendl logika

A strukturalista program legbefejezettebb része annak logikdja. Ezt a logikat
First Order Logic with Dependent Sortsnuk,fiiggé tipusokon alapul6 elsérend( logika-
nak nevezem, és az angol kifejezés roviditésével, FOLDS-ként fogok ra utalni

17



makkai Itlihaly

(ha NATO-t mondhatunk a magyar nyelvben...). A FOLDS-ot tekintem a
strukturalista programhoz tortént legfontosabb hozzajarulasomnak. A
FOLDS meghatarozasat és elméletét a [Makkai ??] monogréfidban irtam le. Itt
emlitem meg a strukturalista programrdl sz6l6 [Makkai 1998] 6sszefoglalo
cikkemet, amelyben a FOLDS-r6l részletesebben irok. Megjegyzendd, hogy a
FOLDS alkalmazasaihoz sziikség van az anafunktorokra, ésaFOLDS ismere-
te nagyban el@segiti a multitopikus kategdridk megértését.

Hangsulyozni kell, hogy aFOLDS elméletét (amely aFOLDS-ban megfo-
galmazott minden egyes formalis elmélet szempontjabol egy metaelmélet) a
matematika klasszikus felépitésében, a szokasos halmazelmélet alapjan adom
meg. Ez szikségszer(ien van igy, hiszen a mondott elmélet igen erésen hal-
mazelméletijellegl, hasonléan ajol ismert modellelmélethez, amely a klasszi-
kus els6rendl logika (méta)elmélete (lasd [Chang/Keisler 1991]). Jelenleg
nem all rendelkezésre mas, mint a halmazelmélet rendszere, amelyben az
elméletet ki lehetne fejteni; a strukturalista megalapozds maga még var végsé
megfogalmazéséra. Természetesen ha a klasszikus szemléletet egyszer(en
elvetném, vagy egyszerlen elfogadhatatlannak talalndm, ez az eljaras nem len-
ne indokolhatd. De err6l sz6 sincsen.

Masrészr6l azonban azt sem vonhatjuk le kdvetkeztetésként, hogy a klasszi-
kus halmazelmélet abszolut modon sziikséges lenne a strukturalista megalapo-
zas ,megalapozasdhoz”. Az a helyzet, amivel itt szembekerlllnk, igen jol
ismert mindazok el6tt, akik egy Uj axiomatikus elmélet bevezetésének felada-
taval alltak szemben a matematikai logika kifejlédése soran. Egyrészt fennall az
aj formalizmus explicit, ,,elméletektél mentes”, ,finitisztikus” specifikacioja-
nak abszolut kdvetelménye, masrészt azonban az elmélet motivacidjanak,
megértésének érdekében lehetséges és esetenként sziikséges a formalizalando
elméleten tdlmené vagy éppen azzal bizonyos szempontb6l szemben all6
elméletek felhasznalasa. JO példa erre az intuicionizmus, az L. E. J. Brouwer
altal bevezetett, a klasszikussal élesen szemben all6 megalapozasi szemlélet. Az
intuicionista matematika axiomatizalasa soran létrejétt formalis rendszerek
metamatikai vizsgalatdban az intuicionista megkotéseknek nem eleget tevé,
»Klasszikus matematikai” modszerek fontos szerepetjatszanak. Végul még azt
is megjegyzem, hogy astrukturalista mddszerek fejlettebb formajukban el6re-
lathatolag alkalmasak lesznek arra, hogy a metamatematikai vizsgalatok egy
nagy részének alapjaul szolgaljanak.

Amikor aFOLDS-r6l kezdek beszélni, akateg6riaelmélet kutatdinak szeme
elhomélyosul. Pedig a FOLDS-nak éppen az a lényege, hogy baratsagosan
viszonyul a kateg6riaelmélethez. Igaz ugyan az is, hogy énmagaban aFOLDS
olyasmi, mint amit 4ltaldban a matematikai logikusok miivelnek: szintaxis és
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szemantika, ezeknek egy ugynevezett modellelméletben val6 viszonyitasa,
deduktiv formalis rendszerek, teljességi tételek, interpolacio, definialhatosagi
tételek, stb. Masrészr6l, az ,,amit prédikalsz, azt gyakorold is” elvvel 6sszhang-
ban, a strukturalista gyakorlatnak megfeleléen a FOLDS térgyaldsa a
kategorikus logika részeként torténik. Ez aztjelenti, hogy a FOLDS alapvet
absztrakt struktirafogalma, amely egy rogzitett, de tetsz6leges FOLDS-beli axi-
omatikus emélet fogalmanak az algebrai megfelel6je, kategdriakra épil. Ez a
fogalom, kvantifikacios fibracié (quantificational fibration), egészében véve (j
ugyan, de a kategorikus logikabdl ismer@s elemekbdl tevddik dssze. Ezek az
elemek Lawvere ,hyperdoctrine” nev(i, az 1960-as években bevezetett fogal-
mahoz kapcsolddnak, de azota mar sok osszefliggésben el6fordultak. A
kvantifikacios fibracié fogalma altalanositja a FOLDS fogalmat és egyben a
biszimulacioval (bisimulation) kapcsolatos Henessy-Milner logikat ([He-
nessy/Milner 1985]) is.

Most bemutatom néhany részletében a kategéria fogalmanak a
FOLDS-ban t6rténd axiomatizildsat. Ez a FOLDS altalanos vonésairol is
képet fog adni. A most kdvetkez§ leirdst a korabbi 3. szakaszban a kozonséges
els6rend( logikarol és az ott részben vazolt minimalis halmazelméletrl mondot-
takkal lehet parhuzamba vonni. Ahogyan az idézett helyen a halmazokrdl valé
szabatos beszéd szabalyairdl volt sz6, ugy itt most azt fogjuk vazolni, hogyan kell
egy adott kategdriardl a strukturalista elveknek megfelel6en szabatosan beszélni.

Azonban emlékeztetnem kell arra, hogy mig az idézett helyen a halmazel-
mélet nyelvének elemeit Iényegében teljesen leirtuk, korantsem igaz, hogy a
kategoridkat targyalé FOLDS-alapu
nyelv elemei a strukturalista 6sszes-
segelmélet céljaira altalaban elegen-
d6ek lennének; az el6z6 10. szakasz
magasabb  dimenzidés  kategoriéi
tovabbi, val6jaban végtelen sok
FOLDS-beli primitiv fogalmat igé-
nyelnek.

A primitiv fogalmak a kovetkezd
szignatura-kategoridbanlvannak meg-
adva:l

17 Az, hogy aszignatira maga is kategoria, altaldnosjelenség, és nincs kapcsolatban azzal, hogy itt most akate-
goria fogalmat akarjuk strukturalista médon leirni. Tovabba semmi ellentmondas nincs abban, hogy a
.kategoria” kifejezést hasznaljuk, miel6tt a kategdria fogalmanak strukturalista valtozatat megadtuk vol-
na. A tisztan szintaktikus, ,elmélet nélkili” specifikéciéban nincsen utalas a kategéria fogalméara; ennek a
fogalomnak itteni eléfordulasa mindéssze magyarazé, matematikai jelent6séggel bir.
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Itt az Xdvbzignatlra-kategoria objektumai és morfizmusai koziil a general6
morfizmusok vannak megadva; a tovabbi morfizmusok a (nem jel6lt) egy-
ség-morfizmusok, és a generatorokbol képezhetd 6sszes kompozitum; az
utébbiak kdzul bizonyosokat azonositunk, a kdvetkezd egyenl@ségekkel:

di=ci
de,=de2 ce,=ce,,
ct,=dt,, dt,=dt,, ct.=ct3

Mint latni fogjuk, az adott szignatura felett leirt FOLDS-formulédk a mor-
fizmusokat kozvetleniil nem emlitik; ezek kdzvetve szabalyozzéak azt, hogy mi
szamitjél formalt formulanak.

A formalizmus megértéséhez el6szor azt kell latni, hogy minden (Kis, tehat
halmaznyi nagysagu) C kategdria egy az £cxkategoriat a halmazok kategoriaja-
ba leképez6 funktorral azonosithat6. E funktort F-fel jeldlve, F(O) aC objek-
tumainak halmaza, F(A) morfizmusainak halmaza, a

F(d):F(A)—F(0)

fliggvény az adott kategoria forrasfiiggvénye. F(l) az identitdismorfizmusok
halmaza, F(E) a morfizmusokra leszoritott egyenléség relacio, F(T) pedig az
6sszes kommutativ haromszdg halmaza:

Példaul act, = dt2egyenl6ség annak felel meg, hogy c(f) =d(g) =Y.

Az Uj szemlélet alapja az, hogy egy kategoria egy Ad-szignatdraju struktara.
Altalaban, egy tetsz6leges £ szignatUra-kategoria mellett, egy ./-struktira
ugyanaz, mint egy ./-»Set alak( funktor®

Korantsem igaz azonban, hogy minden £a-struktira meghataroz egy kate-

goriat; ehhez az / tastruktdranak tovabbi feltételeket kell kielégitenie. Ezek a
feltételek a FOLDS-ban megfogalmazott kategoria-axiomak.

18 Emlékezzink arra, hogy a FOLDS szemantikéjat a kdzonséges halmazelméletben targyaljuk, a FOLDS
metaelméletének részeként. Ezért a funktor fogalma ellen a 10. szakaszban felhozott érvek most nem
alkalmazhatok.
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Abhelyett, hogy a FOLDS, a fiiggd tipusokon alapulé elsérend( logika
nyelvtanat altaldnossadgban probalnam leirni, példaként legyen itt annak az axi-
O0ménak a felirdsa, hogy a komponalhaté moifizmus-parok kompozituma Iétezik:

V XeO. VYeO. V Ze O.
VieA(X,Y). Vge A(Y,Z). 3heA(X,Z)
e T(X,Y,Z, f, g, h).
igaz.

Az els6 észrevétel az, hogy avaltozdk tipusokkal vannak ellatva; példaul, X, Y,
Z mindegyikének tipusa O. Tovabbavannak tipusok (az angolban a,,type” sz6
helyett a ,,sort”-ot hasznalom), amelyek mér deklaralt valtozoktol figgenek;
példaul az A(X, Y) tipus fligg az X, Y O-tipusu valtozoktol. A szignatdranak az
avonasa, hogy az A objektumbdl két morfizmus, d és ¢, mutatnak az O objek-
tumba, irja el6, hogy az A szimbdélumot Ugy kell hasznalni, hogy utana kell
tenni két O-tipusu valtozét; az els6,Xajelen esetben, felel meg d-nek, amaso-
dik, Y-, c-nek. Az A(X, Y) szemantikai értelme az, hogy azon A-beli/ elemekbdl
all, amelyekre d(f)=X és c(/)=Y; ez persze, midén egy valddi kategoriarol van
sz6 mint modellrél, azzal egyenérték(, hogyf:X-*Y.

A fligg6 tipusokat ugy tekintem, mint a strukturalista szemlélet lényeges
elemeit. Dolgokrol altaldban csak mar bizonyos el6zéleg adott és rogzitettjellegl dolgok

jelenlétében, azokkal meghatarozott viszonyban lehet beszélni. Es valéban, a kategd-
riaelmélet gyakorlataban van egy ,,érezhetd”, de nem kimondott ,szabaly”,
amely megkoveteli, hogy egy morfizmusrdl csak azutan beszéljink, miutan
annak forrasat és céljat mar bevezettik.

Fligg6 tipusok jol ismertek a matematikai logika irodalmaban, lasd példaul
[Marin-L6f 1973] és [Cartmell 1986]. Az emlitett helyeken talalhaté formaliz-
musok egyéb vonatkozasokban azonban egészen masok, mint aFOLDS, és f6leg,
nem rendelkeznek azzal a feljogosit6 vonassal, ami a FOLDS lényege, az ti., hogy
az azonossag egy altalanos fogalmahoz szolgal alapul (lasd az alébbi szakaszt).

A fenti formula feltling eleme, hogy a kommutalas tényét egy bizonyos (fiig-
g0) tipushoz tartozo, itt w-vel jel6lt, elem létezésével rogziti. Bizonyos

alakd, hat elembdl allé képz6dmények (diagramok) olyanok, hogy van hozzajuk
olyan w, amely a megfelel6 T(Z, Y, Z,f,g, h) fuggé tipushoz tartozik; ezek a
diagramok a kommutativ hdromszogek. A szignatira mar eldonti, hogy a T szim-
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bélum csak olyan T(X, Y, Z,fg, h) alaku ¢sszefiiggésekben fordulhat el6, ahol
a valtozdk mar a felirt haromsz6g forméajaban helyezkednek el egymashoz
képest; ez a szignaturakategoria morfizmusai kozotti felirt egyenl6ségekkel
van kapcsolatban.

Megjegyzend6 az egyenl6ség specialis szerepe. EI6szor is, mint azt mar var-
tuk, semmilyen formaban sem lehet beszélni objektumok, O-tipusu valtoza-
sok, egyenl@ségérdl.

A zfésg ,,morfizmusok” egyenl6ségét az 3«eE(X, Y ,fjjj.igaz formula fejezi
ki; azonban ez csakakkorjél formalt, ha az/és£ valtozok/EA(X, Y),gGA(X, Y)
forméaban, tehat az

»parhuzamos” alakzatban, vannak deklaralva. Mas szdval: nem lehet két akar-
milyen morfizmus egyenl6ségérdl beszélni, csak olyanokérol, amelyekr6l méar
tudjuk, hogy parhuzamosak, ugyanazzal a forrassal és ugyanazzal a céllal bir-
nak. A morfizmusok abszol(t totalitasa semmilyen formaban nem szerepel a
strukturalista kategoriaelméletben; csak egy adott (X, Y) objektum-paros mel-
lett, az egyikb6l a méasikba mutaté morfizmusok 6sszességérél lehet beszélni.
Ez az 0sszesség viszont térténetesen halmaz, hiszen egy egyenl6ség-relacidval
van ellatva. Ez emlékeztet arra a szokdsos megkotésre, hogy egy kategdria csak
akkor ,legitim”, ha ,,hom-halmazai”, ahém (X, Y) = A(X, Y) alakl 0sszessé-
gek, halmazok, amely megkotés a szokasos értelemben azt jelenti, hogy ezek
nem tal nagyok, nem valddi osztalyok. (Ugyanakkor egy legitim kategdria 6sszes
morfizmusai alkothatnak valodi osztalyt.) A strukturalista szemléletben nin-
csenek halmazok és osztalyok, nem létezik a ,,kis” és ,,nagy” dsszességek meg-
killénboztetése.

Az 0Osszes tobbi kategoOriaaxiéma is megfogalmazhaté FOLDS-ban. Sét,
olyan tovabbi feltételek is, mint az, hogy a kategoria toposz, felirhatok a
FOLDS-ban.

A 9. szakaszban emlitett multitopikus, magasabb dimenzids kategoriak is
leirhatok a FOLDS-ban; az «-dimenzids esetben, a hasznalt szignaturakatego-
ria, Xn, alegfeljebb (n+ i)-dimenzids multitopok kategériaja, az .Z"-ban lathato
harom helyett, n+2 szinttel rendelkezik. Ezeknek az Xn multitop-kategé-
ridknak a leirasa eléggé nehéz feladat; ennek megoldasa el6szdr a mér fentebb
emlitett, Hermidaval és Powerral kozos cikkemben tértént meg. Ugyanakkor
Ujbél megjegyzendd, hogy a megoldasban Iényegesen segitett benniinket Baez
és Dolan mar szintén emlitett munkaja.
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12. Az altalanos azonossagfogalom

Honnan tudhatjuk, hogy a kategdria fogalméanak fentebbi FOLDS-beli meg-
hatarozéasa éppen a megfelel6?

A kategoriaelméletben kdzismert, hogy a helyes, a kategoridkra vonatkozo
azonossagfogalom az ekvivalencia, egy az izomorfianal gyengébb, de komplikal-
tabb fogalom. Két kategoria X és A ekvivalensek, jel6lésben X=A, ha léteznek
olyan F: XA, G: A->X funktorok,

amelyekre a G °F: X—»X, F ° G: A—Akompozitumok izomorfak az identitas-
funktorokkal:

GoF-.X ldx,F°G Id"

Ez az izomorfia fogalménak egy természetesnek t(in6 altalanositasa, azon-
ban még nem mondtuk meg, mitjelent funktorok izomorfidja! Ezt most nem
irom le részleteiben; a funktorok egy izomorfizmusa egy invertalhat6 természe-
tes transzformécié'a az utébbi fogalom a kategdriaelmélet sajatos, megkilénboz-
tet6jegye, aminek értelmére sok, egyébkéntjol nevelt matematikust is ismé-
telten emlékeztetni kell.

Annak, hogy mieért ez a helyes azonossagfogalom a kategoridkra, az okai
ugyanazok, mutatis mutandis, mint azt a 7. szakaszban leirtuk a kdz6nséges
absztrakt stuktdrédk és az izomorfia viszonylatdban.

Az elsd tény azt illetéen, hogy a kategdria fogalmanak az el6z6 szakaszban
vazolt formalis kodifik&cidja megfeleld, az, hogy

(4) a kategdridknak minden az Xai szignatira alapjan, a FOLDS nyelvén
megfogalmazott tulajdonsaga a kategorikus ekvivalenciara nézve invarians.

Megjegyzem, hogy a FOLDS az els6 olyan altalanos logikai nyelv, amely a
mondott tulajdonsaggal rendelkezik. Peter Freyd mar régebben leirt egy diag-
rammatikus elemeket tartalmazé formalizmust ([Freyd 1976]), amely ugyan-
csak rendelkezik a kivant tulajdonséaggal, és amely végeredmeényben ekvivalens
az Zxtra korlatozott FOLDS-szal, de a Freyd-féle formalizmus nem &ltalanos
logikai nyelv, csak sz(ikén a kategoridkra vonatkozik.9

19 Parhuzamos funktorok kodzotti morfizmusok az Ggynevezett természetes transzformaciok; 1 [Mac Lane
1971].
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A FOLDS-on keresztil torténd megkézelités helyességére mutatd tények
tovabbmennek. A FOLDS formalizmusa azt is megmondja, mi egy adott
strukturatipusra vonatkozd helyes azonosséagelv.

A FOLDS egy tetsz6leges x szignatirdjahoz hozz4 van rendelve egy a tet-
sz6leges M, N ./struktdrékra vonatkozd M srN relacid, ./-ekvivalencia. En-
nek forméja a kovetkez6: M=rN akkor és csak akkor, ha létezik olyan P
J-struktira, és az

M N

diagramban szerepl6 m, n morfizmusokZ) amelyek szalanként (fiberwise) sziir-
jektivek. Ez utobbi fogalom definicidja egy az X szignatlrakategdria struktara-
jara val6 hivatkozassal torténik; most ezt nem részletezem. A definici6 forméja
mutatja, hogy a fogalom tisztan szemantikai jelleg(i; formulakra nem toérténik
hivatkozas benne.

Mid6n x=Xxat, ésM, N kategoridk (tehat nemcsak tetsz6leges ./-struktirak),
M ésN ./'-ekvivalenciaja, M sJV, egyenérték(i azzal, hogy M ésN ekvivalensek
a klasszikus értelemben mint kategéridk. Ez a tény azonban nem tauto-
logikusan igaz; bizonyitdsdhoz (amely persze nem nehéz), a kivalasztasi axio-
méra van szikség. Valb6jaban az ./-ekvivalencia fogalma, X=Xai esetében, a
kategorikus ekvivalencia fogalmanak egy revizidja, amely amellett, hogy a
szokéasos korilmények kozott megegyezik az eredetivel, a konstruktiv halmaz-
elméleti koriilmények kozottjobban mikodik, mint az eredeti.2

A fenti (4)-gyel jelzett tény annak az altalanos ténynek a kdvetkezménye,
hogy tetsz6leges X mellett az ./*feletti FOLDS-beli allitdsok ./-ekvivalenciara
nézve invariansak.

Ennél 1ényegesen tobb is érvényes. AFOLDS egész szintaxisa, logikai ekvi-
valencia erejéig, meg van hatarozva az /-ekvivalencia fogalma altal. A tény az,
hogy egy adott a FOLDS szignatura mellett ha P egy olyan, valamely tetsz6le-
ges G=nal bévebb nyelvben els6rend(i logikdban megfogalmazott tulajdonsag,
amely invarians ./-ekvivalenciara:

P(M) &M\xreisxN\X =>P(N),
20 Ez hasonl6 ahhoz, ahogyan az anafunktor fogalma a funktorénak egy revizidja; 1 a 10. szakaszt.

21 M\J!azt az ./-struktlrétjelenti, amelynek adatai az M struktlra .Z-ra vonatkoz6 részeként vannak meg-
adva; M egy az _/-nél b6vebb szignatura feletti struktdra.
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akkor P mar megfogalmazhaté a FOLDS-ban az 1 felett: van olyan ¢
FOLDS-beli formula az 1 szignatura felett, hogy

P(M) <*M WX\=<p.

Ez atétel aFOLDS altalanos elméletének ez id6 szerint legfontosabb ered-
ménye. Azt fejezi ki, hogy aFOLDS szintaxisa kifejezésképesség tekintetében teljes’,
minden olyan tulajdonsag, amelyrdl elvérhatd, hogy a FOLDS-ban kifejezhe-
té legyen, valdban kifejezhet6 is. A FOLDS deduktiv teljessége is fenndll, mas
szoval a klasszikus Godel-féle teljességi tétel (lasd pl. [Chang/Keisler 1991])
egy a FOLDS-ra megfogalmazott természetes analogonja érvényes.

Mint mondottuk, aklasszikus kategorikus ekvivalencia egybeesik az *'-ekvi-
valencia megfelel6 esetével. A tapasztalat azt mutatja, hogy ez atény kiterjed a
tovabbi, kategdriaelméletben hasznalatos ekvivalenciafogalmakra is (megjegy-
zendd ugyan, hogy ez az egybeesés matematikailag nem trivialis). A FOLDS-
szal kapcsolatos legfontosabb felfedezésemnek annak felismerését tartom,
hogy a FOLDS a Kkiterjesztett kateg6riaelmélet kilénb6z6 ekvivalenciafo-
galmainak egységes alapjat adja. Megjegyzendd, hogy mindez az anafunktorok
Iényeges hasznalata mellett torténik. Példaul ha X és A bikategoridk (amely a
2-dimenzids kategdria fogalmanak egy klasszikus valtozata, lasd [Benabou
1967]), akkor X és A akkor és csak akkor bi-ekvivalensek2 ha X* és A*
I-ekvivalensek; ittX* azX-hez kanonikusan hozzarendelt anabikategoria, egy
olyan struktira, amely a bikategoria definiciéjaban 1évé funktorokat
anafunktorokkal helyettesiti, / ’pedig az anabikateg6ria fogalméhoz illesztett
FOLDS-szignatura.

13. Zaré megjegyzések

A fentiekben a strukturalista programnak csak a kezd& 1épéseir6l esett szd, és
azokrol is mindossze célzésszerlien, a targyalast a legaltalanosabb vonasokra
korlatozva. Természetesen az érdekl6d6 olvasd tobbet megtudhat az idézett
szakirodalombol. Azonban fontos megjegyezni, hogy a program nem befeje-
zett, még egy igen alapvet6 értelemben sem: nem mondtuk meg vilagosan és
kimerit6en, mik a nyelvtani szabalyok, mik a kovetkeztetési szabalyok, és mik
az axiomak. A tény az, hogy ezek még nem allnak végleges forméban rendelke-
zésre, bar sok mindenrél mar lathatd, milyen format fog 6lteni.

A FOLDS-ot ugy vezettiik be, mint a strukturalista megalapozéas logikajat.
Azonban vigyaznunk kell, miel6tt a k6zonséges elsérendd logikaval kapcsola-

22 Angolul ,,biequivalent”, ez a bikategériék elfogadott ,,azonossag”-fogalma.
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tos tapasztalatainkat az Uj helyzetre alkalmaznank. A klasszikus axiomatikus
helyzet Iényege, hogy egyetlen ,,homogén” univerzum van, a primitiv rela-
ciok, operacidk az egész univerzumon vannak definialva, és a kvantorok az
egész univerzumon futnak végig. A strukturalista univerzum struktarakbol all;
mindegyik struktira egy meghatarozott szignatiraval rendelkezik; végtelen sok,
egymassal 0sszefliggd szignatira van; és minden kvantor egy meghatarozott
szignatdran beliilli meghatédrozott tipuson fut végig. Maga a halmaz mar egy
struktarafajta (,,0sszesség egy egyenléséggel”); a csoport egy Ujabb struktd-
ra-fajta; a kategdria egy Ujabb; de még a halmazok kategoridja is egy Ujabbfajta
struktira (ahelyett, hogy egyszer(ien egy bizonyos kategoria lenne). Amennyi-
ben egy bizonyos struktdran belll (példaul egy kategdrian beliil) vagyunk, a
FOLDS deduktiv mechanizmusa érvényesul az adottszignatdrafeletti formulak-
ra. De a felépités lényege a kiilonb6z6 struktdrafajtak kdzotti klcsdnhatasok
rendszere. Ez a szintaxis szintjén egy a kulénb6zd szignatdrakat egymaéssal
Osszekapcsolo formalis eljarasok rendszerétjelenti; err6l arendszerrél fentebb
nem esett sz6. Ennek arendszernek ajellegére némi fénytvet a [Makkai 1997]
dolgozatokban bemutatott formalizmus. A strukturalista megalapozés forma-
lis rendszerének a teljes megfogalmazéasa még nem tortént meg.

Végil hadd emlitsem meg, hogy a cél egy acantori halmazelmélettdl 1énye-
gesen eltér6 rendszer felépitése, amelyben a cantori rendszer ,,kis” és ,,nagy”
Osszességeinek megkilonboztetése helyett strukturalis megkilonbdztetések-
kel éliink. Szandékosan olyan axioméakat fogunk felvenni, amelyek a cantori
»hagysagrendi” szemléletnek ellentmondanak. Egy ilyen axiéma lesz példaul két
X és A kategoéria mellett azX-b81 A-ba mutat6é (ana)funktorok [X, A ] kateg6-
ridjnak létezése. Ha az olvas6 meggondolja, hogy midénX ésA ,nagy” kate-
goriak, ugy, a szokasos halmazelméletben, a [X, A\ kategoria két F és G ele-
mének horn (F, G) hom-halmaza &ltaldban nem kis halmaz, akkor latni fogja,
miért mond ellent a mondott axiéma a cantori szemléletnek. Szemléletesen,
azért nem lesz az (j rendszer (remélhet6leg) bels6leg ellentmondésos, mert
nem sziikséges, hogy az [ X,A] kategdria az 6sszes funktort valdban tartalmazza
ahhoz, hogy a rendszeren belil mint a mondott funktorok dsszessége szere-
peljen. Azonban egy valéban ellentmondastalan, és mégis deduktive erés
strukturalista rendszer kidolgozasa még sok munkat igényel.
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