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A VALTOZTATASI HANYLAT ALKALMAZA-
SAROL A PROPELLER-FOLULET EGYENLE-
TENEK LEFEJTESERE.

Dr. MARTIN LALOS levelezd tagtol.

(Eldadta a IIL. osztdly f(ilésén 1877. mdrczius 5-én.)

Mér hét éve, hogy els6 munkim a csavarokrdl a m. t.
Akadémia el6tt megfordult; hogy milyen sorsban részesiilt,
ismeretes.

Szily Kalman tagtirs tr, ki két els§ értekezésemet a
leghevesebben megtimadta, a biralatira valaszolé harmadik
értekezésem eldtt azzal tért ki, hogy »lehozisom azért nem
helyes, mivel variati6 — szamitdson nem alapszik.« Furcsa egy
ellenvetés, mely csak akkor volna helyes, ha Sz. ar a variatio-
szdmitast, melyet hiarom els6 értekezésem széindékosan keriilt
volt, biralatiban felemlitette volna ; de mivel ez nem tortént,
nekem sem lehet hibdul felrdni, hogy a variitio-szdmitisra
nem reflektiltam, a mir6l killonben a megkivintaté felviligo-
sitdst mar régen megadtam volna, de minthogy Sz. Gir szdmi-
tasa kozrebocsatdsat megigérte volt, elébb ezt akartam bevéarni.
Sajnalom, hogy szavat négy 4116 éven 4t be nem valtotta.

Ld6kozben Réthy Mor, kolozsvari collegdmnak egy érte-
kezése jelent meg a propeller és peripellerrél, mely hason-
targyu értekezésemet megtamadja ; ez kényszerit onvédelemre.

Barmily kész is vagyok helyreigazitast barkitél is elfo-
gadni: de R.-nek azon lefejtéseit, melyeket a prop. és perip.-
r6l adott, hatdrozottan visszautasitom. Azt hiszem, hogy R.,
ha azon hibakrél (szdmitasi hibakrol) értestl, melyeket érte-
kezésében elkovetett, maga is 4t fogja latni, hogy neki nem
sikertilt azt bebizonyitni, a mit bebizonyitui akart. Mert olyan
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4 DR. MARTIN LAJOS

értekezés, melyben az alapképletek hibdsan vannak irva és
helyteleniil alkalmazva lettek, s melyben a végeredmény ab-
surdum, ha egyiltaldban valamit bizonyitni akar, az legfel-
jebb csak az lehet: hogy nem mindig tandcsos képleteket
hasznalni, miel6tt tisztdban nem vagyunk az irdnt, vajjon he-
lyesek-e azok, vagy nem ?

A mit allitunk, be is kell bizomyitnunk, lassuk tehat:
miben van a hiba, hol van az absurdum s végre mi az ered-
mény, ha mindezt keriilvén, a propeller problemijat variatio-
szamitas atjan megoldjuk.

¥

A spropeller és peripeller-foliiletek elméletéhez« czimii
értekezés 32 s kov. 1. két hatdreset van letirgyalva, mely
mindenekel6tt figyelemre mélto.

Koztudomasu dolog, hogy a variatik azon alakjai, me-
lyekben a varialo elemek variatioi részletkiilzelés alol felsza-
badultak, mindig kettére vezetnek : a féegyenletre és a hatéar-
egyenletre. Amaz adja a gorbe vagy féliilet egyenletét, emez
megint kimondja azon feltételeket, melyek mellett a foliilet
egyenletében elfordulé allandéit meghatérozni lehet; s a ki-
vant megoldéas esak akkor lesz befejezve, ha a meghatarozas
sikeriil. 4 megoldds silypontja tehdt a hatdregyenletben
fekszik, mely megint a hatarfeltétektol fiigg ; tehat természe-
tesen itt kezdjiik meg a vizsgilatot A hatiregyenlet alakja 2
hatéarfeltételekhez képest igen killonfélekép modosithato, de
barhogy is médositsuk, a dolog mindig csak arra megy ki,
hogy az egészelési 4lland6k meghataroztassanak ; ha pedig a
meghatarozis absurdumra vezet, az vagy annak a jele, hogy
a meghatarozas lehetetlen, vagy hogy a szamitasban hiba van.
Vizsgaljuk most a két h ataresetet.

Az elsd igy lett eldterjesztve: »milyen alaku folilet-
darab képezi a leghatilyosabb propeller-szarnyat, ha ezen
foliiletdarabot egyrészrél két kozos tengelyii s adott sugard
korhenger, masrészrol pedig két adott tavolsagia s a hengerek
tengelyére meréleges sik vagja ki.« A felelet réa ez: »véges
hossztisigti adott egyenes henger hatarain beldl kiterjeszked §
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propellerek kozt nem lehet a leghatdlyosabb se az Archim.-
féle, se a 10.)-ben foglalt Altalinosabb esavarfoliilet.«

A misodik eset igy adatik el6: »melyik szolgiltatja a
legjobb propellerszdrnyat azon foliletdarabok kozt, a melyek
hatarvonalait egyrészrol két kozos tengelyli adott sugari hen-
gerre rajzolt kiilonben ismeretlen vonalak, misrészrol adott
tavolsagi s a tengelyt merélegesen metszé két egyenes képe-
zik.« A melyre a felelet ez: »be van tehit bizonyitva, hogy a
kittizott feladatot az Archimedes-féle csavarfoliilet megoldja.

A kett6t osszefoglalvan, R. tehdt azt akarja bebizonyitni,
hogy az Archimedes folilleten két kiszelvény 1étezik : az egyik
az elsé kérdés feltételei szerint van kivdgva, s ez nem legha-
talyosabb ; a masodik a mésodik kérdés feltételei szerint van
kimetszve, s ez leghatélyosabb. Mind a ketts az Archimedes
foliiletbol 1évén kiszelve, a kiilonbség csak a szegélyvonalak-
ban lehet ; lassuk tehat ezeket.

Az els§ kiszelvény fekszik két koztengelyit korhenger
s két a tenglyre - sik kozott; a két korhenger metszi az Ar-
chimedes foliiletet két kozonséges csavarvonalban, s a két sik
metszi azt két a tengelyre - egyenesben. A kiszelvény tehat
koriil van véve két csavarvonal s két a tengelyre 4 egyenes
altal ; s ezen kiszelvény, R. szerint, nem leghatéalyosabb.

A mésodik kiszelvény hatdrvonalai, a kérdés feltételei
szerint, egyrészr6l két koztengelyii hengeren levd kiilonben
ismeretlen vonalak és masrészrol két a tengelyre - egyenes ;
R. a felelethen az Archim. folilletr6l szolvan, vigjunk ki ebbol
egy ilyen szelvényt. Azon két hatirvonal, mely a hengeren
van, nem lesz akkor tohhé két ismeretlen gorbe, hanem lesz
beldle két kozonséges csavarvonal ; minthogy pedig a mésik
két hatarvonal két a tengelyre | egyenes: latjuk, hogy ezen
a masodik kérdés feltételei szerint kivagott darabja az Archi-
medes-féle foliletnek ismét két csavarvonal s két a tengelyre
| egyenes iltal van kériilvéve, s ilyen szelvény, R. szerint, a
leghatalyosabbh. :

Miér most a korhengerek sugaraira nézve, tigyszintén az
els6 esetben a két metszd siknak s a mésodik esetben a két a
tengelyre | egyenesnek egymdstoli tdvolsigira nézve sem
az elsé sem a mésodik kérdésben, sem az azokra adott felele-

B e T —
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tekben megszoritd feltétel kikitve nines, mely a két kiszel-
vényre nézve kiilonbséget sziilne; tehdt viligos, hogy a két
kiszelvény nem egyéb, mint ugyanazon darabja az Archim.-
féle csavarfolilletnek. Mint ilyen a kett6 csak egyenld hatésu
lehet; &mde R.a két kiszelvényre nézve ellenkezs eredményre
Jut, a mi absurdum; mert ugyanazon egy része a foliiletnek
nem lehet egyidejilleg leghatdlyosabb és nem-leghatalyosabb
is. A mibdl csak az kovetkezik, hogy vagy nem igaz az elsé,
vagy nem igaz a masodik.

A hiba abban van, hogy R. a 17c) alatti kettés felté-
telt special esetekre alkalmazza, még miel6tt szabad volna azt
tenni. Mert ha a 17c) alatti feltételekhez eljutottunk, azzal
még nem értiik el azon pontot, mely az abbol vonhato kovet-
keztetések sora végét képezi; a ki tehat a 17¢)-nél megall, az
mintegy féluton 4ll meg. ‘A 17c) alatti kettés feltétel ugyanis
egyeldre csak azt mondja ki, hogy a kifejezés:

oV
¥ o

T

olyan fiiggvénye az r és g-nek, mely, ha ro és r, kozt egészel-
tetik, mindig null, akir ¢, akir ¢, tétessék ¢ helyett. Amde
¢ és ¢, tetszés szerinti értékek, viligos tehat, hogy a két fel-
tétel csak Ggy teljesill, ha maga az egészelendé kifejezés min-
den tetszés szerinti ¢, és @o-nil elenyészik, azaz kell hogy

it _1'in= 0.
o7

S ezzel a 17c¢) alatti kettds feltétel egygyé forr Ossze s ez
egyszersmind zdrpontja azon kovetkeztetéseknek, melyek a
17¢)-b6l vonhaték s csak most szabad az éltalinos lehozatot
special esetekre alkalmazni. Ha R. igy teszi vala, szépen visz-
szaj6 azon 16¢'") alatti feltételre, mely méris egyszer kimu-
tatta, hogy az Archim. foliilleths]l szelt kiszelvény nem leg-
hatalyosabb.

Kiilonben a mi a két hatdreset letargyaldsit illeti, ez
oly furcsa médon megtortént, mely hatédrozottan mutatja,
hogy R. a hatdregyenlet voltaképi hivatisit egészen félreis-
merte. Mert ha 6 a 16¢") alatti feltételt az r-nek a meghata-
rozésara tudja forditni, akkor az olyan eljaras csak kovetke-
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zetlenség, Mert ama feltétel, mint a hatiregyenlet kovetkez-
ménye, nem arra val6, hogy vele a foliillet egyenletében eléfor-
dulé valtozoknak, hanem az abban meglévd egészelési allan-
dék értékeit meghatirozzuk, tehat nem s+ hanem @ szerint
kellett volna a 16¢”')-at feloldani. Es ha R. igy teszi, rajo,
hogy az a szerinte r fiiggvénye volna, a mi absurdum, mivel
ezen a nem lehet egyidejiileg allando is, valtozo is.

Kimutatvan azt, hogy R. az altala letdrgyalt hatirese-
tekben absurdumot 4llit, lassuk most a még azonkiviil elkve-
tett feltiin6bb hibakat.

2.

Ismeretes dolog, hogy az elsd variatiohol nyert megol-
dis voltat a masodik variati6 el6jegye donti meg. A végre a
»Prop. és perip. folil. elm.« 23 s kov. L oly képlet lett hasz-
nalva, mely allitolag a mésodik variatiét akarja kifejezni, de
mely, kozelebbrél vizsgalva, azt a variatiot még akkor sem
fejezi ki, ha az abbol kimaradt Ggynevezett hatarrészektol
egészen eltekintiink. A hibas képlet nem csak 14) alatt, de
egyebiitt is egyarant fordulvan el6, sajtéhibanak nem tekint-
hetd ; nem szenved kétséget, hogy az a szerzé hibéja, melyet
mindjart az értekezés kezdetén ejt, s mely egyszertien abhél
all, hogy a 14)-ben a jobb kéz felli haromtagt kifejezés ko-
zéps6 tagjabol az odatartozé egyiitthaté kimaradt. Hogy a
hibat constatiljuk, megteszsziikk a firadsgot s lehozzuk azt
a méasodik variatiot.

A végre vegyiik el6 a sprop. és perip.« 7-dik lapjan 4llo
7) alatti képletet; szerinte van, ha az abban el6forduld sajté-
hibakat helyreigazitjuk :

Pion

S=2 /ﬁr&m V(rox).

Po 7o
Varialjuk azt, de hagyjuk ki a hatérrészeket, melvekre R. gy

se, legalabb e helyen nem reflektal ; tovabba hagyjuk ki még a
hatarok kitételét is az egészelési jeleknél, akkor 1éptenkint lesz,

éas — [0V .or

- e e
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Amde Jo= 0—: és Oz = 0;;)2 ; ha most a részletes és tel-

Jes kiilzeléki hinyadosakot Strauch szerint *) egy és két vo-
nassal kijelentjilk, tekintve hogy :

oV @0z 0 (oV 0 ﬂ,
NP s s 52) e 3@
ao " or or\ o =0z
or
és
oV 0z o [oV ) 2 ff
T S === — —_——— 0/
2’7 70 3 5
0T 0p op\ oz o 0z,

ha ezeket bevezetjiik, az igenleges részek egészelése utan fog
maradni :

a oV, 2 o
i _JS““H TN az]‘m' e

Ezen variatié-alak keriil ki tehdt az elss alakbol, hogy

[ ha 0 V helyett — (i 8711' - :a—— 7 V)c?z tétetik. Legyen rovid-
, or o0 o
| ség kedvéért :

OV e dy i 7

or 30 op o

akkor :
258 = 1 Uszaniy.
i Ebbél a masodik variatiot lefejtvén, lesz:

SR T
58 = 5008)

azaz

i é&ﬂs —— 8 Udzdrtg—— (1O Ud2)ordp
? =— (U8 + 3UdzJordg.

Mibél, miutdn U a max. esetében elenyészik, marad :
éa‘es e ST S i
Hogy most a masodik variatié ezen alakjarol a R.-féle méso-

*) Di. G. W. Strauch, Theorie nnd Anwendung des sogan. Varia-
tions-Caleuls. Ziirich II, Aufl, 1854.
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dik variatioval felelkez$ alakjara lehessen atmenni, figye-
lembe veendd, hogy valamint az elsé varidtié atalakitisira

60 3,[

OV helyett: — | =—= + %

o 0z

irjuk, épen gy leszen most sziikséges, hogy per analogiam:

(o oU
0(7) a('ai;)
Ry 2R ——— |0z

or op

0 U helyett: — -

irassék. Bzt megtevén :

aD
#azs +ﬂ £ 8z.or 7.

Amde:
{%) {7)
( ?E) (?@) A ( o7, )
N %0 ia‘zﬁ‘ ity o9 /

20 o o o 0e

a% /aEV 82 a‘ZV
— alar) arap(aeaz)’

¢s hasonléforman :

oY)
RS EZ/WV)
o9 ordg\ogox op2 \ or?
tehat ha ezeket helyettesitjiik:
92 aV p 22 [0V az/aev> >

——OQS —_— 022010

g2 /1 \302 6()6(1)‘\ 993n)+ o2\ ox2 e
Ebbél kitiinik, hogy azon képlet, a melylyel R. a masodik va-
ridtiét akarja kifejezni, azt a variatiét épen nem fejezi ki, mert
R. a haromtagt kifejezés kozépst tagjat csak egyszeresen veszi,
holott a lefejtés koveteli, hogy a tag kétszer vétessék.

Ily koriilmény kozt vildgos, hogy a lehozisck, melyek
a hibas képleten nyugszanak, mint helytelen alapon 4allék el-
ejtenddk.



10 DR. MARTIN LAJOS

3.

Miutan az elébbi szerint R. értekezése mar akkora hiba~
kat tartalmaz, nem csoda, ha az egész munka helyességét két-
séghe vonjuk. S valéban, ha a kezdetét vizsgiljuk, mindjart
az elején tapasztaljuk, hogy szerzéje egészen tdjékozatlan
fogott a munkahoz.

Hiszen ha képletet alkotunk, az els6, hogy az alkatré-
szeket gy illeszsziik Ossze, a hogy a dolog természete azt ki-
véanja ; mert kiilonben koczkdztatjuk, hogy képletiink egészen
mist fejez ki, mintsem a mit ki akartunk vele fejezni, Igy ha
propellerrdl szélunk, alatta oly alkotvanyt értiink, mely —
ellendlls kiozeg kozbevetésével — tengely koriil végrehajtott
forgast egyenes irdnyu mozgasha akar Atvaltoztatni; ellenben
ha peripellerrél sz6lunk, alatta megint oly alkotvdnyt értiink,
mely — ismét ellendllo kizeg kozbevetésével — egyenes ira-
nyl mozgést tengely koriili forgasha atvaltoztat. A ki ezekre
figyel, azonnal észreveszi a kiilonbséget; az elsénél a forgis,
a masodiknal az egyenes irdnyt mozgis az inditd mozghs. A
dolog természete megkivanja tehat, hogy a propellernél a for-
gis, a peripellernél pedig az egyenes irinyt mozgas igenlege-
sen bevezettessék.

Ha, tehat a foliletelem normalisa hajlisa a z és v coor-
dinata tengelyekhez — R. szerint — ugyancsak (zn) és
(vin)-el, tovabb4 az egyenes irdnya, valamint a forgési sebes-
séget w és (rw)-val kifejezziik, az ezekbol eredd két oldalse-
besség, mely a normalis iranyaba esik :

w c08(z1m) &s rw cos(vin)
ellenkez§ eldjegyti ugyan, de hogy melyik legyen igenleges,
melyik nemleges, arrél nem a mi 6nkényiink, hanem egyediil
az hatéroz, hogy mi legyen a foliillet feladata ; mely mindene-
setre megkivanja, hogy az indité mozgishol eredé componens
sebesség positiv mennyiségnek tekintessék. Ebbél az elvbél
indulva ki, vildgos, hogy a derékléi sebesség

a propellernél :

vn = rw cos(vin) — u cos(zin)

a peripellernél ellenben

P~
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va = ucos(zin) — 10 cots(v, n)
képlet altal fog kifejeztetni.
Ha tehat, R. jeleivel élvén,
0z 0z
9 = - Frades
teszsziik, az erdkifejtések a propellernél :

= [ fori. o0
ra(l—)*
Ll +’§ i

lesznek. S minthogy a propellerre vonatkozé képlet a Réthyé-
tol lényegesen eltér, kivetkezik, hogy mindazon lehozisok,

melyek a hibds képleten nyugszanak, hibssak. Mert ha, R.
szerint :

=k és Cw2 = 1

b

és a peripellernél :

el

2V — .
I g

g T2
Ber 1+Q'+7_;

teszszilk, egymésutén ezeket nyerjiik :

v e
2— =+ g+ e

fj}V = — 2r(x—Fk)%s 2 4+ 4ro*(z—F)*s~*

829221{ = — 2ro(z—k)s~* +4r—*np(a—k)*s—*

a;V = + s~ —i(a—)(Sa—h)s 24 dr—dz2(a—T) 5>,

Egy széval a képletek egészen mas alakot nyernek.
~ Hogy R. lehozisai tehdt azon alapon nem Allanak, me-
lyen kell hogy élljanak, mindezekbsl mir viligos. Lissuk
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mir most a lefejtés menetét, ha mind azon hibdkat keriljik,
melyeket R. elkovetett.

4.

A propeller tengelynyomisa legyen a képlet altal ki-
fejezve:
Z = 2(fVordg,
a melyben, mint mér tudjuk:
2V = flragl)

-

€s

flegy)=-"E=E
1+9° + /T._,
A feladat most az, olyan:
z = F(r¢)

fiiggvényt a variatié-szdmitas Gtjan kitalalni, melynél a Z ten-
gelynyoméis maximum vagy minimum. Miel6tt a kettds egész-
letet valamely miveletnek aldvetjiik, sziikségesnek tartom a
kovetkeziket elérebocsatani.

Tudvalevé dolog, hogy az ilyen egészlet variatiéit két
kiilonboz6 alakban lehet eldallitani; az egyik az, melyben a
varialt elemek részletkiilzeléseknek vannak még alivetve, s a
misodik az, a melyben azok a részletkiilzelések alél mar fel-
szabadultak. Tehat két at all el6ttink: az egyik ha az elsd-,
a mésodik, ha a mésodik variatié-alakot vilasztjuk. R. egye-
nesen a masodik alakhoz nyul ; hogy mi okhol, azt nem mond-
Jja. Pedig a dolog most az: ha tgy valakinek kedve jonne,
a mire kiillonben, ha czélom sziik kerete azt most megengedné,
magam is hajlandé volnék épen azt a variatio-alakot vizsgalni,
melyet R. minden indokolas nélkiil ignoral ; és ha abbél kide-
riil, a mint az tényleg csakugyan van is, hogy hirom els érte-
kezésem lefejtései nem masok, mint azon eredmény, mely ki-
kertil, ha azt az elsé varidtid-alakot vizsgdljuk: akkor hova
jut Szily Grnak azon ellenvetése, hogy lefejtéseim azért nem
helyesek, mivel vari4ti6-szamitdson nem nyugszanak ?

De eltekintve attél, tegyiik fel, hogy mi is egyenesen a
masodik alakhoz fordulunk, akkor sziikséges megint, hogy egé-
szelési hatdrokat bevezessiink. Legyenek
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71 @1 7o Fo
a kérdéses hatdrok. Mielétt azokat a kettds egészletre alkal-
mazzuk, elébb tisztdba kell jonniink az irint, vajjon feltétle -
niil vagy csak feltételesen lehet-e hatirokat bevezetni. Mert
van eset rd, hogy egy éltaldnos egészlet bizonyos hatarok kozt
véve, képtelenséget jelent, igy pl.:

+a
ox

V1—zz
képtelenség, ha a > 1.

Hogy a képtelenség esete mindjart eleve kizarassék

vegyiik el6 a tengelynyomés képletét :

Z = 2ff Vorop
Ez nem més, mint azon eredmény, mely ki keriil, ha a kiilze-
1éki képlet:

0/ = 2Voroy
kétszer egymasutan egészeltetik ; s a mely azon végtelen kis
nyoméist fejezi ki, mely a foliletnek egy tetszés szerinti pont-
Jjaban fejlédik. A végtelen kis nyomdas irdnya fiigg a derékld
sebesség iranyitol, agy hogy :

0°Z= o a szerint, a mint v, = 0. De v, = o0 a szerint, a mint
(x—k)=o.

A 7 egyelére még hatarozatlan fiiggvény; de barmely
alakot adunk is neki, mindig csak két eset lesz gondolhat6 :
a = t. 1. mindenesetre vagy allandé vzfgy valtozd; s a mig ez
irant megallapodas nines, mind a kettét kell egyarant lehetének
tekinteni.

Legyen tehét eldszor a = 4lland6, akkor (z—Fk)=const.
s vilagos, hogy miutan az egész kiszelvény nyomésa a maxim.
esetében csak >o lehet, a (x—k) is csak >o. De ily koriil-
mény kozt lesz 627 is, a folilet minden pontjaban >o: azaz,
ha = constans, akkor nincs folilletelem, a melyben ¢2Z nemle-
ges ¢értéket kapna. Ebb6l viszont kiovetkezik, hogy ama kettds
egészlet oly természetii, hogy nemleges része nincs, ha =
constans.

Legyen ezutin megint a = valtozé : akkor addig is, mig
mas korlatozo feltétel fel nem mertil, fel kell tenniink, hogy a
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7 a (420)-t6l a (—oo)-ig viltozhat, minthogy pedig a %
ugyanazon hatdrok kozt fekszik, viligos hogy #—k=o lehet,
tehdt a 9°Zis =o ha = viltozé; még pedig 92Z folilet azon
pontjaira nézve igenleges, a melyekben 7z >%, ellenben nemle-
ges, a melyekben z< k. Ha tehat az egészletet mint 6sszegnek
a hatirat tekintjiik, agy ama kettds egészlet, ha a = valtozé,
két részbol fog 4llani; az egyik rész az igenleges-, a mésik
rész a nemleges nyomésu elemeket fogja magiban foglalni. S
a két rész kozos hatirit azon elemek fogjik képezni, a me-

0z

7’ ha ¢ szerint egé-
(

lyekre nézve z=Fk. Ebbél, miutin 7z =

szeliink :

=kp + 0
nyeretik, mely nem méas, mint egyik projectidja azon gorbé-
nek, mely az igenleges és nemleges rész kozos hataran elvo-
nul. Hogy a gérbe még més két projectiéja nyeressék, figye-
lemben tartand6, hogy maga a gorbe a propeller felszinén fek-
szik. A foliilet, igaz ugyan, még nem ismerszik, de egyenlete
mindenesetre ez :

z = F(rg).
Ha most ebbél és a mar ismeretes projectié egyenletéhél vagy
a z vagy ¢ eliminaltatik, a gorbe maésik két projectiéja nyere-
tik ; mely koz6l most csak az fontos, mely az (r1¢) coordinita-
sikban fekszik s a melynek egyenlete ez:

ky + b = Flr.p)

vagy ¢ szerint feloldva :

¢ = A(»).

Nevezziik ezt a gorbét roviden A gorbének.

Ha ezek utin » ¢ 1o @o hatarokat ama kettés egész-
letre alkalmazzuk, a most letargyalt két esetet kell szemmel
tartanunk. Tegyiik fel tehat elészor, hogy a meghatérozando
folillet azok osztalyAhoz tartozik, a melyeknél a = véltozo,
akkor maga az egészlet egy igenleges és nemleges nyomisu
részbol 411, melyek kozos hatdraban a A gorbe fekszik. Még
pedig az egyik rész r; ¢, hataroktél 4 gorbéig, a masik rész
megint a gorbétél r, g, hatariig fog elterjeszkedni. Az elss-
nek a nyomasa lesz:
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1 @
2 f f Voroy ;

r(h o'h)
a masodik résznek a nyomésa megint:
7(h) (%)
2 / f Vorég;

To Qo
s az egész kiszelvény nyomésa végtére :

7(2) (k)

e 2/fV8r3cp—2A/'/V813m

(%) ¢(2)
A mely képletben a » ¢, 7o @0 hatarok még egészen tetszés
szerintiek, ellenben az (1) és @(4) hatarok a A gorbéhez kotve

vannak.
Ha pedig mésodszor felteszszikk, hogy a meghatiro-

zand6 folilet azok osztalydhoz tartozik, melyeknél a = con-
stans, akkor, miutin az ilyeneknél nemleges rész nines, vila-
gos, hogy az egész kiszelvény hatdsa e képlet altal lesz ki-

fejezve :
1 @1
Z= %//V@Tacp,
To Qo

a melyben tehat bizonyos A gorbéhez kotott hatarok nem for-
dulnak elé.

Mivel most elére nem lehet tudni, hogy milyen a 7 ma-
ximum esetében, vildgos, hogy mind a két egészlet-alak meg-
vizsgélandd. Mert a ki csak az egyiket nyomozza, az mér
a priori felteszi, hogy a maximum mindazon megoldas kozt
nincs, melyek a mésik alakhol lehozhatok, a mi addig is, mig
mis koriilmények f6n nem forognak, félszeg egy eljaras volna.
Igy, mivel R. csak azon alakot vizsgalja, mely constans z-nél
jogszerii, viligos hogy lehozdsai mar hidnyosak, és mivel 6
ezen constans z-re vonatkozo egészlet-alakbél olyan meg-
oldasokat is akar lehozni, melyeknél a z utélagosan véltozo-
nak bizonyul be, eljirdsa egészen helytelen, mivel az egészlet
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alakja oly alapon 4ll, mely valtozé -t kirekeszt. A ki pedig az
ilyen eljardsban helytelenséget nem lat, az felteszi, hogy mi
képesek vagyunk egy képlethél még olyasmit is kikapni, a mire
az, bensd okoknal fogva, nem képes felelni. :

Hogy ezeknek helyes értelmét még jobban kiemeljem,
tegyiik fel, hogy

2 Vorop = v ( [0
‘akkor : 5

/ / Vordp = ylrg) — y(rin) — 9o + p(ram)
7(2) @)
(1) 9(4)
/ Vordp = y(rm;), — y(rm0) — w(rew;) + ¥(ropo)
To Qo :
ennel folytan lesz valtozo z-nél:
Z= (1 90) = (90— 93) + P(rpe) + Y(rog;) —Y(roo).
Ellenben constans z-nél lesz:
Z = W1 9)— (g0 )—Y(rs @) + (o go).
A mely két képlet nyilvin mutatja, hogy a masodik képlet,
mint specidl eset az els6ben bennefoglaltatik, de megforditva
az elsé nincs a méasodikban bennfoglalva. A két képlet koat
tehat lényeges kiilonbség van, ugy hogy valtozé =-re vonat-
koz6 megoldést a constans z-re vonatkozé képlethsl sem nem
lehet, sem nem szabad lehozni.

5.

Ezeket elérebocsitvan, varidljuk a két képletet: akkor,
Strauch (Theorie und Anw. d. sogen. Variations-Cale. Ziirich.
2-te Ausg. 1854.) jeleivel élvén, valtoz6 z-nél:

Al () - (o
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1

il

7‘)' (Pl

[ 52V
+// TaL z
:

oy Lot i
ellenben allandé z-nél lesz :

a

@1

ib\Z =/[(aﬂ—V§z) — (iK?z) ]ﬂ'
2 6’@ 1 To

(5,
1 oz q_;l

—— |0z 0rdp
o |

o
e @ :
P oV 5 A%
-—-// © + L Rl 0z or og
or P
To @

A két képlet ssszehasonlitisa mutatja tehat, hogy a

JSoegyenlet mind a két esetben egy és ugyanaz,

letelkcben van lényeges eltérés.

A foegyenlet mindkét esethen ey :

oV
¢
a0 o
et SR TR i
or op

A hatdregyenletel pedig

M. TUD. ARKAD. ERTEK. A MATH, TUDOM. OREBOL. 1877,
\

de a hatdregyen-

17
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vdltozd -nél, rovid Gsszevonis utin, ezek:

@

V Vs 5
/(8{5 Z) aw—f —§z 6r +/‘—£)bz> . 0p=0
e
s

71 ),
/7*57 .or —/ -—52: 31 +‘/(~q;§z> —0,
7.}. f 1-

dllandd m-nél megint ezek :

ik [(fo ). = (%), ] oo

‘Po

fim), -, s
o @1 T %o

>
6.

A f8egyenlet masodrend partialis differentiél-egyenlet
Mind Szily, mind R. urak mindjart neki fogtak a megoldési-
hoz, de eredmény nélkiil ; egy pir singulér esetet kivéve, mind
a ketté kénytelen volt eldllani, az utébbi kérdésesnek tartja
még, »hogy altalinos megoldisa véges alakban egyéltalaban
eloallithaté-e vagy sem.« Azt hiszem, miel6tt a faradsagot
veszsziik a foegyenlet megoldasait keresni, elébb tisztaban kell -
lenniink azirént, vajjon lesze-e sziikségiink a megoldisokra vagy
nem; és csak akkor ha red szorulunk, tegyiilk mega munkat.
Kiilénben nem az a kérdés a dologban, hogy milyen alakban
lehet az egyenlet megoldasait el6allitni? a salypont egészen
méashol keresendé.

Ama f6egyenletnek mint misodrendii differentiél-egyen-
letnek megoldésai egyAltaliban hirom osztilyba oszthatok
fel; az els6héz az 4ltalinos-, a masodikhoz az egyszerii singu-
lar- a harmadikhoz a kétszer singular egészletek fognak tar-
tozm Bs az elss osztilybeliek két-, a misodik osztalybeliek egy
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arbitrér figguénynyel-, a harmadosztilybeliek legalabb is két
arbitrir dllanddval fognak birni.

Amde barmilyenek is a féegyenlet megoldésai, azok

kozt mindig csak azokat lesz szabad hasznalni, a melyek azon
kettds egészlet természetével felelkeznek, a melybédl a féegyen-
let leszarmazottnak tekintetik. Ha azon képlethsl indultunk
ki, melynrl a « valtozénak tétetik fel, akkor a féeegyenletnek
mindazon megoldasai kirekesztenddk, melyeknél a = allandé;
ellenben ha azon képletb¢l indulunk ki, melyre nézve = allan-
dénak tétetik fel, mindazon megoldisok lesznek kirekeszten-
dok, melyeknél a = viltozd. Ez okbol tehit ama méisodrendi
differential-egyenletnek valamennyi megoldasat két osztalyba
kell felosztanunk: az els6 osztilyhoz azok fognak tartozni,
melyeknél a = valtozd, a mésodikhoz ismét azok fognak tar-
tozni, a melyeknél a = 4llandé. A megkiilonboztetés pedig
azért szitkséges, mivel a megoldas a z-nek természete szerint
kiilonboz6 hataregyenleteknek kénytelen eleget tenni.

A mi most a féegyenletnek azon megoldasat illeti, mely

constans z-nél jogszerti, ez konnyen meghatarozhaté. Mert
feltéve hogy :

! 0 Sas%
7 = a, miutin = = % lesz, ha mindjart egészeliink :
z2=qap + b,

melyben « és b két arbitrir allandét jelent. Tekintve most,
hogy a végrehajtott egészelés csak azt kivinja, hogy az egé-
szelési allando g-t6l fiiggetlen legyen, b helyett: [5f(r)]-et is
‘lehet tenni, & mibd6l aztan:
z = ap + bf(r)

nyeretik, Bz teh4t mindazon f6lilleteknek az altalanos egyenlete,
a melyeknél a 7 allandé. és a melyeknek a lehozdsa csak ak-
kor jogszer(i, ha mi azon képletbsl indulunk ki, a melynél
constans 7 feltétetik.

Amde az ezen altalinos egyenlet 4ltal kifejezett foliile-
tek kozt csak egyetlen egy van, mely a fGegyenletnek eleget
tesz. Lissuk a levezetését. Az utolsé egyenletet » szerint kiil-
zelvén lesz:

0z no
0= - =Uf'r)
2*
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Kz oly kifejezés mely ¢-t6] fiiggetlen és a z is mint 4llandé a
¢-tol fiiggetlen, a 2V pedig =f(rxok), azért latjuk, hogy a ¢
a V-ben sem- explicite, sem implicite el§ nem fordul, vilagos

; oWz
tehat, hogy a ¢ a S hényadosban sem fog eléfordulni, tehat

ha ezt ¢ szerint kiilzeljiik :

il

ot

=0

2
leend. De ilyen kiriilményben a féegyenlet maga ezen alakba

megy at:
,(aV)
U e
0,

T
mibdl, ha egészeliink :

ov

— =const.

o

kvetkezik.
Ha most a—If-nak a 3. §-ban lefejtett értékében a =« he-

AL
P2

vagy ha (a—Fk)* 4llando szorzd, a constanshoz csatoltatik :

a2 2
o
els6rendil differentidl-egyenlet nyeretik, mely azon a médon

egészelve, melyen R. azt megtette, ezeket adja :
constans = al

B l/l_%ur_{
e s—1

lyett a tétetik:
— r(a—k); = const.( + o* +

—rp=C(1+0 +

bf(r )—ﬂl i —s—log.nat. (s—I)——arc tg.ls? } + const.
és
z=agp +—(’EZ 328 —s—log.nat.(s—1)— %arc.tg.ls 2} + const.

S ez most azon folillet egyenlete, mely a = constans s mely
egyuttal a fGegyenletnek eleget tesz. Az egyenletben hdrom
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allando fordul elé; a legvégén all6 const. azonban az (s @)
coordinatasik parallel eltoldsdval elenyésztethett 1évén, ha azt
tehat kihagyjuk, még csak két alland6: a és [ marad meg,
mely aztén a hatéregyenlet dltal lesz meghatirozand6. Mint-
hogy most ezen 4llandé z-nél jogszerfi egyenletben csak két
allandé fordul elé, vilagos, hogy az a féeqyenletnel eqy kétszer
singular egészlete. s ezen kétszer sing. egészleten kiviil nincs
més megoldds, melynél a = allandé volna.

A tobbi megoldas tehat mind olyan, a melynél a = val-
toz6. A megoldasok pedig vagy éltalinos, vagy egyszerii sin-
gular egészletei lesznek a féegyenletnek, Ezek, vagy két, vagy
egy arbitriir fiiggvényt tartalmazvin, ha § és z két ily arbi-
triir fiiggvény, az altaldnos alakok 4ltal:

z = F(rg5y)

z = F(r¢f)
lesznek képviselve. S ezen két alakon kiviil mas nincs, mely a
féegyenletnek eleget tehetne és a melynél a = valtozo is.
Ezek mindazon megoldisok, melyekrsl egyaltaliban
sz6 lehet.

vagy:

7.

Ismervén a féegyenlet minden lehetd megoldéasat, sziik-
séges, hogy azokat meghatarozzuk, a melyek a felelkez§ ha-
taregyenleteknek eleget tesznek, kirekesztvén azokat, a melyek
a hataregyenletnek eleget nem tesznek. Mert csak azon folii-
let lesz alkalmas, mely mind a f6éegyenletnek, mind a hatar-
egyenletnek, a hatirok bizonyos viszonya mellett, egyarint
megfelel; a mely folillet pedig a kett§ kozol akarmelyiket is
nem valositja, nem lesz alkalmas. Mert ha a f6egyenlet egye-
diil valésul, akkor az els§ variatié hatarrészei fogninak meg-
maradni s ez okbdl az els6 variatié nem enyészvén el, a maxi-
mumhoz megkivintaté egyik feltétel nem teljesiil.

A végre vegyilk elfszor azon megoldasokat els, a me-
lyeknél a = véltozé. Ezek, mint mér tudjuk, csak két alakkal
birnak :

2= F(roty) és z = F(rqgf).
A hatéregyenlet, ha x vAltozs, mint fénebb lattuk, az
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71 @1 7o @0 adott hatdrokon kiviil még »; ¢, hatdrokat is tar-
talmaz. Amazok még egészen tetszés szerintiek, de ezek a 4
gorbéhez vannak kotve; a hatdregyenlet beigazitisa tehat
még csak az r, ¢, 70 qo hatirok megillapitdsa koril forog. A
négy hatirra nézve csak két eset gondolhaté. Az els6 az, ha
a négy adott hatér figgetlen egyméstél; a mésodik eset az,
ha a négy hatir kozott valami figg8ség 1étezik. Hogy a kettd
kozott melyik legyen megengedhetd, azt csak maga a megol-
déis természete hatdrozza meg, mely csak azt koti ki magénak,
hogy a benne el6fordul6 arbitriir fiiggvények, variabilis = mel-
lett, meghatéroztassanak.

Tegyiik fel tehat eldszor, hogy a négy hatarérték fiig-
getlen egyméstél, akkor viligos hogy 0z a négy fiiggetlen, de
adott, tehat fix hatirra nézve elenyészik, Ggy hogy dz,=o;

02z,,=0; 0z¢g,=0; 024, Bz okbol tehit a szorzatok: (%5.2) és

(r,—I_: 5z>, ha a négy fix hatarra vonatkoztatjuk, megsemmisiil-
07
vén, a felelkez egészletek is a két hataregyenlethen megsem-

misiilnek, marad tehat azokbol:

71

@1
(ﬂ/ﬁz) op = 0 és <8~V(5‘z> 0z=0
Z’g ) o ‘P)_

Po To
a mi megint csak agy teljesiil, ha:

(ﬂfb‘z) =0 .68 (ﬂé‘z) = 0.
20 )'l 37[ (P}.

Vizgéljuk a két feltételt. Ezekben valtakozva r; és g; van
mint jelz8 kitéve, melylyel csak azt jelentjitk ki, hogy az els6
feltételben az », a masodikban megint a ¢ csak azon értéksort
futja at, a mely 4 gorbére vonatkozik. Az » és ¢ a két eset-
ben tehat nem fiiggetlen, hanem 4 gorbétél fiiggd érték ; ennél-
fogva tehit a 0z is ezen A gorbétél fiiggvén, a zeroval identi-
cus fiiggvénynek nem tekinthetd. Hogy tehat a két feltétel
teljesiiljon, kell hogy legyen :
(CV) =L oiks (ﬂ/) =0
j

@/ G
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A két feltételben az » és ¢ jelzd, mint mér tudjuk, 4

gorbéhez van kotve. A A gorbe pedig kikeriilt a feltételhol :
w— k.

Ezen » és ¢ tehat a k-nak figgvényei. De mi a k2 Ez olyan
arbitrir 4alland6, melyrél a propeller altalanos feltételeiben
csak az lett kikotve, hogy a meghatirozandé folillet minden
pontjiban ugyanazon egy értékkel birjon. Az nem zirja ki
azt, hogy ezen k ugyanazon egy foliiletnél esetrol esetre majd
ilyen, majd olyan értéket fel ne vehessen. De a 4 gorbe a k-t6l
fiiggvén, alakjat és fekvését a folileten megvaltoztatja, mi-
helyt a k értéke megvaltozik. A k-nak ezen értékvaltozésa
hatarhoz nincs kotve ; tehat fel kell tenniink, hogy az a +oc-
t6l a (—=c)-ig valtozhat. Ha most felteszsziik, hogy ezen k a
(+o0)-t6l a (—oc)-ig valamennyi értéken 4thalad, akkor a 4
gorbe alakja és fekvése is minden lehetd valtozédson megy ke-
resztiil. Tehé4t nines pontja a foliiletnek, melyen a 4 gérbe-a &
valamely értékénél keresztiil ne mehessen. Ez arra vezet, hogy
a 4 gorbéhez kotott » és ¢ jelzbk, a fenti két feltételben, a 4 gor-
bével egyiitt a folillet minden pontjéra vonatkoztatandok. Igy
allvan a dolog, a két feltételt még igy is lehet irni:

oV O

é\; =0 és e 0.
A mely azonban nem més, mint azon két feltétel, mely a mér
ismeretes kétszer singular esetnél el6fordult, de a melynek itt
azon okbo6l nem lehet helyet adni, mivel a két feltétel csak
alland6 7-nél jogszerfi, a mi a mostani esettel ellenkezik, mely
épen felteszi, hogy a = valtozo.

E szerint latjuk tehat, hogy a hatéregyenlet, mihelyt a
hatarok fiiggetlenek, nem valésithaté, ha x valtozé. Tegyiik
fel tehidt mésodszor, hogy a hatérok fiiggsk. Ha ezek fiiggtk,
akkor g, go és 1 vy kozt valamely relatio fog fenallani, mely
nem mis, mint azon gérbe vonalak egyenletei, melyek a ki-
szelvény szegélyvonalait képezik. Amde a hataregyenlet ama
szegélyvonalakra vonatkozd »1 g1 7 ¢, hatdrokon kiviil még a
A gorbére vonatkozé »; ¢; hatdrokat is foglalja magéban. A 2
gorbe pedig fiiggetlen ama szegélyvonalaktol s viszont ezek is
attol figgetlenek. Ennélfogva azon feltételeken kiviil, melyek
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az ry g1 7o §o hatérok fiigg6ségéhil eldkeriils szegélyvonalakra
vonatkoznak, még azon feltételek is fognak fonéllani melyek a
A gorbéhez csatolvik, s melyek szerint, mint mér tudjuk, kell

hogy legyen:
8V> - (6
—] =06é|—| =0
( EQ 1‘l a:)q,l

Minthogy pedig a 4 gorbe a mostani esetben Z-nak a fiiggvé-
nye, mely %, mint mér tudjuk, minden lehetd értékre képes,
viligos hogy A-t6] fiiggs két feltétel ugyanazon eredményre
vezet, mint az elébb a fiiggetlen hatirok eselében; ami ismét
arra vezet, hogy a hataregyenlet nem valésithaté, miutén a A
gorbébol eredé feltétel csak allandé m-nél valdsithatd, mig
ellenben a hataregyenlet valtozé =-t tesz fel, a mi lehetetlen,
miutén a 7 nem lehet egyidsjiileg allandé is, valtozd is.

Ezeket osszefoglalvan, latjuk, hogy a hatiregyenlet val-
tozd w-nél, akar fiiggetlen, akar fiiggd hathrokat teszink is
fel, nem teljesiil. Ebbdl kovetkezik, hogy a féegyenlet azon
megoldasail, melyeknél a 7 valtozd, elejtend6k, mivel szerintok
a hataregyenlet absurdumra vezet, mely onnan ered, hogy a
A gorbétdl figgd feltétel allandd -t kovetel, a mi a hatér-
egyenlet természetébe iitkozik.

Azon foliiletek sordban tehit, melyek a valtozé z-re vo-
natkozé osztilyhoz tartoznak, egyetlen egy sincs, mely az
akédrmilyen hatirok kozt vett

Z = 2 Vorop
egészletet maximumm4 tenné.

Az altalinos és egyszer singular egészletek tehat nem
vezetnek czélra.

8.
Tudvin most azt, hogy a viltozd = semmire sem vezet,
az 4lland6 z-re vonatkozo eseteket kell megvizsgalnunk.

Ha 7= 4llandé, akkor csak egyetlen egy megoldés all
rendelkezésre. Szerinte van :

T = a
oV
—é(j—al
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oV Ch ok 2 RIS
O B o TR 4+ )
és
s al ?f W =l — 9]—1 2
z = ap + E{ 5 ° log. nat. (s— 1) — 2l~1arc. tg.ls }

A hatéaregyenlet pedig a mostani esetben csak arra fog
szolgélni, hogy a folulet egyenletében eléfordulé « és 7 allan-
dok meghatiroztassanak. Ha ez sikeriil, akkor kétség sincsen,
hogy ama folillet az a és I-nek ezen értékeinél a kivint maxi-
mumot megadja ; ha ez azonban nem sikeriil, barmi okbél is,
akkor ama folillet nem adja meg a kivint maximumot. Mert
ha az a és I-et a hatiregyenlet szerint meg lehetett hatarozni,
akkor a 0z-nek nem csak azon része fog megsemmisiilni, mely-
b6l a féegyenlet eldkeriilt, hanem még azon részeiis elenyész-
ni fognak, a melyekhél a hataregyenlet lehozatott, s miutin
a 0z-nek ezeken kivill mis része mincs, viligos hogy a dz=0
lesz. De ha az a és [ a hatdregyenletbdl folyé feltételek altal
meg nem hatarozhaté, akkor a hatiregyenlet nem valésul, ko-
vetkezéskép a hatirrészek nem enyésznek el és ennek folytin
0z nem =0 ; a maximumhoz megkivintato feltétel tehat nem
teljesiil.

A hataregyenlet alakja a mostani esethen egyszertibb ;
a A gorbétdl figgd részek nem fordulnak eld, noha ezek az
allandok meghatérozasit nom gatolnik, mert olyan feltétele-
ket vonnak maguk utin, melyek a megvizsgaland6 eset termé-
szetével nem ellenkeznek.

Ezek utan vegyiik el6 az allandé =-re vonatkozé hatér-
egyenleteket. Az » g1 79 @0 hatérok irant megallapodds még
nem torténvén, ismét két esettel 4llunk szemben: a hatérok
lehetnek vagy fiiggetlenek vagy fiiggék. Ha elészor felteszszik
hogy fiiggetlenek, akkor 0z-nek a hatirokra vonatkozé érté-
kei mind semmisek lévén, maguk a szorzatok is; (%Bz) “

r1

(871752) ;(?—Vﬁz) ;(ﬂfﬁz) megsemmisiilnek ; minek foly-
90 Jro '\0m o '\OT Jeqo
tan maguk az egészletek is elenyészvén, s a két hataregyenlet

identicussd vélvdn, semmi sem maradna meg, mit az a és/
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dllandok meghatirozésira lehetne forditni. A mig tehat a
hatérok fiiggetlenek, az a és ] hatérozatlan marad. A proble-
mit tehdt fel nem oldottnak kell tekinteni, mert a foliilet
mindaddig nem szerkeszthet6, a mig ezen « és I értéke a mér-
tékegységben kifejezve nincs; a mi csak akkor lesz meg, ha
a &s | mint a k-nak fiiggvénye lesz elddllitva. Ezen % képezi a
kapcsot, mely a képzeletet a valosiggal 6sszefiizi.

Fiiggetlen hatérokkal czélt nem érvén, tegyiik fel ma-
sodszor, hogy a hatarok fiiggbk. A feltevés alatt a 0z az 1 ¢
7o §o hatirokra nézve mir nem semmis, hanem oly fiiggvény,
mely az r; @i 70 @ hatdrok kozt fonalls figgéséghez kotve
van. A fiigg6ség nem més, mint azon gorbék kifejezései, me-
lyek a kiszelvényt koriilveszik. Ily koriilmény kozt kétféle
lehet az eljards. Lehet t. i. feltenni, hogy a V-ben csak a fiiged
elemek varidltatnak, vagy lehet azt is feltenni, hogy a V-ben
még fiiggetlen valtozok is varidlnak. Hogy mi az eredmény e
méasodik esetben, azt mar a R. értekezése mutatta: az ered-
mény t. i. negativ. Ha pedig az els6 eljarast kovetjik, akkor
a fonebb lehozott hataregyenletek jogszerfiek, a melyek csak
gy valsulnak, ha egyidejiileg s egyenkint all:

oV ov 2 e
(—éz)ﬁ:O, (%)ro ohit (&—Z)% T (37)%_0’

Amde a fonebbi szerint volt:
ajf:al 3
=
a két elsd feltételbdl kovetkezik tehat hogy :
al = 0 azaz [ = 0.
S azzal a foliilet egyenletében az egyik I alland6 meg lett ha-
tarozva. Ha értékét az egyenletébe bevezetjiik, nyeretni fog :
z = ag.
Ez nem mis, mint az Archimedes-féle esavarfoliilet egyen-
lete, a melyben azonban az @ é4llandé meghatirozva még
nincs. A kétszer singuldr eset tehdt csak akkor nyujt reményt
a maximumrae, ha az Arclimedes-féle csavarfoliletet képez.
Mihelyt pedig a feltétel nem teljesiil, mihelyt t. i. [ nem sem-
mis, szd sem lehet arrdl, hogy a kétszer singular eqyenlet dltal
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ov .
képviselt foliilet mazimumot adna. mert ha I=o, akkor ?;V is

i 0
=y, s igy a hatdregyenlet azon részei, melyek % hanyadossal
kapcsolathan 4llanak, nem enyésznek el, kovetkezéskép a 0z-
nek azon részei, a melyek a %g hanyadossal kapcsolatban 4l-

lanak, megmaradnak, s igy a maximumhoz megkivintaté fel-
tétel nem valésul.

Feltéve tehat, hogy I=0, s hogy ennélfogva a propeller
Archim. folilletet képez, a mely ez egyenlet altal

z = ag

van repriisentalva, akkor hatra van még az « allandénak a
meghatarozésa. Ha ez is sikeriil, akkor kétség sincs, hogy az
Archim. folilet a leghatélyosabb propeller-szirnyat szolgal-
tatja, de ha — nem sikeriil? — — nem akarok elébe vagni;
hatarozzuk csak meg azt az a-t.

A még hatralevs allandé meghatarozisira rendelkezé-
siinkre van azon két feltétel, a mely a hataregyenletb6l még
fonmaradt. Szerintok van:

24 i) el
(a—ﬂ)‘?l—o €es (—3_7‘;)(?0 =0.

A fonebbiek szerint volt:

oV . 7k
s o r(z—k)(1+o2+ -

’ 2 =
)(1 Fp2g %)“
Miutén a folilet az elsé hatarfeltételnek megfelelt, lesz :
0=0; és 7 = a.
Ennek kovetkeztében lesz :

,r2

A mi csak figy valéstl, ha:
a—k=0,
vagy :

vagys
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Az elsét feltéve, lenne : a=F. Fz valés érték, de el nem
fogadhat6, mivel a tengely nyomésat kifejez6 képlet (a—%)?
tényez6t magiban rejti; ha ez megsemmisiil, vele egyiitt a
nyomés is elenyészik, a mi nem lehet maximum.

2

A miésodikot feltéve, lenne : g— — 7 @ mi azért nem

fogadhato6 el, mivel aszerint az a az rnek fiiggvénye volna,
a mi absurdum, mert ezen o nem lehet egyidejiileg allandé is
valtoz6 is.

A harmadikat téve fel, lenne megint a=—co, ami szin-
tén el nem fogadhatd, mivel az Archimedes-féle csavarfoliilet
azon esetben, ha a=oc, egy a forgisi tengelyen keresztiil-
mend sikba degeneril, s az ilyen sik propellerhatést el nem
hozhat.

! A hérom eseten kiviil mas nem lévén, kovetkezik tehit,

hogy amaz Archim. folilet egyenletében eléforduls « Allando-
nak valés értéke nincs, a melynél a hatralevé hatarfeltétel
teljesiil. Mivel pedig ez igy van, kovetkezéskép a hatiregyen-
let felelkezd része az Archim. folilletnél nem enyészik el, maga
a hataregyenlet tehat nem realizalhaté ; ennek folytin a dz-nek
azon részei, melyekbol a hatiregyenlet kikeriilt, nem semmisek ;
a maximumhoz megkivantaté sarkfeltétel tehat nem teljesiil.
Ebbol kovetkeztetjitk, hogy méy a kétszer singular egészlet
sem vezet czélra.

Azzal a féegyenletnek minden lehet megoldasa ki van
meritve. A végeredmény az: hogy nincs filiilet, mely aldr
Sfiiggd, akdr fiiggetlen hatdrokndl az egészletet :

Z = 2(fVorop

maximummd tenné.

[k

Vessiink most egy rovid pillantist a multakra.

. Els6 értekezésem egy az Akadémia korén kivil 4116
bizottsdgnak lett kiadva ; biralata koriilbel6l az, melyet Krus-
pér tagtars ar, mésodik értekezésem felolvasisa utén, egészen
magara villalt volt s mely az elsével egyiitt kinyomatott.

Ama bizottsig kifogisolta azt, hogy azon képlet, melybsl
elsé alkalommal kiindultam, »olyan specilis eseten« alapszik,



A VALTOZT. HANYLAT ALKALM. A PROP. FOLUL. LEFEJT.. 29

melyet a »késébbi eredmények nem igazolnak.« Mnthogy a
bizottsdgnak ezen 4llitdsa csakugyan igaz, de minthogy az
erre tdmaszkodd itélet, hogy lehozisom ez okb6l helytelen
bensé meggy6z6désemmel ellenkezett: a masodik értekezés-
ben a kifog4solt hiAnyt helyrehoztam. Kimutatvin azt, hogy
még azon esetben is, ha, azon éltalanos nézpontb6l indulvin
ki, melyre a bizottsig utalt, a képletet altalanositjuk, ennek
megfejtése mégis megint azon specidl képletre vezet vissza,
melyet ama bizottsig elkarhoztatott.

A mésodik felolvasis utin a dolog egészen sziinetelt.
Héirom év mulva, meganvan a virakozast, megsiirgetésemre
kitiint, hogy az akadémiai birdlatok ellenkezbleg szélnak,
tehat Szily tr lett mint harmadik birdlé megbizva, ki nem is
késett a ra kovetkez6 osztalyiilésen azon birdlatot bemutatni,
mely kivanatara els§ értekezésemhez lett csatolva. A biralat
hangsulyozza, hogy az altalanos képlet megfejtése két oly par-
tialis differentidlquotienssel szolgl, melyek, ha a foliilet dif-
ferentialjaba 4tvitetnek, egy nem integrabilis differential-
egyenletre vezetnek. Minthogy Szily tirnak ezen allitdsa csak-
ugyan igaz, de minthogy az abbél vont kovetkeztetése: hogy
lehozisom ez okbol helytelen, bens6 meggy6z6désem szerint
nem igaz, igyekeztem egy harmadik értekezésben a felmeriils
akadélyt felviligositni. Kimutatvin azt, hogy ama nem inte-
grabilis egyenlet nem csak azt be nem bizonyitja, a mit Szily
ar 4llit, hanem ellenkezéleg, hogy épen ezen nem integrabilis
egyenlet bizonysig ré, hogy a mentelékes csavarnil elényo-
sebb csavar nincs.

Szily dr, a helyett hogy a targynil megmaradt s vagy
elismerte vagy megezifolta volna, ami a harmadik értekezés-
ben mondatik, azon vaddal lépett 61, hogy szimitisom a va-
riatiészamitast keriili.

Mar most igaz, hogy a harom értekezésem a variatio-
szadmitasra nem csak nem reflectdl, de sét 6vatosan keriili. Az
ok azonban a mostani utdn magéatél is vilagos. Eljardsom ha-
sonlit azon ismeretlen tijakon barangoldé utas eljardsahoz, ki
a meredek szikldt inkabb koriiljarja, hogysem megmaszasin
nyakat koczkiztassa. Igazan megvallom, nagyon el voltam
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csodalkozva, midén Szily d@r kijelentette volt, hogy & a pro-
peller problémat variatiészdmitds utjin megoldotta.

De hol allunk most ? :

A harmadik értekezés, melyet Szily tir a variatioszami-
t4ssal agyonhallgattatni akart, most czafolat nélkiil maradt. A
variatioszamitis az egyszer felmondta a szolgilatot. Tehat
hol 4llunk most?

Bn azt hiszem nem marad egyéb hatra, mint »szépen,
csondesen« még egyszer azon »primitive eljdrdshoz visszatérni,
melyet Szily ar rajtam oly igen neheztelt, s azzal egyiitt a
mésodik és harmadik értekezéshen lehozottakat elfogadni.
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Teljes holdfogyatkozds

1877. februar 27-én.

Theoria szerint a holdnak, a mint a f6ld 4rnyékaba egé-
szen belép, lathatatlanné kellene valnia. Ez az eset azonban
csak igen ritkan fordal el6, mert a hold még a teljes beme-
rilléskor is lathato, és gyengén vorhenyes sziniinek mutatko-
zik. Kepler 1601, deczember 9-én és 1620. junius 15 ; figyelte
meg és irta le ezt a timeményt. Hevel 1642. april 25-én és
Londonban 1816. junius 10. ugyanezt lattak tobben. Kepler
azt mondja: »a hold azért nem enyészik el egészen, mert a
nap sugarai a fold légkérében megtoretve, behatolnak a geo-
metriai arnyékkapba, s a helyett, hogy ott teljes sotétség ta-
madna, voros vagy virhenyes szin mutatkozik, mivel a nap su-
garai, ha a fold legkorének legalsobb részén hatolnak at, min-
dig vorosen latszanak.« Ebbol azt is kovetkezteti Kepler,
hogy a mind a levegd allapota ott, hol a nap sugarai a fold
legkoret érik, olyan szin idéztetnék el6 a holdon. Erre alapitva,
Messier 1783-ban a hold feliiletét kiilonhoz6 szinben akarta
megvilagitva latni, sot mar 1779-ben Helfenzrieder is vett
észre egyenetlen megvilagitast. Az id6sebb Herschel azt hitte,
hogy a hold vords szine az 6 sajat vilagitasatol szarmaznék ;
azonban a nagy tudoés figyelmét kikerillte az, hogy ha ez lenne
az ok, akkor a vords szint minden ujholdkor kellene 1atni, a mi
tudvalevéleg nem gy van, ha csak a hold masodrendii vil4-
gitasat nem tartanok annak, minek oka azonban egészen mas-
hol keresendo.

Ennél sokkal érdekesebb az az allitas, hogy a virds fény
a nap koronajatol ered. Mivel a nap koronija sokkal na-
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gyobb a napnal, nem is kell valami nagy sugirtorésrol gon-
doskodni, hogy a vorés fény tamadasanak okat kihozzuk ;*)
mert az arnyékkap cstcsa, melyet ez idéz el6, a hold palya-
jan sokkal beliil esik. .

A februar 27-iki holdfogyatkozasnal meg akartam gyé-
zédni, vajjon a voros fény csakugyan a nap koron&jatol
eredhet-e ?

Ha a voros fény a koronatol szarmazik, akkor a korona
harom fényes csikjanak okvetetleniil ép ugy meg kell latsza-
nia a spectroscopban, mint ahogy meglatszik a hydrogen vagy
barmely izz6 gaz csikja akkor, ha vele papirerny6t vagy barmi
mast megvilagitunk. A reflectalt fény t. 1. csak azokat a csi-
kokat idézi el6 a spectrumban, melyeket az egyenesen joit
fény eloidézne, ha az elegendé fénynyel bir.

Erre alapitva, februar 27-én, kiillonboz6 szoro evejii
spectroscopokat készitettem el magam mellé, hogy netalan
szitkséges valtoztatassal idot ne veszitsek. Liegelgszor egy 5
prizmés nagy szoro erejii Browning-féle spectroscopot alkal-
maztam, késébb egy kisebbet, szintén Browning-féle prizmak-
kal, de csekélyebb szoro erdvel; az elsé hasadekkal és négy-
szeres nagyitasu tavesovel volt folszerelve, a mésodik hasa-
dékkal ugyan, de taveso nélkiil.

Midon a hold foldiink arnyéka kozepébe ért, elkezdtem
a vizsgalatot a nagy szoro spectroscoppal. A spectrum igen
gyenge, folytonos volt, melyben lehetett latni a nétrium vo-
nalon kiviil az E, b csoportot s F vonalokat.

A spectrum az F-en tal mar nem volt lathato; azonban
a lathato rész elég gyenge volt arra, hogy barmilyen gyenge
szines csikot meg lehessen benne latni. De szines csik sehol-
sem mutatkozott. Hogy meggy6zddjem arrol, hogy nem a spec-
troscop nagy szétszoro ereje okozta a fénytelenséget, megki-
sérlettem a gyengébb szoro erejii spectroscopot, hol ismét
ugyanazt lattam, mint az elébbiben. Megkisérlettem a hasa-
dékot a hold kiilénbhoz6 részére beallitani, de sem a spectrum
intensitasaban, sem mas egyébben semmiféle kiilonbséget sem
vehettem észre.

*) A korona szine ugyan z6ld s nem voros.
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E vizsgalat utan valosziniinek tartom, hogy a holdnak
voros szine a teljes fogyakozasnal nem szarmazik a nap ko-
ronajanak reflectalt fényétél; vagy az olyan gyenge, hogy a
reflexio altal végkép elenyészik, mire a spectroscopba érne.
Secchi kimondésa szerint, azon vords szin el6idéztetésére nagy
befolyéssal lehet azonban egy két nagy protuberantia.

A masik nézet: miszerint a hold voros szine a teljes fo-
gyatkozasnal csupén csak a légkoriinkben megtort napsuga-
raktol szarmazna, kétséghevonni ambéar nem lehet, de ecsoda-
latos az, hogy a Brewster-féle absorbtio vonalak a hold szin-
képében nem latszanak, holott olyan Fraunhofer vonalak,
melyek azokn4l sokkal gyengébbek, jol lathatok. Ilyenek a b
csoport, s az E vas vonal.

Igen kivanatos volna, ha az augusztusi teljes fogyatko-
zas elotti délutanon olyan megfigyel6k, kik nagy szoro erejii
spectroscoppal birnak, a protuberantiak helyzetét meghata-
roznak, s a chromosphérarol pontos rajzot csinilninak, s a
hold feliletén netalantan felmeriils fényegyenetlenségeket
szintén pontosan feljegyezve azokkal osszehasonlitanak. Am-
bar ezen megfigyelést nem tartom oly egyszeriinek, mint az az
elsé pillanatra mutatkozik, de épen nem kivihetetlen.

s

1877. 1. szamu (Borelli) iistokos szinképe.

Borelli ezt az iistokost ez év febr. 8-an Marseille-ben
fedezte fel. Mozgésa oly oriasi, hogy a lefolyt néhany hét
alatt az egész északi félgombot befutotta. Az 6-gyallai csil-
lagdan folytonos borult idé6 miatt nem lehetett felkeresni, Am-
bar, mint irtak, felfedezésekor elég fényes volt. Késobb tisz-
tabbak lettek az esték, de ekkor meg a hold gatolt. Addig,
mig én a holdat vizsgaltam, a teljes fogyatkozis alatt indit-
vinyomra Dr. Schrader ur, azt megkereste.

Fin még azon este, természetesen a holdfogyatkozis alatt,
reanéztem a spectroscoppal és azonnal felismertem, hogy
spectruma igen hasonlo az Encke iistokoséhez, s harom
szines csikbol all, melyek kozol a kozépso legfényesebb, és
leggyengébb az mely a spectrum keveshbé torékeny vége felé all.
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Miutan mar a teljes fogyatkozas véget ért, nem volt idém
rajta tovabbhi méréseket tehetni, csak becsiltem a vonalok
helyzetét, melyeket scala részekben kifejezve a vorostol sza-
mitva: 7, 10 és 14-en talaltam; azonban mé4rczius 1-én este
sikeriilt 8 beallitast tennem; a 8 beallitasbol a kozép eértek
hullamhosszasagban kifejezve a kovetkezo :

Hulldmhosszasdg 't

1877. marezius 1. | 1 555.25 ™ m. m.
8"k. i, 2 518,70 vey
3 4T S e AT

A spectrum fénye kiilonben igen gyenge; az a vonal,
mely a voroshoz legkozelebb 4ll, megvilagitott scalaval csalk
néha lathato, a csikok fényteljessége a kovetkezd aranyban
all: 1,5 és 3.

Mérczius 2-a4n még 6 beallitast tettem, constatalando a
tegnapi megfigyeléseket. Ma a hold mar kés6bben jott fel,
tobb idém volt a scila megvilagitisiaval experimentilni, me-
lyet a minimumra kellett lehozni.

Ha e hat beallitasbol ismét kozép értéket vesziink, agy
az egyes vonalak helyzete lesz:

Hiullémhosszaségi

1877, marczius 2. 1 ' 565,98 010,
Sh k. 1 = 516.60 ™ m. m.
3 } 476.47 m m. m

Ha ezen két estei megfigyelésnek ismét a kozépérteket
veszem, azt hiszem az Osszesen 14 beallitashol igen kozel
jovok a csikok helyzetének valosagahoz, s a harom csik hul-
lamhosszasaga a kovetkezd lesz:

THulldmhosszasdg

555.,; ;11: m. m. ey
51 7.7 m. m. m.
4765 m. m. m.

Kozép 14 bedlli-
tdsbol

(Sl R
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Lecoque de Boishoudran szerint a szén-hydrogen vona-
lainak helyzete: 562. 9; 516.1 és 473.8. Az én méréseim az
iistokos szinképén ett6l igen csekély eltérést mutatnak, mint
a kovetkezo tablacska mutatja :

Sor- ‘ 5 Szénhydrogen |4 Szénhydr.—(&

SzZam J hulldmhosszas. || hullAmhosszas. || hulldimhosszas.

H
i
|

1 " 5556 5629 H 73 m, m. m,
2 517.7 516.1 \ 1.6 m. m. m.
3 | 9,7 m m m

|
476.5 473.8 )

Ezek utan azt hiszem, ki lehet mondani, hogy az 1877,
évi Borelli-féle 1. szamu iistokosben szintén van szénhydrogén,
mint az iistokosok legnagyobb részében, melyeket eddig a
spectroscop hasadékan at vizsgaltak.

Polarizalt fényt a legérzékenyebb polariscopokkal sem
voltam képes lathatni.
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