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A hdrom méretii homogén tér trigonome-
tridja.

Bolyai Jénos ide vAgo munkajat tanulmanyozva észre-
vettem, hogy nehany tétele teljesen fiiggetlen a parhuzamo-
sak megel6z6 elméletétol. Ezen észrevétel altal annak kutata-
sara Osztonoztetve, vajon nmem lehetne-e az Osszes u. n. nem
euklidikus geometriat ép ezen vagy hozzajuk hasonlo tételek-
re alapitani, egy elemi modszerre jottem, a mely e czélhoz ép
oly természetes, mint rovid aton vezet. A modszert az jel-
lemzi, hogy a geom. idomokat mind véges térrészen teljesen
beliil szerkesztvén, bizonyitasaiban mellgzi a parhuzamossag-
nak még csak fogalmat is. Ily modon kikeriili az ember azt, a
mi az eddigi elementaris modszereket nehezitette, t. i. a szo-
kott keépzelettel ellenkezé idomokkal bizonyitast; tovabba
kell6 elokésziilet utan egy-két csapéssal eldonti, hogy nem-
csak onmagdban kifogdstalan, a mi kiilonben f6dolog, hanem
a gyakorlati legpontosabb mérésekkel is 6sszhangzo geome-
triat dllapithat-e meg a nélkiil, hogy a hatdrtalan tévt véget-
len nagy-nak tekintse,*) vagy ha ezt még teszi, teheti-e a nél-
kiil, hogy Euklidesnek parhuzamossig postulatumat®*) el-
fogadja.*™*)

*) Riemann »Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen« Abhandl. d. k. Ges. d. Wiss. Gottingen 1854, Helmhollz »Uber
die Thatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen« Nachrichten d. k.
G, d. W. Gottingen 1868.

#¥) firtjitkk az w. n. XI-ik axiomét. L. Brassai Sdmuel »Eukli-
des elemei.«

*¥%¥) Gauss levelei Schuhmacherhez (1831-t61 kezdve) II. és V. kot.
Bdlyai Jdnns »Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens ete.«
Maros-Véasarhely 1832, Franczia forditdsban »La science absolue de 1'es-
pace stb.« Pdris, Gauthier-Villars. Lobatschewsky »Geom. Untersuchun-
gen zur Theorie der Parallellinien.« Berlin, 1840.

M. T, AKAD. ERT. A MATHEMATIKAI TUDOM. KOR. 1876. i
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1. Azon értelmezések, kozeszmék és kivinatok, a me-
lyekre az altalanosabb geometria épiil, harmat kivéve, azono-
sak azokkal, a melyek az u.n. euklidikusnak is alapjat képezik.
— Az értelmezések koziil a parhuzamossagé, a kivanatok ko-
ziil a XTI. axioma nevezet alatt ismert mell6ztetik, az egye-
nesrél valo postulatum pedig akként modosal, hogy »a ha-
tartalan térnek legyen legaldbb akkora része, hogy. e
résznek két-két pontjan at csak egy egyenes lehetséges.«

2. A hatartalan tér azon részét, a melyben a kés6bbi
bizonylatoknal szemléletiil szolgalo idomok szerkesztendsk
lesznek, gy szabjuk meg, hogy akarmelyik két pontjan at
csak egy egyenes legyen vonhato. Még tovabb megyiink
teriink szitkebbre szabasaban : ne lehessen mindenestiil
benne olyan haromszog, a melynek két oldala fiiggélyes a
harmadikra.

Hogy ilyen térrésznek lenni kell, az az egyenesrol valo
postulatumbol, modositott alakjaban is, kovetkezik, — Ugyanis
ha foltenném, hogy nincsen oly kicsiny térrész, a melyben
ilyen haromszog ne volna, akkor meg kellene azt is enged-
nem, hogy akarmilyen kicsiny térrész kétszeresében van két
olyan pont, a melyen at két egyenes vonhato;¥) a mi pd. az
imént nevezett postulatummal mer6ben ellenkezik.

E sziikebbre szabott térben annal kevesbbé lehet olyan
haromszog, a melynek egyik szoge derék, masik tompa. —
Mert ebb6l a haromszoghtl a tompa szog cstcsan 4t vont
egyenessel, két derék szoggel biro, haromszogot szelhetnénk el.

2.8,

Azon tételeket soroljuk itt el, a melyeknek kozonséges
bizonylataban is csak az 1. §-ban elfogadottak szerepelnek.
Teszsziik ezt, mert rajok alapszik a késébbi; a bizonyitaso-
kat mell6zziik.

I. Cstcsszogek egyenlok.

*) Lasd koz. bizonylatdt annak, hogy két egyenes, mely egy har-
madikra meréleges, egymast nem metszheti.
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II. Egyenes vonala egyenl szart haromszogben egyenls
oldalakkal egyenlé szogek vannak atellenben s forditva.

IIL. Az ilyen haromszog u. n. alapjanak kozéppontjat
a csticscsal 6sszekoté egyenes merclegas az alapra s forditva.

IV. Két egyenes vonalt haromszig egymasra i116, ha stb.

V. Ha egy kozépponttal » és »' sugarakkal ugyanazon
egy sikon koéroket rajzolunk s az egyiknek AB & D ivei
ugyanazon kozépponti széggel vannak szembe, mint a masik-
nak A'B' &s C'D' ivei, akkor

T 7 s £
AB : CD = A'B' : C'D'

VI. Ha harom egyenes A, B és C' egy ugyanazon D
pontban metszi egymast és 4 meréleges B és C-re, akkor me-
roleges minden mas egyenesre is, a mely a D ponton atmenve
a B és C sikjaban halad.

VIL.Ha A4 és A’ egy sikban vannak B egyenessel és
merdlegesek rea, akkor, ha a B és A’ egyenes az A4 koriil
mint szilard tengely koriil forog,

a) a B mértani olyan sik lesz, a mely az A-ra merdleges

b) e sikra az AA’ sikja folyton meréleges lesz,

c) e sikra az A' egyenes is folyton merdleges lesz.

3.8
Az egyenes vonald hdromszigik trigonometrikus alaptételer-
nek vdza.

1. Szerkesztés : AOB=ea szog egyik szaranak A és A’
pontjaibol allitsuk a szog masik szarara az A B és A' B’ me-
rélegeseket; az idomot képzeljilk az OB szaron, mint szilard
tengelyen koroskoriil forogva. Akkor az OA kupfeliletet, A
és A’ pedig olyan koroket irnak le, melyek kézéppontjai B és
B/, sugarai BA és B'A".

Alland e (VIII) tétel :

- 0BA : 00A=0BA' : 004’
hol »or« jegygyel Bolyai szerint azon kor keriiletének hoszszat
jeloljik, a melynek sugara »re.

Bizonyitds. Gondoljuk a kapfelilletet a rajta levo ko-
rokkel egyiitt sikra legombolyitva. A nyert idomrs alkalmaz-
hato 1évén az V tétel, lészen :
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oBA : oB'A’=00A : 00A’
kovetkezoleg 41l a tétel.

Kivetkezmény. E tétel arra jogosit fel, hogy a oBA :00A
aranyt az « szog figgvényének tekintsik; e figgoseget f(«)-
val jelolvén, e szerint allni fog barmely, legalabb térrésziinkon
beliil es6, derék szogii hAromszogre, ha oldalait a, b, ¢, és szo-
geit sorban A9, Be, 900-kal jeloljiik :

VIIL. a) oa:0b:oc=f(A):f(B): 1

Tovabbé vilagos, hogy f(90°) = 1.

2. Szerkesztés.™) Liegyen BB’ B” vonal augy szerkesztve,
hogy minden pontja az AA’ A" egyenestél egy ugyanazon
a tavolsaghan van; legyen tovabba :

BA | AA’
_ B'A' | AA’

5 B"A" | AA’

Attol egyelére eltekintve, hogy a BB'B" vonal egyenes-e
vagy gorbe (hisz hogy milyen, majd ki fog tiinni), jelsljik a
BB' és B'B” darabok hosszusagat BB és B'B-vel.

Alland e (IX.) tétel :

BB : A4 — BB": 44"

E tétel helyességét kozvetleniil belatjuk, ha AA' és

A A" hoszszusagoknak van kozds mértékitk ; mert ha

AA' : AA" =1 : 1"
(hol n’ és n" egész szam), akkor a mértékkel osztaskor talal-
hato pontokban emelt merélegesek segélyével kozvetleniil
foly, hogy

BB : ]§]§" =il

Ha pedig a tétel all akkor, a midén az arény szeres,
akkor ismert modon kiterjesztheté arra az esetre is, ha az
arany szertelen.

Kovethezmény. Az imént bebizonyitott tétel szerint

e o S e
BB' : AA' fuggetlenlévén az AA' hoszszatol, csak az AB=a
*) Az e §-ban kovetkezék, az egyel6re ismeretlen o fiiggvény be-

hozasdnak gondolatdtol eltekintve, a dolog lényegére Bélyai Janos abso-
lut geometriajabol vannak véve, » Appendix sth.« §. 27, 28,
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tavolsignak lehet még fiiggvénye; e fiiggéséget ¢(a)-val
jelolvén a IX. tételt igy fejezhetjiik ki :
IX.a) BB : AA' = ¢ (a).

3. Szerkesztés. A 2. alatti szerkesztéssel nyert idom
BA A'B' darabjat forgassuk a BA egyenesen, mint szilard
tengelyen koroskoriil ; az A'B’ egyenes akkor hengerfeliiletet
ir le, az A’ pont kort, melynek kozéppontja, minthogy 2. szer-
kesztés szerint

A'A | BA,

nem mas, mint A, — végre B’ pont olyan kort ir le, melyrol
az eddigi szerkesztésbol nem tudhatom, hogy kozéppontja
azonos-e B ponttal vagy nem. Ez utobbit ismét eldontetleniil
hagyva, jelolom a B-bél a szilard tengelyre vont meréleges
talppontjat D-vel, lészen az A’ korének sugara A'AsaDB
koree B'D. ‘

Alland e (X.) tétel :

oBD : 0A’'A = ¢ (2)

Gongyolitsitk le e tétel bebizonyitasanak czéljabol az
A'B’ egyenes leirta hengerfeliiletet valamely sikra, (a legon-
gyolités lehetésége a VI. tétel segélyével konnyen hebizo-
nyithato). Az A' kore, mindenik eleme merélegesen allvan a
hengerfeliilet alkotoira (VII. szerint) egyenesben gombolyodik
le, a B' kore pedig olyan vonalban, melyrdl bizonyos, hogy
amaz egyenest6l minden pontja A'B' allando tayvolsagban
van. A legombolyitas altal nyert idomra alkalmazhato lévén,
ennélfogva a IX, tétel, tételiink All.

4 Szerkesztés. A 3. alatti szerkesztést egészitsiik ki az
AB' diagonalissal. Nevezziik azutan a B'AD szoget A,-nek
és az A'B'A szoget B'-nek.

Alland e (X1I) tétel :
F(4) i f(B) =9 (a)
Mert az AB'D és AB'A' haromszogok D illetéleg A’
csticsokon derék-szogiiek lévén, a VIII, tetel értelmében
oDB' = 0AB' f (A,)
oAA' = 0AB' (B
tehat
oDB' : 0AA' =f(A,) : £(B)
mely eredmény a X tétellel egybevetve, teteliinket adja.



8 _ RETHY MOR

Kivetkezmény. A XI tétel értelmében az AA'B’ derék
szogll haromszogben, oldalait és szogeit
AB=a = JBA- L
BAA — A ABA — Bo
tévén, lészen ;
XLy  f(90°— 4°) : f(B°) =g (a)
XLy f(90°— B%) : f(4") — ¢ (b)

4.8
Az f (x) meghatiarozasa.

XII. Tétel. Minden derék szogii hdromszognek t. b. (tér-
résztinkon belsl) nagyobb az dtfogdja, mint a béfogdja.

Mert foltéve, hogy van t. b. olyan BCA derék szogii
haromszog, a melynek BC béfogoja nagyobb, mint BA 4tfo-
goja, akkor kellene a BC béfogon B és C kozott olyan B’
pontnak is lenni, hogy B'C = B'A, — azaz kellene t. b.
B'CA két derékszoggel biro harom szognek lenni, a mi a tér-
résziinkre nézve tett megallapodassal nem fér meg.

1. Kovetkezmény. Minden haromszogben t. b. nagyobb
szoggel nagyobb oldal van szemkozt.

2. Kovetkezmény. Minden haromszogben t. b. nagyobb
két oldal &sszege, mint a harmadik egymaga. Ennélfogva
minden kornek t. b. nagyobb a keriilete, mint 4tméréjének ket-
tozete ; tehat

lim & >4
. r
3. Kovetkezmény. A kor koril irt sokszog keriilete na-
gyobb mint a kéré. In specie a k. k. irt négyzeté is, tehat tekin-

tettel arra, hogy a négyzet egy-egy oldala 2r.felé konvergal,
lészen

lim 9"] <8
r
=0
4. Kovetkezmény. A 2. és 3. kovetkezményt osszevetve,
lészen tehat
{08
lim —r] T hol 4 <a, <8
r=o0
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XIII. Tétel. Ha valamely hdromszég hdrom csiicsa eqy-
mdshoz végteleniil kizeledik, akkor a hdromszig szogeinek vsz-
szege 180° felé konvergdl.

A tétel all, mert a haromszog szogei, ha a csucsok ko-
zeledtével valtoznak, akkor folytonosan valtoznak s més rész-
rol elvégre, ha a cstucsok egyiivé j6nek, akkor a haromszog
8. 0. égyenes szoget teszen.

Szerkesztés. Az ACB derékszogt haromszog C cstcsa-
bol allitsuk az atellenes AB atfogora a CD merélegest. Al
land a

XIV. tétel, mely szerint

limB:C,:—: =1 sépﬁgylimﬂ — | =1
AB. BD AB. AD
AB=o AB=o
Mert a VIII, tétel szerint
oBC . oBC
il Cepy =hmo_AT3]AB B b

Maés részrél a X11I. tétel 4. kovetkezmeényeébél folyolag.

lim oBC] hm BC
0AB|AB — AB
tehat
£ ek Tiin fg ] . XIV.
s AB =0
Ep igy
$CBUD) i ]
BC AR
Mivel pedig a XIIT tételbol folyolag
lim BCD = A

tehat tételink 4ll.
1. Kivetkezmény. Osszevéve a XIV. alatti két egyen-
letet, lészen

BC: 4 AC:
AB®

lim g

AB = o
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. vagy akar

B s EAR o AR
(llm ﬁ‘) + (hm ATS) =i
tekintve mar most, hogy XIV, szerint
oa e
f (A% = lim AR
. AG
f (B%) = lim iB

s a XIIIL tétel értelmében
Bo — 900 — Ao
lészen

[f (AO)T—}—[f (900 — AO)]2 O

X V. Tétel. Ha x és y akkarmekora hegyes szoget jelent,

akkor
Fx® 49 =1 (x%)£(90° —y°) 4 £(90° — x°) { (y°)

E tétel bizonyitasa itt olyan viszonyban 4ll kozonséges
bizonylatahoz, mint az elgbbié.

1. Megjegyzés. Konnyen megmutathato ily modon,
hogy végtelen kicsiny idomokra minden esetre 4ll az euklidi-
kus geometria minden tétele; hogy tobbek kozt

lim E’EJ — 22
g
Kovetkezmény. A XV. tételbol a X1V, egyenlettel egye-
temben (p. sorba fejtés Gtjan) az kovetkezik, hogy
f (x*) = sin (hx?)
hol h allando értéke az f (x°) geom. jelentéséhol konnyen
meghatarozhato.
Ugyanis egy fel6l sin hx° sorba fejtéseho! az foly, hogy
lim g—(;To):l——— h
x0=0
masfeldl tekintve, hogy a koriv aranya htirjahoz az iv fogyta-
val az egység felé konvergal, a XTIV, segélyével konnyii meg-
mutatni, hogy

2z ! 1 or
lim —x“] =i 5600 o

X0=:0



kovetkezoleg az 1. megjegyzést is felhasznalva még, lészen
1

— 1800 "

*
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2 h

Igy tehat

£ (x0 : x4
(X)=SID (FOO- 7!)

Allapodjunk meg abban, hogy ezentul a szoget fokmeér-
ték helyett a szarai kozé esé olyan korivvel mérjik, a mely-
hez tartozo teljes kor keriilete 2 #. Akkor az x° szarai kozé
es6 koriv hossza

x0
. 1800 "

E megallapodas mellett azutan f(x°) talalt értéket a
VIII, XI. XTI, egyenletekbe helyettezvén, a XTIV, folhaszna-
lasaval lészen

S =

XV oa:0b:0c=sind:sin B:1
| XVy cos A:sin B = ¢ (a)
XV, cos B:sin A = ¢ (b)

5. 8.
A ¢ (x) meghatarozasa.
XVI Tétel. Térvésziinkin belil esd minden korre, mely-
nek sugara r
or = CY1—[g(v)?
hol C allandét jelent.
Mert a XVa) ban hasznalt jeloléssel

1) oa = oc sin A

2) ob = oc sin B

3) ¢ (a) = cos A : sin B;
a 2) és 3) szorzasaval tehat

4) ob ¢ (a) = oc cos A

Négyzetre emelvén mar most és Gsszegezvén az 1) és4)
egyenleteket, lészen
5 (0a) 4 [ob ¢ ()]* = (00)*;
Ep igy
6)  (08)? 4 [oa ¢ (b)]* = (0c)*;
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az 5) és 6)-bol tehat
(02)? [1 — [ (b)]*] = (08)* [1 — [9 (a)7]

s ebbdl végre

& = o — const.
Vi—lp @] Vi—Tp®)
q. e. d.

XVII. Tétel.
o(c1 4 ¢) = oc, @ (cz) + oc. ¢ (i)

Bizonyitds. Szerkeszsziink egy egyenest, melynek hosz-
82a ¢ = ¢; -} c: és pedig

AB=c¢
AD —¢,
D‘B=Cz;

allitsuk D-ben az AB-re a DC merblegest ; rajzoljuk a OB és
CA egyeneseket s legyen

5 ® | BoD, = ¢,
DO e m ACD, = C,
E jelolésekkel élve a XV, egyenletekbsl kovetkezik :
1) oc, sin B = om sin C,
2) oc; sin A = om sin C,
3) om = 0a sin B
4) om = 0b sin A

Az 1) egyenletet cos C:, a 2) alattit cos C, szorzokkal
véve és Osszeadva lészen
5) oc: sin B cos C. 4 oc, sin A cos ¢, = om sin C,
Mas részrél a 3) és 4)-bl leolvashato szabaly segélye-
vel a 3)-bol :
6) om sin C = oc sin A sin B;
Igy tehat az 5) és 7)-bol
o £05 s + oc o LR oc
sin A * sinB ;
Hivatkozvan végre a XV, altal kifejezett tételre, alland :
oc; @ (¢;) —+ oc. ¢ (c1) = oc
q. e. d.
Kivetkezmény. A XVI. és XVIL tételeket egyesitvén,
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ha ¢, és ¢, helyibe x illetéleg y tétetik, a kivetkezs egyen-
let ered:

V1—[gpG—y) =9V 1—[9pm)]*+93)V1—[px)]:
mely funktionalis egyenletbél az foly, hogy

XVIL, ¢ (x) = cos (kx)

hol k valos vagy tisztan képzetes, kiilonben akarmekkora, leg-
alabb egyelére hatarozatlan allandot jelent. Vegyes képze-
tes ugyanis nem lehet, miutan ¢ (x) eredeti jelentésénél fogva
valos.

6. §.
A harom méretti homogén tér siktani trigo-
nometriajanak alaptételei.

1. Bele tévén XV, XV, XV, egyenletekbe or és ¢ (x)-
nek az el6zd §-ban talalt értekeit, a kovetkezd egyenletek
erednek :

XVIIL, sin ka:sin kb:sin ke = sin A:sinB:1

XVIIL, cos A :sin B = cos ka

XVIII, cos B :sin A = cos kb
mely egyenletek tehat olyan t. b. es6 derékszogii haromszog -
darabjai kozotti viszonyt fejezik ki, melynek oldalai a b ¢, s

atellenes szogei A, B, %

Gondoljuk mar most meg, hogy az euklidikus geome-
triaban a derékszogii sphaerikus haromszog oldalai a’ b’ ¢ és

szogei A, B,;l kozott a kovetkezé egyenletek allanak:

1) sin a’:sin b’ :sin ¢' = sin" A:sin B: 1
2) cos A :sin B = cos a'
3) cos B:sin A= cos b’

Emlékezziink vissza, hogy ezen egyenletekb6l tisztdn
csak algebrati reduktidk és goniometrikus tételek segélyével le-
vezethet6 a deréksziogii és kettéosztas atjan a ferdeszogii
gombi haromszogok oldalai és szogei kozott fennallo min-
denik tétel; levezethet6 és kiterjesztheté olyan haromszogre
is, a melynek #6bbje van egy derék avagy tompa szognél. —
Végre vegyiik tekintetbe, hogy az 1) 2) 3) egyenletek azo-
nosakka valnak a XVIII a, b, c) alattiakkal, mihelyt bennok
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a' b’ ¢ helyébe ka, kb, ke tétetik. — Akkor azt a kovetkez-
tetést vonhatjuk, hogy a nem euklidikus geometriaban egye-
nesek altal alkotott akarmekkora szogii haromszogokre ér-
vényesekké lesznek az euklidikus gombharomszogtan egyen-
letei, mihelyt bennnok az oldalak helyébe ka, kb, ke tétetik.
Ha tehat a, b, ¢, A, B, C, egyenes vonalt haromszognek
jelentik oldalait s atellenes szogeit, akkor a kozottok fenallo
alapegyenletek ezek lesznek:
cos ka = cos kb cos ke -} sin kb sin ke cos A
XIXa ! cos kb = cos ke cos ka - sin ke sin ka cos B
cos ke = cos ka cos kb - sin ka sin kb cos O
sin ka sinkb sin ke
sinA snB sinC
¢ cotg ka sin kb = cos kb cos C - cotg A sin C
cotg kb sin ke = cos ke cos 4 -+ cotg B sin A
cotg ke sin ka = cos ka cos B + cotg C sin B
o Rcotg ka sin ke = cos ke cos B | cotg A sin B

b 6l

cotg kb sin ka = cos ka cos C - cotg B sin C
cotg ke sin kb = cos kb cos A 4 cotg C sin A

cos A = — cos B cos C - sin B sin C cos ka
XIX4/cos B = — cos C cos A - sin C sin A cos kb
cos ¢ = — cos A cos B | sin A sin B cos ke

hol k valos vagy tiszta képzetes, de numerikus értékre leg-
aldbb egyelore ismeretlen, allandot jelent.

2. Azon specialis esetben, ha & akar valos, akar képze-
tes aton végtelen kicsiny felé konvergal, akkor a XIX, és
XIXy)-bol leszen :

a?=h2-+ c2 — 2 bececos A
XIX,y!b?=c2+ a2— 2cacos B
¢z = a2+ b2— 2abcos C
a b c
A sin A sinB sinC

FEzek pedig azonosak az 6. n. euklidikus trigonometria
alaptételeivel. — Az e tételekre épiilt geometria a gyakor-
lati mérésektsl az észlelési hibakon beliil es6 kiilonbségekkel
tér el; de mivel mégis csak eltér, tehat a gyakorlat csak azt
bizonyitja, hogy k-nak igen kicsinynek kell lenni; hogy mek-
kora, azt a gyakorlat nem adja és nem is adhatja.
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3. Hogy vizsgélatainkat késébb megszakitani kénytele-
nek ne legyiink, ide igtatjuk az egyenes vonala derék szogii
haromszégok megoldasara szolgalo, a XIX-bsl kozvetleniil
folyo egyenleteket :

1) cos ke = cos ka cos kb
2) cos ke = cotg A cotg B
3) sin kb = sin ke sin B
4) sin kb = tg ka cotg A
5) sin ka = sin ke sin A
6) sin ka = tg kb cotg B XX
7) cos A = sin B cos ka
8) cos A = tg kb cotg ke
9) cos B = sin A coskb
10) cos B = tg ka cotg ke
a melyekbe arra az esetre, ha k képzetes, k — k' J/— 1 té-
tetvén, lészen :
1) ek’ | e K° — 1, (ek's - e—k's)(gk' — ¢—k)
2) e¥'c 4 e X = 2 cotg A cotg B
3) e¥? — gk — (e —e—¥) sin B
: gy ek’a. 3> e—k’a
4) e¥? — g7Fb = 2m cotg A
5) e¥'s — e = (ek° — e~ ¥¢) sin A
ek'b __ g—k'b

6) ekva 3 e_k'a e 2m COtg B /1 XXb

7) cos A = 1, (e¥* 4 e ¥2) sin B
ek’b aun e-—k'b ek'c + e—k'c
8) cos A = e I o Kb g¥e __ g—ke
9) cos B = 1, (e¥ - e~ ¥?) sin A
ekla __ o—k'a ek'e + e—k'c
10) coslB = o'a _|_ e—Ka gk'c __ o—K'e
4. Ugyanazon okbol ide iktatjuk végre a kor keriileté-
nek kiszamit4sara szolgalo képlet levezetését is. A X VI te-
tel szerint lészen ugyanis a X'VII, tekintethe vételével
or = C sin kr
Amde a XV. tétel alatti 1) megjegyzés szerint :
lim < ] —2x
r
r=0
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miutan tehat mas részrol :

lim sin kr] iy
0
azért
2r— (e
Ennélfogva :
Or == 2%: sinkr XX,

Ha k képzetes, akkor k = k' /—1 téve, lészen
or = % (e¥" — e7*7) XXy

455,

Egybefoglalva az eddigieket, azt talaltuk, hogy ha a
tér természete az elfogadott értelmezések és kozeszmék mel-
lett megkivanja az 1. §-ban kimondott postulatumot, akkor az
egyenes vonalak altal alkotott harom szogok oldalai és szo-
gei hodolnak mindenesetre a XIX. alatti egyenleteknek. Ezen
egyenletekben szerepel egy & 4llando, a mely bizonyos, hogy
complex nem lehet; hogy mi a & allando kozelebbi értéke,
az a kérdeés fiiggében maradt.

Els6 feladatunkal tiizziik ki, megmutatni, hogy a % al-
landot addig kézelebb meghatarozni nem lehet, mig az 1. §-ban
elfogadottakhoz 6j postulatumot hozz4 nem vesziink.

Tekintsiik e czélbol a nyert eredményt a legaltalano-
sabb szempontbol. A XIX. alatti egyenletekben eléforduld
a b ¢ A B C menynyiségeket tisztan algebraice fogva fel, az
egyenletek ezen alg. menynyiségek koziill haromnak a tohbi
altal meghatarozésara szolgalnak, mihelyt k barmekkoranak
is adva van. Vilagos, hogy a nevezett egyenletek egymdssal
osszeiitkozésbe nem johetnek még ezen legaltalanosabb felfo-
gas mellett se. Hiszen Lagrange szerint*) konnyii megmu-
tatni, hogy az els6 csoportbol (XIX. a) levezethett a tobbi
tisztan algebrai operatiok segélyével; az elsé csoport pedig
A B (' mennyiségeknek a b c-b6l meghatarozasara szolgal:
ha tehat akirhany a b ¢ 4 B C szamecsoporthol figyszolva

*) J. de I'Ecole polys. Cah. 6 p. 280.
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szamidomot oszszeallitva ezt a XIX egyenletek alapjan vizs-
galjuk, akkor bizonyos, hogy az igy felépiilt theoriaban ellen-
mondéas nem lehet.

Csak az lehet tehat kétséges, hogyha ezen a b ¢ A B C
mennyiségeknek azt a geometriai jelentést akarjuk tulajdoni-
tani, a melylyel az egyenletek levezetése szerint szerepelnek,
nem fognak-e egyenleteink altalanos £ mellett a geometriai
eldzményelkkel ellenmondasba johetni: kérdés t. i, nem fog-
nak-e a XIX. egyenletekbél azon vonalak szaméra, a melyek
a b coldalu és A B C szogii ezen egyenleteknek hodolo ha-
romszoget alkotnak, olyan tulajdonok folyni, a melyek az
egyenesnek az 1. §-ban felallitott postulatumaval csak is ugy
nem ellenkeznek, ha & allando bizonyos specidlis értékkel bir.

E kérdés eldontésére, S vonalaknak nevezvén az imént
koriilirt haromszoget képezd vonalakat, a kiovetkezo tételeket
bizonyitjuk be:

XXI, Tétel. Ha k képzetes, akkor a hatdrtalan tér bdr-
melyik két pontja kvzitt csak eqy S vonal hizhatd.

XXy Tétel. Ha k valds, akkor is csak eqy Svonal hiz-
haté a hatirtalan tér akkora részének bdrmelyik két pontja
T
K

Mert tegyiik fol, hogy két pont A és B kozott két S vo-
nal hazhato. Valaszszuk azutan A és B pontokat s a kozottik
foltevés szerint lehetséges S vonalak egyikén folvett C pontot
haromszég cstesainak. A haromsziog oldalai a b ¢ és szogel
A B (' kozott allanak a XIX alatti egyenletek, melyek koziil
ezeket valasztjuk ki :

1) cos ke = cos ka cos kb - sin ka sin kb cos C

0% g B coska — cos k(b — ¢)

i 2T 2 sin kb sin ke

. . ,B coskb-—cosk(c—a)

Ei) e 2 2 sin ke sin ka

Amde fol kell tenniink hogy az S vonal, legflebb egyes
pontjait kivéve, folytonos [hiszen e nélkiil az A, B, (! szogek-
nek értelmiik se volna.] A C pontot tehat valaszthattam agy,
hogy C, = =; akkor pedig 1)-bél lészen

cos ke = cos k (a 4 b)
tehat ke=+k(a4+b)+24xn

M. T, AKAD., BERT. A MATHEMATIKAI TUDOM. KOR. 1876. 2

kozott, a melyben a leghoszszabl S vonal is rividebd mint
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hol 4 akérmilyen positiv vagy negativ egész szamot jelent-
hetne. De k vagy tisztan képzetes vagy valos. Elso esetben
A = o kell, hogy legyen s azutan csak a + jegynek van ér-
telme. Masodik esetben ugyanaz 41l abbol az okbol, mert f6l-
tétel szerint a leghoszszabb S vonal is rovidebb térrésziinkon

belél mint T azaz

k ?
ke<xz és k(a+b) <=
Tehat mindkét esetben
c=a-+25b
Ennek folytan a 2) és 3) egyenletekbd] lészen, minthogy a
jobb oldal nevezéje zéro az imént idézett foltétel szerint nem
lehet :
A=21nx

1) {B — il
hol A és A' egész szamot jelentenek.

Ezek elérebocsatasa utan vegyiink 6] az A és B kozott
foltevés szerint lehetséges S vonalakon az A ponttél a' tavol-
sagban egy- egy pontot. Ha megmutatjuk, hogy e pontok egy-
méastoli tavolsaga x=o, akkor tételiink be lesz bizonyitva.
Amde

cos kx = cos ka' cos ka' | sin ka' sin ka'cos A tehat
4)-nél fogva

cos kx = cos? ka' 4 sin?ka' = 1
kovetkezbleg, mivel k vagy képezetes vagy ha valos, akkor
foltetel szerint kx < =, tehat
X ='0")
q. e. d.

Ez 4ltal be van bizonyitva, hogy az S vonalak, barmi le-
gyen is k, birnak az egyenesnek azon fundamentalis tulajdo-
néval, hogy legalabb bizonyos térrészen bel6l es6 két pontja-
ban megszilarditva, helyét meg nem valtoztathatja.

*) A XXI. tétel alapjan konnyii a XIX, egyenletekbél levezetni,
hogy az 8 vonal A és B kozott a XXI-ben kimondott foltétel alatt a
legrovidebb.
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Gszszefoglalva tehat az eddig nyert eredményeket, be
van bizonyitva, hogy ha az elfogadott értelmezések és axio-
mak mellett az 1. §-ban felallitott postulatum all, akkor az
egyenes vonala haromszogre allnak a XIX. alatti egyenletek,
— és forditva, ha az elfogadott értelmezések és axioméak mel-
lett a XTIX. alatti egyenletek allanak bizonyos egyelére isme-
retlen vonalak altal alkotott haromszogre, akkor e vonalak,
barmi legyen is a valos vagy képzetes % értéke, megfelelnek
az 1. §-ban kimondott postulatumnak.

Ebbél azutan hatarozottan az kovetkezik, hogy mig
csak az eddigiekhez valami wj, velok Osszhangzo, postulatum
161 nem vétetik a geometria épiletébe, addig & értéke meg
nem hatarozhato. De kéovetkezik masrészrél az is, hogy az
eddigiekre alapitott geometria onmagaban kifogastalan theori-
at képezend akarmekkora valos vagy képzetes & mellett is:
hogy a természettel milyen és mekkora % mellett egyez meg,
az mas kérdeés. ;

A kovetkezékben feladatul tiizziik ki vizsgalni, milyen-
nek kellene a tér természetének lenni, ha % valos, milyennek
ha képzetes.

8.8
A tér természetének milyennek kellene len-
ni, ha % valos.

XXII. Tétel. Ha k zerdstdl kiilonbizé valds értékikel
birna, akkor a hatdrtalan térnek na gysdgra véjesnek kel-
Lene lenni.

E tetel be lesz bizonyitva, ha megmutatjuk, hogy a tér
akarmelyik A pontjabol kiindulo valamenynyi sugarnak egy-
ugyanazon B pontban kellene egyesiilni, ha k zerotol kiilon-
boz6 valos értekkel birna.

Tegyiink ennek megmutatasara az A pontbol szétagazo
AB' és A B" egyeneseken at sikot s irjunk ezen folytonosan
nagyobbodo r sugarral és A ponttal mint kozépponttal kéro-
ket. Egy-egy kor keriilete a XX, egyenlet szerint

2z . '
= 3 sin kr
lévén, vilagos, hogy r névekedtével csak addig né, mignem
2*
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r ; ezenttl folytonosan fogy és pedig teljesen zérova lesz,

i T
%
har= % A kor keriilete tehat az A ponttol % tavolsaghan
eqy ponttd htzodik dszsze : azaz az A pontbol kiindulo AB'
és AB" sugar ebben a tavolsaghan 1évé B pontban egyesil.

Megjegyzés. A szamitas helyén van akkor is, ha k kép-
zetes ; de a kovetkeztetés akkor természetesen nem vonhato.
Ha k zéro, akkor a szadmitdas nincs helyén; akkor ugyanis

sin kr}

k—o

1. Kovetkezmény. Ha k zérotol killonbozé valos értek-
kel birna, akkor az egyenesnek zart vonalnak kellene lenni.
Ugyanis az A ponthol ellenkezé irdnyban kiindulo egyenesek
is a B ponthan kellene, hogy egyesiiljenek.

k

2. Kovetkezmény. Az egyszer zart egyenes hoszszaij

volna.
XXIIL Tétel. Ha k zerdtdl Eiilonbozs valds értékkel
birna, akkor az egyenesnek tokéletesen azonosnak kellene lennt

olyan kirrel, a melynek sugara = e

2k
E tétel bebizonyitasara emeljimk CA hatartalan egye-

nes C pontjaban merélegest, rakjuk fel erre a Z_ hosszusa-

2k
got, tigy,hogy CB =a = —2%; azt allitom, hogy a B pont gﬁ
tavolsagban van a CA egyenes minden pontjatol, agy, hogy
BC = BA — .

2k
A BCA haromszdg ugyanis C-nél derékszogii léveén,
lészen a XX, tételek szerint

1) tg kb = sin ka tg B
tgka

cos B

3) cos A = cos ka sin B

2)tgkec=

kivetkezoleg
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kb = B -} iz
tgkb = tg B W ;
tgke = o kc—§+lz
G0s A = o Azg—{—l”z
Amde ha b = o, akkor
B =6
b 4
Azé
e

miként a kozvetlen szemlélet mutatja; kovetkezoleg A = A’
= A" = o és igy b valtoztaval csak B valtozik, mig

ke 22— = A allandok maradnak; tehat

T
c= =24
q. e d.
Kovetkezmény. Azon vonal tehat, a mely a CA egye-
nestél minden pontjaban o' allando tavolsagban van, olyan kir
volna, a melynek kozéppontjat a B pont képezi, s a melynek

g 7[ !
sugara = g —a.

Megjegyzés. A levezetéshol egyuttal lathato, hogy ha A
pont a C egyenesen mozogvan a b folytonosan né zerétol

2z

T8 akkor
B =kb

lévén, a B szog zérotol 2z-ig nd. Azaz ha k zérotol kin

16nboz6 valos érték, akkor az egyenes zart vonal volna s egy-
szer vett hoszsza gl; (L. el6bbi tétel kovetkezmeényeit.)

XXI1V. Tétel. Ha k valds és nem zérd, akkor ugyana-
zon eqy sikban 16vs eqyeneseknek kivétel nélkiil metszeniok kel-
lene eqymdst (tehdt pdrhuzamosak nem léteznének ).

XXV. Tétel. Ha k valds és nem zérd, akkor az egyenes
vonali hdromszig szigeinek bsszege m-nél nagyobb volna.

B keét tételnek kiilonben is igen egyszerii bebizonyitasat
elhagyhatjuk annal is inkabb, mert mar XIX, tételekbol ma-



22 RETHY MOR

gukban véve is vilagos, hogy ha k zérotol kiilonbozé valos ér-
tékkel birna, akkor az egyenes vonalt harom szogokrol azon
tételeknek mindenesetre allani kellene, a melyek a kozonséges
geometriaban % sugara gémbon f6 koroktsl hatarolt harom-
sz0gokrol allanak*®).

9. §
A tér természetének milyennek kellene len-
ni, ha £ képzetes.
XXV1. Tétel. Ha k képzetes értékkel bir, akkor a tér
végtelen nagy.
Az r sugarral irt kor keriilete ugyan is a XXq szerint

£ % (e¥r — e—¥r)

Ennélfogva (minthogy k' valos) sugaraval egyiitt végte-
len nagygya né. A kor kézéppontjabol kiindulo sugarak tehat
soha nem egyesiilnek tobbe, s6t mindinkabb szétagaznak™*)

XXVII. Tétel. Ha k képzetes s modulusa nem végtelen

tesi Yy, akkor a hdromszig szigoszszege kisebb m-nél ; ha a
hdaromszo  valamelyik oldala végtelen kicsinynyé fogy, akkor
a szogioszszeq w-hez vég nélkil kizeledik.

E tétel bebizonyitasara két ismert gomb- haromszogtani
tételbdl indulunk ki, melyeket 6. §-ban bebizonyitott elv se-
geélyével atalakitvan, lészen:

,A coska — cos k (b4 o)
L ey ey
A4+ B+ C  sinkbsinkesin A

ki kb k
2 4 cos 5 COSy COSy

2) cos

Minthogy mar mostan k& képzetes, tehat a XXT,) értelmében
a hatartalan tér barmelyik két pontja kozott csak egy egye-
nes lévén huzhato, a XTI. tétel 2 kovetkezményében a térrész-
re szoritkozas elmaradhat; azaz
a<b-+tec
Ez egyenlotlenségnél fogva az 1) egyenlethdl az foly,

*) Riemann. Uber die. Hyp. etc. (L. fen.)
*#) L. XXIL tétel,
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hogy cos %nem lehet zerova olyan haromszognél, melynek

csticsai ninesenek ugyanazon egy egyenesben ; a mib6l az ko-
vetkezik, hogy ha ilyen haromszogoket kizarunk, akkor cos
5 vagy minden haromszogben positiv vagy minden harom-
szogben negativ. Ez utobbi absurdumra vezetne, miutan ak-
kor nem volna haromszog, a melynek egy-egy szoge kisebb
z-nél; tehat az elsé eset all, azaz minden haromszoghen %:-
sebb egyegy szog m-nél.

Ennek elérebocsajtasa utan alakitsuk 4t a 2) egyenle-
tet a XX, el6tti képletek segélyével ; lészen :
: A-}B-+C e (e¥'h — e HE) feke _ p=ke) Sin A

2 2 (%5 +e5) (eptes) (o5 +es)

Azazcos 1/, (A 4+ B - C) negativ egyatalaban nem le-

het s zerd is csak akkor, de akkor mindenesetre, ha az olda-
lak kozil valamelyik zérova fogy.

Cco

q. e. d.

Kovetkezmény. Ha &k képzetes, akkor nem lehetne egye-
nes az a vonal, melynek mindegyik pontja adott egyenest6l
egyenld tavol van. — Mert ha ezen vonal egyenes volna, ak-
kor akarmelyik két pontjabol fiiggélyeket vonva az adott
egyenesre, olyan egyenes vonalti négyszog 4llana el6ttiink,
melynek mindenik szoge derékszog; ilyen pedig az el6z6 tétel
értelmében képzetes k mellett nem létezhetik.

XXVIII. Tétel. Ha CA egyeneshez B pontbsl BC = a
fiiggélyt és azon kiviil BA ferdét vonok, akkor csak addig
metszi e ferde a CA egyenest, mig a fiiggély és ferde dltal
képzett hegyes szig :

B < arc cotg -

kK'a __ a—k'a
2

A ( A, BC és BA egyenesek ugyanis valosnak adott a
és B mellett csak is ugy, de akkor mindenesetre képeznek ha-
romszogot, ha a XX, egyenletek koziil vett e harom egyenlet

1 ek’d ___ g—k'b ekla __ og—K'a

) ek’ |- gk g cotg B
ekle . g—K'c ek/a __ o—k'a 1

%) ek'e |- g~k T oka + e K2 " cos B
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3) cos A = 1/2\(9,‘"a -+ e**)sin B
b, c és A szamara valos megoldast szolgaltat. Amde a mint
cotg B z 1/2 (ek"" A e_k'a)

a szerint lészen
ek’b e e—k'b § ek’b + e—k'h

mely egyenlétlenségek koziil az elsé valos értéket, a masodik
ellenben képzetest engedvén meg b szaméara, tételiink be van
bizonyitva. Mert a mint egy haromszognek két oldala s az
altaluk bezart szoge valos, azonnal valosak a haromszog egyéb
darabjai is; mig forditva, ha valamelyik oldal képzetes stb.
Arra az esetre, ha
4) S COtg = 1/'2 (ek'a o e_k"“)
az 1) és 2) egyenletekbol az kovetkezik, hogy

5) b=occésc= o0
a 3) egyenletbtl pedig
6) A—0

Kovetkezmény. A CA egyeneshez akarmelyik B pon-
ton at huzott ferdek kozott van tehat a BC fiiggély egy-egy
oldalan egy, de csak is egy olyan, a mely az CA egyenest
metsz8 és nem metszé ferdék hataraul szolgal. Ezen egyenes-
parat a CA-hoz a B ponton 4tvont parhuzamosaknak nevez-
vén, a 4) 5) és 6) egyenletekbél roluk azt tudjuk, hogy a CA
egyenessel zéro szoget alkotnak, hogy azt (ellenkezd iranyban)
végtelen tavol metszik, s hogy végre a BC fiiggélylyel a 4)
egyenlet dltal meghatdrozott hegyes szoget zdrjdak be. E sziget
az a fiiggélynek megfelels pdrhuzamos szogének nevezvén, a

4-b6l vilagos, hogy a parhuzamos szoge g-tél zéroig fogy, ha

a zérotol végtelenig né.

Kitiizott czélunkat ezennel elértik™). Megmutattuk,

*) Tovabbiakra nézve 1. a fentebb idézetteken kiviil Beltrami
»Theoria fondamentale degli spazii di curvatura constante« 1868. An-
nali di Matematica Serie IT. Pom. IL Milano Christoffel »Uber die Trans-
formation ganzer homogener Differentialausdritke« 1869. E. Schering
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hogy a nélkiil, hogy a hatartalan tér végetlen nagysaganak s
a parhuzamossagnak csak fogalmat is hasznalna, lefejtheti az
ember a szamold geometria alaptételeit és pedig egyszerit
szerkezetii idomokon végzett bizonylatokkal; azutan, hogy
a nyert eredmények, & értékét elegends kicsinynek véve, teljes
osszhangzasba hozhatok a gyakorlati legpontosabb mérések-
kel is; tovabb4, hogy a k-ra vonatkozo minden megszoritas
nélkiil is énmagaban teljesen kifogastalan geometrianak szol-
galtatjak az alapjat ;**) végre hogy ezen elméleti tekintet-
ben kifogastalan geometria nem koveteli meg se azt, hogy a
hatartalan tér végetlen nagy legyen, se azt, hogy a tér abban
az esetben, ha végetlen nagy, Euklides ftgynevezett XI.
axioméajanak megfeleljen, — nem kioveteli meg, de meg engedi.

Hogy valos vagy képzetes-e a k értéke, azaz milyen a
tér a valosagban, az geometria utjin semmi esetre se s me-
taphysika utjan még kevésbé lesz bebizonyithato; ha wala-
hogyan és valaha ugy bizonyara a vilag- egyetemnek és physikai
torvényeinek kiterjedtebb és pontosabb ismerete utan lesz
csak a kérdés eldontheto.

Kolozsvartt, 1875. évi aprilis havaban.

»Die Schwerkraft im Gaussischen Raume« Gott. Nachrichten 1870. Nro,
15. 1873, Nro. 6; »Linien, Flichen und héhere Gebilde in mehrfach
ausgedehnten Gaussischen und Riemannschen Rdumenc< Gott. Nachr.
1873. Nro. 2 Fressdorf.« Uber die Geometrie u. Potential Funktion im
Gaussischen und Riemannschen Réumen.c Gottingen, 1873. Inaugural
Dissertation. ¢

**) Ezen igazsadg igen érdekes és tantsdgos bizonylatdsait nyeri a
kovetkezs értekezésekben: Beltrami »Saggio di interpretazione della
geometria Non-Euclidea«, Napoli 1868. Julius Konig. >Uber eine reale
Abbildung der s. g. Nicht-Buklidischen Geometrie« Gottinger Nachrich-
ten 1872. p. 157. Feliz Klein »Uber die s. g. Nicht-Euklidische Geome-
trie« Math. Annalen Bd. IV. p. 573, Bd. VL p. 112.

M, T. AKAD. ERT. A MATHEMATIKAT TUDOM. KOR. 1876,
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