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A HAMILTON-FELE ELV ES A MECHANIKAI
HOELMELET MASODIK FOTETELE.

Szily Kalman, 1, tagtol.

(Elsadatott a M. Tud. Akadémia 1871. decz. 11-kén tartott iilésén.)

A physikai tudomany ujabbkori fejlédésének torténete
hatirozottan a mellett bizonyit, hogy csak oly elméletek ké-
pesek a tiinemények megnyugtaté magyardzatira vezetni,
melyek mechanikai elvekre vannak alapitva.

A hgelmélet elsé ftétele is bizonyosan nem terjedt
volna el oly rogton, és nem hatolt volna, alig egy-két év alatt,
az Osszes természettudomdny minden 4gdba, ha a dynamiks-
nak analog tétele a munka és eleven-erd egyenértékiiségé-
rél amazt meg nem elgzi. A tokéletes Gsszhang, mely a héel-
mélet ols§ tétele és a mechanikdnak egyik alapelve kozott
uralkodik, biztositotta mindkett§jik rogtoni bejuthatésit a
természettan minden dgdba, &mbar az egyenértékek még

" maiglan sem ismeretesek, sem a fény, sem a vegyrokonsé
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sem a villanyossig korében.

A hgelmélet mésodik fotétele alig fiatalabb egy-két év-
vel az elsénél, hordereje mar most sem csekélyebb, sét ha
tekintetbe veszsziik a természettan t6bbi dgainak elSkésziilt-
ségi hidnyait, taldin még nagyobb lesz mint az elséé; s mind-
amellett, mig az els§ tétel mondhatni egy rohamra bevette
az egbsz természettudoményt, a mésodik fététel mdg maig
sem igen tudott tilterjeszkedni a h8tan hatdrain.

Miben rejlik e feltiing jelenség oka? Nézetem szerint
alkalmasint abban is, hogy a mésodik f6tétel nem taldlt a
mechanikéban oly 4ltalinosan ismert rokonelvre, mint az elsd,
melyet a munka és eleveners egyenértékiiségének elve, hogy
ligy mondjam, mér készen vart. Mert fejezziik ki a misodik
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fotételt akdr szavakban, akir mathematikai jelvényeivel,
nem igen emlékeztet az a mechanikénak egyik principiu-
méra sem.

Ambér az analog tétel a mechanikdban nem volt isme-
retes, vagy legaldbb nem volt a hétanival szembe &llitva,
mégis aligha kételkedett valaki, hogy ilyféle relationak a
dynamikaban is kell létezni. Mert ha a melegség csak egy
kiilonds neme a mozgdsnak, ligy a legaltalanosabb mozgasra
vonatkozé egyenletekben benne kell foglalva lenni a hétan
minden egyenletének is. A megoldandé kérdés csak az volt,
melyik mozgédsiegyenletvezet bizonyosspe-
cialis esetben, a h6elmélet madsodik fitéte-
lére, vagy viszont a médsodik fététel melyik
dynamikai egyenletre vezethetd vissza.

Az elsé, ki e kérdéssel foglalkozott, tudtommal L ud-
wig Boltzmann volt. Idevigé értekezését 1866. feb-
ruar 8-dikdn nyujtotta be a béesi Akademiinal, hol az a
Sitzungsberichte 53-ik kotetében ,Uber die mechani-
scheBedeutungdes zweiten Hauptsatzes der
Wirmetheorie“ czim alatt meg is jelent.

Boltzmanntdl egészen fiiggetleniil s ennek dolgozata-
rél nyilvédn mit sem tudva, Clausius a Niederrhein, Gesell-
schaft fiir Natur- et Heilkunde 1870. november 7-diki iilésén
egy értekezést terjesztett els ,Uber die Zuriickfiihrung des
zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wirmetheorie auf
allgemeine mechanische Principien“ czim alatt, mely a Pog-
gendorff-féle Annalok ez idei 3-ik fiizetében jelent meg.

Az eredmény mindkettdnél jéforman ugyanaz: ,a me-
chanikai h6elmélet médsodik fGtételét az analytikai mechanika
elveivel meg lehet magyarézni. E czélra azonban sajdtsdgos
és 1ij fejtegetésekre van sziikség, s az idevonatkozd szdmita-
sok igen hasonlitanak azokhoz a szdmitdsokhoz, melyek se-
gélyével az tugynevezett legkisebb mikodés elvét
szok4s bebizonyitani.

Clausius megvizsgélja mindenekel6tt, min8 Gsszefiig-
gés létezik egy anyagi pontnak zirt palyakban térténé pe-
riodikus mozgésai kozott, conservativ eriket, vagyis oly erd-
ket tételezvén fol, melyek ersfiiggvénynyel birnak; azutin
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megvitatja a palyavaltozas lehetséges okait és a kiilonféle
esetekben megmutatja a feldllitott egyenlet érvényét. Erteke-
zése masodik részében &ttér ezen egyszerii esetrsl bonyolul-
tabbakra : folteszi, hogy az egymasra haté anyagi pontoknak
egész rendszere van zartpilydkat kovet§ periodikus moz-
gisban. Ezutédn dltaldnositja a felallitott egyenletet oly sta-
tiondr mozgasokra is, a melyek nem zart palydkban men-
nek végbe. Clausius mechanikai egyenlete, melyet ez tuton
levezet, s melyhez azutin a mechanikai héelmélet méasodik
fétételét hasonlitja, a kvetkezs :
8L=038T+2Tslogi
Hol 0 L azon munk4t jelenti, melyet a conservativ ertknek
végre kellett hajtani, hogy a rendszer adott stationdr moz-
g4sdbol egy maésik stationir mozgédsba dttérjen ;
0T=21 s.lé' mo. dt
v 2

jelenti a rendszer kizép eleven erejének ezalatt beallott val-
tozasat, ¢ pedig a mozgis idészakanak tartamat.

Clausius értekezése altal figyelmessé tétetve azon vi-
szonyra, mely az 6 egyenlete kizott és egyrészt a legkisebb
miikddés elve kozott, mas részt pedig a hielmélet masodik
fotétele kozott fenndll, nem tartottam érdektelennek a jelen
dolgozatban megvizsgdlni, miné Gsszefiiggés léte-
zik a héelmélet masodik fé6tétele és a Ha-
miltonféle dynamikai elv kozott, mely a val-
tozékony miikodésre vonatkozik, s a mely, mint
ismeretes, a mathematikai physikdnak a fénytanban, a ru-
galmassig elméleiében s tobb més téren mar eddigeld is je-
lentékeny szolgalatot tett.

A Hamilton-féle dynamikai elv *) igy fejezhets ki:

Ha az anyagi pontoknak valamely tetszéleges conser-
vativ rendszere, tetszGleges kezdet- és végallds kozott, tet-
szbleges szabad mozgdsban van, gy ezen mozgisnak vég-
telen csekély megvaltoztatisira dllani fog egész altal4nosan :

dA=Zmuv, 68 —Zmuv, 88 +1i0E...... (1)

¥) Hamilton: On a general method in Dynamics. (Philosoph.

Transactions 1834. P. II.) és Second essay on a general method in Dyna-

mics. (Ibid. 1835. P. 1) V. 6. Thomson and Tait: A Treatise on
Natural philosophy. Vol. I, Pag. 235,
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hol m a rendszer valamelyik pontjdnak a tomege; s ille-
t6leg 0 s, ugyanezen pontnak elmozduldsa a régi végéllas-
bél az 1j végallasba, illetsleg a régi kezdetallasbél azuj kez-
detillasba; v, illetleg v, ugyanezen pontnak sebessége a
régi végillisban, mérve az elmozdulds irdnya szerint, illets-
leg a régi kezdetdlldsban, mérve az ottani elmozdulds ird-
nya szerint; ¢ azon idStartam, mely alatt a rendszer a régi
kezdetallashdl a régi végallasba jut; 64 a mitkodés kiilonb-
sége, 0F az osszes erély kiilonbsége, az 1ij és a régi palya ko-
zott; miik 6 dés alatt nem értvén egyebet, mint a rendszer
kétszeres eleven erejének idGintegraljat azon tartam alatti
mig a rendszer a kezdetalldsbdl a végallasba jut: 6sszes erély
alatt pedig az egyazon pillanathoz tartozd, ¢sszes mozgas,
erély és helyzeti (potentialis) erély ésszegét. Mind A, mind
E ugyanabban az egy pélydban 4llandd, barmin§ alldsban
legyen is a rendszer, de palydrdl palyira altaliban véltozé.

Ha a rendszer osszes elevenereje valamely pillanatban

T, hgy :
P s'Lz Tdt ... i @)
Jo

Ha tovdbba U a rendszer helyzeti erélye ugyanazon
pillanatban, mid6n osszes elevenereje T, ugy az Osszes erély
E=T+4 U

Mind T'nek, mind U-nak a palya kiilonbozé pontjain
més meg mas értéke van, de a kettdnek Gsszege a palya min-
den pontjaban vgyanazon éllandd. Lesz tehat:

B S'i(T+ Dt ®)

A (2.) és (3.)-mal jegyzett egyenletek tekintetbe véte-
lével a Hamiltonféle elv (1) alatti kifejezése a kovetkezd,
ismeretesebb alakot 6lti magéra:

) st(T— U).dt=Z2muv, 88 — Zmuv, 08y —E 8.
JJo

Térjiink vissza megint az elsé alakhoz és vizsgaljuk
meg, mikor lesz a miikodés variatioja fiiggetlen a kezdet és
végallastol.
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Ez akkor fog torténni, ha
Zmvi 00 — DM OBt st (4)

vagyis ha a miik6dés azon id§ alatt, mig a rendszer a régi
kezdetallasbol az 0j kezdetéllasba tér, épen akkora, mint a
miikodés a rendszernek dtmeneténél régi végilldsabol az 1j
végallasba.

A (4.) alatti feltételnek elég van téve példdul akkor

ha a palydk mind kozos kezdetallasbél indulnak ki és
kozos végallasba térnek ; mert ekkor ds, = ds =0 a rend-
szer minden pontjira nézve ;

vagy ha a palydk zértak, és a mozgdsok periodikusak,
mert ekkor ds; =3ds, és vy =wv, a rendszer minden pont-
Jjara;

vagy akkor is, ha a palyik nem zértak, de minden pont
elmozduldsa a kezdet- és a végallasban a vy & sy = v, d s
egyenlet altal van szabdlyozva. :

Mindezek csak specialis esetek, a feltétel 4ltaldnos ér-
vénye a (4.) alatti egyenlet altal van meghatérozva.

Azon esetben, midén a rendszer mozgisdnak véltozdsa
a (4.) alatti egyenletnek eleget tesz, a Hamilton-féle elv igen
egyszeriien fejezhetd ki : ;

S T o e ®)
vagyis a miikodés variatidja egyik palyabél a mdasikba,
egyenld a palyafutds tartaménak és az Gsszes erély variatio-
jdnak szorozményéval.

Legyen T az osszes elevenerének kozépériéke az egész
pélyafutds tartama alatt, igy

z'._T~=s7'Tdt és
Jo

A=21:T, tehit
i0E =621 T, mibsl kovetkezik
dE=10dlog (i T)?,
vagy ha a variatio jelét a differentiatio jelével helyettesitjiik
és az eleveners kizépértékét T helyett egysteriien T-vel je-
loljiik, lesz még: :
dE

gt dlog(s T2 awriii oo . (B) 5



ugyanazon értéke van, mint elején, ugy

Sd—'TE_—.o .......... it )

: Es oz ugyanaz az egyenlet, melyet Clausius 1854-ben
 tett kozzé, mint a héelmélet masodik fétételének kifejendsét,
- conservativ korfolyamokra alkalmazva.

Ha a rendszer nem conservativ, ha tehit az erbfiggvé-
nyes er8kdn kiviil még a szildrd testek surléddsa, vagy a fo-
lyadékok nyuléssiga, vagy més efféle dissipativ ertk is
kozre miikodnek, gy a Hamilton-féle elvet kifejezs (1.)
egyenlet legutésé tagjaban az Gsszes erély valtozdsdhoz hoz-
zétudandé még az ellendllisok legyszésében vesztett erély
3 R; minek kovetkeztében az (5.) egyenlet 4tmegy imez
alakra: '

dAZ= (D EFDRY., by (8.)

Tekintetbe véve, hogy d R mindig vesatett erélyt je-

lent, vagyis ott, a hol ezen egyenletben 4ll, mindig positiv

jegyi, a (7.) alatti egyenlet a kivetkezs egyenlStlenséggé
valtozik 4t:

[ o ®

Es ez ugyavazon egyenlet, melyet Clausius a héelmé-
letben a dissipativ korfolyamokra allitott fel.

Ezzel a mechanikai héelmélet mdsodik fététele vissza
van vezetve a dynamikdnak egy 4ltaldnos principiuméra.
Az a mit a thermodynamikdban mdsodik f6-
tételnek neveziink, nem egyéb mint a dyna-
mikdban a Hamilton féle elv, ugyanaz az elv, mely
a mathematikai physika tobb részében mér is sokféle alkal-
mazésra talalt.
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