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1. § Bevezeltés.

Legyenek az
f@) = dg+apr+ o dat =

n-cdfok algebrai egyenlet egyiitthatoi redlis szamok. A szerinl,
hogy kél konzekutiv, el nem tiné egyiitthatd egyenlé vagy
kiilénh6z6 eléjeld, azt mondjuk, hogy az egyttthaték sorozala-
ban e két tag kozt jelkdvetkezés vagy jelvaltas van. Descantes
a kovetkez6 osszefiiggést talalta az egyenlet pozitiv gybkeinek
¢s a jelvaltasoknak szamossdga kozt:

1. Descartes jelszabdly. Az f(x) =0 egyenlet pozitiv gyokei-
nek szdma nem haladhatja meg a jelvialtasoknak szdmat az
egyenlet el nem tindé egyiitthatéinak sorozatdban és a kiilonh-
ség a két szamossag kozt mindig paros. A gyokok megszamla-
lasandl minden gy6k annyiszor szamitando, a hinyszoros gyoke
az egyenletnek. Ha [(0)= a,=0, akkor az a2 =0 gyék nem
szamitandd a pozitiv gyokok kozé.

A Descartes jelszabdly az elsé azon tételek sorozatiban, a
melyek fols6 hatdrt adnak egy redlis egyiitthatéju egyenlet
redlis gydkeinek szamossdgdra egy megadott (a, 0) intervallum-
bam. (Az +*=a hely nem szdmitandé hozzd, az =10 hely
hozzaszamilandd az intervallumhoz.) A Drscartes jelszabalyt
szamos mas tétel kovetle, melyek azt egyrészt dltalanositottak,
masrészt a redlis gyokok szamossdginak dltala megadott folso
hatarat pontosabbal helyettesitették. Ezen tételek kozil idé-
zem azokat, a melyek a kdvetkezd vizsgdlatokkal szorosan dssze-

figgnek.
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4 BALINT ELEMEN.

II. Budan—Iourier tétel. Jelentse v (1) a jelvallasok sza-
mat az

f@) fr@),..., o @

sorozatban, a melyben mindegyik tag az el6tte allonak derivaltja.
Ha p jelenti az f(+) = 0 egyenlet azon redlis gyokeinek szi-
mat, a melyek a-nal negyobbak és b-nél nem nagyobbak, akkor

p=v(@—uvl) — ,

a hol v nem negativ egész szamot jelent. A gyskék multiplici-
lasukkal széamitandok.

A Bupan—Fourier tétel a Descartes jelszabdlyt magédban
foglalja, a mint az kideriil, ha «-nak zérusl, b-nek egy ele-
genddé nagy pozitiv szamot vilasziunk.

A Descartes jelszabalyt Lacuerre (ranszcendens egyenle-
tekre is kiterjesztette.

IIT. Laguerre létele. Haaz [ (1) = 3‘ o " hatvinysor, a mely-

nek egytitthatoi redlisok, az R sugar ,u korben konvergeus, akkor
az [()=0 egyenlet pozitiv, R-nél kisebb gyokeinek2 szama
nem haladja meg az egyiitthatok sorozataban folléps jelvalti-
sok szamdt. Ha a jelvéltdsok szama véges és f (+) az . = R he-
lyen divergens, akkor a két szimossdg kozti killonbség paros.
A gyokék multiplicitisukkal szamitandok.

Mint az algebrai egyenleteknél, a transzcendensekué¢! sem
adjak meg az egyiitthatok sorozatiban f6llépé jelvallisok a po-
zitiv gy6kok pontos szamat, hanem annak csak egy felsé hatla-
rat. De mdr Lacuerre kimutatta a kévetkezd tételt:

IV. Lagucrre tétele® Legyen az f(r)== ia,,r“ hatvanysor

n=0

1 LaGuerrt: Sur la théorie des équalions numeriques, Oeuvres. I ké-
tet 3—47. oldal.

2 Az f(w) = O egyenlet gyokei a valtozd azon érlékei, a melyek f ()
hatvinysorat konvergenssé és annak dsszegét 0-sa teszik.

* LAGUERRE: Sur la théorie des équations numeriques. Oeuvres. 1. ki-
tet. 3—47. oldal,
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ugyanazon foltételeknek aldvetve, mint a IIL tételben és alkos-
suk meg az

]

(A—a)"Ff(r = ZoAﬁf)fc" h=1,2,...) (4)
n=

hatvanysorokat ; jelentse v (k) az egyiitthatok sorozatdban fel-

16p6 jelviltdsok szamdt és legyen (4) konvergenciasugara ;!

akkor

L. v (k) csak fogyhat, ha k né;

9. v (k) nem lehet kisehb, mint az f(x) =0 egyenlet pozitiv
(és természetesen r-nél kisebb) gydkeinek szama. A gydkok
multiplicitasukkal szamitandék. Lacurrre folveletie a kérdést,
hogy & elég nagy értékei mellett v (k) nem adja-e meg az
egyenlet gyokeinek pontos szamét. A feleletet a kovetkezo tétel
adja meg:

V. Fekete ¢és Polya 1étele.* Ha k-nak valamely &, értékénél
az (A) hatvinysor az » sugart koérben konvergens és az a=r

helyen szorosabh értelemben divergens, akkor lim v (k) meg-
k==

egyezik az [(v)=0 egyenlet 7-nél kisebb pozitiv gydkeinek
szamaval (a gyokoket multiplicitdsukkal szamitva). Ha v{¥ jelenti
az (A) hatvanysor azon egyitthatéjanak indexét, a mely utdn
az t-edik jelvallas follép, akkor a

. w8

el SV

hatarérték mindig létezik és ha kisebb +-nél, az f(2)=0 egyen-
let gydke; ezen hatarértékek az egyenlet minden, a (0, 7) inter-

1 -1, ha R=1és x =1 az f(r) =0 egyenletnek k-nil nem maga-
sabbrendii gyoke; minden mis esetben = R.

2 M. Fekere und G. PoLva: Uber ein Problem von LAGUERRE. Rendi-
conti del Circolo Mat. di Palermo. XXXIV, kotet; és Malhematikai és Ter-
mészettud, Ertesité XXX. kotet.

Lk e
ﬁj_’? nem mis, mint az (1 — )% :’Eg,.._,,m" hatvinysor
Cr, v —1 € Cp, i

egyiiilhatéinak hinyadosa.
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vallaomba esé gydkét rendre megadjik, még pedig mindegyiket
annyiszor, a hdnyszoros gydke az egyenletnek.

Azt a szolgdlatot, a melyet a (0, 1) intervallzmban az (1 —..)~*%
hatvanysora tesz meg, ugyanabban vagy mas intervallumban
mds hatvanysorok is megtehetik. Mar Lacverre' megmutatta,
algebrai egyenletek eselében, Fekere® pedig transzcendensekre
is, hogy e* hatvdnysora k& elég nagy pozitiv értékei mellett
épugy megadja az dsszes pozitiv gyokék szamédt és helyét, mint
(I—)7* a (0, 1) intervallumba esékét. Szerz6® pedig teljesen
analog tételt dllitott fel az (14-+)" polindémrol, mely 7 elég
nagy pozitiv értékei mellett szintén alkalmas tugy algebrai,
mint transzezendens egyenletek esetében az dsszes poziliv gys-
kék szamanak és helyének meghatdrozdsara.

Az [(v)=0 egyenlet egyiitthatosorozatéban f6llépé jel-
valtisok tehdat csak {6ls6¢ hatart adnak a pozitiv gyokék szd-
mossagara, de talalhatok oly ¢ (») fiiggvények, hogy a ¢ (7)< f (+)
hatvanysordban f6llépé jelvdltasok szama a k& parameter alkal-
mas értékei mellett megadja az egyenlet egy pozitiv (0, R) inter-
vallumba es6 gytkeinek pontos szdmat és modot ad ezen gyo-
kok meghatirozasdra is. Ezen dolgozatban elegendd feltétele-
ket dllitok fel ¢, (1) egyiitthatoira, a melyek mellett a

i (@) [ (1) = 3 Aa”
n=0
hatvanysor egyiitthatoé sorozatiban f6llépo jelvaltisok szama a
k index elég nagy értékeinél megegyezik az () = 0 egyenlet
(0, R) intervallumba esé gyokeinek pontos szamdval: ¢s ha

(k) (k) k)
AR g q

1 LLAGUERRE: I, c.

2 Fexerr : Ilendiconti L e,

# Bivnr: Vizsgilatok redlis sth. Matli, ¢s Termeészettudominyi Lrtesit
XXXI. Kotel.
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az egyiitthato sorozat azon tagjai, a melyek utan jelvaltas lép
fol, akkor a
@i (1) = 3 Cieyn 0"
n=0
egyitthatoibol alkotott

Ck, « Crk, g Cr, y
3 3
Cityat+1  Ck,p+1 Ci, y+1

geee

hinyadosok & novekedtével a (0, R) intervallumba esé gyokok-
héz konvergilnak. Rovidség kedvéért ¢ (2)-et az

Ao, Ao, Al
sorozat generatrix fliggvényének nevezem és a
(), @31 @ ().

sorozatot a probléma (0, R) intervallumhoz tartozé generatrix-
sorozatanak.

2. § Tobhszorosen pozitiv sorokrol.

Ha a ¢ (%) = X c,2" redlis egyutthatoji hatvanysor egyiitt-
n=0
hatoéibol alkotott
C; Ci
Cig—1 . Ciy—1 o+o Cip—1

N : cee Oy

= [l T4se.0ip)

Ciy—p Ciy—p -« Cip—p
(=0, ha s<O0)

p+1-edrendii determindnsok az indexek minden
0<ip<i, < <ip és O0=<p<P

rendszerénél pozitivok, akkor a ¢ () hatvanysort Fexkere MiniLy
jelolésével ¥ «I-szeresen pozitive-nak mondom.

1 Fekere: Rendiconti 1. e,
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Zérusszorosan és a fortior: tébbszérdsen pozitiv hatvanysor
minden egyiitthatoja zérustol kilonhoézd pozitiv szam, tehal a
hatvianysor poliném nem lehet. Czélszertinek mutatkozik a

N
©ON ()= Z Cpt
n=0

polinémot I-szeresen pozitivnak nevezni, ha az

[ty Tgp.vvy Bp) (cs=0, ha s<0)
0<i<i < <dy, 0<p<P

delermindansok mind pozitivok, kivéve azokat, melyeknek ki-
fejtésében minden tag kilén zérus. P-szeresen pozitiv hatvany-
sor a (0, 1) intervallumhoz tartozé (1—a)~* generatrixfiigg-
vénynek Mac-Laurin sora k-nak P-nél nagyobb értékei mellett
és a (0, oo) intervallumhoz tartozo e** generatrix fiilggvénynek
Mac-Lavriy sora minden pozitiv i mellett. A (0, oe) intervallum-
hoz tartozé (l4-.r) generatrix figgvény viszont & minden po-
zitiv egész értékénél [-szeresen pozitiv polinom.

Fexere MmiLy kimutatta,® hogy a Ye.a" hatvanysor

n=0
i, n+1,..., n+p] determindnsainak minden n >0, p < /I’

indexre fennalld pozitivitisabol mar kévetkezik, hogy a hatviny-
sor I*-szeresen pozitiv. Minthogy polinémok is lehetnek gene-
ratrixsorozatok tagjai, szlkségem lesz a kovetkezd lemmara:
Ha a
N
on (1) = 3 6™
n=0
N-edfoku polinom N+1 egyiilthatoja zérustol killénbozé pozi-
tiv szdam és
o 41,000, n4+p)>0 (cs=—=0, ha s<0 vagy >N)
D<n<N, p<I’,

akkor a poliném /-szeresen pozitiv.

1 FereTE: Rendiconti 1. ¢.
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Nyilvanvalo, hogy [», n+1,..., n4p] =0, ha n>N, mert
akkor a determindns kifejtésében minden tag zérus. Az

oy eney Bty Gyatyenns tprt] [Gyene, Tp) =
= [iO:---, iv—l, 7‘.!'+1:---’ @p] [ii"--: ip+1] +
+ [ily-- . iv—i; ir+1;---; Iip+1] -iO)"'; Zp]

determindnsreldczio ismételt alkalmazasaval pedig nyerjiik, hogy

1. n—v, n+1,..., n+p]>0, hav<n<N, p<P; mig n>N
maga utin vonja a determindns eltiinését, mert akkor kifejtésé-
nek minden tagja zérus;

2, m—1,..., n—v—1,n—v+1,..., n4+p]>0,han<N, p<P;
ha pedig n>N, akkor a determindus kifejtésének minden tagja,
tehdt a determinans maga is zérus;

8 [By, Gyeevs p) >0, ha 4, <i, <--<ip< N+p és p<P;
ha pedig i,>N+p, akkor a determindns, kifejtésének minden
tagjaval egyiitt eltinik, qu. e. d.

Ay

3. §. A gencratrixsorozatok.

Jelenlsen R egy pozitiv, abszolut konstanst (4 oo-t is meg-
engedve) ¢s
(2 ("‘)1 [ (.’I'), ooy Dk (w)r o (SD)

-
» — A 13 Y
Dl () = )_, Cx, "
=0

redlis egyiilthaléju polindmoknak vagy halvanysoroknak egy
sorozatit, a melyeknek egyiitthatoi a kovetkezd 5 feltételnek
tesznek eleget:

1. ha valamelyik hatvanysor egyik egyiitthatdja zérus, akkor
minden kovetkezdé egyitthatoja is zérus;

9. minden pozitiv egész P-hez megadhato K tigy, hogy min-
den p<P indexre nézve

m, n+1,..., n+ph>0, ha ¢, nF0,

ha =N; a determinans mellelt alkalmazott k index azt je-
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lenti, hogy a determinans elemei a ¢ (x) egyitthatoibol valok;
ha ¢, =0, akkor az elsé feltételbdl kovetkezik mar a deter-
mindns - eltiinése, mert kifejtésének minden tagja zérus; az
eléhbbi § alapjan mondhatjuk tehat, hogy ¢ (@), akar polinom,
akar hatvénysor, minden %k = K indexre nézve /’>-szeresen po-
zitiv;?!

3. a tetszbleges pozitiv e-hoz és /2-nél kisebb pozitiv G-hez
megadhato K agy, hogy minden /=K indexre nézve az (a, a--¢)
zdrt intervallumhoz tartozik a

Cr, 0 Ck, 1 Cr. 2

. 3 (&
Ci.1  Cie’ Ch, ' (¢)

sorozatnak legalibb egy tagja, ha 0<a, a-t+e<G;
4. minden pozitiv egész [-hez és R-nél kisebb pozitiv G-hez
megadhalé K Ggy, hogy minden v<n és p<P indexre nézve

-y, el Pl <A(1’+“) Cie, n—v

[, n+1,..., ntp = P Cln
- . Ckon—1 . s .
ha k=K, ¢, »+0 és —'(; "= < G; az A csak -6l és G-tol
== o

fliged pozitiv szamot jelent;

5. A tetszéleges pozitiv e-hoz, [i-nél kisebb pozitiv (i-hez,
pozitiv egész P-hez és L-hez megadhato A figy, hogy minden
v<n<l, p<P indexre nézve

1 Kiilon ki kell emelni ezen feltételek jelenlisét, ia P—0 és P-—1;
1 zérusszoros pozilivitishol kovetkezik, hogy minden el nem tiné egyittthatn

Cr, v [v]x = 0;
uz egyszeres pozilivitishol még ezenfelil
R N Ch, 1—1Ck, v41 = Oy ha ¢ =40
hin pedig ¢ 14, Sem zérus, akkor a pozitiv ¢ ,ep g faklorral osziva

[ - Cr,1—1 ,
b
Ck, 141 Cr, v

N Cpe - . o ”
vagyis a —1 hinyadosok monolon névekvd sorozatol alkotnak.

kv
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(1—e) (p+v) Cnoy M=yl nple
P Co,n — [yl ndpl

. +v\ Cr -
— (p ) ey
<(l+e) p 1 Tenn
ha k=K, ¢ ,=+=0 és —Ms G.
T Clc, n

A felsorolt feltételek koziill a masodikbdl kovetkezett, hogy
' egy elég nagy indextél kezdve a ¢p (%) egyiitthatéibol alkotott
(¢) sorozat monoton ndévekvé. Minthogy pedig

Chon—y __ Ck,n—v Gk n—v41 Cr, n—1

Cie, n Cii, n=v+1 Cn, n—v42 Ck, i

fenndllanak a kévetkezd egyenlétlenségek:

Ck, n~v : Clc, n—1 ck, n—1 &
e L
Cle, —r+1 CI.', n Ck.n

tehat

0< ( Cr, n—1 )"__ Cr, n—v < (ck, n—1 )’

Ck, n Ck, cl.', "

A (¢) sorozatrél még tobbet is mondhatunk. A tetszdleges
pozitiv e-hoz és R-nél kisebb pozitiv G-hez meghatirozhato
K gy, hogy minden k=K indexre nézve

Clc, n—1 Cle. -2 Cie, n—1 (*1
= T.

I

: - e, ha ¢, +0 é —
(/Ir, n Cle. n—1 Crk, n

] |.I'A'.

A 3. feltétel szerint ugyanis megvdlaszthaté K gy, hogy

' .. : Cr, n—1 Cr, n—1 3 .
minden k=K indexre nézve a |~ '~ —e& ———— — 4| zdt
= Ck, n Cr, n Z
intervallumba essék a (¢) sorozatnak legalabb egy tagja, ha
Cie, n—1 .. u
—(;’L < G; ezen tagnak a monoton névekvéd (¢) sorozathan
k.on
Che, n— Y . . . s
%l-et meg kell eloznie, a mibél a felirt egyenlétlenség ko-
e, n
vetkezik.

Ezen egyenlétlenség mutatja, hogy a pozitiv egész L-hez és
I-nél kisebh poziliv r-loz megadhaté K gy, hogy minden
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Ck, L—1
Ck, L
elég nagy & indextd] kezdve a

k=K indexre nézve = t. Mert a 3. feltétel szerinl egy

(O T )( 2 31) (“’Lr )
L1/ \eLr1’ oL+1/ a1 T

intervallumok mindegyikébe tartozik a (v) sorozatnak legaldbb
egy tagja, tehat az L-edik tag még nem haladhatja meg r-t.

Sziikségem lesz végiill még a kdvetkezd megjegyzésre. A tet-
szoleges pozitiv e-hoz, R-nél kisebb pozitiv Gi-hez és pozitiv
egész L-hez megadhatdo K ugy, hogy

Cl,n—1 Clcl,:n—L—l <k
Ck, n Ck, n—L
- Cr, n—
ha k=K, ¢ =0, enmt @ =L
- Cron -

Ugyanis I megvilaszthato gy, hogy k= K-ra nézve egyrészt

C -1 Ck, n—2a £
ke, 1 . e, 1 <

Ck. n Ck.n—1 A(IJ+I)

legyen, masrészt a 4. fellétel szerint

[n_L, n]ls Ck. u—1L
[n—1, ] A@+)7;T

I

egyenlédllenség is-teljesiiljon. Részlelesen kiirva

Cl, n— I(/I.,n 1 Cp,n—L-1Ck, n A(]-{—l) Cr,n—L

‘/IL n—1 " Cr, n—-2Ck, u Cr,n
. e Ckon—L
és a poziliv %-nel oszlva
0
Ck, n—-1 Ck, n—L—1 Cy Cl n—
_” 1 k,n L é/l(L—i—l)( e, n—-1 '/vn 2 é
Ck, n Cron-1L Cle, Cly n—1
<AL+ =¢
- AM+U ’

qu. e. d.
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A levezetett egyenlétlenséghél kovetkezik, hogy ha I elég

. Cpyon—1
nagy és ——— < (v, akkor
Cre,n
Ckon—1 Ok n—y—1 <&
= &
Ck, n Cr,on—y
mig
v<1L;

tehat

1 ) v )
(Pk,_ n—1 ) o Cl. n—» < ((ch, n—l) o ( ,( Iy n—v )' _
Ck, n Ck,n Ck, n Ch, n—v+1

~ ( Cliyn—1 _ Ck ouy— ) I:( Cie, n—1 )"_1_*_ (fk,_i—i)"—g Ck, n—v A

Ck, n Ck, n—v+1 Cr,y 1t Ci, n Cr, n—v+1
+ ( Cley -y )‘—1] 2= ( Ch, n—-1 )v—l
Ty JRVE i Lty B
Ck, n—v41 Ck, n

4. § Realis egyiitthatoju egyenletek pozitiv gyokeire
vonatkozo tételek.

la a (¢) sorozal a félsoroll fellételeknek elegel tesz, akkor
fennallanak a kovelkezd iételek:
I. Ha az
[ (@) = wy+ax+---+aa"+---
realis egyiitthatoji hatvanysor konvergenciasugara R-nél na-
gyobb, f(0) = a,=0, [([)=0 és v (k) jelenti az

[ (@) @i (x) = OC/.-. ait"
hatvinysor egyiitthatosorozatdban fo6llépd jelvaltasok szamail,
M pedig az f(x) = 0 egyenlet Ii-nél kisebb pozitiv gydkecinek
szamat, akkor
klirg v (k)= M.

A gyokok multiplicitasukkal szdmitandok. Minthogy v (k) csak
nem negativ, egész szamu értékeket vehet fel, a tétel gy is
fogalmazhatd, hogy K-t alkalmasan vilasztva minden k= K-ra
nézve v (k) = M.

II. Legyenek [ (x) ¢x () hatvinysordban o, k..., v; rendre
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azon lagok kilevéi, a melyek utin jelvallas lep 161; az I Lélel

szerint ezen kitevék szima K = K-ra nézve M-mel egyenls.
A

Ch. ax

. . Cl, pr . Crovk
lim lim 28 lim —fe

k=w Ck, g+l L=o Ck, Brt1 Ch, k1
halarért¢kek [éteznek és megadjik az [ (+) = 0 egyenlet /i-nél
kisebb pozitiv gyckeit, mindegyiket annyiszor, a hanyszoros
gybke az egyenletnek.

A Kimondott tételek feltevései koziil az [(0) =a,+ 0
nem megszoritas, az f[(/!) +0 pedig az alkalmazhalosig
szempontjdbol nem Iényeges megszoritds. Ila ugyanis [ (2)
elsé el nem liné egyiitthatoja «, akkor =5/ (x) az w— 0
helyen mar nem tiinik el, az .+~ (x) =0 egyenlet pozitiv gyo-
kei pedig az /(%) = 0 cgyenlet pozitiv gyokeivel megegyeznek.
Ha pedig = R az f(2) = 0 egyenlet (-szeres gyoke, akkor
[ (¥) hatvinysora helyett (R—x)~*f (x) hatvdnysordt vizsgilom ;
az 1 hatvanysor egyiitthato sorozata az eredetiétsl kilonbozik,
de a hozzatartozé6 egyenlet [3-nél kisebb pozitiv gyokei az
az credetiével megegyeznek.! Az igy preparalt hatvanysorra a
kimondott tételek mér alkalmazhatok és megadjik az f(x) =0
egyenlet R-nél kisebb pozitiv gyokeit.

A kimondott tételek mds feltélelek kozt is érvényben ma-
radnak.

HL Ila [(x) hatvanysorinak konvergenciasugara » < R, de
még feltessziik, hogy /(2) hatvanysora az x =7 helyen diver-
gens és egyutthatosorozatdban ecsak véges szami jelvillas
lép fél, az [(v) ¢, (v) hatvdanysorokban féllépd jelvaltasokbol az
elébbi tételekben részletezett modon meghatirozhaté az f(x)=0
egyenlet 7-nél kisebb poziliv gydkeinek pontos szdma és helye.

1 Az (R )~ f(x) helyett altalaban ¢ (@) /() szorzal is megfele] o
czélnak, ha g (x) = O-nak a (0, R) intervallumban nines gyéke, g (v)-nek
@ =R pontosan t-szeres polusa, g (r)/[(r) hatvanysorinak egyitthatoi
redalisok és konvergenciasugara R-nél nagyobb. A g (r) fakior még szaba-
dabban is valaszthato, ha tekintetbe veszsziik a kovetkezs III. tételt.
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Ha [(v) a IIL iétel felteviéseinek sem tesz elegel, de nieg-
adhato oly g (x) fiiggvény, melynek poziliv zérushelye nines és
olyan, hogy a g (%) f(x) halvianysora a III. tétel feltevéseit mar
kielégili, akkor a tétel a g (v) f(+) =0 egyenletre alkalmazva
megadja az [ (v) =0 ecgyenlet 2-nél kisebb poziliv gyékeinek
szamal és helyét.

5. §. Kl6készité formulalk.

Hogy ne legyek kénylelen késdbb a bizonyitis menetél meg-
szakilani, elére bhocsalok nehiny meghecsiilésl. Vizsgdlni aka-
rom az

[(.’L') 1253 (') = ("Ic, o+ Gk, 1 e +(-"k, IRULE SRS

egyltthalo sorozaliban follépd jelvallisokal.

"k, n—1 Cr, 1 ‘i, 0
CI.', n = Cion {Llo+“1 ¢ : +eeed -1 - + u, ; }'

Cly n Oy n Cliyn

Minthogy nem maguk az egyiitthalok, ecsak azok jelvilldsai
¢rdekelnek, (i, ,-et megloszthalom a pozitiv ¢, , faktortol és
az cgyiitthatok helyett az

Cr,0

e, n—
A-f.‘, n = W, +a'1 2 + +an—-1 e + Uy

Ch.on I, n Cr,n

szamok sorozatat vizsgalom:
Aroy Aityeeey Arnye.. (4)

A kifejezésmod konnyitése végett az (A) sorozat A, , tagjdl

a '( A2 helyhez vagy ponthoz tartozonak és az (4) sorozat
Ii'

olyan részsorozatit, a mely az (e, f) intervallum pontjaihoz

tartozo tagokbél all, az (A) sorozat (e, B) intervallumhoz tar-
toz6 részsorozatinak nevezem. Az irds konnyitése végett pedig
ezentul ott, a hol értelemzavartdl nem kell tartani, gy Ak n
mint ¢k, , mellol az elsé indexet elhagyom: ha tehat egy ket-
tés indexd egyutthaté mell6l az els6 index hidnyzik, elsé
indexiil mindig k-t kell odagondolni.
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Cn—]

Ezek utin megbecsiilém a helyen vett fiiggvényérlék

és a b’; helyhez tartozo A, kulonbseget
n

.' 071—1) A, - a J((/n— ), Crn—s S‘ (011-—1 )’:
/( Cn = Z ,l Cn Cy [+.—n+alq Cn
Jelentsen G egy az f(r) konvergenciasugarandl kisebb pozi-
tiv szdmot és  egy G-nél kisebb pozitiv szdmot; ¢ és G f6lott
késobb fogok pontosan diszpondlni; legyen

Cr—1

T <<
- Cu

< G
Minthogy f(») és
I () — Y|a,1|m"

Nn=

a U<.r< (v ¢rlékekre egyenletesen konvergensekre, meghaldroz-
halé a poziliv e-hoz L ugy, hogy

o c‘ 1 1 @ ’:1 i ¥
"— 1—
Sa (——) < Xla (—) =
v=L+1 Cn Ti=L+1 Ci

A (p) sorozalra vonatkozo fellételekbdl kévelkezell, hogy
L fixirozasa uldn meghalarozhato A dgy, hogy k= K-ra nézve

| .
=L+1 Cn Cn f ra=gi41 Cn =
/. [ [ Ch—y l == Cn-1}
=¥a ( - ) — 3 a,
=».=-“’_' ' ' l Cn Cn J —l:—-l-j+1 ' Cn ’

mivel
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De lattuk, hogy K-t alkalmasan vélasziva

0< (E?‘__i)v._ On—y < ey (_c""_i)l_i

Cn Cn Cy
ha

. ,  Cp—1

I = K, =G

= Cn ,
s
v<1L,

tehat

L r—1 *n
|l/(6”__1) : An = EZV iat | ((‘::;1) +e< el (Eﬂ) + 5 ([o)

Cn y=2 Cn
a hol

[--]
@)= Xnl|a,|an L
=0

n=

Az [ (&) = 0 egyenlet t6bbszords gyokei sziikségessé Lleszik
[ (v) derivaltjainak bevondsdt a szdmitdsba.

Jeloljik:
1 _ 1 v+
L= S o
P! e A4
i‘
: r=0

Masrészrol :

¢ et Crei o
Anst Ay - (—” . )“1 + (L_ —'_) e S

Cn+1 Cn Cn+1 Cp

C1 4 C
+(___ . )a'n"*"co vt

. Cn+1 Cn n+l
dner— 4, m—1, nt1]
—_— (] -_—— o e
[, n41) b n, n+1] RN
1, n+ 1] 0,n+1
- n, n+ 1] bt n, n 4 1] Ggw
Jeloljiik
4-‘n+1 o An . Aln-l
[, n+1]
1 A determinansok mellél is el van hagyva a & index.
2
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Altaldban jelsljik
m [n—1, nt1,..., n4p]
A" = ap + [n, n+1,..., n+p
—v, n+1,..., ntp]
T + [n n+1,..., n+p]
0, n+1,..., n+p " i
, n+1,..., np 77"
Akkor azt allitom, hogy
AR — AP = cAP*,
a hol ¢ egy pozitiv faktort jelent, ha » méar oly nagyra van
vilasztva, hogy ¢, hatvinysora legaldbb (p+1)-szeresen pozi-
tiv, a mi a (p) sorozatra vonatkozo 2. feltétel szerint egy alkal-

masan valasztott I indextdl kezdve mindig teljesiil. Ezen iden-
titds egyszerti szamildssal igazolhaté. Ugyanis

tp+1 +

(psy +

+oe ot

, n+1,..., n4pl [n+1, n+2,..., n+p+1] {A‘,,”ll = A”’“ =
IR

=Xty {n—v+1, n+2, ..., ntp1] g, nt-1,..., ntp] -
r=1
=y, nt1, .0, nbp] L w2, ., nbpH1]Y
ezen formula jobboldalan dp., egyiitthatdja —

= [n+1 n4+2..., n+4p] (n—v+1, n+l,..., ndp+1],

a mint az kideriil, ha a

Cn=r+1  Cut1 Cusg oo lpiptt 0 0 ... 0

Cr- ¢ e sie s € 0 o ... 0
p+1 sor =1 " n+1 H+p

Cr—rvt1=p Cnvtl—p Cn+2—pee-Cptt 0 0o ... 0

Cn—y=p Cu—p Cii4l=pe-eCn Cutt—p Cpta—p...Cy

Cr—v Cy Ciutl  oos Cousp Cn1 Cp+2 ee s Cogp
p+lsor | Cpmy—1 Ch—-1 Cy ces Cngp—1 Cy G+l oo e Opt p—1

Ci—v41—p Cu+1—p Cut2—pe-.Cpal Cut—p Cps3—pe s Cyat

P+2 oszlop p oszlop

LA, AP is Ay, AP, helyetl all,
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determindnst a LapLace-szabdly szerint el6szor az elsé p-+-1
sor, azutan az utolsé p oszlop determinansai szerint fejtjiik ki.
Tehat
(n, n+1,..., n+pl [n41, n-i—i),, i n—i—p—}—] g
1, e, ..., n4+pl 1, ntl,..., ntp+1] Uit . A
:“Ha m+1—v, nt1,.... n4+p+1] — AW+
L pRey in, n+1,..., n+p+1] o

qu e. d.
1
Ezek utan megbecstilom a kiillénbséget o [P () értéke kozl a

C
271 elyen és AP koat:

1 . (()n—i ) »M_ { (1)+V) (Cn -1 )‘
) = -
p!/ s A ) Doy Cn

v, el bRl + Z(Z)-H) (_Cn_—] )’.
m, n+1,..., ntpl e\,

c)l

ve=n+1

Legyen r és G-nek ugyanaz a jelentése, mint el6bb; és

legyen = < 3 akkor a pozitiv e-hoz megadhalo L ugy,
hogy
L _[)—}‘V ) (cn—l )'I
Z( P e[\ D) ==

ve=L+1

L fixirozdasa utdn megadhaté K\ ugy, hogy ‘.2_ = < r, tehal
L
L<n, ha k=K. Akkor

‘ p' fw ( n— 1) _AWP <Z+Z | @yt r (p—i—v) {(%‘)‘_ b_;;:_v }+

r=1 v=L+1
ﬁ' z.a (P-i‘v) Cn—y _ [M—v, nt1,..., ntp] ‘ +
..__I PN ey n, n+1,..., n4+p]

+ 2( p;” ) | Gy (g'é;l)v: oyt o, tayt+o,to

r=n+1
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Tegyen N még azon koveteléseknek is elegel, hogy k> A-ra
nézve egyrészt

Cp—1 Cp—v
n  Cu—y <e,
Cn Copmrt1
ha
v < L,

masrészt minden v<n<L és p<P indexre nézve

I(p—{—v) Cumy _ [R—v, nt1,. .., n4p

JL Cn (n, n+1,..., n4p] <
< E(P-I—v )9”'_"< 5(])+” ) (0»1—1 ):
o p Cy p Ch

ha (—.",_l < (i, a mi a (p) sorozatra vonatkozo . fellctt,l sze-

rint mmdlg lehetséges. Akkor, mint lattuk,
0 v . . y—1
0<(lu -1)_111—)<EV(£1> ,

Cn Cn Cy

I
\Y (1'+” ) (‘1€'_‘_‘. )'_1 -
_2)+1) l gy 1)+1 iy -

S} (‘”_—')
74 + nH! Cn
1.

W} :
oz S 1) 2 e o)

=1

tehal

<e(p+1)——

Vegill a (¢) sorozalra vonatkozo 4. feltétel szerinl A-1 alkal-
masan megvilasztva & > K-ra nézve a

(]7+v) Cp—y ) [7?/' v, 77/+1,..., 7i+p] ’ B
| p Cn n, ?l+1, S n_*_p] ==

< (P ) <y (P4 ) ()

n Cn

egyenlotlenség is teljesiil, tehat




U;S(1+A) ia’ll+l' (p_'_u)(_cn__j)v
o p Ca
y=L+1
retoi o< @A) e (P (o=t
P Cy
yv=L+1
1, R
N Z,(/,,+,.I<p:” )("cnl)
yen+41
< (Q + A)Z Ups I(p-i—v) (02..1 )vé (Q-*—fl) e
r=L+1 p n
e szerint
pig"f(pr (_C';'—l’ ) - Af.”)’ < "
< Pi' {Iv'(lH-I] (_C,(,:)—l ) -+ ]4'(11)((5'(1‘-—1 )} F @A) e r

Ha lehat I, jelenli az FF(x) f6ls6é hatardt, I pedig az
[ ét a (0, G) inlervallumban, akkor a levezetett (f,) és (f))
egyenlétlenségekbol kovetkezik, hogy

ez

<e(F+1), (/)

1 (c,,._,)_ tm E(F : 9 e
ot 1) AT < gy Tt ) + @4 e ()
ha f'é—_-l a (r, G) intervallum pontja és k=K, a hol N a fonti

1
kikotéseknek megfelel.

6. §. A kimondott tételek bizonyitasa.

I tétel. Feltétel szerint f(x) konvergenciasugara nagyobb a
(p) sorozat tagjainak kozos konvergenciasugaranal, R-nél
R tehat sziikségképen véges szam és mivel f(x) konvergencia-
sugarandal kisebb, az f(x) =0 egyenletnek csak véges szimu,
R-nél kisebb pozitiv gyoke lehet. Legyenek ezek nagysig sze-
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rint rendezve &,. &...., & ¢s multiplicitisuk legyen rendre
My Mgyevr. My, @ N0l M F1gt-- 4, =0 az egyenlet R-nél
kisebb pozitiv gyokeinek szama. A levezetett egyenlGtlenségek
felhasznalasdval a kimondoit tételt wigy bizonyitom be, hogy
mindegyik gyokot egy 46 szélességli kornyezettel véve koriil
kimutatom, hogy k-t elég nagyra vilasztva az () sorozainak
valamelyik gyck kérnyezetéhez tartozé részsorozata pontosan
annyi jelvaltast tartalmaz, mint a gyok multiplicitisa, tobb
jelviltas pedig a sorozatban nem lép fol. Ezen kdrnyezetek
kijelolése elstt diszpondlok = ¢s G 0l6Ll. Tegyen ¢ a Kkivel-
kezd egyenldtlenségnek eleget:

| a, |
la,| o+ a,| @+

A véltozénak minden g-ndl kisebb pozitiv értékére nézve

v

[(@) =]a, _{ C‘llm+i(ﬂa!"'a+'"}>Ia’oi {”1[9'*‘ ((291+"'}>O’

tehat az [(2)=0 egyenletnek nines g-nal kisebb pozitiv gyoke.

Legyen r=p, ha o kisebb [(2)=0 legkisebb poziliv gyokénél

£,-nél, és legyen 7<<g, ha ¢=¢; volna. Legyen tovibba (i—=1
Akkor ¢-1 ugy hatarozom meg, hogy

) o<r<§,—0;
b) &+20<Eiv1—20, i=1.9,.... p=1;
c) &p+20<n. u

Ezek utin a (0, R) intervallumot a kovetkezd, részint egy-
masba atnyulo részintervallumokra osztom fel:

©, 7), (r, &,—0) (6,—20, £,+20), (5,40, £, 0)s -+,
(& 20, £+20) (£it0, Ei1— 0. .., (£,—20, £,+29), (£)+0, 1)
A oyoékoket kériilvevd intervallumokat elséfajuaknak, a tob-
bit mdsodfajinak nevezem.
Jelentse f, az |f(x)| als6 hatarit az Gsszes masodfaji rész-

intervallumban, [; pedig az ] [ (1) alsd haldrdl a (8, 20,
il

£4920) intervallumban; legyen [ a legkisebh az [, [1-.«s [o
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szamok kozott. Legyen masrészrél I” a legnagyobbh az F,,
Fi ..., Fyy1 szamok kozt, a hol Fj jelenti az ' (x) 161s6
hatarat a (0, &) intervallumban.

Vilaszszuk N-t gy, hogy k=/N-ra nézve

a) ¢ hatvanysora legalabb (M+-1)-szeresen pozitiv legyen;

B) a (0, ) intervallum minden & kiterjedési részéhez az
(A) sorozatnak legalabb egy és minden 44 kiterjedési részé-
hez legalabb M--! tagja tartozzék;

7) legyen a pozitiv e Ggy valasztva, hogy 2e (I'+1)<f legyen
¢s teljesiiljenek az igy megvilasztott e-ra nézve uz el6bbi feje-
zetben levezetett (§) és (/;) egyenlotlenségek, ha k=N, p<M

Cn—1

¢s . (z, R) intervallum pontja.
n

Ezek utin a bizonyitas 3 lépésben térténik; kimutatom,
hogy ha & nem kisebb az igy megvalasztolt N-ndl, akkor

1. a masodfaju intervallumokhoz tartozo részsorozatok nem
tartalmaznak jelvaltozast;

2. egy elsdfaju részintervallumhoz tartozé részsorozat ugyan-
olyan elGjeldt taggal végzédik, mint a mindvel a kdvetkezd
masodfaja kezd6dik, ez ismét olyan elgjelid taggal végzodik,
a mindvel a kovetkezd elséfaju kezdbdik és igy tovabb; az
(A) sorozatban fellépé Osszes jelvaltdsok tehat azok, a melyek
az els6faju részintervallumokhoz tartozd részsorozatokban 1ép-
nek fol;

3. az (4) sorozat egy oly részsorozata, a mely egy elséfaju
részintervallumhoz tartozik, pontosan annyi jelvdltast tartalmaz,
mint az intervallumban 1év6 gyok multiplicitasa, tehat

v (F) = m+mg+--+mp=M.

1. A médsodfaji intervallumok kozil a (0, 7)-hoz tartozo rész-
sorozatban (a mely a N-ra vonatkozo J3) feltétel szerint okvet-

Cn—1

leniil tartalmaz tagokat) nincs jelvaltds; ha ugyanis 0 < —— <,

akkor

n
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Cp—- c
2 [y | et <
n

Cy

Cp—1

3
Cn

¢
la,—A4, = -+ (_—"a,,
n

=

Cp—1 Cn—1

f Cn—1 )2 ( )”
1y = ven (1 — | <
<l Cu + ] z ( Cp + T | " I Cn

<lay|r+ ag| P+t [an |t <0,

tehat A, eléjele megegyezik f(0) = a, eléjelével. Ha pedig A,
a tébbi mdsodfaju intervallum valamelyikéhez tartozik, akkor a
7) feltétel szerint teljesiilé (f§) egyenlétlenséghol:

(=) — | <e it n) <2er <=2

| n i "
kovetkezik, hogy az (A) sorozatnak ezen mdsodfaju interval-
lumhoz tartozé tagjai eléjelre megegyeznek [ (x)-nek ezen inter-
vallumhoz tartozo értékeivel. Masodfaji intervallumhoz tartozo
részsorozat tehat nem tartalmazhat jelvaltast.

2. Barmelyik két szomszédos elsé- és masodfaji interval-
lumnak van egy ¢ szélességli kozOs része, a melyhez a fp) fel-
tétel szerint (A)-nak legalabb egy tagja tartozik. A (¢, §,—9)-
hoz tartozo részsorozat utolsd tagja tehat egyszersmind tagja
a (&§,—20, £,+20)-hoz tartozé részsorozatnak is, ennek ulolso
tagja mar a (§,+0, §,—0)-hoz is tartozik és igy tovibb ; mivel
tehat 2 szomszédos kiilonfajta részsorozatnak mindig van leg-
alibb egy kozds tagja, két ily részsorozal kozott jelvaltis nem
léphet f61.

3. Az eddigiek szerint az (4) sorozat két szomszédos tagja
kozott ecsak akkor léphet fol jelvaltds, ha azok ugyanazon elsé-
faji részintervallumhoz tartoznak. Legyen a (£—24, §;-+24)-hoz
tartozo részsorozat:

*'1!!: -f"lr1+1: ey An+|
¢s forditsuk figyelmiinket az

Al __I ! .
Iy LAty e ey dlgga—1,

L " "
:1“, 4‘1)!+1:- ) A‘-‘u+t—2;

Afm,-) g lmg) Arm,-]
ot Ayt Wb y—my
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sorozalokra, a melyek kozil az utolsé is okvetlendl tartalmaz
tagokat, mert a ) feltétel szerint a 44 kiterjedésd (& 24,
£;+20) intervallumhoz az (4) sorozatbol legalabb M + t tag
tartozik (M=m;). A felirt sorozatok minden tagja a (&—20,
&,-+920) intervallum pontjaihoz tartozik és az utolsonak min-
den tagja egyenld elgjelt; ugyanis a y) feltétel szerint tel-
jestl az (f})) egyenlétlenség p=ni<M-re nézve:

1 (Cn—l> (m;) e
(m)f —== — Al o 7 19,
‘ n ! / Con n < m! ( mi‘*‘ rmi+1) <
1 g Cn—1
<2 (FH)<[sfis — ™ |-2—),
T M. Cn

tehat az utolso sor tagjai el6jelre nézve megegyeznek [ (a) elo-
jelével a (§;—24, §;+0) intervallumban, vagyis mind egyenld
eldjeliek.

De akkor Fekere egy lemmdjabol kovetkezik, hogy az
Ay Apstyeon, Ay, sorozat legfeljebb m; jelvdltast tarlalmaz-
hat. Ugyanis a felirt sorozatok mindegyike az el6bbibél Ggy
keletkezik, mint az «, —a,, ay — a,, a3 — ata,... sorozat az
@y @, @ @y ... sorozatbol, ha bizonyos faktorokat, a melyek
a) szerint pozitivok, elhanyagolunk (a mi a jelvdllasokat nem
befolyisolja). Fenndll pedig a kévetkezé lemma:?

Ha az

Ay — gy Og— 0y Ay— gy ee. (d)
redlis szamsorozathan a jelvaltisok szdama 1w, akkor az
Qg Gy Ogy Tyyone (a)

sorozatban nem lehet nagyobb, mint w-1.

Ha ugyanis a (d) sorozatban nines jelvaltds, akkor az («) so-
rozat monoton névekvé vagy monoton fogyo, tehat legfeljebb
1 jelvaltast tartalmazhat. A lemma tehat helyes lévén w =20
esetében, teljes indukeziot alkalmazok. Ha a (d) sorozat w+1

1 Fekere: Rendiconti 1. c.
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jelvaltast tartalmaz és az els6 az an—w,,—1 tag utan lép f6l,
akkor az
A4+l Omy  Cm+2 Gl e oo
sorozalban csak w jelvaltas lévén, az
Amy Um+1y, Om42y 0.

sorozatban a jelviltisok szama legfeljebb w-+1, mert a lem-
mil w jelviltis esctében helyesnek tételezem fel. Az

Ly Uy oo oy == &p—1
sorozatban azonban nines jelvallas, tehat az
Qg gy eey O

sorozat legfeljebh 1 jelviltist mutat fel, ¢és az (@) sorozat leg-
feljebb (w+2)-t, qu. e, d.

Ezen lemmanak ismételt alkalmazdsdval nyerjik, hogy a fel-
irt sorozatok koziil az mediket megel6z6 sorozalban legfel-
jebb 1, az azt megelézében legfeljebb 2, ¢s igy tovabb, vé-
giil az

«-1”, A,,.H,..., Au+r

sorozatban legfeljebb m; jelvaltds lehet.

Lacuerrenek a bevezetésben V. alatt idézett tétele azonban
azt mondja, hogy az (4) sorozatban {fellépd jelvaltisok szama
nem lebet kisebb, mint az R-nél kisebb pozitiv gyokok szama DL
Az osszes jelvaltdsok pedig, a mint lattuk, az elséfaja inter-
vallumokhoz tartozé részsorozatokban lépnek f6l; ha tehat az
egyikben, pl. a (& 20, &i+20)-hoz tartozoban a jelvaltisok
szama m;-nél kevesebb volna, akkor egy mdsikban kellene meg-
haladnia a megfeleld részintervallumban 1évé gyék multiplici-
tasat, a mi lehetetlen. Tehdt mindegyik elséfaja inlervallum-
hoz lartozd részsorozal pontosan annyi jelvaltast tartalmaz,
mint az illeté intervallumban levé gyok multiplicitasa.

II. tétel. Bebizonyitottam az eddigiekben, hogy ha az f(x)
redlis egyiitthatoja hatvianysor konvergenciasugara nagyobb
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R-nél, [(0)=3=0 és f(R)==0, akkor megadhato a K pozitiv egész
szam 0gy, hogy k=K-ra nézve a ¢ (x)f(x) hatvinysoraban a
jelvaltasok szima v (k) az f(x)=0 egyenlet I*-nél kisebb po-
zitiv gyokeinek szdmaval, M-mel egyenld. A bizonyitdshol még
{6bb is kiderilt. Ha ugyanis ax k..., vk jelentik rendre a
@i (%) f () hatvinysordban azon tagok kitevéit, a melyek utan
jelviltas lép fol, akkor ezeknek szdama k= K-ra nézve M és
a poziliv 4-t tetszdleges kicsinyre vilasztva a

€k, a,—1 Cr, f,~1 Cle, v —1

] 3oy
Cre, o E Ck, [i/8 Cie, + r

hinyadosok kozill az elsé my a (§,—24, &,+20), a kovetkezs
my, a (§,—20, §,+20), és igy tovibb, az utolsé m, a (§, 20,
£€,+20) intervallumba esik, ha /=K (6)= . Nyilvanvalo, hogy
I (6) értéke a 6 recziprok értékével egyiitt monoton né. Vi-
lasszunk tehdt egy 6, ds, &, ... monoton 0-hoz konvergdlé po-
7itiv szAmsorozatot és hatdrozzuk meg a hozzatartozo K (d,),
K., K (6,),... monoton novekvé sorozatot. Ha k= KN (0),
akkor a felirt hanyadosok sorozatidban az elsé m, a £ gyok-
t6l, a kovetkezé m, a &, gyoktél és igy tovdbb, az utolso m,
a &, gyoktél 20,-ndl kevesebbel kilonhdzik. Kimondhatjuk
tehdt hogy a
Cr, @), —1 i Cr, fi=1 . Ciev—1

lim *—, lim ——,..., lim
k== Clk e, k=w Ck.g, k== Cky

hatarértékek léteznek és rendre megadjik az [(x)=0 egyenlet
0 és R kozé esdé gyodkeit, mindegyiket annyiszor, a hinyszoros
gyoke az egyenletnek.

T1I. tétel. Foltevés szerint f(x) hatvanysoranak konvergencia-
sugara 7 < R (r véges vagy végtelen) és f(x) az @ = helyen
divergens oly modon, hogy egyiitthatésorozataban csak véges
szamu jelvaltas 1ép fol. Legyenek az egyiitthatok ax-tél kezdve
mind egyenld eldjeliiek; feltehetem, hogy pozitivok, mert ellen-
kezd eselben f(2) =0 helyell a —f(2) =0 egyenletet vizsgdl-
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nam, a mely két egyenlet gyokei megegyeznek. Lacurrrenek a
bevezetéshen V. alatt idézett tételébdl kovetkezik, hogy akkor
az f(v) =0 egyenlet »-nél kisebb poziliv gy6keinek szdma nem
haladhatja meg N-et, tehdt véges. Nem megszoritds, ha fel-
teszem, hogy /(0) = a, + 0; hogy pedig 2 =17 nem gyéke az
egyenletnek, az a feltevésekbdl kovetkezik. Legyenek ismét az
egyenlet pozitiv gyokei nagysig szerint rendezve £, §,,..., £,
¢s multiplicitasuk legyen rendre m,, M, ..., M, a hol

my +m, +--+my=M<N.,

Misrészt az is kovetkezik a foltevésekDbél, hogy [ () és Osszes
derivilija minden pozitiv hatdron tal nd, ha « az 7-hez koze-
ledik; ugyanis f(2) egy (IV — 1)-edfoki polinémnak és egy
hatvinysornak 6sszege, a mely utobhinak minden egyiitthatoja
pozitiv és az @ =17 helyen divergens. Meghatirozhato teh:l
g<r Ggy, hogy f(x) és elsé N derivaltjn egy kozds pozitiv
P korlat folott maradjanak, ha 2 > ¢, mig a kovetkezé deri-
villak a valtozé minden pozitiv értékénél pozitivok.

A bizonyitisnal kilon kell valasztani azt a két eselet, ha
r véges és ha r végtelen. Legyen ¢ és ¢ jelentése ugyanaz,
mint az L tétel bizonyitdsdndl volt, G-t azonban a kével-
kez6 modon dllapitom meg. Ha 7 véges szam, akkor legyen

G = q—j;"—, ha # végtelen nagy, akkor legyen (i>1 és legyen

eleget a kovetkez’ egyenldtlenségnek :
o] + o+ Jan—1] < G ay.”

I\

Legyen ¢ ugy meghatdarozva, hogy

a) 0<r<&,—6;
b) Ei+23<5i+1—28, i=1,2,.,., p—-1;
¢) Ep+20<G;

d) o<G—g= L;_{/_’ ha 7 véges szam.

A (0, ») intervallum felosztdsa ugyanaz, mint az I, tétel bizo-
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nyitasanal a (0, R)-é volt, csak az utolso részintervallumot $za-
kitom két részre:

(O! T)) (T’ El'_a)s' ey (61)_23: Ep_}_ga)y (511_'_6) Gt)) ((""a 7‘)

Jelentse megint f, az |f (x)| also hatdrat az 6sszes mdsod-

faji részintervallumban, f; pedig az e | fmi! ()| als6 hatdral a
i

(£;—26, &+ 20) intervallumban ; legyen f a legkisebb az fg, fy--- [

és N szdmok kdzott.

Legyen masrészrol I a legnagyobb az I, [, ..., Fiyy szd-
mok koézt, a hol F; jelenti az I/ (x) {61s6 hatdrit a (0, @) inter-
vallumban.

Valasszuk K-t gy, hogy k=K-ra nézve

a) ¢ hatvdnysora legaldbb (N+1)-szeresen pozitiv legyen;

B) a (0, G) intervallum minden ¢ kiterjedésti részéhez leg-
alabb 1, minden 40 kiterjedésii részéhez legalabb M + | tag
tartozzék az (A) sorozatbol;

r) legyen a pozitiv e ugy vilasztva, hogy 2e I+ <[

legyen és teljesiiljenek az igy megvdlasztott e-ra nézve az
elobbi [fejezethen levezetett (f) és (f3) egyenlStlenségek, ha

Ot 4 (r, G) intervallum pontja.

k=K, p<N és
n
Ezek utin bebizonyitom, hogy a (G, r) intervallumhoz lar-
toz6 részsorozat nem tartalmaz jelvéltdst.
Legyen elészér  véges szam és a (G, r) inlervallumhoz tar-
tozd részsorozat legyen

An-%i, An+£y re e

Forditsuk figyeliniinket az

! !
2141y An-t-% ea

" "
A-u-(—h N4y oo

(N) (N}
n+1y An+2, vee

sorozatokra. Ha 4,.; az (4) sorozat elsé tagja, a mely mdr a
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(G, r) intervallumhoz tartozik, akkor C—c‘f— = G ¢és a f) fellélel
Crn-1 n+1

szerint ¢ < —— < (v, mivel 0<G—

A felirt sorozatok elsé tagja elé képzeljiikk rendre az
Am A;ra '-wr: ey i'llrlaw

szimokat irva, a melyek mind pozitivok. Ugyanis a ;) feltétel
szerint teljesil

, 1 g H—
(C" 1). 15:’]<@e F+1) << \{. _7/‘("(—00 1),

ha v=<N és g < -2— ki < Gv; ezen egyenldtlenséghdl pedig kévet-

kezik, hogy 4% eIOJelre megegyezik /™ Z; -nel, a mely po-

Cr—1 .

zitiv, mivel g < —=—. A felirt sorozatok kézill az utolsonak

Cn
azonban minden tagja pozitiv, mert ezek [(2) hatvanysoranak

csak a pozitiv egytitthatoibdl és pozitiv faktorokbol 6sszeadis
és szorzds dltal keletkeznek. Minthogy toviabba ¢, hatvanysora
a) szerint legalabb (IN+-1)-szeresen pozitiv, az

AT AP = gW) (v=1.9,.... N)

identlitasban a ¢ faktor pozitiv. Ezen formula alkalmazdsaval
kideriil, hogy az ulols6 sorozat valamennyi tagjinak és az
AN, AN-D szamoknak pozitivitasabol kévetkezik az utolso-
el6tti sorozat valamennyi tagjanak pozitivitdsa; ebh6l és a
AN=D AN=-2 pozitivitasabol az azt megel6z6 sorozal vala-
mennyi tagjanak pozitivitisa és igy tovabb, végiil az

An+1: Au+!r e

lagok pozitivitasa, qu. e. d.
Ha » végtelen nagy, akkor a (G, r) inlervallumhoz tarlozo

An +1 An+2; o

tagok pozitivitdsa az
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Cy—N Cy
4, = :;, {ao - —{-al

Cy—N+1
L Ho e b‘—-i—a\

+aN+1°;‘”l+ RPN }

¥ ('r—N

formulabol direkte kovetkezik. A kapcsos zardjelben az an-ct
koveté Osszes tag ugyanis pozitiv, mig

Cy—
+ y + + an-1 . N+1 + ay = > Uy —
Cv- Cy—N
3 N+1
- {Iaol — 4 |y | —— br=n7 } >dN—
Cy—-N Cy—N

— %{laol o +;a.v-1|} >0,

tehat 4,>0, ha —c("'-l > G, vagyis ha v=n+1, n+2,

Ennek a pontna'Lk elintézése utan a III. tétel he is van
bizonyitva. Tényleg nem kell egyebet tenni, mint szorol-szora
ismételni, a mit az . és IL tétel bizonyitasandl a (0, () inter-
vallum maésodfaja és els6faju részintervallumairol és azutin az
egyenlet gyokeinek megkozelitésérél mondottam, minthogy el-
térést a bizonyitdsban az (4) sorozatnak csak a (G, 7) inter-
vallumhoz tartozd részsorozata okoz.

7. § Az ismeretes speczialis esetck.

A kimutatott tételek speezidlis generatrixsorozatokra isinere-
tesek voltak. Lacuermre és Fekerc mutatta ki éket, ha

(‘473 (ﬂ}) = eln-’ R=+4wo0 3
Fekere és PoLya, ha

ok (@) = (1—a)~h, R=1;
szerz6, ha
or (@) =(1+4x), R=-+oco
Hogy ezen tételek a most bebizonyitott tételek ala tartoz-
nak, beldibato abhol, hogy a felirt fiiggvények sorai a 3. §-ban
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felallitott 5 feltételt kielégitik. Errdl egyszert szamitdssal meg-
gyozédhetiink.
Elészér e¥* hatvanysorat veszem:
o ]n
gk — 2 an = S‘ Cpm
n=0 n! n= 0
Az elsé feltétel leljesiil, mert minden egyiitthato zérustol
killonbdz6, pozitiv szdm. A harmadik feltétel teljesiilése is
konnyen belathato. A
Onmt

Cn k

hinyados az (a, a+e¢) intervallumba esik, ha

I és n=I[kute)l,

%
o [

a hol [+] jelenti a legnagyobb egész szdmol, a tely «-nél nem
nagyobb. A tébbi feltotel teljesilésérél meggydzdhetiink, ha
kiszdmitjuk a kovetkezd delermindnst:

I.-H kn+l /|‘”+ iz
n! w4+ 11 —)i_—{—_T
]“u—l kn /i el
[, n+1,...,n4p = |n—1! nr n+p—1!
fgi=b Jen+t=p _lc_“_
n—pl n+t—p! n!
1 1 ... 1
(n) (n-{—l)m(n—i—p)
fen=rfpit-p | fen 1 1 1

= L12Y... pt fpl+3+sp
ntn+11t.. n+p' p

112, pl @D
Talat1l. o ntpt?

tehal ¢ halvanysora végtelenszeresen poziliv (2. feltétel).
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Tovabbha
m—y, n4+1,..., n4+p]
[, n+1,..., n4pl -
Jon—v Jon+1 Jn+p IRE Jon+p
n—y! n4+11 n-t+p! nt n—+p!
& . . vee . =
Jer—v—p fn+1=p e fer—p fen
n—v—p! n+l—p! nl n-pl = ml
1 1 e 1 1 1 .. 1
(n—v) (n—f—l)__.(n—{—p) n) (7@—{—1)”_(11—{—1))
. n! 1 1 1 |\ 1 1 _
(n—v) (n+1)m(n~1 p) n) (11,41)“'(11-{-1))
p b p D p b
i 1 . 1
(n—u) (n—i—l)._ (n-f—p)
_ u=r 1 1 1 _ Cor—v D, .
Cn . e e Cn
(n—v) (n+1) (n—f—p)
p b p
De
_{ PtV
Do (237)

A felirt identitds nyilvan helyes minden p-re, ha v=20 és
¢és minden v-re, ha p=1, a mi egyszerit szdamitissal rogton
adodik ; kénnyl tovabba kimutatni a

Dv, p+1 — Dl-—i, ptl — Dl. n

formulat, a melynek ismételt alkalmazasival nyerjik a felirt
identitdst minden v és p-re. Ebb6l a formuldbél kapjuk, hogy

( 2)+V ) Cyp—1 _ N—y, ’)71-‘}“1, ey 7Z+2)] =0
P Cn [’n, n—f—l, S 1l+1)] =

tehdt e hatvanysordra & minden értéke mellett a 4. és 5. fel-
tételek is hoven teljesiilnek.

o
a
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Masodszor az (1+a)* polindmol veszem.

[k o
(It =YX al = ¥,
n=0\ 1 n=0
Az elso feltelel leljesiil: az clso A+ 1 cgylitthalo pozitiv, a
tobbi zérus. A
Cp—1 . n

cn  h—m+1
hanyados az (@, a+¢) intervallumba esik (=0, a+e< @), ha

1-+-G T a
lr—HgT, n--[m(l.—{—l)]+ 1,

tehal a harmadik feltétel is Leljesil. Tovibba

[, n-1,..

(7

&

oy Fpl =| (nl—cl)

(4]

]( to+1

) ( nii )

ne
n+p

¥

z£1)> (-.n-i—ic p)

(n) ]

k )
n+p—1/ =

Y Y

ntpl k—n+t+p! k—n+p—11... k—n! 4,

_(nk—n+2)...(k

a hol

(k—n+1) (k—n+2)...(k
n-+p)

ntp)...(k—n—p+1)... (k—n)
veo (AP —n—p+2)...(h—n)

nmn-1)...(n—p-+1) coe(p) Hp—1)... (n+1)

4 elsé sordhoz hozzdadva a mdsodikat, ahhoz a harmadikat és
igy tovabb, végiil az utolséeléttihez az utalsot, azutan a sorok-
bol a kézés faktorokat kiemelve a determindns elemei fokoza-
tosan megfoszthaték a /-t tartalmazé faktoroktsél és nyer;jiik,

hogy
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[n, n4-1,..., n4pl =
EWHL (4 1)P (k+2)p—1. .. (k+p)

BENE SR contpt k—ntplhk- n—}—p—l Lo k—n! b,
a hol
1 NN 1
n “ e n+p
D= " (n—l) ce (n+p) (n—f—p—l ;

nm—1)...(n—p+1). (n—{—p) (n—}—p ... (n+1)
végill konnyll szamitdssal kapjuk, hogy
D=plp-—-1t...2!1!,
tehat (1+x)¢ a 2. feltételt & minden értékénél teljesiti.
Tovabba t7igy a szamldloban, mint a nevezében lépésrdl

Iépésre ugyanazon redukeczidkat végezve, mint az imént a nevezé
kiszamitdsanal, nyerjik, hogy

n—y, n4+1,..., n+p]
m, nt1,.... n-+pl

i
_ (n—u) (k—n+1) f—n+2)...(k—n+p) i
- (k ) Te—ntv+1) k—ntv+2)...k—ntvtp) """

%
a hol
I, — :
WP Tp—11...8111 ¢
1 1 1
n—v n+1 i 'n-{—p
X

m~—v)... —y—p+1)y(n+1)... (n-—p—l—%) (n—}—p) (n+1)

Azt allitom, hogy H,, , = (V 1_2)). Ezen formula megint rég-

ton igazolhaté minden p-re, ha v=0 és minden v-re, ha p=1.

Tovabba kénnyt szdmitassal meggyézodhetiink a
g
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I, per — s =1,

reldaczio helyességérdl, a melynek ismételt alkalmazdsdval a fel-
irt identitds minden v ¢és minden p-re igazolasl nyer. Akkor
azonhan :
[n—y, n-+1,..., n+p]
[, n+1,..., n4p] -
p4v\ ey  h—n+1 —n—+p
:( y ) cn k—n-+v+1 T Th—ntv +p’

a mibél a 4. és 5. fellétel teljesiilése leolvashalo.
Véoil (1 a)~%* hatvanysordra

(1—a)~k = Z(]r- ’1n+7l) i Z(‘”JM
n=0 n=0

az elsg feltétel teljesiil, mert minden egyiitthaloja zérustol
kiilonbézo pozitiv szam. A harmadik feltétel is leljesil, merl a

Cn—-1 __ n
Cn k+n—1

hinyados az (@, a-+te) intervallumba esik (¢=0, «+e<1), ha

Ic_>1—}—i
&

es

« ,
n_—[l-—a (h—l):l 1.

Hasonld szdmitdssal, mint el6bb, nyerjik tovdbbd, hogy

n, n+1,..., nt+pl =
bt n—p! htn—p+11... h4n!
ket nln+1t.. . n4+p!

v (i — =1, (i—p+ 1) D,

a hol ismét
D-pltp—1t...211!

tehiat a masodik fellétel hiztosan leljesiil, ha k= . Végiil
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m—y, nt+1,..., n+pl
m. nt+1,..., ntpl
(p --v) Chet k+m  F4+n—l1 F+n—p+1

P ¢n ht+n—vik+n—y—-1 k+n—v=p-+41 :
ha :
Cp— n
c,,1 T htn—1 =G<,
akkor
0s
o pG k—1 < G 2 PG
—p+1=1—G k—p+1=" 1—-G = 1 -G’
ha
k>P=p.

E szerint

k+n ]f+72 _p+1 k+n—r:f)—p+1 A-:;zlix 1:.3.—% =
l+n—y  k+n—v—p+1 <f =8 <ere=4
n—y, n+1,..., n+p] <A(p+u) Cpr—v
[n, n+1,..., n+pj = Il Ca

4

ha
> P,

tehat a 4. feltétel is teljesil. Ha pedig n < L, akkor megvé-
laszthato K gy, hogy k=K-ra nézve
k+n k+n—p+1 1k i

- k—p+1 =P+l .
1 = k+n—v IH-?Z—V—])—i—l =¢e =e < 1+e,

tehat az 5. feltétel is ki van elégitve.

8. § A feltételek sziikségességérol.

A TII. §-ban a (p) sorozatra kimondott feltételek elegenddk
a IV. §-ban kimondott tételek fenndllisahoz. Hogy saiiksé-
gesek-e, nem sikeriilt eldontenem; erre vonatkozolag esak
nehiny megjegyzésre szoritkozhatom. Ha a (¢) sorozal a
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problémédnak a (0, I?) intervallumhoz tarlozé generatrixsorozata,
akkor egy bizonyos & indextdl kezdve ¢.(2) minden egyiitt-
hatéja egyenlé el6jeld. Legyen ugyanis O<<a<<I! és alkalmaz-
zuk az 1. tételt az ¢+ =0 és a— . =0 egyenletekre. Akkor
megadhaté K ugy, hogy minden > K indexre nézve az
(¢+a) ¢ (v) hatvanysordban egy jelvaltas sincs, az (a—x) ¢, ()
hatvdnysordban pedig pontosan egy jelvaltas lép f6l. Ezen so-
rok egyiitthatoi

QACy, AC, T Coyevey ACu—1tCygy UI'yFCpatyens
és
UChy UC; —Cpyervy OCH—1——Ch—2, UC;;— Cji—1s s+

Ha ¢, pl. pozitiv, akkor az elsé sorozat tagjai mind nem
negativok, a masodik sorozat elsé n tagja nem negativ, az
(n+1)-edik negativ, a koévetkez6k nem pozitivok; minthogy

ne, — ¢p—1 > 0,
ha
v=n—1,
szitkségképen
Cy—1 R

G
= a

¢y—1 pozitivitasdbol tehat kévetkezik ¢, pozitivitisa, migv<n—1;
minthogy pedig ¢,>0, kell, hogy ¢, ¢s..., ¢y—1 is zérustol
kilonhozd pozitiv szamok legyenek. Ugyaniigy kévetkezik az

acy, — -1 <0,
ha
v=n

egyenldtlenséghdl a

ha tehat ¢,—q1 negativ volna és v>n, akkor minden kévetkezd
egyltthatd is csak negativ lehetne; de az

ac, + ¢y-1 =0
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egyenlotlenségnek minden v indexre kell teljesiilnie, tehat egyik
cgyiitthato sem lehet negaliv.
Ha tlehat ¢,—; = 0, akkor a

Cy—
OS(),-S r—1
e = a

egyonlétlenségek maguk utin vonjak minden kovetkezé egyiitt-
hato eltinését. Tehat a 1II. §. elsé fellétele és a 2. feltélel
P — 0-ra nézve szikséges is.

Sziikséges tovdbba a 3. fellélel is. Tegyidk fel ugyanis, hogy
végtelen sok & indexre nézve a

Ck, 0 Cl,n—1

= P — Seendle
Ck, 1 Ck, n

-3 £ .
= 0% ) intervallumba

4

sorozat egy tagja sem esnék az ((b ==

9

&

(a——e—:>__0, a -+ ‘:') §G<H); legyen a (p) sorozalnak ezen

indexhez tartozd részsorozata

Pay PBycees Parseeey

a mely tehat szintén a (0, ?) intervallumhoz tarlozo genelrix-
sorozat. Alkalmazzuk a II. tételt az @ —a =0 egyenletre. Je-
lentse n; az (¢ — a}) ¢a (v) egyiitthatd sorozataban azon tag
indexét, a mely utin az egyetlen jelvaltas fellép; akkor a

Ci, ny
Ci, ny-+-1
hanyados limesének, ha A a részsorozat indexein né minden
hatdron til, meg kellene egyeznie a-val, a mi nem lehetségges,
5 & € . .
ha ez a hdnyados az (a— -, @ + 6)-) intervallumba nem jut-

hat bele. Tehat a (¢) sorozatra vonatkozo 3. feltétel is sziik-
séges.
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A szerzé kiadasa.



