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mftst61 külöuhözö alakban es ezen alakokuak egymasközötli 
ö szefüggcsct nymjük, mäs reszt pedig az egyenes Lat pont
j[tra nezve az involuti6 föltetelet het, alakilag egymast61 külön
bözö egyenletben es ez ut6bbialmak egymas közötti ö:;szefüg
geset nyerjük1 a mint ez ut6bbi egyenleteket Hesse mäs alka
lomb61 (Borchardt mathem. J ournaljanak 63-dik köteteben 
179-J 85. 11.) mas i'iton vezette le. Tovabba meg a determi
nans-egyenleteknek egy masik czyklu at vezetjük le, mely geo
metriailag a kupszeleteknek analytikai elmeleteben ertekeJt
tetik. Vegre több Hessetöl nyert eredmenyt vezetünk le. 

1. A következö soroknak : 

(/1 (/2 C/3 

bi b2 /Ja 
C1 Cg C3 

a1
1 a' 2 a' a 

h'1 b'2 /J'a 
c'1 c'2 c'a 

::l\ ::l"2 :r'3 

hf1rmely harom sor[ib61 kepezett deterrnin{wst: mint p6lMrC1l: 

1
,a1 a2 aal 
b1 b2 ba); 

JC1 C2 C3 

fT1 02 CT3 

r1
1
1 a1

2 a1
3 sth. 

X1 :>"3 

dcterminansokat röviden (abc), (aa':r )-sel stb. jelöljük. 

2. Vizsgalataink kiindul6pontjat a következö dctermin(ms: 

1a2a1 
3- CT3rt' 2 

]) = l l12b' 3-b37/ 2 

c2c' 3-cac' 2 

r1aa11-a1rr'a 

b3b'1-b1b'a 

C3C11-C1C
1
3 

a 1a' 2-a2a'i 1 

b1b'2-b2.b'1 1 .. (1) 
c1c'2-c2c' i 

kcpezi. Ha ugyanis ezen determinanst a következövel sok

Rzorozzuk: 

1 a 1 a 2 a 3 ' 

( 
1 ) 1 I 1 I rra X = 1 rt 1 rt 2 0 3 (T) 
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a sokszornz~s eretlrnenye a követkczö lesz: 

'i o o (aa'x ) 1 

D (ad 1x) • 
0

(aW) (a'bb') (bb'x) 1 

1 
( acc') ( a' cc') ( cc',1') 

:_ ( . 1 ' ) 1 (abb') (a'bb') \ 
- aa ':!' ( ) acc') (a 1cc1 

vagy n.z cgyenlö tenyezök elhagya a utan: 

D = 1 (aW) (a'bb') 1 

• j (acc') (a'cc') 

<) 

·> 

(2) 

Ha tovabM az (1) aln.tti egyenletet mcg cgymfü.n1l(rn n. 
kü~ctkc7.Ö determinan okkal sokszorozznk: 

b1 b2 b3 

(Uh') = b'1 b' 2 b' a 

X1 X2 T3 

C1 C2 C3 

( cc' x) = c' 1 c' 2 c' 3 

X i T2 :7'3 

n.kkor n. . okszorozasok eredmenyei a következlik ksznck: 

(baa') (b'aa') (aa'x)I 
n (hVir) = 0 0 (bb'x) 

(bcc') (b'cc') (rc'x)J 

_ , , \ (bcc') (b' cc') 1 
- (M x) \ (baa') (b'aa') 

(wa') (c'aa') (aa'x) 
D,(cc';r) , (cbb') (c'bb') (bb'x) 

o o (cc'x) 

_ .1 , 1 (caa') (c'aa') 1 
~ (cc .i;) 1 (cbl/) (c'M') 

1* 

(U) 

(ITT) 
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ragy az egyen 16 tenyezök clhagyasa utfüi 

JJ = 1 (bcc') Wcc') 1 
(baa') (b'aa') 

D = 1 (wa') (c'aa') 1 

( cib') ( c'bb') ' 

(3) 

. (4) 

3. A (2), (3) es ( 4) alatti egyenletek a kövctkezö azono, 
kcttös egyenletre vezetnek : 

(abb') (a'cc')-(acc') (a'Ub') = 

= (bcc') (b' aa')-(baa') W cc') = 

= (caa') (c'bl/)-(cbl/) (c'aa') , , (5) 

Ha pedig ezen egyenletben a, b, c-t valtozatlanul Jrngy
juk, holott o', V c'-t cyclicusan fölcsereljük, akkor mega kö
vetkC'zÖ egyenleteink vannak: 

(abc') (b' ca')-(b'bc') ( acci') = 
= (bca') (c'ab')--(bab') (c'ca') = 

= (cal/) (a'bc')-(cbc') (a'al/) . 

(aba') (i;'cb')-(c'ba') (acb') = 
=(beb') (a'ac')-(a/cb') (bac') = 

= (ccic') (b 1ba1)-(b1ac 1
) (cba') . 

. (6) 

• (7) 

Ha t01·abba meg az (5) alatti egyenletben egymasutan 
7/-t r-vcl, c'-t a-val es a'-t b-vel felcsereljük, akkor mega kö
vetkezö egyenleteket nyerjük : 

(abc) (a'b'c')-(ab'c') (a'bc) = 
= (bb'c') (caa')-(bcw') (cb'c') = 
= (1/aa') (c'bc)-(1/bc) (c'aa') . 

(c'bb') (a'ca)-(c'ca) (a'bb') = 

= (bca) (b'c'ci')-(bc'a') (b'w) = 

= (cc'a') (abb')-(~bb') (ac'a') , 

(aa'b') (bcc')-(acc') (ba'b') = 
= (a'cc') (b'ab)-'.(a'ab) (l/cc') = 

= (cab) (c'a'bJ-(ca'b') (c'ab) . 

. (8) 

• (9) 

. (10) 
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Ha rcgrc az ( o )-(10) alatli cgyculolokuen <-L kövclkczü 
jelülcsekol vczetjük be: 

(abc)(a'b'c') = A 
(aba')(cb'c') = B 
(aW)(ca'c') = C 
(abc')(ca'b') = D 
( aca')( bb' c') = liJ 
(acb')(ba'c') = F 
(acc')(ba'b') = a 
(aa'b')(bcc') = II 
(aa'c')(bcl/) = I 
(ol/ c')(bca') = J 

akkor ezek a következö rgyenletekbe mennek at: 

G-C= H-B= I-E) 
D+E= J+C- F-H 
B-F=-I-D=-G-J 

A-J -E+B=II-I } 
-E-G=A-F=-C-I . 

H-G=-C+B=A-D 

(11) 

(12) 

melyek a Cayley-töl aclott tizenöt egyenletet magukban foglal
jak, csak meg megjegyzendö, hogy a (12) alatti renclszer azon 
egyenletei, melyek A-t nem foglaljak magukban, a (11) alatti 
rendszer harom elsö egyenletenek ism 'tlesei. 

1· lY}:eg~nt az (1) alatti egyenletböl kiindulva, azt egy
mttStltan a következö determinansokkal : 

(ribc)= a1 a2 a3 

b1 b2 b3 

(ab'c) = a1 ct2 a3 

71 1
1 u2' b3 ' 

1'1 1'2 C3 

(IV) 

(V) 

(VI) 
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(rtbc') = · a1 rr2 a3 

b1 b2 ba 
c1

1 c2' c3' 

. (a'b'c') = ai' a2' a3
1 

b1' b2
1 b3

1 

c1' c2' c3' 

(ab'c') = a1 a2 as 
b'1 b'2 ba' 
c'1 c'2 ca' 

(a'b'c) = ai' a2 ' a3 ' 

bt I b2/ ba' 

C1 C2 C3 

(VII) 

. (VIII) 

. (IX) 

. (X) 

(XI) 

sokszorozzuk ; a sokszorozas eredmenyei a következök lesznek : • 

D (abc) = o (baa') (caa') 
(abb') o (cbb') 
(acc') (bcc') o 

= (abl/) (bcc') ( caa') + (acc~) (baa') ( cbb') 

D (a'bc) = o (baci') (caa') 
(a'bb') o (cbb') 
( a' cc') (bcc') o 

= (ci'U/) (bcc') (caa')+(a'cc') (baa') (cbb') 

D (ab'c) = 

1

1 o (b'aa') (caa') ' 
( abb') o ( cbb') 

1 
(acc') (l/cc') o 

. (rrvv') (v'cc') (carc')+ (acc') (1/ria') (cuu'). 

. (13) 

. (14) 

(15) 
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lJ (rtbc') = o (baa') (c'na') 
(abb') o ( c'bb') 1 

( acc') (bcc') o 
1 

= (nbb') (bcc') (c'cw')+(acc') (baa') (c'bl/). 

D (a'b'c') = \ o (b'aa') (c'aa') 1 

\ 

( a'bb') o ( c' bb') \ 
(a'cc') (b'cc') o 

1 

= (ct'bb') (1./cc') (c'aa')+(a'cc') (b'aa') (c'bb') 

D (ab' c') = 1 o (b' aa') ( c' aa') 
j ( abb') o ( c'bb') 
r ( acc') (b' cc') 0 

= (ribi') (1/cc') (c'aa')+(rtcc') (b'aa') (c'bb') 

lJ (rt'oc') = 1 o (baa') (c'aa') 
( a'bb') o ( c'bl/) 

\ (rr'cc') (licc') o 

= (a'bb') (bcc') (c'aa')+(a'cc') (l;aa') (c'bb') 

D (a'b'c) = o (1./ctct') (caa') 1 

(rt'bb') o ( cbb') 
(n' cc') (1/ cc') o 

1 

= (a'W) (b'cc') (caa')+(ri'cc') (7/aa') (cbb') 

7 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

5. Ha az (1) alatti egyenletben av a 2, a3 ; b1, b2, ba; 
sat. az a, b sat. pontoknak homogen viszonykoordinatait feje
zik ki, akkor a D dcterminfins eltünese mertanilag az abc es 
ct'b'c' haromszögek perspectiv helyzetet fejezi ki; de a (2)
(4), valamint a (13)- (20) alatti egycnletekben D-t tizenegy, 
egymäst61 formailag különbözö alakban allitottuk elö, a miert 
az abc es a'b' c' haromszögök pcrspectiv helyzetet kifejezö 
egyenletet szinten tizenegy, egymast61 formailag kiilönbözö 
egyenletben allithatj nk elö; az cmlitett t'gyeoletek a következök: 
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(11W) (a'cc') - (acc') (a'W)=u } 
(bcc') (b'aa')-(baa') (b'cc')=o 
(caci') (c'bb')-(cbb') (c'aa')=o 

(21) 

(abll) (bcc') (caa')+.(acc') (baa') (cW)=o \ 
(a'bi') (ucc') (caa')+(a'cc') (baa') (cW) = o 1 
(aW) (b'cc') (caa')+(acc') (l/aa')(cbU')=o 
(abl/) (bcc') (c'aa')+(acc') (baa') (c'bb')=o , , 
(ci'bb')(b'cc')(c'aa') +(a'cc')(b'aa') (c'W)=o ' · · (~2) 
(abb') (b'cc') (c'aa') +(acc') (b'ari') (c'bb')=o \ 
(a'bb') (bcc') (c'aa')+(a'cc') (baa') (c'bb')=o J 

(a'bb')(b'cc') (caa')+(a'cc') (b'aci') (cbb')=o ,' 

Az ezen egyenletek között fenna116 összefüggest a (2)-( 4) 
es (13)-(20) alatti egyenletek fejezik ki. 

6. Nem kerülte ki :figyelmünket, hogy a mar többször 
idezett (2)-( 4) es (13)-(20) alatti egyenletek azon össze
függeseket is magukban foglaljak, mely az egyenes hat pontja. 
közötti involuti6 feltetelenek het K.ülönbözö alakja között 
fennall. 

Ha ugyanis az (1) alatti egyenletben az a1 , a2 , a3 , meny
nyisegeket a0, a 1, a2, altal, a a'1, a1

2 , a'3 mennyisegeket a'0
, 

a' 1, a'2 :Utal stb. p6toljuk, a hol a o, l, 2 alatt exponenseket 
azaz kitevöket ertünk, akkor az (1) alatti egyenlet a követke
zöbe megy at: 

lJ = aa'2-a'ci2 a2-a'2 a'- a 
bb'2- b'u2 i 2-b'2 b' - b 
cc'2- c'c2 c2-c'2 c'- c 

= (a - ci') (b- b') (c-c') -aa' a+a' - 1 
-bb' i+b' - 1 
-cc' c +c' - 1 

= (a-a') (b- b') (c- c') i' 1 - (a+a') aa' 
. 1 -(b+b') w 

j l - (c+c') cc' 
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c lta ezcu cgyenletbcn az ( (t-ci') sat. különb egcL aa'. sat. az 

1 -(a+a') aa' 
1 -(b+b') bl/ 
1 -(c+c') cc' 

deLermin[w t pedig .6.-val jelöljük, akkor a fculebbi cgyculctct 
meg igy irhatjuk: 

D = aa'. bb'. cc' .6. . (23) 

7. Az (abc), (aci'b) sat. symbolumok alatt a fentebb kö
riilirt helyettesitesekneI fogva most a következö determinftn
sokat ertjük : 

1 Ct a2 

1 b b2 = (a-b) (b-c) (c-a) 
1 c c2 = ab. bc. ca. 

1 a a2 

1 a' a'2 =(a-a') (a'-b) (b-a) 
1 b b2 = aa'. a'b. ba. 

A (2), (3) es ( 4) ahtti cgyenletek, melyek a következök: 

D = (aW) (a'cc') - (acc') (a'bb') 
D = (hcc') (b'aci')-(baci') (b'cc') 
D = (caa') (c'bb')-(cbb') (c'ari') 

a bennök elöfordul6 (abb') sat. determinansoknak a'1. bb'. b' a. 
sat. kifejtese altal a következö egyenletekre vezetnek: 

D - bb' I 1 b b' I I 1 1 // 'b' ! - . cc . a . a . a c. a c .- ac. ac . a u. a .1 

D = cc'. aci'. \bc. bc'. b'a. b'a'.-bci. ba'. 7/c. b'c'.( 

D = aa'. bb'. )ca. ca'. c'b. c'b'.-cb. cl/. c'a. c'a'.j 

(24) 

(25) 

(26) 

A (13)-(16) alatti egyenleteknel fogva {tll, hogy meg tovabbrt: 

lJ = ( ! ) )(rtM') (l1cc') (coa')+(acc') (11aa') (cM')! 
r:wc 
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1 
D = (a'bc) )(a'bl/) (bcc') (caci')+ (a'cc') (baci') (cbb'): 

1 
D = (ab'c) l(abb') (b'cc') (caa')+(acc') (b'aa') (cbl/)! 

1 
D = ( abc') ! ( abl/) (bcc') ( c' aa') + (ncc') (baa') ( c'bl/) 1 

Ha pedig ezen egyenletekben az ( abc) sat. determinau
sokat kifejtjük, 'akkor talaljuk, hogy: 

D = - aa'. b7/. cc'. (al/. bc'. ca'.+a'b. b'c. c'a.) (27) 

D = - aa'. bl/. cc'. (ab. -V'c. c'a'.+a'b'. bc'. ca.) (28) 

D = - aa'. bb'. cc'. (ab. b'c'. ca'.+ct'b'. -Vc. c'a.) (29) 

D = - aa'. M'. cc'. (ab'. bc. c'ct'.+rt'b.:b'c'. ca.) (30) 

Meg kell emlitenüuk, hogy ha a (17)-(20) alatti egyen
letekkel hasonl6an jarunk el, hogy akkor megint ezen egyen
letekre jövünk. A (23)-(30) alatti egyenletek osszebasonli
tasab61, ha aa'.bb'.cc'. teuyezövel osztunk, talaljuk bogy 

A 1 ! l b' I I I lb . /1 I I l 
"--l> = --,- a,. r1 • a c. a c .-a . au. ac. ac .1 

aa. 

= -0~,.- jbc. bc'. b'a. b'a'.-b'c. b'c'. ba. ba'.! 

1 ! I I 1 I 1 I I b b' ! = --,- 1ca. ca.ca.ca .-ca.ca. c . c . 
cc. 

)ab'. -Oe'. ca'.+a'b. v'c. c'a .1 

1 b b' I I + 171 b / 1 
1 a . c. c a . a u . c . ca. 5 

!ab. 1/c'. ca'.+a'b'. bc. ca'.! 

jab', bc. c'a'.+ci'b. b'c'. cu.! 

Ha ezeu egyeuletekbeu a, a'; b, v'; c, c' alatt egy egye
nes l1at pontjfoak tavolsagat egy abban fölvett alland6 pont-
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t61 ertjük, akkor L.... -nak eltüne e kifejezi, hogy a kerdeses hat 
pont involutiöban van s igy a (31) alatti egyenleteknel fogva 
hat pont involuti6 föltetelet a következö egyenletek fejezik ki: 1) 

<ib. a'l/. a'c. a'c'-a'b. a'b'. ac. ac'=o ) 
bc. bc'. b'a. b'ci'- b'c. b'c'. ba. ba'=o 
ca. ca'. c'b. c1b1-c1a. c1a1

• cb. cl/=o 

ab1.bc1.cn'+a1b.b'c.c1a=o l ' .... (32) 
ab.l/ c.c' a' + a'l/ .bc' .ca=o 
ab.l/c1.ca1 +ct'b.bc.cci1

=0 

al/.b .c1a1 +a'b.l/c'.ca=o 

8. A (13)-(20) alatti egyenletekböl a detennin:ins 
egyenleteknek egy itj cyclusat vezetjük le, ha nevezetesen a 
(13), (14), (15) es (16) alatti egyenleteket, egymäsutan a (17), 
(1 ) (19) es (20) alatti egyenletekkel ö s zeha onlitjuk, mi al
tal a következö egyenleteket nyerjük: 

(ci~c) )(aU/) (l1cc1
) (raa')+(acc') {baa') (cbb'): = 

= ( ,
1
, ') )(ct'Ul/) (1/cr') (r 1aci')+(a1cc1

) (1/aci') (c'bl/)( ... (33) 
a f, c 

1 
(a'bc) )(a'W) (her') (cart')+(a'cc') (baa') (cU/)(= 

1 = (ab'c') )(abb') (b'cc') (c'aa')+(acc') (l/aa') (c'bb')I ... (34) 

(a~~) \(aW) (7/cc') {cwt')+(acc') {l/aci') (caa')(= 

= (a'~c') \(a'bb') (bcc') (c'aa)+(n!cc') (baa') (c'aa')\ ... (35) 

(a~c') \(cibb') (Z.cc') (c'aa')+(acc') (baa') (c'bb')l = 

= (a'~'c) \(a'W) (7/cc') (caa')+(a'cc') (b'aa') (cbb')\ . . . (36) 

1) Läscl Hesse mär elöbb idezett »Zur Involution « czimü erteke
zesen kivül meg »Analytische Geometrie des Raumes« tzimü rnuukäja
nak harmaclik kiadag;ihan lv7-109. lapolwu a (27), (28), (3ll) es (84) 
alatti egyenletcket. 
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rnelyek rnC:'g igy i~ irltatok: 

(aba') (aee') (beb') (a'b'e')-(abe) (aci'e') (ua'b') (cu'e') = 
= (abU') (aea') (bee') (a'b'e')-(abe) (aa'b') (bb'e') (cci'e'). (37) 

(aW) (aa'e') (bea') (eb'e')-(ciba') (ab'e') (beb') (ca'e') = 
= (ncc') (aci'b') (bca') (bb'c')-(aca') (ab'e') (bee') (ba'b'). (38) 

(aee') (aa'b') (beb') (ba'e')-(aeb') (aa'e') (bce') (ba'b') ·= 
= (abb') (aea') (ba'e') (eb'e')-(aba') (aeb') (bb'e') (ca'e'). (39) 

(abe') (aea') (ba'b') (cb'e')-(aba') (ace') (bb'e') (ca'l/) = 
= (abc') (aa'b') (beb') (ra'e')-(abb') (aa'e') (bee') (ea'b'). (40) 

9). Ha a (37)-(40) alatti egyeuletekbeu a, b, e, a', 
b', e'-t 11 2, 3, 4, 5, 6-tal p6toljuk, akkor (123) sat. alatt a kö
vetkezö determiuanst ertjük; 

:l]1 Y1 Z1 1 
X2 Y2 Z2 

Xa Ya za J 

a föutebbi egyenletek pedig a következökbe mennek at: 

(124) (136) (235) (456)- (123) (146) (245) (356)= 
= (125) (134) (236) (456)- (123) (145) (256) (346) .... (41) 

(125) (146) (234) (.'3:36)- (12+) (156) (235) (346)= 
= (136) (145) (234) (256)-(134) (156) (236) (24-5) .... ( 42) 

(136) (145) (235) (246)-(135) (146) (236) (245)= 
= (125) (134) (246) (356)- (124) (135) (256) (346) .... (43) 

(126) (134) (245) (356)- (124) (136) (256) (345)= 
= (126) (145) (235) (346)- (125) (146) (236) (345) .... (44) 

Ha toväbba a (43) alatti egyeuletekben 3, 5, 4, 6-nak 
cyclikus felcsereleseit kepezzük, akkor a kövotkezö harom 
egyenletet nyerjük: 

- (135) (146) (236) (245)+(136) (145) \235) (246)= 
= - (124) (J 66) (236) (34-5)+(126) (145) (234) (356) ... (45) 

• 



(1.36) (145) (235) (i46)- (135) (146) (236) (245)-= 
-= (126) (134) (235) (-±56)- (123) (146) (256) (345) .. . (4.ö) 

-(135) (146) (236) (245)+(136) (145) (235) (246)= 
= -(123) (156) (245) (346)+(125) (136) (234) (456) .. . (47) 

Ha azutan a (43) e a (45)-(47) alatti egyenletekbcn 
3-at 6-tal, 4-et pedig 5-tel felc ereljük, akkor meg a következö 
negy egyenletet nyerjük: 

(136)(145)(235)(246)-(135)(146)(236)(245)= 
= -(124) (156) (235) (346)+(125) (146) (234) (356) . . . (48) 

-(135) (146) (236) (245)+(136) (145) (235) (246)= 
= (J 25) (134) (236) (456)- (123) (145) (25n) (346) ... . (49) 

(136) (145) (235) (246)-(135) (146) (236) (245)= 
= -(123) (156) (2-±6) (345)+(12<?) (135) (234) (456) ... (il(l) 

- (135) (146) (236) (245)+ (136) (145) (235) (246)= 
= (126) (134) (245) (356):--(124) (136) (256) (345) . . . (5 1) 

H a vegre az (50) alatti egyenletben egymasutan 4-et 
5-tel, 4-et 6-tal es 2-t 6-tal felcsereljük, akkor meg a kövct
kczö hfirom egyenletre jövünk: 

(136)(145)(234)(256) - (134)(156)(236)(245)== 
= (126) (134) (235) (456)-:--(123) (146) (256) (345) .... . . (52) 

- (134) (156) (236) (245) + (136) (145) (234) (256) = 
- == (124) (135) (236) (456)-(123) (145) (246) (356) .... . . (53) 

- (123) (145) (246) (356)+(124) (135) (236) (456)= 
= (126) (135) (245) (346)- (125) (136) (246) (345) . . .. . . (54) 

A (41)-(54) alatti egyenleteket a következökepen al
lithatjuk össze: 

(136)(145)(235)(246)-(135)(146)(236)(245)= 
= (126) (135) (234) (456)- (123) (156) (246).(345)= 

• 



14 

-= (125) (134) (246) (356)-(124) (135) (256) (346)= 
= (125) (136) (234) ( 456)-(123) (156) (245) (346)= 
= (126) (134) (245) (356)- (124) (136) (256) (345)= 
= (126) (145) (234) (356)-(124) (156) (236) (345)= 
= (125) (134) (236) (456)-(123) (145) (256) (346)= 
= (125) (146) (234) (356)-(124) (156) (235) (346)= 
= (126) (134) (235) (456)-(123) (146) (256) (345)= 
= (126) (145) (235) (346)-(125) (146) (236) (345)= 
= (124) (136) (235) (456)-(123) (146) (245) (346)= 
= (136) (145) (234) (256)-(134) (156) (236) (245)= 
= (135) (146) (234) (256)-(134) (156) (235) (246)= 
= (126) (135) (245) (346)-(125) (136) (246) (345)= 
= (124) (135) (236) (456)-(123) (145) (246) (356)= .... (55) 

10. Ha az x;, y;, z; mennyisegeket, mint az i pont homo
gen koordinatait fogjuk fel, akkor: 

(136) (145) (235) (246)-(135) (146) (236) (245)=o,1
) •• , (56) 

egyenlet fejezi ki, hogy az 1, .... 6 pontok ugyanazon ki'tp
szelet kerületen feküsznek, es igy az (55) alatti egyenletekböl 
következik, hogy a (46) alatti egyenlet meg tizennegy egyen
letet von maga utan (az i. h. a (14) alatti egyenletaz (1)-(13) 
es (15) alattiakat vonja maga utan). 

Az (55) alatti egyenletek mutatjak, hogy az i. h. a 
(1 )-(15) alatti egyenleteknek egyikeböl, mikent következik 
n többi tizennegy. 

11. Ha tovabba az (1)-(4) es (13)-(16) alatti egyen
letekben az av a2) aa ; bv b2 , b3 ; sat. mennyisegek alatt hat 
ngyanazon kupszeleten fekvö pontnak a koordinatäit ertjük~ 

akkor, mivel a küpszelet tetszöleges pontjanak xv x2) x3 koor
clinatäi, mint egy vaJtoz6 X parameter masodfokfl függvenyei 
kifejezhetök, az emlitett hat pont parameter-ertekeit a, b, c, 
a') b') c'~vel jelölven az a1, a 2, a3 ) sat. mennyisegeket a követ
kezökepen fejezhetjük ki: 

') Lasd a szerzll következö czimü ertekezeset : »Ä kupszeleten 
fekvü hat pont felteteli egyenletenek különbözö alakj~irol « 8. !. (14-) 
alatti egy enletet„ [f.irt. a math . t.ud. körebül IV. köt.] 



rt1 =A 1 +Bi a+ C1n 2 

a2=A 2 +B2a+C2a2 

aa=Aa+B3a+ C3a2 

li1=A1+B1b+C1i2 

b2=A2+ B2lJ+ C2b2 

l1 3=Aa+Bab+C3',2 

C1 =A1 + B1c+C'1c2 

c2=A2+ B 2c+C2c2 

ra=Aa+Bac+C'3c2 

a'1 =A1 + B 1a' + C1a'2 

a' 2=A2+ B 2a' + C2r/2 

a'a=Aa + B 3a' +C3a'2 

ll'i=A1 +B1ll'+ C1l/2 

b'2=A2+B2b' +c2i 12 

7/ a =Aa+ B 3b' + C'37/2 

c'i= A1 + B1c' +C1c'2 

c'2 =A2+ B 2c' + C2c' 2 

r'a=Aa+ B 3r' + C3c'2 

1 s 

Ha ezen ertekeit az a1} a2, a 3 ; sat. mennyisegcknck nz 
(l) a1atti egyenletbe helyettesitjük, akkor ha az 

• 
A1 B1 C1 
A 2 B 2 C2 = (ABC') . 
Aa Ba Ca 

(57) 

cleterminansban az A;, B ;, C; elemek együttbat6it a;, fl;, y;,-1al 

jclöljii.k, tfl.laljuk, hogy: 

= a1aa'(a'-a) +ß1(a 2-a'2)+ y1(a'-a) 
= (rr-a') l-a1aa' +ß1(a+a')-r1 l 

hnsonl6kepen talaljuk, hogy: 

a3a'i-a1a' 3=(a-a') )-a2aa' + ß2(a+ a')-r2 l 
a1a' 2-a2a' 1=(a-a') \-a3aa' + ßa(a+ a')-ral 

valamint tovabbä, hogy: 

b2b'a-ba'f/2=(b-b') l-a1bb'+fl1(b+b1)-r1 l 
l1all' 1-b1 b' a = (b-b') j-a2W + ß 2(b + i')~y 2 l 
b1l/2-b2l/1 =(b-b') 1-aabb' +ßa(b+b')-ral 
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c2c ;;-c;;r.:'2=(c-c') !-u1cc' +P1(c +c')-r1 \ 
C;;C

1

1-c1c'a=(c-c') )-a2 cc' +ß2(c+c')-?2 \ 

c1c'2-c2c'1 =(c-c') )-a3cc' +ß3(c+ c')-y3( 

AD determinans erteke tehat a nevezett helycttcsltesek 
mellett a következö lesz : 

a1 ß1 Yi 1 -a.a' a+ci' -1 
D = aa'.bb'.cc' a2 ß2 Y21-b.b' b+b' -1 , 

U3 ßa Ya
1
-c.c' c+c' -1 

h:i. rnegint rw'. alatt a-a'-t sat. ertünk. l'lfiutan tovabh{i 

akkor, ·ha meg a 6. szamban bevezetett jelölest ha31Enttljuk, n. 
frntebbi egyenlet a következöbe megy at: 

D =aa'.bb'.cc'. (ABC) 2.6. . (58) 

Szinten könnyen talaljuk, hogy az ezen szam elejen meg
emlitett helyettesitesek mellett a (2)-( 4) alatti egyenletek a 
következökbe mennek at: 

D = bb'. cc'. (ABC) 2 )ab. cib'.a'c. a'c'.-ac. ac'. a'b. a'b'.I .. (59) 
D = cc'. aa'. (ABC)2 jbc. bc'. b'a. b'a'.-ba. ba'. b'c. b'c'.l .. (60) 
D = aa'. bb'. (ABC) 2 )ca. ca'. c'b c'b'.-cb. cb'. c'a. c'a'.I .. (61) 

a (13)-(16) egyenletek pedig a következökbe: 

D = -aa'. bb'. cc'. (ABC')2 )ab'. bc'. ca'.+a'b. b'c. c'a.I ... (62) 
D = - aa'. bb'. cc'. (ABC)2 \ab. b'c. c'a'.+a'b'. bc'. ca .1 .. . (63) 
D = - aa'. bb'. cc'. (ABC) 2 )cib. b'c'. ca'.+a'b'. bc. c'a.1 ... (64) 
D = -aci'. W. cc'. (ABC) 2 jab'. bc. c'a'.+a'b. b'c'. ca.I ... (65) 

Az (5t3)-(65) alatti egyenlete~ összebasonlitasa ismet 
a (32) alatti egyenletekre vezet. 

A mostani felfogasban a (32) alatti egyenletek azt fejezik 
Jd, hogy egy €s ugyanazon kupszelet hat pontja, mint a, b, c, 
a', 1J', r' ket abc es a'b' c' perspectiv haromszögnek a cslrcsni. 
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Ha a (32) alatti egyenleteknek ezen interpretrlti6j[tt a 
7. zamban adott interprctati6val összehasonlitjuk, akkor, ha 
a kupszeletet es az egyene t egymassal projectiv vonatkozasha 
bozzuk, a következö Res etöl 1) eredö tetelre vezettetünk : 
»Ha a kup zelet a, u, c, ri', b', c' pontjai az aic es a'l;'c' per
spectiv Mromszögök c uc ai akkor ezen hat pontnak meg
felelö hat pontja az egyenesen Mrom involuti6ban :1116 pout
p(trt kepez, es megforditva. « 

12. He e »Ein „ bertraO'ungsprincip « czimü ertckeze ' t•
l>en, mely a Bocharclt-fele Journal 66-ik köteteben (15-21. 11.) 
jelent meg, a ik ~ pontjait e az egyene "'- 2 pontpärait olyke
pen vonatkoztatja egyma. ra. hogy a ik adott pontjänak uz egye
nesbeu egypoutpar e me0 forclitva az egyenes aclott pontparauak 
a sikban egy pont felel meg. Az emlitett vonatkozast a sik 
pontjai es az egyene pontpärai között a következö egyen let 
fejezi ki: 

mely egyenletben az A, 1-J, C crrylitthat6k a sik ·" · !/· :; pont
j[mak 1onalo függvenyei . 

Hat pontnak (r1. !Jr, ~:1 • ••••• x6, yu, zG) , mely ugyan
azon kup zelet keriileten fek zik, az egyencsben hat poutp!tr 
fclel meg, melyek egy bizonyo meg zoritäsnak vnnnak alCt
vetve. Az ilyen hat pontpart Hesse mäsoclrenclü imoluti6han 
:\ll6 hat pontpä.rnak nevezi (az i. h. 19. 1.). Ezen ertekeze t a. 
mfisodrendii involuti6ban levö hat pontpar feltetelenek felk<:>
re esevel fejezzük be. 

Az x1, y1, z1 ; •••• x 6, y6, zG pontoknak megfelelöleg az 
A, B, c mennyi egek ertekeit Ar, Bi, C1: .... AG, BG, CG-tal 
jelölji'tk, e szerint tehat a kupszelet hat pontjanak az cgyC'nC'~
l1C'n a következö hat pontpar felel meg : 

A1l,2+B1}.+ Ci=O 
.A 21.2 + B2I. + C2 =o 
AaJ.2+BaJ,+Ca=o 
A4P + ß4t.+C4= 0 
..1ö1.2+Bo1.+c5=0 
A0l.2+ B6J.+ C6 =o 

(66) 

') Schlömilch Zeitschrift für Math. u. Physik 11. Jhrg. 408. 11. 
)f, '1'. AK . J'.:Irr. A MATrL. TUD. KÖR. 1882. IX. K. l 0. sz. 2 
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frllcre, lioi:r\' ezcn ei:rveuletek !!j'Ökei rendre 11 11' · & b' · ,. c' · 
vJ o..;J ._. ' ) : J ) ) 

d, d'; e, e'; f, f'; akkor ezen mennyisegek hatarozzak meg az 
cgyenes hat pontparat. A (66) alatti egyenletek együtthat6i 
es azok gyökei között a kövctkezö egyenletek allanak: 

B1 =-.A1 (a+a'), 
B2=-„J 2(b+Z/), 
B 3 = -A3( c+c'), 

B4=-A4(d+d'), 
Bö=-A5(e+e'), 
BG=-AGU+f'), 

G'1 =A1.r1.n' 

C'~=A 2.b.1/ 

G'a= A3.c.c' ( ) 
Cl 1 dd' . . . . . 67 

4=.t:4 .• . 

C'5=A 5.e.e' 
C~=AH:fj' 

Ha m{ir most ki aka1juk fejezni, hogy az 1, .. . 6 pontok 
ugyanazon kupszeleten fekszenek, akkor a következo egyen
letünk van: 

(123) (146) (256) (345)-(456) (235) (l.34) (126)=0 1) •• • (68) 

rnely egyenletben (123) sat. alatt a következö LlLtermin~mst: 

Ai B1 Ci 1 
.J2 B2 C'2 stb.: 

i Aa B3 Ca 1 

erthetjük, miutan az A;, B;, C; mennyisegeket az i pont koor
dinatainak tekinthetjük. 

Ha tovabba a (68) alatti egyenlet (123) sat. tenyezöiben 
a B es C mcnnyisegek ertekeit a (67) alatti cgyenletekböl 
helyettesitjük, akkor a közösen elöfordul6 A tenyezök elha
gyasa utan a következö egyenletet nyerjük : 

') Lasd a szerzö következö czimü ertekezeset »A. klipszelelen fekvö 
hat pont stb.• Alrnd. ert. a math. tud. köreböl. IV. köt. 



x1::11.\x y l>ET.EIDfL:dx..:-J::(; YJ, :\l.ETtüir.. 19 

l -(rt+a') a.a' 1 -(a+a') a.ri' I 
l -(b+b') i.i' '1 -(rl+d') d.d'I · 
1 -(r+c') c.c' 11 - (f+J') .f :f' 

1 

1 - (b+Vi b.-U' l l -(c+c') c.c'/ 
1 -(e+e') P. P

1 1 -(d+d') rl.rl' -
1 -(f+f') ff' , 1 -(e+ e') I P.e 

1 

1 -(d+d') 11.d' 1 - <i+b') i.b' 
-1 -(e+e') e.e' 1 -(c+c') c.c' 

1 -(f+f') ff' 1 - (e+e') e.e' 

1 -(a+a') a.a' l -(ci+a') a.a' 

· 1 ~ -(c+r') c.c' 1 -(b+l.J') i.b'' =o ... (69) 
-(rZ+rZ') d.d' / ]_ -U+f') ff'1 

mely egyenlet kifejezi, hogy az a, ri'; ..... f, f' pontparak 
mäsodrendü involuti6bau vanuak; ezeu egyenletnek vegre 
mega (31) alatti egyenletek következteben a következö alakot 
adhatjuk: 

)al/.bc'.ca'.+a'b.l.J'c.c'a.( )ad'.dj'.fa'.+a'd.d'f.f'a.( . 
. )be'.ef'.fb'.+l/e.e'J:f'b.: )cd'.de'.cc'.+c'd.d'e.e'c.j -

- )de'.ef'fd'.+d'e.e'f.j'd( )bc'.ce'.eb'.+b'c.c'e.e'b.! . 
. )ac'.cd'.da'.+ a'c.c'ct.d'a.! lab'.bf'fa'.+ci'b.b'ff'a. ( ... (70) 

mely egyenlet vilagosan mutatja, hogy ha az a, ci'; b, b' ; c, c' 
pontparak elsörendü involuti6ban vannak, hogy akkor a hatra
levö d, d'; e, e'; f, f' pontparak szinten elsörendü involuti6t 
kepeznek. 

2* 
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