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Tudvalévéleg Ampere az elektrodynamikus hatdsoknak
kéttéle elemi torvényet dllitotta fel, a melyek equivalensek egy-
mdssal. Mindegyik egyenletes és dllando dramldsra vonatkozik
és akdr teljes zdrt dramon, akdr az ilyennek csak egy részén
nyilvdnuljon a ponderomoétoros hatds, egyardnt érvényesek,
mindegyik ugyanahhoz az integrdlis hatdshoz vezet. Ugyanis
az egyik elemi er6 componensei a mésik elemi eré componensei-
t61 fuggvény-elemekkel kulomboznek, a melyeknek a hato
daram vonaldn képzett integrdlisaik elttinnek.*

* Az egyiket, a mely Gaussndl is el6fordul, a legtobben talin még
ma is Grassmannak vagy éppen Reynardnak tulajdonitjik, noha Bertrand
ré mutatott méar (Legons sur la Théorie mathématique de 1'Electricité,
1890. 161. old.), hogy Ampere ezt is felallitotta. Valéban, az & hires
munkéjanak (Théories des Phénoménes électro-dynamiques ete. 1826) a
137, oldalan el6fordul. A maésik térvényébol vezeti le, abbél, a melyet
kozonségesen egyetleniil emlegetnek az 6 neve alatt. Emez tjabbnak
tartott elemi torvényhez jut el, «mint Grassmann-féléhez» Clausius is a
maga alap-hypothéziseib6l. (Szinte azt hihetem, hogy miéta Ampere
kisérletei és hozzdjuk fiiz6d6 kozetlen kovetkeztetései Altaldnosan isme-
retesekké lettek, azéta aligha olvastik folyamatosan Ampere munkajit.)

M. T. AK. ERT. A MATH. TUD. KOREBOL. 1893. xv. K. 3, 52, 1
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A két elemi er6 bérmelyikébél agy szdrmaztathaté egy
velik equivalens aj elemi erd, hogy a componenseihez oly
fuggvény-elemeket adunk, a melyeknek a hato dram vonaldn
képzett integrdlisaik eltlinnek. E végb6l az a hdrom fuggvény,
a melyeknek az elemeit beiktatjuk, a haté dram vonaldn foly-
tonos és egyértékli tartozik lenni s elemeiket a haté dram vo-
naldn val6 infinitesimdlis megvaltozdsaik szolgdltatjdk. Azon-
ban arra, hogy az 4j elemi er6 szintén valdsdgos elemi torvényt
jelentsen, a hdrom figgvény mds feltételeket is koteles kielégi-
teni, a mely feltételek abban a kovetelményben gyokeredznek,
hogy az 1j elemi er6 szintén — tugy nagysdg, mint irdny tekin-
tetében — fliggetlen legyen a coordindta-rendszer vdlasztdsatol
és fuggetlen azoknak az dramgorbéknek az alakjatol, a melyek-
hez a hato és hatds-visel6 dramelem tartozik.

Ebben az elvszerti értelemben meghatdroztam az Ampere-
félékkel wmquivalens Osszes elemi torvényeket s jelen kozle-
ményem a haszndltam deductionak meg az eredményeknek a
bemutatdsdval foglalkozik.

1. §. A haté dramelem hosszisdgét és irdnydt jelolje ds, a
hatds-visel6 dramelem hosszusdgat és irdnydt jelolje ds'. Az
egyik Ampére-féle elemi er6 componensei egy derékszogii x, 1, 2
coordindta-rendszerben legyenek

Xdsds',  Ydsds',  Zidsds'.

Minden mds, ezzel @quivalens elemi eré componensei ily
alakiak :
. df 5
(x+ o) asas,

AL R
) (} +W) dads’

: dh) 180
([ -f"W (lbds,

a hol f, g, h a hat6 dram vonaldn egyértékii és folytonos figg-
vényeket jelentenck és df, dg, dh ezeknek a fuggvényeknek a
ds vonalelem mentén valé megvéltozdsaik.

A ds és ds' vonalelem kozti egyenes vonal irdnydt a hato
ds elemt6l a hatds-visel§ ds’ elem felé szdmitsuk s ennek az
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<egyenesnek a hossztisdgit és irdnydt is r jelolje. Még két de-
rékszogli coordinata-rendszert fogok haszndlni, a melyek azon-
ban a ds és ds’ vonalelemek irdnydhoz meg az r tdvolsdgi vonal
irdnydhoz viszonyitviak. Mindkét coordindta-rendszer harmadik
tengelyének az irdnya az r tdvolsdgi vonal irdnydval egyezik ;
az egyiknek a mdsodik tengelye ¢ az |7, ds| sikban van s a ds
irdnynyal hegyes szoget alkot ; a médsiknak a mdsodik tengelye
q' az |r, ds'| sikban van s a ds’ irdnynyal hegyes szoget alkot ;
az els6 rendszer els6 tengelye p és a mdsodik rendszer elsé
tengelye p' Ggy valasztvik, hogy ez a két rendszer, p, ¢,  meg
p', q'y r az éltaldnos «, y, z rendszerrel congruens legyen,
minélfogva mindhérom coordindta-rendszer congruens egymés-
sal. Az origok helyének a megvdlasztdsa a tdrgyalds folyamdra
nézve teljesen kozOombos, és csupdn a képzelet rogzitésének
kedveért, a p, ¢, r rendszer origdjit a ds vonalelembe, a p’, ¢', r
rendszer origéjat pedig a ds’ vonalelembe teszem. A p, ¢, r
illetéleg p’, q’, r irdnyoknak az x, v, 2 rendszerbe tartozo irdny-
-cosinusait rendre

P1s 915 715 Pas G2, a5 Ps, 435 135
P1, q1, 715 Pa, qe, 725 s, g3, 73;
jeloljék.
Az (1) alatti er6 componensei a dsds’ szorzattal osztottan
a p, ¢, r rendszerben ezek:

(e ) en (1 20) (o )
o Jalret)eanlre ) enfee )

(X g+ (VG 2+ )
a p', q', r rendszerben pedig ezek :

(X + lf)+pg(Y+ dg—)+ (Z+ZZ)
® Aa(x+ )t g(re 20 4 gz 24,
ri(X+ df)+¢?,(Y+-——)+ (Z—|—§:)

S

1*
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Az (1) alatti er6 nagysdga és irdnya az el6zmények értel-
mében fuggetlen tartozik lenni az x, y, z coordinata-rendszer
valasztdsatol és a két dramgorbe alakjatol. K6zombos para-
meterektol eltekintve, a melyek t. i. az dramgorbéken nem vél-
toznak, csak a ds és ds’ vonalelem kélesonds helyzetétol fiugghet
tehédt az (1) alatti er6 gy nagysdg, mint irdny dolgdban. Erre
szikséges és elégséges, hogy az (1) alatti er6nek oly coordindta-
rendszerben kifejezett componensei, a mely a ds és ds’ vonal-
elemek koélesonos helyzetére van alapitva, érdemlegesen csak a
ds és ds' vonalelemek kolesonés helyzetétél fuggjenek, vagyis.
az (r, ds), (r, ds'), (ds, ds') szogeken s az r tdvolsdgon kivil
csupdn oly mennyiségek fiiggvényei legyenek, a melyek az dram-
vonalok mentén véltozatlanok. Hogyha tehét a (2) és a (3) alatti
componensek érdemlegesen csak az (r, ds), (r, ds'), (ds, ds') sz6-
gek s az r tdvolsdg figgvényeik, vagyis, ha az dramvonalok
mentén csupdn ezekkel a mennyiségekkel vdltoznak, akkor és
csak akkor teljesiil az elemi torvénynek a coordindta-rendszer
valasztdsatol és az dramgorbék alakjatol valo figgetlenségének
a kovetelménye. De az X, Y, Z Ampére-féle erének a nagysdga.
és irdnya fiiggetlen a coordindta-rendszer vélasztdsdtol és az
éramgorbék alakjétol ; ennek az erének a p, ¢, r és p' ¢' r rend-
szerbéli componensei, vagyis

P X+p,Y+psZ,

11 X+¢Y+452,

r X+ 1y Y+ 13725

P X+peY+psZ,

BX+ Y+ 47,

X+ raY+rsZ;
csak az emlegetett tdvolsdgtol és hdrom szogtél fuggenek ér-
demlegesen. Kell tehdt, hogy a (2) és (3) alatti componensekben
ezekhez csatolt s integrdlis hatds nélkil sztikolkodd jarulékok

dr (lg (lh A

U ds +p2 YL

1 l dl ;

(4) (h (lf + \2 (g + ‘-} d; = Q!
df dg dh »
" ds T T ds it
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L df . dh
P1 dS + 9 + P3—— ds P,
Eadf : dh

2 dh gf + g b G =0
. af 7 (lq L, dh y
P Tt ge #8 gy oA

szintén csak az ¢ tdvolsdgtol és az (r, ds), (r, ds), (ds, ds"yhdrom
sz0gt6l fuggjenek érdemlegesen, s ha emellett az f, g, h fugg-
vények egyértékiiek és folytonosak a hato dram vonaldn, ugy
minden kovetelmény teljesitve is van.

Itt érdemleges fuggés alatt mindig olyan fiiggést értettem,
a melynel fogva az illet6 fuggvények az dramvonalak mentén
véltoznak, s a mint a priori is beldthato, a kifejtend calculus-
ban csupédn ez a fuggés fog szdmon jérni; a kovetkez6kben ezt
az érdemleges fiiggést fogom egyszertien fuggésnek mondogatni.
Ehhez képest a tdrgyalandé problémat igy fogalmazhatom :
mindazok az f, g, h functiok meghatérozandok, a melyek egy-
értékiiek és folytonosak a haté dram vonaldn, s a melyek oly
tulajdonsdgtak, hogy a (4)alatti P', ', R' componensek, vagy
a mi mindegy, az (5) alatti P, Q, R componensek csak az (r, ds),
(r, ds"), (ds, ds") szogektbl s az r tdvolsdgtol figgenek.

2. §. Barmi irdnyt jelentsen valamely betti, annak az irdny-
nak az x, y, z rendszerbéli irdnycosinusait a betli labdhoz jegy-
zett 1, 2, 3 indexxel fogom jelolni, agy, hogy v irdnynak asz
x, 9, z rendszerbéli irdnycosinusai sor-rendjik szerint vy, vy, v3.
Azon kiviil az irds roviditésére a kovetkez6 jelolésekkel fogok
€éIni: bdrmi két irdnyt jelentsen két betti, ha v és w ezek a
betiik,

cos (v,w) = (vw),

sin (v,w0) = (vw),,
VgWo— VgWs=(VW);,  VW3—UgWy=(VW)y,  VgWy — VWy= ()5,
Wllg— Wels=(WV);, W Uz3— Wty =(WV)g,  Waly—Wly=(WV)3,

kifejezések baloldalai helyett dllandéan fogom haszndlni a jobb
oldalokat. Ezeknek megfeleléen nyilvanvald, hogy
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Wy Uy +vswe=(vw),
(w)?+ (vw)i=1,
(w3 w)H-w)i= (W),
(vw),+wv); =0, (Vw)4(wv)= 0, (rw)y+wv);= 0,
(W) vy + (w)oty+w)yvs =0,
(rw)wy+ (vw)awz—i— (vw)qw5=0.

A kifejtend6 analysis bizonyos algebrai reldtick ismeretét
feltételezi, a mely reldtiok a szerepls irdnyoknak ax,y, 2 rend-
szerbéli irdnycosinusai kézt dllanak fenn. Mindenek el6tt ezek-
nek a relatiéknak a gytijteményét dllitom Ossze.

1. Minthogy a ds irdny a |g, 7| sikban van, a ds' irdny
meg a | ¢', | sikban van, ha nagyobb rovidség czéljdbol a ds
irdnyt s, a ds' irfnyt meg s’ jeldli, agy

(O 422 (g s)+rs)*=1,
6)' (q's)2+@s?=1.

2. Nyilvdnval6, hogy

(s) = (ps) (px) + (g9) (q) + (rs) (rx),
: (sy) = (ps) (py) + (¢9) (qy) + (rs) (ry),
T (s2) = (ps) (p2) + (g8) (q2) + (rs) (r2).

Minthogy azonban az s irdny | ¢, »| sikban vagyon, igy ps = 0.
Tovabbé (px)=p, stb. Kovetkezéleg

$,=(q8) q,+@s) 4,
l So=(48)qa+(rs) 73,
S3=(q8)q5+(rs) 5.

(7)

Hasonloképpen
si=(q's") q1+@rs") 1,
YL si=(q's) qat(rs') e,
sh=(q's") gh+(rs") rs.

@'

8. Minthogy az x, ¥y, 2; P, ¢, 73 p', q', r; rendszerek
congruensek, ekként
Pi=@ 1, Pa=q 1) P3=(q7)s,
pi=(q'n)y, pe=(q'r), P3=(q"7)s.
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Jegyezziik be itt a jobb-oldalok fentebbi definitiéiba a ¢ és ¢’
irdnyok irénycosinusai helyett ezeknek a (7) illetéleg (7) alatti
kifejezésekbil eredd értékeiket és taldljuk

®) (@s)p1=s )y, (q8)pa=r8)y, (q8)pPs=(rS)s;
8)  (@'spi=rs"),, (q's)pa=(rs")y, (q's)ps=[s).
4. Tdentice 4ll, hogy

(1S)gSy— (18)eS3= (1481 +7aSe+ 7585 8y — (3453 +8D) 1 = (S) $; — 14,
sth.

Egyszersmind a (8) alatti relatick kapesdn

(18)39— ()gS3=(q8) (PsSa—Pas9)=(qs) (ps)y, stb.
Kovetkezoleg

{

(rs) sy—r1=(qs) (ps)y,
(rs) sa—1a=(qs) (PS)s )
(18) S3—rs=(q8) (ps)s,

)

Hasonloképen

(rs") si—ry=(q's") (p's)y,
)’ (rs") sa—1y=(q's") (p's ),
(rs') s5—r3=(q's") (p'8)s.

5. Nyilvdnval6, hogy
(ss)=(p ) (ps)+(g9) (g 8)+(rs) (rs),
(ss)=(p's) (p's)+(4's) (¢'s")+(rs) (rs).
Mivel pedig (ps)=0, (p's)=0, ekként

(10) (s5)=(¢5) (¢ 8)+0rs) (s,
10y ()=(g's) (¢'S)+09) ().

6. Az itteni jobb-oldalok egyenlitésébél folyolag pedig
amn (qs) (gsH=(4's) (¢'s)-

7. Al1, hogy

(p'8)*+(g's)*+(rs)*=1,
(ps)24(gs)2 (s =1,
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tehdt (6) és (6)' szerint
(12) (p's)*=(gs)*—(q's)*
12y (ps2=(q's)2—(qs)

8. A most hasznélt két azonossdgbdl, az dltal, hogy (q's) és
(75") helyett ezeknek a (10)’ és (10) szerinti értékeiket helyette-
sitjiik, ez is kovetkezik, ha ugyan (6) és (6)'-ra megint figyelink :

13)  (p's)? (¢'s)P=1—(rs)2—(rs2—(s5)2 42 (rs) (rs) (55),
(13)  (ps)? (gs)P=1—(rs)*—(rs)>—(s5)2+2 (rs) (rs) (s5)-
9. A (8) alatti reldtiok ertelmében
s =(g's’ pi=(g's)* 1 —q*—rD), stb.

Irjuk be ide (q's)’q1® stb. helyetf ennek a (7) szerinti kifejezését,
Ez altal
(rs)i=(q's)" (1 —rD—[si—(rs)riT", sth.
Innen a (6)' alatti relétiora valo tekintettel ezeket kapjuk:
rs)i=1—0s)* —1r1—s+2 (') 7181,
(14) (rs)s=1—(rs")* — 12 —sa’+2 (rs) 7ash,
rs)3=1— s 2 —r5—s5°+2 (rs)) 1385,
10. Ugyancsak a (8)" alatti relatiok értelmében
(rs)y (), =(q's)*paps= —(q's)? (qaga+rars), stb.
A mésodik jobb oldalokba itt is a (7)" szerinti kifejezéseket téve
a ¢ irdny irdnycosinusai helyett, ered
@83 (18)g=—(q'8')*rgrs—sa—(rs) ry] [s5—(rs) 73], stb.
Ebbb] pedig a (6) alatti reldtic tekintetbe vételével ezek folynak:
(rs)y (1 )g=(1S") (raS3—+7352) — 1oty —SaS3,
(15) (rs')y (r8")g=(rs") (rasi+r1s3)—7ryr;—ss8i,
(rs)y (18"),=(rs") (riSa+17eSy)—7r,79—8152. —

Az eddigieken kiviil még hdrom szabott irdnyt fogok hasz-
nélni, a melyeket £, u, u' betiikkel jelol6k.
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Az els6, t irdny merbleges az |s, s'| sikra és az 8 x, ¥, 2
rendszerbéli irdnycosinusainak f,, {,, {;-nek a meghatdrozdsdra
(16) (68)ly=(58)1, (8)ota=(s8), (s8)ls=(s8)3
kifejezések szolgdlnak.
11. Nyilvdnvald, hogy

| ’ N | =) s+ (rs)esa + (1S)s 83,
U Tk R = (8'7);8; + (S"l’)gsz + (8'7)383,

azaz (16) szerint
(88")o (1) = ()1 81 + (rs)a 52 + (1S)3 83,
(88" (rt) = (s'7)y8; + (s'T)aSa+ (5'7) 83,
és végul (8) meg (8)" alapjan

17 (ss)(t) = (gs) (ps),
(17)’> (88") () =— (¢'s") (p's).

12. Ezek jobb oldalainak az egyenlitése pedig
(18) (q9) (ps) + (¢'s) (p's) =0

relatiohoz juttat.
18. A kovetkez6 kifejezésekb6l indulva ki :
(88")389—(88")y 84, sth.

és tugyet vetve a (16) alatti definitiékra, éppen azon a modon, a
melyen a (9) alatti formuldkat szdrmaztatok, taldlhatjuk, hogy

1 — (s8") 8y = (s8)y (ts);,
19) 83 — (s8") g = (88")g (£S)e,
s3 — (ss) Sy = (s8')y (I8)3.—
A midsik két irdny, a melyeknek még hasznat fogom venni,
u és u' merdlegesek, az el6bbi a |p, s| sikra, az utébbia |p’, s |
sikra. Irdnycosinusaik az «, y, 2 rendszerben

Bi—(SP)ys Up— (SD)a; Uz = (SD)a;
uyp = (s'py, ug=('p, us=(s"p;
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minélfogva a p, s, u meg p’, s', w' irdnyok két derékszogti coor-
dindta-rendszert tesznek Gssze, a melyek a mdsik hdrom coor-
dindta-rendszerrel congruensek.

14. Al1, hogy

(rs) = (p'r) (p's) 4 (8'7) (s's) + (uw'r) (W's),
(rs")= (pr) (ps’) + (sr) (ss') + (ur) (us’).
Amde
(p'r)=0, (pr)=0, Wr)=I(¢'s"), (r)=I(gs),
tehat

(20) (rs) = (rs") (ss") + (g's") (su"),
(20)' (rs")= (rs) (ss") + (gs) (s'w).
15. Tovabbd szembeszoké azonossdggal
() (¢'s") — (rs") (q's)] (q's") = (s) (¢'s')® — (rs')(q"s) (¢'s")-

Vezessiik be ide a (6)' illetéleg (10)'-bél (¢'s")? illetéleg (7's) (¢'s")
értékét és talaljuk

[(rs)(q's") — (rs) (¢'9)1(g's") = (rs) — (rs")tss").
Kovetkezbleg (20) szerint
1) (rs)(q's") — (rs) (q's) = (su').

3. §. Az 1. §. végén fogalmazott probléma tirgyaldsat eld-
nyos az (5) alatti kifejezésekre alapitani. A kovetkezend6k rend-
jén, ennek a problémdnak megfeleléen, tgy fogom tehdt meg-
hatdrozni az f, g, h functiokat, hogy a F, (), R mennyiségek
csak az (rs), (rs’), (ss), r valtozok figgvényei legyenek. Hogy
[, g, h folytonosak és egyértéktiek legyenek a hatodram vonaldn,
ez a kovetelmény a posteriori egyenesen szdmon tarthaté leszen.

Az z, y, z rendszerben a ds elem coordindtdit a, b, ¢, & ds'
elem coordindtdit a’, b’, ¢’ jeloljék. Tovabbda a ds elemnek az
x, 1, = tengelyeken valé merSleges vetiileteit da, db, dc, a ds'
elemnek az x, i, z tengelyeken valé merbleges vetiileteit da’,
db’, dc' jelentik, ugy, hogy

da = 8,ds, db =s,ds, dc = s,ds;
da'= sids', db'= sads’, dc'= s3ds’.
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Az (5) alatti egyenletekben, vagyis a

daf | ., dg .. g
Bl Tl T b
Af j (ZJ Soah
9 A
(9"") q1 ls + + (lS Q’
d (l I
| Ty 1£ 2 F " s q +r3—- =R

egyenletekben a P, (), R mennyiségek a probléma értelmében
az @, b, ¢ coordindtaknak csak az elsé derivdtumait

da db de

=3 S s g g
ds LT B ?

Jogositvdk tartalmazni, a melyek t. i. az

(rs) =18 + 7385 + 1383,

(ss")=s1 81 + 5282 + S35,
cosinusokban fordulnak el6. Ekként az f, ¢, h fuggvények a ds
elemre valdo vonatkozdsukban esak ennek a coordindtaitol

@, b, c-t6l fugghetnek és mér az irdnycosinusait nem tartalmaz-
hatjdk. Tényleg, a (22)-bél

l ) ’ 1

% =pi P+ gi0+ 1R,
l ; i

(23) él;l‘ = pgp+ ([2(\) + 72 1{,
1h ; p

—((7§ =psP+q50 + r3 R

tehdt, ha az f, g, h functidk az a, b, ¢ coordindtdk némely deri-
vatumait is tartalmazndk, akkor a P, ), R componensek az
a, b, ¢ coordindtdknak sziikségképen az elsénél magasabb deri-
vatumait is tartalmazndk, ugyanis a kiirt pi, ¢i, 7 stb. irdny-
cosinusok a dselemre valo vonatkozdsukban csak ennek a coor-
dindtditol fuggenek, és mdr az irdnycosinusaitol is figgetlenek,
a mi nyilvnval6. Minthogy a P, (), R mennyiségek az a’, b’, ¢
coordindtdknak is csak az els6 derivatumait
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do’ _ o, e
ds’ == vy ds’ — 92» ds’
tartalmazhatjdk, igy az f, g, h functiék csupdn a kovetkezd
mennyiségektdl figghetnek :

=83

a, b, cslal, blch si, Sa;sy.

Ebbél folydlag az f, g, h functidk s irdnyi derivitumai igy
vannak : 1

(If de

df _ df da  df db
de ds’

ds ~ da ds w db ds T

, stb.

vagyis

af _df df df
+2db+3m

s rda

dg (]J dg
ds ™ da T gy d T8
dh dh dh

7 P PR db+ B

Vezessiik be (22)-be ezeket a kifejezéseket. Az eredmények
alkalmas rendezése nyomédn azt taldljuk, hogy ha ezekkela jelo-
lésekkel élunk :

5 df , dy ah s
(ia+ 2da’*— 30[(1 = Fas
d , dg , dh .
(24), P rlbf TP d.l}) T i i =L
AT , dg Nah e b
P1 7 +p27('7' + p3 7‘ —
d/ 7 dg : dh
B iy da T W Ca,
; df
(24)‘2 q1 ]l) + (”) + Q‘s g ()b;
d W h dh
ql ]Z‘—}_Ia ](j+ 3d ——QC’
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df » dg dh .
P T da T 3a = Ba,
df dg dh;
@4); W Tigh T gy e
df 5 llJ dh :
/'1 TC + 92 + -} l](’ RC 3

$1Py + 8Py + 3P, = P,
(29) 8100 4+ 5200 + 830: = O,
SlRa e SQB?) + 33Rc =k,

Vildgos, hogy a (24) alatt definidlt P,, Q,, R, stb. functidk
Agy mint az f, ¢, h functiok, esak az a, b, ¢; a', b',¢'; sy, s2, S5
mennyiségekt6] fuggenek, mert a pi, ¢i, 11 stb. irdnycosinusok
is csak ezeknek a mennyiségeknek a functioik. Igy (25) szerint
P, ), R vonalos fuggvényeik az s, s,. s; irdnycosinusoknak.

Els6 dolgom ez lesz: elimindlom infinitesimdlis aton a (25)
alatti egyenletekbél az s irdnytdl fuggetlen P,, (., R, stb.
kilencz functiot, mi dltal a P, (), R mennyiségek szdmédra diffe-
rentidlis egyenleteket nyerek (4. és 5. §), azutdn megoldom ez
egyenleteket (6. §). A mésodik dolgom : ugy hatdrozni meg koze-
lebbrél a P, (), R szdmdra taldlt kifejezéseket, hogy a (23) jobb-
oldalai megfeleljenek a bal-oldalainak, azaz valéban hérom
functiénak ott kijelentett differentidlis hdnyadosaik legyenek
(7—11. §.), végul meghatdrozni ezt a hdrom f, ¢, h functitt
(12. §.). Ezzel a kittizott probléma meg lesz fejtve.

4. §. Az imént bejelentett elimindtiot egyszertien derivilds
atjdn lehetne eszkozolni, de dttekinthetébb formdk kozt jutunk
hozzé, ha alkalmas médon definidlt varidldst haszndlunk. A (25)
alatti kifejezésekben tulajdonitsunk ez tgybél tetsz6leges vég-
telen kis megvéltozé,st az 8 irénynak Ezzel az s,, Sy, 53 irény-

.5 o 4.

jeloljenek. A (25) alatti els6 egyenletbol e varidlds révén

Puosy + Pyosg + Pedss =
P ap ap il
:[a(rs) (i des ﬁ(ss)s'JO i +[ 309 2T s ')‘”]‘332"'
P P
+[6(rs) Ts 1 G(ss’ )33} g
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egyenlet szdrmazik, mert

0 (1S) = 1,08, + 1978y + 73083,

3 (ss')= 81081 + $20S9 + $3083.
Azonban a s, 85y, ds, variatick kozt egy vonatkozds 1étezik :
minthogy

si+s24si=1,
igy
5,08, + 8408, + 53085 = 0.

Ennélfogva iménti varidtios egyenletiinkb6l az kovetkezik, hogy

apP oP
P ')1 7(')"8) + 1 a(ssl) + ’51)"
9P s
(26) Pb:'rgr)(m)"*"%?(ss)'}‘bg;
oP oP
Pe=rygng T556 T 50

a hol a ) Lagrange-féle multiplicdtort jelent, a mely kikuszo-
bolend6.

Szorozzuk e végb6l az egyenleteink elsejét s,-sel, a méso-
dikat s,-sel, a harmadikat s,-sel és azuténadjuk ossze Sket. Ezt
kapjuk :

$1Py + 8Py + 83Pe = (rs) —— + (s8 )”" -2,

E)( s) a(ss")
a honnan a (25) alatti elsé egyenletre valo tekintettel

aP

: opP '
A= P— (’I‘S)-é—(TT)— (bS)m.

Irjuk be ezt a (26) alatti elsé egyenletekbe s a kovetkezSk-
hoz jutunk :

aP oP
P, = §,P+ [r,— (rs)s,] 205 -+ [s1—(ss )11——6(33')’

) ] b, IR LA Sl
(27); | Py =8gP+ 13— (rs) sq] e -} [s2—(88") 5] 3(ss)’

aP LY
Br=t P Erg—(?'s)ss]m + (85— (65) 3] d(ss")”
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Azonlagos médon taldlhaté a (25) alatti mésik ket egyen-
lethol

g a0 e ST
Qa=8,Q + [r;—(rs) 8] 209 + [s1—(88") 8] 38"
te = dC) 3 ; a0
@T)y | O =80+ lry—(r9) 851 (7% y T+ (88 55,

Qe = 830+ [15— (rS) 8] 20 . + [s5—(ss")

3 (rs) S3 768)’

Ra= s8R + [r;—(r9)3,] ‘5(2(% + [81—(s8") 8] gé: >

(@75 | Bo = 8,R + [ry—(r9)sy) % + [s2—(85") 8] b%::,) d
Re = 53R + 15— (rs) 5] ;f(i) + [s3—(s8") 8] j(f:—)

Ezeknek a (27) alatti egyenleteknek a bal-oldalaik nem fug-
genek mdr az s irdnytol, tehdt a jobb-oldalaiknak ¢ varidtioik
eltinni kotelesek, minélfogva a ¢ variatio ujolagos alkalmazdsa
nyomén a Py, Q,, R, stb. functitk elimindlodnak.

5. §. Haszndljuk a kovetkezs roviditett jelzéseket :

a0 v w Ry
s} LT A
% 7/ el

e =7 Gemae = 7" sy "

0.
(28)

Egyébirint a @ alatta P, (, Rmennyiségek barmelyikét értsiik.
A py, p19, ps mennyiségek hdrom Lagrange-féle multiplica-
tort jelentsenek, a melyek mindhdrman mds és més értékiiek,
amint a @ a P, (, R componensek egyikét, vagy masikét jelenti.
A fent emlitett o varidlds a (27) alatti kilencz egyenlet barmelyik
hdrmas csoportjdtol a kovetkezs kilencz egyenlethez vezet :
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(29)y

(29)3

@ — (rs) @ — (s8") @' = (q9) (Ps) (1, @+ 1) — (s8")g (ts)y @'+ s10"") + 8y 1y,
0 = (g9 (pS), (@4 $50°) — (55 (), 0+ 840" + Say,
0 = () (ps), (@~ $50") — (38") (18), (@' + $3@"") + S p24;

0 = (¢5) (ps)y (1, @+ $10°") — (38")g (), (4 @'+ $1D") + 1 10,
D — (1) @ — (s8) @' = (q8) (PS)g (re®@* + 52@"") — (88")g (18)g (ro®'+ 52@") + Sy p1a5
0 = (q5) (pS)y (@ + s50"") — (8 "o (), (r3@' + $30"") + 85 195

0 = (g5) (pS) (11 @+ $10") — (550 (18)3 (4@ + $10"") + 54 ps,
0 = (¢5) (pS)g (@ + S2") — (58" (18)g (re@"' -+ $20"") + Sy p13,
D — (1) @ — (38") @' = (¢S) (Ps); (rs @+ $5@"") — (s8")g ((8)3 (3@ + $30") + S5 133
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a melyeknek a leirdsdndl haszndlva 16nek a (9) és (19) alatti for-
muldk. Eliminédljuk ezekb6l az egyenletekbél algebrai aton a
Iy, Mo, pg multiplicdtorokat, midltal a @ functiéra sz6l6 hat
hatdrozott egyenletink fog lenni. Szorozzuk e végbél a (29),
alatti els6 egyenletet p,-vel, a mésodikat p,-vel, a harmadikat
ps-vel, azutdn adjuk Ossze 6ket. Szorozzuk ugyanez egyenlete-
ket ugyancsak rendre {,, {,, {;-vel, azutdn adjuk ossze. Alkal-
mazzuk ezt a két eljardst a (29), és a (29), alatti egyenletekre is.
Minthogy & p és tirdny merbleges az s irdnyra, a hdrom pmul-
tiplicdtortol mentes hat egyenlethez jutunk, és pedig

Py @ — (rs) @ — (ss") @'] — (ps') (qs)(ps), @'+ (ps') (s87)y (£s),@"'= O,
(30); | P2 @ — (rs) P — (ss") D'] — (ps') (q8) (ps)y®. + (ps’) (s8")y ({8),@" = O,
P3| @ — (rs) @ — (ss) '] — (ps') (¢8) ( ps's@"+ (ps') (s8)y (£8)3@"'= 0.
by [@— (r8) @ — (ss") '] — () (qs)(ps), @+ (rf) (s8")y(ls),@"= 0,
(30)g { by (@ — (rS) @ — (s8") V'] — (1) (qs)(ps)a@ =+ (rl) (38")({8)s@"'= 0,
ly (@ — (rs)Wr— (ss) D'] — (rl) (qS)(ps)s@+ (rt) (s8"),(ts);@" =0,

E kozt a hat egyenlet kozt legfeljebb négy olyan van, me-
lyek algebrailag fuggetlenek egymdstol. Szorozzuk meg ugyanis
mindkét csoport egyenleteit rendre s,, s,, s;-sel, azutdn adjuk
ossze kiilon mindkét csoport egyenleteit. Az s irdny mersleges
a p és f irdnyra, de mer6leges azokra irdnyokra is, a melyeknek
az irdnycosinusaik

(ps)ys (pS)y, (Ps)g;
(st)y, (st)y, (sb)3;

kovetkezoleg a kivant algebrai operatiok rendjén szdrmazo két
egyenlet algebrai azonossdggal teljesiil. :

A hat egyenletbdl négy, velik equivalens egyenletet dedu-
kdlunk az dltal, hogy a (30), alatti egyenleteket egyszer a p,
egyszer az r irdny révén, a (30), alattiakat pedig egyszer a ¢,
egyszer az s’ irdny révén kapesoljuk ssze oly mddon, mint az
imént az s irdny révén tevék, vagyis a (30); alatti egyenleteket
rendre p,, Py, ps-vel szorzottan Osszeadjuk s i. t. E mellett
legytnk figyelemmel a (9) és (19) szdmu reldtiokra. Erednek

M. T. AK. ERT. A MATH. EOREBOL. (893, xv. K. 3. 52. 9
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31), @ — (rs) @ — (ss') @'+ (ps)2@" =0,
(31), [(rs") — (rs)(ss)] @'+ (q9)*@"'= 0,
(31)g @ — (rs) @ — (s8) @'+ (r0*@= 0,
(31), [(rs"y — (rs) (s8) @+ (ss" )2 = O.

Ezeknek az egyenleteknek az a f6-elényik van a (30) alatti
egyenletek f616tt, hogy a coefficienseik kizdrolagosan a

?(=P QR

functioban is tartalmazott véltozoktol, nevezetesen esak a hdrom
viszonyszerti cosinustol figgenek.

6. §. Még e kozt a négy egyenlet kozt is van egy algebrai
relétio. Jeloljiik futdlag ez egyenletek bal-oldalait rendre K,
E,, E;, E, betiikkel. Az

39) (ss"B[(rs") — (rs) (s8)]) (Ey— E)) +
. + (ps)? (55 Ea— (99* (ps)* Ey= 0

egyenlet algebrai azonossdggal teljesiil. A (17)alatti reldtio kap-

csén konnyti errl meggy6zodést szerezni.
A (31) alatti egyenletek megolddsa nem iitkozik nehéz-

séghbe. A (31), egyenlettel kezdem, a mely igy is irhato (6!):
[(rs") — (rs) (s8")]@" + [1— (rs)2] &'= 0.
Ebb6l mindenek el6tt az kovetkezik, hogy a @' derivitum (28!)
az (rs) és (ss') cosinustol az
(ss") — (rs) ('rs_’_)
Y1 — (sp?
alakban, tehdt (6 és 10!) a (¢s’) alakban fiigg. Igy, ha @, alatt
az 7, (rs), (9s’) mennyiségek functiojat értjik, irhato
op
o=l
7 (gs)

a honnan aztdn, ha a @, az », (rs'), (rs) functija,

(33) ?=(qs) 91+ @,
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Vezessiik be ezt a kifejezést a (31), és (31), alatti egyen-
letekbe. Tekintettel 1évén a (28) alatti definitickra meg a @, és
?, fuggési tartalmara tovabbd tugyet vetve a (6), (10) és (13)’
alatti relatiokra is, egy kis faradsdggal a kovetkezd egyenletek-
hez jutunk :

o,
38, 0,—(s) 22 +(ps )*a(qs)a (@3] 0,—9) 22| — o,

(qs )4 o(rs)

o2,
(gs)?

%D,
— 3 = f-—=!
(g8) a(rs)? L

(B4)y @—(qs") =— +(ps")?

6(qs
Vonjuk ki a mdsodikat az els6b6l, midltal egy csupdn @,-re
52016 egyenletink leszen, és pedig (6!)
0%, 00y
C el il e s gt
Ebbél
(35) Dy= (rs) M + (gs) N,

a hol M és N csak az r és (rs') figgvényeik. A @,-nek eme kife-
jezése dltal a (34), alatti egyenlet ezzé leszen :

n 909
Minthogy az NV functio fuggetlen az s irdnytél és kovetkezbleg
fuggetlen a (gs’) cosinustdl, a @, functio derivatumai helyett
®@,+ N Osszeg derivatumai jegyezhet6k. Ily médon egyenletiink
-ekként irhato :

+ (ps')?

6(9)2+

IOEN) | aP @) _

d(gs) a(gs')?
Ha megfontoljuk, hogy a (12)" szerint

@+ N)—

(ps)?=(q's"*— (¢,
agy .egyenletiink megolddsaként konnyti szerrel taldljuk
(36) @,=(ps) K+ (¢5) L—N,

a mely kifejezéshen a K meg az L épen tgy, miként a (35)-ben
jelentkezett M és N csak az r és (rs’) mennyiségektol fuggenek.

Dis
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Vigyuk be mdr most a @-nek (33) alatti kifejezésébe a @,
és @,-nek (36) illetsleg (35) alatti kifejezését és taldljuk

? = (qs)(ps) K + (¢s) (gs) L + (rs) M.
Ez pedig a (18) és (11) alatti relatiokndl fogva igy is irhatd:
O=—(q's)(p'9) K+ (q's" (q's) L + (rs) M.

Minthogy (¢'s’) esak (rs’) figgvénye (6!1)' és K, L, M csak r és
(rs") fuggvényeik, ha

(37) D= (p's)A+(q's) B+ (rs)C

teszsziik, az A, B, C csak r és (rs") fiiggvénye.

A (37) alatti kifejezést a (31),, (31),, (31), egyenletek meg-
olddsaként nyersk. A (32) alatti azonossdg okdn a (31); alatti
egyenletet is kielégiti a (37).

Minthogy a @ figgvény a P, Q, R figgvények bdrmelyikét
jelentheti, ha P,, Q,, R, stb. alatt csupén az r tdvolsigtol és
az (rs') cosinustol fiiggd mennyiségeket értink, a 4. és5. §. rend-
jén eszkozolt elimindtio egyenleteinek a megolddsai

P=(p's)P 4 (q's) Po + ) Py,
(38) Q=(p's) Qy+ (¢'s) Qs + () 5,
R=(p's) R+ (q's) Ry + (rs) Rs.

7. §. Ugy hatdrozandok meg kozelebbrél a Py, Qy, R; stb.
mennyiségek az r és (rs’) valtozok functiéi gyanént, hogy a (23)
alatti egyenletek jobb-oldalai a (38) alatti kifejezések dltal valo-
ban hérom figgvénynek a (23)-beli bal-oldalakon feltiintetett
differentidlis hdnyadosai legyenek. Amde a (24) alatti egyenle-
tekbol folyolag

a ’ ’

"ag =p1Pa+ (]10(1 + 1R,
E e —
(39), 25 = Pby + 10 + il

i

26 = P+ q1Q: + R ;
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0 e §
(—9% = Pal)a e qe(\)a + reRq,

a r 1
{39), 5‘% = paPy + qa Oy + 1ol

a / L /
5% = pale + qaQc + 1ol ;

il ; ;
(5(;" = psl)a i ’I?Qa + r3Ra,
ah
ab

al : \
'((’)_(',_ :p'spr,' fir q;;()c e 7’3[{” g

(39)3 = p%Pb =+ f['sz = rsRy ,

Minthogy pedig (3. §!)

LR e O B L

43 T aansds- Siobrdetivde ds s Y
ekként kovetelménytink az dltal teljestl, ha tgy hatdrozzuk meg
kozelebbrdl az r és (rs') figgvényei gyandnt a P, Q,, R, sth.
mennyiségeket, hogy a (27) alatti kilencz kifejezés meg a (38)
alatti hdrom kifejezés nyomédn a (39) alattiak jobb-oldalai valo-
ban hdrom fuggvénynek, f, g, h-nak a bal-oldalakon kijelentett
partidlis derivatumai legyenek.

Azon kezdem, hogy a (38) alatti kifejezéseket beiktatom a

(27) alatti kilenez kifejezésbe. Szdmon tartva a (13), (10)" és (20)
alatti relatiokat, meg azt is tudva, hogy P,, P,, P; az s irdny-
61, tehat az (1s) és (ss’) cosinusoktdl fuggetlenek, a (27), alatti
elsé kifejezésb6l a beiktatds kovetkezményeként ezt taldlom :

(q's")s;—(q's)s1—(su')ry S1—
Fo= S (a's' Bk e
x P9 ) T
A jobb-oldali els6 tag szdmldlojdba s; és s; helyett jegyezziik be
az evidens

s1=(p's) Pr+ (q's) g1+ (rs) 11,
s1=(p's)pr+ (¢'s) g1 + (s) 1,

kifejezéseket. Tekintetbe véve, hogy (p's") = 0, és ugyet vetve a

(21) szdmu reldtiora, e helyettesités utdn a P, factordnak a szdm-
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lél6jakeént (¢'s’) (p's) pi-hez jutunk. A P,-nek a factora pedig(7)
szerint = ¢1. Igy hdt

P, = piP + ¢1Pa + m1 Ps.

Azonlagos mbdon azonlagos kifejezéseket taldlhatni a (27) szd-
mok alatt 16v6 tobbi mennyiségek, Q. , R, stb. szémdra :

P, =piP + 1P + iP5,
(40), Py = pa Py + g2 P + 12Ps,
P, = psP + q5Ps + 13Ps;

Q= p101 + ¢102 + 7105,
(40), Qp = pa01 + q20a + 1203,
Qe = p301 + q502 + 130s;

Ro= piBi + q1Be + 7R3,
(40), : Ry = paBy + qaRe + 1ol
R, = p3Ry + q3B + r3Bs.

Ugy hatdrozandok meg tehdt kozelebbrél a Py, Q,, R, stb.
mennyiségek 7 és (rs) vdltozok fuggvényeiként, hogy e (40)
alatti kilencz kifejezés kapesdn a (39) alattiak jobb oldalai va-
16ban hdrom figgvénynek ott kijelentett partidlis derivAtumaik
legyenek.

8. §. A(39) és (40) szdmok alatt foglalt rendszerbél egy
mdsik, vele ®quivalens rendszert szdrmasztatok, a mely joval
alkalmasabb a végrehajtand6 szdmvetések formdlis eszkozlésére.

Irjuk
P+ q10y + r Ry = Al
(41), P1P2+ q1Q2 + 7Ry = By,
PiPs + qiQ3 + rRs = Cy;
PePi + 201 + roRy = Aj,
(41), paPs 4 q2Q2 + roRe = B,
PePs + qaQs + 7Ry = Cs;
p:I%H =+ lléQi + rsRy = A3,
(41), PsPa+ q50s + 73Ry = B,
P3P+ q505 + rsRs = C5.
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Hogyha a (40) szdmok alatt 1év6 kifejezéseket bejegyezve kép-
zeljik a (39) szdmok alatt 1év6 egyenletekbe, konnyen észre-
vehetjiik, hogy csak a jobb-oldalok kissé mdsként valo rendezé-
sén alapul, miként (41) értelmében.

a ' ; ! ’ ! !
5(’;— = mAil + 1By + G,
7 ! ! ! / 2\
(42), %*); = paAi + qaBy + (Y,
af' ’ ! ’ / ¥, ~!
s = psdi + ¢5B1 + 1301 ;
aq 2kE S o
20 Prda + q1B2 4 113,
ag / ’ ! / ’
(42), 5 pada + qaB; + 1als,
7 U ! ! ’ 1
= — phdi+ gy + el
al i P '
(55 = p14s + ¢1Bs + (3,
ah’ ! ! [ / ~!
(42), o pads + qaBs + 12C3,
7] ! ! ! ’ !
% = p3ds + q3Bs + r3C3.

Ez a (41) és (42) szdmok alatt foglalt rendszer azonos a (40) és
(39) szdmok alatt foglalt rendszerrel. Az 1j rendszernek a majd
keresztil viend6 calculus szempontjabol az az elénye van az
el6bbi £616tt, hogy néla az f, g, h functick mindegyikének a hé-
rom kifejezésében Gsszesen csak hdrom kozvetité funetié-alak
szerepel, és pedig a (42);-ben A3, Bi, Ci, a (42),-ben A3, Bs,
C3, a (42);-ban A5, B;, (3, mig az el6bbi rendszer az f, g, h
funetiok mindegyikének a kifejezésében (39!) mind a kilencz ot
kozvetité funectio-alakot P,, Q,, R, stb. tartalmazza. Mdr most
a P, Q,, R, stb. mennyiségek agy hatdrozanddok meg kozelebb-
r6l az r és (rs) valtozok fuggvényei gyandnt, hogy a (41) szé-
mok alatti kifejezések rendjén a (42) szdmok alatti jobb-oldalok
tényleg a bal-oldalakon feltiuntetett partidlis fuggvény-derivé-
tumok legyenek.
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Erre a czélra szolgdlo egyenleteket kapunk, ha a (42) alatti
egyenletekbél az f, g, h functidkat a
00 0Oy @ orNa o e

9cdb  9b ac ’ Ba 6c  dc da

a of 8 of
Mo EmErT

b

azonossigok révén elimindljuk. Azonban az (1s) és pi, ¢} sth.
cosinusoknak a, b, ¢ szerinti derivdtumaik, habdr 6k maguk
nem is mondhaték complicdltaknak, mégis kényelmetleniil 6sz-
szetett kifejezésekhez vezetnek. Ennek az alkalmatlansdgnak a
kikertilése végett az A;, By, Ci stb., valaminta P,, Q,, R, stb.
mennyiségeket masokkal helyettesitem, és pedig A, B, Cf stb.
helyébe A, , By, C;stb., P, Q,, R, stb.helyébe F,, G,, H, sth.
mennyiségeket a kovetkezé czélirdnyos meghatdrozdsokkal ik
tatok :

Al = (9'sYrdi, Bi=(q's) By, Ci{= (rs") Bi+ rCy;
(43) {As= (¢'s')rds, Ba= (q's’) Ba, C3= (rs') Bs+rCa;
As= (q's"Y\rA3, B3=(q's')Bs, Ci= (rs")Bs+rC;s.
Py =(q's"*,, Q= (q1's"*G,, R = (¢'s)r[(rs’) Gy + rH;
By =(q'sPr Fy, Qy=(q's")? Gy, Ry=(q's") [(18") Gy + rH,l;
(44) Py = (q's") r[(rs") Fy + vy,
Q3= (q's") [(rs') Gy+ Gyl .
Ry= (rs') [(rs') Gy + rHy] + r(rs') Gy + rHj).
A (8) és (7)' relatiok bevondsdval, a (42) alattiak a (43) alattiak
altal ezekké vdlnak :

% = (rs")1rdy + 1By + rrCy,

a I Al
(45), 5{; = (rs")arAs + 2By + rarCy,

7 ) ;
é‘({f = (rs")grds 4 s5B1 + rarCy;
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9 _ rs'yir Ay + 1By + 141G,

da
a9 ; ,
(45), ke (rs)arAa + 53Ba + 19rCs,
g ' , )
e (rs")arAg + $5Ba + r3r (s,
oh : :
5(! = (’)"S )1’)‘A3 + 31B3 + 7‘1"‘63 =
ah’ ’ ’ A
(45)‘, 51)— = (7‘8 )27‘A3 + Sng + ’)'Q’I‘C;;,
Mol : ,
% o (7‘8 )3""A3 + 33B3 + 7’3"‘(43.

A (41) alattiakbdl pedig a (43) és (44) alattiak bevezetése utdn,
mi mellett szintén tekintetbe veendéka (8) és (7)' relatiok, ezek
kerithet6k el :

Av= (rs") 1y + s1Gy + ryrHy
(46), By = (rs")1rFy + $1Ga + ryrH,,
1 Ci = (1" rFs + s1Gs + rorHs ;

As = (rs")erFy + $2Gy + rorH; ,
(46), By = (rs")a 1Fy + sy Ga + rarHy,
Co = (rs")e1F3 + $3G3 + rorHs;
As = (rs')3rky + s3G1 + ryrH,
(46), By = (rs")3rFy + $3Ga + rerH, ,
C3 = (18)31F3 + s3G3 4 r3rHs.

A (44) alatti definitikbol kozvetleniil kivilaglik, hogy az
Fy, Gy, H, stb. fuggvények épen tgy, mint P, Q,, R stb. fugg-
vények esupin az » tdvolsdg és az (rs’) cosinustol fuggenek ;
ugyanis a (¢'s') cosinus az (rs’) cosinus fiiggvénye (6!)’ mdr pe-
dig ezen a (¢'s’) mennyiségen kivill még csak 7 és (rs") fordul
elé az Fy, Gy, H, stb. mega P,, Q,, R, stb. functick térsasd-
gdban a (44) alatti formuldkban. I'ng hatdrozandok meg tehdt
Fy, Gy, H, stb. mennyiségek az r és (rs') véltozck figgvényei-
ként, hogy a (46) szémok alatti kifejezések rendjén a (45) szd-
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mok alatti jobb-oldalok tényleg hdrom functiénak az ottanibal-
oldalakon kijelentett partidlis derivatumaik legyenek.

A ds elem helyének a coordindtdit a, b, ¢ s a ds’ elem he-
lyének coordindtdit ', b', ¢’ jelolik az x, y, 2 coordindta-rend-
szerben (3. §!). Igy

roer=a'—a, rr=5—0b, rgr=c-—ug,

mert az 7 irdny a ds elemt6l a ds’' elem felé nyulik (1. §!), és
7y, s, 73 ennek az irdnynak az x, ¥, z coordindta-rendszerbe
tartozo irdnycosinusai. Egyszersmind tehdt

(rs")1r = (r3sa— ress) r = (¢’ — ¢) sa — (b'— b) 83,
(rs")er = (r153 — r3s)r = (a'— @) s3 — (¢'— ¢) 81,
(rs"gr = (rasy — r189) r = (b'— b) 8§ — (@'— @) Sa.
Haszndljuk az
(47) ad—a=e, b—b=¢, —c=e
roviditéseket. Ezek értelmében
"'17’ = el y ?"27' — 69 N ’I’3'Y' - 63;
(rs')1 7 = essh — eash, (rs")ar = e85 — essy, (rs’)zr = esSi—e1sa,

minélfogva a (45) és (46) szdmok alatti kifejezések igy jegyez-
het6k :

I = (e — eas) Ay + 1B+ e,
48), %{— = (e185 — ess1) A1 + s2By + ealiy,
_gci = (eo8t — e150) Ay + 5By + e3Cy;
% = (egSh — eash) Aa + s1Bs + €13,
(48), g‘% = (o185 — e951) A2 + 4Ba + €2z,
a9

= (east — €182) Aa + s5Ba + e3Ca;

A

C
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a’ ’ / ’ ~
’5;" = (382 — €a83) A3 + s1B5 + e, (3,
ah !’ U : o v
(48); = (e183 — ess1) As + 53B3 + e2(5,
oh ’ =) ’ ~
e (€81 — €189) As + s5B5 + es(ss.
Ay = (e3sa — eo83) Iy + 551Gy + ey Hy,
(49), B = (355 — e.85) Fy + 81 Gy + e1Ha,
Cy = (e355 — easy) F5 + $1G3 + e Hs ;
Ag = (e165 — es81) Fy + 4Gy + exHy
(49), By = (e165 — ess1) Fo + 3G + eaHs,
(2 = (e1s3 — ess1) I3+ sGs + eoHs;

Az = (eas1 — e183) Fi + s3Gy + esHy
(49); Bs = (eas1 — e189) Fo + s3Ga + e3H,
(3 = (eas1 — €180) F5 + s5G3 + esHs.

9.8 ljgy hatérozandok meg az r és (rs') valtozdk fiiggve-
nyei gyandnt a (49)-ekben szerepel$ F,, G,, H, stb. functidk,
hogy a (48) alatt 1év6 jobb-oldalakon teljesiiljenek a

8000 o A Bt
dc 8b @b ac — "  da dc  dc da
a of aaf

modon szerkesztett egyenletek, vagy a mi mindegy (47!), a

SR 0 R ar
50) dey dc e db ' Be,da e, oc
: 0 ar

é;i 51)— TN 0_65_;% — O, stb.
modon szerkesztett egyenletek. De elényos lesz tgy fogni fel az
F,, G, H, stb. fuggvényeket, mint

(rs') r = e481 + €985 + e3s5 = m,

51 15 1
(51) j,,,A:_2,(3%_1_634_6)%):7@,

P
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kifejezések fiiggvényeit, a mi nyilvdnvalélag egyértelmti az
elobbi felfogdssal, a mely szerint t. i. az » és (rs’) vdltozd fugg-
vényeinek tekint6k azokat. Ehhez képest az a feladat var rednk,
hogy tgy hatdrozzuk meg a (49)-ekben foglalt I, G, H, sth.
functickat az m és n mennyiségek functiéi gyandnt, miszerint a
(48)-ak jobb-oldalai eleget tegyenek az (50) dltal redjuk rott
egyenleteknek.

Ha most is, hogy az e, e,, ¢; 1) mennyiségek nem irdny-
cosinusok, hanem coordinata-kiillombségek, élunk az

0355 — oS3 = (es')y, €185 — ess; = (es')e, e€as1 — e1sy = (es')s,

jelzésekkel, akkor a (48) alattiak jobb-oldalainak az (50) alattiakba
vald bevezetése nyomdn eredt egyenleteket igy jegyezhetjiik :

0A li B aB
QL'I ’ 1 < 1 "r ; G ' 1
s141+(es")s 7%, 2 e, + 3 52, 2 e, i
oC aC,
7 e3ﬁ—elr ~ % 5, =5
0A B, , 0B
~52‘41+(68)1 — (es )2 o + si——+ 5o, — Sy 4
9
(5-') C (7(:1 _O
+61 ae 3 '731 et
' N O0A, ob B
2s3A1+ (es )27—— (es )1 L+ sh %o L—s ael o
ey 2
ac i
+ eﬁ (73 €1 ;;eg _0’

stb.

Az itt kiirt hdrom egyenlet alapjdn a ki nem irt hat egyenlet
eayszelﬁen ugy képezhets, hogy A,, B,, C; helyébe egy izben
Ay, By, G, egy izben A;, B;, C, teszszik. Hétra van az 4,
B, , C, stb. mennyiségeknek az (52)-ben el6fordulé derivitumait
a (49) alattiak rendjén az I, G,, H, stb. functiok segélyével
fejezni ki. Az (51) alatti definitickra vald tekintettel konnyt
szerrel taldljuk :



(83)4

(53)

(53)s

@dy L R84, 04,
e,  “om "% n T By,
9A, (’)A 9A, .
702_ Rl am + ] n T 63ﬁ] )
94, _ , 94, A1
94, 94, dA, Bt
6_e, bl T + & an + 51,
A, 4, A,
Lo ity 049 d, ,
0ey 2 om Tt an + B
94, 94, P
—_— ! 2 . — L‘ ﬁ "
2e, o ST e
94, — , 9A4 94, e
e, L om & e,
94, — , 04, 0A, =
Jey. - 25m T e on ek,
BA, © ok c il e
dey = % m Tea, + By

24,
am
94, _
an

)
=

am
94,
an

0A
am

4y
on

o

sth.

’

X

i 1 oG, H
( )1 a,'n n
a] , 0Gy oH,
=eshop s ik S = T S
SR At ol
=(es)s _Z)mf + % am sl Ty
aF aGl oH,
= (es )w -+ e2 =
Ly )i f?F Fa ﬁGI o GHI
a i oG 3H

_.( )3 ]1 + ('l + 3 %

MHEANTAMOL INTTH HTHI-TITINY ZV
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a hol a jobbrol 4116 kifejezések jobb-oldalai csak definitioik az
6 bal-oldalaiknak, mint a balrél 4116 kifejezésekben foglalt aféle
rovidit6 symbolumoknak.

Ebbél az itt kiirt hdrom csoportbol gy képezhet6 aki nem
irt hat csoport, hogy az A,, 4,, 4,, F,, G,, H, helyébe egy
ighen B, , B,3.Bs, Iy, Gy, Hy, egy izhen G ; Gy, GGy,
H; rakjuk.

Ha az (53) alatti stb. kifejezéseket bevezetjik az (52) alatti
sth. egyenletekbe, nehézkes bonyodalomba utkoziink. Ennek az
ehdritdsdara az (52) sth. egyenletekbdél mds, veluk sequivalens
egyenleteket szarmaztatok. Szorozzuk meg az (52) alatti egyen-
leteket rendre (es');, (es')y, (es)s-vel, azutdn adjuk Gssze Gket és
eztaz eljardsmoédot alkalmazzuk az si, sz, s3 meg az ey, ez, e5-re
nézve is, mint egyenlet-szorzokra nézve. Az ekkéntnyert hdrom
egyenlethen tartsuk szdmon ez algebrai azonossdgokat (51!):

(es)35a — (es')a 55 = msy — ey,

(es')185 — (es')3 81 = msy — ea,

(es")a 51 — (es')1 53 = msz — e3;
(es')3 69 — (es')a €3 = 2nsy — mey,
(es")1 e3 — (es')zey = 2nsy — mea,
(es)aey — (e8')1 €3 = 2ns3 — mes;
(es)151 + (es")asa + (es')s83= 0,
(es)y e + (es')y €0 + (€5")365 = 0;

és akkor a kovetkezd alakban jelenkeznek az(52)-vel ®quivalens
eredményes egyenletek :



54)
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7B B ; obB
(msy — ey) + (msy— 69) 21 (msp— e3) 3 el A
1 3

7] aC
- (flns'l — me1) L 1 (2ns) — mea) (aC + (2ns; — 1’)163) =0,
'3

6A A, ; HA

24; + (el—msi) 76, +  (ea — msh) 9%, +  (e3 — msp) 7o, £
+ (s'e), ?f: + (s'€)q ‘795 -+ (s'e)s %C =0,
2mAy + (mey — 2ns}) 65: 11 + (mey — 2nsh) aA‘ + (mes— 2nsy) —a%; 4
+ (es"), (791:: + (es"), aBe 2 (€s")s 06B3 =
sth.

Az itt kiirt harom egyenletbél a ki nem irt hat egyenlet azdltal
keril el6, hogy az A,, By, C, helyett egy izben A,, B,, C,,
egy izben Ay, B, C; jegyeztetik. Ezek az egyenletek ;equivalen-
sek az (52) alattiakkal, de alkalmasabban fogadjik be az (53)
alatti kifejezéseket mint amazok.

10. §. Iktassuk be mdr most az (54) alatt kiirt és ki nem
irt, 0sszesen kilencz egyenletbe az (53) alatt kiirt és ki nem irt,
Osszesen huszonhét derivAtumnak a balrél 4ll6 kifejezéseit.
E mellett felhaszndlvdn az (51) alatti jelzéseket és tekintettel
lévén a kovetkez6 algebrai azonossdgokra :

(es')1 s14(es')a sa+(es')3 s3=0,
(es')1 €1+ (es')a ea+(es')3 e3=0,
(es)t +(es)E +(es)2 =2n—m?,

(es')3 82— (es")e Ss=msy—ey
(es') s3—(es')g sy=msr—ez A
(es)2 81— (es")1 sa=msz—e3,

ehhez a kilencz egyenlethez jutunk :
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(55),

aC, aB : ’

(2n — m?) (W;- 4 0-711 ) + (msi—ey) Hy+-(2nsy—mey) Hy+(s'e), (Fy+mFy)=0,
aC. B, 7 ,

2n — m‘*)( 07;— 677,2) + (msa— eg) Hy+(2nsa—meg) Hy+ (s'e)y (Fy+mEy)=0,
aC; 9B ) s

(Rt (‘ahf 3 an3) + (msh— eg) Hy+-(2ns5—mes) Hy+-(s'e)s (Fy+m Iy =0;

0A
24,+@n—m?) L + (er—ms}) (Fy+ Hy)+(es')y (Fy— Hy) =0,

0A
24,5+ (21 —m?) Wf + (eg—msy) (Fy+ H,)+(es")y (Fy—Hy)=0,

0A
243+ (2n—m?) 6113 + (e3—msy) (Fq+H1)+(3S’)'3 (1'11‘“1'13):0;

dA : :

2mA1+(m2~2n)(aT; + (msj—ey) Fy+ (mey—2nsy) Hi+(es'), (mF,+H,) = 0,
A

2mAy+(m2—2n) T’)WTQ + (msh—ez) Fy+(mea—2nsy) Hy+(es')y (mI,+H,) = 0,

0A
2mAg+(m>—2n) an' + (mss—es) Fy+ (mes—2nsa) Hy+(es")y (mFy+H,) = 0.
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Ezekbe be kellene intézni az m és n szerinti derivatiés sym-
bolumok helyett az (53) alatt jobbrdl 4116 kiirt, valamint ki nem
irt kifejezéseket és nem kilonben A, A,, As-nak a (49) alatti
kifejezéseit. )

De czélszerti, el6bb esoportonkint ugyanazon a médon szér-
maztatni ebbél az (55) alatti kilencz egyenletb6l mdsik kilencz
egyenletet, a mely médon az (52) alatti egyenletbél szdrmaztatok
az (54) alatti egyenleteket. Ennek megfeleléen a 30. oldalon jel-
lemzett eljardst alkalmazva az (55) szdmu hdrom csoport mind-
egyikére, s emellett az (51) alatti jelolésekre is tigyet vetve, az
(55) alattiakkal @quivalens, kovetkezé egyenlet-csoportokhoz
jutunk :

M. TUD. AKAD. FRTEK. A MATH. KOREBOL. 1893, xv. k. 3. sz. 3
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(96),

(56),

(56);

@ T~ ) + G — ) + @G~ G ) + Bt
B b g~ o [ B OC*)
w i e (s o e (B )+He—°
9 [(e) Ay - (e)o g (e5)545] + @ — m) | (es), W‘H s 7 94y | (es $)s— OA
o s At % At 5 A+ @u—mn)| 8 2y 4 P ‘7;;
2[ e, A+ e At e A3]+(9n—m“‘)‘ e, aa/?l; + e a(,ﬁb + e aa‘?f
2m[(es') A+ (es)oAg+(es")3A5] — (20— m?) (os )1 A‘ + (es'), aAQ + (es)y ZA
2m[ s} A+ sp Ag+ sh A3]-—(2n—m2)[ i 0A + sz %—l— s OA
2m[ e, A1‘+ ey Ayt €3 Aj]— (Qn—mz)_‘ e, a;n‘ A ??—:qlf_—'_ 3 6A3

3 F - Hy|=0,

3}:0’

Uad
II

o B H,

—ml, — H,

H

H,

e R ]
H

l
g

+ I
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Vigyiik be most ezekbe (53)-bél az ott jobb felsl 4116 m
s n szerinti derivdtiés symbolumok alakjait, agy a kiirtakat,
mint a ki nem irtakat is, a mely utébbiak képezési modjdra
nézve azonban ott van az utasitds. Tovdbbd vigyik be (49)-bél
A, A,, A, alakjait. Ismét tekintettel 1évén az e §. elején jegy-
zett algebrai azonossdgokra, valamint az (51) alatti jelolésekre,
a kovetkezo végleges egyenleteket taldljuk:

1 2n—m?) (681;} — —2%) + Fy+mkF;=0,

2 9606 ( 0.5

8 (aa?—%%)wn(?i —Zﬁ)ﬂf =0;
4 @n—md) aF 4 3F,—H,—=0,

5 (Qn—m“*)((oi +m aH) 2(Gy+mH,) = 0,

Sy ﬁ3+H1) 13

+ 2 (mG,+2H,)=0;

6 (2n—m?) (m %{i‘— + 2n

=3

oF,
gyt LM EERS
(2n—m?) e 3mkF,—H, =0,

8 (2n—me) ((’;g’ +H) 2m(G,+mH,) =0

©

G oG .
(2n—m?) (m 37# +2n amj + FQ) —2m (mG,+2nH,) = 0.

Ezek az egyenletek a maguk szdrmazdsdnak a médjdndl
fogva agy hatérozzdk meg az F|, G,, H, stb. functiékat, az m
és n (51!) functidi gyandnt, hogy a (49) alatti kifejezések rend-
jén a (48) alatti egyenletek jobb-oldalai rd szolgdlnak a bal-
oldalokra, vagyis hdrom functionak a bal-oldalok kivetelte par-
tidlis derivatumait képezik.

3k
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11. §. Igen konnyen oldhaté meg az egyenlet-rendszertink.
Az b és 8 egyenletekkel kezdem. Ezek igy is irhatok:

a
an
a
am

(G+mH)+ 2(G,+mH,) =0,

(2n—m?)

(2n—m?) (Gy+mH)—2m (G,+mH,) = 0.

Belélik, megolddsukul

1 — mH,

1= op—m?
kovetkezik, a melyben az a tetszbleges constans.

Vigyiik be G,-nek ezt a kifejezését a 6 és 9 egyenletbe s
talaljuk
oH,

pro R (D — 2 1 .
o Fy;=—3H,—(2n—m )__ﬁn
: F,= 3mH,— (2n—m?) Lo
AR S am
A 4 és 7 alatti egyenletbol egyszertien algebrailag ered
H;;: 3[“1"‘— (Q’n—m2) —Oﬁl ’
(3] on
; aF,
= — i 9 —m2) ——L .
H, 3mk,+ (2n—m?) e

Elimindljuk 2 és 3-bdl a

am ~ on
mennyiséget és taldljuk
dH, dH. )
I 2 ALy I w3
(2n — m?) ( on T + H, +mH; = 0.

Bz az egyenlet, meg az 1 alatti hasonlé egyenlet, mér H, és
H,-nak illetsleg F, és Fy-nek [3] illetéleg [2] alatti alakjaival
kielégitést nyer.

Végiil iktassuk be H, és Hy-nak [3] alatti alakjit a 2 és 3
egyenletbe. Mindkét egyenlet folyoményaként
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3G, G, 5t r z;i

on om

kapjuk, a mi pedig igy is irhato :

86, " ~10G, —Ftm ;Fl 49 a (nky)

4] on

on om

Mindezek szerint az I}, H, ésvagy a G,, vagya G, tetszo-
leges fuggvényeik m és n-nek, mig a G, F;, F,, H;, H, és meg-
feleloképpen a G4 vagy a G, az [1], [2], [3], [4] szdmok alatt az
el6bbi fuggvényekkel és az a constanssal hatdrozvdk meg. Ezt a
meghatarozdst el6nyosen eszkozolhetjitk hdrom, részben qj
functio F, G, H kozvetitésével. Legyen

7 i oF gL
Ny | LI

H1 = H.

Az [1], [2], [3], [4]-b6] folydlag, ha teljesség kedveért egyszer-
smind ugyancsak ezt a * hdrom definitiét is befogjuk a soro-
zatba, van ~

F= %

(F) F,= 3mH—2n—m? Zfi ;
Fy=— 3H—(2n—m? ﬁ;
G,= ’%:W —mH,

e G,= F+m g:; + 9 Zf; + zz ,
s % :
H=H

(H) Hy= — 3m% + 2n—m?) %;E,
H;= 32—5 + (2n—m?) %ig—
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De egy kis megjegyzést kell tennem. A (G) alatti egyenletek
mésodika a [4] egyenletb6l az n véltozdra sz0l6 partidlis integr-
tioval eredt, minélfogva a Gg-nek a kifejezéséhez az m véltozo-
nak egy tetsz6leges functidja volna additive csatolhato. Jelolje

ezt a tetsz6leges functi6t gz . Vele igy volna a (, kifejezése X

¥ ar aF  9(G+6)
AL - 9; .
Go=F+m—— +n—y Teat

Azonban‘é G functio még esak a G4 kifejezésében fordul el6 s
ez a kifejezés, amiatt, hogy # az n-t6l fiiggetlen lehet, igy
irhato:
_0(G+9)

GsS0 o
Mivel a G tetszoleges functiéja az m és n véltozoknak, a ¢
funectio f6losleges.

12. §. Az (F), (G), (H) kifejezések ugy hatérozzdk meg az.
F,, G,, H, stb. figgvényeket, és pedig egészen dltaldnosan,
hogy a (48) alatti jobb-oldalok a bal-oldaloknak a (49) alattiak
gltal megfelelnek. Most mar csak az van hdtra, hogy az (F),
(®), (H) kifejezéseket a (49) alattiakba, azutdn ezeket a (48)
alattiakba bevigyiik, azutdn pedig gy rendezzik az eredményes
jobb-oldalokat, hogy ezeknek a bal-oldalokon jelzett caractere
kell6leg el6tiinjék. Ennek a rendezésnek a sordn tekintettel kell
lenniink bizonyos algebrai relatickra, a melyek a (14) és (19)
alattiakbol szdrmaztathatok és pedig az dltal, hogy ezeket r-nek
a négyzetével szorozzuk. Az (51) alatti jelolések rendjén igy
vannak a szdmbaveendd reldatiok :

(es')? = In—mP—ej— 2ns;® + 2messt,

(es)2 = In—m®—ez—2nsy + 2messs,

(es')5 = 2n—m®—e3— 2nsh” + 2messs;
(es')3 (es")a==1m (eash- e555) — al3— 215255,
(es')1 (es')3=m (e3s1 +e185)— ezey — 21381
(es")a (es")1=mm (€155} e951) — €109 — 2118153
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Ugy torténik a szdmba-vételiik, hogy miutén az (F), (G), (H)
alattiakat (49)-be, a (49) alattiakat pedig (48)-ba bevezettik, az
eredményekben el6forduld (es'), (es'), stb., meg (es'); (es’), stb.
szorzatok helyébe mindenitt az 6 emitti kifejezéseiket iktatjuk.
Igy valik lehetségessé az oly médon vald rendezés, a mely a
(48) jobb-oldalainak a bal-oldalain kivetelt természetét kidombo-
ritja. Ha ezeket a roviditéseket haszndljuk :

or
(2n—m?2) C U,
mF+ G=—1V,
: 2n—m) H= W,
akkor az eredmények igy formuldzhatok :

ht? all . alU
™1 om ek
e S,S’ _I’l "e aV
- 1 om ™
da ()8, aw AT oW
11 om 1™ "o
st (es")y
T ¢ 2n—1n?’
—  eSh i) e.e au
%8 Gm - "2 "5n
—_ s"s-’—OV sie ik
a/ i 0192 (—,m 162 0‘)&
2 N OW oW
—(e: g M 1. ) T 14 WA AE: !
§ —(eshisa —— (e§)lea o T BW
s (es)a
i n—me ’
. oU i U
3 om 130
iy S"S’ (’)V S"e 6V
8f 1% om % an
dc Pk L SN
—(es)1 83 Fey — (es )163—6n —ssW
sy (es')s
+ 2n—m?2 "’
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Ezekbsl mér faradsdg nélkil kiolvashatni, hogy (47!)

of 0. /
a—({:—-?—Lefo+31V+(es)l J+asi G)(fs );nﬂ’
_aﬁ ki -,)_ (69 )a
N bt e L VAR Gl e e
ﬁ P —a_ ; g ’ - (es )
ek 7S e, U+s1V+(es")y Witasi On—ms ’
a ? e ' ' (4 l.’
az a(— legU+s2V+(es"), W 1t-ase ?,(:—s_%,?’
a_g _‘ : (35’)2
L T k™ 2 (e UrtsV+(es), Witas g =
ag (e‘ )3
% (7 ;LeQU—}—SQV-f-(eS )QWW‘*'QSQ QH m“ ’
oh _ ‘ (es');
W a g, LUtV (@) Witas g —
oh __ (e5),
0 Wb 7 Q.e%U-i-qu—}-(es Wit ash 5,
oh sl - ’ N / (e' 3
s a_egl_e:;U+83V+(es )s W 1+ass s

Ha visszaemlékeziink az e, ¢, e; mennyiségek definitio-
jara (47!), haladéktalanul feljegyezhetjik az f, g, h funetiok
kifejezéseit. Eljiink ezzel a jeloléssel :

f (es'), dey+(es')y dey+(es)s des -

u n2 n2 n2 s
(es)1+(es')a+(es')3

Tudva, hogy az integrti6 jele alatti nevez6 annyi, mint 2n—m?,

nyomban beldthatjuk, miként

[ =eU+s1 (V—a) + (essa—easy) W,
(B) 9 = eoU~+85(V—a) + (erss—ess1) W,
h = esU~s5 (V—a) + (eassi—essa) W,

a hol (es’), stb. helyett ezeknek a definitidik (e3s3— eess) stb.
jegyezvék. Az integrdtiok hatdrozatlanai, amiatt, hogy physikai
jelent6séggel az f, g, h functitk csak az incrementumaik révén
birnak, figyelmen kivill hagyhaték. Az (4) alatti integrélis

(4)
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elemei természetesen teljes differentidlisok. A kifejtése redlis
alakban arcus-tangens segitségével ejthetd meg, de nem sziik-
ségszerii.

A végrehajtott analysis rendjén U, V, W tetszbleges func-
ti6ik az

m= (rs'), n=--=r?

bSO =¥

valtozoknak, vagy, ami mindegy, az (rs’) cosinus és r tdvolsig-
nak tovibbd az a tetszbleges constans. Azonban a kitlizott
probléma szempontjdbdl az f, g, h functiok egyértékiiek és foly-
tonosak tartoznak lenni a haté dram vonaldn. Mér a (B)-bsl

(e1—msy) [+ (ea—msa) g+ (es—mss) h=(2n—m?) U,
(2nst —mey) [+ (2nsy—mes) g+ (2nss—mes) h=(2n—m?) (V—a),
(e555— eas5) [+ (ersh— eash) g+ (east— exs2) h=(2n—m?) W.
Ekként
(&) 2n—m2) U, @2n—m?) (V—a), @n—m?2) W

egyértékiiek és folytonosak tartoznak lenni a haté dram vo-
nalén.

A (B) alakok az (A) definitioval, meg a (C) kifejezésekhez
ftizott kovetelménynyel kapesolatban szitkségképpeni kovetkez-
ményeik a kittizott probléma analytikus fogalmazasinak. De
meg is oldjdk a problémdt, mert leszdrmaztatisuk modjandl
fogva olyanok, hogy a

daf dg  dh
ds:tonds 5 s

er6 — gy nagysdg, mint irdny dolgdban — fiiggetlen a coordi-
ndta-rendszer vélasztdsatol meg az dramgorbék alakjatol, a mit
a kovetkez6 czikkben (13.§.) szemtél-szembe is ldtni fogunk.
Ezek szerint a (B) alakok dltaldnos megolddsaik a kitlizott
probléménak : az integrdlis hatds nélkil valo Gsszes elektro-
dynamikus elemi eréket szolgdltatjdk, és az (1) alatti kifeje-
zésekbe iiltetve, az Ampere-félékkel sequivalens Osszes elemi
erbket kiadjak.
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13. §. Térjunk vissza a fuiggetlen véltozok régi jeloléseihez.
Ezek kapesén a (B) alatti kifejezések igy vannak:
[=rorU+tsi(V—a) + (rs) r W,
(D, g =rorU+82(V—a) 4 (rs")yr W,
h=rgU+ss(V—a) + (rs)3r W,
a melyekben
" f (rs")y da—+(rs"), db+(rs")y de
el r n2 n2 n2
[(rs )1+ (rsT)e+(rs")s] r

Azonban (3. §!)
da=s,ds, db=s,ds, dc=syds.
Jegyezziik be ezeket az integrdtio jele ald. Minthogya (8)' szdmu
relatiok szerint
(78")18,+ (1S )9+ (8")383=(q's") (Pis1+pasa+pass)=(q's’) (p's),
és mésfel6l (6!)’
(rs)i+(s)3+ (rs)3=1—(rs")*=(¢'s")",
igy @ kifejezése ekként irhato :
e Ll b g

it o=—af G5 < ,

Ezek értelmében az integrdlis hatds nélkul valo elemi erk
componensei, a melyek mint pét-erék barmelyik Ampere-féle
elemi er6t az dltaldnos elvszerti elemi erk Gsszeségévé egészitik
ki (1!), a dsds’ factor elhagydsdval ily alakaak:

EL PR R TR AL Te g’:i) 4

+ )i B (s, W,

. -%—:TQT%_SQU+S‘Q(%+%%%)+
Vil + 5 L (55, W,
fl—: = 7*3’/'—%3—7 — s3U~+-s3 (% + % %7,;8,—;) +

=5 (7'8’)37"1%‘,— — (ss"); W,
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a melyekben, ha U, V, W az r és (rs')r=m véltozok functiti-
ként fogatnak fel,

alU U ﬂ_}_ alU dm.
del g  de am ds
‘ sth.

' o | 3 aU oq! _&
(II) ——(7'-5)6—7“—(-5-5) M y

A (II) alatti ers 6t olyan eré osszetételének tekinthetd, a
melyek nagysdgait

aU dV  a (p's) e BW oy

0 TRk 7 AT TR i

mennyiségek értékei teszik, irdnyaik pedig rendre a kovetkezoleg
vannak megszabva : az elsének az irdnya az r tdvolsdgi vonal-
ban van, a mésodiké a ds elemben, a harmadiké a ds’ elemben,
a negyediké merdleges az |7, ds’| sikra, az 6todiké meréleges a
|ds, ds'| sikra. Szembeszokd, hogy valamennyi eré érdemlegesen
csak a ds és ds’ elemek kolesonos helyzetétol figg, vagyis ezen
kiviil még esak oly mennyiségektél fiigghet, a melyek véltozat-
lanok az dramgérbék mentén, minék pl. az dramintensitdsok.

Az egyik Ampere-féle elemi erd componensei a dsds’ szor-
zattal valo osztds utdn

T
[3(rs) (rs’)—2(ss")] AT
.7’3’

a hol a k az dramvonalakon viltozatlan mennyiséget jelent.

Additive hozzd csatoltatvdn sor-rendjiik szerint a (ITy
alattiakhoz, az Osszes velik @®quivalens er6k componenseit
szolgaltatjdk. A mdsik Ampére-féle (Gauss-, Grassmann-, Rey-
nard-, Clausius-féle) eré azdltal fejlik ki ebbdl az dltaldnos-
bél; hogy

U=——(7's')i, V=0 =0 ;iia=0
,,,J

teszsziik. Ugyanis, tekintetbe véve, liogy az U-nak itteni specidlis
alakja igy is irhato:

,,18"' rs a2 F
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a (II)' mintdra rogton lﬁtjuk, hogy

dU w2 e (S
Tdﬂg_—:—3(rs)(vs)ﬁq—(ss)7§.

Betéve ezeket az U, V, W, a, %g értékeket (II)-be, ha mdr az

el6bbi Ampere-féle erit is odacsatoltuk, a kovetkezo kifejezésekre
akadunk :

ps) si—@shry (rs)s;—(ss) 1 L (r8)) 55— (8815
7® ’ 2 bant i :

s ezek a mésik Ampere-féle eré6 componensei; rendre p,, p,, ps-
vel szorzottan zérust adnak osszegil, tehdt az |r, ds| sikban 1év6
irdnyt jelentenek, tovabb4, rendre sj, s3, Si-sel szorzottan is
zérust adnak Osszegiil, tehdt egyszersmind a ds’ elemre merd-
leges irdnyt jelentenek stb.

14. §. Azok kozdl a vizsgdlatok koz6l, a melyeket tjszerti
specidlis elemi er6k felkutatdsiban végeztem, ide jegyzem a
kovetkezot :

Vizsgdltam, hogy vannak-e olyan — az Ampere-félékkel
equivalens — elemi erék, a melyek az » tdvolsdgi vonalra mers-
legesek? A vizsgdlat eredménye igenld ; még pedig végtelen sok
ilyen elemi er6 vagyon és egyszerti analytikus formuldzast
engednek.

A kérdés analytikus fogalmazdsa nyilvdnvaldlag igy van:
melyek azok az U, V, W, « mennyiségek, a melyek rendjén (1!)

(x4 gl (1 )+ (2 G5 =0

Irjuk be ide a (II) alatti kifejezéseket, és X, Y, Z gyandnt
haszndljuk az els6 Ampere-féle er6 componenseit (43. old.!)
Emellett tekintetbe véve, hogy

(88")y 7y + (s8")g 1 + (88') 1y =— (r8"); 8 — (18")y 89 — (15")3 83,
tehét (8)' szerint '

(s8")171 + (s8")ara + (88") 15 =— (¢'s) (P15t +pasa + p's3) = —
—(q's) (p's);
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némi rendezés utén egyenletiink ezt az alakot 6lti (IL!)':

(Ts)[U+ ’"% +(’“8')%/— g5 {1%)

alU v 1 ]

i SN e 9l = 0.
+(ss)[r6m+(rs)am+~krz+ 0
Sy 1o a (7”3')} ok
A szogletes zdrjelek foglalatjai fiiggetlenek az s irdnytol. To-
vébbé e foglalatok (rs) és (s's) factorai fuggetlenek egymadstdl,
mig a (p's) factor ennek a kettének irrationdlis fiiggvénye (131).
Kell tehét, hogy mindhdrom szogletes zérjel foglalatja kulon-
kiilon eltinjék, tehdt, hogy

dlny ms aE

|+

r2 |

m

il g
/ or r or 8
FEUP e A, 1
om ~ r om T r’
G B (’rsl)
: Wi s

legyen. A két elsd egyenletben a megoldds czéljabol (rs’) helyett
a vele per definitionem azonos m : 7 iratott.

A 2 egyenlet directe meghatdrozza a W fuggvényt, és pedig
az a constans dltal, a mely utébbinak a tetsz6legessége érintet-
len. Az 1 alatti két egyenlet megolddsra vér.

Hogy ennek a két egyenletnek a jobb-oldala a bal-oldaldhoz
ill8 legyen, e végb6l a V functio egy feltételi egyenletnek koteles
megfelelni, a melyet a

8 awl) © @ al) 4

ar am om  or 2

kovetelmény diktdl. Ez a feltételi egyenlet igy van :

9 P2 9 i
mr o -+ an+k—0.
A megolddsa pedig

Y ~ﬂ)
v=t i y(m),

1
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a hol Q(?) tetszéleges fiiggvénye az m/r = (rs’) mennyiseg-

nek. Ezt most be kellene vinni 7-be s azutdn az rU-ra szolo
integraldst végrehajtani. Hogy azonban e mfiitétet explicite csi-
nédlhassuk, a ¥ functié helyett egy ugyancsak m/r-t6l figgé
functinak £ a differentidlis hdnyadosdt kell alkalmaznunk.
Irjuk tehat

3 Ve ,,_}_g'(m)

a hol médr most !2'( 92> els6 derivatuma az m/r egy tetszéleges

0 functijdnak. A V-nek a 3 alatti kifejezését téve be az 1 alatti
egyenletekbe, ezekb6l konnyl szerrel

4 sU=—ans 4 o). 1 .@'(’7”)
fejlik ki.

Allitsuk vissza m helyett az (rs') r-et: eredményeink sze-
rint az Ampeére-féle erékkel (X, Y, Z) @quivalens Osszes erdk
kozott vannak olyanok, a melyek mer6legesek az 7 tdvolsdgi vo-
nalra, és ezeket az er6ket az

f dyg dh

5 X+ Y+Zl§’ /+d

componensek képében a (II) alatti kifejezések a kovetkezd reld-
tiok rendjén szolgaltatjdk :

(#s) ;-1 (rs) .
U % 73 3 7 £ 7 o
6 at— ,' + 9,
T L (75)
r (qs) {

a melyekben az @ tetszoleges functidja az (rs’) cosinusnak, és
Q" az Q els6 derivatuma.

Azonban ezek kozt a 6-hoz tartozé 5 alatti er6k kozt esak
egy olyan van, a mely, mint az Ampere-féle erdk, a tdvolsdgtol
a négyzet forditottjaval ardnyosan fugg. Még pedig
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= Ohia— 0
juttat hozzd, mid6én aztin
v=—2 ) v w-o

Ennek az erének a componensei gyandnt a (7) és (7) reldtiok
tekintetbe vételével ezt taldlom :

gk rs') (¢s) (rs) (¢'s")
X-{-—d—{;‘:glx( 7‘21 ql+’" 7;1 1,

o g (7“8) (qS) L (TS)(qS) ,
ds r?
Z+%}—'_21 (M) ('15‘) Tk (M)?(gq? P

Tehdt két egyszerti eré osszetétele gyandnt foghato fel, a melyek
mindegyike kiilon-kilon meréleges az r tdvolsdgi vonalra, és az
egyiknek az irdnyaaz |r, ds| sikban, a mésiké az |»,ds’| sikban
vagyon. Nagysdgaikat pedig sorrendjikben

ok ) ) oigreq 1 TS
!l T

értéke teszi, vagyis
2k ;
3 ©os (r,s") sin (1, 8),
illet6leg
k 5 ;
- cos (1, 8) sin (1, ')

értéke.

15. §. Hogy ha az dllandé és egyenletes vonalos dram tomeg-
mozgaté hatdsa nem dramra, vagy dram-részre, hanem mégnes-
pélusra vonatkozik, akkor tudvalévbleg a Biot-Savart-féle tor-
vény jut érvényre s a megfelel6 elemi eré componensei gyandnt

(g9), 4 (q )

s
(q ) 5 Dyds,  x e —= pydls,

Pyds
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szerepelnek az elektromdgnesség tandban, a hol a x a mdgnes-
polus intensitdsdval és az dram intensitdsdval ardnyos constans.
Azonban épen gy bevdlnak elemi erékul a

( (qs) o (l/)

( (qs)

Dy + ) ds,

( (qs) ;+€I,h) s

componensti er6k, hacsak az f, g, h functiék egyértékiiek és
folytonosak az dramlds vonaldn.

De avégb6l, hogy ezek az erék is valosfigos elemi torvényt
hatérozzanak meg, aldvetvék annak a kovetelménynek, hogy
gy nagyséigra, mint irdnyra nézve fuggetlenek legyenek a coor-
dindta-rendszer vélasztdsdtol és az dramgorbe alakjatol. Mivel
pedig a Biot-Savart-féle erd bir ezekkel a tulajdonsdgokkal, kell,
hogy az integrdlis hatds nélkal valo pét-eré, a melynek a com-
ponensei a ds elemmel valo osztds utin

o dg
dsy  Lasdg tdat

maga is birjon ezekkel a tulajdonsdgokkal, minélfogva mind
nagysdg, mind irdny dolgdban csakis a pélus és az dram-elem
kolesonos helyzetét6l fiigghet érdemlegesen ; igy a pot-erének a
P, q, r rendszerbe tartozé componensei, vagyis

df ([ 4lh
df dg dh
o ds s ds T4 ds”’
up T dy dh
U ds RS (Ia "3 ds

csak az r tdvolsdgnak és az
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(rs) = 748y + 1385 + 7355

cosinusnak a fiiggvényeik lehetnek. Ez értelemben hatdrozan-
dok meg itt az f, ¢, h functiok.

Vildgos, hogy ez a probléma implicite bent foglaltatik az
el6z6 czikkek sordn letdrgyalt problémédban, és pedig az utébbi
azaltal képezi a mostaninak az dltaldnositottjdt, hogy benne az
imént emlitett er6-componensek az 7 és (rs) mennyisegeken
kivil még az (rs) és (ss’) mennyiségeknek is érdemleges fligg-
vényeik, mint ezt mér az 1. §. zdradéka jelezte. Ebb6l az kovet-
kezik, hogy, ha a 13. §-ban 1év6 (I), alatti kifejezésekbél kito-
roljik az s irdnytol valo fuggést, akkor az f, g, h functiok
szaméra azokat az alakokat kapjuk, a melyek vonalas dramnak
egy mégnes-polusra hatdsdnak az Osszes elemi torvényeive egé-
szitik ki a Biot-Savart-féle torvényt. Még pedig, most U alatt
érdemlegesen csupdn az 7 tdvolsagtél fiiggh mennyiséget értve,
ezek az alakok az (I),-b6] kénnyen kildthatélag igy vannak :

f=arl, ig=rrll, h=ryrU.

Ugyanis az (I);-ben el6forduld tobbi tagoknak oly coefficienseik
1évén, a melyek lényegesen fuggenek az s’ irdnytol, t. i.

St, 82, $a;
et e (psl)e s
ezek a tagok most eltuntetendék, azaz most
V=008 =00 g —0

teend6. Az U-bol pedig, a mely (I);-ben, mint 7 és (rs’) functidja
szerepel, az (rs’) eosinus, mint az s’ irdnytol lényegesen fiiggd
véaltozo, most kitorlendd.

Ezeket az f, g, h kifejezéseket mds helyen directe deducdl-
tam a fent jellemzett specidlisan elektromdgnesi probléma for-
muldzésabol. (Ertesité az Erdélyi Muzeum-egylet orv. termt.
szakosztalydbol 1892, mdsodik termt. fiizet: «Hszrevételek az
egyenletes és dllando elektromos dramlds elméletére» III. «Az

4

M. T. AK. ERT. A MATH. TUD. KOREBOL. 1893, xv. K. 3. sz.
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elektromégnesi tomegmozgatoé hatds elemi torvényeiroly). Egy-
szersmind némely theoretikus megjegyzéseket is fiiztem ott hoz-
zéjuk. Ugyanott mér a fentebbiek sordn tdrgyalt problémdst is ki-
ttiztem, de akkor egyel6re csak bizonyos elézetes megszorités ke-
retében oldottam meg, kés6bbi alkalomra tartva fenn akkor az
dltaldnos, most itt eléadott tdrgyalds kozlését.









szeletek elméletében. 10 kr, — XXV. Hunya,dyAJené"—. A pontokbél vagy érin-
t6kb6l és a conjugilt hiromszoghsl meghatérozott kipszelet nemének eldon-
tésére szolglé kritériumok. 10 kr.

Nyolozadik kétet.

I. szdm. Astrophysikai megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsgilén 1880-
ban. Konkoly Miklsstol. Egy thbla rajzzal. — II. szdm. Adatok Jupiter physi-
kéjahoz az 1880-ik évbsl. Egy fiiggelékkel. Konkoly Miklostol. — III, szém,
A Bélyai-féle algorithmus. Dr. Farkas Gyulatol. — IV, szém. Napfoltok
megfigyelése 1880-ban, és 1382 napfolt micrometricus mérése. Konkoly
Mikiostol. Két tabla rajzzal. — V. szédm, Hull6esillagok megfigyelédse 1880-ban
a magyar korona teriiletén. V-ik rész. Konkoly Miklostol. — VI. szdm. Csil-
lagészati megfigyelések az 6-gyallai csillagvizsgdlén., Konkoly Mikléstol. —
VII. szam. 102 hulléesillag kisughrzési pont, levezetve 518 megfigyeléshél,
melyek a magyar korona teriiletén 1879. és 1880-ban tétettek. Konkoly Mik-
lostél. — VIIL. szém. Uj villimzaré vagy nyitbkésziilék norméléran, és a
Jiirgenssen-féle éraszerkezet, Konkoly Miklistol. Egy képtéblival. — IX, szdm.
Adatok Jupiter forgisi elemeihez. Dr. Kobold Armintsl. — X. szdm. A Ha-
milton-féle rendszerek és az elsdrendii partialis differentidlegyenletek altalanos
elmélete. Székfoglalé értekezés. Komig Gyulatol. — XI. széim. A hadtudomény
viszonya a t6bbi tudoményokhoz. Kapolnai Pauer Istvintol. Székfoglald érte-
kezés. — XII. szdm. Egy negyedrendii feliiletrdl. Hunyady Jen6tol.

Kilenczedik kétet.

I. szfm. Astrophisikai megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsgilén. (H4-
rom tablaval) Konkoly Miklostol. — II. szém. Az 6-gyallai csillagvizsgald
foldrajzi szélessége. Dr. Lakits Ferencstsl. — III, szdm. A herényi astrophy-
sikai observatorium leirfsa, és az abban tett megfigyelések 1881-ben. (Egy
tablaval) Gothard Jenétsl. — IV. szém. Napfoltok és a nap feliiletének meg-
figyelése 1881-ben. Konkoly Miklistol. — V. szém. Csillagiszati megfigyelések
az 6-gyallai csillagvizsgilén. Konkoly Mikliostol. — VI. szim. Hulléesillagok
megfigyelése 1881-ben. Konkoly Miklistol. — VIL szdm. Adatok Jupiter és
Mars physikéjahoz, az 1881, évi megfigyelésekbol. (III. rész. Harom tablival.)
Konkoly Miklostol. — VIII. szém. Az iistokosck vegytani alkotésa. Konkoly
Mikléstol. — IX. szam. Az 1871—1880. években, Magyarorszagban megfigyelt
hulléesillagok pélyaelemei. Kovesligethy Radotél. — X. szam. Néhédny deter-
minéns-egyenletrdl. Hunyady Jendtsl. — XI. Perspectiv helyzetti alakzatok-
16l Dr. Klug Lipéttol. — XIIL. szém. Az elhajlott fény intenzitédsinak vizsgd-
lata. (A math, és természettudoményi 4llandé bizottsidg segélyezésével késziilt
dolgozat. Tizenkét Abréval a széveg kézott.) Dr. Frohlich Izortol. — XIII,
szém. Az algebrai egyenletek elméletéhez. Konig Gyulatol.

Tizedik kitet.

I. A nap feliletének megfigyelése 1882-ben. Konkoly Miklostol. —
IT. Astrophysikai megfigyelések 1882-ben, a) A Wells-iistdkos szinképe. b) A szep-
temberi nagy iistokés szinképe. ¢) 9 Meteor szinképe. d) 115 4lldesillag spec-
truma. e) Coloremetricus megfigyelések. Konkoly Miklostol. — IILI. Hulls-
esillagok megfigyelése a magyar korona teriiletén. 1882. Konkoly Miklostol. —
IV. Egy uj reversio-spectroscop s annak haszndlata. (Egy tdblival) Konkoly
Miklostol. — V. Az 6-gyallai csillagvizsgalén eszkozdlt csillaghszati megfigye-
lések eredménye. 1882. Konkoly Miklistol. — VI. Néhény szb az iistokosok
vegytani alkotasarl, Gsszehasonlitva a meteoritekkel. Konkoly Miklostol. —
VIIL. Egy uj szerkezetii spectroscop. (Egy téblaval.) Konkoly Miklostol. —
VIIL. Astrophysikai megfigyelések a herényi observatoriumon, 1882, (Bgy
tablaval.) Gothard Jendtdl. — IX. Adatok Jupiter és Mars bolygék physiké-



jéhoz. (Hérom téblaval) Qothard Sindortol. — X. Egy uj spectroscop. (Egy
tablarajzzal.) Gothard Jenétsl. — XI. Astrophysikai megfigyelések 1883. (Egy
tablaval) I. rész. a) y Cassiopejae spectruma. ) o Ursae minoris spectruma.
c) A Swift iistokds spectruma. d) A Brooks iistokds spectruma. ¢) Colori-
metricus megfigyelése 65 4llocsillagnak. Konkoly Miklostol.

Tizenegyedik kitet.

I. Astrophysikai megfigyelések 1883-ban, az 6-gyallai esillagdan. (IT-ik
rész, 3 tébla.) Konkoly Miklostol. — IL. A nap felilletének megfigyelése
1883-ban, az 6-gyallai csillagddn. Konkoly Miklostol. — III. Hulldesillagok
megfigyelése a magyar korona teriiletén 1883-ban. Konkoly Miklsstil. —
IV. 615 4lléesillag spectruma. A déli ov atkutatiséinak I. része. Konkoly
Miklostol. — V. Megfigyelések a herényi astrophysikai observatoriumon 1883-ban.
(Két tablaval.) Gothard Jeniétsl. — VI. A Pons-Brooks iistokos spectroscopicus
megfigyelése a herényi astrophysikai observatoriumon. (Két téblaval) Gothard
Jenbtsl. — VIL Cgillaghszati megfigyelések az 6-gyallai csillagddn 1883-ban
Konkoly Miklostol. — VIII, Elbleges vizsgilatok néhiny szénhydrogén-giz
spectrumén, spectroscoppal és spectralphotometerrel. (3 tablaval s 2 fametszet-
tel.) Konkoly Miklsstol. — IX. Adatok Bolyai Farkas életrajzahoz. Szily
Kalmantol. — X. A herényi astrophysikai observatorium sarkmagassigénak
meghatérozdsa. Gothard Jenitil.

Tizenkettedik kitet.

I. A napfoltok és a nap feliiletéek megfigyelése \az 6-gyallai esillag-
vizsgélén 1884-ben. (1 fametszettel) Konkoly Miklostol. — II. Astrophysikai
megfigyelések az 6-gyallai csillagvizsgélén 1884-ben. (4 fametszettel.) Konkoly
Miklostol. — III. Az 1884. évi megfigyelések a herényi astrophysikai obser-
vatoriumon. (2 abra és 3 tiblaval) Gothard Jendtél. — IV. Hull6-csillagok
megfigyelése a m. korona teriiletén 1884-ben. 26 radiatio ponttal. Konkoly
Miklostol. — V. 615 alldesillag spectruma. Konkoly Miklostol. — VI. A nap-
foltok gyakoriassiga 1872-t61 1884 végéig. (2 kényomatu téblaval) XKonkoly
Miklostol. — VII. Adatok Jupiter physikijihoz. (2 tablaval) Konkoly Mik-
lostol. — VIIL. Tanulményok az égitestek photographélasa terén. (1 téblaval.)
Gothard Jendtsl. — IX. A Haynald-observatoriumban 1880—1884-ben meg-
figyelt napfoltok. Hiuninger Adolftol. — X. Az 1873, VIL. sz. Coggia-Winnecke-
féle iistokos palyaszémitisa, Schulhof Lipottol. — XI. A folytonos spectrumok
elmélete. Kovesligetht Radotol.

Tizenharmadik kitet.
I. A foldnehézség meghatérozésa Budapesten 1885-ben (4 téblaval).

Gruber Lajostol. — I1. Hullb csillagok megfigyelése a magyar korona teriiletén
1885-ben. Konkoly Miklostol.— IIL. 855 all6csillag spectruma. Konkoly Miklostol.

Tizennegyedik kétet.

I. A dinamika alapegyenleteinek jelentésérél. Kdnig Gyuldtol. — IL. Az
orthogonélis substitutié egyiitthatéinak paraméteres értékei. Hunyady Jenstsl. —
IIT. Az orthogonalis substitutié egytitthatéinak paraméteres értékei. (Folytatésa
az el6bbinek.) Hunyady Jenétél. — IV. A lanczhidak merevité tartéinak
grafikai elméletérdl. Kherndl Antaltol. — V. Egyiittesen lengé elemi méagnesek
kolesonés vonzésai és taszitisal. Frohlich Izidortol.

Tizenétodik kitet.

I. A vasutak jovedelmez8ségérsl, kapesolatban a tarifak kérdésével.
Kisfaludi Lipthay Sdandortol.
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