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Tudvalevöleg Ampere az elektrodynamikus batasoknak 
ketfele elemi törvenyet allitotta fel, a melyek requivalensek egy­
massal. Mindegyik egyenletes es alland6 aramlasra vonatkozik 
. es akar teljes zart aramon, akar az ilyennek csak egy reszen 
nyilvanuljon a ponderom6toros batas, egyarant ervenyesek, 
mindegyik ugyanabboz az integralis batasboz vezet. Ugyanis 
az egyik elemi erö componensei a masik elemi erö componensei­
töl függveny-elemekkel külömböznek, a melyeknek a bat6 
aram vonalan kepzett integralisaik eltünnek.* 

* Az egyiket, a mely Gaussndl is elöfordul, a legtöbben talan meg 
ma is Grassmannak vagy eppen Reynardnak tulajdonitjak, noha BIIrtrand 
l'a mutatott mar (Le9ons sur Ja Theorie mathematique de l'Electricite, 
1890. 161. old.), hogy Ampere ezt is felallitotta. Val6ban, az ö hire& 
munkajanak (Theories des Phenomenes electro-dynamiques etc. 1826) a 
137. oldalan elöfordul. A masik törvenyeböl vezeti le, abb6l, a melyet 
közönsegesen ei;yetlenül emlegetnek az ö neve alatt. Emez ujabbnak 
tartott elemi törvenyhez jut el, •mint Gras1m1ann-fälehez• ClausiiV1 is a 
maga alap-hypotheziseiböl. (Szinte azt hihetem, hogy mi6ta Ampere 
kisel'letei es hozzajuk füzödö közetlen következtetesei altalanosan isme­
retesekke lettek, az6ta aligha olvastak folyamatosan Ampere munkt\jat.) 

JI<, T. A.K. ERT. A. MA.TH. TlJD. KÖREBÖL. 1893. XV, K. 3, SZ, 1 



FARKAS GYULA. 

A ket elemi erö barmelyikeböl ugy szarmaztathat6 egy 
velük requivalens 6.j elemi erö, hogy a componenseihez oly 
függveny-elemeket adunk, a melyeknek a hat6 aram vonalan 
kepzett integralisaik eltünnek. E vegböl az a haro91 friggveny, 
.a melyeknek az elemeit beiktatjuk, a hat6 aram vonalan foly­
tonos es egyertekü tartozik lenni s elemeiket a hat6 aram vo­
nalan val6 infinitesimalis megvaltozasaik szolgaltatjak. Azon­
ban arra, hogy az uj elemi erö szinten yalösagos elemi törvenyt 
jelentsen, a harom függveny mas felteteleket is köteles kielegi­
teni, a mely feltetelek abban a követelmenyben gyökeredznek, 
hogy az uj elemi erö szinten - ugy nagysag, mint irany tekin­
teteben - független legyen a coordinata-rendszer valasztasat61 
€s független azoknak az aramgörbeknek az alakjat61, a melyek­
hez a hat6 es batas-viselö aramelem tartozik. 

Ebben az elvszerü ertelemben megbataroztam az Ampere­
fälekkel aiquivalens összes elemi törvenyeket s jelen közle­
menyem a basznaltam deductiönak meg az eredmenyeknek a 
bemutatasaval foglalkozik. 

1. §. A bat6 aramelem hosszusagat es irauyat jelölje ds, a 
hatas-viselö aramelem hosszusagat es iranyat jelölje ds'. Az 
€gyik Ampere-fele elemi erö componensei egy derekszögü x, y, z 
-0001·dinata-rendszerben legyenek 

Xdsds', Ydscls', Zdsds'. 

Minden mas, ezzel requivalens elemi erö componensei ily 
alakuak: 

(X+ ~:) clsds', 

(1) ( y +~) dsds' 
ds ' 

(z + ~;) dsds', 

a hol f, g, h a hat6 aram vonalan egyertekü es folytonos függ­
venyeket jelentenek es df, dg, dh ezeknek a függvenyeknek a 
ds vonalelem menten val6 megvaltozasaik. ' 

A ds es ds' vonalelem közti egyenes vonal iranyat a hat6 
ds elemtöl a hatas-viselö ds' elem fele szamitsuk s ennek az 
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<Bgyenesnek a hosszusagat es iranyat is r jelölje. Meg ket de­
rekszögü coordinata-rendszert fogok hasznalni, a melyek azon­
ban a ds es ds' vonalelemek iranyahoz meg az r tavolsagi vonal 
iranyahoz viszonyitvak. Mindket coordinata-rendszer harmadik 
tengelyenek az iranya az r tavolsagi vonal iranyaval egyezik; 
.az egyiknek a masodik tengelye q az 1 r, ds 1 sikban van s a ds 
iranynyal hegyes szöget alkot; a masiknak a masodik tengelye 
q' az 

1 
r, ds' 1 sikban van s a ds' iranynyal hegyes szöget alkot; 

az elsö rendszer elsö tengelye p es a masodik rendszer elsö 
tengelye p' ugy valasztvak, hogy ez a ket rendszer, p, q, r meg 
p', q', r az altalanos X, y, Z rendszerrel congruens legyen, 
minelfogva mindharom coordinata-rendszer congruens egymas­
sal. Az orig6k helyenek a megvalasztasa a targyalas folyamara 
nezve teljesen közömbös, es csupan a kepzelet rögzitesenek 
kedveert, a p, q, r rendszer orig6jat a ds vonalelembe, a p', q', r 
rendszer orig6jat pedig a ds' vonalelembe teszem. A p, q, r 
illetöleg p', q', r iranyoknak az x, y, z rendszerbe tartoz6 irany­
·cosinusait rendre 

P1. qi, ri; p'l., qq_, 1·2; p3, qß, 1'3; 
p'i, q'i, r'i; p2, q2, r2; p3, q3, r3; 

jelöljek. 
Az (1) alatti erö componensei a dscls' szorzattal osztottan 

a p, q, r rendszerben ezek: 

a p', q', r rendszerben pedig ezek: 

p1(x+ ~n+p2(Y+ ~)+Pa(z+ ~). 
(3) q1 (X+ ~) + q2 ( Y + ~ ) + q3 ( Z + ~), 

·(x df) ·(y dg) ·(z dh) ri + dS + r2 . + (ii + ra + (ii . 

1* 

't 
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4 FARKAS GYULA. 

Az (1) alatti erö nagysaga es iranya az elözmenyek ertel­
meben független tartozik lenni az X, y, Z coordinata-rendszer 
valasztasat6l es a ket aramgörbe alakjat6l. Közömbös para­
meterektöl eltekintve, a melyek t. i. az aramgörbeken nem val­
toznak, csak a ds es cls' vonalelem kölcsönös helyzetetöl függhet. . 
tebat az (1) alatti erö ugy nagysag, mint irany dolgaban. Erre­
szükseges es elegseges, hogy az (1) alatti erönek oly coordinata­
rendszerben kifejezett componensei, a mely a cls es ds' vonal­
elemek kölcsönös helyzetere van alapitva, erdemlegesen csak a 
ds es ds' vonalelemek kölcsönös helyzetetöl függjenek, vagyis. 
az (r, cls), (r, ds'), (ds, cls') szögeken s az r tavolsagon kivüL 
csupan oly mennyisegek fiiggvenyei legyenek, a melyek az aram-­
vonalok menten valtozatlanok. Hogyha tebat a (2) es a (3) alatti 
componensek erdemlegesen csak az (r, ds), (r, cls'), (ds, ds') szö­
gek s az r tavolsag fiiggvenyeik, vagyis, ha az aramvonalok 
menten csupan ezekkel a mennyisegekkel valtoznak, akkor es 
csak akkor teljesiil az elemi törvenynek a coordinata-rendszer 
valasztasat6l es az aramgörbek alakjat6l val6 függetlensegenek 
a követelmenye. De az X, Y, Z Ampere-fele erönek a nagysaga. 
es iranya fiiggetlen a coordinata-rendszer valasztasat61 es az 
aramgörbek alakjat61; ennek az erönek a p, q, r es p' q' r rend­
szerbeli componensei, vagyis 

P1X+p'!,Y+p3Z, 
q1X+q2Y+q3Z, 
r1X+r2 Y+ r3Z; 
p1X+p2Y+p3Z, 
q!X +q;Y +q3Z, 
r!X+ i·2Y+r3Z; 

csak az emlegetett tavolsagtöl es harom szögtöl függenek er­
demlegesen. Kell tebat, hogy a (2) es (3) alatti componensekben 
ezekhez csatolt s integralis hatas nelkiil szükölködö jarulekok 

df elg dh -P' 
P1 cls + P2 ds + Ps cls - • 

elf clg dh 1 

(4) q! ds + q2 ds + qg ds = Q' 

elf clg clh - 1 • 

r 1 (ii + r'l(ji + r 3 ([S - R , 
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1 df , dg 1 dh - p P1as- + P2a8 + p3Ts- , 

{5) 
1 df , dg 1 dh Q 

qi ds + q2 ds + q3 dS = ' 

r' elf + r' dg + r' dh = R . 1 ds 2 ds 3 ds ' 

-szinten csak az 1· tavolsagt61 es az (r, ds), (r, ds'), (ds, ds')harom 
-szögtöl függjenek erdemlegesen, s ba emellett az f, g, h függ-
venyek egyerteküek es folytonosak a hat6 aram vonalan, ugy 
minden követelmeny teljesitve is van. 

Itt erdemleges függes alatt mindig olyan függest ertettem, 
·a melynel fogva az illetö függvenyek az aramvonalak menten 
valtoznak, s a mint a priori is belatbat6, a kifejtendö calculus­
ban csupan ez a függes fog szamon jarni; a következökben ezt 
-az erdemleges függest fogom egyszerüen függesnek mondogatni . 
.Ebhez kepest a targyaland6 problemat igy fogalmazbatom: 
mindazok az f, g, h functi6k meghatarozand6k, a melyek egy­
.erteküek es folytonosak a hat6 aram vonalan, s a melyek oly 
tulajdonsaguak, hogy a (4)alatti P', Q', R' componensek, vagy 
a mi mindegy, az (5) alatti P, Q, R componensek csak az (r, ds), 

{r, ds'), (ds, ds') szögektöl s az r tavolsagt61 függenek. 

2. §. Barmi iranyt jelentsen valamely betü, annakaz irany­
nak az x, y, z rendszerbeli iranycosinusait a betü labahoz jegy­
zett 1, 2, 3 indexxe] fogom jelölni, ugy, bogy V iranynak as 
x, y, z rendszerbeli iranycosinusai sor-rendjük szerint v 1, v 2 , v 3• 

Azon kivül az iras röviditesere a következö jelölesekkel fogok 
-0lni : barmi ket iranyt jelentsen ket betü, ha v es w ezek a 
betük, 

cos (v,w) = (vw), 

sin (v,w) = (vw)0 , 

V3W9J.-V2W3=(vw)1, V1W3-V3W1 =(VW)2. 

W 3V2-W2V3=(WV)p W1V3-W3V1 =(WV)2, 

V~W1 -V1W!!=(VWh, 

W2V1 -W1V~=(WV):t-. 

kifejezesek balo]dalai belyett alland6an fogom haAznalni a jobb 
oldalokat. Ezeknek megfelelöen nyilvanval6, hogy 



6 FARKAS GYULA. 

v1w1 +v2w2+v3w3=(vw), 

(vw)!+ (vw)5= 1, 

(vw)I+(vw)~+(vw)~=(vw)6, 
(vw)1+(wv)1=0, (vw)2+(wv)2=0, (vw)3 +(wv)s=0, 

(vw) 1v1 +(vw)2v2+(vwhv3 =0, 

'(vw)1w1+(vw)2w2+(vw)sw3=0. 

A kifejtendö analysis bizonyos algebrai relati6k ismeretet. 
feltetelezi, a mely relati6k a szereplö iranyoknak x, y, z rend­
szerbeli iranycosinusai közt allanak fenn. Mindenek elött ezek­
nek a relati6knak a gyüjtemenyet allitom össze. 

1. Minthogy a ds irany a 1 q, r 1 sikban van, a ds' irany 
meg a 1 q', r 1 sikban van, ha nagyobb rövidseg czeljab61 a ds 
iranyt s, a ds' iranyt meg s' jelöli, l1gy 

(6) 
(6)' 

(q s )2 +(rs )2 =1, 

(q's')2 +(rs')2= 1. 

2. Nyilvanval6, bogy 

(sx) = (ps) (px) + (qs) (qx) + (rs) (rx), 
(sy) = (ps) (py) + (qs) (qy) + (rs) (ry), 
(sz) = (ps) (pz) + (qs) (qz) + (rs) (rz). 

Minthogy azonban az s irany i q, r 1 sikban vagyon, igy ps = 0. 
Tovabba (px)=p1 stb. Következöleg 

j
. s1 =(qs) q1 +(rs) r1, 

(7) s2=(qs)q2+(rs)r2 , 

s3=(qs)q3+(rs) r 3 • 

Hasonl6keppen 

l 
si=(q's')qi+(rs')ri, 

(7)' ' s2=(q's') q2+(rs')r2, 

Sa=(q's') qs+(rs') rs. 

3. Minthogy az x, y, z; p, q, r; p', q', r; rendszerek 
congruen~ek, ekkent 

P1=(q r)1, P2=(q r)2, Ps=(q r)3, 
p'i=(q'r)1, p2=(q'r)~, p3=(q'r)s. 
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J egyezzük be itt a jobb-oldalok fentebbi definiti6iba a q es q• 
iranyok iranycosinusai helyett ezeknek a (7) illetöleg (7)' alatti 
kifejezesekböl eredö ertekeiket es talaljuk 

(8) (qs)p1=(rs)1 , (qs)p2=(rs)2 , (qs)p3=(rs)3 ; 

(8)' (q's')p'i =(rs\, (q's')p2=(rs'h, (q's') p3= (rs')3 • 

4. Identice all, hogy 

(rs)aß2 -(rs)~3=(r1s1 +r2s2+ras3)s1 -(si+s~+s~)r1 =(rs)s1 -r1, 

stb. 

Egyszersmind a (8) alatti relati6k kapcsan 

(rS)aß2 -(rs)~3=(qs) (paß2-p2s~=(qs) (ps)v stb. 

Következöleg 

1

, (rs) s1.-r1 _ (qs) (ps)1, 
(9) (rs)s2-r2 -(qs) (ps)2 , 

(rs) s3-r3=(qs) (ps)a, 

Hasonl6kepen 

(9)' (rs') s2-r2=(q's') (p's')o2 , l 
(rs')sl.-r1=(q's') (p's\, 

(10) 

(10)' 

(11) 

(rs') s3-r3= (q's') (p' s'h· 

5. Nyilvanval6, hogy 

(ss')=(ps) (ps')+(qs) (qs')+(rs) (rs'), 

(ss')=(p's) (p's')+(q's) (q's')+(rs) (rs'). 

Mivel pedig (ps)=O, (p's')=O, ekkent 

(ss')=(q s) (q s')+Crs) (rs'), 

(ss')=(q's) (q's')+(rs) (rs'). 

6. Az itteni jobb-oldalok egyenliteseböl foly6lag pedig 

7. All, bogy 

(qs) (qs')=(q's) (q's'). 

(p's)2+(q's)2 +(rs )~= 1, 

(ps')2+(qs')2+(rs')2= 1, 
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tehat (6) es (6)' szerint 

(12) (p's)2 =(qs)2-(q's)2, 

(12)' (ps')2=(q's')2-(qs')2. 

8 . A most hasznalt ket azonossagb61, az altal, hogy (q's) es 
(qs') helyett ezeknek a (10)' es (10) szerinti ertekeiket belyette­
sitjük, ez is következik, ba ugyan (6) es (6)' -ra megint figyelünk: 

(13) (p's)2 (q's')2=1-(rs)2-(rs')2 -(ss')2 +2 (rs) (rs') (ss'), 

(13)' (ps')2 (qs)2=1-(rs)2 -(rs')2 -(ss')2+2 (rs) (rs') (ss'). 

9 . A (8)' alatti relati6k ertelmeben 

( ')i ( 1 ')'i! 1'i! ( 1 ')'i! (1 1 i i) tb rs 1 = q s Pi = q s -q1 -r1 , s . 

1rjuk be ide (q's')2q12 stb. belyett ennek a (7)' szerinti kifejezeset. 

Ez altal 
(rs')i=(q's')2 (1-riJ-[sf-(rs')r1]2, stb. 

Innen a (6)' alatti relati6ra val6 tekintettel ezeket kapjuk: 

(rs');= 1-(rs'l--r~ --s12 +2 (rs') r1sl, 

(14) (rs')i=t-(rs')2-r;-s22 +2(rs') r~2. 

(rs')~= 1 -(rs'l-r~-s32+2 (rs') r3s3. 

10. Ugyancsak a (8)' alatti relati6k ertelmeben 

(rs')3 (rs')2=(q's')2p2p3= --(q's')2 (q2q3+r2r3), stb. 

A masodik jobb oldalokba itt is a (7)' szerinti kifejezeseket teve 
a q' irany iranycosinusai helyett, ered 

(rs')a (rs')2= -(q's')?r2r 3- [s2-(rs') r2~ [s~-(rs') r 3], stb. 

Ebböl pedig a (6)' alatti relati6 tekintetbe vetelevel ezek folynak: 

l 
(rs')g (rs')2=(1·s') (r~3+1·ss2)-r21·3 -s2s3, 

(15) (rs')1 (rs')a=(rs') (r3sJ. +r1s3)-r3r1-s3s1, 
(rs')2 (rs\=(rs') (r1s2+r2s1)-r1r2-s).s2.-

Az eddigieken kivül meg harom szabott iranyt fogok basz­
nalni~ a melyeket t, ·u, u' betükkel jelölök. 
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Az elsö, t irany meröleges az 1 s, s' 1 sikra es az ö x, y, z 
rendszerbeli iranycosinusainak t1 , t2 , ta-nek a meghatarozasara 

(16) (ss')0t1 = (ss')1 , (ss')0t2=(ss'h, (ss')0t3= (ss')3 

kifejezesek szolgalnak. 

11. Nyilvanval6, hogy 

( ') + ( ') . + ( ') { = (rs)t si + (rs)2 s~. + (rs)as3, ss 1 ?'1 ss 2 r" ss 3 r 3 - = (s'r)1s1 + (s'r)~2 + (s'r)as3 , 

azaz (16) szerint 

(ss')0 (rt) = (rs)1 si + (rs)2 s2 + (rs)s s3, 

(ss')0 (rt) = (s'r)1s1 + (s'r)2 s2+ (s'r)s3 , 

es vegül (8) meg (8)' alapjan 

(17) 

(17)'. 

(18) 

(ss')0 (rt) = (qs) ( ps'), 

(ss')0 (rt) = - (q's') (p's). 

12. Ezek jobb oldalainak az egyenlitese pedig 

(qs) (ps') + (q's') (p's) = 0 

relati6hoz juttat. 

13. A következö kifejezesekböl indulva ki: 

(ss')3 s2-(ss')2 s3 , stb. 

es ügyet vetve a (16) alatti definiti6kra, eppen azon a m6don, a 
melyen a (9) alatti formulakat szarmaztat6k, talalhatjuk, hogy 

(19) j 
si - (ss') s1 = (ss')0 (ts)1 , 

s2 - (ss')s2 = (ss')0 (ts)~, 

s3 - (ss') s3 = (ss')0 (ts)s .-

A masik ket irany, a melyeknek meg hasznat fogom venni, 
u es u' merölegesek, az elöbbi a Jp, s 1 sikr1t, az ut6bbi 3i 1 p', s' J 

sikra. Iranycosinusaik az x, yi z rendszerben 

u1 = (sp) 1 , u2 = (sp)2 , u 3 = (sp)a; 

ui = (s'p')1, ~ = (s'p')2, u3 = (s'p')a ; 

.„1 
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minelfogva a p, s, u meg p', s', u' iranyok ket derekszögü coor­
dinata-rendszert tesznek össze, a melyek a masik barom coor­
dinata-rendszerrel congruensek. 

14. All, hogy 

Am de 

tebat 

(20) 

(20)' 

(rs) = (p'r) (p's) + (s'r) (s's) + (u'r) (u's), 

(rs')= (pr) (ps') + (sr) (ss') + (ur) (us'). 

(p'r) = 0, (pr) = 0, (u'r) = (q's'), (iir) = (qs), 

(rs) = (rs') (ss') + (q's') (su'), 

(rs')= (rs) (ss') + (qs) (s'u). 

15. Tovabba szembeszökö azonossaggal 

[(rs) (q's') - (rs') (q's)J (q's') = (rs) (q's') 2 - (rs') (q's) (q's'). 

Vezessük beide a (6)' illetöleg (10)'-böl (q's')2 illetöleg (q's) (q's') 

erteket es talaljuk 

[(rs) (q's') - (rs') (q's) ] (q's') = (rs) - (rs') {ss'). 

Következöleg (20) szerint 

(21) (rs) (q's') - (rs') (q's) = (su'). 

8. §. Az 1. §. vegen fogalmazott problema targyalasat elö­
nyös az ( 5) alatti kifejezesekre alapitani. A következendök rend­
jen, ennek a problemanak megfelelöen, ugy fogom tebat meg­
hatarozni az f, g, h functi6kat, hogy a P, Q, R mennyisegek 
csak az (rs), (rs'), (ss'), r valtoz6k függvenyei legyenek. Hogy 
/~ g, h folytonosak es egyerteküek legyenek a hat6aram vonalan, 
ez a követelmeny a posteriori egyenesen szamon tarthat6 leszen. 

Az x, y, z rendszerben a cls elem coordinatait a, b, e, a ds' 
elem coordinatait a', b', e' jelöljek. Tovabba a ds elemnek az 
x, y, z tengelyeken val6 meröleges vetületeit cla, clb, cle, a ds' 
elemnek az x, y, z tengelyeken val6 meröleges vetületeit da', 
db', de' jelentik, ugy, hogy 

cla = s/ls, clb = Sq,ds, de = s3ds; 
da'= s'icls', clb'= s2,ds', de'= s3cls'. 

11 
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Az (5) alatti egyenletekben, vagyis a 

1 df 1 elg 1 elh p 
Pi ds +P~ds + Pads = , 

(22) 1 elf 1 elg -1 dh - Q 
qi ds + q2 ds + q3 ds - ' 

ri dlf + r~ elg + r elh = R 
CS "' ds 3 ds 

egyenletekben a P, Q, R mennyisegek a problema ertelmeben 
az a, b, c coordinataknak csak az elsö derivatumait 

cla - -s ds - 1 ' 

db - -s ds - 2 ' 

j-0gositvak tartalniazni, a melyek t. i. az 

(rs) =r1s1 +r2 s2 +r3 s3, 

(ss')= s1 s! + s2s2 + sas3, 

cosinusokban fordulnak elö. Ekkent az f, g, h függvenyek a ds 
elemre val6 vonatkozasukban csak ennek a coordinatait61 
a, b, c-töl függhetnek es mar az iranycosinusait nem tartalmaz­
hatjak. Tenyleg, a (22)-böl 

(23) 

elf' 1 p '0 l'J - 1- = P1 + qi _ + r1 i., 
CS 

cz = p2P+ q'qJ) + r2R, 

dh 'P 'Q R - l- = Ps + qa + r3 , 
GS 

tehat, ha az f, g, h functi6k az a, b, c coordinatak nemely deri­
vatumait is tartalmaznak, akkor a P, Q, R componensek az. 
a, b, c coordinataknak szüksegkepen az elsönel magasabb deri­
vatumait is tartalmaznak, ugyanis a kiirt p!, q!, ri stb. irany­
cosinusok a cls elemre val6 vonatkozasukban csak ennek a coor­
dinatait61 függenek, es mar az iranycosinusait61 is függetlenek, 
a mi nyilvanval6. Minthogy a P, Q, R mennyisegek az a', b', c' 
coordinataknak is csak az elsö derivatumait 



da' , 
7Ji' =Si, 
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de' , 
ds' =Sa 

tartalmazhatjak, igy az f, g, h functi6k csupan a következö 
mennyisegektöl függhetnek : 

a,b,e; a',b',e'; si,s~,s3. 

Ebböl foly6lag az f, g, h functi6k s iranyi derivatumai igy 
vannak: • 

jJ_ = ~ da + !![_ !!__! + df !!!2_ , stb. 
ds da ds db ds de ds 

vagyis 
df - rlf df . df 

-d - S1 -d - + S2 -dl + S3 -d ' ,s ,a J e 

dg dg dg dg 
ds = Si da + S2 {Jb + 83 dc' 

dh dh dh dh 
ds = S1 da + S2 {Jb + S3 dc. 

Vezessük be (22)-be ezeket a kifejezeseket. Az eredmenyek 
alkalmas rendezese nyoman azt talaljuk, hogy ha ezekkelajelö­
lesekkel elünk : 

1 df 1 dg ' dh p 
Pi da + P2 da + p3 da = a' 

pi ~lb + p~ ~1 + p3 ~~ = Pb , 

' elf ' dg 1 dh P. Pi -- + P2 -- + Ps - = -r; de de de 



(24)3 

akkor 

(25) 
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elf dg dh 
r1 -d +rq-z- +r„-z- =Ra, a ~ca ·>ca 

elf clg dh -
r1 (j]) + r2 (j]) + r 3 clb - Rb, 

• elf dg dh - . 
1 l Tc + r2 Tc + T3 dc - Re' 

l 81Pa + 8~.Pb + S3Pc = P, 
81 Qa + StQb + 83Qc = Q, 
81Ra + 8itRb + 83Rc = R. 

13 

Vilagos, hogy a (24) alatt definialt Pa, Oa , Ra stb. functi6k 
, • t f h f t' ' k k b I b' I I I I ugym1n az ·,g, , unc10 ,csa aza, ,c; a, ,c; S1,s2,83 

mennyisegektöl függenek, mert a p;, q1, r 1 stb. iranycosinusok 
is csak ezeknek a mennyisegeknek a functi6ik. Igy (25) szerint 
P, Q, R vonalos függvenyeik az 81 , 82 • 83 iranycosinusoknak. 

Elsö dolgom ez lesz : eliminalom infinitesimalis üton a (25) 
alatti egyenletekböl az s iranyt61 független Pa , Oa, Ra stb. 
kilencz functi6t, mi altal a P, Q, R mennyisegek szamara diffe­
rentialis egyenleteket nyerek (4. es 5. §), azutan megolclom ez 
egyenleteket (6. §). A masodik dolgom : ügy hatarozni meg köze­
lebbröl a P, Q, R szamara talalt kifejezeseket, hogy a (23) jobb­
oldalai megfeleljenek a bal-oldalainak, azaz val6ban harom 
functi6nak ott kijelentett differentialis banyadosaik legyenek 
(7-11. §.), vegül meghataroini ezt a barom f, g, h functi6t 
(12. § .). Ezzel a kitüzött problema meg lesz fejtve. 

4. §. Az iment bejelentett eliminati6t egyszerüen derivalas 
utjan lehetne eszközölni, de attekinthetöbb formak közt jutunk 
bozza, ha alkalmas m6don definialt varialast hasznalunk. A (25) 
alatti kifejezesekben tul~jdonitsunk ez ügyböl tetszöleges veg­
telen kis megvaltozast az 8 iranynak. Ezzel az s1 , s2 , s3 irany­
cosinusok megfelelö variati6i jarnak, a melyeket 381 , 082 , 3s3 
jelöljenek. A (25) alatti elsö egyenletböl e varialas reven 

Pad81 + Pb08'1, + Pct3S3 = 

[ aP aP ' ] , [ aP aP '] , 
= o (rs) T1 + (} (ss') 81 681 + ß (r8) r'l + 0 (88') St! OS2 + 

[ aP aP '], + o (r8) T3 + o (88') 83 OS3 
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.egyenlet szarmazik, mert 

o (rs) = 1'1os1 + r,i~S~ + ?'3rJS3, 

;; (ss')= s~os1 + s2as!! + s3os3. 

Azonban a os1, os'l, os3 variati6k közt egy vonatkozas letezik : 
minthogy 

s2 + s'I. + s~ = 1 • 1 2 3 ' 

igy 
SiO '1 + s,ßs2 + SaOS3 = 0. 

Ennelfogva imenti variati6s egyenletünkböl az következik, hogy 

·(26) 

ap , aP 
Pa= r1 a (rs) + S1 a (ss') + S1)" 

1
') _ &P , &P . . ) 

b - ?'2 f} (rs) + S~ f} (ss') + S91_A, 

aP , aP 
Pc = r3 a (rs) + S3 a (ss') + S3)" 

a hol a ). Lagrange-fäle multiplicatort jelent, a mely kiküszö­
bölendö. 

Szorozzuk e vegböl az egyenleteink elsejet S1·sel, a maso­
dikat s2-sel, a harmadikat s3-sel es azutan adjuk össze öket. Ezt 
kapjuk; 

1') 1J. 1') _ (. ) aP ( ') aP ) 
s1 a+s2 o+s3 c- 1s fJ(rs) + ss fJ(ss') +,.., 

a honnan a (25) alatti elsö egyenletre va16 tekintettel 

-P • oP 1 aP 
). - - (?S) a (rs) - (ss) a (ss') . 

Iijuk be ezt a (26) alatti elsö egyenletekbe s a következök­
höz jutunk: 

Pa= S1P+ [r1-(rs)s1J [}~~) + [s1-(ss')s1J a ~:')' 
P
. p , oP , ') aP 

{27)1 b = S2 + Lr2- (rs) S2] f} (rs) -!- [S2-(SS SJ f} (ss'), 

P P 
aP , , aP 

c = s3 + [r 3- (rs) S3] f} (rs) + [S3-(SS) S3] f} (ss') · 
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Azonlagos m6don talalhat6 a (25) alatti masik ket egyen­
letböl 

Q 0 _ ( ) , aQ [ , ( ') J aQ 
a = 81 ~ + lT1 - rS S1J f} (rs) + St - 88 81 f} (s8') ' 

(27)2 
:- _ aQ , , aQ 

Ob= S2Q + Lr2-(r8) S2J a (rs) + [82-(88 ) S2] a (88')' 

Q 0 ao , , aQ 
c = s3 _ + [r 8 -(r8) 83] a(r

8
) + [83-(88) Ss] 8(

88
,); 

R R , aR , , aB. 
a = S1 + [r1 -(r8) 81J a(r8) + [81 -(88 ) 81] ß(ss') , 

(27)s R _ R r . ( oR [ , ') J aR 
b- S2 + L1~- r8)S0 o(?'S) + 82-(88 82 o(

8
s'), 

R R ( aR , , aR 
c = S3 + [r3- r8) 83] a (?·8) + [83-(SS) S3] 8(

8
s')" 

Ezeknek a (27) alatti egyeJ'.!leteknek a bal-oldalaik nem füg­
genek mar az s iranyt61, tehat a jobb-oldalaiknak a variati6ik 
eltünni kötelesek, minelfogva a a variati6 uj6lagos alkalmazasa 
nyoman a Pa, Oa, Ra stb. functi6k eliminal6dnak. 

5. §. Haszna.ljuk a következö röviditett jelzeseket: 

1 
a~~) = r/J", a~~') = rtJ'. 

()2rfJ f}2(/J I f}2(j) II 

- r/J„ - r/J• -- - (/) 
o(rs)2 - ' o(rs)o(8s')- ' 8(88')2 - . 

(28) 

Egyebirant a r/J alatt a P, Q, R mennyisegek barmelyiket ertsük. 
A µ1 , ,u2 , µ3 mennyisegek harom Lagrange-fele multiplica­

tort jelentsenek, a melyek mindharrnan mas es mas erteküek, 
a mint a r/J a P, Q, R componensek egyiket, va.gy masikat jelenti. 
A fent emlitett a varialas a (27) alatti kilencz egyenlet barmelyik 
barmas csoportjat61 a következö kilencz egyenlethez vezet : 

•' 



-< 
>-=l 

~ 
Ul 

i=l 
~ 
<Cl 

"' 

<.o ...... 

(29)1 

(29)2 

(29)a 

\ 

(/) - (rs) (/)· - (ss') (f)' = (c..1s) (ps)1 (r1 (/)·· + s'1 (fJ·') - (ss')0 (ts)1 (r1 (fJ·' + s1 <//') + s 1 111 , 

0 = (qs) (ps)1 (r2(/J·· + s~(fJ·') - (ss')0 (ts)1 (r2(/J·' + s'~.rJJ'') + s2 µ11 

0 = (qs) (ps)1 (r3(fJ··+ s'a(fJ·') - (ss')0 (ls)1 (r3(/J·' + s3(fJ") + S3µ1; 

l 
0 = (qs) (ps)2 (r1(fJ··+ si(fJ·') - (ss')0(ls)2(r1(/J·' + si(fJ") + S1 ,u2, 

f/J ·- (rs) (/)· - (ss') (fJ' = (qs) (ps)2 hf/J:: + s~(fJ} - (ss';0 (ts)2 (r2tP·.'
1

+ s~(fJ','! + s2 112 , 

0 = (qs) (ps)2 (r3f/J + S3(/J ) - (ss )0 (ls)2 (r3(/J + s3(/J ) + s3µ2; 

l 
0 = (qs) (ps)s (r1(fJ··+ si(fJ·') - (ss')0 (ts)s (r1(fJ·' + si(fJ") + s1 /ls• 

0 = (qs) ( ps)s (r2@·· + &,.f/J·') - (ss')0 (ts)3 (r'i!f/J·' + s2tP") + s'J_µ3 , 

lf> - (rs) (fJ· - (ss') IP'= ( qs) (ps)s (r3(fJ·· + s3([J-') - (ss')0 (ts)s (r3(/J·' + s3r/J") + s3 r13 ; 
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a melyeknek a leirasanal hasznalva lönek a (9) es (19) alatti for­
mulak. Eliminaljuk ezekböl az egyenletekböl algebrai uton a 
µ 1 , µ 2 , µ3 multiplicatorokat, mialtal a (/) functi6ra sz616 hat 
hatarozott egyenletünk fog lenni. Szorozzuk e vegböl a (29)1 

alatti elsö egyenletet p1-vel, a masodikat p2-vel, a harmadikat 
p3-vel, azutan adjuk össze öket. Szorozzuk ugyanez egyenlete­
ket ugyancsak rendre t1 , t;z, Ls-vel, azutan adjuk össze. Al~l­
mazzuk ezt a ket eljarast a (29)2 es a (29)s alatti egyenletekre is. 
Minthogy a p es t irany meröleges az s iranyra, a harom µ mul­
tiplicatort61 mentes hat egyenlethez jutunk, es pedig 

l 
p 1 ~ r/J - (rs) rp· - (ss') r/J' ] - (ps')(qs)( ps)i rJ,r' + (ps') (ss')0 (ts)1(fJ" = 0, 

(30)1 p~ [ (j) - (rs) <!J· - (ss') r/J'J - (ps') (qs) (ps)2r/J.' + (ps') (ss')0 (ts)'l(fJ" = 0, 
P:i l (/) ·-- (rs) <!J·- (ss') rfJ'] - (ps') (qs) (psV!J·' + (ps') (ss')0 (ts)sr/J'' = 0. 

i 
t1 [<P- (rs) <!J·- (ss')r/J'] - (rt) (qs)(ps) 1rfJ··+ (rt) (ss')0 (ts)1rfi'= 0, 

(30)'1 t2 [<P - (1'S) <!J· - (ss') r/J'] - (rt) (qs)(ps)2rfJ··+ (rt) (ss')0 (ts)2$"= 0, 
ls [<P- (rs) rfJ·- (ss') (/)' ] - (rt) (qs)(ps)3(fJ··+ (rt) (ss')0(ts)grP"= 0, 

E közt a hat egyenlet közt legfeljebb negy olyan van, me­
lyek algebrailag függetlenek egymast61. Szorozzuk meg ugyanis 
mindket csoport egyenleteit rendre s1 , s2 , s1-sel, azutan adjuk 
össze külön mindket csoport egyenleteit. Az s irany meröleges 
a p es t iranyra, de meröleges azokra irtinyokra is, a melyeknek 
az iranycosinusaik 

(ps)1, (ps)2, (ps)s; 

(sl)1 , (st)2 , (sl)3 ; 

következöleg a kivant algebrai operati6k rendjen szarmazo ket 
egyenlet algebrai azonossaggal teljesül. · 

. A hat egyenletböl negy, velük ooquivalens egyenletet dedu­
kalunk az altal, hogy -a (30)1 alatti egyenleteket egyszer a p„ 
egyszer az r irany reven, a (30)2 alattiakat pedig egysze1· a t, 
egyszer az s' irany reven kapcsoljuk össze oly m6don, mint az 
iment az s irany reven tevök, vagyis a (30)1 alatti egyenleteket 
rendre p1 , p2 , p3-vel szorzottan összeadjuk s i. t. E mellett 
legyünk figyelemmel a (9) es (19) szamu relati6kra. Erednek 

III. T. AK. ERT • .l ll<ATB, KÖllf:BÖL, 1893. XV, K. 3. SZ. 2 
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{31)1 ({J- (rs) ifJ·- (ss') <P'+ (ps')2if/'= 0, 

.(31)2 [(rs') - (rs) (ss') ] ([J" + (qs) 2<P·' = 0, 

(31 )3 <P - (rs) <P· - (ss') (fJ' + (rt)2 ([J·· = 0, 

(31)4 f(rs') - (rs) (ss'): <P·· + (ss')5@·' = 0. 

Ezeknek az egyenleteknek az a fö-elönyük van a (30) alatti 
-egyenletek fölött, hogy a coefficienseik kizar6lagosan a 

dJ(= P, Q, R) 

functi6ban is tartalmazott valtoz6kt61, nevezetesen csak a harom 
viszonyszerü cosinust61 függenek. 

6. §. Meg e közt a negy egyenlet közt is van egy algebrai 
relati6. J elöljük fut6lag ez egyenletek bal-oldalait rendre E 1 , 

E2 , E3 , E4 betükkel. Az 

{ 
(ss')~ [(rs') - (rs) (ss') ] (E3 - E1) + 

{32) + (ps') 2 (ss')5E2 - (qs)2 (ps')2 E4 = 0 

egyenlet algebrai azonossaggal teljesül. A (17) alatti relatio kap­
-0san könnyü erröl meggyözödest szerezni. 

A (31) alatti egyenletek megoldasa nem ütközik nehez­
.segbe. A (31)2 egyenlettel kezdem, a mely igy is irhat6 (6 !) : 

[(rs') - (rs) (ss') j dJ" + [1- (rs)2] rfJ·' = O. 

Ebböl mindenek elött az következik, hogy a @' derivatum (28 !) 
az (rs) es (ss') cosinust61 az 

(ss') - (rs) (rs') 

{1 - (rs)2 

alakban, tehat (6 es 10 !) a (qs') alakban függ. Igy, ha <P1 alatt 
az r, (rs'), (qs') mennyisegek functi6jat ertjük, irhat6 

@'= fj(f)L 
a (qs')' 

a honnan aztan, ha a (fJ2 az r, (rs'), (rs) functi6ja, 

(33) (fJ = (qs) ([J1 + (fJ2 • 
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Vezessük be ezt a kifejezest a (31)1 es (31)4 alatti egyen­
letekbe. Tekintettel leven a (28) alatti defmiti6kra meg a </J1 es 
<P2 függesi tartalmara, tovabba ügyet vetve a (6), (10) es (13)' 
-alatti relati6kra is, egy kis faradsaggal a következö egyenletek­
hez jutunk: 

34 • 8<P c ')2 82(j)1 +c ) [ ,„ c ) 8(/)2 J - o 
·( )1 (/)1-(qs) 8(qs') + ps a(qs')2 qs <P2- rs 8(rs) - ' 

34 ( ') 8rfJ1 ( ')2 82(/)1 ( )8 82(/)2 - 0 
-( )2 (/)1- qs B(qs') + ps 8(qs')2 - qs 8(rs)2 - . 

Vonjuk ki a masodikat az elsöböl, mialtal egy csupan (/)2-re 
.sz616 egyenletünk leszen, es pedig (6 !) 

Ebböl 
(35) 

2 82(/)'l. 8(/)2 - . 
[1- (rs) ] ß(rsf - o(rs) + (/)2_ 0. 

(/)2= (rs) M + (qs) N, 

a hol M es N csak az r es (rs') függvenyeik. A (/)2-nek eme kife­
j ezese altal a (34)1 alatti egyenlet ezze leszen: 

,/} ( ') ß(/)1 + ( ')2 a2(f)1 N- 0 
(j,( - qs fi(qs') ps 8 (qs')2 + - . 

Minthogy az N functio független az s iranyt61 es következöleg 
független a (qs') cosinust61, a <P1 functio derivatumai helyett 
r{J1 + N összeg derivatumai jegyezhetök. Ily m6don egyenletünk 

·ekken t irhat6 : 

(r/J + N) - (qs') 8(</J1 + N) + (ps')2 82 (</J1 + N) = 0. 
1 a (qs') a (qs')2 

Ha megfontoljuk, hogy a (12)' szerint 

(ps')2= (q's')2- (qs')2, 

ugy egyenletünk megoldasakent könnyü szerrel talaljuk 

{36) </J1= (ps')J( + (qs') L-N, 

_a mely kifejezesben a J( meg az L epen ugy, mikent a (35)-ben 
jelentkezett M es N csak az r es (rs') mennyisegektöl függenek. 

2* 
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Vigyük be mar most a <P·nek (33) alatti kifejezesebe a (fJ1 

es <P2·D;ek (36) illetöleg (35) alatti kifejezeset es talaljuk 

<P = (qs) (ps') K + (qs) (qs') L + (rs) 1\tl. 

Ez pedig a (18) es (11) alatti relati6knal fogva igy is irbat6: 

<P = - (q's') (p's) ]{ + (q's') (q's) L + (rs) M. 

Minthogy (q's') csak (rs') függvenye (6 !)' es K, L, M csak r es 

(rs') függvenyeik, ha 

(37) </J = (p's) A + (q's) B + (rs) C 

teszszük, az A, B, C csak r es (rs') függvenye. 
A (37) alatti kifejezest a (31)2 , (31)1 , (3n, egyenletek meg­

oldasakent nyerök. A (32) alatti azonossag okan a (31)3 alatti 

egyenletet is kielegiti a (37). 
Minthogy a </J függveny a P, Q, R függvenyek Mrmelyiket 

jelentheti, ha P1 , Q1 , R1 stb. alatt csupan az r tavolsagt61 es 
az (rs') cosinust61 függö mennyisegeket ertünk, a 4. es 5. §. rend­
jen eszközölt eliminati6 egyenleteinek a megoldasai 

l 
P = (p's) Pi + (q's) P2 + (rs) Pa, 

(:18) 0 = (p's) 01 + (q's) Q2 + (rs) Oa, 
R = (p's) R1 + (q's) R2 + (rs) Ra. 

7. §. Ugy hatarozand6k meg közelebbröl a P1 , 01 , R1 stb. 
mennyisegek az r es (rs') valtoz6k functi6i gyanant, hogy a (23} 
alatti egyenletek jobb-oldalai a (38) alatti kifejezesek altal va16-
ban harom tüggvenynek a (23)-beli bal-oldalakon feltiintetett 
differentialis Mnyadosai legyenek. Amde a (24) alatti egyenle· 

tekböl foly6lag 

af 'n '0 R aa = p1ra + qi a + r1 a' 

ar '1~ 'Q . fib =Pi b + q1 b + riRb , 

ar 'n 'Q ac = p1rc + q1 c + riRc ; 
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ag 'f'.J , Q + R aa = P2 a + q2 a r2 a , 

i~ = iiH + q2Qb + r2fü, 

ag , P. , Q R ac = P2 c + qi c + r2 c ; 

ßh , n , Q j:.> 7fa =Para+ qa a + rs .ta, 

oh _ ,1'.) , l-J ·· l" ßb - Pa b + qa ~ b + 1 a •b , 

oh , n 'O R Tc = Parc + qa , c + ra c · 

Minthogy pedig (3. § !) 

df at clci ßf db at de 
ds = aa ds + afi dS + ac ds ' 

stb. 

-ekkent követelmenyünk az altal teljesül, ha ilgy hatarozzuk meg 
közelebbröl az r es (rs') függvenyei gyanant a P 1 , Q1 , R1 stb. 
mennyisegeket, hogy a (~7) alatti kilencz kifejezes meg a (38) 
alatti Mrom kifejezes nyoman a (39) alattiak jobb-oldalai ·val6-
ban harom függvenynek, f, g, h-nak a bal-oldalakon kijelentett 
partialis derivatumai legyenek. 

Azon kezdem, hogy a (38) alatti kifejezeseket beiktatom a 
(27) alatti kilencz kifejezesbe. Szamon tartva a (13}, (10)' es (20) 
.alatti relati6kat, meg azt is tudva, hogy P1 , P2 , P3 az s irany­
t61, tebat az (rs) es (ss') cosinusokt61 függetlenek, a (27)1 alatti 
-elsö kifejezesböl a beiktatas következmenyekent ezt talalom: 

P. = (q's')s1-(q's)s1-(su')r1 p s~-(rs')r1 P, + r P.. 
a (p's) (q 's') · i + (q's') 2 1 3 

A jobb-oldali elsö tag szamlal6jaba s1 es s1 helyett jegyezzük be 
az evidens 

s1 = (p's) pi+ (q's) qi + (rs) rl, 
sl. = (p's')p; + (q's')qi + (rs')r1, 

kifejezeseket. Tekintetbe veve, hogy (p's') = 0, es ügyet vetve a 
{21) szamu relati6ra, e helyettesites utan a P1 factoranak a szam-
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lal6jakent (q's') (p's)p).-hez jutunk. A P2-nek a factora pedig(7)' 
szerint = q'i. Igy hat 

Pa= pJ.P1 + qJ.H. + r1Pa· 

Azonlagos m6don azonlagos kifejezeseket talalhatni a (27) sza­
mok alatt levö többi mennyisegek, Oa , Ra stb. szamara: 

(40h 

j 
Pa= p'iPi + q'iH. + r1Pa, 
Pb = p2P1 + q2P2 + rq,P3 , 
Pc = p'aP1 + q'aP2 + t·aP3 ; 

j 
Oa = pJ. 01 + qJ. 02 + r1 Os, 
Ob= p2Q1 + ch,02 + r20a, 
Oe= p301 + q'aQ2 + raOa; 

j 
Ra= p'iR1 + q1R2 + r1Ra, 
Rb = p~R1 + q2R2 + r2Ra, 
Re = p'aR1 + qsR2 + raRa . 

Ugy hatarozand6k meg tehat közelebbröl a P1 , 01 , R1 stb. 
mennyisegek r es (rs') valtoz6k függvenyeikent, hogy e (40) 
alatti kilencz kifejezes kapcsan a (39) alattiak jobb oldalai va-
16ban Mrom függvenynek ott kijelentett partialis derivatumaik 
legyenek. 

8. §. A (39) es (40) szamok alatt foglalt rendszerböl egy 
masik, vele requivalens rendszert szarmaztatok, a mely j6va1 
alkalmasabb a vegrehajtand6 szamvetesek formalis eszközlesere­

Irjuk 

(41)a 

j
p'iP1 + qJ.01 + r1R1 =Al., 
p1H. + ql.02 + r1R2 = BJ., 
p1Pa + ql. Os + r1Ra = C'i ; 

j 
p2Pi + q201 + r'l.R1 = A~, 
p'q,H_ + q202 + r2R2 = B2, 
p2Pa + q20a + r2Ra = C2; 

j
p'aPi + q'a01 + raR1 = A3, 
p'aH.=t- q'aQ2 + raR2 = B3, 
p'aPa + q3Qa + raRa = C'a. 
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Hogyba a (40) szamok alatt lev5 kifejezeseket bejegyezve kep­
zeljük a (39) szamok alatt lev5 egyenletekbe, könnyen eszre­
vehetjük, bogy csak a jobb-oldalok kisse maskent val6 rendeze­
sen alapul, mikent (41) ertelmeben. 

1 
of , A' + 'B' + C' aa =Pi 1 qi 1 r1 1 , 

\ 

of 'A' 'B' + C' (42)1 ab = P2 1 + q<z 1 r2 1, 

:~ = p3Ai + q3Bi + r3Ci ; 

ag 'A' 'B' C' aä = P1 <z + qi 2 + r1 2, 

ag - , A' + , B' + C' ob - P2 2 q2 2 r2 2, 

Dg - 'A' 'D' C' ßc - p3 2 + qSLJ'l. + T3 2 , 

oh 'A' 'B' C' aa = P1 3 + qi 3 + r1 3 , 

ali 'A' 'B' C' ab- = P2 3 + q2 3 + r2 s , 

oh 'A' 'B' C' ~ = p3 s + qs 3 + r~ 3. 
uC -

- - . 
Ez a (41) es (42) szamok alatt foglalt rendszer azonos a (40) ~s 
(39) szamok alatt foglalt rendszerrel. Az uj rendszernek a majd 
keresztül viend5 calculus szempontjab61 az az elönye van az 
el5bbi fölött, hogy nala az f, g, h functi6k mindegyikenek a ba­
rom kifejezeseben összesen csak Mro:m közvetit5 functi6-alak 
szerepel, es pedig a (42)i-ben Ai, Bi, c;_, a (42kben A2, B2, 
C~, a (42)g-ban A3, B3, C3, mig az el5bbi rendszer az f, g, h 
functi6k minnegyikenek a kifejezeseben (39 !) mind a kilencz ott 
közvetit5 functi6-alakot Pa, Oa, Ra stb. tartalmazza. Mar most 
a P1 , 01 , R1 stb. mennyisegek ugy hatarozand6k meg közelebb­
rfü az r es (rs') valtoz6k függvenyei gyanant, hogy a (41) sza­
mok alatti kifejezesek rendjen a (42) szamok alatti jobb-oldalok 
tenyleg a bal-oldalakon feltüntetett partialis függveny-deriva­
tumok legyenek. 
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Erre a czelra szolgal6 egyenleteket kapunk, ha a (4~) alatti 
egyenletekböl az f, g, h functi6kat a 

o of o of _ 0 ! _ of _ _ !!_ af = 0 ac ob - ob ac - ' aa ac oc aa ' 
0 of 0 ar 
ob aa - aa ob = o, stb. 

azonossagok reven eliminaljuk. Azon ban az (rs') es pi, r/1 stb. 
cosinusoknak a, b, c szerinti derivatumaik, habar ök maguk 
nem is mondhat6k complicaltaknak, megis kenyelmetlenül ösz­
szetett kifejezesekhez vezetnek. Ennek az alkalmatlansagnak a 
kikerülese vegett az Ai, Bi, C{ stb., valamint a P1 , Q1 , R1 stb. 
mennyisegeket masokkal helyettesitem, es pedig Ai , Bl, C{ stb. 
helyebe A1 • B1 , C1 stb., P1 , 01 , R1 stb. helyebe F 1 , G1 , H1 stb. 
mennyisegeket a következö czeliranyos meghatarozasokkal ik 
tatok: 

l Al.= (q's') rA1, Bi= (q's') Bi, 

(43) A2 = (q's') rA2, B2 = (q's') B2, 

A3 = (q's') rAa, B3 = (q's') Ba, 

C{ = (rs') Bi+ rC1; 

C2 = (rs') B'l. + rC~; 
Cfi = (rs') Ba + rCa. 

P1 = (q's') 2r21'~, 01 = (q's') 2rG1 , R1 = (q's') 1· [(rs') G1 + rH1~ ; 
P2 = (q's') 2r F2 , Q2 = (q's') 2 G2 , ~ = (q's') [(rs') G2 + rH2~ ; 

(44) Pa= (q's')1· [(rs')F2 + rF.'l J, 
Q3 = (q's') [(rs') G2 + rG3], 

Ra= (rs') [(rs') G2 + rH21 + r [1·s') Ga+ rHa]· 

A (8)' es (7)' relati6k bevonasaval, a (42) alattiak a (43) alattiak 
altal ezekke valnak: 

af 
--;-· = (rs')irA1 + siB1 + r1rC1, ua 
ar 
fj[j = (rs')2rA1 + s2B1 + r2rC1, 

R/ = (1's 1)arA1 + s3B1 + rarC1; () c 
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og = (rs')ir A2 + s!B2 + rirC~, aa 

(45)2 !~ = (rs')2rA!! + s2B2 + r'!rC~, 

(45)11 

og = (rs')arA2 + s3B2 + rarC~, ac 

:: = (rs')irAa + s1Ba + rirCa, 

·~~ = (rs'hrAa + s2Ba + r2rC11, 

:; = (rs')arAa + saB3 + 1·arCa. 

25 

A (41) alattiakb61 pedig a (43) es (44) alattiak bevezetese utan, 
mi mellett szinten tekintetbe veendök a (8)' es (7)' relati6k, ezek 
kerithetök elö : 

[

Ai= (~s?1 rF1 + s~ G1 + ri1·H1, 
(46)1 B1 = (1 s h rF2 + s1 G2 + rirH1., 

C1 = (rs')1 rFa + s!G3 + r1rHa; 

A2 = (rs')9.rF1 + s2G1 + r2rH1, 
(46)2 B2 = (rs')2 r F2 + s~ G2 + r'!r H2, 

C2 = (rs')21·Fa + s2Ga + r21·Ha; 

1 

A3 = (rs')a rF1 + s3G1 + 1·3rH1, 
(46)3 Ba= (rs')a rF2 + s3G2 + rarH2, 

Ca= (1·s')arF.1 + s3Gs + rarH,. 

A (44) alatti definiti6kb61 közvetlenül kivilaglik, hogy az 
F1 , G1 , H1 stb. függvenyek epen ugy, mint P1 , 01 , R1 stb. függ­
venyek csupan az r tavolsag es az (rs') cosinust61 függenek; 
ugyanis a (q's') cosinus az (rs') cosinus függvenye (6 !)' mar pe­
dig ezen a (q's') mennyisegen kivül meg csak r es (rs') fordul 
elö az F 1 , G~, H1 stb. meg a P1 , 01 , R1 stb. functi6k tarsasa­
gaban a (44) alatti formulakban. Ugy hatarozand6k meg tehat 
F1 , G1 , iI1 stb. mennyisegek az r es (rs') valtoz6k függvenyei­
kent, hogy a (46) sz~mok alatti kifejezesek rendjen a (45) sza-
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mok alatti jobb-oldalok tenyleg harom functi6nak az ottani bal­
o1dalakon kijelentett partialis derivatumaik legyenek. 

A ds elem helyenek a coordinatait a, b, c s a ds' elem he­
lyenek coordinatait a', b', c' jelölik az x, y, z coordinata-rend­
szerben (3. § !). Igy 

mert az r i.rany a cls elemtöl a ds' elem fele nyulik (1. § !), es 
ru r2 , r 3 ennek az iranynak az x , y, z coordinata-rendszerbe 
tartoz6 i.ranycosinusai. Egyszersmind tehat 

(rs')1 r = (r3 s2- r2s3) r = (c'_ - c) s2 - (b'- b) s3, 

(rs')2r = (rd~ - rasi)r = (a' - a) s3 - (c' - c) s1, 

(rs')sr = (r2s1 - ris2) r = (b'- b) s1- (a'- a)s2. 

Hasznaljuk az 

(47) a'-a=e1 , b'-b=e2 , c'-c=e3 

röviditeseket. Ezek ertelmeben 

r 1r = e1 , r2r = e2 , rrir = e3 ; 

(rs')i r = egs2 - e'lsa, (rs')2r = eis3 - eas1, (rs')sr = ~1.-eisL 

minelfogva a (45) es (46) szamok alatti kifejezesek igy jegyez­
hetök: 

f)
D( = (~as2- e2s3) Ai+ s'iB1 + e1C1, 
a. 

(48)1 ;, = (e1s3 - e3s1) Ai + s2B1 + ~C1, 

of ( ' ') A 'B C ßc = ~S1 - C1S'! 1 + S3 1 + eri 1; 

;~ = ( eas~ - e2s3) A2 + s1B2 + ei C2 , 

(48)'! %t = (e1s3 - easD A'i! + s2B'i! + ~C'I. ,' 

~g = (~sl. - e1s2) A'! + s3B2 + eaC2; 
oc 
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l Ai = (eas2 - ll2Sa) Fi + s; Gi + eiH1, 
B1 = (eas2 - eisa) F2 + s! G2 + eiHl, 
C1 = (eas2- ll2s3) F~ + s! G3 + eiH3; 

l A2 = (e1e3 - e3s1) Fi + s2G1 + ll2H1, 
Bt = (e1e3 - ess!) F2 + s2G2 + 1l2H2, 
C2 = (e1s3 - eas1) }3+s~G3+132Ha; 

1 
Aa = (eq_sJ. - eis2) Fi + s3G1 + eaH1, 
Bs = (e2s1. - eis2) F2 + s3G2 + eaH2, 
C3 = (e2s1. - eis2) Fs + s3Gs + eaHs. 
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9. §. Ugy hatarozand6k meg az r es (rs') valtoz6k fiiggve­
nyei gyanant a (49)-ekben szerepelö F1 , G1 , H1 stb. functi6k, 
hogy a (48) alatt levö jobb-oldalakon teljesiiljenek a 

D ar a of - ·-- - - - -·- = 0 
ac ab ab ßc ' 

m6don szerkesztett egyenletek, vagy a mi minclegy (47 !), a. 

(50) 

m6don szerkesztett egyenletek. De elönyös lesz ügy fogni fel az 
F 1 , G1 , H1 stb. függvenyeket, mint 

(51) l (rs') r = eisi + e2s2 + eas3 = m, 
1 1 

- r 2 = - (e2 + e<t + e2) - n 2 2 1 2 3-, 

„ 
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kifejezesek függvenyeit, a mi nyilvanval6lag egyertelmü az 
€löbbi felfogassal, a mely szerint t. i. az r es (rs') valtoz6 függ­
venyeinek tekintök azokat. Ehhez kepest az a feladat var reank, 
hogy ugy hatarozzuk mega (49)-ekben foglalt F1 , Gi, H1 stb. 
functi6kat az m es n mennyisegek functi6i gyanant, miszerint a 
(48)-ak jobb-oldalai eleget tegyenek az (50) altal reajuk r6tt 
€gyenletelmek. 

Ha most is, hogy az ei , e2 , e3 uj mennyisegek nem irany­
cosinusok, hanem coordinata-külömbsegek, elünk az 

jelzesekkel, akkor a (48) alattiakjobb-oldalainak az (50) alattiakba 
val6 bevezetese nyoman eredö egyenleteket igy jegyezhetjük: 

(52) 

stb. 

Az itt kiirt harom egyenlet alapjan a ki nem irt hat egyenlet 
€gyszerüen ugy kepezhetö, bogy Ai, B1 , C1 belyebe egy izben 
A2 , B2 , C2 , egy izben A3 , B3 , C3 teszszük. Hatra van az Ai, 
B1 , C1 stb. mennyisegeknek az (52)-ben el6fordul6 derivatumait 
a (49) alattiak rendjen az F1 , G1 , H1 stb. functi6k segelyevel 
fejezni ki . Az (51) alatti definiti6kra val6 tekintettel könnyü 
szerrel talaljuk : 



(53)1 

(53)2 

(53)g 

aA1 , aA1 DA1 H 
-- = S1 -- + ei--+ 1• De1 am an 

aAi _, aA1 + aA1 'F -- = 82-- C!j! -- -S3 1 i, ae2 am an 
aA1 1 aA1 + aAl + , ,.,, . -- = sa-- ea -- s!i!-1-· 1, aea am an 

aA,! , a~ + aA!l + s' 1i' -- = S1-"'- ei - "'- 31'1, aej um un 

a~_ = s~ aA2 + e2 !A2 + Hi ' 
ae2 - arn an 

a11!il , aA'i! + aA2 s'F, . ae:i = S3 am ea an - i . i, 

aA3 , i7A3 aA3 , 
1 

... 
-- =Si-- + ei--- S2. 11 aei am ßn ' 

aA3 ' . aA3 + aAa + , D -- = 82-- C!j! -- Si t'i, 
ae!l am an 

DA3 _ , aA3 + a~ + H . 
"' - sa "' ea "' 1, ue3 um un 

aA1 ( ') aF, + , aG, + aH1 -- = es -- Si-- ei--
am 1 arn am ani ' 
aAI aF 1 aG1 aH1 an= (es')1 an1 + S1 an+ ei an' 

a~ = (es') , aF, s' aG1 + aH1 

am 2 am + 2 am C<j! am ' 

a112 , aJ1~ , aGi aH1 -"'- =(es )2 - a- + s~ -a- + e2 -"'- ; un n n un 

aA3 , iJF1 , aG1 aIJ1 -- =(es )a-- + s3-- + ea--am am am am' 

aA:i _ ( ') aF1 „ aGi + aH1 . 
an - es 3 an + Sa iln ea on ' 

stb. 

iF 

~ 
~ 
>o 
l:'J' 

~ 
.zj 
t<J, 
t;j 
t<J 

~ 
>-'! 
0: 
!;d 

~L 

~ 
~ 

l-5> 
~ 
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a hol a jobbr61 all6 kifejezesek jobb-oldalai csak definiti6ik az 
ö bal-oldalaiknak, mint a balr61 all6 kifejezesekben foglalt afele 
röviditö symbolumoknak. 

Ebböl az itt kiirt harom csoportb61 ugy kepezhetö a ki nem 
irt hat csoport, hogy az A1 , A2 , A~, F1 , G1 , H1 helyebe egy 
izben B1 , B2 , B3 , 1~, G2 , H2 , egy izben C1 , C~,, C3 , Fs, G3 , 

Hs rakjuk. 
Ha az (53) alatti stb. kifejezeseket bevezetjük az (52) alatti 

stb. egyenletekbe, nehezkes bonyodalomba ütközünk. Ennek az 
eharitasara az (52) stb. egyenletekböl mas, velük requivalens 
egyenleteket szarmaztatok. Szorozzuk meg az (52) alatti egyen­
leteket rendre (es')1 , (es')2 , (es')s-vel, azutan adjuk össze öket es 
ezt az eljarasm6dot alkalmazzuk az si, s2, s3 meg az e1 , ~, e3-re 
nezve is, mint egyenlet-szorz6kra nezve. Az ekkentnyertharom 
egyenletben tartsuk szamon ez algebrai azonossagokat (51 !) : 

(es')s s2- (es')2 s3 = nis1 - ei, 

(es')i s3 - (es')s si = nis2 - ~, 

(es')2si- (es')is~=ms3- es; 

(es')s ~ - (es')2 es= 2ns1 - me1, 

(es')i es - (es')se1 = 2ns~ - m~, 

(es'}!! ei - (es')1 e2 = 2ns3 - me3; 

(es')i sl. + (es')2s2 +(es') i s~ = 0, 

(es') 1 e1 + (es')2 e2 + (es')a e3 = 0; 

es akkor a következö alakbanjelenkeznek az (52)-vel requivalens 
eredmenyes egyenletek : 



(54) 
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Az itt kürt harom egyenletböl a ki nem irt hat egyenlet azaltal 
kerül elö, hogy az A1 , B1 , C1 helyett egy izben A2 , B1, , C2 , 

egy izben Aa, Ba, Ca jegyeztetik. Ezek az egyenletek aiquivalen­
sek az (52) alattiakkal, de alkalmasabban fogadjak be az (53) 
alatti kifejezeseket mint amazok. 

10. §. Iktassuk be mar most az (54) alatt kiirt es ki nem 
irt, összesen kilencz egyenletbe az (53) alatt kürt es ki nem irt, 
összesen huszonhet derivatumnak a balr61 all6 kifejezeseit. 
E mellett felhasznalvan az (51) alatti jelzeseket es tekintettel 
Ieven a következö algebrai azonossagokra: 

(es')1 si +(es')2 s~+(es')a s3=0, 

(es')i e1 +(11,s')2 e2+(es')a ea=O, 

(es')i +(es')~ +(es')~ =2n- m2, 

(es')as2-(es')cd1=msi-e1, 
(es')i s3-(es')a s1. =rns2-e2, 
(es')Bsi-(es')is2=ms3-ea, · 

ehhez a kilencz egyenlethez jutunk: 



j 

~ 
r:n 
~ 
~ 

;; 

S'I 
C<; 

( 
aC aB ) , 

(2n - m2
) a~ - an1 +(ms! - e1)H2+(2ns;-me1)H3+(se)1(F11 +mFs)=O, 

( ac aB ) , (55) 1 l (2n - m2
) a~ - an2 + (ms~-B2)H2+(2ns~-mB2)H3+(se)11 (F2+mFs)=0, 

(2n - m2
) ( ~~ - ~!3 ) + (msii-ea)H2+(2ns3-mea) H3 +(s'e)s (l~+mf'.q)=O; 

aA 
2A1+(2n-m2

) anl +Ce1-ms;)(l~+H1)+(es\ W1-Hs)=O, 

(55)1! 2~+(2n-m2) 0!-2 + (B2-ms2) (F3+H1)+(es')2 (Fi-H3)=0, un 

2Aa+(2n-m2
) 

0
t;.,,a + (ea-ms3) <Fa+H1)+(es')s W1-H'a)=O; 

2mA1+(m2 -2n) ~~ + (ms!-e1) F2+(me1-2nsj) H1+(es') 1 (mF1+H2) = 0, 

(55)g { 2mA2 +(m2-2n) ~~ + (ms2-e2) l~+(mB2-2ns2) H1+(es')2 (mJi'1+Ho1) = 0, 

2mA3 +(m2 - 2n) ~~ + (ms3- ea) F2 +(mea- 2ns3) H1+(es')g (mF1 +H9J) = 0. 
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Ezekbe be kellene intezni az m es n szerinti derivati6s sym­
bolumok belyett az (53) alatt jobbr61 all6 kiirt, valamint ki nem 
irt kifejezeseket es nem különben A1 , A!!, AR·nak a (49) alatti 
kifejezeseit. 

De czelszerü, elöbb csuportonkint ugyanazon a m6don szar­
maztatni ebböl az (55) alatti kilencz egyenletböl masik kilencz 
egyenletet, a mely m6don az (52) alatti egyenletböl szarmaztat6k 
az (54) alatti egyenleteket. Ennek megfelelöen a 30. oldalon jel­
lemzett eljara_st alkalmazva az (55) szamu barom csoport mind­
egyikere, s emellett az (51) alatti jelölesekre is ügyet vetve, az 
(55) alattiakkal ooquivalens, következö egyenlet-csoportokhoz 
jutunk: 

lt. TUD. AKAD . f!RTEK. A MATH. KÖRf:BÖL. J893. XV . K. 3. SZ. 3 



j 
p 
>< 
0 
Ul 
-«! 
l:<I 
e;j 
~ 

~ .,. 

(56)1 

(56)2 

(es') ( aB1 _ aC1 ) + (es')" ( oB2 _ ac2 ) +(es') ( aB3 _ aC3 ) + R mF = O 
1 an am - an am 3 an am 2 + 3 ' 

si ( aB1 _ ac1 ) + 
an am 

, ( FJB2 ac2) + , S2 -~--- S3 
an am ( aB3 _ acs) _ 1-J

3 
= o, 

an am 

e ( aB1 _ ac1 ) + 
1. an am ( aB2 ac!l.) e2 ----- + es an am ( aB.il - aca ) + F4 = o; 

an am 

2 1 A 1 A ') A <i) 1 1 aA J ( ') aA2 1 DAa [(es) 1 1+(es)2 2+(es 3 3] +( ... n - m2
) (es)1 ---an-+ es 2---an-+(eshan+ F1- H3]=0, 

2 [ s! Ai+ s~ A2+ s3 AiJ + (2n - ?11-2 ) t s! 0~1 + , aA2 , aAa J _ 0 s2 a + s3 a - ' n n 

2 [ e1 A1+ e2 A2+ e3 A3J+(2n-m2)[ e1 a:; + 
aA 2 aA3 F~+H1] =0; e„ - -+ ea -- + 

~ an an 

2m [(es\A1 + (es')2A2+ (es')aA8 ] - (2n - m2) l (es\ ~-!: + (es')2 ~~ + (es')3 ~!o.i - mF1 - II2-J = 0, 

(56) J 2 1 A 1 A 1 A [ 1 aA1 1 aAo, 1 DA3 II J 0 
3 l m [ S1 1 + S2 2+ S3 3] - (2n - m2

) S1 am + S2 ()~ + S3 ßm + 1 = , 

A 2 [ DA1 8A2 aA3 17 J 2m [ e1 1+ e2 ~+ e3 A3]-(2n-m) e1 am+ e2 am+ ea am+ .1.''J =0. 



AZ AMPERE·FELE ELEMI TÖRvENYEK. 35 

Vigyük be most ezekbe (53)-b61 az ott jobb felöl al16 rn 
.es n szerinti derivati6s symbolumok alakjait, ugy a kiirtakat, 
mint a ki nem irtakat is, a mely ut6bbiak kepezesi m6djara 
nezve azonban ott van az utasitas .. Tovabba vigyük be (49)-böl 
A1 , A2 , A3 alakjait. Ismet tekintettel leven az e §. elejen jegy­
zett algebrai azonossagokra, valamint az (51) alatti- jelölesekre, 
a következö vegleges egyenleteket talaljuk : · 

( 
aF aF ) . 

1 (2n- m2
) a

1
: - a~ + F2+m.Vq=0, 

.2 aG3 _ oG2 rn (aH3 _ aH2 ) H. _ 0 am an + am an + 3 - ' 

3 m(aG2 - aG3)+2n(aH'2 - aHs)+Hcy =O· 
an am , an am • ' 

( 
aG DH ) 

6 (2n-m2
) m - a1-f-+ 21i an' + F3+H1 + 

+ 2(mG1+2nH1)=0; 

·7 GI 2 0F1 3 F H. (:..n-m ) am - m 1- 2 = 0, 

Ezek az egyenletek a maguk szarmazasanak a m6djanal 
fögva ugy hatarozzak meg az F 1 , G1 , H1 stb. functi6kat, az m 
-es n (51 !) functi6i gyanant, hogy a (49) alatti kifejezesek i·end­
jen a (48) alatti egyenletek jobb-oldalai ra szolgalnak a bal­
oldalokra, vagyi8 barom functi6nak a bal-oldalok követelte par­
iialis derivatumait kepezik. 

3* 
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11. §. !gen könnyen oldbat6 meg az egyenlet-rendszerünk. 
Az 5 es 8 egyenletekkel kezdem. Ezek igy is irbat6k: 

a 
(2n-m2) - :::i- (G1+mH1)+ 2 (G1+mH1) = 0, 

vn 

Belölük, megoldasukul 

[1 1 G - a H 
1- 2n-m2 m i 

következik, a melyben az a tetszöleges constans. 
Vigyük be G1-nek ezt a kifejezeset a 6 es 9 egyenletbe s 

talaljuk 

[2J 

[3] 

L' 3H (2 2) 0H1 .L'a=- 1- n-m ----an' 
D •'.) H (;\ ") fj H1 .r2= .'.)m i-(zn- m~ am . 

A 4 es 7 alatti egyenletböl egyszerüen algebrailag ered 

Eliminaljuk 2 es 3-b61 a 

aG'il oGq, 
am - ----an 

mennyiseget es talaljuk 

( aH2 aH,q) H 
(2n - m2

) an . - 0~ + H2 + m 3 = 0. 

Ez az egyenlet, meg az 1 alatti hasonl6 egyenlet, mar H2 es 
H3-nak illetöleg F2 es .f'.q-nek [3] illetöleg [2] alatti alakjaival 
kielegitest nyer. 

Vegül iktassuk be H2 es If3·nak [3] alatti alakjat a 2 es 3 
egyenletbe. Mindket egyenlet folyomanyakent 
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~G2 _ aG3 = 3F + m aF1 + 2n aF1 

an am 1 am an 

lrapjuk, a mi pedig igy is irhat6 : 

[4] aG2 _ aG3 = F m aF1 + 2 a (nF1) 

Rn am 1 + am an 

Mindezek szerint az F1 , H1 ef:! vagy a G2 , vagy a G3 , tetszö­
leges függvenyeik m es n-nek, mig a G1 , F3 , F2 , H3 , H2 es meg­
felelökeppen a G3 vagy a G2 az [1], [2], [3], [4] szamok alatt az 
-elöbbi függvenyekkel es az a constanssal hatarozvak meg. Ezt a 
:meghatarozast elönyösen eszközölhetjük harom, reszben uj 
functio F, G, H közvetitesevel. Legyen 

G - aG H H 
s- an ' 1 = . 

.A.z [1], [2], [3], L4J-böl foly6lag, ba teljesseg kedveert egyszer­
smind ugyancsak ezt a * harom definiti6t is befogjuk a soro­
zatba, van 

{F) . 

{G) 

{H) 

, oF 
]< = -- , 1 an 

11~ = 3mH-(2n-m2) aH , 
am 
aH 

1'~ = - 3H-(2n-m2) 8ii:; 

G - a H 
i- 2n-m2 -m ' 

, aF aF aG 
G2= .F+m am + 2nan + am ' 

aG 
G~=--; ·' an 

H1=H 
aF a2F 

H2= - 3man + (2n-m2) aman' 
oF a2F 

H..~= 38il: + (2n-m2
) &Yi,2. 
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De egy kis megjegyzest kell tennem. A ( G) alatti egyenletek. 
masodika a [ 4 J egyenlet böl az n val toz6ra sz616 partialis integra­
ti6val eredt, minelfogva a G'!-nek a kifejezesebez az m valtoz6-
nak egy tetszöleges functi6ja volna additive csatolhat6. Jelölje 

ezt a tetszöleges functi6t ~~ . Vele igy volna a G2 kifejezese ~ 

G }„ aF +GI aF + a t G+e) - ,+m-- ::..n -- · 
2 - am an am 

Azonban· a G functio meg csak a G3 kifejezeseben fordul elö s 
ez a kifejezes, amiatt, hogy fJ az n-töl független lebet, igy 

irhat6: 
G. = a (G+fJ) . 

3 an 
Mivel a G tetszöleges functi6ja az m es n valtoz6knak, a e 
functio fölösleges. 

12. §. Az (F), (G), (H) kifejezesek ugy hatarozzak meg az 
l!~, G

1
, H 1 stb. függvenyeket, es pedig egeszen altalanosan, 

hogy a (48) alatti jobb-oldalok a bal-oldaloknak a (49) alattiak 
altal megfelelnek. Most mar csak az van batra, hogy az (F), 
( G), (H) kifejezeseket a (49) alattiakba, azutan ezeket a (48) 
alattiakba bevigyü.k, azutan pedig ugy rendezzük az eredmenyes 
jobb-oldalokat, hogy ezeknek a. bal-oldalokon jelzett caractere 
kellöleg· elötünjek. Ennek a rendezesnek a soran tekintettel kell 
lennünk bizonyos algebrai relati6kra, a melyek a (14) es (15) 
alattiakb61 szarmaztathat6k es pedig az altal, hogy ezeket r-nek 
a negyzetevel szorozzuk. Az (51) alatti jelölesek rendjen igy 
vannak a szambaveendö relati6k : 

( 
')2 GI 2 2 r.. 12 GI 1 es 1 = ::..n-m -e1-:zns1 + ::..me1s1, 

( 
')2 GI 2 2 r.. 12 r.. 1 es 2 = ::..n-m -e2-:zns2 + :zm~2, 

( 
')2 0) 2 2 GI 12 GI 1 es 3 = ... n-m .-es-::..nss + ::..me3s3; 

(es')3 (es')2==;m (e2s3+e:is2)-ß2e3-2ns~s3, 
(es')i (es')a=m (essi +e1s3)-e3ei-2ns3s1, 
(es')'! (es')1 =m (eis2+e!!-sD-e1eci - 2ns1s~. 
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Ugy törtenik a szamba-vetehik, hogy miutan az -(F), ( G), (H} 
alattiakat (49)-be, a (49) alattiakat pedig (48)-ba bevezettük, az. 
eredmenyekben elöfmdu16 (es')1 (es')1 stb., meg _(es')a (es')'il stb. 
szorzatok helyebe mindenütt az ö emitti kifejezeseiket iktatjuk. 
Igy valik lehetsegesse , az oly m_ödon valö rendezes_, a mely a_ 

( 48) jo b b-oldalainak a bal-oldalain követel t termeszetet kidombo­
ritja. Ha ezeket a röviditeseket_ ]Jasznaljuk : 

(2n-m2) aF = - U 
an ' 

mF+ G= - V, 
(2n-m2)H = W, 

akkor az eredmenyek igy formulazhatök: 

of oa:= 

, au au 
· eis1 -- _:_ e e -- - U 

am 11 an 
I 1 RV 

S1S1 -- -ßm . -

( ') , aw , ow 
- es 1 S1 am - (es )i e l ßn 

+ s1 (es 'h 
a ~n-m2• 

, au au 
e1s2-- - eteQ-"-am . " un 
, , av , av 

!!l_ _ S1S2 iJm - S1e2 7J1i: 

ab -1 ( ') , a w ( ') a w · , w - es 1 s2 am - es 1 e2 7i1i: + ~3 
. + o. ·1 (es')2 . . 

· 2n-m2 ' 

ar ac = 

, au 
eisa am -

, , av 
S1S3 a~ -.:._ 

( ') , a w , a w , w 
- es 1 ·3 am - (es )1 e3-----ar;: - s2 

+ 
s1 (es ')a 

a 2n-m2 ' 

stb. 
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(f) 

(g) 

(h) 

FARKAS d-YULA. 

Ezekböl mar faradsag nelkül kiolvashatni, hogy (47 !) 

of" a [ u+ , V ( ') WJ , (es')1 ~ = - ~ e1 s1 + es 1 +as1 2 2 , ua ue1 n-m 
of _ a [ U , V , w , (es') 2 
~b - - -,,-- e1 +s1 +(es )1 J+as1 2 2 , 
u u~ n-m 

of _ a [ U , V ( ') W J , (es') 3 
-,,-- - - -,,-- e1 +s1 + es 1 +as1 2 2 ; 
~ u~ n-m 

ag a u , V , w , (es')1 . 
a~ = - ae1 [e2 +si +(es )2 J+as2 2n-m2' 

ag _ a U , V ( ') W J , (es') 2 
~b - - ~ [e2 +s2 + es 2 +as2 2 2 , 
u u~ n-m 
fJg a r U , V , W , (e ·')a -,,-- = - ~ Le2 +s2 +(es )2 J+as2 -2 --·-2 , 
uG ue3 n-m 

oh o [ U , V ( ') W , (es') 1 
~ = - -,,-- e3 +s3 + es 8 J+as3 2 2 , ua ue1 n-m 
oh _ fJ U , V ,. W , (es') 2 
~b - - ~ [e3 +s3 +(es h J+as3 2 2 , 
u u~ n-m 

ah a [ U , V ( ') T:v , (es')a Tc= - ße;i e;i +s3 + es 3 r J+as3 2n-m2 . 

Ha visszaemlekezünk az e1 , e2 , e3 mennyisegek definiti6-
jara (47 !), ~aladektalanul feljegyezhetjük az f, g, h functi6k 
kifejezeseit. Eljünk ezzel a jelölessel : 

(A) J(es') 1 de1+(es')2de2+(es')3 de3 -
a (es')i +(es')~+ (es')~ = w. 

'füdva, hogy az integrati6 jele alatti nevezö annyi, mint 2n-m2
, 

nyomban belathatjuk, mikent 

l 
f = ei U+si(V-w) + (e3s2-~3) W, 

(B) g = ~U+s~(V-ai) + (e1s3-e3si)W, 
h = e3 U +sii (V - w) + ( e'!!81 - eis2) W, 

a hol (es')
1 

stb. helyett ezeknek a definiti6ik (eas2-~s3) stb. 
jegyezvek. Az integrati6k hatarozatlanai, amiatt, hogy pbysikai 
jelentöseggel az f, g, h functi6k csak az incrementumaik reven 
birnak, figyelmen kivül hagyhat6k. Az (A) alatti integralis 
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elemei termeszetesen teljes differentialisok. A kifejtese realis 
alakban arcus-tangens segitsegevel ejthetö meg, a·e nem Azük­
segszerü. 

A vegrehajtott analysis rendjen U, V, W tetszöleges func­
ti6ik az 

m = (rs'), 
1 

n = -- r 2 

2 

valtoz6knak, vagy, ami mindegy, az (rs') cosinus es r tavolsag­
nak tovabba az a tetszöleges constans. Azonban a kitüzött 
problema szempontjab61 az f, g, h functi6k egyerteküek es foly­
tonosak tartoznak lenni a hat6 aram vonalan. Mar a (B)-böl 

(ei-msl.) f+(ilji-ms~) g+(es-ms3) h=(2n-rn2
) U, 

(2ns1 -me1) f+(2ns2 - me2) g+(2ns3-nies)h=(2n - rn2) (V-w), 

(e3s~-~~) f+(e1s3 -essD g+(e28i-e1s2) h=(2n-m2).-W. 

Ekkent 

(CJ (2n-m2) U, (2n-m2) (V-w), (2n-m2) W 

egyerteküek es folytonosak tartoznak lenni a hat6 aram vo­
nalan. 

A (B) alakok az (A) defmiti6val, meg a ( C) kifejezesekhez 
füzött követelmenynyel kapcsolatban szüksegkeppeni következ­
menyeik a kitüzött problema analytikus fogalmazasanak. De 
meg is oldjak a problemat, mert leszarmaztatasuk mödjanal 
fogva olyanok, hogy a 

df dg dh 
di' di' di 

erö - ugy nagysag, mint irany dolgaban - független a coordi­
nata-rendszer valasztasat61 meg az aramgörbek alakjat61, a mit 
a következö czikkben (13. §.) szemtöl-szembe is latni fogunk. 
Ezek szerint a (B) alakok altalanos megoldasaik a kitüzött 
problemanak: az integralis hatas nelkül val6 összes elektro­
dynamikus elemi eröket szolgaltatjak, es az (1) alatti kifeje­
zesekbe ültetve, az Ampere-felekkel requivalens összes elemi 
eröket kiadjak. 
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13. §. Terjünk vissza a független valtoz6k regi jelöleseihez. 
Ezek kapcsari a (B) alatti kifejezesek igy vannak: 

j 
f = r1rU+s1 (V-w) + (rs') 1 rW, 

(I)1 g=r2rU+s2(V-w)+(rs')2 rW, 
h=r3rU+s3(V-w) +(rs')srW, 

a melyekben 
w __ aJ (rs') 1 da+ (rs') 2 db+ (rs')3 de 

- [ (rs')~ + (rs');+ (rs')~] r 

Azonban (3. § !) 

da=s1cls, db=s2ds, dc=s3ds. 

Jegyezzük be ezeket az integrati6 jele ala. Minthogya (8)' szamu 
relati6k szerint 

(rs')1s1 +(rs')2.s2+(rs')3s3= (q's') (p!s1 +p2s2+p!iss)= (q's') (p's), 

es masfelöl (6 !)' 

(rs')~ +Crs');+ (rs')~= 1- (rs')2 =(q's')2
, 

igy w kifejezese ekkent irhat6: 

~ _ _ J<p's) ds 
(1)2 w - a (q's) r 

Ezek ertelmeben az integralis hatas nelkül val6 elemi erök 
componensei, a melyek mint p6t-erök barmelyik Ampere-fäle 
elemi eröt az altalanos elvszerü elemi erök összesegeve egeszitik 
ki (1 !), a dsds' factor elhagyasaval ily alakuak: 

df dU , ( d V a (p's)) 
({S = r1r{fS - S1 U+s1 {fS + r (q's') + 

+ (rs') 1r d: - (ss') 1 W, 

dg dU , ( dV a (p's)) 
({S = r'l.r{fS - S,iil/+s2 ([S + r (q's') + 

+ (rs')2r d: - (ss') 2 W, 
(II) 

dh clU , ( clV a (p's)) 
IIS = r3r(JS- s3U+sa ([S + r (q's') + 

+ (rs')ar dd-r: - (ss')a W, 
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a melyekben, ha U, V, W az r es (rs')r:__m valtoz6k functi6i­
kent fogatnak fel, 

(II)' clU = au ~ + au dm. =- (rs) au -(ss') _au , 
ds 01· ds am ds ar am 

stb. 

A (II) alatti · erö öt olyan erö összetetelenek tekinthetö, a. 
melyek nagysagait 

dU 
r(IS, U, 

dV a. (p's) 

ds + r (q's')' 

a·w 
(q's') r ds' (ss') 0 W 

mennyisegek ~rtekei teszik, iranyaik pedig rendre a következöleg 
vannak megszabva: az elsönek az iranya az r tavolsagi vonal­
ban van, a masodike a ds elemben, a harmadike a ds' elemben, 
a negyedike me1·öleges az / r, ds' 1 sikra, az ötödike meröleges a 
/ ds, ds' / sikra. Szembeszökö, hogy valamennyi erö erdemlegesen 
csak a ds es cls' elemek kölcsönös helyzetetöl függ, vagyis ezen 
kivül meg csak oly mennyisegektöl fiigghet, a melyek valtozat­
lanok az araingörbek menten, minök pl. az · aramintensitasok_ 

Az egyik Ampere-fele elemi erö componensei a clscls' szor­
zattal val6 osztas ~tan 

k 1 ·r1' 
[3 (rs) (rs')-2 (ss')] r2 · r'!., 

·r"l, 

a hol a k az aramvonalakon valtozatlan mennyiseget jelent. 
Additive hozzi1 csatoltatvan · sor-rendjiik szerint a (II) 

alattiakhoz, az . összes velük requivalens erök componenseit 
szolgaltatjak. A masik Ampere-fole (Gauss-; Grassmann-, Rey­
nard-, Clausius-fele) erö azaltal fejlik ki ebböl az altalanos­
b61; hogy 

U=-(rs')~, V=O, W=O, a=O 
r" 

teszszük. Ugyanis, tekiritetbe' veve; liogy az U-nak itteni specialis 
alakja igy is irhat6 : 

U=-(rs')r kr=-k ~, . 
r r 
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a (II)' mintara rögtön latjuk, hogy 

du 3 ( ( . ') k ' ( 1 k ~ =- r8) 18 - 3 , 88) - 8 . 
~~ r r 

Beteve ezeket az U, V, W, a, dJ: ertekeket (ll)-be, ha mar az 

elObbi Ampere-fäle eröt is odacsatoltuk, a következö kifejezesekre 
akadunk: 

k(r8') ~1 -(s8')r1 
r2 ' 

k (r8') 82-(ss') roi 
r2 ' 

(rs') s - (8s') r k 3 3 
1'2 ' 

s ezek a masik Ampere-fele erö componensei; rendre PJ> p2 , p3-

vel szorzottan zerust adnak összegül, tebat az 1 r, d8 1 sikban levö 
iranyt jelentenek, tovabba, rendre 81., 82, s3-sel szorzottan is 
zerust adnak öss>1egül, tehat egyszersmind a ds' elemre merö­
leges iranyt jelentenek stb. 

14. §. Azok közöl a vizsgalatok közöl, a melyeket ujszerü 
specialis elemi erök felkutatasaban vegeztem, ide jegyzem a 
következöt : 

Vizsgaltam, hogy vannak-e olyan - az Ampere-fälekkel 
mquivalens - elemi erök, a melyek az r tavolsagi vonalra merö­
legesek? A vizsgalat eredmenye igenlö; meg pedig vegtelen sok 
ilyen elemi erö vagyon es egyszerü analytikus formulazast 
engednek. 

A kerdes analytikus fogalmazasa nyilvanval6lag igy van : 
melyek azok az U, V, W, a mennyisegek, a melyek rendjen (1 !) 

( df) ( . dg ) ( dh) X+ dS r 1 + } + ds r2 + Z + <IS r 3 = 0 ? 

Irjuk be ide a (II) alatti kifejezeseket, es X, Y, Z gyanant 
hasznaljuk az elsö Ampere-fele erö componenseit (43. old. !) 
Emellett tekintetbe veve, hogy 

(ss')1 r 1 + (ss')2r 2 + (ss') r 3 =- (r8')1 s1 - (rs')!!s2 - (rs')as3, 

tebat (8)' szerint 

(ss')i 1·1 + (ss')2 r2 + (ss') rs = - ( q' s') ( p1.s1 + p2s2 + p' S3) = -
- (q's') (p's); 
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nemi rendezes utan egyenletünk ezt az alakot ölti (Il !)' : 

[ 
au av (rs')J 11 

(rs) U + r ar + (rs') ßr - 3k----;y.2 + 

[ 
au av 1 J + (s's) r am + (rs') am + 2k r 2 + = 0. 

- (p's) [(q's') W + !!._ (rs') J = 
r (q's') 

A szögletes zarjelek foglalatjai függetlenek az s iranyt61. To­
vabba e foglalatok (rs) es (s's) factorai függetlenek egymast61, 
mig a (p's) factor ennek a kettönek irrationalisfüggvenye(13 !). 
Kell tehat, hogy mindbarom szögletes zarjel foglalatja külön­
külön eltünjek, tebat, hogy 

a(rU) =-!?!'.__ DV +Sk~, 
ar r Dr r 8 

a(rUJ_= _ !?!:__ av _ 2k _1_ 
Dm r am r 2 ' 

1 

2 W = _ .f!:_ (rs') 
r (q'.s')2 ' 

legyen. A ket elsö egyenletben a megoldas czeljab61 (rs') helyett 
a vele per definitionem azonos m: r iratott. 

A 2 egyenlet directe meghatarozza a W függvenyt, es pedig 
az a constans altal, a mely ut6bbinak a tetszölegessege erintet­
len. Az 1 alatti ket egyenlet megoldasra var. 

Hogy ennek a ketegyenletnek ajobb-oldala a bal-oldalaboz 
illö legyen, e vegböl a V functio egy felteteli egyenletnek köteles 
megfelelni, a melyet a 

a a (rU) _ _!_ o (rU) = 
0 

ar Dm Dm Dr 

követelmeny diktal. Ez a felteteli egyenlet igy van : 

av av 
mr Dm + r2 an + k = 0. 

A rnegoldasa pedig 
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a hol IJi'(-~"') tetszöleges függvenye az m/1· = (rs') mennyiseg­

nek. Ezt most be kellene vinni 1-be s azutan az rU-ra sz616 
integralast vegrehajtani. Hogy azonban e mütetet explicite csi­
nalhassuk, a ljJ" functi6 helyett egy ugyancsak rn/r-töl függö 
functi6nak Q a differentialis hanyadosat kell alkalmaznunk. 
Iijuk tehat 

3 V= _k_ + Q' (!!!..) 
1· r ' 

a hol mar most Q' ( ~) elsö derivatuma az mfr egy tetszöleges 

Q functi6janak. A V-nek a 3 alatti kifejezeset teve be az 1 alatti 
egyenletekbe, ezekböl könnyü szerrel 

4 rn (m) m ,(m) rU""="-2k - · +Q - --Q -
r 2 r r r 

fejlik ki. 
Allitsuk vissza m belyett az (rs') r-et: eredmenyeink sze­

rint az Ampere-fäle erökkel (X, Y, Z) ::equivalens összes erök 
között vannak olyanok, a melyek merölegesek az r tavolsagi vo-
1ialra, es ezeket az eröket az 

5 

.componensek kepeben a (ll) alatti kifejezesek a következö rela­
ti6k rendjen szolgaltatjak: 

U = _ 2k (rs') + ~ Q _ (rs') Q' 
r 2 r r ' 

6 
k 

V= -- +!2' 
r ' 

W = _ !!:__ (rs') 
r (q's') 2 ' 

a melyekben az .Q tetszöleges functi6ja az (rs') cosinusnak, es 
JJ' az Q elsö derivatuma. 

Azonban ezek közt a 6-hoz tartoz6 5 alatti erök közt csak 
egy olyan van, a mely, mint az Ampere-fole erök, a tavolsagt61 
a negyzet forditottjaval aranyosan függ. Meg pedig 
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Q = 0, a = 0 

juttat hozza, midön aztan 

U-- 21 (rs') 
- c 2 ' r 

k 
V= -- W=O. r , 

47 

Ennek az erönek a componensei gyanant a (7) es (7)' relati6k 
tekintetbe vetelevel ezt talalom : 

X+ !!1_ = 2k (rs') (qs) + 1 (rs) (q's') , 
ds r2 q1 c r2 q1 ' 

y + _!},fj_ = 2k (rs') (qs) + k (rs) (q's') , 
ds r2 q2 r2 q2' 

z + dh = 2k (rs') (qs) + k (rs) (q's') ~. 
ds r 2 q3 r 2 q 

Tebat ket egyszerü erö összetetele gyanant foghat6 fel, a melyek 
mindegyike külön·külön meröleges az r tavolsagi vonalra, es az 
egyiknek az iranya az ! r, ds 1 sikban, a masike az 1 r, ds' 1 sikban 
vagyon. Nagysagaikat pedig sorrendjiikben 

G>k (rs') (qs) illetöleg k (rs) (q's') 
„ r2 r2 

erteke teszi, vagyis 

illetöleg 

erteke. 

2~- cos (r,s') sin (r, s), 
r 

k . 1 

2 cos (r,s) sm (r, s) 
r 

15. §. Hogy ha az alland6 es egyenletes vonalos aram tömeg­
mozgat6 hatasa nem aramra, vagy aram-reszre, hanem magnes­
p6lusra vonatkozik, akkor tudvalevöleg a Biot-Savart-fele tör­
veny jut ervenyre 8 a megfelel6 elemi erö componensei gyanant 

(qs) 
x - 2- Pids, r 

(qs) 
x- 2-'P2ds, r 
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szerepelnek az elektromagnesseg tanaban, a hol a x a magnes­
p6lus intensitasaval es az aram intensitasaval aranyos constans. 
Azonban epen ügy bevalnak elemi erökül a 

( 
(qs) df') x--r2 p 1 + ([S cls, 

( 
(qs) dg) . 

x-2-P2 +-,- ds, r C<S , 

( 
(qs) . dh) 

x --r2 p3 + rr;: ds 

componensü erök, bacsak az f, g, h functi6k egyerteküek es 
folytonosak az aramlas vonalan. 

De avegböl, bogy ezek az erök is val6sagos elemi törvenyt 
hatarozzanak meg, alavetvek annak a követelmenynek, bogy 
{1gy nagysagm, mint iranyra nezve függetlenek legyenek a coor­
dinata-rendszer valasztasat61 es az aramgörbe alakjat6L Mivel 
pedig a Biot-Savart-fäle erö bir ezekkel a tulajdonsago'kkal, kell, 
bogy az integralis batas nelkül val6 p6t-erö, a melynek a com­
ponensei a ds elemmel val6 osztas utan 

elf' dg dh 
ds' dS' rl'i ' 

maga is birjon ezekkel a tulajdonsagokka.l, minelfogva mind 
nagysag, mind irany dol,gaban csakis a p6lus es az araIQ-elem 
kölcsönös helyzetetöl függhet erdemlegesen ; igy a p6t-erönek a 
p, q, r rendszerba tartozö componensei, vagyis 

elf' dy dh 
P1 di + P2 ds + Ps di, 

csak az r tavolsagnak es az 
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cosinusnak a fiiggvenyeik lehetnek. Ez ertelemben batarozan­
rl6k meg itt az f, g, h functi6k. 

Vilagos, bogy ez a problema implicite bent foglaltatik az 
elözö czikkek soran letargyalt problemaban, es pedig az ut6bbi 
azaltal kepezi a mostaninak az altalanositottjat, bogy benne az 
iment emlitett erö-componensek az r · es (r8) mennyisegeken 
kiviil meg az (r8') es (88 1

) mennyisegeknek is erdemleges függ­
venyeik, mint ezt mar az 1. §. zaradeka jelezte. Ebböl az követ­
kezik, hogy, ba a 13. §-ban levö (1)1 alatti kifejezesekböl kitö­
röljiik az 81 iranyt61 val6 függest, akkor az f, g, h functi6k 
szamara azokat az alakokat kapjuk, a melyek vonalas aramnak 
egy magnes-p61usra batasanak az összes elemi törvenyeive ege­
szitik ki a Biot-Savart-fele törvenyt. Meg pedig, most U alatt 
erdemlegesen csupan az r tavolsagt61 függö mennyiseget ertve, 
ezek az alakok az (I)i-böl könnyen kilatbat6lag igy vannak : 

Ugyanis az (I)i-ben elöfordul6 többi tagoknak oly coef:ficienseik 
leven, a melyek lenyegesen függenek az 81 iranyt61, t. i. 

1 1 1 

81, 8qi,, 83; 

. (r8')1 , (r8 1)'!, (r8 1)s; 

ezek a tagok most eltiintetendök, azaz most 

V= 0, W = 0, a = 0 

teendö. Az U-b61 pedig, a mely (I)1-ben, mintres(r8 1
) functi6ja 

szerepel, az (r8 1
) cosinus, mint az 81 iranyt61 lenyegesen függö 

valtoz6, most kitörlendö. 
Ezeket az f, g, h kifejezeseket mas belyen directe deducal­

tam a fent jellemzett specialisan elektromagnesi problema for­
mulazasab61. (Ertesitö az Erdelyi Muzeum-egylet orv. termt. 
szakosztalyab61 1892, masodik termt. füzet: ccEszrevetelek az 
egyenletes es alland6 elektromos aramlas elmeletere 11 III. (( Az 

M. T. AX. f:RT. A MA.TH. TUD. XÖREBÖL. 1893. XV, K. 3. SZ. 4 
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elektromagnesi tömegmozgatö hatas elemi törvenyeiröli> ). Egy­
szersmind nemely theoretikus megjegyzQseket is füztem ott hoz­
zajuk. Ugyanott mar a fentebbiek soran targyalt problemat is ki­
tüztem, de akkor egyelöre csak bizonyos elözetes megszoritas ke­
reteben oldottam meg, kesöbbi alkalomra tartva fenn akkor az 
altalanos, most itt elöadott targyalas közleset. 







szeletek elm8Ieteben. 10 kr. - XXV. Hunyady Jenö. A pontokb61 vagy erin· 
tökböl es B. conjugalt haromszögböl meghatarozott kupszelet nemenek elllön· 
Moore szolgä.16 kriteriumok. 10 kr. 

Nyolozadik kettet. 

I. szam. Astrophysikai megfigyelesek az 6-gyallai csillagvizsga16n 1880· 
bau. Konkoly Miklostol. Egy tabla rajzzal. - II. szam. Adatok Jupiter physi. 
kajahoz az 1880-ik evböl. Egy függelekkel. Konlroly Miklostol. - III. szam. 
A B6lyai-fäle algorithmus. Dr. Farkas Gyulätol. - IV. szam. Napfoltok 
megfigyelese 1880-ban, es 1382 napfolt micrometricus me!'ese. Konlroly 
Miklostol. Ket tabla rajzzal. - V. szam. Hull6osillagok megfigyelese 1880-ban 
a magyar korona területen. V-ik resz. Konkoly Miklostol. - VI. szam. Csil· 
lagaszati megfigyelesek az 6-gyallai csillagvizsgä.16n. Konkoly Mikl6st6l. -
VII. szä.m. 102 bull6osillag kisugarzasi pont, levezetve 518 megfigyelesböl, 
melyek a magyar korona területen 1879. es 1880-ban tetettek. Konkoly Mik­
lostol. - VIII. szä.m. Uj villamzar6 vagy nyit6keszülek normal6ran, es a 
Jürgenssen-fäle 6raszerkezet. Konkoly Mikl6st6l. Egy keptablaval. - IX. szä.m. 
Adatok Jupiter forgasi elemeihez. Dr. Kobold .Ärmintol. - X. szam. A Ha· 
milton-fäle rendszerek es az elsörendü partialis differentialegyenletek altalanos 
elmelete. Szekfogla16 ertekezes. König Gyulatol. - XI. szam. A hadtudomany 
viszonya a többi tudomanyokhoz. Kapolnai Pauer Istvtintol. Szekfvgla16 erte· 
kezes. - XII. szam. Egy negyedrendü felületröl. Hunyady Jenötöl. 

Kilenczedik kötet. 

I. szam. Astrophisikai megfigyeiesek az 6-gyallai csillagvizsgal6n. (Ha­
rom tablaval.) Konlroly Miklostol. - II. szam. Az 6-gyallai csillagvizsgä.16 
földrajzi szelessege. Dr. Lakits Fe1·encztöl. - III. szam. A berenyi astrophy· 
sikai observatorium leirasa, es az abbau tett megfigye10sek 1881-ben. (Egy 
tablaval.) Gothatrd Jenötöl. - IV. szam. Napfoltok es a nap felüleMnek meg­
figyelese 1881-ben. Konkoly Miklostol. - V. szam. Csillagaszati megfigyel0sek 
az 6-gyallai csillagvizsga16n. Konkoly Miklostol. - VI. szam. Hull6csillagok 
megfigyelese 1881-ben. Konkoly Mikl6at6l. - VII. szam. Adatok Jupiter es 
Mars physikä.jahoz, az 1881. evi megfigyel8sekböl. (III. resz. Harom tablaval.) 
Konkoly Miklostol. - VIII. szam. Az üstökösök vegytani alkotasa. Konlroly 
Miklostol. - IX. szäm. Az 1871-1880. evekben, Magyarorszagban megfigyelt 
hull6csillagok pälyaelemei. Kiivesligethy Radotol. - X. szam. Nehä.ny deter­
minans-egyenletröl. Hunyady Jenötöl. - XI. Perspectiv helyzetü alakzatok­
r61 Dr. Klug Lipöttol. - XII. szam. Az elhajlott fäny intenzitasanak vizsga· 
Iata. (A math. es termeszettudomanyi alland6 bizottsag segelyezesevel keszült 
dolgozat. Tizenket abraval a. szöveg között.) D1" F1'öhlich Izortol. - XIII. 
szam. Az algebrai egyenletek elmeletehez. König G1julat6l. 

Thledik kötet. 

I. A nap felületenek megfigyelese 1882· ben. Konkoly Milrloatbl. -
II. Astrophysikai megfigyel8sek 1882-ben. a) A Wells-üstökös szinkepe. b) A szep· 
temberi na.gy üstökös szinkepe. c) 9 Meteol.' szinkepe. d) 115 all6osilla.g spec­
truma. e) Coloremetricus megfigyelesek. Konkoly Mikl6st6l. - III. Hull6· 
csillagok megfigyelese a magyar korona területen. 1882. Konkoly Miklostol. -
IV. Egy uj reversio-spectroscop s anna.k ha.sznalata. (Egy tablaval.) Konkoly 
Milrlostol. - V. Az 6-gyallai csillagvizsgal6n eszközölt csillagaszati megfigye­
lesek ei:edmenye. 1882. Konkoly Mikl6st6l. - VI. N ehany sz6 az üstökösök 
vegytani alkotasar61, összehasonlitva a meteoritekkel. Konkoly Miklbstöl. -
VII. Egy uj szerkezetü spectroscop. (Egy tahlaval.) Konkoly Mikl6st6l. -
VIII. Astrophysikai megfigyelesek a herenyi observatoriumon, 1882. (Egy 
tablaval.) Gothard Jenötöl. - IX. Adatok Jupiter es Mars bolyg6k physiklt-



jahoz. (Harom tablaval.) Gothard Sandortol. - X. Egy uj spectroscop. (Egy 
tablarajzzaL) Gothard Jenötöl. - XI. Astrophysikai megfigyelesek 1883. (Egy 
tablaval.) I. resz. a) i Cassiopejae spectruma. b) a Ursae minoris spectmma.. 
c) A Swift üstökös spectruma. d) A Brooks üstökös spectruma. e) Colori­
metricus megfigyelese 65 all6csillagnak. Konkoly Mikloatol. 

Tlzenegyedlk kötet. 

1. Astrophysikai megfigyelesek 1883-ban, az 6-gyallai csillagdan. (II-ik 
resz, 3 tabla.) Konkoly Miklostol. - II. A nap felületenek megfigyeJese 
1883-ban, az 6-gyallai csillagdan. Konkoly Miklostol. - III. Hull6csillagok 
megfigyelese a magyar korona területen 1883-ban. Konkoly Miklostol. -
IV. 615 all6csillag spectruma. A deli öv atkutatasanak I. resze. Konkoly 
Miklöatol. - V. Megfigyel0sek a herenyi astrophysikai observatoriumon 1883-ban. 
(Ket tablaval.) Gothard Jenötöl. - VI. A Pons-Brooks üstökös spectroscopicus 
megfigyelese a herenyi astrophysikai observatoriumon. (Ket tablaval.) Gothard 
Jenötöl. - VII. Csillagaszati megfigyel0sek az 6-gyallai csillagdan 1883-ban 
Konkoly Miklostol. - VIII. Elöleges vizsgalatok nehany szenhydrogen-gaz 
Spectruman, spectroscoppal es spectralphotometerrel, (3 tablaval B 2 fametszet­
tel.) Konkoly Miklostol. - IX. Adatok Bolyai Farkas eletrajzahoz. Szily 
Kalmantol. - X. A herenyi astrophysikai observato1ium sarkmagassagana.k 
meghatarozasa. Gothard Jenötöl. 

Tlzenkettedik kötet. 

I. A napfoltok es a nap fälületemk megfigyelese \az 6-gyallai csillag­
vizsgal6n 1884-ben. (1 fametszettel.) Konkoly Mikloatol. - II. Astrophysikai 
megfigyel0sek az 6-gyallai csillagvizsgal6n 1884-ben. (4 fametszettel.) Konkoly 
Mikl6st6l. - III. Az 1884. evi megfigyelesek a herenyi astrophysikai obser­
vatoriumon. (2 abra es 3 tablaval.) Gothard Jenötöl. - IV. Hull6-csillagok 
megfigyel0se a m. korona teriileten 1884-ben. 26 radiatio ponttal. Konkoly 
Miklöstol. - V. 615 all6csillag spectruma. Konkoly Mikloatol. - VI. A nap­
foltok gyakoriassaga 1872-töl 1884 vegeig. (2 könyomatu tablaval.) Konkoly 
Miklostol. - VII. Adatok Jupiter physikajahoz. (2 tablaval.) Konkoly Mik­
lostol. - VIII. Tanulmanyok az egitestek photograph&la;;a teren. (1 tablaval.) 
Gothard Jenötöl. - IX. A Haynald-observatoriumban 1880-1884-ben meg­
figyelt napfoltok. Hüninger Adolftol. - X. Az 1873. VII. sz. Coggia-Winnecke­
fäle üstökös palyaszamitasa. Schulhof Lipottol. - XI. A folytonos speotrumok 
elmelete. Kövesligethi Rad6t6l. 

Tlzenharmadik kötet. 

I. A földnehezseg meghatarozasa Budapesten 1885-ben (4 tablaval). 
Gruber Lajoatol. - II. Hull6 csillagok megfigyel0se a magyar korona területen 
1885-ben. Konkoly Miklostol.- III. 855 all6csillag spectruma. Konkoly Mikl6at6l. 

Tizennegyedik kötet. 

I. A dina.mika alapegyenleteinek jelenteseröl. K&nig Gyulatol. - II. Az 
orthogona.Iis substituti6 együtthat6inak pa.rameteres ertekei. Hunyady Jenotöl. -
III. Az orthogonalis substituti6 együtthat6inak parameteres ertekei. (Folyta.tasa. 
az elöbbinek.) Hunyady Jenötol. - IV. A länczhidak merevitö tart6inak 
gra.fikai elmeleteröl. Kherndl Antaltol. - V. Együttesen lengö elemi magnesek 
kölcsönös vonzasai es ta.szitasai. F1·öhlich Izidortol. 

Tizenötödik kötet. 

I. A vasutak jövedelmezösegeröl, kapcsolatban a tarifäk kerdesevel. 
Kisfaludi Lipthay Sandortol. 
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