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Két kotetben

A konyv célkit(izése a modern elméleti
fizika egész targykorének bemutatasa.
Az els6 kotet a klasszikus fizika fejezeteit,
tehat a mechanikat, elektrodinamikéat a
hullamoptikaval, a termodinamikét és a
relativitaselméletet tartalmazza. E feje-
zetekben a konyv nagymértékben tamasz-
kodik a magyar felsGoktatas kialakult
mddszertanara, és az egyetemeken tani-
tott anyag mélyebb megértését és tdbb
oldalrél val6 megvilagitasat kivanja elérni.

A masodik kotet az anyag korpuszkula-
ris elméletével, a statisztikus mechanika-
val és a kvantumfizikdval foglalkozik.
E terilet igen nagy kiterjedés(i és allan-
dban Ujabb eredményekkel gazdagodik.
A konyv anyaga Ugy van kivalasztva,
hogy a legfontosabb teriiletek alapjait
targyalja anélkil, hogy tlsagosan a rész-
letekbe hatolna.

A konyv szerzje, a kétszeres Kossuth-
dijas Gombas Pal professzor, uttéré sze-
repet jatszott a hazai elméleti fizikai kuta-
tdsok meginditasaban. Munkassaga az
elméleti atomfizika, szilardtestfizika és a
magfizika teriiletén nagy nemzetkozi el-
ismeréssel Kkisért eredményekkel gazda-
gitotta a tudomanyt. A konyv anyaganak
magvat a szerzd egyetemi el6adasai al-
kotjak.
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ELOSZO ES BEVEZETES

Jbllehet a ,,Bevezetés az elméleti fizikaba” c. m{ els¢' kotetéhez irt ElG'sz6 és
Bevezetés mindkét kotetre vonatkozik, mégis célszerinek latszik azon olvasék
szamara, akik csak a masodik kotetet kapjak kézhez, a masodik kotethez egy révid
kiegészitd' elGszot és bevezetést adni.

E méasodik kotet, mint alcime is mutatja, a kvantumfizikat és az anyagszerke-
zetet foglalja magaban. E kotet az egész mlinek negyedik és 6tédik részét, az anyag
korpuszkularis elméletét és a statisztikus mechanikat, valamint a kvantummecha-
nikat targyalja a tizenkilencedikt6l a harmincadik fejezetig. A kénnyebb kezel-
het6ség kedvéért ebben a kotetben is megadjuk a teljes tartalomjegyzéket.

E méasodik kotetben targyalt anyag teljes megértéséhez mindenképpen ajanlatos
az elsé kotet attanulmanyozasa, mert az elsé kotetben targyalt klasszikus fizika
nélkil e masodik kotetben targyalt kvantumfizika csak bizonyos mértékig, mond-
hatnam, csak feliletesen érthet6. A fizika szerves egészében a klasszikus fizika
alapvet6 szerepet jatszik.

Budapest, 1971. majus
Gombas Pal






NEGYEDIK RESZ

AZ ANYAG KORPUSZKULARIS ELMELETE
STATISZTIKUS MECHANIKA

19 FEJEZET
AZ ANYAG KORPUSZKULARIS ELMELETE

1. 8. Bevezetés

A tagabb értelemben vett atomelmélet a g6rogokt6l ered, de nem tdmaszkodott
kisérleti megfigyelésekre és eredményekre, igy bizonyos spekulativ karaktert 6l-
tott, agyhogy ma maér csak torténeti jelent6sége van.

Csak az Gjkorban, a XVII-ik szazad végén, a természettudomanyok nagy fellen-
dulésének idején kezdett kialakulni a sz(ikebb értelemben vett atomelmélet, mely-
nek segitségével egyes természeti torvényszer(iségeket sikerilt megmagyarazni.
Ennek az elméletnek els6 nagyobb eredménye a gaztérvények értelmezése volt a
korpuszkularis felfogas alapjan. Fontos eredmény volt az is, hogy a héjelensége-
ket a korpuszkuldk mozgasaval sikertlt értelmezni. Ekkor alakult ki a gazok ki-
netikus és a h6 mechanikai elmélete. A korpuszkularis felfogast mas térre is at-
vitték, igy pl. Cauchy a rugalmas testek tulajdonsagait probalta igy magyarazni.
E szép fejl6désnek indulé elmélet egyik legnagyobb tdmaszat ekkor Dalton
torvénye szolgaltatta, mely szerint az elemek csak meghatarozott témegaranyok-
ban alkothatnak vegyileteket.

Nagy impulzust kapott az elmélet a mult szadzad végén az elektron felfedezésé-
vel és A. Fl. Lorentz elektronelméletével, amely a testek elektromagneses
szempontb6l vald viselkedését a bennik mozgé toltésekre vezeti vissza és amely-
lyel tobbek kdzott értelmezni lehetett a ritkitott gazokban végbemend kistlésekkor
fellépd sugarzasokat.

A legutdbbi évtizedek alatt az elmélet rendkivil gyors fejlédésnek indult. Egy-
mast kovették a felfedezések, egyrészt kisérleti eredmények, masrészt termékeny
elméletek. igy 1905-ben sikerllt a mar régebben ismert Brown-Llle. mozgas ér-
telmezése, aminek segitségével meg lehetett hatdrozni a molekulak szamat meg-
adott anyagmennyiségben. A radioaktiv sugarzéas felfedezése pedig lehet6vé tette
az elemi toltott részek megszamléalasat és palyajuk lathatova tételét. Sikerilt
tovabba egyetlen elemi toltés nagysaganak kilén megmeérése is. EIméleti téren is
hatalmas fejl6dés tortént. 1900-ban Planck a fekete test sugarzasanak vizsga-
lataival megalapozta a kvantumelméletet, mely kiindulé pontja lett a modern
atomelméletnek. A fejlédés Uj korszaka nyilt meg, mid6n Bohr 1913-ban meg-
alkotta atomelméletét. Bohr elmélete rendkivil termékenynek bizonyult és ki-
induldpontja lett az atom- és molekulaspektrumok nagyszabasu elméletének,
mely spektrumok az atom, ill. molekula tulajdonsagainak megismerésére rendkivil
gazdag tapasztalati anyagot szolgéltattak. 1926-ban a kvantummechanika felfede-
zésével igen lényeges és alapvetd fejlédésen ment at az elmélet, mely ma atfogoé
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er6 tekintetében vetekszik a régi klasszikus elméletekkel és tobb tekintetben at-
alakitotta fizikai viladgfelfogésunkat.

A kovetkez6kben els6sorban azokat a kisérleteket irjuk le, ill. értelmezzik
eredményeiket, melyek az anyag korpuszkularis felfogasat igazoljak, majd raté-
rink az elemi részek sajatsdgainak targyaldsara. A kés6bbiekben tébb korpusz-
kulabol allo rendszerekkel fogunk foglalkozni.

2. 8. A korpuszkuldk létezésének kimutatdsa. Kémiai alaptérvények

Azokat az egynem( (homogén) anyagokat, melyeket a szokasos fizikai és kémiai
maddszerekkel nem tudunk 4talakitani két vagy tébb kulénb6z6 anyaggd, elemeknek
nevezziik. A felbonthaté testeket két csoportra oszthatjuk. El6fordulhat, hogy
egy latsz6lag homogén testben az alkoté elemek tetszés szerinti aranyban fordul-
nak eld és ennek megfelel6en az eredd test észlelhet6 tulajdonsagait folytonosan
valtoztatja. Ezeket az anyagokat elegyeknek nevezziik. Pl. a hidrogén és oxigén
gaz minden lehetséges aranyban képezhet elegyet. Ezekt6l 1ényegesen meg kell kii-
l6nboztetni a felbonthatd testeknek méasik csoportjat, a vegyuleteket. Ezek meg-
hatdrozott sajatsagokkal bird testek, melyekben az elemek csak meghatéarozott
tomegaranyokban fordulnak el8. Ilyen pl. a viz, mely 2 térfogat hidrogénnek 1tér-
fogat oxigénnel valo reakcidja alkalmaval keletkezik.

Két elem tobbféle témegaranyban képezhet egymassal vegyiletet. igy pl. 2
sulyrész H 16 sulyrész O-nel vizet, 32 sulyrész O-nel hidrogénperoxidot képez.
Ha valamely A elem bizonyos meghatarozott tdmegével egy masik, B elem tobbféle
tdomegaranyban képez vegyiletet, akkor a B elem vegyilé témegei Ggy aranylanak
egymashoz, mint a kis egész szamok. Fentebbi példankban az O vegyul6 tdmegei
1:2 ardnyban voltak. Ezt a térvényt a sokszoros sulyviszonyok térvényének ne-
vezzik.

Megallapithatjuk az egyes elemek azon tomegeit, amelyek egy kivalasztott
anyag meghatarozott mennyiségével, pl. 16 g O-nel vegyilnek. lly m6don minden
elemre megallapithatunk egy vagy tébb vegy(ld sulyt, amelyek egy elem esetében
kis egész szdmU viszonyban vannak egymaéssal. Fontos tapasztalati tény, hogy a
tobbi elem egymassal vegyul6é sulyaik aranyaban képez vegyiiletet.

Ha gazok vegyiilését vizsgaljuk, azt talaljuk, hogy megegyez6 hémérsékleten
és nyomason azon gazok térfogatai, melyek egymaéssal vegylletet képeznek,
valamint a vegylletek térfogatai k6zt kis egész szamu aranyok allnak fenn. igy pl.
1térfogat H 1 térfogat Cl-gazzal 2 térfogat sésavgazt képez, 2 térfogat H 1 tér-
fogat O-nel pedig 2 térfogat vizg6zt képez.

Az elemek vagy vegyiiletek molekulastlyaranyanak az ugyanazon térfogatu
(ugyanazon hémérsékletli és nyomasu) gazok témegeinek ardnyat nevezzik, ha
az O molekulastlyanak 32-t valasztjuk. Ezzel az elemek és vegyuletek molekula-
sulya meg van hatarozva. A vegyul6 stlyok kozil pedig a legkisebbeket, amelyek
egész szamu sokszorosaival a molekulastlyok el6allithatok, atomsulyoknak
nevezzik.
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Tehat valamely elem atomsuilyanak meghatarozasanal a kovetkez6képpen
jarunk el. EI6szor meghatarozzuk szamos vegyiilet szazalékos Osszetételét, mely-
ben az elem el6fordul. Masodszor meghatarozzuk ezeknek a vegyileteknek és
maganak az elemnek is a molekulasulyat. Azt a legkisebb sulyt, amely az illet§
elembdl ezekben a molekulastlyokban el6fordul, nevezzilk az elem atomsulyénak.,
igy pl. az O atomsulyanak meghatdrozasa a kdvetkezé adatokbol torténhet:

O-vegyllet Molekulasuly O-mennyiség

Oxigéngaz 32 32
Viz 18 16
Szénmonoxid 28 16
Széndioxid 44 32
Salétromsav 63 48
Arzéntrioxid 396 96
Foszforoxiklorid 156 16

Ezekben a legkisebb el6fordulé O-mennyiség 16. Elvileg persze sohasem zéarhaté
ki, hogy nem taldlunk egy vegyiletet, melynél a molekulasilyban 16-nal kisebb
mennyiségl O fordul el6.

Az atomsuly az elemekre jellemz8 alapveté fontossagu allandd. Ha az O mole-
kulasulyat 32-nek valasztjuk, akkor az O atomsulya 16. Ekkor az 6sszes elem
atomsulya 1-nél nagyobb, legkisebb a H-é: 1,008.

Az atomsuly és molekulastly a korpuszkularis elmélet alapjan igen egyszeri
értelmet nyer, ha feltessziik, hogy

1. Az elemek és vegyiletek azonos részecskékb6l allnak. Ezek az atomok, ill.
a molekuldk. A molekuldk tdmegeinek ardnya megegyezik a molekulastulyok
aranyaval.

2. Egyenld térfogatd, hémérsékletli és nyomasi gazokban a molekuldk szama
egyenld.

3. A molekuladk egy vagy tobb atombdl vannak felépitve, melyek tdmegeinek
aranya egyenld az atomsulyok aranyaval.

Ezeknek a feltevéseknek alapjan érthetd, hogy a vegyiletek molekulastulyaiban
az alkotdé elemek atomsulyainak sokszorosai fordulnak eld, ugyanis a molekulak
csak egész szdmu atomokbdl épilhetnek fel. Egyes kémiai reakcidkat is egyszer(ien
értelmezhetiink. Tudjuk, hogy pl. 1 térfogat H 1 térfogat Cl-gazzal 2 térfogat
s6savgazt képez. A molekulasulyok aranya kereken 2 : 70 :36. Mivel a H és ClI
atomsulyai kereken 1,ill. 35, kovetkezik, hogy a H, a Cl és a sésavgaz 2 atomos
molekuldkbol all, amit a kévetkez6 jel6lések juttatnak kifejezésre: H2, CI2
HC1l. A reakcié a kovetkezd egyenlet szerint megy végbe H2+ Cl2= 2HCL.
A vegyllés altal a molekuldk szdma nem véltozott meg, tehat az dssztérfogat sem
valtozott meg.

Az itt targyalt torvényszer(iségek az atomok és molekuldk tdmegeinek csak
relativ meghatarozasat tették lehetévé. Egy atom vagy molekula abszolut tomegét
ezek alapjan nem lehet megadni.
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3. 8. Az elektrolizis Faraday-féle tdrvénye!

Faraday els§ torvénye szerint egy elektrolitben az alkatrészeknek az elekt-
rédakon idéegységben kivalo mennyisége ardnyos az aram intenzitasaval.

A masodik térvény szerint ugyanazon aram altal, ugyanazon id6 alatt, ugyan-
abb6l vagy kulénb6z6 elektrolitekb6l kivalasztott alkatrészek (ionok) mennyi-
sége ugy aranylik egymashoz, mint atomsulyuk (ill. tébb atombd6l all6 ion esetén
az alkot6 atomok atomsulyainak 6sszege), osztva az ion kémiai vegyértékével.
Valamely egyvegyérték(i ion grammatomjanak (moljanak) levalasztasahoz szik-
séges, hogy az aram 96 490 Coulomb-toltést vigyen at.

A korpuszkuléris elmélet alapjan ezt Ggy értelmezhetjik, hogy létezik elemi
elektromos tdltés és az egyvegyértéki ion egy elemi toltéssel bir.

Ha ismerjik az atomok szamat a grammatomban, vagy ami ugyanaz, a moleku-
lak szdmat a mdélban (az un. Loschmidt- (vagy Avogadro-) féle szamot, L-ct), akkor
meghatarozhatjuk az elemi t6ltést, vagy megforditva, az elemi toltés, e ismereté-
vel meghatdrozhatjuk L-et. Ugyanis fennéll, hogy

Le = 96490 Coulomb.

4. 8 A Brown-féle mozgas

A kémiai alaptdrvények, valamint az elektrolizis alaptérvényei nem adnak
felvilagositast az atomok, ill. molekuldk abszoldt témegérél és azok szamardl
a grammatomban, ill. mdélban, a Loschmidt-féle szamrdl.

Errél felvildgositast kaphatunk a Brown-féle mozgas és hasonlé jelenségek
alapjan, bar nem olyan elemi meggondolasok atjan, hogy azokat mar most kézél-
hetnénk. Itt most csak a jelenség kvalitativ tulajdonsagait vazoljuk.

Brown angol botanikus mar 1827-ben észrevette, hogy a folyadékokban lebeg6
apré részek allandé mozgasban vannak, akarhogy is igyeksziink minden zavar6
korilményt kikiszoébolni. Ez a teljesen szabalytalan ide-oda mozgas annal élén-
kebb, minél magasabb a hémérséklet és minél kisebb a részecske. Az a koril-
mény, hogy a mozgas élénksége a részecskék abszolut nagysagatol fiigg, kozel-
fekvGvé teszi a gondolatot, hogy a mozgas akkor valik észrevehet6vé, ha a ré-
szecskék méretei nem tal nagyok az egyes molekuldk méreteihez képest. A moleku-
lak ide-oda mozognak a folyadékban és kozben belelitkdznek a lebegd részecs-
kékbe is. Ha annak tdmege igen nagy egy molekula témegéhez képest, akkor egy
I6kés igen kevéssé fogja kimozditani helyéb6l, tovabba a molekuldk kiilonb6z6
irdnybdl eredd Iokéseinek hatasa lerontja egymast. Ha ellenben a részecskék mé-
rete kicsi és megkdzeliti a molekularis méreteket, a részecskék mozgasa nagyobb
lesz. A hémérséklettdl valo fliggés pedig arra utal, hogy a h6mérséklettel a moleku-
ldk mozgéséanak élénksége nd. E felfogas alapjan sikerllt EINSTEiNnek és Schmo-
LUCHOWSKinak egy formulat felallitani, mely Osszefiiggést ad egy részecske at-
lagos elmozdulésa, a hémérséklet, a részecske sugara, valamint a Loschmidt-féle
.szam kozott.
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A Brown-Lle mozgéshoz hasonld ingadozés-jelenségekkel maés téren is talél-
kozunk, melyekbd'l szintén kdvetkeztethetliink a Loschmidt-féle szamra. A kdvet-
keztetések keresztilvitele azonban az elmélet kiépitése nélkiil lehetetlen. De sze-
rencsére vannak olyan jelenségek, melyek kozvetlenil elvezetnek a Loschmidt-féle
szam ismeretéhez. Ezekkel fogunk most foglalkozni.

5. 8. Toltéssel bird sugarak részeinek megszdmlalasa. Wilson kisérlete,
szcintillacio, tliszamlalo, héliumrészek megszamlalasa

Igen nagy lépéssel vitte elére a korpuszkularis felfogds megalapozasat azoknak
a sugaraknak tanulményozéasa, melyek radioaktiv anyagokbdl indulnak ki. Radio-
aktiv anyagokbdl haromféle sugarzas indul ki. Ezek kozil kettd toltéssel bir,
amint arrél meg lehet gy6z6dni, ha pl. a sugarak eltéritését vizsgaljuk elektromos
vagy magneses térben. A negativ toltés( sugarakat B-, a pozitiv tdltéstieket a-suga-
raknak nevezzik. A harmadik fajta sugarzasnak nincs toltése és ennek megfele-
16en nem is térithet6 el elektromos és magneses térrel. Ezeket a sugarakat y-suga-
raknak nevezzik.

Itt most e radioaktiv sugarak ama sajatsagaival foglalkozunk, melyekbd'l
azok korpuszkularis szerkezetére és az emittalt részek szamdara vonhatunk le
kovetkeztetést.

Ha a-vagy “-sugarak olyan térbe hatolnak be, mely vizg6zzel van telitve, akkor
ebben a térben a vizg6z cseppek alakjaban kivalik, vagyis kodképz6dés indul meg.
Abban az esetben, ha a radioaktiv anyag kis mennyiségl, a kéd nem nagyon s(rd,
jo megvilagitassal lefényképezhetd és igen jellegzetes szerkezetet mutat. A Kisérlet
technikai kivitele abban all, hogy a radioaktiv anyagot vizg6zzel telitett burdba
helyezzilk, melyet egyik oldalon egy dugattyu zar le. A dugatty(t erés rugéval
Gugy mozditjuk el, hogy a g&ztér adiabatikusan expandalddik, mialtal a géz leh(l
és tultelitett lesz. Ugyanekkor a képz&d6 kodrdl pillanatfelvételt készitiink. A fel-
vételeken egyrészt a radioaktiv anyagbdl kiindulé egyenes, éles vonalakat latunk,
melyek néha, f6képp a végik felé megtérnek, masrészt gyengébb vonalakat is 1a-
tunk, melyek sokkal inkdbb gorbultek. Ha a preparatumot vékony (0,06 mm vas-
tag) aluminiumlemezzel boritjuk, akkor abbdl a-sugarak nem tudnak Kilépni. Ez
mutatja, hogy a vastagabb, egyenes kddvonalak az «sugaraktol, a vékony, gorbul-
tek pedig a ~-sugaraktdl szarmaznak. Ha magneses térbe helyezzik a késziiléket,
a vonalak ennek megfelel6en térnek el iranyukbdl, a /1-részek igen er6sen, az d-
részek kevéshé és ellenkezd irdnyban.

WILSONnak ez a kisérlete mutatja, hogy mind az a-sugarak, mind a /i-sugarak,
vagyis a bennik haladd részek a tér kis részét foglaljak el. A sugarak eltérése a
leveg6 részecskéivel vald (itkozéstdl eredhet. Az a-részek egyenesebb palyaja
azok nagyobb tomegét6l szarmazik, amit mas kisérletek bizonyitanak. A Wilson-
féle kisérlet a sugarak korpuszkularis szerkezetét meggy6z6 er6vel bizonyitja és
arra is modot ad, hogy az (itkdzés, stb. finomabb részleteit tanulmanyozhassuk.
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A részek megszamlalasara kozvetlenil nem alkalmas, erre mas modszerek szol-
galnak.

Ha az a-részek cinkszulfid erny6re vagy gyémantlemezre esnek, ott fluoreszcen-
ciat idéznek el6. Ha a sugarzas elég gyenge, akkor csupa egyes felvillanasok
figyelhet6k meg, ha a lemezre es6 sugarak hatédsat nagyitoval nézzik. A részek
megszamlalasara csak azt kell tudnunk, hogy a radioaktiv preparatum mennyi
radioaktiv anyagot tartalmaz és a sugarzas hanyadrésze éri a lemezt. Ha a prepa-
ratum Kis kiterjedés(, akkor a sugarzasnak a lemezre es§ mennyisége gy aranylik
az egész sugarzashoz, mint az a térszdg, melybdl a preparatum helyérél a lemez
latszik, a teljes térszoghoz, vagyis 47r-hez.

Ily médon meg tudjuk hatdrozni megadott radioaktiv anyagbhdl az id6egység
alatt kilép6 x-részek szamat. igy meghataroztak, hogy lg radium, ha az atalaku-
lasi termékek sugarzasatdl eltekintiink, 3,72 « 1010 a-részt sugaroz ki méasodper-
cenként. Ha a radiummal egyensilyban levé bomléasi termékek sugarzasat is
figyelembe vessziik, ennek négyszeresét kapjuk.

A sugarak megszamléalasara azok més hatasat is felhasznalhatjuk. llyen pl. az
ionizalé hatds. Ha az a-, B-, y-sugarak gazba jutnak, azt vezet6vé teszik, vagyis
ionizaljak. Ez a hatas alkalmas berendezéssel egyetlen a-, ill./1-résznélis kimutathato.
llyen berendezés a Geiger-féle tliszamlalé. Ez olyan edény, melyben egy fémlemez
egy tlvel &ll szemben. Ezek k6z6tt olyan nagy potencidik tldnbséget 1étesitiink, mely
kdzel van ahhoz, melynél a rendszer kisul. A t{ hegyénél erds tér van. Ha egy
to1tott rész jut az edénybe, akkor az a tli kozelébe jutva olyan nagy sebességet
kap, hogy ionizalja a gaz atomjait és igy rovid aramlékés halad at a vezetdkoron.
Ezt az &aramldkést alkalmas (elektroncsdves) erdsité berendezéssel észlelhet§vé

lemez

41

1 4abra. A Geiger-féle tliszamlalo vazlata

tessziik és igy az egyes korpuszkuldk aramat akar fotografikusan is regisztralhat-
juk.

Az s-részek megszamlalasa kozvetlenul elvezet a Loschmidt-féle szdm meghata-
rozdsahoz. Ugyanis radioaktiv anyagokbdl ott, ahova s-részek jutnak, héliumgéz
fejlédik. igy pl. ha rddiumemanaciot Gvegcs6be tesziink és ezt higanyba helyezzik,
akkor bizonyos id6 mulva a higanyban héliumot foghatunk fel. Ugyanis az a-
sugarak vékony Uveglemezen athaladnak. Ha ismerjik a Kilép8 si-részek szamat és
a keletkezett hélium mennyiségét, akkor azzal a feltevéssel, hogy az a-részek a He
toltott atomjaival azonosak, konnyen megéllapithatjuk egy grammatomnyi He
atomjai szamat, vagyis a Loschmidt-fé\e szamot. 1 g radium egy év alatt 0,167 cm3
He-ot fejleszt 0 °C hémérsékleten és normalis nyomason. Ennek tomege 0,0000298g.
A He atomsulya 4, tehat egy atomsulynyi mennyiséget 1,33 « 10° év alatt fej-
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lesztene 1 g radium. Mint emlitettik, 1 g radium 1s alatt a melléktermékeivel
egyitt 4.3,72 « 1010 a-részt bocsat ki. Tehat 4 g He-ban az atomok szadma

L = 86400 *365 * 1,33 1054 3,72 « 1010= 6,2 » 1023

Ez 7.-nek legk6zvetlenebb, de nem legpontosabb meghatdrozésa. 7,-et mas maédon
sokkal pontosabban lehetett meghatarozni, igy ma a legpontosabb érték

L = 6,023« 1023

Ez nagyon jO egyezést mutat mas maodszerek eredményeivel.

6. 8. Szilard testek korpuszkuléris szerkezete

Szilard testek korpuszkularis szerkezetérél rontgensugaraknak kristdlyokon
valé athaladasakor fellépd jelenségek adnak felvilagositast.

Mivel a szilard testek alakjukat megtartjak, fel kell tételezni, hogy ha korpusz-
kularis szerkezettel birnak, a korpuszkuldak adott egyensulyi helyzetik koril
végezhetnek csak mozgast. A kristalyok szabalyos alakjabdl pedig arra kell kévet-
keztetnink, hogy kristalyos testekben a részecskék szabalyosan vannak elrendezve,
amint azt Bravais és masok mar régen feltették. A kristalyokban az atomok vagy
molekuldk térbeli racsot alkotnak.

Ennek megfelelen elvarhatd, hogy tipikus elhajlasjelenséget kapunk, ha rajta
olyan hullamok haladnak at, melyek hullamhossza a racspontok tavolsagaval
egyenld nagysagrend(. Ezek a meggondolasok vezették Lauei, midén 1912-ben
réntgensugaraknak kristdlyokon valé athaladasakor a sugarak elhajlasat felfe-
dezte és igy egyszerre igazolta a kristalyracsok létezését és a rontgensugarak hul-
lamtermészetét.

Ennek a meggondolasnak bizonyit6 erejét még ndveli az, hogy THIBAUDnak
is sikeriilt a rontgensugarak hullamtermészetét megallapitani és hullamhosszat
megmérni, kdzonséges Uvegracsok segitségével.

Régebben raccsal nem sikerilt réntgensugarakkal elhajlast el&idézni, mert
hullamhosszuk igen kicsi a legfinomabb optikai racs vonalainak egymastdl vald
tavolsagahoz képest. Thibaud azzal ért célt, hogy a sugarakat majdnem tangen-
cialisan ejtette a kristalyra. igy a racstavolsagok nagyon megrovidilnek, ugy-
hogy a racsallandé ebben az esetben nagyon Kicsi lesz, Ugyhogy mar réntgen-
sugaraknal is fellép az elhajlas. Matematikailag is nagyon egyszer(ien targyalhatd
ez a specialis elhajlas. lly modon sikerilt a rontgensugarak hulldimhosszat meg-
mérni, melyekre 10~8—10_9cm nagysagrendl értékek adddtak.

Ha a rontgensugar kristalylemezen halad at, akkor tébb sugarra bomlik fel.
Err6l meggy6zdédhetiink, ha a kristalylemez mégé a sugar irdnyaban fotogréfiai
lemezt helyeziink el, melyen a sugarak nyomot hagynak. A lemezen nyert pontok
fekvésérél szamot tudunk adni, ha feltessziik, hogy a kristalyban az atomok, ill.
molekuldk racsot alkotnak és a beesd sugar minden részt masodlagos sugarzas
kibocsatasara indit, melyek interferencidja idézi el6 a képet. A térbeli racsokon
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torténd elhajlasjelenségek elméletét az elektrodinamikaban részletesen téargyal-

tuk, itt csak az eredményeket emlitjik meg. Ha ismerjik a racspontok tavolsagat

és a kristaly szerkezetét, akkor az elhajlasi képb&l a rontgensugarak hullam-

hosszat hatdrozhatjuk meg. Megforditva pedig, ha ismerjik a réntgensugarak

hullamhosszat, akkor a racsallandét és a kristaly szerkezetét hatarozhatjuk meg.
Az elméletbdl kovetkezik a kovetkezd fontos 0Osszefliggés

.
2d smE: m A,

ahol d két szomszédos haldzati sik egymastdl vald tavolsdga, A a hulldamhossz,
m egy egész szam, i) pedig az eltérités szége. A spektrumot 0 valtoztatasaval nyer-
hetjik, amit azaltal érhetiink el, hogy a kristalyt forgatjuk a bees6 és a reflektalt
sugér sikjara mer6leges tengely koril. Ezt a mddszert a spektrum el6allitasara
a forgo kristadly moddszerének szokas nevezni. (Lasd 13. fejezet 13. §)

bees6 sugar

eltéritett sugar

~kristaly lemez

l
a

2. abra. Rontgensugarak elhajlasa kristalylemezen

Ha rontgensugarat kristdlyporra bocséatunk, érdekes elhajlasi képet kapunk.
(A kristalyporban minden lehetséges iranyban fekszenek un. hal6zati sikok, vagyis
sikok, melyek végtelen kristaly esetén végtelen sok atommal vannak boritva és
a rajtuk torténd reflexié gyanant foghato fel az elhajlas. Tehat minden hal6zati
sikhoz tartoz6 lehetséges eltérités el fog fordulni.) Mivel a kristalyporban a Kis
kristalyok minden lehetséges orientacidban eléfordulnak, a nyert elhajlasi képben
az Osszes orientacioknak megfelel§ eltéritett sugarak fellépnek, vagyis a nyert
elhajlasi kép a bees6é sugar koril szimmetrikus lesz. Ebb6l kdvetkezik, hogy az
eltéritett sugarak kupfeluleteken fekszenek, melyeket egy hengerszerien meghaj-
litott filmen szokas észlelni. Ez a mddszer Debye és Scherrerisl szarmazik és
nagyon fontos a kristalystruktira meghatarozasandl. (Lasd 13. fejezet 13. §)

Ismert szerkezet( és racsallandoja kristalyt felhasznalhatunk a sugarak hullam-
hosszanak meghatarozasara. A rdéntgenspektroszkopidban kristalylemezt hasz-
nalunk racsnak és segitségével kiilonbdzd elemekben gerjesztett réntgensugarak-
ban el6fordulé hullamhosszakat allapitjuk meg, vagyis a spektrumot vesszik fel.
Ennek f6képpen az atomok struktdrajanak meghatadrozasanal van nagy jelen-
tésége.
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7. 8. A korpuszkuldk elemi sajétsagai

Ha a korpuszkuldk tulajdonsagait akarjuk tanulmanyozni, akkor a legcélsze-
ribb egyetlen korpuszkulat, vagy olyan rendszert vizsgalni, melyben a korpuszku-
lak kolcsonhatasatol tobbé-kevésbé eltekinthetiink és melyben a korpuszkulak
azonos allapotban vannak.

A Kkisérleti technika fejl6dése lehet6vé tette, hogy egyes esetekben egyetlen in-
dividualis korpuszkula hatasat észleljiik, pl. a Wilson-féle kisérletnél. Latni fogjuk
azt is, hogy az elemi toltés kilén is lemérhet8. Bar a részek individualis vizsga-
lata mind nagyobb tért hodit, mégis sok esetben sok, hasonl6 allapotban levd kor-
puszkulabdl kovetkeztethetiink a korpuszkulédk tulajdonséagaira. llyen rendszert
alkotnak pl. egyenl6é nagysagu és irdnyU sebességgel haladd korpuszkuldk, melyek
olyan tavol vannak egymastdl, hogy kélcsénhatasuktol a kisérlet szempontjabol
eltekinthetiink. Ilyen rendszert korpuszkularis sugarnak neveziink. Az elemi ré-
szek természete, vagy a sugar keletkezésének maodja szerint beszélink katod-, B-,
cs6-, a-sugarrél vagy neutralis atomokbdl, ill. molekuldkbél &ll6 atom- vagy
molekulasugarakrél. Ezeket a sugarakat kiillonb6z6 hatasoknak vetjik ald, vagy
pedig méas anyagi rendszerre vald hatasukat vizsgaljuk. Ezekb6l a vizsgalatokbol
rendkivil fontos felvilagositast kapunk egyrészt a sugarakat alkoté korpuszku-
ldkra, mésrészt az anyagi rendszerekre is. lde lehet sorolni az elektroméagneses
sugarakat is, ugyanis mai tudasunk szerint nincs olyan mélyrehaté kilénbség a
korpuszkularis sugarak és az elektromagneses sugarak kdzo6tt, mint azt régebben
gondoltak.

8. 8. Az elemi toltés meghatarozdsa Millikan szerint

Ennek a mddszernek, melynek segitségével lehetséges az elemi td1tés megmérése,
igen nagy elvi jelent6sége van. A modszer, melyet 1909-ben egymastdl fiiggetlendl
fedeztek fel Millikan és Ehrenhaft, a kovetkezd. Két vizszintes fémlemezbdl
all6 kondenzator lapjai kdzt figg6leges iranyl homogén elektromos teret léte-
sitink. A lemezek kozé kis részeket, porlasztoit olaj- vagy higanycseppeket, fém-
részecskéket juttatunk. Ezek vagy mar a készités mddjanal fogva birnak toltéssel,
vagy alkalmas mddon toltéssel lathatok el, pl. fotoelektromos hatast létesitiink
rajtuk, vagy a leveg6t ionizaljuk, midén a levegébdl ionokat vehetnek fel. Egy
ilyen részecskére tomege folytan a nehézségi eré hat, toltése folytan pedig hat ra
a kondenzator elektromos tere. Ha a rész mozog, hat rd még a leveg6 surlodasa is.
Kis részek surlodd kozegben allandé sebességgel mozognak. A surlédasi er6
Stokes torvénye szerint a kovetkez6

K = 6nr\av,

ahol f] a surl6dd kozeg (jelenleg levegd) viszkozitasi egyitthatdja, a a gémb alaku
részecske sugara, v pedig a részecske sebessége. A Stokes-féle formula csak olyan
részekre érvényes, melyek mérete nagy a gaz szabad Uthosszdhoz képest. Ez az
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olajcseppeknél, melyekkel Millikan dolgozott és melyek atmérdje kb. 10_4cm,
fennall. Az olajcseppek megfigyelése mikroszkoppal torténik.

El6szor is megmérjuk valamelyik olajcsepp alland6 esési sebességét, rOt, ha
nincs elektromos tér a kondenzator lapjai kdzott. Ekkor a nehézségi erd' és a surlé-
dasi erd egymaéssal egyensulyban vannak, vagyis fennéll a kovetkezd egyenlet

— “ (p~0)g = 6miav0,
ahol p a csepp, a a levegd s(rlisége, g a nehézségi gyorsulds. Ha nO-t lemérjik,
akkor ebbdl az egyenletbél a-1 kiszamithatjuk.

Ezek utdn lemérjik a csepp sebességét, amid6én a kondenzator lapjai k6zott

elektromos tér van jelen. Legyen ekkor a csepp sebessége vx. Ha a csepp toltése ei
(ahol az iindexszel azt juttatjuk kifejezésre, hogy tetsz6leges csepp toltésérdl van
sz@), akkor a nehézségi er6htz még az elektromos er6 jarul és a kovetkez6 egyen-
letet nyerjuk

(P- 0)g + @e(= 6nrjavl,

ahol © az elektromos térersség abszolut értéke.
Figyelembe véve az el6bbi egyenletet, kdvetkezik, hogy

6ngav0+ ®er= 6iu]avx,

6 wa(tol—v0
e'-: —_ e R .

A Millikan-LLe kisérletek eredménye az, hogy az egyes cseppecskék toltése, eh
egy bizonyos meghatarozott téltésnek, e-nek Kkis egész szdmu sokszorosa. Ez a
téltésegység a kovetkezd

e = 4,802« 10~10 el. sztat. egység.

Lényeges, hogy az erk e kis egészszamuU sokszorosai, mert csak igy kovetkeztet-
hetiink arra, hogy létezik egy e elemi toltés. Nagy egész szamu sokszorosok a mérési
hibdk miatt bizonyité er6vel nem birnak.

Megemlitjuk még, hogy az elemi téltésre régebben 4,77 « ICL10 el. sztat. egy-
séget adtak meg. Ez az érték azonban hibas volt. A hibara G. Kellstrom jott ra,
aki szerint Millikan e kiszdmitasanal az akkor ismert g-t hasznélta, mely nem
volt pontos. Kellstrom i/-ra pontosabb értéket tudott megadni nagyon gondos
mérések alapjan. Ezzel az f] értékkel taldltdk azutan a fenti e-értéket.

Igen kis cseppekre a Stokes-féle formula nem all fenn, ekkor a formulan még
egy gazkinetikai korrekciét kell alkalmazni, amely onnan szarmazik, hogy a
csepp méreteit ebben az esetben mar nem lehet végtelen nagynak tekinteni a gaz
molekuldinak szabad Gthosszdhoz képest. Ezt a korrigalt formulat véve alapul,
igen kis cseppek esetében is a fenti értékhez jutunk.
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Egyes esetekben, f6képp szilard részeknél, eltéréseket kaptak a fenti e-értékt6l.
Ezt azonban azzal lehet magyarazni, hogy a részek siirlisége nem ismeretes, mert
szivacsos szerkezet(ek.

A Millikan-féle kisérlet nemcsak az elemi t6ltés létezését bizonyitja, hanem egy-
Uttal e legpontosabb értékét is szolgaltatja, e ismeretével a Faraday-féle ekvivalens
toltésbél meg lehet hatarozni L-et is, ugyanis Le = 96490 Coulomb, ahonnan
adddik, hogy

L = 6,023+ 1023.

9. 8. A tOltés és a tdmeg viszonydnak meghatirozésa korpuszkuldk
esetében

Egyetlen elemi toltés elegendd arra, hogy egy kis cseppen erds elektrosztatikus
térben észrevehetd elmozdulast létesitsen, de egyetlen atom tdmege ily médon mar
nem mutathatd ki. Meg lehet azonban hatarozni téltéssel biré sugarakban, Ggy-
mint katdd-, B-, cs6- és a-sugarakban haladd részecskék toltésének és tomegének
viszonyat.

A modszerek mind azon alapulnak, hogy a sugarakat, vagyis a bennik mozgé
toltéssel bird részeket elektromos és magneses ertereknek vetjik ala, az eltérité-
sekbél azutan a toltés és tomeg viszonya, az un. specifikus toltés és a récsecskék
sebessége meghatarozhat6.

Elektromosan toltott részekre hatd elektromos és magneses erét a Lorentz-
féle er6torvény adja meg, mely a kévetkezd

m e =el + < [v,$]. (19.9.1)

m a részecske tdmege, e a toltése, v a sebessége, (£ az elektromos, 8§ a magneses
térintenzitds, ¢ a fénysebesség.
Az elektromos tér altal elgidézett gyorsulasra nyerjik tehat
d\ e

il K, (19.9.2)

m
a magneses tér altal el6idézett gyorsulas pedig

d\ e
vl (19.9.3)

I - & ; s
El6szor is megemlitjik, hogy v és — kodzott fontos Osszefliggés all fenn. Ha a
m

részek kezdeti sebességét6l eltekintiink és ha azok U potencialkiulénbségen at-
haladva v sebességre tesznek szert, akkor a kovetkezé egyenlet all fenn

—% Ty2=ely,
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vagyis

w2=2— U. (19.9.4)

Ezek utdn foglalkozzunk az elektromos és magneses terek altal elidézett
. ./ ., € . . .
eltéritésekkel, melyek alapjan v és - meghatarozhatd. Alkamazzunk a sugar

irdnyara mer6leges elektromos és magneses teret. Legyen a két tér irdnya egy-
massal parhuzamos, a nyert kitérések egymasra tehat merélegesek. Vegyiink fel
egy koordinatarendszert és helyezziikk a z-tengelyt a sugar haladasi irdnyaba. Az
elektromos és a magneses tér irdnya legyen az x-tengely. Ennek megfeleléen az
elektromos tér x irdny(, a magneses téry iranyd kitérést idéz eld.

X e
o

u
3. dabra. Elektronsugar eltéritése elektromagneses térrel

Ha az elektromos tér altal el@idézett kitérést x-szel jeldéljik, a fentiek alapjan
nyerjuk, hogy

dt m m
|1 B t2
X=]-¢e
2 m
ahol t az / tavolsag befutasahoz szikséges id6, tehatt = — . Ezzel nyerjik, hogy

= (199-5)

; e
Osszehasonlitva ezt az 6sszefliggést (9.4)-gyel, latjuk, hogy ezekbdl - és v nem

hatarozhaté meg.
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A magneses tér altal létesitett gyorsulas, mint lattuk,

d\ e
di = Mol
tehat
d\ e ,r . e

jaf = me— tv>q)l - 'TTTC'"V§ >

ugyanis V mer6leges ¢-ra.
A sebességnek tehat csak az iranya valtozik, a nagysaga nem, vagyis |dvldt \ =
— konst., tehat a sugar kérpalyat ir le. Tudjuk, hogy ebben az esetben a gyorsulés

2
= ahol R ago6rblleti sugéar, tehat nyerjuk, hogy

V2 e 1
-ﬁ-: _____ (_:>
R m¢c V

R tobbféleképpen hatdrozhaté meg, pl. / tdvolsdgban lemérjik a sugérnak a z-
tengelytdl valé tavolsagat, y-t, melynek segitségével, minta 4. abrébdl lathatd, R

=L Nz

R-y /1
R

4. &bra. Az elektronpalya gorbileti sugaranak meghatarozasa

kénnyen kiszamithatd:
R2=P + (R-yf,
R2=12+ R2+ y2 — 2Ry,

2y
Ha y I-hez képest kicsi, ami tobbnyire fennall, akkor /2 mellett y2 elhagyhat6 és-
nyerjik, hogy R — 122y, vagyis
1 2
-R=yf"
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Tehat

12 e %
= TEm Y (19.9.6)

Ezzel tehat elballitottuk az elektromos és a magneses tér altal eldidézett eltérité-
seket.
A (9.5—6) formuldk alapjan nyerjik, hogy

,y:—lﬁ—v:av
X ¢06

és
X 2c2© m m

ahol a és b csak I, © és .jj-tél fuggd aranyossagi faktorok. Ebbé&l kovetkezik,
hogy ha a z-tengelyre meréleges, vagyis az xy sikkal parhuzamos, fotogréfiai leme-

e
zen 0-t6l pl. /-tavolsagra felfogjuk a sugarat, akkor az ugyanezen----- hez tar-
m

tozd, de kilénb6z8 sebességl részek egy parabolan fekszenek, yy a sebesség meér-

téke. Ezt észleljik, ha inhomogén, vagyis kiilonb6z6 sebességl részeket tartal-
maz0 sugar nyomait egy fotografiai lemezen vizsgaljuk. Ha a sugarban lev6 6sszes

e
részre - azonos, akkor egy, ha kilonb6z6, akkor tébb parabolat kapunk.
Csdsugaraknél, ahol kulénbdz8 ionok mozognak, igy mdédszert kapunk a kilén-

e
b6z6 ’~ viszonyok, vagyis specifikus toltések 0sszehasonlitasara. J. J. Thomson-

Y

r
X

5. abra. Kilénboz6 fajlagos toltésl részekbdl allé sugar nyomai a detektald
lemezen

nak ezt a modszerét tovabb finomitotta Aston és Dempster, akiknek vizsgala-
tairdl az izotopia targyaldsanal lesz még szo.

A specifikus toltés vizsgalata katod és radioaktiv sugaraknal arra az eredményre
vezetett, hogy ez mindkét fajta sugarzasnal azonos és sokkal nagyobb, mint bar-
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mely ionndl. Mégpedig azt taldltak, hogy

~ = 5,273 1017 el. sztat. egység.
Mivel (mint azt tébb kérilmény bizonyitja) a katod- és ~-sugarakban halado
részecskék egy negativ elemi téltéssel birnak, a fenti eredménybd’'l meghatarozhat-

juk a részecskék tomegét, ha e helyébe az elemi toltést helyettesitjiik. igy nyerjik,
hogy a részecskék témege

m = 9,11 «10-28g.

A hidrogénion specifikus toltésére azt talaltak, hogy

-Jj—2,893- 108 el. sztat. egység.

Minthogy a H-ion 1 pozitiv elemi t6ltéssel bir, a H-ion témegére nyerjik, hogy
M = 1,65« 10-24.

A specifikus toltés katdd- és//-részeknél a sebességgel valtozik. Errdl a relativitas
elmélete ad szamot. A relativitas elmélete szerint az impulzus nem Ty, hanem

Ty . Lo .
— -, tehat a mozgasegyenlet igy irando
V1- y2e2
Ty . €
— - T=¢ed + — v,$. (19.9.7)
at / y c
vi ?

A részecske tehat Ggy viselkedik, mintha tdmege a sebességgel névekedne és a fény-
sebességnél végtelenné valna. Ez az oka annak, hogy a specifikus toltés a sebes-
ségto'l fligg. lgen gyors részeknél, melyek elérik a fénysebesség 98 %-at, a tdmeg
a nyugalmi tdmeg Otszérose. Ezeken pontos méréseket végeztek, melyek igazol-
jak a relativitdselméletet.

10. 8. Elektron, proton

Az Ujabb kutatadsok egyik legfontosabb eredménye, hogy a katédsugarakban, a
/l-sugarakban, tovabba a fotoelektromos effektusnal (mellyel még foglalkozni
fogunk) és az izz6 testekbdl kilép8 sugarakban olyan negativ téltési részek mo-
zognak, melyek teljesen azonos tulajdonsagokkal birnak, flggetlenil a testtél,
melyb6l kiindulnak és fiiggetlenul keletkezésiik mddjatol. A részecskék toltése és
tomege a kiillonb6z6 esetekben ugyanaz. Ezek a részecskék az elektronok. Toltéslk
negativ, mégpedig lelemi toltés, tomegik pedig, mint mar lattuk, m—9,11 « 10~28.

Egy masik fontos elemi rész a proton, mely a pozitiv téltésli ElI-atommal azonos.
A proton a legkisebb téltés( és a legkisebb témeg stabilis pozitiv rész (a pozitron-
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tdi itt eltekintlink), mely pozitiv sugarakban el¢'fordul. Toltése +1 elemi toltés,
tdmege pedig, mint szintén mar lattuk, M = 1,65 « 10-24g.

Sokaig ugy vélték, hogy a proton és az elektron az egyediili elemi részek, de a fi-
zika rohamos fejl6dése folyaman tdbb részecskét fedeztek fel, melyeket szintén
elemi részeknek kell tekinteni.

11. 8. Az a-részek szérodasa

A kiilonb6z6 korpuszkularis és hullamtermészet(i sugarzasoknak kilénb6z6
anyagokon vald athaladasakor fellépd jelenségekbdl a legfontosabb felvildgosita-
sokat kapjuk az anyag felépitésér6l. igy a rontgensugarak elhajlasa elvezetett a
kristadlyos anyagok récsszer(i felépitésének ismeretéhez. Az a-részek egyes anyago-
kon val6 athaladdsakor fellép6 sz6rédéasdnak vizsgélata pedig az atomra vonatkozd
egészen alapvetd megismeréshez vezet el. Az a-részek 2 pozitiv elemi toltéssel
bir6 He-atomok, melyek témege az elektron témegéhez viszonyitva nagy, kb.
7400-szorosa az elektron témegének. Egy ilyen nagy sebességgel mozgd rész csak
nagy hatésra térithetd ki palydjabdl, ezt mutatjak a Wilson-féle kamraval készitett
felvételek is, melyek szerint péalyajuk egyenes vonal, szemben az elektronoknak
sokszorosan gorbult palyajaval. Az a-részek elektronokkal valé talalkozasa az a-
rész palydajara teljesen hatastalan lesz. Az a-részek eltéritéséhez nagy témegd toltott
rész szilkséges. Ez rendkivil kedvez6, mert igy felvilagositast remélhetiink arrdl,
hogy az atom mely része a témeg hordozoja.

Amint a Wilson-féle kédkamrakiséi létb6l lathatd, az a-részek kozil némelyik
hirtelen nagyobb szog( eltéritést szenved iranyatol. A lényeges itt az, hogy az
eltérités hirtelen torténik és nem tevddik 0Ossze sok kis eltéritésbél. Ez a szdras
elméletét Iényegesen egyszer(siti, mert a tébbszords eltéritéseket, mivel ritkak,
elhanyagolhatjuk, vagyis egy a-rész eltéritését Ugy tekinthetjik, hogy azt 1 atom
idézi eld.

A szorasra vonatkozo (tt6r6 munkat Rutherford, Marsden, Geiger,
Chadwick végezték. Egy radioaktiv anyagbdl, pl. radium C-bdl egy keskeny
a-sugérnyaldbot vékony lemezre ejtettek. A sugér a lemezen &thalad és a benne
mozg0 a-részek irany- és sebességvaltozast szenvednek. Mi a kdvetkez6kben csak
az iranyvaltozassal fogunk foglalkozni, vagyis meg fogjuk hatarozni, hogy hany
rész jut az eltérités folytan a més $ + A& szdgek kozti térrészbe, ahol a U szoget
az el nem téritett sugar irdnyatdl mérjuk. Az emlitett kutatok ezenkivil megvizs-
galtdk a szorads fliggését a lemez vastagsagatol, a lemez anyagi min&ségétdl és
a beesd részek sebességétdl. A vizsgélatra a szcintillaciok maodszerét alkalmaztak,
vagyis megszamlaltdk egy kis lemezre es6 részek szamat. Ismerni kellett persze
azt a térszoget, amely alatt a lemez a radioaktiv preparatumbol latszik és azt a
szbget, melyet a preparatumtol, vagyis a sugarzds forrasatdl a lemezhez vont
irdny az el nem téritett a-sugar irdnyaval bezar. lgen faradsagos vizsgalataik fo-
lyaman, melyeknél kb. 200 000 szcintillaciét szamlaltak meg, igen részletesen
megallapitottdk a szoras torvényszerlségeit.
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A nyert eredményekr6l igen egyszer(i elméleti feltevések alapjan adhatunk
szamot. Az atomrol feltételezzlk, hogy az egy pozitiv téltéssel bird stlyos maghdl
és az azt korulvevé elektronok rendszerébdl all. Az atom témege, leszamitva az
elektronok elhanyagolhaté kicsi tdmegét, a magban van egyesitve. A mag t6ltése
az elemi toltésnek egészszamul tobbszordse, + Ze, ahol Z egész szam, mely az
atom egyik legfontosabb jellemz8jének fog bizonyulni. A magot korilvevé elektro-

n-e
_ *
R
P-Hze
e e
.-

6. abra. Az atom szerkezetének vazlatos képe

nék képtelenek jelentékenyebb befolyast gyakorolni az a-részre az elébb emlitett
okoknal fogva, Ugyhogy csak a mag és az a-rész kélcsonhatasat kell figyelembe
venni. Ugy tekinthetjilk, hogy a mag nyugszik, ha témege az a-rész témegéhez
képest nagy. A mag és az a-rész kozott a Coulomb-féle erdt tételezzik fel, mely
jelen esetben taszitas és mivel az a-rész toltése + 2e, a kdvetkezd

K= H--=r, (19.11.1)

ahol r a magbol mint origébdl a radiuszvektor iranydba mutaté egységvektor, r a
magtol valé tavolsdg. Az erd tehat a Kepler-probléma (1.11.2) er6kifejezésének
felel meg, esetlinkben

B = 2Ze2

esz. Az a-rész mozgasa tehat a Kepler-térvényeket fogja kdvetni, és mivel most B
pozitiv, vagyis az er0 taszito, ezért a palya hiperbola lesz. Az a-rész iranyvaltozasat
a hiperbola aszimpto6tai altal bezart o szdg szabja meg; az irdnyvaltozas, mint az
dbra mutatja, 8 = n —O0-val egyenld. Az aszimptétdk Aaltal bezéart szdget az
(1.11.6) képlet adja meg, ennek alapjan irhatjuk, hogy

.od 1 /12mZV /1n1, JH
gT"; e-J-Em — <191UV)
8T

Itt E a bombazd a-rész energiaja, N pedig a Ze t6ltéséi magra vonatkoztatott
impulzusmomentumanak abszolut értéke. Ha az a-rész kezdeti sebessége v0és a
palya kezdeti szakaszanak megfelel6 aszimptota tdvolsdga a magtol d, akkor

E:?mv\ s N=mV(dm
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E formuldk felhasznéalasaval kapjuk, hogy

0 27¢e2
tgT = —4j. (19.11.3)

Ezzel az egyszeril formulaval i) meg van adva, mint d fliggvénye. Ezt a formulat
azonban kozvetlenil kisérletileg nem kontrollalhatjuk, mivel nem tudjuk megmon-
dani egy meghatarozott a-részrél, hogy a kezdeti iranyt6l a mag milyen tavolsagra
van. Azonban val6szin(iségi meggondolasokkal, statisztikai mdédszerek segitségé-

veéil

ze ol i

7. é&bra. Az a-rész iranyvaltozésa a Ze toltésii mag hatasara

vei ereményiinket kontrollalni tudjuk. Ez a nehézség kildnben végig megtalélhaté
a modellszer( atomelméletben, ugyanis nem tudjuk pontosan meghatérozni egyet-
len korpuszkula mozgéasat vagy altaldaban egyetlen elemi folyamat lefolyasat
determinal6é kezdeti adatokat. Mégpedig, mint késébb latni fogjuk, a nehézségek,
eltekintve a mérémdiszerek pontatlansagatol, elvi természetiiek. Azaltal, hogy az
itt adott elemi meggondolasnal attériink statisztikai eloszlasra, a d paramétert,
melyet nem lehet megmérni, kikliszéboljik. Az elemi folyamat igy csak szemléle-
tes segédkép. Tehat mar eleve a kdvetkez6képpen kellene megfogalmazni kérdé-
siinket: ha az a sugarnyalab belekerll egy mag terébe, milyen lesz a sugarnyalab
eloszlasa a mag elektromos terén vald athaladas utan? Ez az az (t, melyet a
kvantummechanika kdévet. Mi itt egyel6re a szemléletes képeket vesszik alapul.

Legyen annak a lemeznek a vastagsdga, melyen az a sugarak athatolnak s és
legyen az 1 cm3-ben levé atomok (vagyis egyduttal a szérasra mérvaddé atommagok)
szama N. Ekkor egy d és egy d + Ad sugart hengerpalastokkal hatarolt és a bees6é
sugar koril szimmetrikusan elhelyezked6 térfogatrészben levé szord centrumok,
vagyis magok szama

AN = 2ndsNAd.
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AN természetesen atlagérték, melynek bevezetése azért jogos, mert a beesd a
sugarnyalab véges keresztmetszetii, ugyhogy a lemez kilonb6z6 helyén hatol at,
ami persze ekvivalens azzal, hogy egy végtelen vékony a sugarnyaléab el6tt a lemezt
bizonyos hatarokon belil ide-oda mozgatjuk, igyhogy a sugar a lemez kiilonb6z6
részein hatol at.

Ha feltételezzik, hogy minden eltéritett rész csak egyszer szenved szérddast,
vagyis egyszer lesz eltéritve, nyerjik hogy n beesd rész kozil

An = nindsNAd (19.11.4)

lesz eltéritve iranyatol a d és d+Ad sugaru palastokkal hatarolt térrészben levé
magok altal. A (11.3) egyenlet alapjan, mely a & és d kozti dsszefliggést adja
meg, nyerjik, hogy

2Ze- b
d=--- 2~ctg —. (19.11.5)
mvQ 2
Innen kovetkezik, hogy
z"2
Ad= e Ad. (19.11.6)
mvo sinz—2

A minusz el6jeltdl eltekinthetlink, mert itt csak az abszolat értékek érdekelnek
benniinket. Ezzel a két formulaval nyerjuk a An szdmaéara levezetett formulabdl,

hogy

b
4nsNZ2Zi cos —
AN = N -~ -ADb. (19.11.7)
m3 Asint

Ez a formula adja azoknak az a részeknek szamat, melyek a &és & + Ab kdzé esd
irdnyokban lettek eltéritve.

{)—0-ra a formula nem hasznalhat6, ugyanis ekkor An= oo, ami azt jelentené,
hogy gyakorlatilag az 6sszes azrész széras nélkil halad at a lemezen. Ez a hely-
telen eredmény onnan szarmazik, hogy mi d fels6 hataranak oo-t vettiink, mint
(11.5)-ben. Pontosabban: d fels6 hatdra gyanant egy a lemez atomjainak kdze-
pes tavolsdga &ltal meghatarozott véges értéket kellene venni.

A szoérasi formula kisérletileg nehéz elemek esetében beigazolddott. Tehéat
alapfeltevéseink, melyekbdl ezt a formulat levezettiik (a mag és az a rész kozti
elektrosztatikus er6k m(ikddése és az egyszerl szoras feltételezése), helyeseknek
bizonyultak. Amint lathatd, An er6sen figg 0-t6l. A kovetkez&kben néhany
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kisérleti értéket adunk meg, melyek mutatjak a sz6gt6l valo erds fuiggést

& ezst arany
150° 22 331
120° 33 52

75° 136 211
30° 5260 7800
15° 105400 132000

Tehat nagyobb szégek (nagyobb eltéritések) felé a részek szama igen erésen csok-
ken. A részek megszamlalasa a szcintillaciok médszerével tortént.

Kilonb6z6 anyagok szdrasat dsszehasonlitva az a nagyon fontos eredmény
adddott, hogy Z, vagyis a mag toltéseinek szama megegyezett az illetd elem rend-
szamaval, vagyis azzal a szdmmal, mely megadja, hogy az elemek periodikus
rendszerében az illetd elem hanyadik helyet foglalja el. Régebben a periodikus rend-
szerben az elemeket atomsulyuk szerint rendezték, de a rendezettség csak akkor
volt teljes, ha egyes helyeken felcserélték az elemek sorrendjét. igy kobalt-nikkel-
nél, argon-kaliumnal és tellur-jédnéal az atomsulyok fel vannak cserélve. Nagyon
lIényeges volt az a felismerés, hogy a periodikus rendszerben az elemek rendezésére
nem az atomsuly, hanem a magtoltések szama a mérvad6. Ez mérvado az elem
fizikai és kémiai viselkedésére. A magtoltések szdma a periodikus rendszerben
tovabb haladva folytonosan n6 és nem mutatja azokat az anomalidkat mint az
atomsuly, melyeket el6bb emlitettlink. Egy semleges atomnak tdltése nem lévén,
a magot éppen annyi elektron veszi korll, hogy azok toltése semlegesitse a mag
pozitiv toltését. Tehét fenndll a kdvetkezd fontos Osszefiiggés: a magtdltések
szdma egyenl6 a rendszdmmal és tovabb egyenl6 a magot korilvevé elektronok
szamaval. Az olyan atomot, mely téltéssel bir, mint ismeretes, ionnak nevezzilk,
ezek tehat olyan atomok, melyek egy vagy tébb elektront vesztettek és igy az
elektronok a mag pozitiv toltését nem tudjak teljesen kompenzalni.

A periodikus rendszer els6 eleme a H, rendszama tehat 1, ennek megfelel6en
magtoltéseinek szama 1 A semleges H-atomban a magot korilvevé elektronok
szama szintén 1. A Elerendszama 2, a magtoltéseinek szama és a magot koérulvevé
elektronok szdma tehéat szintén 2. Az a-rész, mint emlitettiik, 2 elemi téltéssel bird
He-atom, vagyis egy He-mag. Hasonldéan mehetlink tovébb a periodikus rendszer-
ben.

Megemlitjik még, hogy az atomsuly altalaban n6 a rendszammal (eltekintve
az emlitett esetektdl), de sokkal gyorsabban, mint a rendszam.

A rendszam igen pontos meghatdrozasa a Moseley-térvény alapjan lehetséges,
mellyel a kvantummechanikaban fogunk foglalkozni.

Az a-részek szordédasa modot nyuljt arra, hogy megvizsgéaljuk a Coulomb-féle
er6k érvényességét a mag kozvetlen kozelében. A szorasi formulat a Coulomb-
er6k érvényességének felteveésével vezettiik le, ha tehat a Coulomb-erék érvényesek,
akkor formulank szerint Anvl egy meghatéarozott elemre vonatkoz6an egy meg-
hatérozott irdnyban allandd. vO-t valtoztatva megvizsgalhatjuk ennek az ésszefig-
gésnek érvényességét. igy megallapitottak, hogy az a tavolsag, amelyig a Coulomb-
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féle er6k érvényesek, 10-12 cm nagysagrendd. Ekkoranak kell tehat egyuttal
tekintenink a mag dimenzidinak nagysagrendjat. Az atomok dimenzidinak
nagysagrendje 10<s cm, tehat 10000-szer nagyobb. Ebben a nagysagrendd, mag
korili, térrészben foglalnak helyet az elektronok.

12. §. lzotépja

Ha a pozitiv t6ltési sugarak, tehat a cs6-, an6d- és @sugarak részecskéi, vagyis
a sugarakban nagy sebességgel haladd ionok specifikus toltését az eltéritési maod-
szerrel meghatarozzuk, akkor az ionok toltéseinek ismeretével meghatarozhatjuk
a részek tomegét. Cs6sugaraknal a sugarakban haladd elemi részek a Kisllési
csében jelenlevd ritkitott gaz ionjaival, vagy toltott, vagyis ionizalt molekulaival

azonosak. igy tehat meg lehet hatarozni egyes ionok, ill. a hidnyz6 elektronok
tdomegének hozzaszamitasaval (ami csak igen nagy pontossag esetén szlkséges)
a megfelel6 atomok, ill. molekulak témegét.

Prout mar 1815-ben azt a felfogast fejtette ki, hogy minden atom H-atomokbol
van felépitve, amit tamogat az a tény, hogy sok atom atomsulya kézel a H-atom-
suly egészszamu sokszorosa. De miutdn az atomsulyok pontosabb meghataroza-
sanal tobb esetben elég nagy eltérést kaptak az atomsulyok egészszamusagatél és
egy atomot semmiképp sem sikerilt felbontani, vagy atalakitani mas elem atom-
java, Prout hipotézise feledésbe merilt.

A kérdés a radioaktiv anyagok felfedezésével 0j stddiumba jutott. A radioaktiv
anyagoknal azt tapasztaljuk, hogy azok sugarzdsok kibocsatasaval atalakulnak
mas anyagokka, melyek kémiailag éppen ugy viselkednek, mint az elemek.

Az atalakulasok tanulmanyozésaval igen érdekes eredményre jutottak. Ugyanis
talaltak elemeket, pl. a radium D, melynek 6sszes fizikai és kémiai tulajdonsaga
annyira megegyezik az 6lommal, hogy ha egyszer 6sszekeveredett vele, kdzonséges
fizikai vagy kémiai modszerekkel nem voltak tébbé szétvalaszthatok. Ugyanazo-
kat a vegyileteket alkotjak, oldhatdsaguk, halmazallapotuk és tobb mas tulaj-
donsaguk megegyezik, de atomsulyaik kilonbdznek egymastdl. Az ilyen elemeket
izotop elemeknek nevezzik, mert a periodikus rendszerben nyilvan ugyanarra
a helyre kell helyezni 6ket.

Az izotépia megoldotta az egész szamu atomsulyoktdl val6 eltérés kérdését. Ha
az egyes elemek atomjainak tdémegét a cs@sugarak eltéritésének modszerével meg-
hatarozzuk, akkor azt talaljuk, hogy az egyes elemek altalaban tébbféle témegi
atombol vannak 6sszetéve, melyek atomsilya mar igen nagy megkozelitéssel egész
szam.

A nem radioaktiv elemek izotop elemekbdl valé dsszetételét J. J. Thomson fe-
dezte fel a pdrhuzamos elektromos és méagneses térrel valé eltérités modszerével.
A moadszert rendkivil kifinomitotta Aston, aki szintén elektromos és magneses
eltéritést alkalmazott an. tomegspektrografjaban. N&la azonban az elektromos
és magneses tér mer6leges egymasra és Ugy van megvalasztva, hogy kulénb6zd

e
sebességl, de ugyanazzal az —-- mel bir6 sugarak egy fényérzékeny lemez ugyan-
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azon pontjaban egyesiiljenek, mialtal a sugarak er6s intenzitassal lépnek fel.
Végul megemlitjik még Dempstert-i, aki az egyes izotop elemek szdmaranyat ha-
tarozta meg azéaltal, hogy nem fotografiai mddszert hasznalt, hanem a sugéarzast
ionizacios kamraban fogta fel.

Ezekkel a modszerekkel szamos elemet alkotd izotop elemet sikerilt felfedezni,
igy pl. megallapitottak, hogy a H harom, a He legalabb kettd, a Li kett§, a X ki-
lenc, a Cl kettd, a Hg kilenc izotép elembdl &ll. A maximélis atomsulykulénbség
az egyes izotdpok kozott xenonnal tizenkett6.

Késébb megfigyelték, hogy az izotop elemek spektruma, f6képpen a molekula-
spektrum, kis eltéréseket mutat. Ennek ajelenségnek tanulméanyozésa Ujabb izo-
top elemek felfedezéséhez vezetett, igy pl. oxigénnél 3izotopot fedeztek fel, melyek
atomsulya 16, 17, 18. Ezeket a kovetkez6képpen jeldljik leO, 170, IsO.

Az izotop elemek fizikai és kémiai sajatsagai olyan nagy mértékben meg-
egyeznek, hogy ha egyszer 6sszekeveredtek, a szokasos fizikai vagy kémiai mdd-
szerekkel nem valaszthatok szét, s6t szamaranyukat sem tudjuk megvaltoztatni.
Innen érthetd az izotdpokbol 6sszetett elemek atomsulyainak nagyfoku allando-
saga. Az elemek izotépjai dsszekeveredtek a Fold kialakuldsanak idején és nem
tudtak ismét szétvalni.

Azonban egy elem izotopjai nem teljesen azonosak. igy pl. atomsulyaik kii-
16nbdznek egymastol és igy a szétvalasztasukra megvan az elvi lehet6ség. Mar a
toltott sugarak eltéritése is ilyen modszer. Ha a sugarakat nagyobb intenzitassal
allitjuk el6, akkor kilon felfogva 6ket, szét lehet valasztani az izotopokat. Min-
den mas jelenség, melyre az atomsuly mérvadd, szintén alkalmas erre. igy a
diffuziosebesség vagy a parolgasi sebesség felhasznalasaval igen sok elem izotop-
jainak részleges elkulonitése sikerrel jart.

Egyes izotopok teljes elvalasztasa is sikeriilt. igy pl. G. Hertz a diffizi6t hasz-
nalta fel az elvalasztasra, mivel a diffizié sebessége az atomsullyal csokken. Hertz
egy Uvegcs6ben aramoltatta az izotopokat tartalmazo géazt, melynek egy részét
porézus agyaghengerrel helyettesitette. Ezt tdgabb (vegcs6é vette koril, melybe
a konnyebb izotépban gazdagabb gazkeverék jut, mig a bels6 cs6ben a nehezebb
izotop halmozodik fel. A diffuzié az agyaghengeren &t torténik. igy csak az izo-
topok szdmardnyat tudta a keverékben megvéltoztatni. Hertz ezt a folyamatot
48-szor megismételte, tgyhogy a hidrogén- és neon-izotépok oly teljes elkilonité-
sét érte el, hogy a masik izotop spektroszképiai médon sem volt kimutathatd.
A Li-izotépok elkuldnitése oly modon sikerilt, hogy csésugarakat allitottak el6
lehetéleg nagy intenzitassal és az izotopokat az elektromos és magneses térrel
val6 eltérités modszerével valasztottak szét.

Az izotdpia felfedezése megmagyarazta az egész szamu atomsulyoktol vald
durvabb eltéréseket és nagymértékben aldtdmasztotta a Prout-LLle hipotézist.

De az egészszamu aranytol az an. tiszta elemeknél is adddtak eltérések, melyek
a kisérleti hibakat hatarozottan felulmultdk. igy pl. ha az ieO izotdp magjanak
tomegét 16-nak vesszik, akkor a legfinomabb tomegspektroszkdpiai mérések
szerint a 4He magjanak tdmege 4,0041, a 1H magjanak tomege 1,0081 és a r’C
magjanak tomege 12,0048. Semleges atomoknal ezekhez hozzadadand6 még az
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elektronok tdmege, amely ilyen pontossagnal észrevehetd, ugyanis egy elektron
tomege a fenti egységekben 0,00054. Eszerint a sHe-mag tomege nem egyenlé
4 proton témegével, hanem annal kisebb. 4 proton tdmege 4,0324, mig a 4He t6-
mege 4,0041. A 4He tdmege tehat 0,0283 egységgel kisebb, mint 4 proton témege.
Egész altalanossdgban is fennéll ez. Az atommag tdmege mindig kisebb, mint az
alkatrészek tomegeinek 0sszege, melybél azt felépitve gondoljuk, ezért beszéliink

tomeghianyrol, vagy témegdefektusrol.

n 37

8. abra. lzotdpok szétvalasztasa difflzids mddszerrel

A tdmeghidny meglep8 értelmezést talalt Einstein relativitdselméletének egyik
tétele alapjan. Eszerint minden témeg ekvivalens bizonyos energiamennyiséggel
és viszont minden energiamennyiséghez témeg tartozik. Az 0sszefliggés a kovet-
kez6

E = mc2
és viszont
E

ms=—,
cr

ahol c a fénysebesség, E és m pedig az egymasnak megfeleld energia, ill. tdmeg.
Mivel c igen nagy szam, igen kis tdmeghez méar nagy energia tartozik és forditva.

igy pl. 0,01 atomsulyegység, vagyis —- g tdbmeg a kdvetkezd energidval ek-
vivalens

-Q'01 C2= 0,01 .32.102 = 15+10-5 erg
L 6.02-1023 ’ g’

vagyis egy 10 - 21 g nagysagrendl témegnek mar egy 10-s5 erg nagysagrendd energia
felel meg. A kozonségesen el6forduld energidkhoz mérhetetlen kis témeg tartozik.

Az atomfizikdban hasznalatos energiaegység az elektronvolt, melyet eV-vel
szokas jeldlni. Ez az a munka, melyet 1elektron végez, ha 1 volt potencialkiilénb-
ségen halad at. Innen nyerjik, hogy

1eV=480- 10“103(|')Uerg = 1,6 10" 12 erg.
Tehat 0,01 atomsuly egységnek, vagyis — - g témegnek 9,4 « 10° eV felel meg
(tehat kereken 10 000 000 eV).
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A 4He tobmegdefektusanak kb. 27 « 10s eV és 1 elektron tomegének durvan
— 106 eV felel meg.

A tdmeghidnyt agy értelmezziik, hogy az atommagnak elemi részekb6l valo
létrejotténél egy exoterm folyamat jatszdadik le, melynél hé, ill. energia szabadul
fel, ill. tavozik el. Az ehhez tartozé témeg a tomeghiany, mely mértékéil szolgal a
mag stabilitdsdnak. Kémiai reakcioknal felszabadulé hé molekulanként néhany
eV nagysagrend(, igy pl. a H2 molekulanal 4,38 eV, tehat lathatjuk, hogy az
atommagok kotésének er6ssége tobb millidszorosa a molekuldk kotésének.

Ez megnyilvanul a radioaktiv jelenségeknél felszabadulé energiamennyiségeknél,
tovabba abban is, hogy az atom koézdnséges fizikai és kémiai behatasokkal szem-
ben stabilisnak mutatkozik és az atombontas csak akkor sikeril, ha igen nagy
sebességli toltott részek hatdsdnak, pl. a-sugarzdsnak tessziik ki az atomokat,
amint ezt késébbi targyaldsaink folyaman még latni fogjuk. Itt csak azt akarjuk
kiemelni, hogy a tdmeghidny magyarazatot talalt és nem szél az ellen, hogy az
atommagok protonokb6l és neutronokbdl vannak felépitve.

Az atommaggal a kés6bbiek soran még részletesen fogunk foglalkozni, a kdvet-
kez6kben az atomok és molekuldk fontos, altalanos tulajdonsagaival ismerkediink
meg.

13. 8. A Franck—Hertz kisérlet. Gerjesztett atomok energianivoi

Az atomok szerkezetér6l alapvet6 ismeretekhez jutunk, ha elektronoknak ato-
mokkal valé Utkozését vizsgaljuk, amint azt J. Franck és G. Hertz alapvetd ki-
sérletikben tették.

Els6 alapvet6 tapasztalatunk az volt, hogy ha az elektronok sebessége, me-
lyek egy gaz atomjaival utkdznek, egy bizonyos, a gazra jellemz6 kritikus értéken
alul marad, akkor az elektronoknak a gaz atomjaival valo utkézése rugalmasnak
tekinthetd. Ennek megallapitasara a kovetkezd berendezés alkalmas. Egy i izz6-
szalbol kilép6 elektronokat az i és h hald kozti potencidlkiiléonbséggel felgyorsit-
juk, és ekkor a potenciélkillonbségtél figg6 atlagsebességre tesznek szert. Az elekt-
ronok az i és h kozti térben Utkéznek a gaz atomjaival és athaladnak a h héalén.
A h héléhoz kozel elhelyeziink egy/ fémlemezt. A h hal6 és az/ lemez kozott
ellenteret létesitink (mely kisebb, mint a gyorsité tér), melyet véaltoztatva megalla-
pithatjuk az/-hez érkezd elektronok sebességeloszlasat. Ugyanis az iés/ kozt folyd
arambol meghatarozhatjuk az /-re érkezd elektronok szamat, az / és h kozti
ellentér nagysagabol pedig megallapithatjuk, hogy milyen nagy az/-re jut6 elektro-
nok sebessége, mert az / lemezre csak azok az elektronok juthatnak, melyek
sebessége elegend6 nagy ahhoz, hogy az/és h kozti ellenteret lekiizdjék. Az elekt-
ronok i és h kozott szamtalan Utkozést szenvednek az atomokkal, az Utkdzések
szama valtozik az i és h kozti tavolsaggal. Ha a végsebesség az litk6zések szamatoél
flggetlen, akkor az elektronoknak a gazatomokkal val6 (tkdzése rugalmas.
Ily mddon megallapitottak, hogy, eltekintve azoktol a gazoktél, melyek megkotik
az elektronokat, vagyis az elektronaffin gazoktél, mindig talalunk olyan sebesség-
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intervallumot, melyben az (itkdzés rugalmas. Kis sebességli elektronok titk6zése
gazatomokkal mindig rugalmas.

Végezzik most a kovetkezd kisérletet. Az/ és h kozti potencialkulénbséget,
mellyel az ellenteret létesitjik, tartsuk allanddan, az / és h kézti potencialkilénb-
seéget, U-1, pedig kezdjik ndévelni. Azt fogjuk tapasztalni, hogy kis U-knal az
litkdzés rugalmas, majd U novelésével elérkeziink egy olyan U értékhez, melynél

i h
9. abra. A Franck—Hertz-cs6 vazlata

az Utk6zés megszlnik rugalmas lenni. Mi az / és/ ko6zti aramintenzitast mérjuk,
mely addig, mig az utkézések rugalmasak, U-val novekszik, mert az elektronok
sebessége nd és igy az id6egységben /-re jutd elektronok szama, vagyis az
aramintenzitds is novekszik. Amid6n elérjik azt az {7-t, melynél az utkdzés
rugalmatlannd valik, akkor az elektronok elvesztik sebességiiket, tehat az &ram-
intenzitds hirtelen csokken. Ha U-t tovadbb noveljiuk, akkor az a hely, melynél
az elektronok a rugalmatlan ttkézésnek megfelel6 kritikus sebességet felveszik,
nem kozvetlenul h el6tt lesz, hanem /-hez koézelebb jut, dgyhogy onnan h-ig
ismét sebességre tesznek szert a gyorsitd6 tér hatdsa alatt. Ha U-t tovabb
noveljuk, akkor az elektronok h el6tt ismét elérik a kritikus sebességet és
ismét rugalmatlan (tkdzés kovetkezik be. U-t tovabb névelve a folyamat ismétlé-
dik. Tehat az aramintenzitas, | mint U fuggvénye, ekvidisztdns maximumokkal és
minimumokkal rendelkezik. Ily médon meghatarozhatjuk az an. elsé kritikus
potencialt, amelynek megfelel§ sebességl elektronok rugalmatlanul tkdéznek a
gazatomokkal.

Ezzel a modszerrel azonban nem lehetett elérni azt, hogy az elektronok az elsé
kritikus potencialnak megfelel§ sebességnél nagyobb értéket vegyenek fel. Egy
kis modositassal viszont ez elérhetd. / és/kdzott két halot alkalmazunk, /7r et és
h21. /jr et egészen kdzel hozzuk /-hez, Ugyhogy a ritkitott gaztérben / és hLkdzott
az elektronok nem (tkdznek még atomokkal. Az iés h1kdzott potencidlkulénbseé-
get létesitlink, mely felgyorsitja az elektronokat. Azutan az elektronok a hi és h%
kozti térbe jutnak, ahol Utkdzéseket szenvednek, de melyben elektromos er&tér
nincs./és h2kdzo6tt ismét ellenteret létesitiink. Ezzel a modszerrel elérhetjik, hogy
a hlés h2kozti térbe, ahol az Utkdzések torténnek, tetszés szerinti sebességl elektro-
nok jutnak. A Kisérletnél ismét az / és/kdzti aramot vizsgaljuk, melynek intenzi-
tasa éppen ugy, mint el6bb, minden egyes rugalmatlan Utk6zés esetében mini-
mummal bir. igy a kritikus potencidlok egész sorat sikerilt megéallapitani. Ha a
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gyorsitd potencialt, vagyis az elektronok sebességét folyton néveljik, akkor egy
bizonyos hatarnél ionizacié all be, vagyis az atombol levélik egy elektron, igy
az atom egy pozitiv ionra és egy elektronra bomlik fel.

Higanyg6zben pl. az elsd kritikus potencial 4,9 volt, a méasodik 6,7 volt, ioniza-
cié pedig 10,2 voltnal lép fel.

Mi itt a Franck- és Hertz-féle kisérleti berendezéseknek csak a lényegét tuntettik
fel vazlatosan, a technikai kivitelre nem voltunk tekintettel.

10. &bra. Aramintenzitds a Franck—Hertz-csében a gyorsitd potencial
fuggvényeként

A kritikus potencidalok, ill. az ezeknek megfeleld energiaértékek az atomok, ill.
molekuldk legfontosabb jellemzé alland6ihoz tartoznak. Ugyanis az els6é rugal-
matlan Utkozés alkalmaval a gaz fényt kezd kibocsatani, mégpedig egy meghata-
rozott hullamhosszlsagu spektrumvonal kezd fellépni. Magasabb kritikus poten-
cialoknal mind tébb és tébb vonal 1ép fel. A vonalak frekvenciai és a kritikus
potencidloknak megfeleld elektronenergidk kdzott egészen alapvetd dsszefliggés all
fenn. igy haEvE2 . .., ... jelentik sorban a kritikus potencialoknak megfelel6
elektronenergiakat (tehat azokat az energidkat, melyeket az elektron a kritikus
potencidloknak megfelel6 potencidlkiiszob atfutdsa utan felvesz, vagyis pl. Hg-nél
4,9 eV, 6,7 eV) és vik a fellép6 frekvenciakat, akkor a kovetkezd 6sszefliggés all
fenn

hvik = Ei - E k, vf= E‘~ Ek-, (19.13.1)

ahol h nagyon fontos univerzalis atomi allandé, az 4n. Planck-féle alland6, mely-
nek szamértéke

h = 6,626 10-~27 erg sec.
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Tehat a fellépd vonalak frekvenciai a megfelel6 kritikus elektronenergiak és h
hanyadosaiként fejezheték ki. Ez a nevezetes 0sszefliggés az un. Bohr-féle frekven-

ciafeltétel. Ezt Ggy értelmezzik, hogy az elektronok a kritikus potencidloknak
megfeleld energiaértékeket atadjak a gaz atomjainak, ami altal ezek olyan allapotba
jutnak, melyben energidjuk a normalis értéknél éppen a kritikus energiaértékek
valamelyikével nagyobb. Ha az atom visszatér eredeti allapotdba, akkor a megfe-

lel6 energidt sugarzas alakjaban adja le. A sugarzas frekvenciajat a Bohr-féle
frekvenciafeltétel hatdrozza meg.

Az atomot az eddigiek alapjan ugy gondoljuk felépitve, hogy a pozitiv toltés(
atommag koril keringenek a negativ toltési elektronok. Az atom energidja nem
vehet fel tetsz6leges értékeket, hanem csak bizonyos meghatarozott értékeket,
aminek megfeleléen Bohr feltételezte, hogy az elektronok csak meghatarozott
palyakon keringhetnek. Ha az atom egy magasabb energidju allapotbdl atmegy
egy alacsonyabb energidju allapotba, az energiakiilénbséget fény (esetleg infra-
vOros, ultraibolya vagy rontgensugarzas) alakjaban kisugarozza. A forditott
folyamatnal az atom fényt nyel el. Az emittalt vagy abszorbealt fény frekvenciajat
(13.1) hatdrozza meg, amib8l kovetkezik, hogy az atom csak meghatérozott
frekvenciaju sugarakat képes emittalni vagy abszorbealni. E kérdéssel a kvan-
tummechanikadban béven fogunk foglalkozni.

A tovabbiakban még néhany alapvet6 ténnyel és az atomok és molekulak
néhény fontos tulajdonsdgaval kell megismerkedniink, igy els6sorban az atomok
magneses momentumaval.

14. §. Az atomok magneses momentuma

Atomok magneses momentumat elészor 1921-ben O. Stern és W. Gerlach
mutattdk ki. Modszerik alapgondolata, mellyel ezistatomok magneses mo-
mentumat hataroztdk meg, a kdvetkezd. Magneses momentummal biré atomra
homogén magneses tér csak irdnyitdé hatast fejt ki, transzlacids er6t nem. llyen
transzlacios er6 valtozo er6sségli, vagyis inhomogén térben 1ép fel. Ezt kdnnyen
belathatjuk, ha a momentumot egy dipdlussal allitjuk el8, tekintet nélkdl arra,
hogy ez esetleg egy aramrendszert6l szarmazik. Ezt megtehetjik, mert egy aram-
rendszer egy dipélusnak felel meg.

Legyen adva egy | hosszlisagu kis magnes, melynek pdélusaiban a magneses
mennyiség 4-y, ill. —y, momentumanak abszolldt értéke tehat

g- ly

Mint az elektrodinamikaban lattuk, erre a magnesre egy 8 er6sségli homogén
magneses tér egy

M = —pjQUni (19.14.1)

abszolat érték( forgatbmomentumot gyakorol, ahol $ a p és jp kozti szég. A mi-
nusz el6jel azt jelenti, hogy a tér G-t kisebbiteni akarja (lasd a 11. abrat).
Transzlacios erd ebben az esetben nem Iép fel.
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T
11.  4bra. Mégneses dip6lus homogén méagneses térben

Ha a tér inhomogén, akkor a dip6lus két végén fellépd magneses er6 nem
ugyanakkora. Legyen a + y er6sségl polusnal a magneses térer6sség Ig' a —y
erdsségli polusnal a magneses térer6sség pedig ¢, akkor a fellépd transzlacios
er6, ha az egyszer(iség kedvéért csak az x-tengely irdnyaban (lasd all. &abrat)
tételezliink fel inhomogenitast, a kdvetkez6

AK= - yh=y G Ax - yb =y bt TcosE -y,
TK = /tcos# — . (19.14.2)
ex

Tehat az erd az x-iranyban egyenlé a momentum vetiiletének és a tér x-iranyban
vett gradiensének szorzataval.

Stern és Gerlach kisérleti berendezése a kovetkezd volt. Evakualt Gvegcs6ben
a megvizsgalando anyagot, fémet (K) izzitottak, mialtal az minden irdnyban atom-
sugarakat bocsatott ki, vagyis az illet6 anyag g6ze eldramlott. A részecskék sebes-
segét a h6meérséklet hatarozta meg. Két diafragma kozbeiktatasaval sikerilt egy
meghatérozott iranyl atomsugarat létesiteniik, melyet inhomogén mégneses
téren hagytak athaladni. Ezt a teret Ggy allitottak el8, hogy a méagnes egyik p6-
lusat sik lapnak, a masikat ékalakunak valasztottak. Végul pedig az atomsugarat
egy lemezen felfogtdk, melyen az atomsugar lecsapédasa nyomot hagyott.

“deTer

n\:/0

12, abra. A Stern—Gerlach-kisérlet vazlata
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Stern 6s Gerlach ezlistatomsugarral végeztek el@szor kisérletet, mely igen
fontos eredményhez vezetett. Ha az ezistatomok magneses momentummal bir-
nak, akkor inhomogén térben a sugér részecskéi, tehat maga a sugar is eltéri-
tést szenved. Ha az atomok meghatarozott nagysagu, de tetszés szerinti iranyitasu
magneses momentummal birnak, akkor a sugar elszélesedése varhatd, melynek
két hatarat azok az atomok alkotjak, melyek momentuma a tér irdnyaba és a
térrel ellentétes iranyba mutat. Ezzel szemben viszont a Kisérlet eredménye az
volt, hogy a felfogélemezen két nyomot kaptak (kett6s vonalat), vagyis a sugar
kettéoszlott megfelel6en annak, hogy az atomok magneses momentumai a mag-
neses térben irdnyitottak és vagy a tér irdnyaba, vagy azzal ellentétes irdnyba
mutatnak.

A momentum nagysagat is meg lehetett hatarozni, erre addédott, hogy

4 =92 ¢10-21 gauss cm3 (19.14.3)

Ez szamértékre nézve a kisérleti hibak hataran bellil megegyezik egy Bohr-féle
magnetonnal, melyet az atomelmélet alapjan lehet értelmezni, ahol mint a mag-
neses momentum elemi egysége szerepel. Az atomelmélet alapjan nyerjik, hogy

eh
B = ---—--- = 9,283-10~21 gauss cm 19.14.4
p. G g 3 ( )

ahol h a Planck-féle allando.

A fenti kisérleti eredmény meglepé és igen fontos atomi sajatsagot allapit meg,
meégpedig azt, hogy el6szor is létezik elemi magneses momentum, masodszor a
magneses momentum csak egészen meghatarozott iranyokban all be a magneses
térhez képest.

Mas tapasztalatok arra utalnak, hogy az atomok magneses momentumai min-
dig az elemi maégneses momentum egész szdmU sokszorosai. Ezen atomok
magnesez6dését ugy foghatjuk fel, hogy a magnesez6désnél az atomburkot fel-
épitd elektronok magneses momentumai egy irdnyba allnak be. A magnesez8dés
ebbél ered.

13. 4bra. Az Einstein—de fiaa-s-kisérlet vazlata
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A mégneses momentummal impulzusmomentum is jar egyitt, amint azt Ein-
stein €s de Haas kovetkezd kisérlete mutatja. Fliggessziink egy hosszl, henger
alakd lagyvasdarabot rugalmas fondlra Ugy, hogy a hossztengelye korul forog-
hasson és helyezziik ezt egy koaxialis szolenoid belsejébe. Ha a szolenoidba ara-
mot bocsatunk, a lagyvas maéagnesez6dik, ha az aram irdnyat megforditjuk, a
lagyvas atmagnesez8dik és egydttal tengelye korul elfordul, vagyis forgatémo-
mentum lép fel. Vagyis mid6n a vas magneses momentuma ellenkezd iranyava
-véalik, az impulzusmomentuma megvéaltozik. Ez tehat azt mutatja, hogy egy
magneses momentumhoz impulzusmomentum tartozik. Lemérve a forgatomo-
mentumot, megallapithatjuk egy meghatarozott magneses momentumhoz tar-
toz6 impulzusmomentumot. Azt talaltdk, hogy egyes anyagoknal, igy vasnél, nik-
kelnél, kobaltnal, egy Bohr-ié\e magnetonhoz tartozé impulzusmomentum

1 h
~2~2n *

ahol h ismét a Planck-féle allando.

Ez az eredmény igen meglepd. Ugyanis, ha a magneses momentum az atomban
keringd elektronoktdl szarmazik, akkor a mechanikai és magneses momentumok

. 2mc mc .. T
viszonya ------- es nem --—- , mint itt talaltak.
e e

Ezt egyszer(ien beladthatjuk. Egy zart aramkoér magneses momentumanak
abszollt értéke az aramintenzitas és a korilzart tertilet szorzata osztva c-vel, ha
elektrosztatikai egységeket hasznalunk

Ha az aramot a mag koril keringd elektronok alkotjak, akkor 1 helyébe————g

keril, ha T egy kérulfutas ideje, tehat [nabszolat értéke

F
ahol = a magtdl vont radiuszvektor altal az id6egység alatt surolt terilet.

A formulat altalanositva és vektorjeleket hasznalva, tobb elektron esetére
nyerjiuk, hogy

1 1 e
=- —Zey [V]=- — Z [f>v]]

ahol r, az Fedik elektronhoz vont radiuszvektor, v- pedig az Fedik elektron
sebessége. (A formula a momentum irdnyat is helyesen adja meg.)
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A megfeleld mechanikai impulzusmomentum pedig

N=Xm[r;v,] = mX][r,Vv,.],
f i

ahol m az elektron témege. Tehat u =

mc
Tehat a mechanikai és magneses momentumok abszolut értékeinek viszonya
elektrosztatikus egységekben

INIT 2mc (19.14.5)
Ip.I1~ e

Amint mar emlitettik, vas, nikkel, kobaltnal ennek a viszonynak a felét talaltak.
Ezt Ugy értelmezzik, hogy ezeknél az anyagoknal nem az elektronok mag korili
keringését6l szadrmazik a momentum, hanem minden elektronnak van sajat
mechanikai és magneses momentuma és a vas-, nikkel-, kobaltnal észlelt mecha-
nikai és magneses momentumok ezek eredéje. Mégpedig az elektron mechanikai

h ., eh . ,
momentuma-l— ————— , magneses momentuma pedig-------—- , vagyis eppen 1 Bohr-
2 2n 4nmc

féle magneton. Ezta mechanikai és magneses momentumot nevezik spin-nek. Régeb-
ben ugy értelmezték, hogy az elektron sajat tengelye kéril forgé mozgéast végez,
de ez a magyarazat nehézségekbe Utk6zott, mert az elektron kerileti sebessége
nagyobb lenne, mint a fénysebesség. Mi az elektronspint és a hozzatartozé magne-
ses momentumot az elektron Uj jellemz6 tulajdonsaganak fogjuk tekinteni, mely
éppoly fontos jellemz6 &llandéja az elektronnak, mint a tdltése vagy témege.
A spin mélyebb értelmezését Dirac nydjtotta a relativisztikus kvantummechani-
kéban.

INI 2mc
Azoknal az anyagoknal, melyeknél az —|———|—= —--—-,a momentumok az elektro-
p e

nék mag korili keringéséb6l szarmaznak, az elektronok spinjei és magneses
momentumai pedig kompenzalédnak és nem jarulnak hozza N-hez, ill. p-h6z.
Vannak egyes anyagok, ugymint egyes s6k és a ritka foldfémek, amelyeknél
IN ! mc , 2mc .., .. , . o .
"*_____r_e__:e— e s--—é—-koztl viszonyt talaltak, amit agy értelmeziink, hogy itt a mo-
mentum az elektronok mag koruli keringéseinek momentumaibdél és a spineknek
megfelel6 magneses momentumokbol tevédik 6ssze.

Az a hipotézis, hogy az elektron spinnel és sajat magneses momentummal bir,
GouDSMIT-t6l és UHLENBECK-t6l szarmazik és rendkiviil termékenynek bizonyult.
Nemcsak a magnetomechanikai anomalia értelmezése valt lehetségessé ezzel a
hipotézissel, hanem a spektrumok elméletében is nélkiilézhetetlennek bizonyult,
Ugyhogy a tapasztalat teljes mértékben igazolta Goudsmit és Uhlenbeck hipo-
tézisét.
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15. §. Atomok és molekuldk elektromos momentuma

Mivel az atom vagy molekula pozitiv és negativ tdltések rendszere, ha elektro-
mos térbe jutnak, a tér a pozitiv toltési magot, vagy magokat az egyik iranyba,
a negativ toltésd elektronokat a masik irdnyba fogja elmozditani, minek kdvet-
keztében elektromos momentum Iép fel. Ez a momentum, mely csak a kils§ tér
hatdsara jon létre, a polarizaci6s momentum.

Ezen Kkivil nem szimmetrikus molekuldk esetében a kuls6é elektromos tértdl
flggetlen elektromos momentum is felléphet (pl. a HC1 molekula elektromos
dip6lmomentummal bir).

Az allando elektromos dipélmomentumok nagysagrendje 10-1s cgs., ami meg-
felel annak, hogy a dip6lt alkotd t6ltések nagysagrendje 1010 el. sztat. egység, az
atomok egymastol valo tavolsadga a molekuldkban pedig 10-s cm nagysagrendd.

Kisérleti kimutatasuk hasonléan térténhet, mint az atom magneses momentuma-
nak kimutatdsa, csak az inhomogén magneses teret kell inhomogén elektromos
térrel helyettesiteni. De ezek a kisérletek csak a momentum nagysagrendjér6l
nyljtanak tajékoztatast, pontosabb ismereteinket a dielektromos alland6bol
meritjik, mellyel az elektromos dip6lusok szoros 6sszefiiggésben vannak.

16. §. A fotoelektromos effektus. A foton

Ela fény, ultraibolya sugarzéas, rontgensugar vagy y-sugar egy fémlemezre
esik, akkor abbol elektronok tavoznak, mialtal a fém pozitiv toltést vesz fel. Az
elektronok sebességét megmeérhetjiik és azt talaljuk, hogy a maximalis sebességgel
bir6 elektronok sebessége, v, ésa fény frekvenciaja, v, kozott a kévetkez6 fontos
Osszefiiggés van

hv=—mv2+ A, (19.16.1)

ahol h a Planck-féle alland6, m az elektron tdmege, A pedig egy allandd, mely
jellemzd a fémre és fiiggetlen a frekvenciatol. A az a munka, amit az elektronoknak
végezni kell, midén a fémb6l kilépnek. A-1 az elektronok kilépési munkdajanak
nevezziik. (16.1) a fotoelektromos effektus alaptdrvénye, mely EiNSTEINtSl szar-
mazik.

Magas frekvenciaknal, rontgen- és y-sugaraknal A-tdl eltekinthetiink, mert ott v,

ill. ;oly nagy, hogy A azy mv2mellettelhanyagolhaté és ott az egyenlet igy alakul
hv=~mv2. (19.16.2)

A fémbdl kilépd elektronok sebessége nem fiigg a bees6é fény intenzitasatol,
hanem csak v-t6l. Az intenzitastol csak az elektronok szama fligg.

A fotoelektromos effektus nemcsak fémeken lép fel, hanem szigetel6kon is,
csak kimutatdsa koriilményesebb.
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A fotoelektromos effektus elméleti értelmezése nagy nehézségekbe Utkdzott és
lényegesen (j belatasra vezetett. A nehézség a kovetkezd volt. Az elektron kine-
tikus energidjat és a kilépéshez sziikséges energiajat a fényhullambdl meriti. igy
tehat gyenge fényintenzitds mellett, ha a fényenergia a fényhullamban egyenlete-
sen oszlik el, igen sok id@re, igen gyenge intenzitasnal napokra volna sziikség, mig
a kilépéshez szukséges elegend6 energia 0sszegy(lik egy atom teruletén, vagyis egy
kb. 10« s cm atmérdji korongon. Ezzel szemben a tapasztalat azt mutatja, hogy
gyenge fényintenzitasnal azonnal bekovetkezik az effektus.

Einstein ezért azt az alapvet6 fontossagu feltevést tette, hogy a fényhullamban
(és altaldban mindenfajta elektromagneses sugarzasban) az energia nem folyto-
nosan oszlik el, hanem ,,csomdékban” Gn. fotonokban van koncentralva. Ha a fo-
ton egy atommal (tk6zik, akkor atadhatja energiajat az atom egyik elektronja-
nak és ezzel a foton megszinik létezni.

A foton energiajara, E-re, a (16.1) egyenlet szerint fel kell tételezni, hogy

E = hv. (19.16.3)

A relativitds elmélete szerint az E energidhoz tartozé témeg

£
m= -s-,
c
tehat a mi esetlinkben
h
m = -CW. (19.16.4)

Innen nyerjuk, hogy a foton impulzusinak abszolut értéke

—, =1 . (19.16.5)

hv h le
p=mc=—
[

Ebbél az dsszefliggésbdl nyerjik, hogy a fény hullamhossza a foton impulzusaval
a kovetkez8képpen fejezhetd Ki
h

=—. (19.16.6)
P

>..

A fotonok alapsajatsagai az energidjuk és impulzusuk (16.3) és (16.5) éltal
adott értékei.

A fotonokkal értelmezni lehet a fotoelektromos effektust, mert kis intenzitasu
fény esetében is azonnal bekdvetkezik az effektus, ha feltételezzlik, hogy az energia
fotonokban van koncentralva.

Masrészt azonban nem nélkildzhetjuk a fény hullamtermészetét sem, mert az
interferenciajelenségekbdl kovetkezik, hogy a fénysugar mentén az elektromos és
magneses térerdsség periodikusan valtozik. Azt is fel kell tételeznink, hogy egy
allando intenzitasa fényhullamban a hullam amplitddéja konstans, mert az ismert
elhajlasjelenségekrdl csak igy tudunk szdmot adni. Tehat a fénynek kettés, hul-
lam- és korpuszkuléris természete van. Hogy szdmunkra melyik jelentkezik, az
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attol fugg, hogy milyen kisérletet hajtunk végre. A fotonok és a fényhullam kézott
a kovetkez8 kapcsolat van. Annak a val6szin(isége, hogy a foton valahol megtalal-
hatd, aranyos a hullam intenzitasaval, vagyis a hullam amplitid6janak négyzeté-
vel. Tehéat pl. egy elhajlasjelenségnél oda, ahol az intenzitas nagy, tébb foton jut,
mint oda, ahol az intenzitas Kicsi, ahol pedig az intenzitas zérus, oda nem jut
foton. A hulldm hatarozza meg tehat a fotonok eloszlasat. Ez a dualitdas, mely
el6szor idegenszer(inek latszik, mai felfogasunk szerint fundamentalis toérvény,
mellyel elektronoknal is talalkozni fogunk.

A fotonok létezésének feltevése igen termékenynek bizonyult. igy pl. a hulldm-
elmélett6l fuggetlenil lehetett értelmezni a Doppler-effektust. Ugyancsak értel-
mezni lehetett azt, hogy nagy tomegl csillagokrél hozzank juté fény a vorés felé
tolodik el. A kovetkez6kben a Compton-effektussal fogunk foglalkozni, melynek
értelmezése a fotonelmélet alapjan a fotonelmélet nagy sikere volt.

17. 8. A Compton-effektus

A Compton-effektus abban all, hogy ha elektroméagneses sugarzas valamely
anyagon szorddik, akkor a szért fény hullamhossza megvaltozik, mégpedig na-
gyobb lesz. A megvaltozas csak az eltérés szogét6l fiigg, de nem fligg sem az anyag-
tél, sem a hullamhossztol. A hulldimhossznagyobbodas

AA=2A0sinzy ,

ahol i) az eltérités szdge, AO pedig egy univerzalis allandé
Mo = 2,4 +10-10 cm = 0,024 A.

Tehat a hullamhossz relativ megvaltozasa nagyobb kis hullamhosszak e etében.
Fénynél, melynek hullamhossza 7600 —3800 A, a relativ hullamhosszvaltozas
kicsi. Ellenben réntgensugaraknal, melyek hullamhossza ~ 1A —0,1 A, a relativ
hullamhosszvaltozas jelentékeny és kimutathatd.

A jelenségrdl a fotonelmélet alapjdn nagyon egyszerlien szdmot adhatunk, ha
feltételezzlik, hogy a foton sz6rédésa gy torténik, hogy a foton egy elektronnal
Utkdzik és eltérul irdnydb6l. Az tkdzésnél energidjanak egy részét atadja az
elektronnak, tehat energiaja, vagyis a frekvencia csokken, ezaltal a hullamhossz
nagyobb lesz. Mivel a jelenséget csak igen rovid hullamhosszl sugarzasnal észlel-
juk, melyekben a fotonok energidja igen nagy, az elektron kotésétdl eltekinthetiink
és szabadnak vehetjuk. A szamitasoknal az energiatételbél és az impulzustételbdl
indulunk ki. A szamitasnal relativisztikus korrekciokat nem veszink figyelembe,
ugyanis az elhanyagolasok ellenére ugyanahhoz a végeredményhez jutunk, mint
amit a relativisztikus szamitas ad.

Legyen a bees6 fény frekvencidja v, a &iranyban szért fényé v', vagyis a beérkezé
foton energiéja hv, a $ irdnyban szdrt fotoné hv'. Az elektron sebessége az litkdzés
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elétt legyen elhanyagolhat6, az Utkdzés utén legyen v. Ekkor az energia egyenlete

hv =hv' +Y mv2. (19.17.2)

Ezenkivil még fennall az impulzusegyenlet

AN =K+ (19.17.3)
c c
hii [ ml/
c P\
\\y M’
c

14. abra. A Complofi-effcktus

Az impulzusegyenlet a beesd fény iranyaba esd és arra mer6leges komponensekre

hv hv' .n =)
— = -—-COs Ir + mv cosIp,
c c

hv' .
0o = -—sin 8§ + mv sind.
c

A jobboldalon all6 els6 tagokat a baloldalra visszik, az igy nyert egyenleteket
négyzetre emeljik és dsszeadjuk, mialtal ¢-1eliminaltuk és nyerjik, hogy

h2
ma2= —Cs~ (v2 + v2—2vwV' cos $). (19.17.4)

Rovid hulldmhosszak, de nem tul révid hullamhosszak esetében

v—Vv' Vv
(igen révid hullamhosszl sugarakra, pl. y-sugarakra, ez mar nem all fenn). Ha tehat
(17.2)-ben az mv2tagot (17.4)-bdl kifejezzlk és v'-t v-vel helyettesitjik, nyerjuk,

hogy

h2av2
hv = hv' H-—--—-5 (1 —cos#),
mc

2hv2 .. ., $
Av =V —v= ———-3-3in .
mc2 2
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Ez a formula a A= T/Osszef[]ggéssel még atalakithatd, melyb6l nyerjik, hogy

AA= — ~ Av.

Innen Av-t kifejezve és az el6bbi formuldba helyettesitve kdvetkezik, hogy

AA =2 ——r—]—sin2—0 . (19.17.5)
mc 2

Tehat
1, = — =0,024 A, (19.17.6)
mc

megegyezésben a Kisérleti eredménnyel.
Hogy héany foton tériil el egy bizonyos irdnyban, arra statisztikai torvények
evannak, amelyekkel itt nem foglalkozhatunk.

18. 8. Anyaghullamok

Davisson és Germer 1927-ben azt az egészen alapvetd fontossagu jelenséget
fedezték fel, hogy elektronokbdl all6 sugarak, vagyis réviden elektronsugarak,
hasonl6an, mint az elektromégneses természetli rontgensugarak, elhajlasjelensé-
geket mutatnak. Err6l a kovetkez6 kisérlettel gy6z&dhetiink meg.

Ejtslink egy elektronsugarat egy fémracsra, mégpedig Ugy, mint azt Thibaud
tette a rontgensugarakndl. Ejtsiik a sugarat majdnem tangencialisan a racsra,
ekkor a réntgensugarakhoz hasonlo elhajlasjelenségeket kapunk. Uvegracsot azért
nem célszer(i hasznéalni, mert az toltést vesz fel és eltériti az elektronokat. igy
kitlnik, hogy az elektronsugar hullamtermészetet is mutat. Az elhajlasi képekbdl
meg lehetett hatarozni a hullamhosszt, melyre azt talaltak, hogy

1= A =A > (19.18.1)
mv p
ahol h a Planck-féle allandd, m az elektron témege, v a sebességének, p pedig az
impulzusdnak abszolut értéke. Az 6sszefiiggés teljesen hasonlé ahhoz, amit fotonok-
nal mar lattunk. A-1 a sugarhoz tartozé de Brcglie-hulldamhossznak nevezzik.
Amint tehat a fénynek hullamtermészetén kivil korpuszkularis szerkezetet kell
tulajdonitani, éppen ugy kell a korpuszkularis természet(i elektronsugaraknak a
korpuszkularis természetikdn kivil hullamtermészetet tulajdonitani. Ha az
elektronsugar Gtjaba egy vékony kristalylemezt tesziink, melyen az at tud hatolni,
akkor éppen ugy el6allithatok elhajlésjelenségek, mint réntgensugarakkal, tehat
el@allithatok a Laue-fék elhajlasi képek analogonjai. Ha pedig vékony mikrokrisz-
tallin (vagyis sok elemi kristalybdl allo) fémlemezen halad at az elektronsugar, a
Debye —Scherrer-féle gyd(ir(ik allnak elé.
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Hogy itt tényleg elektronokrdl és nem egy esetleg velejard elektroméagneses
sugarzasrol van sz06, az egy magnessel mutathatdé ki, melynek hatdsara az egész
elhajlasi kép eltolodik.

Nagy sebességli elektronok esetében, melyek kb. 30 000 volt potencialkilénb-
ségen haladtak at, pontos egyezést kaptak a (18.1) formulaval. Lassibb, néhany
szaz voltnak megfelel6 elektronok esetében azonban eltérést kaptak ett6l a for-
mulatol, amit azzal a feltevéssel lehetett értelmezni, hogy a térésmutatd a kristaly
belsejében més, mint a levegében, vagyis a hullamhossz més a kristaly belsejében,
mint a leveg6ben.

0. Stern kimutatta, hogy egy He-atomokbdl &ll6 atomsugar is hullamtermé-
szettel bir. A de Broglie-hulldmhossz és a He-atomok impulzusa kozti dsszefiiggés
ugyanaz, mint elektronok esetében. A He-atomok 7400-szor nagyobb tomegét
a sokkal kisebb sebesség kompenzéalja, ugyhogy A megint olyan nagysagrendd,
hogy az elhajlas kristalyracsokon fellép.

Ezzel bizonyosnak tekinthetd, hogy korpuszkularis sugarak altaldban, tehat
nemcsak az itt emlitett esetekben, hulldmtermészettel is birnak. Ennek a dualitas-
nak felismerése egyik legalapvet6bb felismerése az Gjabb fizikdnak, s egyben a
kvantummechanika egyik legfontosabb kisérleti alapja.

19. 8§ Néhany megjegyzés az elemek periédusos rendszeréhez

A kovetkez6kben az elemek ismert periddusos rendszerével foglalkozunk egé-
szen rdviden éskiemeljuk ennek a tovabbiakra nézve fontos, f6bb jellegzetességeit.

Ismeretes, hogyha az elemeket a rendszamuk szerint rendezzik, akkor az ato-
mok bizonyos tulajdonsdgai a rendszammal monoton valtoznak. igy példaul
monoton novekedést mutatnak a rendszammal a rontgenspektrum egyes vonalai-
nak, pl. az un. /0,-vonalak frekvenciai. Monoton névekedést mutat a rendszammal
az atomsuly is, eltekintve a mar emlitett 3 esett6l: argon —kalium, tellur—jod,
nikkel —kobalt, ahol az atomsulyok sorrendje eltér a rendszdmok sorrendjét6l.
A fizikai és kémiai jellegre a rendszdam mérvado, ezt mutatjdk a felfedezett nagy-
szamu izotép elemek és a kilonb6z6 viselkedésl egyenl6 atomsulyd, an. izobar
elemek.

Mig az atomok egyes tulajdonsagai a rendszammal monoton valtoznak, addig
sok mas fontos atomi tulajdonsag, mint pl. az atomtérfogat, —az elemeket a
rendszam szerint rendezve —periodikus valtozast mutat és éppen ennek alapjan
lehetett az elemeket periddusos rendszerbe foglalni.

Az ismeretes periddusos rendszerben s osztalyt és 7 periodust kilénboztetiink
meg. Az |. periédusban 2, a N.-ban és Ill.-ban s, a IV.-ben és V.-ben 18, a VI.-ban
32, a csonka VIl.-ben pedig ¢ elem van. Az egyes osztadlyokban még két alosztalyt
szoktunk megkilénboztetni. A IV., V., és VI. periddusok mindegyike pedig két
rovidebbre bomlik fel.

Jol jellemzett osztalyok a kovetkez6k. Az els6 osztaly elsd csoportjadban vannak
az alkalidk, melyek egyvegyérték(i fémek, kénnyen veszitenek 1 elektront, tehat
hajlamosak pozitiv ionok képzésére. Spektrumuk dublettekb8l, vagyis kettds
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vonalakbol all. A masodik osztaly elsé'csoportjaban afoldalkaliak foglalnak helyet,
melyek kétvegyértéki fémek, kevéshé elektropozitivek. Spektrumuk szingulett- és
triplettekb@l, vagyis egyszeres és haromszoros vonalakbol all. A harmadik osztaly
az alkali foldfémek osztalya. Vegyértékik 3, még kevéshé elektropozitivek,
spektrumuk dublettek- és kvartettekb8l (négyszeres vonalakbdl) all. igy tovabb
haladva a hetedik osztdly masodik csoportjaban allnak a halogének, melyek
maximalis vegyértéke 7, kdnnyen vesznek fel egy elektront, tehat elektronegativok,
bonyolult spektrummal birnak. A nyolcadik osztadly mésodik csoportjdban foglal-
nak helyet a nemesgéazok, melyek kémiailag igen k6z6mbdsek, spektrumuk komp-
likalt.

A Cu, Ag, Au az els6 osztalyba, a Zn, Cd, Hg pedig a masodik osztalyba
illeszthet6 méasodik csoport gyanant. A ritka foldfémek a harmadikba, a Fe, Co,
Ni, Ru, Rh, Pd, Os, ir, Pt pedig a nyolcadikba illesztheték be.

20. §. Atommagok

Az atommag az atomnak gyakorlatilag egész témegét magaban foglalé igen Kis
kiterjedés(i pozitiv elektromos toltési része. A magok legfontosabb jellemz6 ada-
ta a toltésik és a tomeglk. Mint az a-részek szorddasaval kapcsolatos kisérletek
ismertetésénél lattuk (11. §), az atommag toltése a pozitiv elemi toltés Z-szerese,
ahol Z jelenti az atom rendszamat. Ez a szdm egyenl6 a semleges atom elektron-
burkéaban levé elektronok szamaval, tehat egy Ze téltésii mag koril az atomban Z
elektron foglal helyet. Mivel pedig az elemek kémiai viselkedését az atomjaik
elektronburkanak struktdraja, els6sorban pedig a jelenlevd elektronok szama
szabja meg, kovetkezik, hogy kdzvetve az atommag toltése mérvadd egy elem
kémiai viselkedésére.

Az atommagok belsé szerkezetének kutatdsadhoz a kiinduld pontot Heisenberg
és lvanyenko azon felismerése szolgaltatta, hogy az atommagok neutronokbol
és protonokbdl épilnek fel. A magfizikaban elfogadott szokas szerint a neutro-
nok jele n, a protonoké pedig p. A neutronokat és protonokat sokszor egységesen
nukleonoknak nevezzik. Adataikat az alabbi tablazatban foglaltuk 6ssze.

Neutron Proton

Tomeg grammban 1,67476 « 10-24 1,67245 « 10-24
Nyugalmi energia MeV-ban 939,55 938,26
Toltés elemi toltésegységben 0 1
Magneses dipélmomentum ehj4n MpC

egységben —1,91314 2,79274
Spin h egysegekben - =

pin = €gyseg > >
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Mivel a proton tdltése megegyezik a pozitiv elemi toltéssel, a neutron pedig
elektromosan semleges, ezért a Z rendszam megadja a magban levd protonok
szamat.

A mag neutronjainak szamat iV-nel jeloljuk. A magot alkoté 6sszes nukleon
szdma

A=N+Z. (19.20.1)

Ezt a szamot a mag tdmegszamanak nevezziik. Ha a magok témegét olyan témeg-
skalan mérjiuk, melyen a szénleggyakrabban eléfordul6 izotépjanak témege 12-vel
egyenld, agy minden mag tdémege kozel az A tdbmegszammal egyezik meg.

A 12. 8-ban megbeszéltiik az izot6pidval kapcsolatos alapvetd kisérleti tényeket.
Az izotdp elemek kémiai tulajdonsagai gyakorlatilag megegyeznek, atomsulyuk
azonban kilénb6z6, tehat az izotopok magjai esetében Z egyez6, A azonban
kulénb6z6. 1zotop magokban tehat egyenlé szdma proton, de kilénb6z6 szamu
neutron foglal helyet. Az olyan magokat, melyek azonos szamd nukleonbol
épllnek fel, tehat melyeknek az A tomegszamuk kozos, izobaroknak nevezzik.
Végll az olyan magokat, amelyeknek az N neutronszdmuk k&zos, de a Z rend-
szamuk kulénb6z6, izotdbnoknak mondjék.

Egy atommag jeldlésére a kdvetkezé szimbdlumot haszndljuk: AX, ahol X az
elem kémiai jele, ez megadja a rendszamot. Néha a rendszamot, mint alsé in-
dexet, explicite is feltlintetjuk: ZX.

A tapasztalat szerint a neutronok és a protonok a mag szerkezetének kialakita-
saban kozelit6leg egyforma szerepet jatszanak. Az egyedili eltérés az, hogy a
protonok, elektromos t6ltésiik révén Con/owu-kdlcsdnhatasban is allnak egymas-
sal, de ezek az elektrosztatikus hatdsok a magszerkezetet csak kismértékben
befolyasoljak. Ennek kovetkeztében az izobar magok igen sok egyezd tulajdonsa-
got mutatnak és igy az izobarok a magfizikdban —bizonyos fokig —az izotépok-
nak az atomfizikdban betdltdtt szerepéhez hasonldan viselkednek. Az adott A-hoz
tartoz6 izobarok egymastdl valé megkilonboztetésére igen gyakran a relativ
neutrontdbbletet adjuk meg:

R _ (19.20.2)

Nyilvanvalo, hogy A, Z, N és n kozul csak kettd fliggetlen adat, és barmely kett6
felhasznalhatd egy adott mag 6sszetételének leirdsara.

Az aldbbiakban a magok néhéany alapvet6en fontos tulajdonsagat beszéljik
meg.

1 A magok bels6 energiaja és tdmege. Azt az energiat, amely ahhoz sziikséges,
hogy a magot felépitsiik az 6t alkotd nukleonokb6l, a mag E (bels6) energidjanak
nevezziik. Stabilis magokra E mindig negativ értek, tehat a mag felépulése ener-
giafelszabadulassal jar. Megemlitjik, hogy E negativjat sokszor kotési energianak
nevezik.

Mint mar emlitettik, a mag E energidjaval ekvivalens témeg a mag toémegdefek-
tusdval egyenld. Einstein tétele szerint az N szamu neutronbdl és Z szamu pro-
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tonbdl feléplil6, E energidju mag teljes tdmege
M=M,N+ MpZ +~ . (19.20.3)

Mivel E negativ, ezért a mag M tdmege kisebb, mint az N neutron és Z proton
0ssztOmege. A
M = |E |/c2 (19.20.4)

mennyiség a mag tdmegdefektusa. A (20.3) tomegformulat Aston tdmegspektrog-
rafiai vizsgalatai igen nagy pontossaggal igazoltak.
A mag E energiaja helyett legtdébbszor az egy nukleonra esd energiat adjuk meg

e = E/A.

e értékét néhany magra az alabbi tablazatban mutatjuk be

Mag £

H —111 MeV
3H —2,83 MeV
4He —7,07 MeV
eLi —5,32 MeV
i —5,59 MeV
Be —6,44 MeV
1B —6,44 MeV
e —8 77 MeV,
rasy _ %541 Mev

A tablazatbhol latjuk, hogy a legkdnnyebb magokra az egy nukleonra esé e kotési
energia gyorsan csékken, majd A = 6 utan ez a csokkenés sokkal lassubb lesz.
A legmélyebb e érték az 56~e magnal fordul el8, innét kezdve értéke lassan nove-
kedni kezd egészen a periodikus rendszer végéig. Az A > 16 tomegszdmi magokra
e durvan ugyanaz az érték:

e« - 8 MeV. (19.20.5)

2. Az atommagok sugara. All. §-ban mar emlitettiik, hogy az a-részek szérodésa
maodot nyujt a mag kiterjedésének meghatarozasara. Azok az a-részek, amelyek a
mag centrumat egy meghatarozott R tavolsagnal jobban megkdzelitik, mar
elhagyjadk a Coulomb-er§ hatdsara kialakulé hiperbdlapalyat, és ezekre mar nem
teljestl a Rutherford-féle szérasformula. Ezt az Un. anomalis a-szérast valéban
sikerilt megfigyelni, és ebb6l a magsugar értékére kodvetkeztetni. Az igy nyert
magsugar értékeket egy egyszer(i képletben foglalhatjuk 06ssze:

R = rOAls; r0= 1,4 «10-13 cm = 14 fm. (19.20.6)

A magsugar tehat aranyos a tomegszam kobgyokével.

52



Az ro aranyossagi tényezd megadasanal bevezettiink egy 0j tavolsadgegységet,
afermit (fm). 1 fm = 10-13 cm; a magfizikdban &ltaldban minden hosszat ebben az
egységben adunk meg.

A magsugar meghatarozasanak sok egyéb maodszere is ismeretes. Itt csak két
lehetd'séget emlitink meg. Az egyik a gyors elektronoknak a magokon valé szoroé-
dasa. Ez a mddszer azért igen alkalmas a mag szerkezetének tanulményozésara,
mert az elektron a mag protonjaival az elektrosztatikabdél jél ismert Coulomb-
er6vel van kolcsdnhatasban és ezért az elektronszorddasi kisérletek kiértékelése
sokkal kénnyebb és megbizhatébb, mint pl. az a-részek anomalis szdrasanak
analizise. A gyors elektronok sz6rddéasabdl a protonoknak a magcentrumtél valo
tavolsaganak négyzetes atlagat, az r~ mennyiséget allapithatjuk meg. Ha a proton-
eloszlast egy R sugart gombon belil homogénnak tekintjik, agy

R

=4Trﬂ3.)( rdnrdr = ERZ' \(/19.20.7)
0

7 mérésébdl tehat az R magsugarra kovetkeztethetliink. Az ilyen vizsgalatok
szerint a magsugar értéke koveti a (20.6) alatti R = rOAls torvényt, de az r0
aranyossagi tényezére valamivel kisebb érték adoédik:

ro= 1.2 fm.

Hogy a két modszer kiulonbdz6 r0 értékre vezet, azt gy magyardzzuk, hogy az
elektronszorasi kisérletek a mag anyaganak kiterjedését mérik, az a-részek anoma-
lis szorasabdl pedig annak az er6nek a hatdsugarara kovetkeztethetiink, amellyel a
mag —a Coulomb-taszitdson kiviil —a bombdazd a-részre hat.

A mag sugardra a mag elektrosztatikus energiajabol is kovetkeztethetlink.
Tekintsuk isméta magon beliili protoneloszlast egyenletesnek. A mag Zprotonjabél
egyet kiszemellink és megvizsgaljuk, hogy a tébbi Z —1 protonnal valé elektro-
sztatikus kdlcsonhatasabol mekkora energiara tesz szert. A Z —1 protontol szar-
maz0 elektromos toltéssdrliség:

————————— A~ ha r<R,
pe= 4nRi (19.20.8)

0, ha r>R.
Ezen toltésslrliségnek megfelel6 elektrosztatikus potencidl (8.8.3) szerint

Jreyn
ve - JJ");r2+r2-2rrcos#

00

u(r) =J|-—P‘I"—rr dv ========nr"2sin$i/r'i/$ .
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A & szogvaltozo szerinti integralas kénnyen elvégezhetd:

R

r Va-v' —|r —y’ |
u(r)=2n pe(r) -+ - l-mmmiee ir'4gr'.
k) vy

0

Most irjuk be pel (20.8) kifejezését és végezzik el az rf szerinti integralast

T U ghg e
0

A mag elektrosztatikus energidjat a (8.12.9) formula alapjan szamithatjuk;
természetesen esetiinkben a masodik tag, amely a fellileti toltéseknek felel meg, nem
1ép fel. A sir(iség helyébe a teljes, tehat a Z szamu protontol szarmazé elektromos
toltésslriséget kell irnunk;

—» U(r)4nrdr
nRg I§<)

_99gg9g-1) .ffr.1.fl
4194 J 1 3 A2
0

3 Z(Z- De2
= . (19.20.10)

Ez a formula adja meg egy Z rendszamu és A sugarG mag elektrosztatikus ener-
gidjat. Tekintsiink most két, an. tukérmagot. Tikérmagoknak az olyan izobaro-
kat nevezzik, amelyek koril az egyik magban ugyanannyi proton van, mint
amennyi neutron a masikban és forditva. Az els6 mag témegszama legyen A,
rendszama Z, akkor a tik6érmagjanak adatai A és A—Z. A tukérmagok E ener-
giaja, mivel a nukleonok a mag felépitésében egyforma szerepet jatszanak, csak
az elektrosztatikus energiakban kilonbdznek. Egy tikérmag-par energiaki-
Iénbsége a (20.10) formula alapjan

3Z2(Z-iy2_3 (A-Z)A-Z-\y _3\A- 1
5 R 5 R 5R "
(19.20.11)
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Ha megmérjuk két tikérmag pontos tomegét, gy energidikat a (20.3) képlet
alapjan meghatarozhatjuk. A AE energiakiilonbséget dsszevetve a (20.11) formula-
val, a magsugar értékére kovetkeztethetlink. Az ilyen vizsgalatok szintén az
R = roAuws torvényre vezetnek, ahol most r0ra az

ro= 13 fm
érték adadik.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a mag sugara a mérések szerint az A
tomegszam koébgyokével ardnyos, az rOaranyossagi tényez6 pedig 1,2 fm és 1,4 fm
kozé esik.

A mag anyaganak slir(ségén az A tomegszam és a magtérfogat viszonyat
értjuk

(19-20.12)

A p slirliség tehat az egységnyi térfogatra juté nukleonok szamaval egyenld. Ha a
slriség fenti kifejezésébe az R = r0A 113 dsszefliggést behelyettesitjik, akkor a

p-JL 09.20.13)

kifejezést kapjuk. A nukleons(irliség tehat, fuggetleniil az A tomegszamt6l, minden
magra azonos. rn értékét beirva, a nukleons(rlség szamértékére a kovetkez6t
kapjuk

p = 0,138 nukleon/fm3 (19.20.14)

Ez az érték tekinthetd a magok atlagos anyagsiriiségének. A fentebb emlitett
elektronszoérasi kisérletek azt is megmutattak, hogy a mag szélén a nukleons(r(iség
egy viszonylag keskeny hatarrétegben zérusra csékken, a hatarrétegen belil pedig
nagyjabél konstansnak tekinthet6. Ez a centralis mags(rliség valamivel nagyobb,
mint a (20.14) atlagérték, szamértéke 0.170 nukleon/fms kéril van.

Erdemes megnézniink, hogy a (20.14) nukleons(riiséghb8l mekkora tomegsirii-
ség adddik, p értékét megszorozva az atlagos nukleontdmeggel, azaz

M= —n+Mp = 16736+10-2g (19.20.15)

témeggel, kapjuk, hogy
Mp = 2,31 « 1014 g/cm3. (19.20.16)

A mag anyagénak tdmegs(riisége tehat 14 nagysagrenddel nagyobb, mint a vizéi
Ennél a tomegs(riségnél —jelenlegi tudasunk szerint — nagyobb nem fordul
el6 a természetben.

3. Az atommagok impulzusmomentuma. A 14. §-ban- megismerkedtink
atomok elektronburkanak impulzusmomentumara vonatkozo alapvetd tényekkel.
Az atomburok impulzusmomentuma egyrészt az elektronok keringé mozgéasabol
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szarmaz6 palyamomentumbol, masrészt az elektronok spinjébél tevddik dssze.
Teljesen hasonl6 a helyzet a magok esetében is. A mag ered6 impulzusmomentuma
a nukleonok palyamomentumabol és spinjéb6l tev6dik dssze. A nukleonok spin-

je, amint azt a fentebbi tablazatunk mutatja, az elektronokéval egyez&en > 21

vei egyenld.

Az impulzusmomentumok ered6jének meghatarozasaval majd a kvantum-
mechanika keretei kézott fogunk foglalkozni. Itt most csak azt az eredményt
emeljuk ki, hogy az 0sszeadasi szabaly szerint a mag eredd impulzusmomentuma

1 N
o egész szamu tobbszorosével egyenld, ha az A tdmegszam paros es rETY parat-
n n

lan egész szamu tobbszordse, ha A paratlan. E szaballyal a mérési eredmények teljes
dsszhangban vannak, egyetlenegy olyan magot sem ismeriink, amely nem tenne
eleget ennek a szabalynak.

A neutronok felfedezése el6tt elfogadott volt a mag proton-elektron modellje,
mely szerint a mag A szamu( protonbo6l és A—Z szamu elektronbol épul fel.
Az impulzusmomentum 0Osszegezési szabaly itt arra az eredményre vezet, hogy az

h
eredd impulzusmomentum péaros Z esetén — egész szamu tobbszérdse, paratlan Z
2 K

esetén pedlg-é——é—ﬁ paratlan szamu tébbszérdse. Nyilvanvald, hogy a régi proton-
elektron modell, és a ma elfogadott proton-neutron modell az ered6 impulzus-
momentumra kilénb6zd értéket ad és igy lehet6ség van a kérdés tapasztalati Gton

valé eldontésére. Jellemzé példaként tekintsik az magot. Ennek rendszama
) . . 1 h
Z = 7, tehat a proton-elektron modell szerint az impulzusmomentumnak ——

2 274
paratlan tébbszordsének kellene lennie. Ugyanakkor pedig e mag A = 14 témeg-

szama paros szam lévén, a neutron-proton szerkezetz— egeész szamu tbbbszorosével
n
egyenlé impulzusmomentumra vezet. A tapasztalat szerint az ]jN mag impulzus-
momentuma—z————vei egyenl6, ami a proton-elektron modellel ellentétben all,
m

viszont a neutron-proton modellel teljes dsszhangban van. Az 3N mellett szamos
egyéb magot is emlithetnénk, amelyek impulzusmomentuma a proton-elektron
modellel ellentétben all és ugyanakkor a neutron-proton modell alapjan az
impulzusmomentum értéke a mérési eredményekkel 6sszhangban van. A mag
proton-elektron modelljét els6sorban azért vetették el, mert az impulzusmomen-
tumra helytelen eredményt adott, de méas érvek is hatadrozottan a proton-elektron
modell ellen szoéltak. .

Veégul megemlitjik, hogy a mag eredd impulzusmomentumanak > %gységekben

mért értékét a szakirodalomban 7-vel szokas jel6Ini és magspinnek nevezik. A mag-
spin elnevezés — bar teljesen elfogadott — nem egészen szerencsés, mert mint
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entebb megbeszéltiik, az eredd impulzusmomentum a nukleonok spinjein kivil;
i nukleonok palyamozgésab6l szarmazé impulzusmomentumot is tartalmazza.
4. Az atommagok magneses momentuma. Az atom elektronfelh6jéhez hasonldan
iz atom magjanak magneses momentuma is két részb8l tev6édik 6ssze. A mag-
ieses momentum eredetének egyik forrasa a palyamenti mozgas. Ehhez természe-
esen csak a protonok jarulnak hozza, hiszen a neutronok elektromosan semlegesek,
gy palyamozgasuk nem jelent elektromos dramot. A k-adik proton palyamozga-
4bo6l szdrmazd magneses momentumot a 14.8-ban kovetett gondolatmenet

zerint--'\—;b—[; N/. lesz, ahol N,. a /c-adik proton impulzusmomentuma. Az egész mag:
lalya-eredetli magneses momentumat Ggy kapjuk, ha k szerint dsszegeziink az
isszes protonra. Az attekinthet6bb irasmaod kedvéért azonban célszerl a k szerinti
Osszegezést valamennyi nukleonra, tehat a protonokra és neutronokra egyarant
kiterjeszteni. E célbdl bevezetjik a xk mennyiséget, amelynek értéke megéallapodas-
zer(ien 0, ha a k-adik nukleon neutron, és + 1, ha a k-adik nukleon proton. A
)alyamozgéshdl ered6 magneses momentum tehat igy irhat6 fel

B N
Mpc Z TN*

Most foglalkozzunk a spint6l eredd magneses momentummal. Amint a nuk-
eonokra vonatkozd tablazatunk mutatja, mind a neutronoknak, mind pedig a
jrotonoknak van sajat magneses momentumuk. Ez a sajat magneses momentum
i spinnek megfeleld sajat impulzusmomentum irdnyaba mutat. Ha a k-\k nukleon
ajat impulzusmomentumait Sfeval jeldljik, ugy e nukleon sajat mégneses momen-

k
urna-z-('-i/lg----S/c alakban irhaté fel. gk neve: a nukleon giroméagneses faktora.
pc

Vlivel a sajat impulzusmomentum értéke nukleonok esetében h/4n, ezért a giro-
nagneses faktor értéke kétszer akkora, mint a sajat magneses momentumnak az
in. mag-magnetonokban, tehat az eh/4nMpc egységekben mért értéke. Tehét

gk = —3,8263 neutronokra,
gk = + 5,58548 protonokra.

K magnak a nukleonspinektél szdrmazd 0sszes magneses momentuma a kovet-
kez6 kifejezéssel adhaté meg

e A
ALY
zm Zj Sk™k
K mag ered6 magneses momentumaét pedig Ugy kapjuk meg, ha a palyamozgashol
Is a spinekt6l szarmaz6 magneses momentumok vektoralis 0sszegét képezziik.

V- = -lel I kz (NF+ &>, (19.20.17)
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irjuk fel a mag teljes impulzusmomentumat is, amely az Nft pAlyamomentumok és
.az S* spinmomentumok ered6je

N=f(N,-S,). (19.20.18)

k=1

Mivel rk=£g, ezért a p magneses momentum nem lesz parhuzamos az N impulzus-
momentummal. Mig az N impulzusmomentum (hacsak a magra nem hat valamely
forgatbmomentummal biré kils6 er6tér) altalaban mozgéasallandd, addig a p méag-
neses momentum nem lesz allanddja a mozgasnak, hanem az N impulzusmomen-
tum korll gyors precessziot végez, és ezért p-nek az N-re mer6leges komponense
kiatlagolodik és a mag minden fizikai folyamatban ugy viselkedik, mintha a mag-
neses momentum p-nek az N-nel parhuzamos komponensével lenne egyenlé. Ezt a
komponenst a mag effektiv magneses momentumanak nevezzik.

. PN
i*eff= %fN. (19.20.19)

Az effektiv magneses momentum tehat — definicié szerint — N irdny&ba mutat,
azaz ardanyos A-nel. Ha az aranyossagi tényezét eg/2Mpc alakban irjuk fel, 4gy

Peff = 5 Mp([,\l_ (19.20.20)
Az igy definialt g mennyiséget a mag giromagneses faktoranak nevezziik. Ertéke
flgg a p és N vektorok altal bezart szégt6l, valamint a |p |/ | N | viszonytdl.

5. Az atommagok kvadrupélmomentuma. A magok elektromos kvadrupédlmomen-
tuma annak a mértéke, hogy a protonoknak a magon beliili eloszl4sa mennyire
tér el a gombszimmetrikustol. Jel6lje pel(r) a magnak a protonoktd6l szarmazé
elektromos toltéseloszlasat és helyezziik a magot egy kiils6 elektrosztatikus térbe,
melynek potencialja U(r). A mag és az elektromos tér kélcsdnhatasi energidja az
elektrosztatika jol ismert formulaja szerint

W = Jpe/(nC/(r)ifo. (19.20.21)

Ha az U potencial valtozasa a magon belil nem tal gyors, Ggy t/(r)-et sorba
fejthetjuk az r = 0 hely koéril. Ha az r helyvektor komponenseit xb x2, x3mal
jeloljik, akkor a potencial sorfejtése a kovetkez6 alakot olti:

Ny =u0+Vx 07Ty L Al q2U s
1=1  dXjjo 2 1J=1{dXidxJlo
Itt a O0-index arra utal, hogy az illet6 mennyiségnek az r = 0 origéban felvett
értekét kell venniink. Az origot természetesen valahol a mag belsejében vessziik fel.

A potencial fenti sorfejtésében a harmadik tagot kissé atalakitjuk. Mivel a mag
belsejében a kils6 elektromos térnek forrdsa nincsen, ezért a magon belll U kielé-
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giti a

AU=Y v LSS

bi\ SXJ Ij i 1 dXJdXJ)

Laplace-egyenletet, ahol Sy ismét a Kronecker-Le szimbdlumot jeléli:

f1, ha / = j,

J [0, ha i @j.
A Laplace-egyenlet figyelembevételével irhatjuk, hogy
3 18U 1 3 d2u ;
u(r) = uo+ Y =|—(C)(i2§+ T OYXXOYX)J(IO (3xX%j ~ Qi/2) +

Behelyettesitve ezt a W energia (20.21) képletébe, kapjuk, hogy

j* 18U 13 82u
W=e ZUO+Yy — A+-Z — - 0Oy+memnm (19.20.22)
P=1\Vxi)o 0 /y=1 CXiOXj o

Itt bevezettik a kovetkezd jeldléseket:

eZ =j pel(r)dy, (19.20.23)
eDt = j pel(nx,</r, (19.20.24)
eQij = j Pei(r)(3x,xy - 0ijradv. (19.20.25)

Nyilvanval6, hogy a (20.23) jobboldalan all6 integral a mag dssztoltésével egyenld,
tehat Z a mag rendszama. A Di mennyiségb6l egy vektort képezhetiink:

D= (DL D2 Ds), (19.20.26)

melyet a protoneloszlas dip6lmomentumanak neveziink. A mag kvadropélmomen-
tuma pedig egy 3 x 3-as tenzor, mely a QtJ egyutthatokbol épil fel:

[6li o012 013
(Qij)= 021 022 02 - (19.20.27)
‘031 032 033;

A tapasztalat szerint a magokban az elektromos téltéseloszlas tukérszimmet-
rikus a mag O centrumara vonatkozoan. Ha ezt a tikrézési centrumot valasztjuk
koordinatarendszeriink kdzéppontjanak, akkor irhatjuk, hogy

Pjr) = pei(-r).

Hajtsuk végre a dip6lmomentum (20.24) képletében az xt  — xt behelyettesitést
és vegyuk figyelembe pd fenti tikdrszimmetridjat. Azonnal adédik, hogy

Di —D2= D3= 0,

tehat a magoknak nincs dipélmomentumuk. Ezek szerint a kilsé er6térrel vald
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W koélcsdnhatadsban a Ze 06ssztoltés utan a legfontosabb tag a B 7 kvadrupol-
momentumtél szarmazik.

A kvadrupélmomentum 9 komponense nem fliggetlen egymastél. A (20.25)
definiciobdl kdvetkezik egyrészt, hogy Qu szimmetrikus tenzor,

Qij = Qjh (19.20.28
masrészt, hogy a fo'diagonélisban lev§' elemek 6sszege zérus,
Bn + O2 + O3 = 0. (19.20.29)

(20.28) és(20.29) Osszesen négy osszefiiggest jelent a kvadrupélmomentum kompo-
nensei kozott, tehat a legaltalanosabb esetben is csak 6t fliggetlen komponens
marad.

Az 6t flggetlen adatbdl azonban csak kettd jellemzi a mag tényleges alakjat,
harom pedig attél fligg, hogy a koordinatatengelyeket milyen iranyban fektetjik.
Példaul, ha a koordinatarendszert alkalmasan valasztjuk, a Qtj tenzor &tlos

alakot olt

(Qi o o\
(Qih= o Q_0 , (19.20.30)
Vo0 QJ

tehat az 6sszes olyan komponens zérus, ahol i ¢ j. A Qb Q2 Qs mennyiségek
(20.25) alapjan a kovetkezd' integralokkal egyenlék:

eQi = J PeiB) (3x2 - r2,
eQ2=f Pei(0(3/ - N (19.20.31)
eQ3 =1 PeiB) (322 - r2,

melyekben a koordinatdkat most mar x, y, z-vel jel6ltik. Természetesen Qb Q2és
Q3 koziil csak ketté fuggetlen, mert fennall, hogy

Qi + 02+ 03 =o. (19.20.32)

Az egyensulyi allapotban levd magok altalaban forgasszimmetrikusak, szim-
metriatengelylk egybeesik az ered6 N impulzusmomentum irdnyaval. Ha
koordinatatengelylink z-tengelyét az N vektor irdnyaba fektetjik, akkor a forgas-
szimmetria miatt az x és y irdnyok ekvivalensek és ezért

Bi =R2 (19.20.33)
A (20.32) és (20.33) osszefuiggések miatt fennall, hogy

Ri=Rz= -y R 3 (19.20.34)

tehat a mag alakjat egyetlen adat, pl. a B3 mennyiség jellemzi. 8 3-at &ltaldban
index nélkali B-val jeléljik és a mag kvadrup6lmomentumanak nevezzik. (20.31)

60



utolso egyenlete szerint a kvadrupdlmomentumot a kdvetkez8' integral definialja:

B=y j Pei(r)(3"-rddv. (19.20.35)

E definicidbol latszik, hogy ha a mag a z-szimmetriatengely irdnyaban megnyult,
akkor Q pozitiv, ha pedig a mag az xy sik mentén lelapult alakkal bir (zsemle
alak(), akkor Q értéke negativ. Gombszimmetrikus magokra Q = O.

Ha a mag ered6 N impulzusmomentuma zérus, Ugy nincs kitlintetett irany a
magban. Az ilyen magok goémbszimmetrikusak és kvadrup6lmomentumuk zérus.
A mérések szerint a legnagyobb kvadrupélmomentuma a J™Lu magnak van,
ennél Q = + 7,0 »+10-24 cm2 a leginkabb lapult mag pedig a ”jJ, melynek
kvadrup6lmomentuma Q = —0,75 « 10_24cm2

A mag geometriai alakja és a Q kvadrup6lmomentuma kozotti dsszefliggést a
legegyszer(ibben Ggy vezethetjik le, hogy a mag alakjat egy forgéasi ellipszoidnak
tekintjuk. A forgési ellipszoidnak a forgéstengely iranyaba es6 féltengelyét a-val,
az erre mer6leges féltengelyt pedig U-vel jeldljik. Ha feltételezziik, hogy a peltol-
téseloszlas a magon belil allando, dgy a (20.35) formula a kvadrupdlmomentumra
a kovetkez6 Kifejezést szolgaltatja

2Vps

Q= —z- (er- b,

ahol V a mag térfogata,

4nab2
~ 3 ¢
Mivel Vpd a mag Ze Ossztoltésével egyenld, ezért a kvadrup6lmomentum kifeje-
zése a kovetkezd lesz

6=~ (a2- bd. (19.20.36)

Az a és b féltengelyek helyett vezessiik be az R magradiuszt, mely annak a gémb-
nek a sugaraval egyenld, melynek térfogata a V magtérfogattal egyenld,

R3 —ab2

valamint a mag megnyultsagéra jellemz§

paramétert. Ezek segitségével a féltengelyek a kovetkez6képpen fejezhetdk Ki:
a=4d1 + 6)23 és b —AQ + (5)-13

A kvadrupélmomentum képletébe helyettesitve ezeket az 6sszefiiggéseket, kapjuk,
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hogy
4Z ,,<5(1+<5/2)
e=" n2Tr TN - (19-20-37>

Mivel a magok alakja alig tér el a gdmbalaktol, ezért € 1 (20.37)-et &szerint
sorba fejtiik és csak az els§ hatvanyt tartjuk meg

47
Q= --1726. (19.20.38)

Ha ebbe a formuldba a Q kvadrup6lmomentum és az R magradiusz mért értékeit
behelyettesitjik, akkor kiszamithatjuk a $paraméter értékét. Példaul a ~ “Lu esetén
$= +0,18 és a rl3 magnal pedig $= - 0,03.

21. §. A radioaktivitas

Az el6z6 §-ban a stabilis atommagok legfontosabb tulajdonsédgait tekintettiik at.
Az atommagok egy része azonban instabilis; az instabil magok keletkezhetnek
természetes vagy mesterséges magatalakulas kovetkeztében. Egy mag instabilitasa
abban nyilvanul meg, hogy nagyenergiaji részecske kibocsatdsa kézben mas
magga alakul at. A magoknak ezt a tulajdonsagat radioaktivitasnak nevezzik.

Sokszor el6fordul, hogy a radioaktiv bomlas utan visszamaradé mag szintén
instabilis. Akkor a bomlastermék Gjra radioaktiv sugarzast fog kibocsatani és ez a
folyamat lépcsGzetesen addig tart, mig végul egy stabil atommaghoz el nem
érkezink.

A radioaktiv atalakulast semmiféle behatassal befolyasolni nem tudjuk, nem
tudjuk gyorsitani vagy lassitani a folyamatot. Nem tudjuk tovabba azt sem el6re
megmondani, hogy egy instabilis mag melyik pillanatban fog elbomlani. A folya-
mat id6beli lefolydsat csak statisztikailag tudjuk jellemezni, vagyis oly mdédon,
hogy el6re pontosan meg tudjuk mondani, hogy nagyszdmi( azonos mag kozul
egy bizonyos idé malva hany mag bomlott el. Az id6beli lefolyasnak ezen leirasara
jelen 8végén még visszatériink, de el6bb a radioaktiv atalakulasok kulénb6z6 faj-
tait réviden leirjuk.

a@sugéarzas esetén a mag egy )He héliummagot (a-részecskét) bocsat ki. Errél a
sugaraknak elektromos és magneses térben vald eltéritésével gyéz6dhetiink meg.
Az a-bomlast a kovetkezd reakcidegyenlettel irjuk le:

iX = B:\Y + 2He + q. (19.21.1)

Itt X a bomlé mag, Y pedig a bomlastermék kémiai jele. g-val a bomlas folyaman
felszabaduld energiét jeloltik. Az Y bomlastermék rendszéma kettével, tdmeg-
szama pedig néggyel kisebb, mint az X magé. Ez az un. SWi/y-torvény.
Természetes a-sugarzast, a Sm-nak egy a-sugarz6 izotdpjatdl eltekintve csak a
legnehezebb elemek mutatnak. A hatar egészen éles: a legnehezebb stabilis elem
a 2Bi és a legkdnnyebb x-sugéarz6 elem pedig a 210Po. Az a-sugéarzas volt a tor-
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ténelmileg legel6szor felfedezett magatalakulas és ez hivta fel a figyelmet a mag
Osszetett voltéra.

A tapasztalat szerint a Kisugarzott a-részek egészen meghatérozott, diszkrét
energiaval hagyjak el a magot. Ebbél a szempontbdl az «-sugarzas hasonlit az
elektronburokbol kisugarzott fényhez: a (13.1) Bohr-féle frekvenciafeltétel szerint
a kisugarzott fotonok energidja csak az elektronburok két energiaértékének
kildnbségével lehet egyenl6. Az «-sugérzas diszkrét energidja tehat bizonyitja,
hogy a magoknak szintén csak diszkrét energiaallapotai vannak.

R-sugdrzas a természetben a legnehezebb elemeken kivil a K, Ru és a Lu egy-
egy izotopjanal fordul el6. A természetes //-aktiv elemek sugarzasa elektronokbol
all. A mesterséges atommagatalakitasok lehet6ségének felfedezése 6ta //-sugarza-
son nem csak elektronsugdarzast szokas érteni, hanem pozitronsugdarzast is. Az
elektron és a pozitron aktivitastjel6lésben al~ ésa//+ vagy az e~ és az e +jelekkel
szokas egymastdl megkilénboztetni. Mesterséges magatalakitasok atjan igen
nagy szamu 3~ és//”-aktiv izotopot sikerilt el6allitani, tgyhogy ma minden elem
esetében ismerlink legaldbb egy //-aktiv izotopot.

Mig az egyfajta atommagok &ltal kisugarzott a-részecskék energidja csak né-
hany diszkrét energiaértékkel lehet egyenl, ez a //-sugarzasnal nem all fenn. A /?-
sugarzasnal a kibocsatott //-részecskék energiaja folytonos eloszlast mutat, amely

d / N.

(3-részek energiaja

15. A radioaktiv /3sugarzas intenzitdsa a /"-részek energiajanak fiiggvényeként

zérustol egy, a sugarz6 magra jellemz6 maximalis energiaértékig terjed (15.
dbra).

Feltételezhetjik, hogy az ugyanolyan fajta //-sugarz6 magok kezdetben ugyan-
azon energiaval rendelkeztek. Ebb6l rogtén arra kdvetkeztetiink, hogy a folytonos
energiaju //-sugarzassal keletkezett 4j magok nem lehetnek egyenl6 energiajuak,
mert hiszen az a mag, amely kisebb energiaju //-részt emittalt, nagyobb energiaval
marad vissza, mint az, amelyik nagyobb energiaja//-részt sugarzott ki. A tapaszta-
lat ezzel ellentétben azt mutatja, hogy a keletkezett Uj magok kdzott semmiféle
kulénbség sincs. Az 0j atommagok kilonb6z6 nagysagu energiatartalmanak meg
kellene mutatkoznia pl. a //-sugéarzast sokszor kdvetd a-sugarzésban. Azt kellene
varni, hogy a nagyobb energidju magok energiafeleslegiiket nagyobb energiajd
a-rész kibocsatasaval adjak le, mint a kisebb energiajlak; vagyis azt véarnénk,
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hogy a /(-sugarzast kdvetd a-sugarzas energiaeloszlasa is folytonos. Ezzel szemben
a tapasztalat azt mutatja, hogy az a-részek energiaja egy diszkrét energiaérték.
Ez a koérulmény a mesterséges /~-atalakitasokkal nyert tapasztalatokkal egyutt
egyértelm(ien arra mutat, hogy valamely magfajtabol a folytonos energiaeloszlasu
/l-sugarzassal keletkezd Uj magok egyenl6 energiajlak.

Ezt alatdmasztjak a //-sugarzas energiajara és a [-aktiv mag és a keletkez6 (j
mag toémegére vonatkozd pontos mérések. A (20.3) dsszefiiggés szerint a mag
energiaja a tomegébdl kiszamithato és igy a tomegmérések segitségével a [-aktiv
mag és a keletkez6 Gj mag energiakilonbsége megallapithatd. Ez az energiakiilénb-
ség, barmekkora is a maghol emittalt [-rész energiaja, mindig akkoranak adodott,
mint amekkora a folytonos energiaeloszlasi [-sugarzds maximalis energidja.

Fermi és Pauli nyoman feltételezzlk, hogy a A-bomlasnal a [-részecske mellett
még egy masik részecske is keletkezik gy, hogy a hidnyz6 energiat éppen ez a ré-
szecske viszi magaval. Ezt az Uj részecskét Fermi neutrindnak nevezte el. Az ener-
giamegmaradason tilmendéen a neutrind gondoskodik az impulzus és az impulzus-
momentumalland6saganak betartasarol. E feltételeknek aneutrin6 akkortesz eleget,

ha tdmege zérus és spinje TS Mivel a neutrind az elektroméagneses térrel
2 2n

semmilyen észlelhet6 kdlcsénhatasba nem 1ép, ezért elektromos toltése és magneses
momentuma zérus kell, hogy legyen.

Az el6z6kben mar részletesen megtargyaltuk, hogy a mag neutronokbol és
protonokbol épul fel, a mag elektronokat (pozitronokat) allandé alkatrészként
nem tartalmaz. Nyomban felmer(l a kérdés, hogy a [-sugérzasnal kirepuld ex-ré-
szecskék honnan szdrmaznak. Fermi e kérdés megvalaszolasanal az elektronfel-
héb6l kisugarzott fény (foton) keletkezésével vont parhuzamot és feltételezte,
hogy a [O-sugarzasnal a [O-részecskék és a veluk egyutt kisugarzott neutrindk a
sugarzads kibocsatadsanak pillanatdban keletkeznek.

A fentiekben, révidség kedvéért, a [O-részecskékkel egyiitt kisugarzott zérus
témegl és semleges részecskét neutrinénak neveztilk. Meg kell azonban egymastol
kulénboztetniink a B~ és a [+ bomlasnal kibocsatott részecskéket. Az altalanosan
elterjedtjeldlésmaod és szhaszndlat szerint neutrindnak a /lebomlasndl a pozitron
mellett kirepuld részecskét nevezzik;jele v. A 1*“-bomlas soran az elektron mellett
keletkez6 részecske pedig az antineutrind, melyet v-vel jeldlink. A O- és a O+
homlas szkémaja tehéat

EX = z+iY +e- + v+ q, (19.21.2)

AX = ZJY + e+ + v+ q, (19.21.3)

ahol g a bomlas soran felszabadulé energia. O--bomlasnal a rendszam eggyel
megnd, a tdmegszam valtozatlan marad; ilyen atalakulassal a tul sok neutronnal
hir6 magok igyekeznek stabilis allapotba jutni. O —bomlassal pedig a tul sok
protonnal bir6 magok alakulnak &t, ekkor ugyanis valtozatlanul marad6 témeg-
szam mellett a rendszam eggyel csdkken.

irjuk fel a O-bomlasok energiamérlegét. A (21.2) A~-sugérzéas esetén a kezdeti
allapot energiaja az X mag Mxcz nyugalmi energidjaval egyenl6, a bomlas utani
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allapot energidja pedig az Myc2 és /;roc" nyugalmi energiakb6l, valamint a q fel-
szabadul6 energidbol tevo'dik éssze. (A «wenergia mint az Y mag, valamint azé' és
V kisugarzott részecskék mozgasi energiaja jelentkezik.) Az energiaegyenlet tehat

Mxc2 = Myc2 + mQc2 -I- g.
Behelyettesitve ide a magok témegére vonatkozo (20.3) formulat, kapjuk, hogy
qg= (Mn—Mp —mQc2+ Ex —Ey — 1,53 m(c2 + Ex —Ey,
ahol felhasznaltuk azt a tapasztalati tényt, hogy
Mn—Mp = 2,53 mQ
A ~-bomlas spontan modon csak Ugy mehet végbe, ha a g energia pozitiv, tehat ha
Ex —Ey > — 1,53 mQc2 (19 21.4)
A /l--sugarz6 mag energiaja tehat legfeljebb
1.53 m(c2 = 0,782 MeV

-tal lehet kevesebb, mint a bomléas soran keletkez6' (j mage.
Hasonl6 gondolatmenettel megvizsgalhatjuk a jSt-boml&s energiaviszonyait.
Itt arra az eredményre jutunk, hogy

Ex —Ey > (Mn- Mp + mQc2 = 3,53 m(c2 (19.21.5)

kell, hogy legyen. A /?+-bomlés feltétele tehat az, hogy a sugarz6 mag energiaja
legalabb
3.53 m(c2= 1,804 MeV

-tal nagyobb legyen a bomlas soran keletkez6 Gj magenergianal.

K-befogason azt a jelenséget értik, amikor a mag befogja az elektronburok
(szinte kizar6lag a maghoz legkdzelebb es6 részb6l szarmazd) egyik elektronjat.
A A-befogas reakcidegyenlete:

BEX + e~ =Z_IY + V+ q. (19.21.6)

A JT-befogasnal, éppen gy mint a B +bomléasnal, a rendszam eggyel csokken,
tehat a JT-befogas is a tal sok protonnal rendelkezd magok esetében kdvetkezik be.
A JT-befogéas energetikai feltétele:

Ex- Ey>{Mn- Mp- mQc2= 153 c2

A JT-befogés tehat akkor is bekdvetkezhet, ha a  -bomlas energetikailag tiltott,
hiszen most a bomlé mag energidja csak
1,53 c2 = 0,782 MeV (19.21.7)

-tal kell, hogy felette legyen a keletkez8 Uj mag energidjanak. A megfigyelés valdban
alatamasztja, hogy sokkal tébb olyan mag van, amelyik a protonfeleslegét6l
JT-befogéassal szabadul meg, mint ahany /?+-bomlassal alakul at.
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A (21.6) reakcidegyenlet mutatja, hogy a A"-befogas sordn keletkezik egy
neutrind. Ezen neutrind energiajataz ZX és az Z_AY magok energiai egyértelm(en
meghatarozzak; a kibocsatott neutrindk energiaja tehat diszkrét. A impulzus-
megmaradds miatt a kibocsatott neutrind visszaloki a magot, és impulzusaik
ellentetten egyenlék. A visszalokott mag impulzusat a k('jvetkez(iképpzen szamit-

hatjuk ki. A p impulzusét mag mozgasi energiajat a nemrelativisztikus ) N{ormulé-

val irhatjuk le, a zérus tdmeg( és —p impulzuséi neutrind energidja pedig (6.10.14)
alapjan cp lesz. E kett6 ereddje egyenlé a bomléaskor felszabadulé q energiaval
2
I~ +cp=q. (19.21.8)

A (21.6) reakci6 energiamérlege szerint
qg—Ex —Ey — (Mn—Mp) + m0, (19.21.9)

tehat a g-1 az Ex és az Ey magenergiak egyértelmlen megszabjak. Ha q ezen értékét
(21.8)-ba tesszik, ugy ki tudjuk sz&mitani a p impulzust. Az igy kapott impulzus-
érték teljes dsszhangban van a visszalokoétt mag megfigyelt impulzusaval. Ez a
megfigyelés a neutrinok létezésére vonatkozo feltételezéseket rendkivil meg-
szilarditotta.

Izomer-atalakulasnak az olyan magéatalakulast nevezziik, amikor a magnak sem
az A tdmegszédma, sem a Z rendszdma nem véltozik meg. Az a-sugéarzéssal kapcso-
latban megbeszéltik, hogy egy magnak csak diszkrét energiadllapotai lehetnek.
a legalacsonyabb energidju (Ugynevezett alapallapotl) mag izomerjének nevezzik.
Az izomér mag id6vel y-sugarzas, tehat foton kibocsatasaval megy at az alapalla-
potba. A fentiekb6l kovetkezik, hogy a kibocsatott foton energidja csak meg-
hatarozott, diszkrét érték lehet.

El6fordulhat, hogy az izomer-atalakulaskor kibocsatott fotont a magot koril-
vevd elektronburok valamelyik elektronja abszorbealja. Ezaltal ez az elektron
akkora energiara tesz szert, hogy elhagyja az atom kotelékét. Ezt a jelenséget
konverzids elektronkibocsatasnak nevezzik. Kiemeljik, hogy a konverzios
elektron-kibocsatas és a /1- -bomléas kozt a legszembetlin6bb kilonbség az, hogy
konverzios elektronok energidja egy meghatérozott diszkrét érték, a B~ -bomlaskor
kirepll6 elektronok energiaeloszlasa pedig, mint mar megbeszéltiik, folytonos.

Neutronemisszio igen ritkan fordul el6. Feltétele, hogy a mag tul nagy neutron-
felesleggel rendelkezzék. Hasonl6képpen, ismeriink néhany olyan magot, melyek
protonfeleslegiiktél kozvetlen protonemisszidval szabadulnak meg.

A radioaktiv bomlasok kulénb6z6 fajtainak megbeszélése utan térjink ra a
radioaktiv bomlas idébeli lefolydsdnak megbeszélésére. Mar emlitettiik, hogy a
bomlastorvény tipikusan statisztikai térvény: meghatarozott A valdszinlisége van
annak, hogy egy bizonyos fajta atommag az elkdévetkezendd id6egység alatt
bomlast szenvedjen. Ha a t id6pillanatban 6sszesen N szdmd magunk van, akkor a
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dt id6 alatt elbomlé6 magok szama:

dN = - XNdt. (19.21.10)

Tehat az elboml6 magok szama aranyos a meglevé atomok szamaval, A-nel és
aranyos a dt id@intervallummal. A A ardnyossagi tényez6 a radioaktiv magra
jellemz8 é&llandd, mely nem fliigg sem A-t6l sem a t id6t6l.

A (21.10) egyenlet integralasaval a kdvetkez6 bomlastérvényt kapjuk:

N(t) = NOe-x', (19.21.11)

ahol Aoa t = 0id6pillanatban meglevé magok szamaval egyenl6. A bomlé magok
szama tehat az id6vel exponencidlisan csdkken. A 2 bomlési allandd annak az
idének a reciproka, mely alatt a magok szdma e-ed részére csokken. A radioaktiv
bomlas jellemzésére altalaban nem a A bomlési allandét, hanem a T felezési id6t
szokas megadni. T az az id6tartam, mely alatt a radioaktiv magok fele elbomlik.
(21.11)-b6l T-re a kévetkezd egyenletet kapjuk:

~ = NOe~*T,
amibél

A bomlasi torvényt a legcélszerlibben egy féllogaritmikus koordinatarendszer-
ben abrazolhatjuk, ahol az abszcisszara a t id6t, az ordinatatengelyre pedig
In N-t visszlk fel. Egy ilyen diagramot lathatunk a 16. &brén. In A a t idének

11 1 1 »t

0 T 2T 3T 4T
16. abra. Bomlasi térvény a féllogaritmikus koordinatarendszerben

linearis fliggvénye, az egyenes meredeksége éppen A-val egyenld. A (21.10) 6ssze-
fliggés szerint a XN szorzat az id6egység alatt elbomlé magok szamaval egyenld.
Ezt a mennyiséget a radioaktiv anyag aktivitdsanak nevezziik. Az aktivitasra két
egyseget vezettek be. Egyik a curie, amely 1g Ra aktivitasaval egyenl6:1

1lcurie = 3,7 * 1010 bomlas/sec.



A masik egység a rutherford, melynek definicija
1 rutherford = 10°bomlés/sec.

A fentiekben csak azt az egyszer(i esetet targyaltuk, amikor a bomlas soréan ke-
letkez6' magok mar stabilisak. Most tekintsiink egy lépcs6zetes radioaktiv bom-
last. Legyen Nx szdm( X-jelli magunk, mely X boml&si &llanddval bomlik egy Y-
jelld bomlastermékké, mely tovabb bomlik u bomlasi allandéval Z végtermékké.

Az egyszerliség kedvéért Z-r6l feltételezzilk, hogy mar stabilis mag. A kiindulé
X mag bomlasat nyilvan (21.11) irja le, tehat

Nx(t) = NxOe~x. (19.21.13)

Az Y magok szama dt id6 alatt megnd XNxdt-vel mert ennyi X mag bomlik el,
masrészt csokken BNYdt-vel mert ennyi elbomlik Z-vé. Tehat J1-vel osztva és
behelyettesitve (21.13)-b6l Nx kifejezését, NY-ra a kdvetkez6 egyenletet kapjuk:

dNY
+ tiNy = XNx(ie - xt. (19.21.14)

Ez egy linearis, inhomogén differencidlegyenlet N Y{t)-re, melynek &ltalanos meg-

oldasa:

Nyit) = NXOE:Ae~u + Be-1".

Itt B egy integracidés allandd, melyet a kezdeti feltétel szab meg. Ha a t = 0 id6-

pillanatban a radioaktiv anyag még tisztdn X-bél all, azaz NY(0) = 0O, gy

B=~NX
B -X

és az Y magok szamat a kévetkezd torvény irja le:
Ny(t) = Nx0O— '— (e-X- e-*). (19.21.15)

Ha a kiindulé X mag lassabban bomlik, mint az Y bomlasterméke (A < p), akkor
elegendd hosszu idé utan e~"* méar elhanyagolhat6an kicsiny lesz e-/,-hez képest
és ekkor

Nyit) = Nx0-, ~ e ~ XI.

yit) R A

Ekkor tehat az Y bomlastermék az X mag bomlasi valdszinliségének megfeleléen
bomlik. Ezt az esetet mutatja a 17. abra.

Kilonlegesen specialis eset, amikor A R. Ekkor (21.13) és (21.15) helyett
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17. dbra. Az X és Y magok bomlésa A< 1 esetén
kozelit6leg irhatjuk, hogy
Nx{t) = NxO,

Ny{t)= NM-{\-e -» ).
No

Ezt az Osszefliggést mutatja a 18. abrank. Az Y magok szama 0-rol felfut egy
bizonyos konstans értékre, majd azon a nivon marad. Az egyensuly akkor all be,
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18. abra. Az X mag koncentracidja 2  [n esetén

amikor az e~fl' id6fuggd' tag elhanyagolhaté lesz +1 mellett. Ezen egyensulyi
allapotban

Nyii = Nxa .
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Végil tekintsuk azt az esetet, amikor az X mag gyorsabban bomlik, mint az Y
bomlastermék, azaz /1 > g. Egy ilyen esetet mutat a 19. 4bra. Az Y magok szama
eleinte ndvekszik, majd az X magok elfogyéasa utan Y a sajat bomlasi allandoja-
nak, g-nek, megfelel6 felezési id6vel bomlik.

100% 4
80% -1
n
60% 1L/ \ y-«*pb
| \
40% ‘N \
1 \

20 % -' \ X=218P0

0 20 40 60
perc —»
19. é&bra. Az X és Y magok bomlasa A> g esetén

22. 8. Magreakciok

A mag alkotorészeit dsszetartdé erék oly nagyok, hogy a magban csak tobb
MeV energidju sugarzassal idézhetiink el6 atalakulast. Az els6 mesterséges mag-
atalakitast, mai szohasznalattal magreakciét, RUTHERFORDnak sikertilt el§idéznie
1919-ben. Rutherford a-részecskék szdérddasat vizsgalta nitrogénben és azt ta-
lalta, hogy a szort sugarban protonok is fellépnek. A folyamat nem az N mag
egyszer(i felbontasa, hanem egy magreakcid jon létre: az a-rész ugyanis benn
marad az N magban és egy proton tavozik. Tehat a magreakcié a kovetkez6
egyenlet szerint megy végbe

WN + [He > 120 + [H.
Ugyanezt a reakcidt tomdorebben a kdvetkez6képpen irhatjuk fel:
“NCan'o.

Altaldban minden magreakcional beszélhetiink bombéazé részecskérdl, ezt 7-vel
jeldljik, a bombazott mag neve pedig target, jele T. A reakcid kovetkeztében a
target atalakul valamilyen P maggé és kirepil egy O-val jelélt mag. A magreakcid
egyenlete tehat

T+7->P+ 0O, (19.22.1)

vagy
T(i, 0)P. (19.22.2)
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Természetesen csak olyan reakciok mehetnek végbe, melyeknél a tdltés- és tomeg-
szam megmarad, tehat fenn kell, hogy alljon, hogy

ZT+Zl =ZP+ ZQ,
AT + A, = AP+ AOQ. (19.22.3)

Altalaban az | bombézé és az O Kkirepiillé magok a periédusos rendszer elejérdl
valé kdnnyl magok szoktak lenni, a T target és a P reakciotermék mar lehetnek
nehezebbek is. De ismerlink olyan magreakciot, ahol vagy /, vagy O szintén ne-
hezebb mag. Néhany tipikus példa

19 + p ->1cO + a3,
2C + d -»13C + p,
107Ag + p-> 10/Cd + n,
12C + 12C -> 2ZNa + p,
07Ag + y > 108Pd + p,
ahol p és n szokas szerint a protont és a neutront jel6li, a az oc-részecske, azaz a
|[He mag, d a deuteronnak nevezett 2H mag, y pedig a foton jele. El6fordul az is,
hogy a P reakciétermék a T targetnek egy izomerje. Ezt altaldban egy (*)-gal szok-

tuk jeldlni.
160 +p ->160 *+ p.

A magreakcidk technikai keresztilvitele megkdveteli, hogy a kiindulaskor egy
T + | Utk6zés kovetkezzék be, de a reakcié nem vezet feltétlenul egy P reakcio-
termékbdl és egy O kirepuld részecskébdl allo végallapothoz. Lehetséges tobb ki-
repild részecske, ilyenek példaul az («, 2ri) és a (p, np) tipust reakcidk, és el6-
fordulhat az is, hogy egyaltaldn nincs kirepll6 részecske, mint pl. a

107/Ag + n -* lusAgT

reakcional. Ez ut6bbi tipust radiativ befogasnak hivjuk.
Ela egy adott / részecske egy T magnak Ultkdzik, akkor altalaban tobbféle mag-
reakcio is bekdvetkezhet. Ezt a kovetkez&képpen jeldljuk:

Pi+ot
P2+ 02

; (19.22.4j
Pk + Ok

T+1->

Hogy az egyes Pk + Ok végéallapotok milyen val6szinliséggel jonnek létre, ez a
T és | magok Osszetételén kivil fligg az / bombazd részecske kinetikus energiaja-
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téi. Ha a végallapotban lev6 magok azonosak a kezdeti allapotban levékkel,
tehat ha P = T és O = |, Ggy a magreakcio a rugalmas szdras folyamatanak felel
meg. A rugalmas szdras reakcidegyenlete tehéat

T+I1AT+1. (19.22.5)

Rugalmatlan szdrasrdl akkor beszélink, ha a reakciotermék a bombézott T
target egy izomerje:

T+1-*T* + I (19.22.6)

Tényleges magatalakulas esetén T és P &sszetétele kiilonbdzik egymastol.
A

Px+ Ob P2+ 02 ..., Pk+ Ok, ...

lehetséges végallapotokat reakcidcsatorndknak nevezzik, a T + | kiinduléalla-
pot neve: bemend csatorna. A (2.25) rugalmas szérasnal a bemen6 és kimend csa-
torna ugyanaz, a tobbi magreakcidnal a be- és kimend csatornak kilénbdznek.

Vizsgaljuk most meg a magreakciék energiaviszonyait. A magreakcidk leira-
sara olyan koordinatarendszert valasztunk, melyben az (itk6z6 magok tomeg-
kézéppontja nyugalomban van. Valamely reakciécsatorndhoz tartozé energia
a hozza tartozé magok bels6 energiajabdl és a kinetikus energiabol tevédik dssze.
A mag belsé energiajat alapallapotban, azaz a legmélyebb energiaja allapotban,

valé eltérés. e*-ot az izomer gerjesztési energiaiknak nevezzik.
Valamely P + O csatorna teljes energidja a mondottak szerint

T+Ep+EOQO+e* + E

lesz, ahol T a tdmegkdzépponti rendszerhez tartoz6 kinetikus energia. Az energia-
megmaradas tétele megkoveteli, hogy a bemené és a kimen6 csatornahoz tartozoé

energia egyenlé legyen. A T(l, 0)P reakcio esetén tehat a kdvetkez8 energiatétel-
nek kell teljesulnie:

7) + Ej- + Ej +£* + £ = Tf+ Ep + Eq+ £ + £*, (19.22.7)

Altalaban a bemené csatornaban levé magok alapéllapotban vannak, vagyis
g* = e* = o és a legtdbb esetben a kirepuld O részecske is alapallapotl, azaz

e* = 0. (Ha | vagy O egy neutron vagy egy proton, akkor az illet6 részecske alap-
allapotdhoz tartoz6 és az e gerjesztési energia egyarant csak zérus lehet.)
A Tf és T/ kinetikus energidk kilonbségét reakciéenergianak nevezzik:

Q=T- Tp (19.22.8)
(22.7) alapjan irhatjuk, hogy

Q= (ET+Ej- EP- EOQ + (r* + s* - a* - egj). (19.22.9)
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A reakcidenergia fenti kifejezésében az els6' zarojeles kifejezést a T(I, 0)P reakcio
O-érlékeinck szokas nevezni. Jele:

QI0 = ET + Ej —Ep —EQO. (19.22.10)

Mivel az e* gerjesztési energiak definicio szerint csak pozitivak lehetnek és mivel
a gyakorlatban e* + r* = o, ezért a masodik zardjeles kifejezés értéke negativ,
azaz a Q reakcidenergia nem lehet nagyobb, mint a reakcid- g /o-ja:

e N Qio-
Természetesen a Tf = 7) + Q Kinetikus energia csak pozitiv érték lehet. Q > 0
esetén ez automatikusan teljesiil, az ilyen magreakciot exoergnek nevezzik. Ha
Q < 0, akkor a magreakcié csak akkor kovetkezhet be, ha a kezdeti Tt Kinetikus

energia nagyobb, mint | Q \ = —Q. Az ilyen reakci6t endoergnek hivjuk. Az endo-
erg reakcié feltétele (22.9) és (22.10) figyelembevételével a kdvetkez6:

Ti > (*+ e*- e*- *) - QIO. (19.22.11)

A jobboldalon szerepl6 kifejezést a reakcio kiiszobenergiaiknak nevezzik. A fenti
definiciok szerint az exoerg reakciok kiisz6benergidja negativ szam, az endoerg
reakcioké pedig pozitiv. Az exoerg reakciok ezért tetszés szerinti kicsiny I~ kine-
tikus energiandl is végbemennek, az endoergek pedig csak akkor, ha 7) felette
van a kiszdbenergianak.

A fentiekben a magreakciok altalanos leirasat és veliilk kapcsolatos legfontosabb
fogalmakat ismertilk meg. A magreakciok elméletének alapfeladata az, hogy egy
(22.4) tipusu reakci6 esetében megallapitsa, hogy egyaltalan milyen kimend csa-
torndk lehetségesek, és hogy az egyes kimend csatorndk milyen val6sziniiséggel
lépnek fel. A lehetséges kimen6 csatorndkat altalaban a mozgasallandok, vagyis
a megmaradasi tételek vizsgalataval allapithatjuk meg. Hogy az egyes kimend
csatorndk mekkora val6szin(iséggel 1épnek fel, ennek eldontéséhez sziikséges
ismernink egyrészt a mag alkoto részei k6zott hatod er6k tulajdonsagait, masrészt
a korpuszkularis méretil testek Gtkdzésének térvényeit, melyet a kvantummecha-
nikai szérésszamitdsban fogunk targyalni.

23. 8. A szilard testek korpuszkularis elméletének alapjai

A szilard testek — eltekintve néhany amorfanyagtol —kristalyos szerkezet(iek.
Nagyobb egykristalyok altalaban ritkdn fordulnak eld, ill. kiilénleges technikai
eljarassal lehet csak létrehozni ilyeneket; a természetben el6fordul6 szilard anya-
gok talnyomoé része apré mikrokristalyokbdl épal fel.

A szilard anyag kristalyos szerkezete az anyagot felépit§ atomok legkedvezébb
elrendezésébdl adddik. Szabalyos kristalyelrendez6désre van szikség ahhoz,
hogy a bonyolult atomi egységek j6l kapcsol6dhassanak egyméshoz, hogy a ké-
miai kotések megfelelé iranyban és tavolsagban legyenek.

A szilard testeket a kristalyt felépit6 atomok kozt hato er6k tartjak egybe.
Ezek az er6k altaldban elektrosztatikus eredetiiek, legfeljebb jelentéktelen mér-
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tékli mégneses kolcsbnhatassal. A kristalyos kotést ot tipusba szokas sorolni,
melyek kozti eltéréseket a kristaly atomjai, ill. molekulai korili elektronok k-
Ionféle elrendez6dése okozza. Az aldbbiakban roviden ismertetjik a kristalyti-
pusokat.

lonos kristalyok. Az ionos kristalyok két kiulonb6z6 tipusi atombdl épiilnek

fel, mégpedig Ugy, hogy egyes elektronok az egyik tipust atomokrél atmennek
a masik tipustakra. Az ionos kristaly tehat pozitiv és negativ ionokbdl all. A kris-
taly felépitése olyan, hogy az ellentétes toltésl ionok kdzelebb vannak egymashoz,
mint az egynemd toltésiek, tehat a kristalyt Iényegében véve az ellentétes toltés(
ionok elektrosztatikus vonzésa tartja egybe. Az ionos kristalyok féképpen két
kristalyszerkezetben alakulnak ki. A lapcentrdlt tipusra a NaCl, a tércentralt

tipusra a CsCl kristalya a legismertebb példa. Ezeket szemléltetjik a 20. &bran.

cr —<— Y n'--\ -ij,,
&
Ne+H fil IS
a
NaCl Upus CsCl tipus

20. abra. A tércentralt (NaCl) és a lapcentralt (CsCl) kristaly szerkezete

Kovalens kotés. A kovalens kotés olyképpen jon létre, hogy két szomszédos atom
egy-egy elektronja a két atom kozotti tartoméanyban helyezkedik el. Egy ilyen
kristaly szkematikus képét mutatja a 21. abra, melyen a fehér kérok a pozitivio-
nokat, a vonalkazott tartoméanyok pedig a vegyérték-elektronok helyét abrazoljak.

e © 0 © ©
© © ©
© © © © ©
m m ©

© © © 6 ©O©

21. &bra. A kovalens kotés vazlata

A kovalens kotés a kémiabdl is ismert jelenség, melyet a két ion kdzotti rela-
tive nagy elektronslir(iség és er@s irdnyitottsdg jellemez. Féleg a szerves kémia-
ban taldlkozunk vele, mert a szén az egyik legismertebb olyan atom, mely kova-
lens kotést tud létrehozni. Szén esetében a vegyérték-elektronok egy olyan tet-
raéder csdcspontjaiban helyezkednek el, melynek k&ézéppontjaban a szénatom
van. A metdn CHa4 molekuldja a tetraéderes kotés tipikus példaja. A szénato-
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mokbol feléplld kristalyok szintén tetraéderes szerkezetliek. llyen pl. a gyémaént-
kristaly, melynek szerkezetét a 22. dbra szemlélteti.

Hidrogénkotésd kristalyok. A hidrogénkdtés az ionos kotés egy specialis for-
maja. A hidrogénatom atadja egyetlen elektronjat a kristdlyban helyetfoglaléd
molekula egy méasik atomjanak, és a csupaszon maradt proton képezi a hidrogén-
kotést. Vazlatos képét a 23. abran lathatjuk, ahol a fehér kérok negativ molekula-
ionokat, a fekete pontok pedig protonokat jel6Inek.

22. d4bra. A tetraéderes szerkezetli gyémantkristaly. (Kittel, C., Bevezetés a
szilardtestfizikaba, M(szaki Kiad6, Budapest 1969.

23. abra. A hidrogénkdtésd kristaly vazlata

A hidrogénkoétés fontos szerepet jatszik bizonyos ferroelektromos kristalyok-
ban, példaul a kaliumhidrogénfoszfat kristalydban. Ugyancsak hidrogénkétés
valdsul meg a jégkristdlyokban a H2 molekuldk k6zott és ez a hidrogénkotés
felel6s a jég meglepd fizikai sajatsagaiért.

Molekulakristalyok. Telitett molekuldkbdl vagy nemesgaz atomokb6l épillnek
fel. A molekulakristalyok épitékovei tehat elektromosan semlegesek. A kotést a
molekuldk, ill. atomok elektromos dip6lmomentumainak kdélcsénhatasa hozza
létre. llyen kristaly olyan molekuldkbol vagy atomokbdl is létrejohet, melyeknek
dip6lmomentuma kozépértékben zérus, de van fluktualdé dip6lmomentumuk,
melyet az elektronfelhd pillanatnyi helyzete hoz létre, ugyanis az egyes atomok
minden egyes elektronja az atommaggal egy-egy dip6lmomentumot alkot. Ennek
a dip6lmomentumnak pillanatnyi elektromos tere a szomszédos atomokban, ill.
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molekulakban is indukal dip6lmomentumot és a két dipdlmomentum kélcsénha-
tasa a két atom kozott vonzderd't hoz létre. Az ilyen tipust kélcsénhatast van der
(TaaA-kélcsonhatasnak nevezziik, és az ilyen er6kkel dsszetartott kristalyracsnak
van der ICna/s-kristdly a neve. Tipikus példa a van der tK(d/i-kristadlyra a ne-
mesgaz atomokbdl felépil6 kristaly, pl. a szilard argon.

Fémes kristalyok. A fémkristdlyokban a vegyérték-elektronok leszakadnak az
atomokrdl és szabadon mozognak a kristalyban. A fémes kristalyt tehat olyannak
képzeljik, hogy a pozitiv ionokbdél allé racsot a negativ t6ltésii elektronok nagy-
jabol homogén eloszlasu felhdje tolti ki. Ezt az elektronfelhét elektrongéaznak
szoktuk nevezni és ez az elektrongaz jon mozgasba, amikor a fémben elektromos
aram folyik. A fémek jo vezet6képessége éppen onnan ered, hogy az elektrongaz

viszonylag akadalytalanul mozoghat a kristalyban. Az elektrongéaz elektronjait
néha vezetési elektronoknak nevezzik.

A fentiekben ismertetett 6t kristalytipuson kivil olyan kristalyok is vannak,
melyek atmenetet képeznek az egyik tipusb6l a méasikba. Az ionos és a kovalens
kristalyok kozti atmenet folytonos. Sokszor fontos tudnunk, hogy egy adott kris-
taly kotése milyen mértékben ionos és milyen mértékben kovalens, de ezt teljes
biztonsaggal nemigen lehet elddnteni. Az Gn. atmeneti fémekben a vegyérték-
elektronoknak csak egy része képez elektrongazt, a tobbi pedig kovalens kotést
alakit ki. Ezek a fémek tehat atmenetet képeznek a fémes és kovalens kristalyok
kozott.

A kristalyos szilard test egyes atomjai, ionjai vagy molekulai a kristalyban
kijelolt helylikén csak akkor tartézkodnanak allanddan, ha a kristaly h6mérsék-
lete az abszolut zérus fok lenne. A h6mozgas hatdsara a kristaly racspontjaiban
levé épitéelemek rezgéseket végeznek, melyek amplitiddja a h6mérséklettel né.
Eléggé magas hémérsékleten a kristalyban uralkod6 rend felbomlik és a kristaly
megolvad. Cseppfolyés allapotban is megmaradnak szabalyos szerkezetl dn.
kvazikristaly elemek, de ezek pillanatrél pillanatra deformalédnak. Ela ezek a
deformalodasok lassan mennek végbe, akkor az anyag gyakorlati szemponthdl
szilard lesz (ilyen pl. az Uveg, az aszfalt és a tobbi amorftest), de elméleti szempont-
bél ezeket az anyagokat is folyadékoknak tekintjik.

24. §. A racsenergia

A racs elemi cellajanak nevezzik a kristdlyban azt a legkisebb testet, melynek

cella egy kocka, melynek éle két, egymashoz legkdzelebbi Na+ iont kot &ssze
(L a 20. &brat). Az elemi cellat képez6 kocka a élhosszlsadgat racsallandonak
nevezzik.

A sliriség megallapitasa céljabol meg kell hatarozni, hogy az elemi celldban
hany Na+ és hany CIl- ion van. Itt figyelembe kell venni, hogy a cella csicspont-

jaiban helyet foglalo ionok s celldhoz tartoznak, tehat azoknak csak -é-a sza

76



mit, hasonldé okoknal fogva az éleken lev6 ionoknak — -e, a lapokon lev6knek

pedig csak a — -e jon szamitasba. Az elemi cella belsejében levd ion természete-
sen teljesen szdmit. igy arra az eredményre jutunk, hogy a NaCl kristaly elemi

8 6 A Y .
celljjgban — + — =4 Na+ion és -2—~+1 =4 ClI- ion foglal helyet. A Na-

és Cl-ionok témege S ill. , ha MNaés Mc1 a Na, ill. a Cl atomsulya. Mi-
vel az elemi cella kébtartalma a3 a sdr(iség

_ 4(MNa+ MQ)
P Las

Ebbél a racsallandora a kovetkezd formulat kapjuk:

r4(M,a+ Mc,)r (19 24 1)
Lp

u-ban szerepel az L Loschmidt-szam, és igy a csak annyira pontos, amennyire L
pontos. Hasonlé gondolatmenettel allapithaté meg a tobbi kristaly racsallanddja is.

Ismeretes, hogy adott hullamhosszi rontgensugaraknak a kristdlyon valo
elhajlasabol a racsallandot meg lehet hatarozni. A (24.1) képlet alapjan ezt az
eredményt L meghatarozasara leht felhasznalni. Az igy kapott érték nagyon jo
egyezésben van a s. §-ban leirt M////kun-mddszerrel meghatarozott elemi toltés
segitségével kapott L értékkel.

A racs energiajan az egész racs potencialis energidjat értjik, amely a racsot
alkoto részecskék kdlcsdnhatasabdl szarmazik. (Fémek esetén a racsenergia tar-
talmazza az elektrongaz kinetikus energiajat is.) Mi az aldbbiakban csak az ion-
kristdlyokkal fogunk foglalkozni. Ezeknél a rdcsenergia szamitidsahoz elegend6
az elektrosztatika eredményeire tdmaszkodni. A tdbbi racstipus energiajanak
szamitasa csak a kvantumelmélet alapjan lehetséges.

Elsésorban azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen er6k tartjak 6ssze az ionkris-
talyokat. Erre a kérdésre egyszerlien valaszolhatunk. Az ionkristalyok pozitiv és
negativ ionokbdl vannak felépitve, melyek kézott mikod6 elektrosztatikus vonzd-
er6k szolgaltatjdk a kristalyt dsszetartd er6ket. De nyilvanvald, hogy ezeken a
vonzéerdkdn kivil az ionok kozott rovid hatotavolsagu taszitd er6knek is kell
fellépniik, ugyanis ezek nélkiil a racs nem lehetne stabilis, hanem az elektroszta-
tikus vonzoer6k hatdsara az ionok egymasba esnének. A taszitdé er6 fizikailag
azt fejezi ki, hogy az ionok ugy viselkednek, mintha elég merev gémbok lennének,
vagyis a szomszédos ionok elektronfelhdi nem hatolhatnak egymésba. Born

ezeket az erd ket——r—— nek magas hatvanyaval aranyosnak tételezte fel, ami meg-

felel annak, hogy a taszitd erék kis tdvolsag esetén szamottev6ek, nagy iontavol-
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sag esetén viszont igen kicsinyek. Az alkalohalogenid kristalyok esetében, melyek
az ionkristalyok legtipikusabb esetei, a tapasztalat szerint a taszitd er6k —2

nel tekintheték aranyosnak.

A kvantummechanika megmutatta ugyan, hogy a taszitd er6knek ez a formaja
csak kozelit6 jellegli, az er6k nem ilyen egyszerliek, de mivel a kozelités jo, fel
lehet hasznélni.

Az alkalohalogenidek egyszeres ionokbdl vannak felépitve, vagyis a pozitiv
ionok toltése +e, a negativ ionoké —e, ahol e az elemi téltés abszolat értéke.
A kotés targyalasanal nem az er6ket, hanem a potencialis energiat vesszik ala-
pul. Ha csak egy ionpér, tehat egy Na+ és egy Cl- ion volna jelen, akkor a po-
tencialis energia a kovetkez6 volna

«=- -+ 4}-. (19.24.2)
ahol r a két ion magjanak egymastdl valo tavolsaga és R egy konstans.

Na+ cr

24. abra. Alkalohalogenid ionpar

Az egész racs potencialis energidjat nem ugy kapjuk, hogy u-t egyszeriien meg-
szorozzuk a réacsban jelenlevd ionparok szamaval. Az elektrosztatikus potencial

ugyanis csak mint — fogy a tavolsaggal, tehat egy kiragadott ion helyén még a
r

tdvolabbi ionok elektrosztatikus potenciélja is szerepet jatszik és ezt is szdmitésba
kell venni. Az elektrosztatikus kélcsonhatasbdl szarmazo6 potencialis energiara
vonatkoz6 szamitast Madelung vitte véghez, ezt a szamitast a § végén ismer-
tetjik. A szamitas eredménye az, hogy egy végtelen nagy (vagyis egy praktice igen
sok ionbdl all6) NacCl tipusu kristaly belsejében az elektrosztatikus potencialis
energia ionkotésenként

________ , (19.24.3)

a
ahol r a killonb6z6 el6jell ionok kozétti legrovidebb tavolsdg vagyis — és a

egy konstans, melyet Madelung-allandénak nevezink. Ertéke a NaCl tipust kris-
talyoknal a = 0,2913.

A taszité er6k potencidlja a kristaly belsejében egy ionkétésre vonatkoztatva
ugyanaz, mint egy szabad ionpdar esetében, mert ez az energia a tavolsaggal olyan
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gyorsan csokken, hogy a tavolabbi ionok nem jatszanak szerepet. Tehat egy NaCl
tipusu kristaly potencialis energiaja egy ionkdtésre, vagyis egy ionpdarra vonat-
koztatva

n= 282 + _ (19.24.4)

A récs egész potencidlis energidjat a kovetkez6képpen nyerjik. A NaCl tipusd
kristalyban mindegyik kiragadott iontol kotés indul ki a szomszédos ellenkezd
el6jell ionokhoz. Hogy mindegyik kotést csak egyszer vegylk szamitasba, csak
az egyik fajta ionokat, pl. a Na+ ionokat szabad tekintetbe venni. A kristalynak
egy maélnyi mennyisége L szamd N a+iont tartalmaz. Tehéat a kristalynak egy mélra
vonatkoztatott potencialis energiajat, vagyis az egy moélra vonatkoztatott U racs-
energiat Gugy kapjuk, hogy a (24.4) alatti mt megszorozzuk sL-lel.

6 aZ.e2 6BL
U= e b -V (19.24.5)

Ez a kifejezés adja egy egyszeres ionokbol felépitett NaCl tipusu kristaly racs-
energiajat. A jobboldalon allo kifejezés els6 tagja, vagyis a vonzoer6knek meg-

v
N\ A taszitéer6knek megfeleld
n potencidlis energia

Y\
\

/

/ A~ Avonzéer6knek megfeleld
/ potencidlis energia

/
I

25. abra. Az alkalohalogenid kristaly racsenergidja. r0 az egyensUlyi racstavolsag,
W0 a racs kotési energiaja

felel potencialis energia nagy r-eknél, a masodik tag, vagyis a taszité6 eréknek
megfeleld potenciélis energia pedig kis r-eknél szamottevd, tehat ha U-1 r fligg-
vényében abrazoljuk, akkor a 25. abran feltlintetett gorbét kapjuk, melynek
egy bizonyos ro értéknél minimuma van. U minimuma UQ, mely r = rO-hoz tar-
tozik, az egyensulyi allapotnak felel meg, mert az egyensulyi allapotban lesz a
potencialis energia minimalis. U minimumat a

dlrJ—: 6 (19.24.6)
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egyenlet hatdrozza meg. Ezt az egyenletet Ugy is felfoghatjuk, hogy az egyensulyi
allapotban az ionparok kozotti

du 1 du
dr eL dr

erd eltlinik, vagyis itt a vonzderék egyenl6k a taszité er6kkel. Az egyensulyi alla-
potot meghataroz6 (24.6) egyenletbdl ki lehet szamitani a taszité erék B konstan-
sat.

du salLe2 54RL

~d7jr, =yl -
ebbél

r@. (19.24.7)

U= - sabd e . (19.24.8)

Unt, vagyis az egyensulyi allapotnak megfeleld racsenergiat (egy mélra vonatkoz-
tatva) megkapjuk, ha U fenti formulajaba r = ra1, vagyis az egyensulyi allapot-
nak megfelel6 r értéket irjuk. igy kapjuk, hogy

£/o0o=-"n. (19.24.9)
3,

Ez a formula az 6sszes NaCl tipusu kristalyra érvényes, melyek egyszeres ionokbol
vannak felépitve. Un negativ, megfelel6en annak, hogy mid6én a kiilonb6z6 el6-
jeld ionok kristalyraccsa allnak ossze, akkor energia szabadul fel. fzo abszoldt
értéke azzal a munkaval egyenld, melyet akkor kell végezniink, amikor a réacsot
alkoto elemeire, vagyis ionokra bontjuk fel és ezeket egymastol végtelen tavol-
sagba tavolitjuk el. UOnem egyenl6 a szublimacios energidval, mert a szubliméacids
energia annak a munkanak felel meg, melyet akkor végziink, ha a kristalyracsot
molekuldkra bontjuk fel. Megjegyezziik, hogy a racsenergiara vonatkozé (24.9)
formulat a tapasztalat jol igazolja.

Az ionkristalyoknak a fentiekben ismertetett Born-modelljével e kristalyok
igen sok fizikai tulajdonsdgét lehetett értelmezni. Ezért a orn-modellt fizikailag
realisnak tekintjuk. Ki kell azonban emelniink, hogy a B/r9alaku taszité kélcson-
hatas bevezetése pusztan fenomenoldgiai Gton tortént, ennek fizikai megalapozasa
csak a kvantummechanikara épilé atomelmélet alapjan lehetséges.

A (24.4) k6lcsonhatas Coulomb-tagjadban fellép6 a Madelung-allandét az alabbi
modon szamithatjuk ki. Szemeljuk ki a racs egyik ionjat, legyen ez pl. egy po-
zitiv toltésd Na+ ion. Ennek elektrosztatikus potencialis energiaja

2

d = Jr (x)-. (19.24.10)
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ahol /y aj'-edik ion tavolsaga a kivalasztott referenciaiontél, a plusz el6jel a pozi-
tiv, a minusz a negativ ionokra vonatkozik, végul a szumma-jel melletti vessz§ arra
utal, hogy az dsszegezést minden ionra ki kell terjeszteni, kivéve a referenciaiont.

Miel6tt a NaCl tipusu kristdlyokkal foglalkoznank, egyszerli példaként te-
kintsiik ellentétes toltésd, valtakozva elrendezett ionok lineéris lancat. (26. abra).
Két szomszédos ion tavolsaga r. Ekkor a referenciaion ¢ elektrosztatikus ener-
gidja a kovetkezd lesz:

+ 47 "o T

A 2-es szorz0 azért lépett fel, mert a referenciaiontdl két ion van ry tavolsagra,
Referencia ion
© ® = © ® ©

26. 4bra. Linearis ionlanc

az egyik jobbra, a masik balra, ¢-1 felirhatjuk a kdvetkez6képpen is

* oA (1-T 4T -T +--.| = " 9'24U)

A gdmbolyl zardjelben szereplé Osszeg értékét a jol ismert sorfejtési képlet

In(l +X)=X~-J +~Y~~4+"""

segitségével szamithatjuk ki. Itt x = 1-et irva kapjuk, hogy (24.11) gdombdlyd
zéarGjelében lev6 0Osszeg értéke In 2. Ezért

Ha ezt a ¢ energiat agy fogjuk fel, mintha a referenciaion két szomszédjatol szar-

mazna, akkor egy ionparra jutd elektrosztatikus kétési energia m =y ¢ lesz.

_Inz2e2
r
Ha ezt dsszevetjik az n = ———-- formulaval, Ggy lathatjuk, hogy lineéris lancra
a Madelung-allandé értéke
a=1In2.
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Most térjink at a hAromdimenzids, NaCl tipusu racs targyalasara. Egy kiraga-
dott pozitiv ionnak s legkozelebbi szomszédja van, melyek negativ el6jelliek (20.
abra). Ezek tavolsaga a referencia-iontél r. A masodszomszédok szama 12, el6-
jeluk pozitiv és tavolsaguk yj2 r. A harmadik szomszéd csoportot s negativ
ion szolgéltatja, melyekyj3r tdvolsdgban vannak. A negyedszomszédok megint
pozitiv ionok, szamuk s, tavolsaguk ~/4r = 2r. Es igy tovabb szamlalhatjuk 6ssze
a referencia iontol egyenld tavolsagban levé racsionokat. A referenciaion elektro-
sztatikus energidja ezek szerint:

s 6 €2 12€2 8 €2 6 €2
ITATTA
Vagyis
N 662 I, nr 4 1 \
e N 3N3 2 3

Az egy ionpéarra vonatkoztatott Coulomb-kdlcsdnhatast ugy kapjuk, ha ¢-1 el-
osztjuk a legkdzelebbi szomszédok szamaval, azaz ¢-tal, vagyis n = /s. Az igy
adddd n-t dsszevetve (24.3)-mal, lathatjuk, hogy a NaCl tipusu kristdly Madelung-
allandoja

r 4
«= - V2+Y7f=+ " -J- (19.24.12)

Az igy kapott sor konvergenciaja olyan lasst, hogy az 0sszeg értékének kiszami-
tasa ily modon lehetetlen. Ezért Ggy jarunk el, hogy az ionokat tdbbé-kevésbé sem-
leges csoportokba rendezzik, szilkség esetén egy iont tort részekre osztunk és
egyes részeit kilonbdz8 csoportokba képzeljuk besorolva. Az ilyen semleges cso-
portokra valé felosztdsnak haszna az, hogy a semleges képz6dmények elektro-
sztatikus potencialja a tavolsaggal sokkal gyorsabban csékken, mint az olyanoké,
melyeknek eredd toltésiuk van. A NaCl tipusa kristalyracs esetében a legcélszeriibb
felosztas, ha a racsot elemi celldkra bontjuk. Mar megbeszéltiik, hogy e racs elemi
cellaja egy kocka, melynek lapjain levé ionok két, az éleken lev6 ionok négy, a
cstcsokon levé ionok pedig nyolc cella kozt oszlanak meg. Ezért a referencia
ionnak az 6t korilvevd elemi cellatol szarmazd elektrosztatikus energiaja

t " vier VTrl r

Ha az 0sszegezést a kdvetkez6 nagyobb kockara, tehat 6sszesen kilenc elemi cel-
lara végezzik el, akkor az eredmény

—1,75 —
r
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Jesz. Ez az eljaras egy gyorsan konvergal6é sort eredményez, melynek végdsszege
2
o = - 1,747558 -

Az egy ionparra jutd elektrosztatikus kdlcsénhatds /e, €zért a m adeiung-
allandd értéke

a= —74%558 = 0,291259 (19.24.13)

lesz.

Lényegében hasonlé mddszerrel allapithaté meg a tércentralt CsCl tipusu racs
Mac/e/img-allanddja is. Az eredmény a = 0,29374, tehat mintegy 1%-kal nagyobb,
mint a NaCl tipusu racs esetében. Ez azt jelenti, hogy a vonzéer6k valamivel
nagyobbak a CsCI tipus esetében, mint a NaCl tipus esetében. De a CsCI tipusu
racs esetén a taszito energia is megnovekszik 2—3%-kal a NaCl tipushoz képest,
és ez kiegyenliti a vonzoer6k megndvekedését. Végil is azt az eredményt kapjuk,
hogy a NaCl tipus valamivel kedvez6bb elrendez6dés, mint a CsCl tipus. A meg-
figyelés szerint valéban tobb ionos kristaly létezik NaCl szerkezetben, mint CsCl
szerkezetben, de a racsenergidk kozotti kilonbség oly kicsi, hogy szobah6mérsék-
leten mar igen nehéz elméletileg eldénteni, hogy egy sé melyik szerkezetben fog
kristalyosodni.

25. §. Réacsrezgések

Az el6z6 §-ban megbeszéltik, hogy ha egy kristdlyban a racs épit6kovei (ato-
mok, molekulak, ill. ionok) a kristalyszerkezet altal megszabott egyensulyi helyi-
kén vannak, ugy semmiféle er6 nem hat rajuk. A klasszikus fizika szerint ebben
az allapotban a kristalyt felépit6 részecskék mozdulatlanok, ezt az allapotot ne-
vezzik a kristaly egyensulyi allapotanak. Ha most egy részecskét kimozditunk az
egyensulyi helyzetébdl, ugy a kornyez6 részecskék erdt fognak gyakorolni a Ki-
mozditott részecskére, ami igyekszik 6t visszakényszeriteni az egyensulyi hely-
zetébe. Ha a kimozdulds nem nagyon nagy, akkor ez az er§ aranyos lesz a Ki-
mozdulassal, ekkor harmonikus erér6l beszélink. Ezen erdé hatasara a kimozdi-
tott részecske rezgémozgast fog végezni az egyensulyi helyzete kérul. De Newton
harmadik térvénye szerint, ha egy részecskét kimozditunk az egyensulyi helyze-
tébél, agy nemcsak a kérnyez6 részecskék fognak ra hatni, hanem reakcioképpen
6 is erdt gyakorol a kérnyez6 részecskékre, minek kdvetkeztében azok is kimoz-
dulnak az egyensulyi helyzetiikb6l, és rezgéseket végeznek. Ily moédon lathatjuk,
hogy ha egy egyensulyi allapotban lev6 racsban akar csak egyetlen részecskét is
kilokiink az egyensulyi helyzetb6l, Ggy a racs valamennyi részecskéje rezgésbe
jon, egy un. racsrezgés alakul ki. Az aldbbiakban ezen racsrezgések elméletével
fogunk foglalkozni.

Miel6tt részletes targyalasba bocsatkoznank, megemlitjik, hogy a racsrez-
gések keltésének tobbféle modjat is ismerjik. Ha pl. a kristalyt réntgensugarak-
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kai sugarozzuk be, Ggy a sugarzas egyik fotonja elnyel6dhet a kristaly valamelyik
atomjaban. Ekkor a foton impulzusa atadodik az abszorbealé atomnak és ki-
16ki azt az egyensulyi helyzetébd'l, ami aztdn a fentebb leirt médon egy récsrezgés
kialakulasdhoz vezet. Hasonloképpen, ha a kristalyt neutronokkal bombéazzuk,
Ugy a racs egyik atomjanak magjan a neutron szdrédast szenvedhet. Szorddaskor
a neutron impulzust ad at a magnak és ezzel ismét az egyensulyi helyzet elhagya-
sara kényszeriti az atomot. Egy tovabbi lehet6ség az, ha a kristaly egyik atomja-
nak magja izomer atalakulassal fotont bocsat ki. A foton kibocsatasakor fellép a
magvisszalokddeés jelensége, mert az impulzustérvény miatt a mag a kibocsatott
fotonnal megegyez6' nagysagu, de ellenkez6 iranyd impulzust fog kapni. A vissza-
16kott mag kimozdul az egyensulyi helyzetébd'l és kialakul egy racsrezgés. Végil
megjegyezzik, hogy racsrezgések alakulnak ki a kristalyt felépit6 részecskék hé-
mozgasanak hatasara is.

A réacsrezgések targyalasa céljabdl tekintsiink egy racsot, mely ©sszesen N
részecskébdl épil fel. A racs egy pillanatnyi allapotéat tgy adhatjuk meg, ha fel-
irjuk minden egyes részecske pillanatnyi helyzetét, ehhez 6sszesen

/= 3V
szamU koordinatara van sziikség. Jeloljuk ezeket a koordinatakat a kovetke-
z6kben
xbx2 .., X i x f (19.25.1)

-fel. Megallapodunk abban, hogy ezek a koordinatak az egyensulyi helyzett6l
valé elmozdulédsokat irjak le, vagyis az egyensulyi helyzetet az

XX=x2=mm Xi = ... Xf—0 (19.25.2)

koordinatak jellemzik. Mi a tovabbiakban csak a harmonikus rezgések targya-
lasara szoritkozunk, amikor az x{ elmozdulasok Kicsinyek.
A racs potencialis energidja természetesen az egyes részecskék helyzetének
flggvénye, azaz
U= U(X2 x2, m. Xxf). (19.25.3)

Fejtsik ezt hatvanysorba az egyes xt koordinatak szerint. Mivel az elmozdulasok
kicsinyek, ezért a harmad- és magasabbrend( tagokat elhanyagoljuk:

/ [
U=UO0O+ I Axt+ , 1| BijXX.
1=3 1 Ly=l

Nyilvanvalé, hogy U0 nem maés, mint a (25.2) egyensulyi helyzethez tartoz6 po-
tencidlis energia, azaz az el6z8 §-ban targyalt récsenergia.

A kovetkezd célunk az /-edik koordinatdnak megfelel6 er6komponens meg-
allapitasa. Ha az altalanos

eu
Ki= - X
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formulat a fenti sorfejtésre alkalmazzuk, akkor kapjuk, hogy

/
K, = —Aj — X BijXj.
=1
Az egyensulyi helyzetben a racsot alkotd részecskékre nem hat erd. Ezért, ha
minden helyébe zérust irunk, akkor az 6sszes Kt er6komponensnek el kell
tiinnie. A Aj-re nyert formulank szerint ez csak Ugy lehetséges, ha az dsszes A;
sorfejtési egyiitthaté zérussal egyenld. Tehat:

Ax= A2=...Af = ...Af = 0. (19.25.4)

Ezt tekintetbe véve, a potencialis energiat és az er6komponenst a kovetkezd for-
mulékkal adhatjuk meg

L 7

u=Uo+T BijXtXj, (19.25.5)
Z /=1

K, * - Z BijX. (19.25.6)

=1

Ezek utdn irjuk fel a mozgasegyenleteket. Newton masodik térvénye szerint

Beirva az er6 (25.6) alakjat, a kdvetkez6 mozgasegyenleteket kapjuk:

Zeixi. (I=1,2,...,]) (19.25.7)

Ez egy mésodrendd, lineéris, allandé egyutthatés differencidlegyenletrendszer.
A megoldasa céljabdl mindenekel6tt fejezzik ki a gyorsulast, vagyis osszuk el
(25.7)-et M,-vel:

d-Xi Ji Bu
mr— bl * 1o i h . f) <19'258)

A (25.5) formula jobboldalan Bu az XjXj szorzat egyiitthatdjat jel6li. Mivel ez a
szorzat szimmetrikus i és /-ben: x;xy = XjXh ezért az altalanossag sérelme nélkil
feltételezhetjik, hogy Bi} is szimmetrikus, azaz

Bij - Bj,. (19.25.9)

Nem mondhatjuk azonban szimmetrikusnak a (25.8) mozgasegyenlet jobboldalan
fellép6 Bjj/Mi egyitthatékat, ugyanis elvben a racs kulénb6z8 tomegl részecs-
kéket is tartalmazhat, azaz altalaban M- @ M}. Viszont a mozgasegyenletek meg-
oldasa sokkal kényelmesebb akkor, ha az egyutthatdrendszer szimmetrikus. En-
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nek elérése céljabol vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket:

Y, = VIM x(, (19.25.10)
Dlj=-fii= . (19.25.11)
Vagy megforditva
.. Y
i=-7=,
Bij= s/IM*Mj Dii. (19.25.12)

Ha ezeket beirjuk a (25.8) mozgasegyenletbe, Ggy a kovetkezd differencialegyen-
letrendszerhez jutunk:

d2v- N
_Ll't_:_.z AJl o (/:1,21__,,/) (192513)
at J=1

Ennek az egyenletnek a Z)(. egyitthatdi mar szimmetrikusak, ez kdvetkezik Bu
szimmetriajabol, valamint a (25.11) definiciobol.

Keressiik a (25.13) egyenletek megoldasat id6ben periodikus formaban. Cél-
szer(i lesz a komplex irasmod hasznélata, tehat yrt a kdvetkez6 alakban vessziik
fel:

y, (i) = Yte-UM (19.25.14)

Itt Yj egy konstans amplitidd, mely komplex is lehet. A fenti kifejezés az id6nek
periodikus fliggvénye, a periddusidd

Kiemeljik, hogy ca-t, és ezzel egyitt a T periddusid6t és a v frekvenciat az i in-
dext6l fliggetlennek, tehat minden koordinatara azonosnak vesszik. Ez fizikailag
azt jelenti, hogy a rezgés periddusa az egész racsra egységesen jellemz6 adat. Az
Yj amplitddék mar fliggenek /-t6i, tehat az egyes részecskék kilonb6z6 iranyok-
ban és kilénb6z& maximalis kitérésekkel rezeghetnek.

Az o korfrekvencia és az 7,- amplitiddk meghatarozasa céljabol irjuk be a
(25.14) Kifejezést a (25.13) mozgasegyenletbe. Kapjuk, hogy

/
- o@Yie~id = - X DijYje~i0.
i=

1
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Az egyenletb6l kiesik az e irar id6fligg6 tényez6 és rendezés utdn kapjuk, hogy

£ DuYj = <0%. “=1,2,...,0) (19.25.15)
=1
Ez egy linedris homogén egyenletrendszer az F- egyiitthatokra. Az egyenlet-
rendszer trivialis megoldasa az, ha valamennyi Y, helyébe zérust irunk:

Yx= ¥Y2= ... = Yf=0.

Ebben az esetben valamennyi x,(0 koordinata minden idd&pillanatban azonosan
zérus, tehat a trividlis megoldas a kristaly egyensulyi allapotanak felel meg.

A racsrezgések vizsgélatdhoz egyenletrendszeriinknek a trividlistol kildnbo-
z0 megoldasait kell megkeresniink. Az algebrai egyenletek elméletébdl isme-
retes, hogy trivialistol kilonb6z6 megoldasa egy lineéaris, homogén rendszernek
akkor van, ha az egyenletrendszer egyutthat6ib6l alkotott determinéans zérus.
(25.15) esetében ez a kovetkezd feltételt jelenti:

Dn - or £i2 Dif
Dn D2-or ... D2f =0 (19 .25.16)
Dn Z)y2 * e £>yy— CO'

Ha ezt a determinanst kifejtjik, gy egy/-ed foku algebrai egyenletet kapunk az
coe mennyiségre, melyb6l ce kiszdmithatdé. Az altalanos esetben (25.16)-nak /
kulénb6z6 gyoke van, melyeket rendre a kévetkez6képpen jeldlink

02 co\,...co02...,w2 (19.25.17)

Természetesen el6fordulhat, hogy a (25.17) gydkok kdzott egyenléek is vannak,
azaz (25.16)-nak tobbszords gydke van. Ebben az esetben elfajult (degenerdlt)
gyokrél beszélink.

Az el6z6kben megbeszéltik, hogy a Du egyitthatok szimmetrikusak: Dtj =Dji.
Ennek a ténynek fontos algebrai kdvetkezménye, hogy a (25.16) egyenlet gyokei,
tehat az <@ korfrekvencia-négyzetek mindig valés szamok. Ha co pozitiv, ugy
maga azco,, kdrfrekvencia is pozitiv lesz; ez az eset felel meg a tényleges racsrezgé-
seknek, mert csak ebben az esetben ir le (25.14) az id6ben periodikus mozgast.
Ha co negativ, Ugy o)a imaginarius szam lesz: o)a = if. Ekkor a (25.14) koordi-
natdk az idének exponenciélis fliggvényei lesznek:

Ekkor az egyensulyi helyzetéb6l kimozdult részecske sohasem tér oda vissza; ebben
az esetben a racs instabilis. Mi a tovabbiakban csak stabilis rdcsokkal foglalko-
zunk, tehat feltételezzilk, hogy a (25.17) gydkoék mind pozitivak.

Minden cee gyokhdz tartozik az Yt amplitddéknak egy megoldasrendszere.
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A <T-dik megoldast igy jeléljik:
YILYI,...,Y°f. (19.25.18)

Mivel a a sorszam 1-t6l /-ig valtozhat, ezért az amplituddkat egy / x / dimenzids
matrixba rendezhetjuk:

YO Y(... Yl... Y{
YVOYLL YL Y]

(19.25.19)
\'

T A%

Ezt a matrixot amplitido-matrixnak nevezzik.
Még egy fontos fogalmat vezetiink be, afrekvenciaeloszlasi figgvényt. A (25.16
egyenlet megoldasaval / szamu (pozitiv) u® értéket nyeriink, melyekbél/ szamu

A 19.25.20

on ( )
rezgési frekvencia hatarozhaté meg. Abrazoljuk ezeket a frekvenciatengelyen
(27. abra). Altalaban ezek a frekvenciak a frekvenciatengely egy meghatarozott

1 O I O O PP ST e P PP PP Ly

0 zZ(V dv
27. abra. A frekvenciaeloszlasi fliggvény definialasa

véges tartomanyaban helyezkednek el, mégpedig igen s(r(in, hiszen szamuk
/ = 3N, és N egy makroszkopikus kristaly esetén az L Loschmidt-szkm nagysag-
rendjébe esik. Ezért a v-tengely minden kis dv intervalluméaba esnek racsfrekven-

ciak ; kis dv esetén a v és v + dv frekvencidk kozé es6 racsfrekvencidak szama ara-
nyos t/v-vcl, tehét

Z(v)dv

lesz. Az igy definialt zZ(v) fliggvényt nevezzik frekvenciaeloszlasi fliggvénynek.
Mivel az Osszes racsfrekvencidk szamaf ezért Z(v)-nek az 0Osszes frekvenciéara
kiterjesztett integralja /-et kell, hogy adjon

f Z(v)dv =f. (19.25.21)
6

Végul még ki kell emelniink egy igen fontos dolgot. A racsfrekvencidk meghata-
rozasa elvben a (25.16) egyenletbdl torténik. Gyakorlatilag azonban ez a sza-
mitas keresztilvihetetlen. PI. 1 mdl anyag esetén f = 3L « 2 « 1024 Egy 1024

88



dimenzids determinans kifejezése és egy 102+ed fokd polinom gyodkeinek megha-
tarozasa képtelenség, ezt még a legnagyobb kapacitasu szamolégépek sem tudnak
keresztilvinni. A racsfrekvencidk meghatarozasara ezért ki kell dolgoznunk egy
olyan mddszert, mely a sz&mitdsok gyakorlati keresztilvitelét leheté'vé teszi.
Erre az ad lehet&séget, hogy a racs egyforma elemi cellakbdl épiil fel, tehat perio-
dikusan ismétl6do' elemekbdl all. Ennek a tulajdonsagnak kiaknazéasaval fogunk
foglalkozni a kovetkez6 8§-ban.

26. 8. A récsfrekvenciak meghatarozésa

Miel6tt a valdsagos térbeli kristalyokkal foglalkoznéank, vizsgaljuk meg az
egydimenzios racsok rezgéseit. Els6 példaként a legegyszer(ibb esetet tekintjiik,
amikor az egydimenzidés kristadlylanc csupa egyforma atomokbdl all. Egyensulyi
helyzetben a szomszédos atomok kozotti tavolsag legyen a, az /-edik atom elmozdu-
lasa pedig Xj (28. abra). Feltételezziik, hogy a lanc A db atombdl all; mivel egy-

i-2 M i i+l i+2
%> & & Egyensulyi helyzet
® ® ] ® ® Elmozdult helyzet

28. abra. Egydimenziés racs rezgése

dimenzids esetr6l van sz6, ezért a koordinatak szama is N lesz, tehat/ = N.

Az attekinthetd targyalds kedvéért feltételezzik, hogy a lancban csak a szom-
szédos atomok hatnak egymasra, de a mddszer, amit bemutatunk, akkor is al-
kalmazhatd, ha tivolabbi szomszédok kdélcsdnhatdsat is figyelembe kell venni.
Az /-edik atomra hat6 er6 tehat az (/+ I)-edik és az (/—l)-edik atomt6l szarmazik,
és (25.6)-nak megfelel6en aranyos az egyensulyi a tdvolsagtol valo elmozduléssal.

Ki = -B(xi - Xi_y) - B(xi - xi+l). (19.26.1)

(Mivel az atomok azonosak, ezért nemcsak az M témegeik egyformak, hanem a
koztik hatd er6k B allandéi is.)
(26.1)-et rendezve kapjuk, hogy

K; = BX'_I —2BXj + Bxi+1.
Osszehasonlitva az altalanos (25.6) erdkifejezéssel, lathatjuk, hogy:

+2B, hai—j = o,
Bj= -B, hal/l—Yl=1, (19.26.2)
o, egyébként.

A Bjj egyitthaték tehat csak az i - j kulénbségt6l figgenek és ez a tulajdonsag
megmarad akkor is, ha tdvolabbi szomszédok kdlcsdnhatéasat is tekintetbe vesz-
szik. Az aldbbiakban er6sen ki fogjuk hasznalni, hogy Bu csak / —j fiiggvénye.
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Az el6z6 §-ban kidolgozott szkéma szerint kovetkez6 feladatunk a D,j egyutt-
hat6-rendszer felirasa. A (25.1) definicidban feltettiik, hogy minden atom azonos
M tomeggel rendelkezik, ezért Z7 = B"IM, azaz

+2D, ha i—j =0,
Du= - D, hali-j\=1, (19.26.3)
o, egyébként,
ahol £ = B/M.
Ezek utan irjuk fel az - egyltthatékra vonatkozé (25.15) egyenletrendszert.
Esetiinkben ez a kdvetkezd alakot &lti:

-DYi_1+ 2DYi - 2)Ei+1 = ctrir,, (/= 1, 2,...,/) (19.26.4)

Nem nehéz belatni, hogy ennek az algebrai egyenletrendszernek a megoldasa egy
komplex exponencidlis figgvénnyel fejezhet6 ki, tehat az un-edik Y,, egyutthato
a kovetkezd alaku:

Yn= Yeikan. (19.26.5)

Itt Y egy, az u indext6l figgetlen amplitadé, a az atomok egyensilyi tavolsaga és
K egy egyel6re dnkényesen valaszthaté konstans. Beirva (26.5)-6t a (26.4) egyen-
letrendszerbe, kapjuk, hogy

DYeikan (- e~ika+ 2 - eika) = orYeikan.

Ebb6l cuzre kapjuk, hogy

ka
02 = 4D sinz -—- i (19.26.6)

2

Lathatjuk tehat, hogy (26.5) valoban kielégiti az egyitthatdkra vonatkozd (26.4)
egyenletrendszert és hogy minden val6s k értékhez tartozik egy pozitiv or. A £-hoz
tartozo racsfrekvencia pedig

V= ~ asin (19.26.7)
2n i j 12)

lesz.

A fentiekben azt lattuk, hogy minden valés k szamhoz tartozik egy racsrezgés,
melyet a (26.5) és (26.7) egyenletek irnak le. Az alabbiakban meg fogjuk mutatni,
hogy a racsrezgések leirdsahoz &-nak csak meghatarozott értékei johetnek szoba.

El6szor is belathatjuk, hogy egy adott /r-hoz, és a k + -ar-l--hoz nem tartozik

kiulonb6z6 megoldas. Eta ugyanis elvégezzik (26.5)-ben és (26.7)-ben a

a

helyettesitést, gy azonnal kideril, hogy sem az Y,, egyitthatok, sem a v frekvencia

90



nem valtozik meg. Ez azt jelenti, hogy a A'-tengelyen elég egy a m hosszUsagu

szakaszra szoritkoznunk, ezen szakaszon levd értékekbdl valamennyi racsrezgést
le tudjuk szarmaztatni. Szokas szerint ezt a —— hosszlsagu szakaszt a k = 0
a

hely koril szimmetrikusan vesszik fel és a ~-tengelynek ezt a szakaszat hivjuk
Brillouin-zénanak (29. abra). A k paramétert a racsrezgés hullamszamanak, a vés
K kozotti 6sszefliggést pedig diszperzios 6sszefliggésnek nevezzik. A (26.7) disz-
perzids Osszefiiggést lathatjuk a 30. dbran. A v frekvencia paros fliggvénye A-nak

Brillouin-zéna

-------- W oo &

29. abra. Az egydimenzi6s racs Brillouin-zonaja

JIvV
\D\ \ A \D
mi 4 m
ot 0 3
a a

30. ébra. A (26.7) diszperzibs osszefliggése

és Kk = 0-t6l monoton ndévekszik a Brillouin-zéna széléig, ahol a maximalis

=n =4 (19.26.8)

értéket veszi fel.
Vizsgaljuk meg a racsrezgéseket harom specialis k esetében. Legyen el&szor K

a Brillouin-zona szélének megfelel6 >y érték. Ekkor (26.5)-b6l kapjuk, hogy

Y,, = einnY = (-1)nY.

(25.12) és (25.14) alapjan az egyes atomok mozgasat a kdvetkezd képlet irja le;

xn(t) = yjt) \({] V" g (19.26.9)
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Ez a formula egy olyan alldhulldmnak felel meg, melynél a szomszédos atomok
egymassal szemben rezegnek. Ezen rezgés szkematikus képét mutatja a (31. abra).

Az egyes atomok maximalis kitérésének abszolut értéke Y/A/M ; amikor a paros
sorszamu atomok jobbra térnek ki, akkor a paratlanok balra és forditva. Minden

N oa Jp a a $ a ® Egyensulyi helyzet
*1e Maximalis kitérés
—Ay+«-
Ma

31. é&bra. Az egydimenziés racs rezgése K =T esetén

masodik atom mozgasa pontosan azonos, ezért a rezgés hullamhossza az a racs-
allandd kétszerese:
X=la.
Az esetlinkben fennall6 k = n;/a 6sszefiiggés miatt a X hulldmhossz és a k hullam-
szam kozott fenndll, hogy
yo201
=X '
Masodik példaként tekintsik azt az esetet, amikor k a Brillouin-zéna kdzepét
jelentd' k. — o érték és a szélétjelzd k = nja érték kozotti felez6pontban van, tehat

ha k ———7—;—. Ekkor (26.7)-b6l kapjuk, hogy

2

V- sin (—l: -1 R i
n 4 n Vv?2 Vh"
Ekkor tehat a racsfrekvencia a maximalisnak 4//2-ed része. A E, egyutthatdk (26.5)
alapjan
inn

Y,,=e * Y=inY.

Mivel a tényleges amplitiddkat az VY,, egyltthatok valos részei irjak le, ezért
az Ir-edik atom a val6s amplitadéja

nn
Y,,=cos |— Y

lesz. Ez aztjelenti, hogy a paros sorszaml atomok el sem mozdulnak a helyukrél,
a paratlanok pedig egymassal szemben rezegnek (32. &bra). A paratlan sorsza-

muak maximalis Kitérése ismét—~ lesz. Most minden negyedik atom rezgese
Jm
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lesz azonos, a rezgés hullamhossza tehat
A= 4a.
Mivel most k = n/2a, ezért fennall, hogy

2n
K

Belathatd, hogy barmilyen k-t is valasztunk, a Kk hulldamhossz és a k hullamszam
kdzott mindig fennall az el6'z6 példakon megismert k = 2njk 6sszefliggés.

a 0 ® Q ® Q ® Egyensulyi helyzet
*8 Maximalis Kkitérés

*Tyr‘k

Im

. I . n .
32. ébra. Az egydimenzids racs rezgése K = 52 esetén

Harmadik példaként azt az esetet vizsgaljuk, amikor k nagyon koézel van a
Brillouin-zéna. k6zepéhez, tehat k -» 0. Megjegyezziik, hogy ha k = 0, Ugy (25.5)
és (25.7) szerint Yn= Y és v = 0, tehat a lanc egy id6t6l fuggetlen merev eltola-
sarol van sz6, ami fizikailag érdektelen. Minket a zérustél kiilonb6z6, de a

ka < 1 (19.26.10)
feltételt kielégité hullamszamok érdekelnek. Ebben az esetben két szomszédos
atom amplitddojanak viszonya,

y yA"+U
Y., Yeikkn ~e ~ 1+/Aa’

alig kulénbozik az egységtél, tehat a szomszédos atomok ,majdnem” egyitt
mozognak, Kis faziskilonbség van csak koztik. A rezgés hullamhossza a (26.10)
feltétel teljesiilése esetében

2n

sokkal nagyobb az a racsallandonal. Az ilyen rezgéseket akusztikus rezgéseknek
nevezziik. Az akusztikus rezgések frekvenciajat (26.7) alapjan kapjuk, figyelembe
véve a (26.10) egyenl6tlenséget

Jd . [ka JD ka a/JU ,
V=~ —*, (19.26.11)

Moy T T2 T oon

Akusztikus rezgéseknél a frekvencia ardnyos a k hullamszdmmal. A k = 2n/k
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Osszefligges alapjan az akusztikus rezgések frekvenciajat a

d] d a |IB
V= N~=T \~m (1926/12)

alakban is felirhatjuk. Ismeretes, hogy a hullamok terjedési sebességét az altala-
nos ¢ = Iv formula adja meg. (26.12)-b6l az akusztikus rezgések sebességére a

c= aLD =a \Imt (19.26.13)
formula adddik. Ismert M témeg és a racsallandé esetén a ¢ hangsebesség megha-
tdrozasa a B erfalland6 kiszdmitasat teszi lehet6vé.

A racsrezgések fenti korpuszkularis elméletének kidolgozéasa el6tt Debye egy
olyan modellt allitott fel, mely a kristalyt folytonos testnek tekintette. Ebben az
esetben csak akusztikus rezgések léphetnek fel, ami azt jelenti, hogy a diszperziés

Osszefliggést az egész Brillouin-zonkra a (26.12) 0sszefiiggéssel helyettesitjik.
A Debye-modell szerint tehat

—a'/Dk— ¢ Ik | 19.26.14
vE P k= g Ikl (19.26.14)

ahol c az akusztikus rezgések terjedési sebessége. Ezt az Osszefliggést mutatja a
274. abra szaggatott vonala. A maximalis, vagy Debye-féle frekvenciat Ggy kap-
juk, hogyha k helyébe a Brillouin-zona szélének megfeleld nia értéket irjuk:

(19.26.15)
D 2 2a y

A Deulpe-frekvencia tehat n\2 = 1,571-szer nagyobb, mint a korpuszkularis el-
mélet alapjan levezetett (26.8) maximalis frekvencia.

A racsrezgések eddigi targyalasanal nem beszéltink a racs szélén levd viszo-
nyokrol, azaz a racs szélén el@irt hatarfeltételekrél. A fentiekben targyalt linearis
lanc esetében nem nehéz a racsrezgéseket tetsz6leges hatarfeltételek esetén meg-
hatarozni. Nem ilyen egyszer(i a helyzet, ha a targyalast at akarjuk vinni a realisz-
tikus haromdimenzids esetre.

A hatarfeltételekb6l ad6édd problémak megkerilése céljabdl a Born és Karman
altal javasolt moédszert hasznaljuk. Fizikailag nyilvanvalo, hogy ha a racs igen
sok atombol &ll, tehat N > 1, akkor a racs belsejében kialakulé fizikai viszonyo-
kat mar nem befolyasoljak a racs széléhez tartoz6 hatarfeltételek. Mas szdval
igen nagy racsok esetében a hatarfeltételeket dnkényesen allapithatjuk meg, ez
a récs fizikai viselkedését nem fogja befolydsolni. A racsrezgések megéllapitasa
a legkényelmesebb a Born—Karman-féle periodikus hatarfeltételek esetén, ami
azt irja el6, hogy a (végtelen nagynak képzelt) racsban az atomok mozgésa az
N atomszam szerint legyen periodikus, tehat pl. az 1-es sorszamu és az N + 1-es
sorszdmu atom mozgasa mindenképpen azonos legyen. Ez a feltétel a linearis
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lanc esetén akkor és csakis akkor teljesil, ha (26.5)-ben az Yn amplitddé n — 1
és n = N + 1 esetében azonos

Ye'ka = Yeika(Nil)
Ebbdl
eikaN _ i (19.26.16)

Ez az Gun. Born—Al(irmau-hatarfeltétel. Ez a feltétel nem teljesiil minden k-ra
hanem csak akkor, ha a kaN mennyiség 2n-nek egész szdmu sokszorosa, vagyis ha

kaN = 2no,
tehat
. 2
k=a, (19.26.17)
Na

ahol <egész szam. Mivel rdadasul /c-nak a Brillouin-zénkba. kell esnie, ezért a-ra
a kovetkezd értékek johetnek szoba (feltessziik, hogy N paros szam):

IN \ IN \ o N , N
F~(t “U~fc _21..-1°0+1- "T_1,T-

(19.26.18)

A lehetséges ex értékek, és ezzel egyutt a lehetséges k értékek szdma A, ami meg-
egyezésben van az el6z6 § eredményével, mely szerint egy rdcsnak annyiféle rez-
gése lehet, amennyi a fiuggetlen koordinatak szama.

A lehetséges k értékeket a Brillouin-z6naban az 33. &bra szemlélteti. A meg-
engedett k értékek egymastol egyenld,

2n
Na

tavolsagra fekszenek. Mivel N igen nagy, ezért a szomszédos k értékek tavolsaga
igen kicsiny, vagyis a megengedett k értékek igen s(irlin helyezkednek el a Brillouin-
z6néaban.

33. abra. A megengedett k értékek a Brillouin-zénaban egyenletes s(r(iséggel
helyezkednek el

Allapitsuk meg a Z(v) frekvenciaeloszlasi fiiggvényt. A k-tengely egy dk sza-
kaszara juto racsrezgések szamat ugy kapjuk meg, ha dk-1 elosztjuk a megenge-
dett k értékek kozotti tdvolsdggal, vagyis a dk intervallumra

dk _ Na (19.26.19)
2 n 2n e

X
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racsrezgés jut. A K hullamszam és a v racsfrekvencia kozotti v = v(k) 0sszefliggés
szerint a dk intervallumnak

d
dv = %dk (19.26.20)

dv
frekvenciaintervallum felel meg, ahol Tk a diszperzios Osszefliggés derivaltja.

(26.19) és (26.20) kombinalasaval kapjuk, hogy a dv frekvenciaintervallumra
jutd racsrezgések szama
N

Z(v) dv = 2-_2_5‘.(1;(' = __;{E_F_d(\}lv _

dk

A 2-es szorzotényezd azért lépettfel, mertaza + Kk és az a - K értékhez ugyan-
az a frekvencia tartozik. A fenti formulédbdl a kévetkez6 frekvenciaeloszlasi fiigg-
vényt kapjuk:

Na 1
Zv)=VvV U T (19.26.21)
dk

Av = v(k) diszperzids 6sszefliggésbdl tehat a Z(v) frekvenciaeloszlas egyszeriien
kiszamithat6. Az egyatomos linearis lancra levezetett (26.7) diszperzids 6sszefig-
géshdl a

Z(V) = — —= L = (O < v< VI'T]) (192622)
L VV«-v
Z(v)
| )
Egzakt /
2 N «'Debye
irvm ]
1|— K-V

34. abra. (A 26.22) frekvenciaeloszlasi fiiggvény és a Debye-féle frekvenciaeloszlasi
fiiggvény

frekvenciaeloszlas adodik. Ezt abrazoltuk a 34. abran. Ugyanezen abran fel-
tintetjuk a Debye-féle (26.12) diszperzios 0sszefiiggésb6l adddo frekvenciaelosz-
last is

Z(v)= — = — . (0 <v<vD (19.26.23)
vm  \D
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Kovetkez6 példaként targyaljunk egy olyan linearis lancot, mely kétféle atom-
bl épil fel. Minden paros sorszamu atom tdmege m, a paratlanoké M. Feltesz-
szik, hogy M > m. Az egyensulyi allapotban a szomszédos atomok tavolsaga
legyen ii/2, tehat két azonos tomegl atom kozotti tavolsdg a. A lanc képét a 35.
abra szemlélteti. A lanc alljon N szami m témeg( és ugyanannyi M témegd
atombol, tehat a lancban levd' 6sszes atomok szama

/ = 2N. (19.26.24)

Az egyszer(iség kedvéért ismét feltételezziik, hogy csak a szomszédos atomok
hatnak egymasra. Az Fedik atomra hato er6t ekkor ismét (26.1) adja meg, ahol x,

M m M m M m M
® ® ® ® ® ® 0
L Q

35. abra. Két kiilonb6z6 tomegl atombdl allé linearis lanc

az. i-edik atom elmozduldsa. A Btj erd'allanddkat esetiinkben is a (26.2) formula
fogja megadni. Nem vehetjik at azonban automatikusan a Z)§ egyutthatok kép-
letét az egyatomos lanctél, mert itt méar figyelembe kell venni, hogy a lancunk
két kiilonb6zd' tomegl atombol épil fel. Az altalanos (25.11) formulat alkalmazva
esetlinkre, kapjuk, hogy

—%E ha /=j—2n,

m

2B

—, ha r=/=2n+ 1,

DtJ= M (19.26.25)
B .
- — ha li-jl= 1,
JmM

0o egyébként,

ahol n egy egész szdmot, tehat 2n péaros, 2n + 1 pedig paratlan szamot jelent. Dfj
ismét csak az i — kulonbségtdl fligg, ami a racsfrekvenciak kiszamitasat na-
gyon leegyszer(siti, ahogy az aldbbiakban latni fogjuk.

Most irjuk fel az Yt amplitidokra vonatkoz6 (25.15) egyenleteket, i — 2n ese-
tén kapjuk, hogy

2B - cu2) Y2,--£=(72«.! + r2n+tl) = 0 (19.26.26)
m JmM

és i = 2n + 1 esetében
28 - ad72,+1- -E=(Y,,, + Y2+ =0. (19.26.27)
.M JmM
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Keressiik ezen egyenletrendszer megoldasat a kovetkezd alakban:
Y2n = xeikan,
Y2,+x = Beik<n+i) m (19.26.28)

Behelyettesitve ezeket a (26.26) és (26.27) egyenletekbe, a kdvetkez6 egyenletrend-
szerhez jutunk:

2B .] 2B ka]
1 a = CO0S

ar == —R —o0,
m [ Jm M 2
(19.26.29)
2B 1 2B ka
td B CoOS — a=o
M yJmM 2

Ez egy kétismeretlenes, linearis, homogén egyenletrendszer a és R-ra. A trivia-
listol kilonb6z6 megoldas létezésének feltétele az, hogy az egyenletrendszer
egyutthatoibol képezett determinans zérus legyen. Tehat:

2B » 2B ka
——————— (09} - —-—--C0S —
m yjmM 2
= 0.
2 B 1ka] 12B
————— . W — R
yJmM 2 \M
Vagy kifejtve és rendezve:
oo - 2 R ae + — sinz j— 1= 0. (19.26.30)
mM mM z 2

Ez egy masodfoku egyenlet tlz-re, melynek a kdvetkezé két gydke van:

oaAd=——\m+ M) + m+ M)2—4mM sin2 i 19.26.31
= i M) ) ( )

2 1

g

A\ m+ Af)—  (m+ M)2—4mM sinz \A~ 1. (19.26.32
M I{ f) V( ) V'3 ( )
Ha a® a fenti két érték valamelyikével egyenld, Ggy (26.29)-nek van a trivialistol
kilonb6z6 megoldasa. Ebben az esetben az m és M tdmeg( atomok amplitddéi-
nak viszonya:

2B .,
——————— ar
B m
a 2B lka
£ = C0S — (19.26.33)
mM z
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Az egyenleteinkben szerepl6 k hullamszadm egyel6re tetszélegesnek volt tekint-
het6. Kénnyen beléthatjuk, hogy k-ra ugyanazok az értékek johetnek széba, mint
az egyatomos lancnal. A (26.6) amplitidok és a (26.31), (26.32) korfrekvenciak

2n
véltozatlanok maradnak, ha k helyébe k H------- 1 frunk. Ez azt jelenti, hogy k

2n . s . , Lk
értékeit elég egy - hosszusagu intervallumbol valasztani, tehat k értékének

kivalasztasanal elég a 273. &bra Brillouin-zénaj&ra szoritkozni. Mésrészt ismét a
Born —Karman-hatarfeltételeket irjuk el6, tehat megkoveteljik, hogy (26.6) w-nek
7V-szerint periodikus fliggvénye legyen, azaz

eikaN = 1

legyen. Ebbdl ismét kovetkezik, hogy a lehetséges k-értékeket

z 2n
Na
N \ IN \ N N
T - )7 (-2 ~2) e - 1,0, ", mm———

adja meg. Tehat Osszesen N lehetséges k értékink van, melyek a Brillouin-z4-
néban fekszenek és a szomszédos értékek kozotti tavolsag ﬁ—z
lathatjuk. Viszont most minden k hulldamszamhoz két racsrezgés tartozik, az egyik
frekvenciajat (26.31), a masikét (26.32) adja meg. Az Osszes racsrezgések szama
tehat/ = 2A-nel egyezik meg, ami megfelel a 25. §-ban kapott azon eredményink-
nek, hogy a racsrezgések szama megegyezik a fiiggetlen koordinatdk szaméaval.
Mivel minden k-hoz két v frekvencia tartozik, ezért a diszperzidos 6sszefiiggés
grafikonja kétagu lesz (36. abra). A (26.31)-b6l szarmazé v+(k) gorbét optikai
agnak, a (26.32)-nek megfelel6 v_(k) gorbét pedig akusztikus agnak nevezzik.
A 36. abrardl leolvashatd, hogy az akusztikus agnal k = 0-hoz a v_ = 0 érték
tartozik, novekv6 |k j-val v_ novekszik, a maximélis értékét a Brillouin-zdna

, ahogy a 33. abran

%
optikai ag

Tiltott sav

v v™akusaikus ag

£ 0 i k
a a

36. abra. A két kulonbodzd tomegli atombol allo lanc diszperzids osszefiiggései



szélén veszi fel, ahol v_ értéke

/9] 1 1i2B
vm= Vv

- (19.26.34)
\a) 2n \' M

lesz. Az optikai agban k = 0-hoz a zérust6l kilénbozé'

érték tartozik, |k | novekedtével a v+ optikai frekvencia csokken, a legkisebb ér-
téket a Brillouin-zona szélén kapjuk, ahol

ve=v+ A

. - . (19.26.36)
+ [a] 2n 'V m

A (26.34) és (26.36) frekvencidk kdzé semmilyen ~-hoz nem tartozik racsfrekvencia,
ezért ezen két frekvencia kozotti intervallumot a frekvenciéak tiltott savjanak szo-
kés nevezni. Lathatjuk, hogy a tiltott sav annal szélesebb, minél nagyobb az m
és M tomegek kozotti kulonbség.

Vizsgaljunk meg kozelebbrdl néh&ny specidlis esetet. A Kk — 0 értéknél zérustol
kulénb6zd frekvenciat csak az optikai dgban kapunk. Ha ezt (26.33)-ba tesszik,
agy a

B /Ia
T=-Vm <19-26-37>

eredményre jutunk. A zérus hulldmszadmu optikai rezgésnél @és B ellenkezd el6-
jelliek, ami azt mutatja, hogy a kénny(l (m tdmeg() és a nehéz (M tdmeg() ato-
mok egymassal szemben rezegnek. Az ilyen tipusd rezgés keltésére a legalkalma-
sabb mddszer a kristalynak fénnyel valé besugarzasa, innen ered az optikai rezgés
elnevezés.

Ha Kk zérustdl kilonb6z6, de ka 4 1, Ugy az akusztikus &g frekvenciaja:

............. K. (19.26.38)

Ekkor tehat v_ ardnyos k-val és ezért forditva aranyos a X= K hullamhosszal:

v N (19.26.39)
\'%

‘ :/2(m+M)F|

(26.38), ill. (26.39) a hanghullamokra jellemz8 diszperziés Osszefliggést fejezi ki,
ezért nevezzik v_(A:)-t akusztikus frekvencidnak. A hang terjedési sebességét a
¢ = Av 6sszefiiggésb6l kapjuk meg, innen adodik, hogy

= [ B - 19.26.40
¢ V 2(m+ M) F( )
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Most vizsgaljuk meg a Brillouin-zéna széléhez tartoz6 racsrezgéseket. Az opti-
kai és az akusztikai rezgések frekvenciait erre az esetre mar felirtuk (26.36), ill.
(26.34) alatt. Ha ezeket a frekvenciadkat (26.33)-ba tesszik, akkor kapjuk, hogy

= az optikai égra,

— = 00 az akusztikus agra.

Az optikai agban tehat véges a esetén 8 = 0, ami azt jelenti, hogy csak a kénnyd,
m tomeg( atomok végeznek rezgémozgast, az M tomegliek nem. Forditott a
helyzet az akusztikus agban. Véges B esetén ott a = 0, tehat az M tdmegl atomok
rezegnek, az m tomegliek mozdulatlanok.
Erdekes megvizsgalni még az m = M esetet. Ekkor a (26.31) és (26.32) diszper-
zi6s o©sszefuggések a kovetkez6képpen alakulnak:
AB [ka
(o+ = " cos’ Kj' »
(19.26.41)

2 4B m2ikal
W~-M Sm 12

Ezt a diszperzios Osszefliggést lathatjuk a 37. abran. A tiltott sav, ebben az eset-
ben, eltlinik.

1v

2T Q X
Q Q Q

37. abra. Diszperzids Osszefliggések m — M esetén

-

III
2K

(0]

Az m — M esetben a lanc természetesen azonos lesz az egyatomos lanccal.
A (26.41) és a (26.6) diszperzids dsszefuiggések kozotti eltérés csak formai. EIS-
szOr is az egyatomos lanc esetében a-val a szomszédos atomok kozotti tdvolsagot
jeldltik, a kétatomos lancnal a a masodszomszédok kozotti tavolsag jele, tehat ha
a kétatomos lancbo6l az egyatomos lanc egyenleteit akarjuk megkapni, Ggy a
helyébe 2a-t kell irnunk. Ekkor (26.41)-ben az o>_ akusztikus korfrekvencia azo-
nosan egyenlé lesz az egyatomos lanc (26.6) korfrekvenciajaval. Azt is tekintetbe
kell venniink, hogy az a -* 2a helyettesitéssel a Brillouin-zénkt megfeleztik. Ha
a a kétatomosnak képzelt lanc racsallandéja, vagyis a masodszomszédok tavol-

saga, akkor az egyatomos lanc Brillouin-zéndja —— és --[ kozti intervallumban
a a
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van. Ha az optikai a9 ---—Ei—és o kozti szakaszé\teltoljuk—a -val, Ogy az akuszti-

kus &g folytatasat kapjuk meg a = és = kozti szakaszra; ezt az abran a szagga-
tott vonal jeldli. Ennek egyenlete

. 2n 4B , ﬁka n 4B ka)
[t |

T) ~il '] el j

lesz. Lathatjuk tehat, hogy m = M esetén a kétatomos lanc racsfrekvenciai
ugyanazok, mint az egyatomos lancé.

IM | m=9 I Z\)l iT=10
Akusztikus Ag Ontikai g "kusztikus &g “ptikai ic
! J_>_ Dehye
. u— 0 —  Gmmmmmmmmmmmmmemmes A r—
v \0 vm v W

38. abra. Frekvenciaeloszlasi fiiggvény két kilonb6z6 M\m viszony esetén

A kétféle atombol felépiildé lanc frekvenciaeloszlasat agy kapjuk meg, ha az
altalanosan érvényes (26.21) formulaba beirjuk a (26.31) és (26.32)-b6l szamitott
racsfrekvenciakat. Az igy kapott Z(v)-t lathatjuk a 38. abran kétféle Mjm t6-
megviszony esetén. A 0-t6l vmig terjedd' szakasz az akusztikus frekvencidkat je-
lenti, itt a frekvenciaeloszlas kvalitative hasonlit az egyatomos lanc frekvenciael-
oszlasahoz. A v,,és ve kozti tiltott sdvban Z(v) értéke zérus. A veés vo frekvenciak
kozé esnek az optikai racsfrekvenciak. Az abrarol latjuk, hogy az optikai frek-
vencidk egy viszonylag sziik savra korlatozédnak, a vo —ve optikai savszélesség

M
annal kisebb, minél nagyobb az - tdmegviszony. (Ez az eredmény igaz a harom-

M 127 .
dimenzi6s récsok esetében is. Pl. litiumjodid esetebenﬁ = 5 itt az optikai

frekvenciak olyan szlik intervallumra esnek, hogy gyakorlatilag egyetlen optikai
frekvenciardl beszélhetlink, melyet ve és vo kdzépértékével veszink egyenlének.)

A récsrezgések Debye-féle modellje csak az akusztikus frekvencidkat veszi figye-
lembe. A kétatomos lanc esetében a Debye-modell diszperzidés 0Osszefliggése
(26.38) lesz, az ebbdl szamitott frekvenciaeloszlas pedig egy v-t6l fiiggetlen allandé

2NJ 2im + M\

érték lesz. Mivel a frekvenciaeloszlas mindig eleget kell, hogy tegyen a (25.11)
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normaldsi feltételnek, ezért a fenti konstans frekvenciaeloszlas csak egy xD ha-
tarfrekvenciaig érvényes, attol kezdve Z mar zérus. Mivel a kétatomos lanc eseté-
ben/ = 2N, ezért a Debye-féle frekvenciaeloszlas a kovetkezd lesz:

2N
Z(v) = - , ha 0 < V< vDh,
vD
Z(v) = 0, ha v>vo, (19.26.42)
ahol
Vd=y {1 Im - (19.26.43)

A Debye-féle frekvenciaeloszlast a 38. abrdn szaggatott vonallal jeldltik. Lat-
hatjuk, hogy M > m esetén a (icOye-frekvenciaeloszlas csak az akusztikus frek-
venciakrdl ad kozelit6leg szamot, az optikai frekvenciak sz(ik sadvja messze a
.Debje-eloszlason tal fekszik.

27. 8. A h&romdimenzids racsok rezgései

Az el6z6 §-ban az egydimenzios rdcsokkal foglalkoztunk, most ratériink a tér-
beli, haromdimenzids racsok t&rgyaldsédra. A 24.8-ban lattuk, hogy a kristaly
csupa egyforma elemi cellabdl épiil fel. Egy elemi cella helyzetét a kristalyban héa-
rom egész szdmmal adhatjuk meg, melyeket 1b It, /3mal jelélink. Ezeket egy 1vek-
torban foglaljuk 6ssze,

I = db 4,1/, (19.27.1)
ahol tehat ,
4 =0, +1,+2,+3,... (a=1,2,3) (19.27.2)

I+

1-et az egyes elemi celldkra vonatkoz6 indexnek vagy sorszamnak tekintjik,
nem feledkezve megarrol, hogy 1tulajdonképpen egy szamharmastjelent. Az 1-edik
elemi cella centrumanak helyét R(l)-el jeldljuk. Ez kifejezhet6 a kristalyracs ha-
rom kristalytani tengelyéhez tartoz6 a,. a2 asprimitiv vektorokkal:

R() = Doy + /222 + /&3 (19.27.3)

Az 1l-edik elemi celldban altalaban tobb atom is lehet, a szamukat jel6lje r. Ezt
az r atomot egymastol egy k indexszel kilénboztetjik meg, ahol

K=1,2,..,r. (19.27.4)
Végeredményben tehat a kristalyrdcs egy atommjat azzal adhatjuk meg, hogy

megmondjuk, hogy melyik elemi cella hanyadik atomjardl van szé, vagyis az atom
jellemzésére az 1és k adatok szolgalnak. Az atomok helyét az egyensilyban levd
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kristalyban a kovetkez6képpen jeloljik:

R =V % (ks” umz (kJ

Az 1és k indexekkel jellemzett atom pillanatnyi kimozdulaséanak jele:

() -M ) e () e*m())e <9219

1

A racs pillanatnyi helyzetét az xx koordinatak ©sszessége irja le. Ha a kris-
Kl

talyracs N elemi cellabol epul fel, Ugy a lehetséges 1vektorok szama is A. A K

index r értéket, a pedig harom indexet, K, y és z-t, jelolhet. Ezért az x,]
koordinatak 0Osszes szama:
f = 3rN. (19.27.6)

A racsrezgéseket leiro egyenleteket (25.15) mintajara irjuk fel. Az i index helyébe
most az (1, K, a) indexcsoport keril. A DV matrixot a koévetkez8képpen fogjuk
jeldlni:

A*11e. (19.27.7)

A récsrezgéseket leird (25.15) egyenletek esetiinkben a kdvetkezd alakiak lesz-

AN B

Ez az egyenlet természetesen nem mas, mint (25.15) &tirdsa ajelenlegijel6léseinkre.
A megoldasat csak akkor tudjuk megkeresni, ha egy lényeges, G fizikai koril-
ményt tekintetbe veszink. Tudjuk, hogy a kristalyracs elemi celldk periodikus
ismétl6déséhal all. Eppen ezért a (27.7) matrix nem fog figgni kilén-kiilén az 1
és m cella-indexekt6l, hanem csak a cellak egymastol valé tavolsagara jellemz6
1-m vektortél. Tehat a Z>-matrix a kovetkez6 alaku:

M- )

Ez a tény nagymértékben leegyszerisiti a (27.8) egyenletek megoldasat. Keressik
ugyanis a megoldast az el6z6 8§-ban is hasznalt periodikus alakban:

Y i11= YaK)eikm\ (19.27.10)
K

Itt ¥A(k) egy, az lindextél fliggetlen amplitadé. Behelyettesitve (27.8)-ba kapjuk,
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hogy
Z DB il~mypx)e™ » = ory {k)e,KT).

m,A,R \K A

Osszuk végig ezt az egyenletet e kR2)-lel

20 [ )RR =@ 5.

Az 1-edik és m-edik elemi cella tavolsaga (27.3) szerint csak az J—m kilénbség-
tél fugg. Ezért:

R() - R(m) = R - ni). (19.27.11)
Vegyuk ezt figyelembe a fenti egyenletiinkben és jeléljik 1 —m-et g-val, ekkor

Z D" fa.)<rikRWa g = co2¥aK). (19.27.12)
aA/S \K A
Itt az m szerinti dsszegezés helyett q szerinti 8sszeget irhattunk, mert ha m végig-
fut az osszes elemi cellan, akkor g = 1 —m is végig fog futni mindegyik elemi cel-
lan. A fenti egyenletiinkben a q szerinti 0sszegezés nem érinti az I amplituddkat.
Ezért bevezethetjik a kovetkez6 matrixot

n ik 1 _ v n 4 6-ikR(q)
DM\ kX)- N °MkXe
Szokas az d és K indexpart egyetlen £ indexben és a B, X indexpart egy ¥ index-
ben &sszefoglalni. Akkor a D matrixot a kdvetkez6képpen irjuk:

N« (K)= Z DM 4,k -ikR(4). (19.27.13)
q [KA]

Ez a D™ matrix egy « vektortdl fugg, melyet hullamszamvektornak neveziink.
A £ és t]indexek egyenként 3r értéket vehetnek fel, hiszen pl. a-nak 3, k-nak pedig
r értéke lehetséges, ezért § 6sszesen 3r értéken futhat végig. Din tehat egy 3rx 3r
dimenzidju matrix.

A (27.13) jel6lés bevezetésével (27.12) a kovetkez6képpen alakul:

z N« (KM, = 0% . «-1,2,;..,37T) (19.27.14)
n

(27.14) egy linearis, homogén egyenletrendszer az egyutthatékra. Formailag
teljesen azonos (25.15)-tel, de igen lényeges kilénbség van az ismeretlenek sza-
maban. Mig (25.15)-ben az ismeretlenek szama f = 3N, tehat makroszkopikus
méret( kristaly esetén 1022 nagysagrend(, addig (27.14)-ben az ismeretlenek szdma
minddssze 3r, ahol r az elemi celldban lev6 atomok szama. Mivel r még a bonyolul-
tabb kristalyok esetén is kis egész szam, ezért a (27.14) egyenletrendszer meg-
oldasanak nincs semmilyen gyakorlati akadalya.
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A (27.14) lineéaris, homogén egyenletrendszer megoldhatdésaganak feltétele az,
hogy az ismeretlenek egyitthat6ibdl képezett determinans eltlinjon.

Dn (k) - w2 0 12(k) ... N73[k)
Teok) - @ e+ "2,3.(K) _Q (19 77 15)
Burfl(K) B,dk) ... DXSK) - co2

Ezt a determinanst kifejtve egy 3r-ed foku polinomot kapunk ar-re, amelybél
a racsfrekvencidk kiszamithatok. (27.15) gyokeit a kdvetkez6képpen jeldljuk:

8)i(k), col(K), ....co|r(k). , (19.27.16)

3r-ed foku polinomrdl lévén szd, 3r megoldast kapunk. A kdorfrekvencidkbol
szamitott

vXK), va(K), . . ., valk) (19.27.17)

racsfrekvencidk szama szintén 3r. Ez azt jelenti, hogy minden k hullamszamvek-
torhoz 3r frekvencia tartozik. A v = v(k) dsszefliggést most is diszperzids dssze-
flggésnek nevezzilk, de most a hullamszam nem egy linearis paraméter, hanem
egy haromdimenzids k vektor. (27.17) pedig azt mutatja, hogy a diszperzios gor-
bének 3r aga van. Ezek kvalitativ menetét (a k-tér egy onkényesen kivalasztott
irdnydban) a 39. abran lathatjuk. Bebizonyithatd, hogy a diszperzids gérbék ko-
z0tt mindig hdrom olyan van, melyek k = o esetén v = o frekvenciat adnak.
Ezeket hivjuk akusztikus dgaknak. A tébbi 3(r —I)-ag neve: optikai agak.

Hatra van még a lehetséges k hullamszamvektorok megéallapitdsa. Ehhez min-
denekel6tt meg kell ismerkedniink a reciprok-racsvektorok fogalmaval. Legyen
abv a2 6s a3 a harom kristalytani tengelynek megfelel6 primitiv eltolasi vektor.
A reciprok-raesvektorokat a kdvetkez6képpen definialjuk:

b 1a2ag
) Vo )
[%eai]
— E a *
by = ai.a2

ra
ahol

= alfa2, a3],

az elemi cella térfogata. A reciprok-racsvektorok ezen definiciojabél azonnal ko-
vetkezik, hogy

ab, = <v (19.27.18)

ahol <&+vel, szokas szerint, a Kronecker-féle d szimbdlumot jeldltik, melynek
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értéke
W, {*> ha . . 19.27.19
9= 50, Ha i oj. ( )
Legyen x a reciprok-racsvektorok egészszamu tobbszoroseibdl felépild vektor

x(h) = Atb, + Ab, + /zb3, (19.27.20)
melyben tehéat
ht=0, £1, +£2,.. . i=12173

Szorozzuk meg skalarisan T-t az /-edik elemi cella centruméat megadd R vektor-

Vi
~ -3(r-1) db optikai aq

N 4N "3 db akusztikus ag
39. 4bra. Haromdimenzios kristalyok diszperzids gorbéi

ral. Mivel R (27.3) alaku, ezért (27.20) figyelembevételével kapjuk:
R() x(h) = 11hl+ I2h2 + I3 = egész szam. (19.27.21)

Ezért, ha a racsrezgéseket leird Ya « amplitdddk (27.10) kifejezésében k helyébe

K + 27rx-t irunk, Ugy nem kapunk Gjabb megoldéast. Ugyanezt mondhatjuk a racs-
frekvenciak kiszamitasanal alapvetd szerepet jatszé matrixrdl is. Ha (27.13)-
ban elvégezzik a k -> k + 27ix helyettesitést, akkor (27.21) miatt D(4 valtozatlan
marad, kovetkezésképpen a k hullimszédmhoz és a k = 27ix hulldmszdmhoz tar-
toz6 racsfrekvenciak ugyanazok. Eppen ezért elegendé azokkal a k vektorokkal
foglalkoznunk, melyek végpontja a

29bl, 27rb2, 2sabs

vektorok altal kifeszitett paralelepipedonba esik. Ezt a paralelepipedont nevezziik
a (haromdimenziés) Brillouin-zénanak.

A k-vektorok lehetséges értékeire vonatkoz6 masik megszoritas a hatarfeltéte-
lekb&l adddik. Ismét egy igen nagy kristalyra gondolunk és a Born —Karman-fé\e
periodikus hatarfeltételeket irjuk eld. A kristalyban levd elemi cellak szamat

N = AiAaAa

alakban irhatjuk fel, ahol Nb N2 ill. N3az egyes kristalytani tengelyek mentén
levé elemi cellak szamat jeldlik. Természetesen feltételezziik, hogy ezek igen nagy
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szamok:
Nb N2 Na> 1. (19.27.22)

Az 1-gyel jeldlt kristalytani tengely menti periodicitds azt jelenti, hogy az
R = A", centrum elemi cellaban az atomok éppen gy rezegnek, mint az origo6-
nal lev6 R = 0 cetruma elemi celldban. Ugyanez igaz a 2-vel és 3-mal jeldlt kris-
talytani tengelyekre. Tehat a BoT —Karman-hatarfeltételek szerint

Y Ne>0,0/ =Y [0,N20] Y /0.0,N3A =Y /0,0,0
{ k J * K | “ k J “ K

Vagy (27.10) miatt
gikV.a, _ eikNB. _ gkVa = j (19.27.23)

(27.18) alapjan rogton fel tudjuk irni azokat a k vektorokat, melyek teljesitik
ezt a feltételt:

=— -b1+— -b2+~ -ibs, (19.27.24)
Ni. N N3

ahol hb h2és h3egész szamok. Mivel k-nak a Brillouin-zonaba. kell esnie, ezért a
hj egész szamokra csak a kovetkezd értékek johetnek szoba:

K=1,2,..., A~ (/= 1,2,3) (19.27.25)

Az 0Osszes megengedett K vektor szama tehat NiN2N3 = N lesz, ugyanannyi,
mint az elemi cellak szdma. Mivel minden Kk hulldmszdmvektorhoz 3r récs-
frekvencia tartozik, ezért az 6sszes racsfrekvenciak szama 3rN lesz, azaz ugyan-
annyi, mint a (27.6) szerinti 6sszes koordinatdk szama. Ez az eredmény teljes
dsszhangban van a 25. 8-ban kimondott altalanos tétellel, mely szerint a racsfrek-
venciak szdma egyenl6é a fliggetlen koordinatdk szamaval.

(27.24)-b6l lathatjuk, hogy a megengedett k-vektorok végpontjai egy racsszer-
kezetet alkotnak, melynek primitiv vektorai a kovetkezdk:

2tr

2T 2tz
Nirbi’ "N'i'b;J’ ~,{ﬁrw- (19.27.26;

Ezek a primitiv vektorok igen kicsinyek, mert (27,22) szerint Nb N., és N3igen
nagy szamok. Ez aztjelenti, hogy a megengedett k vektorok végpontjai a Brillouin-
z6naban igen siriin helyezkednek el.

Sokszor sziikséges lesz tudnunk, hogy a k vektorok terének egy

dX = dkxdkydkz

térfogatelemébe hany megengedett k-vektor jut. Ezt nyilvan Ggy kapjuk meg, ha a
dX térfogatelemet elosztjuk a (27.26) primitiv vektorok altalk ifeszitett paralele-
pipedon térfogataval, azaz a

- briba, bal (19.27.27)
NiNN3
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kifejezéssel. Vegylk figyelembe, hogy NIN.,N3- N és hogy a bb b2és b3 re-
ciprok-racsvektorok (27.16) definicidja szerint

bi[b2,b3 = -i-,

ekkor (27.27)-et a kovetkez6képpen irhatjuk fel:

(2 w3
Nva *

Végeredményben tehat a dX térfogatelembe es6é k-vektorok szama a kdvetkez6:

(i9-27-28)

Végul szamitsuk ki a Z(v) frekvenciaeloszlasi fiiggvényt. Lattuk, hogy av = v(k)
diszperzios osszefliggés 3r agra bomlik fel, ennek megfeleléen Z(v)-is 3r részbél
fog Osszetevédni, melyek részben atfedhetik egymaést

2= £.2.0). (19.27.29)

A Z,(v) frekvenciaeloszlas kiszamitdsdhoz huzzuk meg a k-vektorok terében azt a

dk/ ..\

'v+dv
40. abra. Konstans frekvencigju feliletek a hullamszam-térben

feliletet, ahol a v, (k) frekvencia egy konstans v értéket vesz fel, valamint azt a
feliiletet is, ahol v,,(k) értéke v + tfv-vel egyenld (40. abra). E két felllet egymas-
tél valo tavolsaga

[ S— (19.27.30)

lesz. Ha a v értékhez tartozo feliileten kijeldliink egy ds felliletelemet, akkor a ds
alapl és dk magassagu hasdbban levd v,,(k) frekvenciak szama (27.28) alapjan
L _ V]3]

= — T —— ——

(213 (271)3 Igradkyv,,(K)|

lesz. Ha ezt integraljuk valamennyi ds fellletelemre, akkor megkapjuk a v és
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V+ dv frekvencidk k6zé es6, a a-dik aghoz tartozd racsfrekvencidk szamat. Tehat

<[9-27 31)

Z,,(v)-re nyert fenti kifejezésiink a konkrét szamitas elvégzésére sokszor alkal-
matlan. Ezért Z,,(v)-t egy azonos matematikai atalakitassal célszer(ibb alakra
szokas hozni. Ennek az atalakitasnak részleteit nem mutatjuk be, csak a végered-
meényt kozoljuk.

00

Z,(v)=~ [ e~tp(y)dy, (19.27.32)
—&
ahol
NV j
f(y) = zins Jely*™d3k , (19.27.33)

melyben a k-szerinti integralast a Brillouin-zdnava kell Kiterjeszteni.

28. 8. Longitudindlis és tranzverzélis racsrezgések

Vizsgaljuk meg részletesebben a legegyszeriibb haromdimenzios kristalyracs,
az Un. egyszerii kobos racs rezgéseit. E racs egy elemi celladjat mutatja a 41. abra.
Az elemi cella egy a élhosszisagi kocka, melynek cstcsaiban egymassal azonos

Q
41. abra. Egyszer(i kdbos racs

atomok helyezkednek el. A racs primitiv vektorai tehat
ar= (a, 0,0),
az = (0, a 0), (19.28.1)
as = (0,0, a)

és minden elemi celldba csak egyetlen atom tartozik, azaz r = 1. A racsfrekvenciak
kiszamitasa céljabdl mindenekel6tt a k) matrixot kell megallapitanunk. Ese-
tinkben ez egy 3x3 dimenzidju métrix lesz, mert a f és 1j indexek harom értéken
futhatnak végig, melyek az x, y és z irdnyoknak felelnek meg.
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Els6 feladatunk az atomok kozotti erék felirdsa lesz. A 42. abran az l-edik és
az m-edik atom nyugalmi helyzetét lathatjuk. Gondoljuk el, hogy az m-edik ato-
mot elmozditjuk az egyensulyi helyzetébd6l egy kicsi x(m) vektornak megfelel§ ta-
volsaggal. Ekkor az 1-edik és az m-edik atom kozott egy K eré fog fellépni, mely
aranyos lesz a két atom kdzotti tdvolsdg megvaltozasaval és a kéztik levé R(m) +

0
42. abra. Az /-edik és az m-edik atom kozott hatd er6

+ x(m) —R(l) tavolsag iranydba fog mutatni. Az 1-edik atomra hatd erd kifeje-
zése tehat a kovetkezd lesz:

- R( mf + x(m) —R(I)

L Ll R N A E A R R

ahol/ ,-miazer8alland6 szerepét bet6ltd aranyossagi tényez6, melyaz 1ésm ato-
mok kolcsénds tavolsidgatdl fugg. Ha x(m) nagyon kicsi, akkor a fenti erdki-
fejezésre sorba fejtéssel kapjuk, hogy

K_/lm— I(Rd>- RO"»*W (B[ _ R(m))
J IR(D —R(M) 12 v w

Ezt az erGkifejezést Osszevetve az altalanos (25.6) képlettel, leolvashatjuk, hogy
1 ® m esetén

R (I, ni) —+1 —4 )k 0304 - RW).,  (19.28.2)

IR(1)- Rgm)l IR(I) - R(m) |

Mivel az Osszes atom egyenl6 M tomegd, ezért a (25.11)-gyel definialt D-matrix
(28.2)-nek M-ed része lesz. Lathatjuk, hogy a D matrix valéban (27.9)-nek meg-
feleléen csak 1 —m-tél flgg. irhatjuk tehat, hogy

ap )N Rt W (,9.28.3)

Ez az eredmény 1—m esetére, azaz q = 0-ra nem vonatkozik. A g = 0-hoz tar-
tozdé ©6-matrix megéallapitasa céljabdl gondolatban mozditsuk el a kristaly vala-
mennyi atomjat az egyensUIyi helyzetb(’il X = {xx Xy, Xj-vel. Nyilvénval() hogy
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lenti, ilyen esetben az atomokra semmiféle er6 nem fog hatni. A (25.6) altalanos
er6kifejezésbe az atomoktol fuggetlen x eltolast irva, kapjuk, hogy az 1-edik atom-
ra hato6 erd

-1z m)*, = o o
Mmrj=x,y,z

Mivel ez tetsz6leges x-re igaz, ezért fennall, hogy

I *i,0,m) = 0.
m
Vagyis

3A. Y= - z BiA m). (19.28.4)

A jobboldalon mar olyan B koefficiensek Iépnek fel, melyekre 1® m, tehat ki-
fejezésiiket (28.2) adja meg. Ha (28.4)-et elosztjuk M-mel és tekintetbe vessziik,
hogy a D = B/M matrix csak 1—m-t6l fligg, ugy a kdvetkezd eredményt kapjuk

07(0) = - | D£/q). (19.28.5)
q*0
Ezzel a Z>-métrixot teljes mértékben meghataroztuk, mert a q = 0-hoz tartoz6
D-matrixot ki tudtuk fejezni a g @ o-nak megfeleld /1-matrixokkal, ez utébbiakat
pedig mar (28.3) alatt megadtuk.
A szamitas kovetkez6 lépése a (27.13) Z)(k) matrix meghatarozasa. Ha (27.13)-
ban a q szerinti 6sszegezésnél el6szér felirjuk a q = o-hoz tartoz6 tagot, majd
pedig 6sszegezliink g # 0-ra, akkor (28.5) alapjan kapjuk, hogy

DtJk) = - I 067q)(l - e-*««»). (19.28.6)
q=0

Ha most behelyettesitjuk a D-matrix (28.3) konkrét kifejezését és tekintetbe vesz-
szuk, hogy az egyszerli kobods racs esetében

R(9) = aq, (19.28.7)

ahol a a réacséallando, agy a kdvetkezd eredményre jutunk:

Didk) = zZ - e~ad) (19.28.8)
qg#0 M 4

A racsfrekvencidk meghatdrozasa céljabdl ezt a D kifejezést kell (27.15)-be
helyettesiteniink és az igy kapott egyenletbdl cu2et kiszamitani. Az egyszeriiség
kedvéert a szdmitasokat csak az (n. mésodszomszéd kozelitésben fogjuk keresztil-
vinni. Ez azt jelenti, hogy az/ 1M er6allandot csak két olyan atom esetén tekint-
juk zérustél kiulénbozének, melyek kozti tavolsdg vagy az elemi cella élhossza-
nak, vagy a lap atléjanak felel meg. Az els6 esetben jgq | = 1és ekkor az eréallan-

dot /-fel jeloljuk, a mésodik esetben |g| = és ekkor az er6allando jele legyen
f (43. abra). Ebben az esetben a (28.8)*ban szerepld g-szerinti 0sszeg csak 12
tagra terjed ki és a képlet kdnnyen kiértékelhet6. A diagonélis (£ = t]) elemek
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kozll csak egyet irunk fel:
Z\AK) = -N-sin2 i M fl] + -~-{2 —cos kxa (coskya + cos kz4)}, (19.28.9)

a masik kettd az x, y, z indexek ciklikus felcserélésével kaphaté meg. A q ¢ 1
elemek pedig

/.
Dxy = -zj-j- sin kxa sin kya (19.28.10)

alaktak, itt is a masik kettd az indexek periodikus felcserélésével adodik. Erdekes,

r | V
[

43. é&bra. A masodszomszéd kozelitésben csak az / és /' erdallanddkat vesszik
tekintetbe

hogy £ @ 1j esetén a legkdzelebbi szomszédok jaruléka kiesik és Din Kifejezésé-
ben csak az /' er6allandd 1ép fel.

D ismeretében mar kénnyen kiszamithatjuk az egyes K hullamszamokhoz tar-
tozo6 racsfrekvenciadkat. Csak néhany érdekes példara szoritkozunk. Legyen el6-
szor K az egyik, pl. az x irdnynak megfelel§ kristalytani tengely iranydba mutaté
vektor, azaz

K = (k 0, 0). (19.28.11)

Ekkor a (28.9) és (28.10) képletek alapjan megéllapitott D-matrix a kdvetkez6
szerkezet( lesz:

<x 00\
D = 0 RO ,
~0 O0R) (19.28.12)

ahol

a=" (/+ 2/ Dsin2Jr ’

R=—1I'mMmn* — . (19.28.13)
Ezen D-matrix esetén a (24.14) és (27.15) egyenletek trivialis egyszer(iséggel meg-
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oldhatok. a>2re egy egyszeres gyok és egy kétszeres gyok adodik; az els6' éppen
a-val, a masodik pedig /i-val egyezik meg. A harom racsfrekvencia tehat a kévet-
kez6 lesz;

1 1 [+ 2/ . ka
vi:2nva:TJ\—MM—sin|’§’

1 M5 1 IT mka (19.28.14)
W=\WB="AA"A=-V M SmT -

Az els6 gydk esetén a (27.14) egyenletek megoldasa:
Y; = (1, 0, 0). (19.28.15)

Ez az amplitddo-vektor parhuzamos a (28.11) hullamszamvektorral, ezért longi-
tudindlis racsrezgésnek nevezzik. A masik két gyok esetén a kovetkez6 amplitddd-
vektorok adédnak:

Y( = (o, 1, 0),
Yi = (0, 0, 1). (19.28.16)
Ezek pedig mer6legesek k-ra, tehat tranzverzalis rezgéseket jelentenek.

Maéasodik példaként az elemi cella lapatlojanak megfelel6 iranyd k vektor esetét
targyaljuk, azaz, ha

K = (K, 0, K). (19.28.17)

Ekkor (28.9) és (28.10) a kdvetkezd J1-matrixot szolgéltatjak:

ra o y\
D= 0 8 0 ,
Ky 0 a) (19.28.18)

ahol most

a= _4_(/]‘.'+f\)5|'n22Ejl + isin2ka,
M 2 M

P=4yr l]n2-42-> (19.28.19)
2f
y = —M—sinz ka.

Ezen J1-métrix esetében megoldva a (27.15)-b6l ad6d6d harmadfok( egyenletet,
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a kovetkez6 racsfrekvencidkat kapjuk

v = ~ (19.28.20)

A hozzdajuk tartoz6 Y{amplitudok rendre a kovetkezdék lesznek:

ve=(, 0 1),
Y(= (1, 0-1).. (19.28.21)
Yt = (0, 10).
AV, frekvenciahoz tartoz6 Y, amplitido-vektor parhuzamos a (28.17) alatti k-val,
tehat ez egy longitudindlis rezgeést jelent, a masik két amplitado-vektor mer6-

leges k-ra, ezek tehat tranzverzalis rezgéseket irnak le.

Végul vizsgaljuk meg az elemi cella testatléjanak irdanyaba mutaté k vektor
esetét.

K = (K, K, K). (19.28.22)

Ekkor a (i-matrix a kovetkezd lesz:

l« B R\
D=\B a R |,
\B B ix) (19.28.23)

ahol most a és B a kovetkez6 kifejezéseket jeldlik:

a= —/ si E + 4—/I-sim2Ika
M M '

2 f .
R= sinz ka. (19.28.24)

Az co2re vonatkozé harmadfokd egyenletnek most ismét egy egyszeres és egy
kétszeres gyoke lesz. A racsfrekvenciak:

vVi=4~s/x + 28,
2n
(19.28.25)

yr=v3=-~2"x/la~0Rm
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A megfelel6 amplitid6-vektorok rendre a kovetkezék:
Y( = (1, 1,1),
Y(= (@1 -1, 0), (19.28.26)
Y« = (1, o, - 1)

A Vi frekvencianal az amplitddé ismét parhuzamos, vz és v3 esetében pedig
mer6leges k-ra. Tehat ismét egy longitudinalis és két tranzverzalis rezgést kap-
tunk.

Végil foglalkozzunk az egyszerl kdbos racs rezgéseivel igen kis hullamszam-
vektorok, tehat k "m0 esetében. A kénnyebb targyalasmdd kedvéért egy Gjabb
egyszerisitést vezetiink be, nevezetesen feltételezzik, hogy azf és/' er6allandok
egyenl6k. / =/" és kK -> 0 esetén a (28.9) és (28.10) képletekkel adott D-matrix

a kovetkez6képpen fog alakulni:

THa(k) = M-(Acdid + 2%4% ), (19.28.27)

ahol 6in a Kro/iecker-1'éle a-szimbo6lum. Ha ezt a D-matrixot behelyettesitjik a
racsrezgéseket leird (27.14) alapvet6 egyenletekbe, akkor kapjuk:

"r(k% +2kf £E W =co%. (Zz=x,y,2) (19.28.28)

Longitudindlis rezgések esetén az  amplitud6-vektor parhuzamos lesz a hullam-
szam-vektorral, azaz = fik*, ahol B egy tetsz6leges allandé. Ezt beirva (28.28)-
ba, lathatjuk, hogy az egyenlet valéban kielégil, ha

n (19.28.29)
M Y

Ebb6l a longitudinalis racsrezgések frekvenciajara a

(,9>k30)

érték adodik. A frekvencia aranyos a k hulldamszammal és ezért forditva aranyos a

hulldmhosszal. A rezgés tehat akusztikus rezgés lesz, a hang terjedési sebessége

c, n,,-+ ,. N0 r. <19-28-3»

Most vizsgaljuk meg a tranzverzalis rezgéseket. Ekkor az amplitido és a hul-
lamszéam-vektorok mer6legesek egymasra, ezért a (28.28)-ban fellépl »/-szerinti
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0sszeg, ami tulajdonképpen az amplitid6- és a hulldmszam-vektorok skalaris
szorzata, zérus lesz:
XV, =0.
V=x,y,z
Ekkor (28.28)-nak szintén van a trivialistol kiilonb6z8' megoldasa, a kérfrekven-
ciara pedig kapjuk, hogy

2=" 1. 19.28.32
bl Mr K ( )

A tranzverzalis hullamok frekvencidjara ebb6l

1 //(aZ
vt = o M M’rk (19.28.33)

adddik. Ez szintén aranyos k-\al, tehat ismét akusztikus rezgés. A tranzverzalis
hullamok terjedési sebessége

2 n Ifaz
C="TV=v YV (19.28.34)
lesz.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy az egyszer(i kébos racsnak csak akuszti-
kus rezgései vannak. Ez megfelel az el6z6 §-ban mondottaknak, mely szerint
minden ricsnak van harom akusztikus rezgéstipusa. Egyszer( kdbds racs esetén
mas rezgéstipus nem is lehet, mert itt r = 1 és az Osszes rezgéstipusok szama,
amint az el6z6 §-ban lattuk, 3r-rel egyenl6. A longitudinélis rezgés frekvencigjat
(28.30) adja meg, a két tranzverzalis rezgéstipus frekvencidja egyenl6 egymassal,
kozos értékik a (28.33) alatti kifejezéssel egyenld.

Végiul még hatarozzuk meg az egyszer( kdbds racs frekvenciaeloszlasi fliggvé-
nyét a Debye-féle kdzelitésben, amikor is a diszperzios Osszefliggéseket az igen
kis k-ra vonatkozo (28.30) és (28.33) képletekkel azonositjuk. A frekvenciaelosz-
last a (27.31) formula alapjan fogjuk kiszdmitani. A diszperzids Osszefiiggéseket
osszefoglaléan

VBRI (19.28.35)

alakban irhatjuk, ahol mostaaindex a longitudinalis és a két tranzverzalis rezgésre
utal, c,, pedig a rezgés terjedési sebessége, melyet (28.31), ill. (28.34) ad meg.
(28.35-)b8l kapjuk egyrészt, hogy

lgradkvii(k ) |=-~-, (19.28.36)

masrészt lathatjuk, hogy a konstans frekvenciaértékhez tartozé feliiletek a k vek-
torok terében koncentrikus gombdok lesznek, hiszen vf(k) csak k abszollt érté-
kétdl, k-tol fligg. Ezért esetlinkben a (27.31)-ben a ds-re vonatkozo integral egy K
sugard gomb felszinére vonatkozik, és mivel az integrandus (28.36) szerint egy
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konstans szam lesz, ezért a ds szerinti integralds egyszer(ien a gdmb 4nk2 felszinét
fogja eredményil adni. Végeredményben kapjuk, hogy

NV 2n 4nv2
Zav)=— " — ~4nk2=Ndi— (19.28.37)
7Tt QG ca

ahol figyelembe vettiik, hogy az egyszer(i kébos racs elemi celldjanak térfogata:
Va = a3

Ha ezt 0sszegezziik a harom lehetséges értékére, ugy megkapjuk a teljes frek-
venciaeloszlast:

Z(v) =Na3 \ +~ 4nv2. (19.28.38)
ci ct,

Természetesen ez a formula csak egy bizonyos vDhatarfrekvenciaig lehet érvényes,
mert Z(y) ki kell, hogy elégitse a (25.11) normalasi feltételt. Mivel az egyszeri{ ko-
bos racsnél/ = 3N, ezért (25.11)-b8l a kdvetkez6 feltétel adddik:

2 4nvl
'J N

fi 1
J Z(v)dv = Na3 + - = 3N.

0

Ebbé6l a Debye-féle hatarfrekvencia értékére a kdvetkez6 egyenlet adodik:

N=A (4T +-Y - (19.28.39)

Ha ide beirjuk c, és c, kifejezéseit, gy az

1 _ 4 M 'M |32
SRS EEE. B

eredményt kapjuk, amib6l
Vd=0,68J "' (19.28.40)
(28.39)-et (28.38)-ba téve a frekvenciaeloszlasi fliggvény a kovetkez6 alakot olti:
9Nv-
Z(v)= -"s—, ha v< D
Z(V) = 0, ha V> vD. (19.28.41)
Ezt a frekvenciaeloszlast lathatjuk a 44. abran szaggatott vonallal feltiintetve.
Osszehasonlitasképpen felrajzoltuk a pontos (28.9) és (28.10) formulakbdl kapott

diszperzids gorbe alapjan levezetett frekvenciaspektrumot is.
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44. abra. A Debye-féle frekvenciaeloszlas dsszehasonlitdsa az egzakttal

29. 8. Gazok diffazidja

Legyen adva valamilyen zart edényben egy tetsz6leges, egyensulyban lev6 gaz.
Ez a gaz, miutan egyensulyban van, egyenletes s(ir(iséggel kitdlti az egész rendel-
kezésre &ll6 teret és atomjai, ill. molekuldi rendezetlenil minden irdnyban és ki-
16nb6z6 sebességgel, kdzben-kdzben egymassal, ill. a fallal tkézve mozognak
Ugy, hogy atlagsebességiik, v a T abszolit h6mérsékletnek megfelel6

12 my = 3? kT

érték lesz.

Jusson most ebbe a zart rendszerbe valami ilyen idegen gaz, pl. gy, hogy az
edény fala parolog. Ez az idegen gaz tehat kezdetben az edény fala mentén talal-
hat6 csak, id6vel azonban h6mozgésuk kovetkeztében az idegen gaz molekulai
egyre jobban eltdvolodnak a falaktdl és a rendelkezésre allo tér minden részébe
eljutnak, mikézben természetesen (tk6znek az eredeti gaz molekuldival is. Az ide-
gen gaz s(riisége ily mddon helyrél helyre és idérél idére valtozni fog.

Ezen slr(iségvaltozas az idegen gaz molekulainak aramlasaval —diffazidjaval —
jar egydtt, ill. megforditva, ha egy gazban a s(irliség helyrél helyre valtozik, ez a
gazban diffaziot hoz létre. Ezt kdnnyen belathatjuk, hiszen, ha a gaz s(rlsége
egyenletes, akkor barhol kiszemelve a géz belsejében egy tetszdleges fellletet, az
azon adott id6 alatt keresztilhaladé molekuldk szdma egyik iranybdl ugyanannyi,
mint a masik iranybo6l. Ha azonban a fellilet egyik oldalan kisebb a gaz s(r(isége,
mint a felilet mésik oldalan, akkor a nagyobb s(r(iségl oldalr6l tébb molekula
fog athaladni az adott idé alatt, mint a kisebb s(irliségl oldalrdl, tehat aramlast
tapasztalunk. Ez az aramlas aranyos lesz a gaz n s(riiségének egységnyi aton mért
véltozasaval és irdnya a s(rliség csokkenésének irdnydba mutat:

1= —Dgradn. (19.29.1)
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Az aranyossagi tényez6t, D-t, diffaziés allandénak nevezzik. A diffaziés alland6
értéke a fent vazolt folyamat részletesebb vizsgalatabdl meghatarozhat6. Miel6tt
erre ratérnénk, foglalkozzunk kissé a diffazios folyamatban lényeges szerepet
jatszé rugalmas utkdzésekkel.

Legyen az tkdz6 két részecske tomege mb ill. m2 sebességik az litkdzés elbtt
Vj és v2, az Utkdzés utan vj és vi. Az litkdzés folyaman teljesilnie kell az impulzus

megmaradas és —miutan rugalmas itkdzésrél van sz6 —a kinetikus energia meg-
maradas feltételének, tehat

mNhi + mV: —mwj +

| b i . 19-29-2
y! LLI,L?-F y1 I_I_I,F>/>g: y nliff +y mav2 . ( )

(29.2) két egyenletébdl vj és vj meghatarozhat6. A szamitas Iényegesen egyszer(-
sodik, ha az L laboratériumi koordinatarendszerrdl attériink az S sulyponti koor-
dindtarendszerre. Miutan a sutlypont vs sebessége L-ben

= + —y — .29.
V,S mx7+ mzv:1 mxy+m2V2’ (19.29.3)

az eredményt kdnnyen visszatranszformalhatjuk a laboratériumi rendszerbe Ugy,
hogy a sz6rddéas utdni S-beli sebességekhez hozzaadjuk vs-t.

A sulyponti koordinatarendszerben az eredd impulzus szoras el6tt (és természe-
tesen szAras utan is) zérus. Ezt és a kinetikus energia megmaradasét felhasznalva
azt kapjuk, hogy S-ben a szorédas folyaman a sz6rodd részek sebességének ab-
szolut értéke nem valtozik, csak a sebességek irdnya, de az is csak Ugy, hogy a
két részecske sebessége tovabbra is 180°-0s szdget zar be (hogy az eredd impulzus
zérus maradjon). A sulyponti koordinatarendszerben a lehetséges szorodasokat
tehat a ¢ szog jellemzi (L a 45. abrat).

Erdekes a lehetséges két hatareset: bad = o, az Uitkdzéskor semmi sem toértént,
a két részecske eredeti sebességével folytatja Utjat az S rendszerben és L-ben is.
Ha ¢ = 180° akkor okozza az uitk6zés a legnagyobb valtozést a részecskék moz-

/

/i KtfH v
/ N2=1\&2

/]

Tor /m N2
/
Aii
/
45. abra. Rugalmas szdrodas sulyponti koordinatarendszerben
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gasaban: = —5l, V\2 = —vS2, a részecskék ,visszapattannak” egymasrol.
Visszatérve a laboratériumi koordinatarendszerre, tehat ekkor a részecskék se-
bessége a szorodas utan:

ri=vsi+ vs= -(vt- \s) +\s = -vx+ 2\s, V,= -v2+ 2\5,

tehat

m2-m i m2

= - v2+ 2 v2

mi+ m2 mx+m.2

és (19.29.4)
ml nu-ny
V2= 2 24 L
«3i+m:2 ml+ m2

Attekinthet6bbé valik az eredmény, ha feltételezziik, hogy az egyik részecske
szorbédas elétt nyugalomban volt, v2 = 0. Ebben az esetben az 1 részecske szérd-
daskor a sajat addigi haladasi irdnyaban megloki a 2 részecskét, maga pedig vala-
mivel Kisebb sebességgel visszalékddik. Felirhatjuk az 1 részecske altal a 2 ré-
szecskének 4tadott AEJEKI relativ kinetikus energiat:

AEK \2 m%"{_z m im9—Tn
B T b e mg) © L@ D). (19208)
— TIJVI
2 '
" O

Bevezettik azr= " rovidité jelolést, r értéke 0 < r < 1 értékeket vesz
ml+ m

fel aszerint, hogy a két részecske relativ tomege mekkora. Ha a két részecske egy-
forma tdmegl, r = o és az 1 részecske lefékez6dve teljes kinetikus energidjat
dtadja a kordbban nyugalomban volt 2 részecskének. Ha a nyugalomban lev6
2 részecske tdmege igen nagy, m2> Tb akkor r -> 1, az 1 részecske kinetikus
energiajat megtartva ,visszapattan” a nagytdmegl, nyugalomban marad6 2 ré-
szecskeérdl.

Végul vizsgaljuk meg, hogy a sulyponti rendszerben egy tetszéleges ¢ széggel
jellemezhet6 szérodasnak mi felel meg a laboratoériumi rendszerben. Az attekint-
het6ség kedvéért ismét feltételezziik, hogy a 2 részecske a sz6rodas el6tt nyuga-
lomban van, v2 = 0. Ekkor az 1 részecske sebessége szOrodas utan

wi

vi= + Vs, ahol IVS11= lvsl |= —f — |vx]|,
mx+ m2

VS = Y
és y§, (b szOget zar be \s irdnyaval (L a 46. abrat). Ebbdl
( m2 Y2 o0 m, 2 , m,

m, .
X = emmememenee- 21+ e t>jcos(180 - )’
[m1+ m2) Ll + m2 mx+ m2 mx+ m2
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- 2 yar 0 esetén !
VA R

/1 s-Vx /1
/Q , 7'/
S S
[\ \ /
a\
46. abra. Rugalmas szorodas eredményeinek attranszformalasa

stlyponti koordinatarendszerb6l laboratériumi koordinatarendszerbe

tehat az 1 részecske altal atadott relativ kinetikus energia

AEl( = [ ______ — v + [ LU'_ ]2+ 2”_____[[]? __________ n h__ cos (13—1 =
E kt mi + m2 [mM1+ m2) mi+ m2 Tvr+m2
+r —r
-2t 2 o,
4 ~ = -- U —(! - cos ®). 19.29.6
=l —( ) (19.29.6)

Az 1 részecske # szOrodasi szogére pedig azt kapjuk, hogy
m, + mOcos
Y 0- 2 y(b

cos b= L .
y'wj+ W+ 2mwmu CBo

(19.29.7)

A kapott eredménybdl lathatd, hogy valoban ¢ = 180° esetén lesz maximalis
a kinetikus energiadtadds és ekkor # = 0 vagy 180°. Meghatarozhatjuk az &t-
lagos kinetikus energiaatadas értékét is. Ehhez tudnunk kell, hogy mi a valo-
szinlisége az egyes utkozéseknek. Sulyponti koordinatarendszerben az eloszlas
gémbszimmetrikus, tehat valamennyi cos ¢ érték egyformén val6szinl, cos = o.
A laboratériumi koordinatarendszerben viszont

cos &= 'J,,T;(PCOS$'/B = T (19.29.8)

tehat a szorodas szogeloszlasa csak akkor lesz kdzel izotrop, ha m2 sokkal na-
gyobb, mint mv

Figyelembe véve, hogy cos = 0, az 4tadott relativ kinetikus energia értéke
egyforma P valdsziniiséggel lehet barmelyik érték a két lehetséges széls érték,
0 és —1+ r kozott (I. a (29.6) egyenletet és a 71. abrat). Az atlagos kinetikus
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0—+"1

-1+r (6] AEK
Em
47. abra. Az atadott relativ kinetikus energia valészin(isége allandé a lehetséges
(—1 + r)-t6l O-ig terjedd tartomanyban

energiaatadas pedig

Eki , (19.29.9)

Az el6bbiekben azt vizsgaltuk, hogy mi torténik két részecske rugalmas (itko-

zésekor. Kovetkez6 lépésként azt akarjuk meghatdrozni, hogy egy egyensulyban

lev6 gazban milyen gyakran ltkdzik egy molekula. Az Utkézések nyilvanval6an

véletlenszerlien kdvetkeznek be. igy, ha egy igen hosszd t id6tartamot valasz-

tunk, ami alatt a kiszemelt molekula sokszor, N esetben, itk6zott, akkor igaz lesz
az, hogy 2t id6 alatt 2N (tkdzés bekdvetkezése varhato, tehat, hogy

N = (19.29.10)

=
ahol t két egymas utani Utkozés kozti atlagos id6. Ha mar most nem egy kisze-
melt molekulat figyelink hossz( ideig, hanem egy N molekulabél all6 gazban
akarjuk meghatarozni, hogy egy kis dt idétartam alatt hany molekula ltk6z6tt,
akkor figyelembe véve, hogy a gaz egyensulyi helyzetben van, ugyanolyan valé-
szinliséggel fog egy kiszemelt molekula Ndt id6 alatt Gtkdzni, mint N molekula

dt
a dt id6 alhitt, tehat N — lesz a varhat6é Utkdzések szama.
T

Ezen megfontolasok utan hatarozzuk meg, hogy mi a P(t) valdszin(isége annak,
hogy egy molekula t ideig nem tkozik. Legyen N(t) azoknak a molekuldknak a
szama, melyek NO szdmd molekulat tartalmaz6 gazban méar t id6 6ta nem Utkdz-

dt
tek. Akkor ezek koziil tovabbi dt id6 alatt N(t) — szamu molekula fog ttkodzni,
T
tehat a t + dt id6pontban a még mindig nem Utkdzo6tt molekuldk szama
N(t+dt):N(t)—N(t)—T . (19.29.11)
N(t + dty-1 sorba fejtve és atrendezve, a kdvetkez6 differencialegyenletrejutunk:
dN(t)  dt

o e {19:29.12)
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aminek megoldasa
N(t)= NQC~'Ir. (19.29.13)

Az integracios konstans ugyanis meg kell, hogy egyezzék a t = 0 id6 alatt nem
ltk6z6 molekuldk szamaval, azaz a gazban levé 6sszes molekula NO szamaval.
A keresett P(t) val6szinliséget megkapjuk, ha a tidé alatt nem (tk6z6tt molekulak
szamat elosztjuk a gaz 6sszes molekulainak szamaval, azaz

P =-~1=K7. (19.29.14)

Azt kaptuk tehat, hogy annak a valdszin(isége, hogy egy egyensulyi allapotban
lev6 gaz egy molekulaja tideig ne iitkdzzon, az id6tartammal exponencialisan csok-
ken. Két litkdzés kozti x atlagos idd alatt csokken a valdsziniiség éppen e-ed ré-
szére.

Megvizsgélhatjuk azt is, hogy atlagosan milyen tdvolsdgot tesz meg a gaz egy
molekuldja két Utkdzés kozott. Ezt a X atlagos szabad Uthosszat felirhatjuk a mo-
lekuldk v atlagsebességének és T-mak ismeretében:

X = xv. (19.29.15)

Az el6bbi okoskodas mintajara annak P(x) valdszinlisége, hogy x Gt megtétele
kozben a molekula nem tkozik,

P(x) = e~xI* (19.29.16)

A X atlagos szabad Gthossz fligg a gaz s(iriségét6l, és a molekuldk o tkdzési
hataskeresztmetszetét6l. Ha ismét kiszemelink egy molekulat, mely egy n0O s(r(-
ségl gazban mozog, akkor felirhatjuk, hogy mi a valdsziniisége annak, hogy dx
Uthosszon (tk6zzon. Ez a valészinlség nyilvan egyenesen aranyos a gaz s(r(isé-
gével és az (thosszai (P(x) annak a val6szin(iségét jelentette, hogy a molekula
ne (tk6zzon):

1 —P(dx) = antd x,

ahol a a gazmolekulékra jellemz8 ltk6zési hataskeresztmetszet. Ha a mozg6 mo-
lekula irdnyara mer6leges egységnyi alapteriletld, dx magassagu hasabot jeldlink
ki a gazban, akkor ennek belsejében nOdx gdzmolekula lesz. A a hatdskeresztmet-
szetnek igy szemléletesen geometriai jelentést adhatunk: a fellletet tulajdonitva
az egyes gazmolekulanak a dx hasdbon belul onQdx felllet lesz az egységnyi feli-
letb6l letakarva a mozgd molekula szamara. Utkozés akkor kovetkezik be, ha a
mozg6 molekula k6zéppontja ilyen ,lefedett teriileten” haladna at (1 a 292. abrat).

Ha a hatdskeresztmetszet segitségével (29.17) alatt felirt Gtkdzési valdszinlsé-
get Osszehasonlitjuk a (29.16)-bdl kis dx Gthosszra sorfejtéssel kaphatd valdszi-
niiséggel, akkor megkapjuk az atlagos szabad Gthossz és a hataskeresztmetszet
kozti 6sszefliggést:

I — 1—dx\ = anaiix,
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tehat
I=ffwX. (19.29.18)

Az atlagos szabad Gthossz és a hataskeresztmetszet kozott kapott dsszefliggést
igen szemléletesen értelmezhetjik. Egységnyi alapterilet(i és X magassagu hasab-
ban a gazmolekuldk altal ,lefedett” felulet, onoX, tehat egységnyi, azaz a haséab

dx Hataskeresztmetszet

o*. — 0 0 ° Egységnyi felllelet

4S. abra. Az (itkdzési hataskeresztmetszet. (Simonyi K. Elektronfizika,
Tankonyvkiadd, Budapest 1965.)

teljes alapteriilete ,,le van fedve”. Természetesen ez a lefedés nem egy sikban van,
a gazmolekuldk egymaés el6tt — mogott helyezkednek el, ezért lehetséges, hogy az
atlagos szabad uthossznal hosszabb vagy rovidebb utat is megtehet itk6zés nélkdl
egy molekula.

Miutén igy attekintettik az tkdzéssel, szorddassal kapcsolatos problémakat,
visszatérhetink a diffzié targyaldsahoz. A 8§ elején maér lattuk, hogy ha a géz
n(x, y, z) slrlsége pontrél pontra valtozik, akkor diffuzié indul meg, amely
igyekszik kiegyenliteni a sdrliségkilonbségeket. Lattuk, hogy kozben a diffun-
dalé molekuldk ttkéznek az nsz egyenletes slir(iségli sz6ré6 gaz molekuldin. Va-
lasszunk ki a gazban egy a z-tengelyre mer6leges dA fellletelemet és szamitsuk

i1z

X

49. édbra. A @ fluxus megallapitasa. (Simonyi K. Elektronfizika,
Tankdnyvkiadd, Budapest 1965.)
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ki, hogy t6le r tdvolsagban lev6 dV térfogatbdl izotrop szdrédas esetén hany ré-
szecske szorodik Ggy, hogy athaladjon a dA felileten (1. a 49. abrat). Bevezet-
juk a

®(x,y, 2) = vn(x,y,z) (19.29.19)

részecskefluxust, az egységnyi keresztmetszeten id6egység alatt athalad6 részecs-
kék szamat, ahol v a diffundalé molekuldk atlagsebessége. Egyszerliség kedvéért
feltessziik, hogy mindegyik molekula sebessége ekkora. A (29.17) formula meg-
adja annak a valészin(iségét, hogy egyetlen molekula dx Gthosszon utk6zzén. En-
nek alapjan annak a valésziniisége, hogy ®(x, y, z) részecskefluxus esetén dV tér-
fogatban az id6egység alatt itk6zés kovetkezzen be,

d(x, y, z)anszdV.

Ezt a valdszinliséget megszorozva a dA felllet

dA cos fi
471T>2

térszdgével, valamint annak a val6szintiségével, hogy az r tdvolsdgon tovabbi Gt-
k6zés nem kovetkezik be (1L a (29.16) egyenletet):

r
P(r) = e x = e~a'sr,

akkor megkapjuk azoknak a részecskéknek a szamat, amelyek a dV térfogatban
szorddva keresztil mennek a dA fellleten. A +z térrészre dV szerint integralva
ezt a kifejezést megkapjuk az | _z negativ z-tengely iranyaba a dA felileten atdif-
fundélé részecskék szamat:

dA C e~d'sr
| _zdA = —ansz | ®---—-2— cos$ dV, (19.29.20)

ahol | _z a negativ z-tengely irdnyaba, az egységnyi feluleten atdiffundalé ré-
szecskék szama. A 49. abrabdl leolvashato, hogy

X=rsinficosth, y =rsin#sindg, z = rcosfi
és dV = rzsin fidrdfidd.

Ezt felhasznalva és a ®{x, y, z) fluxust sorba fejtve a koordinatarendszer k6zép-
pontjanak koérnyezetében az els6rendl tagokig

®{x,y,r) K ®0+x 1D + _z,qcb +z A®)

— — 19.29.21
\dX)x=0 ) AY)y=0 dz)z=0 ' (19.29.21)
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a (29.20) integralas elvégezhet6:

co 2a f/2
| _z=-ji-onBdo 1] ] e~afhrcos # sin $drd(f)d& +
0 0 O
co 2q a/2
+ — (&Z|-r— J | j' re~as’ cosz # sin i?drd(j)d& =
0 0 O
AN Chd) 19.29.22
R T —_— — . .29.
4 dz J2=0 ( )
0 P
A —— és ——os tagok integraladskor O-t adtak, mivel cos ¢-t, ill. sin -t kellett
ex oy

0-t61 2”-ig integralni. Hasonloképpen

Po 1 1P\

4 SR T30 (19.29.23)

lesz a pozitiv tengely iranyaba diffundald részecskék szama. Az eredd +z irany-
ban haladé &ramlas:

el - <9-2924>

A dA felliletet, azaz a z-tengely irdnyat tetsz6legesen vehetjuk fel a gazban, ezért
altalanosabban irhatjuk, hogy

|
l= —‘ grad d= ————év—grad«. (19.29.25)

Osszehasonlitvaa (29.1) és (29.25) egyenleteket, azt kapjuk, hogy a diffazios allandé
ardnyos az éatlagos szabad Uthosszai és a részecskék atlagsebességével:

D= (19.29.26)

50. abra. A diffazidegyenlet. (Simonyi K. Elektronfizika, Tankdnyvkiado,
Budapest 1965.)
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Végul irjuk fel a diffGzi6 mozgasegyenletét. Kijeldlink a gaztérben egy egy-
ségnyi térfogatl kockat (L 50. abrat) és felirjuk, hogy ennek belsejében id6vel
hogyan valtozik a s(r(iség. A siirliség idébeli valtozdsdnak oka az, hogy a koc-
kaba belép6 és kilépd részecskék szama kulonb6z8. Egyszer(iség kedvéeért te-
gyuk fel, hogy a sdrliség, n{x) csak az x-tengely mentén valtozik és irjuk fel az x-
tengely mentén az egységnyi kockaba egységnyi id6 alatt belépd és kilép6 részecs-
kék szdmat:

! D dn”

Ilbe~ D 8x
=-N = *p.+ . 19.29.27
L ex "ﬂ'§ eX ex (19.29.27)

A slirliség megvaltozasa tehat
(19.29.28)

vagy altaldban

— = DAn. (19.29.29)

dt

Példaként megadjuk a diffuziéegyenlet megoldasat abban az egyszer(i esetben,
mikor a s(r(iség csak az x-tengely mentén valtozik. Ekkor a megoldast kereshetjiik
a kovetkezd alakban: u(x, t) = X(x)T(t). Behelyettesitve

1dT D <MX_

ahol a az Un. szeparécids allandé, értékét a kezddfeltételek szabjdk meg.

T(t) = AxeM, A'(X) = AtexyJ b x,
vagy egy masik szeparacids allandét, k-1 bevezetve a kévetkez6 modon:
= -k°-D,
n(x, t) = Ae-k'De xikx. (19.29.30)
Megadva a kezdOfeltételeket
n(x, o) = n(x),

kiszdmithatjuk konkrét probléma esetén a siir(iségeloszlast kulénb6z6 id6pilla-
natokban. Az 51. 4brdn bemutatjuk, hogy kezdetben vékony rétegben elhelyez-
kedd molekuldk hogyan diffundalnak szét.
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-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

51. abra. Vékony réteg szétdiffundalasa. (Simonyi K. Elektronfizika,
Tankonyvkiadd, Budapest 1965.)

30. §. Toltott részek aramlasa kilsé erdtér hatadsara gazban

Vizsgaljuk meg, hogyan mozognak elektronok egy gaztérben akkor, ha elekt-
romos er6 hat r4juk. Legyen rendszeriink egy téglaalakd edénybe zarva, az edény
két egymassal szembeni A feluletl oldala legyen fémbdl és erre kapcsoljuk az er6-

teret létrehozd U fesziltséget (L az 52. dbrat). Az @= - elektromos térerdsség ha-

tasara az elektron gyorsulé mozgast fog végezni a térerésséggel ellentétes iranyban,

b
o o
A . o T I- A
). ° 0 0 ]
fémlemez— ° °t 0 -femlemez

/ szigeteld \
Nfesziultség N

52. dabra. Toltott részek aramlasa kils6é tér hatasara

de révidebb, hosszabb, atlagosan 1id6 mulva tk6zni fog valamelyik gdzmoleku-
laval, elvesziti a gyorsulas révén szerzett sebességét és az Utkdzés utdn tetsz6leges
kezd@sebességgel ,Ujrakezdi az életét”, Ujbol gyorsulni kezd az elektromos tér
hatasara. Végeredményben az ltkdzések okozta rendezetlen mozgasra szuperpo-

nalédik az elektronnak egy, a térrel szemben haladé mozgasa, melynek sebessége
e(i'

Virift =

9 Gombas P.—Kisdi D.: Bevezetés... 2 129



az Un. driftsebesség. A driftsebesség tehat ardnyos az elektromos térerésséggel
vdift =-No m (19.30.2)

A /i ardnyosséagi tényez8t mozgékonysagnak nevezik. A két egyenletet dssze-
hasonlitva latjuk, hogy

u=e—. (19.30.3)
m

Tehat a mozgékonysag egyenesen aranyos a két egymasutani utkdzés kozt atla-
gosan eltelt id6vel — minél ritkdbban Utkdzik az elektron a gazmolekulakkal,
annal nagyobb a mozgékonysaga és ezzel egyitt a driftsebessége is. A tdmeggel
viszont forditva ardnyos a mozgékonysag, nehezebb részecske kevésbé ,mozgé-
kony”.

Meghatarozhatjuk a driftmozgas kozvetitette aramot is: az A feliletl elektro-
dat T id6 alatt azok az elektronok érhetik el, amelyek nincsenek messzebb az
elektrddatol, mint rdift T. Ha ne az elektronok slirlisége az edényben, akkor az
elektrddara jutd toltések szama T id6 alatt

Aenevim T,

vagyis az aram
I = Aenevdlift. (19.30.4)

irjuk be ide (30.1) alapjan terift értékét, a térerésség helyébe bevezetve az edényre
kapcsolt U fesziltséget:

N

tj J
xnelsl\— = eu.ne—b uU. (19.30.5)

m
Az aram aranyos a fesziltséggel, az ardnyossagi tényezd a gaz-elektron keverék
vezet6képessége:

R b (19.30.6)
A gazmolekuldkkal vald ltkdzések tehat ohmos ellenallasként jelentkeznek.

Eddigi megfontolasainkban a toltott részek elektronok voltak, tehat joval ki-
sebb tdmeg( részek, mint a gdzmolekuldk, melyekkel ttkéznek. igy joggal fel-
tételezhettiik, hogy minden ltkdzéskor teljesen elvesztették driftsebességiiket és
»Uj életet kezdtek”. Ha a targyalast ionokra is ki akarjuk terjeszteni, melyek ko-
zel azonos tomeglek a velik Utk6z6 gazmolekuldkkal, akkor minden egyes
Utkdzést6l még nem vesztik el teljesen a tér iranyaba mutaté impulzusukat, ha-
nem j6 néhany utkdzés kell ahhoz, hogy az ion mozgéasa ismét ,véletlenszer(”
legyen. Bevezethetiink az Utkézések kozti atlagos id6, T helyett egy ennél hosszabb,
t' id6t, az ,atlagos felejtési id6t”; ezt beirva képleteinkbe, ionokra is érvényes
formuldkat kaphatunk.
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séget az A lemezek kdzé — akkor Osszefuiggést kereshetink az ionok mozgé-
konysaga és difflzids allanddja kozott. A (29.26) egyenletet elosztva a (30.3) egyen-
lettel ésr helyébe (29.15) alapjan beirva az atlagos szabad Uthosszat, kapjuk, hogy

D 1 Iiv 1 mv2
S=T gy =T e , (19.30.7)

ahol V az ionok &tlagsebessége.

1
Felhasznalva az — mv2= — kT egyenl6séget, felirhatjuk az Gn. Einstein-

Osszefliggést:

D
- (19.30.8)

(D|X
—
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HUSZADIK FEJEZET

STATISZTIKUS MECHANIKA

1. 8. Bevezetés

Eddig az elemi korpuszkulak létezésének kimutatasaval és az elemi korpuszku-
lak tulajdonsagaival foglalkoztunk. A kovetkez6kben az elemi korpuszkulakbol
felépitett makroszkopikus testek, igymint a gazok és szilard testek tulajdonsagai-
nak értelmezését keressiik a korpuszkularis elmélet alapjan. Folyadékokkal a
kovetkez6kben nem foglalkozunk, mert egyrészt azokrol vald ismereteink hia-
nyosak, masrészt pedig a folyadékok targyaldsa eléggé bonyolult. Elsésorban a
gazokkal foglalkozunk és ezekkel kapcsolatban meg fogunk ismerkedni a fizikai
statisztikai modszerekkel.

2. 8. A gazok korpuszkularis szerkezete

Az Un. ideéalis gazt pontszer(i atomok, ill. molekuldk halmaza gyanant fogjuk
fel, melyek egymasra er6t nem gyakorolnak és mivel pontszerliek, egyméassal nem
Utkdznek. A gazok korpuszkularis szerkezetének f6jellemzdje a teljes rendezet-
lenség, az atomok, ill. molekulak &ssze-vissza replilnek nagy sebességgel. Innen
kovetkezik, hogy az idealis gaz részecskéi egyenesvonali mozgast végeznek és a
gaz minden rendelkezésre allo térfogatot kitdlt. Az egyes korpuszkuldk sebessége
irdny és nagysag szerint altalaban igen kulénb6z6. Ha a gaz egy zart edényben
van, akkor a gaz az edény falaira nyomast gyakorol, mégpedig azaltal, hogy a
korpuszkulak az edény falaba tkéznek és impulzusukat atadjak az edény falanak.

Az idedlis gazok tulajdonsagainak értelmezése a fenti feltevések alapjan lehet-
séges, de a valddi gazokra jobb kozelitést kapunk, ha az atomokat, ill. molekula-
kat véges kiterjedésl kis goémboknek tekintjik, amidén mar a részecskéknek egy-
méssal vald Utkozését is szamitdsba kell venni.

A fizikailag mérhet6 mennyiségeket, mint pl. a s(r(iséget, mozgasi allapotot
azaltal jellemezhetjik, hogy megadjuk, hogy egy térfogatelemben, az Un. makro-
differencialban, mely Kicsi a gaz altal kitoltott térfogat méreteihez képest, hany
rész van, mi ezek atlagos sebessége, stb.

Ha feltételezziik, hogy a korpuszkulak atlagos kinetikus energidja aranyos az
abszolut hémérséklettel, akkor elemi Gton le lehet vezetni a gazegyenletet. Mi
nem kovetjlik ezt az utat, hanem elvontabb és sokkal altalanosabb mdédon fogjuk
targyalni a gdzokat. A modszer a termodinamika és a fizikai statisztika kozotti
rendkivil fontos dsszefliggésen alapszik.
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3, 8. Entropia és val6szin(iség

Ha egy korpuszkuldkbdl allé testet mechanikailag egyértelmlen jellemezni
akarunk, akkor minden egyes korpuszkula koordinatait és sebességét irdny és
nagysag szerint meg kell adni. Ezzel egyduttal a rendszer allapotanak valtozésa is
meghatarozott a mechanika térvényei szerint.

Ezzel szemben ha egy testet allapothatarozékkal jellemziink, pl. egy gaznél
megadjuk a térfogatot, a nyomast és a hd'mérsékletet, akkor egy ilyen allapot-
meghatarozas egyaltalan nem tekinthet6' mechanikailag egyértelm( allapotmeg-
hatarozasnak. Egy ilyen, allapothatarozdékkal jellemzett allapotnak, Gn. makro-
allapotnak, tobb, sok rész esetében igen nagy szdmi mechanikai allapot, dn.
mikroallapot felel meg.

Egy makroallapotot nem termodinamikai fogalmakkal, hanem a korpuszkula-
ris elméletnek megfelel6en azaltal jellemezhetiink, hogy egy allapoteloszlast adunk
meg, vagyis megadjuk, hogy pl. hany részecske van a koordinata tér egyes makro-
dififerencialjaiban és az Un. impulzustér, vagyis a 3 impulzuskomponens mint
koordinata altal meghatarozott tér egyes makrodifferencialjaiban. Kérdezhetjik
pl., hogy egyensuly esetében meghatarozott koriilmények kozott milyen alla-
poteloszlas valosul meg.

A mechanika torvényei szerint a makroallapot egyéaltaldn nem hatdrozza meg a
mikrodllapotot és igy annak valtozasat sem, ugyhogy els6 pillanatra meglepd,
hogy a makrodallapotokra egyaltalan térvényszerliségeket mondhatunk ki. Hogy
ez mégis lehetséges, az onnan ered, hogy a mikroallapotok nagy sokasaga ugyan-
ahhoz az allapoteloszlashoz vezet és az egyensulyhoz tartoz6 mikroallapotok
szama tulnyomo a tdébbi mikroéllapot szamahoz képest. Eszerint a makroszkopi-
kus torvények val6szin(iségi torvények, melyek nem kivétel nélkiil, hanem csak
az esetek igen tulnyomé szédmaban val6sulnak meg.

Mivel a makroszkopikus térvények val6szinliségi torvények, bevezetjik egy
makroallapot valdszinliségének fogalmat. Ez alatt értjuk a makroallapothoz tar-
toz6 mikrodallapotok szdmat, tehat azoknak a mikroéllapotoknak a szamat, me-
lyek mind ugyanazt a makroallapotot adjak. A val6szinliségszamitasban a valé-
szinliséget a kedvez6 esetek szamanak és az 0Osszes lehetséges esetek szamanak
hanyadosa gyanant definialjak, tehat a valoszin(iség maximalis értéke 1. A sta-
tisztikai termodinamikdban az dsszes lehetséges eset, vagyis az ©sszes lehetsé-
ges mikroallapot szamaval nem osztunk, tehat egy makroallapot valdsziniisége
nagy szam.

Kilonb6zé makroéllapotok valdszinlisége kilonb6z6. A  termodinamikai
egyensulynak az az allapot felel meg, melynek val6szin(isége tdlnyomé. Masrészt
egy lezart rendszert jellemez az, hogy ott egyensuly esetében az entrépia maxima-
lis.

Tehat az entrépia és a valdszinliség kozott olyan dsszefliggésnek kell fennallnia,
hogy az egyik a méasikkal novekszik. Hogy ez az 6sszefiiggés milyen, azt a kdvet-
kez6képpen lathatjuk be. Két fliggetlen rendszer entropiaja, mivel az entropiak
additiv médon tevddnek Ossze, az egyes rendszerek entrépidinak &sszegével
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egyenld. Tehat
S12 —Sx+ S2 (20.3.1)

Masrészt annak a valdsziniisége, hogy az egyik rendszer egy meghatarozott alla-
potban, a masik rendszer egy masik meghatarozott allapotban van, a valészin(-
ségszamitas torvényei szerint az egyes valOszin(iségek szorzata, tehat

Wiz = Wx W2 (20.3.2)

Az entropia és a termodinamikai valoszin(iség kapcsolatat vegyiik fel az
S=/(fV) (20.3.3)

alakban, ahol/ egy egyel6re ismeretlen fliggvénykapcsolatot jelent. (3.1) és (3.2)
alapjan kapjuk, hogy
KWi) +f{W2 =KW XW& (20.3.4)

Ez egy Un. fliggvényegyenlet az ismeretlenf fliggvényre. Megoldasa céljabol diffe-
rencidljuk ezt az egyenletet W2 szerint, konstans Wx mellett

f(W2 = WJIW 1Wa).
Legyen most W2 = 1és Wx helyébe irjunk index nélkili W-t:
WE (fv) = /'( 2.
Ezt az egyenletet fk-vel osztva és integralva W szerint, kapjuk, hogy
f(w) In W +/(1). (20.3.5)

Az itt fellép6 /(1) értéket az eredeti (3.4) fiiggvényegyenletb6l kdnnyen megkap-
hatjuk. Legyen ugyanis (3.4)-ben W2 = 1, Ggy azonnal latjuk, hogy /(1) = 0,
vagyisf(W) =/'(1) In W. Ha még bevezetjik a k —/'( 1) jeldlést, gy az entrépia
és a termodinamikai valoszin(iség kapcsolatara a kdvetkez6 eredményt kapjuk:

S =kInW. (20.3.6)

A K aranyossagi faktor neve: Boltzmann-a.llando, értéke pedig attol fiigg, hogy az
S entropiat milyen egységekben mérjuk; cgs egységrendszerben a Boltzmann-
allando

k = 1,38054 ¢ i{0-16-~ - . 20.3.7
fok ( )

Az s és W kozotti (3.6) Osszefliggés az Gn. Boltzmann-féle egyenlet, mely a
fizika legfontosabb 0Osszefliggései kozé tartozik, k szamértéke onnan addédik,
hogy a termodinamikaban definialt entropia és a val6szinliség a Boltzmann-egyen-
let szerint fliiggenek Ossze, ha fc-nak a fenti szamértéket tulajdonitjuk, amint azt
a tovabbiakbdl latni fogjuk. Hogy k-1 kicsinek kell valasztani, azt mar itt belat-
hatjuk. Ha ugyanis a test szamos részb6l all, akkor W igen nagy szam, ellenben
a termodinamikailag definialt entropia kozepes nagysagu szam, tehat /e-nak igen
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kis szamnak kell lenni. A fenti Boltzmann-e.gyenlet alapjan kovetkeztetést von-
hatunk le arra nézve, hogy mi a val6szinlisége annak, hogy az entrépia az egyen-
sulyi allapotnak megfelel6' maximalis entrépia értékt6l, 5mtél eltér. Feleljen meg
az egyensulyi allapotnak Wm val6szin(iség, akkor

Sm= fcln Wm,
tehat
Sm
Wm=-¢e k

Egy mésik allapotban, melynek megfeleld értékek S és W, fenndll, hogy

W = ek.

A valészinlségek viszonya, vagyis a relativ val6szinliség a kovetkezd lesz

— =e k =e k, (20.3.8)

ahol AS = Sm—S.

Egy kozepes entropiaeltérésnek, dé-nek, igen nagy AS/k érték felel meg, tehat
W/Wm igen kis szam, vagyis igen kevés esetben tér el az entrépia az egyensulyi
értéktdl egy kozepes értékkel. Hogy az entrdpiaeltérés tobb esetben forduljon el§,
ahhoz szlkséges, hogy AS k-nagysagrend(i legyen. Tehat az entropia normalis
ingadozésai igen kicsinyek. Sét, amint latni fogjuk, mindazon esetekben, mid6n
a részek szama nagy, az egyensulytol valé eltérések, minthogy nagyon Kis szam-
ban fordulnak el8, jelentéktelenek. Az egyensuly koéruli ingadozdsok csak bizo-
nyos korilmények kozott észlelhetdk, pl. mid6én a részek szdma Kkicsi.

Hogy az entrdpiat kiszamithassuk, meg kell allapitani a valdsziniiséget. A valo-
szinliség kifejezésében, ha a részek szamat A-nel jeldljuk, fellép az N!. Mivel N
nagysagrendje altaldban az L Avogadrd-szam, vagyis 1023 az N! kiszamitasa koz-
vetlenll nem lehetséges. De N! szamara le lehet vezetni egy kozelit6 formulat a
KOvetkez6képpen

INNl =In1+In2+ In3+ ...+ InN,

ezt a sort felfoghatjuk mint derékszogl téglalapok 6sszegét, melyek szélessége,
Ax = 1, magassaga In x. x nagy értékeinél a Ax = lintervallumok praktice diffe-
rencidlok, agyhogy a fenti 6sszeg, ha N nagy, a kdvetkezd integrallal helyettesit-
het6

N
IInxdx = [xInx —xjf" = NInN —N + 1.
0

Ha 1-et N mellett elhanyagolhatjuk, akkor a kévetkezd nagyon hasznalhaté ko-
zelit§ formulat nyerjiuk

INN! ~ iVTnA - N, (20.3.9)
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vagyis

n - (N (20.3.10)

Mindkét kozelitd formula csak nagy IV-re érvényes.

Inx

0o 1 2 3 4 5 *

53. dbra. In M meghatarozasa N > 1 esetén

4. §. 1dealis gaz siriiségeloszlasanak meghatarozasa. A klasszikus vagy
Boltzmann-féle statisztika

A statisztikus mechanika modszereinek alkalmazasardl a legjobban egy egyszer(
példa kapcsan kaphatunk képet. Ezért meg fogjuk hatdrozni statisztikai modsze-
rekkel egy idedlis gazban egyensuly esetén a s(iriségeloszlast. Az eredményt elére
ismerjuk, a slrliségeloszlasra konstanst kell kapnunk, de a mddszer megvilagita-
sara a példa nagyon alkalmas. Feladatunk tehat meghatarozni egy termodinami-
kai allapot valdszin(iségét, amivel egyuttal meg van hatarozva az &llapot entrépidja,
amelybdl, mint latni fogjuk, mar kévetkeztethetiink az egyensulyi allapot sdr(iség-
eloszlasara. Evégb6l felosztjuk az ideélis géz A&ltal elfoglalt térfogatot, V-t Az
egyenl6 nagysagu makrodiiferencidlokra. Az /-edik celldba esd részek szama le-
gyen M- A slirliség tehat NJA T AT1-nak nem kell indexet adnunk, mert a cellak
térfogatat egyenld nagysagunak valasztottuk. Az egyes Az nagysagu kis celldkat,
mint azt a makrodiiferencial definiciéjanadl mar emlitettik, oly nagynak kell va-
lasztanunk, hogy azokban még sok rész legyen jelen, ekkor a slirliség folytonos
fliggvénye a helynek. Gondoljuk a celldkat és a molekulakat megszamozva. Mivel
a celldk egyenld nagyok, eleve egyenld a valészinisége annak, hogy egy rész az
/-edik vagy a A;-adik cellaba esik. Tehat azaltal, hogy a celldkat egyenld térfogatink-
nak valasztottuk, elértiik azt, hogy az egyes cellak egyenld, a priori - val6szind-
séggel birnak. Ezt az egyenlé a priori-valosziniiséget az sem befolyasolja, ha az
egyes cellakban mar van egy bizonyos szam( rész. Legyen a cellak szdma Z.
A termodinamikai valdszinliség meghatarozasara tehat csak azt kell meghatéaroz-
nunk, hogy hanyféleképpen lehet N részt Z cellara Ggy elosztani, hogy az /-edik
cellaba Nt (/= 1,2,..., Z) rész jusson. Ez lesz a val6szinisége annak az allapot-
nak, melyet az VL, M2, ..., Nz szamok jellemeznek. Ha ugyanannyi cella volna,
mint amennyi rész van, vagyis ha N szamu cella volna és mindegyikben csak 1
rész, akkor az dsszes lehetséges allapotok szdma N!, vagyis annyi permutacio,
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ahany N elemb6l alkothato, mert kiilénb6z6 celldkban levé részek felcserélése Uj
mikroallapotot jelent.

A val6sagban azonban a helyzet az, hogy a részek szama sokkal nagyobb, mint
a cellak szama és az egyes cellakban sok rész foglal helyet. A lehetséges mikro-
allapotok szama tehat nem lesz N!, hanem sokkal kevesebb, mert az egy cellaban
helyet foglalé részek felcserélése nem vezet Gjabb mikroallapothoz, ezeket a per-
mutacidk képzésénél egyenld elemeknek kell tekinteni. Tehéat a kombinatorika
szabalyai szerint nyerjlk, ha az els§ cellaban NIt a méasodikban N2, . .. rész van,
hogy az 0sszes lehetséges, egymastél kilénb6z6 mikroallapotok szdma, vagyis a
termodinamikai val6szin(iség

N\ N\
ff= T T 7 -W - (20A1)
Ez a valészinlség a klasszikus vagy Boltzmann-LLle statisztikaban.
A (3.10) kozelit6 formula alkalmazasaval kapjuk, hogy
Nn
w=iinF - (20A2)

Vezessink be ezek utdn a részek slrlségéreegy f(i) fuggvényt a kovetkez6-
képpen

Nt =f(i)A X (20.4.3)
Ekkor az entropiara nyerjik, hogy
S =k(NINTV—£ NiInNt) = k[NInN - £ f(i)ATIn/(/) - £ f(i)ArInAt].
i i i

Varialni /¢/y-1 kell. Tehat nyerjuk, hogy
0s . : :
—7- = Z Sf[))Az In/(0 + X Sf(i)AT + Y, SBi)AT In AT = 0. (20.4.4)
K i i i
A variaciéra egy feltétel all fenn. Ugyanis az 6sszes rész szama nem valtozhat
a variacional. Tehat fennall, hogy
Z IOAT =V, (20.4.5)
i
vagyis
£ Of()AT= 0. (20.4.6)
i
A variaciok tehat nem tetsz6legesek, hanem a variaciéknak ki kell elégiteni a

(4.6) egyenletet. Alkalmazzuk a multiplikatorok modszerét. Szorozzuk meg a
(4.6) egyenletet egy a faktorral és adjuk hozza a (4.4) egyenlethez. Ekkor nyerjiik,

hogy
£ [Inf(i) + 1+ Ind e+ a]ATOf() = 0.
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Itt most mar a 5f(i) variaciok egyes koefficiensei 0-val teheték egyenl6veé, vagyis
nyerjiuk, hogy

Inf(/) + 1+ IndT + a = o,
tehét
fii) = c,
ahol c egy konstans.
Mint tehat mar el6re vartuk, a legvaldsziniibb eloszlasra egy mindenitt egyenl6
s(irliséget, vagyis egy egyenletes eloszlast kaptunk. /(/) szamértékét (4.5)-bél hata-
rozhatjuk meg. Mivel f = konstans, /(/) a | alél kiemelhet6 és nyerjik, hogy

J(OEdr =f{i)V = N,

(o =Y,

amit el6re vartunk.

A kovetkez6kben egy fontos altalanositassal kell foglalkoznunk. Az egyenld
a priori-valoszintiséggel bird celldkra valé felbontds nem mindig alkalmas. Egy-
részt pl. egy gombfellleten valo eloszlas vizsgalatainal, ill. meghatarozasanal
egyaltalan nem célszer( az egyenld nagysagu cellakra valé felbontds. Masrészt
pedig a kvantumstatisztikdban el6fordul az az eset, hogy az egyes cellaknak kii-
16nb6z06 a priori-valésziniségeket, un. sulyokat kell tulajdonitanunk, ami persze
ekvivalens azzal, hogy a celldk nagysagat kulonbdz6knek kell véalasztanunk.
(Sok esetben az a priori-valészinliségek a valésagban inkdbb a posteriori-val6-
szinliségek, mert sok esetben az a priori-valoszin(iségeket a tapasztalatb6l hataroz-
tdk meg. Ezeknek mélyebb elméleti megalapozésa, vagyis tényleges a priori-valo-
szinliségekké valé atvaltoztatasa egy tovabbi fejlédési folyamatban tortént.) Az
altalanos esetben felmeril tehat a kérdés, hogy hogyan kell eljarnunk, midén az
egyes cellak térfogata, ATr egymastdl kulénbozik és az egyes celldk egymastol
kulénb6z6 Qi a priori-valosziniséggel birnak. Az egyes cellak 6sszsulyat, Grt
mindenesetre gt és ATrszorzataval tesszik egyenlévé. Hogy ebben az esetben egy
eloszlas valészinlségét milyen formulaval lehet el6allitani, azt egyszer(ien belat-
hatjuk. Tegylk fel, hogy az egyik cella térfogatat a tébbi egyenld nagy cella tér-
fogatadnak 2-szeresére noveljik meg, akkor annak a val6szinlisége, hogy egy a
részecske ebbe a cellaba esik, 2-szer akkora, mint annak a valdszinilisége, hogy
egy masik celldba esik. Ugyanez all fenn pl. egy b és egy c részecskére is. Annak a
val6szinlisége tehat, hogy az a, b és c részecskék egyditt, vagyis egyszerre foglal-
nak helyet a kitlintetett cellaban (mivel ennek a val6szin(isége az egyszerl valo-
szinliségek szorzataval egyenld), 23 faktorral nagyobb, mint annak a vald-
szinlisége, hogy az a, b és c részecskék egy masik celldban foglalnak egyszerre
helyet. Altalaban tehat abban a kifejezésben, mely megadja annak a valdszin(isé-
gét, hogy Ntrészecske esik egy Gtsulyu cellaba, a G?“faktor Iép fel. Az a kifejezés
tehat, mely megadja annak a val6szin(iségét, hogy az els6 Gr sulyd cellaba Nit
a masodik (A-sulyu celldba N,, a harmadik G3-sulya celldba N3 részecske jut,
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a Gil G%\ G% ... faktorokat tartalmazza. Tehat nyerjik, hogy ez a valoszi-
niség a kovetkezd

NIFIGZ NNI1G? Nn I G/V)Az<

r= w _ W =m 7 w » ' (20A7)
ha ismét
N, = f(i)A x..

(4.7) a valdszinliség altalanosabb kifejezése a klasszikus, vagy Boltzmann-féle
statisztika szerint, 6-re nyerjik, hogy

5 = K[INInN + £/(i)AreIne . - £/(/)zlr;In/(/) - £/(0zlr, IndTr.
I I 1

A tovabbi szamitas hasonl6 az el6z6 esethez. A legvaloszin(ibb eloszlast a
4r = Z IXOM-InG, - X <50 Ji-In/(r) - X <5/(0Jr, - £ <5/(0-dt, Indr,-= 0

I I I I
egyenletbél hatarozzuk meg az N —Z/O/}1zh vagyis a

I
m = £6/(0dT,. = 0
I

mellékfeltétellel. Ha ezt az egyenletet egy (—a) multiplikatorral szorozva hozza-
adjuk a fenti egyenlethez, nyerjiik, hogy

%[In G —In/(0 —1 —InAT —a]zli, 6/(0 = 0,
ahonnan hasonléan, mint el6bb, kovetkezik, hogy

InG-—1In/(/) —1—Ind1-—a = 0.
Innen nyerjik, hogy

. g
,tl,O =i
A c konstanst az N = £/(/")/! 1- egyenletb8l hatarozhatjuk meg, ugyanis
i
N = £/(r)l‘|T, = chii,
1 I

N

Tehat nyerjuk, hogy

Ez a fuggvény adja jelen esetben a legval6szin(ibb eloszlast.
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Egyenld a priori-valoszin(iségek esetén, vagyis gt = 1 esetben

,h _ N _ N
YXO V* *
L Axi v

Tehat a legvaldsziniibb eloszlas kiilonb6z8' nagysagu cellak esetében is, ha azok

nem birnak még kildén a priori-valdszinliségekkel, az egyenletes eloszlas, vagyis
egy olyan eloszlas, melynél a s(iriség mindenitt ugyanakkora.

5. §. Liouville tétele. A fazistér

Egy gazban A4ltaldban a részecskéknek nemcsak térbeli eloszlgsat, hanem
sebességeloszlasat is meg akarjuk hatarozni az egyensulyi allapotban. Kézelfekvd',
hogy az el6z6 fejezetben kifejtett mddszert erre az esetre atvigyik. Ugyanis evég-
b8l csak az szilkséges, hogy a val6sagos tér helyett egy Uj ¢ dimenzios teret ve-
zesslink be, melynek 3 tengelyére a részecskék koordinatait, masik 3 tengelyére
pedig a részecskék sebességi komponenseit mérjik fel, vagyis melyben minden
egyes pont 3 derékszdgl koordinataval és 3 sebességi komponenssel van definialva
és allapitsuk meg a részecskék eloszlasat. Itt azonban az a nehézség merul fel,
hogy ebben az 0j ¢ dimenzi6és térben nem ismerjik a cellak a priori-val6szin(-
segét és nem kozvetlenil evidens, hogy ezek a priori-valoszin(isége a térfogatukkal
ardnyos. Célszer( az elébb definidlt ¢ dimenzids tér helyett egy méasik ¢ dimenzi6s
teret valasztani, melynek 3 tengelyére ugyancsak a részecskék 3 koordinata-
jat, qlt g2 gs-t, méasik 3 tengelyére pedig a részecskéknek ezekhez a koordinatak-
hoz kanonikusan konjugalt 3 impulzuskoordinéatajat, pb pb ps-1 mérjik fel. Ezt
a s dimenziés koordinédta-impulzusteret fazistérnek nevezziik. Be fogjuk bizo-
nyitani, hogy ebben a térben az egyenld nagysagu cellak a priori-valoszin(isége
egyenld, vagyis hogy a cellak a priori-valészin(isége a cellak térfogataval aranyos.
Hataroljunk el ebben a térben egy Ax nagysagu térfogatot, ekkor a térfogatot
hatarolo feliileten a fazistér egyes pontjai, melyek az egyes részecskék allapotat
(helyzetét és impulzusat) reprezentaljak, athaladnak, egyesek belépnek zlt-ba,
masok kilépnek onnan, megfeleléen annak, hogy az egyes részecskék allapota
(helyzete és impulzusa) allanddéan valtozik. Egészen hasonléan, mint 3 dimenzi6
esetében, meghatarozhatjuk azl T-bol ki- és zl T-ba bearamlé fazistér-pontokra vo-
natkoz6an a Ax térfogatelem forréserd'sségét, vagyis divergencidjat. Eqy fazistér-

I B L ! ] d% dgs dpx dpz dps

y dt dt dt dt dt dt
re egészen hasonléan, mint 3 dimenzi6 esetén, kapjuk, hogy
n. ., 8CX paC2 dCsz UCs UCs ACs

(Ji  dg2 dg3 cpl 8p2 8ps

< dgy s doe s dgs s dpx d dp2 ~ d dps
sgx dt cgz dt s Qs dt spx dt  dpz dt sps dt
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Az egyes részecskék kovetik a mechanika torvényeit, tehat mozgasuk a mechanika
alaptorvényei szerint megy végbe. igy a részecskék mozgasara fennallnak a
Hamillon-egyenletek, melyek szerint

dPk OH dg”_sH
dt sgk ’ dt sPk' 1 }
Ezekb6l kovetkezik, hogy

s dpk s dak o om
ik~dt~+~8"~dr =0’ (/If=1,2,3)

Innen lathatjuk, hogy a divC kifejezésében 2—2 egyenl6 index(i tag 6sszege 0,
vagyis divC is 0-val egyenld. A sebesség divergenciajanak eltlinése egy inkompresz-
mszibilis folyadék aramlasanak jellemzdgje. Bizonyos szamu részecske, jelen esetben
a fazistér-pontok, egy Ax, fazistércellat tolt be, egy kés6bbi id6pillanatban egy
masik, de az el6z6vel egyenld térfogati elemet fog betdlteni. A fazistérnek ez a
két egyenld térfogatd eleme tehéat abban a kapcsolatban van egymaéssal, hogy ha
az egyik N, részecskének megfelel6 A- fazisponttal van betdltve, akkor a masik is
ugyancsak N, fazisponttal van betdltve. Mivel elegend6 hosszu id6 alatt a fazistér
pontjainak aramléasa a fazistér 6sszes elemén éathalad, az el6bbi megallapitas a
fazistér 0sszes egyenl6 térfogatu elemére érvényes, vagyis az egyenl6é térfogatd
elemek a priori-valoszin(isége ugyanakkora. Ez Liouville tétele. Ez alapot ny(jt
arra, hogy a sdrliségeloszlas mellett a sebességeloszlast is meghatadrozzuk. Liou-
ville tétele nemcsak a ¢ dimenzios fazistérben érvényes, hanem tébbdimenzioju
(vagy esetleg kevesebb dimenzidja) fazistérre is, ha a részecskék mozgasa, melyek-
nek megfelel6 fazistérpontok aramlasat vizsgaljuk, a mechanika térvényeinek
eleget tesz.

6. 8 A Maxwell-Boltzmann-féle energiaeloszlas

Liouville tétele alapjdn az idedlis gaz sir(iségeloszldsanak meghatarozésara
kidolgozott mddszert atvihetjik a fazistérre. Ezaltal, mint latni fogjuk, vélaszt
kapunk arra a kérdésre, hogy hogyan oszlik el egy sok részbdl all6 rendszer U
0sszenergidja az egyes részecskékre.

A fazistér minden egyes cellaja meghatarozott energidval bir, melyet az z-edik
cella esetében u(z)-vel jelolink. Ez az az energia, mellyel egy részecske bir, ha a
neki megfelel6 fazistérpont ebbe a cellaba esik. Az altalanossag kedvéért feltesz-
sziuk, hogy a cellak térfogata, AT, kiilldonb6z6. Az egyes cellak salyardl, Gj-rél
Liouville tétele értelmében feltessziik, hogy az zITr vel ardnyos. Az ardnyossagi
faktort 1-nek vessziik, amit tehetlink, mert az aranyossagi faktor a valdszin(iség
kifejezésében csak egy konstans faktort adna. Ha ismét definidlunk egyf(i) elosz-
lasi fuggvényt a kovetkez6képpen: N, = f(i)Ath akkor a valdszin(iségre nyerjik,
hogy

Nn M Ar{@an

w - Tl(f(i)Arive e (2061
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Az entrdpiara pedig adodik, hogy
S =kNInN - kYjfiQATriInf{i).
I
A feladat ismét az, hogy meghatarozzuk /(/)-1 az egyensulyi allapotban, vagyis
hogy meghatarozzuk(/)-1a OS = 0 egyenleth6l. A mellékfeltételek most a kovet-

kez6k. EI&szor is ismét az, hogy az 6sszes rész szama, N, allandd legyen, vagyis

hogy
N =~f(f)A tj allandd, tehat (20.6.2)
I

5N =Y j5f(i)Ati = 0 (20.6.3)
i

legyen.

Masodszor az 0sszenergianak, U-nak is allandénak kell maradni. Azoknak
a részeknek energidja, melyeknek megfelel6 fazispontok az u(i) energiaju redik
cellaba esnek, u(i)j(i)axt. Tehat az Osszenergia

U=Y “(Of()AT. (20.6.4)
1
U a varialasnal nem valtozhat, tehat
Ou= X 6f(i)u(i)At; = o. (20.6.5)
i

- LIRI,-= z -5/(0 A'i In/(0 + ZI <5/(0 Ax,= o . (20.6.6)

Alkalmazzuk ismét a multiplikdtorok mddszerét, vagyis adjuk hozzéa a (6.3) egyen-

letet egy a, a (6.5) egyenletet pedig egy B multiplikatorral szorozva a (s.6) egyen-
lethez. Ekkor kapjuk, hogy

Z (In/(0 + 1+ a + RBu(ij)Atd(0 = 0,
i

ahonnan kovetkezik, hogy

Infco + 1+ a+ Bu(i) =o.
Ebh6l

/(]) = e-a+'le-Wb.
Ha az e-(1+3d konstanst "“4-val jeldljik,
(0 = . (20.6.7)

Az A konstanst a (6.2) egyenletb6l hatarozhatjuk meg, ugyanis (6.2)-b6l (6.7)-tel
nyerjuk, hogy

N =AZe“?() AT,
i
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vagyis

n N
Ze-MJr,
Tehat
oe-MO
1(f)=

i
f(i) nevez@jében &ll6 osszeget allapotdsszegnek nevezzik és a kdvetkez6kben a
rendszernek ezt a fontos jellemzdgjét cr-val jeldljik, tehat

- (20.6.9)

i
Hogy a masik multiplikatort, -t is meghatarozhassuk, vissza kell térnink az
N
entropianak fentebb nyert kifejezésére, melybdl/(/) = = e~""(0-vel nyerjik, hogy
S=kNIn N —«k £ — g-MOj T.(inar_ Bw;) —Incr).
H N

i
Figyelembe véve a (6.9) és az

— Y e-A'VONT, = U (20.6.10)
egyenletet, nyerjik, hogy v
S = kBU + kN In e (20.6.11)
A termodinamikai fejezetben lattuk, hogy
I _ 1dS
~f~ \ja)v’

ahol V a rendszer térfogata és T az abszoldt hémérséklet. A (6.10) egyenlethdl
lathat6, hogy U R fliggvénye, tehat 8 is fliggvénye U-nak. igy

1dS dsidR) ds 1
[dUjv~IR\d G )y~dR fdU m (20.6.12)

dR]y
A (6.11) egyenletb6l nyerjik

ds SU 1 pa
+ + (20.6.13)

A (6.9) egyenlet differencialasédbol pedig kapjuk, ha figyelembe vesszik (6.10)-et,.
hogy

UNe ~RU) Ax“ = - ~ o (20.6.14)
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ds S\J A
46.14)-et (6.13)-ba helyettesitve nyerjuk, hogy T = de~fS~_' Itt C_fjgy' helyettirha-

tunk (s UlsB)v-t, mert a (6.11) formula differencidlasanal V konstans. A dS/dB-ra
nyert kifejezést visszahelyettesitve (6.12)-be, nyerjik, hogy (sSls U)y = kB. Ezt az
UT — (dS/dU)v formuldba helyettesitve adddik, hogy

R=Jf- (20.6.15)

Ezzel /(/) szdméara kapjuk, hogy

Ne KT
[(0 = - %G — . (20.6.16)

/
Ez a hires Maxwell—Boltzmann-féle energiaeloszlasi torvény.
A (6.11) formulabdél (6.15)-tel nyerjik, hogy

S = -l-J-——ka Inc .
T

Ez a formula még kiigazitasra szorul, ugyanis a logaritmus alatti mennyiség di-
menzidja a fazistér térfogatelemének dimenzidjaval azonos. A logaritmus alatt
azonban éppen Ugy, mintaz exponensben, csak egy dimenzid nélkili mennyiség
-4llhat. A klasszikus termodinamikaban S definicidja szerint 5-hez még egy tet-
sz6leges additiv alland6 jarulhat. Egy ilyen additiv konstans pl. —kN In Ar0,
ahol zlto a fazistér egy térfogateleme, melynek nagysagat egyelére hatarozatlan-
nak hagyjuk, dimenzidja (koordinata x impulzus)”, ha a helyzetkoordinatak
szama n. Ezzel az additiv konstanssal 5 szamara nyerjik, hogy

S=— +kNIn-?-. 20.6.17
T r]Al’o (20.6.17)

Az F szabad energia pedig a kovetkezd lesz

F=U-TS =—KkNTI n . (20.6.18)
At

Atonagysagat itt nem adtuk meg és mivel Ugyis csak mint additiv alland6 szerepel
az entropiaban, itt nem is Iényeges. A kvantumelmélet azonban, mint latni fogjuk,
mutatja, hogy zf-rO-nak egészen meghatarozott értéket kell tulajdonitani.

7. §. Sebességeloszlas idedlis gazban

A kdvetkez6kben a fentiek alkalmazasa gyanant meg fogjuk hatarozni egy idea-
lis gazban a részek sebességének eloszlasat. A kovetkez6kben csak a részek suly-
pontjanak transzlaciés mozgasara szoritkozunk, ugyhogy az eredmények nemcsak
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olyan valédi gazokra vonatkoznak, melyek részei egy atombdél allnak, hanem
olyanokra is, melyek részei, molekulai tobb atombdl épilnek fel. Ezeknél ugyanis
még a sulypont korili rotacio is lehetséges, de ezt targyaldsainkbdl kizarjuk. Ezt
tehetjuk, mert ez a rotacio a transzlaciés sebesség eloszlasat nem befolyasol-
hatja.
Derékszogl koordinatakban az impulzuskomponensek

Px=mx, py=Ty, pz= mi,
az impulzus abszolit értéke pedig

p—mJXx2+ y2+ 22 = mc,

ahol c a sebesség abszolut értéke.
A részek energiaja a kinetikus energidjukkal azonos, tehéat

1 2 1, o0 N 2 P2

Azoknak a részeknek szadma, melyek sulypontkoordinatai s és x + Ax, y és
y + Ay, z és z + Az, valamint melyek impulzuskomponensei px és px + Apx,
Py és Py + Apy, p, ésp. + Ap, kozé esnek, az el6bbi fejezet szerint

AN = < e~ 2mKT Px+Hp"+pl) AXAyAz ApxApyApz. (20.7.1)

Ha a AxAyAz térfogatelemmel mindkét oldalon osztunk, akkor nyerjik azoknak
a térfogategységben levd' részeknek szamat, melyek impulzuskomponensei a
fenti intervallumba esnek.

Szadmitsuk ki a nevez6ben 4all6 a-t. Mivel a klasszikus statisztikdban a celldk
nagysagara nincsen kikotés, a Ax, Ay, Az és Apx, Apy, Apz intervallumokat olyan
kicsivé tehetjik, hogy <r-ban az 6sszeg helyett integrélt irhatunk, tehat

a=l j7mijjje 2K B B RA)dxdydz dpxdpydpz . (20.7.2)
A koordinatdk szerint azonnal integralhatunk. Ha a térfogatot, melyben a gaz

helyet foglal, F-vel jeléljik, nyerjuk, hogy

+oo+oo+ﬂ

a=V\ \ |e~ ™  M+PI+P1)dP*dP?2dP*-
—0-D-@

Ez igy is irhat6
+00 +d +00 A

a- Ve ImkTP dpx J e Imkl Rydpy Je 2nkT Pdpz.  (20.7.3)

—@ —00 —o0
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Ez a 3 integral azonos, csak az integracios valtozé van masképpen jeldlve. Ha te-
hat bevezetjik a kovetkezd' jeldlést

+0

r *

1
1 e 2mkTP'dph (i=x,y,2) (20.7.4)

akkor
G = VI3

A (7.4) integralt hatarozatlan formaban nem lehet kiszamitani, csak a
—00 6s +o0 hatdrok kozotti hatarozott integralt. Legyen ~JImkT = y és

—rJr= =— =£, vagyis dpx= yd£.
JImkT Yy
Ekkor nyerjiuk, hogy .
+@
I =y je~sdE.
—60

Ha ebben az integralban a £ integracios valtoz6 helyett ~-t irunk, az integral ér-

+00
téke nem valtozik, tehat | = y\e~"dr]. Szorozzuk meg ezt az integralt az elébbi-
—@
vei, akkor
la=vy2 | | e~(i"+fidEdt].
—t0 —60

Ha itt £-t és k-1 derékszogl koordinatak gyanant fogjuk fel, akkor azt mondhatjuk,
hogy az integraciot az egész £, t] sikra ki kell terjeszteni. Ha a £ és 1j helyett
attérink a p és ¢ polarkoordinatakra, akkor 2 + tj2 helyébe p2 kerll, dEdr] teri-
letelem helyébe pedig pdpd<j> Az integracidt p-ra 0-t6l oo-ig és ¢-re 0-tdl 2n-ig
kell kiterjeszteni, mert ezekkel a hatarokkal ismét az egész sikra lesz kiterjesztve
az integral. Tehat

co 2K 00
rr r i ' co
/2= Y2 e~elpdpdd = 2ny2  e~e‘pdp = —2ny2 —e~e = ny2,
6]o'] 0.J L2 0

vagyis

I =yy/k = "JInmKkT.
Ezzel nyerjuk, hogy
3
g = V(2nmkT) 2 . (20.7.5)

Benniinket nem annyira az impulzuskomponensek és ezzel a sebességkompo-
nensek eloszlasa érdekel, hanem inkdbb az impulzus, ill. a sebesség abszolut ér-
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tékének eloszlasa. Allitsuk el6 az impulzusvektorokat mint radiuszvektorokat,
melyeket egy pontb6l mériink fel és allapitsuk meg, hogy hany impulzusvektor
végpontja esik p ésp + Ap kdzé. Mivel az eloszlasi fliggvény csak  + pg + p\ =
= /r-t6l fugg, vagyis egy gombfelileten allando, ezt a szamot megkapjuk, ha az
eloszlasi fuggvényt ApxApyApz helyett a p és p + Ap sugard gombfeluletekkel
hatarolt gémbhéj térfogataval, 4np2Ap-ve\ szorozzuk meg. Tehat a (7.1) formula-
bél nyerjiik, hogy a térfogategységben levé részek kézil azoknak a szama, melyek
impulzusdnak abszolut értéke p és p + Ap kozé esik i
2
AN _ N_L-dkTP _ _4nNe 2mkTP P2AP
AN —-oeotoooenee = Ne L;df Ap A= V(Znmkiis

N
Ha p-r6l a p = mc formula alapjan attérink c-re és ha — helyett /=-et irunk, ahol

n a térfogategységben lev6 részek szdma, akkor

_ me2
An _ 4ce  XKT mAc = fIc)A
E Yo pAC=HEIAC
n t -—-- 2
m

Az f(c) eloszlasi fliggvény u-szerese adja a térfogategységben levd részek kozil
azoknak a szamat, melyek sebességének abszolut értéke ¢ és ¢ + Ac kozé esik.
Amint lathat6, az eloszlasi figgvény ¢ = 0-ra és ¢ = oo-re eltlinik, tehat kdzben

12kT
maximuma van. Ezt kénnyen kiszamithatjuk. Vezessik be a V/ —————— = ajeldlést.

A maximum helyét a dfldc — 0 egyenletbdl hatarozhatjuk meg, mely részletesen
a kovetkezd
df c c -
ar _ 8C, 8C3 o G
de 0?y/n <5\ J k

n
0.

A maximum helyére, cmre nyerjik, hogy

f(c)

cm ¢
54. abra. A Maxwell-fé\e sebességeloszlasi fiiggvény

fo* 147



Ac Ac
Tehat azoknak a részeknek a szama a legnagyobb, melyek a cm— — éscm+ —

intervallumba esnek (egyenld Ac intervallumok esetén).

Fontos még c és c2 atlagértéke, melyeket c-vel, ill. c2tel jeldlink. Ezek szaméara
nyerjuk
c=—Y cAn - lcf{c)dc= —s—— | cZ de = -"5= = ,
n " J 0?y/n J Vau yln

0 0

— 1 I 4 3a 3

= = |c 4AcYec=- 7 j—ﬂ *'dc:—zz-?z-.

0 0

8. 8. ldealis gaz allapotegyenlete. A Boltzmann-allandé és géazallandé

kdzti dsszeflggés

A szabad energia szamara (6.18) alatt nyertik

=-kNT (20.8.1)
4t

mely formulét részletesebben Kkiirva adddik:

F=—%NTIna+ kNT In A0

3
F=-kNT In[V{2nmkT)2] + KNT In ATO. (20.8.2)
TR (OF) o
A termodinamikai fejezetben megadott p = — W)Tegyenlet segitségével nyerjuk

hogy a nyomas
P= (20.8.3)

1 mol esetében N = L, a gazéalland6 R és V = v, tehat

pv = kLT = RT.
Innen kovetkezik, hogy

k=—, (20.8.4)

vagyis K az 1 részecskére (molekulara) vonatkoztatott gazallandd. A szamértéke-
ket beirva nyerjik, hogy

Soa 20.8.5
6,02-10 © " “grad (2085,
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9. 8. Az ekvipartici6 tétele és alkamazasa a fajhére

Egy részecske energidja, u, a legtobb esetben a koordinatak négyzetének és az
impulzuskomponensek négyzeteinek homogén Kkifejezése. Jeléljik most a koor-
dinatakat és impulzuskomponenseket egységesen xb x2, .. .,xf4d. f tehatakoor-
dinatak és impulzuskomponensek szdméanak &sszege, /-et, vagyis az 0sszes flig-
getlen paraméter szaméat, melyt6l az energia fligg, nevezzik itt a szabadsagi
fokok szdméanak, szemben a mechanikaval, ahol csak azoknak a fliggetlen para-
métereknek a szamat neveztiik a szabadsagi fokok szamanak, melyek egy rend-
szer helyzetét hatarozzak meg. Ha n xu x2 . . .,xf masodfokd homogén fiiggvénye,
akkor fennall Euter tétele, mely szerint

du du du
XM- — + X2-— + .. .+ xf-— = 2u.
aXL AX2 oXf
Egy rendszer dsszenergidja, ha az 0sszegezésrd'l rogton integralra térink Aat,
a kovetkezd'
I
ff...fe KTudxidx,.. .dxf zZ
U= udN=N-— J — -=N= | (20.9.1)
J (1...Je kTdx\dxz...dXf

ahol az integracié mindenitt —oo-t6l -f-oo-ig terjed és Z-vel a tort szdmlaldjat
jeloltik. Z-t Euler tételével a kovetkezdképpen alakithatjuk at

2Z=11 ...Je KITX"Udxxdx2, ..dXf+
+ (i ... 1e kTxz--——- dxidx,. . .dx, +
J] J 2dx2 1 2 f
4o+ P e KTXE-A-dxodx2. . dxf (20.9.2)

Az elsO integralban az x x szerinti integralast atalakithatjuk, ugyanis

c _4 du r _
je TKkr Xxo—dxx = - kT[xxe k'] + KT je ™ kTdx1.

Mivel a hatdrok —oo és +o00, tovabba u mint x\ novekszik, a jobboldal elsd
tagja eltlinik és csak a masodik tag marad meg. Ha ezt visszairjuk a (9.2) alatti
elsé integralba, akkor az els6 integral kTa-val lesz egyenlé. Ha a (9.2) alatti masodik
integralnal az x 2 szerinti integraciot és igy tovabb az/-edik integralnal pedig az xf
szerinti integraciot alakitjuk at hasonlé modon, akkor kapjuk, hogy

27 =fkTa . (20.9.3)
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Z-t visszahelyettesitve (9.1)-be, nyerjik, hogy

kT
U=Nf— . (20.9.4)

Ez az energia ekviparticié tétele, mely szerint az 6sszenergia, U egyenl6 az 0sszes
szabadsagi fokok szama, Nf, szorozvay ~I-vel. Tehat mindegyik szabadsagi
fok, amelynek megfelel6 koordinata vagy impulzuskomponens az 0sszenergia
kifejezésében kvadratikusan szerepel, kozépértékben U= ~ kT nagysagl ener-

giaértékkel jarul hozza az 0Osszenergiahoz.
Ezt a tételt a fajhdn kdnnyen kontrollalhatjuk. Ugyanis a termodinamika szerint

(sU
H mV (2095)

ahol Cy a fajhd 1 mélra vonatkoztatva allandé térfogaton, U pedig az energia
szintén 1 molra vonatkoztatva, tehat

kT
U=Lf— . (20.9.6)
Ezt behelyettesitve a fenti formulaba, nyerjik, hogy

cv--2 Lfk ~\fR (20.9.7)

ahol R a gazéallando.
Idedlis gazokra a termodinamika szerint fennall, hogy

cp —cv + R, (20.9.8)

ahol cp az 1 mdlra vonatkoztatott fajhé alland6 nyoméson.
Egyatomos gazok esetében egy rész energiaja csak a 3 impulzuskomponenst6l
fligg, tehat/ = 3, vagyis

cy=jR, C=J R (2°.9.9)

és
Cp/Cy = 5/3. (20.9.10)

Ez az Osszefiiggés egyatomos gazokra a legmélyebb hémérsékletektél a legma-
gasabb h&meérsékletekig kisérletileg igazolva van.

A kétatomos gaz molekuldit egy merevnek gondolt sulyzomodellel sematizal-
juk. (A val6sdgban a rendszer nem merev, hanem az atomok egymashoz képest
rezeghetnek. Hogy ezek a rezgések szobah8mérsékleten miért nem jarulnak hozza
a fajh6hoz, azt a kés6bbiekben latni fogjuk.) A merevnek képzelt kétatomos mo-
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lekula a tranzlacids energian kivil még rotacios energiaval bir. A rotaciot is ten-
gely szerinti komponensekre kell bontani. Az atomokat 6sszeko6td tengely kordli
rotacié azonban nem jarul hozz4 a kinetikus energidhoz, mert az erre a tengelyre
vonatkoz6 tehetetlenségi momentum a sematikus modellnél o, a valdésagban igen
kicsi. Tehat a rotaciobol csak 2 szabadsagi fok adédik, vagyis a merevnek gondolt
kétatomos molekula szabadsagi fokainak szama 5. igy

5R iR
&v-~Y" cp- — °

= (20.9.11)

SzobahOmérsékleten altalaban ez az 6sszefliggés is ki van elégitve. Ellenben
kulénésen H2nél észlelték, hogy csokkené hémérséklettel a fajhd is csokken,
mégpedig fokozatosan csdkken az egyatomos gdznak megfelelé értékre, ami ellent-
mond az ekviparticié tételének.

Olyan molekuldknal, melyek tébb, mint 2 atombdl allnak, a rotaciénak 3 sza-
badsagi foka van. Ha tehat a molekulat merevnek tekintjik, akkor

6 R s8R
Cr-~Y"~’ cp~~Y"’

5 4 (20.9.12)

Szilard testeknél az atomok, mint latni fogjuk, az egyensulyi allapotban kvazi-
elasztikus er8kkel vannak kotve. Tehat szilard testeknél egy atom nemcsak kine-
tikus, hanem potencidlis energiadval is bir. A potencialis energia kis kitérések ese-
tén szintén a koordinatdk kvadratikus fiiggvénye. Tehat szilard testek esetében a
szabadsagi fokok szama atomonként s, igy

o= = 8R. (20.9.13)

Ez a Dulong—Petit-féle térvény. Ez szobah6mérsékleten, mint a tapasztalat mu-
tatja, altaldban fennall, ellenben a legkdnnyebb szilard testek (pl. gyémant) mar
szobahdmérsékleten eltérést mutatnak ett6l a torvénytdl. Alacsony hémérsékle-
ten a szilard testek specifikus héje altalaban eltér a Dulong—Petit-torvénytdl,
ugyanis a hémérséklet sillyedésével a specifikus hé csokken és 0 felé tart. Ez is
ellentmondasban van az ekvipartici6 tételével. Mindez arra utal, hogy az ekviparti-
ci6 tétele csak elegendé magas hémérsékleten van kielégitve. Ez a kdériilmény mu-
tatja, hogy a klasszikus statisztika maodositasra szorul, amit a kvantumelmélet
alapjan lehetett keresztilvinni.
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10. 8. A kvantumstatisztika alapjai

Amint az el6z6 §-ban lattuk, az ekviparticio tétele a fajhd esetében ellentmond
a tapasztalatnak. Teljesen helytelen eredményt kapunk akkor is, ha az ekviparticio
tételét egy fekete test sugarzasara alkalmazzuk. Meg kell tehat vizsgalnunk, hogy
az ekviparticio tételének levezetésénél tett feltételezések mennyiben alljdk meg a
helylket és hogy milyen (] tételeket kell alapul venniink egy olyan statisztika meg-
alkotadsdhoz, mely a tapasztalattal minden pontban egyezésben van. E feladatot
a kvantumelmélet alapjan tudjuk csak megoldani. Bar a kvantumelmélet részle-
tes kidolgozasa a kdvetkez0 fejezetek feladata lesz, a kvantumstatisztika alapjaul
szolgald tényeket mar most el6re bocsathatjuk.

A klasszikus Maxwell—Boltzmann-statisztikdban a I T elemi faziscelldk tetszg-
legesen kicsinynek tekinthet6k (L a (7.2) formula el6tt mondottakat.). Ez a klasz-
szikus mechanika szerint nyugodtan megtehet6, mert egy tdmegpont helye'és
impulzusa egyidejlileg meghatarozhatd, tehat a tdmegpont helyzete a fazistérben
tetsz6leges pontossaggal megadhatd. A kvantumelmélet tanitdsa szerint azonban
egy atomi részecske helye és impulzusa nem vehet fel tetsz6leges pontossagu érté-
ket, hanem a helykoordinata, Ax és a megfeleld iranyl impulzuskoordinata,
Apx kozepes hibaja kielégiti a Heisenberg-féle bizonytalansagi relaciot,

AxApx > h, (20.10.1)

ahol h a Planck-féle allandé. Ez azt jelenti, hogy ha pl. egy részecske helykoordi-
nataja élesen meghatarozott, tehat Ax nagyon Kicsi, akkor Apx nagy lesz, igy az
impulzus értéke elmosddottd valik. Hasonlé térvények érvényesek az y- és z-
koordinatékra is:

AyApy > h,
AzApz > h.

Osszeszorozva ezeket az egyenl6tlenségeket, a faziscella nagysagara kapjuk, hogy
AT = AxAyAzApxApyApz > h3 (20.10.2)

Tehat mig a klasszikus fizikaban elvileg semmi nem akadalyozza, hogy a mikro-
allapotot élesen meghatarozzuk, azaz a faziscellat tetsz6legesen kicsire vélasz-
sz(ik, addig a kvantummechanikai mozgas ezt nem teszi lehet6vé, hanem a fazis-
cella minimalis értékére egy hatart allapit meg. A kvantummechanika pontosan
meghatarozza, hogy a AT faziscellak a (10.2) egyenl6tlenség jobboldalan fellép6
hs értéklinek vélasztanddk.

A klasszikus Maxwell—Boltzmann-statisztika masik alapfeltevése, hogy a ré-
szecskék egymastdl elvileg megkilonboztetheték. A W termodinamikai val6-
szinliség meghatarozasanal ennek alapjan jartunk el, azaz ha két kiillonb6z6 fazis-
cella egy-egy részecskéjét felcseréltiik, azt mar az eredetit6l kiilonb6z6 mikroalla-
potnak tekintettiik. A természetben ténylegesen el6forduld részecskék (elektro-
nok, protonok, neutronok, fotonok, stb.) esetében ez a felfogéas tarthatatlannak
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bizonyult, nincs egyetlen olyan fizikai jelenség sem, amely segitségével pl. két
elektront meg tudnank egymastol kiulénboztetni. A részecskék megkilénboz-
tethetetlensége (mas szdéval azonossdga) alapvetd' természettérvénynek bizonyult
és ezt a statisztika felépitésekor tekintetbe kell venniink. A mikroéallapotot esze-
rint mar az meghatdrozza, hogy az egyes faziscellakba hany részecske jut, de nem
kell arra dgyelnink, hogy melyik részecske melyik faziscellaba keril, mert az
azonos tipusu részecskéket elvileg sem lehet egyméastdl megkilénbdztetni. Ez
természetesen azzal jar, hogy egy makroallapotot megvalésité mikroallapotok
Osszeszamlalasa egészen masképp torténik a kvantumstatisztikdban, mint a klasz-

szikus statisztikaban.
A harmadik kvantumfizikai torvény, amelyet tekintetbe kell venniink, Pauli-tiv

néven ismeretes. Roviden a kovetkezdr6l van sz6. A természetben el6forduld ré-
szecskék mindegyikének meghatdrozott spinje van, az ebb6l adédd impulzus-

momentum mindig egészszamu tébbszordse az ?7u-nek. A részecskéket két

nagy csoportba osztalyozzuk. Ha a spin parosszamu tébbszordse > ?n-nek, akkor

egészszamu tébbszorose lesz ---ﬁ-—nek; az ilyen részecskéket egész-spinlieknek ne-
2

vezzik. Ha viszont a spin paratlan tdbbsz6rose %H nek, akkor feles-spind ré-

szecskér6l beszéliink. A Pauli-ziv a feles-spinl részecskékre vonatkozik és azt
mondja ki, hogy egy hs nagysagu faziscellaban legfeljebb két feles-spin(i részecske
tartézkodhat és ezek spinjei feltétlenil ellentétes irdnylak. Az egész spini részecs-
kékre ilyen megkotés nincsen.

11. §. A Bdse - Einstein statisztika

Az egész-spinl részecskékre vonatkozo statisztika kidolgozasa Bé&se és Einstein
nevéhez fliz6dik. Innen szarmazik az az elterjedt elnevezés is, hogy az egész-spind
részecskéket bozonoknak szok&s nevezni. Az aldbbiakban a bozonokra vonat-
koz6 kvantumstatisztikat fogjuk térgyalni.

Tekintsik az x, y, z, px, py, pz koordinatdk altal jellemzett fazisteret és osszuk
fel /is nagysagu cellakra. Azokat a celldkat, melyekhez ugyanazon energiaérték
tartozik, egy energiarétegben foglalhatjuk Ossze. Az i-edik energiaréteg energiajat
M(i)-vel, a benne levd 03-cellak szaméat Z ;-vel jeldljik. Egy mikroallapotot azzal
jellemezhetiink, hogy megadjuk az egyes /Z3-celldkba juté részecskék szamat, a
makrodllapotot pedig az egyes energiarétegekbe jutd részecskék szama, az

NbN2z,...,Nh... (20.11.1)

adatok jellemzik. Els6é feladatunk a (11.1) makroallapothoz tartozé mikroélla-
potok @sszesz&mlaldsa, azaz a W termodinamikai valdszinliség megéllapitésa.
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Szoritkozzunk el&szor csak az/-edik energiarétegre és vizsgaljuk meg, hogy az A-
szamu részecskét hanyféleképp helyezhetjik el a Z,-szdmd celldban. Ez annyiféle-
képpen tehetd meg, ahdny Nt osztalyl ismétléses kombinaciét tudunk Z, elem-
b6l késziteni. Ezek sz&ma:

(Nt+ Z,- 1 (Ni +2Z, - 1)
| N, W M - 1) A ’
Az 55. dbran a Z-= 4, )V, = 2 esetnek megfelel6 mikroallapotokat abrazoltuk. A

. . e M

Mikrodllapotoksorszame: 1 2 3 4 56 7 8 9 10
55. abra. Mikrodllapotok Z,= 4 és N,= 2 esetén

A . 2+ 4 —1)
mikroallapotok szama ebben az esetben --—— = --—-=- = 10 lesz, a (11.1) makro-

allapothoz tartozé mikroallapotok szama pedig a (11.2) tipusu kifejezések szor-
zata, tehat:

n +Z,- 1! (20.11.3)

VvV Nt\(z —1) \%
A (3.6) alatti Boltzmann-osszefiiggés szerint a rendszer entrépiaja S —k\n W,
tehat a (11.1) makrodllapothoz tartozé entrépia (11.3) alapjan a kdvetkezé lesz:

S = KE[In (Ni +Z, - 1 - InNj\ - In(Z;- 1)1]. (20.11.4)

I
A (3.10) alatti kdzelités szerint Inn! « n(lnn —1), hanigen nagy szam. Ennek fel-
hasznaldsaval az entrépiara kapjuk, hogy

S =W +2Z)In(Ni +2f- NtlnN - Z InZ], (20.115)

mert Z, sokkal nagyobb 1-nél és igy Z; — 1 helyett Z,-t irhattunk.
Az egyensulyi allapotot az entropia maximalis értéke jellemzi, célunk tehéat

mellékfeltételre, nevezetesen arra, hogy az dsszes részecske szdma egy konstans
N szam,
Y Ni =N (20.11.6)

és a rendszer ésszenergiaja pedig egy adott U értékkel egyenld,

Yju(i)Ni =U (20.11.7)
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SS = k£ [In(N, + Z,) - InNi] ONi = 0,
i
ON = sN, = 0,

SU =

—th - th

u@i)ONi = 0.

A Lagrange-féle multiplikator modszerét hasznalva ON kifejezését (—ka)-val,
0U kifejezését pedig (-kB)-val szorozzuk és hozzdadjuk &S-hez. igy a kovetkezd'
egyenletet kapjuk

HS- kxN-kBU)=k £ I_In TNIZf'- a- Bu(i) SN, =0. (20.11.8)
i

A ONj variaciok most mar egymastol fiiggetlenek lehetnek, ezért mindegyik egyiitt-
hatéjanak zérussal kell egyenlének lennie.

Net+ Z .
In mi ' - a- Bu(i)=o,

amib6l az egyensulyi allapothoz tartozé Nt kiszamithatd:

N>= i (20.11.9)

Hatra van még az a és B multiplikdtorok meghatarozasa, melyeket a (11.6) és
(11.7) mellékfeltételekb8l kaphatunk meg:

I ) _r=r (201110
" Zju(i)
Il e”ro_ T =t/- (20N11111)

Ez a két egyenlet elvben meghatdrozza a-t és R-t, mint N és U flggvényeit.
Az egyensulyi allapot entropiajat (11.9)-nek (11.5)-be val6 helyettesitésével
kapjuk meg:
s=kl [w +Z,)In(--_eZ:.M,,)-V,|n - z1|nz,
= - K )I( [z;In (- e-a-pu(y) + 0OV + /?h(i)A,]
= -k Er,In(l - r"-«) +kzN+kBU. (20.11.12)
i

A termodinamikabdél ismert
(Osl 1
bl , =Y (2011Nn3)
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Osszefligges felhasznalasaval a B multiplikéatort kapcsolatba hozhatjuk a T hémér-
séklettel. Differencialjuk (11.12)-t U szerint:

f6S] , _  Z,e— (da dRr\ da Irr88 to
(a Cl¥v ? 1— (5t/ + Mi6E£/j+ 'NdU+ UdU+

Az elsd tagban szerepl6 r-szerinti 6sszegzést a (11.10) és (11.11) egyenletek segit-
ségével kénnyen kiszamithatjuk és lathatjuk, hogy ez az 6sszeg éppen a fenti Ki-
fejezésiink mésodik és harmadik tagjanak negativjaval egyenl6. Marad tehat,

hogy
m =kR.
ut/l*
Osszevetve a (11.13) termodinamikai dsszefiiggéssel, a kB = — egyenletet kapjuk,

ebbél
(20.11.14)

A R multiplikatorra tehat ugyanaz az érték adodik, mint a klasszikus statisztika-
ban (L a (6.15) egyenletet).

A gyakorlatilag fontos esetekben mindig az N részecskeszamot és a ' hémérsék-
letet ismerjik. Ekkor a (11.9) eloszlasfiiggvényt a kovetkez6 alakban irjuk fel:

)V S R — . (20.11.15)

ahol bevezettik az A = e~* jelolést. Az A konstanst a (11.10) mellékfeltételbdl
szamithatjuk ki:

----- =N- (20.11.16)

Ez az egyenlet egyértelmiien meghatarozza A-1. Zart alakban val6 megadasa al-
talaban nem lehetséges, ezért A-t csak kozelitd mddszerekkel tudjuk kiszamitani.
Az A konstans ismeretében a rendszer energiajat (ll.11)-bd81 szamithatjuk:

V{N,T) = V. 1 — (20.11.17)
J_:Ae*T-I

Veégil megjegyezzilk, hogy az a multiplikator a részecskeszam allandésagat ki-
fejez6 mellékfeltétellel keriilt be egyenleteinkbe. Ha eredményeinket olyan rend-
szerekre alkalmazzuk, ahol a részecskeszdm nem alland6, akkor ez a multiplika-
tor nem lép fel, teh4t a = 0 és A = 1 llyen rendszer pl. az Uregbe zart elektro-
magneses sugarzas, az un. fotongaz; ugyanis a fotonok allanddan abszorbealéd-
nak és emittdlédnak az lreg falan, tehat szdmuk ingadozik.
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12. 8. Az egyatomos Bose-gaz

Alkalmazzuk a B@se—Einstein-statisztikat egyatomos ideélis gazok esetére.
(A 10. §-ban mondottak szerint fel kell tételezniink, hogy az atomok egész-spi-
niiek.)

Ideélis gaz esetében az atomok kozo6tt nincs semmiféle kdlcsénhatds, ezért
egy atom energidja a kinetikus energidjaval azonos:

w-pY+tEL+Pz - Rr (20.12.1)
2 m 2m

Az energiakifejezés megallapitasa utdn a kovetkezd' feladatunk a Z cellaszam Ki-
szamitadsa lesz. Mivel az n energia csak az impulzus, p abszolut értékétél fiigg,
ezért tekintslink egy p sugarl és Ap vastagsagu gombréteget az impulzustérben.
Ezen gombrétegen beliil az energia allanddnak tekinthet6. Az impulzus-gémbré-
teg térfogata 47t2p« p-vel egyenld, a megfelel6 fazistérfogatot pedig Ugy kapjuk
meg, ha ezt még megszorozzuk az x, y, z koordinatdknak megfelel6 térfogattal,
azaz a gaz V térfogataval. A fazistérfogat tehdt 4nVp’Ap lesz. Ebben a fazistér-
fogatban annyi elemi cella van, ahanyszor a /rs cellatérfogat elfér a fenti fazis-
térfogatban. A cellak szama tehat

z = 2088 2)

Azon atomok szamat, melyek impulzusap ésp + Ap kdzé esik, (11.15)-b6l kap-
juk meg, ha oda (12.1)-et és (12.2)-t behelyettesitjik

LT ATV p~
AN= S (20.12.3)

Ha ezt osszegezzilk valamennyi impulzus-gémbrétegre, Ggy az N atomszamot
kell megkapnunk. Mivel a Ap vastagsag tetsz6legesen kicsire valaszthat6, ezért
Osszegezés helyett integralasra térhetlink at

4nv T pa
N~ re  jeeh . (20.12.4)
1 __p2mkT i
A

Ez az egyenlet lesz az altalanosan érvényes (11.16) megfelelGje és ebbdél kell az
A Kkonstanst kiszamitani.

irjuk fel még az energia és az entropia kifejezését. Az energiat (11.17)-bél sza-
mitjuk, felhasznalva a (12.1) és (12.2) egyenleteket és az / szerinti 6sszegezés he-
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lyett ismét p szerinti integralast vezetve be

4nv * p4
U= ;mfiF _} “4El i dpm (2012-5>
¥ A

»

Az entrdpia altalanos képletét a B6se—Einstein-statisztikdban (11.12) adja meg.

teket hasznaljuk fel, tovabbd, tekintetbe vesszilk az A = e~* és 8 = 1/kT Ossze-
fliggéseket. Ily modon kapjuk, hogy

00

AwtV  f e 1
S==-k " rr] " In( —Ae 2mkT)pdp + kuN + T u. (20.12.6)
0

A (12.4), (12.5) és (12.6) egyenletek képezik az egyatomos B&se-gaz termodinami-
kajanak alapjait. Ezek a kifejezések egzaktul pontosak, alkalmazasukat azonban
nehézkessé teszi, hogy a bennik fellépd integralok nem adhaték meg zart alakban.
A kovetkez6kben N, U és S képleteinek kozelit6 kiértékelésével fogunk foglal-
kozni. El6szér az A 4 1 hataresetet nézzik. Latni fogjuk, hogy ebben a hatar-
esetben eredményeink atmennek a klasszikus Maxwell—Boltzmann-statisztika
formuldiba. Ha A 1, 4gy (12.4) nevezG6jében az I//i-t tartalmazé tag sokkal

nagyobb lesz, mint a mellette szereplé (—1), ezért ez utobbit elhagyjuk. Ezzel a
kozelitéssel a részecskeszdmra kapjuk, hogy

Ajrv rOO P
N— -am Ip2x 2nkT dp.

0
Ha itt bevezetjik az

*

helyettesitést, akkor irhatjuk, hogy

AnV C
N - A{2mkTf jxoe~xdx.

0
Az itt fellép6 integralt parcialis integralassal atalakithatjuk egy, a 7. §-ban mar
kiszamitott integralkifejezéssé. llymaédon az integralra a}lJ - értéket kapjuk és

igy eredményilink a kodvetkez6 lesz:

N=1 A(2nmkTf12. (20.12.8)
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Ebb&l azonnal megkapjuk az A konstans értékét:
Nhs -3
A=—r (2nmkT) 2, (20.12.9>

A-nak ezt a kifejezését az A 1 feltevéssel vezettiik le. Természetesen csak akkor
hasznalhatjuk ezt a kozelitést, ha a szamértékek (12.9)-be vald helyettesitése val6-
ban igazolja az A-ni tett feltevést. Mindenesetre lathatjuk, hogy A ezen kifejezése
aranyos az N/V részecskes(rliséggel és forditva aranyos a T h&mérséklet 3/2-ik
hatvanyaval. Kozelitésink tehat kis siirliségek és magas hémérsékletek esetén
érvényes.

Az U energiat a fentiekhez hasonlé mddszerrel hatarozzuk meg. (12.5) nevez6-

jében az T -t tartalmaz6 tag mellett elhagyjuk a (—I)-et és irjuk, hogy

4nV . --Npc_,
U= ——=06A {_p*e znﬁ(po.
2mhs J
0

Ismét a (12.7) helyettesitést alkalmazzuk, ezzel U kifejezése a kovetkezOképpen
alakul

00

U= -t @2mkT)S: | xie~xtd
__z"rﬁ_ﬁsr( mKkT) 2, xie~x‘dx.
0

3n
Az integral értékére parcialis integralassal valé atalakitds utan —— adddik. Ha

V«

ezt beirjuk U képletébe, Ugy az energiara az
A A(2nmk
= _______r nm
4nmh )32

kifejezést kapjuk. Végil, ha felhasznaljuk az A konstansra kapott (12.9) eredmé-
nylinket, ugy

U=y n/cTm (20.12.10)
Ugyanezt az eredményt kaptuk egyatomos gazokra az ekviparticio tétele alapjan

is. A BOse-Einstein-statisztika tehat hataresetként kiadja az ekviparticid tételét.
Kozelitésiink a 7. 8-ban targyalt sebességeloszlasi fliggvényt is visszaadja. (12.3)

nevezdjében csak az Al tartalmaz6 tagot tartva meg, kapjuk:

4 nV pt-
AN= —ﬁ r Ae™ kT p-Ap.
3
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Beirva az A konstansra kapott (12.9) kifejezést, AN a kdvetkez§ lesz:

A 4nNe~™p2 |
aN "’ - (2nmkTf~ ip"'
Végiul a p = mc osszefuggés felhasznalasaval irhatjuk, hogy
_m
AN I 4ck  2kr -
v ) Act f(c)Ac.

N Jr 2K a2

n
\'m)

Ez teljesen megegyezik a 7. §-ban nyert eredményiinkkel.
Térjunk at az entropia kiszdmitaséara. (12.6)-ban A 1 esetén a kdvetkez6 ko-
zelitést alkalmazhatjuk:

In( - Ae~™ ) ~- Ae~™

mert |x| < 1 esetén In (1 —x) x —x lesz. Ennek figyelembevételével kapjuk,
hogy

anV T 1
S:k_lvrrAJ € 2rrkTpl4p+kxN+TU.
(o]

Az itt fellépd integral ugyanaz, mint ami N kifejezésében is fellépett, ezért S els6
tagja Nk-val lesz egyenl6. Ha még tekintetbe vesszik (12.10)-et, Ugy S kifejezése a
kovetkezd lesz:

S=Nk -1 +a . (20.12.11)
irjuk be ide a képletét. Mivel A = e~a ezért
= —In A =In (—
\A)
lesz és ha T-nak (12.9)-ben megadott értékét felhasznaljuk, ugy
a=lIn ~h -(InmkTfr . (20.12.12)

Ezt az eredményt az entrdpia kifejezésébe helyettesitve:
S='Nk ~ + In (2nmkT)sr2

Mv
= Nk In - e512(2}1TKT)3/2 .
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Ezt a kdvetkez6képpen is irhatjuk

S=NkrInV+—3|n F-In N+b , (20.12.13)

ahol

, 5 3 t 2nmk
>=y +yln —jp— . (20.12.14)

Hasonlitsuk 6ssze az entropiara nyert (12.13) kifejezésiinket a fenomenologikus
termodinamikéanak az idealis gazra vonatkozdé képletévell Ha (12.13)-at 1 mal
mennyiségre alkalmazzuk, tgy N = L lesz, és az R gazallandd, valamint az M
molekulasuly

R =Lk ésM =Lm

kifejezéseit felhasznalva irhatjuk, hogy 1 mol gaz entrépidja
LV 3
S=R In---- t==-\n T+b+\nm
M 2

Ha a fenomenologikus termodinamika(17.2.9) entropiakifejezését 1 mél-ra al-
/ o 3 R

kalmazzuk és a fajh6re a (16.5.19) szerinti cy =y — Kkifejezést fogadjuk el, ugy

a kovetkez6 kifejezéshez jutunk

\ 3 M
S=R il +i:'aT +-R° =m
E[két entropiakifejezés dsszehasonlitasa lehetéséget ad a a entrépiakonstans meg-

M m
allapitasara. = = — miatt irhatjuk, hogy
K

m_ -b+inm.
K

Beirva U-nek (12.14) kifejezését, kapjuk, hogy

_ K rs hi (2]'IK2$2T',F] 201215
A=y, T (20.12.15)

Az entropiakonstans értékét a fenomenologikus termodinamikaban nem tudtuk
megadni. A kvantumstatisztika alapjan a kiszdmithatova valt és mint lathato,
tartalmazza a hs elemi faziscella nagysagot, ami a klasszikus fizikdban hatarozat-
lan érték volt.

Végul irjuk fel a gdz szabad energidjanak kifejezését. A termodinamikaban
megbeszélt F = U —TS kifejezésbe (12.10)-et és (12.13)-at beirva kapjuk, hogy

rs 3 1
F=NKT —+InN-InV-y InT-b . (20.12.16)
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b képletének behelyettesitése utan

F=NKT INA-InV-—InT - — I, = oo 1. (20.12.17)
2 2 -~

13. §. Az idedlis gaz elfajuldsa alacsony hémérsékleteken

Az el6z6 §-ban lattuk, hogy a Bbse —Einstein-statisztika az A 1 kézelitésben
atmegy a klasszikus Maxwell—Boltzmann-statisztikaba és igy visszaadja az ideéa-
lis gaztorvényeket. Ez azonban egy széls6séges hatareset. Ha pontosabban sza-
molunk, akkor mar az ideélis gaztorvényekt6l eltér§ eredményeket kapunk és
ezek a pontosabb formuldk fogjak leirni a gaz viselkedését alacsonyabb hémérsék-
leteken.

Az aldbbiakban szintén fel fogjuk tételezni, hogy A < 1, de az A szerinti sor-
fejtésnél nem allunk meg az elsé tagnal, hanem a magasabbrendii tagokat is figye-
lembe vessziik. El6szor foglalkozzunk a (12.4) és (12.5) integralok nevezdjében
eléfordulo kifejezéssel, melyet a kévetkezd alakban is felirhatunk:

1 Ae~-'W T

1P ~ p*
KlekT-l 1-Ae 2cT

Ez a kifejezés — — alaku tort, ahol feltevéseink értelmében 0 < Z < 1 E tort-

kifejezés hatvanysora az elemekbdl jél ismert,
7 00

_________ =7 77>
1 -2 Tl
tehat N és U integraljanak nevezdjét az aldbbi hatvanysorok adjak meg:

1 00 _  vp2
e =E£A*e~1LUT. (20.13.1)
1 ~bnkT ] v=I
A
irjuk ezt be elGszor az N részecskeszam (12.4) képletébe:
Anv_ = r W
N=-~-Y.A" e rixrpUp. (20.13.2)
. v=I J
0

Az integral kiszamitasa az

*=\Im fp
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helyettesitéssel torténik, mellyel kapjuk, hogy

N omkT 32 T
Je amkTp2dp= \e-x'x4x.
0 0

A jobboldalon fellép6 integrallal az el6z6 §-ban mér taldlkoztunk éstudjuk, hogy

Jn
értéké -  mgyei egyenld. Behelyettesitve (13.2)-be,7V-rea kévetkezd kifejezés ad6-

dik :

N=2(2nmkTf/2t4j2 - (20.13.3)
Ha az 6sszegbdl csak az els6, v = 1-nek megfeleld tagot tartjuk meg, akkor vissza-
kapjuk az el6z6 (12.8) formulankat, ami a klasszikus kdzelitésnek felel meg. Ha
az 6sszegbdl tobb tagot, tehat A magasabb hatvanyait is megtartjuk, Ugy a klasz-
szikus statisztikan talmen6 pontossagot ériink el, amivel jellegzetesen kvantum-
mechanikai effektusokat irhatunk le.

A (13.3) formuléban fellép6 6sszeg csak az A konstans értékétdl fligg. Vezessik
be a kovetkezd jeldlést:

(20.13.4)

Ezzel a részecskeszdm igy irhato:
N = ’;](2 nm kT fl2 g{A). (20.13.5)

Az energiat hasonld maédszerrel szamitjuk. (13.1)-et U (12.5) képletébe téve nyerjik

00

AnvV " C w*
V- M L A|’0 e " " PP-

Ha ismét alkalmazzuk az

helyettesitést, akkor az U képletében fellép6 integral a kovetkez6képpen alakul

.3 iz, . "y
Az v szerinti integral értéke az el6z6 § szerint — ésennek figyelembevételé-
0
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vel

T.YKT o Av,
U= —j-{2nmkTfz X -JO* (20.13.6)

Az itt fellépd v szerinti 6sszeget th(A)-\a\ jeldljik:

0o 4r

W)= I-HT:z- (20.13.7)
V=1V

Ezzel
V= (2nmkT)s"2V(A)’

(13.5) tekintetbevételével az energia végsd kifejezése a kovetkezd lesz

, NKT (20.13.8)

LT A -
b
Hasonl6 modszerrel szamitjuk ki az entropiat is. (12.6) els6 tagjaban szerepld

logaritmus hatvanysora
® Zv

In(l - ) = - £

alakban irhat6 fel, tehat az entrépiakifejezésben a kévetkez6 hatvanysor fog fel-
1épni :
Px X A7 - ap~
In(1- Ae™ 2mkT) = - Y — e 2mKkT.
Y

(20.13.9)

(12.6) els6 tagjaban fellépd integralt az el6z6ekben hasznalt helyettesitéssel tudjuk
kiszamitani

- _ B w Av foo—\{ft
Jn(l —Ae  amkT)pdp —— £ — s ~kTpddp—

1 [0]

= - @ (2mkT?rl | | O _ (2 Ns2NA).
T V1V T

Ezt behelyettesitve (12.6)-ba, kapjuk, hogy

kv 1
5 =-p- (2mkTfzd(A) + kaA + — £. (20.13.10)
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Felhasznalva a (13.5) és (13.8) eredményeinket, az entropiara a kdvetkezd kifeje-
zés adodik:

5 d(A)\
S5=»TT1m)’

vagy
S=-Nklina-~an. (20.13.11)

A gémbolyl zarojeles kifejezés csak az A mennyiség fliggvénye, melyet viszont
adott N, V és T esetén (13.5)-b6l kell kiszamitanunk.

Az eddigi targyalasunk elvben tetsz6leges pontossaguva tehetd, ha a (13.4) és
(13.7) 06sszegekben elég sok tagot figyelembe vesziink. A tovabbiakban meg fo-
gunk elégedni a masodrend(i tagokkal, azaz A-nak harmadik és magasabb hat-
vényait elhagyjuk ¢ és ¢ kifejezéséb6l. A kovetkezd kozelitést vezetjuk tehat be

BA)= A+ 2= s \pA) = A+ — (20.13.12)
22 Aj2
Tovabba
A A i A
®A) = 2n2 = 212
n+ * N =7
4v/2 4V'2

A nevez6t J1-szerint sorba fejtve kapjuk

B(A) A A A
P(A) + 2] 2) 432) AVT

Helyettesitsiink be az energia és az entropia kifejezéseibe:

U=ANKT I +-7~1J |
2

43 1)
(20.13.13)
S= —Nk WA e 22 )
1 2 8 "2

Hatarozzuk meg, hogy milyen lesz a gaz allapotegyenlete a (13.13) kozelitések
esetén. Els6sorban képezzik a gaz szabad energiajanak kifejezését. A termodina-
mikaban lattuk, hogy

F= U- TS.

(13.13) alapjan a szabad energia kifejezése a kovetkezd lesz:

F=NKT\nA- 1-—. (20.13.14)
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A termodinamika (18.2.17) egyenlete szerint a gaz nyomasa

dF
P~ ~~dV’

ahol a differencialast konstans N és konstans T mellett kell elvégeznink. Mivel
a szabad energia kifejezése a V térfogatot csak az A paraméteren keresztil tartal-
mazza, ezért irhatjuk, hogy

A 1 sA
P= —NkT 1-—-— . (20.13.15)
aJi a dv

Az A paraméter behelyettesitésénél megelégedhetiink a (12.9) kdzelitéssel, mely
szerint

Nhs
~ V{2nmkTf12
és
s A Nhs A
sV =~ V\2nmKkTf y !

Ennek alapjan (13.15) a kovetkezd allapotegyenletet szolgaltatja:

- mnm . n K m V )I (2013I]-6)
Ez az allapotegyenlet a gomboly(d zaréjelben fellép6 korrekcios faktor miatt el-
tér a s. §-ban megismert pV — NKkT idealis gaztorvénytdl. Az eltérés annal jelen-

N
tésebb, minél nagyobb az — s(irliség és minél alacsonyabb a T h&meérséklet.

A pV = NKT torvénytdl valo eltérést gazelfajulasnak nevezziik. A gazelfajulas
mértéke a
Nhs

O V(2nmKkTf

mennyiség, melyet elfajuldsi tényezének neveziink. Minél nagyobb /, annél na-
gyobb mérték( lesz a gaz elfajulasa. A fenti levezetésnél feltételeztiik, hogy az
elfajulds kicsi, azaz X 1 Nagyobb mértékben elfajult gazoknal a (13.16) allapot-
egyenletben a gombdolyd zarojel X magasabb hatvanyait is tartalmazza.

14. 8. A plazma

Nem tdlsdgosan magas hémérsékleteken az anyag haromféle halmazallapotban,
szilard, cseppfolyo6s és gaznemi allapotban fordulhat el6. Ekkor az anyag elemi
épitékoveinek az atomok, ill. molekuldk tekinthet6k. Igen magas hémérsékleten
az atomok egy részének kinetikus energiaja tullépi az atom ionizacios energiaja-
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nak értékét és ekkor az atomok ltkdzésekor ionizacio, vagyis elektronok levalasa
kovetkezik be. llyen kérilmények kozott az anyag semleges atomokon kiviil po-
zitiv ionokat és elektronokat is fog tartalmazni. Az atomokbol, ionokbol és elekt-
ronokbol &ll6 géazkeveréket plazménak nevezzik és sokszor a negyedik halmaz-
allapotnak szoktak tekinteni.

Hatdrozzuk meg, hogy egy adott T hd'mérsékleten mekkora lesz az anyag io-
nizacidjadnak mértéke. Jeldljuk a plazma térfogatat F-vel, és a benne levd atomok
és pozitivionok egylttes szamat A-nel. A semleges atomok szdma legyen Na, akkor
az ionok szama N, = A —Na lesz. A tobbszords ionizacio lehetdségétél eltekin-
tunk, ekkor az elektronok szama nyilvan ugyanannyi, mint az ionoké, azaz
Ne = N —Na. Az ionizaci6é foka alatt az ionok szdménak viszonyéat értjuk az
atomok és ionok egyuttes szdamahoz. Ha az ionizacios fokot y-nal jeldljuk, agy

e e 20.14.1
A o141}

Ebbdl
Na= (I —y)N és Nj = Ne= yN. (20.14.2)

A plazma F szabad energidja az atomok, ionok és az elektronok szabad ener-
giaibol tev6dik ossze. Ha ezeket rendre Fa, F, és F,-vel jeldljik, ugy

F=Fa+ F; + Fe (20.14.3)

Elég magas h6mérsékleten az egyes komponensek szabad energiaira elfogadhat-
juk az idedlis gazra érvényes (12.16) kifejezést

Fa= N&kT — + InNa—InV - --InT - ba ,
F, = NikT j +InNi—InV —j InT —b, ,

Fe=N&T y + InA,—InF -~InT-be .

Az itt fellép6é ba, bj és be entropiakonstansokat (12.17)-b6l kaphatjuk meg, ha
abba rendre az maatom-, mt ion- és az me elektrontémeget helyettesitjik be.
(14.2) tekintetbevételével a teljes szabad energia:

f 3 3 1
F=NkKT (I+y) y +InA—InF —y InT + (l-y)In(l-y) +

+ 2y Iny —( - y)ba- y(b, + be) . (20.14.4)

A termodinamikaban megbeszéltek szerint a termikus egyensuly feltétele az, hogy
az F szabad energia minimalis legyen. Differencialjuk F-ety szerint és a differen-
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cidlhanyadost tegylk zérussal egyenlévé

~ =NKT[y+InA-InF-yInT -In(l -j) +2inj+ 1+ *B-(*/+M]|[-

Ebbdl
\b 5 3. 1
In-------= — —+ INA —InV - —InT" -b a+ (b, + be).
11—y 2 2
Vagyis
2 /VTm 5
Iny~y =In[ or~1-vy +bi+..- ba. (20.14.5)

A géz ioniz4ci6s energiajdnak azt a munkét nevezzik, amit az A db semleges
atombol allé gazon reverzibilisen végezniink kell ahhoz, hogy minden atomja
ionizalddjon, azaz A db iont kapjunk. Az allandé hémérsékleten végzett reverzibi-
lis munka a szabad energia megvaltozasaval egyenld (1. a tizennyolcadik fejezet

1 8-&t). Az ioniz4cids energia a (12.16) szabad energia-képlet szerint a kdvetkezd
lesz:

NkT E+InA-InF- 7\nT-bi - NkT[$*+ InA—InF—&\nT —ba =

= NkT(ba- bt).

Az 1 mél gazra vonatkoztatott ionizaciés energiat 7-vel jeldljiuk. 1 mdl esetén
N =L, és mivel Lk az R géazallandoval egyenld, ezért

I=RT{ba-b ). (20.14.6)

Ennek tekintetbevételével a (14.5) egyensulyi feltétel a kovetkez6képpen alakul

In =N - + \be~ -, (20.14.7)
l-y N ; RT | 2)

» ve entropiakonstansra nyert (12.14) formula felhasznalasaval kapjuk, hogy

, y2 , XV (2nm kTfw |
1-y [a hs J RT
vagyis
l-y N hs

Az idedlis gaz (8.3) allapotegyenletét az atomok, ionok és elektronok esetére alkal-
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mazva kapjuk, hogy az egyes komponensek parcialis nyomasa:

Nak T NkT

Pa= — =Q-~y) —
NjkT NkT

PP= y~=Y v~~~
NJIKT NkT

Pt =— =y — -

A plazma teljes nyomasa
NkT
P=pa+pPi+tPe =(l+y)-y~- (20.14.9)

Ezt felhasznéalva kapjuk, hogy
y2 @2nmef I2(kTfz -4fr
- -

_______ SAR RT .(20.14.10)

1- Y2 phs

Ebbdl az egyenletb6l a T h6mérsékletl ésp nyomasa plazmay ionizaciés foka ki-
szamithat6. Az ionizacid6 mértékének meghatarozasanal, mint lattuk, lényeges
volt a be entrépiakonstans konkrét értékének ismerete. A kvantumstatisztika az
entropiakonstans megadésaval Iényegesen béviteni tudja a termodinamikai ered-
mények alkalmazasi korét és tobb olyan jelenség targyalasat teszi lehet6vé, melyre
a fenomenologikus termodinamika vagy a klasszikus Maxwell—Boltzmann-sta-
tisztika keretei kdzott nincs lehetdség.

Végul megemlitjuk, hogy a plazmafizikdban gyakorlatilag mindig teljesul a

feltétel, amikor is

llyen esetben az y ionizécids fok is nagyon Kicsi lesz és (14.10) baloldalan a neve-
z6ben y2 elhagyhaté. Ekkor y-ra a kévetkez6 kifejezést kapjuk

- - ¥ Oo.M.I,

Ez az Un. Saha-képlet, melynek igen széles alkalmazasi kére van. Ha pl. egy csillag
légkdrében két kiillénbdz6 ionizacios energidju atomra sikerll az y ionizaciot
spektroszkopiailag megallapitani, agy lehetdség nyilik a p nyomés és a ' h6mér-
séklet meghatarozasara. A csillagok légkorében uralkodd viszonyokrdl ezen az
Gton nyerhetiink ismereteket.
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15. 8. A hOmérsékleti sugarzas

Alkalmazzuk a B&se—Einstein-statisztikat egy V térfogatt tregbe zart elektro-
mégneses sugarzas esetére. Feltételezzik, hogy az elektromégneses tér és az edény
falai kozott termikus egyensuly alakul ki. Ebben az esetben az ureg belsejében az
elektromégneses hulldmok rendezetlenil haladnak és a sugarzas teljes energijat,
valamint az energidnak a kilénb6z6 frekvencidk szerinti eloszlasat az ureg fala-
nak h8mérséklete egyértelmlen meghatarozza. Az igy kialakulé sugérzést hé-
mérsékleti sugarzasnak nevezziik.

A statisztikus fizika torvényei fliggetlenek attél, hogy milyen elemekbdl épil
fel a rendszer. Az el6z6 eredményeink nemcsak atomokbdl felépil6é géazra, hanem
fotonokbdl feléplil6 sugarzasra is alkalmazhaték. Mivel a fotonokrdl tudjuk,
hogy egész-spinli részecskék, ezért a fotongazra a BOse- Einstein-statisztikat al-
kalmazzuk. Minthogy a fotonok szama nem allandé (az Ureg fala emittal és el-
nyel fotonokat), ezért az egyensulyi allapot megallapitasanal a (11.6) mellékfeltétel
elesik és (11.9)-ben az a Lagrange-muliplikator helyébe zérust tesziink. A B Lag-
range-muliplikatorra érvényben marad a (11.14) kifejezés, tehat a (11.9) eloszlas
fotongaz esetén a kovetkez6képpen alakul:

N'=A (20.15.1)
e'kT - 1

a tizenkilencedik fejezet 16. §-ban mér megbeszéltik. (19.16.3) és (19.16.5) sze-
rint a foton energidja és impulzusa

u=hv és p=—. (20.15.2)
A p impulzushoz tartozé energiarétegben levé cellak szama (12.2) szerint
2 . - .. (20.15.3)

Tudjuk azonban, hogy egy foton allapotat az impulzusa nem hatdrozza meg egy-
értelmden, hanem meg kell adnunk a polarizacids allapotat is. Egy adott impul-
zushoz két, linearisan fuiggetlen polarizalt hullam tartozik, tehat minden impulzus-
hoz két kiilonb6z6en polarizalt foton tartozik. Ezért a (15.1) fotonszamot meg
kell kétszerezniink. llymoédon a v és v + Av frekvencidk kdzé es6é fotonok szama
a kovetkezd lesz:
2Z g7tV V2

—3" “iv Av. (20.15.4)

ekT -1 C ekT-\

Avésv + Av frekvenciasivba jutd energiat pedig gy kapjuk meg, ha a AN foton-
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szamot megszorozzuk egyetlen foton hv energiajaval

irre gnVh Y3

AU = ivaN= 2"2" (2 Av. (20.15.5)
r ekl - 1

Az egységnyi térfogatra és egységnyi frekvenciaintervallumra vonatkoztatott
energiat frekvenciaeloszlasi fliggvénynek nevezzilk

‘v’ VAv
(15.5) szerint a frekvenciaeloszl&si fuggvény

s nh V3
P(V) = — Semmeemem W oo (20.15.6)

Ez az un. Planck-tdiwény, melyet Pranck 1900-ban vezetett le és ez volt az els6
olyan torvény, mely kivil esett a klasszikus fizika terliletén. A Planck-Lle sugar-
z4si torvény teljes egyezésben van a tapasztalattal. A megfigyelt frekvenciaelosz-
lasnak és a (15.6) formuldnak egybevetéséb6l Pranck meghatarozta a Planck-
allandot és a h = 6,62-10-27 ergs értéket kapta. Ama elfogadott legpontosabb
érték:
h = 6,62517 « 10- 27 ergs. (20.15.7)
Az irodalomban a Planck-térvényben sokszor a frekvencia helyett a sugérzas
hullamhosszat vezetik be. A frekvencia és a hulldamhossz &sszefliggését a
c

A
képlet adja meg. Ha (15.5)-6t ennek alapjan atirjuk, akkor \Av\:% AA miatt

kapjuk, hogy a AA hullamhossz-savba es6 energia

g nVhc 1
AU = — gr—-AA. (20.15.8)
/ e M- |

A hulldmhossz szerinti eloszlasi fuggvényt ebbdl megint Ggy kapjuk, ha egységnyi
térfogatra és egységnyi hullamhossz-intervallumra szoritkozunk

p@=T7a -
Tehat

Sn
P(*) = —js——Fo—- (20.15.9)

Ezt a sugarzasi térvényt mutatja az 56. abra néhany hémérséklet esetére.
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Az abrardl latjuk, hogy a p eloszlasi fliggvénynek egy bizonyos /,,,-nél maxi-
muma van; magasabb hé'mérsékleten a maximum kisebb hulldmhossznal fekszik,
mint alacsonyabb hémeérsékleten. A hémérséklet névekedtével tehat az energia-
eloszlas maximuma a vorost6l a kék felé tolodik el. Wien azt taldlta, hogy a Xm
hullamhossz forditva aranyos a T hémérséklettel. Ezt a Wien-féle eltolédasi tor-

§(" 1

0 1 2 3 4-10"4 am

56. abra. A hémérsékleti sugarzas energiaeloszlasa hullamhosszak szerint négy
kiilénbdz6 hémérsékletre

vényt a (15.9) Planck-formuldb6l kdnnyen levezethetjik. A fliggvény maximumat a

dp{X)
dX

széls6értékfeltételbbl lehet meghatarozni. Ha ide behelyettesitjuk a (15.9) eloszlasi
fliggvényt, Ugy a kovetkezd egyenletet kapjuk:

d snhc 1  snhc 1 he Ak 5 1 4 4
HR A enfr i N Ueifr_ i)2 kT A gUer j- —
b A
Ezt az egyenletet megszorozzuk - —— (e Akr —1)-gyel
OTthe
1 he —
[ -es*r -5 = 0. (201510)
e“T-1 "kT

Ebbél az egyenletbdl lehet a maximumhelyhez tartoz6 Amet kiszamitani. Célszer(
lesz bevezetni az

hc
X= —— (20.15.11)
Xk T
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jelolést. Ezzel (15.10) a kovetkezd transzcendens egyenletet adja:

Xé*
-rr7=5 (20.15.12)

Ezen egyenletnek egyetlen megoldésa van, nevezetesen

X = 4,965 . ..
Ennek felhasznaldsaval (15.11)-b&l /. mre adddik, hogy

, he he 1 B
A =W w r - r - (2fubJ3)

Kiadodott tehat a Wien-térvény, mely szerint ).mforditva aranyos a T h6mérsék-
lettel, s6t ezen tilmenden a B ardnyossagi tényezét is sikeriilt elméletileg meghata-
roznunk :

he
B= TqgasT = --288 CM fok_1 *® (20.15.14)

Ez az érték teljes egyezésben van a tapasztalatilag bevezetett Hu'e/j-térvénnyel.
A (15.9) Planck-térvényb6l kiszamithatjuk a hémérsékleti sugarzas teljes ener-
gidjat. A AU = p(l)VAI energiakat integralva valamennyi hulldamhosszra kapjuk,

hogy
U= vs$p(l)dl. (20.15.15)
0

Beirva ide a (15.9) Planck-formulat, az energidra a kovetkez6 integralkifejezés
adodik:
®

r
U= snhcV —N-mmo- p-.
l ew -1

Ha bevezetjik az x = hc/kkT helyettesitést, agy

8 TC(KT) fo— dx =aVT4. (20.15.16)
(hcf Y

A hémérsékleti sugarzas energiaja tehat aranyos az lreg V térfogataval és a T h6-
mérséklet negyedik hatvanyaval. Ez a Stefan-Boltzmann-térvény. (15.16)-bol
kiadddik a Stefan-Boltzmann-alland6 értéke is:

< '512>
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Az itt fellépd integral kiszamitasa céljabol az integrandust
X3 3 e~X
ex—1 X 1—e~X

alakban irjuk fel, a tortkifejezést pedig egy mértani sorral allithatjuk elé

X3—-—— = xa{e~Xx +e~X+e~K+ ...) = X3 £ e~
1 —e =1

Ezzel a (15.17) képletben el6fordulé integral a kdvetkez6 lesz:

00 00

f-"r—dx= £ [xse~mxdx. (20.15.18)
J c — 1 n=1
0 0
Parciélis integralassal elemi Uton meggyd&zd&dhetiink arrdl, hogy
o
Jy?e~nxdx =-j-,
o
tehét

00

V' * d x - 61 X . (20.15.19)
0.] \% 1 n=1 1

Hatra van még a jobboldalon szerepld végtelen sor 6sszegének meghatarozasa.
E célbdl tekintsuk a kdvetkez6 Fourier-sort

* "
-1
4 (—) cos(nnx).
n=1 n
Ennek 0sszege a —1 < x < lintervallumban a kdvetkez6 polinommal egyenld:
_— xXr—2x?+ —
48 [ 15 *

0 1 Nna
Ha x = 1-etirunk, Ggy az eredmény ¥ —r= 90" lesz, melyet (15.19)-betéve,kap-
» N

juk, hogy

i *x X s- <20',5'20)

Ezzel a Stefan —Boltzmann-aWandoéra a kodvetkez6 érték adddik:

U= 16he = 765 *l°~1s FOE ?Cm'a - (20.15.21)
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Megjegyezzilk, hogy a (12.13) alatti /m = B/T Wien-tdrvényt és a (15.16) sze-
rinti U = aVT' térvényeket a klasszikus termodinamika alapjan is le lehet vezetni,
a klasszikus targyalasmodnal azonban a B és a konstansok értéke hatéarozatlan
marad. A B@se-Einstein-statisztika nagy érdeme, hogy a Wien-féle és a Stefan-
Boltzmann-kllanddkat elméletileg meg tudta adni. Latjuk azt is, hogy B a h/k, az
a Stefan —Boltzmann-4Wand6 pedig a £4/zz mennyiséget tartalmazza. Ezért a B
és a allandok empirikus értékeibdl a k Boltzmann-allandét és a h Planck-aMandét
ki lehet szamitani. Az igy kapott eredmények megegyeznek k-ra és A-ra korabban
kapott értékekkel.
saval. A B&se—Einstein-statisztika &ltalanos érvényi entrépiaformuldjat (11.12)
alatt irtuk fel. HOmérsékleti sugarzas, azaz fotongaz esetén ebben az u=hv és az
a = o helyettesitéseket kell elvégezniink, tovabba a cellaszam helyébe (15.3)-at
helyettesitjik. Figyelembe véve még, hogy az i szerinti 6sszegezésnél nemcsak
a fotonok impulzusaira, hanem a két lehetséges polarizicids &llapotra is 6ssze-
gezniink kell, az entrdpiara kapjuk, hogy

00
sV [ — 1
S=—k—— In(l—*r)vadv+y U, (20.15.22)
0
ahol tekintetbe vettik a 8 — I\kT 8sszefliggést is. Az integral kiszamitasahoz al-
kalmazzuk az X = hv/kT helyettesitést, ezzel

00
sNYK*Ts T [
S= ¥?— find -e-*Wdx+Lu.

0

Az els6 tagban fellép6 integral egyszerl parciélis integraldssal éatalakithaté a
(15.20) integralla:

00 co
I In(l-e-*)xadx=- ~ TI- mdx= - — . (20.15.23)
J 3J ex- 1 45
0 0
Ezzel az entropia a kdvetkez6 lesz: s
s - N VTI>* Y u=1l arr*Y u’

ahol aismét a (15.21) Stefan-Boltzmann-aWandét jeldli. Felhasznaljuk még a hé-
meérsékleti sugdrzas (15.16) energiakifejezését és ezzel az entropidra a kovetkez6
végeredményt kapjuk:S

S=-~aVT3 (20.15.24)
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Az entropia ismeretében képezhetjik a sugarzasi tér szabad energiajanak kife-
jezését. (15.16) és (15.24) felhasznalasaval kapjuk:

F=U- TS=- ~ aVT*. (20.15.25)

A hémeérsékleti sugarzas nyoméasat a termodinamika torvénye alapjan szamithat-
juk ki, ahol a V szerinti derivalasnal a T hémérséklet konstansnak tekintendd.

dE 1
P = __/\y = y 4. (201526)

A sugarnyomas tehat egyharmada az

N=nT 4
\Y
energias(r(iségnek.

16. 8. Anyag és sugérzds hOmérsékleti egyensuilya

A tapasztalat szerint a nehezebb atommagok mellett elrepild fotonok bizo-
nyos valdsziniiséggel elektron-pozitron parra alakulnak at:

y-*e++ e~.

Megfigyelhet6 a forditott reakcid, az elektron-pozitron parnak egy vagy tébb fo-
tonna val6 atalakuldsa. Ha az elektron és a pozitron szabadon mozog, akkor egy
fotonra torténé szétsugarzas lehetetlen, mivel ezt a folyamatot az energia és im-
pulzus megmaradasanak torvénye tiltja. Szabad par szétsugarzdsahoz legalabb
két foton szikséges:

e+ + e~ ->2y.

Ha azonban az elektron valamely atom elektronfelh§jében kdtve van, Ggy a po-
zitronnal valé (tkézés egyetlen fotonna valé szétsugarzasara is vezethet.

Ha a nyugalmi témeggel rendelkez6 részecskék elektromagneses sugarzassa ala-
kulhatnak &t és viszont, akkor felvetddik a kérdés, hogy mikor van egyensulyban
egymassal az anyag és a hémérsékleti sugarzas.

Az aldbbiakban azzal az egyszer( esettel fogunk foglalkozni, amikor a rendsze-
rink csupa egyforma részecskébdl allé gazbdl és hémersékleti sugarzashdl tevd-
dik Ossze. Természetesen fel kell tételeznlink, hogy a részecskék atalakulhatnak,
sugarzassa és viszont. (A természetben el6forduld részecskék kozil ilyen pl. a
semleges n° pion.) De targyalasunk minden nehézség nélkiil altalanosithat6 elekt-
ron-pozitron gazbol és sugarzashol allo rendszerre vagy altalaban tébbféle ré-
szecskébdl és sugarzashol allé rendszerre, ahol a részecskékbdl sugarzas kelet-
kezhet és viszont.
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Rendszeriink tehat N szamu részecskébdl allo gazt tartalmaz, az egyes részecskék
tdbmege m. E gaz szabad energidjat (12.17) adja meg, de mivel a részecskéknek su-

alakul, ezért (12.17)-et ki kell egésziteniink a részecskegaz Nme2 nyugalmi energia-
javal. A gaz szabad energiaja tehat

3 3 /27THkcl
Fg= Nme2 + NKT INN- InV- -\nT- - In .(20.16.1)

A rendszerben levé hémérsékleti sugarzas szabad energiajat (15.25) alapjan irjuk
fel:

Fs=- jGkT 4 (20.16.2)

A részecskegazhbol és a h6mérsékleti sugarzasbol allé rendszer teljes szabad ener-
gidja a fenti két szabad energia 6sszege lesz: F = Fg + Fs. Tehét
3 ~TATile 1

3
F =Nmez2+ NKT InN -InV- -In T- —In —— -1 -:-laVT*.
2 2 n | 3

(20.16.3)

Adott V és T esetén a hdmérsékleti egyensuly feltétele az, hogy az F szabad energia
minimalis legyen. A h6mérsékleti egyenstlyhoz tartozé N részecskeszamot tehat a

N o=

s N

egyenletb8l hatarozhatjuk meg, mely (16.3) szerint a kdvetkez6 lesz:

=mc2+ kT [inN- InV —3-1n—_In 1=0.
8N 2 2 '\ h )
Ebh6l
l2 nmKki a2
N= — VTH2 w . (20.16.4)

A gaz anyagsdr(iségére pedig kapjuk, hogy
Nm 2nmkTisz - ig
Ps=~y-=m[— "—1J e KkT-
Az R gézéallandéra és az M molekulasulyra vonatkoz6
R -Lk és M =Lm
képletek felhasznalasaval a gazs(irliség kifejezése

M -NF1
Ps=W (22rM*n3/2e RT = (20.16.5)
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A hémérsékleti sugarzas energiaslirlisége (15.16) alapjan U/V = aTa lesz. Ha ezt
elosztjuk co-tel, Ggy megkapjuk a sugarzas tomegs(ir(iségét:

aTs g n2ka
Nz-?2-=T5AVr =m (20 16 6)

E képletek alapjan kiszamithatjuk, hogy I a [0sK®° alatti h6mérsékleteken a
ps sugarzasi slrlség sokkal nagyobb, mint a pg gazsiiriség. Homérsékleti egyen-
suly esetén tehat az anyag tulnyomo tébbsége sugarzéassa alakul at. A *“-mezonok
vagy az e+, e~ parok esetén ez valoban megfigyelhets. A kézénséges atomok su-
garzassa valo atalakulasat egy kilon természettérvény, a nukleonok szamanak és
az elektromos t6ltésnek megmaradasi térvénye tiltja meg. De minden részecske-
rendszernél (magok, atomok, molekuldk) megfigyelhet6, hogy az egyensulyi alla-
pot a legkisebb témeghez, tehat nyugalmi energiahoz tartozik. Gerjesztett rend-
szerek az energiafeleslegiiket sugérzas forméajaban bocsatjak Kki.

Egészen mas a helyzeta T > 10s K° h6mérsékletek esetén, itt mar a h6mérsék-
leti egyensulynal a pg anyags(irliség talszarnyalja a sugarzas ps sdr(iségét. llyen
viszonyok mellett tehat a h6mérsékleti sugarzas spontdn médon anyagga alakul.
llyen magas hémérsékletek viszont a természetben csak igen ritkan, kivételes
korulmények kozott jonnek létre, pl. szupernéva és hipernova robbanésok al-
kalméaval.

Végul kiemeljik, hogy a (16.5) egyensulyi slr(iség kiszamitasat az tette lehet6vé,
hogy a kvantumstatisztika a b entrépiakonstans értékét egyértelmiien megadja.
Az anyag és sugarzas hémérsékleti egyensulyanak vizsgalatara a klasszikus Max-
well—Boltzmann-statisztika keretei k6z6tt nincs lehetdség.

17. 8. A Fermi—Dirac statisztika

A feles spinli részecskékre vonatkozo statisztikat el6szér Fermi dolgozta ki
1926-ban, majd t6le flggetlenil Dirac is. Ezt a statisztikat kdvetd részecskéket
fermionoknak szokas nevezni. A 10. 8-ban megbeszéltik, hogy a fermionok ese-
tében a fazistér minden hs kdbtartalma cellajaba legfeljebb két elektron keriilhet.
(Pauli-elv.) Emiatt egy makrodallapothoz tartoz6 mikroallapotok szadma lényege-
sen kevesebb, mint a B&se—FEinstein statisztikdban.

Az eloszlasfliggvény meghatarozasanal ugyanazt a gondolatmenetet kovetjik,
mint a B8se—Einstein-statisztikdban. A fazisteret tehéat ismét felbontjuk hs celldkra
és az ugyanazon energiaértékhez tartoz6 celldkat egy energiarétegbe foglaljuk
Ossze. Az /-edik energiaréteghez tartoz6 energia legyen u(i). E rétegben levd hAcelldk
szamat Z,-vel jeldljik, a Pauli-elv miatt az /-edik rétegben legfeljebb 2Z ; részecskét
helyezhetiink el. A részecskerendszer mikroallapotat az egyes hs cellakba jutd ré-
szecskék szamaval, a makroallapotot pedig az egyes energiarétegekben levg ré-
szecskék szaméval adhatjuk meg. Ha az /-edik energiarétegben levd részecskék sza-
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mat A,-vel jeldljik, Ggy a makroallapotot az
Ni, N2 (20.17.1)

eloszlas segitéségével jellemezzik.
Mivel az Z-edik rétegben 0sszesen 2Zt részecske részére van hely, ezért az A sza-
mu részecskét az z-edik rétegbe

(zz1=___@z)l (2017.2)
Ul "A1(2zZ,.-A) )

féle mddon helyezhetjik el. A (17.1) makroallapotot megval6sité mikroallapotok
szama pedig a (17.2) alatti kifejezések szorzata lesz. A termodinamikai val6szin-
ség tehat
GzvVv
aikW - w - (20,7'3)
5= «klInW=«klln(2Z)! - InA;!- In(2Z; - A)!]. (20.17.4)

Mivel Z, és A- igen nagy szamok, ezért felhasznalhatjuk a (3.10) alatti kozelit6'
formulat

8= AN[2Z In(2Z) - NjInNt- (2Z-- A)In(2Z; - N,)]. (20.17.5)

Termodinamikai egyensaly esetén S értéke maximalis lesz. Ebb6I a feltételbdl
meghatarozhatjuk az egyenstlyi Nb N2, . m, A;, ... eloszlast. A maximum kere-
sésekor ismét tekintettel kell lennlink két mellékfeltételre, mert az 0sszes részecske
szama, N, és a rendszer teljes energija, U, adott értékek

£A, =N és £u()Ni= U. (20.17.6)

SS = k'X [-In Ni + In (2Z, - Ni)JONi,
i

6N = YSNi,

OU = X u(i)ONi.

Az egyensulyi é&llapot meghatirozdsdra ismét a Lagrange-féle multiplikatoros
modszert hasznaljuk. A
O(S - kxN - kBi) =0

variacios feltételt részletesen Kiirva kapjuk, hogy

AE[-In A-+ In(2Z; - A) - a - Ru(i)JONi = 0. (20.17.7)
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Mivel ez az egyenlet csak Ugy teljesiilhet tetsz6legesen UAf variaciok esetén, ha
mindegyik OM- egyutthatdja zérus, ezért

-In Ni + In(2Z, - A) - a - Bu(i) = 0.
Ebb6l
2Z-- Nj _ aiil()
Ni
tehét

N>= e«tH “+ I o (20-17.8)

Erdemes ezt az eredményt 6sszehasonlitani a £a?e-£/«.s/e/«-statisztika (11.9)
formuldjaval. A hasonlésag megallapithatd, de két Iényeges eltérést tapasztalunk.
Az egyik az, hogy (17.8) szamlalojaban fellép egy 2-es faktor. Ennek oka nyilvan
az, hogy minden hs faziscelldba 2 részecske kerilhet (ellentétes spinnel), mig a
B6se—Einstein-statisztikdban a spinnel nem szamoltunk. A masik lényeges eltérés
anevezOben levd 1l-es el6jelében van, ami a B6se—imite/n-statisztikaban minusz,
a Fm?r/- [)/rac-statisztikdban plusz. Ez a kilénbség a Pan//-elvb6l szarmazo6 kor-
latozas miatt 1ép fel, emiatt ugyanis a Fermi-Dirac-statisztikaban egy adott
makroallapotnal kevesebb-féleképpen helyezhetjiik el a részecskéket a faziscellak-
ba, mint a Bse —Einstein-statisztikaban.

A kovetkez6 feladat az a és B multiplikatorok kiszamitasa, melyhez a (17.6)
mellékfeltételeket kell felhasznalnunk.

£E ,J £y , <2017-9»

£ (20.17.10)

E képletekb6l a és B, mint N és U fuggvényei meghatarozhaték.

vel kaphatjuk meg.
S=ki 2ZjIn(2Zi)- N,Iner ~ - f- (2Z,- A)Int + =

=kl [A-In(ex+Mi) + 1) + (2Zt- Ni)In@a + e— ***)] =

=kl [2Ziln@ + e«a- ")+ aA-+ BN,u(i)] m

Az utols6 két tag i szerinti dsszegezésének eredményét (17.6) segitéségével irhat-
juk fel. Ezért:

S=k | 2ZjIn(1 +e-«i«(/)) +\naN+kRU. (20.17.11)
i
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A fermionrendszer hémérsékletét a termodinamika

ds 1

~dU)N~~T
Osszefliggése alapjan szamitjuk ki. (17.11)-et U szerint differencialjuk:

10S1 . 2Zie-a-p* 1 pa s dR\ , pga , dR
TU)N- kM l+e—™ bl " U{)~8u+ JU + kU ~dU + kB-

Az els6 tagban épp a (17.9) és (17.10) képletek /-szerinti 6sszegezései fordulnak elé.
Ezek tekintetbevételével latjuk, hogy a fenti kifejezés els6 harom tagjanak algeb-
rai osszege éppen zérus lesz, tehat marad, hogy

| |

Wl
dU)N Ws T
vagyis

(20.17.12)

A B multiplikatorra tehat ugyanaz az eredmény adddott, mint a klasszikus Max-
well—Boltzmann-statisztikdban és a B@se —Einstein-statisztikéban.

irjuk fel egy adott T h6mérséklet esetén a Fermi—Dirac-statisztika alapegyen-
leteit. Az A= e- “jel6lés bevezetésével a (17.8) eloszlasfiiggvény a kdvetkez6 lesz:

Ni = . (20.17.13)
N
Hr+ 1

Az A konstanst a (17.9) mellékfeltétel hatarozza meg:

Z-r2 — =, (20.17.14)
1 4A’\ + i

de miként a B&se—Einstein-statisztikdban, itt is altalaban valamilyen kozelitd
modszerre vagyunk utalva, mert (17.14)-b6l A-1 nem lehet zart alakban kifejezni.

A rendszer energiajat a (17.10), entropiajat pedig a (17.11) képlet alapjan kap-
juk meg

U(N,T) ='Z-r -18!- M(O. (20.17.15)
"The'l+

_W ]
S{N,T) = + Ae KT) - kKN InA + — U(N,T). (20.17.16)
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18. 8. Az elektrongaz

Alkalmazzuk az el6z8 § eredményeit egy V térfogatd edénybe zart elektrongéz
esetére. Az elektronok elektrosztatikus kolcsénhatasat most teljesen figyelmen

kivil hagyjuk, targyalasunk tehat az idealis elektrongaz esetére vonatkozik. Az
elektronok energidja ez esetben a kinetikus energiajukkal azonos, tehéat
u=RL+P*"+ PR ==P_* (20.18.1)
2m 2m
Eppen gy, mint a Bose-%kz.ok esetében, az energiarétegek most is a p sugaru és

Ap vastagsagu impulzus-gémbrétegek lesznek. A cellaszam (12.2)-vel lesz azonos:

. 4nVp2Ap
hs

A p impulzus helyett az n energiat vezetjik be az elektron mozgéasallapotanak jel-
lemzésére. (18.1) szerint

p2Ap =y (2m)s,2u1,2A U,

tehat az n és w+ Au energidk kozé es6 cellak szama:

2 = 2n V(2m)slzull2Au

0 .

(20.18.2)
Ha (18.1)-et és (18.2)-t beirjuk (17.13)-ba, ugy megkapjuk az elektronok energia
szerinti eloszlasfiggvényét. Az A paraméter helyett célszerl lesz most bevezetni a

p=-akT = kTInA

(20.18.3)
mennyiséget. Ezzel az eloszlasfiggvényre a kovetkezd kifejezés adddik:
4nV(2mf Uiz
S e jzi-—- nn.

(20.18.4)

Ez a Fermi—Dirac energiaeloszlas. A benne szerepld p. konstanst (17.14) alapjan
az N =

IAN elektronszammal hozhatjuk kapcsolatba. Osszegezés helyett u sze-
rinti integralasra térve at, kapjuk, hogy

(20.18.5)
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Az egységnyi térfogatra és egységnyi energiaintervallumra vonatkoztatott

AN dn(2mfrz  nie

m = YAu = 1?
ekl +1

eloszlasfiggvényt a 57. dbra szemlélteti:

f(u) n - < 1K 1= 00K
\» xt=300°k
\WWT -3000 “K

57. abra. A Fermi—Dirac statisztika energiaeloszlasi fliggvénye

----- du, (20.18.6)

4nd(2m{iz f . 1/9 1 .
5= - N1 IInl +e ~~du +Y {U-iiN). (20.18.7)

0
Az entrépiakifejezésben fellépd integralt parcidlis integrélassal atalakitjuk:

00 00

_UME 2 1 T N3/2
In(z +e KT)ull2du = — — yy -— du.
J J ekT +1
0 0

2
Eszerint (18.7) els6 tagja y ¥ -vei lesz egyenld és igy az entropiara kapjuk, hogy

S=T Y U=~AN " (20.18.8)

Az elektrongéz szabad energidjdt az F = U — TS szabély alapjan képezzik.
Ha 5-nek (18.8) kifejezését hasznaljuk, ugy E-re az

2
F=---U+nN (20.18.9)

eredmény adodik.
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Végil hatarozzuk meg az elektrongdz nyomasat. A termodinamika (18.2.17)
egyenlete szerint a nyomas
s F
P~ dv~’

ahol a differencidlast konstans N és T mellett kell elvégezniink. (18.9) alapjan
nyerjiuk, hogy

= 20.18.10
b 3dv v G )
(18.6)-ot V szerint differencialva kapjuk:
du 4n(2mfz f°  usz ,
W T du +
L) eki
)
®
H 4nV5{2mf12 ,?.Ll nsl2e*T du. é%lfg]l]ﬂ
AT OV 142 \

J (ex2 + 1)2
0

Az els6 tagban ugyanaz az integral Iép fel, mint U (18.6) kifejezésében, ezért az
elsé tag U/V-vel lesz egyenld. A masodik tag meghatarozasa céljabol hajtsunk
végre parcialis integralast (18.5)-ben.

@

2 4nV(2m)sa12 ud2e 7'

X T W~ Z
(e KT +1)2

Ezeket figyelembe véve o U -re a kovetkezé kifejezést kapjuk:

sU__U_ 3 g i
sV ~y +T NW

Végul ezt (18.10)-be téve a nyomas képletét kapjuk meg:

2 U
p~~b V'

2
A nyomas tehat az U/V energias(irliség -y-aval egyenld.
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19. §. Az elektrongaz viselkedése extrém korulmények kozott

Az el6z6 8-ban kidolgoztuk az elektrongaz statisztikus mechanikajat. Az ott
elért eredmények egzaktul érvényesek barmilyen I h6mérsékleten és barmekkora
N/V elektronsir(iség mellett. A jelen §-ban ezeket az eredményeket fogjuk alkal-
mazni az igen alacsony és az igen magas hémérsekletek esetére.

Az abszolit nulla héfoka elektrongaz. Vizsgaljuk meg el6szor az elektrongaz
viselkedését T = 0 esetén, vagyis a h6mérséklet abszolut nulla pontjan. Az elekt-
ronok energiaeloszlasat leird (18.4)formuldban szerepel a Fermi—Dirac-statisz-
tikara jellemzé

------ (20.19.1)

tényezd. Mindenekel6tt e tényez6 viselkedését kell megnéznink T = 0 esetén.
Legyen a /t paraméternek T = 0-hoz tartozO értéke ut.

fi(T= 0) = uF. (20.19.2)

T = 0 esetén az (M —u)/KT mennyiség végtelenhez tart, mégpedig

- KJ,)-* + 00> ha U > UF>

Aer* >—00, ha u<uF.

Ezért T = 0 esetén
n—y

kT ha

e -> +00, n>ufF,

e kT ->o, ha wu < uF.

Ennek alapjdn maér felirhatjuk a (19.1) tényez8 viselkedését a T = 0 hatéresetben

________ >0, ha n> uF,
e kT + 1
(20.19.3)
ERYAY [—— »b ha u<ukF.
ekt + |

Ezt (18.4)-be téve, megkapjuk a zérus hémérséklethez tartozo eloszlasfiiggvényt

AN =0, ha un > Up,
(20.19.4)

AN = -‘-1-;1—E—§E—»—[—)§/—rm "du, ha wu<uk

Az f(u) = AN/VAu eloszl&sfiiggvényt a 49. 4brdn a kihdzott vonal 4brazolja.
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A (19.2)-vel definidlt uF paramétert (18.5)-b6l kell kiszamitanunk. Figyelembe
véve (19.3)-at, kapjuk, hogy
UF
4kl (2T)» C _ _
hs J 3hs

Ebbé
UF= 222 s (20.19.5)

A (19.4) eloszlasfliiggvény mutatja, hogy uF-nél nagyobb wn energiaju elektron
nem fordul el a zérus hémérsékletl elektrongézban. uFtehat az el6fordulé maxi-
malis elektronenergia. (19.5)-bdl latjuk, hogy ez a maximalis energia az NjV elekt-
ronsdriiségtél fligg, mégpedig annak 2/3-ik hatvanyaval aranyos.

Az elektrongaz teljes energigjat (18.6) alapjan szamitjuk ki, ismét figyelembe
véve azt, hogy az integrandus nevez8je T = 0 esetén (19.3) szerint viselkedik.
A zérus hémérsékletl elektrongaz energidjat 170-lal jeldlve irhatjuk, hogy

UF

any@rr f
ue~ PfJ

0

Ha ide behelyettesitjik az uF-re nyert (19.5) kifejezésiinket, Ggy az elektrongéz
energidjara a kovetkez6 kifejezés adodik:

3 i3%i ht Ns3 T3

Itt bevezettik a kf univerzalis allandét, melynek értéke

3 133 he
kf=— — — . (20.19.7)
F 40 (n m K
Az elektrongaz energias(riisége
Tj. n/\53
y-=Ky] > (20.19.8)

N

az E elektrons(r(iség 3 -ik hatvanyaval aranyos, az aranyossagi tényezé kf . Az
egy elektronra juté atlagos energia pedig

Un A)23
= (20-19-9)

lesz. Beirva ide kf kifejezését és dsszehasonlitva (19.5)-tel, lathatjuk, hogy

A= (20.19.10)
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tehat az atlagos energia — = o,6-szorosa a maximalisan el6fordulé energianak.

Végul felirjuk a zérus ho'mérsékletl elektrongdz nyomadsat. Az altalanosan ér-
vényes (18.12) torvény szerint a nyomas az energias(iriség kétharmada. Ez érvé-
nyes zérus hémérsékleten is, tehat

2 Tj 0 N 15/3 20.19.11
§7 3V T 3 Ay (20.19.11)

Konstans N mellett tehat a zérus h6mérsékletli elektrongaz a
pVss = konst. (20.19.12)

politrop é&llapotegyenletnek tesz eleget.

A fenti eredmények mutatjdk, hogy a zérus hdmérsékletli elektrongaz viselke-
dése gyodkeresen kiilonbozik attdl, amit a klasszikus Maxwell—Boltzmann-sta-
tisztika alapjan varnank. (9.4) és (8.3) szerint ugyanis a klasszikus elektrongazra az

U= - NKT és !/J— v
torvények érvényesek. T = 0 esetén a klasszikus térvények 7= 0 ésp = 0 ered-
ményre vezetnek. A (19.6) energiat és (19.11) nyomast az elektrongaz zérusponti
energiajanak, ill. zérusponti nyomasanak nevezziik. E mennyiségek felléptét az
elektrongaz ,.er6s elfajulasanak” nevezzik. Eredetiik a klasszikus targyaldsmod-
t6l teljesen idegen Pauli-e.ivre vezethet6 vissza.

Az igen alacsony hémérsékletl elektrongaz. Most foglalkozzunk a zérustél kii-
16nb6z6, de igen alacsony h6mérsékletl elektrongazzal. Igen alacsony hémérsék-
letlinek akkor tekintjik az elektrongazt, ha kT <4 p, tehat ha

mE» 1. (20.19.13)

Tekintsiik els6sorban az

/= 1 -Jr du (20.19.14)
J ekl +1

0

tipusu integralokat. llyen integralok lépnek fel az egzaktul érvényes (18.5) és (18.6)
formuldkban; az els6 esetben g(u) = wl2 a masodikban g(u) = n32 A (19.14)
integrdl meghatarozasa céljabdl integraljunk el6szor o-t6l p-ig, majd p-t6i oo-ig.

;o m d f «> du
u-fj. u-n
j ekl +1 J ekl +1
0 ”
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Az elsé integralban az integrandust atalakitjuk az

Osszefiliggés segitségével.

co

/r= l_g{u\%u — l__lg{m) it -rlp'.glfl—)———— du.
J
o

J Je*+1 J mkr 41

, feo . f . wW—Wn
Az w integracidés valtozo helyett a masodik integralban a z= --——--- -, a harma-

w—u
dikban pedig a z = ---k-;l;—véltoz()t vezetjik be. E helyettesitések elvégzése utan

P

/=3 Y, -brf«*-™ ) d _+tr az.

0 0 0

A masodik integralban a fels6 hatart, a (19.13) feltétel miatt, + co-nel helyettesitjik.
Az igy elkdvetett hiba exponencialisan kicsi lesz. Kapjuk, hogy

jgW u +kTJ

0 0

Fejtsik sorba az integrandus szamlaldjat z hatvanyai szerint és integraljunk ta-
gonként

p 00 co
- |
15| gfu)du + 2{kTfg\u) J | | {kTYg"\u)J g‘ ERE
0 0 0
(20.19.15)
Az itt fellép6 z szerinti integralok a matematikai szakirodalomboél ismert

00
f ~~r~rdz={\ —21.~p*{p) (p — 1)! (20.19.16)

J e +1

0

képlet segitségével szamithatok ki, melyben i(p) az uUn. Riemann-fliggvény,

13

1

)= 2,
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Minket els6sorban a paros p-k esete érdekel, amikor p = 2n, ahol n egész szam.
Ekkor (19.16)-bol kapjuk, hogy

frtre. o A1)

ahol Bnaz n-edik Bernoulli-féle sz&m. Az els6 néhany Bernoulli-szam értéke a kdvet-
kez6 :

Bl=+" B*= 30" Bs = 42" Bi = U0’

(19.17)-et a (19.15) sorfejtésbe téve, a keresett | integralra kapjuk, hogy
00 R

i — du=g(udu + g'(uw)(kTf + g"\u) (KT + ...

] ekl + 1
0 0

(20.19.18)

A Kkeresett integralt tehat T2 hatvanyai szerint haladé sor alakjaban allitottuk el6.
Alkalmazzuk ezt a sorfejtést az egzakt (18.5) formulaban. g(u) — zLahelyettesi-
tés utan nyerjuk, hogy

AnVjlrrif2 (2 n2 QkTf )
hs 3" 12 g2 + -1

Ebbd&l az egyenletb6l a g paraméter értéke kiszamithat6. Ismét felhasznalva a
(19.13) egyenlétlenséget, g-rc a kovetkezd formulat kapjuk:

r nz kT 12
p=uF 1- — — o, 20.19.19)
12 pF

ahol uFismét a (19.5) alatti mennyiséget jeldli. /< értéke T = 0-nal atmegy «p-be,
ami megfelel (19.2)-nek. Alacsony hémérsékleteken g négyzetesen fligg 7401.

Az alacsony hémérsékletli elektrongaz energiajat (18.6) alapjan szamitjuk, fel-
hasznalva a (19.18) sorfejtést g(u) = w2 helyettesitéssel

U: f‘—r—]—\—/—{zm\;v12+2_ AT n% + ...

snv(2Zm)X I. 5k*(kTys 1
5hs A + 8 g + i
(kT)2

Felhasznalvaag-re nyert (19.19) eredményiinket és elhanyagolva — magasabb
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hatvanyait, kapjuk, hogy

r 57 KT 13 5n2(kT -
U=U» 24yt + ~A-pyyy

vagyis
U=UA X+ N \gp M+- =17 (20.19.20)

ahol Uo a (19.6) zérusponti energiat jeloli. Megallapithatjuk, hogy alacsony h6-
mérsékleteken U négyzetesen fligg M-t6l és T = 0 esetén atmegy i/o-ba.

A kovetkez6' feladatunk az entropia ésa szabad energia meghatarozéasa. A (19.19)
és (19.20) sorfejtéseket az egzaktul érvényes (18.8) és (18.9) formulakba téve, a
kovetkezd eredményre jutunk:

2y 2
S=2V---T, (20.19.21)
2UF

Si2 1kT\2

F=uo |- (20.19.22)

T12 \ue)
Lathatjuk, hogy T = 0 esetén az entrdpia zérus lesz, megegyezésben a termodi-
namika harmadik f6tételével .A szabad energia T = 0 esetén az Uo zérusponti
energiaba megy &t, igen alacsony hémérsékleteken pedig négyzetesen fiigg I-t6l.
2 egyltthatéja éppen negativja az U energiakifejezésben szerepl6 2 egyitthaté-
janak.

Végul felirjuk az elektrongaz allapotegyenletét. A (18.12) egzakt formuladba
behelyettesitve az U energia (19.20) kozelitését, kapjuk, hogy

_ 2 U0( 5n2 (kT)ZI
P 3 V (1+ 12 u2fy”

Ha ide t/0-nak (19.6), valamint nf-nek (19.5) képleteit beirjuk, Ugy a kévetkezd
allapotegyenlet adodik:
2 [7N\SB  3n2 IN)13j
"- 1 Y bl +i(SF(tr) H 1 <20-,9-23)

Az igen magas h6mérséklet( elektrongaz. Most vizsgaljuk meg az elektrongéz
viselkedését az

P
N = elcT<El (20.19.24)

hataresetben. A Fermi—Dirac-statisztikara jellemzg

a

1 1 Ae KT
ez - (20.19.25)

__u,
ekl +1 KekT+1 1+ Ae kT
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tényez6t fejtsik mértani sorba A hatvanyai szerint

_____ = 1 (- 1y-xA" w . (20.19.26)

irjuk be ezt a sorfejtést A-nek (18.5) alatti kifejezésébe:
AMy~ — fj (- h"-1Av) ui2e~ KT du = N. (20.19.27)

Az itt fellép6 integralt az

helyettesitéssel tudjuk kiszamitani

@ co

0 (0]

Ezt (19.27)-be téve kapjuk, hogy

2V (2nmkTfz ®

, A
o VEl (-ira £72 = n (20.19.28)

Az » 1 feltétel miatt az itt fellép6 végtelen sornak elegendd az els6 néhany
tagjat figyelembe venni. Ha csak az elsd tagot tartjuk meg, Ggy

2F(2um kT f-2
————————— Tf— A=N"
amibdl A-ra kapjuk, hogy
A-~l0 T T - ' <2019'29)

Lathatjuk, hogy az igy nyert A akkor teljesiti az A 4, 1 feltételt, ha az N/V elek-
tronsdrlség kicsi és a T hémérséklet nagy.

Sziikséglnk lesz A pontosabb alakjara is, ezért meghatadrozzuk annak masodik
kozelitését. Ha (19.28)-ban az els6 két tagot tartjuk meg, ugy

2V (2nmkTf2 A2
—- TG------- A--—— =N.
h

2J 2)
Ebbdl:
L s Az

2V (2iimkTysiz + 2y/Y”’
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A jobboldalon fellép6 Ar-ts tagban hasznaljuk fel a (19.29) els6 kozelitést:

Nhs | Nhs
A~ 2V{2nmkTfI2X + 2V(4nmkT"I * (-0.19.30)

Ezek utan hatadrozzuk meg az elektrongaz energiajat. (19.26)-ot az energia
(18.6) képletébe téve kapjuk:

U= 4dnt/gw)32 | (_ir i*J u~re'~du.

0

kT
Ismét alkalmazva az m= — x2 helyettesitést, az integral értékét ki tudjuk sza-
Vv

mitani

co 00 o
/' n - *¢& -2 a -* -bui(W wm.
0 0

Ezzel az £/ energia kifejezése a kdvetkez6 lesz:

(20.19.31)
A >=1 \Y

Ismét megelégszink a masodik kdzelitéssel, tehat a végtelen sorbdl csak az elsd
két tagot tartjuk meg

3K(22rm fIMKT?21*[ A2
U= -3 A
h 412

Az A-ban els6fokud tagnal a (19.30) kozelitést hasznaljuk, az ™ 2es tagnal viszont
megelégedhetink a (19.29) els6 kozelitéssel is

3
U= SNKT 14 o . (20.19.32)

3 .
A klasszikus Maxwell—Boltzmann statisztika szerint U= —NKT. Az itt fellép6

gdmbolyl zarojel jelzi a klasszikus statisztikatol vald eltérést, melyet magas
hémérséklet, tehat

Nhs N
2V(2nmkTysz * 1

esetén ,,gyenge elfajulas”-nak neveziink.
Az egzaktul érvényes (18.12) képlet alapjan felirhatjuk a gyengén elfajult
elektrongaz allapotegyenletét. (19.32) felhasznalasaval kapjuk, hogy

NKTI M3
» = 1h 57= .
p y 4V (4nmKkT)a12

(20.19.33)
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Ez ismét a gémboly( zardjelben levd korrekcios tényez6ben kulonbozik a

NkT
P~ V
ideélis gaztorvénytél.

20. §. Az elektrongaz fajhdje

A 9. 8-ban lattuk, hogy a szilard testek molhgjét a (9.13) Dulong—Petit torvény
adja meg, mely szerint

Cy = 3R. (20.20.1)

E torvény levezetésénél a szilard testet kvazielasztikusan kotdtt atomokbdl
gondoltuk felépitve. Mas azonban a helyzet a fémekben, ahol a kvazielasztikusan
kotott fémionok kozott vezetési elektronok mozognak. Ha a fém mdélhgjét az
ekviparticié tétele alapjan akarnank meghatéarozni, akkor (9.7) szerint minden

szabadsagi fok — J1-rel jarulna hozza a mélh6h6z. Az ionok s szabadsagi fokaa

Dulong-Petit térvénynek megfelel6 3R mdélhdre vezet, de az ionokkal h6mérsék-
leti egyensulyban lev6 elektrongaz, mivel a szabadon mozg6 elektron szabadsagi

3
foka 3, még ZR molh6tadna, ezért aklasszikus statisztika szerint a fémek molhdgje
D
cv=~R (20.20.2)

lenne. A tapasztalat viszont a (20.1) Doulong-Petit szabalyt erdsiti meg.

Az ellentmondas rogton megszlinik, ha az elektrongazt nem a klasszikus, hanem
a Fermi—Dirac-statisztikaval targyaljuk. Fémekben egy kb. ~ 3 ¢10-s cm
sugari gémbre jut egy vezetési elektron, az elektronsiriiség tehat Njvz 1,3 « 1022
cm"*. Ha ezt az értéket helyettesitjik be (19.5)-be, gy uFx 10~n erg nagysag-
rendl értéket kapunk. Mivel példaul T = 1000 K° esetén kT x 1,4 « 10-13 erg,
ezért fémekben normalis kérilmények kozott fennall a

kT g uF (20.20.3)
egyenl6tlenség, ami mutatja, hogy a fémekben lev6 elektrongaz er8sen elfajult.

Ezért energiajat nem lehet az ekviparticio tételének megfelel6 V = iN kT képlet

alapjan szamitani, hanem az erésen elfajult esetre vonatkoz6 (19.20) formulat kell
hasznalnunk. (19.10) alapjan ezt a kdvetkez8képpen irhatjuk fel8

3 I 5n2 kJ/)21
U=-Nuf 1+ — [- . (20.20.4)
5 L 12 uj
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Egy molnyi anyag esetén N = L. Az allando térfogaton vett mélh6ét (20.4)-bél
T szerinti differencialassal kapjuk. Az elektronokt6l szarmazd malhg tehat

_eu _ nLkZr e kT 20.20.5
ST T TR T RgEe0-209)
Behelyettesitve az el6bb emlitett kT « 1,4  10-13 erg és uFk 10_11 erg adatokat,

az elektrongdz mélhgjére

Cy= 45+10-2-y R

3
érték addédik, azaz 0,045-szerese a klasszikus? R értéknek. A Fenni—Dirac-

statisztika tehat az elektrongazra nagysagrendekkel kisebb mdlhét ad, mint a
klasszikus statisztika. Most mar érthetd, hogy a fémek fajh6jében normalis h6-
mérsékleteken miért nem szerepel az elektronok szabadsagi foka és miért érvényes
a Dulong-Petit-térvény.

21. §. A relativisztikusan elfajult elektrongaz

A (19.5) képlet mutatja, hogy az abszolit zérus h6mérsékletl elektrongazban
az el6forduld maximalis elektronenergia az N/V elektrons(irliség 2/3-ik hatvanya-
val ardnyos. Ha az elektrons(irliség igen nagy, akkor az uF maximalis kinetikus
energia mar az elektron mcz2 nyugalmi energiadjanak nagysagrendjébe eshet és
ekkor feltétlenul a relativisztikus mechanika térvényei szerint kell szdmolnunk.

A zérus h6mérséklet(, relativisztikusan elfajult elektrongaz elméletét a nemrela-
tivisztikus elektrongdzhoz hasonlé mdédon épitjiik fel, az egyetlen Iényeges kiilénb-
ség, hogy most a p impulzusd elektron energidja (18.1) helyett a relativisztikus

n —yl(mcaz2 + (cpy2 (20.21.1)
kifejezés lesz. Ha a (12.2) alatti
7 _ 4nvpap

hs

cellaszdmot a p impulzus helyett az u energidval fejezzik ki, akkor (21.1) alapjan
a kovetkez6 Kkifejezést kapjuk:

AnVuliP —(mc2:2
7= e vV, . V—-Au. (20.21.2)

Az elektronok eloszlasfiiggvényét T = 0 esetén igen kénnyen felirhatjuk. A 19.
8-ban mar lattuk, hogy abszolit zérus hémérsékleten egy bizonyos uF értékig
minden cella két (ellentétes spinl) elektronnal van betdltve, az uF energiaérték
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feletti cellak pedig Uresek. (19.4) relativisztikus megfelel6je a kdvetkez6 lesz:

AN=0, ha u>uF,
(20.21.3)
snVuJuz —(mc2)2

AN = e — 7 ST Au, ha mc*“<u<uF.
Vhen

Ha 6sszegeziink minden energiarétegre, Ugy az N elektronszamot kapjuk. Termé-
szetesen az 0sszegezés helyett u szerinti integraldsra térhetiink at, mert Au tetsz6-
legesen kicsinyre valaszthaté:

UF

snV I ——20j snVmscs juFlz g3
NMTtw J X - |[M -"J

(20.21.4)

Ebbdl kiszamithatjuk az uF maximalis elektronenergiat, mint az NjV elektron-
siir(iség fuggvényét:

1 3B L™ B

VI+4bl S?(k (202U >
Az elektrongéaz energidjat ugy kapjuk meg, ha az egyes Au energiahéjakban levé
elektronok AN sz&mét megszorozzuk az u energidval és 6sszegezink minden
energiahéjra. (21.3) alapjan irhatjuk, hogy

UF
u° = ~W(F | wp\l p~ (mc22du .
mc2

Vezessiik be az x = u/mcz integracios valtozot. Ezzel az energia a kovetkezé lesz:

UF

mc2
g nKwscs I, r-s---—-T gAVmics | uF 1
tro= —p — = n (20.21.6)
1
Az itt fellépd
4
f(z) = fx2™/x2 —1dx (20.21.7)

i
integral elemi fliggvényekkel zart alakban kifejezhetd:

I(z)=1 [z(zzz- |j*z2- 1- Inz+ V 2?2~ T)] . (20.21.8)
(21.5) és (21.6) kombinalasaval megkaphatjuk az elektrongaz UJV energias(irisé-
gét mint az N/V elektrons(irliség fuggvényét. Nézzik meg ennek az ésszefliggésnek

aszimptotikus viselkedését az igen Kkicsi és az igen nagy elektrons(ir(iségek eseté-
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ben. Igen kis sdr(iség esetén (21.5)-6t sorba fejthetjik (Alrs hatvanyai szerint és

kapjuk, hogy

2r 1 (3123 A2 A423 1 1343 M 'N4aa3 1 .......
Wt M ) SR T Tl Y e (@0219)

Létjuk, hogy Uplmcz csak korrekcids tagokban térel a + 1értéktdl. Ezért meg kell
hataroznunk a (21.s) alatti /(z) fliggvény viselkedését a z -> + 1 hatéresetben.
Elemi szémitassal kapjuk, hogy /(z) aszimptotikus viselkedését a kdvetkez6 sor

irja le:
A)AL(2-\T 4ps+, -« (20.21.10)

(21.9)-et (21.10)-be téve és N/V hatvanyai szerint rendezve, az energiakifejezésben
fellép6 / fuggvényérték sorbafejtett alakjat kapjuk meg

A uF\ A N 3 (3 a3 A (Ndss
JE— = + .. -

R — N - [ S ——

. _ T X (20.21.11)
(mrj sraV 3205 (s mvV [V

Ezt behelyettesitve (21.6)-ba, megkapjuk a kis slr(iségek esetére érvényes energia-
formulat. K-vel valé osztas utan az eredmény a kovetkez6 lesz:

7, o nns3
y- = y +Kpy S (20.21. 12)

ahol Kp-fel ismét a (19.7) alatti univerzalis allandot jeldltik. A sor elsd tagjanak
jelentése nyilvanval6: ez adja az elektrongaz nyugalmi energidjanak s(rliségét,
hiszen egyetlen elektron nyugalmi energiéja mcz ésaz egységnyi térfogatra AVizelekt-
a tagnak a fellépte természetes. A (21.12) sor masodik tagja pontosan megegyezik
(19.8)-cal. A nyugalmi energiatél valo eltérés, tehat a kinetikus energia, a kis s(-
rliség hataresetében atmegy a nemrelativisztikus formuldba. Ez azért természe-
tes, mert Kis s(rlségek esetén a maximalis kinetikus energia is Kicsiny, ezért a
relativisztikus korrekciok elhanyagolhatékka valnak.

Most vizsgéljuk meg az igen nagy s(lrliségek hataresetét. Ha N/V nagyon nagy,
Ugy (21.5) négyzetgyokjeles kifejezéseben a + 1-es tag elhanyagolhatd lesz az
(A/F)23nal ardnyos tag mellett. Tehat

1 (3)us [AMs3

UF= —AC— (20.21.13)
Z al Vi

Igen nagy s(rlség tehat igen nagy uFre vezet. A (21.8) alatti figgvény viselkedését
az-» + 00 esetben a kovetkezé formula irja le:

fw =-y- (20.21.14
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Ha ezeket az aszimptotikus formuldkat behelyettesitjik (21.6)-ba, Ugy az energia-
s(iriségre kapjuk, hogy

i, 3 3'13, [W| N3

T -t H hc\ v r KRY

ahol
3 3113,

'«-ejirj hc-
— . s PR s
Igen nagy surdségek esetén az energiastrlség az elektronslrliség — -ik hatvanya-

val lesz aranyos. Erdekes, hogy (21.5)-ben nem lép fel az m elektrontémeg. Ez azzal
magyarazhatd, hogy az energia tdlnyomdan nagy része olyan nagy impulzusu
elektronokt6l szdrmazik, melyeknél a (21.1) energiaformuldban az mc2 nyugalmi
energia elhanyagolhatd cp mellett és igy az

n=cp (20.21.16)

extrém relativisztikus kozelités hasznalhatd. Ha az elektrongdz szamitasanal
(21.16) -ot vesszik alapul, akkor pontosan a (21.15) eredményre jutunk. Mivel
(21.16) extrém relativisztikus energiakifejezés mar nem tartalmazza az témeget, igy
érthetd', hogy az UJV energias(irliség képletében sem fog az fellépni.

Hétra van még az elektrongdz nyomdasanak meghatarozisa. A nyomaést &ltala-
ban a termodinamika

dF
p=~w

formuldjabol szamithatjuk, ahol az F szabad energiat konstans N és konstans T
mellett kell a V térfogat szerint differencialni. A T = 0 abszolit zérus hémérsékle-
ten azonban a szabad energia egyenld az Uo energidval, hiszen altaldban F =
— U —TS és T -» 0 esetén p —0, a termodinamika harmadik f6tétele szerint.
Tehat abszolut zérus hémérsékleten a nyomas

eu0
P dv

lesz, ahol a differencialast konstans N mellett kell elvégezni. Ha a (21.6) energia-
kifejezést V szerint differencidljuk, Ggy a nyomasra kapjuk, hogy

g7rmacs [/ uF
pr-1iT s\IrY (202M7)

ahol g a kdvetkez6 fuiggvényt jeldli

D) =2z(z2- Dasr-I(z) =~ [z(2zZ- 5)Vzz2- 1+ 3In(z + sjz2- 1].

(20.21.18)
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(21.5) és (21.17) kombinalasaval a nyomast mint az N/V elektrons(ir(ség fliggvé-
nyét allithatjuk eld. Ez az 6sszefligges lesz a relativisztikusan elfajult elektrongaz
allapotegyenlete. 