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ELO Sz

Az academidinak 1838-ban tartott IX-d. nagy
gyiilése dltal kihirdetett kovetkezé mathematicai ju-

talomtételére :

»A’ gorbék’ meghatdrozdsdban jelenleg a’ gérbe’ minden-
kori hossza és érintSinek (tangentes) szige is vétetnek elemekiil,
Mellyek tehit ezen nézet szerint az elsé és masod rendii gor-
bek ? Vitessenek ezek dltal Gszrendesekre fcnordmalae), s adas-

sanak elé fébb !ulajchms.ﬂrmk &

1840. martius’ 25-keig mint hatarnapig hdarom pa-
lyamunka érkezett ; mellyek kozél az e’ végre kine-
vezett harom osztalybeli birdlé’, u. m. Brryicz Laios,
Gy8rY SANDOR és VALLAs ANTAL rendes tagok’ elda-

dasa’ nyoman a' XI-d. nagy gyiilés, 1840. august.
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27. a’ II. ésIIl szamok alattiakat talalvan kiadasra, és
pedig amazt a' szaz arany jutalomra, ezt ivenként
' négy arany tiszteletdijra érdemeseknek; a’ biralék’
“hivatalos egyértelmd tuddsitdsaibdl azon okok’ kivo-
nata bocsatatik itt kozre, mellyek a’ tarsasigot ha-

tarozataiban vezették.

Elészor is Brraicz Lasos rt. véleményének ve-
leje ez: ,,E’ két kézirat egyenest szél ugyan a’ kér-
déshez, de nem igy, hogy arra teljesen megfeleljen.
Iigy: el6fqrjesztik, miben . all a’ gifﬂ-b(.éki meghatiro-
z;i‘sai;-;;ak ezen ij médja, .kifejtik ezen méd szerint a’
miasod rendii gorbék’ f6 tulajdonsagait és kimutatjik
altaljaban, mint lehet az igy kifejtett egyenleteket a’
merdszogd dszrendesek kozti egyenletekre és ezeket
viszont amazokra dtvaltoztatni a’ nélkil, hogy ezt,
mint a’ kérdés kivinta, minden egyes gﬂrbéré kiilon
ki‘terjesztenék 's igy masok’ elddolgozatait hévebben
kifejtenék, vagy, mint varni lehete, iisSz'ehasoﬁlit-
van a’ Két rendszert, egyiknek a' masik folotti elsd-
ségét meghatﬁroznaik; sGtarra sem forditanak figyel-
met, hogy a’ gorbéknek vj médon kifejtett egyenle-

teit sarkoszrendesek (polares coordinatae) kozti e-
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gyenletekre 's viszent vialteztattak velna, holott ez @’
kérdéshen benfoglaltatik.« “

s»0sszehasonlitvin azonban a’ két kéziratot, mi-
vel ezen jelmondati: E,gv'e. honért bizton
nézzen elére szemiink a’ misod rendi girhék’
egyetemi egyenletébdl helyesen és teljesen kifejti -
zon egyenleteket, _meﬂyek kiilonos gorbék’ torvényét
adjik eld, azutan jéval tobb. példiban mutogatja,
mint palyatarsa, ijként lehet 2’ merdszigi Oszren-
desek kozti egyenleteket az 1ij méd szerint talaltak-
ra 's ezeket viszont amazokra atalakitani, tovabba
a’ kifejtett egyerﬂetekb_en foglalt gorbék’ £f6 tulajdon-
sagit egyenként vizsgilgatja, 's végre tirgyit szaba-
tos rovidséggel s majdnem altaljaban tiszta, jé nyel-
ven adja el6, véleményadd ennek tulajdonit ugyan
élsdséget 's ‘igy ‘ennek itéli a' palyadijt; azonban a’
Concordia parvae res crescunt, discor-
dia maximae dilabun tur jelmondatit is figye-
lemre ''s tiszteletdij mellett nyomtatdsra mélténak
tartja, ‘minthogy a’ 'kérdés’ helyes felfogisa mellett
¢lsé szakaszdban mintegy bevezetdsitl a’' merdszogi
oszrendesek’ rendszerét is kiféjtvén 's-némelly gor-

bék’ ezek kozti egyenletét vizsgilgatvan, olvasdjaval
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mind a’ két rendszert megismerteti, 's igy csekély
mathematicai literaturank’ egyik hézagat némiképen
kipétolja.«

Gy6ry SAnDor rt. véleménye igy hangzott: ,,A’
II. szam’ szerzdje egyenesen a’ kérdésbe ere_szkedvén,
elsdber; a’ két valtozdk kozitti altalinos egyenletet ’s
annak a’ viltozdk’ néttével vagy fogytaval eszkizol-
heté atalakitdsat veszi szemlélet ala, melly utan a’
f6 egyenletet a-tél h-ig nyolcz egymastdl fiiggetlen
egyenletekre osztalyozza; kimutatvan kiilénssebben,
hogy az utébbi’ elsd fokozata, mint valamelly girhé-
nek eldillitdja kort, s mint nem az, egyenes vonalt

vagy egyensziget terjeszt eld.«

»»A’ IIL szam alatti az oszrendeseket illetd tanit-
manyokat eldre bocsatvan, azutana’ girbéknek foly-
tonos haladas és irdnyvaltoztatishdl eredé szarmaza-
sat fejtegetvén, hasonlag az elsd fokozati egyenlet’
vizsgilatira tér, ’s ezt a’ IL szam allattindl részletes-
ben targyalja. Isméta’ II. szdmu ezen tiil 2’ még hat-
ralevd 7 egyenlet’ tovabbi fejtegetése koriil forgolddik,
mellyeket egyenként bontogatvan, 17 kiilonbizd gir-
béknek egyenleteit allitja elé. A’ III. szamu viszont
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még mindig részletesebben, de a’ feltett kérdés’ utdl-
sé kivanatahoz: adassanak elé f6bb tulajdon-
sagaik, mintegy kora késziilettel azon nézeteket ad-
ja elé, mellyek a’ girbék koriilti vizsgalatokban mint
‘azoknak fébb tulajdonségai, tekintetbe johetnek. Mely-
lyek utan midén a’ f6 egyenlet’ bontogatasahoz érke-
zik, abban s kivetkezéleg a’ kérdés’ érdemében szem-
betiindleg hatribb marad. Ugyan is: Alapil vevén
hogy w és 1 értékei szerint ha az A és C isztevik
. vagy azoknak egyike = o; a' f6 e;gyenlet eléleges
atviltoztatas nélkill nem haszndlhaté, ennek kivet-
keztében legelébb is a’ IL sz4mban a, k, ¢, g, alatt
feltett egyenleteket kellett volna vizsgdlat ald fognia,
melly helyett , midén a’ nevezett II. szamu palyairat
f, alatti egyenlétét valasztja, nem csak az egyenesen
kikovetkeztethet egyenleteket melldzi, hanem egy-
szersmind felvévén A=—B=o0, az elébocsatmanyok-
ban nem emlitett Wij feltételt hoz szemléletei kozé.
Egyébirant ezekbdl egy gu‘ifhének egyenletét talalvan
w=sal?, abb¢l a’ masikat, a’ valté girbe’ egyenletét
] = aw? csupa értelmités (definitio) dltal hozza Ki.
Altalmegy azutdn a’ IL szému palyairatban g,-vel

jegyzett egyenlet’ vizsgilatira, honnét talilja w =
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f;— nem csak a’ IL. szému pélyairathan eléadott, ha-

nem az altala kivetett iiton is egyenesen feltaldltat-
hat¢ tobbi egyenletek’ mellézésével berekeszti; mely-
lyeket a' II. szam’ szerzéje biztosabb alapon épitve,
kovetkezetesen, hiany és kivétel nélkiil bontogatett.©

- »A’ kérdés' masodik részeezvala: Vitessenek
4ltal oszrendesekre. E tekintetben mind a’ két
értekezé csupén az altalanos szabalyt advan elé: mi-
képen lehessen bizonyos w és s kizti e-
gyenletet x és y meréleges sszrendesei-
kizottire atalakitani? sem egyik sem masik

teljesen nem felelt.

»A’ harmadik rés-zt-'illetfi'leg : Adassanak elé
fébb tulajdonsigaik, a’ két pilyairat’ oszve-
‘hasonlitdsa dgy all, mint a’kérdés” elsé Tészében mar
‘elSterjesztettiik. T.'i. a’ II. szdm alatti ‘keresztdilme-
gyen az altala kimutatott minden egyetiletek koriilti
vizsgalatokon, s itt'is, mirt az élsé részben, megeld-
zi a’ TlI-dikat, kinek ebbeli szemléletei az eldsoro-
‘zasha széve, természetesen csupan azon néhiny gir-

békre terjednek, mellyeknek egyenleteit felhoza.<
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,sBzeknél fogva jutalmazandénak ugyan, a' I
szim alatti © palyairatot  tartjuk ; t5bb tekin-
tetekbdl .azonban a' Il szdmunak is érdemei vagy-
nak. Sok részletes vizsgalatokat ¢s ismereteket fog-
lal magdban, mellyek kivéltaz elébbihez csatolva, a’
gorhék’ természetének s tulajdonségainak felvildgosi-
tésira szolgdlhatnak ’s igy e#t is kinyomatdsra a-

jimtja « ,

Végre VALLas ANTAL rt ez iigyben ekkép nyilat-
keozott: ,,Az 1838-ban kitiizott mathematicai kérdés-
nek hirem egymastél lényegesen kilonbiozé része
veolt, Az els6re: ,,Mellyek az eredeti nézet szerint,
melly elemiil 2’ hosszat és az érintéi szbgeket veszi,
az elsG -és masedrendii gorbék ¥ a’ felelet anmal komy-
nyebb volt, minthogy e’ része a’'kérdésnek ki van
‘dolgozva mdr. A’ masodikra, melly 'kioveteli, hogy
a’ taldlt gorbék’ egyenletei dszrendesekre vitessenek
altal, elGﬂolgozataink’nem levén, ‘a’ felelet azon ‘ok-
‘bdl is nehezebb, minthogy az dtvitel hihetdleg csak
‘bonyolddottabb egészitések’ utjin lehetséges. Ez va-
la azon mezdé, mellyen a’ palyazé tudoméinydit ldtat-
‘hatta. A’ harmadik résznek, melly szerint a’ mondott

gorbéknek fébb tulajdonsagai kivantattak, az a’ czél-
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ja velt, hogy részinta’ mar kimutatott gorbékkel ma-
gokkal , részint pedig az uj médnak sajitsagaival 's
netan elsébbségével ismerkedjiink meg. Mutathattak
ittis tudomanyt és gyakorlottsagot a’ palyazdk; mert
véleményadd’ nézete szerint a’ két médnak egymas-
sali osszehasonlitdsa igen tanulsdgos és tan eredmény-
diis lehete. Mindenben pedig, mi egyébirdnt magaban
érthetd, megkivantatott, hogy az eldadas rendszeres,

a’ nyelv grammaticailag tiszta és szabatos legyen.“

E’ szempentok’ kimutatisa utan, az L. szaminak,
mintla’ melly a’ kérdést e’ birdld szerintis félre értvén,
nem is versenyezhetett,melléztével igy vélekedik a’mas
két munkardl: ,,Helyesen fogta fel a’ kérdés’ elsé
és némileg harmadik részét a’ IL szamu felelet’ irdja.
Ez rendszeresen és gyakorlottsigot mutaté rovidség-
gel fejtegeti a’ masod rendid gorbék’ dltalanos egyen-
letét, és hozza kapcsolja, mint kiiléngs esetet, az el-
86 rendiiét is, Kimutatja azutin a’ médot, melly sze-
rint a’ talalt és eldsorozott egyenleteket iszrendesek-
re vihetni at — a' nélkiil azonban, hogy e mddot,
mint kivintatott, az egyes giorbékre alkalmazna. Ez
altal azon része a’ munkanak, mellybén eredeti lehe-

tett, hianyzik. Hasonldlag csak a’ hosszak ¢s szigek’
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nézete szerint adja elé a’ talalt gorbék’ tulajdonsagait,
mi altal az eredetiség’ dicsdségétél a’ kérdésnek e’
harmadik részében is elesik. Kiilonben 2’ nyelv, né-
melly kivételekkel , eléggé szabatos. E’ munkat vé-

leményadd minden esetre kiadanddnak tartja.*

A’ IIL szamu felelet legeliil is az an;tlyt:icai mér-
tan’ némelly tételeit foglalja magiban, mit hibaul,
ambar a’ dologhoz szorosan nem tartozik, vélemény-
adé felréni a’ palydzénak nem akar. Ezutan dtine-
gyen az uj nézet' vizsgalasira, melly részében a’
munkénak a' gorbéknek némelly tulajdonsagai ma-
gyaraztatnak. Ez sem. tartozik tulajdonképen a’ kér-
déshez; annyiban azonban elfogadhaté, mennyiben
az 1ij nézet' taglalasa, véleniényadé’ tudtaval, na-
lunk Magyarhonban maig sem hozatott szényegre 's
igy a' szempontnak helyes felfogdsihoz elkészitheti
az olvasét. Kovetkeznek az elsé és masod rendd gih'—
bék, az iij nézet szerint eldadott tulajdonsagaikkal
egyiitt, ¢és végiil azon médnak kimutatasa, melly sze-
rint azokat Oszrendesekre vihetni at. Hianyzik itt
is a’ kérdésnek masodik része, és a’ harmadik részbol
a’ két médnak osszehasonlitiasa, azaz mind az, mi-

ben a’ pilydzé eredeti lehete. Az eléadas nem olly

S
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rendszeres, de a’ nyelv sem olly szabates, mint a' IL

szamué

K palyairomanyok kozél egyik sem felelvén
meg a' jutalomkérdés’ eredeti s igy érdekesebb ré-
szeire — altalanos becs szerint itélve, a’ jutalomra
egyik sem tarthatna szamet. Viszonyes becsiket tart-

“va szem elétt, véleményadéa’ fenebb emlitett okok-
nal fogva, @' I szamiit a’ kitett jutalomra; a’ HIL
szamit pedig, minthegy fogyatkozasai mellett is sok
jot ‘foglal magaban és kitérései dltal az eolvasét, @’

" magyart t. i., a"kitiizott szempontra elkészitheti, tisz-

teletdij melletti kiadasra érdemesiti.«

Itt veszi mar most a’ kizonség a’ koskornizott,
valamint 2’ masodik rangunak ismert pdlyamunkat is;
mellyek a’ tarsasag altal kiadottkéziratok” LXXXVIIIL.
kotetét teszik. -

Kolt Pesten, a’ magyar tudds tirsasag’ kis gyii-
lésébdl , _julius’ 29. 1844.

D. Schedel Ferencz,

titoknok.
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L

Ax elsé és mdasod rendii gorbek’ ésxrendeschre dtvitele.

1. §.

A’ két onvaltoz6 kozt létezd, minden tokéletes
betiivetési (algebrai), masodik foki egyenletnek leg-
atalanosb alakja ez:

Aw'+ 2Bws+Cs' 42 Do+ 2 Es+F=0 (1)

Iliynemii egyenlet hat alland6 mennyiséget, ugymint:
A, B, C-t ’stb. foglal magiban, mellyek mindazaltal
csak- 6t fiiggetlennek szemlélendSk , mivel helyetiok
az egyenletbe 1) allando menmyiségek gyanant bizo-
nyos allandoénak 6t banyasa hozhatd. Ha tehat w és s
alatt némi két, egymastol fiiggd mennyiséget, vagy
inkabb illy mennyiségek’ mértékeit értjiik: akkor (1)
egyenlet legatalanosblag olly aranyokat terjesztend

MATHEM, PALYAMUNKAK I, KOT, 1
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azok kozt el, mellyek a’ két foku egyenlet altal
jeleltethetnek ki. Legyen tehat s valamelly gorbe’
ivének bizonyos kezdetpouttdl szamitott hoszsza ,
s w azon szog nyilasa, mellyet a’ gorbe’ iranya
érint8jének iranya altal kifejezve, valamelly pont
felé bizonyos kezdetiranynyal alakit: akkor a’ fen-
sorozolt egyenlet a’' gorbék’ némi meghatarzott szima.
ra nézve azon aranyokat fejezendi ki, mellyek az iv’
hoszsza ’s érintéjének minden pontoknali iranya kozt
léteznek. Ha a’ gorbék’ felosztasanal felosztasalapiil e-
gyenletok’ fokat veszszik fel, akkor minden el8allitha-
tO gorbéket, mellyek (1) egyenletben foglaltatnak ,
masodik rendii gorbéknek nevezendiiak.

2. §.

Illynemii masodik rendii gorbék’ szama a’ fen-
hozott masodik foku egyenletnek kiilonds egymastéli
fiiggetlen alakithatasatol fiigg. Fiiggetlen alakok (for-
ma) pedig azok, mellyek egymasra viheletlenek.
Azon gorbék’ szama feletti vizsgalat, mellyek (1)egyen-
letben foglaltatnak , vezet benniinket arra, hogy az
egymastol lényegesen kiilonb6z alakok’ szama, mely-
lyeket ugyanaz (1) egyeulet elSallithat, meghataroztas-
sék. Méltolag forog tehat kérdésben legel&szor is azon
médnak meghatarzata,mellynek eszkziil vételével a” kér-
déses atalakitas. (¢ransformatio) kivitethetik. Szem-
beszioké azonban, hogy ezen médok csak akkor kovet-
kezményesek, ha a’ fensorozott (1) egyenlet’ alakita-
sainak bizonyos onkéntes ’s kovetkezSleg valtoztatasra
alkalmas momentumok szolgalnak alapil. Figyelembe
véve tehat (1) egyenletet, kénnyen atlatjuk , hogy ab-
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ban ketiénél tobb momentum alig foglaltatik , az elss
t.i. az iv’ hosszanak szant kezdetpont, masodik pe-
dig, az érint6k’ iranyat tekintve, a’ kezdetirany.
Az (1) egyenlet’ alakja tehat mas lesz, el8szér a’ kez-
detpont’, masodszor a’ kezdetirany’, ’s végtére a’ legata-
linosb mod szerint a’ kezdetpont’ és kezdetirany” egy-
szerii megvaltoztatasa utan. ;

3. §.

Vegyiik tehat az idézettek szervint térgyaltatésunk
ala a’ legatalanosb esetet s annak kévetkeziében te-

gyik egyenletiinkbe
w = w j:w

§ = s F ¢,
vagy az alsb jegyet nem tekintve

w = w -+ o
s = s 4+ 8, (2)

e’ mellett meghalarzatlanil hagyvan, vajjon az o' és
s allitolag vagy tagadolag veendS-e. Ezen egyenletek
nem egyebet jelelnek ki ,mint hogy a’kezdetirany’ és
kezdetpont’ helye, melly miatt (1) egyenlet létezik,
sajatlag az allitd vagy tagadd o’ és s mennyiségek-
kel megvaltoziattak. Az (1) egyenletw és s helyett ez 4
ertékeket téve, kovetkezdre megy at:

1’1‘
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tehat az eredetivel ugyanazon foki egyenletbe ; mi egy-
szersmind a’ (2) egyenlet’ megengedhet6ségének ele-
mezési (analyticai) bebizonyitasa.

1. §.

Az (1) egyenletnek minden lehetséges alakjai az
o és ¢ eddig Snkéntes mennyiségeknek valodi meg-
hatarzata altal mar (3) egyenletbGl szarmaziathatok.
Csak megjegyezziik, hogy ezen mennyiségeknek egye-
dil azon tagok’ &sszhaldira (coefficientes) , mely-
lyek az w és s valtozokra nézve elsd fokiak, valaminc
az w és s-18li szabad tagra van befolyasuk. Kovetke-
z6leg (1) egyenletbsl csak ezen tagok irthatandok ki.
A’(3) és(1) egyenletben w®, ws és s*>~nek Gsszhatéi ugyan-
azok, ’s innen kovetkeateljik , hogy az (1) egyenlet’
azon alakjaibol, mellyekben e’ tagoknak néhanya eld-
fordul, ezek sem a’ kezdetpont’ athelyeztetése, sem
2 kezdetirany’ valtoztatasae altal ki nem irtathatnak.
Igy tehat, minekutina ¢’ masodik foki harom tagnak
nehanya (1) egyenlethen nem foglaltaik, kiilonféle
gorbek az egyenlet altal hataroztatnak meg.

5. §.

Miutin tehat mind a’ hirom 6sszhat6 A, B,C véges ér-
téki, vagy, majd egy, majd masik, ’s véglére mind a’ ha-
rom =o, (1) egyenletiink kovetkezs, egymastol ere-
detileg kiilonb5z8 alakokra megy at:
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Aw’ 4 2Bws+Cs*+ 2Dw 4 2Es - F—=o0 (a)

Aw'+ 2Bws 4+ 2Dw—+2Es+ F—o (0)
2Bws 4+ Cs*—+ 2Dw ~4-2Es 4+ F —o (¢)
Aw’+Cs’+ 2Dw—+2Es +F =0 (d)
Aw’+2Dw+ 2Es+F=o0 (e)
O ot 3D i Bays o f)
2Bws + 2Dw —+4-2Es +~F —o (&)
2Dw—+2Es +~F =0 (%)

Az (1) egyenlet’ felbontasa, (@) — (h)-ig terjedd
egyenletek’ vizsgalatara vezet. Az elsd hét egyenlei ma-
sodik foku. Csupan az utolso vonali, ’s miként kozvet-
len kitiinik, kort terjeszt elénkbe. Ez utolso tehat sa-
jatlag a’ masod rendii gorbék’ soraba nem is tartoznék,
azokhoz mindazaltal annyiban csatolhato, miként e-
gyenlete kiilonos allandok’ felvétele alial az atalanos
eg_yenletbfil ered. Fs igy a’ fenforgo 8 egyenletet kell
kozelebbrél vizsgalnunk, hogy lassuk, vajjon mindegyik-
ben hany gorbe foglaltathatik.

6. §.
A’ (%) alauti egyenlet ez:
2Dw—+2Es+4-F=0¢

Legyen w=o0, lesz s=— SE & ha s=o, lesz w=

=

F- ’ L4
— ——=— Tegyiik s helyett az egyenletbe ezen érteket :

2D =

Ty —;-‘E— : akkor az kovetkezére olvad :

Do+ Es=o0 (1)



OSZRENDESEKRE ATVITELE: 7

Minthogy ezen atalakitas, mig a’ D, E, F ossz-
hatok valodiak , mindig és pedig csak ugyanazon egy
modon eszkozolhetd ki, minden (%) egyenletei tehat
csupan egyetlenegy gorbét mutataak els, ’s az a’ kor-

Tegyiik (g) egyenletbe w éss helyett: w— o ¢és
s+ -t (hol most természetileg  és s mas valtozokat
jelentenek) , ’s ezen alakra menend at:

A0
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’sha

lesz (g) egyenlethol

2Bws—+BF — 2ED =0
.

Minthogy ezen atalakitas B, D és E értékek miatt
mindig megengedhetd, ’s csupan egyetlenegy egyen-
letet terjeszt eldnkbe: méltolag kovetkeztetjiik , hogy
a’ (g) egyenletben a’ gorbék’ csupan egy neme foglal-
tatik. A’ B, D, E és F kiilonos értékei csupan azok’
minemiiségét és helyezetét hatarozzék meg. Az egyen-
let legegyszeriibben kovetkezsleg allithatd el6:

ws=a (Il)

Az (f) egyenletbe w és s helyett ugyanazt téve, lesz:

Cs’+ 2Dw—+2(Cs* 4+ E)s 4 Cs? 4 2Dw +-2Es+F—=o0
A’ legegyszeriibb alakban csupan azon gﬁrbék' egyen-
letét nyerhetjiik meg, melly az eddig «' és s onkéntes
értékei alral ugy hataroztathato meg, hogy az tj egyen-
letben okvetlentil csak azs masodik és w els6 hatvanya
forduljon el6. Ez oknal fogva szabad Jesz

CyY +E=o0 és Cs +2Do +2E{ +F=0
tenni. Innen '

i E?—FC

s'=—— —y ésw: —_—

C DC
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1.5
Mivel ezen értékek, valodi dsszhatok gyanant (/)
egyenletbe mindig tétethetnek, tehit ezen egyenletnek
kovetkezs alak adhato:
s =aw (III),
mibil konnyen lathatjuk, hogy az (f) alatti egvenlet a’
gérbék’ egy uj nemet terjeszti elonkbe. Minthogy pe-
dig az (e) egyenlet valtozOk’ feleserélése utin (f) alatti
egyealetre megy-at: vilagos, hogy a’ tobbszér ismételt
atalakitasi moddal (e) egyenlet kovetkezd egyszerii a-
lakra vihetd : |
w*=as (1V)
kovetkezSleg (¢) egyenlet csupan egy gorbét foglal ma-
gaban.

’ . 2 J D .
A’ (d) alatti ggyenlet w és s helyébe: w— 2o

$ : V)
s — 4 -t téve,ezen alakra vihetd:

Aw?’Cs?+F =0

s mivel tiszta alland6i vagy tagadoi tagokbol allo &sz-
szeg=—o0 nem lehet, a haromo»szhalo jegyei tehat val-
toztathatOk. Ez osszhatok’ jegyei ésallando tagnak kii-
l6nbsége utan (d) alatti egyenlet kivetkezend harom
alakra megy at:

aw’+bs?—c=o0 (V)

aw —bs*—c=0 (VI)

aw — bhs?*4c=o (VII)
mellyek hirom kiilénss gorbét mutatnak els, mit is a’
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felettoki szorgosabb vizsgalat az alantiakban be fog bi-
zonyitni.

A’ (c) egyenleth8l ugyanazon munkalatok szerint
kivetkezd egyszeriibb egyenlet hozhat6 ki:

2Bws - Cs? 4 F —=o.

Szembetiing azonban a’ B jegyének valtoztathatasa, mi
szerint, haezen egyenletnek

2Bws—+Cs* +~-F*= 0

bizonyos két érték, w és & altal elegseg eszkozoltethe-
uk ki, ugy az

—2Bws 4+ Cs* +F*=o
egyenletnek is kovetkezd értékek: — ' ¢és 8 vagy
~+w és — § elégséget tehetnek.

Mind a’ két gorbe azonos (identica) ’s csupan
helyezetoknél fogva kiilonboznek egymastol. Mi pedig
C és F'-nek jegyét illeti, azokra nézve két kiilonbozs
eset johet el$, mi szerint azok vagy egyenld, vagy pe-
dig kiilonféle jegyekkel birhatnak. Hogy ezaltal két kii-
lonbo28 gorbe (c) egyenlet’ ‘kozbenjarultaval feliéte-
leztetik , azonnal vilagos, ha az egyszeresitett egyenle-
tet egyik valtozoja, példaul s szerint feloldjuk , ’s lesz :

S:__%_” 1 l/Bs 0 — F'
C

Az iv’ vagy gorbe’ valodisaga a' negyszﬁgi gyokér je-
gyének valodisagatol, vagy B'w®—F C-nek allito érté-
kéwsl figg. Itt azonban 1) F és Cegyenls, vagy 2)
kiilonféle jegygyel birhatnak,’s e’ szerint az elsé eset-
ben @ egy minimumhoz lesz kapcsolva, a’ masodikban

P
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pedig o-tol kezdve barmilly értéket vehet fel. ’S ianen
két kiilonb6z6 gorbe ered, mellyek” egyenletei:

as?—+2bws+c=o0 (VIII)

as’ 4 2bws—c=o0 (IX)
Ugyanez all a’ (b) alatti egyenletre nézve is, s igy
ennek targyaltatasaval elmaradhstunk. A’ (5) egyenlet-
nek is tehat két kiilonb6z6 gorbéje van, s 'egyenleteih
ezek:

aw' 4 2bws 4 c=o0 (X)

aw® + 2bas —c=0 (XI)
Az (a) alatti egyenletbe végtére o és s helyett ezen
ertékeket

BE —CD DB—AE
=Bt T = B

téve, lesz legegyszertibb aiakja:

Aw'+ 2Bws+Cs*+F —o

’s innen w-at keresve, lesz:

Bs + 1 |/ &(B*—AC)—AF

W —_— —

A A
A’ gyokérjegy alatti kifejezésnek valodisaga o’ B'—
AC, és AF’ mennyiségek’ minemiiségetdl fiigg. Legyen
B—AC<o
akkor C jegyének A jegyevel egyfélének kell lenni:, mert
ellenkezs esetben az kiovetkeznék, hogy a’ ket allito
tagnak 6sszege kisebb o-nil, ’s igy tehat tagadd. Ha
pedig A és F'-nek ’s igy tehat F’ és C-nek egyfele je-
gyok van, barmilly érték tétetik is s helyett, » min-
dig képzeleti marad; akkor tehit fen kitett egyenle-
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tiinkben valédi gorbék hianyzanak. Ellenben ha A és
F’ ellenkez jegyekkel birnak, akkor gorbének létez-
hetése , valamint w és s meghatarzott véges hatarok
kozti helyezete okvetleniil vilagos.

8. §.
Legyen tovabba
B*'—AC >o0

Ezen felvételnek meégfeleliink , ha A ¢és C ellenkezd je-
gyekkel birnak. Ha tovabba A ésF’ jegyei ellenkezik,
szémbetiinG, hogy az s minden lehetséges értékeinek
az w valodi értékei felelnek meg’s w és s egyiilt végtelen
lesz. Ha pedig A és F' jegyei egyenlék, észrevehetd,
hogy s-nek két legkisebb értéke leend , mellyeket at-
hagni lehetetlen a’ nélkiil, hogy w képzeleti ne legyen.
Végtére, ha a’ B* — AC > ofeltételnél A és C jegye
egyféle, valamint A és F' jegyei vagy egyenlSk vagy
ellenkez8k : 1ijra két hiilonboz8 gorbe vonal' egyenle-
tei jovendenek szinve. Kovetkezileg (a) egyenletiink
imez 5 egyenlelre megy at:

aw' 4+ 2bws 4-c8’ — & ==0 (XII)
b* —ac < o feltételnek megfelelsleg;

aw® 4+ 2bws — s —F—=o0 (X"l)

aw'—+2bws —cs’ =0 (XIV)

aw’ 4 2bws4-cs*+F=0 (XV)

aw® —+2bws—+4-cs' —d =0 (XVI)
E' négy utolsé cgyenlet feliételezi, hogy a’ masodik
felezett sszhatonak négyszoge, levonva beldle az els6
és harmadik Osszhatonak szovzalat (factum), nagyobb
semminél.
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Nincs egyéb hitra, mint azon esetnek vizsgalata,
melly szerint az (@) egyenletben azon tagok, mellyek-
ben s és w ‘elsé hatvanytak, ki nem irtathatnak. Ez
megtorténik , ha azon harom osszhatd kozt létezhetd
egyenlet

B* —AC=o0
kieszkozoltetik. Ennek kovetkeztében egy az emlitett
osszhatok koziil az allando taggal egyiitt kiirtathatik.
Tegyiik tehat ¢ czél’ elérése miatt: '

Aw* 4+ 2Bo{ 4+ Cs*’ +—2Dw’ +2Es +—F—o0

és Ad 4+ B +D=0o
lesz: .
,_ D—AF , ,  B(D'+AF)—2ADE
= SAE—BDy " T 2(AE—BD)
’s az (a) alatti egyenlet kovetkezbre megy at:
2(AE—BD) s

Aw' +—2Bws +Cs* +

A
tehat illy alaku egyenletre:
(aw =+bs) +20s=0 (XVII)
Ha az eredeti egyenletbdl, s-nek elsd hatvanyat és az
alland®’ tagjat elmozditjuk, akkor illy alaka egyenletre
(aw—bs)' +2ew=0
jutottunk volna. Kérdés, vajjon e’ két egyenlet kiilon-
bszs gorbéket képez-e vagy sem? Mivel azonban ez
utolsé egyenlet mindenkor a’ kezdetpont és a” kezdeti-
riny’ megvaltoztatasanak kézbenjarultaval a’ (XVII) e-
gyenlethez hasonlo egyenleti alakra hozathat6, tehat a’
masodik esetnek okvetlentil helyet engediink.
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* Végtére azon eset, mellyben az () alatti egyenlet’
végezetiil elSvett atalakitasai meg nem allhatnak, fon-
toltassék meg. Mi is torténend , ha §' és w'-nak szamla-
l6ja==o0, kovetkezileg ha AE=BD. Akkor mindazal-
tal ezen egyenlet: “

Aw'+-2Bws 4 Cs*+ 2Dw+2Es + F=o0

kovetkezd szorzatra alakithato at:

%’x
7
%
X
- L\
2.\
\’; ._
f)//'
%
Xé%
%o
X
L.
©.
5
£
-
N\
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melly (1) egyenlet’ alakjahoz hasonl6 két egyenlet’ rend-
szerét képezi, kivetkezbleg tj gorbének nincs helye.

Igy tehat masodik fokd egyenletiinkben 17 kiilon-
boz6 gorbét leltiink fel.

9. §.

Most azon képletek’ ( formula) k:fe]tesehez megyiink
at , mellyeknek eszkoziil vételévelegy ,az x és y egyen-
szogi Oszrendesek kozt allo gorbének egyenlete, bi-
zonyos , w és s kozt allo egyenletre, és megforditva,
alakithato at.

Legyen AB bizonyos gorbenek ive, 0 kezdetpont—
ja, OY kezdetiranya. Ezek utian OY-ra OX-et fiiggs-
leg (perpendiculariter) hiizva , lesznek OY és OX
AB gorbének egyensziges &szrendesei. Levén ezen
gorbének bizonyos P 'pontja, ¢és PR -érint8je: lesz
Y < PRY ==w. A’ girbe’ Ppont-
jat az iv ds = PP kiilonzékig
tdlhaladva, a’ kiilonzéki hany-
las’ elvei szerint PP’ iv, mint-
hogy végtelen kicsiny, P pont-
nak érint8jével Gsszeolvadott-
nak tekinthetS. Huzzuk tovab-
b4 PQ-t esP’Q-t Ox-re, vala-
mint PQ’-t P'Qf-ra szabdaszerii-
A leg (rormal), lesz PQ = QY

=dxés P Q' =dy; APP(Q’,
(Y'-nal egyenszoges s P’PQ” szog == 90°— w, kovetke-
zbleg: '

R
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_ dx=ds. Cos(90°— w)=ds sin w.
dy==ds. sin (90" — w)=ds Cos w.

dxn&w
dy tge.

10 §.

A) Ha tehat bizonyos gorbének egyenszoges osz-
rendesei kozt 1étezd egyenlete adva vagyon, kerestes-
sék abbol kiilzeléki hanyas: dx ’s ezen adott egyenlet

dy

kézbenjarultaval x, y altal, vagy megforditva, fejeztes-
sék ki. Ezen mod szerint nyert kifejezést =tgw téve, ’s
tjra kiilzelékét keresve, megkapjuk dy vagy dx-t, dw
vagy w-al klfe]ezettet Tovabba ezen w fiiggvényét a”
fen kitett dx és dy értékek’ helyébe téve, szinre jo-
vend az s és w kozotti gorbenek kiilonzéki egyenlete,
mellybol egészités altal az s és w kozotti egyenlet meg-
kaphato. Ezen muakalatot azonban egynehany példa vi-
lagosabba teendi.

A’ kornek egyenszoges oszrendesei kozt létezd e-
gyenlete, annak. agy;pontjét. mint kezdetpontot illets-
leg, ismeretes:

y’:ﬁrx—-—x’:

kiilonzéki szabalyok szerint lesz:

dy ° r—x r—X
tehat
e 1___ 2 - t ]
tgw’ == Hx XE_ 5 ! — == Cosw’ = Jij-)L
(r—x) 1+tgw r

’s innen :
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Cosw—-+4_L—"X*
r 3

ennek kiilzelekét jra keresve, lesz:

r sin wds=1dx,
dx helyébe a’ fentebbi kitételt téve, lesz:

rsin w dw=—"1 sin w ds; rde=rds;
ezt egészitve, lesz:

ro=1fs.

Az apoloniai gombszelvény’ egyenszooes oszrendeseire
nézve ez:

2.
x—"ax:]: ]
P e

a a’gorbe’ fél tengelyét, p pedig nyujtojit (paramie-
ter) jelentve. Ezen egyenletbdl ered :

dx oy 2ay — l/.ﬁaf:]:p) (2ax —x?) ,
dy = (£p) (a—x) (Ep)a—x) |
tehat:
tg’w e 2a (233"'_ xz)

Ep)@—xy
ennek kﬁl'dnzéke utan lesz:
tgwde 22 dx'___a_i’__assinwdi
“Cos’w (p)(a—x)? (ip)(a -—x)s'
De

e Cp)(gerany
(a—x) (2a)% ?

MATHEM. PALYAMUNKAK 1. KOT,
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tehat

s ez a’ keresett apoloniai gombszelvénynek kiilonzéki
egyenlete s és w kozt. Egészitése, miként tudva van,
a’ csucskori fiiggvényekre vezet, ’s csupan ha e =00,
azaz, ha hajtalék (parabola) véges alakban elsallit-
hat6. Lesz t. i. ez esetben

cpde _ p P e (45°+ ).
.J 2Cos*w 4Co8%w & 2 lognat 8 (8 2

A’ kozdnséges korzet’ egyenlete,, egyenszoges Oszren-
desei kozt, miként tudva van, ez:
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V_'%i:_ﬁ)
C

X+ /3¢y —y? =sarc (sin=
hol ¢ a’ termeszt8 kornek korjegyz8jét jelenti. Innen
. )
&y = Voy—yt = 8"
és ebbdl foly:
1 2C —y

Cos’w —= — — _ -— .
1+tg8%w 2¢ g

kiilonzékités utin pedig lesz :
4 Coswsin wds =dy=—=ds Cosw tehat
4c¢sinwdw==ds '

s ezt egészitve lesz:
s=Const— 4 ¢ Cosw .

Az Aallandd azon feltételnél fogva hatarozand6 meg,

melly szerint w és s egyszerre elenyésznek. Minek ka-
vetkezésében lesz:

Const=1c.
’s ezek szerint a’ kozonseges korzet egyenlete lesz:

s =4c (1—Cosw) =8¢ sin ¥ w .

1 1'- §i

B) Ha megforditva akarunk bizonyos w és s koz-
ti egyenletet egymasra x és y egyenszoges oszrendesei
kozottire atalakitani: akkor elébb w és s kozti egyenlet
kiilzeltessék, ’s igy a’ ds sin w vagy pedig ds Cosw ér-
tékek szamoliassanak fel, ’s ezeknek megtétele utin —
dy vagy =dx tétessenek. A’fenforgé kiilonzéki egyen-

; e
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t" egészitése utan majdan y és w vagy x és w kozti e-
gyenletre jutandunk, mellyb6l a’ tgw értékét lelhetjiik

fel, ’s azt = —(&y— téve, @’ megnyert kiilonzéki egyenle-

tet ujonnan egészitjiik. Azonban onkényiinktsl fiigg
tgw helyett mas wfiiggvényét is felvehetni, példaul:
———— vagy Cosw =—=— di———__
‘/dx’ —~+ dy* I/dx’ —+dy?
Tovabbaazt is megtehetnk,hogy mind az x és y, mind
pedig y és w kozti egyenletet follelve , azokbol w kiir-
tathassék.
Példaul szolgalhatnak kévetkezdk :
1) Legyen w és s kozotti feladott egyenlet:

s ==4c (1 — Cosw)
egy egyenszoges oszrendesek kozotli egyenletre atalaki-
tando. A’ fenforgo egyenlet’ kilonzéke utan, lesz:

sin w==

ds = 4csin w dw, ’s innen
Cosw ds=—4c sin wCos w dw
tehat:
dy=4csinwCoswdw’s igy

. to'w dx
. *w— 2. — 2 — =—92¢, — —
yz: cSsin” w C 1+tg'w C dx’—|—d_y:
dx= ——ydy___ ,’s innen

V 2cy—y?

C

x—+|/2cy — y*==c Arcsin (=..:- Q_"L"_}f)
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2) Legyen tovabba a’ feladott egyenlet
]

Cotgw: [t
megnyerhet$ Iehbfjl
de ds <
= T —=— § 1nnen
sin*w h
dw = sinw ds SR
v S e

egészités utan magatol keletkezik :
b R £
ognat tgl w=-— —— , Innen
g 2 h 2

_ _2ghe

tghw=—e— —— ; tgw 1—tghe

2e '-L" dX

e T Ty

, tehat

— "—x

h

dy=1, [e I ] dx, és ebbdl a’ keresett

fiiggvény lesz:

2 -

’s ez @ lancavonal’ egyenszogi elég ismeretes egyenlete

3) Legyen
s loga=secw — logtg Jw
kovetkezdleg
dw .
dsloga=— B o ark ds sin w loga== e
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azaz :

dxloga=d. tgw; kovetkezsleg

x loga=tgw= dx vag
8 dy oy

dy loga = —(}z—; y loga = log x.

= vloga — loga \y e y
x=e (e**) a

A’ feladott egyenlet tehat szeriszamos (logarithmicai)
vonalnak eléallitoja.

H.
Az elsé és mdsod rendii girbek’ f6bb tulajdonsdgainak
vizsgdlata.

12. §.

Mar fenn emlit8k, hogy az wes s kozotti elsé foka
egyenlet a’ kornek elallitoja. Ezen vitatas' helyességé-
r6l meggy6z8diink , ha azt veszsziik figyelembe , hogy
az emlitett egyenletben az s minden novekedésének e-
gyenes viszonyban az o novekedése felel' meg, mi is a’
kiornek bélyeges tulajdona. Kérdés tamadhat azonban,
mit értlink elsé foku egyenlet alatt, ha abban az w-
vagy s-el osszekapcsolt tag hianyzanék. A’ valasz, hogy
az elsé esetben az egyenes vonal, a’ masodikban pedig
a’ meghatarzott mennyiségii egyenszog egyenlet altal
jeleltetett ki. Jelenleg ezen gorbe’

' ws=a (I

(1) w= %—, (2)5:.—::—

vizsgélaléra megyunk at.
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I) A’ gérbe’ haladasa atalaban. Mivel az
s minden értékének csupin az w egy értéke felel meg’s
megforditva, a’ vonal egyszerii leend. Az s minden va-
10s (realis), allitd vagy tagadd értékéhez az wlehetsé-
ges vagy eldallithato értéke kivantatik; azért a’ gorbé-
nek két ‘agazatja van, azaz, allito és tagadd. Mivel
pedig s egyenl§ és ellenkez8 értékei wegyenld és ellen-
kez§ értékeit sziilik , kovetkezik, hogy a’ két gorbe’ a-
gazata azonos (identica). Ha s = 0, w = OO lesz.
A’ vonal tehat végtelen szamu gombolyitasaival a’ kez-
detpontot hasztalanil térekszik elérni. Ha w=0, s=
OO lesz. E’szerinta’ végtelen haladasnal fogva a’
be végteleniil a’ kezdetiranyhoz kozelg.

gor-

II) Nevezetes pontok. Mivela’ kezdetpont-
nal a’ gorbe' iranya és egyszersmind haladasa is valto-
zik : vilagos, hogy azon esetben a’ pont nem nevezetes,
valamint akkor sem, ha a’ forgas és haladas a’ gorbe’ e
gyik pontjanal sem valtozik.

II) Gorbesztési erd és a’ gérbesztési
viszony. A’ gorbesatési erd’ kifejezése a’ kiilonzeki
hanyas: dw , ’s ezt R-nek nevezve, lesz gorbéenkre

ds
nézve :
1 AR a w?
okt ol

ha s =00, lesz R =0 ’s megforditva.

Ha s=o0, R =0Oma valik, azaz: a’ gorbesztési er’
maximuma a’ haladas’ végtelenében van, valamint mini-
muma a’ kezdetpontban lappang. Ha R’ az & , & pont-
nali gorbesztési ers, lesz a’ gorbesztési viszony :
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a a
e

st g2

A’ gorbesztési erd tehat megforditott viszonyban all az
iv’ hoszsza’ négyszégével 's egyenirainyban a’ forgatasi
s20g’ négyszogével.

- Egyenes gorbék hasonlok, ha egyik onkéntes pont-
nali gorbesztési erd gy aranylik, mint amaz a’ masik-
nak megfeleld ponton. Megleleld (hasonld helyezetii)
pontok pedig azok, mellyeken az egyatalanos forgasi
nagysagok kezdetponttél szamitva egyenlSk. A’ hasonlo
helyezetii pontok’ meghatarozasara nézve kovetkezok
jegyzenddk meg:

1) Ha a’ girbesztési viszonyok wés o fiiggvények
kozbevételével az egyiknél, és w’s w'-al a’ masik gorbé-
nél adva vannak , megkiilonboztetendd: vajjon az egy-
atalanos forgasi egység mind a’ két gorbénél ugyanaz-e
vagy sem. Az els§ esetben w=—wés w'=w’,’s akkor
w és o helyett ezek’ egyenls értékétw ésw'-t a’ girbesz-
tési aranyba téve, szem elStt tartsuk: vajjon ennek
ezen munkalatok utan meg legyen-e felelve vagy sem.
De ha az elsd és masodik gorbe’ forgasi egységei ugy
viszonylanak egymashoz, mint 1: fhez, akkor mind a’
két gorbének két megfelels pontra nézve lesz wés w=
Jw; valamint az wés w'-at tekintve = jfw'. Ezen értékek-
nek w és w helyébei tétele utan a’ gorbesztési arany
vizsgaltatik meg.

2) Ha a’ gorbesztési viszony s és s fiiggvények al-
tal az egyiknél, a’ masodik gorbénél pedig s és & adva
vagyon: akkor a’ gorbe pontjainak forgasi nagysagai a’
gorbe’ egyenletébdl kerestetnek, ’s €’ szerint wés w ,
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w és w értékei meokaphatok Ha tehat w___wes w =
w vagy w*——fwes w '—“fw -al teszsziik, ’s ezeknek meg-
felels egyeuleteit alakitjuk: megleljik a’ masodik gér-
be’ s és § pontjait, az elsé s és § pontjaival kifejezve.
Ezek szerint~s és § mennyiségek a’ gorbesztési aranybol
megnyerhetSk, ’s helyességok konnyen megvizsgalhato.

Ezekbél foly , hogy: minden gorbék, mellyek az
ezen alaki sw= a egyenlet altal kifejeztethet6k, hason-
16k, és a” gorbesztési viszonyok az allando mennyisé-
gektdl egészen fiiggetlenek.

13. §.
Jelenleg o’ harmadik gorbét vizsgaljuk meg, melly-
nek egyenlete :

8 = aw (III)

1) Haladésa atalaban. Has=o, wis = o
lesz. A’ gorbének tehat a’ kezdetpontnal kezdetiranya
is van. Ha q allito, akkor az w egyegy allito értékének
s két egyenl§ és ellenkezd’ értéke felel meg; ha pedig
w=00, s is OO -vé valik, A’ gorbének tehat két
végtelen csigdidadon csavart és azonos agazatja van. A’
forgas mindkettnél allito. Ha @ tagado lett vala, akkor
w is nemleges volna. A’ gorbe ugyanaz marad; csupan
helyezete mas.

IL) Nevezetes pon tok. Minthogy a’ kezdet-
ponton a’ haladas valtozik, ’s a’ forgas mindig ugyanaz
marad , lesz az ugynevezett forgam pont ’S mivel a
gorbe’ tovahbl folyamatjaban, sem a’ mi a’ haladast, sem
pedig a’ mia’ forgést illeti, valtozas nem térténik: ko-
vetkezik, hogy a’ gorbének tobb nevezetes PUnt]al nin-
csenek.
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IIL) A’ gorbesztési er6- és viszony ez:
dw 2s

=R = =

ds a

Has=o, lesz Ris = 0. A’ gorbe tehat a’ kezdetpon-
ton minimum. Has = 00, lesz R =00 valamint w
is. A’ gorbe tehat vég nélkiil két oldalrél torekszik a’
legnagyobb girbesztés’ pontjai felé. Tovabba &ll:

R: R=s: § =/o: o
A’ két pontoni gorbesztési ersk ugy aranylanak, mint
az iv' hossza, vagy mint 2’ forgasi szogek’ négyszoges
gyokérjegyei. Minden illy nemii gorbék egymas kot
hasonlok. Ennek megmutatisira legyen s és s két pont
az egyiknél, és s és § a’ masik gorbénél megfelel pon-
tok , lesz :

& s’:%:ﬂés S: § = fw: |/

s mivel w=fués o =fu , lesz

818§— W: W:W‘w: ‘/f‘d:‘/ﬁ:\/ﬂ: 58

14. §.
A’ negyedik gérbének egyenlete kovetkezs:
w'=as (IV)

(1) o=k V/as, (2) =2

I) Halad asa atalaban. Mivel wés s egyszer-
re = o valnak, a’ gorbének kezdetponton kezdetiranya
is van. Ha s allito, akkor w két egyenls, de ellenkezs
értéket kap ; ’s tagadd létére pedig w értékeit képzele-
tiekké teszi. A’ gorbének tehat két agazatja van, mind-
ketd a' kezdetponttol llit, de ellenkezs forgasban
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szétfut , azonos és csigadadon. csavart, mivel ha s =
OO, wis =00 lesz.

IL) Nevezetes pontok. Mivel a’ kezdetpon-
ton @’ forgas’ (és nem a’ haladas is) bizonyos vallozasa-
- nak helye vagyon, akkor annak cstcsot kell alakitania.
Minden egyéb pontok a’ kézonséges gorbék’ pontjai.

III) A’ gdrbesztési eré és viszony ez:

M By

ds 2w
Ezen kifejezés a’ kezdelpontra nézve végtelen lesz, ha
w = O semmivel egyenlitend. Minél nagyobb «,
annél kisebb az R, a’ gorbesztés tehat a’ kezdetponttol

fogva mindig fogy. A’ gorbesztesi erdre nézve all:

R: =1 0= ‘ﬁ: \/s'.

A’ két pont’ gorbesztései viszonylanak megforditva mint
a’ forgasok , vagyis megforditva, mint az iv’ hoszsza
négyszoges gyokérjegyei. Tovabba minden illynemii
gorbék hasonlok, mert az R: R’ viszony, alland6 meny-
nyiségektsl fiiggetlen.

15. §.
Az 6t6dik gorbének ez vala egyenlete:
aw’—4bs’—c=o0 (V)

Ha w= o, lesz s=:|:£(}; ; 'shas = o, akkor w

= :tM-L;— 5 A gtirbének tehat a’ kezdetponton kez-
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detiranya nincsen. Szindékunk o’ kezdetiranyt ugy val-
tozlatni meg, hogy az a’ kezdetponttal &sszeolvadjon.
Ennek kovetkeztében tegyiink az (V) egyenletbe w he-

lyett: & — i,’sazonnalmegnyerjﬁk
h a

aw? —bs? 4 2 |/ acw =0
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L) A’ gorbe’ haladésa atalaban. Neveze-
tes pontok. Tegyik az (1) egyenletbe & = o,
lesz akkor s is = o, — a’ kezdetpont tehat a’ kezdet-
iranynyal 6sszeguril. Az « allito értékeiaz s értékeit kép-
zeletiekké teszik; de w-nak bizonyos tagado értéket ad-
va, s két egyenld, habar ellenkez8 értéket nyerend,
mialtal két agazat jeleltetik ki. Mivel a’ kezdetponttol
nem a’ forgas, csupan a’ haladas lehet ellenkezd: ez nem
egyéb lesz gorbesarknal vagy a’ forgaspont. Az w-nak
adhato legnagyobb érték az (1) egyenlet szerint &’ vi-
szony altal: ad/ —- 21/ ac = o hataroztatik meg ’s ez

utan w == —— 2 ‘/a_ leend. Az w értékei tehat o és —
C

2 V_C_ hatarok kozot léteznek. A’ (2) egyenlet sze-

a

rint s legnagyobb értéket kap, ha s = £ V_b‘f . %

?
[ %
akkor w — — ‘/___ , aZ § = ¢ minimumnak ezZen
a

értekel felelnek meg:
=e ‘/ c
' L —— 2 _a

Mi az allitd agazatot s = — V—u (a“"b"‘ 2/ ac)

L 174 L4 c = > ’ C-,
illeti, ez ng o-tol Vb— -ig; ha o' o-tol egészen _V-_{]g
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e oot c .
halad. De ha w, — V:utol — 2 ‘/—- ig halad, az
a - da :
r ;k . V-c' 5 . . ’ ;l £ r
s ertékei h—tdl 0-ig 1smet.f0g_ynak. Az allitolag halado

4dgazatnak tehat az s = ‘/:E—’ponl;jéban csicsa vagyon.
Minthogy pedig o tagad6 értékei, mellyek egyitalaban

21/ ¢ b e S ;2R e ;
> V—, s ertekeit képzeletiekké teszik: a’ gorbe o
a

]
= — "\/—} pontnal toredezettnek latszik lenni. Ez

azonban helytelen, mert ha w tobbé nem névekedhetik
is, fogyhat mindazaltal, ’s igy a’ forgas az el6bbieknek
egy ellenkezdje lesz, t. i. allito, ’s ez marad is med-
dig az els6 tagado ’s egészen meg nem semmitetik , és
azutan is ujonnan az ellenkezdre leend valtoztatando.
Vitatvan, hogy a’ forgas allitd, ez a’ fentebbi allitas-
sal nem ellenkezik, melly szerint csupan tagado forghs-
nak engedtetik hely. A’ forgasi szogek a’ kezdetiranyra

’ r ’ c I
nézve tagadok , csupan az w= — 2 Y —pontra nézve
a
e 4 14 r.r - c
ellenkez8k, tehat allitok. Mivel az w = — 2 —pont-
a

ban a’ forgas valtozik, de nem"a’ haladis, ez forgasi
pont lesz. A’ gorbe’ tovabbi vizsgalata utan ujonnan bi-
zonyos csucsra és még egy forgasi pontra akadunk sth.
A’ fensorozottak az agazatra nézve is allanak , melly-
-nek haladasa tagado,

IL) A’ gorbesztési erd és viszony A’
(2) egyenletbdl foly:
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dw " bs
W E T
Viligos, hogy a’ legkisebb gorbesztésnck helye leend,

* ha s = o, mert akkor R is = o lesz. Azon pontok,
mellyeknél s==o0, fentebb forgasi. pontoknak nevez-
tettek. Azon pontok pedig, mellyeknél a’ gorbesztés
végtelen nagygya valik, kovetkezd viszony altal s = +

Ve

;. hataroztatnak meg, ’s a’ gorbe’ csticsaitol nem kii-

16nboz8k. A’ gorbének s és s pontoknili gorbesztési
viszonya €z :

!

L] o (.
V/ c—bs? V¢ — b2s*
A’ két gorbe’ hasonlatossagat targyazo kérdésnek eldon-
tésére kovetkez$ egyenlet szolgalhat példaul :

s VE L VOt s VE GV =T
i a a a ;

a

R: R =

’

A’ forgas tehét s pontra nézve:

o _VE 4 VTS

a

. i = _‘/-c_—_-}:‘/-c‘—bsz
a a

P 4V c—bS?

S w= —Y_
a a

g eV 4 Wedibhn
a

a
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Ha egyegy gorbe’ forgasi egysége ugy aranylik, mint
1: f-hez, akkorlesz w= fi,és w= fui; kivetkezileg
a’ feltételi egyenletek ezek :

— fw%ifﬁc:h§f= —V—(;—:i: V c~—ab_§:
Ve Lo VE 4 VDS
a a a a

Innenaz S ésS' értékekitalalhato, és a’ gorbesztési aranyba
s , s ) ) 5 .
l/c——b; Ve—bs"T Ve— bs? V/ c—bs?
tétethetik. Ezt végre hajtva, a’ fentebbi feltételi
egyenletbél tapasztalandjuk , hogy két illynemii
gorbe ataliban egymashoz nem hasonlit, kivéve azon
esetet, ha f=1, azaz, ha mind &’ két gorbe ugyan-
azon forgasi egység szerint alakitatnék. Az iv’ hossza-
nak egysége mind a’ két gorbénél onkentes lehet.

16. §.

A’ hatodik gb’rbének ez vala egyenlete:
aw® — bs'* —c=o0 (VI)

Minthogy ha s = 0, 0 = 7+ l/‘% lesz, a’ gorbének

kezdetponton kezdetiranya hianyzik. Tegyik w helyett
a’ fentebbi egyenlethe o — l/—;i- -t ’s megnyerjik
aw? — bs® 4+ 2|/ acd =0
Vo
a a

(1) sm £V 082 ) (3) e
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1) A’ gorbe’ haladasa atalaban, Neve-
“zetes pontok. Haw = 0, s is==o lesz; tehit a’
kezdetpont a’ kezdetiranynyal ésszeguril. Az w -pak egy-
egy 4llitd értéke s-re nézve két egyenls és ellenkezi
értékeket szillend, ’s egyszersmind s végtelentil ng. A’
gorbének tehat két végtelen allito forgasa, de ellenke-
28 haladassal ellatott agazata van. A’ keiderpont tehat
forgasi p’ont,leénd. Azonban wtagado értékeket is nyer-

et, dé csupan ollyakat, mellyek’ kovetkeztében
(aJ+2V§:) élhftl'), ’s tehat mivel o bizonyara taga-
do, aw’ + 2 |/ac is tagado leend: kiiveﬂlez{ileg w=

nak egyatalanosan véve > 2° {/_c kell lenm Hahog_y

tehat a’ ta5ad6 forgas o-tol kezdd dnek a’ baladés elem-

te képzeleti de mihelyt ab'= —_9 V— azonnal a’

forgas minden egyegy nagyobb értéke helyett az s két
egyenls és ellenkezs erteketkap]uk meg. A’ gorbe még
két azonos agazattal van ellatva, mellyek a’ két elsb-
beniekhez hasonlok, mivel s-nek két egyenld értékek
felelnek meg, ha a’ forgas allitolag x-el és tagadolag —
2 ‘/c_-— x~el vitetett 'véghez.'E_’_két “hgazatra nézve
a : '
a’ kezdetpont forgasi pont is egyszersmind. Mivel pe-
dig ® novekedd értékeinek, s-nek ujonnan novekedd
értekei felelnek meg: kovetkezik , hogy a’ gorbének

tobb nevezetes pontjai nincsenek.
MATHEM, PALYAMUNKAK I, KOT. 3

L
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v

1I) A’ gorbesztési erd és viszony, —.

Ez
d_cg’___B:’_*gs_zz Vb (ad +21/ ac)
ds. * (aé—+ |/ ac) - aw' 4|/ ac

R =o lesz, hatn_l' =_6, és ha tﬁ-—-—;—ﬂ‘/—f—._Min-

den agazatnak tehat a’ forgam pontnal legkwebb gor-
besztése van. Ha aw 4 2 l/ac 0, ’s kovetke-
26leg ha o’ = — V'S, az R folebbi kifejezése vég-
© i ! a by o
“telenné valik. I:Tgy latszik , mintha a’ gérbe azon pont-

" ra nézve, mellyhez a’ kitett " értéke tartozik, végte-
len nagy gorbesztésii volna, Ez azonban helytelen, mi-

c r r . i ; r #

vel 0 = — ‘/_— értékére nézve az s valos értéke elG-
a

_alhthatlan. Ha o végtelen, lesz R = l/-_.; a’ gor-

besztés tehat kozelit Allandé hataraihoz. A’ gorbesatési
viszony’ és hdsonlitas’ meghatarozasara szolgalhat (VI)
egyenletiink. Hol is

_ e e L
R=11 Vb (ama =L , tehat ' gorbesztesi viszony :
w
__V/D(aw? = o): V/ b(ad-c) |/ avr—c: l/am
aw a[')

€s az illy nemii két gorbe’ hasc-n]itéséra nézv-e eza fel-

tételi @pyenlet:
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V awr—c: Vadi—ec l/aw —c: L/_a:»*:c

w o w w

Ha mind a’ két gorbére nézve a’ forgasi egységek gy
viszonylariak mint 1: f-hez. Hahogy tehat w = fuw ¢s

w = fu, a’ felebbi arany kovatkezdre megy at:
Vaaﬁ—c_ § l/—aw_ —c \/-afw“-—-— c: Van“—- C)
W, - o f fw

mibSl konnyen kimutathatd, hogy: f*-nek = 1-nek kell
* lenni. Ebbol kovetkezik, hogy illynemii kiilénféle gor-
bék’ példanyai csak akkor kasonlok egymashoz, ha u-
gyanazon forgasi egységre nézve onkéntes ivhosszasag’
egysége szerint alakitattak.

‘ 17. §. |
A’ gbrbék’ 7-ik neméhez tartozik az

aw’ — bs? +c=0o (VII)
egyenlet. Téve s _— S'—I-—‘/'(;)—, egyenle_liink azonnal

mas alakot veend magéra ’s lesz:

bs? — aw? —4- 2\/3.35-—-0

(1) s ——l/" 4V eta °+“"’ :(2) o= V@L“;’?EE)

L) A’ gérbe hal_adasa atalaban. Neve-
zetes pontok. A’ (2) egyenlet szerint mind s’ =o,
mind &= o; a’ gorhe vonalnak tehat a’ kezdetpontou
kezdetiranya is van. Mivel az s egyegy allito értékének
azonnal nagy tagado és allltn forgasok felelnek meg:

. 3%
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a’ kezdetpontbol tehat két azonos agazat ered, mind-
kettd allitd haladasu, az elsé mindazéltal tagadd, a’
masodik pedig allito forgassal ellatva. A’ kezdetpont
tehat csues g}'&}nént szolr‘g{él. ~Minthogy pedig s
novekedessel @ js novekedik, igy e két agazat-
nak t6bb nevezetes pontjai-nincsenek. Mindazaltal w va-

10s é;‘tékéket is nyerhet s'-nek tggadélagi-éllapotjénél
fogva, de koransem elébb, mint § = —2 .E— éreé-

kének athagasa utan. Ha a’ kezdetponutol tehat tagad-(')-
lag tavozunk, a’ forgas lehetetlen, azaz, a’ kezdetirany-
nyal is haladnunk kell.. Ha egy tért, melly = — 2 l/;-?- :
athagtunk : lesz w==o0, ’s €’ helytsl fogva két azonos
igazat fejlddendik ki, ’s mind-kett§ tagadd haladasi,
de ellenkezd forgasu. E ponts = — 2 VE— lehat vjon-
nan csics leend. Ha allitolags” kis mennyiséggel tovabb
haladunk ’s tagadolag — ¢’ — 2 l/% -el: akkor mind
a’ két esetben w nagy értéket nyerend, mi is a’ (2) e-
gyenlethdl eldallithato; kovetkezéleg a” két utdlsd aga-
zat azonos leend a’ ket els6 agazattal. A’ gorbe tehat két

- par elszakasztott agazathol all. A’ csicsainak tavolsaga
- Vc . -

—_— 9 2

II) A’ gorbesztési erd és viszony, —

Hasonlitas. A’ gorbesziési erds:
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(12=R=i bs'—l-|/'Ec-
ds a/d (b +2/be)
R maximum lesz, ha s'= o, és akkor is, has — —

2 %; azaz , a’ gtifbének mindkét csﬁésainﬁl véétele::
nagysagu gorbesztése vagyon. Habar R egyenletiink sze-
rint semmivé valik, ha == ‘/—E—, w mindazaltal ¢’

pontra nézve képzeleti. Hogy az s’ azon értékei. kitalal-
tathassanak, mellyeknel fogva R minimumma valik:
sziikség az R kiilzeléki hanyasat § szerint ®elenyésztetni,
azaz = o temi, ’s latni, valljon ez egyenletbs] eredt
s* értékei a’ gorbe’ egyenletének elégséget nyujtanak-e
vagy sem. Ezek szerint lesz: .

gk, . o . be :
X = T it
Innen § = + ©O; ezen érték megengedhets ’s erre
nézve R = % ‘/-1;— N

Hogy pedig a’ két gorbe’ példényénhk_hasohlitésa
meghataroztassék , térjiink a’ bs’ — aw = c egyenletre
vissza, ’s a” kovetkezd feltételi egyenletet nyerjiik meg:

aw? 4 c_‘aw?—-c __ af.’w’—{- ¢ af?d? 4-¢c
at . @ . e f2w? ’
mellynek 4talaban csupan f* = 1 felel meg. Vilagos te-
hit, hogy a' kérdéses gorbék csupén akkor hasonlok
egymashoz , ha ugyanazon forgasi egység szerint alakit-
tattak. - '
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18. §.

Az atalanos egyenlet’ vizsgalatanal fogva a’ gorbék’
nyolczadik nemének ez vala egyenlete:

as' =+ 2 bws +~ c=o0 (VIII)

a 2bs

L) A’ gorbe’ haladasa atalaban. Neve-
zetes pontok. A’ (2) cgyenletbdl kitetszik,, hogy
az 8 minden allando értékére nézve o tarrado, s meg-

7S T .. 2 1 |/-h2w2——-ac, e c-}-as’
a

forditva s tagado létére w allito leend. A’ gorbenek te-
hat két agazata vagyon, az els§ allitd haladasu és taga--
do forgasu, masodik pedig tagads haladasi’s allito for-
gasu. Mind a’ két agazat azonos, mivel s egyenls, de
ellenkez§ értékeire nézve w egyenls  egyatalanos érté-
keket nyerend. Ha s = o, lesz w= 0. A’ girbe
tehat végtelen szamu forgasaival a’ kezdetpont felé to-

rekszik. Ha s, o V-_c—értékct egyszér elér, akkor w,
a 3
ks Vac

fogva ismét novekedik ’s \:égtére végtelenné is valik.
Innen kovetkezik, hogy egyediil azon gorbe’ pontjai,

minimumra jutott, 's azs tovabbi értékeinél

: c
mellyekre nézve s=—— TEN ) sw=T ___,
a

gorbe’ nevezetes pontjai, ’s egyszersmind forgasi pon-
tok gyanant szolgalnak.
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I) A’ gérbesztési erd és v1szon‘) —
Hasonlitas. A’ gmbesztem erbre nézve

as + bw

39

___ C—ag?

Has = o, R végtelen lesz. A’ gorbének tehat a’ kez-
detpontnal végtelen nagy gorbesztése vagyon. R = o

lesz, ha s = & l/-c_‘ A’ gorbe’ gorbesztése tehat a’
-a ;

forgasi ponton =—o0. Ha s

Sz onya ez:

—as? ¢—as
R:R’::c as® c—as

bs

2bs? *  2bs?

kovetkezd arany szolgalhat:

c—as®* c—as?__

~F &

hol s és S, valamint s és & a’ két gorbének megfelels

pontjait ]elennk

A’ gorbénk’ két kiilonbozd példanyanak egyenlete ez:

 c—as?,
82
A’ két gorbepéldany’ hasonlitasa’ megkiilonbozietésére

c—as?

8'2

2bs?

c—a§® c—aS?

S!!

c -+ as?
2bs

C— as?
2bs

S

a

=0Qlesz R =— "~ _ |
2b

A’ gorbe’ s és s két kiilonboz6 pontnali gorbesziési vi-
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2
Innen s pontra nézve a’ forgas w = — c—-as
- 2bs
s ' o c—+aS?
Lie % > 2hs
S P c -+ a$?
s . 2hs
rq
S' 5 w e C - as
f - 2bS

Ha tovabba a’ forgasi egységnek egyatalanos nagysiga
a’ masodik gorbére nézve f-szer nagyobb, mint az el-
sére nézve, wésw, valamint « és w’ hasonlo helyeze-
tiiek leendenek, ha W =fwés w = f&. Innen}kovet-
kezs feltételek keletkeznek :

, fc 4 as? ¢+ aS?
1\ — " —— i)
1) 2bs 2bs -
B, f (c—+—as;)j: Vf’(c-{-—asz)“——-élacs“
2as
f(c —as?) - ¢ —+aS?
2 o S s Y L
(2) 2bd 2bs
§ ik f(c+as'?) - \/-f’ (c—+as'?) — 4acs®
_ 2ag '

A’ felebbi girbesztési aranynak mind a’ két utolso tag-
jaba 8 és § értékeit téve, akkor egy s és S kozotu
egyenletre jutunk, melly azon feltételeket terjeszti el6nk-
be, mellyek szerint a’ gorbénk’ egy par példanya egy-
mas kozt hasonlo leend.

A’ kitalalt S és S értékeib6l kozvetetlenil kitetszik,
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hogy ugyanazon egyenlet, mellynek a’ hasonlits’ ism ervé:
nyeit (criteriumait) eléadnia kellene, igen zavart alakii,
’sigy tehatvilagos, hogy a’ gérbének hasonlitasardl csupan
atalaban lehetett szo.

19. §. 7
A’ kilenczedik gb'i'be’ egyenlete ez:

as' 4 2bws = c=o0 (IX)

2bs

L) A’ gorbe’ haladasa atalaban. Neve-
zetes pontok. A’ (2) egyenletbdl latjuk, hogy az §
egyegy valos értékének csupéan az s-nek egy valos ér-
téke felel meg, ’s hogy az s két egyenld és ellenkezé w
értékei is megkaphatok. A’ gorbének tehat két azonos
agazata van. Ha s = o, lesz w == + ©O. A’gor-
be tehat végtelen szami gombolyitasainal fogva a’ kez-

detpont felé torekszik. Mig s allito s kisebb _,_l/_%__

1)s=— _Il "-”:t ‘1-_[/1)2_032—!—'3.0 ;(2) w-z c—as’
a a

nal, wallito lesz, ha s = - ‘/-c ,w==o0 lesz. Azs

nagyobb értékeire nézve lesz tagado ’s mindig noveke-
dik , mig s-el végtelenné nem valik. Kérdés, valljon

azon pont, mellyre nézve s == — l/- a gorbe neve-

zetes pontja-e , vagy sem. Hogy ez kltessék, a’ gorbe’
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kezdetpontjat ezen pont ulan helye_zzf.i_k s igy tehat s

—y VE -t a’ masodik egyenletbe téve lesz:
P _ :
= (as + 2 \/-;’;]
2b (s +\/ 9_2
o oE

Szembesz6k8, hogy ha § = 0, wis = o valik, 'shogy
 tagadd értékii lesz, allitd haladasra nézve, ’s azokat
végteleniil megtartja; de ha s-nek tagado ertekei vagy-

nak, mellyek egyataliban kisebbek Ve nél , akkor o
a

Mitées valik. Azd =0 vagy s = — \/-c_pontban,ha
a

ugyan csak ebbél indulunk, azonnal egyszersmind a’
haladas és forgas is valtozik; kovetkez8leg ¢’ pont nem
nevezetes, ’s csuphn a’ gorbe’ kozonséges pontjanak
nevezhetS. Mind az, mit a’ gorbe’ egy agazatarol fej-
tegettiink , tobbire is alkalmazhato.

IL) A’ gorbesztési erd és viszony. —
Hasonlitis. A”gorbesztési erSre nézve 4ll:

dw — . as—+bw __ _ c—as’

—_—

& 0 - i A 2hs?

R == ©O lesz, ha s = o0, a’ gorbének tehat a’
kezdetpontnal egy végtelen nagy gorbesztése van. Ha
=00, R Sy ;Flesz. A’ gorbe’ két pontnali s
ésd gorbesztesi ﬁszonyéra neézve all :

R: R — __ -c+as® _ c—+as’ c—as® c—as’
2bs " 2bs™ N -
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Ezek szerint s ¢sS altal egy mas illy nemii gtir]m’ meg-
felel pontjait kijelelve, lesz ezen két gorbe vonalnak
hasonlitasat eldont aranya kovetkezd :

c—+as? c—+as?__ c—+aS? ¢—+aS?
G TR ) e Sz

20. §.
. 20

A gﬁrbe’ 10-dik nemének egyenlcte'e'z:

dw = 2bws+-c =0 (X)

bs + . \/h“sﬂ;ac_; () s sl CHaut
a

(1)w=-—. A bl

2bw
L) A’ gorbe haladasa atalaban. Neve-
zetes pontok. A’ (2) egyenlet’ alakjabol kozvetetle-
niil tiinik ki, hogy s és ellenkez6 jegyekkel birnak, ’s
w egyenld értékeinek az s egyenl8 értékei felelnek meg:
Innen kovetkeztethetd, hogy a’ gorbének két azonos a-
gazata van. A’ (2) egyenletbe w = 0 téve, lesz s
= O ; a’ gorbének tehat, mint végtelennek, kezdet-
irAnya an; ha w = OO, s ujonnan végtelen leend.,
E’ két érték kozott az s egy mas értékének kell lenni,
melly egyszersmind minimum , mi is az (1) egyenleth&l
vilaglik, mellybél azonnal az s = —+ Tl)_l/-ac értéke
4llithatd eld. De hogy €’ pontnak természetét meghata-
rozhassuk, a’ kezdetiranyt ugy kell megvaltoztatnunk ,

h .V o , ) et PR i
ogy a -l-)m-re nézve w= o legyen 's ¢ szerint
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S== — g (a’;V_E)2+c

2b (o' — ‘Lz)

lesz. A’ kérdéses pont tehat csics. Ennek tehat a’ gor-
be kettejét birja, egyéb nevezetes pontokat azonban
nem.

IL) A’ gorbesztési er8 ég viszony. —
Hasonlitis. A’ gorbesztési viszonyra nézve all:

dw_:_ 2bw? =1,

ds c—aw’ :
Ez = o lesz, ha w== o0, ’sigy tehat ha s = 0O, az-
az, ha a’ haladas véglelen. Ha =:}:l/-c—-,- lesz R
, a
= OO, a" gorbének tebat csicsanal végtelen nagy
gorbesztése van; ha v = 0O, R = — 2b lesz. A’
a
gorbe’ két pontnali s és ¢ gorbesztési viszonya kivet-
kez§:

2bw? 2bw? w? w?
R:‘R’ﬂ-——-——-q_—_._a_= 3 = -
. c—aw’® c—aw? c—auw? c—aw?

'S ha 8 és ' egy mas gorbe’ megfelels pontjai, lesz a’
gorbeszteési viszony :

w w? Le w? . ‘w?
c—aw® = c=—aw?® . ¢c—aw? c—aw?

Tovibba ha a’ forgasi egység a’ misodik gorbére nézve
az els6’ fiszerese, kovetkezileg, w = fw és w' = fis :
lesz i
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o - L c B . Pd

——— b — =

C ~— aw? c— aw? c—af? w? c—af?w?

honuét £* = 1. Mindem illy nemii gorbék tehat ugyan-
azon forgési egységre nézve egymashoz hasonlok.

21. §.

A’ gorbék’ 11-dik nemének ez vala egyénlete::
aw’ 4 2bws —c=0 (XI)
PR T el i
e 281 1 l/b'_w?+acs (2) s== 202
. a a - 2bw
1) A’ gorbe’ haladasa atalaban. Neveze-
tes pontok. A’(2) egyenletbdl kitetszik, hogy egyen-
16 és ellenkezd értékekre nezve s is egyenld és ellenke-
z8 értékeket nyerend, a’ gorbének tehat két azonos a-
gazata van. A’ (2) egyenletbe w = o téve, s =
O leend. A’ gorbének tehat végtelen tavolsagban kez-
detiranya vagyon; w = I ¢ -ra nézve,s = o lesz,
: w2
’s ha w = OO, s ismét végtelenné valik. A’ gorbe te-
hat végtelen szamu gombolyitasaival az utolso pont felé

torekszik. Azonban, hogy az w = +‘/-E- pont’ ter-
a

meszete meghatéroztathéssék, tegyiik » helyett a’ (2)

egyenletbe o —- VE -t, lesz az kovetkez§ alaku:
a

4 (asl + 2/ "ac)
2b (W =/ c)
5 a
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ha o = o, lesz s = 0; az o allitd értékeire nézve

lesz s tagad('), valamint megforditva az & tagado ’s egy-

r . C ' . ’ .r P 4 [ 1 L

atallabanl/—_nal kisebb értékekre nézve allito leend.
a

Azw =o0, vagy w =—|—‘/E- -tol ellenkezd iranyban
a

haladva a’ forgas is ellenkez8 leend, ’s igy tehat e’ pont
a gmbe lsozonsegesl)ont]a Ez azon pontra is alkalmaz-

hato, a’ mellyre nézve w = — l/c P
a

1) A’ gorbesztési erd és viszony. —
Hasonlitas. A’ gorbesziési er6re nézve: ¢

dp g o2 o Bt
ds gl ¢ —+aw?
A’ gorbesziés azonnal = o, mihelyest o = o vilik,

kovetkezéleg azon pontban, a’ mellyben a” gorbének
kezdetiranya vagyon. Az R kifejezése az wegy valos ér-
tékére nézve sem lehet végtelen, ’s €’ szerint a’ gorbé-
nek végtelen gorbesztése egy pontnal sincs. Az R ki-
tételét ezen alakra hozvan:

2b

c
——fea
w?

vilagos,, hogy az w novekeds értékeire nézve az K ér-
téke is novekedik, s ha v =13 o0, R = —2b

a
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x DY 5 - 2b ; 'y
lesz. A’ gorbesztesi erok tehat o és — ~— hatarok ko-
: a :
zout léteznek. A’ gorbe két pontnali s és & vagy w ¢s
w gorbesztési viszonyara nézve a’ felebbiek szerint all:

o e 2bw* 2hw? w w?

cHaw® cHaw?  cHaw c+aw?
Tovabba w és & mas gorbének két megfeleld pontnali
gorbesztési egységét jelentve, ’s ha ezek’ forgasi egy-
sege az elsdhez ugy aranylik, mint f: 1-hez, kovetke-
zbleg w = fw és w = fw lévén: a’ két gorbe példfl—
nya’ hasonlitasanak meghatarozasara szolgaland:

w! w’2 fﬂ w! - f.a w?

. — — * -yag
C—aw? cCc—aw? c—taf?2w? " c—+af?w? Dy.

c+aw’: c+aw? = c—+af?w’: c+af?w?
’s innen djonnan f? = 1, ugy, hogy itt is két gorbe-

példany hasonlo egymassal , ha ugyanazon forgasi egy-
peanny 8y 3y gasL egy
ségre nézve alakittattak.

22. \.

A’ gorbék’ 12-dik nemének egyenlete:
ath - 2bws4-cs’ —d = o _(XII)
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e,
A
\ <
@ "
ﬁ\;
d";d \ .
\ ;
e\
5y
AN
¢ N
N\
\ o G
o\
2
N\
X\
9*_,\
s
%,
hY

I) A’ gorbe’ haladésa atalaban. Neveze-

tes pontok. Minthogy a’ gyokeérjegy alatti kitételek
a’ (3) egyenlet mialt minden esetre bizonyos kiilonbsé-
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get képeznek el6: s és w bizonyos mennyiségen til nem
nyomulbatnak. Az iv az (1) egyenlet szerint: =

\/ ad 3 I " ’ ‘
— g, A forgasi szog a’ (2) egyenlet utan

a

\/ - hatirokra szoritvik. A’ gorbe’ haladssa, ki-
ac — :

puhatolhatisara szolgal az (1) egyenlet, elébb négyszo-

ge, gyokérjegyének felsd jegyét tekintve,, kivetkezbleg

b : T I P Yo e
"= = ;s & = ;\/s‘(b’—ac)-—!-ad

r d r ’ =
téve. Ha s = o, w, — erteket nyerend, ’s hasto-
a

vabb is allitolag novekedik, akkor w is mindaddig alli-

’ . c ’ ’
t6 marad, mig 8 = < E; végtéreha s— %,
w== 0 lesz, ’s az s nagyobb értékeire nézve w tagadd

c ’ r -
leend. Az s = < pont tehat: forgasi pont. Azs

legnagyobb allit6 értékere nézvew =——Db _ ;(ha;—_b;)
" lesz. A’ gérbe mindazalial e’ pontnal nines felbe szakad-
va, mert habar s nagyobb, « csakugyan képzeleti; ki-
sebb értékeinél fogva azonban, a’ kezdetponttol szamit-
va, ujonnan allito lehet; csupam azon pontra nézve,
' melly szerint s ==,\/_“d o haladisok ellenke-
ca—b?
z8k. Kovetkezbleg €’ pont a’ gorbe’ cstcsa. Ha a’ gor-
be’ haladasit az (1) egyenletben s allito értékeire nézve
a’ gyokérmennyiségnek also jegye szerint vizsgalat ala
4

MATHEM. PALYAMUNKAE, I. KOT.
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veszsziik , latszik, hogy o az s minden értékeire nézve
tagado. Ezen gorbe’ részén tehét ® tagad(') maximumat

eri el, azaz, w=— — \/

‘/c(acd oy Ezen pontot athagva, a’ forgasi nagy-
sag, a’ kezdetponttol szamitva, tagadd marad, de egya-

—
c(ac—b?)
pontra nézve ellenkezd forgasoknak hely engedtetik. E’
pont tehat: forgasi pont. Az(1)egyenletben has ta-’

gadd, ugyanazon w értékei két sorzataira jutunk, mely-
lyek csupan jegyeikve nézve kiilonboz8k.

s lesz, has =<4 b

talaban véve kisebb, kovetkezdleg a’ b

IL) A’ gorbesztési eré és viszony. A’
gorbesztési erSre nézve all:

d_w P, bw -+ cs
ds aw+bs

Ezen kitételt sajatilag ugy kellene atalakitanunk , hogy
vagy csupan s-t, vagy o-t foglalna magiban; de azért
a’ gorhesztési maximum’ vagy minimum’ meghataroza-
sara igen alkalmatos, R minimumma valik, ha bw —-cs
= o0, ezen viszonynak a’ (2) egyenlet szerint akkor
van megfelelve, ha o legnagyobb értéki. A’ gorbe-
nek tehat forgasi pontjanal gorbesztése = o vagyon. R
maximum lesz, és pedig = ©O ha aw 4+ bs = o,
azaz, az (1) egyenlet szerint az s legnagyobb ertékei-
nél fogva. A’ gérbe’ csiicsainal tehat gorbesztése vég-
telen: nagy.



FOBB TULAJDONSAGAINAK VIZSGALATA 51

23, §.

A’ gorbék’ 13-dik nemének egyenlete :

aw’ - 2bws = ¢s* — d = o
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L. A’ gorbe’ haladasa atalaban. Neve-
zetes pontok. Az (1) egyenlet szerint az s minden
lehetséges értékeire nézve ¢ valos értékeket nyerend;
a’ (2) egyenletet pedig tekintve, szembeszoks, hogy w-

nak \/——Ed— értéket athagasaval s képzeleti lesz.
b?—-ac

Kovetkez6leg w = o sem lehet, azaz, a’gorbének egy
pontjanal sines kezdetiranya. Az (1) egyenletben a’
gyokérmennyiségnek also jegyét tekintve, az s allitd ér-
iékeire nézve w értékei tagadok lesznek, és s-sel egyiitt
novekednek, mig végtelenekké nem valnak, mia’ esiga-
dadon csavart agazatot jelenti. Jelen gorbének neveze-
tes pontjai nincsenek, minthogy a’forgas-"vagy haladas-
nak bizonyos valtozasa sehol sem fordul el. Ha mar
most az (1) egyenletben a’ felsd jegyet és s-et ismét al-
litot veszsziik fel , w csupa allito értékeket nyerend,
mellyek egy bizonyos Rontt()l annyival novekednek,
mennyivel sn6tt, ’s ezzel egyszerre végtelennekké valnak.
A’ masodik agazatnak tehat haladasa és forgasa allito, ’s
egyszersmind csigagadon csavart. Ezen agazatnal o’ for-
ghs, ha s = o, tehat a’ kezdetpontban lesz & = -

‘/d; ; azs=—==Db VE@%_—— pontban a fcn.rgés

ac)

1 —- \/ °d__+ valodi minimumit elérte
esz w = ———"s valddi min a :
b* 4+ ac

A’ gb’rlie’ forghsi szoge tehat a’ kezdetponttol a’ fen-
forgdb pontig mindig fogy, ’s ezen il djonnan nove-
kedik, kvetkezslegeza forgasi pont. Azs tagado ér-
tékeire nézve a’ gorbe’ kétii] agazatjat kapjuk meg, mely-
lyek a’ folebbiekkel azonosak.
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I[) A’ gorbesztési erd és viszony. Erre
nezve all:

de bw — cs

el ) } T I

ds '~ aw =+ bs’
’s ez = o0 lesz, mihelyest bw = c¢; miis a (2) egyen-
let szerint a’ forgasi pontra vezet. Ha aw 4 bs = o le-
hetne , a’ gorbesztés végtelen nagygya valnék, mi azon-
ban lehetetlen , minthogy ennek kovetkeztében az (1)
egyenlet szerint s? (b? 4 ac) + ad = o-nek kellene len-
ni, € kifejezésnek azonban mindig allito értékei vannak.
Ha s és wvégtelenekké valnak , o’ gorbesztési erSre néz-
ve ezen ¢rtek all:

B s (/' b* + ac F b)

A’ gorbe két pontnili s és § gorbesztési viszonyra nézve
lesz :

R:R;=bu—cs. bﬂ;——cs‘l=
; aw -4 bs’ aw -4 bs

Ve (i +ac) —ed V(B + a) —ed _
T Vs (b? 4+ ac) — cd Vs2 (b? 4+ ac) +ad e

_ V& (b* + ac) — cod
|/m2(2b5'+ac)(l)’+ac) - b“cdjﬂbw‘/mz(bz +ac)—cd i
‘/;3 (b"’ —~+ac—cd
V W?* (2b*—+ac)(b’~4-ac)—b?cd +
+ 2bw |/ &' (b? +ac) — cd
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24. &

A’ gorbék’ 14-dik nemének ez vala egyenlete :
aw® <+ 2bws == cs? +—~d = o (XIV.)
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L) A’ gorbe’ haladasa atalaban. Neveze-
tes pontok, Az (1) egyenlet szerint ha s = o0, wér-
tékei kepzeletiek lesznek, s tehat o nem lehet, kivetke-
z6leg kezd_etpontnak a gorbe’ egy pontja sem tekinthe-
t6, vagy inkabb a gérbe’ egyenlete bizonyos pontra,
melly kezdetpontil szolgal, vitetik, habar az nem a gor- -
be’ pontjais. Ezen kezdetponttol bizonyos tért = £

\/ = ii—; athagva, ollyan pontokra jutunk, a mely-

lyekre nézve w valos éltéket nyer , 8 kiilonosen kovetke-

b \/
z6ket: T ” (b’—l-- =

zak meg enyszersmmd azon iranyt, melly szerint a kez-
detpontt6l indulnunk kell, hogy a’ gorhe legkozelebbl
pontjait érhessiik el. E’ ket pontbul két par agazat indul
ki; az els§ tagadd, a’ masodik pontnali pedig allito ha-
ladisti, ¢és azonosak. Vizsgalatunk’targyaul azonban csu-

- Fzen értékek hatiroz-

pan azon két agazat szolgil, mellyeknek ivei allitok.
Hogy kezdetoknél fogva haladasul konnyebben targyal-
tathassék, w és s helyett két 1ij valtozo mennyiségeket o’
és §-t vesziink fel, ugy hogy a' kezdetpont — ésirany
ugyanazon ponlon legyenek, a’ mellyre nézve az (1)
egyenlet az s értékét illetdleg minimumma valik, mi is

kénnyen véghezviheld, ha

r ad ’ . d
S-—-—-—S-'—\/b,t'—_agesw—-w—b m‘;‘:i_—:';c_)

az (1) egyenletbe tétetik, minek kovetkeztében az ko-
vetkezére megy at:

\
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B = — l-:—:-f:i !a—l/s'“(b"+ac)+2s’ \/ ad(b?+ac)

Szembeszokd, hogy az s egyegy allitd eértekének egy
allito ’s egy tagadd w c¢rtéke felel meg. Az ¢
= o pont tehat ezek szerint valodi csucs. Mint-
hogy a két agazat' tobbi pontjaira nézve § és of egy-
szersmind novekedik , azokon tobb nevezetes pontok
nem léteznek, w és s egyszersmind végtelenek lesznek ,
annak jeléiil, hogy mind a’ két agazat csigadad csavart.
Minthogy az § ugyanazon értékeire nézve =t o tagadd
értékei egyatalaban véve mindig nagyobbak az allandok-
nal, a gorbesstés tehat a tagadolag gombolyitott agazat-
nal nagyobb, mint a’ masiknal. Ugyan ez all azon két

agazatrél is, mellyek ezen pontbol: s=—=— ‘/bTil:l-_ac
indulnak ki.

II) A’ gorbesztési erd és viszony. Ha-
sonlitas, Az elsSre nézve all:

ds aw - bs
E’ kifejezés végtelen lesz, ha aw 4+ hs = o, vagy ha
w és s helyett o és & tétetik, az a0 — b§ = o nézve,
azaz :

! ’
§ = o06éss =—2 ‘/_ ad ,=ra nézve gy
b? 4+ ac

tehat a csucsnal. A’ gorbe két pontnali s és § gorbesz-
tési viszonyara nézve all :
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R: R;=bw——cs:2'——cs'
aw +— bs  aw 4 bs

¢s a’ két gorbe’ példanya hasonlitasi foliéieleknek meg-
hatarozasara nézve :

bw—cs be —cy bW —cS bW — c§
aw—bs " aw—bs = aW 4+ bS’ aW —+ bS

ezen aranybol el6bb s és &, S és §'; w, o W és W iltal
kifejeztessék és ezek utdn W = fw és W' = fw tétessék.

25. §.

A’ gorbék’ 15-dik nemének egyenlete ez:
a9? o4 2bys 4+ ¢s? 4~ d = o (XV.)

(1) o=— gs - -:; V/ s(b*—ac)—ad;

(2) s= ‘—g“’i V #*(b —ac)— cd

s a’ folteteli egyenlet:
(3) b>—ac>o

L) A’ gorbe’ haladasa atalaban. Nevezetes
pontok. Az (1) egyenlet szerint egyegy allito s érteke-
nek az @ két tagado ¢értékei felelnek meg és megforditva
Ha s = o s ha » = o, s képzeleti marad, azaz,
kezdetpontnak a’ gorbe’ egy pontja sem nézheiS; vala-
mint kezdetiranynak a’ gorbe’ akarmelly poutoni iranya
nem neveztethetik. Az w-nak legkisebb értékei ezek: =+
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‘/-L » 8z s-nek pedig legkisebb értékei: =+

b?— ac
ad = ad ; i 2
‘/m_ Az s — ‘/ H— pontbol két a

gazat megy ki, ezek’ forgasi mennyiségei a’ kezdetirany-
ra nézve mindig tagadok. Ezen elsé pontnal mind o’ két

: T d

agazatnak }qzos iranya = — b ‘/ T )
vagyon. Az o értékének egy sorzata s novekedéssel min-
dig n8, de a’ masodik, mellynek az (1) egyenletbeni
felsS jegy felel meg, mindig fogy, mig minimummanem

valik 0 = — \/r_‘_:é_ ’s innen ujonnan tagadolag
b? —ac’

novekedik. Ezek’ kovetkeztében azon pont, a’ mellyre
nézve s minimum, csucs, valamint az, a’ mellyre néz-
ve » minimumma valik, forgasi pont. A’ gorbének
tehat két csiicsa ’s két forgasi pontja vagyon.
Tovabba minthogy w és s végtelenné valik, a’ gorbének
tehat csupa végtelen, csigaidadon csavart agazatai van-
nak.

IL) A’ gorbesztési erd. Erre nézve all:

de be ~ cs

it —— A | e — el

A’ gorbesztés maximum s egyszersmind végtelenné va-
lik, ha aw < bs = o lesz, azaz, az (1) egyenlet sze-
vint ha s a’ minimum , kdvetkezéleg a’ csticson. A’ gor-
besztés ellenben = o0, ha be 4+ ¢s = o0, azaz, az (1)
egyenlet szerint ha @ &’ minimum, kovetkezéleg a’ for-

PO Pl s
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gasi ponton. Ha o és s végtelen nagyok, a' gorbesztési
er6k e’ hatarokhoz kozelednek:
:I: b — l/b’-.—ag
+ a

26. §.

A’ gorbék’ 16-dik nemének egyenlete:
a0? 4 2ho s 4+ cs? — d =0 (XVL)

Wo=—2s 21 vem—g+u;

(2) s = -—-%-m :}:% V ?(b*—ac)—+ cd

e’ foltételi egyenlettel :
(3) b>=—ac > o.

L) A’ gorbe’ haladasa atalaban. Neveze-
tes pontok. Has ==o N=:l:‘/§_- lesz , ésha
,_ P
@=0, lesz s =L \/E. A’ gorbének tehat kezdet-
a

pontnil kezdetiranya nincsen. Hogy a’ gorbe’ azon re-
sze, a’ mellyre nézve a’ kezdetpontoni forgas: « = —+

‘/é, megvizsgaltathassék , tegyik @ helyett az (1) e-
a

gyenletbe w' -~ \/d_ , ’s megnyerjiik :
a .
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ad 1
W= — Vb | L
a

Innen vilaglik, ha s = 0, W is = o lesz. Ha s allito
értékii, » mindig tagad$ marad, annak jeléil, hogy a’
kezdetpont: csics. Az s noveked$ értékeire nézve o
1sn6, shas végtelen, © isazza valik. A’ gorbének te-
hat két csigadad 4gazatja vagyon. Az (1) egyenletbe w

helyett & — \/1 tételével a’ kezdetponttol még két

a
mas, de a’ folebbiekkel hasonl) 4gazatra jutottunk vol-
na tagado haladassal, jollehet allito forgassal ellattotiakra.

IL) A’ gorbesztési erd. Eaz:
LY N . i 2.
ds a® —~ bs

Ezen kifejezésben sem a’ s7amlalo, sem a’ nevez§ Liilon-
boz8 nem lehet, mi is az (1) és (2) egyenletekbél vila-
gos. A’ gorbének tehat sem ollyan pontjai, a’ mellyekre
nézve a’ gorbesziés = o legyen, sem pedig a’ mell yek-
nél fogva az végtelenné valhatnék , nincsenek.

27. §.

A’ gorbek’ 17-dik neméhez tartozott egyenlet :

(a» 4 bs)* — 2ads =0 (XVIL)

b 1
(1) » = — Ts e o V/ 2ads
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L) A’ gorbe haladasa ataliban Neveze-
tes pontok. Has==o0, lesz »is= 0; a’ gorbének
tehat a kezdetponton kezdetiranya vagyon. Tovabba
az (1) szerint s csupan allité értékeket vesz fel, ’s azok’
mindegyikének @ kettds értéke felel meg. A’ gorbének
tehat két agazatja vagyon, azels§, a’ mellyhez az egyen-
let’ also jegye tartozik, mindig tagado forgasi marad. A’
méasodik agazatra nézve v elébballito; jeléil, hogy a’
gorbének kezdetpontnal csicsa vagyon. Ha s = %33
16n, akkor ugyanazon agazaton ismét == o valik; a’
gorbenek tehat ismét kezdetiranya vagyon. Azs nagyobb
értékeire nézve » tagado leend, és az agazat egész elfor-
gasaig ugyanaz marad. Mivel tovabba a’ masodik agaza-
ton @ allito értékei két = o értékek kozott léteznek , a’
gorbének maximuma vagyon. Azon ponttol, a’ melly-
ben ennek helye van, a’ forgas fogy, jeléiil, hogy, ez
ad
4_'1)2 .
A’ forgasi pont tehat ugy van helyezve ezen pontok ko-
z6tt, a’ mellyekben a’ gorbe’ iranya egyszersmind «’ kez-
detirany is, hogy az, az els6tdl ’s a’ masodiktol harom-
szor tavolabb, mint a’ csucstol. Ha s = oo, lesz wis
= o0, kovetkezdleg a’ gorbe’ mindkét agazatja csigadad.

a’ forgasi pont. Ugyanott az iv’ hossza s =

IL) A’ gorbesztési erd. Ez:

@:PL:_I.”_.:tl E

ds & 2a s



62 A GORBEK’ TULAJDONSAGAINAK VIZSGALATA.

Ezen kifejezés, ha s == o, végtelenné valik; a’ gor-
bének tehat csiicsaban végtelen nagy gorbesztése vagyon.
Tovibl se=s by ki 4= i‘% A’ girbének tohikt
forgasi pontban gorbesziése == o. A’végtelenben a’ gor-

besztés = — l—’- leend.
a
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Concordia parvae rés crescunt, discovdia maximae dilabuntur.



Mieldtt a’ t. m. tadds tdrsasdg dllal feladott
kérdés’ fejtésébe bocsdtkozndm, azelsd és m4-
sod rendii gorbéket, az 6szrendesek rendsze-
rére nézve, veszem vizsgdlat ald, hogy az 1j,
vagy is eredeti médszer (mellynél leg-
inkdbb Péters’t kovettem)’saz 6szrendesek’
rendszere kozt létezG kiilonbség anndl in-
kdbb szembe tiinjék. A’ sezéd eszkozok’ hid-
nya, ’s korldtozott id6m miatt, a’feladottkér-
dés teljes kimeritését nem birtam ugyan eszkoz-

leni: mindazondltal, egyfelGl meglevén gyd-



z8dve, hogy értekezésem nem lesz egészen ér-
dek nélkiili, mdsfelSl pedig megfontolva , mi-
kép mds jobb munka eldl a” jutalmat ugy sem
nyerendi el, eltokélém magam’, azt pdlyd-

z4sra bocsdtani.

Mavtius 23. 1840.



. SZAKASZ.

FEls6é és mdsod rendii egyeniletek.

L. FEJEZET.

A’ pont’ helyzetének meghatdrozdisa. A" pont’ és egye-
nes vonalnak egyenlete,’s annak taglaldsa(Discussion).

-

Ha valamelly pontot M (1. kép) egy bizo- (1. kep)

nyos téren (gy akarunk meghatarozni, hogy
az més pontlal el ne cseréltethessek , sziikseg
lesz azt két egymast vago egyen.e;; vonallal AX,
és AY (1. kép) viszonyba hozni, mellyek’ hely- (1. kép)
zete ismeretesnek vétetik. '
Hogy ha t. i. a’ ket tavolsag
BM # AC és
CM 4 AB *
tudatik, akkor az M pont’ helyzete tokéletesen

van meghaténozva.

* 3 egyenls és kiozegyenes.
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(2. kép)

ELSS6 ES MASOD

AB metszeknek, AC rendesnek, a’ kelté e-
gylitt-dszrendeseknek , XX a’ metszekek’ ten-
gelyének, YY' pedig a’ rendesek’ tengelyének
neveztetnek. A’ vagott pont 4 az oszrendesek’
kezdd pontja ; a’ sz6g < YAX az oszrendesek’
szoge. Az el6jovends leszarmazasoknal legal-
kalmasb a’ fertaly szoggel c¢lés (Rechter Win-
kel), melly folvelel mindeniitt meg is tartalott,
hol az ellenkezb emlitve nincs.

8. 2.

Mivel a’ meiszék AB =x (2. kép) és a’ rendes
AC=y, vallozo6 mennyiségek, lesz ha bizo-
nyos M pontra nézve AB=a, és AC=Db a-
datik :

x==a €s

y=b

M pontnak két egyenlete.

Ha AB valtozatlan marad, AC mindig fogy,
mig végtére = o-va valik, akkor

x=a

yE==0 :
olly pont’ egyenletei, melly a’ metszékek' ten—
gelyébe esik.

Epen ugy e’ két egyenlet:
x==o0

y=bh,
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eav @ rendesek’ lengelyebe es6 pontnak egyen-
letei. Vegre:
x=0

g

« kezdé pontnak egyenletei.

§. 3.

Hogy minden leheté pontok’ helyzvtei a’
négy fertalyban I, II, TII, IV (2. kép) x ¢és y (2 kep)
altal hataroztathassanak , sziikséges lesz még
az. 6szrendeseknek betiivetési jegyeket adri (al-
gebraische Vorzeichen). Ha t. i. A ponttol X
felé igenleges (positiv) metszekek, A-t0l 'Y
felé pedig igenleges rendesek olvastatnak , lesz-
nek az A ponttol X' felé szamlalt metszékek, és
Y’ felé olvasottrendesek, nemlegesek (negativ).

A’ mondottak szerint tehat a’négy M, M’
M’, M” pontoknak egyenlel,ei kovetkezok :

I x == a
M-re nézve 3 y = + b E

I X = — a
M’ -re nézve % y =+ bi

I X = — a
M'-re nézve 3 y=—D> ;
.\ g x =4 a E
M -re nézve y=—>
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§. 4.

Az egyenes vonalnak egyenlete.

(3. kép) Legyen M” N (3. kép) egy tetszésszerinti egye-
nes (vomal t. i), melly o’ fiigaSleges Gszrende-
sek’ tengelyeit C és B pontokban vagja; ezen
egyenesben valamelly harom felvett pontnak
M, M, M’ Gszrendesei legyenek AQ, AQ,
AQ', esMQ, M'Q, M"Q"; legyen végtére

BB || XX'; az altal lesz:
(oo hason- A BMB ~ A BMP oo A BM'P” Z
% és abbol kovetkezik az arany :
MP __MP__M'P
BP  BP BP
és ha ezen allando arany == a, és
AB =b tétetik , lesz:
MP=MQ —b=y~—b
MP=MQ —b=y—b
M'P'=MQ —b=y—b

AT O s Lo, P

"BP BP BP’

¢s mivel BP —
BP = AQ
BP' =

lesz : YT 0 —a
oy :
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mellybol kovetkezik :
(1).... y=ax b
vagyis az egyenes vonalnak egyenlete.

Ha ezen egyenlethen (1), x helyett akar-
melly mas érték = AQ tétetik, az annak meg-
felel6 rendes MQ = y (3. kép) szamithats, melly
erteck MQ a’ fiiggSleges vonalon tétethetik fel,
mi altal az adott egyenesnek pontja M van
meghatarozva; hasonloan talaltatnak a’ vonal-
nak tobbi pontjai is. Ezen egyenletben x és y
a’ vdltozd, a és b pedig az dllands mennyise-

gek ; és ha < NCX= < &, lesz
MP

a = -_-BP = tang. «,
feltéve hogy a’ fél atmér6==1; b pedig azon
pontnak rendese, mellyben az adott egyenes a’
rendesek’ tengelyct éri.

§. 5.

Az (1) egyenletnek taglaldsa.

1. A’ két allandd a és b, melly addig hati-
rozatlan marad, mig valamelly bizonyos egye-
nesrSl sz nines, azt mutatja, hogy az egye-
nesnek meghatarozasahoz két foltétel kivantatik.

2. Ha az adollL egyenesnck azon pontjait
akarjuk meghatarozni, mellyek a’ metszékek’
¢s rendesek’ tengelyét altalvagjak, akkor valtoz-

@3.

kép)
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(3. kép)

ELSO ES MASoD

latva tétessek y és x=o0-vh, ¢és az els$ eset-
ben x, a' masodikban y értéke keletkezik; mert
2-dik §. szerint azon pont, mellynek rende-
se =0 a’ metszéekek’ tengelyében, mellynek pe-
dig metszéke = 0, a’ rendesek’ tengelyében
fekszik. Lesz tehat, ha y=o:

X = — lai= AC. (3. kép)

C pontra nézve;
ha x = o:

y=-+ b=AB.
B pontra nézve.

3. Ha b=o0, vagy B pont A pontra esik,
az els6 egyenletnek (1), kovetkez$ alakja lesz:

(2).... y==ax

melly egy ., a kezdé ponton keresztiil mend e-
gyenesnek egyenlete ; mert hax=o, lesz egy-
szersmind y==o0, ésmegforditva; t. i. az egye-
nes vonal az Oszrendesek’ tengelyét kezd-
pontjaban metszi. Ezen (2) egyenlet csak egy
hatarozatlant foglal magaban, jeléiil , hogy az
utObb emlitett egyenesuek meghatarozasahoz
csak egy adatra van sziikség. _

4. Ha M”N, B pont kériil Y felé forog,
a’ rendesek’ tengelyével Ossze fog esni, midén
< «=90" lesz, ’s mivel akkor:
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a=—tange=—"tang 90°=0o0, lesz

S o fo FEORE
a o0

A rendesek’ tengely enek egyenlete tehdit :
=0

5. Ha M N az emlitett mod szerint B' fele addig
forog, mig <a=o, vagy mig BB vonallal esnék osz-
sze, lesz, mivel a==tange=—o,

s y=b

az az, egy a metszékek' tengelyével b tdvolsdgra pdr-
huzamos (parallel) vonalnak egyenlete.

6. Ha M"N, C pont koril X felé forog, nem
csak < @, hanem b is kisebbiil, és ha M"N, AX-re
esik , lesz:

< a=o0
és b==o, ’s azért
Jre, :
melly a’ metszékek’ tengelyének egyenlete.

7. Legyen AC=c, lesz a’ (2-dik pont szerint)

h r
c==— _— ¢s avval

a
y = ax — ac
hol b helyett az értck = — ac tétetett. Ha most M" N,
C koriil addig forog, mig < e¢=90°, miveltange =a =
oo, lesz:
X =L -+ c = —y—+ c
a 00

vagy x == ¢,



12 ELSG ES MASOD

egy d rendesek’tengelydvel c tdvolsdgra pdriie-

zamos vonalnak egyenlete.

. 6.

Az elsé rendii altaljanos egyenletnek alakja, gy

mint :
Ax + By + C = o,
melly egy egyenes vonal, mert abbol kifejtheté:

o o A ¥ .
-) G E B?
. mellyhen : ~—é = a
g B
i
és —'-E:b
A

Ezen egyenes konnyen alakithato; kerestesse-
(5. kép) nek t. i. annak pontjai B ésC (5. kép) mellyek-
ben az &szrendesek’ tengelyei metszetnek; mi-
vel az egyenesnek meghatarozasahoz csak két
pont kivantatik , sziikség lesz ezen két talalt
pontot, egymassal, egyenes vonal altal Gssze-
kotni, ’s mindkét felél meghoszabbitani. Mi
altal az adott vonal alakitya van.
Ha az adott egyenes a’ kezl3 ponton megy
keresztiil, az az:

y = Ax,
akkor x helyett egy bizonyos érték p. 0. =10
(4. kép) vétessék (4. kép) = AB) lesz, a’ szerint
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y == 10 A = BM
feltéve, hogy BM - AX, ’sa’ kivant két Pont(a’ jegy L

Aé M meg van hatdrozv azt jelenti,
hogy fiig-
1'36 példa- golesea)

Legyen p- 0. az adott egyenes :
2y — 4x = 16.

ha x=o0, lesz .y=1-q= 8.
P
16 ¥
ha y=0o, ,, —x__-?_.- 4.
Vétessek tehat :
— x = AC=4, ¢s
y = AB=38. (5. kép) (5. kép)

akkor LN lesz az egyenletnek megfeleld egye-
nes vonal.

9-dik péida.
y==>5x adva van;
tétessék : x==10=— AB, lesz
=50 = BM

(4. kép) feltwe hogy BM - AX, mi altal 2’ (4. kep)

vonal meg van hatarozva.
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(6. kep)

ELSO ES MASOD

2-dik FEJEZET.
Masod rendic gorbek.
I A Kor (it mindig o’ kor' keriilete értetik).

§ 7.

A’ kor’ egyenletének felallitasanal az sz-
rendesek’ tengelyei ngy legyenek valasztva,
hogy a’ kezds pont A, egyik atméronek végé-
vel, a’metszékek’ tengelye pedig egyszersmind
czen atmérdvel essék ossze. AP=xés PM =y
legyenek, egy, a’ korben felvett pontnak osz-
rendesei, (6. kép) C a’kor’ kozép pontja, s a’
fél aumérd CM = r. A’ Absl CMP kovel-
kezik :

CP? +PM?*=CM?, vagy, mivel
CP=x—AC=x—r,
PM =y, é&s CM=r
(x —r)* = y? = 1% ¢és abbol
(1) x*4-y’— 2rx = o,
a kornek egyenlete.

Ha a’ rendesek’ tengelye kozegyenesen

C pontig mozditatik , akkor még egyszeriibb
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alakot nyer az (1) egyenlet : mert most lesz: CP = x,
PM=y, ¢s CM==r, tehat:

CP? 4 MP?* = CM? vagyis

(2) 2%~ ¥ =

§. 8.
A (2) alatti egyenletnek taglaldsa.

1. Ha az egyenlet (2) y-ra nézve fejtetik-ki, lesz
y=tya—m
A’ kétszeres jegy a’ gyokér el6tt azt mutatja, hogy min-
den x értékeért, meddig y még lehets érték, y-nak két
egyenld, de elleniranyu értéke van; hogy tehdt @’ met-
szek’ tengelye o kirt ket részardnyos (symmetrisch) ma-
gdt minden pontjaban tokéletesen fodd részre vdlaszija.

2. x ért¢ke valamint igenlegesnek, ugy nemlegesnek
is tétethetik, de x? mindig igenleges marad; tehat egyen-
16 igenleges vagy nemleges metszékeknek , csak egyenld
rendesek felelnek meg ; azért «’ gorbe @’ rendesek’ ten-
gelye dltal is ket részardnyos, tehdt a kir, a’ kizép-
pontjdiban egymdst egyenes szog alatt metszd tengelyek
dltal , négy részardnyos részre osztatik.

3. Hogy a’ kornek azon pontjai, mellyek a’ két ten-
gely altal metszetnek , hataroztathassanak, tegyik a’
(2)dik egyenletben el6szor

y = 0 's lesz
x? = r?, tehat
X

= +r
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az az, « metszék' tengelye dltal @ kir 4 r és — r
tdvolsdgokban vagyis A és B pontokban vagatik.
Ha x=o0, lesz:

= e,
tehdt o rendesek’ tengelye is @’ kirt - r és — r td-
volsdgokban taldlja.

4. Az egyenlet

y=x Vie—x'
azt is mutatja, hogy, ha x==0, y legnagyobb; ha x
folyvast nevekedik, akkor y fogy, mig végtére x=r
ertékére nézve :

y ==o0-va valik.
x érteke nem lehet nagyobb mint r, merthax >r,y
értéke lehetetlen (imaginair);’s igy y sem lehet nagyobb
mint r, merl akkor x értéke volna lehetetlen.

II. Csicskir (Ellipse).

§. 9.

A’ Csucskor olly tulajdonsigd egyen-
lapu gorbe, mellynek minden pontjabol M,
(7. kép) M ... (7. kép) valamelly el6re meghatarzott ket
ponthoz F, F' vett tavolsagok’ dszvete FM —+
FM, vagy FM +F M'’s a’ t., egyenl§ vala-
melly egyenessel == 2a; tehat:
FM+FM=FM + FM =2a.

F és F gyapontnak (Brennpunkt), minden egve-
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nes FM, FM ’sth., melly a’ gorbének akarmelly pont-
jat, a’ gyiponttal osszekoti, vezetének neveztetik (Leit-
strahl). )

§. 10.

Ha F, F' pontokon keresztiil egyenes vonal huzatik,
’s FI’, C-ben feleztetvén

CA == CA = a tétetik

A és A’, az emlitett tulajdonsaganal fogva, a’ cstucskor-
nck két pontja leszen; mert 4-ra nézve:

CF = CF’ levén,
AF 4+ AF =— a — CF + a -+ CF' = 2a;

A -ra nézve:
AF - AF —m a — CF + a + CF = ?a.

Ha F és F' bél, CA = CA’ = a-val, mint fentSvel (radius)
magokat B és B'-ben metsz6 korivek (Kreishdgen) vonat-
nak, B és B is a’ gorbének két pontja; mert BF 4 BF
— BF 4+ BF’ = a—+a=2a. Ha végtére a’ hatarzoti
egyenesben F F’ egy pont i vétetik és F, Fbsl, Au ¢és
A'uvel , magokat M, M’ és m, m'ben vigo kdrivek hu-
zatnak, akkor M, M és m, m' is a’ gorbének pontjai lesz-
nek. Mert p. o. M-re nézve all :

FM + FM = Au 4+ Ap = AA = 2a.

Fzen méd szerint tébb pont is meghataroziatik,
mellyek, ha folytonos vonallal kottetnek ossze, a’ csucs~

kortkepzik.
2
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§. 11.

Ezen gorbének egyenlete’ leszarmaztatasa-
ra nézve legyen F F' a’ metszékek’ tengelye; C
pont az oszrendesek’ kezdd pontja (8. kép) M
a’ gorbenek egy pontja, FM, F' M a’ vezetk;
akkor lesz, ha FM=u, FF M= u’ tétetik:
0ol =2 auens ()
ha tovabba CP=x, PM==y, M pontnak 6sz-
rendesei, a’ két FMP, és FMP Abol kovet-
kez$ egyenlet ered : I
PF?’ 4 PM?*=FM* ..... ()
PF*4-PM*=FM?* ..... ()
’sha CF = CF = ¢, lesz:
PF=c—x, PFF=c—+x
és (B)’s (8) szerint:
(c—x)+4y?*=u? ..... (0)
(e4x)+y2=u? ..... (2)
osszeadas altal :
20 4= 2x* =~ 2y* =u?—-u?
vagy x4y 4-¢?) = ui~4-u? ... (1)
(8) at (&)bol lehuzvan :
dex=u?—u?*=l +u) (v —u)
vagy 4cx = 2a (W —u), és abbol

o —Uﬂg?—x vets L)
a .
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(@) és (@) egyenletekbdl :

’ CcX ‘
u=a—!-———,es
al
I ex
u = 4 =—— —,
a

ezen két érték (z)-ba téve:

3 2
o

= 2a’ - 2o xf
a')
’s abbol :
x21 —.(:_2. — yP = az—c’ vago
a? Sl ’ oy
2 a? .
x’(a—-——c_)-l—yzzaz——-c’, wowaie: LEE)

Mivel Aben két oldal egytitt mindig hosszabb mint a’
3-dik magaban, lesz
u—+u > FF, azaz:
2a > 2c, vagy
al > ¢
a’— c? tehat mindig igenleges mennyiség; ha tehat:

a?=— c?= b2 tétetik

lesz (m) szerint :

%7 bh*
? = b2, s abbidl végtére a’ csticskor-

nek legegyszeribb egyenlete:

(A) a’y® + b*x? = a’h?
2*
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§. 12.
(A) egyenletnek taglaldsa.

1. Ha az (A) egyenlet, egyszer y-ra, azutin x-re
nézve fejtetik ki, lesz:

@) y=F2yF=

@) x =% 2VF—y

2. Minden, Cponton keresztil mené vonal N N,
Cpontban feleztetik ; mert ha ezen egyenesnek N N’ e-
gyenlete, melly (5 §) szermt:

y = Ax,
a’ csticskor’ egyenletével kottetik ossze, akkor’ a’ kivet-
kezs egyenlet csak azon pontokat foglalhatja magaban,
mellyek mind a’ két vonallal, a’ csdcskorrel t. i. ’s az
egyenessel , kozosek; az altal azon pontoknak 6szren-
desei nyeretnek meg, mellyek a’ csicskort végiék. Ha
tehat az (A) egyenletben y helyett Ax iratik, lesz:
Ala’x? 4 b*x? = a’h?,
és abbol :
() «ows = x == i—a_h._.__.__
A!al_'__ b!
’s mivel y = Ax, lesz
+ Aab
(I‘) v Y = VFZ—__E
a’4-b
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az altal N és N pontoknak Gszrendeser x és y
hatiroztattak, a’ felss jegy (=) N-nek , az al-
80 (—) N'-nek felelvén meg. A’ kétegyenletbdl
(q) és (r) latni, hogy valamint x-nek a’ két ér-
téke egyenls, gy y-né is; tehat Cp = Cp/,

21

és Np=N'p, azért a’két ANCp 5 NCp',és oo con-

NC = N'C.
vagy minden, C porton keresztiil vont egyenes,
C-ben feleztetik ; azért Clozéppontnak,’s min-
den azon keresztiil mend egyenes.p.o NN’ dt-
meronek neveztetik.

3. A’ gyokér eldtti ketts jegy (n) és (p)y
ben, azt mutatja, hogy valamint @’ tir, ugy
@ esticskor is, az oszrendesek tengelyei dltal,
4 részardnyos (symmetrisch) részre osztatik..

4, y=o, id, x=7Fa; x=0, ad

y==t b
t.i. az oszrendesel’ tengelyei, +a és — a,
<+ b, és — b tdvolsdgokban vagatnak.

gruent

5. M pountnak kép (8) tavolsaga Ctdl, x (8. kép)

és y altal kifejezve:

CM=d = £ |/ X y?
vagy ha (n)bél y helyett a értéke tétetik:
A= |/ T by \/ e

a‘Z

vagy d=1 /by @—b) x'...... (s)

a2

a
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Ezen kitétel legkisebb értékre jut, ha x =0,
melly esetbend = il/B_ﬂ=ib=CB=CH;
ha x n6, d is n6, és legnagyobb értékét éri el,
midén x= a; akkor lesz:
d=tyFora—h —tyd =+ a
Ebbél kiovetkezik , hogy minden dtmeré kozt,
AAd" & legnagyobb, BB pedig a' legkisebb.
Azon feliil A4 nagyobb, mint akdrmellyik,
a csticskiorben huzott egyenes p.o. g8’ (8. kep)
mertha g és g C-vel kottetik ossze,a’ 2 gCgben:
gg < Cg + C¢

de a’ mondoltak szerint:

CA > (g
CcC4 > C¢;
vagy CA + CA" > Cg -+ Cg;
tehat annal inkabb

AA > g, (mert AA' = CA + CA)

6. A’ 11-dik §-ban volt :

a’—c?*=h?, és abbol

c=x1\/ 2"},
¢ =CF¥F=CF nyultsignak neveztetik (Excen-
tricitaet). :

7. AA" és BB minden vonalt, melly BB
vagy AA" vonalhoz kozegyenes, egyenes szog
alatt felez, azért neveztetnek csucskor’ tenge-
lyeinek ; és pedig AA' = 2a, az elsé vagy
nagy BB =2b, o’ mdsodit vagy Fkis tengely-
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nek; A,A", B, B vég pontjai pedig tets pon-
toknak (Scheitelpunkt).
8. Ha a=bh, lesz
a’y?— a?x?= a!
vagy x'—-yl==a?
t. 1. a’ kor, mellynek félatméréje = a, ’s ko-
zéppontja az Osszrendesek’ kezdSpontjara esik ;
@ kor tehdt mint egy csiicskor tekintethetik
mellynek nyultsiga c=o (b szerint).
9. Ha egy pont magaban a’ csticskor’ kerti-
letében van, all az egyenlet:
aiyﬂ _+_ thQ — a?b! ;
ha beliil esik , p. o.- mint m (9. kép), akkor a’
rendes mP kisebb , mint ugyanazon metszék-
nek megfelels rendes MP, azért is:
a?mP* < a’MP?, ’s ha
mP=y tétetik, lesz
a2 y2+ b2 Xﬂ < aﬂbﬂ
Egy a’ csucskoron kiviil es6 m' pontra nézve
. lesz, mivel,
m'P > MP;
azy?. +b2x2 > aﬁbz_
m” pontra nézve, mivel
X > a
b? X2 > a2 b?
lesz annyival inkabb :
a?y’—l—b"x’ > a’h?
10. A’ csucskor’ egyenletébél kovetkezik :

(9

23

. kép)
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aly? = a’b* — b?x?
= b?(a® — x?)
vagy a’y? = b*(a—+x) (a—x), ésabbol

y?: (a4-x) (a—x) = b?: a*, vagy

M pontra nézve (8. kép)

PN AP AP = 2 &,
mas pontra nézve lesz

PM:: A'P. AP =b?: a?
azért PM?: APAP= PM%: AP. AP
vagy, a’ két kozép tagot valtoztatva:
: PM2: PM'2 = A'P. AP: A'P. AP
ha a=b, lesz:

PM?: AP, AP = 1: 1 vagy

PM? = A'P. AP.

11. Ha a’ nagy és kis tengely felett, mint
atmérék felett, 2 kor rajzoltatik (10. kép), ’s
a’ metszéknek x =CP, a’ megfelel6 kor’ ren-
dese, ¥ = PM, a' csucskoreé pedig y=PN,
akkor a’ nagyobb kornek egyenlete lesz:

x?—+y?==a?, ¢s abbol
y?=a’=——x"
a’ csucskor’ egyenletébdl pedig kovetkezik :

y3=§—2(32 e ) ket

2
yr'z: y:=a'z -—X.‘!: ? (as_xs)

2

vagy y' : y"’.: 1:2. == a%: bz’ ’s abbol

¥y = a: bui.: (1)
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Ezen tulajdonsag egy modra vezet, melly sze-
rint a’ csucskor alakithato. Ha t. i.az adott ten-
gelyeken az emlitett kbrok rajzoltatnak, ha a’
nagy tengelynek valamelly pontjaban MP -L-
AA’ allitatik, ’s M pont C-vel egyenes altal kot-
tetik ossze, akkor CM a’ kis kort valamelly L
pontjaban metszi; ezen ponton keresztiil huzas-

sék LN || AA’. A’ hasonl6 LMN, ¢s C M P (]| pirhu- '

- i, . Zamos
11aromszogek miatt lesz: )

MP: NP = CM: CL, de mivel
MP=y,MC=13a, LO=Dh)
lesz helyettezés altal (Substitution)
y: = NP = a:h,
tehat (t) szerint '
NP = y, vagyis N a’ csicskornek egy
pontja. '
Hasonloképen talaltathatnak a’ gorbének
tobb pontjai is.

Ill. Négy karu vagat (.Hyperhel).

§. 13.

A’ négy karu vagat olly tulaidonségﬁ
egyenlapu gérbe, mellynek minden M ponija-
bol (11. kép) va'amelly elére meghatarzott két (11. kép)
ponthoz F és F vett tavolsagoknak MF és
MF’ kiilonbhsége MF" — MF, egyenl5 valamelly
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egyenessel = 2a, Itt is F, F a’ gyapontok, FM, F'M
a’ vezetik.

§. 14

Ha a’ két pont F ésF' az egyenes XX altal kapcsol-
tatik-6ssze, s FF', C pontban feleztetik; ha tovabba
azon C pontbol, CA = CA’ = a vagatik , akkor A
és A', a’ gorbének két pontja; mert ezenalakitas szerint :

AF = A'F, tehat
A pontra nézve:
FA—TFA ==FA + AA — FA = AA = 2,
A'ra nézve : '

FA' — FA = FA 4+ AA — F'A = AN =2a.
A’ gorbe’ valamelly mas pontjanak meghatarozasanal
vétessek XX'ben egy pont O” Fen kiviil és huzassanak
F és F'-bsl A’ O és AO”, mint fentSvel M, M’ és m,
m’ pontokban magokat metsz6 kérivek. Az altal a’ metszék’
XX', és rendesek YY' tengelyére nézve , melly utolso,
C ponton keresztiill megy és L XX, 4 részaranyosan
fekvé pont M, M', m, m', lesz meg hatarozva. Hogy
pedig ezek a’ négykara vagatnak pontjai, abbol kovet-
kezik , mivel p. 0. M-re nézve:

FM — FM = AQ — AQ" = AA' = 2.
Ugyanaz all a’ t6bbi 3 pontra nézve is. A’ mutatott
mod szerint a’ gorbének tobb pontja is talaltathatik,
ha 0" pont az egyenes vonalon XX’ tovabb mozditatik.
Mivel a’ haromszogben A F FM

FM — FM = 2a < FF’, és
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Ad — 2a
tehat AA < FF'.
t. 1. a’ két pont A és A" mindig F és I koz
fekszik.

§. 15.

E’ gorbének egyenlete’ leszarmaztatasanal
legyenek (11. kép) XX’, YY’, magat C pont- (11. kép)
ban metsz$ egyenes szog alatti oszrendesek’
tengelyei; tovibb FF' = 2¢, vagy CF = CF
= c¢; valamelly M pontiak 0Oszrendesei x,
y, M = u, FM = u.

Az equneé haromszoghdl A FMP

ées F'MP kovetkezik :
FP? 4+ MP? = FM?, és
F'P? 4+ MP? = F' M? vagy
(@) (x=—c)® 4 y* = u?
B) (x—4c)* 4+ y? — u?
Oszeadas altal:
(8) 2(x*—4y? 4 ¢?)=u?—u?
Lehuzas altal:

dex = u? — v = ({ 4+ u) (U — u)

. L4
vagy, mivel u — u = 2a, lesz
J dcx dex 2cx
U =il = — —
u—u 2a a
’ cx
azért U = -— -4 a,

a
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éSll=E£—a
a

ezen két érték u' és u helyett (s)ba téve:

2 2
2y +e)=(Z +a ) + (2 —a)
a a
2
— 2c Xﬂ—}—a’
32

’s abbdl: a®y*~4-(a®—c?) x* T a (a>=—c?)
mivel pediga < ¢, azért a>—c? nemleges lesz, legyen
tehat :
(0 .... a?—c? = — b?, akkor
lesz a’ négy karu vagatnak legegyszeriibb egyenlete :
(B) ... a%y> — b*x?= — a’h?

§. 16.
(B) egyenletnek taglalasa.

1. Ha a’ négy karu vagat’ egyenlete (B) a’ cstics-
korével (A) hasonlitatik ssze, kitetszik, hogy az egyen-
let (B), (A)bol egyszeriien ered, ha (A)ban b helyett
b/ —1 tétetik , mert (b l/-_—-_l_)’= —= b2 Tehdt min-
den o csucskirnél leszdrmaztatott alak, @' négy ka-
ri vdgatra is lesz alkalmazhatd, ha abban b helyett
b |/_—_i_ tétetik. Ezen helyeltezés altal lesz p. o. @
nyultsag’ egyenletébl ¢ = =+ V a?e=b?

c=1)/ 2 (b)) — 1p==Va—(b?)=V a4+ b

a’ mint lenni kell; mert az egyenletbdl (8) kovetkezik ;
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Cc == ‘/;ti—_bi a’ gorbhének nyultsaga.
2, (B) egyenletet y-ra nézve fejtvén ki:

N .
Y= x ;\/ X e— u®
X-re nézve:
W S U
X = :l: El/)2+b'
FEzen girbenek pontjai is, XX' és Y'Y’ tengelyeket
tekintve, részardnyosan fekvok (symmetrisch).
3. Ha x=m=a, lesz y=:l:0, @ metszek tenge-
lye tehdit A és A' pontokban taldltatik , mert:

AC = 4 a
AC= —a

4. Ha x=—o0 lesz:
7 ‘i_‘;. V/ —a = & b/ —1, azaz lche-

tetlen; azert @ girbe nem érheti o rendesek tengelyet;
és mivel altalinosan, midén x < a, y lehetetlen, egy
pont sem eshetik Chez kozelebb, mint A és A, Ezen til
a’ gorbe jobbra és balra végetleniil terjed, és négy rész-
aranyos ’s végetlen agbol all, mellyek akar XX', akar
YY' koril forditatnak, egymast minden pontjaikban
tokéletesen fodik. Ezen négy 4gbol tulajdonképena’ négy
kart vagat 4ll, 4mbar a’ ketts: AM és Am, vagy A'M
és A’ m' is, ezen nevet viseli.

5. Minden o metszél’ tengelyéhez kizegyenes, a
rendesek’ tengelye dltal, ahhoz kozegyenes pedig @’ met-
szék’ tengelye dltal feleztetik; mert minden igenleges
vagy nemleges metszék’ értéke , két egyenld de ellenke-
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26 vendest 4d. Itt is valamint a’ csucskornél két pont

B és B hataroztathatik , mellyre nézve CB=CB'=b
=1 Ve—a

A két egyenes AA' , BB o girbének tengelyei; AA

elsének, BB masod:»{ tengelynek, a ket pont 4, A’

teté pontnak neveztetik.

6. Minden, C ponton dltal mend egyenes 00, C-
ben felestetik ; mert ha 12-dik §. 2-dik sz. alatt (q) és
(r) alakban b helyett iratik b)/ —1, lesz:

:l: ab
= VAl
___:|: Aab
Y =V e—&w
melly két alakbol kivehets, hogy, mint a’ csucskornél

volt,

?

0C = 0'C;
azért C o négy kart vdgat’ kizéppontjanak , minden
C ponton keresztiil mend egyenes pedig dtmeéréjének
neveztetik.
7. A’ két utolsd egyenlet azt mutatja, hogy a’ va-
gott pontok O és O csak addig lehetSk, migbh > Aa

vagy

A<ll

a
ha A > 13_, az atmérSnek a’ metszék’
a
tengelyére nézve ollyan helyzete LL lesz, hogy a’ gor-

bét sehol nem érheti. Ha ellenben

A?a? =Db?, vagy
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A = + =, akkor
a

X =j:ah = éS
o

=

t. i. a’ pontok, mellyekben az atmérs a’ gorbét talalja, vé-
getlen nagy tavolsagra esnek. Ha tehit az atmérének
UU, és UU XX're nézve illyen helyzete van hogy < «
szognek érintéje : >

tang.u—A=:|:]i;
a

akkor ezek a’ négy karu vagatot végetlen tavolsigban é-
rik. Ezen kiilonos két atmers alakul, ha a’ teté pontban
A, AK = AK' = b - XX’ allittatik, és K, K’ Cvel
egyenes altal kapcsoltatik Gssze, mert akkor lesz:

b = a tang ACK, vagy

tang ACK.=E és

a

tang ACK' = — E
a

Ha a’ négy kart vagatnak valamelly pontjara néz-
ve x=CP a’ metszék, mellynek a’ rendes, y=—PM,
az egyenes UU -nak rendese pedig y = PN felel meg, lesz
a’ gorbének egyenlete :

g, A
yz — .aT x2 —bh?.,,... (m}

az egyenesnek egyenlete masodik fokra emelve:



32 ELSG ES MASOD

kivonas altal:
y?— yt=h?, vagy
(y'+y) (yy —y) = b?, és abbol
' h?

y—_y=MN= ’ T
e
Az (m) és (n) alatti egyenlethdl latszik, hogy ha x nd,
y is novekedik, és ha

X = oy
lesz y = oo
€ y =

y ¢s y-nak ezen értéke mellett lesz:

MN =2

0

o0

a’ két egyenes tehat a’ gorbéhez mindig kozelit, a nél-
kiil, hogy azt valaha érhetneé ; el «zért is vegetleniil ko-
zeledbknek , vagy' egyszdval kizeledbknek neveztetnek,
(Asymptoten) , a’ szog <UC[ = 2e pedig azoknak
szoge. A’ két kozeledd tehat a’ hatar a’ lehetd és lehe-
tetlen atmeérdk kozt.

9. Haa=Db, lesz a’ gorbének egyenletéhdl:
b Vxi—a?, o negy karu vagat ezen
esetben egyenld oldalinak neveztetik, és @ kizeledsk’
szoge UCU' ='"2a, egy egyenes szog lesz, mert

tangu=__ — W |
a

tehat ¢ = 45°, és 2 a=90".
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10. A’ mint valamelly pont M, R, r, &
gorbének vonalaban, azon kiviil, vagy belil
esik , lesz:

azyz_b2x2+azb2 A R
> 0
< o
¢s itt is, mint a’ csieskornél, az arany

MP2: MP? = A'P. AP: A" P. AP
7. A kdpvonal (Parabel).

§. 17,

A’ két kard vagat olly tulajdonsagu
egyenlapt gorbe, mellynek valamelly pontja
M, a’ hatarzott ponthoz F, olly tavol esik, mint
az allo vonaltol CC. F &’ gyupont, FM & ve-
zeté sugdr (Leitstrahl), CC' & wezetévonal
(Leitlinie) (12. kép).

$. 18.

A’ moundottak szerint a’ két kard vagatnak
pontjai konnyen talalhatok. Mert ha F ponton
keresztiil az egyenes BFX -- CC' huzatik , a’
tavolsdig BF, A pontban feleztetvén, mér ez a'
gorbének egy pontja, mivel FA ==BA. Egy mas
pont’ hatarozasara allitassék P pontban egy

2

33

(12. kdp)
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fiiged , ’s tétessek FM = BP, akkor ismét lesz M a” két
karu vagatnak pontja, mert MF =— PB = MD; mi fel-
tétele a’ gorbének. E’ szerint hataroztatik a’ részaranyo-
san fekvd pont M', és a’ gorbének tobbi pOnt]a is,
mellyek, ha folytonos vonal altal kéttetnek dssze, a’ két
karu vagatot kepzik.

§. 19.

E’ gorbének egyenlete’ leszirmaztatasanil legyen
AX a’ metszék’ tengelye, A az oszrendesek’ kezd6 pont-
ja; tovabba AB = AF =) BF = ¢, M pontnak 6sz-
rendesei x, y, 's a’ megfelel6 vezetd
FM = u.
(5-dik §. 7-dik sz.) szerint, a’ rendesek’ tengelyehezYY
parhuzamos vonalnak MM’ egyenlete:
x = AP = BP — AB
vagy XU — @& .ee (8)
Az egyenszegii [\ b6l FMP van:
FP? 4+ MP? = FM?, vagy
(x—cf+y'=u ... (B
ha az (@) egyenletbdl az értek
u = x =+ ¢, (f)ba tétetik;
lesz: (x —cf — (x=4c) 4+ y*=o.
vagy: y* = 4cx,
és ha 4¢c = p,
a’ két karti vagatnak legegyszeriibb egyenlete lesz :
C) ... y9 = px.
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§. 20.
(C) egyenletnek taglaldsa.

Ezen egyenletbdl kovetkezik :

y=1=%Vpx
1. & gorbe @ két, gyokér elbiti, jegy miatt,
ket a’ metszék’ tengelyére nézve részardnyos dgbdl dll,
mellyek mivel x-nek csak igenleges értéke lehet, az igen-
leges metszekek’ oldalara terjednek veg nélkil. Az egye-
nes AX, melly valamennyi YY hoz kozegyenes vonalt fe-
lez, a’ két karu vagatnak tengelye. Ha p nemleges volna,
akkor a’ két ag a’ nemleges metszékek’ oldaléra terjedne
vég mnelkiil.
2. Ha x==0, lesz y=10; vagyis a’ kezd§ pont
A. Ezen pont 4 a keét kard vdgat’ teté pontjdnak ne-
veztetik.
3. Ha x == AF = },p = ¢,
akkor: y = FO = & l/}f:_p2 = < Hp.
tehat 00" = 2%p = p. :
melly ' két bart vigat’ nyujtdjinak neveztetik (para-

meter),
4. A’ gbrbének egyenlete
¥ =P
més pontra nézve:
y* = px

5‘
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(13. kép)
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§. 21.

Altaldnos mdsod rendii egyenlet.

Mindenek el6tt sziikséges lesz megmutatni,
hogy valamelly szabalyos gorbe’ egyenletének
foka nem az onkényesen folvett oszrendesek’
rendszerétSl és helyzetétdl, hanem magatol a’
gorbe’ természetétol fiigg.

Arra nézve legyenek (13 kép) XX, YY'
a’ fiiggbleges rendszer’ tengelyei, mellyek sze-
rinta’ gorbe eredetileg hataroztaték, és AP =x,
PM=y, M pontnak szrendesei. Az uj fiiggé-
leges UU, TT', rendszerre nézve, legyenek
A'P=x, PPM=y ugyanazon pontnak M,
uj oszrendesei. Ha a’ gorbét az 0j Oszrendesek
szerint akarjuk meghatérozni, sziikséges az el6h-
bi oszrendeseket az utobbiak és altalinosan a-
zon érickek altal kifejezni, mellyek az uj ten-
gelyek’ helyzetét az elsbbi tengelyekre nézve
hatirozzak meg, ezen czélralegyen AB=CA’==a

és AC=BA'=b

lesz .. x=a—<4x

és y=b—+y
Ha tehat &’ gorbe az uj rendszerre vitetik altal,
’s x helyett a—x, y helyett pedig b 4y téte-
tik a’ gorbének egyenletébe, vilagos, hogy az )
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egyenlet sem lehet kiilonb6z5 rendii. Ha ellen-
ben a’ kezdSpont valtozatlan marad (14. kép) (14. kep)
¢s a’ fiiggbleges oszrendesek’ tengelyei A koril
forognak, mig UAX = < &, ha tovabba:
RF || AX, PQ | AY,
lesz: x = AP = AQ — QF
vagy x = x Cose = y Sin e
¢pen tgy: y = PM = UP 4+ RM.

vagy: y = xXSine 4+ y Cos .
azért lesz x helyett:

(1) xCos ¢ — y Sin «

y helyett: (2) x Sin e + y Cos a.
Hasonloképen mutathatik, hogy, ha valamelly
gorbe akar hegyes, akar fiiggsleges oszrendesek’
rendszeréb6l egy méasikra akar hegyesre akar
fiiggslegesre vitetik altal, a’ fok (gradus) annak
egyenletében nem valtozik. Ha tehat a’ gorbé-
nek egyenlete :

Ax"—+-Bx"'y - Cx"y*+... 4+ Mx'y+.

mellyben q—+-r legfeljebb = n, lesz az atvaltoz-
tatas utan:

A'x“—l-—B'x“"y—}—Cx“"’y”-—l-— ceen = Mxty.

§. 22.

Az altalanos 2-dik rendii egyenletnek
x és y kozt az a’ formaja.

1) Ay’ Bxy—+Cx*+4Dy4-Ex—+F=o0.
¥ y y
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A’ kévetkezBkben vizsgalni fogjuk: mellyek az (1)
alatti egyenlethez, ha minden Osztevd végesnek vetetik,
tartozo gorbek ? ' '

Hogy ezen egyenlet taglalisra alkalmasb legyen,
szuksug azt egyszeriibb alakra hozni, mellyre talalunk.,
ha az egyenlettel, mint &’ fuggéleges oszrendesek’ rend-
szeréhez tartozoval banunk, mivel igy legegyszeriibben
tobb tag ki fog iktattathatni,

Hogy a’ tag, mellyhen xy fordul el8 , kirktathassck ,
képzeljik, hogy a’ két tengely A }.orul mint az 0sz-
rendesek’ kezd6 pontja koriil, bizonyos & a szeglettel for-
diljon el, akkor az (1) egyenletben, 21-dik § szeriut

x helyett: x Cos « — y Sina
y helyett: x Sine 4y Cos &
kell tenniink, mibdl lesz:
A (xSine + y Cosa)?—+ B {x Cose — y Sin )
(xSine + yCos«) 4+ C (x Cos @ — y Sin )’ —+
(xSinoc —+ yCose) 4+ E(x Cose — ySin &) +-
I‘ —o0. Es abbol kifejtés altal:
Ameaz—]—Ay Cos a? -+ 2AxySmaCosa+
Bx? Sin @ Cos & + Bxy Cos ¢ — Bxy Sin &’
— By*Sin e Cos @ -+ Cx* Cos & -~ Cy*Sin a* —
2Cxy Sin @ Cos ¢ =+ Dx Sin ¢ 4+ Dy Cos e +
—+ Ex Cos ¢« — Ey Sme + F =
vagyis rendezve:
L
(A Cos@* — B Sina Cos ¢ 4 C Sin#?) y* —+
II.
(A Sin & 4+ B Sin @ Cos & ~4 C Cosa?) x* 4



RENDi{] GORBER. 317

IIL.
~+(2ASmeCose— BSine*+-BCose’—2CSinaCose)xy —+

IV.
 (DCosa -+ E Sinea) y —+

-

~+ (D Sine + E Cose)x +— F = o
vagy ha rovidség’ okaért

az osztev6: I =—= M
% I = N
- I = L
s IV = R
- V = S tétetik

lesz: My* +— Nx* + Lxy - Ry +— Sx 4+ F =o
Hogy tehat a’ tag Lixy kiiktathassék, az oszievs L
tétessék = o. .
Mivel pedig: » Sin @ Cose == Sin 2 «
és Cos @ = Sin a@® = Cos 2 «,
lesz a’ I1I alatti dsztev6ben:
L= 9 ASinaCose — BSina?~+BCosa’—2CSinaCose = o
(A — ¢)Sin 2« + BCos2a = o0, és abbol:
Sin 2 & =0
Cos 2 o 3
Es ezen értékért, melly az érintd’ tulajdonsaga szerint
mindig lehet, lesz:

L = o,
’s a’ tag Lxy az egyenletbdl ki van iktatva; azért van 3
(2) My* 4+ Nx* +~ Ry + Sx + F = o.
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Hogy a’ (2) cgyenletbdl még a’ Ry és Sx tagok ,
is kitktattathassanak, az 8szrendesek’ kezdete, mozditas-
s¢k tovabb ollyforman, hogy az j tengelyek kozegye-
nesek maradjanak az el6bbiekhez. 21-dik § szerint tehat,
x helyett, x—a, y helyett, y—+btétessék, és lesz:
M(y =+ b)*~+ N(x -+ a)* <+ R(y +b) 4~ S(x+a)+F =o.
vagyis rendezve :

My? 4 Nx*—+ (2Mb—+R)y ~+ (2Na + S)x + Mb?—
Na> +~ Rb + Sa 4+ F = o.
A’ két emlitett tag’ kiiktatasara tetessék

(¢) 2Mb 4+ R = o és

() 2Na 4 S = o ’s abbdl a és b-ét meghati-
rozvan:

Gam Simbm e

a és b értékeére nézve kovetkezd 3 folvétel allhat:

1. Tegyiik, hogy M ¢s N, O-t0l (zerdtol) kiilonho-
26, vagyis a’ (2) egyenletben sem a’ tag My?, sem az
Nx* nem hibazik, azon esetben a és b lehets és véges
mennyiségek , ’s 2’ (2) egyenlet ezen alakot nyeri:

(3) My? 4+ Nx* = P
itt P = — (Mb? + Na*> + Rb 4+ Sa + F)

2. Lehet, hogy vagy M vagy N==0; ha p. o.
N:==o, ellenben M, R, S, vagy legalabb, M és S
nem=o0, lesz b értéke véges, ellenben a = oo (s és
d szerint), mi azt mutatja, hogy a’ (2) egyenlet nem val-
toztathatik altal a’ (3) alatti alakra, hanem mas alakot
nyer, melly szerint a’ tag Ry, és F esik ki; mi végre
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{¢): AMb 4 ‘R == o, és
(8) Mb>+4-Rb—+Sa—+F =0 tétetvén lesz:

) bhe== __jl’tT véges ;

2
(") a=— Mb +£{b I e veges.

a’ szerint a’ (2) egy'enletnek kovetkezo alakja
lesz: -
My?—~+ Sx=o0, ¢és abbdl

).?=—~%x é¢s ha — —Iﬁ— = Q tétetik :

4) y* = Qx. _

Ha M=o és N =0 volna, akkor az d/-
taldnos (1) egyenletbél o’ kor egyenlete ko-
vetheznék, a’ mi csak egy kiilonds eset volna.
T. i.ezen folvétel szerint az [-s6 és 11 alatti Oszte-

vob6l lenne:

tang 2 @ = é_:.g 3
B
az el6bb volt: tang 2 ¢ = = AE G’ tehat
A;C = — Do, mibsl

A=C, ¢ B=o.
Ezen értékkel lesz az (1) egyenletben

(m) y2+x’+'-§— y =+ % X —+ %=0,

41

melly a’ kor’ egyenlete; mert ha (15. kép) (15. kép)
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AP=x, PM=y, M pont* 6szrendesei, és AQ=p,
CQ=q a’ kizép pont’ Gszrendesei, lesz:

CM? = CR*—+-RM? vagy

r?=(x —p)’~+(y — q)?, mibsl

y? __!_xz __2qy it 2PX+p9_+_q3_r?=: 0.
tehat az (m) egyenletben

D
I=—2q.,_ ._;\-z—-?p,
¥ % = pltq'—r’,

3. Ha N==0és S=o0, vagy=o0 és R=0 volna,
ugy hogy az Lixy tag’ kiiktatsa altal, az (1) egyenlethdl,
egyszersmind azon tagok esnének ki, mellyekben x? és
X, vagy y* és y eléfordul; akkor ha példail N==o és
S=o, lesz

4 r
be=— veges, €s

2M

0 ’ .
a = — hatarozatlan mennyiség.
o

Ezen esetben a’ (2) egyenletb§l kévetkezik :
My’+Ry +F==o0. vagy
R + vR—aMF
2M >
melly két, o metszekek’ tengelyevel, kizegyene snek
egyenlete.

4) y =

Ha M=o, és R=o0, lesz
(5) Nx*—S8x+F=o0, vagy
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S+ /S —4NF
2.N.
t. i. ket,a rendesek’ tengely dvelbozegyenesnek, egyenlete.

(5) x = —

A’ tett vizsgalasok szerint az altalanos egyenlet
(1), vagy az alakra
(3) My? 4+ Nx*? =P
vagy erre (4) y? = Qx vitethetik.

§' 23-
(3) alatti egyenletnek taglaldsa

Az egyenletben:
My?~+- Nx? =P
az 6sztevé M mindig igenlegesnek vétethetik, mert ha
nemleges volna, jegyek’ valtoztatasa altal igenlegessé valnék.
N és P osztevokre nézve kovetkezs folvételek allhatnak.
1. N igenleges, és
a) P is igenleges; ezen esetben a’ (3) egyenlet, a’
cstcskornek felel meg, mellyben: M = a?, N =b?,
és P—=a’b2
Ha azon folil M = N, lesz:
P
X1ty = M’
vagyis a kor’ egyenlete.
b) P nemleges, melly Folvetel ad:
= & l/ —Nx?—P
S e
vagyis lehetetlen gorbének egyenlete.
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c) Ha P = o0, lesz;
My* + Nx? = o, melly egyenlet csak akkor all-
hat, midén
My?=o0, ¢és Nx?*=o0, vagyis
y==0 és x=o0,
mellyek egy pont’ (@ kezdé pont’ ) egyenleter,
2. N nemleges, és
a) P is nemleges, melly esetben van:
My* — Nx?*= — P &' négy kart vdgat’ egyenle-
te , mellyben :
M=a?, N=b?, és P=a’b2.
’s 2’ metszékek az elsd tengelyen olvastatnak.
b) P igenleges; ezen folvétel alatt lesz:
My?—Nx2=P,
vagyis a’ négy karu vagat’ egyenlete, mellyben a’ met-
székek a’ rendesek’ tengelyén olvastatnak; mert jegyek’
valtoztatasa altal van:
— My? 4+ Nx* = — P,
ha most y , x-el cseréltetik fel, lesz:
" Ny? — Mx? = — P, mellyben:
N= a’, M=D)h3, és P =a’b’
Ha N = — M, a’ négy karu vagat egyenld oldalu lesz.
Ha
c) P=o0, akkor van:
My? — Nx*=o vagy
N
Y= xl/"ﬁ
vagy ket egyenesnek egyenlete, melly a' kezds ponton
keresztiilmegy .
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§ 24.
(4) alatti egyenletnek taglaldsa

Ha a’ (4) egyenlethen y* = Qx

1. Q igenleges, akkor ezen egyenlet &' kupvonal
egyenlete, mellynek nywjtdja = Q ’s mellynek tengelye
a’ metszekek’ tengelyével esik issze ,’s dgaiaz igenleges
metszékek’ dldaldn terjednek.

2. Ha Q nemleges, a’ (4) egyenletnek ismet o’
kiépvonal felel meg, ezen kiilonbséggel, hogy most a’
gorbe a’ nemleges metszékek’ 6ldalin fekszik.

5. A’ 22-dik §-ban talalt két egyenest:

_ __ REVR_—4MF

v 2M :

a’ kupvonalnak alarendeihetni, ’s a’ mint
R2*—4MF — o
>0
<o

ugy , vagy egy egyenes, vagy ket kizegyenes, vagy ket
leletetlen egyenes ered.

§. 25.

A’ (3) és (4) alatti egyenlet vizsgalasabol kivehetd,
hogy az altalanos (1) egyenlet csak kovetkezd gorbeket
foglal magaban:
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1. A’ csucskort, mellynek ala van rendelve:
a) A’ kor.

b) A’ pont.

c) Egy lehetetlen gorbe.

2. A’ négy kari vagatot, mellyhez tartozik:

a) Az egyenl$ oldalu.

b) A’ két, egymast a’ kezdSpontban metsz8 egye-
nes.

3. A’ kipvonalt; ide valo még:

a) A’ két kozegyenes.

b) Egy egyenes.
c) Kétlehetlen egyenes.

§. 26.

Az eddigi leszarmaztatasokbol kitetszik, hogy, haaz

altalanos masod rendii egyenletet (1), mig a’ kor’,
négykard vagat, és a’ kipvonalnak egyenleteit nem is-
mertiik, a’ (3) és (4) alatti alakra hozattatott, ’s a’ (3) és
(4) egyenlet alakitatott volna: akkor csakugyan az em-
litett gérbékre, ’s csak ezekre akadtunk volna, mivel
mast az (1) egyenlet nem foglal magaban, mi jelesleg a-
zért emlitetik itt, hogy az 4j rendszer szerint teend6 vizs-
galatoknal ez utobbi tdton konnyebben haladhassunk

elore.

§. 27.

Miutan a’ mod, melly szerint a’ gorbek oszrende-
sek altal hataroztatnak , megmutattatott, ’s ezen mod
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szerint az 1-s8 és 2-od rendii gorbék’ szama és tulajdon-
sagai azon czélbol fejtettek ki, hogy a’ régi és uj mod
kozott a’ kiilonbség annal inkabb kitessék : most mar
a’ kovetkez8 szakaszban a’ t. m. tudods tarsasag altal
feladott kérdés’ vizsgilataba bocsatkozom;melly a’ ko-
vetkezb.

,»A’ gorbek’ meghatarozasaban jelenleg a’ gorbe’
,smindenkori hossza és érint§inek sz8ge is vétetnek ele-
»mekiil. Mellyek tehat ezen nézet szerint az elsé és ma-
,»s0d rendii gorbék? Vitessenek ezek altal szrendesekre
»és adassanak el8 tobb tulajdonsagaik.

II. SZAKASZ.

Az elsé €s mdsod rendii gorbék az U] vagy eredeti
rendszer’ nézete szerint. Azoknak néhdny tulajdonsd-
ga. Atvitelok az sszrendesekre.

I. FEJEZET.

Els6 rendii gorbék.

Elbleges magyardzatok.

6. 28.

1) Az utols6 hatar a’ térben pontnak neveztetik.
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(16. kép)

(17. kep)
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2. A’ pont’ mozdulasa vounalt képez.

3. Ha a’ pont mozdilasaban iranyat meg-
tartja: egyenes vonal ered. Ez tehat a’ leg-
egyszeriibb kiterjedés a’ térben, minden ré-
szeinek iranyvaltozasa nélkiil (ohne Richtungs-
veraenderung).

4. Ha ellenben mozdulasa kizben iranyat
valtoztatja: vagy tort vagy gorbe vonal keé-
pectetik (die gebrochene, oder krumme Linie),

a) Az els ered, ha az iranyvaltozas csak
egyes pontokban térténik. A’ tort vonalnal te-
hat (16. kép) a’ két elem ,haladis és forghs
vagy iranyvaltozas® (Fortschritt und Drehung)
nem esik Ossze; t. 1. ab, be, cd-nek haladasa
alatt nines forgas, ellenben e és f-nak forgasa
kozben nines haladas.

b) A’ gorbe pedig ered, ha az trany a’ ha-
ladasnak minden pontjaban ‘valtozik. It a’ leg-
csekélyebb haladas, iranyvéltozas nélkiil, a’ leg-
kisebb irdnyvaltozas, haladas nélkiil nem tor-
ténhetik; vagy a’ pont haladvin, egyszersmind
forog (17. kép) Ttt tehat a” két elem , ,haladas

és forgas** osszeesik.

§. 29.

Minden gorbénél sziikséges , tehat hogy a’
pont’ haladasa folytonos iranyvaltozassal jarjon.
Ha az egy térséghen esikmeg, az egyenlapu

€gy 8 o by eRizp
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(ebene) gorbe képeztetik. Ennek minden bar-
milly kozel egymashoz es6 pontjaban kiilon-
bo6z6 iranya van, '

A’gorbének valamelly pontjaban ¢ (17.kép) (17. kép)
tulajdon iranya egy egyenes cc altal fejezstetik
ki, melly egyszersmind a’ gorbének érintéje.
Az egyenes cc' azon iranyba esik, mellyet a’
pont, ha innentdl forgas nem torténnék , ke-
resztiil futna. A’ kezd$ pontban a a’ gorbének
iranya aa’; folytonosan forogvan és egyszers.
mind haladvan bb', azutan ¢¢, dd .... irany-
ba megy altal. A’ sz6g < a = dmd, melly
a’ gorbének két érintdje altal képeztetik , a’ ket
pontd ¢és e kozt a’ folytonos forgas’ dszve-
tét foglalja magaban.

Folytonos haladas szakadatlan iranyval-
tozassal a’ gorbének lényege. De hogy ez, tudak-
sagosan vizsgaltathassék , sziikség, hogy a’ ha-
ladas és forgas, vagy mas szoval a” gérbének
hossza ’s érintSinek sztige kozt, valamelly fiigg-
veny adass¢k , melly a’ gorbe’ minden pont]a-
nak feleljen meg. Mivel, ha egyszer ezen fugg-
veny adva van, a’ forgas’ értcke a’ haladastol
fiige; es megforditva : azért a’ folteends egyen-
letekben két, egymastol fiigg6 valtozo, t. 1. a’
haladas =1, és a’ forgas =w, szoba j6. A’
haladasok a' ,kezdSponttol* (Anfangspunct)
a’ forgasok az ,.elsé iranytol (Anfangsrichtung)
olvastatnak. Hogy valamelly bizonyos gorbe

4
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eredjen, bizonyos egyenlet a két valtozo kozt sziiksé-
ges, melly mutatja, miképen a’ kezdGponttol olvasott
haladas az elsé iranytol szamitatott forgastol fiigg?
,s megforditva. A’ szamok, mellyek altal a’ haladas és for-
gas fejeztetik ki, névielenek (absolutzablen); a’ haladas’
egysége (Einheit) bizonyos hossz; a forgas’ egysége a”
szig, melly p. 0. egy egyenes szog (fertalyszbg), vagy
fél- vagy egész fordulas lehet "stb.

§. 30.

Ha f és ¢ valamelly altalanos fiiggvényt jelent,
az egyenlapt gorbéknek legaltalanosb egyenlete lesz:
l=f (w), ésw=1g (]
Ha kiilonos esetben p. o. a’ fiiggveny
] = % w adatnék, lenne ha
a’ forgas %, a’ haladas %
» l 9 r N }'3
» 2 7 » 1’
a’ forgas 4 a’ haladas 2
bk ] 20 »” »” 10

Ha ezen példaban a’ haladas’ egysége | = 4 a’ forgas’
egysége w = 90° vétetnék, akkor lenne, ha
@ forghs  45°, @ haladas 1
900 » 1 2
” 180° ” 1 4
3?2 360' » L5 ] 8
i1800° ,, 5 40,

”

n



RENDU GORBEK.

Ezen mod szerint, a’ gorbének .minden
pontjara nézve, forgisinak megfeleld haladasa
hataroztathatik meg.

8. 31.

" Ha valamelly egyenlet két valtozoval ada-
tott, ’s vagy 1 vagy w szerint fejtetett ki, a’
gorbe, | és w értékei altal, alakithato. Legyen
p- 0 ezen egyenlet:

w=12I;
pq==l=1 a’haladasok’ egysége (18 keép)
<mon=w=12a forgasok egysege,
« legyen a’ kezd$ pont, és ad” az elsd i 1rany,

hal = 1 lesz
w= 2
CSmaltassek tehat <dad =2 < mon, ¢8
ab-—-pq—l
“hal= 2, lesz
W—-4

az elsd hosszt és forgast a’ masodikbol levon-
van lesz: _
2—1=1,é4—2=2;
csinaltassék tehat ismét < 4 hb’ =2 < mon es
be=pq=1.
¢s igy tovabb. Ezen gorbe annal tokéletesebben
lesz meghatarozva, mennél klsebbek a’ kulonb-
ségek C—C, (mellyek itt = l)
Szigori vizsgalat még az elo]egyek o
irant sziikséges. Legyen A (19. k.e’p)':i" kezds-
4.
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(18. kép)

(19. keép)
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pont, ¢s AB az els$ irany. A’ haladas kozben
o’ forgas vagy jobbra E felé, vagy balra F felé
torténhetik , ugy, hogy AE és AF o’ gérbének
megfelels kezdetei lennének , mellyek nagyobb
érthet6ség’ okaért, kis egyenesek allal tétettek
ki, Ezen két forgas egymassal ellenkezs, s ha
egyenl6, egyik a’ masikat tekéletesen torli el;
azért ezen két forgis ellenkezs jegyekkel lattatik
el. Ha a’forgas jobbra igenleges, a’ forgas balra
nemleges lesz. Ha (19. kép) AFGH valamelly gor-
bét jelent, a’ nemleges forgasok < BAF, < DFG,
< MGH lesznek; < l‘HNpedlglgenleées A fOL
gas’ oszvete tehat:
= FHN — BAF — DFG — MGH

Az ollyan pontban mint H mindig az egyik
forgis’ legnagyobb értéke (maximum) tehat az
ellenkez6 forgasnak legkisebbje (mmlmum) vagyis
kezdete van,

A’ forgas AB'-t0l AC felé igenleges, AD fele
pedig nemleges, mertitt is, ha A-tol B'felé,nem pe-
dig B'-t61 A felé néziink , AC" jobb, AD' ellenben
bal oldalon fekszik ; mellynek gy léte onnan is
kitetszik , mivel, ha BB, A koriil forog, és AB,
AC'-rej6, akkor AB', AC-r¢ érkezik, és mig AB,
AD-re j6, addig AB is 'AD"-rejutott.

Valamint a’ forgasok ugy az ellenkez& hala-
dasok 1s ellenkezélegyekkel lattatnak el; hap. 0. 2’
haladasok B felé igenlegesek, azok B'felé nemlege-
sek lesznek,’s azért ellenkezd jegyekkel ellattatan-
dok. Az adott példaban a™ haladasok lgenlegesek
tehat azoknak Osuvete:
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= AF + FG + GH HL =
Azért @’ kezd8pontra A, és az elsé irdanyra
AB nézve a’ gorbének kezdetei lesznek :
AE vonalra nézve: .... +~ w, =+ |

AF ” ” —w, + |
I&If " ') -+ w, — 1
AF ) » w— oy o

Némelly esetben a’ gorbének kezds pontja
elmozditatik , ’s akkor I helyett: I - a, sziik-
ség tenni: vilagos, hogy az altal a’ gorbének
egyenlete valtozhatik , de maga o gorbe min-
dig valtozatlan marad, még akkor is, ha azon
kiviil az els6 irany w mas irany altal p: o.
w L b altal, fejeztetik ki.

§. 32.

Azigenleges és 1_1el_nle_gé_s forgasok- és ha-
ladasokra nézve kivetkezd 4 eset all:

1. A’ két elem ,,haladas és forgas® a’ gor-
bének valamelly pontjaban igenleges mavad, ha
igenleges volt. Illyen pont a’ 5orbenek egy ko-
zonsdges pontja (20, kép) b pont..

2. Ha valamelly pontbanl az eddigi akar
igenleges , akar nemleges haladas megmarad,

a’ forgas pedig ellenkez6ve valik : akkor o' for-

dulat pontja ered (Wendungspnn(,t) (21. kep)
b pont.
Itt a’ haladas és forgas a- tu[ b-i ig igenle-

ges, b pontban pedig a' haladas meg azontul
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is igenleges maradvan, a’ forgas nemlegessé va-
lik. Ha az igenleges forgas a-tol &-ig egyenlG
volna a’ nemlegessel 6-t6l e-ig, akkor lenne

<e=< d
tehat aa || cc’ és a’ forgasnak Gszvete

@ — o = 0.
Ha a’ haladas a-t6l 4-ig = A, 6-t6l c-ig = B;
a’ haladas oszvete lesz:

A 4+ B.

3. Ha ellenben a’ forgas valtozatlan marad,

a’ haladas pedig ellenkez iranyt : akkor a’ esiics
(22. keép) képeztetik (Spitze) (22. kép) & pont.

Itt valamint a’ haladas ugy a’ forgas is a-tol
b-ig igenleges; b ponban valtozik az igenleges
haladas bb', és az ellenkezd iranyu haladasba
bb” megy altal; a’ forgas pedig igenleges ma-
rad. Ha < d =180°— < a = < B, akkor
lesz ad’ || cd, és a’ forgas’ Gszvete: & —+ 180°—
od = 180°

A’ haladas osszesen lesz = A — B.

4. Ha végtére a’ haladas és egyszersmind
a’ forgis is a’ gorbének valamelly pontjaban
b ellenkez6be megy altal egy orr képeztetik

(23. keép) (Schnabel) (23. kép) b pont.

T. i. a-tbl b-ig a’ haladas és forgas igenle-
ges, b pontban pedig mind a’ két elem nemle-
gessé valik. A’ haladas osszesen lesz:

A — B;
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a’ forgas pedig, ha ismét < ¢ = < &
<ae— < d=o0,éad || cc.

A’ csics és orr visszatérd pontoknak is
(Riickkehrpunct) neveztetnek, mind a’ kett6ben
a’ haladas ellenkezd iranyu. Mind a’ harom pe-
dig, t. i. & fordilatpont, csics és orr al-
talanosan dtmendpontoknak neveztetnek (Ui-
bergangspuncte), mivel azokban vagy a’ forgas,
vagy a’ haladas, vagy mind a’ kett$ ellenkezd-
be megy altal.

Eddig b pont' hatarozasa, mar az elStte
levd haladasokra és forgasokra nézve, tortént.
Ha ellenben a’ vizsgalas magabol 4 pontbol,
mint kezd$ pontbol torténik ; akkor az emlitett
4 pontra nézve, épen az ellenkezd foltételek
kovetkeznek t. i:

1. Egy pont, mellyb6l valamint a’ hala-
das, ugy a’ forgas is, ellenkezdvé lesz, a’ gor-
bének egy kizonséges pontja (20. kép) & pont.

2. Ha valamelly pontbol szamitva, csak
a’ haladas ellenkez6 iranyu, a’ forgas pedig nem,
akkor azon pont fordilatpont. (21.kép) b pont.

3. Ha valamelly ponttol kezdve, a’ for-
gas ellenkez6vé valik, a’ haladis pedig nem,
akkor a’ csiics képzdik. (22. kép) & pont.

4. Ha valamelly pontbol sem a’ haladas
sem a’ forgas nem valtozik, az orr képeztetik.
(23. keép) & pont.

(20. kép)

(21, kep)

"(22. kép)

(23. kép)
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§. 33.

A'kérdés: valamelly gorbének vajjon minden pont-
ja kozonséges-e? vagy talaltatnak kiztok atmend pon-
tok is? — az adott egyenletb&l hataroztathatik ;

Haladas’ tekintetében :

1. Tétessék 1 == o, ’s vizsgiltassék vajjon innen a’
haladas 7 csupan csak igenleges, vagy csak nemleges,
vagy valamint igenleges, gy nemleges éricket is nyer-
het; az altal @’ kérdés a’ kezdSpontra nézve eldontetiky
mert az elsé esetben egy vissgatérdé, a’ masodikban
vagy egy fordulat- vagy egy kizinséges pont alakil
(32§., 1"y 2, &, 4 szerint).

2. Az adott egyenletbhél :

w=£(l) _.
kerestessenek azon értékek , mellyek szerint a’ haladas
! maximum , ‘mert az elem Z azontul ellenkez8vé' valik ,
’s az altal éricke fogy. Ha a’ szerint talaltatik , hogy a’
gorbe, haladasa kozben, ellenkez6 iranyba megy at:
akkor annyi visszatér6 pontja lesz, A’ mennyi atme-
net van az ellenkez6 haladasha. Ha illyen atmenet nem
talaltatik , & gorbenek wvissiatéré pontja nem lesz.
(33.§ 1, 2, 3.4)
+ Forgds’ tekintetében.

1. Az cls6 iranytol (w==0)t0l kezdve, a’ forgasra

nézve, vagy csupéan csak igenleges, vagy csak nemleges,
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vagy pedig, valamint igenleges, gy nemleges érték is,
az adott egyenletben lehet5. Az els§ esetben azon pont,
mellyben az els§ irany létezik, vagyis azelsd irany pont-
ja, vagy orr vagy fordulatpont; a’ masodik esethen
vagy csiics, vagy kézinseges pont, a’ mint a’ haladas
vagy egynemii, vagy ellenkezs.

2. Ha az adott egyenlethen

l=1y (w)
az egynemii fogasok’ maximumat keressik, 's latjuk,
hogy az eddigi igenleges vagy nemleges forgas, ellen-
kez6vé valik: akkor a’ girbének annyi atmen&pontja
lesz , mennyi atmenet van az ellenkez6 forgasba. Ha ily-
lyen atmenet nem talaltatik, akkor a’ gorbének atmens-
pontja nem lesz.

§ 34.

Altaldnos elsé rendii egyenletnek taglaldsa.

Az altalanos elsd rendii egyenletnek két valtozoval
| és w, ezen formaja van:

(1) Aw +Bl 4-C == o

1. Ha A = o és B = o, akkor egyszersmind
C == o0, t. 1. egy egyenlet, minden haladds es forgds
- nélkiil.

2. Ha A =0, ésC= 0, lesz

Bl =o0, vagyl = o

azaz, haladds meg nem tirtént. Fzen egyenlet tehat a’
kezddpontot jelenti.
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3. Ha B=o0, és C==o, lesz
Aw == o0, vagy w = 0;
1. i. forgds meg nem tortént. Ezen egyenlet tehat az e/
s6 irdnyt jelenti.
4. Ha A = o, ellenben B és C véges értékii, ak-
kor lesz:
Bl 4 C = o, mibdl
C

|l = — =

B

t. i. valamelly hatarzott haladas, forgas nelkil, vagyis
valamelly hatdrzott egyenes. Ezen egyenesnck fekvése
igenleges, ha B és C jegyei ellenkez6k , nemleges pedig,
ha egynemiiek. '

5. Ha B = o, ellenben. A’ és C véges értekii,
akkor lesz:

melly egyenlet hatarzott forgast, haladas nélkiil, vagyis
az egyenlapt sziget jelenti. Ezen szognek fekvése igen-
leges, ha A és C jegyei ellenkezSk, nemleges pedig, ha
egynemiiek.

6. Ha C = o0, ellenben A és B-nek véges érté-
ke van, akkor lesz:

Aw =+ Bl = o, és abbol:
A

‘(2) P l=—' ﬁ w

Mivel itt a’ haladés forgassal egyiitt jar: azért ezen
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(2) egyenlet, valamelly gorbének felel meg;

mivel pedig a’ haladas 7, a’ forgassal w, a’
gorbének minden pontjiban, egyenes arany-

ban all: azért ezen (2) egyenletnek o kir fe-

lelmeg. Annak bebizonyitasara legyen (24. kep) (24. lwp)
< w valamelly sz6g, melly a’ két érint aa',

és bl altal, alakul; ha tovabba oa és ob fél-
atmérdje a’ kﬁrnek, akkor lesz

oa --- aa’, ésob -~ bl

tehat < e+ <+ < 84 < d=360"=4R
és < o8- < §=180 = 3R
lehizas altal: < &=+ < f==180 =2R
mint mellék szogek : § 4 w=180 = 2R
tehit < & — < w—o0
vagy < e =< W
Mivel pedig a' kozépponti szogek (Centri-
winkel) < @, egy aranyban allanak iveikkel:
kovetkezik , hogy a’ forgas’ szigletei is azon
aranyban vagynak, a’ mint a’ (2) egyenlet mu-
latja. _
Ha A és B jegyei a' (2) egyenletben ellen-
kez8k , akkor kdvetkez§ alakja lesz:

A

I = ﬁ Ww.

Most minden igenleges vagy nemleges for-
gasnak igenleges vagy nemleges haladas felel
meg. Igenleges értékek altal a’ koriv ab, nem-
legesek altal pedig a’koriv ad’ képeztetik. Ezen
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(25. kép)

(25. kép)
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kor fekszik az els§ ivanynak ad jobb Oldalan.
Az elsé irany egyszersmind érintdje a’ kor-
nek. (25. kép) ad'.-

Ha A és B jegyei egynemiiek, akkor lesz:

l=— _ w

Most minden igenleges forgas nemleges
haladast, minden nemleges forgas pedig igen-
leges haladast képez; €els8 esetben a’ koriv ac,
masodikban ac alakil (25. kép) A’ kor az el-
86 iranynak , melly egyszersmind érint6, bal
oldalan fekszik.

Ha w = 0, lesz egyszersmind l==0; t.1.
az els6 irany’ pontja a’ kezdGponttal esik Gssze.

7. Hamind a’ harom osztevének az (1) e-
gyenletben véges értéke van, akkor lesz:

zl-—-——-éw——(_"éq-}
B BB
! A A" 3

Ezen két egyenlel az Osztevik’ jegyeire
nézve 4 kiilonb6z8 formas nyer:

@) Legyen A ¢s B-nek, és egyszersmind

’ L gr ¥
A és C-nek is ellenkez8 jegye, ezen esethen
lesz:

I .

> e =l >
= me
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Ha l == o, lesz,

W= —;

A

t. i. a’ kezdSpontben levd irany, az elsSirany-
nyal a’ szoget = '<§ képzi. Ha (26. kép) o (26- kép)
kezd6pont a, ab’ az els6 irany, és
C
bab = s

ke
akkor ab lesz a’ kezdSpontban levé irany.
Ha w == o lesz:

l=——;
t.ia gb’rbének elsé irénypoutja a’ kezd6 pont-
i B ! . 23 C
tol B tavolsagra esik ¢ pont felé. Ha ac= B’

akkor a’ kirnek ¢ pontjaban elsé iranya lesz,
melly kozegyenes az ab iranyhoz A kezds
pont és elsé irdny tehdt ket kiilon pontra
esik.

A’ (4) egyenletnek ismét egy kor Selel
meg, mivel a’ kezd6ponttol a, 's abban lev6
ab iranytol, a’ haladas mindig egyenes arany-
ban 4ll a’ forgassal. Ezen allitisnak ugy léte on-
nan is kitetszik, mivel, ha az els6 irany a’ kez-
dépontra mozditatik el, megint a’ (2) egyen-
letre akadunk. Ha t. i. | == 0, akkor lesz (4)
alatti egyenlet szerint:

=

;]
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’s ha most w helyett, w —+ (?K, iratik lesz (4)

szerint :
w +§=%l+%,vagy
w’=%l ..... ()
ésl=%w’+%.% -fg,mgy
1= 2 w....(8)

Az (@) és (B) egyenletnek és a’ (2) egyenletnek
egyenld alakja van; azért a’ (4) egyenletnek
is a' kor felel meg.

Itt a’ kezdSponton keresztiil hizott els6-
irany a'ab’ egy vago (secante), mellyre nézve
a’ kezdSpont’ érintdje ab igenlegesen fekszik.
A’ kér az ab érintdnek jobb oldalan van.

B) Ha A és B-nek ellenkez, A és C-nek
pedig egynemii jegyei vannak, akkor lesz:

im0 2]

B B
(5) 3w=§ l_%‘%

Ezen egyenletnek megfelel6 gorbe ismét a’

kor, mellynek kezdSpontjan keresztiil huzott

elsé iranya megint egy vago, mellyre nézve a’
kezd8pont’ érintdje ab nemlegesen fekszik. A’

(27. keép) kor az ab érintBnek jobb oldalan van (27. kép).
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8) A ¢és B-nek egynemii, A és C-nek el-
lenkez8 jegyei vannak; ezen esetben lesz :

(6) B B
§w=-—§-[+£
¢ A A

Ezen kérnél a’ kezdponton keresztiil hu-
zott els§ irany ismét egy vago, mellyre nézve
a’ kezdGpont’ érintdje igenlegesen fekszik. A’
kor az ab érint6nek bal oldalan van (28. kép).

) Ha A és B-nek és egyszersmind A ésC-
nek is egynemii jegyei vannak, akkor a’ (3) e-
gyenlet valtozatlan maradvan, lesz:

C

| [N =S e —_—
@ -
{ weEe — A 1 — i .

Ezen kornél is a’ kezdSponton keresztiil
huzott elsd irany egy vago, mellyre nézve a’
kezdSpont’ érintSje ab nemlegesen fekszik. A’
kor az @b érintének bal 6ldalan van (29. kép).

§. 35.

Az eddigi vizsgalasokbol kovetkezik, hogy
az altalanos els6 rendii egyenlet:

a) a’ kezdSpontot

b) az elsé iranyt

c) az egyenes vonalt,

63

(28. kep)

(29. kep)



64 ELS$ ES MASOD

d) az egyenlapii szoget, 's végtére:
e) a’ kort minden lehetS helyzeteivel foglalja ma-
gaban. ‘

I. FEJEZET,

Mdsod rendis gorbek.
Elbleges magyardzatok.

§. 36.

Masod rendii gorbék’ vizsgalatanal a’ kovetkezok
jonek tekintetbe: :

A) A’ gorbének folyama altalanoson véve (Lauf im
Al!gemeipen).

B) AtmenGpontok.

C) Gorbiilés’ foka (Kriimmungs-Staerke).

D) Legnagyobb es legkisebb gorbiilés’ pontjai.

E) Hasonlatossag (Aehnlichkeit).

F) A’ gorbének onbefodése, onki- vagy bezarasa.
(Selbstbedeckung, Selbstaus- oder einschliessung)

G) A’ gorhének onkimérése (Selbstausmessung)

Az els6 és masodik pont 4 és B mar (32, 33 §.)
el6adatott; F ¢és H, egyes gorbéknél, peélda altal fog
magyaraziatni; a’ mi pedig C, D és E pontokat illeti,
azok a’ kovetkezé §-okban hévebben fejtetnek ki.
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§. 37.
C. Gorbiilés' foka.

Valamelly gorbének .gﬁrbiéle'se alatt érte-
tik «’ haladassal sszekotott forgas; a” for-
g ds alatt pedig folytonos valtozasa az iranynak,
melly tehat haladas nélkiil is képzelhet. Ha
valamelly gérbénél bizonyos hosszara ab néz-
ve (30. kép) az irényvﬁitozés < B nagyobb', (30. kep)
mint egyenlS hosszira ¢ nézve az iranyval-
tozas < @, ha t. i

ab = bc, és

< B 2R 6
akkor az ab darabnak nagyobb girbiilése lesz ,
mint a’ b¢ darabnak. Maganak az ab darabnak
ismét kiilonboz6 gorbiilése lehet; mert

ha qt = ta és

<8 > <L s

akkor a’ ta darabnak nagyobb gorbiilése van
ming bt-nek ; egy szoval, a’ gorbeének legkisebb
részecskéi is kiilonbozd gorbiilést birhatnak ,
mihgl kovetkezik, hogy a’ girbdiles foka
csak egyes pontokban hatarozhato.

‘Ha valamelly gorbének egyenlete adatott,
akkor a’ torvény is tudva van, mlkepen f'ugg a
kezdoponttol velt ab darabra (30. kep) nézve (30. kép)

5
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az [/ haladas, a° w forgastol. Hogy ezen térvény o
be darabra nézve is hataroztathassék, legyen az adott
egyenlet p. o.
(1) P=w
Ha az [ haladas, valamelly A 1 értékével ng, akkor
a’ w forgas is valamelly A w értekkel novekedik. Ha
az adott (1) egyenletben Z helyett 1 +~ A1, és w he-
lyett w—+ A wirunk ’s az eredendd egyenletb§l az
(1) egyenletet vonjuk le, akkor a’ kivantatott torvény
meg lesz hatarozva; a’ szerint lesz:
(1+Al)“'—°w—+-/_\.w
P=w
2l/_\l—|- A= /A wés abbol
2] - Al = Aw
Bl
Minél kisebbnek vétetik A 1, annal kozelebb esik

%l—az értekhez = 2I. Ha Al ’s ‘egyszersmind A w

vegetlen kicsinynek vétetik, akkor Al, és A w helyett
irunk dl és dw, éslesz:

__dw

T

melly az adott egyenletnek kiilzeleki egyenlete. Vala-
mint ezen (2) egyenlet, tgy altalinosan valamelly
gorbének kiilzeléki egyenlete a’ fiiggvényt képzi, melly
egy végetlen kis ivre nézve a’ haladas és forgis kozt
all. Ha a’ Al haladasnak,a’ Aw forgas felel meg , akkor a’

haladas’ egysegenek felel meg a’ forgas {X; ,melly for-



RENDUi GORBEK. 67

gas az Al iven, egyenléen felosztotinak vétetik. Ha
p- 0.azivnek Al = 7 a’ forgis Aw= 21" felel meg,
akborlesz. OF — 20 — 3 ¢ i wr fmek 7, ket
végpontja kozt olly nagy a’ forgasa, hogy az ivre=1,
a’ forgas egyremasra = 3° jon.

Ha Al és Aw végetlen kicsinynek vétetik, akkor
mar hatarzott gorbiilésnek fokardl szélhatunk, mivel
akkor is, dl és dw kozt, véges arany lehets, a’ mintaz

egyenlet % = 2] mutatja. A’ kiilzeléki hanyas %’

== 2l == c azt fejezi ki, hogy a’ gorhének azon pc;ntjéban,
mellyre nézve a’ kiilzeléki hanyas ¢ meghatiroztatott,
épen olly nagy gorbiilése van, mint egy korivnek = 1,

mellynek forgasa = flﬁwi- = C.

A’ megforditott kiilzeléki hanyas E‘ﬂ" olly ivnek
W

hosszat adja, mellynek egyenl6en felosztott forgasa —1,
vagyis egyenl6 a’ forgas egységével.

Mivel egyenl6 koriveknél =1 a’ gorbiilés’ foka,
gy valtozik,, mint a’ kiilzeléki hanyas c; azért lesz ha
£ o gorbiilés’ fokat jelenti,

c=k

Ezen alak szerint a’ gorbének minden pontjaban a’

gorbiilés’ foka hatarozhato, ha Z és w-nek hatarzott ér-

ték adatik. Az egyenlet:
c =k gﬁrhﬁlés’ e- (Kn‘im—‘
gyenletének neveztetik. Az adott példaban lesz: mzﬂﬁigé?'

5%
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c=k = 2l
A’ gﬁrhiilés’ foka a’ w forgas altal kifejezve:
lesz, mivell = £ 2|/ w

k= j: 2 ‘.o‘ W.

Ha két pont kozti gorbiilés’ aranya kivantatnék,
akkor a’ kiilzeléki egyenletet mind a' két pontra néz-
've hatirozvan meg, kovetkezd két egyenlet ered :

k=c¢é&
K=¢
tehat k: ¥ = c: ¢, melly a’ gorbiilés’ ardnya.
Az adott peldaban:
k' = 2I, tebat
E: Bl 2= L
L. i. 2" gorbiiles’ foka ezen gorbénél egyenes aranyban
4ll az iv’ hosszaval, vagyis a’ haladassal.

A ¢ =k egyenlet ahal egy koriv fejeztetik ki,
mellynek hatarzott gorbiilési foka van, °s az ezen iv-
nek megfelé kor, gorbiilés’ kérének neveztetik (Kriim-
mungskreis). Ezen kérnek egyenlete:

AL = W, mellybdl
w

= A.
L <
t. i. a’ haladas’ egységének forgasa.== A. Ls azért lesz:
A =c¢,

tehat a’ gﬁrbiilés’ kore lesz:
cL=W, ..... (@)
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hol L és W-nek ugyanazon egységei vannak, mint aza-
dott egyenletben 1 és w-nek.
Az adott peldaban: I = w, a’ gorbiilés’ kire

lesz, mivel ¢ = 21

(2l) Le=W
[a p. 0. 1 == 10, lesz azon pontra nézve:

2. 10 L = W vagyis
20 L = W.

A’ megforditott hanyas n‘]%' azt mutatja, hogy a’

ha'adasnak hany egysége esik a’forgas’ egységére. Azok-
nak szama a’ kor’ nagysagaval egyenes aranyban all.
Az («) egyenletbl kovetkezik :
L 1

s ey

w c
melly alakbol hivehets, hogy % értéke azon arany-

ban fogy, mellyben c névekedik ; vagy mas szoval: a’
gorbiilés’ korei ¢és azoknak félatmérdi is ugy vannak
egymashoz , mint megforditva a’ gorbiilés’ . fokai. - A’
forgas’ egysége annyiszor talaltatik 360°-ban, mint’ ezen
egységnek megfelels iv’ hossza a’ kor’ keriiletében. A’

L4 e ’ s 1 s an
gorbiilés’ korének ezen iv’ hossza=s —; a’ kor’ kertilete
c
legyen = U; tovabb azon szam, melly mutatja, hany-

szor foglaltatik a’ forgas’ egysége 360°-ban, legyen =

n, és lesz:

I

CHE-

U e=n,

Ollﬂh

~ ésmivel: U=2R =, lesz:
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R = 2, vagy
2x

legyen példankban a’ forgas’ egysége == 307, akkor
lesz:

360

n = —— = 12, tehat
30
VR OFT R
2ac 2x. 21 =l
ha |l = 6, lesz azon pontra nézve :
e B
6x 2%

A’ (B) egyenletbl kovetkezik :

C ==

, €s abbol, mivel

n
2aR
c=F (I), azon pont talilhato, mellyre

nézve a’ gorbiilés’ kére hataroztatott meg,
Az adott példaban van:

c = 2], tehat:
e AR oy
2zR

R= 1 talaltatott, lesz:
2n

12. 2=

= 6, mi a’ tett folvétellel
4n

l= 6 megegyez.
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Példail sz\olgéljon még az uj rendszerre vitetett kup-
vonal’ egyenlete, melly kovetkez6 :

1 — i_ [ t%%g__’&f —+ log. nat. tang. (45° -+~ % w).
5 W i

Kiilzelés altal lesz:

A== B 9 o bhal kbvetkerik:

2 Cosw®
(ldwT = % Cos w* = k.
tehat lesz :

k: ¥ = Cosw?®: Cosw’® _
t. 1. a’ gorbiilés’ fokai, ugy vannak egymashoz, mint a’
potkeblek’ kobei (Cosinus) mellyek a’ megfelels forgas’
szogeihez tartoznak. -

§. 38.

D. Legnagyobb és lekisebb gorbiilés pontjai.

A’ 37-dik §-ban leszarmaztatott gorbiilés’ egyenle-
te szerint konnyii lesz a’ legnagyobb és legkisebb gor-
biilés’ pontjait feltalalni, az altal t. i ha a’ kozinséges
mod szerint azon értékek kerestetnek fol az egyenlet-
bol, mellyekre nézve & maximum vagy minimum lesz,

g' 36I

E. Foltételek az egyenlapi gorbeék’ hasonlatossdgdra
nézve.

Az egyenlapu gorhék hasonlok, ha gorbiiléseiknek
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fokai “hasonloan fekvG pontjaikban egyenlSk, Hason-
loan fekvS pontok neveztetnek , mellyekben a’ kezd6-
ponttol szamlalt forgas’ nagysaga valamennyiben ugyan-
az. Ezen pontokra nézve kivetkez$ esetek vannak :

1) Lehet, hogy a’ hasonlban fekvs pontok’ megha-
tarozasinal a’ gorbiilés’ ardnya az egyik gorbénél, w
és w altal, a’ méasodiknal W ¢és W’ altal ’stb ki van fe-
jezve. A’ forgis’ egységének nagysiga vagy egyenls,
vagy nem; elsé esetben lesz:

w=W
w=W,
a’ masodikban : '
nw= W.
nw = W

mind a’ két esetbhen W és W’ helyett értékeik (w. w,
vagy nw, nw) tétetnek az arényba, és vizsgaltatik vaj-
]on helyes-e ezen arany? p. o. a’ kipvonal gorbiilés’ a-
ranya volt Cos w®: Cos w's ;

Legyenek mas kiipvonalnak hasonloan fekvé pontjai
W és W’; akkor o’ hasonlatossag” foltétele lesz:

‘Cos w?: Cosw?® == Coz W*: Cos W, vady:

Cos wy Cosw == Cos W: Cos W 1.... (=)

Ha a’ forgas’ egysége mind a’ ketténél egyenls, ak-
kor lesz :

w=W, éw=W

tehat az egyariny () helyes.

Ha ezen egységek kiilonbo6z6k , akkor lesz:

Cos W :.ICos W == Cosnw: Cosnw,
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Hap. 0. w=2, w =3, ’s a’ forgas’ egysége =
5°% W és W'-nek pedig releljeu meg az egység = 1°,
akkor lesz:

W =nw= 5.2 = 10,
és W = nw =5.3 = 15
tehat
Cos 2: Cos 3 ==Cos 10. Cos 15,
de, mivel az els6 két tagban az egység = 5, a’ maso-
dikban = 1, azért lesz: ==

Cos 2.5: Cos 3. 5 = Cos 1. 10: .Cos 1. 15
vagyis: Cos 10: Cos 15 = Cos 10: Cos 15
’s mivel ezen egyarany helyes, azért a’ kupvonalok ha-
sonlok.

2. Ha a’ gorbiiles’ arénya 1ésY, L &I altal, a-
datnék , vagyls az egyardny 1: Y =1: I/ adva volna,
hol'l és.L, ¥ és L hasonléan fekvé pontoknak haladasai,
és w, W, w W', azoknak megfelels forgasai; akkor
hataroztassék L és L', w és W’ altal; és mivel: '

vagy w = W; és W = W

vagy W.== nw, é¢s W' =nw,
azért, o’ W és W' forgas hatarozhaté w,és w altal;
ezen végsSt pedig I és I altal fejezvén ki, egyszersmind
L és LU lesz 1 és I altal meghatarozva, \Ezen talalt érté-
kek, L és L helyett tétetnek az aranyba, ’s vizsgalta-
tik: vajjon helyes-e az ariny vagy nem ? ot

3) 1és [, L és I helyett, o’ megfelels.forgasok
w;, w', W W altal meghatarzott értékeik tétessenek
a’ gurbiilés’ aranyliba-¢s vizsgaltass¢k 1~86 s2am szerint,
vajjon helyes-e az arany vagy nem? &
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8. 40.

Az eddigi vizsgalatoknak példadl szolgal-
jon @’ kor’ egyenletének, legegyszeriibb alak-

Ja, melly 34 § szerint:

(1) w = al,
hol az allandé menn yiség a igenlegesnek vétetik.
A. & giorbének folyama dltaldnosan véve.

1. Hal = o, lesz egyszersmind w = o;
t.i. @’ gorbének elsé iranya kezdSpontban
van (31. kép) a és ab.

2. Minden igenleges haladasnak 7 igenleges
forgas w felel meg; azaz egyik aga a' kor-
nek a’ kezdSponttol igenlegesen halad igenle-
ges forgassal (31.kép) ac.

3. Minden nemleges haladasnak / nemle-
ges forgas w felel meg; t.i. a’ masik 4ga a’ kor-
nek a’ kezd6ponttol nemlegesen halad nem-
leges forgassal (31. kép) ac.

. 4. Egyenl6 ertékii igenleges és nemleges
haladasoknak 1, egyenlS értékii, igenleges és
nemleges forgasok w, felelnek meg; azért ezen
két ag azonos (identisch).

5. Ha a’ haladas 1 n3, akkor a’ forgas w
is nevekedik, és ha | = oo, lesz egyszersmind
W =00 ’
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B, Atmené pontok.

1. A’ kezdéponttol fogva ellenkezd irdnyu halada-
sok és forgasok lehetSk; azért a’ kezdSpont a’ gorbé-
nek egy kozonseges pontja (33-d. § 1, és 1').

2. A’ kezdSponttol valamint az igenleges vagy nem-
leges haladasok, ugy a’ forgasok is egynemiiek; azért
a’ gorbének tobbi pontjai is kozénsdgesek. A’ korrnek
tehat mincs atmen&pontja. (33. §. 2 és 2).

C. Gorbiilés foka.
Kiilzelés altal lesz az (1) egyenletbdl:

d_d‘fl" = a, vagy, mivel a’ gérbiilés’ foka h =
(:I—T , lesz

k=a
melly alakbél kivehets, hogy a’ gérbiilés’ foka & a’ kor-
nek minden pontjéban ugyanaz. :

D. Legnagyobb és legkisebb gorbiilés’ pontjai.
Mivel a’ kér’ minden pontjaban a’ gorbiilés’ foka
egyenld , azért mondhatjuk: hogy a’ legnagyobb és leg-
kisebb gorbiilés’ pontjai a’ kor' keriiletén mindentitt és
sehol sem léteznek.

E. Gorbdiilds ardnya és fzaéon!atossdg.
A’ kor’ minden pontjéra nézve van:

k = a, teha
k: K = 1: 1
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melly egyaranybol kovetkezik, hogy minden kirok ha-
sonlok. A’ mi nagysagait illeti, ezek a’ haladas és forgas
kozti egység’ aranyatol fiiggnek. Minél kisebb t.i. a’ for-
gis ugyanazon haladasra nézve, vagy minél nagyobb
a’ haladis ugyanazon forgasra nézve, annal nagyobb
a’ kor.

A’ kor® nagysaga azon kiviil még az Gsztev6tsl a
fiige, és mivel a’ gorbiilés” foka k == a, azért a’ kor
annal nagyobb lesz, minél kisebb az &llandé 6sztevd
= o

F. Onbefodes.

A’ kor’ (1) egyenlete nem valtozik , haa’ kezds-
pont és elsé irdny valamelly mas pontjaba tétetnek
altal. Mert ha a’ kezdSpont p. o. b tavolsagra mozdita-
tik el, akkor lesz ezen értékre nézve -

w == ab,

ha tehat I =1 4+ b, és w = w —~ ab, mellybél
kovetkezik :

l=1—b,

w = w — ab
~ akkor az (1) egyenletben lesz:

W ——ab = a((l — b), vagyls

w = al

Ha a’ kezd6pont b tavolsagra ellenkezo 1ranyban

mozdilatik el, akkor lesz:
1T=T1T—+ bé -
w = W - ab,azért ismét:
w = al. '
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Ezen tulajdonsagnél fogva a’ kornek akarmelly da-
rabja azonos egy mas ugyanolly hosszi darabjaval; az
elsé fordulas azonos a’ masodikkal és minden kovetke-
z8vel. Azért egy fordulisa masikat tokéletesen fodi,
¢s a’ kor magaba visszatér$ vonal.

G. fi@kﬁné?éb;'

Ha valamelly adott forgasnak w’; a’ haladas I felel
meg, mellynek hossza megkivéntatik, ¢és mas ponlra
nézye a’ haladas / és a’ megfelel6 forgas w adva yan,
akkor lesz a’ két egyenlethdl : :

w — al es
w = al
w: w = al: al = |: I' és abbal:
P o= W1
W

ha w ismeretlennek vétetik, lesz:
L] __ W r

Jegyzés. A’kor’ domborisiga és homorusaga (Con-
vexitaet und Concavitaet) mindig a’ belsé oldalin ma-
rad.

§. 41.
Altaldnos mdsod rendii egyenlet ket vdiltozdval.

Ezen egyenletnek koyetkezd alakja yan :



78 EIS® ES MASoD
(1) Aw? 4+ Bwl + Cl? 4 Dw + El +~ F = o
és abbol:

- Bl 4+ D
2 S ey
(2) w Y &

ElI \/ [(B’-—4AC) :+4-2 (BD—2AE) 14(D*—4AF )]

__ Bw 4+ E
(3) 1_h_ﬁ—:t

:zlc \/[(B’ —4AC)w+2(BE—2 CD)w—l—-(E?—4CF)]

A’ (2) és (3) egyenletben az altalanos 6szteviknek
nem csak minden lehets igenleges vagy nemleges érté-
kek adathatnak , hanem (kivéve A és C Oszteviket) =
o is lehetnek. Ha t. i. A és C, vagy csak egyik is = o,
akkor w és /, vagy azoknak egyike végetlen nagygya, vagy
is hatarozatlanna valik. Ezen foltétel alatt, tehat a’ fligg-
vény (1) nem hasznalhato eldbb tortént valtoztatas
nelkiil,

§. 42.

Ha tehat az (1) egyenletben
A= o0 és
B = o,
C pedig véges értékii, akkor lesz:
(4) Ck 4+ Dw +~El 4~ F = o
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Ezen egyenletnek taglaldsa.

1. HaD=0, E=o0 és F = o, akkor

marad : ;
CP = o, vagy

. l=o
vagyis a’ kezdSpont.

2. Ha D = o0 és E = o; vagy D == o0 és
F = o, akkor az egyenletnek egyenes vonal
felel meg. Ha az elsé esetben az 6sztevé F és C

jegyei egynemiiek, akkor ezen egyenes lehe-
tetlen.

3. HaE=o0, é F = o, lesz:
CI* 4 Dw = o és abbol.

U iy
1 = s Y
®1=+) D,

Ha C és D-nek ellenkez$ jegyei vannak, akkor
lesz:

’

(7) W = -g I és
@1;ivgw

@) Hal = o, lesz egyszersmind w = o,
t. i. a’ gorbének els3 iranya a’kezd&pontban van.
#) Minden igenleges vagy nemleges hala-
dasnak 7 csak egy igenleges értcke a’ forgas-
nak w felel meg (7 szerint); azért o’ gorbének
két ellenkezd iranyban haladd aga van,

igenle-
ges forgassal (32. kép) ace, ésadé.

79

(32.

kep)
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8) Ezen két 4g azonos, mivel két egyenls
haladasnak, mellynek egyike igenleges, masika
pedig nemleges, a’ forgasnak csak egy értéke
felel meg. Ha | =00, lesz egyszersmind w=
00, t. 1. ezen két ag vegetlen haladassal , veg-
nélkiil forog.

d) Csak ezenkét ag lehets, mert (8) alat-
ti egyenlet szerint nemleges forgas w ad le-
hetetlen haladast.

A’ (5) és (6) két egyenlet ugyanazon gor-
bét foglal magaban ; a’ nemleges allando miatt
annak helyzete a ¢ d'." (32. kép).

4. HaD=o, lesz

E 4 (/P = 1C
g 1 =~ 1 % V - 4FC
(9) 20 . o

t. i. két egyenesnek egyenlete, vagy ha 4FC
igenleges, és > E?, akkor ket lehetetlen egye-
nest foglal magaban.

5. Ha E = o, lesz;

F r
(10) w = —I-!—% 12 — _]j_, es
i1y s ol s R
(11) =n \/ e w G

Ha &’ (10) egyenletben C és ]j, F ¢s D-nek
jegyei ellenkezdk , akkor van:
C F

oy I | o Rl
(12) WTD.I—I-FB
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Hal = o0, lesz w = %, t. 1. a’ kezd§-

- pontban, lev6 irauy az els§ irinynyal képzi o’
D"
letnek ugyanazon gorbe felel meg ; mert ha a’

szﬁget <

Egyébirant a’ (7) és (12)egyen-

(13) alatti egyenletben w helyett w —+ %ira—

tik, lesz:
F C
+—=_1 4+~ — vag
w 1) ) agy
w = .[()i 12, melly ismét a’ (8) alatti e-
gyenlel.

Valamint a’ kornek, gy ezen gorbének is
6 kilon helyzete lehet, a’ mint az (5), (7) és
(10) egyenletekbdl kivehets.

6. Ha a’ (4) egyenletbenF = 0, C és D,
E és D jegyei pedig ellenkezsk ; lesz:

C?+ El ,
(13) w = i
1) 1= —ELV 4CDw + E=
2C

Ha l=o0, lesz egyszersmind w == o;t. 1.
az els8 irany a’ kezddpontban van. Minden igen-
leges 7 haladas ad igenleges w forgast, és haaz
igenleges haladas né, akkor w is novekedik,
mig végtére ha 1+ oo, egyszersmind w == oo,
Az igenleges ag tehat végetlen haladassal, vé-
getleniil forog (32. kép cef), feltéve, hogy = (32 kep)

6
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a’ kezdGpont és con az elsGirany. Ha / nemleges, w is
nemleges lesz eleintén, ezen nemleges w forgas n6 nem-
leges haladasokra nézve addig, mig maximummsé lesz;
ezentil pedig fogy, mig==o-va valik, azutan igenleges
forgasba megy altal, és abbanw n8, mig végtére = oo.
Hogy a’ nemleges Z haladasnak azon értékeit talalhassuk ,
mellyekre nézve a’ w forgas maximum, szikség lesz
a’ mennyiséget CI* 4 El tekintetbe venni; mert ha CI
—+ El értéke maximum, akkor w értéke is legnagyobb
lesz. Ha tehat ezen maximum == M, lesz:

CI? + El = M, és abbol

I___—E:]:VE3+4CM
: 2C

1

(@) ..

M c¢rteke legnagyobb, ha altalinosan:
M=% o,
itt csak = >o hasznalhato , és azért lesz
| = % oo; _
mivel az / haladas nemlegesnek tétetik f6l, azért vétes-
sék az also értek:
| = — o0;
ezen ¢rtébre nézve az igenleges w forgas maximum, mi-
vel M = —+ o vétetett.
A’ forgasnak nemleges maximumara nézve tétes-

sék (@)-ban:
E? 4~ 4CM = o, ¢ésabbdl lesz:
M= — ——-—E2
4C

ezen érték (e)-ba téve;
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E
2C’

| =

ha tehat | = — EI—E—C, akkor a’ nemleges forgas
maximumat éri el.

Hogy a’ nemleges | haladasnak még azon
értékeit talalhassuk, mellyekre nézve a’ nemle-
ges forgas minimum == m, sziikséges lesz a’
kovetkezd egyenletet feltenni:

CP 4+~ El =m
és abbol :

| —=—E £ VB & 4Cnm

2C
m-nek legkisebb értéke:
m == o és azért:

= i‘ci_]i: , tehat

vagy | = o

E
vagy | = — |
Ezen vizsgilatokbol kivehets, hogy a’(13)
- alatti egyenletben a’ kezd&ponttdl :
1= e Kezdve
a’ nemleges haladasig:
- a’ w forgas nem-

legesen né; innen . a’ haladasnak értckeig

a'nemleges forgés mindig fogy,’s Z-nek
ezen értéke mellett: w==0; innentil minden

nagyobb nemleges haladasra nézve a’ forgas i-
genlegesen né és vég nélkiil.

Ha (32. kép) ca =1 = — E és

83

(32, kép)
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Cd=l’=-——_§__,

C
akkor az @ pont egy fordilatpont, mivel c-t8l a-ig a’
nemleges forgas né, a-tol pedig fogy; d pontban ismét
a’ gorbének elsé iranya van, mivel ubban w = o.
Ezen d ponttol fogva a’ forgas igenleges.
Mivel a’ két pont ¢ és d, mellyben a’ gorbének el-
86 ivanya van, a’ fordulat’ pontjitol egyenld tavolsagra
esnek; azért gyanithato, hogy az @ ponttol kezdve a’
gorbének két azonos aga van. Annak megvizsgalatara té-
tessék a’ kezd8pont ¢, @ pontra; mivel
ca = — _E
2C ’
lesz, ha ezen érték a’ (13) egyenletbe tetetik :

E2

we= — —___,

4CD
: _ i DA R
Ha tehat | helyett | — ——; iraiik
2C

2
és w helyett | w — —4%—-])_ , akkor

lesz &’ (13)-¢s (14) alatti egyénletben:

’

(15) ... w = % 12 es

_ L VDw
[16) -ven b =2 Z o

Melly két egyenlet ugyanazon mar ismereles gor-
beének felel meg, tehat a’ (13) ¢s (14) alatti is csak ezen
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gorbet foglalja magiban. Ezen két egyenletbl kivehetd,
hogy a’ két ag azonos.
(13) & (14) szerint, az Ssztevok’ jegyeire mnézve
a’ gorbének itt is tobb helyzetei vannak.
7. Ha a’ (4) egyenletben mind a’ 4 Osztev8 véges
értékii, akkor lesz:

CP? 4+ Dw -+ El +~ F = o, és abbol:

— C* — El — F
17 = i
(17) w =
)1 — —E+V 4CDw & B 4CE
2C.

a® (18) alatti egyenlethen C és D, E és I jegyei ellen-
kez8k. Ezen két egyenletnek is ugyanazon mar eddig
leszirmaztatott gorbe felel meg.
Mivel pedig, ha | = o,
g
D )
azért azelsd irany’ pontja a kezd8ponttal nem esik dssze.
Az eddigi vizsgalatokbol kovetkezik, hogy az al-
talinos egyenletnek :
Ci?!* +~ Dw+ El 4+ F = o

csak egy gorbe felel meg, ’s annak legegyszeriibb alakja:
W == T()E-P’ vagy, ha rovidség okaert _[(-)3.- = 0y

lesz:
w = al?
Krause ur ezen gorbét ,, parabola originaria lon-
gitudinaris‘‘nak nevezl.
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§. 43.
A w == al egyenletnek taglalisa.

A4 £ gorbének folyama ditaldnosan véve.

A’ gorbének a’ kezd8ponttol két, ellenkezs irany-
ban elterjedd, végetlen hosszt!, azonos aga van, mind
a’ kettd igenleges ’s végetlen forgassal.

B. Atmenépontok.
A’ kezdSpont egy fordilatpont, a’ gorhének tob-
bi pontjai mind kozonségesek (33-dik § szerint).
C. Gorbiiles foka.
Kiilzelés altal van:
dw = 2aldl, és abbdl

— = 2al = k.

dl

D. A legnagyobb és legkisebb girbiilés’ pontjai.
A’ legkisebb gorbiilés’ pontja a’ kezdSpont @, mivel,
ha a’ gorbiilés’ egyenletében l1==0, egyszersmind k =o,
vagyis a’ gorbiilés = o. Ha | = £ oo, akkor lesz
k=% 0,
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L. i. a’ legnagyobb gorbiilés’ két pontja fekszik a’ kezd6-
ponttol két ellenkezd iranyban végetlen tavolsagra,
vagyis a’ gorbe mindig a’ legnagyobb gérbiilés’ pontjai-
hoz kozelget, a’ nélkiil, hogy -azokat valaha elérné.

E. Girbiilés’ ardnya ’s hasonlatdssdg.
Az arany:
k: X = 2al; 2al = |: [ azt mutatja,

hogy a’ oorbules fokai ugy vannak egymashoz, mint a’
megf'e'elo haladasok , vagy

mivel | = & L QT ‘/w

ugymint a’ forgasok’ ncgysz'dg gyokerei is. Azon gorbé-
nek mas példajara nézve van,

W = ALz
4 b 3 ] I Rl r
annal i1s a gorhules aranya
.'IJ: I.:,

tehat hasonloan fekvBpontokra nézve:
I: =L:L, vagy
, V& _ VYW VW
Va Va: - VA VA
w: w = W: W, és haa’ forghs’ egysége kiilonbozd,
lesz

s 08 abh(')l

W = nw, W = nw, tehat
Wi W == nw:nw , vagyis
wiw =w:w

r ’ i3 L4 . r
ezen egyarany helyes, tehat a’ gorbének alakja nem val-
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tozik, ’scsak egy gorbiilés’ modja van. Ezen gorbék’ egy-
mas kozti kiilonbsége tehat csak nagysagait illeti.

F. Onkizdrds. _
A’ mondottakbol lathatd, hogy a’ gorbének két aga
_mindig jobban hajol be, ’s hogy minden kovetkezs for-
dulas az elSbbit zarja ki. Ezen gorbe tehat a’ kettss
befele tekert tekervényekhez tartozik (Doppel-Spiralen).

G. Onkimérés.
Az egyaranybol
Ll=Vw: VW,é
w: w = I*: I?, kovetkezik, hogy az iv’ hosz-
szai Ugy vannak egymashoz, mint a’ torgasok’ negyszog
gyokerei , vagy megfordilva, a’ forgasok ugy allanak egy-
mashoz, mint masod fokai az iv’ hosszainak.
Jegyzés. A’ két ag’ homorusaga a’ gorbének belss
oldalén van, ’sa’ fordulatpontban masik oldalara megy

altal.

§. 44.

A gorbének w = al? vdltdgorbéje (Wechselkrumme}).

Valtogorbéknek neveztetnek azok, mellyeknek e-
gyikénél a’ haladas épen ugy fiigg a’ forgastol, mint ma-
sikuknal a’ forgas a’ haladastol.
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A’ szerint tehat:

Al == BN o Ay e D108 |

—_—— _

W 1
valtogorbéknek két egyenlete.
A’ w== al’ vonalnak valtogorbéje tehat

(1) 1=aw?, és abbol

—

§. 45.
A girbének: | = aw? taglaldsa.
A. A gorbének folyama dltalanosan veve.

1. A’ gorbének els6 iranya, a’ kezdGpont-
ban van, mivel 1 = o, ad

~ w = o. (33. kép) a pont.

2. Minden, valamint igenleges, ugy nem-

leges értéknek w, csak egy igenleges érték / fe-
lel meg; azért a’ kezdSponttol két ag, igenle-
ges haladassal, az egyik igenleges forgassal
(33. kép) abc, a’ masik nemleges forgassal ter-

jed. (33.kép) ab' c.
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(33. kep)

(33. kép)
(33. kep)
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3. Nemleges haladasokra nézve a’ forgasok lehe-
tetlenek ; azért a’ gérbének csak ezen két aga van.

4. Egyenlé igenleges ¢és nemleges forgasoknak
egyenl® haladasok felelnek meg ; azért a’ két ag azonos.

5. Minél nagyobb a’w igenleges vagy nemleges ér-
téke, annal nagyobbaz Z; és haw = 1 oo, lesz | = o0;
t. 1. @ gorbének két aga vég nélkiil halad végetlen for-
gassal.

B. Atmendpontok.

Mivel a’ haladasok a’ kezd8ponttol csak igenlege-
sek, a’ forgasok ellenben valamint igenlegesek, ugy
nemlegesek is , azért a’ kezd8pont egy csiics (33-dik §
szerint) a’ gérbének tobbi pontjai pedig mind kézon-
ségesek.

C. Gorbiiles’ foka.

Kiilzelés altal van:

D. Legnagyobb és leghisebb gorbiilds’ pontjai.

1. Ha w =0, lesz k = o0: a’ legnagyobb gor-
biilés’ pontja tehat a' kezdSpontban létezik.

2. Minélnagyobb a’w,annal kisebb a’k, és ha w =
oo, k végetleniil kicsiny lesz. A’ gbrbiilés’ nagysaga te-
hat a’ kezd8ponttd! fogva mindig fogy.

E. Gorbiilés ardnya, ’s hasonlatossdg.

A’ gorbiiles’ aranyabol
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k: K = i..l. _1__. ,1_'_-= wWw

22 w22 W
kovetkezik , "hogy a’ gorbének valtozatlan alakja van. A’
kiilonbség ezen gorbék kozt tehat csak nagysagait illeti.

F. Onbezdrds.
A’ gorbiilés’ modjabol kovetkezik, hogy a’ két ag-
nak minden kovetkez$ fordilasa az el6bbit zarja be.
A’ girbe tehat egy kifeld tekert kettés tekerveny.

G. Onkimerés.
Az egyarany:
I: [ = aw?: aw'?= w?: w'?

azt mutatja, hogy az iv’ hosszai, vagyis a' haladasok &’
kezd6ponttol gy vannak egymashoz, mint a’ megfele-
16 forgasoknak masod fokai.

1-s6 Jegyzet. A’ homorusig mind a’ két agnal bel-
$6 Oldalan marad.

2-dik Jegyzet. Az 1 = aw® egyenletnek megfelels

gorbét Krause ur ,parabola originaria angularis‘‘nak
nevezi.

§. 46.

Ha az altalanos egyenlethen : )
Aw? 4+~ Bwl 4+ CI?> 4~ Dw 4+ El &4 F = o.,
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B=o0,E=o0,éF = o, tovabba:
A= C = — D = 1; akkor lesz:
w2 == 12 — w = o0, és abbdl:

M) 1l=FVw—wés

@ w=3tVn—r
ezen két egyenlet fiiggileges oOszrendesekre
nézve a’ kor’ egyenlete, feltéve, hogy a’ kez-
d8pont az atmérének = 1 vég pontjan, vagyis
a’ kor’ kertiletén van.

3. 47,
Az (1) és (2) alatti egyenletnek taglaldisa.
A A gorbének folyama altaldnosan veve.

1. Ha az (1) egyenletben w =o, lesz

egyszersmind | = o. t. i. a’ gorbenek elsd ira-
(34. kép) nya a’ kezdSpontban van (34. kép) @ pont.

2. Nemleges forgisra nézve lehetetlen a’
haladas, igenleges forgasoknak pedig, a’ hala-
dasnak ket ellenkezd és azonos értcke felel
meg. A’ gorbének tehat csak két és pedig azo-

(34. kép) nos aga van;az egyik a’ kezd8ponttol a (34. kép)
ab igenleges, a’ masik ag nemleges; mind a’
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kettének pedig igenleges forgasa van. Azért a'
kezdSpont egy fordulatpont (33-dik §).

2. A’ gyoker miatt nem lehet w — w? ér-
téke nemleges, azért a’ foliétel

w—w'=o0 :
a' forgasnak legnagyobb értckét hatarozza meg;
’s abbol van:
w=1
tehat @’ forgds' egysdge a’ kezdponttodl szé-
mitva, a’forgasoknak hatira. Legyen ezen egy-
ség = 2 R.

4. A’ haladasnak / legnagyobb értéke ko-
vetkezik az (2) egyenlethsl; melly szerint a’
foltétel all:

% — B =0, és abbol
1=+ %

Ezen értékre nézve lesz:

: w= %

A’ haladasnak legkisebb értéke = o, és

azert lesz
vagy W == o,
vagy w = 1,

5. Az eddigi vizsgalatokbol kovetkezik,
hogy w = o-tol kezdve, w = J-ig l-nek ér-
téke o-tol n6, mig / =1%; w-nek nagyobb ér-
tekére nézve, a’ haladas/ fogy, és ha w =1,
lesz / = o. Mivel tehat a’ & pontban, mellyre
nézve | = Y% és w = % a’ haladas ellenkez§
iranyba megy at, a’ forgas pedig nem, azért a

b pont egy csics. (34. kép), (33-dik §).
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(34.

kép)



94 TELSG ES MASOD

Legyen f ezen pont, mellyre nézve
' w=1

I =—=o:
akkor lesz adf az igenleges ag, mellyel azonos a’ nem-
Ieges agh; itt g-pontra nézve

l=—1, és
=Y

h pontra nézve

l=o

w=1.

A’ ket csucs b és g kozt a’ kozépen létezik a’ for-
dulatpont a. : .

6. Ha w > 1, akkor a’ haladas lehetetlen, ’s azért
f-t5l fogva a' w forgas megint fogy, és valamint a’ ha-
ladas -8l f-ig fogyott, ugy innen megforditoit rend-
benn8, addig mig w= %, melly értékre nézve ismét
=¥ =1,

Ambér @ folyam df, d-t8l a-ra tekintve, nemle-
ges, mégis az egész folyam adf igenleges, 's azért f-t&l
is, az igenleges haladasnak folytatasa, égynemii marad
m pontig; mivel pedig f pontban a’ forgas ellenkez6vé
valik, azért f ismét egy fordualatpont, ugy m ismet egy
csucs ’sth. Ugyanaz all a’ nemleges agrdl aghm'. A’
mondottakbol kovetkezik, hogy minden két csucs kozt,
a’ kozépsé pent, f, a, h.... egy fordulatpont, ’s
megforditva, minden két fordulatpont kozt a' kozep-
s6 pont m, b, g, m'.... egy csucs.

A’ (2) egyenletben a’ haladasok™ kettds értéke s
a’ gyokér miatt képzelhels , hogy a’ gorbének négy a-
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ga van; de midén a (2) egyenlet szorosabban vizsgalta-
tik meg, akkor kitetszik , hogy a’ gérbének csak két a-
ga van.
Ha a’ kezd6pont a tétetik d pontra, vagyis a’ csucs-
+ ra, akkor w helyett tétessék az (1) és (2) egyenlethen
W —+ %, { helyett pedig | — %, melly értéknel fogva
lesz :
(@ ... 1=4%FTV¥%— w é
(ﬂ] L RN =:|: l/lT—Tz_
Ezen két alakbol kovetkezik , hogy azon vonalnak vilto-
gorbéje onmaga a’ leszarmaztatott vonal.

B. Atmendpontok.

Az eddigi vizsgalatokbol lathato, hogy ezen gor-
hének vannak atmenSpontjai, t. i.a” forddlatpont és a’
csics, mellyeknek szama végetlen o’ gérbe’ végetlen
fol yaméban.

C. Gorbiilds’ foka.
A’ (B) egyenletbdl kovetkezik kiilzelés altal:

dl — 2ldl
“QI/E_—-_—_lz, vagy

d‘,‘\q" —

dw _~ 1 — 2
(8) F{T — 5-‘/—1'*__?;5 = k.
D. Legnagyobb ¢s leghisebb girbiles’ pontjai.

1 — 2] 1
Hak = E‘7'i——:—*—15 =0, lesz
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1= 2| = o, és abbol:
l=%
a’ legkisebb gorbiilés’ pontja tehat a’ fordulat-
pont.
Ha (s)-ban 21/ T — P = o, melly érték
mellett £ maximum ; akkor lesz:
] — I = o vagy
1(1 — 1) =o, tebat
vagy, | = o, vagyl — 1==0, és abbol
l==1.
Mivel pedig a’ pontok
l= o0 ¢s
=1
a’ csucs’ pontjai, azért ezen gorbeének legna-
gyobb gorbiilés’ pontjai a’ csucsok.

E. Gorbilés’ ardnya’s hasonlatossag.
1. A’ gorbiilés’ aranya:
B T T
SN e it
2/ i—E " /T —1
2. Az (1) és (2) egyenletnek megfelel
gorbék csak akkor hasonlok, ha azoknal a’ for-
gas’ egysége ugyanaz, ha tehat w = W, és
w = W'. A’kiilonbség ezen gorbék kozt an-
nal nagyobb , minél nagyobb a’ kiillonbség ezen g
(31. kep) egységek kozt. Az egysegnek ==2 R, a’ (34. kép)

alatti gorbe felel meg
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Az egységnek = 4R, (35. kép) (35. kép)
2 2 = S8R, (36. k{sp) .(36' kép)
Az egységnek —

S8R megfelels gorbét
(36. kép) Peters szévlantnak (Lyra "cordis) (36. keép)
nevezi.

§. 48.

Az dltaldnos egyenletbél:

Bwl + Dw + El + F = o,
kovelkezik egyszerités altal ;

(1) w=a 1

a -i- ; -
ezen vonalnak valtogorbéije Onmaga a’ gorbe,

melly Krause ur utan Curva reciproca vagyis
antilogdnak neveztetik.

§. 40.

1

Az (1) egyenletnek vagyis a’ gorbének w=— g
taglaldsa.

A. A girbének folyama dltalinosan veve.

1. Minden igenleges vagy nemleges hala-
disnak igenleges vagy nemleges forgas felel

F
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(37. kép)
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meg. A’ gorbe tehat egy igenleges és egy nem-
leges aghol allo; mind a’ két ag végnélkiil ter-
jed elé.

2. Mivel egyenls igenleges vagy nemleges
haladasnak egyenl$ igenleges vagy nemleges
forgas felel meg; azért ezen két ag azonos.

R, A’ forgas méar a’ kezdSpontban véget-
len nagy, mivel ] = o ad w = oo. Hol el-
lenben a’ haladas mar végetlen nagy, ott azel-
s6 irany létezik, mivel w = o0 ad | = oo.
Az (1) egyenlet tehat azt kivanja, hogy a’ ha-
ladasokat a’ kezd8ponttol szamitvan, a’ forga-
sok ezen végetlen tavolsagra levé ponttol sza-
mitassanak , mellyben az els§ irany van. A’
gorbe’ alakitasanal sziikséges lesz, azt valamelly
felvett pontbol m (37. kép) tekintetbe venni.
Legegyszeriibb, ha ezen pont a’ haladasnak
1= 1 felel meg. Az els§ irany legyen mm'.
Ha l = 1, lesz w = a, ’s ha ezen sz0g
a= R = 90°, akkor m pontban a’ gérbének
iranya lesz mr’. Ha most a’ haladas m-t6l visz-
sza felé, azaz k felé¢ vétetik, akkor w értéke
né; tehat igenleges forgas kiozben a’ haladas
nemlegesen azaz r' felé torténik. Az altal ke-
peztetik a’ folyam mka, melly végetlen forgas-
sal kozelget a’ kezdGponthoz a. Az (1) egyeu-
leth6l lathato, hogy a’ forgasok az elsé iranytol
kezdve a’ kezdGpontig csak egynemiiek , azért
(32. §. szerint) egy kozonséges pontbodl, mint’
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m, ellenkezSk lesznek, mig tehat o’ nemleges
~ haladas m-t6l r felé tortént, addig a’ forgas
jobbra ment, vagyis mr'-t6l mk felé; az igen-
leges haladasra (mr) nézve, a’ forgas balra,
vagyis mr-t6l me felé torténik. A’ mi a’ forgast
mr-t3l me felé illeti, az nagysagara nézve
mindig potléka annak, melly egyenesen az e-
gyenletbl kovetkezik, ’s pedig potléka a’ for-
gashoz w = a, itt a' fertalyszoghez, mivel
a == 90° vétetett. A’ mondottak szerint képez-
tetik az mbe rész, melly e ponttol végetleniil
halad, ’s mellynek iranya a’ gorbének elsé ira-
nyahoz mm végnélkiil kozeledik; azm résztdl
k fele pedig végetlen forgassal egy véges hala-

99

dashoz = 1 végnélkiil kozelget. Az igenleges .

ag tehat akmbe. A’ mi az igenleges agra nézve
allitatott, ugyanaz a’ nemleges agra nézve is all,
melly az igenlegessel részaranyos és azonos
(37. kép) ak'm'bf.

B. Atmenépontok.
33-dik § szerint valamint a’ kezdSpont,
ugy ezen gorbének tobbi pontjai is kozonsége-
sek. A’ gorbének tehat nincs atmendpontja.
C. Georbiilés' foka.

Kiilzelés altal van:

dw = —2dl _~_ dl, vagy

I

a Ty -—
dw -——F=—-al_2—k. 7o

' {37. keép)
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D. Legnagyobb ¢s legkisebb girbiiles’ pontjai.
1. Ha a’ gorhiilés’ egyenletében:

e
12°
| =0, akkor lesz k == oo; tehat a’ legnagyobb gorbui-
lés’ pontja a’ kezdGpont.

2. Ha w = o, lesz
a aw? —_— 2
km-—_=——_;_..=__.~_,=u,
]2 a? a

t. i. a’ legkisebb gorbiilés’ pontja ott van, hol az elsS irany
fonns : R T A TN, AN S "
létezik, vagyis ott, hol o’ haladas mar végetlen nagy.

E. Girbiilésardny s hasonlatossdg.

A’ gtirhiilés' aranya kovetkezo :

TR A e R O |
. 12
vagy , mivel 1 = .a—i,

a? a g
k: ¥ = —.—2: — = wi: w2
W W

Ezen ‘egyaranybél kovetkezik, hogy az (1) egyenlet-
nek w = .?. megfelels gorbek hasonlok, mivel az egy-
arany :

w?: w2 = (nw)*: (n w')?, mindig hel:yes.
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3-dik FEJEZET.

Az eredeti egyenletelnek dtvitele az oszren-

desek’ rendszerére.

i
o
e

Legyen ab (38. kép) valamelly gorbének
ivhossza; a’ kezdSpont legyen a, ’s db gor-
bének abban levd iranya ad , melly egyszers-
mind els$ irany lehet; b pontban pedig legyen
az irany bb'; a’ szerint lesz az @b ivnek irany-
valtozasa = < a’ fb.

Ha tovabb mn | ad',

ad’ || bp, akkor lesz:
< dfb= < b bp
tehat b’bp szog altal is az ab ivnek iranyvalto-
zasa hataroztatik meg; ap és bp yonal, és ha
cq | bp, egyszersmind aq és cq vonal is je-
lenti a’ gorbének fiiggsleges oszrendeseit.
Ha an a’ metszékek’ tengelye, akkor
ap = X és '
bp =¥
b pontnak oszrendesei.

101

(38. k{ip)
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Ha az 1v’ hossza ab=1 még a’ végetlen kis dl meny-
nyiséggel n6, tgy hogy ac = 1+ dl; akkor lesz
pq = bd = dx.
és cd = dy; ¢ pontban legyen a’ gorbének iranya cc,
mellyet ugy tekinthetiink , mintha blb' iranyaval esnék
ossze, s akkor lesz:
< cdcq=<bbp=w
A’ bed haromszogh6l kovetkezik :
(1) .. dx = dl Sinw és

(2) .. dy = dl Cosw; és ezekbdl
dx

DY 5, L i A

( . ) d_y ang w

Az (1) és (2) alatti alakokbol kovetkezik még:
(a’) % = Sin w és

dy

Az (1) és (2) egyenlet a’ gorbéknek kiegyenesitésé-
re is hasznalhato (Rectification). Ha t.1. az iv’ hossza-
nak meghatarozasa vagy a’ metszék vagy a’ rendes al-
tal kivantatnék, akkor a’ gérbének eredeti egyenleté-
b6l vagy w vagy Cos w vagy Sin w értéke hataroztatik
meg, ezen talalt érték tétetik az (1) vagy (2) egyenlet-
be és az altal egy kiilzeléki egyenlet ered, x es |, vagy
y és 1 kozt, mellynek egészitése utan, a’ megkivantatott
egyenlet x ésl, vagy y és 1 kozt talaltatik, és abbol
| értéke hataroztathato.

(8) = = Cos.
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§. 51.

Hogy valamelly gorbének eredeti egyenlete, osz-
- rendesekre vitethessék altal , kovetkez6 modok hasznal-
hatok.

1. Az adott egyenlet’ kiilzelése utan, vagy az érték
dl SinwvagydlCosw hataroztatik meg, els$ esetben tétessék
ezen talalt érték = dx, masodikban = dy, az altal a’ nyert
kiilzeléki egyenlet egészitetik, ’s az alland6 adatik hoz-
za, mialtal egy egyenlet ered w és x, vagy w és y kozt;
abbol pedig folkerestetik az érték tang w = % , §e-
zen talalt kiilzeleki egyenlet’ egészitése a’ kivantatott
egyenletet adja.

2. Valamint x és w kozti egyenletbsl, ugy abbol
is, melly y és wkozt talaltatott, hataroztassék meg w,
vagy ugyanazon filiggvényének értéke; a’ két értéket az
egyenlet’ jelével Osszekotvén, a’kivantatottegyenlet x és
y kozt van megtalalva.

§. 52.

A kir' eredeti egyenletének dtvitele az Oszrendesckre.

A’ kor’ egyenlete volt:

w = al.
Abbél lesz kiilzelés altal :
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1) .... dw = adl
Sin w allal sokszorozva:
Sin wdw==adl Sin w, vagyis

B) wiws s Sin w dw = adx.
Ha az (1) egyenlet Cos w altal sokszoroztatik, lesz

Coswdw == adl Cos w, vagyis
(3) .... Coswdw = ady,
Ha az (2) és (3) egyenletet egeésziljik: lesz;
(4) .... — Cosw =ax + C és

(8) - Sm w=ay -+ C.
Ha (Q)hen w = o, akkor eaysmlsmmd x =0,

és ezen éreék mellett (4)ben:
C = — 1.

Ha (3) alatti egyenietben = o, lesz y = o, és

azért (5)ben:
&= 0.
Ha tehat az allando (4) é (5)be tétetik,
(6) Cosw = 1 — ax és
(7) Sin w = ay tehat
— 1 — 2ax — a®x? és
Sin w? = a’y?, abbol

Sinw? &+ Cosw* = a’y? + a’x? — 2ax - 1

—+ Cosw? = 1. lesz:

lesz:

Cos w?

¢s mivel Sinw?®

aﬁy' "
y = i\/f'—‘-—-\‘,
a
1
s ha — = r, lesz
a -

melly fi:ggnleges oszrendeseknek megt’nlelf_i kor’ egyenlete.
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