
digitalisiert mit Google

Hinweis: Das Dokument enthält hinterlegte Textdaten, die eine Suche in der Datei ermöglichen. Diese Textdaten wurden mit einem 
automatisierten OCR-Verfahren ermittelt und weisen Fehler auf.

Bitte beachten Sie folgende Nutzungsbedingungen: Die Dateien werden Ihnen nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke zur 
Verfügung gestellt. Nehmen Sie keine automatisierten Abfragen vor. Nennen Sie die Österreichische Nationalbibliothek in 
Provenienzangaben. Bei der Weiterverwendung sind Sie selbst für die Einhaltung von Rechten Dritter, z.B. Urheberrechten, 
verantwortlich.

Nutzungsbedingungen

Umfang: Bild  1 - 196
Zitierlink:  http://data.onb.ac.at/ABO/%2BZ157440908
Barcode:  +Z157440908
Signatur:  19815-B

Buda  1844
Egyet. ny.

Mathematicai Pályamunkák. Kiadja a' magyar tudós társaság.
hung.

http://data.onb.ac.at/ABO/+Z157440908


 

.nxwwm 

, KÁlsjűûitHüFgig.Íäíäííä? BIBLIÜTHHX' F 



 

.: 

 

 



_ 

. 

Nn 



'l 



MATHEMATICAI 

~PÁLYAMUNKÁK. 

KIADJA 

A” MAGYAR TUDÓS TÁRSASÁG; 

ELSŐ KÖTET. 

' Az ELSŐ És MÁSOD RENDÜ GÖRBÉK" KÖZRENDESEKRE ÁTVITE 
LE 's FŐBB TULAJDONSÁGAIK. TAUBNER KÁROLY És FEST vu. 

mos* ELSŐ És máson RANGU PÁLYAMUNKÁIK. 

~ 

B UI) A.N. 
A“ MAGYAR KIR- EGYETEM, BETŰIVEL. 

 

 

M. necc. xuv. ~ ' .. 



 



ELŐSZÓ. 

Az academiának I'S3S-ban tartott IX-d. nagy ' 
gyülése által kihirdetett következő matllelnaticai ju 
talomtételére : 

„A, görbék, Ineghatározásában jelenleg a” görbe minden 
kori hossza és érintőinek (tangentes) szöge is vételnek elemekűl. 
Mellyek tehát ezen nézet szerint az első és nnísod rendü gör 
bék? Vitessenek ezek által öszrendesekre (coordinatne),'s adas 
snnak elő főbb tulajdonságaik.“ 

1840. martíus” 25-keig mint határnapig h árom pá 
lyamunka érkezett; mellyek közől az e' végre kine 

vezett három osztálybeli bíráló”, n. m. BITNICZ LAJOS, 
GYŐRY SÁNDQR és VÁLLAS ANTAL rendes tagolä előa 
dásai nyomán n, XI-d. nagy gyülésl, 1840. august. 



IV TITOKNOKI 

27. a' Il. és III. számok alattiakat találván kiatlásra, és 

pedig amazt a” száz arany jutalomra, ezt ívenként 
7 négy arany tiszteletdíjra érdemeseknek; a' birálók' 

hivatalos egyértelmű tudósításaiból azon ok0k' kivo 
nata bocsátatik itt közre, mellyek a' társaságot ha 
tározataiban vezették. 

Előszór is .BITNICZ LAJOS rt. véleményének ve 
leje ezz' „E' két kézirat egyenest szól Iigyan ai kér 
déshez, de nem úgy, hogy arra teljesen megfeleljen. 
így: előterjesztik, lniben.áll a” görbéki “leghatáro 
“zasának ezer_rújimódja, kifejtik ezen mód szerint a' 
másod rendü görbék” fő tulajdonságait és kilnutatják 
általjában, mint lehet az így kifejtett egyenleteket a' 
merőszögű isszrendesak közti egyenletekre és ezeket 
viszont amazokratätváltoztatni a' nélkül, hogy ezzt, 
mint a” kérdés kívánta, minden egyes görbére .kíilön 
kiterjesztenék 's így mások” Jalődeigozatait bővebben 
kifejtenék, vagy, mint várni' lehete, összehasónlít 
väii á. két rendszert, egyiknek 'akinásík.tflilötti elsó 
ségét megbatárózhäk“; Sót arra séwätfóräítänäk figyel 

n met, afgölíbéknek mődóh, kifejtettegyenle 
' b: . ' u . ' 7 „r . . , p, . ' . . „ . 'n ' téitsarkôszreniiesek ( olares lcoordlnatae kezt] e . P l . 



ELőszó. v 

gyenlétekre Ís viszont változtatták volna, holott ez ia” " 
kérdésben;henfoglaltatik.“ 

„Összehasonlítván azonban a' két kéziratot, mi 
vel ezen jelmondatúg. Ég vg; honáig; bizton 
nézzreäl pláne sä.eamünlí;äz.més.od„xegdü görbék” 
egyotglniggygnletéhőltäglyesen é?! “tsliewl kifejti n. 
zon esyanlätakeä .'mlä1l„Y9kl§ülÖit1Ö§ gäxhék” [törvényét 
adják elő, azukán jóyamübb: xpnál(ll.ä't.lellit.lal' mtogatjaz, 
nnintpálavatáraan {Irziként hheiäa” mäőfzüäű äszxqnr 
desek köztiegyenletgketgaz új imád azseninätxaláltak 
m "s Jezekex wiszont Emma: átalakítom, továbbá 
p,” „kifejtett egyeoletekblen ägglalt_glürbék' tulajdon, 
ságit egyenként vizsgálsataiag kiégne tárgyát. szaba? 
tos rövidséggel ls majdnem általjában tiszta, jó nyel 
Ven adja elő, véleményadó énnek tulajdonít ugyan 
elsőséget 's lgyl ennek ítéli a' pályadíjt; azonban a” r 
C o.n c o.r di a" rp atl-Vae ,~r es c.rles cu n t, di s c o r 
ili a m a kima e? d ill axb u n t u r jelmondatút [is ügye 
.lemro “s tiszteletdíj .mellett 'nyomtatásra méltónak 
tartja {áln'iíltnlíogy aÓ äkéfdés" hol yes felfogása mellett 
első szakaszában lnintegy Beí7ezefősűl"a' lnerőszögű 
öszrendesek' réndszerét 'iá kifejtvén='s-némelly' gör-i 
bék' ezek rküzti egyenleteit vizsgálgatván, (llvasójával 
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mind a' két rendszert megismerteti, 's így csekély 
mathematicai literaturánk” egyik hézagát némiképen 

kipótolja.“ 

GYŐRY SÁNDOR rt. véleménye így hangzott: „A' 
II. szám' szerzője egyenesen a' kérdésbe ereszkedvén, 
elsőben a' két Változók közötti általános egyenletet ,s 
annak a” változók' nőttével vagy fogytával eszközöl 
hető átalakítását veszi szemlélet alá, melly után a' 

fő egyenletet a-tól h-ig nyolcz egymástól független 
egyenletekre osztályozza; kimutatván különösebben, 
hogy az utóbbi” első fokozata, mint valamelly görbé; 

nek előállítója kört, 's mint nem azg, egyenes vonalt 
vagy egyenszöget terjeszt elő.“ 

„A' III. szám alattilaz öszrendeseket illető tanít 
mányokat előre bocsátván, azután a” görbéknek foly 
tonos haladás és irányváltoztatásból eredő származá 
sát fejtegetvén, hasonlag az első fokozatú egyenlet” 
vizsgálatára tér, 's ezt a, II. szám allattinál részletes 
ben tárgyalja. Isméta° II. számu ezen túl a, még hát 
ralevő 7 egyenlet' további fejtegetése körül forgolódik, 

mellyeket egyenként bontogatván, 17 különböző gör 
béknek egyenleteit állítja elő. A' III. számu viszont 
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még mindig részletesebben, de a' feltett kérdés' utól 
só kivánatához: ad a S San ak el ő főbb tulajd on 

S á g a i k, mintegy kora készülettel azon nézeteket ad 
ja elő, mellyek a, görbék körülti vizsgálatokban mint 
azoknak főbb tulajdonságai, tekintetbe jöhetnek. Mely 
lyek után midőn a” fő egyenlet' bontogatásához érke 
zik, abban 's következőleg a' kérdés érdemében szem 

betünőleg hátrább marad. Ugyan is : Alapúl vevén 
hogy w és l értékei szerint ha az A és C ösztevők 

,vagy azoknak egyike =' o; a' fő egyenlet előleges 
átváltoztatás nélkül nem használható, ennek követ 
keztében legelébb is a' II. számban a, k, c, g, alatt 
feltett egyenleteket kellett volna vizsgálat alá fognia, 
melly helyett , midőn a' nevezett II. számu pályairat 
f, alatti egyenletét választja,' nem csak az egyenesen 
kikövetkeztethető egyenleteket mellőzi, hanem' egy 
szersmind felvévén A=l3=o, az előboesátmányok 
ban nem említett új feltételt hoz szemléletei .közé.. 
Egyébiránt ezekbőlqegy görbének egyenletét találván 
w=al2, abból a' másikat, a” váltó gürbe' egyenletét 

l = aw2 csupa értelmítés (deíinitio) által hozza Általmegy azután a, II. számu pályairatban g,-vel 
jegyzett egyenlet vizsgálatára, honnét találja w == 
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'i. 

L;- nem csak a' Il. számu pályairatban előadott, ha 
nem az általa követett úton is egyenesen feltaláltat 
ható többi egyenletefmellőzésével berekeszti; mely 

lyeket a' II. szám” szerzője biztosabb alapon építve, 
.következetesen, hiány éskivétel nélkül bontogatott.“ 

' „A' kérdés'második része ezvala: Vitessenek 

által öszrexndesekre. E” tekintetben Imind a*'két 
értekező csupánaz általános szabályt adván elő: m i 
képen lehessen bizonyos w és s közti e 
gyenletet, x és y merőleges öszrendeseí; 
közöttire átalakítani? sem egyik sem másik 
teljesen nem felelt.“ 

„A' harmadik résztiílletőleg: A d ä_s s'a'n'a k el 6 
főb b {tulaj d 'on s á gai k, a” 'két pályairaf öszve 
lhasonlítása úgy áll, 'mint alkérdéäelső részében már 
'előterjesztettük. T. Pi. a” 11.szám alatti; (keresztülme 
gyen az Íaltalab kimutatott inindeníegyéiiletek 'köfillti 
vizsgálatokon, "s ittiis, mintaz első részben, megélő 
zi a, III-dikat, kinek ebbeli szemléletei az elősoro 

'zásba szőve, természetesen csupán azon néhány gör 
békre terjednek, mellyeknek egyenleteit felhozá.“ 
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„Ezeknél fogva jntalmazandónak ugyan, a” II. 
több 

tetekből azonban a9 Hl. számunak is érdemei vagy 
szám alatti pályairatot tartjuk; tekin 

nak. Sok részletes vizsgálatokat és ismereteket fog 
lal magában, mellyek kiváltaz 'előbbihez csatolva, a' 
görbék természetének “s tulajdonságainak felvilágosí 
tására szolgálhatnak 's iigy ezt is .äkinyomatásra a~ 
ján.lja f“ 5 . 

Végre VÁLLAS ANTAL rt ez ügyben ekkép nyilat 
kozott: „Az .1838«ban kitüzött mathematicai kérdés 

nek lnárom egymástól lényegesen különböző része 
volt. Az elsőre: „Mellyekaz eredet.i nézet szerint, 

anelly.elemiíl a” hosszat és az .érintői szögeket veszi, 
az első rés Írilásoclr-Iallcfii görbék?“ 15' felelet annál 'köny 
nyebb volt, minthogy e' részeűkférdésnek Iki van 
.dolgozva már; A' másodikra, mell.yiküvétéli, hogy 
'a' talált görbék” 'egyenletei "öszrendesekre Witessenek 
által, elődolgozataink“nem levén, .'a"'felelet azonok 
'ból is nehezebb, 'minthogy az átvitel hihetőleg csak 
bonyolódottabb egészítések” utjánilehetséges. Ez va' 
"l'a azonmező, mellyen a' pályázó tudományát látat 
'hatta. A” harmadik résznek, melly szerint a” mondott 
görbéknek főbb tulajdonságai kivántattak, az a, 'czél 
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ja volt, hogy részint a” már kimutatott görbékkel ma 
gokkal , részint pedig az új módnak sajátságaival 's 
netán elsőbbségével ismerkedjünk meg. Mutathattak 
itt is tudományt és gyakorlottságot a' pályázók; mert 
véleményadó' nézete szerint a' két módnak egymás 
sali összehasonlítása igen tanulságos és tán eredmény 
dús lehete. Mindenben pedig, mi egyébiránt magában 
érthető, megkivántatott, hogy az előadás rendszeres, 
a” nyelv grammaticailag tiszta és szabatos legyen.“ 

E” szempontok kimutatása után, az I. számának, 

mint!a' melly a” kérdést e” bíráló szerint is félre értvén , 
nem is versenyezhetett,mellőztével így vélekedik a'más 
két munkáról: „Helyesen fogta fel a' kérdés' első 
és némileg harmadik részét a' II. számú felelet írója. 

Ez rendszeresen és gyakorlottságot mutató rövidség 
gel fejtegeti a, másod rendő görbék° általános. egyen 

letét, és hozzá kapcsolja, mint különös esetet, az el 
ső rendüét is. Kimutatja azután a' módot, melly sze 

rint a” talált és elősorozott egyenleteket öszrendesek 

re vihetni át - a' nélkül azonban, 'hogy e' módot, 
mint kívántatott, az egyes görbékre alkalmazná. Ez 
által azon része a' munkának, mellyben eredeti lehe 
tett, hiányzik. Hasonlólag csak a' hosszak és szögek” 
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nézete szerint adja elő al talált görbék tulajdonságait, 
mi által az eredetiség dicsőségétől a' kérdésnek eÍ 
harmadik részében is elesik. Különben a' nyelv, né 

melly kivételekkel , eléggé szabatos. E” munkát vé 
leményadó minden esetre kiadandónak tartja.“ 

. ' h. 
„A' III. számú felelet legelúl is az analytical mér 

tan' ilémelly tételeit foglalja magában, mit hibáúl, 
ámbár a' dologhoz szorosan nem tartozik, vélemény 
adó felróni a,. pályázónak nem akar. Ezután átme 
gyen az új nézet' vizsgálására, melly részében a” 
munkának a” görbéknek némelly tulajdonságai ma 
gyaráztatnak. Ez sem tartozik tulajdonképen a, kér 
déshez; annyiban azonban elfogadható, mennyiben 
az új nézet, taglalása, véleményadó” tudtával, ná 
lunk Magyarhonban maig sem hozatott szőnyegre is 
így a' szempontnak helyes felfogásához elkészítheti 
az olvasót. Következnek az első és másod rendű gör 

bék, az új nézet szerint előadott tulajdonságaikkal 
együtt, és végül azon módnak kimutatása, melly sze 
rint azokat öszrendesekre vihetni át. Hiányzik itt 

is a' kérdésnek második része, és a' harmadik részből 

a' két módnak összehasonlítása, azaz mind az, mi 

ben a' pályázó eredeti lehete. Az előadás nem olly ' 
.. J 
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rendszeres, de a” nyelv sem olly szabatos, mint a, II. 
számmá.“ .. . ~ c , 1 

'„E' pályairományok közöl. egyik sem felelvén 
meg a" jutalomkérdés” eredeti 's így érdekesebb ré 
szeire -- általános becs szerint ítélve, a° jutalomra 
egyik semtarthatna szánra. Viszonyos becsöket tart 

“ va szem előtt, 'véleményadóá fenebb említett okok 

nál! fogva, a” 111. számút a' kitett jutalomra .; a' I'll. 
számút pedig , Iránt.hegy fogyatkozásai mellett is sok 

jót Teglal magában és ilI:ité1.~ti'se~"í által az olvasót, .a' 
' magyartt. a”“kit1ízött szenípontraelkészítheti, tisz 
teletdíj ' melletti kiadásra .érdemesíti:“ 

Itt veszi már 'most a' közönség ä7koszorúzott, 
valamint a' második rangunak ismert pályamunkát is; 
mellyek a' társaság által kiadottkéziratok” LXXXVIII. 
kötetét teszik, i 
.„ „Költ Pesten, a' magyar tudős társaság” kisngyii 
nléséhőlli, f,julius' 29. 1844. 

D. Schedel Ferencz7; 
titoknok. 
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. ELSŐ És MÁSOD RENDÜ GÖRBÉK” 
ÖSZRENDESEKRE ÁTVITELE 

's FŐBB 

TULAJDONSÁGAIK. 
 

I. ' g 
Az első és másod rendü görbe? öszrezzdesekre átlvitele. 

1. g. 
A, két önváltoz.ó közt létező, minden tökéletes 

betüvetésí (algebrai), második fokú egyenletnek leg 
átalánosb alakja ez: 

Awz+2Bws+csz+2 Dw+2 Es-l-F=O (l) 

Illynemű egyenlet hat állandó mennyiséget, ugymint: 
A, B, C-t rstb. foglal magában, mellyek mindazáltal 
csak öt függetlennek szemlélendők, mivel helyettök 
az egyenletbe új állandó mennyiségek gyanánt bizo 
nyos állandónak öt hányasa hozható. Ha tehát w és s 
alatt némi két, egymástól függő mennyiséget, vagy 
inkább illy mennyiségek, mértékeit értjük: akkor (l) 
egyenlet legátalánosblag ollyL arányokat terjesztend 

imrimsr. PÁLYAMIINKAK l. KÖT. . 1 
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azok közt elő, mellyek a” két fokú egyenlet által 
jeleltethetnek ki. Legyen tehát s valamelly görbe, 
ívének bizonyos kezdetponttól' számított lioszsza, 
,s w azon' szög, nyílása, mellyet a, görbe, iránya 
érintőjének iránya által kifejezve, valamelly pont 
felé bizonyos kezdeliránynyal alakít: akkor a” fen 
sorozolt egyenlet agörbék, némi megbatárzott számá. 
ra nézve azon arányokat fejezeudi ki, mellyek az ív, 
boszsza ,s érintőjének minden pontoknáli iránya közt 
léteznek. Ha a, görbék, felosztásánál felosztásalapúl e 
gyenletök, fokát veszszlíik fel, akkor minden előállítha 
tó görbéket, mellyek (l) egyenletben foglaltatnak, 
második rendű görbéknek nevezendünk. 

2. 

Illynemű második rendü görbék; száma a” ifen 
hozolt második fokú egyenletnek különös egymástóli 
független alakítliatásától függ. Független alakok (for 
ma) pedig azok, mellyek egymásra vihetetlenek. 
Azon görbék, száma felettivizsgálat, mellyek (Hegyen 
letben foglaltatnak, vezet bennünket arra, bogy az ' 
egymástól lényegesen különböző alakok, száma, mely 
l yeket ugyanaz (l) egyenlet előállíthat, meghatároztas 
sék. Méltólag forog tehát kérdésben legelőször is azon 
módnak meghatárzatann ell ynek eszközül vételével a, kér 
déses átalakítás. (transformatio) kivitethetik. Szem 
beszökő azonban , hogy ezen módok csak akkor követ 
kezményesek, ha a, fensorozott (l) egyenlet, alakítá 
sainak bizonyos önkéntes ,s következőleg változtatásra 
alkalmas momentumok szolgálnak alapúl. Figyelembe 
véve tehát“) egyenletet, könnyen átlátjuk, hogy ab 
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ban kettőnél több momentum alig foglaltatik , az első 
t. i. az ív” hosszának szánt k e z d e t.p on t, második pe 
dig, az érintők, irányát tekintve , a” k e zde t ír á n y. 
Az (l) egyenlet, alakja tehát más lesz, először a, kez 
detponü, másodszor a, kezdetiránf, 7s végtére a' legáta 
lánosb mód szerint á' kezdetpont, és kezdetirány' egy 
szerű megváltoztatása után. 

a 

5. 53. 

Vegyük tehát az idézettek szerlnt tárgyaltatásunk 
alá a, legátalánosb esetet ,s annak következtében te 
gyük egyenletünkbe 7 

w = w j*_"qw.' 

Sis, S ' 

vagy az alsó. jegyet nem tekintve 
w-l-w, 

s+s', (2) 
' w 

S 

e, mellett meghatárzatlanúl hagyván, vajjon az w' és 
s' állítólag vagy tagadólag veendő-e. Ezen egyenletek 
nem egyebet jeleinek ki ,mint'h0gy zfkezdetirány, és 
kezdetpont” helye, melly ímiatt (l) egyenlet létezik, 
sajátlag az állító vagy tagadó w/ és s' mennyiségek 
kel megváltoztattak. Az (l) egyenlete» és s helyett ez új 
értékeket téve, következőre megy át: 



4 AZ ELső És MÁSOD RENDÜ GÖRBÉK, 



~ öszRE NDESEKRE ÁTVITELE. . 5 

tehát az eredetivel ugyanazon fokú egyenletbe; mi egy 
szersmind a” (2) egyenlet, megengedhetőségének ele 
mezési (analytícai) bebizonyítása. 

4.. t; 

Az (l) egyenletnek minden lehetséges alakjai az 
w' és s' eddig önkéntes mennyiségeknek valódi meg 
határzata által már egyenletből származlatbatók. 
Csak megjegyezzük, hogy ezen mennyiségeknek egye 
dűl azon tagok, ôsszhatóira (coefjícieutes) , Fmely 
lyek az w és s változókra nézve első fokúak, valamint 
az w és s-lőli szabad tagra van~ befolyásuk. Követke 
zőleg (1) egyenletből csak ezen tagok irtbatandók ki. 
A, és (l) egyenletben af}, ws és sz-nek összbatói [igyan 
azok, ,s innen következtetjük, hogy az (i) egyenlet, 
azon alakjaiból, mellyekben e, tagoknak néhánya elő 
fordúl, ezek sem a, kezdetpont, átbelyezlelése, sem 
a, kezdetirány, változtatása- által ki nem irtathatnak. 
lgy tehát, minekutána e, második fokú három tagnak 
néhánya (l) egyenletben nem foglaltatik, különféle 
görbék az egyenlet által hzitározlalnalc meg. 

5. g. 

Miutánttebát mind a, három összbató A, B,C véges ér 
tékű, vagy, majd egy, majd másik, ,s végtére mind a, há 
rom =o, (l) egyenletünk következő , egymástól ere 
detileg különböző alakokra megy «it: 
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Awil-I- 2Bws-l-Cs2-l- 2Dw+2Es +F=o (a) 
Aw3+ 2Bws+ 2Dw+2Es+F= o ' (b) 
2Bws+Cs3+ 2Dw-+-'2Es-|-'-F =o (c) 
Awz-I-CSQ-I- 2Dw+2Es+F=o ' (d) 
Aw2+2Dw+2Es+F=o . (e) 

Cs2+2Dw+2Es+F=o 2Bws+ 2Dw+2Es+F=o (g) 
2Dw+2Es+F=o (h) 

Az (l) egyenlet, felbontása, (a) - (bj-ig terjedő 
egyenletek, vizsgálatára vezet. Az első hét egyenlet má 
sodik fokú. Csupán az utolsó vonali, ,s miként közvet 
len kitünik, kört terjeszt előnkbe. Ez utolsó tehát sa 
játlag a, másod rendű görbék, sorába nemis tartoznék, 
azokhoz mindazáltal annyiban csatolható, miként e 
gyenlete különös állandók, felvétele által Qaz átalános 
egyenletből ered. És így a, fenforgó 8 egyenletet kell 
közelebbről vizsgálnunk, hogy lássuk, vajjon mindegyik“ 
ben hány görbe foglaltathatik. 

6. SS. 

A, (Íz) alatti egyenlet ez: 
' 2Dw+2Es+F=o 

, F , 
Legyen w=n, lesz s=- T,É esha s=o , lesz w: 

F. n I I 
- 3-13» Tegywik s helyett az egyenletbe ezen erteket : 
, F ' .. . „ 

s - : akkoraz kovetkezore olvad: 

Dw-l-Es-Jo (l) 
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Minthogy ezen átalakítás, míg a” D, E, Fossz 
hatók valódiak, mindig és pedig csak ugyanazon egy 
módon eszközölhető ki, 'minden (h) egy enletei tehát 
csupán egyetlenegy görbét miltatnak elő , 's az a” kör 

Tegyük (g) egyenletbe w éss helyetti w+w' és 
s +s'-t (hol most természetileg w éls: s más változókat 
jelentenek), ,s ezen alakra menend át: 

'96» 
e. 

X, . 
V 

TÓ . 
x 

6 
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Js ba 

lesz (g) egyenletből 
2Bws..-.t-BF w- 2ED = o 

._._B__ 

Minthogy ezen átalakítás B, D és E értékek miatt 
mindig megengedhető, ,s csupán egyetleneg eg_yen 
letet terjeszt előnkbe: méltólag következtetjük , hogy 
a” (g) egyenletben a, görbék, csupán 'egy neme foglal 
tatik. A, B, D, E és F különös értékei csupán azok, 
mineműségét és belyezetét határozzák meg. Az egyen 
let legegyszerübben következőleg állítható elő: 

ws = a (ll) 

Az egyenletbe w és s helyett ugyanazt téve , lesz : 

Cs2 + 2 Dw+ 2(Cs2 + E)s + Cs'2+ 2 Dai'+2Es'+F= o 

A, legegyszerübb alakban csupán azon gőrbélfegyen 
letét nyerhetjük meg,- melly az eddig w' és s' önkéntes 
értékei által úgy határoztatható meg., hogy az új egyen 
letben okvetlenül csak azs második és w első hatványa 
forduljon elő. Ez oknál fogva szabad lesz 

Cg +E= o és Cs'+2Dw'+ 2Es' +F=o 

tenni. Innen 

E , Ez-FC ' l 
s=- ___, esw= _-- C DC 
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. Mivel ezen ér7tékek„ valódi összhatók gyanánt (f) 
egyenletbe mindig tétethetnek, tehát ezen egyenletnek 
következő alak adható: l 

s2 =aw ' (III), 
miből könnyen láthatjuk, hogy az (f) alatti egyenlet a, 
görbék, egy új nemét teriesztl előnkbe. Minthogy pe 
dig az (e) egyenlet változók, felcserélése után (f) alatti 
egyenletre megyét: világos, hogy a, többször-ismételt 
átalakítási móddal (e) egyenlet következő egyszerü a 
lakra vihető:  .. =,.._ 

l .. m2 = as (IV) 
következőleg (e) egyenlet csupán egy görbét foglal.lma 
gúban. ' 

A, (d) alatti egyenlet w és s helyébe: w- és 

s -- á? -t téve,ezen alakra vihető: 
Adi-F Cs2 + F' = o 

ls mivel tiszta állandói vagy tagadói tagokból álló ősz 
szeg=o' nem lehet, a, három Összhatól jegyei tehát vál 
toztathatók.. Ez összhntók, jegyei ésállandó tagnak kü 
lönbsége után (d) alatti egyenlet következendő három 
alakra megy át: 

auuQ-l-bs2 --c == o (V) 
aw -bs3+ C = o (Vl) 
aw -- bsz-i- c=o (VH) 

mellyek három különös görbét mutatnak elő, mit is a7 
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felettöki szorgosabb vizsgálat az alantiakban be fog bi 
zonyítni. 

A, (c) egyenletből ugyanazon munkálatok szerint 
következő egyszerübb egyenlet hozható ki: 

2Bws+ Cs2 + F = o. 

Szembetűnő azonban a, B jegyének változtathatása, mi 
szerint, ha ezen egyenletnek 

2Bws-l- Cs2 + F2 ._-_ o 

bizonyos két érték , w és s' által elégség eszközöltethe 
tik ki, úgy az 

. --2Bws+Cs”-l-F”=o 
egyenletnek is következő értékek: --w' és 8' vagy 
-I-.- a; és - s elégséget tehetnek. 

Mind a, két görbe azonos (identica) ,s csupán 
helyezetöknél fogva különböznek egymástól. Mi pedig 
C és F'-nek jegyét illeti, azokra nézve két különböző 
eset jöhet elő, mi szerint azok vagy egyenlő , vagy pe 
dig különféle jegyekkel bírhatnak. Hogy ezáltal két kü 
lönböző görbe (c) egyenlet” közbenjárultával feltéte 
leztetik , azonnal világos, ha az egyszeresített egyenle 
tet egyik változója, például s szerint feloldjuk , as lesz: 

Bw l s _.__. %0-, i _C_ V F C 
Az ív, vagy görbe, valódisága a' négyszôgi gyökér, je 
gyének valódiságától , vagy BQwQ-FC-nek állító érté 
kétől függ. Itt azonban l) F és Cegyenlő, vagy 2) 
különféle jegygyel bírhatnak, ,s e, szerint azelső eset 
ben w egy minimumhoz lesz kapcsolva, a” másodikban 
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pedig O-tól kezdve bármilly értéket vehet fel. 7S innen 
két különböző görbe ered, mellyek” egyenletei: 

asz-i- 2bws+c = o (VIII) 
as2 + 2bws - c = o (IX) 

Ugyanez áll a, (b) alatti egyenletre nézve is, ,s így 
ennek tárgyaltatásával elmaradbatunk. A” (b) egyenlet 
nek is tehát két különböző görbéje van, ,s egyenleteik 
ezek: l 

aw”+2bws+c=0 

aw2 -l- 2bws - c=o (XI) 
Az (na) alatti egyenletbe végtére w és s helyett ezen 
értékeket 

BE -+ CD DB - AE 
' + Tc __ BT  

téve , lesz legegyszerübb alakja : 
Aw2 + 2Bws+Csg + F = o 

,s innen w-át keresve, lesz: 

=; liti _LI/s”_(B2-AC)-AF' 
A A 

A, gyökérjegy alatti kifejezésnek valódisága a, B” 
AC, és AF' mennyiségek”mineműségétől függ. Legyen 

B2 - AC < o 

akkor C jegyének A jegyével egyfélének kell lenniz, mert 
ellenkező esetben az következnék, hogy a, két állító 
tagnak összege kisebb o-nál, ,s így tehát tagadó. Ha 
pedig A és F'-nek ,s így tehát F' és C-nek egyféle je 
gyök van, bármilly érték tétetik is s helyett, w min 
dig képzeleti marad; akkor tehát fen kitett egyenle 

w 
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tünkben valódi görbék hiányzanak. Ellenben ha A és 
F' ellenkező jegyekkel bírnak, akkor görbének létez 
hetése , valamint w és s meghatárzott véges határok 
közti helyezete okvetlenül világos. 

s. §. 

Legyen továbbá 
B” -AC > o 

Ezen felvételnek megfelelünk, ha A és C ellenkező je-l 
gyekkel bírnak. Ha továbbá A és F' jegyei ellenkezők, 
szembetünő, hogy az s minden lehetséges értékeinek 
az w valódi értékei felelnek meg ”s w és s együtt végtelen , 
lesz. Ha pedig A és F' jegyei egyenlők, észrevehető, 
hogy s-nek két legkisebb értéke leend , mellyeket át 
hágni lehetetlen a, nélkül, hogylwképzeleli ne legyen. . 
Végtére, ha, a, B2 -AC > ofeltételnél A és C jegye 
egyféle, valamint A és F' jegyei vagy egyenlők vagy 
ellenkezők: újra két különböző görbe vonall egyenle 
tei jövendenek színre. Következőleg (a) egyenletünk 
imez 5 egyenletre megy át: 

aw2 + 2bws +cs2 -- í} :-_- o (XII) 

b2 -.ac < o feltételnek megfelelőleg; 
7 de)2 + "lbws -Cs2. i9"=0 (XIII) 

awz-I- 2bws -- csz+ Ü: o (XIV) 
awz-I- 2bws+cs2+0=o (XV) 
aw”+2bws+cs”-v9'=o (XVI) 

E' négy utolsó egyenlet feltételezi. hogy a2 második 
felezett összhatónak négyszögc, levonva belőle az első 
és harmadik összhatónak szorzatát (factum), nagyobb. 
semminél. 
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. Nincs egyéb h'átra, mint azon esetnek vizsgálata, 
melly szerintaz (a) egyenletben azon tagok, mellyek 
ben s és w zelső hatványúak, ki nem irtathatnak. Ez 
megtörténik, ha azon három' összható közt létezhető 
egyenlet . 

B” --AC=O ' 

kieszközöltetik. Ennek következtében egy az említett 
összhatók közül az állandó taggal együtt kiirtathatik. 
Tegyük tehát e” czél, elérése miatt: N 

Aw'+ 2Bw's' +Cs" +2Dw' + 2Es' +F=o 
és Aa; +Bs'+D=o 

lesz: . 

.s,. ~_D:§_Ig“_ és ,_._ B(D"+ AF)-2ADE 
2(AE-BD) 2(AE.-BD) 

is az (a) alatti egyenlet következőre megy át :„ 

tehát illy alakú egyenletre: 
(aw +bs)'+25s=o (XVII) 

Ha az eredeti egyenletből, s-nek első hatványát és az 
állandóJ tagját elmozditjuk, akkor illy alakú egyenletre 

(awI-l- bs)2 + 2ew = o 
jutottunk volna. "Kérdés, vajjon e, két egyenlet külön 
böző görbéket képez-e vagy sem? Mivel azonban ez 
utolsó egyenlet mindenkor a” kezdetpont és a, kezdeti 
rány, megváltoztatásának közbenjárultával a, (XVII) e 
gyenlethez hasonló egyenleti alakra hozatható , tehát a, 
második esetnek okvetlenül helyet engedünk. 
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' Végtére azon eset, mellyben az (a) alatti egyenlet, 
végezetül elővett átalakításai meg nem állhatnak, fon 
toltassék meg. Mi is történend ,' ha s' és w'-nak számlá 
lója=o , következőleg ha A.E=BD. Akkor mindazál 
tal ezen egyenlet: ' 

Aw'+2Bws+Csf-l- 2Dw+2Es+F=o 
következő szorzatra alakítható át: 

, lg 

Ve 

Xs 
XO 

X 0 
. L X 

an, 
x x 

gyz 

ké?» 
X 

o 
X 

Lt 
Ó; 

XV 
' Ó 
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melly ( l) egyenlet, alakjához hasonló két egyenlet, rend 
szerét képezi, következőleg új görbének nincs helye. 

Igy tehát második fokú egyenletünkben 17 külön 
böző görbét leltünk fel. . ' 

9. §. 

Most azon képletek” (formula) kifejtéséhez megyünk l 
lát , mellyeknek eszközűl vételével egy, az X és y egyen 
szögi öszrendesek közt álló görbének egyenlete, bi 
zonyos , w és s közt álló egyenletre, és megfordítva, 
alakítható át. . ,. . e , 

.Legyen AB bizonyos görbének íve, O ke.zdetpont 
ja, OY= kezdet.iránya. Ezek után OY-ra OX-et függő 
leg (perpendiculariter) húzva ,f lesznek OY és OX 
AB görbének egyenszöges öszrendesei. Levén ezen 
görbének bizonyosP 'pontja, és PR .érintője: lesz 
Y ' <. PRY=w. A'görbe, P pont 

ját az ív ds = PP” különzékig 
túlhaladva, a) különzéki hány 

' lás' elvei szerint PP' ív, mint 
hogy végtelen kicsiny, P pont 
nak érintőjével ôsszeolvadott 

. nak tekinthető. Húzzuktováb 
X bá PQ-t és PQ-t Ox-re , vala 

mint PQ"-t PQ-ra szabdaszerü 

leg (normal), lesz PQ, = . q =dxésP' Q'=dy; APFQ" , 
Qínálegyenszöges 's P'PQ" szög = 90°-w, 'követke 

  
 

zőleg : 
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. dx = ds. Cos(90'i- wl = ds sin w. 
dy = ds. sin (90° - w) = ds Cos w. 
dx ' 

dy 
ne tgm.  

10 §. 

A) Ha tehát bizonyos görbének egyenszöges ösz~ 
rendesei közt létező egyenlete adva vagyon , kerestes 
sék abból külzeléki hányas: dx ,s ezen adott egyenlet, 

d-yv . 
közbenjárultával x, y által, vagy megfordítva, fejeztes 
sék ki. Ezen mód szerint nyert kifejezést =tgw téve, ,s 
újra külzelékét keresve , megkapjuk.dy vagy dx-t, dw 
vagyu-al kifejezettet. Továbbá ezen w függvényét a" ' 
fen kitett dx és dy értékek, helyébe téve „ színre jö 
vend az s és w közötti görbének különzéki egyenlete, 
mellyből egészítés által az s és w közötti egyenlet meg- ' 
kapható. Ezen munkálatot azonban egynéhány példa vi 
lágosabbá teendig 

A, körnek egyenszöges öszrendesei közt létező e 
gyenlete ,' annak egyipontját, mint kezdetpontot illető 
leg, ismeretes: 

l y”=2rx-xÍ 

 

 

különzéki szabályok szerint lesz: 
: : 'Ii ' ' _-“ x-dii.m -.--y---= i ÚX.X_2=t0w 

. l q ' ' r-x' r- x o 
tehátí ' 

. . tgm”: Erkl-d”, . --l-7- = Cosou72 = . . , A (1.__X)2 r 
,s innen : 
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COSw=i ; 

ennek külzelékét újra keresve, lesz: 
r sin wds=:l:dx, 

dx helyébe a” fentebbi kitételt téve, lesz: 
rsinwdw=:l:sinwds; rdw=ids; 

ezt egészítve, lesz: 
rw = :l: s. 

Az apoloniai gömbszelvény, egyenszöges öszrendeseire 
nezve ez: 

2%! 
P 

a a,görbe, fél tengelyét, p pedig nyújtóját (parame 
ter) jelentve. Ezen egyenletből ered: 

xz- 2ax zl:  .y=g= o 

 

dx . Qay =:l: KÉLäwwax-xä; 
_d3'_. (iP) (a-X) (ip) (an-x) '_ 

tehát: 

tgm = 2a (2ax-x2) (iPXa-XY 
ennek különzéke utánlesz: , 

tgwdw . ~E___. X=_2í$sinwdi_. 
EW . (ZlZPXa-X)“ ( P)(a -X)“ 
De 

a?” . (i1))(tg2w+ 2a) á 
ami“ y 

MATHEM. PÁLVAMUNKAK l. KÖT. 
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5 _ . .. n u , s ez a, keresett apolomai gombszelvénynek kulonzéki 
egyenlete s és w közt. Egészitése, miként tudva van , 
a” csúcsköri függvényekre vezet, "s csupán ha a '=oo, 
azaz, ha hajtalék (parabola) véges alakban előállít 
ható. Lesz t. i. ez esetben 

 -- Pd“ psinw p o EQ ds Q 2008,“, 4008,“) -2.lognat tg5(45 + 2 _ 
A, közönséges körzet, egyenlete, egyenszöges öszren 
desel közt, miként tudva van, ez: 
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r 

x 

~ “Ty-yi; ~ 2 =carc (sin: -___ . , c 

 

X+ '2cy '-- y 

hol c a” termesztő körnek körjegyzőjétjelenti. Innen 
is __y_ ' ' 
dy '= l/zcy-y” =" tgm 

és ebből foly: 

C0s2w = “i... = ~ 
1-I-tg2w 20 7 

 

különzékités után pedig lesz: 
4 Cosw sin w ds =dy=ds Cosw tehát 
4 c sinw dw :=ds . 

,s ezt egészítve lesz: 
s = Const- 4 'c Cosw . 

Az állandó azon feltételnél fogva határozandó meg, 
melly szerint w és s egyszerre elenyésznek. Minek kö 
vetkezésében lesz: 

Const: 4c. 
J ”s ezek szerint a közönséges körzet, egyenlete lesz: 

s == 4c (l-Cosw) = Sc sin 25'[ w . 

11.. §. 
B) Ha megfordítva akarunk bizonyos w éss köz 

ti egyenletet egymásra x és y egyenszöges öszrendesei 
közöttire átalakítani: akkor előbb w és s közti, egyenlet 
külzeltessék, js így a, ds sin w vagy pedig ds Cosw ér. 
tékek számoltassanak fel, ,s ezeknek megtétele után == 
dy vagy =dx tétessenek. A, fenforgó különzéki egyen 

' ' 2 * x 



20 Az ELső És MÁSOD RENDÜ GÖRBÉK” 

t, egészitése után majdan y és w vagy X és 'w közti e 
gyenletre jutandunk, mellyből a, tgw értékét lelhetjük 

fel, ,s azt = __-_- téve, a, megnyert különzéki egyenle 
tet újonnan egészítjük; Azonban önkényünktől függ 
tgm helyett más wfüggvényét is felvehetni, például: 

dy dx _.__. vagy Cosw =.-__ -_-._ 
j/dx2 + dyz l/dxz-I- dy2 . ' 

Továbbáazt is megtehetnők, hogy mind az x és y, mind 
pedig y és w közti egyenletet föllelve , azokból w kiir 
tatliassék. 

Például szolgálhatnak következők: 
l) Legyen w és s közötti feladott egyenlet: 

s =4c(l - Cosw) 

sin w=  

egy egyenszöges öszrendesek közötti egyenletre átalakí 
tandó. A” fenforgó egyenlet, kúlönzéke után, lesz: 

ds = 4c sin w dw, ,s innen 
Cosw ds= 4c sin wCOS w dw 

tehát: 

dy = 4c sin wCosw dw 9s így 
. trr'w dx 

y=2cs1n2w= 20. Ém =2c. dxl= --y.dyT, ,s innen 
2c_Y.--y2 

X-l- [/1205] - y” =. c Arc sin 
C 
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2) Legyen továbbá a, feladott egyenlet 
s 

Cotgw: h ,  

megnyerhető ebből 
dw ds 

, . 
-=- -- s Innen 

h 
 

sin w 

dw sinw ds 
sm w ll 

egészítés után magától keletkezik: 

 

 

7 lognat tg'/'2w=- TÍ- , innen 
x __ 2tg"'2w 

tg%w=e. h 7 tgw- T:tg2V2w 
2e 7x dx 

tga): II-e-í: - jf, tehat 
h 

 

függvény lesz: 

2 n 

,s ez a” lánezvonal, egyenszögi elég ismeretes egyenlete 

 

3) Legyen 
s loga = secw + logtg %2 w 

következőleg 

ds lega: . r , ds sin w loga= Cig-l; sln w Cos” w 
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azaz I 

dx loga = d. tgw 5 következőleg 
 x loga- tgm: dx vagy 

dy 

dy loga = -_d:_ , y log . logx 
x: eylngl = (elogn )y = ay 

A, "feladott egyenlet tehát szeriszámos (logarit/zmicai) 
vonalnak előállítója. 

II. 

Az első és másod rendü görbék, főbb tulajdonságainak 
vizsgálata. 

12. x§. 
Már fenn említők, hogy az wiés s közötti első fokú 

egyenlet a” körnek előállítója. Ezen vítatás' helyességé 
ről meggyőződünk , ha azt veszszük figyelembe , hogy 
az említett egyenletben az s minden növekedésének e 
gyenes viszonyban az w növekedése felel: meg, mi is a, 
körnek bélyeges tulajdona. Kérdés támadhat azonban, 
mit értünk első fokú egyenlet alatt, ha abban az w 
vagy s-el összekapcsolt tag hiányzanék. A, válasz, hogy 
az első esetben az egyenes vonal, a, másodikban pedig 
a, meghatárzott mennyiségü egyenszög egyenlet által 
jeleltetett ki. Jelenleg ezen görbe, 

ws -._=a (Il) 

(l) w= 38-, <2)s= % 
vizsgálatára megyünk át. 
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l.) A, görbe, haladása átalában. Mivel az, 
s minden értékének csupán az w egy értéke felel meg ,s 
megfordítva, a, vonal egyszerü leend. Az s minden va 
lós ( realis), állító vagy tagadó értékéhez az („lehetsé-. 
ges vagy előállítható értéke kivántatik; azért a, görbé 
nek két xáigazatja van , azaz , állító és tagadó. Mivel 
pedig s egyenlő és ellenkező értékei wegyenlő és ellen 
kező értékeit szülik , következik , hogy a, két görbe, á 
gazata azonos (identica). Ha s = o, w = oo lesz. 
A, vonal tehát végtelen számu gombolyításaival .a, kez 
detpontot hasztalanúl törekszik elérni. Ha w=o , s: 
OO lesz. E, szerinta, végtelen haladásnál fogva a, gör 
be végtelenül a, kezdetirányhoz közel". 

II.) N e v e z e t e s p on t ok. Mivel a, kezdetpont 
nál a, görbe, iránya és egyszersmind haladása is válto 
zik: világos, hogy azon esetben a, pont nem nevezetes, 
valamint akkor sem, ha a, forgás és haladás a, görbe, e 
gyikpontjánál sem változik. 

III.) Görbesztési erő és a, görbeszté si 
viszo n y. A, görbesztési erő, kifejezése a, különzéki 

 

hányas: dw , ts ezt R-nek nevezve, lesz görbénkre 
. __ ds N 

nézve: 

dw a w2 
í; . . _ _ST __- í; 

ha s =OO , lesz R=o ,s megfordítva. 
Ha s=o„ R =o<>má válik, azaz: a, görbesztési erő, 

' 3 I 7 I I . . . maximuma a haladas vegteleneben van, valamint mim 
mumá a, kezdetpontban lappang. Ha K az 3' , ai pont 
náli görbesztési erő, lesz a, görbesztési viszony: 
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R: R'=--i :- i=s": s'=w”:d2. 
s? s'2 

A, görbesztési erő tehát megfordított viszonyban áll az 
ív” hoszsza, négyszögével )s egyenirányban a' forgatási 
szög, négyszögével. 

' Egyenes görbék hasonlók, ha egyik önkéntes pont 
náli görbesztési erő úgy aránylik, mint amaz a, másik 
nak megfelelő ponton. Nleglelelő (hasonló helyezetű 
pontok pedig azok, mellyeken azq egyátalános forgási 
nagyságok kezdetponttól számítva egyenlők. A, hasonló 
helyezetű pontok, meghatározására nézve következők 
jegyzendők meg : 

1) Ha a” görbesztési viszonyok més a/ függvények 
közbevételével az egyiknél, és w 's w'-al a, másik görbé 
nél adva vannak , megkülönböztetendő: vajjon az egy 
átalános forgási egység mind a, két görbénél ugyanaz-e 
vagy sem. Az első esetben w = w és w'=w' , ,s akkor 
w és ui helyett ezek, egyenlő értékétwés w"-t a' görbesz 
tési arányba téve, szem előtt tartsuk: vajjon ennek 
ezen munkálatok után meg legyen-e felelve vagy sem. 
De ha az első és második görbe, forgási egységei ngy 
viszonylanak egymáshoz, mint l: f-hez , akkor mind a, 
két görbének két megfelelő pontra nézve lesz wés w= 
fw; valamint az wés w'-át tekintve =fw'. Ezen értékek 
nek w és a; helyébei tétele után a, görbesztési arány 
vizsgáltatik meg. 

2) Ha a, görbesztési viszony s és 8' függvények ál 
tal az egyiknél, a, második görbénél pedig s és 3' adva 
vagyon: akkor a, görbe pontjainak forgási nagyságai a, 
görbe, egyenletéből kerestetnek, ls e” szerint wés ui . 
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w és w' értékei megkaphatók. Ha tehát w=wés w, = 
w' vagy w=fwés w' =fw'-al teszszük,l's ezeknek meg 
felelőegyenleteit alakítjuk: megleljük a, második gör 
be, s és 8' pontjait, az első s és s' pontjaival kifejezve. 
Ezek szerint? és .s' mennyiségek a, görbesztési arányból 
megnyerhetők, ,s helyességök könnyen megvizsgálható. 

Ezekből foly„hogy: minden görbék, mellyek az 
ezen alakú sw: a egyenlet által kifejeztethetők, hason 
lók, és a” görbesztési viszonyok az állandó mennyisé 
gektől egészen függetlenek. 

 .31 gelneleJ  ,a kidamrah  tébrög kujlágsziv  ,gem  llem y
nek egyenlete: ' 

s” = aw (III) 
1.) Haladása átalában. Has=o, „is =o 

lesz. A, görbének tehát a, kezdetpontnál kezdetiránya 
is van. Ha a állító, akkor az w egyegy állító értékének 
s két egyenlő és ellenkező, értéke felel meg; ha pedig 
w= OO, s is OO -vé válik. A, görbének tehát két 
végtelen csigádadon csavart és azonos ágazatja van. A, 
forgás mindkettőnél állító. Ha a tagadó lett vala, akkor 
w is nemleges volna. A, görbe ugyanaz marad; csupán 
helyezete más. 7 

II.) N evez etes p o n to k. Minthogy a, kezdet 
ponton a, haladás változik, 's a, forgás mindig ugyanaz 
marad, lesz az úgynevezett forgási pont. ,S mivel a, 
görbe, további folyamatjában, sem a, mi a, haladást, sem 
pedig a, mi a, forgást illeti, változás nem történik: kö 
vetkezik, hogy a, görbének több nevezetes pontjai nin 
esenek. ' 
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III.) A, görbesztési erő- és viszony ez: 
, clw 2s 
T? - R '- í: 

Ha s: o , lesz R is = o. A, görbe .tehát a, kezdetpon 
ton minimum. Has: oo, lesz R=op valamint w 
is. A, görbe tehát vég nélkül két oldalról törekszik a, 
legnagyobb görbesztés, pontjai felé. Továbbá áll: 

B: R'=s: s'=W: W; 
A, két pontoni görbesztési erők úgy aránylanak, mint 

' az ív, hossza, vagy mint a, forgási szögek, négyszöges 
gyökérjegyei. Minden illy nemű görbék egymás közt 
hasonlók. Ennek megmutatására legyen s és s, két pont 
az egyiknél, és s és 3' a, másik görbénél megfelelő pon 
tok, lesz . 

s: s'=W:jÁiésS: s'=W: W, 
,s mivel w=fw és w'=faí , lesz 

828,: W: W'=j./Ifw: Weir: s:s, 

 

14. g. 

A, negyedik görbének egyenlete következő: 
w”=as. (IV) ' 

(i) w=i (Ás, (2)s= “' 
a 

I.) Halad ása á ta l á b an. Mivel w és s egyszer 
re = o válnak, a, görbének kezdetponton kezdetiránya 
is van. Ha s állító, akkor w két egyenlő , de ellenkező 
értéket kap; ,s tagadó létére pedig w értékeit képzele 
tiekké teszi. A, görbének tehát két ágazatja van , mind 
kettő a” kezdetponttól állító, de ellenkező forgásban 



FŐBB TULAJDONSÁGAINAK VIZSGÁLATA. 27 

szétfut, azonos és csigádadon, csavart, mivel ha s = 
OO, w is L: OO lesz. 

II.) N ev e zetes p o n to k. Mivel a, kezdetpon 
ton a, forgás, (és nem a, haladás is) bizonyos változásá 
nak helye vagyon, akkor annak csúcsot kell alakítania. 
Minden egyéb pontok a, közönséges görbék, pontjai. 

III.) A, görbesztési erő és viszon y ez: 
dw a 

~_-- = R = .__ 
ds 7 20) 

Ezen kifejezés a, kezdelpontra' nézve végtelen lesz, ha 
w == OO semmivel egyenlítend. Minél nagyobb w, 
annál kisebb az B , a, görbesztés tehát a, kezdetponttól 
fogva mindig fogy. A, görbesztési erőre nézve áll: 

R: R'=w': w= 

A, két pont, görbesztései viszonylanakmegfordítva mint 
a, forgások , vagyis megfordítva, mint az ív, hoszsza 
négyszöges gyökérjegyei, Továbbá minden illynemű 
görbék hasonlók, mert az R: BI viszony, állandó meny 
nyiségektől független. 

is. §. 
Az ötödik görbének ez vala egyenlete: 

I 

aw2+bS2-c=o (V) 

Ha wi=o, lesz 5 ts ha s = o, akkor w 

= . A, görbének tehát a, kezdetponton kez 
a i 
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detiránya nincsen. Szándékunk a, kezdetirányt úgy/válu 
toztatni meg, hogy az a” kezdetponttal, összeolvadjon. 
Ennek következtében tegyünk az (V) egyenletbe w he 
lyett: w' + „s azonnalmegnyerjük 

a 

aa"2 +bs3+ 2 Vazcza=o 
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I.) A, görb e, haladása átalában. Neveze 
te s p onto k. Tegyük az (l) egyenletbe u} = o, 
lesz akkor s is : o, - a, kezdetpont tehát a, kezdet 
iránynyal összegurúl. Az w' állító értékei az s értékeit kép 
zeletiekké teszik; de w-nak bizonyos tagadó értéket ad 
va, s két egyenlő, habár ellenkező értéket nyerend, 
miáltal két ágazat jeleltetik ki. Mivel a, kezdetponttól 
nem a, forgás, csupán a, haladás lehet ellenkező: ez nem 
egyéb lesz görbesarknál vagy a, forgáspont. Az w-nak 
adható legnagyobb érték az (l) egyenlet szerint e, vi 
szony által: aal + 2j/EE = o határoztatik ineg 's ez 
után w = - 2 VÉ. leend. Az w értékei tehát o és - 

c , 

2 határok közöt léteznek. A, ( 2) egyenlet sze 
a 

 

rint s legnagyobb értéket kap, ha s = j: - ”s 
b , 

6' . . akkor w =- V... , az s = o minimumnak ezen a. 
a 

értékei felelnek meg: 

;.° l/É , w 2 ' z 

Mi az állító ágazatot s = + V .wl (au/b-f" 2 É_) 
. . , , C . . , c_. illeti , ez nó o-tol if}? úg; ha w' o-tol egészen ._.l/_aL_,g 
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i c . c , ' halad. De ha w , -- l/----tól -- 2 l/É- Ig halad,az 
. a „ . 

s értékei VICT.től. o-ig ÍSmétfOgynak. Az állítólag haladó 
r I l/C y 'I r l ágazatnak tehát az s = 1-)- pontjaban csucsa vagyon. 
Minthogy pedig af tagadó értékei, mellyek eg 'átalában 

2 c l r I - r - I . ., , >. f- , s ertekelt kepzeletlekke teszik: a, gorbe w 
a 

2 , .. , . . = - l[C-pontnal. toredezettnek látszik lenni. Ez 
a 

azonban helytelen, mert ha w többé nem növekedhetik 
is , fogyhat mindazáltal, ,s így a, forgás az előbbieknek 
egy ellenkezője lesz, t. i. állító, ,s ez marad is med 
dig az első tagadó ,s egészen meg nem semmítetik, és 
azután is újonnan az ellenkezőre leend változtatandó. 
Vítatván, hogy a, forgás állító, ez a, fentebbi állítás 
sal nem ellenkezik, melly szerint csupán tagadó forgás 
nak engedtetik hely. A, forgási szögek a, kezdetirányra 

, c nézve tagadók , csupan az w= - 2 l/;-pontra nézve 
a 

ellenkezők, tehát.állítók. Mivel az w = - 2 pont 

ban a, forgás változik, de nema, haladás, ez forgási 
pont lesz. A, görbe további vizsgálata után újonnan bi 
zonyos csúcsra és még egy forgási pontra akadunk stb. 
A, fensorozottak az ágazatra nézve is állanak, melly 

.nek haladása tagadó, 
Il.)VA,gör.besztési erő és viszony A, 

(2) egyenletből foly: 
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dw bs 
ds - i “ r R 

Világos, hogy a, legkisebb görbesztésnek helye leend, 

 

' hais = o, mert akkor R is = o lesz. Azon pontok, 
mellyeknél s =o , fentebb forgásix pontoknak nevez 
tettek. Azon pontok' pedig, mellyeknél a, görbesztés 
végtelen nagygyá válik, következő viszony által s = j: 

c I n , Í ' I n. l/B- hataroztatnak meg , ,s a” görbe csucsaitol nem ku 
lönbözők. .A,.götbének s és s'l pontoknáli görbesztési 
viszonya ez: r 

a: a =. s *='___L 
.Í/_cT-b_sÍ t/c:m7“ 

A, két görbe, hasonlatosságát tárgyazó kérdésnek eldön 
tésére következő egyenlet szolgálhat például: 

. a a a , a 

 

 

A, forgás tehát: :s pontra nézve: 

m: __l/iiKc_-Í2 
a _ a 

 s' 0') = -l/,:-:l:ú.bsz 
a 



32 Az ELső És MÁSOD RENDÜ cöRnÉK, 

Ha egyegy görbe, forgási egysége úgy aránylik, mint 
l: f-hez, akkor lesz w==fw,és w=fw'; következőleg 
a, feltételi egyenletek ezek : 

__ fl/iifL/_(=*-}ZEÍ= .l/f~i V e-z-by 
a ' a a a 

__ fj/ä ifj/c-“lgz: “V; ige-bsa 
a a 

 

 

 

Innen az S és S' értéke kitalálható, és a, görbesztési arányba 
S S' s s _ __ 

Vej)? ' Vcrfbin: i/c . bs! ' jfc-JF: 
tétethetik. Ezt végre hajtva, a, fentebbi feltételi 
egyenletből tapasztalandjuk , hogy két illynemű 
görbe átalában egymáshoz nem hasonlít, kivéve azon 
esetet; ha f= 1, azaz, ha mind a, két görbe ugyan 
azon forgási egység szerint alakítatnék. Az ív, hosszá 
nak egysége mind a, két görbénél önkéntes lehet. 

 

16. t. 

A, hatodik görbének ez vala egyenlete: 
aw2 -- bs2 - c= o (VI) 

Minthogy ha qs = 0 , w == :l: lf-ac- lesz, a, görbének 
kezdetponton kezdetiránya hiányzik. Tegyük 'w helyett 

 

a, fentebbi egyenletbe w' + V-Z- -t ,s megnyerjük 
aw" -bs,-|- 2j/m=o 

l/wTaus-l- 2 V (l)S=,:l: .._______}_)_._________,(2)w=. _a 
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1.), A, gl.örbe, haladása átalában. Neve- q 
'zetes pontok. Haw ='o, s is~=o,lesz; tehát a, 

kezdetpont a, kezdetiránynyal összegurúl. Az annak egy 
egy 'állító. értéke s-re nézve két egyenlő éseIIenkezÍS 
értékeket szülend, ,s„egyszersmind s végtelenül nő. A" 
görbének tehát két végtelen, állítófforgása , de ellenke 

. . . l ~ . s I ző haladássalellátott ágazata van. A, kezdetpont tehát. 
forgási pontleend. Azonban wtagadó értékeket is nyer 
het, de csupán. ollyákat, mellyekkköivetkeztében w' 
(aui-I-2j/a.c) állító, ,s tehát mivel m, bizonyára taga 
dó, aal +2' fe; is tagadó leend: 'következőleg w" 
nak egyátalánosan véve .>, Tiff-kell lenni.) Hahogy 

. a''...::'.. 
tehát a, tagadó forgás o-tól kezdődnék, a, haladás? elein 

te képzeleti, de, mihelyt t_{=„- 2 azonnal.ia, 
forgás minden egyegy nagyobb értéke helyett az s két 
egyenlő és ellenkezőértékétkapjuk meg. A, görbe még 
kétazonos ágazattal van 'ellátva, mellyek a,„két' előb 
beniekhez hasonlók, mivel s-nek? két egyenlő értékek 
felelnek meg, ha a, forgás állítólag x-el és tagadólag' 
2 x-el vitetett lvéghenflfnkéttágazatra nézve 

. a . _ . a, kezdetpont forgási pont is egyszersmind. Mivel pe 
dig. w növekedő értékeinek, s-nek ujonnan növekedő 
értékei felelnek meg: következik, hogy a, görbének 
több nevezetes pontjai nincsenek. 

„ ' s 
MATHEM. rALYAMnNKJxk i. KOT. 3 



'34 AZ ELSŐ És iuÁson RENDÜ GÖRBÉK, 
x 

ll.) A” görbesztési erő és viszony. -. 

 

 
'-_ zik-Í r -_'= ds' ' (aw l l/ac)' . , aaÍ-l-rl/ac 
R -_--7o lesz, ha aí --,o, és ha c6..-'-- 2 Vé- ....Min 

, l . . a 

den ágazatnak tehát_ 'atforgási pontnál legkisebb gör 
besztése van. Ha aw' .+ 2 l/a-c = 0,35; követke 

zőleg ha át ' az .R 'fölebbi kifejezése vég 
a, 

. telenné válik. látszik, mintha airgôrbe. azon pont 
l ra nézve, mellyhezäa”. kitett w" értéke 'tartozik, végte 

len 'nagy görbesztésű volna." Ez azonban helytelen, mi. 
' 1 

' C . . .. l I vel w' = -,-- V- értékére nézve az~ s valós érteke eló 
' a 
l . 

.állíthatlan. Ha w' végtelen, lesziR == Zl: ;' a, gör 
, r . . „ j a 

besztés tehát közelít állandó határaihoz. A” görbesztlési 
viszony” és hasonlítás” meghatározására szolgálhat (VI) 
egyenletünk. Holriis ' 

R =il/b(aw2-c) W ___-_-_- , tehát a, gôrbesztési viszony: 
 

 

aw . . . 

R, 11': Vääüfg fnaah>i=vfe:-i= Vgat-g 
. ' aw l aul- w u; 

és az illy nemü két görbe, hasonlítására nézve ez a, fel 
tételi egyenlet: 7 
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ató“: “Ezekb/zizi,” 
'_ . ..___.__ 

 

I 

w w W . W 

Ha mind a, két görbére nézve a, forgási egységek iigy 
viszonylanak, mint 1: f-hez. Hahogy tehát w = fw és 

 

 

'w' = fal, a, felebbi arány következőre megy át: 

l/awz-c : l/iiwn-c __ l/afűe2 -- cgt/apw“; c , 
' w , w, 7 fw. ' faí 

miből könnyen kimutatható, hogyjP-nek: l-nek kell 
' lenni. Ebből következik, hogy illynemű különfélegör 

bék, példányai csakakkor hasonlók egymáshoz, ha u 
gyanazouforgási egységre nézve önkéntes ívhosszaság, 

' egysége szerint alakítattak. 

 .71 ,A  ,kébrög  ki-7  zehémen  kizotrat  za
aw2 - bs2 + c = o (VII) 

egyenlet. Téve s 'S"+l/;:-, egyenletünk azonnal 
más alakot veend magára ,s lesz: , 

bs2 - aw.” + 21/5 = o[ 
 o) s =Vgilf°+aä ;(2)a;=i VSÍFSIíVEi b _ 

I.) A, görbe, haladása átaláblan. Neve 
zetes p ont ok. A, (2) egyenlet szerint qmind s' =o, 
mind m: o; a, görbe vonalnak tehát a, kezdetponton 
kezdetiránya is van. Mivel az s egyegy állító értékének 
azonnal nagy tagadó és állító' forgások felelnek meg: 

z - 3 i! 
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a, kezdetpontból tehát két azonos. ágazat.ered, mind 
kettő állító h.aladásu, az első mindazáltal tagadó, a, 
második pedigállitó forgással ellátva. A, kezdetpont 
tehát csúcs gyanánt szolgál. ,Minthogy' pedig s 
növekedéssel w [is növekedik, így e, két 'ágazat 
nak több nevezetes onfai-nincsenek. Mindazáltalwva N , , P l . 
lós értékeket is. nyerhet s'-n.ek tagadólagi.állapotjánál 
fogva , de koránsem eléb'b„ mint s' = -<2 érté 
kének áthágása titán. Haa, kezdetponttól tehát tagadó 
lag távozunk, a, forgás lehetetlen, azaz, a, kezdetirány 

. nyal is haladnunkkelLHa egyjérl, me“, = . 2 Vág, 
áthágtunk; lesz w=.-_-'o, ,s e, helytől fogva két azonos 
ágazat fejlődendik ki, ,s mind-kettő tagadó haladású, 
de ellenkező forgású. E,' pont s' 74'? 2 l/í tehát újon 

. q b 

nan csúcs leend. Ha állítólag s" kis mennyiséggel tovább 
c haladunk ,s tagadólag .. s" ;._.2 1/b el: akkor mind . 

a, két esetben w nagy értéket nyerend, mi is a, (2) e-' 
gyenletből előállítható; következőleg a, két utólsó ága 
zat azonos leend a, két első ágazattal. A, görbe tehát két 

. pár elszakasztott ágazatból áll. A, csúcsainak távolsága 
”-'2 1/2; . ' l 

Il.) A, görbesztésierő és viszôny. - 
Hasonlítás. A, görbesztésierőr 
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(ill: R = i Jms'j1§í;__ 
ds l ait/g (bs.'+q2 1/55) . 

R maximum lesz, ha s' = o, és akkor is , ha s' =-_ -_ 

2 lf-B; azaz , a7 görbének mindkét csúcsainál végtelen 
nagyságú' görbesztése vagyon. Habár R egyeiiletiünk sze- . 
rint semmivé válik, ha .s'.=--. lf-., w mindazáltal e, 
pontra nézve képzeleti. Hogy az .s' azon értékei kitalál- . 
tathassanak, mellyeknél fogva ÍR minimummá váliki 
szükség az R külzeléki hányasát s' szerint ielenyésztetni, 
azaz á. o tenni, ,s látni ,'l valljon ez egyenletből eredt 
s'*értékei a, gőrbei egyenletének elégségest iiyujtanak-e 
vagy sem. Ezek szerint lesz: 

k 

' = _j': ' be. i i ' - o 
dc' y . . .á1[s'(bs'+2j/1E]5/2 

Innen s' = :l: oo; ezen érték megengedhető 's erre 
nézveR= :l: . . 

a 

Hogy pedig a, két görbe' példányánakhasonlítása 
meghatároztassék, térjünk a” bs2 - aw = c egyenletre 
vissza, ,s a,' következő feltételi: egyenletet nyerjük meg: 

awL-j-c auf2+c__af2w2-lj-c, afza/2 +c 
"'32 ~ «32__'.“'7%"2,.* » 

mellynek átalában csupán P l felel meg. Világos te 
hát, 'hogy a' kérdéses görbék csupán akkor hasonlók 

 

egymáshoz, ha ugyanazon forgási egység szerint alakit 
tattak. 
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18. 9.. 

Az átalános egyenlet” vizsgálatánál fogva a, görbélä 
nyolczadik nemének ez vala egyenlete: ' 

as' -+- 2 bws +. c = o l (VIII) 

(DSz-ba) ”1 l/b2b2__a6; 2)w. c'+as“. 
a a 2bs 

I.) A, görbe, haladzäsa~ átalában. Nev e 
z e t e s p o h; o k. A, (2) egyenletből kitetszik , hogy 
az s minden állandó értékére nézve w' tagadó, ,s meg-l 
fordítva s tagadó létére w állító leend. A, görbénelLte 

r hát két ágazata vagyon; az első állító lialadású és taga-' 
dó forgású, második pedig tagadó haladásúk állító for 
gásu. Mind a, két ágazat azonos, mivel s egyenlő, de 
ellenkező értékeire 'nézve w egyenlőÍ egyátalános érté 
keket nyerend. Ha s = o, lesz w: 0,0. A, görbe 
tehát végtelen számu forgásaival a, kezdetpont felé tö 
rekszik. Ha s, j: lfe-értéket egyszer elér, akkor w, 

a i 

ac . . . ' , . . 
-I- -B_ minlmumra lutott, ls azs tovabbl értékelnél 

' I 

fogva ismét növekedik ., s végtére végtelenné IS válik. 
Innen következik, hogy egyedül azon görbe, pontjai, 

JS w = zF ig, a, 
b 

gönbe” nevezetes pontjai, ls egyszersmind forgási pon 
tok gyanánt szolgálnak. 

mellyekrelilézvel s = + l/í , 
a 
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l 

III) A, görbesztési erő és viszony..- 
Hasonlítás. A, görbesztési erőre nézve ' 

as + bw .' c--as2 
bs 2bs2 

Ha s = o , R végtelen lesz. A, görbének tehát a, kez 
detpontnál végtelen nagy görbesztése vagyon. R = o 
lesz, ha s = VC... A, görbe, görbesztése tehát a, 

a . . 

de), 
B. =___.= . 

ds . 

forgási ponton = 0., Ha s = oo lesz R =. gb. _ 
A, görbe, s és két különböző pontnáli görbesztési vi 
szonya ez: ' 

R z 3' great-gi”- 0-i“; c:_gsä__ 
2bs2 2bs2 '. 82  62 

A, két görbepéldány, hasonlítása, megkülönböztetésére 
következő arány szolgálhat: 

 

c--as2 c---as'2 '.c.----aaS2 c-aS'2 
fsz °_s'=_ i“ s?" se" 

hol s és S, valamint s' és 8' a, két görbének megfelelő 
pontjait jelentik. 

 

A, görbénk, két különböző példányának egyenlete ez : 

 

w __ c + as2 
~ x 2bs 

c+ as2 
w = - 
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2 

Innen s pontra nézve a7 forgás w . EL 
. 2bs 

s' ui = - c_.___+ as“ 
. j, „ 2bs' 

2 

s „ „ w = I 
' ' .  2bs 

r . . c-l-as” 
s ” 7 „ “' = . 2b_S 

Ha továbbá a, forgási egységnek egyátalános nagysága 
a” második görbére nézve f-tszer nagyobb, mint az el 
sőre nézve, w és w ,' valamint al és w' hasonló helyeze 
tűek leendenek, ha it! xsfwés w": fal. Innenjkövet 
kező feltételek keletkeznek : 

 

 

. ' fc-l-as.2 c+aS2 
1 --' ___ =-_. -_ ._._._ ( ) 2bs 2bs x q 
S = . f (oA-ásai j/f2(c+aS2)2-ía_(3í2 

. 2as 

__q f'(c-vas'2);___c-l-aS'2 ' (2) . "Étííf- 2bs' 
s, =. f(c +as'2) + Vf? (c+as'2) - lla-tga 

. 2as' ' 

A, felebbi görbesztési aránynak mind a, két utolsó tag 
jába S és Sa értékeit téve, „akkor egy s és S' közötti 
egyenletre jutunk, melly azon feltételeket terjeszti előnk 
be, mellyek szerint a, görbénk, egy pár példánya egy 
más közt hasonló leend. 

A, kitalált S és S' értékeiből közvetetlenül kitetszik, 
' x 
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hogy ugyanazon egyenlet, mellynek a, hasonlítás, ismervéj 
nyeit (criteriumait) előadnia kellene, igen zavart alakú, 
,s így tehátvilágos, hog y a, görbének hasonlításáról csupán 
általában] lehetett 'szó. 

'19. t. í _ - 

A' kilenczedik görbe, egyenlete ez: 
as? + 2bws .- c=o 

 

 (l)s=-- l). w j; í b2w2+ä° ;'(2) „í: “'%2'. 
a a 2bs 

I.). A, g örbe) haladása átalában. N e ve 
ze t e s tp on to k. A” (2),egyenletből'látjuk, hogy az s 
egyegy valós értékének icsupán az s-nek egy valós ér 
téke felel meg , ,s hogy az s két egyenlő és ellenkező w 
értékei is megkaphatók. A, görbének tehát két azonos 
ágazata van. Ha s = o, lesz w á: :l:oo. A,gör 
be tehát végtelen számú gombolyításainál fogva a, kez 
detpont felé törekszik. Míg s állító s kisebb +új 

a 

nál, wállító lesz, has =.+'l/c~,'w = o lesz. Azs 
i a 

nagyobb értékeire nézve xlesz ~ttaigíidló 's 'mindig növeke 
dik , mig s-el végtelenné nem válik. "Kérdés, valljon 
azon pont, mellyre nézve s ==~+ me; tfgörbe, neve 

a 

zetes pontja-e , vagy sem. Hogy ez kitessék, a, görbe, 
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kezdetpontját ezen pont után helyezzük ,s így tehát s 
=s' + lfs- -t a, második egyenletbe. téve lesz: _. 

s' (as' + 2 
2b(s'+t/c_z 

 

Szembeszökő, hogy ha s' = o, w is = o válik , 's hogy 
w tagadó értékü lesz , állító haladásra nézve, ,s azokat 
végtelenül megtartja; de ha s'-nek tagadó értékei vagy 
nak, mellyek egyáltalában kisebbek lfs_ -nál , akkor w 

a 

állítóra válik. Az s' = o vagy s = +l/-s_pontban,ha 
' a 

tlgyan csak ebből indulunk, azonnal egyszersmind a, 
haladás és forgás is változik; következőleg e, pont nem 
nevezetes, ,s csupán a, görbe, közönséges pontjának 
nevezhető. Mind az, mit a' görbe, egy ágazatáról fej 

. tegettünk, többire is alkalmazható. 
II.) A, görbesztési .erő és viszony. - 

Hasonlítás. A*görbesztési erőre nézve áll: 
dw . as +.bw '__ c + asz 

'_“.. .. '. _._. .. - 

dz bs ' _§bs2 
R = 00 lesz, ha s = o , a, görbének tehát a, 

kezdetpontnál egy végtelen nagy görbesztése van. Ha 

 

's = oo , R e: _. säglesz. A? görbe” két pontnáli s 
és s' görbesztési viszonyára nézve áll : 

__ .__.-_.__.___'_"_.__._._._-_ R_ R, . .c+:1s2 .c-l-.as'2 c-i-as2 c+as'2 
2bs ' ' 2135" s2 ' s'2 
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Ezek szerint s ésS által egy más. illy nemű görbe, meg 
felelő pontjait kijelelve, lesz ezen két görbe vonalnak 
hasonlítását eldöntő aránya következő: 

c-+-as2_c+as'2 c-i-aSz c"+aS'2 
s2 '. s'2 xs= '' ÍS'2' 

 

~ 20. §. 
.”. 

A, görbe, lO-dik nemének egy7enlttteiez: 
awQ-l- 2bws+c = o . (X) 

Igi s =-v___ __._ 
a , a . ' ' ~ 2bw 

I.) A, görbe, haladásagátalában. Neve-i 
z etes ponto k. A, (2) egyenlet, alakjából közvetetle 
nűJ tűnik ki, hogy s és w ellenkezőjegyekkel birnak„,s 
w egyenlő értékeinek az s egyenlő értékei felelnek meg- v 
Innen következtethető, hogy a, görbének két azonos á 
gazata van. A, (2) egyenletbe w = o téve , lesz' s 
= OO; a, görbének tehát, mint végtelennek, kezdet 
iránya van; ha w == 00„ s újonnan végtelen leend, 
E, két érték között az s egy más értékének kell lenni, . 
melly egyszersmind minimum , mi is az (l) egyenletből 
világlik, mellyből azonnal az s .=. aq értéke 

(na): -. 

állítható elő. De hogy e” pontnak természetét meghatá 
rozhassuk, a, kezdetirányt úgy kell megváltoztatnunk, 
h . l, l/ 30 I . ' ) 9 - ogy a í-re neZVe (l): 0 legyen S e Szemnt 
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s= - a (a'-'l/s)2+c 
a 

2b (aÍ 
 

lesz. A” kérdéses pont tehát rcsúcs. Ennek tehát a, gör 
be kettejét bírja, egyéb nevezetes pontokat azonban. 
nem. 

II.) A, görbesztési erő és viszony. - 
Ha s o n lí tási A, görbesztési viszonyra nézve áll: 

dw; 2bw2 
ds o-aau2 

Ez =o lesz, ha w: o, ásigy tehát ha s=oo, az 
az", ha' a, bal.adás végtelen. Ha w = il/a, lesz R l 

, . . , a 

á oo a! örbének' tehát csúcsánál vé telen na 
görbesztése van; ha w= 0053: - É lesz. A, 

. a 

görbe, két pontntáli s és s' görbesztési viszonya követ 
kező: l 

 

R . , 2bw= 2ba2 .. „z w 
x' f *:“2- “ä-Tz t“ ...- 2 ."__'__"2" 0 C aw c-aw ' C aw C aw 

,S ba S és S' egy más görbe, megfelelő pontjai, lesz a” 
görbesztési viszony: ' ' 

 

wz '. w'2 ' wa _w'2 
c-.-aw2 ' c--aw'2 . c--aw2 r c--7.auu'2 

Továbbá ha a, forgási egység á, második görbére nézve 
az első, jlszerese, következőleg; w ; fw és w' = fw' , 
lesz . 



FŐBB TULAJDONSÁGAINAK VIZSGÁLATA. 45 

w2 a? f 2 w2 'a Puf? ' 
_______ „ __________. = ._____.__..__.I ___~____ 
c--aw2 c--au52 c'--af'2w2 c--af'2w'2 

 honnét f2 ~ l. Mindd] illy nemű görbék tehát ugyan- . 
azon forgási egységre nézve egymáshoz hasonlók. 

21. 

1 

A” görbék" lll-dik nemének ez vala egyenlete r 
aw”+2Ijws-- c=oi (XI) l 

 

 (l)w=- E (2) s= c-awi_ 
“ 8' a . r . 2bw 

I.) A, görbe, haladása á.talában, Neveze 
t e s p o n to k; A, (2) egyenletből kitetszik, hogy egyen 
lő és ellenkező értékekre nézve s is 'egyenlő és ellenke 
ző értékeket nyerend , a, görbének teliát két' azonos á 
gazata van. A, (2) egyenletbe' w = o téve ,.s = 
OO leend. A, görbének tehát végtelen távolságban kez 

- I ' . detiranya vagyon; w = Il: l/_-ra nézve„ = o lesz, 
' . i a 

's ha w = oo, s ismét végtelenné válik. A, görbe te 
hát végtelen számú gombolyításaival az utolsó pont felé 

c . törekszik. Azonban, hogy az w = +l/- pont, ter- . 
. a 

mészete meghatároztathassék, tegyük w helyett a, (2) 
egyenletbe w' + lfs -t , lesz az következő alakú: 

a 

s f; 2b (w'+[/_C_) 
a 
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ha w, = o, lesz s = o; az w' állító értékeire nézve 
lesz s tagadó, valamint megfordítva az al tagadó ,s egy 
átaljában l/c-nál kisebb értékäre nézve állító leend. 

a . 

Ü Az w' = o, vagy w =+Ví -tól ellenkező irányban 
a 

haladva a, forgás is ellenkező leend, ,s így tehát e, pont 
a, görbe, közönséges pontja. Ez azon pontra isalkalmaz 
. . , . c 2 ható, a, mellyre nézve w = __ l/__ _. 

,II.) A, görbesztési erő és viszony. - 

 

 

Haso nlí tás. A, görbesztési erőre nézve: ' 
. . 7 7 g 

, ü . 2 Ét”. = R . _2l?'”_ 
ds . c+aw2 

A, görbesztés azonnal = o, mihelyest w = o válik, 
következőleg azon pontban , a, mellybenia, görbének 
kezdetiránya vagyon. Az R kifejezése az w egy valós ér 
tékére nézve sem lehet végtelen, ,s e, szerint a, görbé 
nek végtelen görbesztése egy pontnál sincs. Az R ki 
tételét ezen alakra hozván: . 

“n Ji. 
_°_+a 
w? 

világos, hogy az w növekedő értékeire nézve az R ér 
2b téke is növekedik, ,s ha w: j; oo, R = .._ 

' a 
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n; I 0 . If I Í b I _. lesz. A, gorbesztesi erok tehát o es - 2- hatarok ko 
. a 

zött léteznek. A, görbe két pontnáli s és s' vagy w és 
u} rörbesztési viszonyára nézve a' felebbiek szerint áll: 

2bw2 2b(.o'2 ' w“ 'al;2 
2-? -.._._.._._. R: R' = - _ . . -_- 

c+aw2 .c+aw.'2 c + aw2 c-l-auí2 
 

Továbbá w és u! más görbének két megfelelő pontnáli 
görbesztési egységét jelentve, ,s ha ezek, forgási egy 
sége az elsőhez úgy aránylik, mint f: l-hez, követke 
zőleg w = fw és, w": fa} lévén: a, két görbe példá 
nya, hasonlításának meghatározására szolgáland: 

a;2 w,2 f2 ou2 ' fz w2 

cul-aw2 rc-haa/T . 
 c-l-afzwz-i c-tarzw/z "agy . 

c-l-awz: c-t-aw” = c+af2w2: c+af"tur'2 

,s innen úionnanf" = l, úg hogy itt is két görbe 
.példány hasonló egymással, ha ugyanazon forgási egy 
ségre nézve alakíttattak. 

N 

22. §. 

A” görbék, 12-dik nemének egyenlete: 

adf-I» 2bws+cs2 -.-d = o (XII) 
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6 , 

, exxx 
"m 

ex; 
aäx . 

a}. . 
X? . , 

' q 
3'. X ő 

 r e  "xO
. g; 

,. őéx 
kx 

Xcäx 
3-“ 

' 6% 
Neo 

l} 

, I.) A' gö'rbe' hal.adása átalábaln, Nevem 
tes po ntok; Minthogy a, gyökérjegy alatti kitételek 

a? (3) egyenlet miatt minden esetre bizonyos különbsé 
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get képeznek elő: s és w bizonyos mennyiségen túl nem 
nyomúlhatnak. Az ív az (l) egyenlet szerint: j: 

13- , , . .. , ' 
Éli-gyva, a forgási szog a (2) egyenlet után :l: 

V cd b, határokra szoritvák. A, görbe, haladása, ki 
ac - ~ . 

puhatolhatására szolgál az (l) egyenlet, elébb négyszö 
ge, gyökérjegyének felső jegyét tekintve , következőleg 

b 1 _. 
w = '_ “s + :l/s=(b2-ac)+ad a 

, 1/a“ , , , 
teve. Ha s -= o, w, -- erteket nyerend, shasto 

a 

 

 

 

vább is állítólag növekedik, akkor w is mindaddig állí 

tó marad, mig s r: < végtérehas=l/%, 
w= o lesz, ,s az s nagyobb értékeire nézve w tagadó 

leend. Az s = pont tehát: forgási pont. Azs 

d 

' Jae-ba 
 legnagyobb állító értékére nézve a == - b 

' lesz. A, görbe mindazáltal e, pontnál nincs félbe szakad 
va, mert habár s nagyobb, w csakugyan képzeleti; ki 
sebb értékeinél fogva azonban, a, kezdetponttól számít 
va, újonnan állító lehet; csupán azon pontra nézve, 
melly szerint s = V-. ad a, haladások ellenke 

ca - b2 

zők. Következőle e, ont a, örbe, csúcsa. Ha a, ör g P 8 I 8 
be, haladását az (l) egyenletben s állító értékeire nézve 
a, gyökérmennyiségnek alsó jegye szerint vizsgálat alá 

4 

 

MATHEM, PÁLYAMUNKÁK. i. Kör. 
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veszszük, látszik, hogy u': az s minden értékeire nézve 
tagadó. Ezen görbe, részén tehát w tagadó maximumát 
,. d ' eri el, azaz, ==-- áig-l; lesz, has=+b 

ac- ' 
 

V d ___. Ezen pontot áthágva, a, forgási nagy- l 
dac-b”) 

ság, a, kezdetponttól számítva, tagadó marad , de egyá 
_d__ 
c(ac-b') 

pontra nézve ellenkező forgásoknakhely engedtetik. E' 

talában véve kisebb, következőleg a, b 

pont tehát: fo r g á s i p o n t. Az (l) egyenletben ha s ta? ' 
gadó, ugyanazon mértékei két sorzataira jutunk, mely 
lyek csupán jegyeikre.nézve különbözők. 

Il.) A' görbesztlési erő és. viszony. A, 
görbesztési erőre nézve áll: 

dw R bw + cs 
Ts- aw-l-bs 

ll l 

Ezen kitételt sajátilag úgy kellene átalakítanunk , hogy 
vagy csupán s-t, vagy w-t foglalna magában; de azért 
a, görbesztési maximum” vagy minimum, meghatározá 
sára igen alkalmatos. R minimummá válik, ha ba: 4-es 
= o, ezen. viszonynak a” (2) egyenlet szerint akkor 
van megfelelve, ha «ni.legnagyobb értékü. A' görbé 
nek tehát forgási pontjánál görbesztése = o vagyon. R 
maximum lesz, és pedig = oo ha aw + bs = o, 
azaz, az (l) egyenlet szerint az s legnagyobb értékei 
nél fogva. A, görbe) csúcsainál tehát görbesztése vég- 
telen nagy. 
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23. §Q 
A” görbék, 13-dik nemének egyenlete: 

aw”+2bws--cs'--d=o 

"o 
9. 

XX 
X 

a? X“p 

Q< Í 
e?“ 

d,; 

fő; 
X 

E 
X 

ÖVX. 
JC? 

“X Ze 
~ XXX? 

04. 
ig: 

“a 
Ú 

Kx 
"w . 
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I. A, görbe, haladása átaláb a n. Nev e 
zetes pon t ok. Az (l) egyenlet szerint az s minden 
lehetséges értékeire nézve a valós értékeket nyerend; 
a, (2) egyenletet pedig tekintve , szembeszökő, hogytu 

cd nak 'rtéket áthágásával s képzeleti lesz. 
 

, Következőleg w = o sem lehet, azaz , a, görbének egy 
pontjánál sincs kezdetiránya. Az (l) egyenletben a, 
gyökérmennyiségnek alsó jegyét tekintve, az s állító ér 
tékeire nézve mértékei tagadók lesznek, és s-sel együtt 
növekednek, mig végtelenekké nem válnak, mia, csigá 
dadon csavart ágazatot jelenti. Jelen görbének neveze 
tes pontjai nincsenek, minthogy a,forgás- vagy haladás 
nak bizonyos változása sehol sem fordúl elő. Ha már 
most az (l) egyenletben a, felső jegyet és s-et ismét ál 
lítót veszszük fel, w csupa állító értékeket nyerend, 
mellyek egy bizonyos ponttól 'annyival növekednek, 
mennyivel s nőtt, ,s ezzel egyszerre végtelennckké válnak. 
. A, második ágazatnak tehát haladása és forgása állító, ,s 
egyszersmind csigágadon csavart. Ezen ágazatnál a, for 
gás, ha s = . , tehát a, kezdetpontban lesz w = + 

.d_5 az s = -l- lik/amíg) pontban a, forgás 
a 

d . . . . , , lesz w = + Vb, EF ac s valódi minimumát elerte. 
A, görbe, forgási szöge tehát a, kezdetponttól a, fen 
forgó pontig mindig fogy , ,s ezen túl újonnan növe 
kedik, következőleg ez a fo r gá si p on t. Az s tagadó ér 
tékeire nézve a, görbe, két új ágazatját kapjuk meg, mely 
lyek a, fölebbiekkel azonosak. 
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s 

II.) A” görbesztési erő és viszony. Erre 
Iiézve áll: 

bw -- cs d..w = B = _- ._.___ 
ds aw + bs, 

is ez = o lesz, mihelyest bw = c, mi is a (2) egyen 
let szerint aq forgási pontra vezet. Ha aw + bs = o le 
hetne , a, görbesztés végtelen nagygyá válnék, mi azon 
ban lehetetlen , minthogy ennek következtében az (1) 
egyenlet szerint s2 (b' + ac) + ad: o-nek kellene len 
ni, e, kifejezésnek azonban mindig állító értékei vannak. 
Ha s és wvégtelenekké válnak , a, görbesztési erőre néz 
ve ezen érték áll: 

R = i(l/b2+acq:1 
a 

A' görbe két pontuáli s és s' görbesztési viszonyra nézve 
lesz: 

a.n'=ä1-as 
aw-l- bsí aw-l- bs' 

1/a; (b2 + ac) - cd . Vai-Tm” +_ae) - cd __ 
= l/s2 (b2 + alcím. Vs” (b2 + ac) E? . 

 

l/zrzb” + ac)_-.- ed ___ 
7W2b”+ac_)(-b:-_az) - b2cd:l:2bwj/w2(b2 + ac)__ cd 

V mi? + ac -- cd _§ 
l/aí 2 (2b2-l-ac)(b2--I--ac)--b2 cd jl: 

Il: 2bw l/u/z (b2 +ac) -- cd 
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24. §. 

A' görbék, lll-dik nemének ez vala egyenlete: 
awa + 2bws - cs2 + d = o (XIV) 



FŐBB TULAJDONSÁGAINAK VIZSGÁLATA'. 55 

I.) A, görbe, haladása átalában. Ne ve ze 
tes pontok. Az (l) egyenlet szerint ha s = o, wér 
tékei képzeletiek lesznek, s tehát o nem lehet, követke 
zőleg kezdetpontnak a görbe„egy pontja sem tekinthe 
tő, vagy inkább a görbe, egyenlete bizonyos pontra, 
melly kezdetpontúl szolgál, vitetik, habár az nem a gör- . 
be, pontja is. Ezen kezdetponttól bizonyos tért = i 

d I z . ' Fal-FE athagva, ollyan pontokrajutunk, a mely 
lyekre nézve w valós értéket nyer , s különösen követke 

,. ' _-_.d. I I I zoket: j: b -_- Ezen ertekek hataroz 
a (bz + ac) l . 2 

zák meg egyszersmind azon irányt, melly szerint a 'ez, 

 

 

detponttól indulnunk kell, hogy a, görbe, legközelebbi 
pontjait érhessük el. E, két pontból két pár ágazat indúl 
ki; az első tagadó , a, második pontnáli pedig állító ha 
ladású, és azonosak. Vizsgálatunk, tárgyául azonban csu 
pán azon két ágazat szolgál, mellyeknek ívei állítók. 
Hogy kezdetöknél fogva haladásul könnyebben tárgyal 
tathassék, w és s helyett két új változó mennyiségeket aí 
és s'-t veszünk fel, úgy hogy a, kezdetpont - és irány 
ugyanazon ponton legyenek, a, mellyre 'nézve az (l) 
egyenlet az s értékét illetőleg minimummá válik, mi 
könnyen véghezvihető, ha . t . 

 _-.-.____. 

s' = s -+- x/"ÉL és.wt}: w- b - d- 
b*+ac '. a (b? + ac) 

 

az (l) egyenletbe tétetik, minek következtében az kö 
vetkezőre megy át: 

N 
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 , b' ,----, _- (an. = - Ei l;i/s2(b=+ac)+2si/ad(b2+ac)  

Szembeszökő, hogy az s egyegy állító értékének egy 
állító 's egy tagadó w értéke felel meg. Az s' 
= o pont tehát ezek szerint valódi csúcs. Mint 
hogy a két ágazat' többi pontjaira nézve s' és 03' egy 
szersmind növekedik, azokon több nevezetes pontok 
nem léteznek, w és s egyszersmind végtelenek lesznek , 
annak jeléül, hogy mind a” két ágazat csigádad csavart. 
Minthogy az s' ugyanazon értékeire nézve :l: 40' tagadó 
értékei egyátalában véve mindig nagyobbak az állandók 
nál, a görbesztés tehát a tagadólag gombolyitett ágazat 
nál nagyobb, mint a, másiknál. Ugyan ez áll azon két 
ágazatról is, mellyek ezen pontból: s=- JL 

b2+ac 
indulnak ki. 

II.) A, görbesztési erő és viszony. Ha 
sonlítás. Az elsőre nézveáll: 

dw R bw - cs a: =.a7-+-bs  

E' kifejezés végtelen lesz , ha aw -+. bs = o, vagy ha 
aí és s helyett w' és s' tétetik , az aw' + bs' = o nézve, 
azaz: 

_..._, s'=oés s'=-2 _ ad -ra nézve így 
b2+ac 

tehát a csúcsnál. A, görbe két pontnáli s és s' görbesz 
tési viszonyára nézve áll : 
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R- R'=.b“""“m°s. W-cg : 
aw-l-bs. aw'+bs' " 
 

és a, két görbe, példánya hasonlítási föltételeknek meg, 
határozására nézve: x 

bw-cs. ba} -cs' bW-,cS bVV' - 05' 
aw-l-bs. aw'+bs' = lwV-l-bS, aW' -|- bS' i 

ezen arányból előbb s és s', S és 8'; w, w' és VV' által 
kifejezlessék és ezek után W = fw és VV = fw tétesséku 

2': 

25. §. 

A, görbék, 15-dik nemének egyenlete ez: 
am2 + 2bas + cs” + d = 0 (XV) 

b ' __.._-- 
(l) m: - Is d: i/s2(b2.ac)_ad; 

b _____._ 
(2) s = - É w :l: l/4n2(b--ac)-cd 

,s a, feltételi egyenlet: 
(3) bz- ac > o 

l-l A, görbe, haladása átalában. N evezetes 
pon tok. Az (l) egyenlet szerint egyegy állító s értéké 
nek az t" két tagadó értékei felelnek meg és megfordítva 
Ha s r: o ,s ha w .q-.-.= o , s képzeleti marad, azaz , 
kezdetpontnak a, görbe, egy pontja sem nézhető; vala 
mint kezdetiránynak a, görbe, akármelly pontoni iránya 
nem neveztethetik. Az w-nak legkisebb értékei ezek: i 
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VPL, az s-nek pedig legkisebb értékei: i 
 

2--ac 

b-zíiac. Azs =+ j/ íä pontból két á 
gazat megy ki, ezek, forgási mennyiségei a, kezdetirány 
ra nézve mindig tagadók. Ezen első pontnál mind a, két 

ágazatnak közös iránya = -- b s/ a - ac 
vagyon; m értékének egy sorzata s növekedéssel min 
dig nő, de a, második, mellynek az (l) egyenletbeni 
felső jegy felel meg, mindig fogy, mg minimummá nem 
válik w ==' - ,s innen újonnan tagadólag 

- ac 

növekedik. Ezek, következtében azon pont, a, mellyre 
nézve s minimum, c s ú cs, valamint az, a, mellyre néz 
ve w minimummá válik, forgási pont. A, görbének 
tehát ké t csúcsa ,s két forgási pontja vagyon. 
Továbbá minthogy w és s végtelenné válik, a, görbének 
tehát csupa végtelen, . csigádadon csavart Ígazatai van 
nak. 

II.) A, .görbesztési erő. Erre nézve áll: 

 

A, görbesztés maximum 's egyszersmind végtelenné vá 
lik, ha aw + bs = o lesz, azaz, az (l) egyenlet sze 
rint ha s a, minimum , következőleg a, csúcson. A, gör 
besztés ellenben = o, ha b!» -l- cs = o , azaz , az (t) 
egyenlet szerint ha w a, minimum, következőleg a, for 
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gási ponton. Ha m és s végtelen nagyok, a' görbesztési 
erők e, határokhoz közelednek: 

i . l/bz-r-a: 
d: a 

 

26. §. 

A, görbék” ifi-dik nemének egyenlete: 
.aw” + 2bw s + cs2 - d = o (XVI.) 

(i) m = - i}; v”_s2(b2.-'_ac)+:a; 
b 1 ------- 5 = "_' 7'“) l/w2(b2--ac)+cd 

e” fóltételi egyenlettel: 

(3) b2 - ac > o. 

I.) A” görbe, haladása .átalában. Neveze 

tes pontok. Ha s = o, “ = :l: lesz, és ha 

" = o, lesz s == i t/i. A' görbének tehát kezdet 
a 

pontnál kezdetiránya nincsen. Hogy a, görbe” azon ré 
sze, a, mellyre nézve a' kezdetpontoni forgás: o) = + 

V.5. megvizsgáltathassék, tegyük l" helyett az (l) e 
a 

gyenletbe w' + , 's megnyerjük: 
. a . 



60 AZ ELSŐ És MASOD BENDÜ GÖRBÉK, 

 

. 1 . _~___ (4) u; = - [fiút-zt ; l/s*(b2-aC)+ad 
' a 

Innen világlik, ha s == o, u; is = o lesz. Ha s állító 
értékü, w mindig tagadó marad, annak jeléül, hogy a, 
kezdetpont: csúcs. Az s növekedő értékeire nézve m 
is nő, ,s ha s végtelen , 0' is azzáválik. A, görbének te 
hát két csigádad ágazatja vagyon. Az (l) egyenletbe w 
helyett 01' - , É. tételével a, kezdetponttól még két 

a 

más, de a, fólebbiekkel hasonló ágazatra jutottunk vol 
na tagadó haladással, jóllehet állító forgással elláttottakra. 

II.)'A, görbesztési erő. Ez: 

ÉÍ=R=__b“+CS 
ds , aw+bs 

Ezen kifejezésben sem a, számláló, sem a, nevező külön 
böző nem lehet , mi is az (i) és (2) egyenletekből vilá 
gos. A, görbének tehát sem ollyan pontjai, a, mellyekre 
nézve a, görbesztés = o legyen, sem pedig a, mell yek 
nél fogva az végtelenné válhatnék , nincsenek. l 

27. §. 

A, görbék, 17-dik neméhez tartozott egyenlet: 
(an) _+. bs)2 _ 2ads = o (XVIL) 

 

b 1 (1) w -: - íg i í t/Zads 
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I.) A, görbe, haladása á.talában. Neveze 
tes pontok. Ha s '= o, lesz “is: o; a, görbének 
tehát a kezdetponton kezdetiránya vagyon. Továbbá 
az (1) szerint s csupán állító értékeket vesz fel, ,s azok, 
mindegyikének w kettős értéke felel meg. A, görbének 
tehát két ágazatja vagyon, az első, a, mellyhez az egyen 
let, alsó jegye tartozik, mindig tagadó forgású marad. A, 
második ágazatra nézve w előbb állító; jeléül, hogy a, 

ad 

T“ 

lőn, akkor u. ugyanazon ágazaton ismét =.o válik; a, 
görbének tehát ismét kezdetiránya vagyon. Az s nagyobb 
értékeire nézve w tagadó leend, és az ágazat egész elfor 
gásáig ngy/amaz marad. Mivel továbbá a, második ágaza 
ton ” állító értékei két = o értékek között léteznek , a, 
görbének maximuma vagyon. Azon ponttól, a' melly 
ben ennek helye van, a, forgás fogy, jeléül, hogy, ez 

ad 
ZF . 

A, forgási pont tehát úgy van helyezve ezen pontok kö 
zött, a, mellyekben a, görbe, iránya egyszersmind a, kez 
detirány is , hogy az, az elsőtől ,s a, másodiktól három 
szor távolabb, mint a, csúcstól. Ha s = oo, lesz wis 
= oo, következőleg a, görbe, mindkét ágazatja csigádad. 

görbének kezdetpontnál csúcsa vagyon. Ha s = 

a, forgási pont. Ugyanott az ív, hossza s = 

II.) A„görbesztési erő. Ez: 7 

ÉÍÉ=R 
ds a “f: 23 S 

ll 
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Ezen kifejezés, ha s =~ o, végtelenné válik; a, gör 
bének tehát csúcsában végtelen nagy görbesztése vagyon. 

Továbbá s = o, ha s == 4%. A” görbének tehát a, 
forgási pontban görbesztése = o. A' végtelenben a, gör 

I b 
besztes == - - leend. 

a 
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b 

(Innem-dia parvae rés crescunt, iliscnriliá uiaxímae dílabuntur. 



Mielőtt a, t. m. túdós társaság által feladott 

kérdés° fejtésébe boesátkoznám, az első és má 

sod rendü görbéket , az öszrendesek rendsze 

rére nézve, veszem vizsgálat alá, hogy az új, 

vagy is e red eti mó d s zer (mellynél leg 

inkább Pétersst követtem) Ss az ö s z r e n d e s e k' 

r e n d s z e r e közt létező különbség annál in 

kább szembe tünjé k. A” segéd eszközök” hiá 

nya, °s korlátozott időm miatt, a” feladottkér 

dés teljes kimerítését nem bírtam ugyan eszköz 

leni: mindazonáltal, egyfelől meglevén győ 



ződve, hogy értekezésem nem lesz egészen ér 
dek nélküli, másfelől pedig megfontolva , mi 

kép más jobb munka elől a, jutalmat ugy sem 
nyerendi el, eltökélém magam”, azt pályái: 
zásra bocsátani. 

Mrartius 23. 1840. 



'1. SZAKASZ. 

Első és másod rend/i egry/eltlelek. 

I. FEJEZET. 

I 

A, pont, heb/zetének meg/zatdrozrísrc. A, pont, és egye 
nes vonalnak egyenlete, ,s annak taglalása (Discussion). 

§. l.' 

Ha valamelly pontot M ( 1. kép) egy bizo 
nyos téren úgy akarunk meghatározni, hogy 
az más ponttal el ne cseréltethessék, szükség 
lesz azt kétegymást vagó egyene; vonallal AX, 
és AY (l. kép) viszonyba hozni, mellyek, hely 
zete ismeretesnek vétetik. 

Hogy ha t. i. a, két távolság 
BM a AC és 
CM i; AB «e 

tudatik, akkor az M pont, helyzete tökéletesen 
van meghatározva. 

" 41: egyenlő és közegyenes. 

(1- kúp) . 

(1- kép) 
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(2. kép) 

AB metszeknek, AC rendesnek, a, keltő e 
gyüttpöszrerzdezsekrtek, XX' a, metszekek, ten 
gelyének, YY' pedig a, rendesek, tengelyének 
neveztetnek. A, vágott pont Á az öszrendesek, 
kezdőpontja ,' a, szög < YAX az öszrendesek, 
szöge. Az előjövendő leszármazásoknál legal 
kalmasb a, fertály szöggel élés (Rechter Win 
kel), melly felvétel mindenütt meg is tartatott, 
hol az ellenkező említve nincs. 

„t. 2. 

Mivel a, metszék AB =x (2. kép) és a, rendes 
AC = y, változó mennyiségek, lesz ba bizo 
nyos M pontra nézve AB=a , és AC=b a 
datik: 

x=a és 

y = b 
M pontnak két egyenlete. 

Ha AB változatlan marad, AC mindig fogy, 
míg végtére = o-vá válik, akkor 

x =a 

y == o 

olly pont” egyenletei, melly a” metszékek, ten 
gely/eke esik. 

Épen úgy e” két egyenlet: 
x=o 

y=b, 
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egy a, rendesek, tengo/jyébe eső pontnak egyen 
letei. Végre .- ' 

x = 0 

y = o 

a” kezdő pontnak egyenletei. 

§. 3. 

Hogy minden lehető pontok, helyzetei a, 
négy fertálybanI, II, Ill, IV (2. kép) x és y (2- kép) 
által határoztathassanak, szükséges lesz még 
az öszrendeseknek beliivetési jegyeket adni (al 
gebraische Vorzeichen). Ha t. i. A ponttól X 
lialé ígenleges (positiv) nzetszekek, A-tól Y 
felé pedig igenleges rendesek olvastatnak , lesz 
nek az A ponttól X' felé számlált metszékek, és 
Y' felé olvasott rendesek, nemlegesek (negatív). 

A, mondottak szerint tehát a, négyM, M' 
M" , MW pontoknak egyenletei következők: 

I ' x = M-re nézve l 
II 

M'-re nézve 

Í I M' -re nezve 

IV 
Mm-re nézve 

3 

Ill 3 

3 
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§. 4. 

q Az egyenes vonalnak egyenlete. 
(3. kép) Legyen Mm N ( 3. kép) egy tetszés szerinti egye 

nes (vonal t. i.), melly a, függőleges öszrende~ 
sek' tengelyeit C és B pontokban vágja ; ezen 
egyenesben valamelly három felvett pontnak 
M , M' , M" öszrendesei legyenek AQ , AQ , 
AQ', és MQ, M'Q( , M"Q"; legyen végtére 

BK XX; az áltai lesz: 

(m hlason- A BMB m A BMIP, m A BMW)” , 
Io) és abból következik az arány: 

MP . M'P' __ M" P” 
B P BP' B P" 

és ha ezen állandó arány = a , és 
AB = b tétetik , lesz : 
M P = M Q - b = y - b 
M'P'=M'Q' -b=y-b 
M" P" = M"Q" _ l) = y - b 

h! .___=_.__..___._...=....= te dt BP BP, BP, a 
és mivel BP = AQ , = x 

BP' = AQ, = x 
BP" = AQ' = x 

lesz: E-IÍÉ-a, 
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mellyből következik: 
(l)... . y=ax+b 

vagyis az egyenes vonalnak egyenlete. 

Ha ezen egyenletben (l), x helyett akár 
melly más érték = AQ tétetik, az annak meg 
felelő rendes MQ r: y ( 3. kép) számítható, melly 
érték MQ a, függőleges vonalon tétethetik fel, 
mi által az adott egyenesnek pontja M van 
meghatározva; hasonlóan találtatnak a, vonal 
nak többi pontjai is. Ezen egyenletben x és y 
a' változó, a és b pedig az állandó rlzennyisé 
gek; és ha < NCX: (a, lesz 

MP 
a = tanga, 

feltéve hogy a, fél átmérő: 1; b pedig azon 
pontnak rendese , mellyben az adott egyenes a, 
rendesek” tengelyét éri. 

.s. 5. 

Az (l) egyenletnek taglalása. 
1. A, két állandó a és b, melly addig hatá 

rozatlan marad, mig valamelly bizonyos egye 
nesről szó nincs, azt mutatja, 'hogy az egye 
nesnek meghatározásához két föltétel kivántatik. 

2. Ha az adott egyenesnek azon pontjait 
akarjuk meghatározni, mellyek a” metszékek, 
és rendesek' tengelyét általvágják, akkor változ 

(3. kép) 
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(3. kép) 

tatva tétessék y és x=o-vá, és az első eset 
ben x , a, másodikban y értéke keletkezik; mert 
2-dik szerint azon pont, mellynek rende 
se = o a, metszékek, tengelyében, mell ynek pe 
dig metszéke = o, a, rendesek, tengelyében 
fekszik. Lesz tehát, ha y=o: 

x=- ll: AC. (3. kép) 
a 

C pontra nézve; 
ha x = o: 

B pontra nézve. 

3. Ha b=o, vagy BpontA pontra esik, 
az első egyenletnek (l), következő alakja lesz: 

y=ax 

melly egy, a, kezdő ponton keresztül menő e 
gyenesnek egyenlete; mert ha x=o, lesz egy 
szersmind y=o, és megfordítva; t. i. az egye 
nes vonal az, öszrendesek, tengelyét kezdő 
pontjában metszi. Ezen (2) egyenlet csak egri}r 
határozatlant foglal magában , jeléül , hogy az 
utóbb említett egyenesnek meghatározásához 
csak egy adatra van szükség. . 

4. Ha MmN, B pont körül Y felé forog , 
a, rendesek, tengelyével össze fog esni, midőn 
< a=90° lesz, ,s mivel akkor: 
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a=tanga=tang 90°=oo, lesz . 

a oo 

Á rendesek, tengelyének egyenlete tehát: 
x = o. 

5. Ha MmN az említett mód szerint B' felé addig 
forog , mig ~< a=0 , vagy mig BB' vonallal „esnék ösz 
sze , lesz , mivel a=tang a= o , 

, y=b 
az az, egy a, metszetek” tengelyével b távolságra pár 
huzamos (parallel) vonalnak egyenlete. 

6. Ha MmN , C pont körül X felé forog , nem 
csak < a, hanem b is kisebbül, és ha M"N, AX-re 
esik, lesz: 

< a=o 
és b: o, 's azért 

y = o, 
melé}! a, metszébek? tengelyei/zel: egyenlete. 

7. Legyen AC: c, lesz a, (il-dik pont szerint) 
b 

c==- _- 's avval 
' a 

y = ax - ac 

hol b helyett az érték = --ac tétetett. Ha most M" N, 
C körül addig forog, mig < a = 90°, miveltang a = a == 
oo, lesz: 

x=_y_+c=_.-Y.+c 
a oo 

vagy x = c, 
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(egy 11' l'a/z (l eselűengeéyével c tldvolságrapfir/zlt 
zamos vonalnak egyenlete. 

§. 6. 

Az első rendü általiános egyenletnek alakja, úgy 
mlnt: 

' Ax + By + C = o, 
melly egy egyenes vonal, mert abból kifejthető: 

A C 
y = . "x w", B B 

mellyvben: --é= a 
B 

, C 

Ezen egyenes könnyen alakítható 5 kerestesse 
(5. kép) nek t. i. annak pontjai B ésC (5. kép) mellyek 

ben az öszrendesek, ten el ei metszetnek- mi g y a 
vel az egyenesnek meghatározásához csak két 
pont kivántatik, szükség lesz ezen két talált 
pontot, egymással, egyenes vonal által össze- ' 
kötni, ,s mindkét felől meghoszabbítani. Mi 
által az adott vonal alakitva van. 

. Ha az adott egyenes a, kezdő ponton megy 
keresztül, az az: ' 

y = Ax, 
akkor x helyett egy bizonyos' érték p. o. = 10 

(4- kép) vétessék (4. kép) = AB) lesz, a, szerint 
2 
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y == 10 = BM 

feltéve, hogy BM J- AX, ,s a, kivánt két pont(a' jegy A és M meg van határozva. azt lelelm v 
hogy fug 

l-ső példa. gőleges) 
Legyen p. o. az. adott egyenes: 

2y -- 4x = 16. 

ba x=o, lesz .y==_-2_= 8. 
' 16 

ha y=o, „ -x=_4_r= 4. 
Vétessék tehát : 

- x = AC=4, és 
y = AB: 8. (5. kép) (5. kép) 

akkor LN lesz az egyenletnek megfelelő egye 
nes vonal. 

2-dik példa. 
y= 5x adva van; . 

tétessék: x= 10 = AB , lesz 
y: 50 == BM . 

(4. kép) feltéve, hogy BM -L AX, mi által aí (4. kép.) 
vonal meg van határozva. 
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(6. kép) 

2-dik FEJEZET. 

űlásod rendü görbék. 

I. 11' Kör (itt mindig a, kör, kerülete értetik). 

§. 7. 

A, kör, egyenletének felállításánál az ösz 
rendesek, tengelyei úgy legyenek választva , 
hogy a, kezdő pont A, egyik átmérőnek végé 
vel, zfmetszékek, tengelye pedig egyszersmind 
ezen átmérővel essék össze. AP= xés PM = y 
legyenek, egy, a, körben felvett pontnak ösz 
rendesei , 6. kép) C a,kör' közép pontja, ,s a” 
fél átmérő CM = r. A, Aből CMP követ 
kezik: 

CP2 +PM”=CM”, vagy, mivel 
CP=X--AC=X--I', 
PM = y, és CM = r 

(yt-r)2 + y2 = r”, és abból 
(l) x2+y”-2rx = o, 

a, kör/lel: egyenlete. 
Ha a, rendesek, tengelye közegyenesen 

C pontig mozdítatik, akkor még egyszerübb 
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alakot nyer az (l) egyenlet : mert most lesz: Cl): x, 
PM = y , és CM: r, tehát: 

CP2 + Mf” = CM2 vagyis 
(2) x=.+ y2 = r”. 

§. 8. 

Á . (2) alatti egyenlet/Lel: taglalása. 

l. Ha az egyenlet (2) y-ra nézve fejtetik-ki , lesz 

A” kétszeres jegy a, gyökér előtt azt mutatja , hogy min 
den x értékeért, meddig y még lehető érték, y-nak két 
egyenlő, de ellenirányú értéke van; hogy tehát a, met 
szeb, tengelye dkört két részarányos (symmetrisch) ma-. 
gát minden pontjában tökéletesen f ödő részre választja. 

2. x értéke valamint ígenlegesnek, úgy nemlegesnek 
is tétetbetik, de x2 mindig igenleges marad; tehát egyen 
lő igenleges vagy nemleges metszékeknek , csak egyenlő 
rendesek felelnek meg; azért a, görbe a” rendesek, ten 
getye által is két reíszarrínyos, tehát a, kör, a, közép 
pontjában egtymdst egyenes szög alatt metsző tengelyek 
által, négy reíszardnáyos részre osztatik. 

3. Hogy a, körnek azon pontjai, mellyek a” két ten 
gely által metszetnek, határoztathassanak , tegyük a, 
(2)dik egyenletben először 

y = o ,s lesz 
x2 = rz, tehát 
x=:l:r 
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az az, a, metszélf tengelye által a, kör + r és - r 
távolságokban vagyis A és B pontokban zlágatik. ' 
Ha x=o, lesz: 

y = i r i 
tehát a' rendesek, tengelye is a, kört + r és - r td 
volstígokóan talrílja. 

4. Az egyenlet 
.Y = i 1/1313? 

azt is mutatja, hogy, ha x=o, y legnagyobb; ha x 
folyvást nevekedik, akkor y fogy, míg végtére x=r 
értékére nézve 

y == o-vá válik. 
x értéke nem lehet nagyobb mint r, mert ha x > r , y 
értéke lehetetlen (imaginair);,s úgy y sem lehet nagyobb 
mint r, mert akkor x értéke volna lehetetlen. 

II. asúcskör (Ellipse). 

t. 9., 

A, Csúeskör olly tulajdonságú egyen 
lapu görbe, mellynek minden pontjából M, 

(7. kép) M, .. . (7. kép) valamelly előre meghatárzott két 
ponthoz F , vett távolságok, öszvete FM+ 
FM, vagy FM+FM',s a, t., egyenlő vala 
melly egyenessel: 2a; tehát: 

FM+FM=FM'+FM=2a. 

F és F gyúpontnakwrennpunkt), minden egye 
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nes FM, F' M ,stb. , melly a” görbének akármelly pont 
ját, aÍ gyúponttal összeköti, vezetőnek neveztetik (Leit 
strahl). 

§. 10. 

Ha F, F' pontokon keresztül egyenes vonal huzatik, 
,s FF', C-ben feleztetvén 

.CA = CA' = a tétetik 
A és A' , az említett tulajdonságánál fogva, a, csúcskör 
nek két pontja leszen; mert A-ra nézve: 

CF = CF, levén, 

AF-i-AF'=a-CF-l-a-+CF'==2a; 
l-ra nézve: 

A'F' + A'F = a -~ CF' + a + CF = 2a. 

Ha F és F' ből, CA = CA' = a-val, mint fentővel (radius) 
magokat B és B'-ben metsző körívek (Kreisbögen) vonat 
nak, B és 8' is a, görbének két pontja; mert BF+BF 
= B'F + B'F' = a+ a= 2a. Ha végtére a, határzott 
egyenesben F F' egy ponty vétetik és F, Fből, .Azt és 
A'pvel , magokat M, M' és m, m'ben vágó körívek hu 
zatnak, akkor M, M és m, n1' is a, görbének pontjai lesz 
nek. Mert p. o. M-re nézve áll : 

FM+F'M=Ay+A'y=Alt'-_-_2a. 
Ezen mód szerint több pont is meghatároztatik, 

mellyek, ba folytonos vonallal köttetnek össze, a, csúcs-" 
kört képzik. 

2 
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Q. u. 

Ezen görbének egyenlete, leszármaztatásá 
ra nézve legyen F F a, metszékek” tengelye; C 

(8. kép) pont az öszrendesek” kezdő pontja (8. kép) M 
a, görbének egy pontja , FM, F M a, vezetők; 
akkor lesz, ha FM=u, F M= u' tétetik: 

u+u',= 2a ..... (a) 

ha továbbá CP=x , PM = y, M pontnak ösz~ 
rendesei, a, két FMP, és EMP Aből követ 
kező egyenlet ered: 

PF2+PM2=FM2 '.. ... (s) 
PF'2+ PM2=F'M2 . . . (s) 

's ha CF: CF = c, lesz: 
PF=c-x, PF'=c-+-x 

és (6) 's (s) szerint: 

(c--x)z-l-y2=t12 . . . .. (c-l-atr)”+_y'*'=zt'2 .. . .. (e) 
Összeadás által: 

2c2+2x2+ 2y2=u2--l-u'2 
vagy 2(x“+y2+c*) = u"+ u“ . . . (r) 
(ö) át (e)ból lebúzván : 

4Cx=u'2-u”=(u' +u) (u'--u) 
vagy 4cx = 2a (u' - u), és abból' 

u __.u=___ 
a 

, 2cx (w) 
L 
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(a) és (lp) egyenletekből: 

 

u, = a + E, és 
a 

._ l ex 
u -_ a - ., 

a 

ezen két érték (t)-ba téve: 
a 2 wx-y-cv-(a-a +<a+c.:> 

2e2x2 
= + 82 

s abból 

c? wo - j) + = az .. a 
2 aQ-e? 2__ 2 2 x _a2_ +y .a -c , (m) 

Mivel Aben két oldal együtt mindig hosszabb mint a, 
3-dik magában, lesz 

u+ u' > FF , azaz: 
23 > 2c , vagy 
a2 > ca 

a2--c2 tehát mindig igenleges mennyiség; ha tehát: 
a2- c”: b2 tétetik 

lesz (m) szerint: 
x2 b2 

2 + y? = b”, e's abból vegtére a, csúcskör 
a 

nek legegyszerübb egyenlete : 

(A) azyz + bzxz _.=, aabz 
2711 
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§. '12. 

(d) egyenletnek taglalása. . 

1. I,Ia az (A) egyenlet, egyszer y-ra, azután 'x-re 
nézve fejtetik ki, lesz: 

(n) y = ilv/alfi? 
(p).x=i§1/b2_-? 

2. Minden, Cponton keresztül menő vonal N N', 
Gpontban feleztetik; mert ha ezen egyenesnek N N e 
gyenlete, melly (5 szerint: 

y = Ax, 
a, csúcskör, egyenletével köttetik össze, akkor” a” követ 
kező egyenlet csak azon pontokat foglalhatja magában, 
mellyek mind a” két vonallal, a, csúcskörrel t. i. ls az 
egyenessel, közösek; az által azon pontoknak öszren 
desei nyeretnek meg, mellyek a" csúcskört vágják. Ha 
tehát az (A) egyenletben y helyett Ax iratik, lesz: 

Aaa”);2 + b=x= = azbz, 

 

és abból: 

) X . áá (q -- Vigil-Pb? 
as mivel y = Ax", lesz 

___ i Aab 
(r) y-Í ÍÍÍTTF? 
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az által N és N' pontoknak öszrendeseí x és y 
határoztatnak, a" felső jegy (+) N-nek , az al 
SÓ (--) N-nek felelvén meg. A” két egyenletből 
(q) és látni, hogy valamint x-nek a, két ér 
téke egyenlő, úgy y-né is; tehát Cp = Cp' , 
és Np=N' p', azért a, két ANCp E; N'Cp"„e's E}? Con 

NC = N'C. gNm“ 
vagy minden, C ponton keresztül vont egyenes, 
C-ben feleztetik; azért C középpontnak, "s min 
den azon keresztül menő egyenes p. o' NN' dt 
mérőnek rzeüeztetib. 

3. A, gyökér előtti kettős jegytn) és (pg); 
ben , azt mutatja, hogy valamint a, för , úgy 
a, cslícskíir is , az öszrendeseb tengebeei által, 
4 reszardnyos (qynzmetrísc/z) részre osztatika 

4. y=o, átl, x=:l:a; x==o, ád 
y = b; 

t. í. az öszrendesek" tengelyei, +a e's - (r, 
+ b, e's - b távolságokban vágatmak. 

5. M pontnak kép" (8) távolsága Ctől , x 68. kép] 
és y által kifejezve : 

CM= d = i va? 
vagy ha (n)ből y helyett a értéke tétetik: 
d = i l/x2+ aáb_=_'-bé;__i l/z;r>z:b2§:)+l.)_2 

2 

 

 

a2 a 

vagy d== Il: [fw-+- gä-b?) xT . . . . .. (s) 
az 



22 ELSŐ És MÁSOD 

(s. kép) 

Ezen kitétel legkisebb értékre jut, ha x=o , 
mellyesetbend=ij/1?=:l:b:=CB=CB'; 
ha x nő, d is nő, és legnagyobb értékét éri el, 
midőn x=i a; akkor lesz: 
d=imqí = zkt/gr2 = i a. 
Ebből következik,'hogy minden átmérő közt, 
Az! a, legnagyobb', BB, pedig .a' legkisebb. 
Azonfelül JA, nagyobb, mint akdrmellyik, 
a, csúcskörben Ízuzott egyenes p.o. gá“ (8. kep) 
mert ha g és g, C-vel köttetik össze,a, A gCg'ben: 

gg < Cg + Cg' 
de a, mondottak szerint: 

CA > Cg 
CÁ, > Cg'; 

vagy CA + CA, > Cg + Cg'; 
tehát annál inkább 

AA' > gg , (mert .AA' = CA + CA') 
6. A, 1l-dik'§-ban vólt: 

a“,- c2=b2 , és: abból 

c=:l:t/a2_-T. 
c = C F = C F' nyúltsrígnak neveztetik (Excen 
tricitaet). . 

.7. AA, és BB' minden vonalt, melly BB, 
vagy AA, vonalhoz közegyrenes, egyenes szög 
alatt felez, azért nevezte/inek csúcskör, tenger 
lyeinek ,- e's pedig 44' =' 2a, az első vagy 
Izagy BB = 2b , a, nzdsodik vagy kis tengely 
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zzel: ,' A , A', B, B' vég pontjai pedig tető pon 
toknak (Scheitelpunkt). . : 

8. Ha a=b, lesz 

a2y2+ az X2= 34 
vagy x2 + y2 = a2 

t. i. a, kör, mellynek félátmérője = a, ”s kö 
zéppontja az összrendesek, kezdőpontjára esik; 
a, kör tehát mint egy csúcs/tör tekintet/zett}: , 
mellynek nyúltscíga c=o (b szerint). 

9. Ha egy pont magában a, csücsköt“ kerü 
letében van , áll az egyenlet: 

aQyZ + b2x2 = aQbI; 

ha belül esik , o.- mint m (9. kép), akkor a' (9. kép) 
rendes mP kisebb, mint ugyanazon metszék 
nek megfelelő rendes MP, azért is: 

a2mP=< azMPz, ls ha 
mP= y tétetik, lesz 
a2y2+b2 X? < a2b2 

Egy a” csucskörön kivűl eső m' pontra nézve 
. lesz , mivel , 

mlP > MP 5 
azy2 +b2x2 > agbz. 

m" pontra nézve, mivel 
x > a 

b2 x2 > a2 b2 
lesz annyival inkább: 

a2yn+bzxl > azb“ 
10. A, csúcskör, egyenletéből következik: 
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(8. kép) 

(10. kép) 

aay2 = azba __ b2X2 
. = bz (az __ X2) 
vagy azy2 = b2 (a+x) (a-x), és abból 

y”: (a-l-x) (a-x) = bz: a”, vagy 
M pontra nézve (8. kép) 

PM”: A'P. AP = b2: a”, 
más pontra nézve lesz 

PM”: A' P'. AP'=b2: a2 

PMQ: A'PAP= PM": A'P. AF 

vagy , a, két közép tagot változtatva: 
PM”: PM'2 = A'P. AP: A' F. AF' 

ha a=b , lesz: 
PMz: A'P. AP = l: 1 vagy 
PM2 = A'P. AP. 

11. Ha a” nagy és kis tengely felett, mint 
átmérők felett, 2 kör rajzoltatik (10. kép), is 
a, metszéknek X=CP, a” megfelelő kör” ren 
dese, y' = PM, a, csúcsköré pedig y= PN, 

azért 

akkor a, nagyobb körnek egyenlete lesz : 
x2-l-y'2 == a”, és abból 
3/2 = 32 - x2 ' 

a” csúcskör, egyenletéből pedig következik: 
2.-_b2 2 „2 h, y .;:(a - k), te at 

)Iz:y2=a2.X2: _:l:(a2__X2) 
vagy y'2 y”: lzllnz: a”: b”, Ís abból 

a 

y' y = a b l, 
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Ezen tulajdonság egy módra vezet, melly sze 
rint a, csúcskör alakítható. Ha t. i. az adott ten 

gelyeken az említett körök rajzoltatnak, ha a, 
nagy tengelynek valamelly pontjában MP -l- 
A ' állítatik, ,s M pont C-vel egyenes által köt 
tetik össze, akkor CM a, kis kört valamelly L 
pontjában metszi; ezen ponton keresztül buzas 
sék LN u AAC A, hasonló LMN, és c M P (il párlm- ' 
háromszögek miatt lesz : zMilos) 

MP: NP = CM: CL, de mivel 
MP=y',Mc=a,Lo='b 

lesz helyettezés által (Substitution) 
y': = NP = a: b, 
tehát (t) szerint , 

NP = y, vagyis N a, csúcskörnek egy 
pontja. ' 

Hasonlóképen találtathatnak a, görbének 
több pontjai is. 

. a 

III. Négy karú. vágat (Hyperbel). 

g. 13. 

A, négy karú vágat olly tulajdonságú 
egyenlapú görbe , mellynek minden M pontjá- . 
ból (ll. kép) valamelly előre meghatárzott két (11- kép) 
ponthoz F és F vett távolságoknak MF és 
MF' különbsége MF ' --M.F, egyenlő valamelly 
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egyenessel = "za. Itt is F, F a' gyúpontok, FM, FM 
a, vezetők. 

§. 14. 

Ha a, két pont F és F ' az egyenes XX' által kapcsol 
tatik-össze, ls F F ' , C pontban feleztetik; ha tovabbá 
azon C pontból, CA = CA' = a vágatik , akkor A 
és A'„ a, görbének két pontja; mert ezen alakitás szerint: 
AF = A'F', tehát 

l A pontra nézve: 
FA-FA:.=FA'+AA'-FA=AA'=2a. 

A'ra nézve: 

FA' -- F'A' = FA + AA' - F'A' = AA'-2a. 

A, görbe, valamelly más pontjának meghatározásánál 
vétessék XX'ben egy pont O” Fen kivül és buzassanak 
F és F'-ből A' 0" és AO" , mint fentővel M, M' és m, 
m' pontokban magokat metsző körívek. Az által a, metszék, 
XX' , és rendesek YY' tengelyére nézve , melly utólsó, 
C ponton keresztül megy és J- XX' , 4 részarányosan 
fekvő pont M , M', m, m', lesz meg határozva. Hogy 
pedig ezek a, négykarú vágatnak pontjai, abból követ 
kezik, mivel p. o. M-re nézve: 

FM - FM = A'Q" - AQ" = AA} = 2a. 

Ugyanaz áll a' többi 5 pontra nézve is. A, mutatott 
mód szerint a” görbének több pontja is találtatbatik, 
ha O" pont az egyenes vonalon XX' tovább mozdítatik. 
Mivel a; háromszögben A F' FM 

FM - FM = 2a < FF', és 
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44' = 2a 

tehát AA' < FF". 
i. i. a, két pont A és A' mindig F és F közt 
fekszik. 

§. 15. 

E” görbének egyenlete, leszármaztatásánál 
legyenek (11. kép) XX', YYZ, magát C pont- (11. kép) 
ban metsző egyenes szög alatti öszrendesek” 
tengelyei; tovább FF'=')c, vagy CF = CF 
-_ c; valamelly M pontnak öszrendesei x, 
y,-F'M = u', FM = u. 

Az egyenes háromszögből 'A F MP 
és F'MP következik: . 

FP2 + MP2 = FM”, és 
FP” + Mi” = EVM2 vagy 

(a) (X--C)2 + y2 == ua 
(é) (X-I-C)2 + y2 - u" 

Öszeadás által: 

(s) 2(x=--l-y2-t-c2)-.~u'2-|--u2 
Lehúzás által: 

 

4cx = u.'2 - u2 = (u' + u) (u, - u) 
vagy, mivel u' -- u = 2a, lesz 

, 4cx 4cx 2cx ~ 
u + u = l ._..=...__=_. 

u-u 2a a 

cx azértií = . + a, 
. a 
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ésu=s=í_a 
a 

ezen két érték u' és u helyett (a)ba téve: 

2(x2+y2+c2)=(sÍ + a )2 + -_ a)2 
a a 

. 2c2x2 
2 

+a2 
a 

,s abból: a2 y2+(a2- 02) x2 : a2 (aa-ec?) 
mivel pedig a < c, azért a2--c2 nemleges lesz, legyen 
tehát: 

(ő) a2---'c2 = - b", akkor 
lesz a, négy karú vágatnak legegyszerübb egyenlete: 

(B) azy2 - b2x2= . azb” 

§. 16. 

(B) egyenletnek taglalasa. 

1. Ha a, négy karú vágat, egyenlete (B) a, csúcs 
körével (A) ha.sonlítatik össze, kitetszik, hogy a,z egyen 
let (B), (A) ból egyszerüen ered, ha (A) ban b helyett 
bl/Z,Í tétetik , mert (b VTi-Ti)” = - b”. Tehát "zin 
den ' a, cszícskörnél leszármaztatott alak, a, négy ka 
rú vágatra is lesz alkalmaz/laló , ha abban Ő helyett 
b l/ - 1 tétetik. Ezen helyeltezés által lesz p. o. a, 
nyúltság, egyenletéből c = i Váll? 

 

 

°=il/a”-(bt/ :'r)a=ii/ar_íw=i/az+n 
a, mint lenni kell; mert az egyenletből (ö) következik; 
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c = Vm a, görbének nyúltsága. 
2, (B) egyenletet y-ra nézve fejtvén ki: 

h ___.____ 
y = j: íj/xa__ az 

X-re nézve : 

x = :|: gain); 
Ezen görbének pontjai is, XX' e's Y Y' tengelyeket 
tekintve, reíszardnyosan fekvő]: (symmetriscb). 

3. Ha x=:l: a, lesz y=i o, a, metszet; tenge 
lye tehát Á e's A' pontokban találtatik, mert: 

AC = + a 

A'C = - a 

4. Ha x=o lesz: 

y = :? = bV-ÍT, azaz lebe 
- a , 

tetlen; azért a” görbe nem érheti a' rendesek tengelyét; 
és mivel általánosan , midőn X< a, y lehetetlen: egy 
pont sem eshetik Chez közelebb, mint A és A'. Ezen túl 
a, görbe jobbra és balra végetlenül terjed; és négy rész 
arányos ,s végetlen ágból áll, mellyek akár XX, akár 
YY' körül fordítatnak, egymást minden pontjaikban 
tökéletesen födik. Ezen négy ágból tulajdonképen a, négy 
karú vágat áll, ámbár a, kettő: AM és Am, vagy A'Ml 
ésA' m' is, ezeninevet viseli. 

5. Minden a" metszet" tengelyéhez lrözegyenes, a, 
rendesek) tengelye által, alt/zaz közegyenes pedig a, met 
szet” tengelye által feleztetíb; mert minden igenleges 
vagy nemleges metszék, értéke , két egyenlő de ellenke 
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ző rendest ád. Itt is valamint a' csúcskörnél két pont 
B és B' határoztathatik, mellyre nézve CB=CB'= b 
= i t/c-QÍ-ÍÍ 
A, két egyenes 44' , BB a” görbének te/lgelyei; AA4' 
elsőnek, BB' második tengelynek, a' két pont A, 4' 
tető pontnak neveztetik. 

6. Minden, C ponton által menő egyenes 00' , C. 
ben feleztetik; mert ha l2-dik 2-dik sz. alatt (q) és 
(r) alakban b helyett iratik bt/ --1, lesz: 

___'_l'_'_ ab 
x = _.__ V IÉ-Aaa2 

j: Aab 
y =vlírjfei 

melly két alakból kivehető, hogy, mint a, csúcskörnél 
vólt , 

 

OC i 0' C; 

azért C a, négy karú vágat, középpontjának, minden 
C ponton keresztül menő egyenes pedig átmérőjének 
neveztetik. 

7. A, két utolsó egyenlet azt mutatja, hogy a, vá 
gott pontok 0 és 0' csak addig lehetők, míg b > Aa 
vagy 

A<ll, 
a 

b 

_a_ , 

tengelyére nézve ollyan helyzete LL' lesz, hogy a” gör 
bét sehol nem érheti. Ha ellenben 

A2 a2 = b2, vagy 

az átmérőnek a, metszék” baA> 



RÉNDÜ GÖRBÉK. 3 l 

A = i k, akkor 

 

 

a 

X=iab “Joo, és 
0 

t. i. a, ontok mell ekben az átmérő a, örbét talála vé l) ) y g l ? 
getlen nagy távolságra esnek. Ha tehát az átmérőnek 
UU, és U'U' XX,re nézve illyen helyzete van hogy < a' 
szögnek éríntője: 

b 
tang. a =4A . a 

akkor ezek a, négy karú vágatot végetlen távolságban é 
rik. Ezen különös két átmérő alakú], ha a, tető pontban 
A , AK = AK,. = b -1- XX, állíttatik, és K , K, Cvel 
egyenes által kapcsoltatik össze , mert akkor lesz: 

b = a tang ACK , vagy 

tang ACK = k és 
a 

tang ACK' = . E 
a 

Ha a, négy karú vágatnak valamelly pontjára néz 
ve x=.CP a, metszék, mellynek a, rendes, y=PM, 
az egyenes UU,-nak rendese pedig y/ = PN felel meg, lesz 
a, görbének egyenlete: 

y2='_{:_?X2 "vb2 ..... 
az egyenesnek egyenlete második fokra emelve: 
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kivonás által: 

(y'+y) (y'-y) = b”, és abból 
. b2 

y-y=MN= -_, - 
y + Y 

Az (m) és (n) alatti egyenletből látszik, hogy ha x nő, 
y is növekedik, és ha 

 

X = oo, 

lesz y' = oo 
és y = oo 

y' és y-nak ezen értéke mellett lesz: 
MN: bz =0; 

oo 

a' két egyenes tehát a, görbéhez mindig közelít, tf nél 
kül, hogy azt valaha érhetné; el (izért is vegetleizül kö 
zeledőknek, vagy egyszóval közeledőknek neveztetnek, 
(Asymptoten), a, szög <UCU.' = 20: pedig azöknak 
szöge. A” két közeledő tehát a, határ a” lehető és lebe 
tetlen átmérők közt. 

9. Ha a =b , lesz a, görbének egyenletéből: 
 

y = Il: az, a, négy karú vágat ezen 
esetben egyenlő oldalának neveztetik, e's a, közeledők, 
szöge UCU' =l'2a, egy egyenes szög lesz , mert 

b 
t =__=l ang“ a 

tehát a = 45“, és 2 a: 90”. 
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10..11? mint valamelly pont M , R, r, íaÍ 
görbének vonalában, azon kivül , vagy belül . 
esik , lesz: 

a2y2----b2IYs2-+-a?l)2 + o 
> .o 

< o. 

és itt is , mint a' csúcskörnél, az arány: 
MP”: Md“ = A'P. Al): A, P. AF' 

IV. 11' kápvonal (Parabel), 

§. 47. 
A° 'két; karú vágat olly tulajdonságu 

egyenlapú görbe, mellynek valamelly pontja 
M, a, határzott ponthoz F, olly távol esik, mint 
az álló vonaltól CCC F a, gyúpont, FIIIa, ve 
zető sugár (Leitstrahl), CC' á, vezetővonal 
(Leitlinie) (12. kép). (12. kép) 

§. 18. ' 

A, mondottak szerint a, két karú vágatnak 7 
pontjai könnyen találhatók. Mert 'ha F ponton s 
keresztül az egyenes BF X 4- CC' huzatik, .a, 
távolság BF, A pontban feleztetvén, már ez a' 
görbének egy pontja, mivel FA =='BA. Egy más 
pontJ határozására állitassék P pontban egy 

3 
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függő, ,s tétessék FM = BP, akkor ismét lesz M a, két 
karú vágatnak pontja, mert MF = PB = MD; mi fel 
tétele a, görbének. E, szerint hataroztatik a, részarányo 
san fekvő pont M„ és a, görbének többi pontja is, 
mellyek, ha folytonos vonal által köttetnek össze, a, két 
karú vágatot képzik. 

§. 19. 

E, görbének egyenlete, leszármaztatásánál legyen 
AX a, metszék, tengelye, A az öszrendesek, kezdő pont 
ja; továbbá AB = AF = %2 B.F = c, M. pontnak ösz 
rendesei x , y , ,s a, megfelelő vezető 

FM = u.~ 

(ö-dik §. 7-dik sz.) szerint, a, rendesek, tengelyéhez YY, 
párhuzamos vonalnak MM, egyenlete: 

x = AP = BP - AB 

vagy x = u - c. (a) 
Az egyenszegű Eből FMP van: 

FP2 + MP2 = FM”, vagy 
(ic--c)2-l-y2=u2 .... (p) 

ha az (u) egyenletből az érték 
u = x + e, (§)ba tétetik; 

lesz: (x--c)2 -- (x+c), + y2 = o. 
vagy: y2 = 4cx, 
és ha 4c = p, 
a, két karú vágatnak legegyszerübb egyenlete lesz: 

(C) y? = px. 
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20. 

(C) egyenletnek taglalása. 

Ezen egyenletből következik: 
y = i 1/17 

l. Á, görbe a, két, gyökér előtti, jegy miatt , 
két a, metszéks tengelyére nézve rekzardnyos ágból dll, 
mellyek mivel x-nek csak igenleges értéke lehet, az igen 
leges metszékek, óldalára terjednek vég nélkül. Az egye 
nes AX, melly valamennyi YY'hoz közegyenes vonalt fe 
lez, a, két karú vágatnak tengelye. Ha p nemleges volna, 
akkor a, két a, nemleges metszékek” óldalára terjedne 
vég nélkül. 

2. Ha X = o , lesz y=j:o; vagyis a, kezdő pont 
A. Ezen pont A a, két karú vdgat, tető pontjának ne 
veztetik. 

3.Hax=AF=%p=c, 
akkor: y = F0 = :l: = :l: kap. 
tehát OU == 2}§p == p. 

melly a, két karú vdgat, Ilyujtdjdílak neveztetik (para- . 
méter). 

4. A, görbének egyenlete 
'yi, == Px; 

más pontra nézve: 
y,2 _-__-. Px' 

tehát y”: y'2 = px: px' = x: x'. 
5.9 
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(13. kép) 

§. 21. 

Általános másod rendü egyenlet. 

Mindenek előtt szükséges lesz megmutatni, 
hogy valamelly szabályos görbe egyenletének 
foka nem az önkényesen fölvett öszrendesek” 
rendszerétől és.helyzetétől, hanem magától a” 
görbe, természetétől függ. 

Arra nézve legyenek (13 kép) XX', YY 
a, függőleges rendszer” tengelyei, mellyek sze 
rint a3 görbe eredetileg határoztaték, és AP = x, 
PM=y, M pontnak öszrendesei. Az új függő 
leges UU , TT, rendszerre nézve, legyenek 
A'P'=x' , P'M=y' ugyanazon 'pontnak M, 
új öszrendesei. Ha a” görbét az öszrendesek 
szerint akarjuk meghatározni, szükséges az előb 
bi öszrendeseket az utóbbiak és általánosan a 
zon értékek által kifejezni, mellyek az ten 
gelyvek, helyzetét az elsőbbi tengelyekre nézve 
határozzák meg, ezen czélra legyen AB=CA' = a 

és AC=BA'=b 

lesz x = a + x' 

és y =b + y' 
tehát a, görbe az új rendszerre vitetik által, 

,s x helyett a-l-X , y helyett pedig b +y téte 
tik a, görbének egyenletébe, világos, hogy azúj 
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egyenlet sem lehet különböző rendü. Ha ellen 
ben a, kezdőpont' változatlan marad (14. kép) (14; kéP) 

és a' függőleges öszrendesek, tengelyei A körül forognak, míg UAX = < a, ha továbbá: 
RP AX, PQ AY, 
lesz: x = AP'=' AQ -- QP' ~ 
vagy X = x' Cosa = y' Sin a 
épen úgy: y = PM.= UP' + RM. 

vagy: y = íSina + y' Cosa. 
azért lesz x helyett: 

'x n' (1)XCosa - y Sin a 
y helyett: (2) x Sin a + y Cos a. 

Hasonlóképennmutathatík, hogy, ha valame.lly 
görbe akár hegyes, akár függőleges öszrendesek, 
rendszeréből egy másikra akár hegyesre akár 
függőlegesre vitetik által ," a” fok (gradus) annak 
egyenletében nem változik. Ha tehát a, görbé 
nek egyenlete: 
Ax“ +Bx“'*y + Czü-“y2 + . . . + Mitl y'+'. 
mellyben q-l-r legfeljebb=n;x lesz az átváltoz 
tatás után: 

A'x“+B'x“_*y+Cx“'2y2+ . -|- M'xqy'. 

§. 22. 

Az általános 2-dik rendü egyenletnek 
x és' y közt az a, formája. 
(l) Ay2+BXy+ CX2+ Dy+Ex+F=o. 
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A” következőkben vizsgálni fogjuk: mellyek az (1) 
alatti egyenlethez, ha minden ösztevő végesnek vétetik, 
tartozó görbék? ' 

Hogy ezen egyenlet taglalásra alkalmasb legyen , 
szükség azt egyszerübb alakra hozni, mellyre találunk, 
ha aziegyenlettel , mint a, függőleges öszrendesek, rend 
szeréhez tartozóval bánunk, mivel így legegyszerübben 
több tag ki fog iktattatbatni. 

Hogy a” tag, mellyben xy. fordút elő , kilktathassék , 
képzeljük, hogy a, két tengely A körül, mint az ösz 
rendesek, kezdő pontja körül, bizonyos a szeglettel for 
dúljon el, akkor az (l) egyenletben, 21-dik § szerint 
. x helyett: x Cos a -- y Sin a 

y helyett: x Sin a + y Cos a 
kell tennünk, miből lesz: . 

A (xSina+ y CosaY-l- B (x Cosa - y Sin a) 
(xSina-l- yCosa) + C (x Cos a -y Sin aY-l 
D(xSina + yCosa) + E(x Cosa - ySin a) + 
F =o. És abból kifejtés által: 

AX2 Sin a2 + Ay2 Cos az + 2A x y Sin a Cos a + 
Bx2 Sin a Cos a + Bxy Cos a” - Bxy Sin az 

- ByQSin a Cos a + Cx2 Cos a2 + CyzSina2 - 
2Cxy Sin a Cos a + DX Sin a + Dy Cos a + 

+ExCosa -Ey Sina+F=o. 
vagyis rendezve: 

I. . 

(A Cosa2 _- B SinaCosa + C Sinn“) y“ + 
II. 

(ASinaQ-l- BSina Cos a + C Cosa”) x2 + 
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' III. 

+(2ASina,Cosa- BSina2-I-BC0Sa2--2 CS inaCosa)x y + 
. ' IV. N 

. (l) Cosa + Esina) y + 
V . 

+'(DSina + E Cosa)x + F = o 
vagy ha rövidség okáért 
az ösztevő: I = M 

„ II = N 
„ III = L 
„ lV = B 

V = S tétetik 

lesz: My2 -l-,lxlx2 + Lxy + By -I- SX + F =o 
Hogy tehát a” tag Lxy kiiktathassék, az ösztevő L 

tétessék = o. 7 

Mivel pedig: r Sm a Cosa = Sin 2 a 
és Cos u” --' Sin a” = Cos 2 a, 

lesz a, III alatti ösztevőben: 

L L? 2ASináCosa - BSina2-l-BC0sü-2CSinaCosa = o 
(A - c)Sin2a + BCos2u = o, és abból? 

Sin 2 a . _. B 
Cos 2-os: tang 2“ = A-C i 

És ezen értékért, melly az érintő” tulajdonsága szerint 
mindig lehető, lesz: 

u 

 

L = o, 

s a, tag Lxy az egyenletből ki van iktatva; azért van :7 
(2) 'Myz N};2 + By -l- Sx -l- F = 0. 



40 ELSŐ És MÁSOD 

Hogy a, (2) egyenletből még a7 By és Sx tagok, 
is kiiktattathassanak, az öszrendesek, kezdete, mozdítás 
sék tovább ollyformán, hogy az új tengelyek közegye 
nesek maradjanak az előbbiekhez. 2l-dik§ szerint tehát, 
x helyett, x-I-a , 'y helyett, y-i-btétessék, és lesz: 
M(y+ b)2+N(X+a)2-l-R(y+b)+S(X+a)-l-F= o. 
vagyis rendezve: 
My2+NX“+(2Mb-I-R)y + (2Na + S)x + Mb2+ 

Na2+Rb+Sa+F=o. 

A, két említett tag” kiiktatására tetessék 
(a) 2Mb-I-R=0és 
(19) 2Na + S = 0 ,s abból a és b-ét meghatá 

rozvan: 

S R 
(8)a="_2N5(ö)b=.-2_M 

a és b értékére nézve következő 5 Fölvétel állhat: 

1. Tegyük, hogy M: és xN, O-tól.(zerótól) különbö 
ző, vagyis a, (2) egyenletben sem a, tag My”, sem az 
Nx2 nem hibázik, azon esetben a és b lehető és véges 
mennyiségek , ,s a, (2) egyenlet ezen alakot nyeri: 

(5) My2 + NX2 = P . r 
ittP = - (Mb2 + Na2~ + Bb + Sa + F) 
. 2. Lebet, bogy vagy M vagy N: o; ha p. o. 

N L: o, ellenben M, R, S , vagy legalább, M és_S 
nem=o , lesz b értéke véges , ellenben a = oo (s és 
ő szerint), mi azt mutatja, hogy a, (2) egyenlet nem vál 
toztatbatik által a, (3) alatti alakra, hanem más alakot 
nyer, melly szerint a, tag Ry, és F esik ki; mi végre 
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(a) 2Mb + 'R = o, és 
(19) Mb2+Rb+Sa+F = o tétetvén lesz: 
l f 1.i Í 
(8) =--§í,veges; 
(a') = "- szinte véges. 

. a, iszerint a, (2) egyenletnek következő alakja 
lesz: 

Myz-l- SX=0 , és abból 

_y2=-§_x és ha - g w-Qtétetik: 
.L 

(4) y2 = QX 
Há M=o és N =;0 volna, akkol; az a'l 

taldnos (l) egyenletből a, tör, egyenlete kö 
vetbezrzélr, a” mi csak egy különös eset volna. 
T. i. ezen fólvétel szerint az I-ső és II alatti öszte 
vőből lenne: 

 

tang 2 a _.-_ , 

az előbb vólt: tang 2 a = = A-B- C , tehát 
Agg = . A_B C , miből 
A? C, és B'=o 

Ezen értékkel lesz. az (l) egyenletben . 
D E F 
- .x+.=o, 
A A H 

melly aákör, egyenlete; mert ha (15.. kép) (15 

(m) y2+x2+' y-I 

. kép) 
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AP =x, PM = y , M pont? öszrendesei , és AQ: p , 
CQ= q a, közép pont' öszrendesei , lesz: 

CM2 = cRz-l-RM2 vagy 
r2 = (X -p)2+ (y - q)”, miből . 
y?+X”-2qy-2pX+P”-+-q'-r”='°~ 

tehát az (m) egyenletben 
D E 
Í= -- 2 q, í = - 2p, 

és i:- = P3+q2.r2. 
5. Ha N=o és S=o, vagy=o és R=o volna, 

úgy hogyaz Lxy tag, kiiktatása által, az (1) egyenletből, 
egyszersmind azon tagok esnének ki, mellyekben xzés 
X, vagy y2 és y előfordúl; akkor ha példaúl N =o és 
S=o, lesz 

R 
b=-- -. véges, és 

2M 

O v . a = _hatarozatlan menny iség. 
o 

Ezen esetben a' (2) egyenletből következik: 
Mya+Ry +F=o. vagy 

R :l: VET-TTH? 
2M , 

melly két, a1 metszetek tertgelyevel, közegyenesnek 
egyenlete. 

 4) y=.__ 

Ha M=o, és R'=o., lesz 
(5) Nx'-Sx+F=o', vagy 
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S i i/sz-LLNF 
_ 2„N. 

t. i. két, a, rendeself tengelyévelltözegyenesnek, egyenlete. 
A.) tett vizsgálások szerint az általános egyenlet 

(l), vagy az alakra “ 
(5) My2 + Nx2 = 

vagy erre (4) y2 = Qx vitethetik. 

(sux: 

§. 23. 

(5) alatti egyenletnek taglalása 

Az egyenletben: 
My“ -+- Nx2 = P 

az ösztevő M mindig igenlegesnek vétethetik, mert ha 
nemleges volna, jegyek, változtatása által igenlegessé válnék. 
N és P ösztevökre nézve következő fölvételek állhatnak. 

1. N igenleges, és 
a) P is igenleges; ezen esetben a, (3) egyenlet, a” 

csúcskörnek felel meg, mellyben: M = a”, N = b2, 
és P = a2 b“. 

Ha azon fölül M = N , lesz; 

X2+y2 = 1%, P 
vagyis a7 kör, egyenlete. _ ' 

b) P nemleges, melly fölvétel ád: 
2. y = i lé-_-.LN,X É, 

vagyis lehetetlen görbének egyenlete. 
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c) Ha P =.o,'lesz; 
My2 + Nx” = o, melly egyenlet csak akkor áll 

hat, midőn 
My2=0 , és Nx'=o, vagyis 
y = o és x = o , 

mellyel: egy pont, (a) kezdő ponf) egyenletei. 
2. N nemleges, és 
a) P is nemleges, melly esetben van: 
My2 - Nx“: - P a” neg}! karú vdgat, egyenle 

te , mellyben . 
M= a”, N=b2, és P'=a2b2. 

,s a, metszékek az első tengelyen olvastatnak. 
b) P igenleges; ezen Fölvétel alatt lesz: 

My2 - N x2 =,P , 
vagyis a, négy karú vágat, egyenlete, mellyben a, met 
.székek a, rendesek, tengelyén olvastatnak; mert jegyek, 
változtatása által van: . 

-My2+Nx2=--P, 
ha most y, x-el cser-éltetik fel, lesz: 

' Ny2 -- MX2 = -- P, mellyben: 
N: a”, M=b=, és P=a2b2. 

Ha N = - M , a” négy karú vágat egyenlő óldalu lesz. 
Ha 

c) P=o , akkor van: 
My2 - Nx2= o vagy 

V.11 
y=iX M 

~vagy két egyenesnek egyenlete, nzelly a, kezdő ponton 
keresztülmegy. 
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§. 24. 

(4) alatti egyenletnek taglalása 

Ha a, (4) egyenletben y2 = QX 
t. Q igenleges, akkor ezen egyenlet a, kúpvonali 

egyenlete, mellynek nyujtója = Q ls mellynek tengelye 
a' metszékék, tengelyével esik össze , 's ágai az igenleges 
Inetszékek, őldalán terjednek; 

2. Ha Q nemleges , a, (4) egyenletnek ismét a' 
kúpvonal felel meg, ezen különbséggel, hogy most a3 
görbe a, nemleges metszékek' óldalán fekszik. 

5. A” 22-dik §-ban talált két egyenest: 
__' a i t/Ir JMT?" 

2M . t 
a7 kúpvonalnak .alárendelhetni,. ,s a, mint 

B” - 4 M F - o 

. > 0 , 

< o 

úgy , vagy egy egyenes , vagy ke't közegyenes, vagy ke't 
lelte/etlen egyenes 'ered. f ' ' x 

 

y= 

§. 25. 

A, és (4) alatti egyenlet vizsgálásából kivehető, 
hogy az általános“) egyenlet csak következő görbéket 
foglal magában: 
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l. A” csucskört, mellynek alá van rendelve: 
a) A, kör. 
b) A, pont. 
c) Egy lehetetlen görbe. 
2. A, négy karú vágatot, mellyhez tartozik: 
a) Az egyenlő óldalú. 
b) A” két, egymást a” kezdőpontban metsző egye 

nes. 

3. A, kúpvonalt; ide való még: 
a) A” két közegyenes. 
b) Egy egyenes. 
c) Két lehetlen egyenes. 

§. 26. 

Az eddigi leszármaztatásokból kitetszik, hogy, ha az 
általános másod rendü egyenletet (l), míg a” kör, , 
négykarú vágat, és a” kúpvonalnak egyenleteit nem is 
mertük, a, (3) és alatti alakra hozattatott, ,s a, (3) és 
(4) egyenlet alakitatott volna: akkor csakugyan az em 
lített görbékre, ,s csak ezekre akadtunk volna, mivel 
mást az (l) egyenlet nem foglal magában, mi jelesleg a 
zért említetik itt, hogy az új rendszer szerint teendő vizs 
gálatoknál ez utóbbi úton könnyebben haladhassunk 
előre. 

g. 27. 

Miután a, mód , melly szerint a, görbék öszrende 
sek által határoztatnak, megmutattatott, ,s ezen mód 
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szerint az l-ső és 2-od rendü.görbék, száma és tulajdon 
ságai azon czélból fejtettek ki, hogy a, régi és új mód 
között a, különbség annál inkább kitessék: most már 
a, következő szakaszban a, t. m. tudós társaság által 
feladott kérdés, vizsgálatába bocsátkozom; melly a, kö 
vetkező. 

„A, görbék, meghatározásában jelenleg a, görbe, 
„mindenkori hossza és érintőinek szöge is vétetnek ele 
„mekül. Mellyek tehát ezen nézet szerint az első és má 
„sod rendü görbék? Vitessenek ezek által öszrendesekre 

. „és adassanak elő több tulajdonságaik.“ 

H.SZAKASZ 

Az első e's másod rendü görbék az vagy eredeti 
rendszer, nézete szerint. Azoknak néhány tulajdonsá 
ga. Átvitelök az öszrendesekre. 

I. FEJEZET. 

Első rendü görbék. 

Előleges magyarázatok. 

g. 28. 

l) Az utolsó határ a, térben pontnak neveztetik. 
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(17. kép) 

2. A, pont, mozdtilása vonalt képez. 
3. Ha a, pont mozdúlásában irányát meg 

tartja: egyenes vonal ered. Ez tehát a” leg 
egyszerübb kiterjedés a, térben, minden ré 
szeinek irányváltozása nélkül (ohne Richtungs 
verziendernng). 

4. Ha ellenben mozdulása közben irányát 
változtatja: vagy tört vagy görbe vonal ké 
peztetik (die gebrochene, oder krumme Linie). 

a) Az első ered, ha az irányváltozás csak 
egyes pontokban történik. A, tört vonalnál te 
hát (16. kép)a, két elem „haladás és forgás 
vagy irányváltozás“ (Fortschritt und Drehung) 
nem esik össze; t. i. ab, bc, cd-nek haladása 
alatt nincs forgás, ellenben a és lfI-nak forgása 
közben nincs haladás. 

b) A, görbe pedig ered, haez irány a'lta 
ladásnak minden pontjábarrváltozik. Itt a, leg 
csekélyebb haladás, irányváltozás nélkül, a' leg 
kisebb irányváltozás, haladás nélkül nem, tör 
ténhetik; vagy a, pont haladván, egyszersmind 
forog 17. kép) Itt tehát a, két elem, „haladás 
és forgás“ összeesik. . A 

§. 29. 

Minden görbénél szükséges , tehát hogy a, 
pont, haladása folytonos irányváltózítssal járjon. 
Ha az egy térségben esikmeg, 'az egyenlapú 
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(ebene) görbe képeztetik. Ennek minden bár 
milly közel egymáshoz eső pontjában külön 
böző iránya van. r l 

Agörbének valamelly pontjában c (l 7.kép) (17. kép) 
tulajdon iránya egy egyenes ed által fejeztetik 
ki, melly egyszersmind a, görbének érintője. 
Az egyenes 00' azon irányba esik, mellyet a' 
pont, ba innentúl forgás nem történnék, ke- . 
resztül futna. A' kezdő pontban a a, görbének 
iránya azt; folytonosan forogván és egyszers 
mind haladván bb',. azután cc' , ddÍ .. . . irány 

ba megy által. A, szög a = d'inc', melly a, görbének két érintője által képeztetik, atkát' 
pontd és e közt a, folytonos forgás, öszve 

, tét foglalja magában. 
Folytonos haladás szakadatlan irányvál 

tozással a, görbéneklényege. De hogy ez, tudák 
ságosan vizsgáltathassék , szükség , hogy a” ha 
ladás és forgás, vagy más szóval {görbének 
hossza ,s érintőinek szöge közt, valamelly Higg 
vény adassék, melly a, görbe, minden pontjá 
nak feleljen meg. Mivel, ha egyszer ezen. függ 
vény adva van, a, forgás, értéke a, haladástól 
függ; és megfordítva: azért a, fólteendő egyen 
letekben két, egymástól függő változó, t. i. a” 
haladás = l, és a, forgás = w, szóba jő. A' 
haladások a” „kezdőponttól“ (Anfangspunct) 
a” forgások az „első iránytól (Anfangsrichtung) 
olvastatnak. Hogy valamelly bizonyos görbe 

4 
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eredjen, bizonyos egyenlet a, két változó közt szüksé 
ges, melly mutatja, miképen a, kezdőponttól olvasott 
haladás az első iránytól számítatott forgástól függ? 
„s megfordítva. A, számok, mellyek általa, haladás és for 
gás fejeztetik ki, névtelenek (absolutzablen); a, haladás, 
egysége (Einheit) bizonyos hossz; a, forgás, egysége a,' 
szög, melly p. o. egy egyenes szög (fertályszög), vagy 
fél- vagy egész.fordúlás lehet ,stb. 

§. 30. 

Ha f és (p valamelly általános függvényt jelent, 
az egyenlapú görbéknek legáltalánosb egyenlete lesz: 

l=f(w), és w = (p (l) 
Ha különös esetben p. o. a, függvény 

l= l'a w adatnék, lenne ha 
a, forgás 7., a, haladás Z 

1 7, . n l: 
,7 2 7, 77 l 

a, forgás 4 a, haladás 2 
20 „ „ 10 

37 

)7 

Ha ezen példában a, haladás, egysége l = 4' a, forgás” 
egysége “w = 90° vétetnék, akkor lenne, ha 

a, forgás 45°, a, haladás l 
90° n ' n 2 

180' „. „ 4 
360' „ n 8 

1800° „ „ 40. 

97 

„ 

H 

9, 



RENDÜ GÖRBÉK. 5 l 

Ezen mód szerint, a” görbénekminden 
pontjára nézve, forgásának megfelelő haladása 
határoztathatik meg. 

í»: 

§. 31. z 

" Ha valamelly egyenlet két változóval ada 
tott, 's vagy l vagy w szerint fejtetett ki, a, 
görbe, l és w értékei által, alakítható. Legyen 
p. o ezen egyenlet: . 

w==2l; . 
pq=l= l a' haladások, egysége (18. kép) (18- kép) 
< mon =w' = 1 a, forgások, egysége; 

a legyen a9 kezdő pont, és aa" az első irány, 
l hal = 1 lesz / 

, . w= 2 . 

bsináltasséletehát < a" aa' = 2 < mon, .és 
ab=..pq"-_1 i. . 7 

.hal=2,lesz " , 4 , . 
azdlelső hosszt és forgást a' másodikból levon 
ván lesz: . 

2-l=1, és 4-2=2; 
csináltassék tehát ismét < a'bb'= 2 <.mon és 

bc = pq = i. . . 7 . 
és így tovább. Ezen görbe annál tökéletesebben ' ' 
lesz meghatározva, mennél kisebbek a”. különb 
ségek C--C', (mellyek itt= . ., l 

Szigorú vizsgálat még az ielőjegyek iránt szükséges. Legyen A (19. képi)7á” kezdő- (19. kép) 
4. 



52 leeső És MÁsoD 

(l9. köp) 

pont, és AB az első irány. A, haladás közben 
a” forgás vagy jobbra E felé, vagy balra F felé 
történhetik , úgy, hogy AE és AF? a, görbének 
megfelelő kezdetei lennének, mellyek nagyobb 
érthetőség, okáért, kis egyenesek által tétettek 
ki, Ezen két forgás egymással ellenkező, ”s ha 
egyenlő, egyik a, másikat tekéletesen törli el; 
azért ezen két forgás ellenkező jegyekkel láttatik 
el. Ha a” forgás jobbra igenleges, a, forgás balra 
nemleges lesz. Ha (l 9. kép) AFGH valamell y gör 
bét jelent, a, nemleges forgások < BAF, < DFG, 
< .MGI-Ilesznek; < FHN pedig igenleges. A, fo ' 
gás, öszvete tehát: ' 

= FHN _ BAF . DFG _ MGH 
Az ollyan pontban mint Hmindig az egyik 

forgás, legnagyobb értéke (maximum) tehát az 
ellenkező forgásnak legkisebbje (minimum) vagyis 
kezdete van. 

A” forgás AB'-tól AC felé igenleges, AD' felé 
pedig nemleges, mert itt is, ha A-tól B'felé,nem pe 
dig B'-tőlA felé nézünk, AC' jobb, AD' ellenben 
bal oldalon fekszik; mellynek úgy léte onnan is 
kitetszik , mivel,ha BB', A körül forog, és AB , 
AC-re jő, akkor AB, AC-re érkezik, és míg AB, 
AD-re jő , addig AB is 'ADL-re jutott. 

Valamint a” forgások úgy az ellenkező hala 
dások is ellenkező jegyekkel láttatnak el; ha p. o. a” 
haladások B felé igenlegesek, azok B'felé nemlege 
sek lesznek„s azért ellenkező jegyekkel elláttatan 
dók. Az adott példában a“ haladások igenlegesek , 
tehát azoknak öszvete: 
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=-AF+FG+GH.HL== 

Azért a, kezdőpontra A, és az első irányra 
AB nézve a, görbének kezdetei lesznek: 
AE vonalranézve: l.... + W, + l 
AF „ „ . - W, + 
AE „ „ + w, - l 
AF, n n .l W, "" l 

Némelly esetben a, görbének kezdő pontja 
elmozdítatik , ,s akkor l helyett: 1' Il: a , szük 
ség tenni: világos, hogy az által a, görbének 
egyenlete változhatiky de, maga a, görbe min 
dig változatlan marad, még akkor is, ha azon 
kívül azelső irány más! irány által p: o. 
w, “ib által, fejeztetik ki. .'. 'i ' 

.ll."~l'l.'r;'r,'iû' 

§.. 32. F » l 
l Az igenleges és fnernleges lbrgásQk-. lla-l1 

ladásokra nézve következő 4 eset áll: 
l. A, két elennr„l1aladí1s" és forgás“ p, gör: 

bének yíalanielly „pontjában igenleges manad, ha 
igenleges volt. Illyen pont algörbének egy kö 
zönseges pontja. (20. b, lpont... 1 l, 
. .2.pl:lza valamelly pontlfaitr: az eddigi akár 

igenleges ,' akár nemleges haladás megmarad} 
a, forgás pedig elleiikezővé válik: akkor a, for-l 

(20. kép) 

dalatpontja ered (Wendlingspiinct)'.'(2.l. kép) (21. kép) 
b pont. 

ges, {I pontban pedig a, haladás még azontúl 
Itt a, haladás és forgás a-tól b-íg igenle- 0 
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is igenleges maradván, a, forgás nemlegessé vá 
lik. Ha az igenleges forgás a-tól 6-ig egyenlő 
volna a” nemlegessel 6-től e-ig, akkor lenne 

< a = < a' 

tehát aa' cc' és a” forgásnak öszvete 
a - a' = o. 

Ha a, haladás a-tól b-ig = A, b-től c-ig = B; 
a"haladás öszvete lesz: 

A+B. 

3. Ha ellenben a' forgás változatlan marad, 
a, haladás pedig ellenkező irányú: akkor a, csúcs 

(22. kép) képeztetik (Spitze) (22. kép) b pont. ' 
Itt valamint a, haladás úgy a, forgás is a-tól 

6-ig igenleges'; b ponban változik az igenleges 
haladás bb' , és az ellenkező irányú haladásba 
bb" megy által; a, forgás pedig igenleges ma 
rad. Ha < o! =180°- < a = < 19, akkor 
lesz aa' cc', és a” forgás, öszvete: a + 180“ 
a, = 180° 

A, haladás összesen lesz = A -- B 

4. Ha végtére a, haladás és egyszersmind 
a” forgás is a, görbének valamelly pontjában 
b ellenkezőbe megy által egy orr képeztetik 

(23. kép) (Schnabel) (23. kép) b pont. q 
l T. i. a-tól 6-ig a, haladás és forgás igenle? 

ges, b pontban pedig mind a, két elem nemle 
gessé válik. A” haladás összesen lesz: 

A-B; 
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a, forgás pedig, ha ismét < a = < a' 
< a-- < aí = o, és aa' cc'. 

A, csúcs és orr visszatérő pontoknak is 
(Rückkehrpunct) neveztetnek, mind a” kettőben 
a, haladás ellenkező irányú. Mind a, bárom pe 
dig, t. i. a, fordúlatpont, csúcs és orr ál 
talánosan átmenőporztoknab neveztetnek (Ui 
bergangspuncte), mivel azokban vagy a,forgás, 
vagy a, haladás, vagy mind a, kettő ellenkező 
be megy által. ' 

Eddig b pont? határozása, már az előtte 
levő haladásokra és forgásokra nézve , történt. 
Ha ellenben a' vizsgálás magából b pontból, 
mint kezdő pontból történik; akkor az említett 
4 pontra nézve , épen az ellenkező föltételek 
következnek t. i: 

1'. Egy pont, mellyből valamint a, hala 
dás, úgyr a, forgás is, ellenkezővé lesz, a, gör 
bének egy lrözönséges pontja (20. kép) b pont. 

2'. Ha valamelly pontból számítva, csak 
a' haladás ellenkező irányú, a, forgás pedg nem, 
akkor azon pont fordúlatpont. (21. kép) l) pont. 

3'. Ha valamelly ponttól kezdve , a” for 
gás ellenkezővé válik, a, haladás pedig nem, 
akkor a, csúcs képződik. (22. kép) b pont. 

4'. Ha valamelly pontból sem a” haladás 
sem a” forgás nem változik, az orr képeztetik. 
(23. kép) b pont. 

(20. kép) 

(21, kép) 

i (22. kép) 

(2 3. kép) 



56 ELső És MÁSOD 

§. 33. 

A, kérdés: valamelly görbének vajjon minden pont 
ja közönséges-e? vagy találtatnak köztök átmenő pon 
tok is? - az adott egyenletből határoztathatik; 

Haladás, tekintetében : 

i. Tétessék l = o , ,s vizsgáltassék vajjon innen a, 
haladás l csupán csak igenleges, vagy csak nemleges, 
vagy valamint igenleges, úgy nemleges értéket is nyer 
het 5 az által a, kérdés a, kezdőpontra nézve eldöntetikg 
mert az első esetben egy visszatérő, a, másodikban 
vagy egy fordúlat- vagy egy közönséges pont alakúl 
(32 §., 1', 2', 3' , 4' szerint). 

2. Az adott egyenletből : 
W .= f (l). 

kerestessenek azon értékek, mellyek szerint a, haladás 
l maximum , mert az elem l azontúl ellenkezővé válik, 
,s az által értéke fogy. Ha a, szerint találtatik , hogy a' 
görbe, haladása közben, ellenkező irányba megy át: 
akkor annyi visszatérő pontja lesz, a, mennyi átme-v 
net van az ellenkező haladásba. Ha illyen átmenet nem 
találtatik , a, görbének visszatérő pontja nem lesz. 
(32.§. l, 2, 3.4.) 

" Folgdaftekintetéóen. 

1'. Az első iránytól (W: )tól kezdve, a, forgásra 
nézve, vagy csupán csak igenleges, vagy csak nemleges, 
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vagy pedig , valamint igenleges , úgy nemleges érték is, 
az adott egyenletben lehető. Az első esetben azon pont, 
mellyben az első irány létezik, vagyis azelső irány pont 
ja, vagy orr vagy fordulatpont; a” második esetben 
vagy csúcs, vagy közänsegespont, a, mint a, haladás 
vagy egynemü, vagy ellenkező. 

2'. Ha az adott egyenletben 
l = sv (w) 

az egynemü fogások” maximumát keressük, 's látjuk, 
hogy az eddigi igenleges vagy nemleges forgás, ellen 
kezővé válik: akkor a, görbének annyi átmenőpontja 
lesz , mennyi átmenet van az ellenkező forgásba. Ha ily 
lyen átmenet nem találtatik, akkor a, görbének átmenő 
pontja nem lesz, l 

§. 34. 

Általános első rendü egyenletnek taglalása. 

Alz általános első rendü. egyenletnek két változóval 
l és w, ezen formája van: . 

(1)AW+Bl+C.==o m l; 
l. Ha A = o és B = o, ' akkor egyszersmind 

= o , t.' i. egy egyenlet, minden haladás es [brgds 
. Izélbiil. 

2. Ha A =o, és C: o, 'lesz 

Bl=o, vagyl=o 
azaz, haladás meg nem törté/zt. Ezen egyenlet tehát a' 
lrezdtäiorttot jelenti. 
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3. Ha B=o, és C=o, lesz 
AW =o, vagyw = o; 

l. i. forgás meg nem történt. lílzenx egyenlet tehát az el 
ső irányt jelenti. 

4. Ha A = o , ellenben B és C véges értékü , ak 
kor lesz: 

Bl + C = o miből 
7 

1=__§ 
B 

t. i. valamelly határzott haladás , forgás nélkül, vagyis 
valamelly határzott egyenes. Ezen egyenesnek fekvése 
igenleges, ha B és C jegyei ellenkezők, nemleges pedig, 
ha egynemüek. 

5. Ha B = o, ellenben. A' és C véges értékü, 
akkor lesz: 

melly egyenlet határzott forgást , haladás nélkül, vagyis 
az egyenlapú szöget jelenti. Ezen szögnek fekvése igen 
leges , ha A és C jegyei ellenkezők, nemleges pedig, ha 
egynemüek. 

6. Ha C = o, ellenben A és B-nek véges érté 
ke van, akkor lesz: 

AW + Bl =o, és abból: 
A 12) i: . í w 

Mivel itt a, haladás forgással együtt jár: azért ezen 
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(2) egyenlet, valamelly görbének felel meg; 
mivel pedig a, haladás l, a, forgással w, a, 
görbének minden pontjában, egyenes arány 
ban áll: azehf ezen (2) egyenletnek a, kör fe 
lel meg. Annak bebizonyítására legyen (24. kép) (24. kép) 
< W valamelly szög, melly a, két érintő aa' , ' 
és bb, által, alakú]; ha továbbá oa és ob fél 
átmérője a, körnek, akkor lesz 

oa -1- aa', ésob-l-bbÖ, 
tehát < a-l- < < 84-' < ö=360°=4R 

és < 11+. < ő: 180 =2B 
lehúzás által: < al+ < p: 180 = 2R 
mint mellék szögek: p + w =.l80 == 211 

alát < a- < w: 0 l l 
vagy < a = < w' 

Mivel pedig a, középponti szögek (Centri 
winkel) < a , egy arányban állanak íveikkel: 
következik , hogy. a, forgás, szögletei is azon 
arányban vágynak, a, mint a' (2) egyenlet mu 
latja. 

Ha A és B jegyei a, (2) egyenletben ellen 
kezők, akkor következő alakja lesz: 

A 
l = E- W. 

Most minden igenleges vagy nemleges for 
gásnak igenleges vagy nemleges haladás felel 
meg. Igenleges értékek általa, körív ab, nem 
legesek általpedig a, körív ab, képeztetik. Ezen 
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kör fekszik az első iránynak aa' jobb óldalán. 
Az első irány egyszersmind érintője a, kör 

(25. kép) nek. (25. kép) aa'. 

(2 5. kép) 

Ha Aés B jegyei egynemüek, akkor lesz: 
. A . 

_w. 
B 

Most minden igenleges forgás nemleges 
haladást, minden nemleges forgás pedig igen 
leges haladást képez; első esetben a". körív ad, 
másodikban ac alakúl. (25. kép) A, kör az el 
ső iránynak, melly egyszersmind érintő, bal 
óldalán fekszik. 

Ha w = o , lesz egyszersmind l= o; t. i. 
az első irány” pontja a' kezdőponttal esik össze. 

7. Ha mind afhárom ösztevőnek az ( l) e 

l= 

gyenletben véges értéke van , akkor lesz: 

;1=„éw.9é„} 
e>í._§l„ä 2 

zw“ Z K g 
Ezen két egyenlet az ösztevők, jegyeire 

nezve 4 különböző formát nyer: 
a) Legyen A és B-nek, és egyszersmind 

A és C-nek is ellenkező jegye, ezen esetben 
lesz: 

l W 

(4) 
gé 

B 
B 

W = _ 
A  -~ mw
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Hal: o, lesz, 
__ C 
__ X , 

t. i. a' kezdőpontban levő irány, az elsöirány 

nyal a, szöget='<gÍ képzi. Ha (26. kép) a, (26- kép) 
kezdőpont a, ab' az első irány, és 

13' b = É' < a < A , 
akkor ab lesz a” kezdőpontban levő irány. 
Ha W = 0 lesz: 

F 

l z * t. i. a” görbének első iránypontja a, kezdő pont 
tól gtávolságra esik c pont felé. Ha ac=§i , 
akkor a” körnek c pontjában' első iránya lesz, 
melly közegyenes az ab' irányhoz. Á: kezdő 
pont e's első irány tehát két külön pontra 
esik. 

A, (4) egyenletnek ismét egy kör felel 
meg, mivel a' kezdőponttól a, ls abban levő 
ab iránytól, a' haladás mindig egyenes arány 
ban áll a, forgással. 'Ezen állításnak úgy léte on 
nan is kitetszik, mivel, ha az első irány a, kez 
dőpontra mozditatik el, megint a' (2) egyen 
letre akadunk. Ha t. i. l = o, akkor lesz (4) 
alatti egyenlet szerint: 

W=9, . 
A . 
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,s ha most w helyett, w, á, iratiklesz (4) 
szerint : 

Az (a) és (13) egyenletnek és a, (2) egyenletnek 
egyenlő alakja van; azért a, (4) egyenletnek 
is a, kör felel meg. 

Itt a, kezdőponton keresztül húzott első 
irány a'ab' egy vágó (secante), mellyre nézve 
a, kezdőpont, érintője ab igenlegesen fekszik. 
A” kör az ab éríntőnek jobb oldalán van. 

jő) Ha A és B-nek ellenkező, A és C-nek 
pedig egynemü jegyei vannak, akkor lesz: 

g l= é w +-C j 
(5) B B 3 W=§ 1 __ 2 f 

t A A g 
Ezen egyenletnek megfelelő görbe ismét a, 

kör, mellynek kezdőpontján keresztül húzott 
első iránya megint egy vágó, mellyre nézve a, 
kezdőpont, érintője ab nemlegesen fekszik. A, 

(27- kép) kör az ab érintőnek jobb óldalán van (2 7. kép). 
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s) A és B-nek egynemű, A és G-nek. el 
lenkező jegyei vannak; ezen esetben lesz: 

ll=-éw+9 
(6) B B 

{ A A' 

Ezen körnél“a' kezdőponton keresztül hú 
zott első irány ismét eg vágó, mellyre nézve 
a, kezdőpont” éríntője igenlegesen fekszik. A, 
kör az ab érintőnek bal óldalán van (28. kép). (28- ké?) 

ö) lla A és B-nek és egyszersmindA és C 
nek is egynemű jegyei vannak, akkor a, e 
gyenlet változatlan maradván, lesz: 

l=-éw-E 
B ' B (3) 

g A A 

Ezen körnél 'is a' kezdőponton keresztül 
húzott első' irány egy vágó, mellyre nézve aa 
kezdőpont, érintője ab nemlegesen fekszik. A, 
kör az ab érintőnek bal óldalán van (29. kép). (29. lcép) 

§. 35. 

Az eddigi vizsgálásokból következik, hogy 
az általános első rendü egyenlet: 

a) a, kezdöpontot 
b) az első irányt 
c) az egyenes vonalt, 
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d) az.egyenlapú szöget, ,s végtére: 
e) a” kört minden lehető helyzeteivel foglalja mae 

gában. 

II. FEJEZET. 

Másod rendü görbék. 

Előleges magyarázatok. 

§. 36. 

Másod rendü görbék, vizsgálatánál a' következők 
jőnek tekintetbe: 

A) A” görbének folyama általánosan véve (Lauf im 
Allgemeinen). 

B) Atmenőpontok. 
C) Görbülés, foka (Krümmungs-Staerke). 
D) Legnagyobb és legkisebb görbülés” pontjai. 
E) Hasonlatosság (Aehnlichkeit). 
F) A, görbének önbefödése, önki- vagy bezárása. 

(Selbstbedeckung, Selbstaus- oder einschliessung) 
G) A, görbének önkimérése (Selbstausmessung) 
Az első és második pont Aés B már (32 , 33 §.) 

előadatott; F és H, egyes görbéknél, példa által fog 
magyaráztatni; a' mi pedig C, D és E pontokat illeti, 
azok a, következő §-okban bővebben fejtetnek ki. 
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§. 37. 

á. Görbiäzés” joka. ' 

Valamelly görbének görbüläse alatt érte 
tik á; haladással összekötött forgás; a, for 
gás alatt pedig folytonos változása az iránynak, 
melly tehát' haladás nélkül .is képzelhető Ha 
valamelly görbénél bizonyos bosszáraiqlb néz 
ve (30. kép) az irányváltozás <i=(9 nagyobb!) (30. kép) 
mint egyenlő hosszára bc nézve qazairányjlálr 
tozás<a,ha t. i. * ' " 

ab ='bc, és " 
< j? > < a: 

akkor az ab darabnak nagyobb görbäleíse lesz , 
mint a” bc darabnak. Magának az ab darabnak 
ismét különböző görbülése lehet 5 mert 

ha qt = ta és 
< ő >. < 8: . 

akkor a” ta darabnak nagyobb görbülése van 
mint Öit-nek; egy szóval, a, görbének legkisebb“ 

. részecskéi különböző görbülést bírhatnak ,_ . 
lmböl következik, hogy a” görbzgzas„fpaar. 
csak regyes.pontpkban határozható. i . . , 

'Ha, valamelly görbének egyenlete adatott,“ 
akkor a, törvény is tudva van, miképen függ a, q H 
kezdőponttôl vett ab darabra (30; kép) nézve (80. kép) 

5 



'66 ELSŐ És MÁSOD 

az l haladás, a” w forgástól. Hogy ezen törvény al 
bc darabra nézve is határoztathassék, legyen az adott 
egyenlet p. o. 

(l) 12 = w 
Ha az l haladás, valamelly A l értékével nő, akkor 

a, w forgás is valamelly A w értékkel növekedik. Ha 
az adott (l) egyenletben l helyett l + A l, és w he 
lyett w + A w írunk ls az eredendő egyenletből az 
(l) egyenletet vonjuk le, akkor a, kívántatott törvény 
meg lesz határozva; a' szerint lesz: 

(l-i.-Al)2 =w+Aw 
g . 2 = w 

"_21A1+ A12=A wésabból 
21 + Al = AW 

'51 
Minél kisebbnek vétetik A l, annál közelebb esik 

és: az értekhez = 2l. Ha Al ,s egyszersmind, A w 
Al 

végetlen kicsinynek vétetik, akkor Al , és A w helyett 
írunk dl és dW , és lesz: 

dw 
(2)..... al-är 

melly az adott egyenletnek külzeléki egyenlete. Vala 
mint ezen (2) egyenlet, úgy általánosan valamelly 
görbének külzeléki egyenlete a” függvényt képzi, melly 
egy végetlen kis ívre nézve a, haladás és forgás közt 
áll. Ha a, Al haladásnak, a, AW forgás felel meg, akkor a, 

haladás” egysegenelr felel meg a, forgás %vz,melly for 
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gás az Al íven, egyenlően felosztotlnak vétetik. Ha 
p. o. az ívnek Al = 7 a' forgás AW: 21° felel meg, 

A“ = 31 = 3°, t. i. az ívnek 7, két 
Al 7 

végpontja közt olly nagy a, forgása, hogy az ivre= l, 

akkor lesz 

a" forgás egyremásra = 3° jön. 
Ha Al és AW végetlen kicsinynek vétetik, akkor 

már határzott görbülésnek fokáról szólhatunk, mivel 
akkor is, dl és dw közt, véges arány lehető, a” mintaz 

egyenlet edd-Y == 21 7mutatja. A, külzeléki hányas {íw 
= 2l = c azt fejezi ki, hogy a, görbének azon pontjában, 
mellyre nézve a, külzeléki hányas c megbatároztatott, 
épen olly nagy görbülése van, mint egy körívnek = 1, 
mellynek forgása = fizz = c.q 

dl 

A, megfordított külzeléki hányas Edi olly ívnek 
. r. W 

hosszát adja, mellynek egyenlően felosztott forgása = 1, 
vagyis egyenlő a” forgás egységével. 

Mivel egyenlő köríveknél = 1 a, görbülés, foka, 
úgy változik, mint a' külzeléki hányas c; azért lesz ha 

. kra, görbülés, fokát jelenti, 
c = k 

Ezen alak szerint a, görbének minden pontjában a' 
görbülés' foka határozható , ha l és w-nek határzott ér 
ték adatik. Az egyenlet: 

c = k görbülés, e- (Krüm 
g yenletének neveztetik. Az adott példában lesz : mzüäiäí" 

5% 
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C = k = 2]. 

A” görbülés, foka a, w forgás által kifejezve: 

lesz , mivel l = Il: k = j; 2 l/ 
Ha két pont közti görbülés, aránya kivántatnék, 

akkor a, külzeléki egyenletet mind a” két pontra néz 
ve határozván meg , következő két egyenlet ered: . 

k=cés 
I k'=c 

tehát k: k' = c: c',. melly a' görbülés, aránya. 
7 ' Az adott példában: . . 

l , . k =2l ' a „ k' = 21', tehát i ' l 
k: 15_121: 21'=1: r.. " 

t. i. a, görbülés, foka ezen görbénél egyenes arányban 
áll az ív, hosszával, vagyis a, haladással. 
' A c =rk egyenlet által egy körív fejeztetik ki, 

mellynek határzott görbülési foka van, 39 az ezen iv 
nek megfelő kör, görbülés, körének neveztetik (Krüm 
mungskreís). Ezen körnek egyenlete: 

AL = VV, mellyből 
W 

Í . 
t. i. a, haladás” egységének forgásacz-w A. Ésazért lesz: 

=A. 

A = c , 

tehát a” görbülés” köre lesz: 
i CL=VV,.....(a) 

n ... 

,(. 
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hol L és W-nek ugyanazon egységei vannak , mint az a 
dott egyenletben l és W-nek. r -. 

Az adott példában: l? = w , a, görbülés, köre 
lesz, mivel c = 21 

(21) L == VV 
Ha p. o. l = 10 , lesz azon pontra nézve: 

2. 10 L = VV vagyis 
20 L = VV. 

A, megfordított hányas ä azt mutatja, hogy a, 
haladásnak hány egysége esik a, forgás, egységére. Azok- . 
nak száma a, kör, nagyságával egyenes arányban áll} i 

Az (a) egyenletből következik: 
L . f 
W c i 

melly alakból kivehető, hogy ä 'rtéke azon arány 
ba_n fogy, mellyben c növekedik,“ vagy más szóval: a, 
görbülés, körei és azoknak félátmérői is úgy vannak 
egymáshoz, mint megfordítva a, görbülés, fokai. .A, 
forgás, egysége annyiszor találtatik 360°-ban, mint' ezen 
egységnek megfelelő ív, hossza. a, kör, kerületében. A, 

1 
görbülés, körének ezen ív, hossza: -; a, kör, kerülete 

c 

legyen = U; tovább azon szám, melly mutatja, hány 
szor foglaltatik a, forgás, egysége 360°-ban, legyen =_. 
n , és lesz: 

n' U =n_ = ;_, 
C Ic 

. és mivel: U=2Bn, lesz: 
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U 
R.-- 2.27, vagy 

legyen példánkban a, forgás, egysége = 30', akkor 
lesz: ' 

_ 360 n __. = 12, tehát 
30 

n = 12. = _'2__ = i, 
210 2x. 21 irl 

ha l = 6 , lesz azon pontra nézve: 
. 3 . 1 

62: 27! i 

A” (i?) egyenletből következik: 
n 

2nB. 

c = F (l), azon pont található, mellyre 
nézve a” görbülés, köre határoztatott meg. 

Az adott példában van: 

c = , és abból, mivel  

c = 21, tehát: 

. 21 = ia, ”s mivel' 
2nR 

R = L találtatott, lesz: 
21: 

1= “l; 2” = 6, mi a, 'tett fólvétellel 
n e 

 

l= 6 megegyez. 
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Példaúl szolgáljon még az uj rendszerre vitetett kúp 
vonal” egyenlete, melly következő: 

%1 
4 Cos w 

Külzelés által lesz: 

l = P + log. nat. tang. (45° + y, w). 

 dl= R „il“ , a abból következik: 
2 Cos W5 

H! = z Cos Ws -- k 
dl p 

tehát lesz: 

k: k' = CosWö: Cosw's . 
t. i. a, görbülés, fokai, úgy vannak egymáshoz , mint a, 
pótkeblek, köbei (Cosinus)'mellyek a' megfelelő Iorgás' 
szögeihez tartoznak. ' 

§. 38. 

D. Legnagyobb és lekisebb görbület” pontjai. 

A” 37-dik §-ban leszármaztatott görbülés, egyenle 
te szerint könnyü lesz a, legnagyobb és legkisebb gör 
bülés, pontjait feltalálni, az által t. i. ha a, közönséges 
mód szerint azon értékek kerestetnek föl az egyenlet 
ből , mellyekre nézve l: maximum vagy minimum lesz. 

g. 36. 

E. Föltételel: az egyenlapú görbe}? hasonlatosságára 
nézve. 

Az egyenlapú görbék hasonlók, ha görbüléseiknek 
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fokai hasonlóan fekvő pontjaikban egyenlők. Hason 
lóan fekvő pontok nevezhetnek, mellyekben a, kezdő 
ponttól számlált forgás, nagysága valamennyiben ugyan 
az. Ezen pontokra nézve következő esetek yannak: 

l) Lehet, hogy a, hasonlóan fekvő pontok, megha 
tározásánál a, görbülés, aránya az egyik görbénél, w 
és W' által, a, másodiknál VV és VV' által ,stb ki van fe 
jezve. A, forgás, egységének nagysága vagy egyenlő, 
vagy nem 5 első esetben lesz: 

W = VV 

W' == W ., I 
a' másodikban: , „l t 7 

HW: jigg); 
. nw' = W 

mind a, két esetben W és VV' helyett értékeik (w. W', 
vagy nw, nw') tétetnek az arányba, és vizsgáltatik vaj 
jon helyes-e ezen arány? p. 0., a, kúpvonal görbülés, a 
ránya volt Cos wa: Cos w“; . A 

Legyenek más kúpvonalnak hasonlóan fekvő pontjai 
VV és VW; akkor a, hasonlatosság, föltétele lesz: 

{Ens wsz. Cosvs/a =='Coz VV”: Cos W“, Ivády: 
"Cosw; Cosvtr-äûbsw: Cos W, rm; (u) 

':i a .sl 1 ' . l .:/)' K .)1 l r ' Ha a, forgás",'egysége mind a, kettőnél egyenlő, ak 
kor lesz : 

' w : VV, é; w' = W' 
tehát az.egyarány (d) helyes», z v a; . v út 

Ha ezen egységek különbözők , akkor lesz: 
Coswmcoswfmäncbsnw: Cosnwr. . 



RENDÜ GÖRBÉK. 73 

Ha p. o. W= 2, w' = 3, ”s a, forgás' egysége = 
5“; VV és VV'-nek pedig feleljen meg az egység = l”, 
akkor lesz: 

W = nw: 5.2 = 10. 
és VV'==nw' =5.3='15 

tehát . . 

Cos 2: Cos 3 e===C0s.l0..Cos 15, 
de , mivel az első két tagban az egység = 5 , a” máso 
dikban = l , azért lesz: . l 

Cos 2. 5: Cos .3. 5l=_'Cos.1..x10:x_Cos l. 15 
vagyis: Cos 10: Cos 15 ile-Cos 10: Cos 15 . 
ls mivel ezen egyarány helyes; azért a, kzúpvonalok ha 
sonlók. ' ' " . a ' l ' 

2. Ha a, görbülés” aránya Íés l', '1.; és II által, a 
I 

datnék, vagyis az egyarány.lf fel}: 12' adva volna, , 
hol l és.L, l.' és L' hasonlóan fekvő pontoknak haladásai, 
és w, VV, w' VV' , azoknak megfelelő forgásai; akkor 
határoztassék L és L' , W és W által; és mivel: ' 

vagyw==W;ésw-'e==VV' 
vagy W,=== nw, és W' .===.nw', 

azért, a, W és VV' forgás határozható w, által; 
ezen végsőt pedig l.és l' által fejezvén ki, egyszersmind 
L és L' lesz l és l' által meghatározva. {Ezen talált érté 
kek, L és L, helyett tétetnek az arányba, Js vizsgálta 
tik: vajjon helyes-e az arány vagy nem? mi 

3) l és l , L és L' helyett, Ifvmegfelelxőtforgások 
w, *w', W VV, által meghatárzött értékeik tétessenek 
a' görbülés, árá.nyábaés vizsgáltassékl-rső szám szerint, 
vajjon helyes-e az arány vagy nem? r ' 
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§. 40. 

Az eddigi vizsgálatoknak példaúl szolgál 
jon a, kör, egyenletének, legegyszerübb alak 
ja, melly 34 § szerint: . 

hol az állandó mennyiség a igenlegesnek vétetik. 
d. A” görbehekfolyama általánosan véve. 

l. Ha l = o , lesz egyszersmind w === o; 
t. i. a, görbének első iránya a' kezdőpontban 

(31- kép) van (31. kép) a és ab. 
2. Minden igenleges haladásnak l igenleges 

forgás w felel meg; aza.z egyik ága a” kör 
nek a, kezdőponttól igenlegesen halad igenle 

(31' ké?) ges forgással (31. kép) ac. 
3. Minden nemleges haladásnak l nemle 

ges forgás w felel meg; t. i. a, másik ága a, kör 
nek a, kezdőponttol nemlegesen halad nem 

(31. kép) leges forgással (31. kép) ac'. 
4. Egyenlő értékü igenleges és nemleges 

haladásoknak l, egyenlő értékü, igenleges és 
nemleges forgások W, felelnek meg; azért ezen 
két ág azonos (identiscli). l 

5. Ha a, haladás l nő, akkor a, forgás w 
is nevekedik, és ha l: oo, leszegyszersmind 
w = oo 
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B. Átmenő pontok. 
i. A, kezdőponttól fogva ellenkező irányú haladá 

sok és forgások lehetők; azért a, kezdőpont a, görbé 
nek egy közönséges pontja (33-d. § 1 , és 1'). 

2. A, kezdőponttól valamint az igenleges vagy nem 
leges haladások, úgy a, forgások is egynemüek; azért 
a» görbének többi pontjai is közönségesek. A, körrnek 
tehát nincs átmenőpontja. (33. 2 és 2'). 

C. Görbüleítxdfolta. 

Külzelés által lesz az (l) egyenletből: 

ddll = a, vagy, mivel a' görbülés” foka h = 
%1? , lesz 

k = a 

melly alakból kivehető, hogy a, görbűlés"foka l: a, kör 
nek minden pontjában ugyanaz. ' 

D. Legnagyobb e's legkisebb górbüleisfponljai. 
Mivel a, kör, minden pontjában a, görbülés, foka 

egyenlő, azért mondhatjuk: hogy a' legnagyobb és leg 
kisebb görbülés, pontjai a” kör' kerületén mindenütt és 
sehol sem léteznek. 

E. Görbülés, arán a e's hasonlatossá . Jl . g 

A, kör, minden pontjára nézve van: 
k=:a,tebát 
k:k'=l:1 
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i akkoreaz (l) egyenletben lesz: l 

melly egyarányból következik, hogy minden körök ha 
sonlók. A, mi nagyságait illeti, ezek a' haladás és forgás 
közti egység, arányátólrfüggnek. Minél kisebb t. i. a, for 
gás ugyanazon haladásra nézve, vagy minél nagyobb 
a, haladás ugyanazon forgásra nézve, annál nagyobb 
a, kör. 

A, kör,. nagysága azon kivül még az ösztevőtől a 
füg , és mivel a, görbülés” foka k t: a, azért a, kör 
annál nagyobb lesz, minél kisebb az állandó ösztevő 
=a, 3', 

F. Ö/zbefödés.. , . . 
A, kör, ( 1) egyenlete nem változik, ha a, kezdő 

pont és első irány valamelly más pontjába tétetnek 
által. Mert ha a, kezdőpont p. o. b távolságra mozdíta 
tik el, akkor lesz ezen értékre nézve 

w =.ab, 
ha tehát 1' =l + b, és w' = w v-+-, ab, mellyből 
következik: ' 

i“: 1' . b, . 
iv = W, --,ab. k 

W' rr-r ab FJ al (l'.=..-.-!-'-,sb)g,..Yagyis, 
VV, = al” E ,:x l; ' 

Ha a” kezdőpont eb távolságra ellenkező irányban 
mozdítatikfel, iakkorlxészf t Í" '* .“ 

1.,.1 =j'lais+'lb.lés, ...'. 1 .., 4 
w = wl '-|- ab, azért ismét: 
w' = al. i ' 
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Ezen tulajdonságnál fogva l a, körnek akármelly da 
rabja azonos egy más ugyanolly hosszú darabjával; az 
első fordúlás azonos a, másodikkal és 'minden követke 
zővel. Azért egy fordulása másikát tökéletesen födi, 
és a, kör magába visszatérő vonal. 

G. Önlrimérésá 
Ha valamelly adott forgásnak w' , a, haladás 1' felel 

meg, mellynek hossza megkivántatik, és más pontra 
inézve a, haladás l és a, megfelelő forgás w adva van, 
akkor lesz a, két egyenletből: c ' t 

.':..' w ., ' wár ali és t, .', 
"HV: l W=aI 

w: WI'F'.B1I al' == l: 1' ésabból: 

~ r =:~*_"-_1., . . ha w" ismeretlennek vétetik, lesz; 
I 'Iw.l ' I 

W=_._ 
l 

Jegyzés. A, kör, domborúsága és homorúsága (Con 
vexitaet und Concavitaet) mindig a, belső oldalán ma 
rad. 

§. 41. 

Általános másod rendü egyenlet két változóval. 

Ezen egyenletnek következő. alakja van: . 
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'(i) Aw2+Bwl+CP+DW+El+F=o 
és abból: 

Bl + D 2A i (2) W .=  

. ."2C 

lc t/[mz _4AC)W2+2(BE.2 CD)w+(E?-4CF)] 
 

 

Í 

A, (2) és (3) egyenletben az általános ösztevőknek 
nem csak minden lehető igenleges vagy nemleges érté 
kek adathatnak , hanem (kivéve A és C ösztevőket) = 
o is lehetnek. Ha t. i. A' és C, vagy csak egyik is = o, 
akkor w és l, vagy azoknak egyike végetlen nagygyá, vagy 
is határozatlanná válik. Ezen föltétel alatt, tehát a, függ 
vény (l) nem használható előbb történt változtatás 
nélkül. 

§. 42. 

Ha tehát az (l) egyenletben 
A = o és 

B = o, . v 

C pedig véges értékü, akkor lesz: 
(4) Cl2+ Dw +'El+F=o 
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Ezen egyenletnek taglalása. 

i. HaD=o, E=o ésF=o, akkor 
marad: 

Cl2 = o , vagy 
. l = 0 
vagyis a, kezdőpont. 

2. Ha D=oésE=o; vagyD=oés 
F = o, akkor az egyenletnek egyenes vonal 
felel meg. Ha az első esetben .az ösztevő F és C 
jegyei egynemüek, akkor ezen egyenes lehe 
tetlen. ' 

3. HaE=o, és F= o, lesz: 
Cl2 + Dw = o és abból. 

(5)w=-%l2,és 
(6)l=Í -%w 

lesz : 
Ha C és D-nek ellenkező jegyei vannak, akkor 

(7) w=_9l”és 
.. D 

a) Ha l = o, lesz egyszersmind w = o. 
t. i. a' görbének első iránya a,kezdőpontban van. 

p) Minden igenleges vagy nemleges bala 
dásnak l csak egy igenleges értéke a' forgás 
nak w felel meg (7 szerint); azért a” görbének 
két ellenkező irányban haladó ága van, igenle 
ges forgással (32. kép) a ce , és a de'. (32. kép) 
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(32. kép) 

a) Ezen két ág azonos, mivel két egyenlő 
haladásnak, mellynek egyike igenleges , másika 
pedig nemleges, a” forgásnak csak egy értéke 
felel meg. Ha lzoo, lesz egyszersmind w= 
oo, t. i. ezen két ág végetlen haladással, vég 
nélkül forog. 

b") Csak ezen két ág lehető, mert (8) alat 
ti egyenlet szerint nemleges forgás w ád le 
hetetlen haladást. 

A” és (6) két egyenlet ugyanazon gör 
bét foglal magában; a' nemleges állandó miatt 
annak helyzete a éd?. (32. kép). ' " ' 

l 4. Ha D ='o; lesz ' l 
-- .4FC 

l 

ggg' 7 Ez (9) %3 il: 402 
t. i. két egyenesnek.egyenlete, vagy ha 4FC' 
igenleges, éä .> Ez» akkor két lehetetlen egye 
nest foglal magában. 

5. Ha E = p, lesz; 

l = _. 
 

(10) B-äûes 
(1I)I===ix/__.%W_% 

Ha a, (10) egyenletben C és É, F és D-nek 
jegyei ellenkezők, akkor van: 

ELPA-E (12) wí-wD B 
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Hal: o, lesz w= E, t. i. a, kezdő 
D 

. pontban, levő irány az első iránynyal képzi a, 
szöget < Egyébiránt a' és (12) egyen 
letnek ugyanazon görbe felel meg; mert ha a, 
(13) alatti egyenletben W helyett w + i); ira 
tik, lesz: . 

,w+%=%l2+§ vagy ' 
w = bg P, melly ismét a, (8) alatti e 

gyenlet. k 
Valamint a, körnek, úgy ezen görbének is 

6 külön helyzete lehet, a, mint az (5), (7) és 
(10) egyenletekből kivehető. 

6. Ha a, (4) egyenletbenF = o, C és D, 
E és D jegyei pedig ellenkezők; lesz: 

Ci2 + El 

 

(13) w = -_D_- és 
(14) l _._ -E':I: i/Ticow + Ez. 

2C 

Ha l=o, lesz egyszersmind w = 0.; t. i. 
az első irány a, kezdőpontban van. Minden igen 
leges Z haladás ád igenleges w forgást, és ha az 
igenleges haladás nő , akkor w is növekedik , 
míg végtére ha l-I-oo, egyszersmindw =oo. 
Az igenleges ág tehát végetlen haladással, vé 
getlenül forog (32. kép cef), feltéve, hogy c (32- kép) 

6 
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a, kezdőpont és con az elsőirány. Ha l nemleges, w is 
nemleges lesz eleintén, ezen nemleges w forgás nő nem 
leges haladásokra nézve addig, míg maximummá lesz; 
ezentúl pedig fogy, mig=o-vá válik, azután igenleges 
forgásba megy által, és abbanw nő, mig végtére = oo. 
Hogy a, nemleges l haladásnak azon értékeit találhassuk , 
mellyekre nézve a, w forgás maximum, szükség lesz 
a, mennyiséget Cl2 + El tekintetbe venni; mert ha Cl2 
+ El értéke maximum, akkor w értéke is legnagyobb 
lesz. Ha tehát ezen maximum = M, lesz: 

Cl2 + El = M, és abból 

(a) l _-_- :äít_____. M , 
' 2 C x 

M értéke legnagyobb, ha általánosan: 
M = Zl: oo, 

itt csak + oo használható , és azért lesz 
l = i oo; 

mivel az l haladás nemlegesnek tétetik föl, azért vétes 
sék az alsó érték: 

l = - oo; 

ezen értékre nézve az igenleges w forgás; maximum, .mi 
vel M = + ao vétetett. 

A, forgásnak nemleges maximumára nézve tétes 
sék (aj-ban: 

E2 + 4CM = o, ésabból lesz: 

. . 71-a 
ezen érték ((2)-ba téve; 



RENDÜ GÖRBÉK. 83 

1 = __ E. 
2 C ” 

ha tehát l = - TEO, akkor a, nemleges forgás 
maximumát éri el. 

Hogy a, nemleges l haladásnak még azon 
értékeit találhassuk, mellyekre nézve a, nemle 
ges forgás.minimum = m, szükséges lesz a' 
következő egyenletet feltenni: 

' Cl2 + El = m 

 

 

és abból? 

~l=-E:l:l/E2+4Cm 
2C 

m-nek legkisebb értéke: 
m = o és azért: 

l...Ei-_E,tehát 
2C 

vagy l = 0 
vagy l = - í. 

C 

Ezen vizsgálatokból kivehető, hog a'(l3) 
e alatti egyenletben a, kezdőponttól : 

, l = e Kezdve 
a, nemleges haladási 

z 

0: b 

E l = - _. aiWfor ás nem 20' g 
legesen nő; innen A a, haladásnak értékéig 
| : m __C.a nemleges forgas mindig fogy/s l-nek 
ezen értéke mellett: W = o 5 innentől minden 
nagyobb nemleges haladásra nézve a, forgás i 
genlegesen nő és vég nélkül. 

Ha (32. kép) ca = l = - .E-, és (32. kép) 
2 C 

6. 
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E 
cd=l'==----, 

C 

akkor az n pont egy fordúlatpont, mivel c-től a-ig a” 
nemleges forgás nő, a-tól pedig fogy; d pontban ismét 
a” görbének első iránya Ovan , mivel abban W = o. 

Ezen d ponttól fogva a, forgás igenleges. 
Mivel a' két pont c és d, mellyben a, görbének el 

ső iránya van, a, fordulat” pontjától egyenlő távolságra 
esnek; azért gyanítható, h igy az a ponttól kezdve a, 
görbének két azonos ága van. Annak megvizsgálatára té 
tessék a” kezdőpont c, a pontra; mivel 

E 
ca=--___ 

2C , 

lesz, ha ezen érték a, (13) egyenletbe tétetik: 
E2 

W=.á.__. 
4CD 

Ha tehátl helyett l - iratik 
20 

és w helyett IW - , akkor 

lesz a' (13).és (14) alatti egyenletben: 

(15) w = g e és 
1=iV3W 

C 

Melly két egyenlet. Llgyanazon Inár ismeretes gör 
bének felel meg, lehát a” (13) és (14) alatti is csak ezen 

(16) 
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görbét foglalja magában. Ezen két egyenletből kivehető, 
hogya, két ág azonos. 

(13) és (14) szerint, az ösztevők, jegyeire nézve 
a" görbének itt is több helyzetei vannak. 

7. Ha a, (4) egyenletben mind a° 4 ösztevő véges 
értékü, akkor lesz: . i 

CP + Dw + El + F = o, ésabbiól: 
- Cl“ - El - F 
WD , (17) w = 

 M8), =-E:t1/4cDw+E=-4CF 
2C. 

a' (18) alatti egyenletben C és D, E és D' jegyei ellen 
kezők. Ezen két egyenletnek is ugyanazon már eddig 
leszármaztatott görbe felel meg. 
Mivel pedig, ha l = o, 

W=.--, 
D 

azért az első irány, pontja a, kezdőponttal nem esik össze. 
Az eddigi vizsgálatokból következik, hogy az ál 

talános egyenletnek: . 
Ci2+Dwi+El+F=o 

csak egy görbe felel meg, is annak legegyszerübb alakja: 

w = glz, vagy, ha rövidség; okáért be: a, 
lesz: 

W = al2 

Krause úr ezen görbét „parabolá origi/tarja lan 
gitudínarisWzak nevezi. 
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§. 43. 

A” w = a? egyenletnek táglalása. 

'Á. Á görbének folyama általánosan véve. . 
A, görbének a, kezdőponttól két, ellenkező irány 

ban elterjedő, végetlen hosszúf, azonos ága van , mind 
ia, kettő igenleges ,s végetlen forgással. 

B. zűmenőpontolz. 
A, kezdőpont egy fordúlatpont, a” görbének töb 

bi pontjai mind közönségesek (33-dik § szerint). 

C- Görbillés, foka. 

Külzelés által van: 

dw = 2aldl, és abból 
dw 
ÉT 

= 2al = k. 

D. 4” legnagyobb eis legkisebb görbülete: pontjai. 
A” legkisebb görbülés” pontja a, kezdőpont a, mivel, 

ha a' görbülés, egyenletében l= o, egyszersmind k = o, 
vagyis .a' görbülés = o. Ha l = j: oo, akkor lesz 
k = i m, 



RENDÜ GÖRBÉK. 8 7 

t. i. a” legnagyobb görbülés, két pontja fekszik a, kezdő 
ponttól két ellenkező irányban végetlen távolságra, 
vagyis a, görbe mindig a” legnagyobb görbülés, pontjai 
hoz közelget, a, nélkül , hogy Íazokat valaha elérné. 

E. Görbülés, aránya as hasonlatosság. 
Az arány: 

. k: k' = 2al; 2al' = l: l' azt mutatja, 
hogy a, görbülés, fokai úgy vannak egymáshoz, mint a” 
megfelelő haladások , vagy 

mivell=iVv7 v? ; Tr i v? 
' ugymint a, forgások” 'négyszög gyökerei is.' Azon görbe" 

nek más példájára nézve van , 
W = ALI 

, . y .. .. I 7 l annal IS a gorbules aranya 
FIJ: E , 

tehát hasonlóan fekvőpontokra nézve: 
l: l'=L: L', vagy 

“Í KE = (í; ÚV” 
l/_a_ 1/a- l/Í l/Í 

W: W' = VV: VV' , és ha a, forgás, egysége különböző, 
lesz 

 

 a és abból 

W=nw, VV' =nw, tehát 
w: W' = nW: nW', vagyis 
w:w' = W: W, 

ezen egyarány helyes, tehát a' görbének alakja nem vál 



88 ELSŐ És MÁSOD 

tozik, ,s csak egy görbülés, módja van. Ezen görbék, egy 
más közti különbsége tehát csak nagyságait illeti. 

F. Önkizárás. 

A, mondottakból látható, hogy a, görbének két ága 
.mindig jobban hajol be, ,s hogy minden következő for 
dúlás az előbbit zárja ki. Ezen görbe tehát a, kettős 
be fele tekert tekervényekhez tartozik (Doppel-Spiralen). 

G. Önkimérés. 

Az: egyarányból 
1.. 1' = tfv? m, és 
w: w' == l“: 1'“, következik, hogy az ív, hosz 

szai úgy vannak egymáshoz , mint a, forgások, négyszög 
gyökerei, vagy megfordítva, a, forgások úgy állanak egy 
máshoz, mint másod fokai az ív, hosszainakr 

Jegyzés. A, két ág, homorusága a, görbének belső 
oldalán van, ,s a, fordúlatpontban másik oldalára megy 
által. , 

s. 44. X 

A' görbének w = al2 z/dltógörbeye (Wechselkrunnne). 

Váltógörbéknek neveztetnek azok, mellyeknek e 
gyikénél a, haladás épen úgy függ a, forgástól, mint má 
sikuknál a', forgás a, haladástól. 
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A, szerint tehát: 

Al ILIOSZ , és ._ 
W l 

váltógörbéknek két egyenlete. 
A, W= al2 vonalnak váltógörbéje tehát 

(l) l = aw2 , és abból 

QÉÍV; 

§. 45. 

A, görbének: l = awa taglalása. 

Á. 14' görbének folyama általánosan véve. 

l. A, görbének első iránya, a, kezdőpont 
ban van, mivel l o, ád 

W (33. kép) a pont. 
2. Minden, valamint igenleges, úgy nem 

. 

. O. 

leges értéknek w , csak egy igenleges érték l fe 
lel meg; azért a, kezdőponttól két ág, igenle 
ges haladással, az egyik igenleges forgással 
(33. kép) abc , a' másik nemleges forgással ter 

l jed. (33. kép) a b' 0'. 

(33. kép) 

(33. kép) 
(33. kép) 
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3. Nemleges haladásokra nézve a, forgások lehe 
tétlenek; azért a, görbének csak ezen két ága van. 

4. Egyenlő igenleges és nemleges forgásoknak 
egyenlő haladások felelnek meg; azért a, két ág azonos. 

5. Minél nagyobb a,w igenleges vagy nemleges ér 
téke, annál nagyobb az l ; és ha w = j: oo, lesz l = oo; 
t. 1. a, görbének két ága vég nélkül halad végetlen for 
gással. 

B. Átmenőporztok. 
Mivel a, haladások a' kezdőponttól csak igenlege 

sek, a, forgások ellenben valamint igenlegesek, úgy 

nemlegesek is , azért a, kezdőpont egy csúcs (33-dik szerint) a, görbének többi pontjai pedig mind közön 
ségesek. 

C. Görbäkís, falra. 
. Külzelés által van : 

D. Legnagyobb e's legfrisebb {görbülels7 pontjai. 

l. Ha w == o, lesz k = oo: a” legnagyobb gör 
bülés” pontja tehát a' kezdőpontban létezik. 

2. Minél nagyobb a'w,~annál kisebb a,' k, és ha W = 
oo , l: végetlenül kicsiny lesz. A, gőrbülés” nagysága te 

_ hát a, kezdőponttól fogva mindig fogy. 
E. Görbülés, aránya, as hasonlatosság. 

A, görbülés” arányából 
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k:k'--1 l. 1 '=w:.W _ l 
Z.2a. W. 23. w' 

következik, “hogy a, görbének változatlan alakja van. A, 
különbség ezengörbék közt tehát csak nagyságait illeti. 

F. Önbezdrds.' 

A, görbülés, módjából következik, hogy a, két ág 
nak minden következő fordúlása az előbbit zárja be. 
A, görbe tehát egy kifelé tekert kettős tetem/ány. 

G. Önbimérés. 

Az egyarány: 
l: l'=aw,: alw'2 = wz: w'Z 

azt mutatja, hogy az ív, hosszai, vagyis a' haladások a, 
kezdőponttól úgy vannak egymáshoz, mint a, megfele 
lő forgásoknak másod fokai. 

l-ső Jegyzet. A: homoruság mind a, két ágnál bel 
ső óldalán marad. 

2-dik Jegyzet. Az l = aw2 egyenletnek megfelelő 
görbét Krause úr „parabola origínaria angularisccnak 
nevezi. ' 

§. 46. 

Ha az általános egyenletben: . 
AW2+BWl+Cl2+DW+El+F=0„, 
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B = o, E = o, és F == o, továbbá: 
A = = - D = 1; akkor lesz: 

w2 + l2 - w = o, ésabból: 

(1)l=:l:l/VT:x_2v_“és 
(2) W=y2il/%'-l2; 

ezen két egyenlet függőleges öszrendesekre 
nézve a, kör” egyenlete, feltéve, hogy a, kez 
dőpont az átmérőnek = l vég pontján, vagyis 
a' kör” kerületén van. 

§. 47. 

Jíz (l) eis (2) alatti egyenletnek taglalása. 

A 14' görbének folyama általánosan véve. i 

1. Ha az (l) egyenletben w =o, lesz 
egyszersmind l = o. t. i. a, görbének első irá 

(34. kép) nya a' kezdőpontban van (34. kép) a pont. 
2. Nemleges forgásra nézve lehetetlen a9 

haladás, igenleges forgásoknak pedig, a, hala 
dásnak két ellenkező és azonos értéke felel 

meg. A, görbének tehát csak két és pedig azo 
(34. kép) nos ága van; az egyik a” kezdőponttól a (34. kép) 

ab igenleges, a, másik ag nemleges; mind a, 
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kettőnek pedig igenleges forgása van. Azért a, 

kezdőpont egy fordúlatpont (33-dik 2. A, gyökér miatt nem lehetW - W2 ér 
téke nemleges , azért a, föltétel 

w - w2 - o 

a' forgásnak legnagyobb értékét határozza meg; 
,s abból van: i 

 

W = 1 

tehát a, forgás, egysejge a” kezdőponttól szá 
mítva, a, forgásoknak határa. Legyen ezen egy 
ség = 2 R. 

4. A, haladásnak l legnagyobb értéke kö 
vetkezik az (2) egyenletből; melly szerint a” 
föltétel áll: 

}'.--l“=o, és abból 
l = :l'_' Vg. 

Ezen értékre nézve lesz: 

W = x. 

A” haladásnak legkisebb. értéke = o, és 
azért lesz 

vagy W = o, 
vagy w = l'. 

5. Az eddigi vizsgálatokból következik, 
.hogy w = o-tól kezdve, w = 92-ig l-nek ér 
téke o-tól nő , míg l = %5 W-nek nagyobb ér 
tékére nézve, a, haladás l fogy, és ha w = l, 
lesz l = o. Mivel tehát a, b pontban, mellyre 
nézve l = x és w = 54 a, haladás ellenkező 
irányba megy át, a, forgás pedig nem, azért a, 
b pont egy csúcs. (34. kép), (33-dik (34. kép) 
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Legyen f ezen pont, mellyre nézve 
. W = 1 

l =o: 7 
akkor lesz adf az igenleges ág, mellyel azonos a, nem 
leges agb; itt g-pontra nézve ' . _ 

= - ki, és' 
W = %2 

h pontra nézve 
l = 0 

W = l. 

A” két csúcs b és g közt u, középen létezik a' for 
dúlatpont a. 

7 6. Ha W > l , akkor a, haladás lehetetlen, ,s azért 
f-től fogva a' Wforgáá megint fogy, és valamint a, ha 
ladás 6-től f-ig fogyott, úgy innen megfordított rend 
ben nő, addig mig w.= 54, melly értékre nézve ismét 
l = ä = fm. 

Ámbár a, folyam df, d-től a-ra tekintve , nemle 
ges, mégis az egész folyam adf igenleges, ,s azért f-től 
is, az igenleges haladásnak folytatása, egynemü marad 
m pontig; mivel pedig f pontban a, forgás ellenkezővé 
válik, azért f ismét egy fordúlatpont, úgy m ismét egy 
csúcs ,stb. Ugyanaz áll a, nemleges ágrúl aghm'. A, 
mondottakból következik, hogy minden két csúcs közt, 
al. középső pont, f, a, egy fordúlatpont, ,s 
megfordítva, minden két fordúlatpont . közt a' közép 
ső pont m, b, g, m'.. .. egy csúcs. 

A, (2) egyenletben a, haladások” kettős értéke 's 
a, gyökér miatt képzelhető , hogy a, görbének négy á 
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-ga van; de midőn a (2) egyenlet szorosabban vizsgálta 
tik meg, akkor kitetszik , hogy a, görbének csak két á 
ga van. 

Ha a, kezdő ont a tétetik d ontra va is a, csúcs P P a x gy 
~ ra, akkor w helyett tétessék az (1)_.és (2) egyenletben 

w + 3-2, l helyett pedig l -- 9„ melly értéknél fogva 
lesz: 

 

(a) 1=y2ii/?_W2 és 
(13) 

Ezen két alakból következik, hogy azon vonalnak váltó 
görbéje önmaga a, leszármaztatott vonal. 

B. Átmenőpolzt ok. 

Az eddigi vizsgálatokból látható, hogy ezen gör 
bének vannak átmenőpontjai, t. i. a, fordúlatpont és a, 
csúcs, mellyeknek száma végetlen a, görbe, végetlen 
folyamában. 

C. Görbülés; foka. 

A, egyenletből következik külzelés által: 
dl . 21 dl 

dw = _..__ 
21/1T__T2 > vagy 

d 1-21 (s) gfl-v---- -k “ 2V rra ' 

D. Legnagyobb és legkisebb görbülete, pontjai. 
. 1-21 

Ha = =o,lesz 
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l = 21 = o, ésabból: 
l = Y, 

a, legkisebb görbülés, pontja tehát a” fordúlat 
pont. 

Ha (a)-ban 21/1_:'1T = o , melly 'érték 
mellett l: maximum; akkor lesz: 

l - l2 = o vagy 
'l (1 - l) = o, tehát 

vagy, = o, vagy] - l = 0, és abból 
l = l. 

Mivel pedig a” pontok 
l=oés 

l=1 

a” csúcs, pontjai, azért ezen görbének legna 
gyobb görbülés, pontjai a, csúcsok. 

E. Görbűleís, aránya 's hasonlatosság. 

l. A, görbülés, aránya: 
1-21 i--2l' 

k k . 21/17? 21/r:T2 
2. Az (l) és (2) egyenletnek megfelelő 

görbék csak akkor hasonlók, ha azoknál a, for 
gás, egysége ugyanaz, ha tehát w = VV, és 
w' = VV. A, különbség ezen görbék közt an 
nál nagyobb , minél nagyobb a, különbség ezen l 

(34. képy egységek közt. Az egységnek =2 B, a, (34. kép) 
alatti görbe felel meg 
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Az egységnek = 411, (35. kép) (35. kép) 
7) n = SB, (36. .(36- kép) 

AZ egységnek SR megfelelő görbét 
(36; kép) Peters szívlantnal: (Lyra xcordis) (36- ké?) 
nevezi. ' 

H 

§. 48. 

dz általános egyenletből: . 

BWl+Dw+El+F=o 

következik egyszerítés által: 
3 

(l) w=a.1í.; 
ezen vonalnak váltógörbéje Önmaga a: görbe, 
melly Krause úr titán Curt/a reczproca vagyis 
antilogdlznk neveztetik. 

§. 49. 

Az ( l) egyenletnek vagyis a, görbének; w r: u.11. 
taglalása. 

Á. A, görbének folyama (általánosan veil/e. 
l. Minden igenleges vagynemleges hala 

mlásnak igenleges vagy nemleges forgás felel 
1 
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(37. kép) 

meg. A, görbe tehát egy igenleges és egy nem 
leges ágból álló; mind a, két ág végnélkül ter 
jed elő. 

2. Mivel egyenlő igenleges vagy nemleges 
haladásnak egyenlő igenleges vagy nemleges 
forgás felel meg; azért ezen két ág azonos. 

3. A, forgás már a, kezdőpontban véget 
len nagy, mivel l= o ád W = oo. Hol el 
lenben a, haladás már végetlen nagy, ott az el 
ső irány létezik, mivel W = o ád l = oo. 
Az (l) egyenlet tehát azt kivánja, hogy a” ha 
ladásokat a, kezdőponttól számítván , a, forgá 
sok ezen végetlen távolságra levő ponttól szá 
mítassanak, mellyben az első irány van. A” 
görbe, alakitásánál szükséges lesz, azt valamelly 
felvett pontból m (37. kép) tekintetbe venni. 
Legegyszerübb, ha ezen pont a, haladásnak 
'l l felel meg. Az első irány legyenmmg 
Ha l = 1, lesz w = a, ,s ha ezen szög 
a _-= R = 90“, akkor m pontban a, görbének 
iránya lesz m1". Ha most a, haladás m-től visz 
sza felé, azaz k felé vétetik, akkor W értéke 
nő; tehát igenleges forgás közben a, haladás 
nemlegesen azaz r' felé történik. Az által ké 
peztetik a” folyam mka, melly végetlen forgás 
sal közelget a, kezdőponthoz a. Az (l) egyen 
letbőllátható, hogy a, forgások az első iránytól 
kezdve a, kezdőpontig csak egynemüek, azért 
(32. szerint) egy közönséges pontból, mint 
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m, ellenkezők lesznek, mig tehát a, nemleges 
l haladás m-től r' felé történt, addig a, forgás 

jobbra ment, vagyis mr'-től. mk felé; az igen 
leges haladásra (mr) nézve , a, forgás balra, 
vagyis mr-től me felé történik. A, mi a, forgást 
mr-től me felé illeti, az nagyságára nézve 
mindig pótléka annak, melly egyenesen az e 
gyenletből következik, ,s pedig pótléka a, for 
gáshoz w = a, itt a, fertályszöghez, mivel 
a = 90o vétetett. A, mondottak szerint képez 
tetik az mbe rész, melly e ponttól végetlenül 
halad , ,s mellynek iránya a, görbének első irá 
nyához mm' végnélkül közeledik; az m résztől 
k felé pedig végetlen forgással egy véges hala 
dáshoz = l végnélkül közelget. Az igenleges 
ág tehát akmbe. A, mi az igenleges ágra nézve 
állítatott, ugyanaz a” nemleges ágra nézve is áll, 
melly az igenlegessel részarányos és azonos 
(37. kép) ak'm'bf. .' (37. kép) 

B. Átmenópontoh.' ' 
33-dik § szerint valamint a, kezdőpont, 

'úgy ezen görbének többi pontjai is közönsége 
sek. A, görbének tehát nincs átmenőpontja. . 

r z u 

C- Görbäläs, foka. 
Külzelés által van: 

dw _. .adl 
l 

Í l 
H l f°T 

H dw - = -- al:2 '2- k. 7. 
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D. Legnagyobb e's legkisebb görbüleís, pontjai. 

1. Ha a” görbülés” egyenletében: 
k=- a 

12, 
 

l ==O, akkor lesz k == oo; tehát a” legnagyobb görbü 
lés, pontja a, kezdőpont. 

2. Haw: o, lesz 
a awL --W2 

k = -- . = - _"- = .___._. = o, 
la a" a 

t. i. a, legkisebb görbülésl pontja ott van, hol az első irány 
létezik, vagyis ott, hol a, haladás már végetlen nagy. 

E. Görbüleísarány is hasonlatosság. 7 
A” görbülés, aránya következő: 

_._a._l-a . ' _.__ _____..= '2. 2 Lk»_ H. 1,2 l.l 
2 

vagy', mivel l": 22 , 
k:k' =-EÍ_2: i =W2:w'2. 
. W2 WZ 

Ezen egyarányból következik, hogy az(1) egyenlet 

nek w = l; megfelelő görbék hasonlók, mivel az egy 
arány : 

W”: w” = (nW)2: (n W')2, mindig helyes. 

 A “m --4 _..__
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3-dik F Ez] E Z.E T. 

Az eredeti egyenleteknek átvitele az öszren 
desek, rendszerére. 

§. 50. 

Legyen ab (38. kép) valamelly görbének 
ívhossza; a” kezdőpont legyen a, ls a' b gör 
bének abban levő iránya aa' , melly egyszers 
mind első irány lehet; b pontban pedig legy'ei1 
az irány bb'; a, szerint lesz az ab ívnek irány 
változása = '< a' fb. 

Ha tovább mn _L aa' , 
aal bp, akkor lesz': 

< aTb = < bl bp 
tehát b'bp szög által is az ab ívnek irányválto 
zása batároztatik meg; ap és bp vonal, és ha 
cq bp, egyszersmind aq és eq vonal is je 
lenti a, görbének függőleges öszrendeseit. 

Ha an a, metszékekl tengelye, akkor 
al) 

bp = y 
b pontnak öszrendesei. 

xés ll 

(38. kép) 
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Ha az iv, hossza ab =l még a, végetlen kis dl meny 
nyiséggel nő, úgy hogy ac = l + dl; akkor lesz 

pq = bd = 'dx. 
és cd = dy; ic pontban legyen a, görbének iránya cc' , 
mellyet úgy tekinthetünk, mintha bb' irányával esnék 
össze, ,s akkor lesz: 

< dcq = < b'bp =w. 

A” bed háromszögből következik: 
(1).. dx = dl Sinw és 
(2) .. dy = dl Cosw; és ezekből 
(3) .. d-x = tangW. 
, dy 

' Az (l) és (2) alatti alakokból következik még: 

(a) 51% = Sin w és 
(p) = Cos. 

Az (l) és (2) egyenlet a, görbéknek kiegyenesítésé 
re is használható (Rectification). Ha t. i. az ív, hosszá 
nak meghatározása vagy a” metszék vagy a” rendes ál 
tal kivántatnék, akkor a, görbének eredeti egyenleté 
ből vagy w vagy Cos W vagy Sin w értéke határoztatik 
meg , ezen talált érték tétetik az (l) vagy (2) egyenlet 
be és az által egy külzeléki egyenlet ered, x és l, vagy 
y és l közt, mellynek egészitése után, a, megkivántatott 
egyenlet x és l, 'vagy y és l közt találtatik, és abból 
l értéke határoztatható. . w 
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g. 51. 

Hogy valamelly görbének eredeti egyenlete, ösz 
. rendesekre vitethessék által, következő módok használ 

hatók. 

i. Az adott egyenlet, külzelése után, vagy az érték 
dl SinwvagydlCosw határoztatik meg, első esetben tétessék 
ezen talált érték = dx, másodikban = dy, az által a, nyert 
külzeléki egyenlet egészítetik, ”s az állandó adatik hoz 
zá, miáltal egy egyenlet ered w és x, vagy w és y közt; 
abból pedig fölkerestetik az érték tang w = - , s e 

zen talált külzeléki egyenlet' egészitése a, kivántatott 
egyenletet adja. 

2. Valamint x és w közti egyenletből, úgy abból 
is , melly y és w közt találtatott, határoztassék meg w, 
vagy ugyanazon függvényének értéke; a” két értéket az 
egyenlet, jelével összekötvén, {kivántatott egyenlet x és 
y közt van megtalálva. 

§. 52. 

Á kör, eredeti egyenletének átvitele az öszrendesekre. 

A, kör, egyenlete volt: 
W=al. 

Abból lesz külzelés által: 
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(l) dw = adl. 
Sin W által sokszorozva: 

Sin WdW = adl Sin vv , vagyis 
(2) .. ... Sin W dW = adx. 
Ha az (l) egyenlet Cos w által sokszoroztatik, lesz 

(jás W dw = adl Cos w , vagyis 
(3) CoswdW = ady, 
Ha az (2) és (3) egyenletet egészítjük: lesz; 
(4) - CosW = ax + C és 
(5) ....SinW=ay+C. . 
Ha (2)ben w = o, akkor egyszersmind x r o, 

és ezen érték mellett (4)ben : 
C = - l. 

Ha (3) alatti egyenletben r: o, lesz y = o, és 
azért (5)ben: 

. c = o. 

Ha tehát az állandó és (5)be tétetik , lesz: 
(6) Cosw = l - a); és 
(7) Sin W = ay tehát 
Cos W2 = 1 - 2ax + az);2 és 

Sin w2 = a2 y”, abból 
EE? + Cos W” ágxzyfiiíäííiäíííí 

és mivel Sin w2 -+- CosW2 = 1 . lesz: 

a2y2 + azx2 - 2ax =' o, uigy' 

y s i ___ Xn, . 
a 

és ha í _-= r, lesz: 
a ' . 

y = i Vnm: 
melly függőleges öszrendeseknek megfelelő kör” egyenlete. 



NYOMTATÁSI HIBÁK. 

Lap. 
8 

8_ 
9 

11 

ll 

13 

'25 
26 

32 
33 
37 
37, 

37 
38 
39 
39. 

41 

42 

45 
49 
51 

52 
52 

58 
65 
72 
75 

81 
82 
83 

99 

Sor. 

8 

9 . 
12 

5 

6 

1 

13 

28 

BB' helyett 
BMB ' 
NCX Í; 
B, ,7 

lBäBl n . 
y' :=N.P A'Q" - AQ n 
iel n 
+ , n 
QP „ 

'UP' „„ 
Csina:2 „ 
DCOSu-d-ESina „ 
rSinaCOSa . „ 

B 

zre“ ” 
vagy = 0 n 
. 0 7 d mc' - „, 

i „. 
FHN „ 
dto ' . „ 
A n 
ql"O 

Cos W : Cos VV h . 
L+ oo con „ 
l = e . v 
d“ 97 

B P" 
BM P 
M" CX 
ly, 
BP" 
AB 

y' : NP 
A'0"-A0" 
el ; 

' RB 

QP' 
CSina:2 

DCOSa -ESina 
2SinaC0sa; 

- B 

A -C_ 
vagy M = o. 

= o. 

d' m e' 
l - l' 
[HN 
dto 
A 
bt 
Cosw: Cosu/ 
k. 
l = oo 
cm 

l = o 
dw l 

dl 



"l 

Io 

u 

_v 

il l 



.. 

, 

. 

' 

. 

^ . / 

c . 

. 

. . 

' I 

. 

. O 
O 

O . 

. 

. 

\ 

| . 
. 

.. 

. . 

. . 

' 

" A 

. 

, 

r a 

1 

. 

. 

~ 
. 

' 

. 

. _ 

5 

. 

\ 

, 

Q‘ 

0. 



'' 

Nl 



. r _ _ L 

Österreichische Natlonalblbllothek 
1 

. 

+Z157440908 . . ' 

 

' 

  
 

x 
F_ Wk ifi i? i kk J . Y , e l 

l 
. x 

' 

y. 
\ 

. 

, . 

l 

t 

. 

' _ 

. 

. 

l 

' 5 

, 
„ 

l 

. 

\ d 

. ' \ . 
l 

. s 7 
. 

. 

. 

‘ ä 

l 

. 

I . 

. 

_ . 

\ 

. a . 
, 

x 

. 

l 

. 

s 
' 

. 

' 

,. 

I 

" l 

. ‘ I 

, 

, 

  
 



 



 

 



 



 

 



 



 

 



 


