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ELOSZO

A konyv a Budapesti Mliszaki Egyetem Villamosmérnodki Karan ” Ro-
botok iranyitasa” cimmel 1986-t6l tartott el6adasaimon alapul, melyek
a mlszer- és iranyitastechnika szakon és az informatika szak robot-
iranyitas agazatan hangzottak el. Szandékom szerint haszonnal forgat-
hatjak a konyvet a robotok alkalmazasa és a robotok tervezése irant
érdekl6d6é mérnok vagy informatikus szakemberek, kutatok, tovabba a
miszaki egyetemek, féiskolak oktatoi és fels6bb évfolyamos hallgatoi.

A témakort akonyv a megirasakor rendelkezésre allé nemzetkdzi szak-
irodalom és sajat kutatasi eredmények alapjan a lehet6ségekhez képest
teliességében kisérli meg atfogni. A matematikai alapoktél kiindulva
a geometriai, kinematikai és dinamikus modellek vizsgalatan keresztil
jut el a palyatervezési és szabalyozastechnikai problémak targyalasaig.
Ahol ez lehetséges, gyakorlati példdk megoldasan keresztil mutatja be
az ismertetett modszerek mérndki alkalmazasanak lehetéségeit. A be-
mutatott algoritmusok és a gazdag példaanyag a robotiranyité szoftver-
rendszerek tervezGi és alkalmazoéi szamara nyuljtanak segitséget.

A koényv bevezetésre, tovabbi nyolc fejezetre és fiiggelékre tagolo-
dik. A bevezetés osszefoglalja a robottechnikai alapfogalmakat. Az 1
fejezet a robot geometriai modelljének felallitdsaval, tovabba a robot
verz geometriai probléma megoldasaval foglalkozik. A 2. fejezet arobot
sebesség- és gyorsulasviszonyait (a kinematikat) vizsgalja, amely redun-
dans robotok palyatervezésénél, a dinamikus modellnél és tobb iranyi-
tasi mddszernél is alkalmazhaté. A 3. fejezet arobot dinamikus modell-
jével foglalkozik, amely a korszer{ robotiranyitasi médszerek alapjaul
szolgal. A j. fejezet a péalyatervezési modszereket vizsgalja abban az
eléggé altalanos esetben, amikor a robot mozgdé objektumokkal koo-



peral. Az 5. fejezet a robot szabad mozgasanak iranyitasi modszereit
mutatja be a klasszikus decentralizalt hajtasoktol a korszerl valtoz6
struktaraju és térbeli irdnyitasok felé haladva (kiszamitott nyomatékok
modszere, cslszdszabalyozds, RMAC iranyitas). A 6. fejezet az erGira-
nyitasi modszereket tekinti at, részletesen vizsgalva az engedékenységi
centrum fogalmat és a hibrid pozicié- és erGiranyitast. A 7. fejezet a
modellreferencias és az 6nhangolé adaptiv iranyitas lehet6ségeit vizs-
gélja robotoknal. A 8. fejezet szerel6robotok valés idejli iranyitasa-
nak architekturalis és szoftver kérdéseivel foglalkozik. A szabalyozas-
technika irant altalaban is érdekl6d6 szamara kiléndsen érdekes lehet
a fliggelék, mivel 6sszefoglalia a tobbvaltoz6s szabalyozasi rendszerek
idétartomanyban (allapottérben) és frekvenciatartomanyban térténé
tervezésére szolgald fontosabb mddszereket, melyek a kdnyv irasakor
magyar nyelven még nem alltak az olvasé rendelkezésére.

A konyv anyaganak bizonyos részei a G/6-V Am-6-057 allami meg-
bizas és az OTKA 5-141 téma keretében keletkezett kutatasi eredmé-
nyeimen alapulnak. A kutatasi tAmogatasért ezdton mondok kdszone-
tét.

A kdnyv megirdsdhoz nagymértékben hozzajarultak azok a beszélge-
tések, melyeket a szakterilet hazai és kulfoldi miivelGivel folytathattam.
A konyv lektorainak, Reviczky Laszl6 akadémikusnak és Somlé Janos
egyetemi tanarnak kalén is megk6széndom hasznos tanacsait.

Specialis koszonet illeti Csala Péter nappali szakmérndk hallgatot,
aki vallalta a kdnyv nyomdakész alakra torténd gépelését.

Budapest, 1989. julius.
Lantos Béla
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BEVEZETES

ROBOTTECHNIKAI ALAPFOGALMAK

A robot fogalmat afejlett ipari orszagokban szabvanyok régzitik [25].
Itt megelégsziink a kovetkezd értelmezéssel:

- arobot egy iranyitott mechanizmus,

- el6irhaté palydn mozog,

- a palya mentén vagy annak meghatarozott pontjaiban el§irhato
feladatokat lat el.

A robot mint mechanizmus szegmensekbdl (tagokbdl) all, melye-
ket csuklok (izllletek) kapcsolnak dssze. A szegmens a csuklo tengelye
koril a megel6z6 szegmenshez képest elfordulhat (rotacios csukld), vagy
a csuklo tengelye mentén a megel6z6 szegmenshez képest elmozdulhat
(transzlacios csukld). A rotacids és transzlacios csuklok 1-szabadsagfo-
kaak. Nyilt lanci robotok esetén a szegmensek megszamozhatdak ugy,
hogy az j-edik szegmens helyzete (pozicidja és orientacidja) csak az
els6 i csuklékoordinata (rotaciés csuko esetén szogelfordulds, transzla-
ciés csukld esetén elmozdulas) fliggvénye. A lanc végén van a munka-
végzés céljara szolgalo cserélhet6 végberendezés (effektor), amely a
legtobbszor

- ujjszeri megfogo,

- szerszam,

- ponthegeszt6 berendezés
- ivhegeszt6 berendezés,

- festékszord pisztoly,

- lézeres vagoberendezés,
- sorjazoberendezés stb.
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Ennek megfeleléen a robot legtdbbszoér

- anyagmozgato robot,
- szerel6robot,

- ponthegeszt6 robot,
- ivhegeszt6 robot,

- fest6robot,

- lézeres vagoérobot,

- sorjazoérobot stb.

A végberendezés- és a robottipusok kore folyamatosan bévil. Alkal-
mazastechnikai szempontbdél szokasos a témdrebb anyagmozgaté (ma-
nipulacios), szerel6- és technolégiai robot felosztas.

A robot irdnyitasahoz sziikség van érzékel6kre, szabalyozdkra és be-
avatkozo szervekre. Az érzékel6k lehetnek bels6 és kils6 érzékelSk.

A bels6 érzékel6k mérik

- a csuklokoordinatak értékét,
- a csuklékoordinatak valtozasi sebességét.

A kilsé érzékel6k mérik

- arobot és kérnyezetének kdlcsdnhatasakor keletkez6 kontaktuse-
r6ket (hatkomponens( er§ és nyomaték érzékeld),

- a tapintasi informaciot (taktilis érzékeld),

- alatasi informéaciot (kamera altal nyert intenzitdsképet /2D / vagy
lézerscanner altal felvett tavolsagképet /3D / feldolgoz6 latérend-
szerek).

Sok ipari robot csak bels6 érzékel6ket hasznal, mig az intelligens
robotok kiils6 érzékel6ket is. Az érzékeldk jeleit és az el6irdsokat (pa-
lya, er6k) a szabalyoz6 kiértékeli és beavatkozik. A beavatkoz6 szerv
valamilyen villamos motor és attétel, hidraulikus motor vagy pneuma-
tikus motor. A beavatkozas elvégzéséhez a jelfeldolgozas eredményét
a szabalyozéban megfelel6 teljesitményszintre kell hozni. Villamos mo-
torok esetén erre a teljesitményelektronika szolgal. A villamos motor

14



a teljesitményelektronikaval a tengely hajtasat végzi. Szokasos elneve-
zése a szervohajtas. Sok ipari robot szervohajtasa egy bels6 aram-
nyomaték-) szabalyozasbal, egy a folé épiil6 sebesség- (fordulatszam-)
szabalyozasbol és egy a folé éplld pozicio- (szbgelfordulas-) szabalyo-
zashol all. A bels6 és a kdzéps6 hurok a szerszamgépekhez hasonléan
sokszor analdg. A poziciészabalyozé alapjele a megfelelé csuklokoordi-
nata el@irt palyaja és kimenete a sebességszabalyozo alapjele. A sebes-
ségszabalyozd kimenete az aramszabalyozo alapjele. Az aramszabalyozé
kimenete ateljesitményelektronika és az attétel segitségével befolyasolja
a csuklo tengelyét mozgaté nyomatékot. Attételt a motor forgasi sebes-
ségének csokkentésére és a szegmenst meghajté nyomaték nodvelésére
hasznélunk. Az intelligens robotiranyitasi algoritmusok a harom szaba-
lyozasi hurok helyett kdzvetlenlil a nyomatékot szabalyozzak. A direkt
hajtasok attétel nélkili specidlis (reluktancia) motorokat hasznélnak,
amelyek 60 fordulat/perc fordulatszamon kb. 150 Nm nyomatékot tud-
nak kifejteni.

A palya el6irasat a robotbetanité pult (teach pendant) és a robot-
programozasi nyelv segitségével lehet megadni (PUMA 560). A beta-
nitopult lehetévé teszi a betanitas (végrehajtas) sebességének megva-
lasztdsat, a csuklok mozgatdsat (és vele a végberendezés mozgatasat),
a végberendezés mozgatasat és forgatasat a robot all6 bazisahoz vagy
relative a szerszamhoz rdgzitett koordinatarendszer tengelyei mentén
(mozgatas) vagy korul (forgatds) a megfelel6 nyomégombok miikéd-
tetésével. A robot helyzete ekdzben lekérdezhet6 és megfelel6 gomb
lenyomasaval valtozéhoz rendelhetd. A betanitott és valtozékhoz ren-
delt poziciok és orientacidék hivatkozhatok a robotprogramban a valto-
z0k nevével. A robotprogramozasi nyelv lehetévé teszi a betanitott
valtozdk hozzarendelését a munkavaltozékhoz, azon mdédositasok (shif-
telések) elvégzését, a valtozokra alapozott palya befutasat, a megfogé
nyitasat vagy csukasat a palya el6irt pontjaiban, ciklusok szervezését,
szubrutinok hivasat, digitalis bemend jelek lekérdezését, digitalis ki-
mend jelek kiszamitasat és kiadasat (PLC funkciok realizalasat is).

Sok ipari robot, nem rendelkezvén grafikus tdmogatassal, a pélya
pontjainak definidlasara csak a betanitast engedi meg, de felkinalja azok
modositasanak lehet6ségét értékadd utasitdsok révén a robotprogra-
mozasi nyelvben.



A biztonsagossag érdekében kikapcsolaskor vagy a tapfesziiltség ki-
maradasakor a robot csukldi mechanikus fékek segitségével utolsé
helyzetikben arretdlnak. Ha a hajtdsok szabélyozasi koreit bekapcsol-
juk, akkor a mechanikus fékek elengednek, és a zart szabalyozasok révén
torténik az utolsé helyzet tartdsa. A betanitopulton altalaban arra is le-
het6ség van, hogy az egyes tengelyek szabalyzasi kérei kozul egyet vagy
tébbet felnyissunk, és a robotot (keziinkre nehezed6 sulyaval) kézzel
mozgassuk a kivant pontba és annak értékét a betanité pult megfelelé
gombjanak megnyomasakor valtoz6hoz rendeljik. A megfelel§ pontok
megmutatasa és megjegyzése utan a megbontott szabalyozasi kdroket
ismét zarni kell (a betanitépult mikoédtetésével).

A robotprogram végrehajtasakor a megjegyzett valtozokkal definialt
pontokat a robot térben dsszekéti és befutja. Lehet6ség van a valto-
zb6kban csuklékoordinatak vagy pozicidk és orientaciok megjegyzésére.
Ennek alapjan ezek 6sszekodtheték csukldkoordinatakban és Descartes-
koordinatadkban.

A betanitopult helyett alkalmazhaté master-slave programozas,
amikor egy kis teljesitmény, kézzel mozgathaté master robot mozgasat
masolja le a valédi, nagy teljesitmény( slave robot. Ekdzben a palya
adatai megjegyezhet6k, majd visszajatszhatok.

Pont-pont iranyitasrol beszélink, ha a robothajtasok tengelyei
szamara nincs definialva a palya, csak a soron kdvetkez6 pont. llyen-
kor példaul minden egyes tengely poziciészabalyozoéja alapjelként meg-
kapja a soron kévetkez6 pont megfelel§ csuklokoordinatajat (ponton-
ként konstans alapjel), és a szabalyozas tranziensétél fiiggs, kiadodo
trajektoria mentén fogja a robot a pontot elérni. Ezt az iranyitast nem
célszer(i alkalmazni, ha a robot kérnyezetében akadalyok vannak, mi-
vel nem tudjuk megitélni, lesz-e Uitkdzés. A trajektoria a sebességtdl is
fugg.

Folytonos palyairanyitasnal a befutandd pontok kozoétt interpo-
lalas torténik, amely elvégezhetd csuklékoordinatdkban vagy Descartes-
koordinatakban. A legelterjedtebb két sarokpontot (tartopontot) egye-
nessel 6sszekodtni a megfeleld valtozok terében. Figyelembe kell azon-
ban venni, hogy mig derékszodgl koordinatakban két pont kozott line-
arisan interpolalva a két pontot 6sszekdt6 egyenest kapunk a térben,
addig csuklokoordinatak kodzétt linearisan interpolalva altalaban nem
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kapunk térbeli egyenest, mert a megfogd pozicidja a rotacios csuklok
miatt trigonometrikus fiiggvények alakjaban fliigg a csuklévaltozoktol,
tehat nemlinearisan. igy csuklékoordinatak kozott linearisan interpo-
lalva hullamos goérbét kapunk a térben, amely szintén nehezen atte-
kinthet6. Masrészt, ha a pontokat 6sszekotd gérbét mar ismerjik, még
mindig hatra van az id6paraméter elosztasa a gérbe mentén. Ezt az el6-
irt vagy a maximalis sebességek és gyorsulasok figyelembevételével kell
elvégezni. Nem célszer(i minden tengelyt maximalis sebességgel moz-
gatni. Nincs ugyanis értelme, hogy az a csuklo, amelynek a két sa-
rokpont kozétt kicsit kell valtoznia, maximéalis sebességgel fusson be a
soron kovetkez6 sarokpontba, mert akkor foldslegesen korabban éri el
0j értékét, mig mas csukldk a két sarokpont kdzotti nagyobb valtozas
miatt csak késébb érik el Uj értékiket. Ezért koordin&lt mozgasra
kell térekedni. Csak a legnagyobb valtozast igényl6é csuklét kell maxi-
malis sebességgel mozgatni, térekedvén arra, hogy az 6sszes csuklo az
Uj sarokpontot egyszerre érje el.

Ha a pélya sarokpontjai kdzott linearisan interpolalunk és a palya
sarokpontjain hiba nélkul akarunk athaladni, akkor (a gyorsulas kor-
latozott volta miatt) lokalisan le kell allni. Forditva, ha nem akarunk
a sarokpontokon leallni, akkor sziikkségképpen a megfogd csak a sarok-
pontok kozelében (de nem precizen azokon) fog elhaladni.

A robotprogramozasi nyelv rendszerint lehet6séget ad arra, hogy
megvalasszuk, melyik valtozéban (csuklékoordinatakban vagy derék-
szogl koordinatakban) kell interpolalni és at kell-e haladni a kdzbensé
sarokpontokon.

A robot iranyitasi rendszere rendszerint hierarchikus. Egy maga-
sabb hierarchiaszint 6sszekéti a sarokpontokat, megvalasztja a befu-
tashoz szilkséges id6t és kiszamitja a palya kbézbens6 pontjaihoz tartozé
csuklokoordinata-értékeket, eljuttatja azokat az alacsonyabb hierar-
chiaszintre az egyes tengelyek szervohajtasainak alapjelbemeneteire,
ahol analég vagy mikroprocesszoros szabalyozas révén megtorténik a
palya realizalasa. llyenkor az alapjelek id&figgvények (kévetd szaba-
lyozas). Nem szabad elfeledkezni azonban arrél, hogy a realizalt trajek-
téria a szabdalyozas tranziens és statikus hibai révén eltérhet a palyatol.
Ennek mértéke fligg a valasztott sebességtdl, a szabalyozasi algoritmus
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tronikatdl, az attételek kotyogdasatol és az érzékel6k pontossagatél. A
robotiranyitas kdzponti kérdése, hogyan lehet alkalmasan valasztott al-
goritmusokkal az eldirt feladatokat kis hibaval realizalni. A kdnyv célja
ilyen iranyitasi algoritmusok bemutatasa.

Kivaléo kdényvek léteznek, melyek a robotirdnyitas egyes részeit
nagy alapossaggal targyaljak [1], [2], [10], [24], [25], [26], [28]. Mint min-
den viszonylagos teljességre térekvé kényvben, igy ebben a kényvben is
fellelhet6k hasonlésagok mas kdnyvekkel. Ezek kozil az alapm(inek sza-
mitd Paul [2] kdnyv, tovabba Vukobratovic és Potkonjak [24], Asada
és Slotine [10] kényve, valamint Khatib [20], Slotine és Li [22], [23],
Wang és Buthner [27] cikke kiilon is kiemelked6. A kényvben kdzolt le-
vezetések dnalloak, és egységes alapokon nyugszanak. Ha az eredmény
régoéta ismert és az elnevezés (Euler-szég, Rodrigues-képlet) azonositja
a szerz6t, ugy azt nem hivatkozzuk. Ha egy robotikai probléma egy-
szerl matematikai feladatra vezet, amely elemi médszerekkel megold-
haté (példaul a palyatervezéskor a negyedfokl polinom egyitthatoinak
meghatarozasa o0t feltételbdl), akkor nem keressik, ki végezte el azt
el6szor a robotikdban. Minden més esetben térekszink a korrekt forras
megadasara.

A magyar nyelven ezen a teriileten megjelent mlvek kodzil Bathor
[33] homogén transzformaciét hasznalé m(iszaki doktori disszertacioja,
Siegler [32] kényve, Somlé (szerk.) [34] tanulmanya, Cat [35] akadémiai
doktori disszertacidja és a [36], [37] diplomatervek kilon kiemelenddk.
Bar a kdnyvnek nem célja, hogy részletesen ismertesse, mely intézmé-
nyek végeztek Uttér6 munkat a robotiranyitasi kultira és oktatas
megteremtése teriletén, a teljességre torekvés igénye nélkil szeretném
kiemelni az MTA Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutaté Intézete,
a BME Gépészmérnoki Karan a Gépgyartastechnoldgia Tanszék és az
Elektrotechnika Tanszék, a BME Villamosmérnoki Karan a Folyamat-
szabalyozasi Tanszék, az Automatizalasi Tanszék és a Villamosgépek
Tanszék tevékenységét, valamint az orszag tobbi mlszaki egyetemének
és féiskolajanak, az OKKFT G/6 programirodanak és az Orszagos M-
szaki Fejlesztési Bizottsagnak a munkajat.
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1. A ROBOT KINEMATIKAJA: GEOMETRIA

A robot kiilénb6z6 szintli modelljei kdzill a legegyszer(ibb a geomet-
riai modell. Nem igényli a sebességek és az inerciaparaméterek (tome-
gek és tehetetlenségi nyomatékok) ismeretét. Arra a kérdésre ad valaszt,
hogyan fiigg a csuklékoordinataktol a végberendezés pozicidja és ori-
entacioja (direkt geometriai feladat). Ha tehat el6irjuk a poziciot és az
orientaciot, ezt az 6sszefiiggést kell " invertalni” ahhoz, hogy meghatéa-
rozzuk azokat a csuklékoordinata-értékeket, amelyeket az egyes tenge-
lyek szervoszabdlyozasainak alapjelbemeneteire kell eljuttatni (inverz
geometriai feladat).

Az elvi alapokat a kilonb6z6 forgatasok, az orientacié jellemzési
madjai és a homogén transzformacidk szolgaltatjak. A szomszédos szeg-
mensek kozotti kapcsolat jellemzésére a Denavit-Hartenberg-alakot
hasznaljuk. Az inverz geometriai feladat megoldasara két modszert is-
mertetliink (dekompozicio és fliggetlen egyenletek keresése). Ezek alkal-
mazasa sok esetben eredményre vezet, de alkalmazhatdésaguk feltételek-
hez kotott. Kulondsen problematikusak azok az esetek, amelyekben a
robot tengelyei k6z6tt tobb, egymas utdn kbévetkezd, parhuzamos rota-
ciés csuklotengely fordul el6. Redundans szabadsagfokok esetén tébb
valtoz6 van mint feltétel, és a végtelen sok megoldas koziil egy "ked-
vez§” kivalasztasa az inverz geometriai médszerrel nem lehetséges.
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1.1. LINEARIS TRANSZFORMACIOK

Jeldlje Rn az n-dimenziés vektorteret és legyen P atér egy pontja.
Jeldlje X a tér orig6jabol a P pontba mutaté vektort. Ha lerogzitjuk a
tér ei,e 2, ... ,e, bazisvektorait, akkor x egyértelmien felirhato

X = 0-1

alakban. A rogzitett bazisban x és a koordinataibél képzet szam n-es
azonosithato:
"k
*2
X = L (1.2)
-0f1-

A megfeleltetés P és x kozott fuggetlen a bazistél, mig ugyanannak a
pontnak a koordinatai kilonbdz6 bazisokban eltéréek lehetnek.

Az A :Rn — mRm leképzést (fliggvényt, transzformaciét) linearis
transzformaciénak nevezzik, ha

A(ax + By) = a~(x) + BA{y) (1.3)

teljestl. A bazisok megvalasztasatol fuggetlen A lineéaris leképezés
(ponttranszformacio) jellemezhet6 egy bazisfliggd A matrixszal:

[ [ — +Rm
e ffi'
i : . (i4)
- - -fm -
[ 3 [ ——— »Rm

Legyen ugyanis
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y = AX)*=Ax =
=1
m
Aej
akkor (1.1) és (1.3) alapjan
n n n /' m \
X]ly.f.= S xJ4ei = £ xi (5 > * =
=1 J=1 i=1 \.=1 /

= NGz a*Jxn e’

Vi ["an  eee “in 1 [*1"
e = T e— ey = AX
YT mam. e &Tn -
T T
;Aej " Ae,,
felirva az
fiimeeifm
bazisban

(1.5)

(1.6)

(1)

(1.8)

Az (1.6) és (1.8) egyenletek egyuttesen azt jelentik, hogy az A linearis
transzformacié A matrixanak j-edik oszlopa a kiindulasi tér ej bazis-

vektoranak az Aej képe felirva a képtér bazisaban.

1.1. Példa: Vektorszorzas

Legyen a £ [13 egy lerdgzitett vektor, és

AXx =ax X

(1.9)
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a linearis transzformacio, ahol kereszt (x) jeldli a vektorszorzast. Jelblje

A =Y[ax] (1.10)
a linearis transzformaciéo matrixat az i, j, k ortonormalt bazisban:
23 P ——— * R3
i i
i i (1.12)
kJ [k
R3 -/ e >R3

Képezzik a bazisvektorok képét a szimbolikus determinans felhaszna-

lasaval:
i j K
axi= a, av ar = aj - ayk, (1.12)
1 0 O
i j K
axj= az ay a2 =azk- a2, (1.13)
0 1 0
i j K
axKk-= at ay az = ayi- arj, (1.14)
0O 0 1

akkor (1.8) alapjan
0 -a, av

[ax] = a* 0 -az . (1.15)
-ay az 0
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1.2. Példa: Diadikus szorzas

Legyenek a,b £ fi3 lerdgzitett vektorok, és

AX*=&<b,X>= a(b Xx) (1.16)

a lineéris transzformécid, ahol < b, x > #=b «x jeloli a skalars'mrzatot.
Jeldlje

A=[aob] (1.17)

a linearis transzforméacié matrixat az i, j, k ortonormalt bazisban:

R3 —-eeeeee oo + 43
kJ [k

a3 ,J ao.bU a3

A bazisvektorok képei

a<b,i>= abx,
a<b,j > = aby, (1.19)
a<b K>

g

ezért (1.8) alapjan
axéx axhby Qxbj

[aob]= oy6r ayby dyb, (1-20)
djbx athby djbj
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1.3. Példa: Koordinatatranszformacioé

Tekintsliik a kozos origéval rendelkez6 K és K' koordinatarendszere-
ket és egy tetszéleges kozos P pontot (1.1 abra):

1.1. 4bra

Koordinatatranszformacio

Legyenek i, j, k ési', j', k' a tengelyek iranydba mutaté bazis-
vektorok. Mivel a P(x,y,z) = P(x',y',z') pont kozos, ezért A —T
az identikus transzformacié, amelynek A matrixa azonban eltér az |
egységmatrixtol:

(1.21)

Mivel li' =i, Tj'=j' és Ik' = k', ezért (1.6) és (1.8) alapjan
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A=Ti"j'k'J, (1.22)
\fmem Y-mmms '
felirva az

ij,k
bazisban

y =A yl (1.23)

Az A jelent6sége kett6s. Egyrészt (1.22) alapjan kdzvetlenil megadja

dinatarendszerben, masrészt (1.23) alapjan kapcsolatot teremt ugyan-

annak a P pontnak K' és A'-beli koordinatai kozott. A két koordina-
tarendszer felcserélésével irhatoé:

X X
y =A'ly =[ij«k]y (1.24)
z1 z y J oz
felirva az
vV, i, k'
bazisban

1.4. Példa: Forgatas a z tengely korul ifi széggel

Essenek eredetileg egybe n K és K' derékszogl koordinatarend-
szerek. Forgassuk el K' koordinatarenszert a z tengely korul ifi szoggel
(1.2 abra).

Tekintsiik a forgatas utani helyzetet és mindkét koordinatarendszer-
ben ugyanazt a Peij pontot a forgatas utan, akkor alkalmazhatdk
az 1.3. példa eredményei:
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1.2. 4bra

Forgatds a Ztengely koril

A3 e - — ¢H3
1
‘ell i
KJ M .
a3 Rot(z,y>) r3
Hn*(r,¥?) = (C/ j«/ k'« (1.26)
Y- ymmm————— «
felirva az
i,j, K
bazisban
X'1J XtlJ \x !
Yeil = Rot(z,ip) YtlJ = Rot(z,y>) vy (1.27)
L2a/J 12,

Itt felhaszndltuk, hogy a pont egyutt forgott a K' koordinata-
rendszerrel, ezért koordinatai a forgas el6tt és utdn megegyeznek:
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KtJ | =
y'dj = V' . (128)
Ki;} L2
Az 1.3. abra alapjan
cosip —sinlfi 0
Rot(z,y>) 8iny> cosy? O (1-29)
0 0 1.

vagy a robotikdban szokasos

cos(a+ /?+ ...) = Cap.. , (1.30)
sm@+ B+ ...) = SaR...

jelolés mellett:

(1.31)

1.3. 4bra

i', éej'eij koordinatai
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1.5. Példa: Forgatas az y tengely koriul p>széggel
Essenek eredetileg egybe a K és K' derékszogli koordinatarend-

szerek. Forgassuk el a K' koordinatarenszert az y tengely korul p szog-
gel (1.4 abra).

Az 1.4. példahoz hasonléan kapjuk:

C o S
m>t(2/,y>) = [i'(/ yel keil]= 0 1 0 (1.32)
-54, 0 Cy
Telj X
Vélj = RG6t(y,p) (1.33)
.Z*V z’.

1.6. Példa: Forgatds az x tengely koril p széggel

Essenek eredetileg egybe a K és K' derékszog(i koordinatarend-
szerek. Forgassuk el a K' koordinatarenszert az x tengely kérul p szog-
gel (1.5 abra).
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Az 1.4. példahoz hasonl6éan kapjuk:

‘10 0
R.ot(x,y>) = [iel/ je/j key] = O , (1.34)
0 Sy Cy
Yelj
VElj = R6t(xip) y . (1.35)
_Zell z

1.2. RODRIGUES-KEPLET [1]

Tekintsik azt a linearis transzforméciot, amely a hAromdimenzios tér
pontjait elforgatja az origbn atmend t egyenes korul tp szodggel. A t
egyenes iranyatjeldlje ki a t egységvektor ( ||t |[2=< t,t >= 1) .A
forgatas pozitiv iranyat t koril definialjuk ajobbcsavar-szabaly szerint.
Legyen x az elforgatandd pont, amelynek vetiletei a forgatas el6tt t
iranyban és a t-re mer6leges sikban rendre x( és x,j. (1.6. abra, bal
oldal). Jeldlje az x,j. vetiilet elforgatott képét a t-re mer6leges sikban
x‘D (1.6. &bra, jobb oldal).
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16. abra
Forgatas a t koérul <p széggel

Mivel X, a forgataskor nem valtozik, ezért

xell =X, + x\'l, (1.36)

ahol
X, =t<t, x>, (1.37)
X<x = X- X(=X-1<tx >, (1.38)

Masrészt a t-re merdleges sikban xt+ és t x x(x egymasra mer6leges
iranyok,tovabba

|1t x Xjxij = [|tl] [Ix,x||sin90° = [|x,X]], (1.39)
ezért
x\lI = X(Xcosip+ t x x,x sin tp, (1.40)
amibél (1.36) - (1.38) alapjan kovetkezik, hogy
xed =t <t,x > +(x-t<t,x >)cosy?+ t x xsin (1.41)
Rendezés utan kapjuk a Rodrigues-képletet:
x*" = 'Rot(f.,ip)x= xcos”*+t < t,x >(1 -cosy>)+t x xsinp. (1.42)
Felhasznalva az 1.1. és 1.2. példa eredményeit, irhaté, hogy
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R3 'Ra

] . (143
kJ [k
R3 BO*(*.¥>) as
ibo
Rot(t,v>) = Cvl + (I-C v)[tot] + Sv[t x], (1.44)

ahol | az egységmatrix, [t o t] az (1.20) szerinti és [t x] az (1.15)
szerinti matrix a= b = t vélasztassal.

1.7. Példa: Koordinatatranszforméaci6 altalanos forgatas ese-
tén

Essenek eredetileg egybe a K és K' derékszogli koordinatarend-
szerek. Forgassuk el a K' koordinatarendszert az origébn atmend t irany
korul ip szoggel (1.7. abra).

1.7. abra

Koordinatatranszformécié altalanos forgatas esetén
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Mivel K és K' eredetileg egybeestek, ezért a Rodrigues-képlet szerint

\Y
\elj = Rot(t,y>) O
0

Rot(t,y>) els6 oszlopa,

jeli = Rot(t,ip 1
1°.
.0

Yilj = Rot(t,y>) 0 = Rot(ty>) harmadik oszlopa,
1.

Rot(t,y?) masodik oszlopa, (1.45)

ahonnan az 1.4. példahoz hasonléan kdvetkezik, hogy

AZ e e »i3
"rf 1 ri
i'v i . (1-46)
kivJ Lk.
AB e e + A3
A = KVijiilk ,V] = Rot(t,»»), 1 47)
Vommmmnees A >
felirva az
i, J, K
bazisban
\
Xeld X
VElj = Rot(ty>) y . (1.48)
'y u'
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1.3. FORGATAS INVERZE

Tekintslink egy altalanos helyzetl t irany korul fi szoggel torténé
forgatast, amelynek a 7Zot(t,fi) linearis transzformacié felel meg. A
Hot(t, fi) linearis transzformécié utan az inverzét alkalmazva a tér pont-
jai visszatérnek kiindulasi helyzetiikbe. A linearis transzformacié in-
verze ezért a visszaforgatas:

720<(t, ifi)~l = Tiot{t,-fi), (1-49)

(1.50)

Mivel Cv és 1—Cv paros, Sv pedig paratlan fliggvény, tovabba | és
[t ot] szimmetrikus matrix, [t x ] = [t x ]T, ezért

Rot(t,")-1 = Rot(t,-y?) = Cy,1+ (1- CAftot] - 587 x], (151

Rot(t,y>) 1= Rot(t,y>)T, (1.52)

azaz a forgatas matrixanak az inverze a forgatas matrixanak a
transzponalja.
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1.4. AZ ORIENTACIO JELLEMZESE
t TENGELY KORULI Y FORGATASSAL

Legyenek K és K' derékszogl koordinatarendszerek, amelyeknek ko-
z0s az origdéjuk (L.1. abra). Akkor K' alldsa K-hoz képest ismert, ha
el6irtuk az (1.22) szerinti A matrix szamszer(i értékét. Felvetddik a kér-

lehet-e jutni K-bol egy t irAny koérul yrvel torténd forgatas révén K'-
be. Mas szoval A kilenc valés paramétere jellemezheté-e t és y>harom
valos paraméterével (||t|| = 1miatt t-nek csak két fliggetlen paramétere

van). A megoldast p£ [0, x] esetén hatarozzuk meg, ahol
sve[01, C,€[-1,1], 1-Cve[? (153

Keressiik tehat az

I'x m z n x
A= [, my ny =C,l+ (- Cv)[tot]- St x] =
/, m, n,

Cv+ (l—Cip)txtx (1—C,p)txty —S<ptz (l —=Cip)txtz + Sifity
= (1-5Atjy + Syt, Cv + (I - Cy,)tyty {1 -cC Ifiytytz - S Ifitx

(@ - C Ifiytxtl -Svty (1-C v)iytM+ Svtx Cy, + (- C v)tztz
(1.54)

transzcendens egyenletrendszer megoldasat. Vehetjik rendre a f6atlé-
ban all6 elemek osszegét, a f6atldra szimmetrikusan elhelyezkedd két
elem kulénbségét és kifejezhetjilk t komponenseit a f6atlébeli elemek-
bél [1] :

AXV+(@A-CVYynti2=Ix+7Ty +n, =>Cv = —

(1.55)
m, - ny=2tS > +N/(mi-ny)2+ (nl -/1)2+ (ly-m 1)2
Tx *Z—blyOy / Op — - ;
iy —mx —2tzSy,

(1.56)
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y 1 cjsga(n2-~ ny)- 0-57)

=" 7-~cNsisn(nr” **)* (158)

=irrr sIgn{I‘>~||I (E
ahol

m«»(-)={_1; i« <s: o ")
A feladatnak = 0 esetén végtelen sok t megoldasa van, hiszen ha

nincs elfordulas, akkor minden t tengely megfelel.

1.5. AZ ORIENTACIO JELLEMZESE
EULER-SZOGEKKEL [1]

Legyenek K és K™™' derékszogl koordinatarendszerek, amelyeknek
kdzds az origojuk. Meghatarozunk harom specialis forgatast, amelyek
révén A'-b6l A™-be lehet jutni (1.8. abra).

Legyen t = [x,j] N [x", "] a két sik metszésvonala. Valasszunk egy
K" koordinatarendszert, amelyik egybeesik AT-val. Forgassuk el a K'
koordinatarendszert z korul y>szbdggel Ugy, hogy y’ és t egybeessenek.
Valasszunk egy K" koordinatarendszert, amelyik egybeesik K'-\e 1 For-
gassuk el a K" koordinatarendszert y’ korul & szoggel Ggy, hogy z"
egybeeessen az el6re adott zM-vel. Valasszunk egy K'" koordinatarend-
szert, amelyik egybeesik K"-vel Forgasssuk el a K"' koordinatarend-
szert 2" koril ip szoggel Ggy, hogy y”' tengelye egybeessen az el6re adott
y"-vel. Alkalmazzuk az 1.4. és 1.5. példa eredményeit:

X" X
y” = Ré6t(z"VvO y" (1.61)
z" z'"
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y = Rot(y\t?) y” (1.62)
Zl ZII

X X'

y = Rot y (1.63)
z z

amibdl kovetkezik, hogy

X X
y =Rot(z,")Rot(y',t?)Rot(z",Ip) Vy , (1.64)
z\ [z-

Euler(®>, 0,ip) = Rot(z, y>)Rot(y,i?)Rot(zMip) =
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Cy Sy o0 Ci O St Cy, =&, o
= S, Gy, @] 0 10 Sy Cy o =
O o 1J[-Si o Ci\ o0 0 1
CyCiCy, —Sy,Sy, —CyCiSy, —Sy,Cy, CySi
= SyCiCy, -f Cy,Sy, —SyCiSy, + CyCy, SySi . (1.65)
—Si Cy, Si Sy, Ci

atp,i9rp Euler-szégeket az

Iz mz nz
Euler(y>,t2\p)= [/, m, ny (1.66)
I, m, n,

transzcendens egyenletrendszer megoldasaval kell meghatarozni. A
megoldasokat a (—r,7r] intervallumban keressik. Kerilni fogjuk az
arcsin és arccos flggvényeket, mert pl. az arccos x figgvény x = 1 kor-
nyékén kis szamitasi hibara x-ben nagy szamitasi hibat eredményezhet
arccos x értékében. Masrészt, ha ismerjik Sz és Cz értékét, akkor is-
merjik a siknegyedet is, ezért ekkor arctan(Sx/Cx) egyetlen értéket
ad.

a) nx = nv= 0esetén Si = 0. Két eset lehetséges,
i) nz=Ci = lesetén 6 =0 (z =z"). Ekkor

Cyy, —Syy,| _ /* m*| @A fin\
Syy, Cyy,\~[ly myJ’

ip+ ip= arctanig-Vv (1.68)

Csak <p+ ip hatarozhaté meg.
Példaul valaszthatd ip —O0 vagy - ha van el6z6 érték, akkor -

(P + @) - (<fi+ lI>)rigi
f = <frégi + ~

(1.69)

o + tI>) - (y? + ip)riai
VA Aigi + 2 *
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i) nr =C# ——lesetén =T (z=—2"). Ekkor

-CA-v5A-AL Tr TX1 (3
<V, [ly m,J

- p=arctan(~)- (1.71)

Csak ip —<phatarozhaté meg.
Példaul valaszthaté ¥ —0 vagy - ha van el6z6 érték, akkor -

yn -(» -> 4 (1.72)

= (i.73)

b) n* + ny ( O esetén ¢ 0. Ekkor teljesulnek:

= arctan + | )KJ 6 (-ir, X, (1.74)
i$_ 'ka"riy, (175)
c =, (1.76)
d = arctan , (1.77)
r
S = -S vix + Cvly, (178)
=-Svmx + CylTly, (1.79)
A = arctan L gpmig kfdmuy ° 0-80)
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1.6. AZ ORIENTACIO JELLEMZESE
RPY-SZOGEKKEL [1]

Az orientacio jellemzésének egy masik modja a csavaras (roll), billen-
tés (pitch) és forgatas (yaw) szdgek hasznalata, melyeket a hajozasbol
vettek at (1.9. abra).

RPY-szdgek

Az Euler-szégekhez képest (1.8. abra) az a kilénbség, hogy a har-
madik forgatds az x”’ tengely korul torténik, ezért az 1.4., 1.5. és 1.6.
feladat eredményei szerint

X
= Rot(z, ¥>)Rot(y', tlRot(x" ,VO JT’
-

N < X

RPY(y>, >\ = Rot(z, y>)Rot(j/',t?)Rot(r",d) =

'Cv -Sv 0] Ct 0S,] [1 o 0
= G, O 0 10 Ocp -S* =
0 0 1 —S. 0Ct 0 N
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CipCti CVS ~ —SyjCip ('rSt)('dp 4" StpSip
= SyCe SySoSM +CpCr s,s5*C* —CySxp
—St cjs» C"Ctp

a <p,d,ip RPY-szbgeket az

IXx mx nr
RPY(v>, t2, ) - lyTy iy
JI Mt nr

transzcendens egyenletrendszer megoldasa adja.

a) Iz =1ly = 0esetén Cs = 0 . Két eset lehetséges,
i) 1z= —Sn = lesetén 1 = —jt/ 2, és

—Sify), —Cfp _ 1o, nr
Grth Sy wy fly

tp+ ¢ = arctan + | ff

i) Iz=-Si = -1 esetén ?= és

Sxp-ip  Cgp-Ift _ TiX nx
Cop-y, —[my Ty

ip- ip= arctan(—\ 4 f x 1.
W I-x]
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b) +fy » Oesetén Ct o0 . Ekkor teljesuinek:

N = arctan + 1 XKI € (—t,w, (1.87)

$* = -/, (1.88)

Cp = $=ly # Cylxi (1.89)

*= arctan c7~tV t ®m (1-90)

5%, = S~n* - Cvnv, (2.91)

Cy, = —suffix + C my, (1-92)

\t = arctan (193)
1.7. MEREV TESTEK

RELATIV HELYZETENEK JELLEMZESE
HOMOGEN KOORDINATAKKAL

Tekintsiink két merev testet és rogzitsink mindegyikhez egy-egy de-
rékszogli koordinatarendszert (K és K'). Mivel a két test merev, igy
mozgasuk kdzben deforméacié nem lép fel, ezért relativ elhelyezkedé-
stk a K és K' koordinatarendszerek (coordinate frame = keret vagy
reference system = referencia rendszer) relativ elhelyezkedésével egyér-
telmden jellemezhet§ (keretkoncepcid, 1.10. abra).
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Jelolje az x\ y’, z tengelyekkel parhuzamos egységvektorokat, ame-
lyek a K keret orig6jabél indulnak, rendre 1, m, n. Legyen p a K
keret orig6jabdél induld és a K' keret orig6jaba mutaté vektor. Legyen
P(x'}y,Z% = P(Xx,y,z) egy pontja a masodik szegmensnek, akkor az
1.3. példa alapjan

r=r'+p (bazisfuggetlen alak), (1-94)
X X'
y =[Imn] y +p=xIf-j/m+2z'n+p. (1.95)
ZJ V. T 3 z
felirva az
i,j, K
bazisban
Tekintsuk az
X . 1 a X
Yy fi m n pl ¥ P y (
z [© 0 O Ij * T z
N LiJ L J LI.
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alakot. Ennek els6 harom egyenlete azonos (1.95)-tel, utolsé egyen-
lete pedig az 1 = 1 azonossag. Ezért (1.95) és (1.96) ekvivalensek.
Az (X,Y,z)T vektor homogén koordinatas alakjanak az 1 értékd ne-
gyedik koordinataval kiegészitett (z, Y, z, 1)T vektort fogjuk nevezni. A
homogén koordinatak ilyen sz(ikebb értelmezése tovabbi céljainkhoz
elegend6 lesz.
A K és K' keretekkeljellemzett merev testek relativ helyzete leirhaté
(1.96) szerint a
T _ A pl _ f

I1 m n p
*x qT [© O I

0 Ij K >
homogén koordinatas matrixszal (roviden homogén matrixszal). T KK,
jelentésége kett6s:

a) Megadja a K' keret orientaciéjat a K kerethez képest (I,m,n),

Minden vektor koordinatajat a K keret i, j, k bazisdban kell ké-

pezni.

b) A K' keret barmelyik pontjanak x\ y’, 2’ koordinatai ismeretében
felirhatjuk ugyanennek a pontnak az z, y, z koordinatait a K
keretben-.

A homogén matrixok kdrében az alabbi egyszerlien belathatd szabalyok
érvényesek [1]:

Ai pil TA2 P2 AiA2 Aip2+ pi
= , (1.98)
oT 1J [0T 1 L OT 1
A p I p A O
.= ) , (1.99)
0T I3 [oT Ij [oT L
A O | p A Ap
= . (1.100)

OT Ij [°T Ij LT 1
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Kérdéses az inverz matrix alakja, amelyre a

A p B c x ok 10
= = (1.101)
oT 1 dT e dT e oT 1

feltételnek kell teljesilnie (a * ki nem részletezett elemeket jel6l), ami
csak d = 0 és e = 1 esetén teljestilhet. Ennek alapjan

A p B e AB Ac+p 10
= = , (1.102)
0T 1J [oT |Ij |_oT 1 J [°T 1.
AB = I, (1.103)
Ac+p=0, (1.104)
B=A-1, (1.105)
c=-A -1p, (1.106)
A p 1 A-1 —A_1p
= . (1.107)
0T 1J [ OT 1
Specialisan, ha
a) A forgatas, akkor (152) szerint
A“1= AT, (1.108)
b) A = AiAr ... forgatasok szorzata, akkor
A“l= ...AMNAj-1= ... AMNA[ = AT. (1.109)
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1.8. MEREV, NYILT LANCU,
ELAGAZAS NELKULI ROBOT LEIRASA

Alljon a merev, nyilt lanca, elagazas nélkili robot a [O],[T), ..., |m|
szegmensekbdl (tagokbol, link) és a végberendezésbdl (end effec-
tor; pl. megfogo, gripper). A szomszédos szegmenseket kapcsolja dssze
1-szabadsagfoku csuklo (joint, izilet), amely lehet transzlacios csukld
(linearis csuklo, prismatic joint) vagy rotaciés csuklé (revolute joint).
A transzlaciés csukl6 egy tengely irdnyaban elmozdulast, a rotacios
csukl6 egy tengely koril elfordulast tesz lehetévé. A transzlaciés csuklé
(T) elmozdulasat jelolje d vagy a (pl. méterben), a rotaciés csuklé (R)
elfordulasat U vagy a (pl. radidnban). Ezeket egyetlen névvel csuklé-
valtozonak (joint variable) nevezzik, és qjeldli. Az elnevezésben "nyilt
lancu, elagazas nélkuli” arra utal, hogy a robot szegmensei megszamoz-
hatok Ugy, hogy minden szegmenst pontosan egy szegmens kovet (az
[m szegmenst a végberendezés koveti) és az [7] szegmens pozicidja és
orientacioja csak a megel6z6 szegmensek pozicidjatol és orientaciojatol,
tovabba azli- 11és17lszegmens k6zotti g; csuklévaltozo értékétdl fugg.
A megel6z6 szegmensek definialjak azl i —1 [szegmenshez rogzitett Ki-1

homogén matrixot. Az [i - 1lés [7] szegmensek kozotti csuklotengelyt
ti_i jeldli (1.11. abra). A Kg keret a robot talapzatdhoz (bazisédhoz)
van rogzitve. A Ko keret a robot referenciakerete, amely lehetne Kg
is, a legtébbszor azonban (példaul az ered6 geometriai Osszefliggések
egyszerisitése érdekében) eltér attdl. A szabalyozassal befolyasolhato
csuklékoordinatdk a Ko és Km keretek kdzott helyezkednek el. A Kg
és Ko, illetve a Km és Kg kozotti kapcsolat nem fligg a csukldko-
ordinataktol. A megfogé ujjainak nyitasa és zarasa digitalis vezérlést
igényel csak. Mivel a csuklok 1-szabadsagfokuak és a csukok szama m,
ezért a robotot m-szabadsagfokinak fogjuk nevezni. Mechanizmusok
szabadsagfokakarol lasd még [40], pp.609-610. A robot fontos jellem-
z8je acsukloképlet, amely egyszerlien a csuklok tipusanak felsorolasa
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1.11. &bra

Nyilt lancu robot elvi felépitése



alancban. Példaul RRTRRR egy 6-szabadsagfoki robotot jeldl, amely-
nél az elsd, masodik, negyedik, 6tddik és hatodik csukl6 rotacioés, mig
a harmadik transzlécic’;s Ahhoz, hogy a megfogénak a bézishoz képesti
szilkséges (m > 6). Ezen belil is a robot véges geometrlal méreteinél
fogva csak a tér egy részében pozicionalhaté (munkatér).

Szokas az emberi fels6 végtag analégiaja alapjan apozicionalasban f6
szerepetjatszoé [*,[1],[2],[3] szegmenst karnak (arm), az orientalasban
f6 szerepet jatszé [4], [5], [6] szegmenst kézcsuklénak (wrist), mig a
végberendezést kézfejnek (hand) nevezni. Célszer(i megkilénboztetni
még a (cserélhetd) végberendezés felerdsitési helyét és a referenciapont-
jat (szerszamkodzéppont, TCP).

Az 1li — 1j szegmenshez régzitett koordinatarendszer elvben akarhol
lehetne. A gyakorlatban a kdvetkezd két szokas terjedt el:

a) Ki-i origéja a << i csuklétengelyen helyezkedik el, és a z* i ten-
gely (ritkdbban az x,_i tengely) iranya megegyezik i, i irAnyaval.

b) Ki- 1 orig6ja a tomegkozéppontban helyezkedik el, és a tengelyek
iranya megegyezik a f6tehetetlenségi iranyokkal.

Tekintsik a \j] szegmens egy Pj pontjat, amelynek koordinatai
Xj, Vi, 4 aKj koordinatarendszerben. A Pj pont koordinatait (1.96)

és (1.97) szerint kifejezhetjik a A ,,..., Kj.1 koordinatarendszerekben
is:
-Zj-1] Xj'
Vi-l n y3
“ AI r
1 21
LiJ
(1.110)
-Xn rX.+r
* vl H+1
"’f - twd«
AJ L1

ahonnan kovetkezik, hogy
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Z.1 r* M
% — Ti,i+i T i+lij+2 eoeTj_ij %] =t,j % , (un)
LiJ LiJ LiJ

ahol

Tij = TM+, Ti+lic+2 e¢o Tj-rj. (1.112)

Itt T,j megadja a koordinatatranszformaciot, tovabba a xj tengelyei-

Aom Pom
To,m = TO, «Ti,2 eeeTm_im= , (1.113)
. °T 1
TR,E = TR o*eTOoOmMeT m,£, (1114)
‘xb! xe'
yB = TBe YE (1.115)
ZE
1 1.

ahol az (1.115) egyenlet bal ésjobb oldalan ugyanannak a pontnak a
koordinatai allnak, felirva a k e és k® keretekben. Vegyiik észre, hogy

(1.98) szerint
Ao,m= Agi *Ai, 2. ®Ara_i>m (1.116)

ami az alkalmazasoknal lehet6vé teszi (1.109) felhasznalasat.

Hangsulyoznunk kell, hogy az indexek sorrendjének (1.111)-ben Ié-
nyeges szerepe van. Ha a sorrendet felcseréljik, akkor fokozatos inver-
talassal kovetkezik (1.110)-bél, hogy

'Xj 1 rz; 1 rxr

gy =Tj-ij m el M+l % =TW J , (1.117)

i Li i,
=TJ"j-T A bl (1.118)
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1.9. A ROBOT TRANSZFORMACIOS
GRAFJA

Kovetkezik (1.114)-bél, hogy
Tom= TR QuETfl g T ni3. (1.119)

Rajzoljuk fel a kereteket abban a sorrendben, ahogy kdvetkeznek a
ny(t lancban. Kossik 6ssze a kereteket iranyitott éllel, amelyeket cim-
kézzink a keretek kozotti transzformacioval. Az él irdnya és Tta/jOn
indexei kozott alljon fenn a Kbai-----T --1" 04— * K jOtb kapcsolat (1.12.
abra).

A Kqgkeretbél a Km keretbe kétféleképpen juthatunk el:

a) elére haladva Ko, Km sorrendben,

b) visszafelé indulva és KB, Ke ,Km sorrendben haladva.

Ha a robot transzformacios grafjdban a nyillal szembe haladast inver-
talasnak értelmezzik, akkor a haladasi sorrendben kell az invertalt és
invertalatlan homogén transzformaciokat balrél egymas utan irni és
0sszeszorozni, hogy az (1.119) bal oldalat (a) vagy jobb oldalat (b) kap-
juk. A transzformacios grafot altalanosabb esetekre is kiterjeszthetjik
(robot, targy, szerelvény vagy robot, conveyor, targy, kamera stb.).
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1.10. DENAVIT-HARTENBERG -
ALAK [3]

Tekintsik a robot szegmenseinek egy részletét (1.13. abra).

U 3. 4bra

Denavit-Hartenberg-alak

A Denavit-Hartenberg-alak esetén a csuklé tengelyének iranya a z ten-
gely iranya, a csukl6koordinata d (transzlaciés csukld) vagy U (rotacios
csukld), a Denavit-Hartenberg-paraméterek d,a (tavolsag), 6,a (szog).

Tételezzik fel, hogy a Ki-\ keretet mar megvalasztottuk. Az abra-
ban berajzoltuk a z,_i és x*_j tengelyeket, ahol z,_j iranya megegyezik
az i —1 és |7] szegmensek kozotti csuklé tengelyének iranyaval. Le-
gyen /, az [Tjés i+ 1 szegmensek kozotti csukld tengelyének iranya.
Legyen a Ki keret x, tengelye merGleges a i, i és < tengelyekre (ki-
téré tengelyek esetén egyértelmien definialt). Legyen Ki origdja abban
a pontban, ahol x- metszi ati tengelyt. Egyezzen meg z, iranya a ti
iranyaval.

Huzzunk parhuzamost origéjaban az x< tengellyel (e) tovabba
Ki origéjaban a z;_i tengellyel (/). Akkor
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a) tA az a szdg, amellyel a z,_i tengely koril el kell forgatni az zi_j
tengelyt Ggy, hogy az e egyenesbe keruljon (e||zj);

b) di az atavolsag, amennyivel el kell tolni az e egyenest z*_i mentén,
hogy az Zj tengelybe keriljon;

c) a, az atavolsag, amivel a z,_i és az z* tengely metszéspontjat el
kell tolni Xi mentén, hogy a Ki keret origéjaba kerljon;

d) oti az a szog, amellyel az / egyenest el kell forgatni z, korl, hogy
a zi tengelybe keriljon.

A tavolsagok el6jele +zj_i,+z,- iranyld elmozdulas esetén pozitiv. A
szogek elbjele z,-_i és z- koril jobbcsavar iranyban térténé elfordulas
esetén pozitiv. Felhasznalva az 1.4. és 1.6. példak eredményeit:

Ti-1,1 = Rot(z,i?j) *Trans(z,ifj) *Trans(z,aj) *Rot(z,aj) =
Co, -So, 0Ol rl 0O a,l T1 o 0 0-
Sot Co, 00 0 1oo oca, -Sai o
~ 0 o] 10 0 0 1 di 0 Sai Cai 0
.0 0 oiJLo oo iJLo o o i

"Co, -So,Ca, So,Sa, aiCo,’

_ So, Co,Ca, —Co,Sa, diSo,

~ 0 Sa, Ca. di o 11004
. 0 0 0 1

Ha ti— és ti parhuzamos, akkor végtelen sok (egymassal parhuza-
mos) transzverzalis van, ekkor di = 0 szokésos.

Ha f, i ésti metszik egymast, akkor a, = 0 szokasos, és z, parhu-
zamos K,-_i X Ki iranyaval.

A [O] szegmens esetén z0 és tQegybeesnek, és z0 tetsz6leges merdleges
irany zo iranyara.

Az (m) szegmens esetén zm iranya tetsz6leges, és zm tetsz6leges
mer@leges irany zm_! irdanyara.

Kilonleges esetekben (derékszogld TTT pozicionalas els6 z tenge-
lye vagy RPY orientalas utolsé z tengelye esetén) el6fordulhat, hogy a
csuklé tengelyét nem z, hanem z iranyunak valasztjuk. llyenkor (1.120)
érvényben marad, de a csnkl6koordinata a-, illetve a; lesz.
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1.11. A DIREKT GEOMETRIAI FELADAT

A direkt geometriai feladat arra a kérdésre keres valaszt, hogy mi az
Osszefliggés a csuklékoordinatak és a végberendezés felerésitési helyének
To,m homogén transzformacidja kdzott:

Lgj

q-= : «— Tom= [ AOV" P°'m]. (1.121)

-Qm-
Ha ezt meg tudjuk valaszolni, akkor a csuklékoordinataktol figgetlen
TB o, és Tmi£ homogén transzformaciok ismeretében (1.114) szerint
szamithato T b.e , a végberendezés szerszamkozéppontjanak (TCP, tool
center point) pozicidja és orientacidja. To,m a szegmensek Denavit-
Hartenberg-alakja ismeretében (1.120) és (1.113) alapjan szamithato.
A tovabbiakban néhany fontos esetre meghatarozzuk a To,3 kar- és
T 36 kézcsuklo-transzforméacidkat. A példakban a koordinatarendszere-
ket ugy rajzoljuk fel, mintha a szdgelfordulasok nullak, az elmozdulasok
pedig nem nullak lennének. A karok és kézcsuklok Denavit-Hartenberg-
alakjait az 1.1. és 1.2. tdblazatok tartalmazzak.

1.8. Példa: Stanford-kar ([1], p.57)

mCl 0 -Si O-
T - Si _o ClI o0 .
Te,i- Q.J o o (1.i22)
0 O 0 1
"C2 0 S2 oOm
_ Sj 0 C2 0 /, 1204
T12- o | o d2 (1123)
0 0O O 1
m100 0-
T - 0 10 O n 1941
T23~ 0 01 d3 n11247
0 0.0 1.
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1.1. tablazat

Néhany kar Denavit-Hartenberg-alakja

Kar (angol elnevezés)

Stanford arm

Elbow manipulator arm

Revolute arm

IBM RS-7565

Cartesian arm

Fanuc M |

Cylindrical arm

Unimate 4000B

Spherical arm

Puma-560

Revolute arm

Scara arm

i q
1

2 t2
3 fa
10x
2 0)2
3 fa
lax
2 fa
3 fa
| fa
2i)2
3 fa
1i%i
2

3 d3
1di
2i2
3 fa
1 fa
2i2
3il3

fa
t?i 0
«b fa
0° fa
t?i 0
$2 0
0
0° 0
0° fa
0° fa
0° fa
t2 0
0° fa
i?i 0
~2 0
0° fa
€0
i?2 fa
fa 0
o°di
20
d30

O o o o v

a3

ax

a2

o

a, 0 Csukloképlet

-90°
90°
0°
90°
0°
0°
-90°
90°
0°
0°
-90°
0°
-90°
90°
0°
-90°
0°
90°
0°
0°

RRAT*-

RRxRI

TT'LT'L

TA'T1

RRAT1

RR"R1

TR*RI
OO
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1.2. tdblazat

Néhany kézcsukl6 Denavit-Hartenberg-alakja

Kézcsuklo igi u, di a- a- Csukloképlet

(angol elnevezés)

464 Ono 0 -90°
Euler wrist 5i% O o 90° RRXRXx
6 U6 O 0 0° 1
4t4 74 0 "O -90°
RPY wrist 5 t?%5 O 0 90° RRXRX
6 Q6 0° O O a6_ _ _ _ _ _
Elbow manipulator 4 t24 t24 0 a4 -90°
wrist 5% t%5 0 O 90° R”Jm, R1RX
6t6 d6 0 0 0°
44 0\d4d 0 -90°
Puma-560 wrist 5 t 0 O 90° RglIKItR1R+
6 d6 0 O 0° |
1.14. abra

Stanford-kar



'"C\C2 —S\ C\Si CiS2d3—Syd2’

ip SyC2 Cy S:S: SyS2d3+ Cyd2
To'3- -S2 0 c3 c2d3 m (1125)
.0 0 0 1

1.9. Példa: Elbow-manipulator kar ([1], p.60)

mCl 0 Si O

T — ~® €I 0 X «g
To,i- 010 0" (

.0 0 0 1

'‘Cj —S2 0 Cad2

S C2 0 Sea VAL
Ti,2- oo 1 o ( 7

.0 00 1
~&3 —S3 0 Csad

T,= ** . SU3 (1.128)
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-ap3 —CiSZB Si C\{C23"3 + Cia?)'

T SIC8B -S.Sx -Ci 5i(C23a3 + C2a2) .
3~ 523 c23 0 523a3 + 52a2 '
.0 0 0 1

1.10. Példa: IBM Rs-7565 derékszogl koordinatas kar ([2],

P-31)

« 1 00 ar

fo1v 8 9100 % - A-139
0O O 0 1
ml 0 O O-

T 00 —40 /1100

TI2® 010 d2 ° (1.131)
0O 0 0 1
i 0 0O O-

ke . J7?7 . P>
0O 0 0 i
10 0 ar

Tos3= 1§ ; ] . (n30)
0 0 0 1

1.11. Példa: Fanuc M | hengerkoordinatas kar ([2], p.32)

100 O-
™™= J J ;i . 0134)
0 00 1.
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1.16. abra
IBM RS-7565 derékszogl koordinatas kar
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'C2 0 —si Ca2

T _ 5r O C2 S2a2 /,
T 1>2- o_lo 0 ' (1135)
.00 0 1.
m10 0 o-
T - 0 10 O n «J
Tr'3_ 0 01 d3 (11367
0O 00 1
"C2 0 —S2 C22—b52&%&'
T _ 52 0 C2 S2a2 + CX3 , .
To,3- 0 - 10 * (1n37?)

.0 0 0 I



1.12. Példa: Unimate 4000B gdombkoordinatas kar ([2], p.35)

Ci 0 -5! 0
T — ~ ® Ci 0 I. 1384
To'l* 0 -1 0o o0 (1U8)
0 0 0 1
'Cj 0 5j O
T 0o —Cl o0 /.
Tx,j- 0 10 0 (1139)
0 0 01
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1.13.

BO

ml0 0 O
01 0 O
T23= oo 1 45
0O 0 0 1.
'C\Ci —Si CiS: CiSAd3-
S:C. CI S:S2 SiS2d3
T3¢ —S2 0 C2 C2d3
.0 0 0 1

Példa: Puma-560 kar ([2], p.59)

[, ,nn
(1140)

/, 1414
(1N141)



1.14.

«Cl 0 -Si
T Si 0 Ci
Te°-1* 0 -1 o]
.0 O 0
"C3 —S2 oC
_ S2 C2 0
Ti2- 0 o] 1
.0 00
'C3 O S3
[ NTE s
.0 0 O
"C1C23 —Si
T _ si1c23 cl
0,3 —S23 (o]
0 0

103 mO03 T03 Po,3]

0 O 0

Példa: Scara-kar

. 0 O
T.,,= S 1 ?
.0 0 0
c2 —$2
T12- 0 0
.0 00
"C3 —S3
m _ S3 Cs
T23 0 O
.0 0

0-
(0]
(0]

1

rar'
S2a2
d2

1.
o

0
o

1
Cc1s23

S$1S23

c23
0

CiC2<J2 — Si<i2
S1C2iJ2 + Cl<i2

—s202
1

1J-

0-

1.

o Cc2&"

1

0 Ca03
0 S3d3

1
0

O ’

/, 1494
(1142)

.. .o\
(1N43)

n 14411 144,

/i 1N
VK5

U46>

(1Nn47)

. mq\
(1148)
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'C23 -S23 0 Cr3za3+ (j2a2

rr 823 Cc 23 0 52373 + 5202 /. 14Q\
To3= 0 0 1 dx . (1N43)
.0 0 0 1

1.15. Példa: Euler-kézcsuklo

C40 -54 O
_ 540 C4 0 (1150)

A3'4 0-1 0 0 ° '

.0 0 0 1

cb 0 5 QO
_ ss0 -cs O (1151)
14'5 010 0

.00 0 1



'‘Ce ~Se 0 O
56 ® o O n 1491
T56°" 00 1 0 (1152)
.0 0 0 1
mCIC5C6 — —£4C55y —S4Cs  c4s5 0"
__ S4ACCp+crse —s4csse-focs s4s5 0
136 _ -S scb Sbs6 cs 0 *
0 0 0 1L

Euler(i?4,i%,06) O]
= QT j

(i.1033

1.16. Példa: RPY-kézcsuklo

1.22 4bra

RPY-kézcsuklo
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T _ Ss 0 -Cs o
T45- 0O 10 0o’
. O 0.0 1
10 00 -
T 0 C6 —sSs O
Ts'6 0 56 C6 0
0 0O 0 1
'CiCs —SiCqg+ CiSsSB  SiSqg-f (\SsCs
SAC5cics + SiSsSs —ciss + sissce O
3'6 _ -S's CsS6 C5C6
.0 0 0

RPY (i?4.t?51?6) Ol
ql j

1.17. Példa: Elbow-manipulator kézcsuklo

.ci 0 —si C4ils-
_ si O ci Si Qf
T34= 0 -10 o’

T _ sbh 0 Cs
T45- 0 10 0 -
0 00 1

(11545

jt-ry

(1/155)

‘(.1156)

/. 1lca\
(1158)

(L159)

(1160)
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3'6 _

1.23 4bra

Elbow-manipulator kézcsuklé

"C4Cs5Ce6 —S4S6 —C4C55g—S4C6 CaSs
SAC5C6+ C\S6 —S4C\S$ + C4CR S4S$
-S 5C6 S5S6 cs
0 0 0

Cas™
S4a4

(1.161)



1.18. Példa: Puma-5G0 kézcsuklé

1.24. abra

Puma-560 kézcsukld

c4 0 -s4 ON
T _ s4a 0 ca 0 _
13'4_0 - 1 0 d4 -~

.0 0 0o 1.

ml 0 0 01 rC4 O

0 10 O 54 0C4 O

" 00 1 d4 0 -1
0 00 1J LO O

-S4 0-
0 O
0 1
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-1 00 04
" _ 010 O Euler(i?4, i?5,7%6) O
3'6 “ 0 01 dA or -

0 00 13
O -

Euler(i?4,t?5,i6) O (1 163)
d4

L oT iJ

A Qqi—eT06vagy aqi—+Tg g direkt geometriai feladat megoldasa
(1.113) és (1.114) alapjan

T06=T0,3+T36) (1.164)

Tb,e —TB.0-T0.3*T36T6E. (1.165)

1.19. Példa: A direkt geometriai feladat megoldasa
a Puma-560 robot esetén

Az (1.145),(1.163) és (1.164) egyenletek alapjan

-fooo -
_ 0 10 0 Euler(tf4, i%,1%6) O
lo0,6-10,3- o 0 1 d4 oT 1
0O 0 0 13

Ao,3 *Euler(i?4,M5,r6 Po,3 + ™Mlo,3
Oor 1

=J6sm eI



ahol

/Ir=C,C23(C4C5C6- 3 [ )- Si(S4C5C6+ C4S6)- CiS23S5Cs6,
/v=SiC23(C4C5Ce- S456)+ CI(S4C5C6+ C4S6)- 5i S23S5Cs6,

/i = —S~"C~CsCe - 5458) - C23S5CH6,
mr —-CiC23(C4C596 + 54C6) —S i(—S4C556+C4C6)+ C iS 235556,
my= —5iC 23(C4C55t> + S4C6)+ C i(-S 4C556+C74<76)+ S i5235556,

= 523(C4C556 + S4C6) + C23S5S6)

nz=c\c33crs3 —s\.ASH+ CiSmCs,

riy = 5iC23C455 + Ci54S5+ S\S23Cs,

nz= —523C455 + C23C$,

Pz=c\c2a2—-5id2+ CiS23d4,

Py = SiC2a2+ Cid2-f S\S23d4,

Pz = —s2a2 + C23d4.

Essen a robot bazisa és referenciakerete egybe (AR =f0), és legyen
a megfogd 76 iranyu, akkor (1.166) jeldléseivel

=100 O-

T _ 0 10 0 /.

ree- 0 01 dE (1168)
0 00 1.

TOE=TO6MT 68 = \]“ “P+/£ﬂ (1.169)

A direkt geometriai feladat megoldasa egyik részfeladatat képezi a
robotmozgéas grafikus szimulaciéjanak [45].

1.12. AZ INVERZ GEOMETRIAI FELADAT

hoz tartozé csukl6koordinatak meghatarozasa a cél. Ennek egyik alkal-
mazasa a meghatarozott csuklokoordinatak felhasznalasa alapjelként a
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lokalis szervohajtasok szamara. Mivel fennall (1.119), ezért elegendd
csupan a

TOmi—+q (1.170)

inverz feladatot megoldani.

1.12.1. Az inverz geometriai feladat megoldasa
dekompozicioval

Ha az utolsé harom csuklé rotacids, és az utolsé6 harom tengely egy
ponton megy at (elégséges feltétel), akkor (m=6 esetén) az inverz fel-
adat két haromcsuklds részfeladatra bonthaté [2], pp. 56-67. Példaul,
ha a4 = as = @6 = 0 és ate = 0° ,akkor (1.98) és (1.99) szerint

frt m n pl_
A°'6~ [O 0O 013"

0] r* *0 0
_ a34 dAgs o * *0 o
03 da | lj * * 1 de -
oT 1J IO 00 1.
o oom
103 mo,3 no3 Po,3 0 10 0
~ 0 0 o0 iJooid4'
lo o 01
M o0 O-

A36 0] 010 O
'O # Ij 00 1 d6 -~
IO 00 1.

A3 Po,3 + 74I]0,3 + dén
— q‘F '3
ahonnan kodvetkezik, hogy

P0,3(9b 92, 93) + <4n0,3(91,92, 93) —P —dén, (1.172)

A 3,8(94,95,96) = Ajf3(01,92,93) «[Lm n]. (1.173)
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El6szor meghatarozandé (1.172) alapjan 91,92,93, majd ennek ismere-
tében kiszamithaté (1.173) jobboldalanak szamszer(i értéke és a hozza
tartozo i4, 95, 96-

1.20. Példa: Az inverz geometriai feladat megoldasa Puma-560
robot esetén dekompozicidval

Az (1.172) és (1.144) egyenletekbdl kévetkezik, hogy

Ci1C2Q - Sid2+ d4Ci523 = Px —denx = pX, (1-174)
SiC2a2+ Cid2+ d45iS23 = py —deny = pj, (1.175)

-S2a2+ d4C23 = p.,, - dénz=p*. (1.176)

Szorozzuk meg az (1.174) egyenletet (—Si)-gyel, az (1.175) egyenletet
Ci-gyel, és adjuk 0ssze az igy kapott egyenleteket, akkor teljesil, hogy

-51P;+ C IP; = d2, (1.177)

ahonnan Figgelék A alapjan 91 meghatarozhaté (két megoldas van).
Szorozzuk meg ezutan az (1-174) egyenletet Ci-gyel, az (1.175) egyenle-
tet Si-gyel, és az igy kapott egyenleteket adjuk Gssze, akkor Sj +Cf = 1

miatt
a2C2+ d4s23 = Cipl + S\p* —e. (1.178)

Rendezzik at az (1.176) és (1.178) egyenletet:

S, = -Pi+'frQa, (1.179)
a2
C2 = e+ dAS23 (1 180)
a2

Képezzik mindkét oldal négyzetét az (1.179) és (1.180) egyenletekben,

és az igy kapott egyenleteket adjuk Gssze, akkor S$ + C2 = 1 és S23+
+C|3 = 1 miatt kovetkezik, hogy
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p*2 —2p*d4C23 + e2 —2ed4S23 + d\ —a2, (1.181)
(-2p;d4)C23+ (-2ed4S23=a2- pf-e2- d\. (1.182)

Flggelék A alapjan (1.182)-b6l meghatarozhat6é ¢ + g3 (két megoldéas
van), majd ennek ismeretében (1.179) és (1.180) alapjan g2

1.12.2. Az inverz geometriai feladat megoldasa
csak egy ismeretlen csuklovaltozatol fiigg6
egyenlet keresésével

A mobdszer 6tlete abban all, hogy példaul a keret helyzete Ai-hez
képest fiiggetlen gi-t6l, ezért el6irva To,e szamszer( értékét, a

T6j+T06= TIi6 (1.183)

egyenlet bal oldala csak csak gj-t6l, mig jobb oldala csak @, ....y6-t0l
helyén jobb oldalt konstans all, mig bal oldalt valtozo, akkor ebbél az
egyenletbdl g\ meghatarozhaté. A médszer q} ismeretében rekurziven
folytathato, mivel

Tr2eTo,i To,6=T26 (1.184)

bal oldala csak a g. ismeretlentél, mig jobb oldala csak a 43, ...,qe is-
meretlenektdl fiigg. A problémat az okozza, hogy nincs garancia arra,
hogy ajobb oldalon van konstans elem. Ugyelni kell arra is, hogy ko-
rabbi lépésekben felhasznalt egyenletek azonossagot eredményezé ko-
vetkezményeit ne hasznaljuk fel.
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1.21. Példa: Az inverz geometriai feladat megolddasa az
Elbow-manipulator esetén figgetlen
egyenletek keresésével [1]

A dekompoziciés mddszert nem tudjuk alkalmazni, mivel 04 ¢ 0
miatt az utols6 harom rotacids csuklé tengelyei nem metszik egymast
egy pontban. Mivel

C2 —£23 O CxM+ CQ"

S23 C23 0 £2303 + S22 /, 1ac\
T1.3= 0 0 1 0 ’ (1185)
.0 0 0 1

ezért (1.161) miatt a TA6 = T/3 «T3,6 matrix (3,4) elemének helyén
jobb oldalt nulla all. Méasrészt

mCi Si 0 0]
T-i T 0 O 10 [T m n pl
Ao0,i'*0,6- Si _Ci 0o o 00 1J
.0 0 0 iJ
"Ci/X+ Syly Cimz Simy C\nx+:ziny Cipx+ £ipy’
_ 1z rnz mn, p2
S:li  Cily £im, CiTly Sinz Ciny S\pz Cipy
0 0 0 1
(1.186)
ahonnan a (3,4) elem alapjan kévetkezik, hogy
£iPx-CiPy=0, (1.187)
gl= arctan (1.188)

Pr

Vegylk észre, hogy (1.186) ugyanazon soraban all6 elemek hasonléak,
mivel

~X~
[a 6cd] A~ =ax+by+ ez+duy, (1.189)

és az oszlopvektor helyére rendre I,m,n és p kerilt.
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Tekintsiik ezutdn a Tfj «T~J «T06 = T 26 egyenlet két oldalat,
akkor (1.128) és (1.161) miatt T 2i6-nak csak (3,4) eleme konstans=0,
mig ezen a helyen (1.186) és

c2 S: 0 —2¢

Tr,i-T6j.To,6= ~Q. @ J J To-1-To6 (1.190)
.0 0 0 1

miatt a mar felhasznalt Sipx - C\py = 0 azonossag all. Mivel T 36-
nak csak a (3,4) eleme konstans=0, tovabba T q3 harmadik sora helyén
(1.129), (1.107) és (1.108) alapjan [Si —C\ 00] &ll, ezért aTjjlj-To.e =
= T 3,6 egyenlet ismét a mar felhasznalt S\px —C\py = 0 azonossagra
vezet.

Tekintsiik ezért a T qJ *To0,6 = T 4i6 egyenletet, ahol

tx * S5 0"

; T s 0 0-19»
0O 00 1.
'CiCZ3 —Ci523 S\ Ci(C23a3+ C2a2'
T - T T - ~S\s23 -C\ 5i(C2303 + C2a2)
04 03 34 523 Cc23 0 S2303 + S2a2
.0 0 0 1
'C4 O —S4 Cdaa*
Ss+ O C4 Sda4
0 - 10 0

.0 O 0 1
mCiC234 —S1 —CiS234 CiC24a4+ Ci(C2303+ C2a2)'

S1Ca23a Ci —S51S234  5iC 234a4 + Si(C23B3 + C2a2)
S:34 0 C234 *P34a4 + 52303 + S2a2
.0 0 0 1
(1.192)

‘CcicCz4 5iC234 5234 —a4—Cd4a3 —C3z4a2"

T-i _ —Si Ci 0 0

04 —CiS234 —SiS234 Casa S4a3 + 534a2
0 0 0 1

(1.193)
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TMT»= [0 o "']m

P* = (CIPr + 5iPy)C234 + -?234Pi - C34<12 — C~dz ~ 04,

pj = -S\Px + CiPy = 0,
p* = -(Cipr+ SiPy)5234 + C234P» + Sz"az + "403,
n* = —(Cjnr+ 51My)524 + C234M,.

Az (1.198) és (1.191) egyenletekbdl kévetkezik, hogy

92+ 93+ 94 = arctan —<------------zco-
3 arctan Ol nr + OlHy

(két megoldas van). Vezessiik be a

Pi*= (Cipr + «SiPy)C234 + Sz3APi - 04,
p*= (Cip* + 5IPy)524 —CzziPi

jeloléseket, akkor (1.191), (1.195) és (1.197) alapjan irhato:

C3402 + C4a3 = p**,
A3402 + *2%03 = pj*.

(1.194)

(1.195)
(1.196)
(1.197)
(1.198)

(1.199)

(1.200)
(1201)

(1.202)
(1.203)

Emeljik mindkét oldalt négyzetre, és adjuk dssze az egyenleteket, akkor

a\ + 2(C34C4 + 53454)0203 + a\ —p**2+ pj*2,

N*24-n*2 _ 12 _ J2

C3=Px +-B—— 2—1
id 2a3

53=+x7"1-C2,

ahonnan meghatarozhat6é ¢s két lehetséges értéke.
Mivel

[“ »T1, _ i r* -*1,
caj ad-6cL—< al

(1.204)

(1205

(1.206)

(, 207)
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és (1.202),(1.203) felirhaté

s ]=w
alakban is, ezért
0 -5 3l + (C3a2+ a3)p” W,
S' <Cl«, + .,)» + S|«? ! <''209>
| (Caaz+ A + AP n ,.im
C* - (Cao, + «3)! + S|la> ' (1210)

ahonnan meghatarozhaté 9 értéke. Az (1.191), (1.193) ésTg4 To 6=
= T 46 egyenletek alapjan

5s = CI1IC2AMX+ SiC2¥4ny -f 5234ni =
(Cin* + 5inv)C24 + 5234nz, (1.211)
C5= Sin* -Ciny, (1.212)

ahonnan meghatarozhaté gs értéke. Végil (1.159), (1.193), (1.160) és
Ao5’Ao6= A56 alapjan

C5 Ss 0 CiC24 5iC24 S2%

0 0 1 -Si Ci 0

S5 —€C5 0 —Ci524 —SiS0% C2%4_

CiC24C5—S1S5 SIC2UC5-f C1S5 5234C5

= —Ci5234 —5i52% C24 , (1.213)
.CiC2%S5+ SiC5 5iC2455-C iC5 S234Ss _

Abj

56 = Ci5234i* —5i5234/y + C234/* =

= -(Cii* + 5i/v)524+ C234i*, (1-214)
C6= (CiC2%4C5—5i5s)/* + (SIC234C5+ CiSs)ly + 5234C6/* =

= Cs[CZ4(Ci/* + Sily) + S234/2] + Sbi—Silx + Cily), (1.215)

ahonnan kiszamithato értéke.
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2. A ROBOT KINEMATIKAJA:
DIFFERENCIALIS MOZGAS

A palyatervezés alapjaul szolgdlé inverz geometriai féladat altala-
nos esetben nem oldhaté meg specialis numerikus eljarasok és iteraciok
nélkul, amelyek valos idejlii szamitasokra el6nytelenek. Célszerl ezért a
csuklékoordinatak, valamint a pozicié és orientacio kozotti nemlinearis
(transzcendens) fliggvénykapcsolatot lokalisan linearizalni és a sebes-
ségekre attérni. A linearizacié csuklékoordinata- (konfiguracio-) figgé
lesz, és a robot differencialis mozgasan alapul. A viszonylag egyszer(
linearizalt alak redundans robotok esetén is lehet6séget ad a kedvez§
megoldas meghatarozasara.

Masrészt a differencialis mozgéas ismeretében, le tudjuk irni a megfogé
szogsebességének, szdéggyorsuldsanak fliggését a csukldékoordinataktol
(a konfiguraciotél) és azok elsd és masodik derivaltjatél. Koézismert,
hogy ezek a kinematikai mennyiségek szerepet jatszanak a robot moz-
gatadsdhoz szilkséges nyomatékok értékének meghatarozasaban, ezért a
robot dinamikus modelljének felallitasdhoz elengedhetetlenek.

2.1. A ROBOT DIFFERENCIALIS MOZGASA

Tekintstink egy merev testet a hozza rogzitett K\ és K. keretekkel.
Eredetileg Ki essen egybe a Kg all6 koordinatarendszerrel (2.1. abra).
Végezzen a merev test a t0 kortl d f elfordulast, és legyen a K\ keret
origéjanak elmozdulasa do mentén dl értékl (to és do koordinatai le-
gyenek Ao-ban adottak). A merev test minden pontjanak egyforma a
szbgsebessége, igy a K2 origéjanak is. A K: origéjanak sebessége el-
tér a Ki origéjanak sebességétél. Az eltérés egyenld a sztgsebesség és
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2.1. dbra

Merev teat differencidba mozgéaaa

B —pj 2 vektoridlis szorzataval (B.25) szerint. Ennek alapjan felirhat-
juk Kj origéjanak elfordulasat és elmozdulasat a K- keretben (a merev
test eredeti helyzetében To,2= T ii2):

t2<t<p —A qztOdip, (21)

di(dl) = A6j{do(d/) + todip x po,2}, (2-2)

02  (Po.2 x lor,

moz2 (Po, Xm 0%)]-

d2(dol _  np2 (P02 xﬂOI?)T Fdo(d /)l ,
"0 (lo,2T L odp -

it fodf

_[IMAx] dO(d/)I- n _ T[td<px] d2d/)l . .
Dol “ ol o J’ 02~ oT 0 >
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jelolést és felhasznalva a Rodrigues-képletet, a kdvetkez8 dsszefliggést
kapjuk:

dT02= jTVansidoid/))!I"",A) ~i| to,2

DoiTo?2=

= ToMTransidjifi/JIR otitj, d<p) —1 |

Tot2DO0,2, (25)
Do2=T"'DojT o2 (2.6)

Vizsgaljuk ezutdn egyetlen g, csuklékoordinatdnak a megfogé Km
felerésitési helyének vm sebességére és ubm szdgsebességére kifejtett ha-
tasat. Jelolje a bal fels6 index a keretet, amelyben ezek koordinatait
képeztiuk. Mivel gy, i és Qi+y, ...,.gm nem valtoznak, ezért all6 ke-
retnek valaszthatjuk a K{-y keretet és merev testnek az [7].....
szegmensekbdl allé egyuttest (2.2. abra).

Alkalmazzuk a (2.1)—2.6) eredményeket Kq := Ki-y és K? := Km
megfeleltetés mellett. Akkor a g, csuklékoordinata megvaltozasa
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md,_iqgi parcidlis sebességet és mt,_i<j,- parcidlis szogsebességet
eredményez a Km keret origéjaban [30], [1], ahol a

. _ 1 mn pl A i)_l . .
i-lm-1g o0 1 ~]JO Ij Vo>
jelolés mellett
mtj_r = (2-8)
mdi_ i = A-1j(1 - K)t,_j+Mi_! Xpj. (2.9)
Itt Ki = 1 rotaciés és Ki = 0 transzlaciés csuklé esetén. Ha a ii_i

tengely azonos a csukldtengellyel, akkor tj_j = kj_i-

Rotaciés csuklé esetén:

*1
TH , =b*M =1K .-l =/, (2.10)
mti-i,y=met, i =m k. _i=Tr, (2.1)
mU-i2=n t,_i=n kj_i=nr, (2.12)

mdi-i,r = 1 (t.-i XP) = 1-(k,-_i X p) =

0 -1 01 rp*] ~pt
=T 1 0 O Py - I Px =
) 0 Pz o]
— bPy + lyPz} (2-13)
mdi-i,y=m ¢(t<_i x p) = m «(k,_! x p) =
= -m Xpy + mypx, (2.14)
mdi-i'i = ne(t,_i xp)=n (k,_i xp)=
= ~[XPy + MyPx- (2.15)
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Transzlaciés csuklé esetén:

mt, ! = 0, (3.16)
mdi_lir=1t1_1= k , (2.17)
=m t,_ !'=m¢ek,_!'=TrT, (2.18)
"YU -M =»n ti_j =n ki_i = nr. (2.19)

Alkalmazzuk a
A-i= [Ktr IXT (1" 'd)t<-1 (2.20)
mA -i= T oT1X] mdQ_1 (2.21)

jeloléseket, akkor teljesil, hogy

aTg’qil'm = A-iT ,-i,m=Ti_limmA_i, (2.22)

mA -i =Tr_ ImA _iTF 1m. (2.23)

2.2. A ROBOT JACOBI-MATRIXA

A robotmegfogdé Km felerésitési helyének vm sebessége a parcilis
sebességek Gsszege. Hasonldan az UPM szdgsebesség a parcialis szogse-
bességek dsszege:

m

mvm = (2.24)
H
m

"SpIT = £ T ti.iii. (2.25)
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Ezeket az 6sszefliggéseket a robot

mT " "AL e 1 e

Jacobi-matrixaval felirhatjuk a

m
= "*Jmq (2.27)
a'm.
alakban is. Mivel az all6 Ko keretben
°vm = AOmmvm, (2.28)
‘wm= A0mmw,,1 (2.29)
ezért
H - “w *
Ojm = [Aom A8>m.| mJ m (2.30)

A (2.27) vagy (2.30) 6sszefiiggés lehet6séget ad a nemlinearis

To,*(gq)= i “ o 1 (231)

egyenlet lokdlis (a csuklokoordinatak értékétdl fliggd) linearizalasara.
Ezért olyan esetben, ha a (2.31) inverz geometriai feladat nem old-
haté meg zart alakban, mert példaul az utolsé harom rotaciés csuklo
tengelye nem megy at egy ponton, amikor is gyakran magas fokszamu
polinomegyenletek megoldasa valik szilkségessé, a (2.27) vagy a

Gm_ = (2-32)
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egyenlet lehetséget ad q meghatarozasara, és ebbdl integralassal q(i)
szamitasara (sebességalgoritmus). Ekkor a palya mentén a sebességet
és szogsebességet kell el6irni (vagy a pozicié és az orientacié analiti-
kus alakjabol szamitani). /1 sebesség és szogsebesség eldirt értékébdl g
kiszamithaté (inverz kinematikai feladat) a Jacobi-matrix J* pszeudo-
inverzének segitségével:

g=°Jm [OV:/r[rl] (2.33)

Ha m = 6 és Jm nem szingularis, akkor = J” 1 Azokat a csukl6-
koordinata-értékeket, amelyekre Jm képtere nem a telies R6 tér
(dim Range(Jm) < 6), szingularis pontoknak nevezzik. Ezekben a ro-
bot bizonyos iranyok mentén nem mozgathaté vagy forgathaté.

Ham > 6, vagyis a robot redundans szabadsagfokokkal rendelkezik,
akkor a végtelen sok megoldas kozul célszeri olyat kivalasztani, amely-
nél ||g]] — * min, mert ez rovid tranzienshez és kis energiafelhaszna-
lashoz fog vezetni. Kérdés tehat, hogy mi a megoldasa Anxm,n < m
esetén az

Ax —y = 0; ||X]|2 — ¢ min (2.34)
optimumfeladatnak. Mivel ||[x]||]2=< x,x > konvex funkcional és A x -

-y = 0 linearis korlatozas, ezért a Lagrange-multiplikator szabdllyal
([40], p.150) szamitott x optimalis megoldas:

F=<x,x>+ <AAXx-y>=

=< X,X >+ < ATAx > - <Ay >, (2.35)
=2x + ATA= 0, (2.36)

X = -NATA, (2.37)

Ax-y =A(-"ATA)-y= 0, (2.38)
A= —2(AAT) 1y, (2.39)

x =AT(AAt) *y. (2-40)
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Ha tehat T > 6, akkor (2.32) vagy (2.33) minimalis normaju megoldasa

g=Jm@mIN 1[~]. (2.41)

Ha m < 6, vagyis a robot nem teszi lehet6vé a sebesség és a szogse-
besség egyidejli szabad megvéalasztasat, akkor két lehetéségiink van:

a)

b)

84

vm és um koordinatai kézul kivalasztunk annyit, amennyi dim q ,
és tekintjik (2.27) vagy (2.32) ezekhez tartoz6 egyenleteit, a tébbi
feltételt pedig figyelmen kivil hagyjuk. Példaul dim q = 2 esetén
valaszthatjuk a vx vagy vy értékére vonatkoz6 egyenleteket, ha px
és py fuggenek g\ és g2 értékétsl.

Valaszthatjuk azt a megoldast, amelyik minimalizalja az egyenlet
bal ésjobb oldala kulénbségének hibajat. Ekkor az a kérdés, hogy
Anxm > n > m jeléléssel mi a megoldasa az

[JAX - y||2 — ¢min (2.42)
feladatnak. Mivel ||JAx —y||2=< Ax —y, AXx -y > konvex funk-
cional, ezért ott, ahol a derivalt nullava valik, egy optimalis meg-

oldast kapunk:

F=<Ax -y, Ax -y >=
=< AX,Ax > -2 < AX,y > + <y,y >=
=< ATAX,Xx > -2 < ATy,x > + <y,y >, (243)
Fx = 2ATAX - 2ATy = 0, (2.44)

X= (ATA) 'aTy, (2.45)

tehat m <dim q esetén valaszthaté a

a=(MNIm)-1A[Aml. (2.46)



Ha m = 6 és Jm alakja

B ° (2.47)

ahol A és C 3 X 3 tipusu és invertalhato, akkor

= c¢-1BA1 C.1 ° (2-48)

és igy a 6 X 6 tipusG matrix invertdlasa helyett elegendd két 3 x 3
tipus matrixot invertalni, ami numerikus szempontbél egyszer(ibb és
gyorsabb; példaul

oy o0j2 al3 j Ay A2 A3l
0% a2 axm = . A2 AR AR, (249)
031 032 033 € ns nx s

Nn = <122033 — <123<132; ~12 = 023031 ~ 021033! A 13 = a21032 ~ <*220311

N2 = a13a32—anas3; A2 = aua3 - Oixasi; A3 = ai2a3i —auas2,
N3t = oJ2azB—oizaZ2 AR = aiza - ayaz; A= auax—0Oiza2l,
(2.50)

detA = ouAy + oi2Ai2+ a’Ais. (2.51)

2.2.1. Az inverz kinematikai feladat megoldasa
dckompozicioval

Ha m = 6, tovabbéa az utolsé6 harom csuklé rotaciés csuklo, és a
tengelyeik egy ponton mennek at, akkor az inverz kinematikai feladat
két haromszabadsagfoku részfeladatra bonthat6. Ekkor ugyanis (1.171)
szerint
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Tn,a=T8B,0 To,3- 1 T6.,£, (2.52)

ahol
mlL 0 0 O-
0 10 0 , .
To3-- TO3 o O 1 d4 ' 53)
.0 00 1.
-10 0 o-
_ 01 o o ) )
TO6*'E - (0]0] Ide TO6'E’ (2'54)
.0 0 0 1.

Ezért a kdvetkez6 algoritmus szerint jarhatunk el:

1. Adott a végberendezés b ve sebessége és Bu® szogsebessége.
2. A sebességet és a szOgsebességet atszamitjuk a Ke keretbe:

ele - Anksyf; eWE = AbEkBue- (2.55)

3. Meghatarozzuk a K6« keret origéjanak sebességét és szogsebes-
ségét (2.1) és (2.2) szerint a Ko := Ke és K? := A'6* valasztas
mellett, amikor is To,2 T&6. e-

6 v6. = Ae. NNV + Euxe X (-Ag.rgPe*n}, (2.56)

6*wW6. = A 6-REWR . (2.57)

4. Felhasznaljuk, hogy (2.13)—2.15) szerint 6 d, i = 0, i = 4,5,6,
ezért 636+ alakja a (2.47) szerinti:

6'J6* = B 2 . i258)



A csuklékoordinatakat

9i r 24
ga = 92 ; qga = 9% (2.59)
.93 Lie.

modon felbontva a kdvetkez6 részfeladatokat kell megoldani:

ga=A-16'v6., (2.60)
qfl = C -'f-B A'16*v6. + 6W } - (2.61)

2.1. Példa: A Stanford-robot Jacobi-matrixa

Tekintsiik a Stanford-kart (1.4. dbra) az Euler-kézcsukléval (1.21.
abra). Akkor (1.122)—1.124) és (1.150)—1.152) alapjan teljesil:

‘ce —sg 0 O"
_ Se C¢ 0 O /12 fi2-
T56- 0 0 1 0 ° (262)
.0 0 0 1

'C$Cg —C$Sg Sg 0
SoCg -S$Sg -Cs 0O

T<6= Sg Cg 0o 0 (263)
.0 0 0 1.

'C+CoCg—S+Sg —C+CgSg—S+Cg C4S5 0"

p SiCgCg+C+Sg —S+CgSg+ C~Cg S~Sg O 19 fiat
T3'6 - -S gCg SgSg Cg 0 ! (264)
0 0 0 1
0 -
T26= A3'6 5 , (2.65)
L oT i J
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h,6,x =
h,6,y =

C2(C4C6C6 —5456) —S2Ss5Cs,
SiiC.iCsCe —S1Ss) + CiSsCe, (2.66)

/1,6,r —S4CsCs + C 456,

m16,r = —C2(C4C5.56 + 54C6) + Si SsSq,
mis,y = —5r(C4(7556 + 54C6) —c 2SsSs, (2.67)
»Mii,6,7 = —S"C"Se + C4C6>

ni,6,* = C2C4SS + S2C3,

ni,6y = S2C4Se¢ —C2Cs, (2.68)
»167 = SaSs,

Pl,6,r = S.d3,

Pi,6y = —C:d3, (2.69)
Pi,6z = d3,

fo,6* = Ci[C2(C4C5C6- S4S6) - 5255C6] - Si(S4C5C6+ C4586),
/0,6y = S\[C2(CAC5C6 —5456) —5255C6] + Ci(S4CsC6 + C\S&),
los,r — —52(C4CBCO6 —s~se) — Cr*BCH, (2.70)
»P06* = Ci[—C2(C4C556 + SiCo) + —b5i(—54C656 + C4COH),
wo,6y = 5i[—C.(C\C3Se + 54Ce) + S2SsS6] + Ci(—S4CsSe + C4Ce),
»% 67 = 52(C4C556+ S4C6) + C2S55Q, (2.71)
no,6,* = Ci(C2C455+ S2Cs) —S1S48Ss,

n0,6j/ = Si(C2C4S5+ S2C5) + CiS4S5, (2.72)
»0,6* = —52C4Ss + C2C5,

Po,6,* = C\Sads - S.1d2,

Po,6y = SiSsds + Ci<f2, (2.73)
Po,6,7 = C.d3.

Innen kovetkezik (2.10)—2.19) és (2.26) felhasznalasaval:
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‘0
&l5= 0; %= 0 m (2.74)
1

&4 = 0; @@= C6 ; (2.75)

0
—SsCe
&3= 0; % = S556 ; (2.76)
C5
—SsCR
&2= SbS6 42= 0; (2.77)
C5
«M(CAC6CH6 — SNSq) S+CbCs + C 456
@i = —d3(C4C5S6 + S-jCe) ; + C4C6 ;
d3C455 _ _ S4.75
(2.78)

' -d 2[C2(CAC " 6-5 456)-S 2S5C6]+d 35 2(5 4C5(76+C456)
@lo= —d2[—C2CAC556+54C 6)+525556]+7352(“ 54C556+C4CE) :
—d"iCr"CArSbSAChb)daSASASA

(2.79)

—52(C4C6C6 —5456) —CaSsCe
nO = 52(C4C556 + 54C6) + CaSaSe ; (2.80)
—52C455 + C2Cs

6 _ redo &j &2 0 0 0]
6 [UYo @i O "3 @4 ®BI’ *2'81N
Vegyik észre, hogy a Jacobi-matrix jobb fels6 blokkja nulla, ezért
alkalmazhaté (2.60)—2.61).
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2.2. Példa: A parcialis sebességek és szogsebességek szamitasa
allé koordinatarendszerben

A (2.26)-(2.30) egyenletek szerint a parcialis sebességek és szdgse-
bességek atszamithatok az all6 Ko keretbe is. Masrészt (2.8) és (2.9)
szerint irhatd, hogy

Ao,m li— —/c,A0O —KiAo,|—k,_j —K,n0i,_i, (2.82)
AOm ™M—1" (1 ~"s)Ao,i—H»—1*h«|Ao,i-I(ti_i XPi—+m) -
= (1 ~ Ki)Ao,i-ik,_i + K.Ao.i-ifk.-j XPi_i,m) =

—(@ ~)n0,i—'d IPi—4my "I'mo,i-IPi-I,m,r}
(2.83)
vagy
Aom d, i —(1 K]|Ao,i-Itj_i  /J(Ao,i—1|_i) X (pom Po,i—) —
= (1 —/Ci)AQ,i_iki_i + k,(A0 ik,-_i) X (pom —Po,i-i) =
= (1 - /Ci)n0,i_I -I-/Cn0ii-1 X (po,m- Po,i-l).
(2.84)

2.3. Példa: A Jacobi-matrix szadmitdsa derékszdégl koordinatas
kar és Euler-kézcsukld esetén

Alkalmazzuk az 1.10. és az 1.15. példa eredményeit, tovabba a (2.82)-
(2.84) egyenleteket:

e
Ao,66do = Ao.oio = io= 0 |, (2.85)
0
.0
Ao/dj = Ao.ikj = 1 , (2.86)
0
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A 066(12 = Ao kr ~

A0,66"3 = A0.3"3 = K3 =

Aob66™ = A0,4k4 = A34k4=T134 =

Ao 66ts = Ao.sks = A3 5k6 = n3 5=

Ao0.6

64
36~

C4CsCes —
—C/~CNSe —s'4C6

C.Sb
o
o
[¢]

© 0©° . o0
© 0or oo

0
0
0

(0]

0

Euler(t?4,i?5,$9g)Tt

S4CsCs + C456
—S4CsSS + cacs S$Ss

Ay N6_

m-54-

O

C4Ss5

(2.87)
(2.88)
c4 | (2.89)
SASs (2.90)
C4Ss K
(2.92)
0 0 0"
0 0 o0
O O O
—SbCR Sq O
S$Se Ce O
Cb 0 1.
(2.93)
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2.4. Példa: A gyorsulas és szoggyorsulas szamitasa a Jacobi-
métrix felhasznalasaval

Jeldlje vessz6 (/) az elemenkénti id6 szerinti derivalast. Legyen a
Jacobi-matrix alakja:

[mr) rA-1@v
= -« . L A>
“m A06 Im,
Mivel
V = °t>xio + °ryjo + °t;2ko = mvtim + mw,jm + mv,km, (2.95)
a= tio+ °vyj0+ °vtk0=

+ mWyjm+ mvzkm + mvxim+ mvyj'm+ mv,k!m =

mvxim + mvyj m+ mvikm+ mum x mvm, (2.96)

ezért (2.94) jeloléseivel kdvetkezik, hogy

(M — %2+ Fmi = r2m-4J,r or/ > /2 914
Leém NT4+ Tra
[maml _ [ffliimg + X g + (mfmg )xr« mq) _

mr mq + mC ¢

=mJmg+ \mnm+ {mZ q) X TNT q, (2.98)

vagy példaul (B.19) felhasznalasaval:

m«em  _ AQ«{X g +°«TU} 19 QQ
ImJ"[AO,H°rmg+0Cq}J- A
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2.5. Példa: A gyorsulas és széggyorsulas szamitasa derékszogil
koordinatas kar és Euler-kézcsukld esetén

A 2.3. és 2.4. példa eredményei alapjan irhato:

. 0 O 00 o -
01 0 00 0
°abl 00 1 0 O 0
°c6J“ 00 O 0 -s4 C4S5 g+
00 O O c4 S4s6
.00 0 1 0 cs5 .
m 0 0 0 0 O 0
0 00 O 0 0
0 00 O 0 0
0 00 0 €494 —SSg4+C4sags g’
0 0 0 0 —S494 C45504+ 54C505
.0 00 O 0 -S 505
(2.100)
6a6 _
C.A4C5C6- S4S6 S\C$Cg+ C456 —SsCe 0 0 O
-c 4c556 - 54c6 —SiCPSg+ c4c6 s5S6 0 0O
_ c4ss S4Ss Cs 0 00
" 0 0 0 -S5C6 £ 0 g+
0 0 0 SASs  Ce 0
0 0 0 Cb 0 1.
m 000 0 0 0-
0 0 O 0 0
0 0 O 0 0 0 . t2inn
+ 0 0 0 -Ch5C6gg5+ SbS6e C606 0 4 1 J
0 00 CdSgdst SsCége —Seq6 0
0O 0 O -s 505 0 0.
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2.2.2. A sebesség- és a gyorsulasalgoritmus

A robot mozgasat el@irhatjuk a végberendezés mozgasa révén. En-
nek soran megadhatjuk a végberendezés referenciapontjanak (példaul
a szerszamkozéppontnak = TCP) kivant

ii) sebességét és szdgsebességét (sebességalgoritmus),

iii) gyorsulasat és szoggyorsulasat (gyorsulasalgoritmus).

Pozicidalgoritmus esetén a csuklokoordinatakat (q) az inverz
geometriai feladat megoldasaval hatarozhatjuk meg (lasd 1 fejezet).

Sebességalgoritmus esetén a csuklékoordinatak derivaltjait (q) az
inverz kinematikai feladat megoldasaval hatarozhatjuk meg lasd [(2.33),
(2.41), (2.46) egyenletek].

Gyorsuladsalgoritmus esetén a csukl6koordinatdk masodik deri-

valtjat (q) az
@mi=Jmq+"7giq (2.102)

egyenlet megoldasaként szamithatjuk:

2103>

A dJm/dt tag alakjat az all6 KO és a mozgé Km koordinatarendszer-
ben az (2.97) és (2.98) egyenletben részletesen kifejtettiik. Vegyuk észre,
hogy mozg6 koordinatarendszerben dJm/dt nem kaphaté meg egysze-
riien a méatrix elemeinek idészerinti derivalasaval.

A Jacobi-matrix inverze m —6 esetén viszonylag egyszer(ien sza-
mithatd (2.48)-(2.51) alapjan, ha az utolsé harom csuklé rotacios, és a
tengelyeik egy ponton mennek at. Ehhez szilkség lehet a (2.56)-(2.57)
szamitasok elvégzésére, valamint gyorsulasalgoritmus esetén a ke-
ret origéja gyorsulasanak és szdggyorsulasanak meghatarozasara is:
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6%26* = AR6.itfce, (2.104)

6a6*= AG~E JBAE + Ece X (-Ag."pg. £)+

+ eue X [Ewie X (-AQ.l£p6.,£)]]. (2.105)

Ha a szabalyozasi algoritmus igényli a palya v,a, W, ¢ kinematikai
mennyiségeit, de a palyat poziciéalgoritmussal példaul a p(<) pozicié
és a if(t),6(t),xp(t) Euler-szégek analitikus megtervezésével hataroz-
tuk meg, akkor ezek ismeretében tekinthet6 egy fiktiv TTIT1RR1R1
robot, amelynek ugyanazok lesznek a kinematikai mennyiségei mint a
végberendezésnek. A fiktiv robot kinematikai mennyiségei szamithatdk
a 2.3. és 2.5. példa alapjan.

23. AKINEMATIKAI MENNYISEGEK
REKURZIV SZAMITASA

Az a célunk, hogy olyan rekurziv dsszefiiggéseket vezessiink le a kine-
matikai mennyiségek szamitasara, amelyek segitségével a robotok k-
Ionféle iranyitasi algoritmusaihoz a meghajtényomaték (r) és a robot
csuklékoordinatai (q) kozotti dsszefliggés

r=Hq+h (2.106)
alakban kaphaté meg. Ekkor ugyanis lehetségessé valik q kifejezése
q=H-1(t —h) (2.107)

alakban, ami kulcsfontossagu lesz tobb iranyitasi algoritmus esetén is.
Ezért a kinematikai mennyiségeket Vukobratovichoz és Potkonjakhoz
hasonléan ([24], p.43)

<> = r,q, (2.108)
.= [?.Q, (2.109)
‘«i = r,q + *i, (2.110)
*a, = «,q + e< (2.111)
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alakban keressik, mert ez tamogatni fogja r felbontasat a (2.106) alak-
ban. A feladat ezért M), ®,-,fii,&i meghataibzaea el6retarté rekurzio-
val. Alkalmazzuk a derivalasi szabalyt mozgé koordinatarendszerben,
akkor (B.27) - (B.32) szerint teljesul:

Pi-i,i=(1- +Mi-id x Pi-i.i © (2.112)
Pi_i,i = “f- X (2.113)
U, = -, 1+ -w,_iX + d,_igt, (2.114)
Lla, = *la,-i + '_le,-i x p,_i,, + X (,-lu>i_i x Pi_lit)+
Id,_ig{+ M .-ii, X + 2, 1Wi_i x d.-ijj,

(2.115)
AW = - fw,--l + Kiti-iqi, (2.116)
L1CG = ,-le, x+ ' 1wy X M i-ifi + K.t.-i?,. (2.117)

Alkalmazzuk a (2.8) és (2.9) Osszefiiggéseket, akkor a (2.114)—2.117)
egyenletek a kovetkez§ alakra hozhatok:

'usi =AT 1l 'u>,-i -f *ti_i5i, (2.118)
‘e.=A"11 + 't,_i5i.-f'u x *t,-_iqit (2.119)
v, =A“Di("_1v,_ 1+ X pi_lit)-f'dj.ifi, (2.120)
‘a, =Ai_\,{ +, 1Ci_i x Pi-i,i+

+ ,-1W,_i X (,_1Wi_i X Pi_I,)}+

+ *d,_igi + X *d,_i9i+

+ 2(A" 1/ -1wi_i) x *di_xg, =

=ATNN,_1a-1 + ,-le»-i xP.-1..+

+ X (,-1uf_i x PI_M)}+
+2e'udx 'di_i9, —'t, i9 x 1d, i4i + *dj_ig,~. (2.121)

A (2.118)—2.121) egyenletekbdl kdzvetleniil leolvashatok a M), J7-,
0i meghatarozasara szolgalo rekurziv képletek. Alljon ugyanis I, és fii
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és fiij oszlopokbdl, j — akkor (2.108)—2.111) szerint

UJ=AT N ~-n. >= 1..»- 1 (2122)
N, =*<% 1, (2.123)
=A-_1/'- ux 1+ /c/ti-w,, (2.124)
S A NiN* - + *i*wi * (2.125)
Hij =A, i ,(1|-1j + N -0, *Pi-i.i), (2.126)
«M =4-1, (2.127)

®« =AJ_1.,{0,_ 1+, 1 xp,_II+,-1w, ix(* IWj_iXxp*—*)}t
+2 'wi x'd,_igi - Ki't.-igi x
(2.128)
24. A KINEMATIKAI MENNYISEGEK

DIREKT SZAMITASA

A direkt (nem rekurziv, parhuzamos feldolgozasra is alkalmas) sza-
mitas alapja lehet a (2.22)-(2.25) egyenlet. Mivel (2.23) alapjan

% -i =TI+iiAj-iTi-i* (2.129)
ezért K <j esetén
9 'P-- =0. (2.130)
ogk
Legyen K > j, akkor
d'Al_ xa T
+TjlL.Aj. I- £~ (2.131)
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ahonnan kovetkezik (2.22) felhasznalasaval, hogy

[fi —Xjfk—iX]  ffk—  —29 *j—IX 1 k—1X'dj_1
~ 0 0

I( t.]lHG( i DX 4j_1x dt_i 0 *tjk— x w;_lj, mma

A -V . x V b (2133)

AjAtH x'dM -V .x'dH . (2.134)

Végil felhasznélva a (2.24)-(2.25), (2.98), (2.133)—2.134) egyenleteket
a kovetkezd eredményekhez jutunk:

= (2135)
)=1
t
y = (2.136)
J=i
U =£ 4 , + E [E 4*-1<) x Vii». (2137)
=1 j=2\*=1 /
t t t
4 = _ x (‘dj-iij +2 $3 ‘d*-i9t)-
j=i - =
(2.138)
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2.6. Példa: A kinemtaikai mennyiségek szamitasa kétszabad-
sagfoku kar esetén

Tekintslik a 2.3. abra szerinti kétszabadsagfoku robotot.

A szamitasokat tdbb modszerrel is elvégezziik.
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1. modszer (szamitads all6 koordinatarendszerben)

'ci =S\ 0 NIC\
__5i ci 0 NS\
0>1~ 0 0 1 0 ’
.0 O 0 1

"c2 ~S2 o l2C2~

_ 52 C2 0 12S2 i2 ngx
Ti,2- 0O 0 1 0 ’ (2139)

.0 0 0 1

"Cl2 —siz2 o 12C12 “-I1C1"
rp _ Si2 Cu2 0 /2Si2 + /i5, /9 1My
T°,2- 0 0 1 0 (2140)

.0 0 0 1

Alkalmazzuk a (2.82)-(2.83) egyenleteket:

.0
Ao.jto = 0 , (2.141)
1
-hSi
Ao0,iJdo = ko X po,i = hC\ , (2.142)
0
0
Ao2lo— 0 , (2.143)
1
-12S12 —hSi
A 0,22d0 =/2Ci2 + /iCi , (2.144)
0
)
AO02ti= 0 , (2.145)
1

100



Ci —Si —2S12

A.0,22di = — 5, hS? + Ci [2C2= [2C12 (2.146)
°J [ 0J [ O
hSi~\ r-hSi2~hSi -12812'
NC\ hCi2 + hCi 12C12
°j = S e "j>= U 6 <2'm >
0 0 0
1 J L 1 1
Alkalmazzuk a (2.97) egyenletet:
—/1S1 -/liCi9i -lidiul —hCiq]
°ai = INC\ 91+ -liSiqi qi= hCigi —I\Siq\ , (2.148)
0 j L o ] L o
mo '
od = 0o , (2.149)
91.
-hSi2-I\Si  -12S12 r—-m
a2 = hCl2+ hCi /2C12 -1+
[ O 0 1]

-bCi2(9i + 92) - /1C191 -/2"12(91 + 92) T '
+ ~hSiz2(qi + 92) —hSiqgi -/2s12(91 + 92) -1 =
0 0 L92J

—(/2-512 + /1-51)91 —/2-51292 —(/2CI2 + /IC )9 |—2/2/~r129192 —/2C 1292
= (/2Ci2+ /ICI)9I+/2Ci292 —/2512 + [I") 9| —2/25129192~/2-51292

0
(2.150)
0
°C2 = 0 . (2.151)
.91 + 92.
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2. mddszer (rekurziv szamitas)
Alkalmazzuk a (2.10)—2.15) és a (2.121)—+2.127) egyenleteket:

0] I -CihSi +silici 10"
Ito= 0 , o= -{-Si)hSi+Cil\Ci = [/, , (2152
1J 0 J [o
an= 4, 2="h , (2.153)
] [0
°1 fol ro
A= 0,wl= 0 , #1=0 ‘e, = 0 , (2154
A Ul Ul,
.0
fii= h (2.155)
0
om=2 o x aFt- "&x g™ —
,9i. .O0. 9. .O
O -1 0] roj r-/19M r—i9i
= 10 0 1 /19?2= 0 _,4 = [i?2i ,(2.156)
O 0 ij L°J Lo J o)
v [0 | ro
A= 00, — 0 ,#2-0 22— o0
1 1j Lo1 + 92J [gi +92.
(2.157)
"C2 52 0] To] Io] M 2]
fi2l= 2 cbz T i i +0O X 1232 .1 =
i Jo[o] [} L i
c2 2 0 —12s2 li$2
= —82 C2 0 [/i+/[2C2 = 2+ /1C2 i (2.158)

O 0 |Ij oJ [ o
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01 r IxS2 0'

A22— h i "2 = h+hCi 12 , (2.159)
0] [ O @)
C2 sj 0 / —Higi ] 0 [2C2 n

02= -52 C20\ 0 + 0 x( 0 x »s2 )H

00 1jy 0 KW uwin L0

O ] o1l o1 o'
+2 0 X 22 — O X 1202 —
.91+ 92. 0] .92. 0]

C2 S2 0 —i9% —hC2q\  —201 + 9)/292+ /2P
= —S2 C2o0 —/ 27 29i + 0 =
@) O IjL o] J [ o]

—(h + hC2)q\ - 2/29i92- 120\
= h'S 2q\ (2.160)
0]

\S2gi —(/2+ hC2)<i —2/29i92 —I2q2
2a2 = (/2+ hC2)q\ + 1292+ 1iS2qj . (2.161)
0

Tisztan geometriai megfontolasok alapjan is kdvetkezik a 2.3. 4brabdl,
hogy a tdmegkozéppontok sebessége és gyorsulasa:

01 r~icigi
‘Vei= fcl 9. Vi= feili . (2.162)
0 [ o
/iS2 Olr
2V = lc2 + hC2 |C2 a y (2163)
0 0 L92J

hS2(i —1c2+ liC2)<ii —2/c29i92 + /297
2aQ = (fc2 + F1C2)Gi + fe292 + fi*A20i . (2.164)
0
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3. mbédszer (direkt szamitas)
Alkalmazzuk a (2.10)-(2.15) és a (2.135)-(2.138) egyenleteket:

.0
2t0= 0 , (2.165)
1
—Ciz2(h$iz + /iSi)+,Siz2(/2Ci2+ liCi) hs2
2do = Si2(hSi2 + liSi)+Ci2l2Ci2 + NC\) = I[2+ N\C2 i
0 J 0
(2.166)
. °1 . r
lwi = 0 qi, 1€1= 0 qu (2.167)
1] L1.
°1 re1 roil —
Jai = /i gi+ 0 qgi x Ix qi = hqi , (2.168)
0j L1] L°J 0
'0 0]
22= 00 a1, (2.169)
1 1j +92J
"0 0] .. o] roj ro o] T.
2c2 = 00 qi + 0?2x 0 2= OO 91, (2.170)
1 1j 1924 [1j [i] [r 1y 1924
liS2 0 r. 0 | /i52 0 \
2a2= /2+ I\C2 h + 0 j[x 1 I2+ liC2 ?i+2_ [2 42>+
I 7 [ BT A
01 rO
+ 0 g2X 12 gg—
ij Le.
NS2'q - (h + hC2q\ - 2/2gi(j2- 12q\
— (h + hC2qi + hq2—hS2qj . (2.171)
0
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2.5. STATIKUS EROK ES NYOMATEKOK
TRANSZFORMALASA

Tekintslink egy targyat a hozza rogzitett K\ és Ki koordinatarend-
szerekkel. Legyen adott a K\ orig6jaban a targyra hato fi eré és T\
nyomaték. Megvizsgaljuk, hogy helyettesitheté-e a Ki origéjaban haté
er6 és nyomaték a K2 orig6jaba képzelt > erével és T2 nyomatékkai
ugy, hogy a targyra kifejtett hatas ugyanaz legyen (2.4. abra).

A feladat megoldasara a vitualis munka elvét ([40], p. 628) fogjuk al-
kalmazni. Olyan er6t és nyomatékot keresiink, hogy ekvivalens differen-
cidlis virtualis elmozdulasok esetén a virtudlis munkak (6W) egyenlék
legyenek. Legyen

t->=[5 ? ; 2] Qi72>
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akkor a (2.3) szerinti ekvivalens differencidlis mozgas esetén

T. i2dp Ti ti dip

rom (p X1HT 1

mT (p Xm)T
fzIT nT (P xn)T [di(d/)] .
r2X0T T [tid<p\' {2173)
oT wr
. 0T nT
amibdl kdvetkezik, hogy
i 1 m n 0O 0 0 1 fi _
r2 pxlpxmpxnlmn Ti
roir ol 1
mT oT
(125 N b R 174
(pxm)T mT
.(pxn)T nT.

Vegyik észre, hogy mast jelent

i) egy er6t helyben hagyni és komponenseit kiilonb6z6 koordina-
tarendszerekben felirni,

ii) egy er6t egy masik koordinatarendszerbe athelyezni, és kompo-
nenseit az Uj koordinatarendszerben kifejezni.

Példaul (2.174)-hez lgy is eljuthattunk volna, hogy a K: keret orig6ja-
ban felvettiink volna egy +fi —fi = 0 er6t. Akkor a AVbeli -ffi adott
volna egy éathelyezett er6t, mig a AVbeli +fi és a AVbeli —fi er6péar
megnovelte volna a nyomatékot Ti + fi x p értékre. Valéban, (2.174)
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nem mas, mint az fi er6 és T\ + fi x p nyomaték felirva a K2 keret
béazisaban.

A virtualis munka elvével levezethetjik a Km keretben haté statikus
fm erével és r m nyomatékkai ekvivalens r csukldnyomatékokat (transz-
laciés csuklok esetén erdket) is:

rf 1T
6W = TT6q= o Im<s (2.175)

=Nl (2.176)

Itt IJm,fm,Tm elemeit (koordinatait) ugyanabban a koordinatarend-
szerben kell behelyettesiteni (példaul az all6 Ko vagy a mozgé Km
keretben).
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3. A ROBOT DINAMIKUS MODELLJE

A robot egy bonyolult nemlinearis rendszer, ezért dinamikus modellje
is komplikalt. A dinamikus modell felallitasdhoz a mechanika szokasos
maodszerei johetnek szamitasba:

- Newton-Euler-modszer, amely a Newton-axi6makon és a perdi-
lettételen alapul [40] (a robotikdban elterjedt ennek Luh-Walker-
Paul-féle valtozata [42]),

- Lagrange-féle masodfaju egyenletek, amelyek a robot kinetikus és
potencidlis energiajan alapulnak([40], p. 640),

- Appel-egyenletek, amelyek alapja a robot "gyorsulas” energiaja
(a Gibbs-fuggvény; [24], p. 128),

- Renaud mddszere [43], amely az i-edik szegmenst és az azt ko-
vet§ szegmenseket egy fiktiv testtel helyettesiti. A fiktiv test az
i-edik szegmensbdl és a rakovetkez6 szegmenseknek a A j+1 keret
orig6jaba koncentralt ered6 tomegébdl all. A médszer a tovab-
biakban a 0,1,2-rendi momentumokat és lényegében a Newton-
Euler-mdédszert hasznalja.

Ebben afejezetben a Lagrange-egyenletbdl indulunk ki, de atalakitasok
utadn az Appel-egyenlettel ekvivalens eredményekhez jutunk. Nem hasz-
naljuk a Newton-Euler-médszert, mert iranyitastechnikai szempontbol
nincs szikség a reakciéer6kre, masrészt szilkség van az iranyitasi algo-
ritmusban a meghajtonyomaték (r) felbontasara (H,h), melyet ez a
moédszer kdzvetlentl nem szolgaltat.
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3.1. A TEHETETLENSEGI NYOMATEK
ES TRANSZFORMACIOJA

Tekintsiik a [ox]Ttfx] kifejezést:

0 oBr -0yl 0 -Br BY
[?X]T[t>x] = -6z 0] BX Br 0 -Bx =
BY - BX o JLHYV sx 0
el + B] ~BXBY ~BXBT'
= -Bxsy el+el -Byr = (31)
. ~BXBI  ~BYBTI Bl + BR.

Legyen q az U szegmens tetszdleges pontja, akkor Kx=—f g x @gx x)dm
a szegmens tehetetlenségi tenzora (linearis transzformacioja), melynek
pozitiv definit matrixa:

, Kx -Kty - KxlI
K = [ox}T[o*]dm = -Kty Kv -Kyr . (3.2)
a |- K* ~Kv- K*

Legyen gc a szegmens témegkézéppontja és m a tdmege, azaz

mQc = J Rdm. (3.3)
a

Legyen Kc egy derékszégl koordinatarendszer, amelynek origéja a to-
megkdzéppontban van, és legyen K a szegmenshez rogzitett tetszéleges
koordinatarendszer (3.1. abra).

Legyen

A =A k,kC,
Q=Ar+tfo (3.4)

akkor

-o0X(eXX)=-0 <B*>+Xx<e 0>=



3.1. abra

A tehetetlenségi nyomaték transzformécidja
= -(Ar + Qc) < Ar + ec,x > +xX < Ar + fft, Ar + @t >=
=-Ar<Ar,x>-Ar<gqgex > -qc< Ar,x > - qc< qc,x > +
+ X< Ar, Ar > +2x < Ar, @ > +X < qc,qc>=
= -Ar <r, ATx > -Qc < Pc,X> +AATX <r,ATAr > +

+ X< Qc,Qc > + eom=
= A(-r <r,ATx > +ATX<r,r >)- Q< QcX > +

+ X< Oc,0c> + m=
= Aj—F x [rx (ATx)]] - Oc < BGX > +X < QcQc > + mes =
= A[rx]T[rx]ATx - [Qc0Qc]x + QcX + eee, (3.5)
ahol a ki nem részletezett tagok integralasnal nullat adnak, mivel
rc=J rdm= 0. (3.6)

a

Ezért (3.5) integralasaval a tehetetlenségi nyomaték aldbbi transzfor-
malasi szabalyahoz jutunk:

K = AaikcKcA£/1c- m[Qc 0Qc] + To]l. (3.7)
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Itt a Kc keret orig6ja a tdmegkdzéppont, de Xc, yc,zc nem sziikségkép-
pen a féiranyok. A képlet természetesen f6tengelyek esetén is igaz.

3.1. Példa: Két merev test eredd tehetetlenségi matrixa

Alkalmazzuk a (3.7) egyenletet dsszetett rendszerekre (3.2. abra).

3.2, 4bra

Két merev test eredd tehetetlenségi matrixa

A két merev test tehetetlenségi paraméterei legyenek mi,0e,K ci,
illetve m2,Bc2,Kc2- A tehetetlenségi matrixok a tdmegkdzéppontok-
ban felvett (példaul a féiranyokkal egybeesd) koordinatarendszerekben

111



adottak. A K keret példaul a Denavit-Hartenberg-alakban szerepld ko-
ordinatarendszer. A tomegkozéppontok koordinatai a K keretben adot-
tak. A két komponens lehet példaul az[m]szegmens és a teher. A két
komponenst helyettesitse az ered6 m, gCK C A Kc és K keret tenge-
lyei legyenek parhuzamosak. Alkalmazzuk a (3.7) egyenletet Kc\
és Kc , illetve Kei és Kc keretek kozott, akkor a pontozott vonallal
berajzolt gcl - qc, illetve g2 —gc vektorokkal és AK Kc, = K ¢,Kcl,
illetve Ak k@ = Ajfe/fa figyelembevételével az aldbbi eredményhez
jutunk: ~

m=my +m2,

<NQel + ™20c2
Qe — mi + m2
Kc= Ak xclKclaJ Kei - mjtea - Ee)°(i>ei - po)]+
+ "1jIIPd - pc|t2 + A KKSK 2A'k , K3~

m 2[(Qc2 - Qc) O{Qe2 - Pe)] + m2||pc2 - E»r|2I- (3.8)

3.2. A LAGRANGE-FELE MASODFAJU EGYENLETEK

A robot mozgasegyenletei a csuklovaltozék és derivaltjaik (q, q,q),
valamint a meghajtdnyomatékok (transzlaciés csuklok esetén erdkjr)
k6zott teremtenek kapcsolatot. A robotok iranyitasanal a mozgasegyen-
letek el6nyds alakja:

H(q)g + h(q,q) = r. (3.9)

Csak olyan modszerekkel foglalkozunk, melyek H és h meghatarozasat
is lehetévé teszik. Egy ilyen médszer alapjat képezhetik a Lagrange-féle
masodfaju egyenletek is:

K kinetikus energia,
P potencidlis energia,

L —K —P Lagrange-figgvény,
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d
at

dL dL .
X[-T.-.="0MN; i=1,....m (3.10)
oqr  0qi

A tovabbiakban egy rekurziv és egy direkt mddszert ismertetiink H(q)
és h(q,q) meghatarozasara. Ezek a mennyiségek fiiggenek a szegmen-
sek (és meghajtomotorok) geometriai (Denavit-Hartenberg) és inercia-
lis (tdmeg, tdmegkoézéppont, tehetetlenségi matrix) paramétereitdl is. A
rekurziv médszernél H és h szeparalt meghatarozasa azaltal lesz lehet-
séges, hogy a kinematikai mennyiségeket [24]-hez hasonléan fi, 0, I',®
modon paramétereztik.

3.3. A MOZGASEGYENLETEK REKURZIV
SZAMITASA
3.3.1. A kinetikus energia hatasa

Legyen q, az [T] merev test egy tetsz6leges pontja, akkor

G
130, ¥ . (3.11)
[ . 4
—lréAI,---iQsiQs)) (3.12)
. or, . 6r, _ Or, (3.13)
T~ dt -~ dqgj 41’ dqj dqg;’
(3.14)
dK f Gy i. Or,
(zc—Sy'.%wa- | (3.15)
¥ 4 n
R B A (3.16)
= > + . .
dt ﬁqi {fi dqi ) 8g.gty ryam,
-'0
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A= - <317)
" B *H L

Mivel a méasodrend( vegyes parcialis derivaltakban a derivalas sor-
rendje felcserélhet6, ezért

dOK 3K . or, ) /010.

*_.0

Egy elemi pont kinetikus energiajanak hatasa

Mivel <a0,b0>=< Ao”*a”Ao0.jb, >=<a,,Ao ,A0,b, >=<a,,b, >,
ezért a skalarszorzat (3.18)-ban vehetd a megfelel§ kinematikai mennyi-
ségek kozott a K, keretben is.

Legyen g, az L)) merev test egy pontja, és jeldlje az [s] szegmenshez
rogzitett keret origéjanak kinematikai mennyiségeit 'v1 ,,'v,,’c, és’a,.
Atmenetileg felfiiggesztjik az s index kiirdsat. Akkor (2.108)—2.111),
(B.25) és (B.26) alapjan irhato, hogy

= (319)
i=1

x-Miijqj, (3.20)
j=i

e=Ty+ P, (3.21)

a=ttg+6>, (3.22)

ve=V+u Xg, (3.23)

ae=a+ex g+ WX XQ), (3-24)

<_i._’ir .- dve

agi ~ 0 %de 7T
=< a+6 X Q+wx (n xQg),N-+T)xp>. (325
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irjuk fel a (3.25) egyenletbdl keletkez6 tagokat a szegmens tomegével
és tehetetlenségi nyomatékaval kénnyen kapcsolatba hozhat6 alakban:

< a, > valtozatlan, (3.26)

<ex B, {xB> =< B X«Qx rt>=< [t»x]T[px]e, I, >, (3.27)

< bl X (w XB),Tj X€>= - < (e XUl) X bl, BX-[->—
=-< ([e x]T[i»x]u,) xu,,r. >, (3.28)
< cxB,fii > valtozatlan, (3.29)
<« X (bl X £3),i7 > valtozatlan, (3.30)

<a M Xo>=aml xqg)=L mgxa) =-<a xa,l{>. (331

Egy szegmens kinetikus energiajanak hatasa

Vegyik figyelembe a (3.26)—3.31), (3.2), (3.3), (3.18) és (3.25) egyen-
leteket, akkor az integralas elvégzése és rendezés utan egy szegmens
kinetikus energidjanak az alabbi hatasahoz jutunk a mozgasegyenle-
tekben:

/ . dv .
<it, —I >dm = < ma+ ([ex] + [wx][ux])mgc,fii > +

oqi
+ < Ke —(Ku) x u—a x mfic,IN) > . (3.32)

Specidlisan, ha a K keretet eltoljuk a qc tdtmegkozéppontba, ugy, hogy
a tengelyek iranya ne valtozzék meg, akkor az

nca =fii+J/1 xBge, i=1 , (3 . 3 3 )

0, =0 +1i xft+wx(wx ec), (3.34)
ac= /7cq + O c, (3.35)
Kr= AK,KcKcAKe (3.36)

jeloléssel kovetkezik, hogy

d .
! <ir,, LN dm=<m&e,fici>+ <Kc€-(K*w) xw, r{>. (3.37)
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A szegmensek kinetikus energiajanak hatasa

A (3.18) és (3.37) egyenlet alapjan

m » m
Y I <#%>-jf~>dm - m*'acfic.i >+
+ <Kr/c. - (Kr.'nl.) X r, >} (3.38)
teljestl, ahonnan kovetkezik az fic,ti = ,; = 0, i > s jeloléssel a

(3.9) alak két komponense:

m

HK=£ { J +r/Ka.-T,}, (3-39)
#=1
m

hk = AT{N?>.0¢ + L T[KG®, -(Kc/w.) x (3.40)

»=i

3.3.2. A potencialis energia hatasa

A szegmensek potencialis energigja:
m ,r r 1

P= To' e 1 (3 41)

*
j=i LJ
ahol g a nehézségi gyorsulds a Ko keretben kifejezve.

A Lagrange-egyenletben a potencialis energia hatasa:

)1 ') w [

m -iT r -
=-5>. i =

H=*

m r 4T r A
=-£>, o To.i-iA-iT,-!,, °1° =

> J L J



-[gT O]TO-iA _i]C fA<"I*mi?m<m,P,"T,] = npi-
4

(3.42)
Ha a csukldtengely t*_i = k«_i, akkor
i) rotacios csukl6 esetén:
m-1 00
-(gT 0]To,,,1 J J o O =[-8 -g-lo.i-1, 0. 0].
0O 0 0 O
(3.43)

ii) transzlaciés csukld esetén:

-0 0 00
~[gT 0]Te_i J ° 0 1 =[0.0,0-g-no.i-1, (3.44)
.0 0 0 O

Hasznaljuk ki, hogy (3.43) és (3.44) csak Ao,«-i-t6l figg, ahol Ao,< =
= Ao.i-iAj-i™ és legyen

Gj = -[gTO]TQ,_iA -i, (3.45)
m
tm»Oct + m,Pi-i,»}, (3.46)
(=
m
M*=7r2 T, (3.47)
1=

akkor



Mi = Mi+i + mi, (3.48)

m
ri = {A»-i,tAMrn»£« +m) (Al liipiild +Pi-i,i)} +
»=i+i
4°A, | iTTiCd *h ¥ —
= A-_1B(p~+1+ miQci) + MiPi-1, (3.49)
hpi = G f. . (3.50)

3.3.3. A rekurziv szamitdsok sorrendje

A (3.9) alaki mozgasegyenletekben
H=HI/f pozitiv definit, (3.51)
h~h/c + hp. (3.52)

Mivel Hk és hx egy dsszeg, ezért (el6re vagy hatra tartd) rekurzioval
szamithat6. Ajanlott kihasznalni, hogy H szimmetrikus, és m2 helyett
elég m(m + 1)/2 elemét kiszamitani. Lényeges egyszer(isitést jelent az
is, hogy fics és ' utols6 m —s oszlopa nullvektor. A G f vektor el6re
tartd, mig T{ és Mi hatra tarté rekurziéval szamithaté. A kinematikai
mennyiségeket (.. 0, , el6zbleg el6re tartd rekurzioval meg kell
hatarozni.

Eredményiinket értékelve megallapithatjuk, hogy H és h/c alakja
megegyezik Vukobratovic és Potkonjak Appel-egyenletekbdl kapott
eredményével ([44], pp.33-38).

Ha csak r, meghatarozasa a cél (példaul RMAC iranyitas), akkor
a (3.37) egyenleten alapuld, kevesebb szamitast igényl6 alakot hasz-
nalhatjuk. Ne felejtsiik azonban el, hogy ha az irdnyitashoz H és h*
ismerete sziikséges, akkor ezzel az egyszerisitéssel nem élhetiink.



34. A MOZGASEGYENLETEK DIREKT
(NEMREKURZIV) SZAMITASA

irjuk fel a Lagrange-fliggvényt és a Lagrange-egyenletben szerepl6
derivaltakat:

-1 wu
Ne *» & < [*].m . TN [*e]»}.
*=1 B J=1 '
(3.53)
dL  ~ v i AATo,j. Q OT0, Q , S
56 =E E ] < -" -« I .-S - i > * A 354>
1;_ 1B
ddL _ VA~ /r dTO0} . ].q,j dTp , lq,
dtdqgi ~ frifr"J3 ' dqg, 4] 1 &1 dg{ 1 &1
1J1B
-IS,, 62T 0i, 1 [9,] <9T0,, g, "
, , 6To, . € 02To,». e, _ij N occ\
+ E < i -6 a 91 i >} ' (355)
dL _ VAN Ay f dTp, . gt d2tao, . Q .,

U Im«.»«*'| m]

15<[*]-Ne]>- B

Figyelembe véve, hogy a vegyes masodrend( parcialis derivaltakban a
derivalas sorrendje felcserélhetd, ezért (3.55), (3.56) és (3.10) alapjan
a Lagrange-egyenlet alakja:

, 6To,j 93 dTpa gs .
III <r 9 ir[idAr[rI> "4+
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_£<[*]_/\ M>-

W L I<Sfe[i]N?]>+fc-
E Mjl’ fITq<Le;ih>_

= Y1DOI>+]£ £ +D'> (3.57)
i=i i=i*=i

ahol a bevezetett paraméterek fizikai jelentése:

Da effektiv inercia,

Dij csatol6 inercia; i/ j,

Dijj centripetalis hatas,

Dijk Coriolis-hatas; j / i,

Di gravitaciés tér hatasa. (3.58)

Részletezzilk az egyes tagokat és kdzben alkalmazzuk a (2.21)—2.22),
(2.131)—2.132) egyenletekbdl kdvetkezd alabbi 0sszefliggéseket:

fOM _ fA° ([*£_!x] *dj-i) < 3 501
dgj -~ 0T 0 ' J ~ 8%(3-59)
62T il AOi([*t, i x][*tt_! x] X *djt—) Ce
0 J' Lty
(3.60)

A mozgasegyenletekben szereplé Dij,Dijk, Di tagok a parciélis szogse-
bességekkel és sebességekkel kifejezett alakja a kovetkez6:
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A f.3T0il \e,] dTo, U .l

D>~ _ . K >im~
i=m ax{i,j}y]
m B
= AN NAoL( tj_i xpi +
i=max{ij }yj
AO,('t,_i Xg, + M<_1)> dm =
m
=y / +xdj_i,*ti_1X(?, +*d,_i> dm =
»=ma*{ij'}[7]
m
= 51 3 {<[eX]T[eX]'tj _1)'tl 1>+ <*d; _IIMi_1> -
«=max{i,>}[7]
- <es,'t;_AIx*dli+ *t,_i X*dj_i>}dm =
m
= Y {(K.'tj-O-"tM +m .'dj.r'dM -
a=max{»‘j }
- m,gc, = x'di_! + *t, I x*dj_1i)},
(3.61)
Dij = Dji (elég képezni: Aj, i<j), (3.62)
> i ., 02To,, dj 6To, i /0 M
ox M dgjdgk . 1. O 1 >dm’ (363)
Ajk = AKj (elég képezni : A jk, j < *> (3.64)
m
Ajk = 57 /o< *tj_ o x (*tt_i xe, +*tj_| x*d*_i,
S5-max{i,fc} u
"ti-i * & + *d,-i > dm =
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m

= N2 I {< X (*tjt_I XffO/tj-i XQ, > +
i=m ax{t,it} jyj
+ < X Xo,)," (", !>+
+ < *t;-1 * Xao, >+
+ < 'tj-1 X'dt-b'd.-i > }drn =
= i {< I X X -l >+
i=max{»li) w
+ < Oiltj-iCtk-i wdi-i) - tj_i) > +
+ < e»)*di_1("ti_i e*d;_i) - *tI_1(*tj_21e*dt_!) > +
+ *d,_i x *djt_i)}i/m =
m .
= {2Spur K" e("tj-i x "ti-i)-
i = rnax{*,jk}
x'Im H
+  QOo*ty—H(*t*-i ¢'d.-i) - *di_i(*ti_! wt;_i)+
+ *dt_i(t,_i ° —'tj_i(*tj_i wdjfc_i)]+
+"Mitdi-r(,tj-1x,di.1)}, i <k (3.65)
0 =-y '<igl, mdTas[gel>~
=i L8J dg = Lo
m

— ~AAng) Ao(( ti X gesq- dj_i) >—

= x Qs + (3.66)

Itt (3.65)-ben felhasznaltuk, hogy (a kdnnyebb megfeleltethetdség ér-
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dekében az indexével jeldlve a vektorokat) teljesil, hogy
<j X(k Xe),ix e>=< -[iI?x]T{(<? k) Xj},i>=
=<fX {(e Xk) Xj,i >=< i?x {—<<j,k > +k <],e>},i >=
=< QXK <j,0>,i >, (3.65a)
- < {[ex]T[i>x]j} Xk,i >=< {2 X (> X))} Xk,i >=
=< {e<eji>-j<e,e>}xk,i>=

=< XK<t)>.i>- <] XK<E0>»> - (3.656)

3.2. Példa: A mozgéasegyenletek a 2.3. abra szerinti kétszabad-
sagfoku kar esetén

Felhasznaljuk a 2.6. példa eredményeit.

1. moddszer (rekurziv szamitas 3.3. szerint)

‘0 O
rx= 0 0 , #1 =0,
1 0
"o 0] [-/ci«?'
nel= 1Icl 0 , Oel= 0 , (3.67)
0 oj L o
‘0 0
r2z= 0 0 , #2 =0, (3.68)
1 1
hs2 om
N12= hi+hc2 hl 1 (3.69)
0 0
—(h2+ hC2ql —2I1Qgjiqg —/@9r
0o@= h S 2q\ i (3.70)

0
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Hu = rylel + nuK/iSj)3+ (/e2+ /iC2)2)+

(3-71)
(3.72)
(3.73)

(3.74)

(3 75)
(3.76)

(3.77)

(3.78)

[i51 =

o o] o] M~ O 01 ro
+[001] O* Q 0+[00] 0* O 0O =
8
[0 o /] [I] 0 LL
= "ilici + ">2(/i + 2/i/2C2+ 12)+ h + h,
7712= m2(/2 + liC2) 2+ 12= m2(I12+ 1ilc2C2) + 72= A2],
A2 = m2"2+ /2,
Nu = »w2{(/152)[-(/c2 + hC2)qg\ - 2/c29i<2 - /c2g2)+
+ (/@+ /iC2)(/152?2)} =
= —Am2lilc2S2qiq2 —m2/i/c25292,
hK2 = m2lilciS2q\,
M2= m2,
cC2 —S2 0 —{/2—Ic2) 12C2
rz= S2 C2 0 m2 0 + m2 /252 =
0 0 ij L ° J [ O
—C2(/2—Ic2) + m2l2C2 m2lc2C2
—m2 —S2(12—Ic2) + m212s2 = Tn2lc2S2
0 L 0
M\ = m\ + m2,
Ci —5i 0 TRk2C2- mi(li —cl) /iCi
ri= 5i Cj O m2Ic2S2 +(mi+m2)
.0 0 ij 0

C\{m2c2C2- mill + mi/cl + mi/i + m2li) - Sim2Ic2S2
= Si(m2/c2C2—mii/i + milcx+ mil/j + m2/i) + Cim2/c2S2 -

0

milelC| + W2(IICI + 1c2C12)
= milciSi + m2(/iSi + 1c25i2)
0

(3.79)



'om

g= -9 (3.80)
0

G[=[ 0 0 0], (3.81)
Gl =[Cig -Sig 0 0], (3.82)
fepi = p{rni/ciCi + rri2(hCi + /2C12)}, (3.83)
hpi = g{milciCiC2 —mJc25\S2} = gmilQC\2, (3.84)

h\ = —m2N\IciS2g\qi —iri2lilc2S2q\ +
+ g{milciC\ + m2(/iCi + /crCb)}, (3.85)
2 — 312/ 1129<11 + gri2~c2Cl2- (3.86)

2. médszer (direkt szamitas 3.4. szerint)

A szamitasok egyszer(sitése érdekében a K, keretet eltoljuk az Lf
szegmens tomegkodzéppontjdba, hogy a qc, értékét tartalmazé tagok ne
szerepeljenek. Az eltolas kovetkeztében az 'dj_i parcialis sebességet
ugy kell képezni, mintha ps_i , a tdtmegkoézéppontba mutatna:

°1 re1 [0"
20= 0 , 2ti= 0 , *t0= 0 , (3.87)
iJ (o L1.
iS22 1 0] 0°
2 do=/2+/iG2 , 2di= I , Mo= lci |, (3.88)
0o J LoJ LO .
2do «2d0= I\ + 2/i/2C2 + /2> (3.89)
MO M i = Pa+ hlc2C2, 2d1-2d1 = /22, (3.90)
Mo MO= 171, (3.91)
0 41 0 N$2 ~lc2 ~ 11G2
20 X 2do=1 0 0.  I@+/1Cc2 = h$2 1
oo 0jL 0 J L 0
(3.92)



2t0 X 2dj = 0 = 2ti X 2di,
0
110 X 'd0 = 0 ,
0
Ci Si0 0 Sig
-Ai,g = - -5, cio. -g .= Cig. ,
0
LTy
C2 S2 0 Sig Sizg
~ Ao =—=2 cC2 0 Cxg —€Cng ,
0 0 j o J [0
u0'’
*to X Qd + *do = 'do = Ici ,
0
I hs2
2to Xq@+ 2do=2do= I+ I\C2 ,
0
"o
2ti X Q2+ 2di = 2di = /e2 ,
0

Dn —h + mJci + h

Di2

D22 = h + 1r1r/2

hS2
Dm = m2
0

+

lcz + hC2
J

"i2(/2+ 211c2C2 + /),

h +Tr(/2+ hhiC2) = D21,

~lc2 - 11C2
hS2 =0,
L 0

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)



/is2 —tc2

12=m2 /c2+/IC2'0 = —v12/1/02”2= D121, (3.104)
0O JLO
us? -1
D\22 —m2 2+ 7iC2 « 0 =-m2 i (3.105)
o J[ o
0 —lc2—1.C2
D211 = m2 Ic2 =m 11S2 = [Tkr11c22, (3.106)
0J 0
"0 r-/c2-
D 212 — rn2 2+ 0 = 0= ZP2i (3.207)
0 0
01 H ‘2°
D222 = m 2 Ic2 0 =0. (3.108)
_0Jr o
3.5. A BEAVATKOZO SZERV

(MOTOR ES ATTETEL) FIGYELEMBEVETELE
A MOZGASEGYENLETEKBEN

Alkalmazzuk eredményeinket a 3.3. abra szerinti beavatkozé szervvel
mozgatott szegmensre.

Feltételezzik, hogy az(s]szegmenst meghajt6 motor az a — 1 szeg-
mensre van szerelve, és a motor tengelyének forgasat attétel viszi at
az[s]szegmensre. A motor allérészbél és forgorészbbl (rotor) all. Jeldlje
'~11p a forgorész tengelyét az s — 1 szegmenshez rogzitett K,~\ ke-
retben. Feltesszik, hogy a rotor az ,_Yp tengelyre forgasszimmetri-
kus, és témegkézéppontja (,_1lecp) forgas kbzben a tengely ugyanazon
pontjaban marad. A forgasszimmetria miatt a rotor tehetetlenségi mat-
rixa (*_1K dn) forgas kdzben a K,_i keretben nem valtozik. Tekintsiik
most a rotort a tdmegkozéppontba eltolt kerettel (3.4. abra).

Jeldlje *_1K Cpg a tehetetlenségi matrixat a rotornak ebben a keret-
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3.4. abra

A rotorhoz rogzitett koordinatarendszer

ben, * ler * a f6tehetetlenségi iranyokat (sajatvektorokat)
és Kx,Ky,KR,_i af6tehetetlenségi nyomatékokat (sajatértékeket). A
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rotor kinematikai mennyiségei (B.27)-(B.32) alapjan a kovetkezok:

Cdmen — + (3.109)
* len = + *"*tR,+ *'4 -1 X*_1tRip,, (3.110)
*lyen=, 1v, 1+ Xs~lec,R, (3.111)
*-lacn =, laa_1 + X +
+-V , X(-*«,.! X- lec,n). (3.112)
Legyen I/, az attétel, r, a rotornyomaték, fi, —u,q, az altalanositott

koordinata, akkor (3.10) szerint

LOL-fU.- . F (3.113)
dt difi  dfii "N odtdg, daqi

és a rotor kinetikus energidjanak hatasa (3.37) szerint
<TA ,_i* 'a™B,n cR,s-i,i > +

‘

+ <- ‘Ken-'ea - (-'K cr -1uwRr) X- ‘blf, > -(3.114)

dqt
Részletezzilkk ki a masodik skalarszorzat bal oldalan allé kifejezést:

AT XCa—(* 'KAfiS 'uxfl) X* ra —
AmtKrar-1F -l + - 'Ke.ga-Uanr +-'Ke . fiIC-Wi X-44ari,)-
(-'Ke.a-1.-1 + 'e«‘'Kc.a'-*ap,) X(-'«,x + *"4«fi,) =
= ~[KCR~le,-x —r 'K ,« - I«,.!) X*
+ ,_1Kc«'-1tfiV'»+ - IKca(*-;,_1X- 1trfi,)~
- (*-1KCGH-1w,_ 1) X*~4Rfi, - (*_1Kafi'_1tHv?) X, _1wJ 1-
- X-4 «nN). (3.115)

Hajtsuk végre a lehetséges dsszevonasokat az utols6 6t tagban. Ennek
soran figyelembe vesszilkk, hogy az ortonormalt sajatvektorok esetén
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teljesil, hogy

* —ux‘ '‘Bx+Wy* *ey+wz* 1t/r, (3.116)
X -H r= -u>x- lev+ b/~ lex, (3.117)

X- ItR) =-b1,K /4 +wyKr‘- Jer, (3.118)

“ Keor' 'wi-i =wiil lex+wvKv' *ey + UxKR,,_i* 4p,(3.119)
- "KcY-"bl,.,) x *YN=uxKx- lev-uuKy- lez, (3.120)

- (*"1IKeA -1tA) X-h R=-KR".A-"tR x-Hu = 0. (3.121)

Mivel a rotor forgdsszimmetrikus, ezért Kx = Ky és igy (3.118) és
(3.120) kiejtik egymast. A (3.115) egyenlet egyszersitett alakja:

“ 'Ke a* Igj-i —(* Ke,a* luj-i) X*_ 1w 1+
+ KRt,-.\'~ItRV,q, —K Ri,-\*~xtRv,q, X (3.122)

-NH ory -. . dq,
E-E-{;lr,..-?- R -------.).--- k t q =
qi dqg, dqi

hai<s—1<m—1
(3.123)
,_4n1/, hai=s.

Osszefoglalva az eredményeket, a beavatkozdszerv hatasat a mozgase-
gyenletekben a kovetkez6 médon vehetjik figyelembe:

i) Az Hs] szegmensnek, a raszerelt motor allérészének, forgérészének
és az attételnek arotoroldali tomegét és tehetetlenségi nyomatékat a
3.1. példa mddszerével dsszevonjuk egyetlen tagga [lasd (3.114) elsd
tagja és (3.122) els6 két tagjanak 7”_i i-vel vett skalaris szorzata],
ahol s—1=1,2,...,m —L1 Itt figyelembe vettik, hogy a[i]szegmens
all, és az [m] szegmensre mar nincs motor szerelve. Az attételnek a
rotorral ellentétes oldalon 1évé tdmegét és tehetetlenségi nyomatékat

. az[s]szegmens adataival vonjuk 6ssze, ahol s—1= 0,1, ....m —1
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ii) A (3.122) és (3.123) szerinti, még figyelembe nem vett tagok a ko-
vetkezok:

L s—1=i,i+ 1,...,m—1 (1< i<m)esetén:
ij-i, i > 2 (3.124)
An,,-1*5 < tfl x w4 i, > O» = (3.125a)

= < LY A !-1 X1-1l,« > 9, =
i-1

=“  Krji-iVi< -Ti-i.t x H—» > 9,9%; (3.1256)
i=I

2.1 = 2,...,m esetén:

< ,_1K Qn,_1C|-1»_16a4" >=< ,-1le»-b," 1Ken,- 1*a»'.- >=

= Kri-iVi < ,-1t«)," Ici-i >= (3.126a)

= Kri-iU < n-iq +*,-i >= Ap,1-115 < *i-io> +
i-1

+ £ KRti-ivi <‘-Yn.1-u > 9 (3.1266)

- < (,-1Key _Iw,-i) X ,~b1l 1)’)" 40N >=

=< (,- 1K dfl, - Wi_i) x >=
=< wx,_lex +uv,~ley +ujx,~1tR,uyKy'~lex - u zKx'~1ley > Vi =
= i/i(luzuyKy —wzwyKx) = iliUxuy(Ky - Kx) = 0; (3.127)
3.i= 1,2, m esetén:
Ap,-1r 9, < >= Ap,«-1 9, (3.128)
- Aa,,--iN 9. <, 1*n x~N.-p'-Upn >=0. (3.129)
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Ezért i{Ti —Fi tartalmazni fogja még a

m m m m
£ ufé +h?=¢ + £ £ Dg*?,-« (3130)
j =i i=11—1

I=1

=l
tagot is, ahol (3.124), (3.126) és (3.128) alapjan szamithat6 4,»,
illetve (3.125) és (3.126) alapjan képezhet6 hf :

"KRii-iUi <-4 4,10_1,; >, 1<j<i~ 1]
»= 2,...,m.

An = < j ~ 1=
KRj-iVj < i~atfi,rj.iii >, J=J+ 1,...,m;
i=1,.,m—1,
m
h? = £ Knj-ivj < X E)—i,i > 9j+
=i+
(I<i<m)
+ Kr,i-\Vi <’ (3.132a)
(2<»'<m)
m j—
=— £ £ Krj-iy < r. 1.t X > 9;2jt+
JE»'+
(I<i<m)
i-1J-1
4~ FR:i—Uj < tfl,) 1,3t X 1J > QjQki
j=2k=1
(2<»<m) (3.1326)
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i)

2 MNAFN A ARiIN K X F—) > {2~ 2~ 1WJ

2 <j <
*< ?2' 1+
"BATO it < At} Jy_ijXT]=,t> {1£ 1< mi
i<j<m
Dijk=< k<j},
0, haj = k
, Dikj, ha k>j.
(3.133)
Elvégezve a
H:=H + HR, (3.134)
h:=h + hR, (3.135)
F := diag("Ti) (3.136)

helyettesitést, a szegmensekbdl és meghajtomotorokbol allé robot
mozgasegyenletét a kdvetkez6 alakban nyerjik:

Hg + h = F = diag(®,r,). (3.137)

Specidlisan, ha a hajtas kdzvetlen (9 4a =1t, i; U, = 1, t, =
= Ft), akkor arotor az[s]szegmenssel is dsszevonhato, hiszen egydtt
mozognak, és igy egyetlen merev testnek tekinthat6k. Ekkor nincs
szikség a (3.134)—3.136) korrekcidkra. Az &Gszevonas azért lehetsé-
ges, mert 5 = ¢, és 9_1ta = ts_j miatt a rotor tdmegkdzéppontja
és tehetetlenségi matrixa a Ks keretben is helyben marad. Az dssze-
vonas a (3.122)—3.123) egyenletekbdl formalisan is kévetkezik.
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3.3.Példa: A beavatkozdé szerv miatti korrekciok szamitasa
haromszabadsagfokd robotkar esetén

A robotkar szegmenseihez rogzitett kereteket és a Denavit-
Hartenberg-alakot a 3.5.4bra tartalmazza.

3.5.4bra

Haromszabadsagfokl robotkar Denavit-Hartenberg-alakja

Feltessziik, hogy az el6z6 pontban részletezett moédon az allérész,
forgorész és attétel tdmegét és tehetetlenségi nyomatékat a megfelel
szegmensével dsszevontuk és allé rotor esetén H és h értékét mar ki-
szamitottuk. Most csak a forgd rotor miatti Hn és h« szamitasat
(a korrekcio6t) részletezzik ki.
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A robotkar geometriaja:

"Ci 0 Si I\C\ 'C2-S2 O [2¢c2
T _5i 0 -Ci Ii5i T _ S2 cC2 0/232 /oioo\
Te-1+ 0 10 0" TI2 o0 0 1 e +13138)
000 1J lo 0 0 1.

A robotkar sebessége és gyorsulasa:

‘t0= 1 , 2i= 0 , (3.139)

| 0

/1= ‘t0= 1 « ‘wi= 409 =
oJ [O

C2 S 0 O S2
AATM2Z=A[240=-52 C2 01= C2, (3.141)
0 0 {JJoJ [0

S2 0 5r?1
/r= C2 0 , W= C201 |,
0 1J [ 92
0 —52 C2MA1 0
h2= 22 X2t 12 = -52 0 -5251 0 52=
_—Co251  5r51 0 1
C25152
= 5255 (3.142)

0
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A korrekciok szamitasa (3.131) és (3.132a) szerint:

H*=KROvI (3.143)
#12 = #0152 < Ug, Al >— Sp,1592<01y> (3.144)
#13 = Ap,23< Ypg, Al >= "R, 2"3{tR,2xS2 + <A2/CZ}, (3-14¢
A% = KRAuU | (3.146)
#23 = Ap, 293 < YO, Ar >=  Ap,2q3<a,2r, (3.147)
B = #1,27, (3.148)
#21 ~ #12 #IL-#I3- #32 = #23J (3.149)

[if = -App”™r < Yg, ‘uii XAi > 42-
—Aa0.r"3 < Upg, 2612 XAi > A3 =
0O — c 52

= —Kr,2% < Ys> <2 0 —A i C2 > 93 =
C2ii 527 (@] 0

-C22
= —a4d23< Yg, 5292 > A3 —
O
= An,2A3{<n,2rC2- <a,2r/52}9r93, (3.150)

/if = —Ap,293 < Up, 22 x At > B+ Ag,112< UYg, A >=

C:A
= -Ap,2~3 < Yg, -529 > B=
(@]
= -An,243{<q,2xC2 - <H,2y52}9193, (3.151)

I3 = Ap,2 B < Ugqa, #2 >= Ap,2B{<a,2xC2 - <[,2y52}91?2,
(3.152)



36. A ROBOT MODELLJENEK ELOALLITASA
SZIMBOLIKUS ALAKBAN

A robot kinematikai és dinamikus modelljének bevonasa a szaba-
lyozasi algoritmusba szilkkségessé teszi a modellben szerepl6 mennyi-
ségek (példaul r vagy H és h) szamitdsat minden egyes mintavételi
id6pontban. A szamitasukra megismert rekurziv modszerek azonban
nagyszamu osszeadast és szorzast igényelnek, melyekre a legtébb archi-
tektaran nem all rendelkezésre elegend6 id6. Masrészt a rekurziv szami-
tasok eleve csak sorosan végezhet6k el, ezért kedvezétlenek parhuzamos
feldolgozasra egy sokprocesszoros rendszeren. Kézenfekvd tehat olyan
modszer keresése, amely lehet6vé teszi Ty, hi és H j-edik soranak szami-
tasat anélkil, hogy ehhez mas részeredményeket meg kellene varni. Biz-
tos, hogy ez lehetséges, ha ezeket a mennyiségeket szimbolikus alakban,
azaz képlet formajaban el6 tudjuk allitani. Ez megfelel annak, mintha a
rekurziv osszefiiggéseinket kézzel képjetszerl (nem numerikus) alakban
végigszamolnank és a keresett részeredményeket (1y, hi, Hij) szim-
bolikus alakban kigyijtenénk. Sajnos azonban ez a kézi szamitas egy
realis hatszabadsagfoku robot esetén rendkiviil bonyolult, és valészind,
hogy tobb hibat is elkdvetnénk, melyet nehéz lenne felismerni. Ezért
szamitogéppel célszer(i elvégezni a feladatot.

A szimbolikus szamitasok elvégzésére nagyobb szamitdgépeken ma-
gasszintl nyelvek (MAXIMA, REDUCE) allnak rendelkezésre, amelye-
ken a képletek alakjaban t6rténd szamitasok elvégezheték. PC-kdérnye-
zetben jelenleg ezek a szolgéltatasok nem allnak rendelkezésre. Kézen-
fekvének latszik tehat erre a célra egy listakezel§ célprogram kidolgo-
zasa, amely PC-kornyezetben a rendelkezésre allé nem tulsagosan nagy
memdriateriileten (kb. 640 kbyte) és elviselhetd futasi id6k mellett off-
line el tudja végezni a szikséges szamitasokat.

Célszerlinek latszik, ha a listak a robotvaltozékon (qt, 5, C-,jy, gy)
kivil szimbolikusan tudjak kezelni a geometriai (d*, a,, a* vagy i?,,a,, a*
nem valtozé Denavit-Hartenberg) paramétereket és az inerciaparamé-
tereket (m, tdmeg, Xi,t/i,z, tdomegkozéppont és K,r, K,-y, K,z, K{xy,
K,x2, Kiyz tehetetlenségi nyomaték), ezen belil is specidlisan kezelve
a paraméterek 0,0°, +90°, £180° értékét. A paraméterek szimbolikus
kezelése kés6bb hasznos lehet az 6nhangolé adaptiv iranyitasi algorit-
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musoknal. A listakezel§ célprogram a csukloképlet, a trivialis és nem-
trivialis paraméterek megadasaval indul és kimenete egy szokasos ma-
gasszintl nyelven (PASCAL, C vagy FORTRAN) megirt inicializalo és
ciklikusan futtathaté szubrutin. Az inicializalé6 szubrutin a paraméte-
reket szamszer( értékkel helyettesiti, és bel6lik a tovabbi hivasig nem
valtoz6 munkavaltozokat alakit ki. A ciklikusan futtathaté szubrutinok
minden hivaskor az inicializalt munkavaltozék felhasznalasaval képzik
az iranyitashoz szikséges értékeket (példaul r, vagy h, és értékét).
A ciklikusan futtathatd szubrutinok szamara is automatikusan képzi
a listakezel6 célprogram a leggyorsabb kiértékeléshez sziikséges mun-
kavéltozokat (kdzbensé eredményeket). A ciklikusan futtathaté szub-
rutinok szama fligg az architektaratol. A csuklék szamaval megegyezé
szamu processzor esetén minden szubrutin kilén processzoron futhat,
és Tj vagy hi és H{j értékét szamitja. A szamitasok részlépésekre bonta-
sat (a munkavaltozék megvalasztasat) minimalis futasi id6ére térekedve
célszer( elvégezni.

A listakezel6 célprogram magja egy szubrutinkészlet, amely kétszintd
(valtozo és paraméter) listakkal 6sszeadast, kivonast, szorzast és parcia-
lis differencialast tud végezni. Ezek félé épil a vektorm(veletek (6sszea-
das, kivonas, nyujtas, skalarszorzas, vektorszorzas), a matrixmuveletek
(transzponéalas, homogén transzformaciok 6sszeadasa és invertalasa) és
a matrixnak vektorral valé szorzasanak elvégzése listakon, ahol a vekto-
rok és matrixok elemei skalarértéki listdkra mutatnak. Minden mdvelet
utdn megtorténik a listak egyszer(sitése és a trigonometriai azonossa-
gok figyelembevétele. Ezekre épililve mar viszonylag egyszer(ien és az
elméleti eredményeknek kozvetlenil megfeleltethetéen képezheté a ro-
bot geometriai, kinematikai és dinamikai modellje.

A szimbolikus modell bonyolult listakezelése robottipusonként egy-
szer elvégzendd bonyolult off-line szamitast jelent, amely utdn mar csak
az Osszevont és egyszer(sitett képletekbe foglalt elengedhetetlen szami-
tdsokat kell valds id6ben elvégezni. A szimbolikus modellt general6 lis-
takezel6 célprogram egy valtozata [37] elkészult az fi, & [, ®, H, és
h szamitasara kifejlesztett és korabban ismertetett rekurziv algoritmus
alapjan.
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4. PALYATERVEZES

A palyatervezés célja az el6irt sarokpontok dsszekotése térbeli gor-
bével (tipikusan egyenessel) a valtozék (csuklékoordinatak, Descartes-
koordinatak) terében, és a gérbe mentén az id6paraméter elosztasa.
Nem foglalkozunk optimalis palyatervezéssel, mivel ennek alapja a ro-
bot dinamikus modelljére felirt optimumfeladat (tipikusan a motor-
nyomatékokra el§irt korlatozasokkal), amelynek megoldasa rendkivil
id6igényes, és csak specialis ismétl6dé palyaknal kifizet6dé. A val6s
idejl realizacio és a szenzorcsatolt iranyitas igényeit kielégit6 egysze-
ribb megoldasokra téreksziink. Célunk olyan algoritmusok megadasa,
amelyek mozg6 objektummal (példaul szallitészalagon 1évd targgyal
mozgas kdzben) milveleteket végzé robot esetén is alkalmazhatok.

Mivel inteligens robotiranyité algoritmusok nemcsak a palyat, ha-
nem a palya menti sebességeket, gyorsuladsokat, szdgsebességeket és
szdggyorsulasokat is igényelhetik, ezért ezek szamitasaval is foglalko-
zunk.

41. A PALYATERVEZESI FELADAT
TIPIKUS SEMAJA

Tekintsiik a 4.1. 4bra szerinti csap-furat problémat mozg6 szallité-
szalag (conveyor) esetén. A feladat a csap (object) betolasa a furatba
(hole), melyet tébb Iépésben szokds megoldani:

1. a robot megkézeliti a targyat (APPROACH),

2. arobot eléri a targyat (MOVE),
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3. arobot megfogja a targyat (CLOSE),

4. arobot eltavolodik a targgyal (DEPART),

5. arobot a targgyal megkozeliti a furatot (APPROACH),
6. arobot a targyat betolja a furatba (MOVE),

7. arobot elengedi a furatban lévé targyat (OPEN),

8. arobot eltavolodik a furattél (DEPART).

A 4.1. dbra az 5. lépést illusztralja. Ez a |épés sémajat tekintve a
palyatervezés szempontjabdl a legaltalanosabb lépés a felsoroltak ko-
zil (a 6. Iépés ennek specidlis esete: a furat aljat kell megkdzeliteni).
Mindazondltal irdnyitas szempontjabdl a 6. Iépés a legkomplikaltabb,
mivel a targy és a kornyezete a pontatlansagok (példaul tranziens hi-
bak) kovetkeztében kontaktusba keril, és indokolt a hibrid pozicié- és
erdiranyitas. A mozgas felbontasa megkozelitésre (APPROACH) és el-
érésre (MOVE) azért célszerl, mert a megkozelités szabad térben vald
mozgast (gross motion), mig az elérés a kozelben lévé akadaly miatt
finom mozgast (fine motion) igényel.

Mozgd conveyor esetén a targynak a furathoz képesti relativ hely-

tetsz6leges conveyormozgas esetén a robotcsuklék mozgatasa révén. A
robot gréafjabdl kovetkezik:

To,m * TB.CONV * TCONV,BLOCK * TBLOCK ,HOLE*
*T HOLE,OBJ * ~ e )oBJ (41)

Vezessik be a kdvetkez6 jeldléseket:

COORD(s) =Tpg|0*T " coatv®) * Tconv,block*®

* T3 LOCK,HOLE, (4.2)
POS =Thole,0B]j, (43)
TOOL =TnmeE *TE.OBJ = TnPE *TOBJ e - (4-4)

Itt az s Gtparaméter a conveyorhoz régzitett koordinatarendszer moz-
gasat irja le. A szdllitészalag hajtasanak érzékel6 jeleib6l szamithato
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az s(t) elmozdulds. K conv a bazishoz képest egyenes vonall mozgast
végez, de sebessége valtozhat (meg is allhat). A mozgas tervezésekor
magasabb szinten a POS transzformaciot (a targynak a furathoz ké-
pesti relativ helyzetét) irjak el6. A TOOL transzformacié a kilonbozé
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lIépésekben mas-mas lehet (példaul a targy megfogasa el6tt TOOL =
TT £) atargy megfogasa utdn pedig TOOL = Tm£ *Tqglhe indo-
kolt). A jeldlések segitségével (4.1) a kovetkez6 alakra hozhato, amely
egyben a palyatervezési feladat tipikus és tom6r sémajat adja:

TOm(s) = COORD(s) *POS *TOOL-1. (4.5)

Ha ugyanazt a POS relativ helyzetet akarjuk biztositani kilonb6z6 si
és S2 conveyor helyzetnél, akkor

To,m(*2) =COORD (s2)*
+{COORD(si)"1* TOm(si) *TOOL} *TOOL"1=
=COORD(s2) * COORD(si)-1 * TOm(si), (4.6)
To,w(«(0.0 = COORD(i(i)) *CO O RD")-1* TOm(«i,<)- (4.7)

Ha tehat az «i conveyorhelyzetben megterveztiik a robot To,m(si,<)
mozgéasat, akkor ebbdl (4.7) alapjan tetszéleges s(t) conveyorhelyzethez
képezni tudjuk a robot olyan T 0)m(s(<),<) helyzetét, amelyben a targy
és a furat relativ helyzete az el6irt POS(<) lesz.

A 4.1. abrdban &abrazolt eset természetes Aaltalanositasa, amikor
Kblock, KholelKobj helyett rendre valamilyen, a feladathoz ill6
Aassembiy (a szerelés vonatkoztatasi rendszere), Keeature (a sze-
relés lényege)’, Kgoal (a mozgas célja) all. Az ehhez tartozé robot
grafja a 4.2. abran lathat6. A mozgas célja, hogy a szerszam (Ktool)
aktudlis helyzetébdl indulva valamilyen ésszer( palyan (példaul egyenes
mentén) valamilyen sebességprofillal (példaul kozel konstans sebesség-
gel) elérje a mozgas céljat (Ktool m=Kqgoal)- Példaul, ha egy mozgé
conveyoron lévg targyat kell megkozeliteni a megfogéval, akkor

Ktool = Ke,
Kass = Kconv (itt felesleges),

Kfeat —Kobj, (4.8)

Kgoal a megkozelitend6 helyzet,

cél: Ke =KGoal-
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Tipikus szerelési feladat grafja (cél: KxOOL m K gOAL)

4.2. PALYATERVEZES MEGALLITAS NELKUL,
NEMFOLYTONOS GYORSULASSAL
EGY SKALARVALTOZO ESETEN

A robot palyajanak tervezését skalarérték(i idéfiiggvények tervezé-
sére fogjuk visszavezetni. Tekintsik ezért a 4.3. abra szerinti feladatot.
A cél egy egyszerl képlettel szamithatd y(t) idéfuggvény meghataro-
zasa, amely a B' —=*B C torott vonalat jo1 kozeliti véges gyorsulas
mellett. Az y(t) gorbe sziikségképpen el fogja kertlni a B pontot, mi-
vel y"(t) nem lehet Dirac-impulzus. Konstans gyorsulast feltételezve a
[, r] intervallumban

{ a0, hatel-T1,T],

(4.9)
0, hatéf£[r,T-r],
ahonnan t 6 [, r] esetén
y'(<) = alt + ab (4.10)
y(0 = y<2+ i + a2 (4.11)

kovetkezik.
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Palyatervezés megallitAs nélkil, nemfolytonos gyorsulassal

Megkdveteljik, hogy

R BRI
y'{-T)-VBB'- —-— , y{-T)- &' - B- TVRB,

y'(T) = vcB = y(T)=B" =B +nes

teljesuljon, amelynek megoldasa jo! ellenérizhetd forméaban:

y)=- ¥~ v BB+ &ML veB + B.

Mivel
vcb- vbbl
« Q= - 2Nememeee ’
i-oi= ""CB~:;bb‘1<
m >IN .
~'Yrnax ’
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ezért a legkedvez6tlenebb ymaz —* —ymax sebességvaltozas esetén is
megfelel

r=4rn. (4.18)

Yrnax

Masrészt (4.13) alapjan a legrovidebb T érték:

T=1C~B 1> 2r. (4.19)
YTax
A i = 0 pillanatban az idedalis B értékt6l val6 eltérés:
y(O (4.20)

Hat £ [r,T —r], akkor aB  C egyenesen haladva
y(t) —B + tvcB- (4-21)

Azért, hogy y(t) a B ponton hiba nélkil athaladjon, elegendé a B
pontot megduplazni:

...,A,B,C=B,... (4.22)

mert ekkor
y(T) =B" =C' = B. (4.23)
Tekintsiik most a 4.4. dbra szerinti primitiv stratégiat. Legyen
adott y értéke at id6pontban. Keressik y értékét at+ At id6pontban,

amely az y(t) és y(T) = C egyenes mentén helyezkedik el.
A megoldas t + At <T esetén

y(t + At) = y{t) + C~ "~ At, (4.24)
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4.4, abra

Egy primitiv palyatervezési stratégia

amely a kdvetkez6 alakban is felirhato:

y(t + At) =C —T ~ ~ tAt)(C - y(0). (4.25)

Hat + At > T és C-ben kell maradni, akkor nyilvanvaléan megfelel
y(t + At) = C. Az el6z6 két stratégia 6tvozhet6 a 4.5. abra szerinti (j
modszerré, melyet Taylor mozgd conveyor vagy mas Ulddzési (pursuit)
probléma esetén javasol ([4], pp.152-164). A modszer lényege, hogy az
els6 modszerrel (konstans gyorsulas — és r kdzott) mozgatja a 6*(<)
pontot B' := B, B és C kozott, és a primitiv mddszerrel szamitja
y(t + At) értékét az el6z6 y(t) és C := Ab(0 kozott.
A (4.14), (4.21) és (4.25) egyenlet alapjan

Bk(t) _ i B+ ~~tA ~Wcb’ ha<e[-r,r], (4.26)

( B+ tvCB, hat>r,

y(t + At) = Bk(t) - T~ ~ tAt)(C- y(t)). 4.27)

Uldozési feladatok esetén a (4.26), (4.27) egyenleteket valtozo B és C
esetén implementalhatjuk.
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4.5, abra

Osszetett palyatervezési stratégia

4.3. PALYATERVEZES MEGALLITAS NELKUL,
FOLYTONOS GYORSULASSAL
EGY SKALARVALTOZO ESETEN

Ha megfelel6en sima palyat kivanunk tervezni, akkor el6térbe kerl
az az eset, amikor a sarokpontok kozott Iényegében konstans sebesség-
gel (nulla gyorsulassal) akarunk haladni, de a csatlakozo id@intervallu-
mok hataran az eltér6 sebességek miatti gyorsitast vagy lassitast sima
(ugras nélkili) fuggvénynek valasztjuk. Mivel a gyorsulas nullarél indul
és nullahoz tart, ezért legalabb masodfokd polinomnak kell valasztani
a [, r] intervallumon (a 4.3. &braban y"(t) parabolara médosul).

y"(t) —alt2 + Git + d2, (4-28)
Xj(t) = —t3+ —t7+ 021+ as, (4.29)

t) — {4+ ~<3+ -N-t74- a3t + a4. 4.30
y(t) — 3, f4+ <3+ - a (4.30)
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Az ismeretlen ao,...,as konstansok meghatarozasara a kbévetkez6 felté-
teleket irjuk eld:

"= = u"(x) =0, (4.31)
y\-T )= VBB = y(T) = veb = —jr~, (432
y(r)=B + TvCB= (4.33)

Vegyik sorba a feltételeket.

1- =y'\r) =0:

alr2- a\T+ a2=0

- ai =0; a2= —alr2 (4.34)
alr2-faiTH{-a2=0
2. 3/(-r) = UBR-, y'(r) = vcb =m
— 3 ar+a3=
o
> a3 = - N (4 35)
a0
— rB+ a2r + a3 = Vcb
@]
Zaord ¢ VbR Fveb_ e 40—, 3VCb R vhbl  (4.36)

a2= 3VCB-VBB' (o)
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3. y(r) =B+ 1vce =

no, 3 VCB-VBB' 4, 3VCB-VBB’ a
£ TVCB = eeeeeee fc I— 8 I S r
° 48 R 8 T
, VBB' + vCB
--------------- ++ a4 =
=a4= 0+ TO{yEB- ABB')F- o (4.38)

Ha t > T, akkor az egyenesen mozogva

Vv'(0 =0,
y\t) = vCB, (4.39)
2/(0 = B + Ives-

Mivel
iC., =1V"(0) 1=la, 1=11"g t > I, (4.40)

ezért
" r>1 (‘« >)
T> 2, (4.42)

és az eltérés a torott vonaltol:
3

B- y0)=B- as4= (veb - vbb')t. (4.43)
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4.4. PALYATERVEZES CSUKLOKOORDINATAKBAN
([1], pp.137-139)

Csuklokoordinatakban torténé péalyatervezéskor a palya sarokpontjai
vagy eleve csuklokoordinatdkban adottak (mee,Un,UB,Uc,Ll0, *=)> ya8Y
pedig Descartes-koordinatakban ( Tp, Ta, Tc,To,..), de a palya-
tervezés megkezdése el6tt atszamitjuk ezeket csuklokoordinatakka az
inverz geometriai feladat megoldasa révén. Jeldlje "solve” az inverz
geometriai feladat megoldasat, akkor példaul Tg := Tgm jeloléssel
g4 solve(Tyi). Ha mar adottak a palya sarokpontjai csuklékoordi-
natakban, akkor minden egyes g, koordinata szamara az el6z6 pontban
ismertetett modszerek valamelyikével megtervezhetd a g*(<) péalya a sa-
rokpontokhoz. Az igy keletkez6 g,(i) péalya egy torott vonalat kozelit
meg, tehat kozel linearis az id§ fiiggvényében, ezért q(<) is kdzel linearis
az id6 fuggvényében. Mivel azonban T 0m(q) nemlinearis médon fiigg
a csuklokoordinatatol, igy az argumentum linearis valtozasabol nem
kovetkezik a fliiggvényérték linearis valtozasa. Ezért T O0m(q(<)) nem-
linearisan figg az id6tél, vagyis a pozicid a sarokpontok kézott nem
egyenes mentén valtozik, hanem attél kisebb-nagyobb mértékben eltér.
Kovetkezésképpen a csuklokoordinatdkban torténd palyatervezést csak
akadalyoktél tavol, a robot durva mozgasanal (gross motion) célszer(
alkalmazni.

4.4.1. Palyatervezés all6 conveyor esetén

All6 conveyor esetén a palyatervezés viszonylag egyszeri. A palyat
a gs' pont elérésekor tervezzik meg relativ id6ben a [—, 7] inter-
vallumon, és alkalmazzuk At id6kozonként a —+ < t+ At < T —r
értékek mellett. A palyatervezést minden qi skalarvaltozéban a 4.2.
pontban (nemfolytonos gyorsulas) vagy 4.3. pontban (folytonos gyor-
sulas) ismertetett médszerek valamelyikével végezhetjik el. A r értéket
univerzalisra valasztjuk (pesszimista valasztas az iteracidk elkeriilése
érdekében), példaul nemfolytonos csuklékoordinata-gyorsulas esetén:
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> maxiul. (4.4)
N b mar)

A mozgast koordinaltnak valasztjuk, vagyis csak azt a csukl6t moz-
gatjuk maximalis sebességgel, amelyet a legtovabb kellene mozgatni
ahhoz, hogy a gBi —* ga csukl6koordinata-valtozas létrejojjon. A pa-
lyat mindig az 4j B', B, C szakaszra tervezzik meg (4.6. abra).

Palyatervezési algoritmus all6 conveyor esetén:

1. Hat =T —r7, akkor végezzik el a kdvetkez6 szamitasokat:

gB' := q(T - 1),
gs :=qc,
gc = solve{COORD *POS*TOOL_1}D,
Ti — 1é+1 minden | esetén,
mar

T := max{max{7j},2r},

Tervezziink palyat a 4.2. vagy 4.3. pont médszereivel. Példaul foly-
tonos gyorsulas esetén hatarozzuk meg az ao, ai, ar, a3, ay kons-
tansokat és a

4(<), ha —r <t <r
UB+tvcB, hat>r

polinomot. Allitsuk be a / := —r kezd&értéket.
2. q(t) =P (D).
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3. Hat —T - T, akkor ugras 1-re. Kilénben

{i+zl, h&t +AKT —T

T—1 bat+A>T—7

és ugras 2-re.

48 48 4c qFO
—)— — ——-1 1 1 el 4
o 0 f T-Xx T ?

4.6. abra

A palyatervezési feladat sémaja all6 conveyor esetén csuklékoordinatakban

A palyat egy magasabb iranyitasi hierarchiaszinten megtervezve a
<7ia(0 := 9»(0 értékeket (lasd 2 pont az algoritmusban) az alacsonyabb
hierarchiaszinten Iév6, példaul decentralizalt szervohajtasok alapjel be-
menetelre kell juttatni a hardware altal kinalt lehet6ségek (csatorna
vagy memaria miveletek) révén.

4.4.2. Palyatervezés mozg6 conveyor esetén

Mozg6 conveyor esetén problémat okoz, hogy nem tudjuk elére meg-
mondani, milyen helyzetben lesz a conveyor, amikor az Gj D pontot el
fogja érni. Ezért mérni kell a conveyor altal megtett utat, és ebbdl elére
becsilni kell valamilyen egyszer(i stratégia (példaul linearis extrapo-
lacié) révén a conveyor jov6beni mozgasat. Masrészt, ha a tovabbiak-
ban a conveyor mozgasa médosul (gyorsul vagy lassul, esetleg megall),
akkor az alapjelet ennek aranyaban mddositani kell. Legyen ezért

- a conveyor mozgas m ért értéke: s(<),

- a conveyor mozgas becsult értéke: s(t).

A palyat most is B', B, C szakaszra tervezzilk. A moédszer Paultdl
szarmazik ([1], pp.137-139), és elve a 4.7. abran lathato.
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4.7. abra
A péalyatervezési feladat séméaja mozgé conveyor

esetén csukl6koordinatakban

A —T pillanatban gondolatban megallitiuk a conveyort (si) és ehhez
meghatarozzuk Bt , BSI, Ctl és T,, értékét. A conveyormozgas extra-
polalasaval meghatarozzuk so = s(0) és &2 := «(T,,) értékét, valamint
az s2 conveyorhelyzethez tartozé Cj3 értéket is. A Bt , BSI, Cn érték-
hez lényegében megkonstrualhatnank a P(<) polinomot, melyet minden
kiértékelésnél linearis extrapolaciét alkalmazva korrigalhatnank az ak-
tualis conveyorhelyzetnek megfeleléen a

g(0 :=P(0 + -{*(<) - *1} (4.45)

képlet alapjan. Ekkor azonban a B' pontban a csukl6koordinata-sebes-
ség a jobb oldalon all6 masodik tag miatt ugrasszerlien megvaltozna.
Ennek elkerllése érdekében modositjuk P(<) tervezésekor a g” értéket.
Ez varhatéan nem fog problémat okozni, hiszen a q* ponton Ugysem
haladt at a palya precizen.
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Palyatervezési algoritmus mozgd conveyor esetén:

1 Hat=T —r, akkor végezzik el a kovetkez6 szamitasokat:

s3:= s(1),
B - qE.
gs qc+ qc_|§___g_ 3 <O

qgc := solve{COORD(s3) * POS *TOOL_1}D,

p i flda ~ sBx \] n }
11 i J
t=-1,
Si 1= «3,
so := s(0),
h m-s(T),
qc,j3:= solve{COORD(42) * POS *TOOL* 1}/),
HB "qs"qCIS'"q S0,
S2 — Ssi
viig' = SR8
cC: QB
ycCcB -:q— J,ﬂ .

Tervezziink palyat a 4.2. vagy 4.3. pont mddszereivel. Példaul foly-
tonos gyorsulas esetén hatarozzuk meg az ao,...,a4 konstansokat és

a
4(1), ha —r < t < T,
B +ivcB, hat> T
polinomot.
2. q(t) :==P(<)*tq%a ~"HO0-"i)
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3. Hat —T —T, akkor ugras 17re. Kulonben

(t+A,  hat+A<T-r,

t=\
| T—r , hat+ A>T —r,

és ugras 2-re.

Vegylk észre, hogy T értékét az «3 helyzetben kimerevitett conveyor
esetére hataroztuk meg. Ezzel szemben a conveyor mozog, és kedvez6t-
len esetben lehet, hogy tdl kellene Iépni o\ mai értékét ahhoz, hogy a
csuklé mozgasat T id6 alatt realizaljuk. Ez  max formalis csokkenté-
sével vagy t lokalis lassitasaval kompenzalhato.

45. PALYATERVEZES DESCARTES-
KOORDINATAKBAN

Mivel a csuklékoordinataban térténd palyatervezés nem tudja garan-
talni, hogy két sarokpont kozott a palya egyenes legyen (vagy mas el6ir-
haté gorbe), ezért kritikus esetben a palyat Descartes-koordinatakban
célszer(i megtervezni. A 4.1. pont szerint a palya sarokpontjait

TOm= COORD(s) * POS *TOOL-1 (4.46)

alakban célszer(i megadni. Itt POS sarokpontrél sarokpontra valtozik,
mig TOOL szerszamcsere esetén vagy egy targy megfogasa utan (az
alkalmazé felfogasmadjatdl fligg6en) médosul. Hasonlban TOOL-hoz,
allé conveyor esetén COORD a feladat elrendezésétdl fiiggéen valtoz-
hat, de akar tobb sarokponton at is azonos maradhat. Mozgé conveyor
esetén COORD(s) amegtett Gtt6l fliggéen folyamatosan valtozik. Cél-
szer(i ezért a sarokpontokat TR £ helyett a COORD, POS, TOOL
komponensekben definialni, amit a robotprogramozasi nyelvnek is ta-
mogatnia kell.

A palyat a korabbiakhoz hasonléan szakaszokra bonthatjuk. A pa-
lyatervezés a B' —*B C szakaszok megtervezésébdl épithetd fel. Fi-
gyelembe kell azonban venni, hogy COORD alakja, valamint TOOL

és a B —»C szakaszon eltér§ lehet.
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Az eddig megismert palyatervezési mddszerek felhasznalasara tdbb
lehet6ség is kinalkozik (a kénnyebb érthet6ség kedvéért tekintsik az
allé szallitészalag esetét):

i) A B', B, C pontokat jellemezhetjik a (px,py,pX,<pi?, ip) pozici6-
koordinatakkal és Euler-szdogekkel. A palyat megtervezhetjik ezek-
ben a skalarvaltozékban, mintha egy fiktiv TTTRRR tipusid ro-
bot csukl6koordinatait terveznénk meg. Ekkor a p(<) pozicié koz-
vetlentl addédik, mig az A (<) orientacié (1.65) szerint szamithato.
Ha szikség van a sebességre, a szogsebességre, a gyorsulasra, és a
szbggyorsulasra is a palya mentén, akkor ezeket (2.100) vagy (2.101)
alapjan szamithatjuk (a sebességek esetében csak az els6 tag szere-
pel és q helyére q kertl). Lathatd, hogy a szogsebesség a B" —»C'
szakaszon is nemlineéarisan fiigg az id6t61 annak ellenére, hogy <p(t),
A, rp(t) itt linearis. Ezért a megengedett fizikai |w |mar értékbdl
nem tudunk kovetkeztetni a fiktiv gmax, 0 max, ipmax értékekre, és
igy nincs tAmpontunk a B C szakasz befutdsahoz sziikséges T

id6 megtervezéseére.

ii) A B pontot bazisul véve, a B' és C' pontok orientaciojat jellemez-
hetjik a 6-hez képesti Rot(a,a) és Rot(b,/?) forgatasokkal. A
pozicié tervezésének el6bb ismertetett elvét megtartjuk. Az orien-
taciot kétféleképpen tervezhetjiilk meg:

- Egyetlen valtozo iranya t(<) tengely koruli <(t) forgatasra ala-
pozva. Ekkor B' —» B —»C mentén a R-hez képesti orienta-
ciét t(i)y>(i) irja le (||t|]] = 1, ip > 0), amely kdozbenss értéke az
aa-tO -t bR tranziensnek, melyet a korabbi médszerekkel ko-
ordinatanként tervezhetiink meg. Ekkor a B" —*C' szakaszon t
fix, és ip linearisan valtozik, ami lehetGséget ad az | U>\max fizikai
szogsebesség alapjan a B — C szakasz befutdsadhoz szikséges T
id6 szamitasara.

- Két fix tengely (a,b) koruli a(t) és B(t) forgatasra alapozva,
melyeket egymas utan kell képzelni. Ekkor a B" C' szakaszon
a(t) — 0 és B(t) linearis, ezért most is lehetséges T tervezése a
fizikai |1 \max érték alapjan.
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4.5.1. Paéalyatervezés Descartes-koordinatakban
nemfolytonos gyorsulassal

Tekintsiik el6szor az 4ll6 conveyor esetét, amikor az el6iras

Tom(-r)=[~" Pf'], (4.47)
T o,m(0) = PB | (4.48)
To,m(T)= o1t P o (449)

Hatarozzuk meg az (1.55)—1.60) egyenletek segitségével a, a, b és
értékét a
Rot(a,a) = Agl* AR’ (4.50)
Rot(b,/3) = AgleAc (4.51)

feltételekbdl. Akkor a relativ id6tengely mentén a kdvetkezd vektorok
adottak:

-r 0 T
aa 0 bR (4.52)
Pb Pb Pc

Megtervezhetjiik atip szorzatot és ebbdl ||t|| = 1és > 0 feltételek-

bél szamithatjuk t és ip értékét (4.8. abra).
A (4.14) egyenlet szerint a B' —B —C palya a kovetkez6 lehet:

'‘pa- (f4 ,))iparPi,'+

p(l)=< + -Jr bai G[-T, (4.53)

.Pb + t _ hats> r,
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4.8. abra
Kapcsolat &, & b, B ést, (f kdzott

tp= < ad(0 + bR(*)> hat G[-T,r]
tN = bl?(<), hat>r,
|_"max “mar_1

r = max<--—-=-, -—----- 3

VQmex £mex J

M 5]
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T=maxi—— — ,- - ,2rl, (4.56)
L Vmax Umax )

To,m(0=[~Si) RAr] e (4-57)

Az orientaciés részt kétféleképpen is megvalaszthatjuk:
A(<) = AB* Rot(t(0, <pft) (4.58a)
vagy
A(i) = AB * Rot(a,a(<)) * Rot(b /?2(<)). (4.586)

A két orientaciofiiggvény eltér6, de barmelyik esetén a To,m(0 palya
kielégiti a kovetkez§ feltételeket:

A(-r) = AB-, p (-%) = PB". (4-59)
A(T) = Ac, P(T) = pc, (4.60)

tovabba kis I esetén
A(0) « AR, p(0)«pR. (4.61)

Mozg6 conveyor esetén az "lldozési” stratégiat alkalmazhatjuk,
de a (4.26), (4.27) egyenleteket mozg6 B (AR, pR) ésC (Ac,Pc) érté-
kekkel kell hasznalni. Az indulé értékek A (-r) = AR-; p(-r) = pB<;
Ai(-r) = AB; pt(-r) = pR. Minden egyes t idépillanatban meg
kell hatarozni a, a, b, B értékét a

Rot(a,a) = A(t)-1Ajt(t), (4.62)
R°t(b,/J) = AB(t)-1Ac (<> (4 63)
feltételekbdl az (1.55)—1.60) egyenletek segitségével. Ezutan képezni

kell (||tt]] = 1 betartasa mellett) a (4.26) és (4.27) egyenleteknek meg-
feleléen pt, A*, p és A értékét:



P*(0 :1p»(0+l-| Orpe(,)Tbl1). ha(€[-r,r], (4.64)

.Pa(<) + *PC * y PB ~ |, hat > T,
Aoar™d W= bRB(t), hatGI[-T,r],

tp* = (4.65)
= b/?(<), hat >r,

Ajfc(i) = AB(<) * Rot(t*(1),Wb(0) = AB(i) * Rot(b,/2(<)), (4.66)

p(< + At) = pfdt) - {pc(0 - P(0), (4.67)

A(< + At) = A*(<) * Rot(a,-"—jrrJ—"a) -
=A*(<) * Rot(a, a(<)). (4.68)

A csuklékoordinatakban torténdé tervezéshez hasonléan, mozgé con-
veyor esetén most sincs biztos becslés a T id6tartamra. Tampontul
most is a — id6pontbeli conveyorhelyzethez tartozé

T=m iiPcG ibp«hi)iifc ) i2a (4.69)
L Vmax Mmax J

érték szolgal.

4.5.2. Palyatervezés Descartes-koordinatakban
folytonos gyorsulassal

Csak a mozgd conveyor esetét targyaljuk. Az all6 conveyor (vagy a
conveyor nélkili) eset ennek specidlis esete. Tekintsiuk a tipikus B' —»
B —*C atmenetet. Minden POS relativ transzforméciét a C-beli szer-
szamra és koordinatarendszerre szamitunk at a kezdeti t = — id6pont-
ban.
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Példaul
COORD(—)g' *POSB-* TOOLR1=
A COORD(-r)c *POSRBr*TOOLc1 (4.70)

miatt

POSfl-c =COORD(-r)p1l* COORD(-r)R*
* POSR/ *TOOLQ1*TOOLc, (4.71)

és hasonléan

POSbc -COORD(-r)» *COORD(-r)R*
*POSR *TOOLQgl1*TOOLc, (4.72)
POScc =POSc. 4.73)

A feladat a POSR<c —mPOSbc —* PO Scc relativ mozgas conveyor-
mozgastol fliggetlen palyajanak megtervezése és realizaldsa akkor is,
ha a conveyor mozog. A palya tervezésére a 4.3. pont médszerét, ezen
belll a (4.28)-(4.42) egyenleteket fogjuk hasznalni.

Legyen minden POS transzformacié alakja

POS= £ P . (4.74)

Hatarozzuk meg az (1.55)—1.60) egyenletek segitségével és a 4.8. abra
el6irasainak betartasaval a, a, b, 8 értékét a

Rot(a, a) = AgJd, * Al3<c, (4.75)
Rot(b,/?) = Agc*A cc (4.76)

feltételekbdl. Akkor a relativ id6tengely mentén a kdvetkezd vektorok
adottak:

-T 0 T
aa 0 bR (4.77)
PB'C Pac Pcc
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Legyen

WRIl' = — ; wCR = — | (4-79)

és hatarozzuk meg Bo, Br, a3, a” értékét {\BB’ ésvcb felhasznalasaval),
illetve bo, br, bs, b4 értékét (M>BB‘ és u»clR felhasznalasaval) a (4.35)-
(4.38) egyenletek segitségével. Legyen

+ fyt2+ a3i+ a4, hat E[—t, ),

(4.80)
Pb + t\CB, hat > ¢,
i T84 4'b3* b*, hatE[-T,r1],
*m<?={ (4.81)
| iwcs, hat >r.

Hatarozzuk meg t és ifi értékét a 4.8. abra feltételeinek betartasaval.
Végll legyen

A(t) = Abc * Rot(t(<), ¥>())), (4-82)

POS(<)= £ P , (4.83)

To,m(f) = COORD(s(i))c *POS(<) * TOOLcl  (4.84)

Vegyuk észre, hogy

A(-r) = AB'c, p(-€)=Pb'C, (4.85)
A(T) = Acc, p(7) = Pcc- (4.86)
A t és T értékek megvalasztasanak alapja:
3 i vmal wmax 1
r=-max< ----—-- R >, (4-87)
* Lamax £max J
T =max(!- Cfl (4.88)

\/ Vmax Wmax )



A palyatervezési algoritmusban t = —r esetén egyszer el kell végez-
ni POSflc; POSaci a, «, b, B\ vRB"; vcs; WBBI, cB; ao0,...,a4,
bo, ...,bsa meghatarozdsat. Ezutan minden id6kozonként ki kell sza-
mitani p(<), tip, t, ip, A(t), POS(<), s(<) vagy a(<), COORD(s(i))c
és To,m(0 értékét, majd ebbdl a q(<) = solve{To,m(<)} alapjelet a
csukloszervok szaméara. Ha a szamitasok csak ritka idékozénként (pl.
50ms) végezhet6k el az irdnyitds magasabb szintjén, akkor a csuklo-
processzorokban ((t) értékét linearis extrapolaciéval célszerl finomi-
tani (pl. 10ms id6k6zonként).

Egy masik alakotjavasol a (4.84) egyenlet szerinti POS(<) transz-
formaciéra Paul ([1], pp.139 151 vagy [4], pp.142-151). Ennek lényege,
hogy az orientacié valtozasat a palya mentén két tengely koérili egy-
mas utani rotaciobdl épiti fel, amelyek kozil az elsd tengely a [, r]
intervallumban valtozik, mig a masik tengely fix:

POS(<) = POSBc*Trans(p(<)) * Rot(t(i),i?(i)) * Rot(z,*>(i)),

(4.89)
_0_

(0 = Rot(z, () (4.90)
1

Ez afelbontas szoros kapcsolatban van az Euler-szdgek értelmezésével:
t a ¥>(i)-vel elforgatott y tengely; t koril forgatni $(<)-vel annyit jelent
mint az elforgatott y tengely korul forgatni t?(/)-vel stb. Vezessik be a

D(<) = Trans(p(<)) * Rot(t(<), t?(<)) * Rot(z, V(O) (4.91)

jelolést, akkor az elvarasok:

D(—t) = POSgJ; * POSR'c, (4.92)
D(0) = I, (4.93)
D(T) = POS” *POScc, (4.94)

melyek kozil at = 0 id6pontbeli feltétel megallitas nélkiil folytonos
gyorsulassal csak kozelitéleg elégithetd ki.



Mivel

‘01 f S(p"
t=Rot(z,) | = °q , (4.95)
1J 1

ezért V(i9) — 1 —cos 0 jeloléssel (1.54) és (1.29) alapjan irhatd, hogy
-C*0 + S*[] -S"(SIVt+Ce)+ C”[-SvCvve] CvSo X

CfQ + S+[) -St(-SvCvV,) + Ct[(%V4 + Ct) svs6 vy
<?,0+ S*[j -S+i-CyS" + C+I1-SySt] Ct r

0 0 0 1

(4.96)

[

ahol az egyszer(iség kedvéért nem irtuk ki a t idévaltozét. Az els6 osz-
lopban ki nem részletezett zaréjelek rendre a masodik oszlop ugyano-
lyan soraban allo zaréjeles kifejezésével egyeznek meg. Mivel D (—) és
D(T) alakja egyarant

BES-ips2-AB B g fil v mg B2 Pp-—

Ifh 1n2 Ifn2 1rP2 —PI) *
mI[l2 m[m2 nrfn2 mf(p2- p,)
nib nfm2 nfn2 n'[(p2-p 1
.0 00 1

ezért mindegyikhez tartozik egy (x, Y, Z, 0, ip) megoldas:

x=If(p2-pi), (4.98)

y=mlI(P2-Pi). (4 99)

z=nf(p2-pi), (4.100)
T

TVv="-n- és \Pe [—1m. (4.101)
Ij M2

So =C”lfn2+ SymJn2, (4.102a)

Ct =njn3 (4.1026)

Sp= + (Crty + CtfImflj - S,5*nfl2 (4.103a)

Ch = -SACAV,*IAm 2+ (C*L> + Cj)m fm 2- n[m 2 (4,1036)
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4.1. tablazat

A palya el6irdsai Paul moédszere esetén

T 0 . T
D (—f) | D(T)
#o)s' (0,0,0,0,0,0) (x,y,r,<p,a.,t)c

xb' 0 XC

VB 0 yc

zb* 0 zc

Gl 0 ne

B> 0 rpc

PB1 PC

Az igy kapott el6irasokat a 4.1 tdblazatban foglaltuk Ossze. Paul a t
tengely valtozasat a [T, r] intervallumra korlatozza, mikdzben <p(t)
lineérisan véltozik:

i <+ 2ryp'*+r)> baie [-r,T],
v»(0 = < (4104)

INc. hai>r.

A tébbi valtozét, nevezetesen az x(t), y(<), z(t), 6(t), rp(t) fuiggvényeket
a 4.3. pont modszerével tervezi meg. A palya ezek ismeretében (4.96),
(4.89) és (4.84) alapjan szamithato.

Ha | ipc —<» |> 90°, akkor célszer(i helyett tR< = -tRi-re
attérni. Ekkor azonban (1.44) szerint a Rot(tR<,0B") transzformacio
értékének megdrzése érdekében el kell végezni még a mp' m— —81he-
lyettesitést is (lasd 4.9. abra).



4.9. abra

Korrekcié | (pc ~ ®B' |> 90° esetén

4.5.3. A szdgsebesség és a szoggyorsulas szamitasa
a palya mentén

Intelligensebb szabalyozasi algoritmusok (pl. RMAC; hibrid pozicié-
és erdiranyitas) a szabalyozas hibajat Descartes-koordinatakban képzik.
llyen esetekben a 1o0,m (<) alapjel mellett sziikség lehet még a sebesség,
gyorsulas, szogsebesség, szoggyorsulas értékekre is a palya mentén a
szabalyozasi algoritmushoz.
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4.1. Példa: A kinematikai mennyiségek &all6 conveyor és Euler-
szbgek esetén

Ha a To,m sarokpontokat {Px,Py ,Pz , D) értékekké konvertaltuk
és ezekhez koordinatanként terveztiink palyat, akkor a Ko keretben
V = p'(<) és a = p"(i) analitikusan adott, mig U>és c (2.91) és (2.100)
felhasznalasaval szamithaté g4 = y><), 95 = ~(0 és 56 = VIO helyette-
sitéssel.

4.2. Példa: A Rot(t(<), t?(i)) transzformaciéhoz tartoz6 szdgse-
besség
Ekkor (1.44), (B.9), ||t]|]2= 1és < t,t' >= 0 miatt
A 1+ 1- C,))tot] + Sd[tx], (4.105)

A'=-S*01 + S*tf[tot] + (I -Cd)[tot' + t'ot]+
+ C M[tx ]+ 5 tf[t'x], (4.106)

A“1=CNl + (1- C,jtot] - [tx], (4.107)

[ux] =A"*A-1 = [tt)x] + (I -C d)[-tot' + t'ot] + 5tf[t'x] =
=[h)x] + 1 - C*)[(t x t")x] + S4t'x], (4.108)

u>=ti? + (1-C *) (txt') + Sit". (4.109)

4.3. Példa: A Rot(t(<), O(t)) * Rot(z, V(O) transzforméaciéhoz
tartoz6 szbgsebesség és szdggyorsulas

Paul mdodszerénél (1.31) és (4.90) alapjan

—sn —Cp
t= Cv t'= D (4.110)
0J [0
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ezért (4.109) alapjan

S, [0] r-c/
wii = G> t?+(1—Co) 0 ¢+ So —Sv =
0 J [i] [ O
—CA~So  —Sy .
= .34 cv I, (4.111)
1-co 0 J J
.0
W2= o (4.112)
1
* * SoC” 0
Uz = Rot(t, w22 = **  SoSy 0 o=
* *  Co 1
CASo
= SvSt o, (4.113)
AN
-CASo —Sv C”S,) o
wi = uy + Wi2 = -S"S0 Cp sAs# €, (4.114)

. 1l-c e 0 Co J [dT

C”"So ' Syj] C(pS$ tp
BE=wWj= -S"So Cv S"So _é +
.1-0 0 coJ [V;

Brbo® - C~Coti -C"®d -bybod + C*Coé' '’
+ —C"both —S"Coé —3yip Cydod + StpCoé é
So# 0 - S6é

(4.115)



4.4, Példa: A kinematikai mennyiségek szamitasa Paul palya-
tervezési moédszeréhez
A (4.84) és (4.89) egyenlet alapjan

TOmM(<) = COORD(s(i)) * POSbc *D(0 *TOOL"], (4.116)
D (t) = Trans(p(<)) * Rot(t(<), t?(<)) * Rot(z, V(O)- (4.117)

Legyen ecoNV G KB a conveyormozgés iranya, akkor
r|_rb.CONV _ ABtSI.IONV bcoNV + je(:orlry”‘(Ol . Miig)\

Példaul, ha a conveyor sikja és mozgasi iranya parhuzamos a bazis
[xB.YB] sikjaval, akkor

AB,CONV = Rot(z, ifcONv)> (4.119)
I fiCONV
&CONV MNconv (4.120)
0
fix értékek, és
vconv =eCONVS'(t), (4121)
&CONV = ecoNvs"(t). (4.122)

Ekkor (4.2) alapjan az Acoorda orientacio is allandé. Vezessiik be a
Pi = Rot(t,i?)*Rot(z, rp)[-AlooL Ptoo1] (4.123)

jelolést. Akkor a palya mentén mozgé Km keret kinematikai jellem-
z6i a Ko koordinatarendszerben a 4.3. példa jeloléseit megtartva a
kovetkezdk:

v = Ag oecoNVs'{t) +Acoorda {p*(0 + Wi(0O XxPi}> (4.124)
a= Ag OecoNVs"(t) + Acoord?*

*{p"(<) + Ci(0 xp,+ Wi<) x (w”t) x PN}, (4.125)
w = AcooRD<*>i(t), (4.126)
¢ = Acoo«d«i(0- (4.127)
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5. A ROBOT SZABAD MOZGASANAK
IRANYITASA

Sok robotalkalmazéasnal a feladat két részre oszthaté. A robot megfog
egy targyat, és szabadon halad a célpont felé, majd a célpontot elérve
kontaktusba kerill a kornyezettel (példaul a csapot behelyezi afuratba).
Az els6 feladat (szabad mozgas) megoldhat6é pozicidiranyitassal, mig a
masodik esetben rendszerint hibrid pozicié- és er@iranyitast célszerd
alkalmazni. Ebben a fejezetben a szabad mozgas iranyitdsara szolgald
algoritmusokat targyaljuk.

Megvizsgaljuk az ipari robotok korében elterjedt decentralizalt szer-
vohajtasokat (nem foglalkozvan a realizacié szempontjabél fontos tel-
jesitményelektronikaval). Ezutan olyan intelligensebb algoritmusokat
ismertetiink, mint a nemlinearis szétcsatolas, csUszoszabalyozas és az
RMAC. Foglalkozunk a perturbalt mozgas iranyitasaval, altalanositott
PID-szabalyozokkal. A fliggelékben ezért 6sszefoglaltuk a linearis rend-
szerek kompenzéalasanak megtervezésére szolgalé fontosabb id6étarto-
manybeli és frekvenciatartomanybeli modszereket is.

51. A ROBOT ES A BEAVATKOZO SZERV
EGYUTTES MODELLJE

A robot és a beavatkozé szerv mechanikai kapcsolatat a 3.5. pontban
targyaltuk. A beavatkoz6 szerv altal kifejtett nyomaték azonban az al-
kalmazott segédenergiatél figgéen nem mechanikai mennyiségektél is
flgg. Példaul egyenarami motor esetén a mechanikai mennyiségek (a
csuklékoordinata és derivaltjai: g%, <, q,), a meghajtonyomaték (Fi) és
a vilamos mennyiségek (u, kapocsfesziiltség és «* rotordram) egyrnés-



sal 0sszefliggenek. Ha a rotor induktivitasa (Zri) nem hanyagolhat6 el,
akkor a beavatkozé szerv allapotvektora x* = (qi,qi,iri)T lehet, mig
elhanyagolhaté rotorinduktivitds esetén x* = (qi,qi)T mA robot mecha-
nikai modelljgben az els6 esetben ir, kozvetlenil nem (hanem csak az
Fi nyomatékon keresztil) jatszik szerepet.

Altalaban (villamos, hidraulikus és pneumatikus motor esetén egya-
rant) a beavatkozd szerveket az attételekkel és a robotot allapottérben
a kdvetkez6 modellel jellemezhetjiik [IV,(ui) nemlinearis jelleggdrbe]:

Si beavatkoz6 szerv és attétel, i =
x* = A'x' + WNi(ui) + d*Fi. (5.1)
Sr robot:

H(a)g + h(q.q) = F. (5.2)

A beavatkozé szerv allapotvaltozdéi kozil g+ és g kiszelektalhatd meg-
felel6en valasztott rj és rj szelekciés matrixszal (amelynek csak egy
eleme 1, a tdbbi nulla). Bevezetve a

g, = €}Tx\ U= r~rx-, (5.3)
X = (XIT,...,xmT)T, (5.4)

A = diag(A"), (5.5)
B = diag(b"), (5.6)
D = diag(d", (5.7
T! = diag(r1T), (5.8)
r2 = diag(T2T), (5.9)
N(u) = diag(Afi(uj)I*), (5.10)

jeloléseket (ahol "diag” matrixok esetén blokkdiagonalis, vektorok ese-
tén lépcsésen illeszkedd diagonalis matrixot jelent), irhatd, hogy

x
1

Ax + BN(u) + DF, (5.11)
H{ti(Ax + BN + DF} + h. (5.12)

T
1
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A masodik egyenletbdl kifejezheté F:
F=(-H-nD)-1{Hn(Ax + BN) + h}. (5.13)

Behelyettesitve F értékét a beavatkozd szervek éallapotegyenletébe, az
eredd rendszer allapotegyenletét kapjuk.

Se ered6:

X={A + D(l- Hr!D)~1[Ht!Ax + h]} +
+{B+D(l—H”DJ-'HnBJNfu) =
=A(x) + B(x)N(u). (5.14)

A bevezetett A és B matrixok azért figgenek az x allapotvektortol,
mert H(gq) = H(nx) és h(q,q) = h(riX, I'rx) alakd. A motoroknal
csak az 7V,(ui) telités jellegl nemlinearitast vettiik figyelembe, ame-
lyet példaul a szervoerdsité indokol. Ez a feltevés hidraulikus motorok

esetén is megengedhetd.

Az Se ered6 rendszer egy nagyméretli (large scale), dinamikusan is
nemlinearis rendszer, ezért iranyitasa vagy szimulalasa bonyolult fel-
adatot jelent. Példaul egyenaramd motor, Lri n 0 és m = 6 esetén
dim x = 12.

52. ROBOTIRANYITAS DECANTRALIZALT
SZERVOKKAL

Mivel az ered6 rendszer egy bonyolult nemlineéaris rendszer, a bea-
vatkozo6 szerv pedig [eltekintve az Ni(ui) telités jelleg(i statikus nemli-
nearitastol] egy egyszer( linearis tag, ezért kézenfekvd egy ilyen tagot
onalléan szabalyozni és mas tagok csatolé hatdsat zavaré jelnek te-
kintve a szabdlyozas révén kikiiszdbolni. Masrészt viszont a robot altal
emelt teher és a tobbi szegmens csatol6 hatdsa a robot palyaja men-
tén jelentésen valtozé zavaroé jellemz6t eredményez, melyek eliminalasa
csak kozelitéleg lehetséges a palya mentén. Ezért az egyszer(i lokalis
(decentralizalt) szervohajtds nem sziikségképpen elégiti ki a robot al-
kalmazasanal megkovetelt pontossagi elirasokat.
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5.2.1. A csatolé hatds dominans részének
levalasztasa

Feltételezziik, hogy a beavatkozé szerv egyenaramud motor. A je-
I6lések egyszerisitése érdekében az i indexet csak ott irjuk ki, ahol ez
feltétlentl szlikséges. Az r index arotorra utal, G a rotor tehetetlenségi
nyomatéka, fm a viszkézus surlédasa, a szogelfordulasa, v az atté-
tel. A villamos és elektromechanikus hatasok kézil G a belsé fesziiltség
egyutthatéja, Rr és Lr arotorkori ellendllas és induktivitas, c2 aranyos-
sagi tényezd a rotorra haté nyomaték (Mr) és a rotoraram (ir) kozott.
Az attételben ébred6 surlodas egyitthatoja /attétel- Az attétel a mo-
tor fordulatszamat a csukl6 felé az attétel (i/) értékével leosztja, mig a
nyomatékot az attétel értékével felszorozza. Mivel az attételben jelent-
kez@ sirlodas jelentds (és nemlinearis), ezért terjednek az attétel nélkili
kozvetlen hajtasok a robotokban, melyeknél azonban a motornak nagy
nyomatékot kell leadnia (specialis motorok). Attétel esetén a nyomaték
megnovelése érdekében M = 10 —100 egy jellegzetes tartomany.

Az egyenarami motor és az attétel modellje (minden nyomatékot
a csuklo feldli oldalra képzelve):

Fi + w/,ng +/attétel? = vMr, (5.15)
N (u)-Cl<p= Rrir +Lr" , (5.16)
Mr =c 2ir, (5.17)

= v(Q. (5.18)

A robot terhel6 hatasa (zavar6 jellemzé):
Fi={4,(q) +v2G)q + ..= Fi+ F;, (5.19)

ahol Fi(t) atlagérték a q(i) palya mentén, melyet a szabalyozo ter-
vezésénél figyelembe fogunk venni, mig F* = Fi —Fi a tervezésnél
figyelembe nem vett csatolé hatas (zavaras), melyet a szabalyozasnak
ki kell kiiszobdlnie. Vilagos, hogy

m
Fi=Y, Didi-F/., (5.20)
i=|



Fi = dun + vB)qi{t), (5.21)
(5.22)

Du = A.(q(0).
F-=Fi- Fi=Fi- ¢,, +v2e)qi(t). (5.23)

by f v76)'g er6 a benne szerepld [, miatt figg a q(<)

Az Fi =
palyatol (alapjelt6l) és a megfogo altal tartott tehert6l.

Vezessik be a
-y ag=e+ % (5 24)

e* =
(5.25)

f=fm+"* P,

jelélést, akkor
(Ai + v2e)q + F/ + ~2/m9 + /attétei? = ~Afr, (5.26)
és i/-vel val6 osztas utan
0V? + /i/? = c2¥ - "Ff, (5.27)
Ar(u) —civq = Rrir + Lr~jj- (5.28)
keletkezik. Innen felirhaté az allapotegyenlet és matrixalakja:
(529)
f = + (530)
q' 0o 1 0 0 0
jt a =0 " 9 + 0 an+ *?
L 0 J

“71aLi~ LZ1d

J L° ~X7
(5.31)
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5.1. abra

A kompenzalatlan rendszer blokkvazlata

5.2. 4bra

A kompenzélatlan rendszer atalakitott blokkvazlata

A blokkvéazlat az egyenletekbdl kaphaté és tovabb egyszer(sithetd (5.1.
és 5.2.4bra). A kompenzalatlan felnyitott kor atviteli figgvénye (u be-
menetre és telités nélkul):

c2 1 1

w /' _Rr+sbLr f+9+*s s £2 J_

ls 7 - 1 cic2+ (fir+ sLr)(/ + 0*s) s
1Rr+sLr ' /+6>*e

(5.32)

Ha a rotor induktivitasa elhanyagolhaté, akkor a blokkvazlatban
Lr = 0 helyettesithet6 és bevezethet6 az Am = c2itr atviteli tényezd
(Nm/A), mig az allapotegyenlet kdzvetlenil felirhatd, mivel « kifejez-
het6 az (5.28) egyenletbdl:

175



+fug = nV() - civg] - -Ff, (5.33)

f+difi

J- g = Q [/[?r+cic2 4 + G N+ °1 FT.
dt bl 1° - slLUT bl [&-VRr\ ro*7
(5.35)

5.2.2. A kompenzalds megtervezése

Feltessziik, hogy a szabalyoz6 soros erdsit6bdl és belsd tacho-
metrikus visszacsatolasb6l all, melyet késébb U elérecsatolassal
(feedforward kompenzaciéval) egészitiink ki:

n=~Ae(ga- q) - Avip+ 0. (5.36)

Itt ga az alapjel. Mivel ci és Av parhuzamos hatasok, ezért az Ae,
szabalyozobeallitas tervezésekor feltessziik, hogy elvégeztik az A, :=
= ci + Av 0sszevonast, amit természetesen a szabalyozé realizalasakor
A, := Av—ci révén fel kell szdmolni. A szabalyozasi kor blokkvazlatat
az 5.3. abra tartalmazza.

5.3.4bra

A szabdalyozasi kor tachometrikus visszacsatolassal
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A kompenzalas tervezésénél arra fogunk torekedni, hogy a zavard
hatds csokkentése érdekében a korerésités nagy legyen (amit Ae néve-
lésével érhetink el), valamint a szabalyozas tranziense gyors és aperi-
odikus (tullovés mentes) legyen (amit Av értékével fogunk bedllitani).
Mivel a kompenzalatlan felnyitott kér Lr — 0 esetén (5.32) alapjan
masodrendl (egytarolds integralé tag), ezért a feladat megoldhato. A
problémat azonban kissé mdédositanunk kell, mert a valésagban a nem
modellezett jelenségek (példaul rugalmas alakvaltozasok) miatt rezgé-
sek lépnek fel a valés robot mikddése soran. Jeldlje ezek kozul a legki-
sebb ilyen rezgés frekvenciajat az t,truct (strukturalis) frekvencia. Ez a
frekvencia terhelésfiiggd. Ha kisérleti Gton a névleges tehernél (névleges
03) meghataroztuk /<(ruci értékét, akkor mas tehernél (0*) a linearis
leng6rendszereknél megszokott médon feltessziik, hogy

Istruct = ijstruetyI 6 0. (537)

Ugy fogjuk a szabalyozot megtervezni, hogy a (zavaras nélkili) zart
rendszer, amely kéttarolés leng6 tag, wo csillapitatlan sajat-kérfrekven-
ciaja a strukturalis koérfrekvencia alatt maradjon megfelel§ biztonsag-
gal:

Ig*
uqgq O-lwjfrucf = 0.5woetuc<W— . (5.38)

Végezzik el atervezést. A tachometrikus belsé visszacsatolas kovetkez-
tében a motor id6allandoja lecsokken 0 *// értékrol

T--n b : $39)
értékre, mivel ereddje
Am A
™/ /| +9*8 Am _
2* " 1, a Am * f+AvAm+e-s -
1+AVf +en8
(540)
/ "6 AVAm
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A felnyitott kér Wq(s) atviteli fuggvénye:

= <541)

ahol K a korerosités (s-1):

(542)

A zart rendszer (zavar6 jellemzé nélkili) H”s) atviteli fliggvénye:

= W° - A gfim _
1+ Wo  AeAm+ v(f + AvAm)s + vg" s*

= 1+ 2[Ts+ T2s2 A5'430

alaku, ahol a £ csillapitds és az wo = 1/7’ csillapitatlan sajat-korfrek-

vencia értéke:
[ 4
S w &9

u(f + AyAT)
£ = eeeeen A eAm _ f+ AyAm (5.45)
« [ "S* 0 B" AeAm
2f e 2V n

Az elGirasok szerint gyors tranziens (wo —kmax) és aperiodikus hatare-
set (E = 1) acél. Az aperiodikus hatareset a leggyorsabb mikédés mel-
lett biztositja a tullovésmentes tranzienst. A tullovés elkeriilése azért
szilkséges, hogy a tranziens sordn a robot ne (itkdzzék a kornyezeté-
ben lévd targyakkal, j6| megtervezett palya esetén a tranziens hibak
kovetkeztében. A kielégitend6 feltételek:

w0 = 0.5wO0j(ruci => ~ 0 odouci{lL< (5.46)

i = (5.47)
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melyek megoldasa:

A, = 0.25a>0J(ruc( (5.48)
f bAvAm = 2xfottruct (5.49)
Vezessik be a
G _ | + AvoAr,,_ _ 2nfQitructy B - (5.50)
Vuo

jelolést, akkor Av alakja:

A, = (551)
Am

A szabalyozéban Ae bedllithatd az (5.48) szerinti, terheléstél flg-
getlen maximalis értékre. A csillapitott tranziens biztositasa érdekében
vagy apalyatol (Du) és atehertdl fliggéen utanallitiuk Av értékét (5.51)
szerint (E = 1; aperiodikus hatareset), vagy fixen bedllitjuk Av értékét
a B*Tax érték alapjan. Ut6bbi esetben kisebb terhelésnél a tranziens
talcsillapitott és lassubb lesz a kelleténél.

5.2.3. A kovetési tulajdonsagok javitasa

Az el6z6 alpontban megtervezett szabalyozébeallitas (zavaré jellem-
z6 mentes esetben) stabilis mikddést és kedvezd tranzienst eredményez
ugras alaku alapjelvaltozas esetén (pont-pont vezérlés csuklokoordi-
natdkban). A kovetkez6kban a kovetési tulajdonsagok javitdsara nem
ugras alaku alapjel esetén el6recsatolast (feedforward kompenzéaciét)
fogunk alkalmazni. A szuperpozici6 elvét alkalmazva kalén-kilén vizs-
galjuk a sebességugras és a gyorsulasugras alaku alapjel esetét.

Eebességugras alaku alapjel esetén a ga(t) =const. jelet kell al-
landésult allapotban hibamentesen kovetni. Ehhez olyan (v jelet veze-
tink be, hogy az 5.3. abra szerinti hatasvazlatban az 1/(0*s) integra-
tor kimenetén allandésult allapotban ga/u konstans jel legyen, vagyis
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az integrator bemenetén nulla legyen:

b'Qaf vgiaAvAm "b Gj;Am —O0, (5.52)

«,(<) =" -j—+ Av qa(t). (5.53)

Gyorsuldsugras alaki alapjel esetén ga =const. jelet kell allan-
désult allapotban hibamentesen kdvetni. Ehhez az 1/(0*s) integrator
bemenetén 0*i/qajelnek kell lennie, amelynek biztositasahoz v mellett

még egy U, jelet is be kell vezetni:
Ua-*m ~ uga0 (5.54)
v O-
a,() = — 9a(0- (5.55)

A kovetési tulajdonsagokat jelentésen le tudja rontani a Coulomb-
surlodéas. Ha kisérletileg meghataroztuk értékét allo helyzetben indi-
taskor (M,tat) és mozgaskor (Mdyn), akkor tovabb javithaté a kovetési
tulajdonsag egy icb jel hozzavételével, amely allé helyzetben egy im-
pulzust, mozgas kbzben egy allando jelet biztosit:

£~ “sign(ga- NH{l(<) - 1<+ At)} allé helyzetben,

-resign (Q) mozgéas kozben.

(5.56)

A kovetési tulajdonsagok javitasa érdekében bevezetett Uv+a+ (ich
korrekci6 igényli az /, 0%, v, Am, M>tat és Mdyn paraméterek kielégitd
pontossagu ismeretét a szabalyoz6 szamara. Az ezek alapjan bevezetett
korrekcié akar hibandveld hatasu is lehet, ha a paraméterek értékét

pontatlanul ismerjuk.

180



5.2.4. A terhelés kompenzasasa elérecsatolassal

A terhelés és méas szegmensek csatolé hatdsanak kikliszo-
bolése érdekében elére ismert ga(t) palya és teher esetén Ff el6re
(off-line) kiszamithaté az (5.20)—5.23) egyenletek alapjan, hattértaro-
I6n tarolhaté, majd onnan visszajatszhaté (on-line) a robot mozgasa
soran. Ha a terhelés a névlegeshez képest lIényegesen megvaltozik, vagy
a palya nem ismert el6re (példaul egy latérendszer adataibél on-line
szamitjak), akkor Ff szamitasat on-line kell elvégezni, amely mar nem
végezhetd el csuklénként dnalldoan (lokalisan, decentralizaltan) hanem
csak centralizaltan (az dsszes érzékel§ adata és az 6sszes robotparamé-
ter alapjan). Ha Fi képletszeriien ismert, akkor a szamitas decentrali-
zalhatd, de a hozzaférést a kozos adatokhoz ekkor is biztositani kell. A
csatolo hatas kikiszobodlésére az (* pétlolagos jelet kell bevezetni:

O*0="r*7 (0 - (5-57)

Mivel atranziens hibak kdvetkeztében aq, (i) palya ésaq(i) trajektoria
eltérnek egymastol, ezért jobb eredményre vezet, ha Ff(t) értékét a
g(<) trajektoria mentén szamitjuk. Ez azonban csak on-line végezhetd
el. Végeredményben az dsszes korrekcié hatasat kell alkalmazni:

G=4da,+ 0, + neb+ G*. (5.58)

Bar Ff szamitasa erésen gépidGigényes, gyakorlati tapasztalatok alap-
jan atipikus ipari robotoknal 30-60 ms id6kdzonkénti kiszamitasa cél-
szer(.

5.2.5. Decentralizalt PID-szabéalyozas
stabilitaAsa és robusztussaga
Az el6z6ekben targyalt soros erdsitével és tachometrikus visszacsa-
tolassal torténé szabalyozas egy soros PD- jellegi kompenzaciénak felel
meg. Felvet6dik a kérdés, hogyan viselkednek a robothajtasok, ha az
altalanosabb soros PID-kompenzalast alkalmazzuk.
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Pont-pont irdnyitds esetén Arimoto és Miyazaki [5] részletesen
vizsgaltdk DC-szervohajtasok stabilitdsat és robusztussagat a robot pa-
raméterei (témeg, tehetetlenségi nyomaték, teher) valtozasakor PID-
szabalyozas mellett. A vizsgéalathoz Ljapunov direkt modszerét, speci-
alisan LaSalle tételét (Fluggelék C) hasznaltak.

A DC-szervohajtasokat célszer(i két csoportra osztani.

Aramszabéalyozott DC-szervomotorok esetén a bemené nyomaték
aranyos az arammal, amely gyors visszacsatolassal szabalyozhaté meg-
felel6 teljesitményelektronikaval és az érzékeldk jeleinek gyors digitalis
feldolgozasaval. A gyors szabalyozas miatt a beavatkozé szerv dinami-
kaja elhanyagolhato.

Fesziltségszabalyozott DC-motorok esetén a bemend nyomaték
csak kozvetve, a motorban fellépé elektromechanikus csatolas révén re-
alizalodik, ezért ajanlott figyelembe venni a beavatkoz6 szerv dinami-
kajat is.

Arimoto és Miyazaki bebizonyitottdk, hogy aramszabalyozott DC-
szervomotorok esetén az

(
Mi = ai(qi0- gf) + 6, J(qi0- qgi)dt - aqi (5.59)
(0]

lokalis PID-szabalyozas aszimptotikusan stabilis a névleges robotpara-
méterek kornyezetében, ha & 6,, ¢, > 0. Ez azt jelenti, hogy

qi(t) —»0 és qi(t) —»qi0, ha t —o0o0. (5.60)

Fesziltségszabalyozott DC-szervomotorok esetén a PID-szabalyo-
zast a «i(q) gravitaciés hatas el6recsatolt kompenzalasaval kiegészitve,
az

t

W= — {a.(g.o- qi)+ bi /(g,0- qi)dt - c{(u+ fiii(q)} (5.61)
i J
0

Ami

szabdlyozasi torvény eredményez aszimptotikusan stabilis és robusztus
szabalyozast. A bizonyitas kihasznalja, hogy a7) = Lr,/Rri elektromos
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id6allandé kicsi (tipikusan 0.001-0.0001 s; a bazis szegmensnél 0.01-
0.001 s), ezért a 7) — 0 esetén fennall6 stabilitAsb6l a szingularisan
perturbalt rendszerek [7] elmélete szerint kovetkezik a valédi rendszer
stabilitasa.

5.1. Példa: StabilitAsvizsgéalat Ljapunov direkt médszerével

Igazoljuk LaSalle tételével (Figgelék C), hogy az F- =a,-(g;0 —5,) +
+6-j'(qi0 —qi)dt —c,q, nyomatékkai a robot pont-pont irdnyitasa sta-
bilizalhaté.

A robot Lagrange-egyenletébdl indulunk ki. Felhasznaljuk, hogy a
robot kinetikai energiaja a csuklokoordinata-derivaltaknak kvadratikus
alakja:

k = iq'HIqiq. (5 62)
1 ¢ -a YT ~* 563>

Vezessik be a
pP*= - H(g)q (5.64)

jelolést. A potencialis energia hatasa mellett vegyuk figyelembe a sur-
I6dast, a paraméterek pontatlan ismeretét stb. egy figgvénnyel, melyet
allandosult értékre és attol valo eltérésre bontunk. Mivel

q=HCq)-", (5.65)

ezért a figgvényt g és g helyett a p és q valtozokban irjuk fel:
f(p.q) = f(o.qo) + f(p.q-qo). (5-66)
Feltesszik, hogy a véaltozasra egy bizonyos tartoméanyban teljesil, hogy

li(p.q - qo) I< *illp|| + MIQ - qoll- (5-67)
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Bevezetve az

A = diag(a,), B = diag(6l), C = diag(c,), (5.68)
t

£=J(q-qo)dt + B~i{{0,q0) (5.69)
0

jeloléseket, a szabdlyozas (robot-fszabalyozd) dinamikus egyenleteit az
x = (p, 4—qo, i) allapotvaltozékkal az aldbbi alakban kapjuk:

dK
P= -f(p,g~qo0) - A(g-q0)-CH 1p-BI, (5.70)
q=H_1p, (5.71)
i =g-qo- (5.72)

Vélasszuk Ljapunov-fiiggvényként a
, [T 1 al 0 1f p
AN(X)=«(PT qT~qgo iIT] Q A B g-qu =
1 [ O B aBj [ £
=ip TH_Ip + apT(q - qo) + ~(q- qo)TA(q - q0)+
+(q-qO)TBI+IQITBI. (5.73)
kifejezést. Akkor a Ljapunov-fiiggvény derivaltja az id6 szerint:
V(x) =pTH-1p + 1pT~W --)p + apT(q - q0)+

+ apTq+ (g - gqo)TAqg + q7 + (q —qO)TBE +
+ a£TBE. (5.74)

A (B.19) derivalasi szabdly felhasznalaséaval

4(H_ 1) ,-1<*HH-1_ wu-1/T ,0U,H-1
dTH - _H ’ (575)
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ahonnan kovetkezik, hogy

1. gK ly .dK
=-27A0Y =-2P H V (5 76)

Behelyettesitve V(X) kifejezésébe az igy kapott Osszefliggést és p, q,
£ értékét (a megfeleld differencidlegyenletek jobb oldalat), az egymast
kiejt6 tagok figyelembevétele utan a kovetkez6 alakhoz jutunk:

V(x) =a(q - qo)T|~ - pT(H-1CH-1- aH ~p -
- (@ - qo)T(aA - B)q - q0) - (q- q0)TaCH_1p -
—pTH _1f —a(q —qO0)Tf- (5.77)
Annak érdekében, hogy a K(x) < 0 feltételt (legalabb egy korlatos

tartomanyban az egyensulyi pont korul) igazolni tudjuk, szikség van
néhany atalakitasra:

1. (YCa+ YCH™1))2> 0= (5.78)
- 2<YCa,YCH_1b ><< YCa,YCa > +
< YCH 'b.YCH"b >, (5.79)

- 2<aCH'b ><< g,Ca>+<b,HACH 'b >, (5.80)
- a(q- qo)TCH_1p < ~(q - qOTC(q - qO+
+|p TH-1CH-1p; (5.81)
2. a(g-qo)T|"~-=-|p TH_1{X](9i-9i0) * } h _1P- (5-82)
Az igy kapott Osszefiiggések felhasznalasaval irhaté, hogy
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*(x) < - PTH-YC - aH - +EE£(,, -

-(@- qo)T{»A - B- |c}(q - q0-
pTH-1/-a (q -qO0)T/. (5.83)

Véalasszuk meg a szabalyoz6 paramétereit Ugy, hogy

A > C+ 2c+-1B =» (5.84)

aA-B-£c>aC +2B-B-Jc =B+ £c (5.85)

teljesiljon, akkor elég kis a > 0 és /-hoz valaszott r > 0 esetén az

n={(p.q-qo,0 :Hll < »||g—qol||l < r} (5.86)

halmazon
V(X) < -ip TH-1CH-1p - ~(q - qo)TB(q - q0). (5.87)

A LaSalle-tétel masodik kdvetkezményének feltételei teljesilnek y =
= (P,g- qo) és z = £ valasztas mellett. Ezért a szabalyozas aszimp-
totikusan stabilis az A > C + 2a_1B szabdlyozdbeallitds mellett, ha a
kezdeti feltételekre ||p(0)|] < r és ||q(0) —qo|| < r teljesul.

Vegyuk észre, hogy az r érték novelhetd, ha/ (vagy f) értékét becsil-
juk és bevonjuk a szabdlyozasi algoritmusba (el6recsatolas, feedforward
kompenzacié). Lényeges hangsulyozni, hogy csak az aszimptotikus sta-
bilitasrél szol az allitas, ezen belll a tranziens jésagarol, a dinamikus
mindségi jellemzdkrél (tallévés, szabalyozasi id6) nincs informacionk.
Ezekhez az informaciékhoz szimulacié révén juthatunk.
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5.3. A KISZAMITOTT NYOMATEK
(NEMLINEARIS SZETCSATOLAS) MODSZERE

Mivel a robot egy bonyolult, nemliearis, csatolt rendszer, ezért ké-
zenfekv6 Ggy iranyitani, hogy a killonb6z6 szegmensek egymasrahatasat
megsziintessik (a rendszert szétcsatoljuk). Ez a robot dinamikus mo-
delliének ismeretében a meghajtonyomaték specialis alakban t6rténd
el6allitasaval lehetséges:

H(a)g + h(q.q9) = F, (5.88)
F = H(q)u + h(q,q). (5.89)

Az eredmény az, hogy a rendszer szétcsatolt kett@s integratorokra bom-
lik, mivel H(q) pozitiv definit és ezért invertalhato:

g = u. (5.90)

A szétcsatolt kett6s integratorok PID-szabalyozdkkal szabalyozhatok:

t
u, = gai + kpi(gai - qt) + kn J(qai - qi)dt + kDi(qai - 0). (5.91)
(0]

A pélyatervezés révén az alapjel és derivaltjai (qai, gai, gai) mint id6-
fliggvények adottak.
A gqn —qgal —4i szabalyozasi hiba kielégiti a

ddi + koig'di + kPIddl + kuqdi =0 (5.92)

differencidlegyenletet, amely exponencialisan lecsengé qdi(t) szabalyo-
zasi hibat eredményez, ha a PID-szabalyoz6k paramétereit kedvezéen
valasztottuk meg. Felfliggesztve az i index kiirasat, ez a

s3+ kos2+ kps+ kj =0 (5.93)

karakterisztikus egyenlet gytkeinek alkalmas megvalasztasaval befolya-
solhat6. Aperiodikus tranzienst feltételezve valaszthato példaul

83+ K082+ Kp3+K[ = (s+ a)(s-|-6)2 = 83-t-(a-t-26)e2+ (2a6-f62)s + a62,
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amelyhez a szabalyozdébeallitasnak a kovetkezd feltételeket kell betar-
tania:

a+ 26 = kp,
2ab + B2 = kp, (5.94)
ab2 = kj.

Problémat jelent, hogy a rendelkezésre all6 robotmodell paraméte-
rei a valés robotétél eltérhetnek (példaul a tehetetlenségi matrix ele-
mei csak pontatlanul ismertek, a teher eltér a névlegest6l, a surl6-
dési egyutthato pontatlanul ismert stb.) Legyenek a szabalyozotervezés
alapjaul szolgalé modell paraméterei H(q) és b(q,q), akkor a rendszer
miikddését leiré egyenlet:

Hq + h = Hu + fi, (5.95)
ahonnan rendezéssel kovetkezik, hogy

q = H(q)_{H(q)u + h(q,q) - h(qg, q)}. (5.96)

szabalyozas mennyire viseli el a paraméterek leirdsanak pontatlansa-
gat. A szabalyozot aramszabalyozott DC-szervomotorokkal realizalhat-
juk (5.4. abra).

A gyakorlatban erre a szabalyozasi stratégiara mind a kiszamitott
nyomatékok mddszere (computed torque method), mind a nemlinearis
szétcsatolas (nonlinear decoupling; inverse dynamics) elnevezés elter-

jedt.

54. VALTOZO STRUKTURAJU IRANYITAS

A valtoz6 struktdraja rendszerek a robusztus iranyitasi stratégiak
egyik lényeges tertletét alkotjak [9]. Egyik fontos valtozd struktdraji
iranyitasi elv a cslisz6szabalyozas (sliding control). Ennek alkalmazasat
robotiranyitasra kilénésen kiemeli az a tény, hogy a szabalyozé nem
igényli a pontos modell valés idejii szamitasat, hanem megelégszik egy
egyszer(isitett modell és a hibak fels6é korlatjanak szamitasaval [10].
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5.4. &bra

A kiszdmitott nyomaték (nemlinearis szétcsatolds) mddszere szerinti szabalyozé

5.4.1. A csuUsz6 feliilet alapjan torténd
szabalyozas elve

Tekintstk az x = (y, ¥, ...,j/n-1))T allapotvaltozé mellett az egy-
valtozos

= /(x) + 6(x)u (5.97)



rendszert az

m  =vya(t)~y(t) (5.98)

hibaval. Feltessziik, hogy xa(0) = x(0); ellenkez§ esetben integralassal
fogjuk képezni a hibat. Definidljuk az s(x,t) kapcsold feluletet, az un.
csuszo6 feluletet (sliding surface),

s(x,<)="(-" +a)  y(i) (5.99)

moédon, ahol A > 0. Vegyik észre, hogy |||s||2 felfoghaté Ljapunov-
filggvénynek, ezért célszer(i megkovetelni, hogy az u(t) iranyitds mellett
teljesiiljon, hogy

MI*H2=ss <-v lel. (5.100)

ahol 1]> 0.

A feltételek teljesiilése esetén, ha kezdetben nincs a trajektéria a
kapcsol6 feluleten (s(0) ¢ 0), akkor is (példaul s(0) > 0 esetén §' < —ij
miatt)

t, < (5.101)
n

id6 alatt a trajektéria biztosan rékerul az s(x,<) = 0 csusz6 felilletre,
amelyen azutan a hiba exponencialisan lecsengve nullahoz tart (csu-
sz6 Gizemmdad, sliding méd). A csisz6 feliilet megkozelitésének ideje ¥
értékével, mig a lecsengés sebessége a cslszo felileten A értékével befo-
lyasolhato.

5.2. Példa: CsuUszdiranyitas méasodrendl rendszer esetén
Legyen az iranyitandé rendszer alakja

y=/(x) +u (5.102)



Aradnyos szabdalyozas esetén y(<) a hibajel, ezért a definicié szerint
(n=2

«= v+ Ay, (5.103)
8l=Ya- y+Xy=ya- f - U+t\y. (5.104)

Legyen /(x) rendelkezésre allé becslése /(x), és legyen az iranyitas

ti = U + ifc(x)sign(s), (5.105)
G- ya- f(x) + Xy, (5.106)
akkor
* = [-[-fc(x)sign(s), (5.107)
ss'= (/- f)s- k(x) Is|<[/ -/ lIsl-*(x) |s]|<-tj]|s] (5.108)
*(X) SL/(*)-/(*) |+ (5.109)

Legyen a valos rendszernek a modellt6l valo eltérésének F(x) fels6 kor-
latja ismert figgvény,

L/(x) - 1(x) |< F(x), (5.110)
akkor a szabalyozéban szerepl§ ifc(x)-re fennall, hogy
k(x) = F(x) + 1] (5.111)

Integralé szabalyozas esetén az f ydt hibajelintegralbol indulunk
ki, amire nézve n = 3, ezért a definici6 szerint

S=+ AN Jydt =y+2Xy+ X2 J ydt, (5.112)
S'=ta- y+ 2Ay+ A%y = ya- f - w+2Ay+ A2y, (5.113)

ezért a kordbbi esethez hasonléan az iranyitas:

n =i+ fc(x)sign(s), (5.114)
U=ya-/(x) + 2Ay + A2y, (5.115)
k(x) = F(x) + 1. (5.116)
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Integralé szabalyozassal az s(0) = O feltétel betarthaté, ha az

S=y+2Ay+ A2J y(T)dr - y(0) - 2Ay(0) (5.117)
(0}

vélasztassal élink.

Az eddigiekben az amplitidoerésités (b= 1) ismert volt. Tegyuk fel,
hogy az er@sités elGjelét biztosan, az allapotfiiggd erbsitést pedig
pontatlanul ismerjik. Ekkor az iranyitandé rendszer:

y = /(x) + 6(x)u, (5118)

a becsllt (6) és a valés (6) amplitidé hanyadosara teljesiljon a

R-"<\<R (5.119)

also és fels6 becslés. Csak az aranyos szabalyozas esetét vizsgaljuk, mert
az integralé esetben csak U moédosul. A definicié szerint

s= (N + AMy=y+Ay, (5.120)

s'=ya- y+\y =ia- f - bu+\y. (5.121)

Legyen a szabalyozé alakja

=
1

6-1{0 + A:(x)sign(s)}, (5.122)
jlo- 1(x) + Ay, (5.123)

«

akkor visszahelyettesitve u(t) alakjat s kifejezésébe, atalakitdsok utan
irhaté, hogy

s'=/ -/ + (I- 66-1)« —66-1fc(x)sign(s), (5.124)
ss'<\f-f\ IsT 11—bb~11l1Gl|s| -6 ~x) |i|<-4]i]| (5125)
A(x)MNN-D| -1 +|66-1-1||U |+ 66 -1y. (5.126)
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A bb 1értékére vonatkozé becslés alapjan valaszthaté, hogy
*(X) = [2(F+v) + (/?-1)]ii]. (5.127)
Sok esetben az erfsitésre vonatkoz6 becslés
Amin A b~ fmaz (5.128)

alakban all rendelkezésre, amelyrél egyszer(i médon lehet az el6z6 alak-
ra attérni:

(5.129)

B = 5.130
V ®min ( )

B~ <\<B- (5.131)

A cslsz6szabalyozas realizalasanak van egy kellemetlen probléméaja.
Mivel k(\) a csUszo feluleten altaldban nem nulla és

{ +1, has >0,
0, has—o, (5.132)

—1, has< 0,

ezért az iranyitas a kapcsolo feliilet pontjaiban nem folytonos, az ugras
értéke +k(x). Amikor a trajektéria eléri az s(x,<) = 0 csUsz0 feliletet,
az iranyitasnak nulla id6 alatt +fc(x) értékl ugrast kellene produ-
kalnia, ami képtelenség. A trajektéria ezért kissé atlép a csuszo felllet
masik oldalara, majd onnan fordul vissza ismét a csuszé feliilethez,
amikor is a csisz6 felllet el6z6 oldalara csap at. Kézben a felllet két
oldala kozott +2fc(x) érték(i az iranyitasvaltozas, ezért csisz6 maod-
ban az iranyitds nagy amplitidéval " csattog” (control chattering). Ha
az iranyitott rendszerben ez a nagyfrekvencias jelvaltozas karos, akkor
modositani kell az iranyitasi elven. Robotok esetén a nem modellezett
strukturdlis korfrekvencia (U>truct) miatt mindig ez a helyzet.



5.4.2. Az iranyitas nagyfrekvencidas komponenseinek
kikliszdbolése

A baj oka a sign(s) figgvény ugrashelye, ezt kell megsziintetni. Ké-
zenfekvd a sat(s/() telitésfuggvénnyel prébalkozni:

{ 1, has>d
slh, ha —h<s<aq (5.133)

—1, has<-i),

Ennek ara az, hogy a csusz6 feliilet kéré egy hatarréteget képezink
(boundary layer neighboring):

B(x,t) = {x 1 s(x, t) [< &). (5.134)

A hatarrétegen kivil megtartjuk az eddigi iranyitast, mig a hatarréte-
gen belll n értékét sat(s/() segitségével interpolaljuk. Példaul ismert
erdsités, aranyos szabdalyozas és ya =const. esetén az S—y + A(y0—Y)
csuszo feluletet koriilvevs hatarréteget a ¢ vastagsag és az e = /\
pontossag jellemzi (5.5. abra).

5.5. 4bra

A hatarréteg n= 2 esetén



Egy elvi fontossagl Inlajdonsag, hogy y és y(i) korlatos a hatarré-
tegben. Ez egyszeriien lathatdé be x(0) = 0 esetén, mig x(0) / 0 esetén
aszimptotikusan lesz igaz. Jel6lje ugyanis itt p a Laplace-transzformacio
valtozojat, akkor

»=5Tpa)»Tr*. (5135)

- FTa»'! <5136)

és tobbszor alkalmazva a konvollcids tételbdl kovetkez6

1J e-ATS(t —r)dr |< pJ e~XTie < (5.137)
(0] [0}
t
Is(t) —J e~Xrs(t —r)dr |< ¢+ = 2 (5.138)
[0}

becsléseket kapjuk, hogy
\ii\< ~zi = e, (5.139)
I¥{) < v.\_.2-0 = (2 A )'~ = (2Aye. (5.140)
Ezért a hatarréteg belsejében x —xa korlatos,
X = x, + 0(e). (5.141)

Tekintsiik ezutan a szabalyozé tervezését hatarréteg esetén. A ha-
tarréteg vastagsagat (¢ id6ben valtozo6 értéklre fogjuk valasztani,
hogy ezaltal a kovetési pontossagot (y) kedvezéen tudjuk befolyasolni.
Mddositjuk az |||s]|2 derivaltjara vonatkozé feltételt:

LEIM|2= «/ < t6 -"»)M . (5-142)

Ez azt jelenti, hogy szigorubb feltételt tamasztunk ¢ < O esetén mint
> 0 esetén.
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5.3. Példa: Kapcsolasi sav tervezése méasodrend( rendszer
esetén

El6szor az ismert erGsitésl esetet (6 = 1) tekintjuk. Nyilvanvaléan ¢
és T] ellentétes hatasu, ezért ha k(x) tartozik hatarréteg nélkil r*hoz,
akkor hatarréteggel

i(x) = k(x) - ¢ (5.143)
n —i + £(x)sat(s/</i) (5.144)
szlkséges. A hatéarréteg belsejében akkor
s'=1/ -1 - K(X)B/th (5.145)
teljesil, amibél x korlatossadga miatt kovetkezik, hogy
s' = -k(xa)3/p + Af(xa) + O(e). (5.146)

Ezért s' ugy viselkedik mint egy egytarolds tag az el&irt xa(t) trajekto-
ria mentén, amelyet egy korlatos zavaras ér. Valasszuk az iddallandét
N értékdre, akkor a

o (5.147)

mérlegfeltétel alakhoz (balance condition) jutunk. Innen (5.143) figye-
lembevételével a hatarréteg valtoztatasara

t+ Xb = k(xa) (5.148)

kovetkezik.
Tekintstik most az allapotfligg6 erdsités esetét. Ekkor (5.126) és j] :=

=T - alapjan kovetkezik, hogy

k(x) > k(x) =" (5.149)
h>0: k(x) >k(x) — ] h=k(x) — (5.150)
k(xa) - k(xa) - (5.151)

d< 0: K(X) >k(x) + (H (-p) = k(x) - 4> (5.152)
Yo P max

k(xa) = k(xa) - RG> (5.153)



irjuk el6, hogy valtozo erbsités esetén teljesiljon a
SiiVi'A (5154)
()
mérlegfeltétel, ekkor a hatarréteg valtoztatasara kapjuk, hogy
®>0: ~ = *(xa)-B~14=>h+\p = Bk(xa), (5.155)

®< 0: "N =x(xa)- >+ " = jjk(xa). (5.156)

5.4.3. Robot valtozé struktdréyu iranyitasa

Alkalmazzuk a csisz6 modusu (integrald) iranyitas elvét robotra:

Robot: Hg + h = F. (5.157)
Szabalyozé: F = Hu + h, (5.158)
u =? csliszé modusu.
Rendszer: q=H-1(fi- h) +H _1Hu. (5.159)
Elvarhatd, hogy a becslések vannak annyira jok, hogyH-1H = 1+

+H-1(H —H) miatt a f6atléban pozitiv elemek allnak (ismert az er6-
sités elGjele). Jeldlje H -1 i-edik sorat (H_1),- edii tor- Legyen Ah =
= h —h, és tetszbleges x = (xi, ...,x,)T vektor esetén x+ = (| X\ |,..., |
X, [)T. Az i-edik csatolt alrendszerre alkalmazzuk a cslszéiranyitas
elvét:

g = (H_1),_edt,or«Ah + (L-1M)aT + £ (H -1H)yu, (5.160)
bi,min < (HAH),',' < bi max
Bi = . ' fliggvényei q-nak. (5.161)
y Oi,min
—bj — U ™i.mar ‘7i,min
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Akkor a csuszdszabdlyozé algoritmusa (5.115), (5.117) és (5.126) szerint

u. = Gi(q){ai + Ki(q, q)sat(s,/<£,)}, (5.162a)
« =+ 2AN + A2?2, (5.1626)
i
« =  + 2A?, + V2] qi(r)dT - G(0) - 2Ag,(0), (5.162c)
0
*<(9,q) > A{(i - 2_1) Ifii I+(H-Dit e d i k nn++
+ X >; lid 11 (H_1H)O [ +~}- (5.162(0

Vegytuk észre, hogy ti szamitdsanal az U k Gj<jg kozelitéssel éltlink.
Ellenkez§ esetben egyenletrendszerek megoldasa valik szikségessé (lasd
[10], pp. 179-183). A ki és <+ szamitasara az (5.150)—5.156) egyenle-
teket kell hasznalni.

55. SZABALYOZAS DESCARTES-KOORDINATAKBAN

Ha a palyat Descartes-koordinatakban terveztilk meg, akkor kézen-
fekv6 lenne a szabdlyozasi stratégiat is Descartes-koordinatakban (po-
zicidban és orientaciéban) megfogalmazni. Célszer( lenne a poziciot és
orientaciét kozvetleniil mérni és nem a geometriai modellbél vissza-
szamitani, mivel csak a kdzvetlen mérés lesz érzékeny a modell altal
nehezen kezelhetd rugalmas alakvaltozasok figyelembevételére. Sajnos
manapsag az ilyen érzékel6k rendkivil dragak, vagy a kielégité pontos-
sagu méréshez hosszl feldolgozasi id§ szikséges. Ezért megelégsziink a
csuklékoordinatak és derivaltjaik mérésével (q, q) és a geometriai vagy
kinematikai modell hasznalataval.

5.5.1. A pozicié- és orientacidhiba szamitasa
A robot geometriai modellje alapjan ga és q ismeretében szamithaté
a robot jellegzetes pontjara (rendszerint a szerszamkdzéppontra, TCP)

az alapjel és a szabalyozottjellemz8 Taés T homogén transzformacidja
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aKs és Ke keretek kozott (a B, E indexeket nem fogjuk kiirni):

T _ fle m, n, [T m n pl

P
0O [0 OO0 1J° L0 0 1 ~ '

Ezért a Kg keretben kozvetlenil felirhaté a pa—p poziciéhiba. Az
orientaciohibat ugy valasztjuk meg, hogy derivaltjai kdzvetlen kapcso-
latban alljanak a kinematikai mennyiségek hibaival. Ehhez célszerl az
orientaciohibat tp tengely koruli forgatasnak felfogni ugy, hogy egy t
tengely koruli p forgatds az érzékel6 altal mért ortonormalt 4, m, n
vektorokat rendre az alapjel 1,, ma, na vektoraiba forgassa be:

[la w, na]l= Rot(tty>)[1 m n], (5.164)
Rot(t, Ap) =[la nia na][l m n]-1. (5.165)

A t tengelyt és p szoget meghatarozhatjuk az (1.55)—1.59) Osszeflg-
gések alapjan. Kinalkozik azonban egy gyorsabb kdzelit6 szamitas
is, mivel kis orientaciés hibat feltételezve

Rot(t,y>) s» 1 -f v?[tx], (5.166)
la= 1+ pt x 1 (5.167a)
ma=m + pt x m, (5.1676)
na= n + y?txn, (5.167¢c)

ahonnan koévetkezik, hogy

Ixla=p\x (txD=pf{t<11>-1<t, 1>} =
= p(t—<t, 1> 1), (5.168a)
m x in,, = <Pp(t—< t,m > m), (5.1686)
nxna= p(t—<t,n > n). (5.168c)

Adjuk 6ssze az utols6 harom egyenletet és vegyik figyelembe, hogy
<t, 1> <tm >, <t,n > rendre t komponensei az 1, m, n ortonor-
malt iranyokban, ezért

Ixl,+m xm jn x n ,

tp =

(5.169)
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Vaélasszuk a szabélyozas hibajaul (error) az

X&= [P°t7 ]= e (517°)

vektort, amelyet a KB keretben hataroztunk meg. Akkor Xj derivaltjai
a kinematikai mennyiségek hibajaval fognak kapcsolatban allni:

Xd = _‘j xd = [[oN )

5.5.2. Gyorsulasiranyitas (RMAC)

A gyorsulasiranyitas (resolved motion acceleration control, RMAC)
[8] felfoghaté (5.92) analogonjanak Descartes-koordinatak esetén. Ko-
veteljik meg ugyanis, hogy a szabalyozas Xd hibaja az

xj+ kixj + k2Xd = 0 (5.172)

referenciamodell alapjan exponencidlisan lecsengve és aperiodikusan
tartson nullahoz. Ehhez az s2 + Jfcis-f ir = 0 karakterisztikus egyenlet
si,2 gyokeinek ki kell elégitenie a Re S12 < 0 és Im «12 = 0 feltételt,
ami

fci>0, *2>0, f@ —4t2> 0 (5.173)

esetén teljesl. Jeldlje J a szerszamkozépponthoz (TCP) tartozé Jacobi-
matrixot, amelyet a KB keretben irtunk fel (mivel x4 = e értékét is a
KB keretben hataroztuk meg). Akkor (2.102) alapjan az el&irt referen-
ciamodellb6l kdévetkezik, hogy

(z:afcl’ —Jq _IEI7t74 + & V¢ —AriJg+ Are = 0, (5.174)
u
ésinvertalbatd Jacobi-matrix esetén

+ ** o 4*x 2 +k2e-2qj. (5.175)
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(péalyatervezés” Q Erzékel6k ~

TO,vO,wi maalRn 414
! i 1

H meghatarozasa ]|3 meghatarozasa | T meghatarozasa

h meghatarozdsa \Ej- g meghatarozasa ( 'tcp meghatarozasa

j 3  szamitdsa | e hiba szamitasa

I 1

A="k.A9% 1 {(c*)*k1(4 )" 2e-|5_qJ

F=Hgeh

N"Aramszabalyozott PC -szervomotorok *

5.6. &bra

Az RMAC algoritmus szerinti szabalyozé

Megjegyezzik, hogy J és "iq (2.97) szerint rekurzivan is szamithatok
I, &, ii, O meghatarozasaval, de a szamitas végén at kell szamitani
értékiket a KB keretbe. A szamitott q és mért q, q alapjan képezni
kell az F meghajtonyomatékot a szervomotorok szamara:

F = H(q)g + h(q,q). (5.176)

A szabdlyoz6 sémajat az 5.6. abra tartalmazza. Az egyes téglalapok-
ban behatéarolt funkciok 6nall6 processzorokkal realizalhatok. A vizszin-
tes iranyl parhuzamositds mindig lehetséges, ha a megfelel6 képletek
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szimbolikus (képlet-) alakban rendelkezésre allnak. A fligg6leges iranyu
tagoltsag idébeni sorrendiséget jelent. A szamitasokat korabban mar
mind targyaltuk. Itt kivételesen nem lenne sziikség F felbontasara Hq
és h dsszegére.

5.6. A ROBOT PERTURBALT MOZGASANAK
IRANYITASA

Gyakran ismétl6d6 robotmozgas esetén elényds a névleges trajek-
toria xo(t) és a hozza tartozé névleges iranyitds uo(<) elére szamitasa,
esetleg optimalizalasa. Mivel a kezdeti feltételek vagy ateher az egymas
utani alkalmazasoknal valtozhatnak, ezért a realizalt x(<) trajektoria
eltérhet a névlegestdl. Ekkor azonban az iranyitast is célszerli megval-
toztatni a névlegeshez képest. A tovabbiakban kis 6x(t) és 6u(t) eltérést
(perturbé&cidt) feltételeziink, és keressik a éu(<) iranyitasi torvényt.

5.6.1. A perturbalt rendszer linearizalt modellje

Induljunk ki az (5.1) és (5.2) egyenletekbdl és tekintsiik a perturbalt
alrendszereket:

6Si beavatkoz6 szerv és attétel, i=1,....m:
6x* = A'éx' + b 'K + d*6F,. (5.177)
6Sr robot:
_ir
E tE tE = IF-
(5.178)
H (qOx&g -- H v (qo,qo)éq + HP(q0,q0,q0)6q = <5, (5.179a)
Hvij == | . 5.1796
= g (5.1796)
a dhi  x-“gHugc..
«Mr=pgn" +1,'£-""L§:| b (5.179c)
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Az 5.1. pont jel6léseivel kovetkezik, hogy

6F = Hri(A6x + Béu + D6F) + Hvriéx -f HpT126x, (5.180)
6F = (I - HriD)-1{[Hr1A + Hv/T! + HPr2éx + H-nB6u},(5.181)

és innen a perturbalt rendszer linearis modellje:

6Sz :
Sx = A(<)6x + B(f)6u, (5.182a)
A=A +D(l- HrID)-(Hr1A +Hvn + Hpr2), (5.1826)
B(O=B+D(l- HriD)-1HriB. (5.182¢)

5.6.2. A perturbalt linearis rendszer
iranyitasa

A modell id6ben valtozé, mert az argumentumokban megjelenik a
névleges x(<) trajektériahoz tartozé qo(i), 4o(*) és qo(0- Az lyen rend-
szerek esetére a szabalyozotervezési médszerek - eltekintve a kvadra-
tikus kritérium szerinti optimalizalastol [39] (lasd Fiiggelék G) - nin-
csenek eléggé kidolgozva. A perturbalt rendszer 6Se modellje lehetévé
teszi, hogy az A(<) és B(<) matrixokat off-line, még a tervezési perio-
dusban analizaljuk és az id6tengelyt olyan részintervallumokra osszuk,
amelyekben a matrixok elemei mar konstansokkal approximalhaték, és
minden iddintervallumhoz tartoz6 autoném rendszerhez egy-egy tobb-
valtozos szabdalyozast tervezzink. Erre a célra hasznalhaték az auto-
nom tdbbvaltozos rendszerek id6tartomanybeli [11], [15], [38] (Flgge-
Iék D) vagy frekvenciatartomanybeli [12], [13], [14] (Fuggelék E) sza-
balyozoétervezési mddszerei. Ezek az allapot-visszacsatolast alkalmazé
szabalyozasok képezni tudjak az allapot becsult értékét is a deter-
minisztikus Luenberger-megfigyelével vagy a sztochasztikus Kalman-
szlrével (Fuggelék H). Egy masik lehetséges moédszer a 6x = A(i)6x+
+B(i)6u rendszer approximalasa egy linearis, idéinvarians modellel
(A, B konstans matrixok) valamilyen identifikaci6s moddszer segitsé-
gével, és a szabalyozotervezés alapjaul az id6ben "atlagolt” rendszert
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lehet valasztani. Ehhez az atlagolt rendszerhez tervezhetiink egy 6u =
= —Kéx dllapot-visszacsatolast polusathelyezéses modszerrel, szétcsa-
tolassal vagy egy j61 megvalasztott kvadratikus kritérium optimaliza-
lasaval. A szabalyoz6é implementalhaté egy minimalis dim (x)—dim(y)
rend( Luenberger-féle

z= Fz+ Gjay + G26u, (5.183a)

6x = Qi<by + Q 26z (5.1836)

allapotmedgfigyel6vel (y = Cx a mérhet6 kimenet) vagy Kalman-szirén
alapulo allapotmegfigyel6vel. Az allapot-visszacsatolas 6u = —Kéx
alakban realizalhat6 a becsult allapot visszavezetésével.

Egy masik lehet6ség az, hogy meghatarozzuk

(A-BK)Xr=XINr (5.184)

megoldasait, ahol Xr és JIr rendre a zart rendszer sajatvektorainak és
sajatértékeinek részhalmazai, és

<5u= -K X r(C Xr) - xéy

alakl projektiv iranyitast alkalmazunk. Szerencsétlenségre ekkor a
zart rendszer spektruma nemcsak /r-bB1l, hanem J1(AT) rezidualis
spektrumabdl is all, ahol

Ar=[—N 1JA J , (5.185a)
[-N 1]Xr = 0. (5.1856)

Ha A (Ar) nem kielégit6 tulajdonsagu szabdalyozastechnikai szempont-
bol, akkor a projektiv iranyitds ebben az alakban nem alkalmazhaté.
A modszer altalanosithatdé tébbvaltozés PIl- és PID-szabalyozok ter-
vezésére [15]. Ha spektrumuk nem kielégit6, akkor valaszthatunk egy
altalanositott PID-szabalyozd6t, amelynek alakja

zi = Fzi + G2j 6ydt + G 26y, (5.186a)

6u=-KP6y-KIf6ydt-K 2I. (5.1866)

A tervezés lépéseit Fiiggelék D.5. tartalmazza.
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6. EROIRANYITASI MODSZEREK

Ha a robot kontaktusba keril a kérnyezetével (példaul egy szerelési
feladatnal), akkor ennek soran rugalmas alakvaltozas és kontaktuserék
lIéphetnek fel. A robot feladatara vonatkoz6 el6irasok errél kézvetve (a
megkivant engedékenység alakjaban) rendelkeznek. Ezek az el6irasok
nem lehetnek ellentmondéasban a robot el§irt mozgéasaval.

Célszer(i lenne a szerelési feladatot is pozicidiranyitassal megoldani,
ehhez azonban specialis (RCC) megfogok szilkkségesek ([26], pp.439-
471), és ezeknek is vannak korlataik. Megvizsgaljuk ezért, hogy milyen
erdiranyitasi modszerek alkalmazéasara célszer(, és ezek milyen iranyi-
tasi algoritmussal realizalhatok. Foglalkozunk az engedékenységi cent-
rum és az altalanositott centroid fogalmaval, az implicit impedanciai-
ranyitassal és a hibrid pozici6-erd iranyitas kilénféle madjaival.

6.1. AZ IRANYITASI MODSZEREK OSZTALYOZASA

A villamos és mechanikai rendszerek ko6zott
Litt M 48] laez Lpo lay +no dot € 3 ide=
mx" + Dx1+ -~-x = F (6.1)
AT

alapjan analdgia all fenn:

' i n L R C

X X1 F m D Cr (6-2)
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Ennek alapjan induktivitasnak témeg (inercia), ellendllasnak csillapitas
és kapacitadsnak engedékenység (compliance) felel meg. Az engedékeny-
ség a KT merevség (stifness) reciproka. Whitney [16] annak alapjan
osztalyozza a robotiranyitasokat, hogy a szabalyozéasi algoritmusba be-
vont hibajelek milyen mechanikai mennyiségekkel sulyozva adnak er6t,
illetve ezeknek mik a villamos analogonjai. igy beszélhetiink:

- merevségiranyitasrdl (xa—x; Kr),

- csillapitasiranyitasrél (x0—x; D),

- impedanciairanyitasrol (x, —x, x, —x; Kr = 1/Cr, D, analogonja

R + 1/Cs operatoros impedancia),

- erd@iranyitasrol,

- hibrid pozicié- és er@iranyitasrol.
Ha a megfog6 altal tartott targy rugalmas alakvaltozas kovetkeztében
benyomul a kérnyezetbe (x), mikdzben a kdrnyezet eredeti helyzetéhez
(xB) képest fellép egy x —XB alakvaltozas, és igy egy KB (x —XR)
reakciéer6 a kornyezet és a targy érintkezési helyén (KR a merevségi
matrix), akkor er6/nyomaték érzékel6t is feltételezve az egyes iranyitasi
stratégiak elvi hatasvazlatai a 6.1.- 6.5. abrakon lathatéak (J a Jacobi-
matrix: x = Jq).

6.1. abra

Merevségiranyitas
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6.2. &bra

Csillapitaeiranyitaa

A hibrid iranyitas elvi vazlataban szerepl§ S = diag(sj) matrix a fela-
dattérben (x) az egymasra ortogonalis altérbe es6 er6- és nyomatékira-
nyitasi (si = 0), illetve pozicid- és sebességiranyitasi (s< = 1) irdnyokat
jeldli ki. Egy iranyban csak egyfajta (vagy csak er6-, vagy csak pozicio-)
iranyitas lehetséges.
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6.4. abra

Erdiranyitas

Mind a merevségiranyitas, mind az impedanciairanyitas realizalhato
er6/nyomaték érzékel§ nélkul is (implicit ergiranyitds). Ekkor a fela-
dathoz egy megfelel6 ered6 merevségi és csillapitasi matrixot terve-
ziunk, melyet a poziciészabdlyozasi algoritmussal kiséreliink meg reali-
zalni. A tovabbiakban részletesebben vizsgaljuk az implicit merevség-
engedékenység-) iranyitast, valamint a hibrid irdnyitast.
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6.2. ENGEDEKENYSEGI CENTRUM ES
ALTALANOSITOTT CENTROID SZAMITASA

A szerelési feladatok realizalasa kdzben a robot megfogéja altal tar-
tott targy érintkezésbe kerll a kdrnyezettel. Ennek soran a robot, a
beavatkoz6 szervek (a motorok, a tengelyek és az attételek), a meg-
fogo, az altala fogott targy és a kdrnyezet egyittesen rugalmas alakval-
tozast szenvednek, amelynek kovetkeztében az alakvaltozassal aranyos
reakciéerd ébred. Az alakvaltozas (Ax) és az er6 (F) kozott a C enge-
dékenységi vagy a K —C -1 merevségi matrix teremt kapcsolatot:

Ax = CF, (6.3)
F=KAx = C_1Ax. (6.4)

A reakcioer6 tovabb terjed a robot tengelyeire, amelyek megszorulhat-
nak és rugalmasan deformaldédhatnak. A tengely rugalmas alakvalto-
zésa (Aq.) és az ezt kifejt6 tengelynyomaték (r*) kozott ki merevséget
feltételezve fennall, hogy

N = ki&qi, (6.5)
r = diag(*,)Aq, (6.6)
JTF = diag(Jb,)J-1Ax, (6.7)
F = J-Tdiag(jfci)J-1 Ax = KAX, (6-8)
Ax = Jdiag(Jfc, 1)JTF = CF, (6.9)
K = J-Tdiag(*i)J-1 merevség (stiffness) matrix, (6.10)

C = Jdiag(jfc,_1)JT engedékenység (compliance)matrix. (6.11)

A kifejezésekben szereplé J Jacobi-matrix a roboton kivil fligg a meg-
fogotdi és a targytdl is, tovabba a kontaktus "helyét6l”, x-t6l. 1tt x
egy absztrakt informacié, amely a kontaktus geometriai helyét (p) és

tetsz6leges orientacioba el lehet jutni a Rodrigues-képlet szerint egy t
egységvektor koruli ¢ forgatas révén, ezért x

«= [t1] (612)
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alakinak vélaszthat6. Ekkor azonban x a kontaktuspont pillanatnyi
sebességébdl (v) és pillanatnyi szégsebességebdl (w) tevddik dssze:

=[] (6 13

A robot, a megfogd, a targy és a kdrnyezet egy eléggé altalanos séméaja
a 6.6. abran lathato.

Robot és kornyezetének kolcsdnhatdsa

A megfogo tartalmazhat aktiv vagy passziv szabadsagfokokat. Relativ
helyzete a megfog6 felersitési helyéhez képest a <, ...,®1 altalanosi-
tott koordinatakkal jellemezheté. A robot helyzete a bazishoz képest a
©i, ...,0, altalanositott koordinatakkal jellemezhet6. Az egyittes rend-
szer a

Y=(01,..10n>P1L,...,oT1)T (6.14)

altalanositott koordinatakkal irhatd le. Legyen a megfogd kitlintetett
pontjanak (példaul a szerszamkozéppontnak, TCP) sebessége és szdg-
sebessége vo és wo, az egylttes rendszer erre a pontra vonatkozé Jacobi-
méatrixa J, akkor

VO

. | * 11 Q
=35= 4= .15
twod 97 L2 (B.15)

LI2ia-
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Tekintstink egy tetszéleges r pontot OT-tdl mérve, akkor (merevséget
feltételezve):

vi=v0+ ,0Oxr=v0- r xwo= (Ji - [rx]J2q, (6.16)
ur=wo=J2q, (6.17)

ahol [rx] a vektorszorzas matrixa:

0 -rt r,
[rx] = r, 0 —X (6.18)
Ty orx 0

Ezért az r ponthoz tartoz6 Jacobi-matrix alakja:

Ar= M TXYy (6.19)
J2

Legyen az OT ponthoz tartozé engedékenységi matrix:

C =Jdiag(*f,)JT= Cll CI21 (6 20)
22

akkor az r ponthoz tartozé engedékenységi matrix:

Cr=Jdrdiag(*~1)J;T = JI  jrX1J2 dagA,_1) [jf - ANrx]T  Jj],

(6.21)
_ '"Cu - [rx]Cf2- C22rx]T + [rx]C22[rx]T Cx—[rx]C22
r_ [ Cl*2 - C22[rx]T c2
(6.22)
Ha az r c pont megvalax’haté lgy, hogy
Ci2-[rex]C2=0 (6.23)

teljestl (amihez példaul invcrtalhaté C22 esetén az [rcx] = Ci2C22
matrixnak vektorszoizas alakunak is kell lennie), akkor Crlc blokk-
diagonalis alaku lesz:

¢c _ fCn - [rex]Jcf2 0 _ fcu - [rex]C22rex]T O
c* 0 Cc22] 0 C22 o

(6.24)
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Ezt az rc pontot az engedékenység centrumanak (compliance center)
nevezik. Az engedékenységi matrix kordbbi A x = CF értelmezése sze-
rint, ha egy fcer6 atmegy az engedékenységi centrumon, akkor az csak
transzlaciot okoz. Hasonléan, ha az N c nyomaték atmegy az engedé-
kenységi centrumon, akkor ez csak az engedékenységi centrum korili
rotaciot eredményez.

Az engedékenységi kdzpont nem mindig létezik. Ha azonban a meg-
fogé mozgéasa egy sikra korlatozédik, akkor a vo sebességnek csak eb-
ben a sikban, mig az 0i0 szégsebességnek csak az erre mer6leges irany-
ban vannak komponensei. Valasszunk olyan béazis koordinatarendszert,
melynek két egymasra meréleges tengelye a sikban van és harmadik
tengelye a sik normalisa, akkor

(6.25)

(r9)

k. * O O *
Ci2 = Jidiag(*,-1)j£ =  * - * diagt*,-1) tO b I* =

0—-Q

* *
I 00

0 o *
% 111= 00 *, 62
0--——-0 [oo0o* [oo0o

[0----- 0] oo *
c2 = J2diag(A;r))jd = Q-mee- O diag~f1) | | =
* *J ﬁ

OO0 *

'0 0 0
=000, 6
0000 63

ezért



00a 0 —r ry 000
Ci2 —[rex]C22= 0 0 6 — r 0 —4x 0 0 0 =
00O —4y 1x 0 0 0 ¢
O 0 a- cry
= O O b+crx =0 => ry=alc, = -6/c, (6.29)
0 0 0]

és igy sikra korlatozott mozgas esetén mindig létezik engedé-
kenységi centrum.

Ha r a kontaktuspont, akkor Cr nem sziikségképpen blokk-diago-
nalis. Ha a szerelési feladatban a kontaktuspontban egy n egységvektor

altal adott irAnyban specidlis el6irasokat kell betartani, akkor az r kon-
taktuspontban az n irAnyban definialhaté egy skalarértékd cTvirtualis
engedékenység a
Cnor=C, - [rx]cf2 c 2rxf + [rx]C2[rx]T, (6.30)
ca = MNOTCuy,rn (6.31)
Osszefliggések alapjan. Az el6irdsok gyakran vezetnek a kdvetkezd op-
timumproblémara:
cr(n,r) —» extrémum, (6.32a)
|In]| = 1 (korlatozas). (6.326)
Mivel a skalarszorzat aTb =< a,b > jelolése mellett
cr(n,r) =< Cn>m,n >=
=< Cnn - [rxjcijn - Ci2[rx]Tn + [rx]C22[rx]Tn,n >=
=< Cull,n>+<C™,rxn>+<rxn,Cf2n >+
+ <Crr(rxn),rxn>=

=< Cnn,n > + < -2[nx]Cf2n + [nx]TC22[nx]r,r >, (6.33)

ezért az optimumfeladat megoldasanak feltételei:

Cu.rfl = An, (6.34a)
N1 =1, (6 346)
—[nx]Cf2n + [nx]TC22[nx]r= 0. (6.34c¢)
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Az egyenletek alapjan n egységnyi normaji sajatvektora C u r-nek. Az
utolsé egyenlet azt mondja ki, hogy cr-nek az r szerinti derivaltja nulla.
Ha maximalis engedékenység a cél, akkor a Amai., ha pedig minimalis
engedékenységet kell biztositani, akkor a Amin sajatérték és a hozza
tartoz6 n sajatvektor valasztand6 a szerelési feladatban a kitlintetett
iranynak.

Specialisan, ha van engedékenységi centrum, akkor r = re
egy optimalis megoldas, mert az optimumprobléma harmadik feltétele
mindig felirhat6

-[nx]{C[2-C 22rx]T}n =0 (6.35)

alakban, ami az engedékenységi centrumra mindig teljesiil. Az n irdny a
szerelési feladathoz optimalis (maximalis vagy minimalis) engedékeny-
séget eredményezd Xopt sajatértékhez tartoz6 sajatirany. A sajatértéket
aCuy.r = Cuy —J[rex]C 22[rex]r matrixhoz kell meghatarozni.
Példaként tekintsiink harom feladatot az eredmények alkalmaza-

sara:

6.7. &bra

Sorjazas vésével [17]

1. Vésbvel torténd sorjazas (deburring using a chipper) esetén
a cél minimalis engedékenység (maximalis merevség) biztositasa a ha-
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tasiranyban. Ehhez meg kell hatarozni az engedékenységi centrum he-
lyét, és itt hatasiranyként a Ami, sajatértékhez tartoz6 nm*n sajati-
ranyt kell valasztani. A sajatértékeket a 6.7. abran az engedékenységi
ellipszoid f6tengelyei alkotjak.

2. Kemény fellulettel valé kontaktus (hard surface contact) ese-
tén, mikdzben kis tk6z6 er6 biztositasa a cél, maximalis engedékeny-
séget kell biztositani a hatasiranyban. Ehhez meghatarozandé6 az enge-
dékenységi centrum helye és az r kontaktusponthoz tartozé Amjr saja-
térték és nmar sajatirany, amely a hatasirany lesz. A sajatértékeket a
6.8. abran a virtualis engedékenységi ellipszoid f6tengelyei adjak.

3. A csap-furat probléma (insertion of a pag into a hole) ese-
tén a csap utkozik a furat vallaval, aminek kbévetkeztében a sebességtdl
figg6é nagysagu (itk6z6 er6 (impact force) keletkezik. A csapnak ek-
kor a furat kdzépvonala felé kell elmozdulnia anélkil, hogy a furatban
megszorulna. Annak érdekében, hogy a csap elmozdulhasson orienta-
cidjanak megtartasa mellett, az engedékenységi centrumnak az (tk6z6
er6 hatasvonalan kell elhelyezkednie. Az engedékenységi centrum az a
pont, amelyben a transzlacio és a rotacié szét vannak csatolva a hat6
er6 és a nyomaték tekintetében. Ha a csap a vall masik oldalara csa-
podik, az Utk6z6 er§ hatasvonala atvalt a csap kdzépvonalanak tulso
oldalara. Azért, hogy az engedékenységi centrum mindkét hatdsvonalra
rakeriljon, az engedékenységi centrumnak a csap kdzépvonalan, a csap
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csucsanak kozelében kell elhelyezkednie. Az engedékenységi centrum
meglétét és elhelyezkedését befolyasolhatjuk megfelel6 elasztikus tulaj-
donsagokkal felruhazott megfogé alkalmazasaval, amely passziv mecha-
nikai elemekbdl (rugékbdl) all. Az ilyen megfogd neve: remote center of
compliance berendezés, mig az igy biztositott engedékenység a passziv
engedékenység (passive compliance), lasd példaul Loncaric [18]. Egy
masik lehet6ség az engedékenységet (vagy inverzét, a merevséget) a
szabalyozasi algoritmus révén aktiv modon befolyasolni (active comp-
liance).

6.9. &bra.

Csap-furat probléma [17]

Nagy sebességgel végrehajtott szerelési feladatok esetére Asada és
Ogawa [17] az engedékenység statikus szemlélete helyett az inverz
inerciamatrixot (G) és az altalanositott centroidot javasolja a
szerelési hatasirany megvalasztasaba bevonni. Ezekhez a jellemz6khoz
nagy sebességek esetén az engedékenységnél megismert gondolatmenet-
tel analég modon lehet eljutni. A Iényeges eltérés az, hogy diag(fci' 1)
helyett a robot dinamikus modelljében szereplé H(q) inerciamatrix in-
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verzét kell hasznalni. Az altalanositott centroid helyén a G = JH-1JT
inverz inerciamatrix blokk-diagonalis, és a mozgasegyenletek dekompo-
naltak:

C - iGU~ [rex]G22[rcX]T © .
Gr - 0 G2’ (6'36)
ale= (Ga —[rex]G 22[rcx])frc + hi, (6.37)
€= G2Nrc+ h2 (6.38)

6.10. abra

Az altalanositott centroid [17]

A 6.1. tablazatban felsorolt analégiak figyelembevételével altalanositott
centroid létezése esetén [haa centripetalisés Coriolis-erék (hi, h2) elha-
nyagolhaték, akkor] a transzlacié és a rotacié a centroidon atmené er§
vagy nyomaték esetén dekomponalhat6. A hatasirany megvalasztasasra
ugyanolyan tipusu optimumfeladatot kell megoldani a G u > matrixra
az |[n|]| = 1korlatozas mellett, mint Clljr esetén kellett. Minimalis erék
biztositadsara Xmax, mig maximalis er6k esetén Am,, és hatasiranyként
a hozza tartoz6 sajatirany valasztando.

Az engedékenységi centrum (és az altalanositott centroid) megha-
tarozasanal az els6 lépés a Jacobi-matrix meghatarozdsa. A szamita-
sokat a megfogéhoz rogzitett mozgd Kn keretben (”Jn) vagy a robot
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6.1. tablazat

Engedékenység (C) Inverz inerciamatrix (G)
diag(*,-1) H(a)
C = JdiagiifrJd7, G =JH-1JT
virtualis engedékenység (cr) inverz virtualis tdmeg (mr)
virtualis merevség (c"1) virtudlis témeg (m*“ 1)
engedékenységi centrum altalanositott centroid

KO referencia-koordinatarendszerében (°J,) végezhetjiik. Ha az i-edik
csuklotengely iranya megegyezik a szegmenshez rogzitett ki keret z,

tengelyének irdnyaval (mint példaul Denavit-Hartenberg-alak esetén),
akkor

ni _ "do nd,, _il Or _  °do e °dn-i oq\
Jn- ["to ... Jn~ [°to ... (6 39)
p 1] \ x>
av . — m*J n‘J P‘J1l Yy _T-e Ifi 401
AL " 0 0 0 1 J

Zi - zi
L1 L1
jelolés mellett

- rotaciés csukld esetén:

"y —1,1 = [»-1fi.Z ) dj— = —/(-l.n.rPi-1111 4" — —

nti—y = I di-ly — m,—4nxPi—, n 4" Mi-\,n,yPi~l,n,XI
ti—,i = tlj—4Jlji I  dj_ — m<—n,rPi—kny 4" W+.n.yPi—n,r>
°t,_i = no.i-i , °d,_i = no,i-i X (po,,, - po,i-i,n); (6.41)

- transzlaciés csukld esetén:

tj-i = 0, ii = i,n,r.

d»-iy
ndi- 1* = N|-L.n.i,
v I =o, "di.l = no.i-J. (6.42)
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6.1. Példa: Scare szerel6robot engedékenységi matrixa

Az engedékenységi matrix és az engedékenységi centrum meghata-
rozasara példaként tekintsiik a szerelési feladatoknal gyakran hasznalt
négyszabadsagfoki Scara-robotot. A robot szegmenseihez régzi-
tett kereteket specidlis helyzetben abrazoltuk (rotaciés csuklé esetén
g ¢ 0). A kereteket és a Denavit-Hartenberg-alak paramétereit a 6.11.
abra tartalmazza. A szamitasokat az alabbiakban arobot K greferencia-
koordinatarendszerében részletezziik:

ci -5, 0 a.cvVv
si Ci 0 a,b5,
1< oo 1 di
0 0 0 1 Jj=12
«c3 -S3 0 0] [(1 0 0 O-
S3 C3 0 0 _ 0 1 0
T2'3 0 0 1 0 T34 0 0 1 d4 - (6-43
0 o o0 iJ LO 0 0 1
6.2. tablazat
1 tipus nOJt-1 p04- Po.,-1 °d,-1
0 ci2C\2 + aiCi —a2si2~aiSi
i R 0 02S12 + aiSi 02C 12-h 01C 1
1 di «-(i2~ 0
0 02C12 —02S12
2 R 0 02S 12 a2C\2
Vl . (62 l—d\ _|_| 0
3 R 0 0 0
1 -d 4
0 1 o |
4 T * 0
J -1 L—1J
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6.11. abra.

Négyszabadsagfoki Scara-robot Denavit-Hartenberg-alakja
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'cl2 512 o fi2C2+ u\c\:
T2 F1*Ti2— "® "# 9 =K +§° , @Ew
.0 0O O 1
Ci23 Si2s 0 axi2+aiCi'
t0,3-To 2+P23= §° OB 05  §RGad 4,5

.0 0 0 1
'CiZB 5i3 0 aXi2+ aiCi'
m . Sm -Cuns 0 a25|2+a|5|
%)o,éFTo,s*r%s.Z[- 0O O 1 dl+d3-d<
.0 0 0 1

ma5i2—aibi —aXsi2 O 0
a2C2+awcy @cv3 0 O

O 0 0O 0 4 I3«
J4= 0 O 0o 0 ~° *6,47J
0 O 0O
1 110.
°C =°Jddiag(tf)°Jj =
mACL(—@®27Ni2 ~ aini) o o
*j“(a2C712 + aiCi) f2 102C12 0 o)
0O O -K 1
O 0 0 o *
O O O O
kil it,1 kJ1 O
025i2—aiSi a3C\2 +a\C\ 0 0TI .
—a5i2 arCx, 01 a1
* 0 0 0 0 0 1 >649)
o 0 -100 0.
A B @]
‘Cyu= *c 0 |,
O 0 ki1
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'O 0 tfli-a2512-a15i) + *J1(-a2512)
°Ci2= 0 0 fg (a2Cj2+ ajCj) + fer~Cn)
0 0 0
‘0 0 0
°cC2= 0 0 0 , (6.49a)

0 0 fej"1-fk21-ffejl
A =kx1(a25i2 + 0iSi)2+ k21(a2Si2)2,
B = —k~1(—a2Si2 —a\Si)(aXCiz + ajCj)—
~ <Jl(a25i2)(a2Ci2)! (6.496)
C =fci'L(fl2CI2 + a,Ci)2+ ~2'(a2Cl2)2-

A transzlacio és a rotacié szétcsatoltsaganak feltétele °Ci2= 0, ahon-
nan koévetkezik, hogy

Sn =3[ +C,S2= ) Su (6.50a)
(fej + f2 )a2
C12= Cjc2- 5i52= - .-T, cl, (6.506)
(fej + *2 )2
Az S2,C2 valtoz6ékban lineéaris egyenletrendszer megoldasa:
S2= 0, (6.51a)
= - - - = - -
Cl 7(ng_ ri;Ag ;az +1 (6-516)
amely csak a csuklok engedékenységére vonatkoz6
M= o2 (L0l ~ dTil=_izx?l (6.51c)
a2 \ Ki o/ fej £2
feltétel teljesiilése esetén lehetséges, amikor is
1?22 = fer, (6.52a)
- fe' 1 .
0272 (-aj5i = -7rj-a2Sj2, (6.526)
fey
L fel
arCxr + ajCi = —Ta 2Ci2. (6.52c)

fej
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A valddi engedékenység! centrum létezésének feltétele még:

B =0, (6.53a)
A=C=k". (6.536)

A 5 = 0 feltételbdl kovetkezik, hogy

—ky1hpyr SICLR2—21 —

= ~"k2la] M+ pr” sin2(*? + t2) = 0, (6.54a)

thi + i723= /], (6.546)

az A = C feltételbdl pedig

ky1Apyr “2812+ k210012 — 1 a2°?2 + *2 1alC?2 >
(6.55a)
*{1<5 (1 + pr)(52- CR) = 0. (6-556)
S2=+Ci2, (6.55¢)

2+ %227 +mj. (6.55d)

A valddi engedékenységi centrum oOsszes feltétele nem teljesithetd egy-
idejlileg, mivel (6.54b) és (6.55d) egyszerre nem lehet igaz.

A szétcsatolas feltétele all6 (K g) és mozgoé (A 4) koordinatarendszer-
ben ugyanaz. Cuy diagonalis voltanak feltétele a két koordinatarend-
szerben eltér6, kivéve azt az esetet, amikor minden elem azonos a dia-
gonalisban (valodi engedékenységi centrum). Ennek oka az, hogy

°C,j = Ao,44C0A j4l (6.56)
ahol
Aod= [lo4 [TD4 no4] (6.57)

az orientacio leirasa a T g4 homogén transzformaciéban.
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6.3. IMPLICIT MEREVSEG- ES
IMPEDANCIAIRANYITAS

A robot iranyitasanak egyik lehetséges mddja szerelési feladatoknal,
ha alapvet6éen megtartjuk a pozicidiranyitas elvét. Ekkor az alapjel a
pozici6-id6é (és sebesség-id6) fuggvény, a hiba az ettdl vald eltérés, de
a szabalyoz6 ugy avatkozik be, hogy a beavatkozas egy el6irt ered6
engedékenységet (esetleg csillapitast is) eredményezzen a szerelési
el6irasok megvalositasahoz. Az iranyitas implicit abban az értelemben,
hogy nem alkalmaz er6/nyomaték érzékel6t. Illyenkor a szereléskor lét-
rejové Ax rugalmas alakvaltozas (elhajlas és elcsavarodas), valamint
az ezt kivalté altalanositott F (er6 és nyomaték) kozotti kapcsolatot
a szerelési feladat el6irasainak megfeleléen Kp merevséggé kell atfo-
galmazni. Hasonléan egy K, csillapitassa kell atfogalmazni a Ax és F
kdzotti kapcsolatot is. A merevséget és a csillapitast fizikai jellegének
megfeleléen pozitiv elemi diagonalis matrix alakjaban célszerd el8irni,
ahol az elemek szamszer(i értéke és nagysagrendje megfelel a szerelési
feladat kdvetelményeinek:

Kp - diag(kpi), (6.58a)
K, = diag(£vi), (6.586)

Olyan szamitasi algoritmust kel!l tehat valasztani, amely biztositja az
el6irt ered6 merevséget. Ennek soran abbdl kell kiindulni, hogy a kon-
taktuspontban haté F altalanositott erd kifejtéséhez a meghajtémoto-
rokban r = JTF A&ltalanositott nyomatékot (transzlaciés csuklé esetén
Ti er6t, rotacios csuklé esetén r- nyomatékot) kell biztositani. Masrészt
a robot dinamikai modelljének alakja

H(g)ga + h(q,q)+C,q =T, (6.59)
ahol
H =.(Hij) szimmetrikus pozitiv definit inerciamatrix,
h = {hi) = C(q, qjg + h"q),
Cq a centripetalis és Coriolis-hatas,

hp a gravitaciés tér hatasa,
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C, = diag(c,) a surlodas pozitiv definit matrixa,
I a meghajtomotorok nyomatéka.

Tételezzik fel, hogy a szerelés kis sebességgel torténik, és a gravita-
ciés tér hs(q) hatasanak becslése kielégit6 pontossaggal ismert. Akkor
iranyitasi algoritmusként valaszthat6

- merevségiranyitas:
r = hy(q) + ITKp(x, - Xx) (6.60)
- impedanciairanyitas:
r=nh,(q)+J3JT7T{Kp(xa- x) + K,(xa- x)}. (6.61)

A szabalyozassal szemben alapvet6 kovetelmény az aszimptotikus
stabilitds. Elegend6 az impedanciairanyitast vizsgalni, mert a merev-
ségiranyitas ennek specialis K, = 0 esete. Az aszimptotikus stabili-
tds belatasahoz Ljapunov direkt médszerét hasznalhatjuk. Legyen a
Ljapunov-fliggvény a robot kinetikai és az eredd rigé potencialis ener-
gidjanak Osszege:

V =7~ <Hg,q>+"< Kp(x0- x),xa- x>, (6.62)

akkor V pozitiv definit, mert H és Kp pozitiv definit. Masrészt V de-
rivaltja az id6 szerint, konstans x a pozici6é-alapjel esetén:

V=~{<Hg+Hq,q>+ < Hg,qg>+ < Kp(-x),xa- x > +
+ < Kp(xa- x),( x) >} =
= <Hg+ "Hg,q>- < Kp(xa- x),x > . (6.63)

Ezért, hp(g) = hs(q) feltételezése mellett, a robot dinamikai modellje
és az impedanciairanyitas miatt teljesil, hogy

Hqg= -Cqg —C,q + JT{Kp(xa- x) - K,x}, (6.64)
x = Jq, (6.65)
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ahonnan kovetkezik, hogy a trajektéria mentén
K=<1I(H -2C)g- C,q+ JT{Kp(xa- x) - Kvq},q > -
- < Kp(xa- x),Jq >=
=< ”H - 2C)gq,g>-<C ,q,q>-< K,JIq),Jg > . (6.66)

Fluggelék J szerint < (H —2C)q,q >= 0, ezért V negativ definit,
és igy az implicit merevség- és impedanciairanyitasok aszimptotiku-
san stabilisak feltéve, hogy JTKp invertalhaté. A figyelembe nem
vett hatasok (g(g) pontatlan becslése, all6 surlédas, nemkonstans xa)
instabilitast, példaul hatarciklust eredményezhetnek.

Mar ez a viszonylag egyszer(i iranyitasi stratégia sem realizalhaté a
megszokott decentralizalt analég szervohajtésokkal, hiszen a csukléko-
ordinatak és derivaltjaik megmért q, q értékébdl

x (pozicio és orientacid) a robot geometriai modelljébdl,
xa—x (pozicio- és orientacidhiba) a Rodrigues-képlet alapjan,
X = J(q)q a robot Jacobi-matrixabal,

he(q) a robot geometriai modelljébdl és a szegmensek tomegébdl és
témegkozéppontjabol

hatarozhaté meg jelentés szamitasi raforditassal val6s id6ben.

6.4. HIBRID POZICIO-ERO IRANYITAS

Az alapvet6 hibrid iranyitasi elv egy olyan iranyitasi architektara,
amely a feladat korlatozasainak megfelel6en az er6-visszacsatolast be-
vonja a szabalyozéasi algoritmusba. A feladat korlatozasai Raibert és
Craig (1981) eredeti cikkében egy Kc engedékenység! keretben
(compliance frame) adottak. Altalaban, minden feladathoz definial-
haté egy Y-szabadsagfoku altalanositott felllet a korlatozasok teré-
ben, amelynek normalisa mentén pozicié-, mig érint6je mentén er6-
nyomaték-) korlatozasok vannak el6irva. Ezek a természetes kor-
latozasok (natural contraints), amelyek a megfogé mozgasanak sza-
badséagfokait particionaljak két ortogonalis halmazra, amelyeket eltérd
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kritériumok alapjan kell iranyitani. A mesterséges korlatozasoknak
(artifical contraints) nevezett pétlolagos feltételek vezethet6k be ezek-
kel a kritériumokkal kapcsolatban, amelyek az el6irt poziciérél és er6rél
rendelkeznek a feladat soran. Ha tehat a tervez el@ir egy trajektoriat
a poziciéra vagy az er6re, akkor egy mesterséges korlatozast definial.
Ezek a korlatozasok is a feliilet normalisa és érint6je mentén adottak,
de a természetes korlatozasokkal ellentétben, a mesterséges erdkorla-
tozasok a felllet normalisa, a mesterséges pozicidkorlatozasok pedig a
felllet érint6je mentén vannak el6irva (6.12. abra).

A szabdlyozashoz meg kell valasztani az engedékenységi keretet (Kc),

a pozici6 és az orientaci6 x = (zi, ...,xn)t vektorat Alc-ben, az
természetes mesterséges
korlatozasok korlatozasok
**=0 v =0
w3=0 *z3
cny- 0 Clz-COq
fy=0 f,=0
rz=0 rx=0
rz -o i>=0

Csavarhuzo6 forgatasa ([26],p.421) (U a szogsebesség, p csavar menetemelkedése)
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S = diag(si, ...,sjv) szelekcios matrixot a feladat korlatozasainak meg-
feleléen (s, = 1, ha Xmirdnyban poziciészabalyozas szlkséges; e< = 0 ,
ha Xi irAnyban er6iranyitas szilkséges). Figyelembe kell venni, hogy az
er6/nyomaték érzékel6 K, koordinatarendszere eltér A'c-t6l. A szaba-
lyozasi hiba képzéséhez a szabalyozott jellemzéket a Ke keretbe kell at-
szamitani. Ehhez felhasznalhaté a robot transzforméaciés grafja
(6.13.4bra).

6.13. &bra

A robot transzforméciés grafja

Itt Ke a végberendezéshez (end effector) rogzitett keret, Kcost
a targyhoz a kontaktuspontban rogzitett keret. A grafbdl kdzvetlendl

felirhatd, hogy

Te.cont = TOE*TOC*Tc.coNT, (6.67)

Ts,c = *Te.cont * Tc,colvr- (6-68)

Barmelyik T homogén transzformacié a szokasos mdédon bonthaté A
orientacios és p pozicid részre. A szabdlyozasi eltérés képzése mindig a
K¢ keretben torténik, ezért az érzékel6k adatait K c-be at kell szamitani.

Az er6/nyomaték érzékel§ F jelét a Kc keret Fc jelévé az alabbi

modon szamithatjuk at:

Fc=i TAFC 2 1f. (6.69)
.- "s,c[ps,cx] “s,c.
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A kontaktuspont sebessége és szogsebessége a K¢ keretben aCJcont
Jacobi-matrixszal fejezhetd ki:

| _ ~C,CONT”E,CONT A"C,CONT"E,CONr[PE.CONrX] E I
JCONT— " .7 oT
n A econt" E.cont

(6.70)

Tc.conT.a alapjel révén, tovabba a q csuklékoordinata mért értékébdl
és a geometriai modellbdl kiszamitottuk aktudlis értékét

TC.CONT = Tgc *To,£(q) * TE.CONT (6-71)

alakban, akkor az x,, —x hiba komponensei:

- a poziciéhiba: pc,vont.,a—Ve,coNT,
- az orientaciéhiba: t6d), ahol

Ae,CONT,a - Tlot{t,6<t>) * A c,CONT, (6.72)

Hot(t, 6dp) = cos(6<ji)l + [1- cos(é#)][t ot] + sin(6")[tx] (6.73)

(||t]] = 1és [tot] adiadikus szorzat matrixa), ahonnan t és 6£>megha-
tarozhatd. Egy kozelit6 megoldas kis eltérések esetén:

Ix la+ m x mO+n X na

65>=

(6.74)

Ha a kontaktuspont cvcoNT,a sebességét és cwcoNT,a Szdgsebessé-
gét eldirtuk a Ke keretben, akkor a q csukl6koordinata-sebesség mért
értékébdl a sebességhiba az alabbi médon szamithaté:

Xa- X = c VCONTa - c3cont4. (675)
UCONT.a

A hibrid irdnyitas egy lehetséges felépitése a 6.14. abran lathato. A
CJcojvt Jacobi-matrixot egyszerien J jeloli. A fentebb részletezett
szamitasokra a rajz egyszer(sitése érdekében csak "koordinatatransz-
forméacié” utal. A poziciészabalyozas PID-szabalyozét, az er6szabalyo-
zés elbrecsatolast és Pl szabalyozo6t tartalmaz (integralas el6tt limitalva
a hibat).
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6.5. AZ OPERACIOS TER MODSZER

A hibrid iranyitasi modszert Khatib [20] tovabbfejlesztette redun-
dans robotok és szingularis komfiguraciok esetére a végberendezés te-
rével azonos operacios térben.

6.5.1. Altalanositott feladatspecifikaciés matrixok

A végberendezés (end effector) mozgasa és a kontakt er6k fontos
részét alkotjak a robotok szerel§ operacioi tervezésének, leirasanak és
iranyitasanak. A végberendezés konfiguracioja leirhat6 m paraméter-
renciakeretben. Szabad mozgasl operaciok esetén, a végberendezés m0
szabadsagfoka azoknak a fiiggetlen paramétereknek a szama, amelyek
a Ko referenciakeretben teljes mértékben definialjak a végberendezés
koordinatak egy rendszerét alkotjak.

Korlatozott mozgasu operaciok esetén a végberendezés elmozdulasa
és elforduldsa geometriai korlatozasoknak tesz eleget. A korlatozasok
a végberendezés mozgasanak (elmozdulasanak és elfordulasanak) sza-
badsagfokat lecsékkentik. A geometriai korlatozasok csak a végberen-
dezés mozgasanak szabadsagfokara hatnak, mivel ezeken a korlatozaso-
kon még statikus erék és nyomatékok alkalmazhatok. A korlatozasnak
alavetett végberendezés szabadsagfoka egyenld mo és a korlatozasokat
definialé figgetlen egyenletek szamanak kilénbségével, feltéve, hogy a
korlatozasok holonémok. A 6.15. dbran példaul egy haromszabadsag-
fokl esetet dbrazoltunk.

A végberendezés iranyitasa szempontjabol két informacié szikséges
a feladat specifikdlasahoz: az er6 és nyomaték, amelyeket a korlatozas
kielégitése érdekében ki kell fejteni, tovabba a végberendezés mozgasa-
nak szabadsagfoka és iranyai.

Legyen fO egy egységvektor a Ko keretben a végberendezés altal ki-
fejtendd er6 iranyaban. A pozicionalasi szabadsag, ha létezik, akkor az
f,-ra mer6leges altérben lesz. Egy alkalmas koordinatarendszer a kor-
latozott mozgasu operaciokat tartalmazé feladatok leirasahoz lehet egy
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Kf koordinatarendszer, amelyet A'o-bdl olyan A/ rotacioval nyeriink,
amely a zj tengely iranyat f3-val teszi egyenl6vé. Ha a feladat csak egy
fa-ra mer6leges elmozdulast enged meg, akkor az xj és yj tengelyek
egyike ebbe az iranyba mutat (6.16. abra).

Definidljuk a poziciéspecifikus matrixot

€« 0 0
Ej= 0 a 0 (6.76)
0 0 ar

alakban, ahol ar,ay,ar 0 vagy 1 érték(i szamok, és rendre akkor 1 ér-
téklek, ha szabad mozgas lehetséges az Xj,Yj,Zj tengely irdnyaban,
kulénben nulla az értékiik. Egy nem nulla az teljes szabadsagként ér-
telmezend6 a végberendezés pozicidja szamara (korlatozas nélkili po-
ziciondlas, Kf = Kq). Az er6szabalyozas iranyait

+1=1-Ej 6.77)

definidlja (1 3x3-as egységmatrix).

Tekintsik most azt az esetet, amikor a végberendezésre vonatkozo
feladat korlatozast tartalmaz a rotaciéra, és nyomatékot kell kifejteni.
Legyen ra egy egységvektor a KO keretben a végberendezés altal kifej-
tendé nyomaték irdnyaban. Legyen Kr az a keret, amelyet A'o-b6l olyan
AT rotaciéval kapunk, amely a zT tengelyt rtt-val teszi egyirdnyva.
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Ar-ban a szabad rotacio alterét {xT,yT} feszitik ki. A végberendezés
rotaciojat és a kifejtendd nyomatékot specifikal6 feladat szamara az el6-
z6ekhez hasonlé6 médon bevezetjilk a rotacio- és nyomatékspecifikacios
matrixokat: ETés ET.

Altalanos feladatok esetére, amelyek a végberendezés mozgasardl
(pozicidjarol és orientaciojarol) és a kontakt er6rél (er6rél és nyoma-
tékrdl) rendelkeznek a Kq referenciakeretben, definialjuk az altalano-
sitott feladatspecifikaciés matrixokat:

S=[A'"t A" A» []- (6 780)
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- AJEjAj 0
sT o ATuld" (6W)

Itt S és S AVbeli vektorokon operalnak. Egy poziciéalapjel-vektor,
amelyet eredetileg Ao-ban fejeztiink ki, Aj révén Kj-be transzforma-
l6dik. Itt kivalasztédnak a mozgasiranyok Ej révén. Végul a keletkez6
vektor visszatranszformalédik AJ = Aj 1révén Ao-ba. Az altalanos
feladatspecifikaciés matrixok eme alakjat az motivalja, hogy a szelek-
ciés folyamatot ugyanabban a Kqg keretben fogalmazzuk meg, ahol a
robot geometriai, kinematikai és dinamikus modelljét megfogalmazzuk.
Az S és S specifikacios matrixok lehetnek konstansok, a konfiguracio-
val valtoz6 vagy az id6vel valtozé matrixok. Nem konstans specifika-
ciés matrixok szikségesek az olyan feladatoknal, amikor az er6 és/vagy
nyomaték iranya valtozik, példaul ha a végberendezéssel egy gorbilt
feluleten kell konstans normadlis er6t kifejteni. S és S a Kq referencia-
keretben adott. Ha a feladat specifikalasa a'végberendezéshez rogzitett
Ke keretben adott, akkor S és S definialhaték ebben a keeretben is.

6.5.2. Nemredundans robot végberendezésének
szabad mozgasa

Ha a robot nemredundans, és mozgasa nincs korlatozasoknak ala-
vetve, akkor dim g = dim x = mO0. Feltesszik, hogy a robot mozgasa
soran nem keril szinguléaris pozicioba [J(q) invertalhatd]. A robot moz-
gasegyenlete csuklékoordinatakban:

H(q)q + hess(q.q) -T (6.78)

(hces, acentripetélis, Coriolis, gravitacios és surl6dé hatas), vagy rész-
letesebben:

H(q)g + hAXq, q) + h9(q) = r. (6.79)
Mivel a robot nemredundans és nemszingularis, ezért

Jg, (6.80)
Jg+jg =Jq+ a(q,q), (6.81)

X

X
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ahonnan kovetkezik, hogy
q=J-1(x-jg)=J-"x-e). (6.82)

Legyen F a csuklényomatékkal ekvivalens altalanositott er6 a végbe-
rendezés helyén, akkor

r = JTF. (6.83)

A robot végberendezésének mozgasegyenlete az operacios térben ennek
megfelel6en

HJ-1(x —a) + ha<+ hj = JTF, (6.84)

ahonnan kdvetkezik, hogy

H*(x)x + htC)x,x) + h;(x) = F, (6.85a)
H*=J-THJ_1, (6.856)
h:, =J-Thcc, - H*a, (6.85c)
hj=n-Tb,. (6.850

Egy hatékony algoritmus a nagyméret(i, dinamikusan nemlinearis
nyitdsara a nemlineéaris dinamikus szétcsatolas, amely feltételezi
a dinamikus modellben szereplé és a palya mentén valtozé paramé-
terek megfeleléen j6 becslésének ismeretét: H*(x), h*,,(x,x), h*(x) .
A "megfelel6en j6t” abban az értelemben hasznaljuk, hogy alkalmas-
nak kell lennie a szabalyozéas jésaganak (stabilitas; tranziens és stati-
kus hibak) megitélésére a valddi robot szdmara is (nemcsak a modell
szamara). A nemlineéris szétcsatolas algoritmusa operaciés térben a
kovetkez6 (F"oii és x azonos dimenziéjuak):

F = H*(X)FAOLi + h;o(x,x) + L (x). (6.86)

Ha a végberendezés palyaja definialt, példaul a palyatervezés
révén analitikusan adott, akkor egy célszer(i valasztas lehet

F mozA + Kp(xa- x)+ Kv(xa- x) + K/J (xa- x)dt, (6.87)
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ahol Kp, Kv, K/ amegkivant tranzienshez alkalmasan valasztott dia-
gonalis matrixok. Ekkor, ha a paraméterek megegyeznek becsléseikkel,
akkor a végberendezés mozgasa szétcsatolt az operacios térben, és a re-
alizalt trajektéria az el@irt trajektoria kdzelében halad:

Xi — Xia+ kpi(xia —Xi) - kv{(Xia — Xt) + kuy J\xia — X()dt. (6.88)

Ha csak a célpozicié definialt (nagy mozgas; large motion to a
goal position), akkor valaszthat6

Tmozg m= Ky(»?X0 -x), (6.89)
xa: = KpK~*Xj-x), (6.90)
, =min{, , ™ ), (M1)

ahol Kp és K, alkalmasan valasztott diagonalis matrixok. Pontos becs-
lés esetén ekkor a szétcsatolt trajektoria egyenlete a kovetkez6 lesz:

X, = k,i{rikpikvi (xai —x,) —Xj}
Xi + kviii -I- rjkpin = TjkpiXai. (6.92)

Az algoritmus (értelmes kv{ és kpi véalasztas esetén) biztositja a vég-
berendezés egyenes vonali mozgasat maximalis vmax sebességgel. Az
x sebességet a célpozicio felé iranyitjuk, mikézben abszolut értéke nem
Iépi tal vmax értékét.

6.5.3. Nemredundans robot végberendezésének
korlatozott mozgasa

Az S matrix definiadlja a Ko keretben a végberendezés mozgasanak
(elmozdulasanak és elfordulasanak) iranyait. A kifejtendd erék és nyo-
matékok iranyai, melyeket S definial, ortogonalisak a mozgasiranyokra.

Figyelembe kell azonban venniink, hogy a S T és S T matrixokban
specifikalt tengelyek a rotacid, illetve a kifejtendd nyomaték szamara
csak az orientacidonak a pillanatnyi tengelykoéruli forgason alapulé leira-
saval dsszeegyeztethet6k. Ezért a végberendezés orientacids hibajat egy
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t tengely koruli 6 elfordulassal jellemezzik (lasd hibrid iranyitas). Az
jai egyszer( kapcsolatban allnak a szégsebességgel. Ha a végberendezés
lineéaris sebessége és szdgsebessége a végberendezés Jacobi-matrixatol

= E(a)q (6.93)

reprezentaciéja xrepr, akkor a reprezentaciéhoz tartozé Jacobi-matrix
alakja

J(a) = JB(a), (6.94)

ahol Ex egyszer(ien csak xrepr figgvénye. A tovabbiakban feltéte-
lezzik, hogy a végberendezés mozgasa az X, Y, I derékszégl koordinéa-
takkal és a pillanatnyi szoégelfordulassal lett specifikalva a A'o keretben,
ezért J = °Jb- A kontaktuspontban el6irt F, altalanositott er6t at
kell helyezni a A'g keret origéjaba, vagy a Kg keret origéjat kell a
kontaktuspontba képzelni.

A nemlinearis dinamikus szétcsatolasi algoritmus a végberendezés
korlatozott mozgasara és aktiv er6- (er6 és nyomaték) iranyitasara is
kiterjeszthet6:

F := Fmozj + Fan,-, + FQJ, (6.95)

ahol Fmozs, Faitivi EQ3 operacios térbeli er6vektorok a mozgas, aktiv
erdiranyitas, tovdbba a centripetalis, Coriolis, gravitacios és surl6do
hatas szamara, melyek alakja:

Ymozg := H*(x)SFAMT, (6.96)
Taktiv := W ;1A + N*(x)8Pul|, (6.97)
Ecej,« := h*CXx,x) + hJ(x). (6.96)

Itt F'JI(i a végberendezés scbességcsillapitasa érdekében szerepel, amely
aspecifikalt er§ iranyaban hat (F*Jt/l és x azonos dimenziéjuak). F’itil,
az aktiv er6- (er6 és nyomaték) iranyitds komponense:
F = -K»/*, (6-99)
F;tliu = Fa+ Kp/(Fa- F) + KIf J (Fe- F)dt, (6.100)
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ahol Kvj, K pf, K// alkalmasan valasztott diagonalis matrixok. A sza-
balyozé altal kifejtend6 csuklonyomaték:

r =Jr (q){ft*(q)[SF;,M, + SF;,ilf] + Sraktiv}+
+ q) + *(a) - JTH*(a)a(g, q). (6.101)

Az iranyitasi architektarat a 6.17. dbra mutatja. A szabalyoz6 para-
métereit (Kp,...,K/y) célszer(i szimulaciés vizsgalatokkal megtervezni.
Ennek soran figyelmet kell forditani a megfogé altal tartott targy és a
kornyezet kdlcsénhatasanak modellezésére is.

A csuklényomaték egy masik felirasi modja, amely az el6z6bdl ko-
vetkezik:

r =H(q)JI~1(q){SF;0li + SFJ.«, - a(q.,q)}+
+ 3TSF:ktiv + fiee(q,q) + b,(q). (6.102)

Egy hatékony stratégia a végberendezés iranyitasa szamara a szabad
mozgastél a korlatozott mozgasig vezet6 tranziens folyaman alapulhat
az energia tiszta disszipaciéjan az uUtkozéskor. Az (tkozési tranziens
alatt az operéacios parancs vektor lehet FO = H*(q)SF*<I(]. Az itkozési
tranziens idGtartama fligg a k,,j csillapitastdl és az titkozési sebességtdl
(tipikusan néhany 10ms).

6.5.4. Redundans robotok iranyitasa

Bar az sszetett redundéans rendszer dinamikus viselkedése nem
jellemezhetd csupan a végberendezés koordinataival, a végberende-
zés dinamikus viselkedése tovabbra isjellemezhetd az operaciés térben
megfeleléen felirt mozgasegyenletekkel.

Mivel arobot redundans, ezért dim(q) > dim(x), J nem négyzetes és
igy nincs kbézonséges inverze. Hatarozzuk meg J altalanositott inverzét
(J™) ugy, hogy arobot kinetikus energidja minimalis legyen, mikézben
X = Jq kielégil. Ehhez a korlatozasok melletti alabbi optimumproblé-
mat kell megoldani:

i <Hg,q>=K{q) —min, (6.103a)

Jg = x. (6.1036)
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6.17. abra.

Az operéacios tér moédezer irdnyitasi struktdraja



Alkalmazzuk a Lagrange-multiplikator szabélyt:

I(q,*) =~ <Hg.g>+<A.Jg- x>,

/4 =Hq+JTA=0=>q=-H 1JTA,
Jg=JH UTA = x1

A= —(JH~1UT) 1x,

q=H-UT(JIH 'UT)-1x = J#x,

J# =H-1JT(JH-1JT)_1 (altalanositott inverz)

Tekintsik most a mozgasegyenleteket:

x=Jg+a q=J#(x - a),
Hgq + bag, = HI#(x - a) + hdS) - r -
JT(IH-1T)"1x - a) + bogg, = 3TF

(6.104)

(6.105)
(6.106)
(6.107)
(6.108)

. (6.109)

(6.110)
(6.111)
(6.112)

Szorozzuk mindkét oldalt JT altalanositott inverzével, ami (J*)T, ak-

kor

(JH-») -1 - a)+J*7hA@f = F,
H*(x)x + h*ej(x, x) + h*(x) = F,
ahol
H*=(JH"WJT)"1,

K,, = j#rhd@- n*«,

b, = N#Tb,.

(6.113)
(6.114a)

(6.1146)
(6.114c)
(6.1140

A mozgéasegyenlet tehat a nemredundans robotéhoz hasonlé alaku, de
masként kell kiszamitani. Hangsulyozni kell, hogy ha el6irjuk F értékét
az operacios térben, akkor nemcsak r — JTF, hanem tetszfleges tq

esetén minden
r=JTf+ {1- JTI#r}r0
esetén a végberendezésre F erd fog hatni.
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Tekintsiik most a szabadon mozg6 redundéans robotot
r =JTH *F ", + hce, + h, - JTH*a (6.116)

iranyitasi torvény mellett, amely minimalizalja arobot pillanatnyi ki-
netikus energijat. Ha elhanyagoljuk a surlédast és K/ = 0, Ky = kvi
feltétellel élink, akkor a koradbbiakhoz hasonloéan a Ljapunov-kritérium
a stabilitas feltételéll

<JTHJq,q >< 0 (6.117)

feltételt ir el§, ami a skalarszorzatban szerepld matrix pozitiv szemide-
finit volta miatt teljestl (stabilitas). A rendszer azonban nem szikség-
képpen aszimptotikusan stabilis, mert a redundans robot a

< JTH*Jq,q >= 0 (6.118)

feltételnek eleget tevé mozgéast végezhet. Az aszimptotikus stabilitas
biztositasa érdekében disszipativ csukldnyomatékokat célszerli bevonni
az iranyitasi algoritmusba, amelyek a Jacobi-matrix nullterében (mag-
terében) hatnak:

mu,,,.,.ab = {I - 3T3*T)T.w, (6.119)
T,tob := (valasztas), (6.120)

ahonnan

Tn»U,ab =T,ab + A~ ..» A (N1 H"LD7)"WJH"Hq =
=T tab + JTH*Jfcv,j(Gtx) = T,ab + JTH*F,iab (6.121)

kovetkezik, ahol
F«O" := kv, tabX 6122

A csukldnyomaték a fenti jelélésekkel az alabbi (J* nélkuli) alakra
hozhato:

r = JTH*{Fmozi + Ff«t} + r,tab+ hag + h, - JTH*a. (6.123)
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A korrekcié révén a 1-ban tartalmazott disszipativ ero alakja modosult:

Adissz — (6.124)
D(q) = -(*. - - kv tabH (6.125)

alakura, ezért H pozitiv definit volta miatt D negativ definitté tehetd,
és igy a Ljapunov-kritérium alapjan

< D(dg)g,q>< 0 (6.126)

miatt a rendszer mar aszimptotikusan stabilis lesz.

Tekintsik most a korlatozdsnak alavetett redundans robot
mozgasat, akkor a korabbi eredmények kiterjeszthet6k erre az esetre
is. Az iranyitasi torvény alakja:

r =JT{IT[SFA~,+ SFV,, + Fitab] + SF’ }+
+ Tttab+ heg, + fiy —J*H'oc. (6.127)

6.5.5. Szingularis konfiguraciok

Szingularis konfiguracion olyan q csukl6konfiguraciot értiink, amely-
ben a Jacobi-matrix oszlopai linearisan fligg6kké valnak (a matrix nem
maximalis rangl). A végberendezés a szingularis konfiguracioban elve-
sziti képességét, hogy mozogjon vagy forogjon atér bizonyos irAnyaban.
A szingularitds vagy ellentettje, a mobilitas, példaul a Jacobi-matrix
determinansaval jellemezhetd. Minden szingularis konfiguraciéhoz tar-
tozik egy szingularis irany, amely mentén a végberendezés végtelen to-
meget vagy inercianyomatékot reprezental, mig az arra meréleges altér-
ben mozgasa szabad marad. Val6jaban ez a tulajdonsag a szingularis
konfiguracio egy kornyezetére terjed ki:

V, :={q :| det J(q) |< e}. (6.128)

Egy g szingularis konfiguracié Te kornyezetében a robotot egy redun-
dans mechanizmusnak tekinthetjuk, a végberendezés mozgasa szem-
pontjabol, a szingularis iranyra meréleges altérben. A végberendezés
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mozgatasat ebben an altérben gy iranyitjuk mint egy redundans me-
chanizmusét. A nulltérben (magtérben) szelektalt csuklényomatékot
hasznélunk a végberendezés szingularis iranyban tértén6 mozgasanak
iranyitasara. Ha kifelé kell mozogni a szingularitasbol, akkor ez elérhet§
adet J(q) valtozasi sebességének iranyitasaval, annak az értéknek meg-
felel6en, amely | det J(q) |= e-hoz tartozik. Kiszelektalvan det J(q) ki-
vant sebességének elbjelét, lehetdvé valik arobot helyzetének iranyitasa
a két konfiguracio valamelyike felé, amely rendszerint valaszthatd, ha
kifelé mozgunk a szingularitasbd6l. Egy det J(q)-tél fliggd poziciéhiba
tagot alkalmazhatunk az iranyitasi vektorban olyan feladatok esetén,
amelyeknél a mozgéas célpoziciéja egy szingularis konfiguracié vagy an-
nak koérnyezete.
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7. ROBOTOK ADAPTIV IRANYITASA

A robot irdnyitasakor arra kell szamitanunk, hogy az iranyitasi al-
goritmusok alapjaul szolgalé dinamikus modellben bizonyos paramé-
terek (a szegmensek, motorok és a teher tdmege, tdmegkdzéppontja,
tehetetlenségi nyomatéka) pontatlanul ismertek (példaul valtozé teher
esetén) vagy akar teljességgel ismeretlenek, mert 6sszeépitésik el6tt a
mechanika gyartéja nem mérte meg értékiket, Ujra szétszerelni pedig
kockéazatos lenne.

Ezért fontosak azok az iranyité algoritmusok, amelyek alkalmazkodni
tudnak a paraméterek valtozasahoz anélkil, hogy az iranyitas haté-
konysaga lényegesen modosulna. Az ilyen adaptiv szabalyozasok k&zott
kuléndsen lényegesek a modellreferencias és az énhangolé adaptiv ira-
nyitadsok, melyek kdziul néhanyat ismertetiink a robot szabad és korla-
tozott mozgasanak iranyitasara.

7.1. A SZABAD MOZGAS MODELLREFERENCIAS
ADAPTIV IRANYITASA

A modellreferencias adaptiv iranyitds (model reference adaptive
control, MRAC) altalanos sémajat a 7.1. dbra tartalmazza.

Esetliinkben a folyamat a robot. A referenciabemenet UM a realiza-
land6 palya. A tervez§ a realitdsok betartdsa mellett felveszi a kielégitd
tranziens tulajdonsagokat biztosité referenciamodellt. Megvalasztja az
adaptaciés torvényt, és ugy allitia be az adaptaciés torvény szabad
paramétereit, hogy az e = xp/ —x adaptaciés hiba aszimptotikusan
nulldhoz tartson, tovabba az e(t) hiba a tranziens folyaman is kielégi-
téen alakuljon. A stabilitas feltétele lim~,*, e(t) = 0, aminek garanta-
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7.1. &bra

A modellreferencids adaptiv irdnyitds (MRAC) altaldnos sémaja

iasahoz célszerli a nemlinearis szabalyozasok elméletének eredményeit
figyelembe venni. A robot bonyolultsdga miatt a tranziens hiba ked-
vez befolydsolasat szimulacios vizsgalatokkal célszer( kikisérletezni. A
tovabbiakban Nicosia és Toméi [21] eredményeit ismertetjiik, amelyek
a hiperstabilitas elméletén alapulnak. Hasznos eredményeket tartalmaz
még Cat [35] munkaja.

Legyen a folyamat allapotvektora x = [xI'.X|]7 alakban particio-
nalva, amikor is az allapotegyenlet

x = A(x,t,a)x(i) + B(x,t,a)Ru + f(x,i,a) (7.1a)

alaku, ahol n =dim(x), m =dim(x2) =dim(u) jeloléssel

A= A,(M,o) Nn,(x’a) <71l)

B=[bUm ,0)]" (71C)

f = . . °n m = (7 1J]
[Bj(x, i,a){Li(x, ,a)yQ(x,t) + L2(x,t,a)}J \%

= . (7.1d)
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Itt a arobot paramétereit tartalmazza, R nemszingularis mxm méretd
matrix, Bi szimmetrikus pozitiv definit korlatos matrix, Ai, A2,Li és
L 2 korlatos, Q(x,t) mérés révén ismert.

Robot és egyenaraml motorok esetén példaul

H(a)g + h(gq.q) =, (7.2)
T = diag u - dia8 4= Su- Nq, (7.3)
h(a,q)= C(a)h(a) + g(a), (7.4)
b(q) = (9lil-,919a,...,im-l«m,9mim)T, (7.5)
g=H-1Su+ H-1{—C£ —Nqg —q), (7.6)

ezért valaszthaté x = (qT,qT)T, és
Ai =0, A2=0, B1=H "1, R =S, (7.78)

Li=[~C -NJ, q= [*], L2=-g. (7.76)

Legyen a megvalasztott referenciamodell

10>
= AaixV + Baluwi, (7.8)
ahol
A" = [ a° Ir mi> B" = {0(R m)XPI- i7-86)
n = dim(xAi) = dim(x), p = dim(ujvf). (7.8c)

Vélasszuk az adaptacios toérvényt

e(f) = xjtf(f) - x(), (7.93)
Y(0 = Je(<), (7 96)
u(i) = R_1{K u(y,<)[uAf(i) - Tx(<)] + d(y.0)} (7.9¢)

alaktnak, ahol
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p<n: p>n:

=L 1 .
Lu(p-n)xn J (7940

T=1p opx(n_p)l
Particiondjjuk az y vektort x-hez hasonléany = [yf,¥r]T alakban,
ahol dim(yj) = n—m ésdim(y2) = m. Az iranyitas blokkvéazlatat a 7.2.
abra tartalmazza. Megvalaszthaté K u és d valtoztatasanak adaptacios
mechanizmusa agy, hogy lim ,,” e(t) = 0 teljesiiljon.

7.2. abra
Az MRAC iranyitas blokkvéazlata

Adaptaciés mechanizmusként egységvektor-iranyitasi térvényt
valasztunk, ahol az y2 vektor a beavatkozas iranyat jeldli ki az ira-
nyitasi térben:

(710°)
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AUy.0= jir(*a.llQ(M)]| + *aJx|| + *d,)- (7.106)

Az adaptéacids térvény szabad paraméterei a szimmetrikus pozitiv de-
finit (p x p) méretd Pu matrix és a kji: kj3, kj3 szamok. A vektorok
normaja az euklideszi norma.

Tisztdzandok a stabilitas feltételei, melyek a hiperstabilitds-elmélet
segitségével vezethetbk le. A feltételek megfogalmazasahoz szilkség van
a matrixnorma altalanositasara. Legyen B egy n X m méretl matrix és
/ : Afmxm —e R legy tetszbleges (k6zonséges értelemben vett) m atrix-
norma a szimmetrikus matrixok felett, példaul f(M) = ~/Spur(Al).

Akkor B-nek /-re vonatkozé norméjanak definicioja legyen
UBLY = /(B r B). (7.12)

A példaban szerepl6 / esetén példaul

UBLY = ~/Spur(BTB) =~ E  €0- (712)

A vélasztott adaptacios térvény mellett a hibajel e = x1, —x kielégiti
az

é=AMe+ (B»f- BKuU)(uM- Tx) + Ax - Bd- f (7.13)

differencialegyenletet, ahol
A=AM-A +BMT = [0(n* )x" . (7.14)

A stabilitas feltételeit [21] bizonyitja. Eszerint ha R tetszdle-
ges, p X p méretli, szimmetrikus, pozitiv definit konstans méatrix, és J
kielégiti a

JAW+ AAJ = -R* (7.15)

Ljapunov-egyenletet, akkor tetszéleges e(0) kezdeti hiba, az adaptacids
folyamat alatt nem valtozo a paraméterek és szakaszonként folytonos
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U ti(i) bemend jel esetén lim< 00e(<) = 0 feltéve, hogy teljesiilnek a
kovetkezd feltételek:

>Ttax{/(BTr1)}2|BM1|/1 (7.16a)
kdl > maxi/iBfrJ~axUBjLill/, (7.166)
kB > max{/(BfD)}2max]||A1/, (7.16c)
kdi > max{/(Bf1)}2majc||B1L2||/. (7.16d)

Ha még ezen kivil Bi(x, t, a) pozitiv definit is, akkor tetszéleges ki > 0
és

(
dy,9=ini” iQm*’ i+ **) +* </ yATdr (74?)

esetén is teljesil HT*_oo e(<) = 0, vagyis a hiba aszimptotikusan elt(-
nik.

Normalis kérilmények kozott a referenciamodell szétcsatolt, ésAa/,,
aai3 diagondiisok. Ha R is diagonalis, és alakja

(V)

o= " J18>

ahol Rj, R4 (m x m) méretli diagonalis matrixok, akkor a Ljapunov-
egyenlet megoldasa egyszer(i. Specialisan n = 2m esetén (ami a robot
példéara igaz), a megoldas

i=[i; iij* (7i9a)
X = 27 m\ ~ AaijAMNIRj— jJANAjy'RA (7.196)
J2= A R, (7.199)

J4= 27Afa@®4 ~ - (7.19d)
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A robotra alkalmazas szempontjabol kilondsen lényeges két eset:

0 ujif (<) = ga(t), amely a fent leirt mdédszerrel kezelhetd. Itt a refe-
renciamodell megvalaszthaté.

i) UAf(i) = [qa(0T.qa(0T >4a(0T]T. ately esetén dim(uAi) = p >
> dim(u) = m. Ekkor a referenciamodell kiadédik:

XM= (qJ.q)T. (7.20a)
AMi = Aai3= —m, (7.206)
Bat, = [Im Im Im]. (7.20c)

Az adaptiv szabalyozd paramétereinek meghatarozasakor Pu = kulp
valaszthaté. Ezutan a ku...... Ke paraméterek az egyenl6tlenségekbdl és
a robottol fuggd |[[H]|, |ICII, lIfill és |lg|| fels6 becslésekbdl szamitha-
ték. Mivel azonban a hiperstabilitas elégséges feltétel, ezért szimulacios
kisérletekkel a szamitott paramétereknél kedvezdébb értékek is megha-
tarozhatok. Ez kulénésen megfontolando, ha a szamitott paraméterek
nagy er@sitést (nagy nyomatékokat) eredményeznének, melyek mar nem
lennének megvalosithatok.

7.2. A SZABAD MOZGAS ONHANGOLO
ADAPTIV IRANYITASA

Az dnhangol6 adaptiv iranyitas (selftuning adaptive control) elvi sé-
maja a 7.3. abran lathaté. Jellegzetessége, hogy a paraméterbecsl on-
line modositja az iranyitasi térvényt.

Ha ismert arobot dinamikus modellje szimbolikus (képletszer() alak-
ban, beleértve a geometriai és inerciaparamétereket (tomeget, tehetet-
lenségi nyomatékot) is, valaszthaték olyan ai, aZ2l... fliggetlen para-
méterek, amelyekben a dinamikus modell lineéris lesz. Tekintsik pél-
daként a 2.3. dbra szerinti kétszabadsagfoku kart. Akkor a 3.2. példa
eredményei alapjan paraméterként

oj = milh + m2(/i +/j2)+ h + (7.21a)
a2= mz2ilc2, (7.216)
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7.3. dbra

Onhangolé adaptiv iranyitas elvi sémaja

a3 = m2+ h,
°4 = gémjei + m2/1),
Cb= gmac:

valaszthatd, amelyek segitségével irhato, hogy

D\ —ai + 2C2a2,
D\, = a3 + C2a2,

(7.21c)
(7.21d)
(7.21e)

(7.22a)
(7.226)
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O 2= «3,

Dm =0,

Diiz = -S2:Q. —Dm,
D\22 = -S:0:,
0211 = 202,

£5212= Am = D222 = Q

Di = Ci«4 + Ci2<>5,

D2

Ci2Qb-

(7.22c)
(7.22<0
(7.22¢)
(7221)
(7.22j)
(7.22h)
(7.22%)
(7-22j)

A késbbbiek érdekében a = (01,02,<*3,04i« 5T jeldléssel keressik
azt az Y(q,q, z,z) matrixot, amelyre Fuggelék J jeloléseivel teljesil,

Hogy

H(a)z + C(q,q)z + D(q) = Y(a, q,2 2)a,

Yn = *u

Yi2 = Cr(20i + 22) —52(92™1+ (91 + 92)"2},

Y13= h,

Ym = Cu

Y15 = C12,

Y21 = 0,

Y22 = C"i + 529iii,
Y23 = Zi +22,

Y24 = 0,

Y25 = C12,

Y = (M)2 x5

(7.23)
(7.24a)
(7.246)
(7.24c)
(7.24d)
(7.24¢)
(7.241)
(7-24y)
(7.241)
(7.24.)
(7.241)
(7.24i)

Az o- paraméterek a geometriai, tdmeg- és inerciaparaméterek spe-

cialis szorzatdsszegei.



7.2.1. Ouhangol6 adaptiv iranyitas
csuklokoordinatakban

A robot dinamikus modellje legyen az el6bbi példdhoz hasonléan

H(q)a+C(q,q)q + D(q) = Y(q,9.9.9)a =T (7.25)

alakban adott. Legyen gqr(<) egy altalanositott referenciajel (kés6bb
konkretizaljuk), és

s=<r- gq=s=gr- q. (7.26)

Vélasszuk az iranyitasi térvényt
r := H(q)gr + C(q,q)gr + D(gq) + KP(gr - q) + KDs (7.27)
alakdra, ahol H,C,D abecsiilt d paraméter vektorral szamitott értéke-

ketjeldli a q,q argumentumoknal (és nem a qr,qr argumentumoknal).
Legyen a stabilitasvizsgalathoz hasznalt Ljapunov-fliiggvény alakja

V = 1isTH(qg)s + |(gqr - q)TKf>(qr- q) + ~(a - 4)Tl(a - &),
(7.28)
ahol a szabalyozéban és a Ljapunov-figgvényben szereplé Kp, Kp ésT

szimmetrikus, pozitiv definit matrixok. Képezziik a Ljapunov-fliggvény
id6 szerinti derivaltjat a trajektéria mentén:

V = sTHs + AsTHs + (qr - q)TKP(qr- q) + (a- &)Tlr(a - a) =

sT{Hqr - Hg + KP(qr- g)} + ~sTHs + (a - d)Tl(a - Q).
(7.29)

Fejezzik ki a Hg mennyiséget a zart rendszer mozgasegyenletébdl:
Hq = Hqr+ Cqgr+ D + KP(qr- q) + KDs- Cq- D. (7.30)
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Egészitsiik ki ajobb oldalt a nullaval egyenlé Cq,. - Cqr taggal, és az
igy kapott kifejezést helyettesitsiik be V képletébe, akkor

V =8T{(H - Hjg, + (C- CJg,+(D - D)- KDs- C(b - q)}+
iETHs + (a—4)Tlr(a- a) =
=eTY(q,q,qr,gr)(a - &) - sTKD8+ "8T(H - 2C)s+
+(a- a)Tr(a - 4). (7.31)
Mivel Fuggelék J szerint sT[H(q) —2C(q, q)]s nulla, ezért
= -6TKD8+ (a - &)T[YTs+ T(4a - &)]. (7.32)

Az adaptacios folyamat alatt a valodi a paraméterek nem valtoznak,
ezért a = 0. Valasszuk a paraméterbecslés adaptacios torvényét Y 7 8—
— a = 0 alakura, akkor

A= [ "1Ys, (7.33)
V= -8TKD8< 0. (7.34)
1. eset:
ar=q0, (7.35a)
8=qa- q, (7.356)
r = H(q)ga+ C(q, g)ga+ D(q) + KF(ga- gq) + KO(ga- q),
(7.35¢)
=-(gq, - q)TKD(ga- q) < 0. (7.35d)

Az egyensulyi pontban V = 0 miatt qa—q = 0, ezért a rendszer
globélisan stabilis, de a qa és q kozott lehetséges maradod eltérés
miatt nem sziikségképpen aszimptotikusan stabilis.

2. eset:
t
gr = qga+ N1J(ga- q)dt, (7.36a)

(0]
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qr = qa+ A(ga- q), (7.366)

s=qr- g=(q0- q) + A(ga- q), (7.36¢)

r = H(g)ar + C(q, q)qr + D(q) + Kp(q, - ) + Kd{a, - q),
(7.36d)

= -sTKDa< 0. (7.366)

Az egyensulyi allapotpotban s = 0. Valasszuk meg a 1 matrixot
ugy, hogy det(Al + n) = 0 gydkei (-1 sajatértékei) a komplex sik
bal oldalan helyezkedjenek el, akkor a trajektdria az

8= (ga- )+ A(qa- q) =0 (7.37)

cslszo felllethez konvergdal, majd azon a hiba ga—g — 0 exponenci-
alisan. Ezért a szabdalyozas a paraméterbecsléssel globalisan aszimp-
totikusan stabilis.

Az eredmények a kdvetkez6 algoritmusban foglalhatok Ossze:

El6irasok: ga,qa,qa.
Szenzoradatok: q,q.
Megvalaszthaté paraméterek: A, Kp (lehet nulla) ,Kg, I.

Iranyitasi torvény:

qr = ga+ nJ(4a~ g<*> (7.38a)
ar = ga+ A(qa- q), (7.386)
ar = q0+ A(ga- q), (7.38c)
r = H(q)gr + C(q, q)gr + D(q) + Kp(qr - q) + KO(qr - q).
(7.38d)
Paraméterbecslé: & = f -1YT(q,q,qr,qgr)(qr —q). (7.39)

Az algoritmus implementalasa tekintetében Slotine és Li [22] a csU-
sz6 fellilet alapjan torténé szabalyozastjavasolja. A paraméterek becsu-
lend6 a.E és nem becsilend6 ajvl3 csoportokra oszthaték. A nem mér-
het§ zavards d. Az Aaltalanossag rovasa nélkil feltehetd, hogy
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a = (aE,aJ,E)T és Y = [YE | YNE] Legyen aNE - 4NE, és a
d zavaras felsd becslése adott:

| <*NEj - <*NEJ i< Aj, j = nE+ 1... n, (7.40)
I <(<) 1< di(t), i- 1 ,m (7.41)

A csuUszOszabalyoz6 alakja ekkor a kdvetkezd:

m
ki= 1r 1YijlAj+di + T (7.42a)
e+l
T - H(a)ar. C(ag,q)ar. D(q) . KP(qr- q). KO(qr- aq)+
+diag{ti sign(e,-)}. (7.426)

Legyen a Ljapunov-fliiggvény alakja

V =isTH(q)s + ~(qr-q)7KP(qr-q) + ~(eR-6i£:)ITE(aE- in E),
(7.43)

akkor

Hqr- Hg = Hqgr-r + Cqg+ D + Cqr - Cqr =

(H- H)gr+ (C - C)qr + (D - D) - diag{*i sign(s,)}-

- Kp(gr- q) - KtfS - d =

= YE(aE- aE)+ Y NE(aNE ~ ctNE) - diag{fc, signfs,)}-
-Kp(gr-q)-K Ds-d, (7.44)

ahonnan kévetkezik, hogy

m n

HI* 1+ E IvalAi - ki)- sTKdst
i'=i =nE+1
+ (aE- 4AE)T{YEs- F'EaE} <

< -1>bl -*TkA < 0. (7.45)
i=i



ha a paraméterbecsl6
«is = ['eIY£(q,q,qr,qr)8. (7.46)
A realizédlasban a szabdlyoz6 csattogasanak elkeriilése érdekében
sign(si) helyett sat(s;/*,) valasztadsa célszer(i, ahol a kapcsolésav <+
szélessége dinamikusan véltoztathatd. Az |s, |< s<kapcsoldsavba ke-
rilve az Qle paraméterek valtoztatasat célszeri felfiiggeszteni.

7.2.2. Onhangold adaptiv iranyitas
Descartes-koordinatakban

A csuklékoordinatakra megismert iranyitasi elv kiterjeszthetd Des-
cartes-koordinatakra is [23], mivel a Fiiggelék J-ben levezetett dssze-
figgés derékszogl koordinatakban is igaz marad. A mozgasegyenleteket

H*(x)x + C*(x,x)x+D*(x) = F (7.47)

alakban feltételezve az els6 pont 2. esete tovabbra is érvényben marad,
csupan az (altalanositott) F erét kell | = Jr (q)F alapjan csuklényo-
matékka atszamolni, tovabba F = Y'a = J"TYa.

El6irasok: xa (pozicié és pillanatnyi tengelykorili forgas),
X a (sebesség, szogsebesség),
x 0 (gyorsulas, szbéggyorsulas).

Iranyitasi torvény:

xr=X, + J1J (x0- x)dt, (7.48a)
xr=xa+ Jl(xa- x), (7.486)
xr=x, + Jl(xa- x), (7.48c)

F=H'(X)xr+ C*(x, x)xr+D*(x)+Kp(xr—x)+Kp(xr—x) (7.48c/)
r=JT(q)F = HJ 1Ixr f (CJ_1- HJ 1jj 1)xr+ D+
+ JT{Kp(xr- x) + KG(xr - x)} =
=H (g)J3-1(q){xr - j(d, q)[I_1(q)xr]} + C(q, q)[I_1(q)xr] +
+ D(q) + JT(gq){Kp(xr- x)+ KD(xr - x)}. (7.48e)
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Paraméterbecslé: a.= ' 1Y *T(x, X, Xr,xr)(xr —x). (7-49)

A szabdlyozas imlementalasakor gondolnunk kell r és Y * egyszeri
szamitasara, lehet6leg a csuklokoordinatakban kdnnyebben képezhetd
dinamikus modell adataib6l. Ezért bevezetjik a fiktiv qr és qr valto-
zb6kat, és mas r nyomatékot valasztunk, melyekkel a feladat visszave-
zethetd az el6z6 pontban targyalt esetre:

Ur —J-1(q)xr, gr = J-1(q){xr - j(g,q)qr}, (7.50a)
Y *(x,x,xr,xr)a = H*(x)xr + C*(x, x)xr + D*(x) =
=J~T(q)Y(qg.q.qr.qr)a, (7.506)
f = H(a)ar + C(a. g)ar + D(q) + Kp(qr- q) + KO (ar - q)+
+ diag {ki sat (i1/<")}, (7.50¢)

s=4r-q = 0=>-x-txe é aE=/""'YRiq.q.qr.q,-)«. (7.50d)

7.3. A KORLATOZOTT MOZGAS
ONHANGOLO ADAPTIV IRANYITASA

Valasszuk a végberendezéshez rogzitett KE keret origéjanak a kon-
taktuspontot, ahol fo er6t és «,, nyomatékot kell kifejteni. Toljuk el a
robot Ko referenciakeretének egy példanyat is a kontaktuspontba, és
definialjuk az A; és AT tengely korili forgatasokat az operacios tér
modszernél megismert modon:

°1 fol
0 = A-K,KOU = A /fa, 0 = AKr,KoTa= ATfa- (7.51)
I [

Vezessik be az

R- [A/X ° 5-\AK°K/ 0 t7 521
R-[ 0 A®“1J_L 0 A KoKr\ (?'52)

jelolést. Akkor ha a végberendezés kontaktuspontjanak eldirt sebessége
és szogsebessége rendre vj és uT a Kj és KT keretben, akkor ezek ér-
téke a kontaktuspontba eltolt Kq keretben v és u,
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tovabba fennall, hogy

*o=1:'1, ** =[], <7.53«)
« - Rxc, (7.536)
X = Rxc+ RXxc. (7.53c)

A dinamikus modell ennek megfelel6en a kovetkezd:

H*(x)(Rxc+ Rxc) + C*(x,Xx)Rxc+ D*(x) = F, (7.54)
H*xc+ C*xc+ = Fc, (7.55a)
H* = R-1H*R, (7.556)
Ce= R"CTR + R"ITR, (7.55c)
D* = R-1D*%*, (7.55d)
F' = R-IF. (7.55€)

Hatarozzuk meg hatarozottan balrél jobbfelé halad6 sorrendben az elsg
dim(x) darab linearisan fuiggetlen oszlopat a szelekcios matrixokbol
képzett

277 O | —Ej 0 p
o 2m O 1-2mJ v

matrixnak, és ezeket vegyik fel a P matrixba. Végezzik el az R :=
R P T helyettesitést (permutéaljuk az eredeti bazisvektorokat a P szerinti
sorrendben), akkor az Gj xc-ban el6l fognak &llni azok az xcp kompo-
nensek, melyekre pozicidészabalyozas lehetséges, mig az Uj Fc-ben a
hatul allé komponensekben fog jelentkezni a kélcsénhatasbél szarmazo
er6 és nyomaték:

*e=[& ] F-=1[?"]- (757)
Feltesszilk, hogy a robot a szerszammal és a kontakt fellilet merevek,

ezért a végberendezés mozgasa elhanyagolhaté a korlatozasok iranya-
ban:

*C= XOP m (7.58)
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ParticionaJjuk a mozgasegyenleteket xcp és xcp szerint, és éljink az

xcf —O0 feltevéssel:

HEu(x)*cp + Ccn(x,x)xCp+ D ~x) = FCP, (7.59a)
H C2I(X)XCP + Cc2l(x, X)XCP + D~2(x) = Fcp-  (7.596)
A feladat Fcp és Fcp megtervezése. Kihasznaljuk, hogy teljesul

Hecn-2Cc,=0. (7.60)

Ezért az 7.2.2. pont alapjan a kdvetkez§ iranyitasi és adaptacios torvény

véalaszthat6:

xcpr = xCp, + JIp j(x Cpa- xCp)dt, (7.61a)
*CPr = XcPa + Jip(xcpa~ *cp), (7.616)
xcPr = xcpa + fip(xqpa - *cp)i (7.61c)

Fcp = Hcy (x)XxCPr + CcU(x, Xx)xCpr + DEIi(x)+
+ Kpi(xcpr - xcp) + Koi(xcpr - xcp), (7.61d)
a = Fp lYp(xcp,xcp,xcpr,xcpr)(*cpr - x Cp). (7.62)

Az er6- és nyomatékiranyitasi iranyokban Slotine és Li [23] el6recsatolas

és PD er@szabalyozas alkalmazasat javasolja:
Fcp =Hc2i(x)xCpr + Cc2l(x, x)xCpr + £>62(x)+
+ FCFa + Kp2(FcPa —Fcp) —Ky 2XcP- (7.63)

Itt FcFa és Fcp az el6irt és mért er6/nyomaték a korlatozasi ira-
nyokban, KyrXcp a sebességfiiggé csillapitds. A Kv2 matrix pozitiv

definit, amely valaszthat6 konstansnak, vagy a

K V2 = *OH ~22(x) (7.64)



szabaly szerint valtozéonak, ahol Ko pozitiv allandé. A kontaktuspont-
ban kifejtendé nyomaték

Fc= F°° (7.65)
Fcr
amelyhez a meghajtdmotoroknak
r = JT(q)RFi (7.66)

nyomatékot kell kifejteni. Az algoritmus nem adaptiv a kontaktfelllet
merevsége és a robotkar rugalmasséaga tekintetében.
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8. SZERELOROBOTOK IRANYITASANAK
REAL-TIME ASPEKTUSAI

A szerel6robotok iranyitdsara szolgalé algoritmusok bonyolultak.
Megvalositasuknal kilondésen az okozza a problémat, hogy a beavat-
kozoszervek altal kiadandé nyomatékok kiszamitasat a szabalyozénak
a szokasos sebességek esetén kb. 1 ms-onként el kell végezni. Ezért
az iranyitasi algoritmust t6bbprocesszoros architektaran, gyors arit-
metikai processzorok haszndlataval, parhuzamos szamitassal célszer(
megvalositani. Az architektlra legtdbbszor kompromisszumot jelent a
gyarté elvarasai és pénziigyi lehetdségei kozott. Itt félretesszik ezeket
az ellentmondasos szempontokat és azt vizsgaljuk, milyen architektara
lenne célszeril a feladathoz.

8.1. AZ IRANYITASOK BONYOLULTSAGI
FOKA

A szerelési feladat irdnyitasasnak megvalésitasara a korabban rész-
letezett erdiranyitasi médszerek johetnek szamitasba:

- passziv engedékenység biztositasa specialis RCC megfogdkkal,

- aktiv engedékenység biztositdsa engedékenység- vagy impedan-
ciairanyitassal,

- hibrid er6- és pozicidiranyitas,

- operacios tér modszerrel torténd iranyitas.

A modszerek két csoportra oszthatok. Az els§ csoportba tartozik
a passziv engedékenység biztositasa RCC megfogdkkal. Ez a mddszer a
problémat a megfogoval igyekszik megoldani anélkiil, hogy mdédositani
kellene a meglévd pozicidiranyitason. Alapveté hibaja, hogy nem tud
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kezelni olyan feladatfiigg6 el6irasokat, mint szerelési er6 és nyomaték,
engedékenység, merevség, csillapitas. Ezért hamar jelentkeznek korlatai
konkrét feladatoknal.

A masodik csoportba a masik harom felsorolt mddszer tarto-
zik. Alapvet6 jellemz6jik, hogy az elterjedt pozicidiranyitasu strukta-
rat (bels6é aramszabalyozas, ef6lé rendelt fordulatszdm-szabélyozas és
efdlé rendelt szégelfordulas-szabalyozas, melyek tengelyenként énalléak
és fuggetlenek egymastdl) fel kell adni, és kozvetlenil biztositani kell,
hogy a szabdlyozasi algoritmus a meghajtényomatékot kdzvetleniil
tudja befolyasolni. Ehhez kozvetlenil hozza kell tudni férni az aram-
szabalyozott (nyomatékszabalyozott) szervomotorok aram (nyomaték)
alapjeléhez. El6ny6s, ha a motorok attétel nélkil is nagy nyomatékot
tudnak leadni (kdzvetlen hajtasok), mert ekkor az er@iranyitasoknal
gyakran fellépd karos jelenségek (nem lebecsiilendd amplitddéju peri-
odikus lengések) fizikai eszkozokkel is csokkenthet6k. A masodik cso-
portba sorolt harom modszer nem egyforma bonyolultsagu az irdnyitasi
algoritmus és annak realizacidja (hardware architektira és software)
tekintetében. Mindegyik kdzilik hierarchikus iranyitasi struktarat igé-
nyel, de az egyes hierarchiaszinteken nem egyforma a megvalésitashoz
sziikséges raforditas.

8.2. A FELADATOK MEGOSZTASA
ES KOORDINALASA

Célszer6 megtartani a kovetkez8 tagolodast:

- host gép,

- szenzor és szenzorprocesszor (S, SP),

- centralizalt iranyité processzorok (a tovabbiakban robotprocesszo-
rok = RP),

- decentralizalt iranyitdé processzorok (a tovabbiakban szervokontrol-
lerek = SC),

- decentralizalt motor/belsé érzékeldk interface (IF).

A host gépre mindenképpen szilkség van, mivel a szerelési feladatok
felhasznaléi szintli megfogalmazasara egy konnyen kezelhet6 és intelli-
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gens szamitogép (pl. DEC VAX-11/750 vagy PS-2/60) szolgaltatasai
elénydsek. Erre kerlilhet egy szenzorcsatolt robotprogramozasi nyelv és
kés6bb egy szerelésorientalt szakért6i rendszer.

A szenzorok és processzoraik a szerelési er6k és nyomatékok ér-
zékelését és elbfeldolgozasat, valamint szikség esetén a latast végzik.
Célszerli hat komponensl er6/nyomatékmérét alkalmazni. Latérend-
szerként 2D (intenzitaskép) vagy 3D (tavolsagkép) feldolgozé rendsze-
rek johetnek szamitasba. Els6 1épésként megfontolandd a kameraképen
(2D) alapulé latérendszer hasznélata.

A robotprocesszorok az iranyitasi algoritmus szamitasigényes koz-
ponti részeit végzik el. Feladatuk és a realizalashoz sziikséges szamitas-
technikai architektira bonyolultsdga attél fiigg, hogy a masodik cso-
portba tartozé melyik algoritmust valasztjuk. Célszer(i harom robot-
processzor k6z6tt megosztani a szamitasokat. Az els6 feladata a palya-
tervezés (xa, x0, xa, Fa) a host gép el6irasai alapjan, a szenzorjelek
tovabbfeldolgozasa és transzformalasa (x, x, F) és a szabdlyozasi hibak
képzése (xa —x,x0 —x, Fa—F). A masodik feladata az iranyitasi
algoritmusban hasznalt robormodell paramétereinek szamitasa. Ennek
bonyolultsdga a masodik csoportba tartoz6 harom lehetséges algorit-
musnal mas és mas. Merevség- vagy impedanciairanyitas esetén csak a
gravitacios hatast (hs) és a Jacobi-matrixot (Jr) kell a belsd érzékel6k
(g és q) adatabdl szamitani. Hibrid pozicié- és erdiranyitas esetén ehhez
hozzajon a Jacobi-matrix invertalasa (J-1). Bonyolultabb a helyzet az
operacios tér madszer esetén, amikor is szilkséges az inercia, centripeta-
lis, Coriolis, surl6d6 és gravitaciés hatas (H, h C(j,b?), a Jacobi-matrix
(J) és derivaltja (vagy a), a Jacobi-matrix inverze (J_1) és ezekbdl
a nyomaték (r) szamitasahoz sziikséges tovabbi Osszetett mennyisé-
gek (H*,h*CJ,hp valds id6ben torténd szamitasa. A harmadik robot-
processzor feladata a meghajtébnyomaték (r) szamitasa, amely szintén
attél figgben torténik, hogy melyik iranyitasi algoritmust valasztot-
tuk. A bonyolultsdg az engedékenység- vagy impedanciairanyitastél az
operacios tér modszer felé haladva itt is n6.

A szervokontrollerek feladata a meghajtonyomaték (r,) realiza-
lasa a motortengelyeken szabalyozas révén. Célszer(i erre a célra aram-
nyomaték-) szabalyozéast alkalmazni, tovabba a motort tulterhelés és
melegedés ellen védeni. Tovabbi feladatok még a belsd érzékel6k jeleinek
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iQii Q) fogadasa és el6feldolgozasa. Egy szervokontroller tébb tengelyt
(2 - 4) is kiszolgalhat.

A robotirdnyitasi architektira egy tébbprocesszoros rendszer,
amelyben az egyes processzorok iranyitasi részfeladatokat latnak el, és
egymassal valés id6ben (real-time) kommunikalnak. Az egyittmiko-
désre a processzorok kozott a kovetkez6 okok miatt van szikség:

- szinkronizaci6: aktiv processzek egyittfutasanak koordinalasa
idében,

- informéaciécsere: az aktiv processzek egyuttfutasanak koordina-
lasa az adatok tertletén,

- kolcsonos kizaras: a rendszer fizikai vagy logikai er6forrasai hasz-

nalatanak megosztasa a processzek kozott.
Az egylttmi(ikodés koordinalaséara tobb eszkdz terjedt el:

- szemaforelv (Dijkstra, 1968),
- Uzenetforgalom,
- kommunikal6 szekvencialis processzek, CSP (Hoare, 1978).

A szemafor kétallapotd osztott valtozé (logikaiértéke TRUE vagy
FALSE), amelyet itemez6 jelek cseréjére hasznalnak a konkurrens pro-
cesszek kozott. Legyen A és B a két processz, amelyek a szemaforon
értelmezett két operacié P(S) és V(S) révén kommunikalhatnak:

P(S): Ha az S szemafor mar TRUE, akkor a processz blokkolodik, k-
Iobnben 5:=TRUE és a processz folytatédik.

V (S"): Ha processzek vannak blokkolva valamilyen P operéacié kovetkez-
tében, akkor egy koziilik folytathatja a végrehajtast, kilonben
S:=FALSE.

Kodlcsonds kizaras a szemaforokkal konnyen realizalhat6, ha megkdvetel-
juk, hogy egy osztott er6forras hasznalatdnak megkezdése el§tt minden
processz el6bb P operéaciét hajt végre, majd az eréforrds hasznalatat V
operacioval fejezi be. A szemaforok realizalasat tdamogatja a processzo-
rok TEST AND SET utasitasa (MOTOROLA 68000) vagy LOCK uta-
sitas (INTEL 8086, 80286, 80386).

Uzenetbazisi (message-based) rendszerek az informéacidcserét iize-
netek forgalmazasaval végzik. A processz képes lizenetet kiildeni a pro-
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cesszekhez vagy Uzeneteket fogadni a processzektdl. Realizdlasa leg-
tobbszor csokkenti a kommunikaciés savszélességet.

Kommunikalé szekvencialis processzek (CSP) esetén a szinkro-
nizécio és a kommunikacio input/output utasitasok segitségével torté-
nik. Ha processz A adatot kiild processz B-hez, akkor processz A output
utasitast kezdeményez, és ha processz B kész az input utasitasra, akkor
megtorténik az adatcsere. Ha azonban az egyik processz nem kész a
kivant input vagy output utasitds végrehajtasara, akkor a masik pro-
cessz blokkolédik. A kolcsonds kizaras automatikusan teljesul, mert a
processzek egyszerre csak egyetlen masik processzel tudnak egytttm-
kddni. Ezt az elvet hasznalja az OCCAM programozasi nyelv, mely a

transputer programozasanak egy eszkoze.

8.3. AZIRANYITO BERENDEZES ARCHITEKTURAJA

Az iranyité berendezés egy lehetséges architektirajanalc vazlatat
[27] a 8.1. abra tartalmazza. A "harom rendszersin” (three-system-bus)
struktlra biztositja a gyakori siniitkbzések elkeriilését. A sinkommuni-
kacié egyszerisitése érdekében olyan protokollt valasztottunk, ahol a
sin bal oldala a master és jobb oldala a slave. Memory mapping ké-
jaba, ami egyszer(i és hatékony kommunikaciot tesz lehet6vé példaul
szemaforok segitségével. Az 1/0O alrendszerek feladata, hogy mentesit-
sék a processzorokat a sin transzfer operacioktol, és ezaltal noveljék a
processzorokban a szamitasok céljara rendelkezésre all6 id6t.

A processzalé hardware megvalositdsa soran figyelembe veend6, hogy
az egyes processzorokban kulonféle szamitasi feladatokat kell elvégezni,
melyek kilonféle aritmetikakat igényelnek. A véalasztott feladatmegosz-
tas szerint a harmadik robotprocesszor (RP3) és a szervokontrollerek
(SC) nem hasznalnak trigonometrikus miveleteket és invertalast, ezért
elvben gyors RISC processzorokkal vagy transputerrekkel is realizalha-
tok. Az els6 és masodik robotprocesszor (RPi,RP2) esetében célszerl
aritmetikai koprocesszort alkalmazni a trigonometrikus fliggvények és a
fixpontos tartomanyban rosszul realizalhaté matrixinvertalasok miatt.
Erre a célra 32-bites Motorola vagy Intel processzorok el6nydsek.
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S szenzor
Sp szenzorprocesszor

RP robotprocesszor
SC szervokontrolter

IF motor interfoce

8.1. abra

Az irdnyitasi rendszer konfiguraciéja [27] y
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8.2. &bra

Robotprocesszor vagy szervokontroller [27]

Egy fontos szempont, hogy a meghajtdbnyomaték (r) szamitasa és
a ezervoezabalyoz6k mintavételi ideje gyors (kb. 1 ms) legyen. A di-
namikus modell paramétereit szamité RP2 processzor ezt a sebességet
a nagyszamu mvelet és matrixinvertalasok miatt nem tudja tartani,
ezért ezen az agon minden gyorsitasi lehet6séget meg kell ragadni. En-
nek érdekében el6re meg kell hatarozni a dinamikus modell paramé-
tereinek (Hij,hi,Jij) egyszer(sitett alakjat szimbolikus (képletszer()
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formaban, valamilyen listakezel§ programmal, amelyben a lehetséges
O0sszevonasok mar el vannak végezve. Az igy el6készitett alak nemcsak
hogy egyszer(sitve van, de tAmogatja a parhuzamos feldolgozasokat is.

Szébajohetnek méas megoldasok is az algoritmusok realizalasara. igy
példaul IBM-PC/AT alaplemezre épulé meglévé pozicidiranyitasok to-
vabbfejlesztése esetén a rendszer bdvithetd négytransputeres célkartya-
val (IMS B003-1/T800 vagy Quadputer), mellyel az algoritmusok szin-
tén megvaldsithatéak.
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FUGGELEK A.
AZ ACa+BSa=D EGYENLET MEGOLDASAI

Rendezzik az egyenletet és alkalmazzuk az S7+C7 = 1 azonossagot:

A2Ca=D2-2BDSa+B2S2a B252=02-2B/1CO+ 12CE

(N.1)
ca=\- s2, 52=1-C2 (n.2)
-, DB , EB-A7 , n DA , D2-B2 n

5¢ 2NM12+025a+12+02 _0' C° 2A2+B2°a+A2+B2

(A-3)
) OB+6alYN4YB~r02 BNA+ToBYNUB2-~ 2
n2+s2 ’ nuB?2
(1.4)
&= +1, 7a = +1. (n.5)

Innen kovetkezik, hogy a S2+ C2 - 1 azonossag teljestlése érdekében
teljesilnie kell a

(éa.Ta) = (+1.-1) és (Sa,Ja) = (-1.+1) (/1.6)

feltételnek, ezért csak két (Sa,Ca) megoldas van. Mivel (Sa,Ca) meg-
hatarozza a siknegyedet is, ezért csak két a £ [0,2Tr] megoldas van.

270



FUGGELEK B.
DERIVALASI SZABALYOK
MOZGO KOORDINATARENDSZERBEN

Legyen Kq egy all6 és K egy mozgo derékszégl koordinatarendszer
(B.l. abra).

Fejezzik ki a K keret egységvektorait a k q keret egységvektoraival:

i
j
K

aiiio 4- «2ijo + «3iko,
ai2lo + <2%jo + o3rko, (BI)

aj3io + 623jo + a33Ko-

Differencialjunk az id6 szerint és vegyiik figyelembe, hogy k q all6 keret,
akkor

i —ani0+ a2lJoT °si*oi
j (= ai2o+ + a32o, 6.2
k' = oiaio + ajajo + a33«O.
Mivel AKOK*—A és Ayuk = A-1 = AT, ezért (1.8) alapjan
0= ayl + aizj + oK,

jo

<%ii + a2zi + a3k, (5.3)
<Fi + 032) + oask,

KO
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ahonnan koévetkezik, hogy

i' =all(aiii + alg + ai3k) + a2l(a2i + aZj + B23K) +
+ «&ltali + 032 + 033k) =
= (6n6n + “2iaz2i + a3ia3i)»+ (£-4)
+ (ailal2 + a2la22 + a3la32)j+

+ (an ai3 + az2ia23 + a31«33)|<.

Vegyuk észre, hogy az i, j, « el6tt allé tagok rendre az

au a2l o031 a'u au au
ai2 a2 e3 a2i —A a2zl = A 02i (D.b)
°13  °23 ©633. .°31. ,a31l. ®31.

szorzassal keletkezd oszlopvektor megfelel§ elemei. Hasonl6 dsszefliggés
all fenn j' és k' esetén is. Tekintsilk azt aV :R3 — R3 lineéris transz-
formaciot, amelyre T>(ezi+ £j + pzk) = pri' + Pyj'+ ~k'. Akkor (B.2)
és (B.5) alapjan a B.2. abrdhoz jutunk (I az identikus leképzés).

Al A Al
R3 - [ J e — [ = ¥ J »- r3
'0 ] '0 il
»0 i »0 |
kol Ikl [kod (k)
03 — 2.— D3 —eeemem e 03 e A ] 03

R SRR

[«'] =A A~1 [fu*]=a-1A

B.2. abra

A V linearis transzforméacio matrixai

Masrészt az i + di, j -f dj, k + dk keret orientaciéjara az i, j, K
bazisban teljesiil az (144) Rodrigues-képlet. Jeldlje t a tengelyt, dp a
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szogelfordulast a képletben, és vegyik figyelembe, hogy a dp infinitezi-
malis, ezért sin(dip) —dip, cos(dip) = 1, akkor példaul i esetén

i+ di —i+ dipt X1, (B.6)

ahonnan a szdgsebesség

Jf = u; = wx\ + uiyj + wzk = °Wjjio + "Wyjo + “w*ko (B .7)

jelolésével

i'=w Xi,

i
k' = w X k.
Legyen W = (wr ,wy,wz)T és °u>= (°WX, Wy, °wz)T, akkor
[u>x] = A _1A" [Pwx] = A'A-1. (B.9)
Tekintsiink most egy P pontot a B.l. dbranak megfeleléen, akkor

r«io + r,jo+ rrk0 = i>ri+ evi + e/l + Pxio +Pyjo +Pzko, (0.10)

MNo+ro+rm=ge/N+88+ +exi'+pY+K+

. . + Pi»o+Pyjo + PIkO, (4.11)
M0t 10410 = gxit eyit ek 1 2exit eyyt 17k )1
+R*i,,+Ryj/ + erk” + Pjio + p”"jo + p”Ko. (BA2)
Vezessuk be az
“rrl K] p"
r—»Iy ; r'= 1 ; pt= p" (A.13)
.*J LrlJ 1Pr.

jeloléseket, akkor (B.10) (B.12) felirhatd az
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r=AR+ P, (B.14)
Aqgq + A'p + p', (B. 15)

Ap" + 2AY + A"p + p" (B. 16)

r

"

alakban is. Itt a vesszd vektor esetén a koordinatanként® matrix ese-
tén az elemenkénti derivalast jeloli. Vegyuk észre, hogy r és p a Ko
bazisdban, mig g a K bazisaban lett felirva.

Mivel
AA_1=1, (B.17)
ezért
A'A-1+ A(A-1/ =0 (B.18)
(A-1)'= —A-1A'A-1, (B.19)
[wxf = (A_1AY#= (A'D'A'"+ A "1A" =

—A-1A'A-1A'"+ A-1A" =
-[bix][a»x] + A -1A", (B.20)

e: V\}zi+u)'vj + WK +LLIX\'+uiyj'+LIJFK'—
=Ki+w'j+u'k+wxw=<\ + Uy +wzk ,
(B-21)

ahol ¢ = W' aszoéggyorsulas. Fejezzik ki a sebességet (r') és a gyorsulast
(r") a mozgé K keretben, akkor (B.14)-(B.16) alapjan

A-1r = 0+ A-1p, (B.22)

A-lr'=e +A-'A'f+A -y = e +wx Q-fA_1p',  (B.23)
A _1r' =e" +2A-1A'e'+ A_1A"p + A-1p" =

= p"+ 2wWwXf' +HEXT +wx(uiXi) + A _1p". (fl.24)

Jeldlie \ k*~ A-1p', aK*= A _1p", =wésrx =t rendre a K

keret origéjanak sebességét, gyorsulasat, szogsebességét és szdggyorsu-
lasat, akkor a P pont v sebességére és ar gyorsulasara (B.23) és (B.24)
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szerint teljesil, hogy

vf = yk + WK Xg+ g\ (5.25)
af = ak + «X XB+«K x (Ijk Xf) + p"+ 2uK x p'. (5.26)

Ha P egy merev test pontja és K a merev testhez rogzitett keret, ak-
kor g —g" = 0, tovdbba we = uk és ce —cr. Itt minden vektor
koordinatai a K keretben értenddk, és a derivaltak a koordinatanként!
derivaltak. Ez a nevezetes derivalasi szabaly mozgdé koordinata-
rendszerben.

Tekintsiik most a B.3. abra szerinti 0sszetett esetet, amely a kine-
m atikai mennyiségek rekurziv szamitasanak alapjat képezi.

B.3. abra
K g &ll6 és K i mozg6 koordinatarendszerek
Legyen és A, egy nyilt lanct merev robot két szomszédos szeg-

menséhez roégzitett keret. Legyen K,t,_i a rotaciés csuklé vagy (1 —
K)t,_i a transzlaciés csuklé tengely irdnyl egységvektora, melynek
koordinatait a Ki-1 keretben fejeztik ki; K, = 1 rotaciés és k- = 0
transzlaciés csuklé esetén. Akkor (B.25) és (B.26) szerint p := p,-le-
valasztassal teljesil, hogy

d =q@- + Kiti-iqi x Pi_i/= di-igt, - (5.27)
g" = di-iqgi + x d.-ifc, (5.28)
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"4 = X Pi-1,,- + d;_iqi, (B.29)

-4 = 4-1 +-Y -] XPiii+ -1Wii X X Pi-1,,)+

+ dj_ig< + Kiti-igi X _ig, + 2'~1a>,_i x d (B.30)

-l = + Kiti-iqi, (B.31)
‘~4 = -le,-i + x Kiti-igi +M .-i9i =

=<4 -i+ ,_1wvwxM._i9. + Mi-i?.- (B.32)

Itt példaul az ,-4 jeldlés arra utal, hogy a JT- keret origdjanak sebes-
ségét irtuk fel a Ki-1 keret bazisaban.
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FUGGELEK C.
LASALLE STABILITASTETELE [6]

LaSalle stabilitastétele az x = f(x) rendszer 0 = f(0) egyensulyi
pontjanak stabilitasarél szolo Ljapunov direkt médszerének altalanosi-
tasa. Az egyensulyi pont Ljapunov-értelemben stabilis, ha tetsz6-
leges e > 0 értékhez megadhaté 6 > 0, hogy |[x(0)|| < 6 esetén telje-
stl [[x(D)]| < £ Mas széval, ha a kezdeti feltétel az egyensulyi ponttdl
kicsit tér el, akkor az egész trajektoria az egyensulyi pont kdrnyezeté-
ben marad. Az egyensulyi pont aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és
lim~oo x(<) —0, vagyis a trajektoria be is fut az egyensulyi pontba.

LaSalle tétele két fogalmon alapul. Az x(<) trajektéria pozitiv ha-
tarhalmaza:

M+ —{y :létezik {<,} minden hataron tal novekvé
sorozat, hogy limrl_ Qx(t,) = y}. (cn

A Xx(<) trajektéria pozitiv hatarhalmaza lehet példaul a lim ,.™ x(i)
hatarérték (ha létezik) vagy egy hatarciklus (izolalt, zart, periodikus
gorbe), amelyhez a trajektéria tart. Egy masik Iényeges fogalom az
x = f(x) rendszerre vonatkoz6 invarians halmaz fogalma. Az M
halmaz invarians, ha barmelyik pontjan atmené trajektéria (annak bal
oldali ésjobb oldali fele is) teljes egészében a halmazban fekszik. Ehhez
elvben a halmaz pontja mint kezdeti feltétel koril a differencidlegyenlet
megoldasat pozitiv és negativ id6értékekre is meg kell hatarozni. Ha egy
E halmaz nem invarians, akkor beszélhetink az E &ltal tartalmazott
maximalis invarians halmazrol:

M = max{H CE : x(0) GH =>\<: x(<) € tf}. (C.2)

Egy korlatos x (i) trajektdria pozitiv hatarhalmaza I+ mindig nemures,
kompakt (korlatos és zart) és invarians halmaz.

LaSalle tétele: Legyen az x = f(x) rendszernek 0 = f(0) egyensulyi
pontja és f(x) folytonosan differencialhaté. Létezzen K(x) Ljapunov-
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fuiggvény, amely kielégiti a kovetkez6 feltételeket rogzitett r > 0 esetén
az {x : IVf(x) |< r} C i?r korlatos és ny(it halmazon:

i) K(x) pozitiv definit : K(x) > O (C.3)
K(x) = 0<=>x = O, (C.49)
ii) V"(x) = f7gradK < 0 (negativ szemidefinit), (C.5)

ifiy V(x) folytonosan differencialhato.

Legyen az E —{x 6 fir : V'(x) = 0} halmaz maximalis invarians
halmaza M . Akkor tetszéleges x(0) G 2T kezdeti feltételt kielégits X(t)
trajektoria aszimptotikusan tart az M halmazhoz.

Ez részletesebben azt jelenti, hogy tetszéleges ¢ > 0 esetén létezik T,
hogy minden t > T esetén x(t) az M halmaz e-kérnyezetében marad:

létezik y(f,e) GM + {x :||X|| < e}, hogy ||x(f) - y]j < e. (C.6)

Kovetkezmény: Haaz E = {x Qi2r * V(x) = 0} halmaz maxima-
lisan invarians halmaza M = {0}, akkor tetsz6leges x(0) G f?r esetén
az x(t) trajektoria aszimptotikusan tart a® = f(0) egyensulyi ponthoz.

Kovetkezmény: Legyen X = (y, z) és teljesiilienek a LaSalle-tétel
feltételein kivil még:

i) I>x)=0=>y =0, (C.7)
fiy y = ~?(y, z) alakt éstp(o,z) = 04=>z=o. (C.8)

Akkor azy = 0, z = 0 egyensulyi pont aszimptotikusan stabilis. Nyil-
vanvalé ugyanis, hogy az i) feltétel és E definiciéja miatt az M C E
halmaz minden pontjaban y = 0. Innen kévetkezik az M halmaz inva-
rianciaja alapjan y = 0 minden M-ben futd x(t) trajektoria esetén, és
igy ii) alapjan z = 0. Ezért M egyetlen pontbdl all.
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FUGGELEK D.
TOBBVALTOZOS AUTONOM SZABALYOZASI
RENDSZER TERVEZESE IDOTARTOMANYBAN

(ALLAPOTTER MODSZER) [11].[38]

Legyen au € Jir bemend jel, y G Rm a kimené jel és x 6 A" az
allapotvaltozd, akkor afolytonos idejd linearis rendszer (szakasz, tag,
zart rendszer) allapotegyenlete

x = Ax + Bu, (d.1a)

y = Cx + Du (U.16)

alaku, ahol az A, B, C, D matrixok mérete rendre (n x n), (n x r),
(m x n), (M xr).

Ha a rendszer diszkrét idejd, T a mintavételezési id6, és a bemend
jel lépcsOs (a tartdszerv a bemeneten nulladrendl), akkor az allapote-
gyenlet alakja:

e + 1]T) = Akx(kT) + Bku(kT), (D.2a)
y(KT) = Ckx(KT) + Dfa(tT). (£>.26)

Ha a matrixok konstansok, akkor a rendszer autondm (id6ben nem
valtozo). A tovabbiakban csak autoném rendszereket vizsgalunk.

Az autondm rendszereket (folytonos id6ben a Laplace-transzforma-
cio, diszkrét esetben a 2-transzformacio segitségével) jellemezhetjik az
atviteli fUggvény matrixszal (a tovabbiakban a matrixot az egyszeriiség
kedvéért elhagyjuk az elnevezésben).
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Folytonos id6ben az atviteli fuggvény alakja:

W (e)=Wi;(s)| = C(sl- A)-1B + D, (D.3a)
Jmxr

Nt () = they) = anen 1 T asHao (037,

y(s) = W(s)u(s), (£).3c)

ahol y(s) és u(s) a Laplace-transzformaltak.

Diszkrét id6ben a z-atviteli figgvényt diszkrét idej atviteli fiigg-
vénynek fogjuk nevezni, melynek alakja:

W (z)= Wij(z) =C(z1 —A)-1B + D,  (DAa)
nXr

NQ}”(') - tij(z) anzn+ .. +axz + a0 (0.46)

y(z) = W(z)u(z), (DAc)

ahol y(z) és u(z) a Z-transzformaltak.

A tovabbiakban vizsgalt eljarasok valtoztatas nélkul alkalmazha-
tok folytonos és diszkrét idejli rendszerek esetén. Egyedili megszoritas,
hogy diszkrét id6ben az A matrixnak nemszingularisnak kell lenni, vagy
diszkrét idejli atviteli figgvényben gondolkozva Wij(z) pélusai kozott
nem szerepelhet nulla. Ez azt jelenti, hogy ha ismeretes a kezdeti alla-
pot és a bemend jel, akkor a trajektdéria csokkend id6kre is szamithato,
azaz arendszer reverzibilis. A hasonlésag miatt elegendd folytonos idejd
rendszereket vizsgalni.

28«



D.I. LUENBERGER-FELE IRANYITHATO ES
MEGFIGYELHETO® NORMALALAK

Egy linearis rendszert akkor nevezink iranyithaténak, ha minden
x(<0) kezdeti allapothoz és minden x végallapothoz létezik a bemené jel
olyan u(<) idéfuggvénye, amellyel a rendszert véges id6 alatt az elGirt
kezdeti allapotbdl az el6irt végallapotba hozhatjuk. Az iranyithatésag
sziikséges és elégséges feltétele autondm rendszerek esetén, hogy az

L= (B IAB I..1An_1B) (£>.5)

irdnyitasi matrix rangja maximalis (n) legyen.

Az iranyithatésag dudlis parja a megfigyelhet6ség. Egy linearis rend-
szert akkor nevezink megfigyelhet6nek, ha a bemend jel u(<) és a ki-
mend jel Y (1) idé6fi ?vényeinek ismerete a [|'0,<] id6tartomanyban ele-
gendd a rendszer XT 0) kezdeti allapotdnak meghatarozdsahoz. Auto-
nom rendszerek esetén a megfigyelhet6ség szilkséges és elégséges felté-
tele, hogy az

L= (CT IATCT I..1(AT)n-1CT) (D.6)

matrix rangja maximalis (n) legyen.
Tetsz6leges autondm linearis rendszer (D = 0) felbonthaté egy-egy

- iranyithato és megfigyelhet6 (IM),
- iranyithatd, de nem megfigyelhetd (IM),
- nem iranyithaté, de medfigyelhet§ (IM),

- nem iranyithatd és nem megfigyelhet6 (IM)

alrendszerre, amelyben az allapotok, a bemenet és a kimenet kapcsolata
linearis, és egymasra hatasuk a D.l. dbran adott funkcionalis sémaval
jellemezhetd (Kalman-féle normalalak). Az atviteli figgvény nem jel-
lemzi a teljes rendszert, hanem csak a teljesen iranyithaté és medfi-
gyelhet6 (IM) alrendszert. igy példaul nem ad felvilagositast a tdbbi
alrendszer esetleg meglévd (rejtett) instabilitasarél. Ha a rendszer ira-
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D I. abra

Autondm linearis rendszer Kalméan-féle felbontasa

nyithaté és megfigyelhets, akkor IM, IM, IM csak x = O-bdl all, ezért
elhagyhato.
A polusathelyezési (pole assignement) feladat egy jellegzetes iranyi-

tastechnikai feladat. Ennek soran el6irjuk a zart rendszer pélusait, és
keressiik a realizalashoz szilkkséges szabalyozot. A feladat egyszerlien
megoldhatd, ha egy T koordinatatranszforméacioval az allapotegyenle-
tet

ri = ot L) Bu=Ait6u’ (Do)

y=[C, C,]M=Cx, (0.76)

[ * ; ] = <D ~

alakra hozzuk, ahol Ac és Bc a polusathelyezéshez valasztott kedvezd
strukturaja (B cfels6 haromszégmatrix).
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A Luenberger-féle iranyithaté normalalak meghatarozasanak
algoritmusa:

1L AzL = (B IAB | .. | A~”-'B) irdnyitasi matrixbol szigortan
balrol jobbfelé haladva megkeressik az el§z6ektdl linearisan fig-
getlen vektorokat (lasd a Gram-Schmidt-féle ortogonalizalasi el-
jarast). Az Gjonnan sorrakerilt vektort megtartjuk, ha linearisan
fuggetlen az el6z6ektdl, ellenkezd esetben elhagyjuk. Ha A'bj li-
nearisan fligg az el6z6ektdl, akkor A*b; figyelmen kivul hagyhaté
K > i esetén, ahol b; a B matrix j-edik oszlopa.

2. Ha a linearisan fuggetlennek talalt vektorok szama kisebb mint n,
akkor a kivalasztott vektorokat kiegészitjik rajuk meréleges vek-
torokkal bazissa (g<wr_i,....gn). Ezt Ugy is el lehet végezni, hogy
L oszlopait kiegészitjuk az ei,...,e, ortonormalt egységvektorok-
kal, és addig folytatjuk az 1. Iépést, amig n linearisan fiiggetlen
vektorhoz jutunk.

3. A kapott vektorrendszert atrendezve felépitjik a P matrixot:
P = (bbAbl...,Ad-1b..,br,...,Aar-V g ,r+i,...,gn)(6.8)

Meghatarozzuk P inverzét (P _1) valamilyen numerikusan stabilis
modszerrel, példaul a Hausholder-maédszerrel:

4 o xkiz= g (D.9)
|

qj := P~I matrix cr,-edik sora, i = 1,...,r, (U.10)
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-qTA"' - 1-

qTA'b-1
qi
WT A< ~2
T = i (DM)
4?
q?Ad 2
8(-'7-p+l
gh J

5. Elvégezzilk a T koordinatatranszformaciot:

X = Tx, (W=2a)
A =TAT-1, (D.126)
B =TB, (D.12c¢)
C=CT-1, (D.Ud)
D = D. (D.12e)

Az algoritmus elvégzése utan A és B Luenberger-normalalakban all el
(felul alinak az altalanos elemek):



A Gram-Schmidt-féle ortogonalizalasi eljaras az {fi, f m}
vektorrendszer (f) 6 A") egy ortonormalt bazisat hatarozza meg a ko-
vetkez6képpen:

. 1. Megkeressik a kiindulasi vektorrendszerben balréljobbra haladva
az els6 nem nulla vektort, és ezt felvesszik a bazis els6 elemeként:

< m=min{i: |[f.]| > t}, (LW 4)
(W's)

: yi AL
gi = ﬁﬁﬁiz (a bazis elsé eleme). (D.16)

2. A vektorrendszerben balrél jobbra tovabb haladva megkeressiik
az els6 olyan elemet, amely linearisan fliggetlen az eddig felépitett
bazist6l, majd ennek a vektornak a bazisra mer6leges vetiletét
hozzatesszik a béazishoz:
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K

h+1 := min{i > i* : |- 53 < "S> > Kill > e)> (E>17)
j=i
K
Yk+i m=fi*+1 - 53 Cf.k+,.gj > ft. (£>18)
i=i
gi+i = M/t+l||\/ (a bazis it + 1—edik eleme). (D.19)
*+il

A kiindulasi vektorrendszer végéig ismételve ezt a lIépést a vektor-
rendszer egy {gii g2> ortonormalt bazisahoz jutunk.

A Luenberger-féle megfigyelhet6é normalalakot a korabbi eset-
re visszavezetve ugy hatarozhatjuk meg, hogy a valés (A, B, C) rend-
szerr6l attériink a fiktiv (AT, CT, BT) rendszerre. Meghatarozzuk
a fiktiv rendszer irdnyithaté normalalakjat (Ar, CT, BT), majd
transzponaljuk és visszarendezzilk a matrixokat (A, B, C):

(A, B, C)- (AT,CT,BT)X (AT,CT,Br)- (A, B, C).

{D.20)

D.2. KOMPENZALAS ALLAPOT-VISSZACSATOLASSAL
ELOIRT POLUSOK ESETEN

.Ha a szabalyozo6t linearis allapot-visszacsatolassal (linear state vari-
able feedbacks.s.v.f.) realizaljuk, amelynek alakja (v az alapjel):

u=Kx+Lv, (U.21)

akkor a zart rendszer allapotegyenlete

X=Ax + B(Kx + Lv) = (A + BK)x + BLv, (G.22a)
y = Cx (D.226)
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lesz, atviteli fliggvénye pedig
W(s) = C (sl-A-B K )-1BL. (D.23)

Ezért a zart rendszer pélusai és az A + BK matrix sajatértékei mege-
gyeznek. A sajatértékek a

det(sl- A - BK) = 0 (£>.24)

egyenlet gyokei. A sajatértékek nem valtoznak koordinatatranszforma-
ci6 esetén, mivel detT «detT-1 = 1, és

det(sl - TAT-1- TBKT-1) =
det[T(sl - A - BK)T-1] =

det T edet(sl - A - BK) mdet T-1 =

det(sl - A - BK) = det(sl- A - BK), (E).25)

ahol K = [Ke Kr] = KT-1. Figyelembe véve (D.7a) alakjat, a zart
rendszer karakterisztikus egyenlete:

det(sl—A —BK) = det(«IOF—A c—B cK £f)d et(il, ffi.—Ar), (£>.26)
ahol

det(slff. - Ac- BAK Q = y%(s) sajatértékei valtoztathaték, (£>.27)
det(sln_,r - Ar) = y>r(B) sajatértékei fixek. (E>.28)

Az irdnyithaté alrendszer <®(S) karakterisztikus egyenlete tetszélegesen
megvalaszthatd, a nem iranyithaté altér <Pi{s) karakterisztikus egyen-
letének gyokei pedig nem mozdithaték ki, vagyis nem kompenzalhatok.
Ha az iranyithat6 alrendszerre a

ipc(e) = 8ar + aar-i8a'~1+ ...+ a0 (£>.29)

karakterisztikus egyenletet irjuk eld, akkor a polinom A lfic kisér§ mat-
rixat is el6irhatjuk ered6 allapotmatrixként:
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Ke = . . i ) (U.30)

,-a0 -B! ... -a,r-i}arXar

det(sl,r - AVc) = (D.31)

Bar az A iR matrix struktiraja sokban hasonlit a Luenberger-féle ira-
nyithatdé normalalak matrixanak struktirdjahoz, szikség van a bazis-
vektorok felcserélésére az allapottérben, hogy a kivant alakhoz jussunk.
Ez azt jelenti, hogy a bazisvektorok sorrendjét ugy kell megvélasz-
tani, hogy az A~c matrix (Tj.....ffr-i, <r sordban allé e<|+1,
(—ao,...,—a,r_i) sorvektorok az els6 r sorba mozduljanak el. A ba-
ziscsere (koordinatatranszformacio) a karakterisztikus polinomot nem
valtoztatja meg. Jeldlje P = {pb p2, «P<7r} a bazisok felcserélését leird
permutacidt, akkor (ffo = 0 indulé érték mellett) i = I,...,r esetén a
permutacié elemeit a kdvetkez6képpen szamithatjuk:

Pc m=i, (D.32a)
P<7i-1+1> -—r—»+1+ffi-|+l...,r—|+|+0»-|+di—L
(U.326)

Legyen v egy tetszleges sorvektor, és jelolje P(v) azt a miveletet,
amely v koordinatain elvégzi a P permutaciét. Képezzik az (r x ar)
méretli A* matrixot a kdvetkez6 maédon:

P (effl+1)

K. = ; . ] <D -33>

1

mP(—aQ ) —at-1)j KT
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Vezessik be az

AC=[N'H , BC=[Bl ] (D.34)

jeloléseket, ahol Arux (r Xecr) méretli és Blue (r x r) méretli mat-
rixok a Luenberger-féle iranyithaté normalalak els6 r soraban, akkor az
allapot-visszacsatolas

Ke = Rlue(®™jpc ~A-lue), (D.35)

[Ke 0]T (D.36)

alapjan szamithaté. A szabalyozdban szereplé L matrix megvalaszthatd
ugy is, hogy a rendszer alapjel ugraskor statikusan szétcsatolt legyen:

L = [C(-A - BK)-1B]-1, (D.37e)
y(oo) - v(00). (D.376)

D.3. MINIMALIS RENDU ALLAPOTMEGFIGYELO
TERVEZESE

Mivel nem sziikségképpen minden z- allapotvaltoz6 mérhetd, ezért
az u = Fx + Gv allapot-visszacsatolas realizalasahoz a szabdlyozo6-
ban szikség van az allapot x becslésének szamitdsara a szabalyozdban.
Keressilk az aszimptotikus allapotmegfigyel6t

/, = Fz+ Gy + Hu, (D.38)
lira[x«)-T [»(;)]] = °, (0.39)
mn-Tx +e (D.40)

alakban. Ha z 6 Rp,akkor T : Rmx Rp—=*Rnés T :Rn —*Rp linearis
transzforméciok. Ekkor
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X(<)-T[E x()+T eco - o, (D.41)
ezért az aszimptotikus allapotmegfigyelének ki kell elégitenie az
In-T £ =0, (U.42)
lime(<)=0 (22.43)
feltételt. Mivel a rangfeltétel szerint

rang \t nx(m+p) - rangl, = n<
1

S 1

LA J(m+p)xnd
C

< min{rangT,rang } < (D.44)

< min(n,m + p) < m + p,
gsp<n—mesetén n<m +p<m +n—m =n ellentmondas, ezért

Pmin > n —m. (D.45)

p-edrendi allapotmegfigyel6 esetén:
z=Tx + é=T(AX+Bu)+é=F(Tx+e)+ GCx + Hu, (D.46)
TAX + TBu+é= (FT + GC)x + Hu + Fe, (D.47)

ezért teljesilnie kell a

TA- FT- GC =0, (D.48a)
TB = H, (6.486)
€ = Fe és F sajatértékei negativ valésrésziek (6.48c)

feltételnek.
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Tejjesrendi allapotmegfigyeld esetén:

p= n, (D.49a)
T= 1In, (D.496)
F=A - GC, (2).49¢)
H= B. (D.499)

Itt G legyen olyan, hogy F sajatértékei negativ valosrésziek legyenek,
és e(<) — o0 gyorsabban, mint a szabalyozas tranziensének ideje.

Ezek utdan megkonstrualjuk apmin = n-m rend( allapotmegfigyel6t.
Véalasszunk olyan

£=Tx és tj = Sy (£>.50)
koordinatatranszforméciokat, hogy

i = TAT-~ + TBu, (E>.51a)

r/'= SCT-17 = (Im 0,_m)* (£>.516)

teljestiljon. Akkor £ és a rendszer felirhaté

t= :1 , (E>.52a)
V=Anrj+ A"C + BiU, (E>.526)
C= Az2i7+ A22C+ B2U (£).52c)

alakban. Mivel y és u mérhet6, ezért rj és (elvben) r) is szamithatd,
ahonnan kovetkezik A 12C szamithatdsaga. Tekinthet6 tehat az A 21T+
+ B 2U bemend jeld és A 12C kimen6 jeli

C= A22C+ (Aail+ B2U), (G.53a)
A 12C megfigyelés (E>.536)

rendszer, melyhez konstrualhaté (G helyett L jel6léssel) teljes dimE =
= n —m rendd{ allapotmedgfigyel:

C= (Azz —LAj)C+ L(i - AuY - Bju) + (Azil/ + Bru). (54
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Legyen

z*=-LT7+ C, (D.55)
z=-L ij +t, (D.56)

akkor kiesik és fennall, hogy

z—(A2~LAi2)z+ [(A2—L Aj2)L-t Ji-LAu]Sy+
+ (B2—LBi)u. (D.57)

Az allapotmegfigyel6 tervezésénél ezért T, S és L meghatarozasara
kell koncentralnunk. Legyen a rendszer medfigyelhet6, és hatarozzuk
meg Luenberger-féle megfigyelheté normalalakjat:

x0=["u . (D.58a)
A2 Az2d LU 2.

y =[Ci 0,_m]x0, ' (D.586)

X0= (TEyE)rx koordinatatranszformacio, (G.58c)

e dm megfigyelhetéségi indexek. (G.58d)

Akkor valaszthato:

S:=Cj-\ (D.59a)
T :=1, (U.596)
F:=A22-LAi2, (D.59¢)
G = [(A2- LAI2)L + AZL- LANjCj-1, (4.59d)
H := B2—LBi, (D.59¢)
z=Fz+ Gy + Hu; dimz=n —m, (D.59/)
- - M _TT FCri O«—ml [yl t/d [y
X- TLVE [ej - Tlue [1CJ'L I, _ mJ[zj - 1z -
(0.595s)
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Hatra van még L megvélasztasa. Legyen az allapotmegfigyel6 megva-
lasztott dinamikaja

det (si - F) = Pdl- Xs)... Pdmi(s), (D.6Q0)
Pdi-I(s) = §' 1+ 0i,d,-2sl, 2+ ... + 0i,d  (D.60b)

akkor a keresett L matrix:

010 0 0
0ln -2 0
0 02,0
L= 02,da—2 (i60c)
0
0
Imto
® eee  9ni,dm—2m(n—m)xm

Az allapot-visszacsatolashol és allapotmegfigyel6b6l all6 szabalyozéval
irdnyitott rendszer blokkvazlata a D.2. abran talalhaté.

D.4. SZETCSATOLAS ES KOMPENZALAS
ALLAPOT-VISSZACSATOLASSAL
(GILBERT-MODSZER)

Azonos bemenet és kimenet szamu (m = r) tobbvaltozés rend-
szert akkor neveziink szétcsatoltnak, ha eredd atviteli fiiggvénye dia-
gondlis és nemszingularis. A szétcsatolast és a kompenzalast allapot-
visszacsatolassal u = Fx + Lv szabalyozasi térvénnyel kivanjuk re-
alizalni. Feltesszik, hogy a szétcsatolandd rendszer megfigyelhet6 és
iranyithaté. Az algoritmus alapja Gilbert médszere.
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D.2. 4bra

Szabdalyoz4s allapot-visszacsatolassal és
allapotmegfigyelével

1. A szétcsatolhatésag ellen6rzése

A jelélések egyszer(sitése érdekében a tovabbiakban ci a ¢ matrix
i-edik sora. Képezzik a <, egészeket és a D,- sorvektorokai:

4 haC,B ¢ O,
(D.61a)
ax{/<n-| 1 C<A*B =0 Mic=0 , —1},
D, := CjJA™N'B. (D.616)
\Y|

A rendszer szétcsatolhaté allapot-visszacsatolassal akkor és csakis ak-
kor, ha a Gilbert-matrix

D = j maximalis rangu (m). (D.61c)
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2. Szétcsatolas integrator értelemben

Allapot-visszacsatolas révén d, és D; egyszerli médon valtozik:
<UK,b) = i, D,(K,L) = D,L (D.62a)

Az allapot-visszacsatolas révén keletkez6 S = (A,B,C) rendszert in-
tegrator értelemben szétcsatoltnak nevezzik, ha

D = diag(7!, nemszingularis, (D.626)
C,A<+ = 0, «= 1....m. (E>.62¢)

Ez akkor és csakis akkor teljesil, ha

..... (D.62<0
Ezt elérhetjik, ha
mCiAd+ "
A* = : , (E>.62¢)
C'mAdmtl g
Ki ;= —D_1A*, (E>.62))
Li:=D 1, (D.629)

amikor is Ai = A+ BKbBi = BLi é Si = (Ai,BbC) integrator
értelemben szétcsatolt.

3. Attérés kanonikusan szétcsatolt alakra
Legyen Bj := Bi i-adik oszlopa. Jelélje Span a kifeszitett alte-

ret és Cx az C altérre merGleges alteret. Ezeket adott vektorrend-
szer esetén Gram-Schmidt-mddszerrel meg lehet hatarozni. Végezzik

el i =1, ...,m esetén a kovetkezd konstrukciot:
£, := Span{A{Bj :j =0,...,n —1, (D.63a)
K=1,...,i- 1»+ 1,
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A2=

c 2=

Mi := G~ egy bazisdnak meghatarozasa =
= Spari{hi,hPi}, pi =dim Cf, (4.63Db)

C-,C,Ai, CjAj*,h i, h A els6 pi linearisan
figgetlen vektoranak meghatarozasa, (D.63c)

M —Span{C|,C|Ai,...,C|Aj ,qd,+21 4p,} —
= Q- a fenti vektorokkal oszlopvektorként, (22.63d)

C := Span{Qj,..., Qm oszlopai }, (D.63e)
M m-+ := C1 egy bazisanak meghaiarozasa=

= Span{qg*,...,q*ra+1}, dim M m+i = pm+i
Qm+i a fenti vektorokkal oszlopvektorként, (D.63f)

T (Q1,..-,Qm,Qm +I) T koordinatatranszformacié, (Z?.63g)

A2:=TAIT -1, B2=TBb C2=CT-1, (22.63h)
"Vt
A Opixpm  Qp,xpm#l bl OR
' , Br=
Opmxpi Am ®PmXp,,+1 P »
AN, eee . Mm+l J Lbi ... b
pi pm Pont1 (D.63i)
fi f/n Pm+1
N\ N\ C ; -
: (£>.63))
AT, * . pPIm+l
o(i, Id, Od.xr, d,
0 Oj , b,= 77 , (D.63%)
Yi o, J La ,
[1 0 ... O]lxp( T=ri—di—1 (D.63/)



4. Szétcsatolas és kompenzalas

L2 :=diag (/b (D.64a)

119 ¥ W
K2:= , (D.646)

LOB 7t Bdm+1s

pm  pm+l

W(s, K2 L2 =
ci(sIPl— —bjt>i)~1bi1Al 0

_ 0 Om(slpm <An bmiom) ~bmAm_
(D.64c)

A fenti valasztds mellett a rendszer szétcsatolt (ne feledjiuk, hogy c,
sorvektor, b, oszlopvektor és t), sorvektor). A zart rendszer karakte-
risztikus egyenlete tp(s, K 2):

Pls, K2) = N A=i(s,<Ti) sam+i(s), (DMd)
i=i

(Ti) = det (slp>- Ai - bjtf,-), (DMe)

Om+i(s) = det (slm+1 - /1 ,+1). (©-64/)

Lathat6, hogy am+i(s) gyokei nem mozdithatok ki, ezért
Pm+i ® 0 esetén érdemben beleszdlnak a stabilitasba és a tranziensbe,
akar instabilitast is okozhatnak.



A kompenzalast i = esetén az alabbi lépésekben végezhetjiik
el:

Oi(s) = det?lr, - ®<) = ar' - Qtlsr 1- .. - aitf%
szamitasa,
= (a«i. =>ax»r,, 0,...,0) sorvektor, (G.649)
= shi — ~ <ip megvéalasztasa,
<4 = (<T3, ..., <TiiPt) sorvektor, (G.64h)
Aii e—b,", *

A2 := Ai6n —aabj,

(zA.64i)

ui,p, ai,p,-1bf,

;>T| esetén nullak
Ai = (iji,...,Aip)), (DM]j)
t>, = (<ri — sorvektor, (DMK)
: A . Gi(s)Xi
Aj megvalasztasa: tVjjfs, K2,L2) = —7------*r. (E>.64/)
5. Az eredd allapot-visszacsatolas

K := D_1(—A* + K 2T), (D.65a)
L :=D-1L2. (D.65h)
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D.5. AZ ALLAPOT-VISSZACSATOLAS REALIZALASA
ALTALANOSITOTT PID SZABALYOZOVAL [15]

Ebben a pontban feltételezziik, hogy a rendszer

X = Ax + Bu, (D.664a)
y = [Im 0]x = Cx (D.666)

alakban adott. llyen alakot példaul a minimalis realizacié Luenberger-
féle megfigyelhet6 alakjabél kaphatunk. Legyen tovabbéa az allapot-
visszacsatolas

u=-Kx (D.67)

matrixa mar valamilyen tervezési médszerrel (polusathelyezés, optima-
lizalas) meghatarozva. Akkor a zart rendszer

X = (A - BK)x*= Fx, (D.68a)
Y = [Im 0]x (D.68b)

lesz, amelynek x* sajatvektorai és A, sajatértékei az
Fxi = AjXj (D.69)

feltételbdl meghatarozhatdk. Valasszunk ezek kdzul m Osszetartozé sa-
jatvektort és sajatértéket, melyeket egy-egy matrixba rendeziink:
X m,Am (az utébbi diagonalis).

Feltessziik, hogy a sajatértékek egyszeresek. A szamitdsok egysze-
rlsitése érdekében konjugalt komplex sajatértékparok esetén az x.- és
X,+i = X* sajatvektorok helyett avalds (x,+x,+1i)/2 és (x<—x,+i)/(2])
vektorokat szerepeltetjuk. Legyen x* = u, +jv,- és A- = oti+jRi, akkor

T.- =1l -7 (4.70a)

jeloléssel teljesil, hogy
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[u- v<]= [X, x,+ilxi, (E>.706)
Flu- Vjl=F[X xi+l]r, =

= [xi Xi+ijr. T" 1- r, = (E>.70c)

= bl  v. f* , (D.70J)

ezért a valés Ui.v,- vektorokra attérve a sajatvektoroknal a Am maéat-
rixban a blokkdiagonalisban a sajatértékek helyett az a,,/?* szamokbdl
allé 2 x2 méretl blokkot kell szerepeltetni:

i“< *m)— [-! £:] d ™)

Alkalmazzunk allapot-visszacsatolas helyett kimeneti visszacsatolast
projektiv iranyitas alakjaban (Medanic,15):

u=-—-KXm(CXm)-1y = -K X m(C Xm) - 1Cx. (E>.71)
Akkor a zart rendszer allapotmatrixa
A=A-BKXACX~AC (E>.72)
lesz. Mivel
AXm=AXm- BKXm=FXm= Xm/rt, (£>.73)

ezért az X m oszlopai altal kifeszitett tér invarians altér, és a projektiv
iranyitds megd6rzi a korabban megtervezett allapot-visszacsatolas m sa-
jatvektorat és m sajatértékét (pélusat). Koordinatatranszformacioval a
zart rendszer specialis alakra hozhato:
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‘xi1 ren ren
e*tl . ]
e | Le] Le]
T'1 A

RN — Rn > Rn
T-1.L ‘ml_fu Q0]

T - Xm -y JJ, T-|

a=tat- =[_{£_, ;1[*:;

- N n.,.1

Rn

rXx

X11
el

A2=[-VvU"1 11 J~ A m-VU-"A"

= A22-N A 12= Ar,

[-VU-1 1] ~ =[-N

det(sl,_m- Ar) =10

11X = 0.

(0.74a)

D75>

(0.76)

(0.77)

A feltételekb6l N és Ar meghatarozhatd. Kovetkezik A alakjabol, hogy

(0.78)

gyOkei a zart rendszer projektiv iranyitas mellett kiad6dé pdlusai lesz-
nek, melyek a rezidudlis spektrumot alkotjadk. Ha ez a spektrum
szabélyozastechnikai szempontbol Iényegtelen (példaul stabilis és nem-
dominans), akkor a projektiv iranyitas alakalmazhaté, ellenkez6 eset-
ben nem.
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Ha a rezidualis spektrum rossz tulajdonsagu, akkor dinamikus sza-
balyozdval prébalkozhatunk :

z=Hz + Dy = Hz + DCx, (D.79a)
z

-[0p Km K, m]Pp+tm y . (D.79b)

*

c
1

Itt dim(z) = p és Pp+m alkalmasan valasztott projekcio, melynek
meghatarozasat ki kell dolgozni. Tekintsiik el6szor a kiegészitett rend-
szert:

[*H o AClbl +[Bb <"->

[Hice . 1o )

Legyen Xi = [zT xT]T az 4j allapotvektor, akkor leolvashaték az allapot-
egyenlet Ai,Bi,Ci matrixai. Ha a kompenzalast az u = -[0 Kjxi
allapot-visszacsatolas alakjaban realizalnank, akkor a zart rendszer

xi = Fixi, (G.81a)
Fi=[0o D] mib)

alaku lenne. Tekintsiik Fi sajatértékeit és sajatvektorait:

FiXi = AXxi => Hz + DCx = Az, (D.82a)
Fx = AXx. (U.826)

Két eset lehetséges:
a) A= \h ®m Hz = \yr és X=0, (4.82c)

6) A= XF: Fx = Xf-x és z= (Al- H)_1DCx. (D.82d)
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Vélasszunk ezutdn Fi sajatvektorai és sajatértékei kozil agy p + m
darabot, hogy minden sajatérték F-hez tartozzon:

sajatvektorok : Xp+tm C X b (G.83a)

diszjunkt sajatértékek: np,/1T C Np. (D.836)

Legyen a projekcié Pp+m és az iranyitas u a kovetkezd:

“lp 0 0
Pp+m = Xp+m(C!Xp+m) Ici1= 0 Im 0 , (0.84)
,NP Nm O
z
u— [OP Km Kn_m]Pp"m y —
z
=-[0p Km K, _m] y , (D.85a)
_Npz+ Nmy_
U=-x ._MNpz - (Km+ K,_mNm)y. (D.856)

Arra keresiink valaszt, hogyan lehet a rezidudlis spektrumot H és D
révén befolyasolni. Ennek érdekében bontsuk X p+m-et komponensekre.
Jellemezziik a rezidudalis spektrumot a komponensekkel, és a felismeré-
sek alapjan tervezziink kedvezé tulajdonsagu H és D matrixokat. A
spektralis jellemz6kre teljesil, hogy

D Ol fWp Wml [Wp Wm r ,
o F, FI u Y = U Y = u o,
0 F2i F223 V zZJ 1V z |

(U.86)

ahonnan kdvetkezik, hogy
HWP+ DU = WPAP, (D.87)
HWm+ DY = WmAm, (DAS)
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Pp+m —

-1
W wmiItT n nl rwp Wm riDo ol
v zJI» I- 0 [v z] 1° & °J
p 0 0
= om™ o (D.89)
.Np Nm O
[Np Nm]=[V Z)™> ! (E>90)
Mivel hiperméatrixok inverzére teljesiil az
lra DI'l Ta™ +epg-1 -E4-1 In. .
[C B] =] -A-'F A-' g (G 91v)

N1 = B —C A-1D(Schur —komplemens), (U.916)
A _1D, (G.91c)
CA"1L, (D.9ld)

F

Osszefuiggés ([11], p.656), ezért bevezetve a
Wm=WPL =>L=W "1Wm (£>.92)

jelolést, kovetkezik, hogy

I LI"1 fl+L(Y-UL)-U -L(Y-UL)-1] ,

U Yj ~[ -(Y-UL)-"U (Y-UL)-1 2 ( >
Nm=-VL(Y —UL) 1+ 2Z(Y —UL)_1, (0.94)
Np = {V + VL(Y - UL) 1U - Z(Y - ULAU IW ;1.

(D.95)
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Tekintstk a korabbi

[-N 1] * =0=N=2Y_1, (0.96)

Ar=A22-N A I2 (0.97)
matrixokat, akkor N m és N p atalakithato, mivel

Z(Y —UL)-1= Z{(l —ULY-1)Y}-1 =
= ZY 1l +UL(—UL +Y)-1} =

=N+ NUL(Y - UL)-1, (D.98)
Nm=N- (V- NU)L(Y - UL)-1= N - BOPO, (D.99)
Np = (V- NmU)Wp* = BO(l + POU)W ;1, (0.100)
BO:=V-NU; PO:= L(Y —UL)-1, (0.101)

Ari= F22 = A2z - NmAiz = (A22 - NA12) + BOPoA 12 =
Ar+ BOPOA 12 (E>.102)

Lehetséges tehat Ar kedvezétlen rezidualis halmazat Arj = A'r+
+BOP uA i 2 kedvez6bb rezidualis halmazara lecserélni, ha a Po maéat-
rix elemeit alkalmasan valasztjuk meg. Ehhez el kell végezni a fiktiv
S —(A,B,C) = (Ar,B0,A 12 rendszer pélusainak athelyezését az
U = POy statikus kimeneti visszacsatolas segitségével. Po ismeretében
a szabalyozé L,H,D paraméterei az aldbbi moédon hatarozhaték meg
(NP és N m szamitasat mar részleteztik):

L:=(l + POU)-1POY, (0.103)

H= WpHoW"“1=>HWp = WpHo
Ho + DqU = Jp,

D= WpDo =DU = WpDOU (0.104)
Wp(Ap- DOU)W ~1IW m + WpDoY = W mAm => (0.105)
DO:=(LAm-ApL)(Y-UL)-1, (0.106)
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Ho := Ap —DOU, (D.107)

H := WpHOW ~ (£>.108)
D := WpDO. (£>.109)
Szabélyoz6 : z = Hz + Dy, (G.ll0a)

u= -K,_mNpZ- (Km+ Kn_mNm)y. (D.1106)

P 1 szabdalyozas esetén u = —Apy —A// ydt, ezért valaszthaté
z =y, de nem befolyadsolhatdo H = OésD = |a tervezéskor. Ezért
tekinthetd a kiegészitett

Z] rzi Foc
X1_[xJ yi_[yd AI_[0 Aj’

Bi= [b] Cl=[0o" c]' <D111>

rendszer, és ehhez tervezhet6
u=-KjXx (E>.112)

allapot-visszacsatolas, melyet projektiv irdnyitdssal kozelithe-
tink. Ehhez Aj = Ai —B iK|j spektrumabdél 2m darab sajatvektort
és sajatértéket betarthatunk, a rezidualis spektrum azonban nem befo-
lyasolhato az

u=—-KiPiyi = -Kii ° Xi=
z
=-[K, Ky Kn_m] y
Nzz+ Nyy_

= -(K, +K,_mN,)z - (Ky + K,_mNy)y (£>.113)
projektiv iranyitassal, amely azonos a P| szabalyozéassal:

Ap = Ky + K,_mNy, A; =Kr+ Kn_mNz. (£>.114)
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PID szabalyozéas esetén u = —Apy —A/f ydt —Apy, ezért va-
laszthaté z = y, de nem befolyadsolhaté most sem H = 0 és D = |
a tervezéskor. Ezért tekinthet§ ugyan y = Cx = C(Ax + Bu) =
= CAx + CBu miatt a kiegészitett

w1z My - yi=My . a1--Tjallpfa d°1
L g

[yi 1 J L J
'm o [0
Cl=0 C ; Dx = 0 (£>.115)
0 cal [CB

rendszer, és ehhez tervezhetd
u=-Kiyi (E>.116)
kimeneti visszacsatolas, amely
u=-Ki(CiXi+Diu) =u=-(1+ KiDi)_1KiCiXi (£>.117)
miatt ekvivalens az
u=-KiXi (E>.118)
allapot-visszacsatolassal, ahol az attérés
Kji=(@1+KjDOA"KiCi~ Ki=Ki(Ci-DjKi)"1 (£>.119)

alapjan lehetséges. Tervezhet6 tehat egy -K iX i allapot-visszacsato-
las, amely kozelithet§ projektiv iranyitassal. Feltessziik, hogy
Ai :=TAIT-1, Bi :=TBi, Ci := CT-1 transzforméacioéval elértik,
hogy Ci = [131 0] teljesiil, és az allapot-visszacsatolast ezutan tervez-
tik meg. Meghatarozzuk a zart rendszer Ai -B iK i allapotmatrixanak
spektrumat és sajatvektorait. Ebbdl 3m darabot az

u=-KiPiXi=-Ki J]l x, = -Kliyi (E>.120)
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projektiv iranyitassal betarthatunk, mig a rezidualis spektrum kiad6dé
helyre keriil. A PID szabalyoz6 paramétereit az

[A/ Ap AD]= KXI3m-D 1KI"1 (£>.121)

feltételb6l hatarozhatjuk meg.

Altalanositott PID szabalyozé esetén a Pl szabalyozd y] =
= (zT,yT)T kimenetéhez képest tovabb bdévitjik a kimenetek szamat
zi-gyel, ahol zi = Hzj + Dyj. A szabalyozé algoritmusa:

u=-Apy - A/J ydt —AzZi. (U.122)

A szabélyoz6 H,D, Ap, A/ és Ar paramétereinek megvalasztasara al-
kalmazhatjuk az el6z6ekben mar részletezett médszert. Ehhez elegendd
a Pl szabalyozasndl szerepl6 kiegészitett rendszerb6l kiindulni, és az
X = Xi, y = yl és z := Zj helyettesitéseket elvégezni. Legyen
p — dim(zi), akkor a tervezést p = 1 valasztassal célszerd inditani
és szikség esetén addig ndvelni, amig a rezidudlis spektrum megfelel6
helyre keril. Ennek soran figyelembe kell venni, hogy Po révén csak
rang[Bo] + rang[Ai2] —1 pdlus helyezhet6 tetszéleges helyre kimeneti
visszacsatolassal. Itt rang[Bo] novelhet§ p = dim(zi) novelésével.

D.6. POLUSATHELYEZES
KIMENETI VISSZACSATOLASSAL [41]

Legyen S = (A,B,C) iranyithaté és megfigyelhetd rendszer, melyet
akimengjel u = —Ky statikus visszacsatolasaval akarunk gy kompen-
zalni, hogy a zart rendszer A —BK C allapotmatrixanak sajatértékei (a
zart rendszer pdlusai) elGirt helyre keriljenek. Feltesszik, hogy A sa-
jatértékei egyszeresek (vagy egy el6zetes kimeneti visszacsatolassal egy-
szeressé lettek téve), és B,C maximalis rangd (r és m). A kimeneti
visszacsatolast K,- = q,kf alakban egységnyi rangd kimeneti vissza-
csatolasokbdl épitjuk fel két szinten, majd K = Ki + K 2 alakban rea-
lizaljuk. Az els6 szint r —1 sajatértéket helyez el el§irt helyre, majd a
masodik szint ezeket meg6rizve tovabbi m darabot helyez el.

308



l.szint: Ai, ..., Ar_i sajatértékek elhelyezése.
Felhasznaljuk a

cld - n)-b= “e(N - ;T (J1-n) D i23>

azonossagot ([11], p.651). Legyen b = Bg® és cT = k"C, akkor

.Po(s) = det(sl —A), (£).124a)
Pi(s) = det(sl- A + BKjC), (£>.1246)
M 0(s) = B adj(sl - A)C (E>.124c)

jeloléssel kovetkezik, hogy
Pi(s) = Po(B) + kT Mo(*)qi e (E».125)
Legyenek az el§irt sajatértékek kilonb6z6k, akkor betartasuk feltétele:
P1(AO = Po(A<)+K[MO(A,)U1=0, i= l...r-1. (£>.126)

Itt tetsz6legesre valaszthatdé [azon belil, hogy (A, k~C) megfigyel-
het6 maradjon]. Ha elGirjuk qi egyik koordinatajat, akkor a maradék
r —1 koordinataja a (D.126) linearis egyenletrendszerb6l meghataroz-
hato.

2.szint: Ar, ..., Artm_i sajatértékek elhelyezése.
Az el6z6 szint otlete folytathaté az S = (A —BKiC,B,C) rend-
szerre. Legyen

P2(s) = det(sl - A + BKIiC + BK20C), (£).127a)
M~s) = C adj(sl- A + BKjCJB, (E>.1276)

akkor
P2(s) = Pr(8) + kjM~sJqj. (U.128)
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Ha meg akarjuk &rizni az els6 Aj,...,Ar_i sajatértéket, akkor elegend6
biztositani

M 1(A)qg2= 0, i = 1 (D.129)
teljesulését. Mivel az M i (A,) matrixnak mindig csak egy linearisan flig-
getlen wJ sora van, ezért q2 egyik koordinatdja megvalaszthato, és a
maradék r —1 meghatarozhaté a

wjq2=0, i=1,.r—1 (U.130)
linearis egyenletrendszerbdél. Ezutdn k2meghatarozhaté a

i2(Ai) = -Pi(A) + °Mi(A,)Tk2,  i=r,..,r+ m- 1(D.131)

lineéaris egyenletrendszerbdl.
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FUGGELEK E.
TOBBVALTOZOS AUTONOM SZABALYOZASI
KOROK TERVEZESE FREKVENCIA-
TARTOMANYBAN [12],[14]

E.ILAZ ATVITELI FUGGVENY MATRIX
MINIMALIS ALAKJA

A tobbvaltoz6s lineéaris autoném rendszer olyan W (s) atviteli fiigg-
vény matrixszal jellemezhetd, amelynek u>,j(s) = r,;(s)/p,j(s) elemei
racionalis tértfliggvények (polinomok hanyadosai). Az atviteli fliggvény
proper (szigordan proper), ha minden tjj(s) esetén a szamlalé polinom
fokszama kisebb vagy egyenl6 (szigortan kisebb) mint a nevezé polinom
fokszama.

Jeldlje 6 a polinomfokszamot. Legyen R(s) egy (p x m) tipusu po-
linommatrix. A polinommatrix fokszama 6[R(s)] az elemek fokszama-
nak maximuma. Mivel a polinommatrix oszlopai és sorai specialis mat-
rixok, ezért ebben az értelemben beszélhetiink aj-edik oszlop (column)
6c¢j [R(s)] vagy az i-edik sor (row) 6r, [R(s)| fokszamarél. A polinom-
matrix kifejezhet6 oszlopfokszam szerint:

| : = max{6c; }, (22.1a)
S, i = diag(s6e'-V ..)s8c",- 9, (ENb)
R(s) = R|S|(s) + R|_iS/_i(s) + ... + Ro, (£.Ic)

ahol R, (p x m)-tipust konstans matrix, amelynek negativ s-hatva-
nyokhoz tartozé elemei nullak. Az R(s) polinommatrix oszlop-proper
(column proper), ha

rc(R(s)] := R, maximalis rangu. (£.2)
Hasonléan lehetséges a sorfokszam szerinti feliras:
h = Tax{r*}, (E.3a)
R(e) = Sj,(s)Rh 4-Sh_i(s)R/,_i + .. 4-Ro, (£.36)
Tr[R(*)] := R*. (E.3c)
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Specialisan, ha R(s) (mxm)-tipust (kvadratikus), akkor lehetséges a

q:= O[R(s)J, (EAa)
R(s) —R"s™ + Rj_is* *+ ..+ Rq {EAb)

feliras, és R(s) proper, ha R, maximalis rangl. A determinans-fokszam:
n = 6det[R(s)]. Ha a matrix oszlop- (sor-) proper, akkor n —Y) dcj
(n = ]T]6rj). Az R(s) matrix unlmodularis, ha determinansa nem
nulla és konstans (n = 0)i

Az R(s) polinommatrix elemi oszloptranszformacidéinak nevez-

zuk:

- két oszlop (i ésj) felcserélését,

- egy oszlop (i) szorzasat egy nem nulla skalarral,

- egy oszlop (%) helyettesitését onmaganak és egy masik oszlop (j)
polinomszorosanak ¢sszegével.

Minden unimodularis matrix elemi transzformaciokkal egységmatrix-
sza redukalhaté (egységmatrixbdl nyerhetd). Hasonl6an beszélhetiink
elemi sortranszformaciokrél.

Két azonos oszlopszamu polinommatrix R(s) és P(s) legnagyobb
jobb oldali k6z6s osztéja (greatest common right divisor, GCRD) olyan
jobb oldali oszté polinom matrixa mindkettének, amelynél nincs "na-
gyobb” , vagyis amely bal oldali tébbszor6se minden mas kdzbs osztd
polinommatrixnak (common right divisor,CRD). Ha G/t(s) a GCRD,

akkor

R(s) = Ri(s)G«(s) és P(s) = P1(s)G h(s), (E.ba)
R(s) = R2(s)G(s) és P(s) = P2(s)G (s) => Gfi(s) = M(s)G(s).
(E.bb)

Hasonlo értelemben beszélhetiink legnagyobb bal oldali kdz6s oszt6-
rél (greatest common left divisor,GCLD). A skalaroktol eltér6en GCRD
(vagy GCLD) csak egy unimodularis szorzé erejéig egyértelmda.

Két polinommatrix relativ jobb oldali prim (relative right prime,
RRP), ha GCRD-jiilk unimodularis. Két polinommatrix relativ bal
oldali prim (relative left prime, RLP), ha GCLD-jiuk unimodularis.
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Legyenek D(s) és N(*) tetsz6leges (m x m) és (p x m) méret(i po-
linommatrixok. Keressiink elemi sortranszforméciékat (vagy ami ekvi-
valens, egy U(s) unimodularis matrixot), hogy ajobb oldalon legalabb
p sor nulla legyen:

m p m m

m{ fU,W uixs)] [D(s)l _ [R(s)l )m
p{IU2s) U2s)J [N(s)J ~ 01 }p
.—_—_\F____'

U(s)

Akkor az R(s) négyzetes matrix D(s) és N(s) egy GCRD-je.
Annak szikséges és elégséges feltétele, hogy D(s) és N(s) RRP le-
gyen, tobbféleképpen is megadhato [11]:

Bezout egyenlGség: Létezik X(s) és Y (S) polinomm atrix, hogy
X(s)N(s) + Y(s)D(s) = Im. (E.7)

Rang feltétel: Minden s érték esetén a [DT(s) N7(s)]T matrix
maximalis rangl (mas elnevezéssel irreducibilis). Ezzel ekvivalens,
hogy N(s) és D(s) sajatértékei kdzott nincsenek kdzdsek.

Altalanositott Sylvester rezultans matrix: Létezik A(s) és B(s)
relativ bal oldali prim (RLP) polinommatrix, hogy

6det[D(s)] =ddet[A(s)]= n, (E.8a)
A(S)N(s)+B(s)D(s) = Om. (E.8b)
Legyen N(s) = Nos™ + Nisi_1 + N/,, és bontsuk fel hasonlo

modon az A(s), B(s), D(s) polinommatrixokat is, majd képezzik az
Si altalanositott Sylvester-matrixokat:
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mNo N, ... Nt \%

Do Di ... Di
0 No ... Ni_i NL
Sk= 0 Do ... Dt_i D1 2it blokksor, (E.9a)
No NE£
DO DI J.
[AOBOAiBi-AAB"jSt =0, K—1,2,.... (£.96)
Definidljuk a kovetkezé mennyiségeket:
0= 0O I, = rang(Si), (£.9¢)
a0d=71+p, Q,=rj-ri_1 (E.9d)

i) Akkor i nemndévekvo fliggvénye i-nek.
ii) n=r, —mi/, ahol v az els6 olyan egész, amelyre a,+i =m teljesul.

Az utbébbijellemzés lehet6séget ad a GCRD szamitasara szamelemd
matrixokon végzett elemi transzformaciok segitségével. Ehhez elébb
bevezetjik a sor-echelon alak fogalmat:

i) asor vezet6 eleme 1, kivéve ha a sor nulla,

ii) minden olyan oszlopban, amelyik valamelyik sor nem nulla vezet6
elemét tartalmazza, ez alatt az elem alatt mar csak nullakat tar-
talmaz,

iii) ha sor i ésj nem nulldk és i < j, akkor az i-edik sor vezet§ nem
nulla eleme balra van a j-edik sor vezet6 nem nulla elemétél,

iv) a nulla sorok a nem nulla sorok alatt helyezkednek el.

Algoritmus a GCRD meghatarozéasara:

1. Legyen L := max{6[N(s)], 6[D(s)]} a maximalis fokszam. Képez-
zUk az Si altalanositott Sylvester-matrixot. Hozzuk Sj-et (szamo-
kon végzett) elemi sortranszformaciokkal az ~ sor-echelon alakra.
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Legyen rj := rang(£j). Ha ri < m, akkor csak trivialis (végte-
len fokszamu) GCIID létezik, ezért stop. Ellenkez8 esetben legyen
7 = £\, ésKk =1

2. Legyen « := ift+ 1 Egészitsik ki 7-et egy Uj Jb-adik blokkal ugy,
hogy £*_i-et (a kezdeti els6 oszlophoz képest) m(it —1) oszloppal
jobbra eltolva 7 ala helyezzik.

3. Redukaljuk 7 Jfc-adik blokkjat az St sor-echelon alakra. Ennek so-
ran az els6 X—1 blokkbol valé elemi sortranszformaciokkal elérjik,
hogy a bévités utan is minden, az els6 ift—1 blokkbdl val6 sor ve-
zet6 1eleme alatt nullak alljanak. Az igy médositott ifc-adik blokkot
ezutan a ifc-adik blokkon belili elemi sortranszformacidkkal az £*
sor-echelon alakra hozzuk. Legyen r* := rang(.£) ésa* := r*—*_i.
Ha a* ¢ m, akkor ugras 2-re.

4. Legyen v —k. Az els6 m nem nulla sor £,-b6l definidlja a GCRD
egyutthatdé matrixait csokkend hatvanyok szerint rendezve a

Gr(s) = Gosl + Gis'l 1+ ...+ G1 (£.10)

alakban (példaul Gi helye £,-ben az utols6 m oszlopban van).

Az atviteli fuggvény matrix faktorizacioi és a rendszer iranyithato-
saga és megfigyelhetdsége kozott szoros Gsszefliggés van. Legyen W(S)
szigortan proper, akkor a polinommatrixokkal torténé faktorizaciokra
fennall:

i) W(s) = R(s)P-1(s) iranyithatd, ha P(a) oszlop-proper,

ii) W (s) = Q -‘(«)L(s) megfigyelhets, ha Q(s) sor-proper,

iii) W(s) = R(s)P~'(s) minimdlis (iranyithaté és megfigyelhetd), ha
R(s) és P(s) irreducibilis (RRP),

iv) W(s) = Q_1(s)L(s) minimélis (iranyithaté és megfigyelhetd), ha
Q(s) és L(s) irreducibilis (RLP).
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E.2. ALLAPOT-VISSZACSATOLAS ES
ALLAPOTMEGFIGYELO TERVEZESE
FREKVENCIATARTOMANYBAN

Az Ils.v.f. alakja frekvenciatartomanyban u(s) = F(s)x(s) + Gv
(lasd E.l. abra).

E.l. dbra

Az l.e.v.f alakja frekvenciatartomanyban

E.2. 4bra

Az l.s.v.f. és allapotmegfigyel6 alakja frekvenciatartoméanyban
Mivel X = P-1(Gv + Fx), ezérty = R(P - F)_1Gv), ahonnan leol-
vashat6 az ered6 atviteli fuggvény. Wolovich az allapot-visszacsatolas
és az allapotmegfigyel6 egyites realizalasara az
u= Q-1(s){K(s)u(s) + H(s)y(s)} +-Gv (£11)

kompenzatort javasolja (lasd E.2. abra).
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Mivel

Uu=q-1K«+Q-lHRP'lu+Gv, (£.12a)
y =RP-1{l - Q-'K - Q-1HRP _1}-IGv =
=R{P-Q-1KP-Q "IHR}-1Gv, (£.126)

ezért teljesiilnie kell a
QF = KP + HR (£.13)

feltételnek. Nyilvanvaléan Q-1 (s)-nek stabilisnak és gyors tranziens(-
nek kell lennie. Megkéveteljik, hogy T(s) = R(s)P_1(s) iranyithaté és
megfigyelhet§ legyen. Hogy iranyithaté maradjon is, el6irjuk a

6c,[F(s)) < 0c,[P(™)] (£.14)

feltételt. A kompenzalas megtervezésénél fontos szerepet jatszik az M e*
(konstans elemekbdl allo) ik-adrend(i elimindans matrix, melynek mérete
fc= (m + p) X (n + mik) és definicidja:

B | 0 o -
8
ma 1
sR(s) sc>+*-1
0 1
=M** : "(BN5a)
ip*«) .
: 1
y -1P(«)J S
0 0... 8d +k-1
ahol
n = max{cic[R(s)], 6¢[P(s)]}, (£.156)
d, = max{6cj[R(s)],OCi[P(e)]}. (£.15c¢)
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Algoritmus az éallapot-visszacsatolas és az allapotmegfigyel6
tervezésére frekvenciatartomanyban:

1. Meghatarozanddé W (s) = R(s)P-1(s) minimalis (RRP és oszlop-
proper) faktorizacioja.

a) Ha entier(n/m) em = n, akkor K := n/m, kulénben K :=
:=entier(n/m) -b 1.

b) Megkonstrualand6é a ib-adrendl elimindns matrix M et, és r* :=
:=rang(Met).

c) Ha rj = n+ mk, akkor a megfigyelhet6ségi index n = K, és
M ev := M *i, majd ugras 3-ra. Kilénben b:= b+ 1 Ha ib< n,
akkor ugras b)-re. Ellenkezd esetben R(s) és P(s) nem RRP,
stop.

3. Meghatarozandé és elhagyandd M g,-b&l az n — i/p linearisan ossze-
fugg6 sor. A megmaradoé invertalhaté (n + mu) X (n + mu) méret(

matrixot jeldlje M c,.

4

a) Valasszuk meg a zart rendszer Q-1QF miatt kies6, stabilis,
m(u —1) darab pi pélusét, és hatarozzuk meg a g(s) =det[Q(s)]
polinomot, melynek ugyanezek a gydkei:

q(s) = ?i+ g>s+ ... + R (E. 16)
A tovabbiakban feltesszik, hogy minden pi kiilonbdzé,

b) A kompenzal6 tag Q(s) polinommatrixa:

V"l 0 0 9lm(s)
-1 s"-1 0 92m(s)
0 -1
Q(s):= 0 0 :
s""1
.0 0 -1 S"1+ gmm(s).

(E.Ma)

318



ahol

2
4im(s) = Y . 1)+4g- (£.176)
t=0

5. Megvalasztandé az F(s) allapot-visszacsatolas, és meghatarozando
az allapotmegfigyel6hoz

[H(s) K(s)] = Q(e)F(s)M]IL. (£.18)

Ezek utan [H(s) K(s)] ugy kaphat6, hogy beszirunk n —i/p nulla
oszlopot azokon a helyeken, amelyek az M g,-b6I elhagyott sorokkal
taladlkoznanak.

6. Ha stabilis szabalyoz6 elérése a cél, akkor ellen6rizendd, hogy
det[Q(s) —K(s)] = 0 gyokei stabilisak-e. Ellenkez6 esetben mas kiesd
{p.} poblusok valasztanddk. Ez a feltétel abbdl kévetkezik, hogy

u(*) = [Q(s) - K(s)I_1{H(s)y(s) + Q(s)Gv(s)}. (£.19)

E.3. A SZETCSATOLAS MEGTERVEZESE
FREKVENCIATARTOMANYBAN

Feltessziik, hogy a kimenetek szama (p) nem nagyobb a bemenetek
szamanal (m), azaz fennall p < m. A (p X m) méretli W (e) atviteli
fuggvényl rendszert szétcsatoltnak nevezzik, ha léteznek Ji,j2,—,jp
(mind kilénb6z6) egész szamok, hogy W (s) = [in,j(s)] jeldlés mellett

{ nem nulla, haj = ji,
(£.20)
0 kilénben.

llyenkor az i-edik kimenetet pontosan a j,-edik bemenet befolyasolja.
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Legyen W (s) = R(s)P-1(s) minimalis matrix faktorizacidja a sza-
kasznak és W (s) maximalis (p) rangl. Legyenek a lineéarisan figgetlen

oszlopok Képezzik a kovetkezd konstans matrixot:

m°T]

eT
G= °T J2 (£.21)

el

- * Jmxp

Akkor (W (s)G)pXp invertalhat6. Soros W ¢(s) kompenzator, amely
szétcsatolja a rendszert, kdnnyen tervezhetd:

[W(s)G]pXp = R(s)P_1(s) minimalis faktorizacio, (£.22a)
W (s)GW ,(s) = Rd(s)Pa(s) elGirt szétcsatolt alak, (£.22b)
R(s) = Rdiai(s)R (s), ahol Ra,ai(s) diagonalis matrix, (£.22c)
mely R(s) megfelel6 soranak legnagyobb k6zos
tényezG6it tartalmazza és 1 vezet6 egyitthatoju,
We(s) =P AR -AR AAR AP J1I0), (E.22d)
R a(s) := Rdioj(s) specidlis valasztas, (£.22¢)
W(s)GWt(s) = RP~1IGPR”1RJIRdPJ1 (£.22f)

W ¢g(s)

Vegyuk észre, hogy az ered6 csak akkor lesz precizen R"P J1és szétcsa-
tolt, ha a W c kompenzator tervezésekor a szakasz paramétereit ponto-

san ismertik. Pontatlansagok miatt

GCD{detP, detP} detR
(£.23)
GCD{detP, detP} detR
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egzakt kiejtésre nem szamithatunk, ezért mar stabilis szakasz esetén is
det[R(s)] = Ojobbfélsikon lév6 gyodkei instabilitast okozhatnak.

Vizsgaljuk most az allapot-visszacsatolassal torténé szétcsatolast.
A Gilbert-matrix megfelel6je egy olyan

B'[W(s)] = Jim D(S)W (s) (£.24)

véges, nem nulla sord, (p x m)-méretld matrix, ahol
D(s) = diag(s™' ,s"J,

Az éllapot-visszacsatolassal torténd szétcsatolas akkor és csakis akkor
lehetséges, ha B*[T(s)] maximalis (p) rangt. llyenkor van G mxp kons-
tans matrix, hogy

(B*[W (s)]G)pxp invertalhato. (£.25)
Legyen
W(s)G =B AP“1) = Rd,a(s)R(s)P-1(e) {ELY,
és valasszunk tetszéleges
Pd(s) = diag(PdI(s),...,Pdr(s)) (E.27a)
matrixot, amelynek elemeire teljesil, hogy
dPd{s) = fi + 6c,[Rdiai(s)]. (£.276)
Jeldlje a P d(s) legmagasabb kitev6jl hatvanyaibol all6 matrixot [P difc
akkor D(s) helyett valaszthat6
Ne *< (*)» & () (£ 28>

is, ahonnan kodvetkezik, hogy

= | * ¢ N A _1=R*
#_% D(s)W (s)G #—!!Ond Pd*'p 4 "HN"Ap-1=B (£.29)



véges, nemszingularis métrix. Ezért PdRP 1 proper. Mivel P oszlop-
proper, ezért PdR is oszlop-proper, tovabba

Oc,[PdR] = 6¢,[P]. (£.30)
Az a cél, hogy teljesuljon
(PdR) 1= (P - F)-1Go PdR =G _1(P - F), (£.31)
mert akkor
PdiagjR(P - F*G =P~ "RR”"PJ1=Rd"PJ1 (£.32)

szétcsatolt, és polusai a Pd(s) altal lettek megvalasztva. Ehhez meg
kell hatarozni a G konstans méatrixot és az F(s) allapot-visszacsatolast:

re[PdR] = [Pd/,B*£e[P] = G ~ Ir e\P]
=>G = B -1[Pdh], (£.33)
F=P- GPAR =F=P- B’ "Pdlh‘'P [ (£.34)

Mivel a szakasz paraméterei ritkdn ismertek pontosan, ezért a szaba-
lyoz6 tervezésekor figyelembe vett névleges R(s) és a szakaszban sze-
replé valédi R(s) nem ejtik ki egzaktul egyméast R(s)R_1(s) helyén.
Ezért det[R(s)] = O jobbfélsikon 1év6 esetleges gyokei instabilis, un.
nem megfigyelhet6 szétcsatolasi zérusokat (non observable decoupling
zeros) eredményezhetnek. Az algoritmus tehat nem alkalmazhatd, ha

i) B* nem maximalis (p) rangd,
ii) R(s) rendelkezik instabilis, nem megfigyelhet6 szétcsatolasi zéru-
sokkal.

Minden mas esetben a szabalyozast az E.3. abra alapjan realizalhatjuk.
Vegylik észre, hogy Q(s) megvalasztasatol fiiggéen stabilis zart rend-
szer esetén is instabilis szabalyozéhoz juthatunk, ha
det[Q(s) - K(s)]=0

rendelkezik jobbfélsikon 1évé gydkkel.
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E 3. 4bra

A szétcsatolas realizalasa (elvi és gyakorlati alak)

Ha B* nem maximalis rangu, akkor valaszthat6é olyan soros W c(s)
prekompenzator, hogy B*[W (s) W c(s)] mar maximalis rangd, és a
sorosan kompenzalt rendszer is iranyithaté és megfigyelhetd (Moness-
Lantos, [13]). Ha R(s) rendelkezik instabilis nem medgfigyelhet§ szét-
csatolasi zérussal, akkor alkalmazhaté Wolovich [12] haromszint( sza-
balyozo6t eredményez6 mddszere vagy Moness [14] triangularizacion és
prekompenzatoron alapulé6 moddszere.

Wolovich modszere (az egyszerliség kedvéért) az invertalhaté p —m
esetben a kovetkez6:

1. szint: soros kompenzator

W(s)Wc(s)=B 4 P -~P;/*")» BOAPTI), (£.35a)
Pi(s) oszlop —proper, V6c,[Pi(s)] = v (egyforma). (£.356)

2. szint: l.s.v.f $RW-(— A)_ eredé. (£.36)
s+ A)" \Y
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3. szint: soros kompenzator
W c(s) = adjR(s)diag(d,(s)) \ (E.37)
ahol W c(s) proper és d,(s) stabilis polinom.
Ered6 szétcsatolt alrendszerek:

det[R(s)]

(s + ArdAs)' (£7.38)
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FUGGELEK F.

ATTERESEK A LINEARIS RENDSZEREK
KULONBOZO REPREZENTACIOI KOZOTT [38]

F.I. EGYBEMENETU-EGYKIMENETU RENDSZER
DISZKRET IDEJU ATVITELI FUGGVENYENEK

SZAMITASA

Legyen a linearis tag atviteli figgvénye IV (s), a mintavételi id6 r, és

alkalmazzunk nulladrend( tartészervet a bemeneten.
Bontsuk részlettortekre az W(s)/s kifejezést:

W{*),., B(b) B(a) \

* )*®u I—I(*_ (()r*

B(s) . W K-n Ur?. -H_,
A(@) - N 1(s- *)* + («- a#--"+ -

bhz}.\ (F2)
s-4y/' K }
(™)
(F.5)

BX)={">«0- E C)rt bl Ku>bl >A"- <%

Mivel B(s) és A,(e) polinomok, ezért derivaltjaik egyszer(ien szamit-
haték, és ezek ismeretében <pW és 6, _,1+* rekurziven szamithat6. Az

325



I/(s —Sj)k tag Z-transzformaltja

fl _-b 1 w .F7)
( "(k-1). dsf-1z - e-'r Z (2-e*-r)t+1* (r,>
ahol
Pk(z) = <skkzx + <***x17k~1+ .+at |2, (F.8a)
04+14+1 = “ 4,4, (F.8b)
“A+ij = (k+ 2~])Qk,j-i i =k- 1,..2, (F.8c)
“4+1,1 = “ 41 (F.Sd)
“oi= 1, (F.&e)

és Pi(z)-b4l szisztematikus attéréssel képezhet§ Pk(z), példaul

Po(z) = 1z, P0O(z) =z, (F.9a)
Pi(z) = z, Pi(z) = Te' T, (F.9b)
P2(z) = z2+ z, P2(z) = r {e'-Tz2 + e2*Tz}, (F.9¢)

P3{z) = z3+ 4z2+ z, P3{z)=ti{e,'Tz3+ 4e2 ,Tz2+ e3,*Tz}.(F.9d)

Az azonos Si pélusokhoz tartozé tagok kozos nevezdére hozhaték:

Bi($%) 2) = bit—i/iPVi—i(e»*,z) -m i/, +iPW—=2("1) —C %) Do
+ti,.1P,(.,-2) (i-e'-T"'-1, (110)
P.(s,2) jiti 4 Q(2) Ipjiv

A-t(z-e )it _ R(z)" A

i
llymdédon a Z-atviteli fliggvény a kovetkezd algoritmussal szamithato:

w,s m*) bi{s) q(z) (z-i)"
e i4(e) R(z) R(z) -

(P.12)

Az algoritmus egyszer(ien programozhato.
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F.2. ATTERES ATVITELI FUGGVENYROL
ALLAPOTEGYENLETRE

Legyen W (s) = (W,j(s))mxr a tdbbvaltozds rendszer atviteli fligg-
vénye, ahol

i = + 4+
WrI1M sn + an-l«"-1+ ...+ aiS + a0 (F13)
1. IVy(s) megfigyelhet6 alalcjanak képzése:
0 -ao | I 6
1 -ax bi
Aij — i b,j = . ,
1 -an-1J,xn Un-1Jnxl
(F.14)
ej=1[0 0 1]ix, *

2. A J-edik bemenet (oszlop) megfigyelhet6 alakjanak képzése:

'Alj 0o "bij "
A2 b2
Aj — > bj — i
-0 Amj- Lbmj .
(F.15)
‘cij 0O m
Ci=
-0 Cmj -
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3. A j-edik oszlop minimalis realizaciéjanak képzése:

N [ & | '\ Luenberger ir.norm.alak A, X a.u
Si ={AJ,By,CJ) ¢Ej = {Aj, bj,Cj).

megfigyelhet6 iranyithaté (F.16)
alrendszer alrendszer

4. Az iranyithat6 realizacio képzése:

Aj 01 rbi
Ar b2

A = B =

0 Ar. br

(F.17)
c =[Ci C2 ... Cr],
5. A minimalis realizacio képzése:
O = (A,B,C) Luenbe,ge, mesf.,o,m.al,t , = (A p é)

iranyithato megfigyelheté (F.18)
alrendszer alrendszer

F.3. ATTERES ALLAPOTEGYENLETROL
ATVITELI FUGGVENYRE

Az allapotegyenlet matrixaival kifejezhet6 az atviteli fliggvény:
W(s) = C(sl —A)-1B. A Leverrier-Faddajeva-képlet szerint

det(sl - A) = s" - 9isn_1- .- Qn-iS - Q,, (F.19)
adj(si - A) = sn-1l +s"-2R, + ..+ sR,,_2+ Rn-i, (F.20)
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Ro := 1,

Ri  AR,_i,
2 := T Spur Rj, i= (R, =0), (F.21)
R, =R, - q,l.

Ezért

.4 510 ICB+s"-2CR!B + ...+ CR”"-|B
Wis) = :

sn- gis"-1- ..- g,_is- @n
alapjan szamithaté. A szamitast elvégezhetjik alrendszerként is:
Eij —(A,bj.Cj)— -+ S,j minimalis realizaci6

(irdnyithato és megfigyelhetd)

[ (F.22)
Wij (s) redukalt atviteli figgvény

F.4. ATTERES FOLYTONOS ES DISZKRET IDEJU
RENDSZEREK KOZOTT ALLAPOTTERBEN

Legyen a r id6kézonként mintavételezett rendszer allapotegyenlete
lépcs6s bemenet (nulladrendl tartészerv) esetén

xt+i = Axk+5ut) (F.23a)

y* = Cxt, (F.236)

és legyen a folytonos idejli rendszer (amelyet mintavételeztek) » =
= (A, B, C), akkor

A = eAr, (F.24a)

B = eAT(J e~ATdti)B = (eAr - IjA -'B, (F.246)
(0]

C=_cC. (F.24c)
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Ha ellenben a diszkrét idejli S = (A, B, C) rendszer adott, akkor a
folytonos idejli megfeleld:

A=~1nn, (F.25a)
r

B=( e~"nAd6)~1A~1B — ~In"iA -1)-18,  (F.256)
(o]

c=cC (F25c)

A matrixfiiggvényeket a sajatértékekismeretében a Hermit-modszer-
rel, azok ismerete nélkiul pedig a kévetkez6képpen szamithatjuk:

00 A1Ti
1) sorfejtéssel : eAT = , (F 26)
i=o *

2) /(X,,) +/ (xn)(xn.fi —X,,) = 0=>xn+l —xn ~ f (Xn) /(Xn)

(F.27)

mintajara :
In a =x=>ex —a —f(x) =0, (F.28)
xn+i = x, - e~X,(en- a)=xn- 1+ e-x*a, (F.29)
In A= X=>X,,+i = X,, -1 +e-x"A. (F.30)
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FUGGELEK G.
OPTIMALIS IRANYITAS KVADRATIKUS
KRITERIUM SZERINT [39]

G.l. FOLYTONOS IDEJU FELADAT

Tekintslik az altalanosabb feladatot rogzitett [i0,</] idGintervallum

esetén:
x = f(x,u,<), (G.la)
x(<o0) = x0, (GU6)
FO = 4>(x(tj)) + 3 L(x(t),u(t),t)dt —min. (G.lc)
0

Legyen A(<) a (vektor) Lagrange-multiplikator, és alkalmazzuk a
Lagrange-multiplikator és az f uv'dt = uv —f u'vdt szabalyt, akkor

4
<E(x(iN) + I {L+ < A,f- X >}dt —smin, (G.2)
0

4
<G+ J {L+ <A f>+ <Ax>}N-<Ax>|[=
*0

T
1

T
1

<t>(x(t,))~ < A X(t/) > + < Ax(<o0) > +

4
+] {#+ < A X>}dt, (G.3)
to
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ahol
H=L+<Af> (G.4)

a Hamilton-fiiggvény. Az optimalis megolas helyén F (kezdeti feltételt

r ,
6 = <1 'A,6x>|ﬂ+J< A0 qes

to

4
+j <~,fu>A =0, (G.5)

0

ahonnan koévetkezik, hogy

fEL, =*(«/). (GM)
Nz -A, (GM)
A (G.6c)

Specialisan, ha a rendszer lineéaris, és az optimalizalasi kritérium kvad-
ratikus (Q pozitiv szemidefinit, R pozitiv definit, t0 = 0), akkor

X = AX + Bu, x(0) = xo, (G.7a)
4

FO=i J{< Qx,x > + < Ru,u >}d<, (G76)
o}

Aqd =

-{< Qx,x >+ < Ru,u >}+ < A/AXx + Bu >=
z

= "< Qx,Xx>+- <Ru,u>+ <AT/I,x >+ <BTA,Uu >,

(G.8)
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ezért az optimum feltételei a kdvetkezok:

*(</) = (G-9a)
Qx + ATA = -A, (G.9b)
Ru+ BTA = 0. (G.9c)

Az utolso egyenletbdl kifejezhetd az optimalis u (<), melyet behelyette-
sithetlink az allapotegyenletbe:

X=Ax - BR_1BTA, x(0) = xo, (G.I0a)
A=-Qx - ATA, A(<l) = 0. (G.106)

Egy kevert hatarfeltételli differencidlegyenlethez jutottunk, melynek
matrixalakja:

x|_[A -BR_IBT1[xI Iyi 1\
[a)- L-q —at J[[aJ* (Glla)
x(0) = x0  A(ty) = 0. (G.116)

Keressik a A(i) megoldast A(i) = P(i)x(<) alakban, akkor a Riccati-
féle matrix-differencialegyenlethez jutunk:

A= Px+Px=Px+P(Ax- BR'IBTPx) =

= -Qx —ATPx = (G.12)
P+PA+ATP -P B R IBTP + Q = 0, (G.13a)
P (iy) = 0. (G.136)

Ha tf = oo, akkor P konstans, az optimalis iranyitas konstans allapot-
visszacsatolas, és P az algebrai Riccati-egyenlet megoldasa:

u = Kx, (G.14a)
K = ——R-1BTP, (G.146)
PA +AtP-PBR-1B7P-(-Q = 0. (G.14¢)
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A Riccati-egyenletet megoldhatjuk ugy is, hogy visszafelé haladva
meghatarozzuk a (G .lla) egyenlet allandésult megoldasat.
Legyen ugyanis

A -BR-1BT1
Al a _A'Il . (G.15)
-aaT tit Pl P12 ir
' - [f, F,3- (G16)

akkor

X* = P, xt+l+ FIAi+1 =>xt+l = (F, + FIP*+1)Ix*,  (G.17a)

A* = F2ix*+i + F22A1+1 =Xk = (F21 + F22Pi+i)x*+i, (G.176)
A*= (FZA+ FjjPt+iKFn + FnPt+iJ-'xt, (G.17¢)
P*= (FA+ F22P»+i)(Fu + FnPt+t)-1. (G.18)

Célszer(i minden Iépés utan a P* matrixot szimmetrizalni a szamitasi
pontatlansagok miatt. A konvergenciara a matrixnyom relativ valtoza-
sanak

Spur(Pt) - Spur(Pjt+i) UH
S A I (C19)

értékébdl lehet kovetkeztetni.

Az optimdlis iranyitas mellett az Fqoptimalizalasi kritérium ér-
téke véges, ha (A,B) irdnyithaté. Legyen Q = CTC (példaul C =
y/Q). Az optimdlis iranyitds mellett a zart rendszer stabilis, ha
(A,C) megfigyelhetd.

G.2. DISZKRET IDEJU FELADAT

A folytonos idejl (G .la-c) feladat megfelel6je diszkrét id6ben r min-
tavételi idG esetén a [0, N t] idGintervallumon:

X*+i ={K(xK,w), (G.20a)
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x(0) = xo, (G.206)
N-1
Fo = <xjv) + "L t(xt,ut)-»min. (G.20c)

Legyen A*+1a Lagrange-multiplikator, akkor a Lagrange-multiplikator
szabaly szerint a feladat

N-1
F=<(N)+ "2 M x*.u*)+ < AfcHU - x i+1 >—min. (G.21)
k=0

Mivel
N-1 N
J2 < AMt+ixt+i >= Y, < -xi >=
4=0 J=1
1
=" <\.Xj >- <A0x0> + < Atf,x;v >, (G.22)
t=0

ezért a feladat a

Hk = < Ai+l,it > (G.23)

jeloléssel az alabbi alakra hozhaté:

N-1
F =>(xn)+ 2 {A *(x4,w, A*+i,At)- < At,x* >}+
k=0
+ < A0,x0> - < Ayv.xjv >—+min. (<7.24)

Az optimum helyén F (kezdeti feltételt kielégit6) minden variacidja
nulla, ezért

< %\ nexn > + V1< dHkdxk - \ k,6xk > +
dXN

+< N7 auis} =0, (G 25)



ahonnan kovetkezik:

d ~ = x"° {G '26a)

S I =*%e (° 26t>
= <8

l-IJ —

Specidlisan linearis rendszer és kvadratikus kritérium esetén (Q* po-
zitiv szemidefinit, R* pozitiv definit) a feladat:

Xi+i = A*xt + Btutl x(0) = x0) (G.27a)
1 N~I
Fo= ~< Qn*n,*n >+ ]JT](< Qix*.x* > +
k=0
f < RiUt.u* >)} -+ min, (G.276)

az optimum feltétele pedig:

Atv= Qn*n, (GZSa)
QitXjt + —A* = 0, (G.286)
RjfcU* + B[Ai+1 = 0. (G.28c)

Innen az optimalis iranyitas alakja:
uk=-R ;1B I\k+lI, > (G.29)

amit visszahelyettesitve a kovetkezd feltételhez jutunk:

x*+11 _TA* -BiRr'BHr X* \%
[ a, H g» a J[a.+.J' (Gw0",
x(0) = x0, \N= Qnxn (G.306)
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Keressik a A* megoldast A* = P*x* alakban. Akkor
X*+i = AfcX* - B*R* 'B*P i+ix;t+i = (G.31)
Xk+i = (1 + BtRt 1B [P I+1)"1Atxl. (G.32)

Felhasznalvan az

(A+BCD)"1= A“1- A-'BpA~B +C " "~"D A -1 (G.33)

Osszefiiggést, A =1, B := B*, C := R*1, D := BjPjt+i valasztas

mellett kapjuk, hogy

(I + BIRABAPt+i)-1=1- Bk(BKPk+1Bk + Ri)_1BAP i+i,
(G.34)

x*+i = {A* - Bt(BEPKk+1Bk + Rtr N IPt+iAtIx*, (G.35)

Ai = P*xt = Qtxt + A jP t+1xi+1, (G.36)

Pt=Qi+ArPt+1Al-ArP t+1Bt(B[Pt+1Bi +Rt)-1B [P t+1Ai .
(G.37)

Az utdbbi a diszkrét ideji Riccati-egyenlet.

Tekintsuk az optimalis iranyitast, akkor x*+i kifejezhet6 x* segitsé-
gével, ezért

u* = —KtXijfc, (G.38)

Kt "R-'BrP t+iil-B"BjPi+jBt+ RO-"JPt+0At =

= {W1- W' 'BarPw Bk(BAPK+IBK+ R-t)-1}Bt Pjt+iA*.
(G.39)

Hasznaljuk a (G.33) matrixazonossagot A := R*, B := BAP*+iBjt és
C := D := | valasztdas mellett, akkor K* tovabb egyszerisithet6, és
segitségével a Riccati-egyenlet is attekinthet6bb alakra hozhaté:

Kjt = (Rt + BEPk+1Bk)~'BEKP k+IA k, (G.40)
Pk = (A}, - BtK*)TP*+1A* + Qt =
= (Aj, - B*Kt)TP*+1(At - B*Kt) + Q* + Ki RiKjt,
(G.41a)
Ptv = QN. (G.416)
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FUGGELEK H.
DISZKRET IDEJU KALMAN-SZURO

Tekintsiik a zajokkal terhelt diszkrét idejd lineéaris rendszert:
xk+ = Akxk + Bkuk + vk, x(0), (tf.l1a)

yt = CfcXjt + Zfc. (A.16)

Itt ui determinisztikus jel. A vk és zk zajokra és az x(0) kezdeti &lla-
potra a kovetkez§ sztochasztikus hipotézis legyen érvényes:

x(0) fuggetlen v*-t6l és zjt-t4l, (A.2a)

£x(0) = x0  4A[(x(0) - x0)(x(0) - xO)T] =To (4.26)

Evk =0, E[vkvl] = Qt, (A.2¢c)
Ezk = 0, E[zkz"] = Rt, (H.2d)
£[vtzi'] = St, (A ,2e)

ahol Eo és Q* pozitiv szemidefinit.Rt pozitiv definit. Keressik azt a
linearis sz(ir6t, amely az u* ésyk mérési eredményekbdl az

xt+i = Fkxk+Gkyk + Htm (A ,3a)
x(0) (1.36)

algoritmus alapjan az xk allapot optimalis Xk becslését adja abban az
értelemben, hogy

E(xk —Xjt) = 0 minden K esetén, (A.4)
A[(x* - xK)(xk - xkf] -»infimum. (A.5)

Az infimum az MnXn matrixok (kvadratikus alak révén definialt) rész-
ben rendezése szerint értendd [31], az x(0), F*, G* fiiggvényében. Az
optimalis megoldas a kovarianciamatrix 0sszes sajatértékét egyszerre
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teszi minimalissa. A tovabbiakban az egyszer(sitések érdekében csak a
jeleknél irjuk ki a K indexet.
A feltételek alapjan teljestilnie kell, hogy

£x(0)= x0=x0=>£[(x0- x0)(x0- x0)T] = SO. (4.6)
Képezzik a futd hibat b+ 1 esetén:

X*+i - Xi+i = Ax* + Bu* + vt - Fx* - GCx* - Gz* - Hut =

(A - GC)xjt - Fx* + (B - H)ut + vt - Gz*.

(A.7)
A hiba varhato6 értékére vonatkozé feltétel szerint
£(xi+1 -x [+1) = 0=* A-G C = F és B = H, (.8)
ezeért
Xt+i= xt+l - xi+i = (A - GC)x* + V* - Gz*. (4.9)

Képezzik a hiba kovarianciaméatrixat a feltételek szerint

£k+i= E[xt+1 xj+1] =(A - GC)I7*(A - GC)T+ Q+ GRGT-
-SGT-GST. (A.10)

Mivel Ek+i j°bb oldalat infimumma kell tenni, ezért a G szerinti de-
rivaltnak a O(-) transzformaciot kell adni. Képezziik ezért a G szerinti
differencialt:

- <fGC27t(A - GC)T - (A - GC)27*CTdGT-
- dGST- SAGT + dGRGT + GRAGT = 0(</G). (5.11)

Vezesslk be az U( ) és T(-) transzformacidkat:

t/(X)
T(X)

X + XT, (A.12)
XT. (9.13)
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A differencialt atirhatjuk az
U{[<A - G C)ItCT - S+ GR]T(</G)} = 0{dG) (9.14)

alakba, ahonnan kovetkezik az infinum aldbbi feltétele operator alak-

ban:
U{[-(A - GC)i;tCT- S+ GR]T(} =0(). (A.15)
Tetszbleges rogzitett X esetén teljesl, hogy
U{XT( )} =0O(-) <=> (4.16)
U{XT(Y)} = 0 minden Y esetén X = 0. (A.17)

[Példaul, ha Y-nak csak az yki = 1eleme nem nulla, akkor T(Y) = Y T-
nak csak az y/* = 1 eleme nem nulla, és XT(Y)-nak csak a fc-adik
oszlopa nem nulla, és pedig pontosan megegyezik X /-edik oszlopaval.
Ezért U{XT(Y)}-nak csak a fc-adik sora és a fc-adik oszlopa nem nulla,
és ezek elemei (egy kivételével) megegyeznek X /-edik oszlopanak ele-
meivel (egy pedig 2-vel szorzédik)=>- X /-edik oszlopa nulla].
Az infimum feltétele ezért
- (A- GC)I?ICT- S+ GR = 0= (A.18)
G = (A27*CT + S)(C27tCT + R)-1. (A.19)
Mivel (H.15) alapjan
- GCIi7TtAT - A27*CTGT - SGT- GST =
U{[-AEKCT - SIT(G)} = —U{[GCi7iCT + GR]T(G)} =
=- U{GCEKCTGT + GRGT} = -2{GCSKCTGT + GRGT},
(A.20)
ezért (H.10) alapjan irhatd, hogy
£k+i = AEKAT+ Q- G(CEKCT +R)GT. (A.21)

Miutan meghataroztuk F,G és H értékét, az allapotbecsl6 Kalman-
sz(ir6 néven ismert alakjahoz jutunk:

G* = (AKE KCK + Sk)(CKE kCK + R*)-1, (A.22a)
£ k+l = AKE KAk + Qt- Gt{Cti;tCr + R*}-1GIi, (5.226)
Xx*+i = Atxt + Btut + Gt{yt - Cxt}, (A.22c)
x0 —x0. (A.22</)
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FUGGELEK J.

AZ INERCIAMATRIX TULAJDONSAGAI

A robot kinetikus energidja K, a tetszbleges Aaltalanositott koor-
dinata (x) és a hozza tartozé inerciamatrix (M) kozétt a kapcsolat:
K = 1/l < Mx,x >. Az &ltalanositott er6kben a kinetikus energia

hatasa operatoros alakban:

dOoTr OT .. d 1 OM... .
dt&i~dx (>=MN<MX' >-2< Ur()X']C>=

=< MX. +> + < MX, m> S -O/\M()x,x' >=
oM 1 Om,.. .
=< MX, >+ < — (X)X, ->-- < — ()Xx,x >,

ahol az utols6 két tag hatasa részletesen:

Tl
mi
M= [ml....m,] = : ,
LmhJ
"dwfi'
.. -0 M. . .
<MX, >=<2/MMT7xix>>=<27X]j x, >=
i X [ dml
. dij

(3-1)

(7.2)
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~oxT
XT X
dmT
XK
=< : m>, (3-3)
-cW [_
ax\
X X
L ox,, -Inxi
&< 7\QM()»,X > = JZ <r’T%p'M() , X, X >=
1rn, . OM .
I 1eT <OM 4
2x bIrXX
=< : ('M)
1-TOM-

L2X 6irxJ,xi

Innen kdvetkezik, hogy a kinetikus energia hatasa az altalanositott er6-
ben:

rigqT<av

1 .
2X 5ITX
MX + M X - : = M(x)x + C(x,X)X, J3.5)

> Tféi*.
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6m~ _ 16mf"¢

dx[ 2 dx|[

T .
oml _ 1dml
din 2 dx[ J

C= : (3.6)
_1dmj]

dx| 2 din

XT

Ldx, 23z, jJ

Mivel a Cx vektor minden eleme helyén egy kvadratikus alak all, ezért

a benne szerepl6 C, = (Ajt) matrix szimmetrikusnak valaszthato.

Legyen M = (A]), akkor

1r6A* dDij dDjk\

D,i*-21 [i“ + dir’ -sr/"' 3'7
At
Ck=*T ; =/"NAjtij =
An* - 1
ly f ~"A* dDij o P ) /,0u
2 6zj 6z* 6z, J J
= (y.9)
dt *> 9%, " v

M i\ v 4rA* . A\dDn  dDij dDjk\ .
L A I 4 =

1 1 J J

= £ {ff-ffb Hio>
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ahonnan Djk = Dkj és DI; = Dji miatt kdvetkezik, hogy

(M - 2C)i = 0, (7.11a)

(M - 2C)tl = = -(M - 2C)it. (7.116)

Osszefoglalva megallapithatd, hogy szimmetrikussa tett C, esetén

M —2C ferdeszimmetrikus. (7.12)

Ez a tény szamos adaptiv iranyitasi algoritmus stabilitdsanak alapjat
képezi. Tehat nemcsak a (J.I) egyenletbdl azonnal kdvetkez8

< (M-2C)x,x>=0 (7.13)

azonossag igaz, hanem a (J.1) egyenletbdlg x esetén kdzvetleniil nem
kévetkezd

< (M - 2C)z,z>= 0 (7.14)

azonossdg is fennall a kvadratikus alak M (x, x) —2C(x, x) méatrixanak
ferdeszimmetrikus volta miatt.
Az alkalmazasokban két eset Iényeges:

1L x:=q és M :=H,
2. x:=Jg és M = (J_1DTHJI_I.

A masodik esetben Iényeges még a dinamikus modellek kézotti kap-

csolat:
H(a)g + C(q,q)q + D(q) =, (7.15)
H*(x)x + C*(x,x)x + D*(x) = F, (7.16a)
H*=J"THJ_I, (7.166)
C*=J-TCJ_1- J-THJ-1jj _1, (7.16c)
D* = J_TD, (7.167)
F=3~tt. (7.16e)
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Ezekkel a mennyiségekkel is igaz lesz, hogy H*-2 C * ferdeszimmetrikus,
mivel

H* - 2C* = j-THJ 1+J THJ 1+ J-THJ _1-
- 2) TCJI 1+ 2J3-THJ 1jj'1=
=J-T(H - 2C)J-1+j-THJ 1- J-THj 1 (3.17)

miatt
< (H* - 2C*)z,z >=< (H - 2C)J_1z,J-1z > +
+ <HJ-1z,j 1z> - <j _1z,Hj 1z >= 0, (J.18)

hiszen H —2C ferdeszimmetrikus, a masik két tag pedig ellentétes el6-
jell és kiejti egymast.
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A nagy pontossagu, gyors m(ikddés( robotok a korszerd gyarto-
rendszerek fontos részét alkotjék. Irnyitasuk sziikségessé teszi
a szabdlyozastechnika és a szamitastechnika eredményeinek
alkalmazéasat.
A konyv a merev, nyilt lancd, eldgazas nélkili robotok modelljei-
nek (geometriai, kinematikus, dinamikus) meghatarozasaval,
palyatervezéssel, robotiranyitasi algoritmusokkal és azok meg-
valositdsanak kérdéseivel foglalkozik. Részletesen vizsgélja a
szabad mozgas (pozicidiranyitas), a korlatozott mozgas (hibrid
pozicié- és erdiranyitas) és az adaptiv irdnyitads kérdéseit,
tovabba a megvalésitasukhoz sziikséges algoritmusokat. Fel-
dolgozza, egységes szempontbdl Osszefoglalia és néhany
terlileten tovabbfejleszti a robotirdnyitds elméleti és gyakorlati
alapjait. Kidolgozza a korszer( robotiranyitasi médszerek algo-
ritmusait, és foglalkozik valés idejli (real time) realizalasuk
kérdésével is. A mi megértését részletesen kidolgozott példak
segitik. A fliggelék Osszefoglalja a mechanikai alapokat és a
szabalyozaselmélet fontosabb id6- és frekvenciatartomanybeli
tervezési modszereit.
A szerzd ,Robotok iranyitasa” cimmel 1986-tdl tart el6adasokat
a Budapesti Mdszaki Egyetem Villamosmérnoki Karan (miszer-
és iranyitdstechnika szak, informatika szak robotiranyitasi
agazat), e konyv ezen el6adasok alapjan jott Iétre. Ezeken a
szakokon és mas egyetemek,
ISBN 963-05-7044-8 f6iskolak hasonld szakteriletein
tankonyvként is hasznalhaté.
Haszonnal forgathatjak a robo-
tika és a szabalyozastechnika
irant érdekl6d6 mérnokok, infor-
9789630 579445 matikusok és kutatok is.
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