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Fél évszazaddal ezel6tt sziletett a kvan-
tummechanika. Azeltelt 50 év alatt ha-
zénkban is ezreknek valt természetes
gondolkodasmaddjava. Fizikusok, ké-
mikusok, mérndkok, sét Gjabban bio-
l6gusok is hasznaljak a kvantumelmé-
leti fogalmakat, modelleket, gondolat-
meneteket. A szokadsos tankdnyvek
azonban a kvantummechanika felépi-
tése soran éppen azokbol a klasszikus
képekbdl indulnak ki, amelyeket a
kvantummechanika joggal kritizal. igy
a kvantummechanika tanuldiban és al-
kalmazéiban bizonytalansdg maradhat
a hasznalt fogalmak logikai tisztasagat
illetGen.

Wigner Jend par évvel a kvantumme-
chanika megsziiletése utdn az anyagi vi-
lag egyetemes szimmetriatulajdonsagai-
b6l kiindulva a kvantummechanika
olyan szép és kovetkezetes felépitését
mutatta be, amely nem csupan a klasz-
szikus emlékképek zavard hatdsat osz-
latta el, hanem hatékony eszkdznek bi-
zonyult a kvantummechanika atomfizi-
kai alkalmazasa sordn is. A szimmetria-
torvények szemléletesek és egyben alta-
lanosabbak, mint a Schrédinger-egyen-
let kdzelit6 potencialfiggvényei. igy a
szimmetriakra alapoz6 kvantummecha-
nikai targyalas er6teljes vezet§ az
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ELOSZO A MAGYAR KIADASHOZ

Mindig éromet okoz, ha régi hazambol hirt kapok, de Marx Gyoérgy levele, ami-
ben értesitett, hogy a csoportelmélet fizikai alkalmazasarol irt kdnyvemet az Akadé-
miai Kiadé magyar nyelven publikalni fogja, nemcsak érdmmel, hanem biszke-
séggel is toltott meg. Hiszen mar valami 45 éve, hogy azt a kdnyvet megirtam — leg-
nagyobbrészt j6 édesapam hazanak emeleti szobajaban, amikor a sziinid6ket szii-

leimmel toltottem.
A mai olvasék valdszinlileg meglep&nek fogjak talalni, hogy sziletése idején a

csoportelmélet fizikai alkalmazésa nagyon népszer(itlen volt. Vezet§ fizikusok
»csoportvész”-r6l beszéltek (Gruppenpest), és hangsulyoztak, hogy a fizikai tor-
vények minden kdvetkezményét, melyet a csoportelmélet szolgaltat, masképpen is
le lehet vezetni. Ez persze igaz maradt, amint igaz minden matematikai kdvetkez-
tetésre, hogy tdbbféleképpen elballithatd. Ma mégis Ugy érezzik, hogy ha vala-
mely szabalyossag invariancia posztulatumok segitségével megszerezhet6, akkor
érdemes azt azok alapjan levezetni.

Ennek a nézetnek két tdmasza van. Az elsé talan az, hogy az invarianciaelvek
kovetkezményei kdnnyebben attekintheték és altaldnosabbak, mint e legtébb rész-
letes szdmitassal kaphatd kovetkeztetés. Méasodszor, lelkiink mélyén azt hisszik,
hogy az invarianciatérvények, melyek sokkal, sokkal egyszer(ibbek és igy talan
szebbek is, mint a részletes fizikai egyenletek, tartésabbak is azoknal. Ez okbdl
persze a tér- és idOtikrozés érvényességenek lebontasa kellemetlen meglepetés
volt. Ugy érzem, lelkiink mélyén még ma is rejtélyeseknek talaljuk azt.

A jelen kdnyv csak az atomszerkezetre vonatkoz6 kdvetkeztetésekkel foglal-
kozik. Ez a korlatozés sok fejtérésnek volt az eredménye, hiszen amikor a kényvet
irtam, sok érdekes eredmény volt ismeretes molekulakra is. Ma azonban gy érzem,
hogy az elhatarozas helyes volt. A csoportelmélet alkalmazésai nagyon megsza-
porodtak az id6k folyaman, és ma nemcsak atom- és molekulafizikdban hasznal-
juk a csoportelméletet, hanem fontos szerepe van annak a magfizika és a részecske-
fizika terliletén is. igy annak idején Ugysem volt lehetséges a csoportelmélet és a
szimmetriatorvények alkalmazésait 6sszefoglaléan targyalni (talan manapsag sem



lehetséges), és talan jé, ha a témakor vilagosan el van hatarolva, még akkor is, ha
a hatérok szlkek.

Amit a szimmetriaelvek maradandébb érvényességérél irtam, azt a gondolatot
ébresztheti, és azt a gondolatot ébresztette bennem, hogy a fizika nem két-, hanem
haromféle koncepcidval foglalkozik. Az események azok, amik érdekl6désiinknek
alapjai, amelyeket kdzvetlenil észlellink. A fizika ezeket nem akarja individualisan
leirni, még csak az élettelen vilagra sem, csak Osszefliggéseket akar felfedezni ko-
zOttuk. A fizika nem akarja megokolni, miért van a hold mostan ott, ahol van,
csak azt irja le, mik az dsszefliggések a hold helyzetei kdzott kiilénbdz6 idépon-
tokban. Ugy tlinik fel nekem, a szimmetria- és invarianciaelvek szintén dsszefliggé-
seket szolgéaltatnak, de nem eseményekre, hanem részlettérvényekre vonatkozoan.
Hogy ez a hierarchia val6ban fennall-e, hogy az élettelen vilagra sz6l6 térvényeknél
nagyobb-e a szimmetriatdrvények hataskdre és termékenysége — ezek a jové titkai,
de taldn még a mi sejtéseink is konkrétabbakka valnak e kérdésekre vonatkozdan
is az id6k folyamaén.

Wigner Jené



1. VEKTOROK ES MATRIXOK

LINEARIS TRANSZFORMACIOK

A (v,, v,, V3 . . vn) szdm-n-est n-dimenzids vektornak, masképpen az u-dimenziés
tér vektoranak nevezzilk; a szamok maguk e vektor komponensei. Az u-dimen-
zi6s tér egy pontjanak koordinatait szintén felfoghatjuk mint vektort, mely a
koordinata-rendszer kezd&pontjat a széban forgd ponttal koti dssze. A vektorokat
vastag betlkkel jeldljik; komponenseik latin indexet kapnak, mely a koordi-
natatengelytjelzi. Eszerint vk vektorkomponens (szam), v pedig vektor, vagyis egy
Szam-n-es.

Két vektort egyenlének mondunk, ha a megfelel6 komponenseik egyenlék,
igy tehat

V=w (1.2)
egyenérték( a kdvetkezd un egyenlettel:

Vi= wWb\2=W2>eee>y, =wn-
Ha egy vektor minden komponense eltiinik, nullvektornak nevezziik. A ¢ szam és
a v vektor cv szorzata egy vektor, melynek komponensei v komponenseinek c-sze-
resei; (cv)k=cvk. A vektorok 6sszeadasat oly modon definidljuk, hogy az 6sszeg
komponensei megegyezzenek a megfeleld komponensek ésszegével. Formalisan
(v+w)* = vicrwft 1.2
Matematikai problémékban gyakran elényds (j valtozékat bevezetni az eredeti
valtozék helyett. A legegyszer(ibb esetben az X2 ..., Xn (j véltozék linearis
fuggvényei az ~ x2 mmm xnrégi valtozéknak:

x[=xuxi+ .. .+

*2=a21*+ eom+ x2K,, (1-3)
vagy
n
/:k2=\ 2o 0-3a)



Az (j véltozdk e bevezetésének neve lineéris transzformécié. A transzformaciot
azau, egyutthatdk teljesen meghatarozzak. Ezt az n2egytthatot egy négy-
zetes szkémaba elrendezve kapjuk az (1.3) linearis transzforméacié matrixat:

all a2 eee¢ aln
@ a2 ... <h

(i.4>

«ni  «n2 *ee o«
Tomorebb irasmaéddal élve az (xik) vagy egyszeriien az a jel6lést is hasznélni fogjuk.
Ahhoz, hogy (1.3) ténylegesen 0 valtozok bevezetését jelentse, sziikséges, hogy
ne csak az x' valtozokat fejezhessiik ki az x valtozékkal, hanem megforditva is,
az x-ek is kifejezhetd'k legyenek az x'-k segitségével. Ha az x,-ket az (1.3) egyenle-

tekben ismeretleneknek tekintjiuk, ezeknek az egyenleteknek egyértelmlen meg-
oldhatoknak kell lennidk, hogy az x-eket megkapjuk az x'-k kifejezéseként. Ennek
szlikséges és elégséges feltétele, hogy az xik egyitthatokbol alkotott determinédns
zérustol kilénbozd legyen:

an ... xIn
*0. (i.4a)

41 == «m
Az olyan transzformaciokat, melyek matrixanak determinansa zérust6l kulénbo-
206, nemelfajult transzforméacidknak nevezzik. Az (1.4) egyutthat6-szkémat azon-
ban mindig métrixnak nevezzik, fliggetlenul att6l, hogy nemelfajult transzforma-
ciot indukal-e vagy sem. A matrixok jelolésére vastag betliket hasznéalunk; az
egyutthatdkat, mas néven matrixelemeket a megfelel§ koordinatatengelyeket jel-
lemz8 indexekkel latjuk el. Eszerint a matrixot, azaz n2 szambol all6 négyzetes
szkémat jel6l; xik pedig méatrixelemet (egy szamot) jeldl.
Két matrix egyenl8, ha az 6sszes megfelel6 elemeik egyenl6k. Eszerint

a=P (1.5)
egyenértékii a kovetkez6 n2egyenlettel:
«jk=Rjk (./4=1,2, ..., n).
Az
n
X/ *2—i «ikAk (1.33)

egyenlet méasképpen is értelmezhetd; ahelyett, hogy az xyket az eredeti vektor
komponenseinek tekintenénk egy Uj koordinata-rendszerben, tekinthetjiik 6ket egy
Uj vektor komponenseinek az eredeti koordinata-rendszerben. Azt mondjuk ekkor,
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hogy az a métrix az x vektort az x' vektorba viszi at, vagy ha a-t x-re alkalmazzuk,
x'-t kapjuk:

X'=ax. (1.3b)
Ez az egyenlet teljesen egyenérték(i (1.3a)-val.

Egy «-dimenzios matrix az «-dimenzids vektorokra hatd linearis operator. Ope-
rator, mert egy vektort egy masik vektorba transzformal; linearis, mivel az a, b
tetsz6leges szdmokra, és az r, v tetszéleges vektorokra igaz az

a(ar+bv)=aair+ bav (1.6)

osszefliggés. Ahhoz, hogy (1.6)-ot igazoljuk, csak expliciten ki kell irnunk a bal
és a jobb oldalt. Az ar+bv vektor k-adik komponense ark+bvk, Ggyhogy a bal
oldalon all6 vektor f-edik komponense

n

2 *tk(““‘rk+ bvk).
& ( )

Ez azonban azonos az (1.6) jobb oldalan all6 vektor /-edik komponensével:

n n
2 "ikrkk+b 2 V
ak:1 ikr bn:1 t

Ezzel a matrix-operétorok lineéris voltat igazoltuk.

Az «-dimenziés matrix a legaltalanosabb linearis operator az «-dimenziés vektortérben.
Vagyis e térben minden linedris operator egyenérték(i egy matrixszal. Ennek igazolasa céljabél
tekintstik az O tetsz6leges linedris operatort, mely az et=(1, 0, 0, ..., 0) vektort az r j vektorba,
aze2=(0, 1,0, ..., 0)azr 2vektorba, ésvégil azen=(0,0,0, ..., 1) vektort r ,-be transzformal-
ja, ahol az r k vektor komponensei rlk, r2k, ..., mk. Az (rjk) matrix marmost az eLe(, ..., €,
vektorok mindegyikét ugyanazokba az r j, r 2, ..., r,, vektorokba transzformalja, mint az O
operator. Azonkivil barmely a «-dimenzi6s vektor linedris kombinacidja az ej, €2, ..., en vek-
toroknak. Eszerint mind O, mind pedig (rjk) — mivel linearisak — tetsz6leges a vektort egy-
ugyanazon ajr j+ ... +a,r,, vektorba transzformal. Az (rjk) matrix ennélfogva egyenértékii az
O operatorral.

A linearis transzforméacidk legfontosabb tulajdonsaga az, hogy két ilyen transz-
formécio, ha egymast kdvetden alkalmazzuk &ket, egyetlen lineéris transzforma-
cioval helyettesithetd. Tegyuk fel példaul, hogy el6szor bevezetjik az x' valtozo-
kat az eredeti x valtozok helyett, és ezt kdvetben bevezetjik az x" valtozékat egy
mésodik linearis transzformacio segitségével:

X\ —RIIx T+ RBI2x2+ «««+ B\nx'n

v 1.7)

X 'Mn—Bnlx i+ B,2X 2+ «««+ Bnnx n



A két atalakitas helyettesithet6 egyetleneggyel, oly médon, hogy az x" véaltozékat
kozvetlenul vezetjik be az x valtozék helyett egyetlen lineéris transzforméacio se-
gitségével. (1.3)-at (1.7)-be helyettesitve kapjuk:

X"—AI(KIXI+ em-+ aliXn)+ eee+/M(anUll+ oo m+

X2= Al(aHXl+ see+ <iHXid+ mme+ bl ST + +em+XrmXnh g

*n= Aci(@ii*i+ B+ alpgn)+ -« mRn(@ixi+e.. +a.n,,).

Eszerint az x"-k linearis fliggvényei az x-eknek. Tomdorebb alakban is felirhatjuk
(1.8)-at, (1.3) és (1.7) révidebb

n
xj= 2tk (7= 12,00), (1.3)
X"=28,jxj  (1=1.2. ... n) (1.78)

irasmadjat felhasznéalva. Ekkor (1.8) igy irhato:

x"i=2 2 Btftjpk- 1-84
i P (-83)
Definialjuk y-t a
Vik= 2 Rirjk (1-9)
7=1
képlettel; egyszerlen irhatjuk:
-
x"=*gl M (1.8b)

Ez mutatja, hogy a két linearis transzforméacié: a (B Ik) matrixszal megadott (1.7)
s az (a,A matrixszal meghatarozott (1.3) helyettesitheté egyetlen lineéris transzfor-
mécioéval, melynek maétrixa (y/K).

A (yIK) matrixot, melyet az (ag), (/7)) matrixok segitségével az (1.9) egyenlet
definidl, a (Rik) és az (ag) matrixok szorzatdnak nevezziik. Minthogy (a/A az r vek-
tort r'=ar-be, (BIk) pedig r'-t r"=Rr'-be transzformélja, a (yik) szorzatmatrix
— definiciéja szerint — az r vektort kozvetlenil r"—yr-be transzformalja.
A transzformaciok 0Osszetevésének e mddszerét ,,matrixszorzas”-nak nevezik.
Ez tobb egyszer( tulajdonsadgot mutat, melyeket most mint tételeket sorolunk fel.

Mindenekel6tt megjegyezzilk, hogy a matrixszorzas formélis szabalya ugyan-
az, mint a determinénsok szorzési szabalya.

1 Két métrix szorzatdnak a determinansa egyenlé a két tényez6 determinansanak
a szorzataval.

12



A matrixszorzasban
all= Ra (LLE.D)
nem szilkségképpen igaz. Tekintsiik példaul a kovetkezd két matrixot:

1 n fi 0]
0 a rj’
Ekkor

CX W )

[ o 1jJr r
li U6 IR1 2/
Ezzel megallapitottuk a matrixszorzas egy masik tulajdonsagat:
2. Két métrix szorzata altaldban figg a tényezék sorrendjétél.
Abban az igen specidlis esetben, amikor (I.E.I) fennall, azt mondjuk, hogy az
a és a B matrix felcserélhetd, kommutal.
A kommutativ térvénnyel ellentétben,

3. a szorzés asszociativ torvénye érvényes a matrixszorzasra.
Azaz

és

y(Rat)=(YR)a. (1.10)
Eszerint mindegy, hogy y-t szorozzuk-e meg B és a szorzataval, vagy y és B szor-
zatat a-val. Ennek igazolésa céljabdl jeldljik az (1.10) bal oldalén all6 matrix i—k
elemét ert-val. Ekkor

eik=j2_i Yy(P“)p,=jg\/2 YijRjPikm (1.10a)

Az (1.10) egyenlet jobb oldalan all6 i—k index( elem:

Bik= 2, (BYIaNs 2, 2. ViiGPik (i.iob)

Eszerint eik=s'llc és az (1.10) egyenletet igazoltuk. Ennélfogva (1.10) mindkét ol-
dala helyett egyszeriien yRa irhato.

Az asszociativ torvény érvényessége kozvetlendl nyilvanvald, ha a matrixokat
linearis operatoroknak tekintjuk. Transzformélja a az r vektort r'=ar-be, R az r'
vektort r'= Br'-be, y pedig r"-t r/'=yr"-be. Ekkor két matrix &sszeszorzasa
(helyettesitése egyetlen matrixszal: azok szorzataval) egyszerlien két operéacio 6sz-
szetevését jelenti. A Ra szorzat r-et kdzvetlendl r"-be, yB az r' vektort kdzvetlendil
r''-be viszi at. igy tehat mind (yR)a, mind y(a) az r vektort r'*'-be transzformalja,
s a két operacid ekvivalens.
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4, Az

1 00 .. O
O 10 ... o

1=001"-0 (113
O 00 .. 1

egységmatrix a matrixszorzashan specialis szerepetjatszik, mely hasonl6 az 1szam-
nak a k6zonséges szorzashan betdltott szerepéhez. Tetsz6leges a matrixra fennéll:

a 1=1 a.

Vagyis az 1 kommutal minden matrixszal, s ha barmilyen matrixot megszorzunk
vele, szorzatként Ujbdl ugyanazt a matrixot kapjuk. Az egységmatrix elemeit a
6ik szimbdlummal jeldljik:
<5*=0 (i"k),
(112
K= (»=*)m

Az ily médon definialt bikneve Kronecker-féle delta-szimbélum. A transzformacid,
melyet a (b/k)= 1 matrix ir le, az azonossag, mely a valtozokat valtozatlanul hagyja.
Ha az adott a métrixhoz létezik olyan R matrix, amelyre fennall:

R«=l, (1.13)

akkor B-t az a matrix inverzének vagy reciprokanak nevezzik. Az (1.13) egyenlet
azt jelenti, hogy létezik olyan transzformacio6, amelyet a B maétrix ir le, és amely
a-val kombinalva az azonos transzformaciot adja. Ha a determinansa nem egyenld
zérussal (|<Xg;[#0), akkor az inverz transzformacié mindig Iétezik [amint korabban

emlitettiik; lasd (1.4a)]. Ennek igazolasara az (1.13) egyenletet részletesebben ki-
irjuk; n2egyenletet kapunk:

2 Bijrjk Ak (ko 1,2, ..,).

Tekintslik most az i index valamely meghatarozott — mondjuk / — értékéhez tar-
toz6 n egyenletet. Az n szamua n, Bn, BInismeretlenre n linearis egyenlet vo-
natkozik. Ezeknek egy és csak egy megoldasuk van, feltéve, hogy az \aJK\ determi-
nans nem tdnik el. Ugyanez vonatkozik a tébbi n—1 egyenletrendszerre is. Ezzel
megallapitottuk az 6tédik tulajdonsagot, melyet emliteni kivanunk:

5. Ha a determinansa nem zérus: 0, létezik egy és csak egy olyan R matrix,
amelyrefennall: Ba=1I.
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Azonfelul a \Rjk\ determinans reciproka az |xJK\ determinansnak, minthogy az
1. tétel szerint

WK\ -M =[0a|= 1 (1.15)

Ebbél kovetkezik, hogy a-nak nincs inverze, ha |art|= 0, és hogy p-nak, a inver-
zének szlikségképpen ugyancsak van inverze.
Most megmutatjuk, hogy ha (1.13) igaz, akkor

«B=1 (1.16)

ugyancsak igaz. Azaz ha [ inverze a-nak, akkor a is inverze -nak. Ez a legegy-
szer(ibben oly médon lathaté be, hogy (1.13)-at jobbr6l megszorozzuk R-val:

RaR=R, (1.17)
s ezt balrdl R inverzével, melyet y-val jel6link. Ekkor
yRalk=yR,

és mivel a feltevés szerint yR=1, ez azonos (1.16)-tal. Megforditva, (1.13) fenn-
allasara kdnnyen kovetkeztethetlink (1.16)-bél. Ezzel a 6. tételt igazoltuk (a in-
verzét a~ "-gyei jeldljuk).

6. Ha a 1laz inverze a-nak, akkor a viszont a~xnek az inverze.

Nyilvanvald, hogy az inverz matrixok kommutalnak egymassal.

Szabaly: Egy aly6 szorzat inverzét Ugy kapjuk, hogy az egyes tényez6k inver-
zeit forditott sorrendben szorozzuk 6ssze (5~’y“’R ’a-1). Azaz

6 'y B 'a ”) (aBy6)=lI.

Tovabbi fontos matrix
7. a zérusmatrix, melynek minden eleme zérus:

00 O0. 0
O=0 0 0.0 . (1.18)
00 O 0,

Nyilvanvaléan barmely a matrixra fennall:
am=0 a=0.

A zérusmatrix fontos szerepet jatszik egy masik matrixmiiveletben, az 0ssze-
adasban. Két matrix, a és B dsszege az a y matrix, melynek elemei

Vik=*/k+Rik- (1-19)
A (1.19) alatt felirt n2egyenlet egyenérték( a
y=a+R vagya y—a—_8=0
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egyenlettel. A maétrix6sszeadas nyilvanvaléan kommutativ:
a+ p= R+a. (1.20)
Azonfelul az 6sszeg szorzasa disztributiv:

Y@+ P)= Y<*+ VP,

(a+ B)Y=ay+ Py-
Tovabbéa egy a matrix és egy a szam szorzata — a definici6 szerint — az a y mat-
rix, amelynek egyes elemei a megfelelé elemeinek (i-szorosai:

(L21)
Az

(ab)a=a(ba), asp=aap, a(a+tP)=aa+aP
képletek érvényessége ekkor kdzvetlenil belathato.
Minthogy valamely a maétrix egész kitevds hatvanyai kénnydszerrel definial-
hatdk szukcessziv szorzas segitségével:
az=a -a, a3=a a a,

(122
a-2=a-1-a-1, a~3=a_lea l-a *

pozitiv és negativ egész kitevds hatvanyokat tartalmazé polinomokat szintén de-
finialhatunk :

..ota ren+ .+, BN+ a0l +ak+ L. +amnt — 0-23)
Az a egyiitthaték a fenti kifejezésben nem matrixok, hanem szamok. Az <«matrix
(1.23) alakufuggvényei a barmely méasfliggvényével kommutalnak (specialisan 6n-
magaval a-val is).
A matrixok tovabbi fontos tipusa, amellyel gyakran talalkozunk, az atlés
MAtrix.
8. Az atlés métrix féatlojan kivil &ll6 minden matrixeleme zérus:

D( 0 ... 0
0 D2 ... O
D= . . (1.24)
0 0 Dn
Ezen atlés matrix altalanos eleme
Dlk=D,6ik. (1.25)

Az atlés matrixok mind kommutalnak egymassal, és két atlés matrix szorzata ismét
atlés matrix. Ez kozvetlenil lathat6é a szorzat definiciéja alapjan:

(DD)fi= 2 DuDXk=2 DAP&*= D,D’bk (L26)
j J
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Megforditva, ha az a matrix kommutal a D atlés matrixszal, melynek atl6s elemei

mind kiilonbozé'ek, akkor a maga is szlikségképpen atlés matrix. irjuk ki részle-
tesen az

aD= Da
Q7AfIntnt *
’ m («D)ft=«ftD*=(D»)ft=D/itft. (1.27)
a,=0; (1.27a)

az altt nemdiagonalis elemek (zVk) a D,"Dk feltevés folyaméanyaképpen mind
egyenl6k zérussal. igy tehat a atlés matrix.
Egy matrix atlos elemeinek &sszegét atlosdsszegnek, atlénak vagy spurnak ne-
vezzik :
Spa=2a;/=:aii+ a22+--- + BV (1.28)

J
Az al} szorzat atloja:

SpaB= 2(«P)/I= 2_kay/Afc=Sp P» (1.29)
I J

Ezzel a matrixok tovabbi tulajdonsagat allapitottuk meg:

9. Két matrix szorzatanak atléja nemfligg a két tényez6 sorrendjétél.

E szabaly legfontosabb alkalmazasa a matrixok hasonl6sagi transzformacioival
kapcsolatos. Hasonl6sagi transzformaciérol akkor beszélink, ha az a matrixot
oly médon transzformaljuk, hogy jobbrdl megszorozzuk R-val, balrél pedig 13 re-
ciprokaval. Az a métrixot a transzformacié tehat R"alR-ba viszi &t. A hasonldsagi
transzformacié a matrix atldjat valtozatlanul hagyja, minthogy a fenti szabaly sze-
rint B-laB atléja megegyezik aBR-1=a atldjaval.

A hasonldsagi transzformacidk fontossaga abban rejlik, hogy

10. egy matrixegyenlet igaz marad, ha benne minden matrixot ugyanannak a ha-
sonlésagi transzformécionak vetink ala;

lys.
Egy masik példa. Ha
all=l,
akkor
<t~'acut ~I B<T=<TISc= 1.

Lathatd, hogy a matrixok 0sszegeire, valamint a matrixok és szamok szorzataira
vonatkoz6 dsszefliggések is meg6rzik érvényességiiket hasonlosagi transzforma-
cidval szemben. igy a

Y=a+R

2 Csoportelméleti mddszer... }7



egyenléséghdl kdvetkezik, hogy
0-1Y—~4®+ P)=w_1*+0_1P
és
< lya=a~ "akr+ «- 1Po.
Hasonl6képpen
P=a m
maga utan vonja
o~1dps=aa~lan

fennallasat. A 10. tétel ennélfogva érvényes minden maétrixegyenletre, melyben
matrixoknak szdmokkal vagy mas matrixokkal képezett szorzatai, matrixok (po-
zitiv vagy negativ) egész kitev6jl hatvanyai és matrixok 6sszegei lépnek fel.

A matrixokkal valé miveletekre vonatkozé eme tiz tétel megtalalhaté Born és
Jordan legels6 dolgozataban, melyet a kvantummechanikardl kézoltek.1Azok méar
sok olvaso elétt kétségtelentl ismertek. Itt azért ismételtik el 6ket, mert a kdvet-
kez6kben — és gyakorlatilag minden kvantummechanikai szamitdsban — nélki-
[6zhetetlen ezen alapvetd szabalyok biztos ismerete. Amellett igen gyakran fel kell
6ket hasznalnunk hallgatélagosan, masként még a legegyszer(ibb bizonyitasok is
rendkivil faradsagossa valnak.2

VEKTOROK LINEARIS FUGGETLENSEGE

A v, v2>me>va vektorokat linearisan fiiggetleneknek mondjuk, ha nem all
fenn kozottuk

Givt+ flv2+ eset+e*v*=0 (1.30)

alaku osszefuiggés, kivéve ha az a,, a2 ..., ak egyltthatok mindegyike zérus.
Eszerint linearisan fuiggetlen vektorok rendszerében nincs olyan vektor, amelyet ki-
fejezhetnénk a rendszer tobbi vektoranak lineéris kombinacidja alakjaban. Abban
az esetben, amikor a vektorok egyike, mondjuk v zérusvektor, akkor a rendszer
nem lehet linearisan fliggetlen, mivel az

1mv,+0mv2+ ... +0ev*=0
Osszefliggés biztosan teljestl, megsértve a lineéris fliggetlenség feltételét.
1M. Born ésP. Jordan, Z. Physik 34, 858 (1925). (Magyarul megjelent: Kvantummechanika,
cikkgyUjtemény. Szerkesztette Janossy Lajos. Akadémiai Kiadd, Budapest, 1971. 25. 0.)
2 A szorzés asszociativ térvénye (a 3. tétel) pl. haromszor keril implicite felhasznalasra az

inverz matrixokra vonatkozé tétel levezetésében (6. tétel). irjuk ki gyakorlatképpen valamennyi
zarbjelet!
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Mint példat a linearis fliggéségre vizsgaljuk mega v,=(lI, 2, -1, 3), v2=(0, -2, 1, -1) és
v3=(2, 2, —1,5) négydimenzids vektorokat. Ezek linearisan 0sszefiiggnek, minthogy
2v, + v2—v3=0.

Masrészr6l a v, és v2 vektorok lineérisan fuggetlenek.

Ha a v, v2 . . vk vektorok linearisan dsszefiiggnek, akkor e ft szdmu vektor
kozott lehet talalni k' linearisan fliggetlen vektort (ft'Aft). Azonfelul e k' szdma
vektor linedris kombinécidjakéntav,, v2 . . VvAvektorok mindegyike kifejezhet6.

A k' linearisan fuggetlen vektor felkutatasdhoz latva mindenekel6tt elhagyjuk
az 6sszes zérusvektort. Zérusvektor ugyanis, amint lattuk, sohasem lehet lineérisan
fuggetlen rendszer tagja. Ezutan sorra vesszik a fennmarad6 vektorokat, és el-
hagyjuk mindazokat, amelyek kifejezhet6k a mar megtartott vektorok lineéris
kombinaci6jaként. A k' szamu vektor, melyeket ily moédon megtartottunk,
lineérisan fliggetlen. Ha ugyanis egyikiik sem fejezhet6 ki a tdbbi vektor lineéris
kombinéacidjaként, nem allhat fenn kdzottuk (1.30) tipust kapcsolat. Azonfelll az
elhagyott vektorok (és igy az eredetileg adott vI5v2, ..., v*vektorok valamennyien)
kifejezhet6k segitségiikkel. Eppen ez volt ugyanis az elhagyas kritériuma.

Haaftszdma visv2 ..., v vektor linedrisan dsszefligg, ill. linearisan fuggetlen,
ugyanez igaz az ezekb@l az a nemelfajult transzforméacio segitségével kapott av,,
..., avAvektorokra is. Azaz

a,v,-fadv2+...+a*v*=0 (1.31)
fennallasabol kovetkezik
alavlta2av2+...-faAvA=0. (1.31a)

Ezt ugy lathatjuk be, hogy a-t alkalmazzuk (1.31) mindkét oldalara; a linearis
voltat felhasznélva kapjuk (1.31a)-t. Megforditva, (1.31a)-bol kovetkezik (1.31).
A V. vektorok kozott fennall6 minden egyes linearis 6sszefliggésnek megfelel egy-
egy az atv-k kozott fennallo linearis dsszefliggés, és megforditva.
Az un-dimenziés vektorok kézt legfeljebb n lehet lineéarisan fuggetlen. Ennek
igazolasa céljabdl megjegyezzik, hogy a lineéris fliggést kifejez6
divi+ ... +an+tlvn+1=0 (1.32)
Osszefiiggés n szamd, a vektorkomponensekre vonatkozd homogén lineéris egyen-
lettel egyenértéka:
YN 1+ eoo+ B, (v,,)i+ (nti(v«+i)i=05
i (1.32a)
6i(v,)i+ .. .+ a,(vn), +antl(v,,+)n=0.

Tekintsik ezekben az egyenletekben az &j, a2, an, an+l egyutthatékat ismeret-
leneknek. Abbél, hogy n szamu, n+ 1 ismeretlenes homogén linearis egyenletnek
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mindig van nemtrivialis megoldasa, azonnal kdvetkezik, hogy az (1.32) dsszefiiggés
mindig fennall. Eszerint n+ 1 szam( un-dimenzids vektor mindenkor ésszefligg egy-
méssal linearisan.

A fenti tétel kdzvetlen folyoménya, hogy tetsz6leges, n szamu lineérisanfligget-
len n-dimenziés vektor teljes vektorrendszert képez; azaz: tetsz6leges w n-dimen-
zi6s vektor kifejezhet6 azok linearis kombinacidjaként. Val6ban, a tétel azt allit-
ja, hogy egy

Givl+ ...+ anmv,,+few=0

alaku osszefuiggésnek fenn kell allnia az n szamua v,, v2 ..., v,, vektor, valamint a
tetsz6leges w vektor kdzott. Azonfelil, ha vibv2, ..., v, linearisan fliggetlen vek-
torok, a b egyutthaté nem lehet zérus. igy tehat tetsz6leges w vektor felirhaté a
v,-k linearis kombinacidjaként, igy ezek teljes vektorrendszert képeznek.

Egy u-dimenzidés matrix valamely sora vagy oszlopa felfoghaté mint vektor.
Az a.k vektor dilt,«a, komponensei alkotjak a fc-adik oszlopot, az a,,
vektor <n, a,.,, komponensei pedig az z-edik sort. Az a.,, ..., a.,, oszlopvek-
torok kozott fennallé nemtriviélis lineéris

apt.{+... +am., =0
kapcsolat egyszeriien azt fejezi ki, hogy az au a2, ..., anegyutthatokra vonatkozo
Gikn+ .. +amin=0,

Glanl+ ee e+ arxm—0

homogén lineéris egyenletrendszernek létezik zérustdl killonb6z8 megoldasa. An-
nak sziikséges és elégséges feltétele, hogy ilyen megoldas létezzék, az |an| determi-
nans eltlinése. Ennélfogva, ha ez a determinans zérustol kiilénbozik (ja,*M0), az
«L vektorok linearisan fliggetlenek és teljes vektorrendszert képeznek.
Megforditva, ha v,, ..., v, lineéarisan fliggetlen vektorok, annak a matrixnak,
melynek oszlopait e vektorok alkotjak, zérustol kiilonb6z8 a determinansa. Ter-
mészetesen mindezek a megjegyzések a sorvektorokra ugyancsak érvényesek.
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2. ALTALANOSITASOK

1. Most altalanositjuk az el6z6 fejezet eredményeit. Az elsé altalanositas teljesen
formadlis lesz; a mésodik inkébb érinti a lényeget. A vektorkomponenseket és a
maétrixelemeket a megfeleld koordinatatengelyekre utalé indexekkel lattuk el.
A koordinatatengelyeket eddig az 1, 2, 3, ...,n szamokkal jellemeztik. A kovet-
kez6kben a koordinatatengelyeket tetszéleges halmaz elemei segitségével nevezzik
meg. Ha G a g, h, i, ... objektumok halmaza, akkor a G halmaz terének egy v
vektorén a vg wh v/5 ... szamok sorozatat értjuk. Természetesen csak olyan vek-
torok tehetdk egyenlévé (adhaték 6ssze stb.), amelyek ugyanazon térben vannak
értelmezve; csak ekkor felelnek meg komponenseik ugyanannak a halmaznak.

A matrixokkal hasonloképpen jarunk el. Ahhoz, hogy az a matrixot a vg, wh, v;

komponensekkel rendelkezé v vektorra alkalmazhassuk, a oszlopait ugyan-

azon G halmaz elemeivel kell jellemezniink, amelynek segitségével v komponen-
seit jellemeztiik. A legegyszer(ibb esetben a sorokat ugyancsak e halmaz g, h, i, ...
elemei jellemzik, és a a G terébe tartozé v vektort ugyanezen tér av vektordba
transzformalja. Azaz

V= ﬁé,7v/> (2-1)
aholj a G halmaz egy eleme és le halmaz minden elemét befutja.

A koordinatatengelyek indexelhet6k példaul az x, y, z betlikkel. Ekkor vx=1, v =0, v2= -2
egy v vektor komponensei,

X y z
/ 1 2 3\ X
a= 0 5 —11V

(—4 -2 4) z

pedig egy matrix. (Feltlintettiik a sorokat és az oszlopokat jelz6 szimbdlumokat.) Ebben a pél-
daban <x=1, axy=2, uX2=3. A (2.1) egyenlet szerinta v'= av vektor *-komponensét

=1-1+2-0+3(-2)=-5
adja meg.
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A fenti egyszer( altalanositas teljesen formalis; csupan mas médon indexeltik
a koordinatatengelyeket, valamint a vektorok és a matrixok komponenseit. Két,
ugyanazon tér vektoraira hat6 maétrix egymassal 6sszeszorozhatd, ugyanugy,
ahogy az el6z6 fejezetben lattuk. A

Y=P* (2.2)
egyenlet ugyanazt fejezi ki, mint a
Yik= /gc Bjfl-1k»
aholj és k a G halmaz két eleme, és / e halmaz valamennyi elemén végigfut.
2. Tovabbi altalanositas, amikor a matrixok sorait és oszlopait kiildnb6z6 hal-
mazok, F és G elemeivel jellemezziik. A (2.1) egyenlet helyett most
w,= 2 2.1a
1€G ( )

irhato, ahol j az F halmaz egy eleme és / a G halmaz minden elemén végigfut.
Az ilyen matrixot, melynek sorait és oszlopait kiulonbdz6 halmazok indexelik,
deréksz6gl métrixnak nevezziik, szemben az el6z8 fejezetben bevezetett négyzetes
matrixokkal; ez a G halmaz terének v vektorat az F halmaz terének egy w vekto-
raba viszi at. Altalaban az F halmaz elemeinek szama nem sziikségképpen egyenlé
G elemeinek szdmaval. Ha Fés G egyenl6 szdmu elemet tartalmaz, a matrix sorai-
nak és oszlopainak szdma megegyezik; ilyenkor azt mondjuk, hogy a matrix
»tdgabb értelemben négyzetes”.

A Ghalmaz élljon a *, A, O szimb6lumokbdl, F pedig az 1 és 2 szamokat tartalmazza.
Ekkor
a1 o
f5 7 3 1
a~jo -1 -2) 2

derékszdgli maétrix. (Most is feltlintettiik a sorok és oszlopok jellemz6it.) A v*=1, vA=0*
vD= —2 vektort a a
w=av

vektorba transzformalja. A w, és w2 komponensek ekkor
wl=alv.+alAvA+alOvD=5ml+7-0+3(-2)=-1,
w2= P2w»+a2AvA+a2Dvn =0 « 1+ (—)(0) + (-2)(-2) = 4.
Két derékszdgli matrix, B és a, csak akkor szorozhaté dssze, ha az elsd tényezd
oszlopait s a masodik tényez6 sorait ugyanazon F halmaz segitségével indexeltik;
azaz ha a masodik tényez6 sorai €s az elsé tényez6 oszlopai ,,0sszeillenek”. Az els6é

tényez6 sorai ésa masodik tényez6 oszlopai azonban kiillonbdzé E és G halmazok-
nak felelhetnek meg. Ekkor

Y= RRa (2.2a)
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a kovetkezét jelenti:

ij—I IZF Rjp-Ik
aholj az E, k pedig a G halmaz eleme, és / az F halmaz &sszes elemén fut végig.
Az a derékszdgl maétrix G terének valamely vektorat F terének egy vektoraba

viszi &t; majd a B matrix ezt a vektort E terének egy vektoraba transzformalja.

Ay matrix ennélfogva G terének valamely vektorat E terének egy vektoraba vi-
szi &t.

Legyen Gisméta *, g, O halmaz, F tartalmazza az x ésy bet(iket, E pedig az 1 és 2 szdmo-
kat. Ekkor ha

Xy *A O
oil 1 23 X
P 93] 2 es “_15 6 I) vy,

a szorzatmatrix 1 , 24 elemei példaul
YI>=R\xax*+B\yay * | m2+8’5=54,

YJ2A=FftAi+V "=9+3+3m6=45
és
* p' D
[54 69 8411
Y -|33 45 57j2.

3. Most megvizsgaljuk, miképpen kell médositani a derékszégli matrixok ese-
tében a matrixkalkulus tiz tételét, melyeket az 1. fejezetben vezettiink le. Azonnal
latjuk, hogy e tételek az e fejezet elején emlitett dltalanositott négyzetes matrixokra
igazak maradnak, mivel az indexek specialis numerikus természetét sehol sem hasz-
néltuk ki az els6 fejezetben.

Két derékszogl matrix dsszeadasa — akéarcsak két vektoré — feltételezi, hogy
azok ugyanazon koordinatarendszerben vannak definialva, azaz a sorok a sorokkal
és az oszlopok az oszlopokkal 6sszeillenek. Az

at+tlR=Y

egyenletben az a, B, y maétrixok sorainak, valamint oszlopainak indexelése meg
kell hogy egyezzék. Szorzas esetén viszont az els§ tényezd oszlopainak és a ma-
sodik tényezé sorainak kell 6sszeilleniok; csakis ekkor szerkeszthet6 meg a szor-
zat, s ennek teljesuilése mellett mindig megszerkeszthetd. A kapott szorzat sorainak
indexelése az el8z6 tényez6 sorindexelésével, oszlopainak indexelése pedig a méaso-
dik tényez6 oszlopainak indexelésével egyezik meg.
1 tétel. Ha a derékszog(li matrix sorainak és oszlopainak szama egyenld, be-

szélhetlink a matrix determinansardl, még ha a sorok és oszlopok indexelése kiilon-
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bozik is. A ,tdgabb értelemben négyzetes” matrixokra ugyancsak érvényes a sza-
baly, hogy a szorzat determinansa egyenld a determinansok szorzataval.

2. és 3. tétel. Az asszociativ torvény fennall a derékszdgl maétrixok szorzasa-
ra is:

(«P)Y=«(Py). (23)
Nyilvanvald, hogy a jobb oldalon kijel6lt valamennyi szorzas elvégezhet6, ha &
bal oldali szorzasok elvégezhetdk, és megforditva.

4., 5. és 6. tétel. Az 1 matrixon mindig négyzetes matrixot értiink, melynek so-
rait és oszlopait ugyanaz a halmaz indexeli. Az 1 matrixszal valé szorzas minden-
kor elhagyhaté.

A sz6 tadgabb értelmében négyzetes matrixoknak csak akkor van reciprokuk,
ha determinéansuk nem t(inik el. Derékszdgl matrixok esetében, amelyek sorainak
és oszlopainak szdma kiilénb6z6, az inverz nincs definialva. Ha az a matrix csupan
tadgabb értelemben négyzetes, a

pa=1
egyenlet maga utan vonja, hogy ji oszlopai és a sorai dsszeillenek. Azonfelil az 1
matrix sorainak és B sorainak, valamint 1 oszlopainak és a oszlopainak is 0ssze
kell illeniok. Minthogy 1 szoros értelemben vett négyzetes matrix, a oszlopainak
és B sorainak is illeszkedniuk kell.

Az. & matrix B inverzének sorait ugyanaz a halmazjellemzi, amely az a oszlopai-
ban &ll6 elemek jelzésére szolgai; B oszlopainak indexelése pedig a soraiéval egyezik

meg. Minden a matrixnak, mely tagabb értelemben négyzetes és determinansa zé-
rustdl kulénbdzd, van inverze; a B inverz matrixra

. P*=| (2.9)

teljesul. Fennall azonkivil

«R=1 (2.4a)
is. Meg kell azonban jegyezni, hogy az 1 matrix sorainak és oszlopainak indexelése
(2.4) és (2.4a) alatt kilonboz6.

7. tétel. Ami az 6sszeadast és a zérusmatrixot illeti, a deréksz6g(i matrixokra
ugyanazok a szabalyok érvényesek, mint a négyzetes matrixokra. A derékszog
matrixok hatvanyai azonban nem képezhet6k, minthogy a-nak a-val val6 szorzasa
feltételezi, hogy a oszlopai és a sorai dsszeillenek, azaz hogy a négyzetes matrix.

8., 9. és 10. tétel. A derékszogl matrixok esetében az atlés matrix és az atlos-
osszeg fogalméanak nincs értelme; a hasonlésagi transzformécio sincs definilva.
Vegyuk szemigyre a

<< 1= R

egyenletet. Ez maga utan vonja, hogy B és a sorainak indexelése megegyezd. Ez
egyszersmind < 1oszlopainak, és igy B oszlopainak indexelésével is megegyezik.



Ebbdl kdvetkezik, hogy R szoros értelemben vett négyzetes matrix; hasonloképpen
a sorainak is illeszkednitik kell a oszlopaihoz, oszlopainak pedig tx 1soraihoz,
aminek kovetkeztében a is sziilkségképpen szoros értelemben vett négyzetes matrix.

Maésrészrél azonban a maga lehet tagabb értelemben vett négyzetes matrix: a
és B oszlopai és sorai ekkor mas-mas halmaz elemeinek felelnek meg. Az olyan ha-
sonldsagi transzformaciok, amelyek Gjraindexelik a sorokat és oszlopokat, kilo-
ndsen fontosak. llyen transzformaciokra a kvantummechanika transzforméciéel-
mélete szolgaltat példat.

A derékszogl matrixok bevezetése igen el6nyds, annak ellenére, hogy latszélag
bonyodalmakkal jar; segitséglikkel ugyanis Iényeges egyszer(sitések érheték el.
Amit fent felvazoltunk, ne mint merev szkémaét fogjuk fel. Ink&bb az volt vele a
célunk, hogy az olvas6 megszokja, hogy ezen objektumok segitségével gondolkod-
jék. Az ilyen komplikaltabb matrixok hasznélatat mindig tuzetesen meg fogjuk
magyarazni, hacsak a sorok és oszlopok indexelése nem annyira vildgos az elemek
alakjabol és definicidjabdl, hogy a tovabbi magyarézat sziikségtelen.

4 Igen gyakran el6fordul, hogy a sorokat nem egy, hanem két vagy tébb szam

segitségével jeldljuk meg. Egy példa:

afjyChy af>iC\d2 amjcxj alb,c2
albX]di apexd2 ahx2ax a2 NEn
d2?cjdj ablcid2 ad?jcd| aZc?2
adbx\di abhxd2 adbxAdj abhx?

Az elsd oszlopot ,1,1 oszlopanak, a mésodikat ,,1,2 oszlop”-nak, a harmadikat
2,1 0szlop™nak, a negyediket ,,2,2 oszlop™-nak nevezzilk; a sorokat hasonl6-
képpen jeldljik meg. A (2.E.1) matrix elemei:

Yy af j &NI-
Félreértések elkeriilése miatt a sorok és oszlopok indexeit pontosvesszd segitségé-

vel kulénvalasztjuk.
Az ilyen matrixok kdzil kiléndsen fontos két matrix, (alX) és (Bjt)

y=aX 8 (2.5)
direkt szorzata. A (2.5) egyenlet egyenértéki a
Yij-K= aikBjl (2-6)

egyenlettel.1Ha a sorainak szdma nx oszlopainak szdma n2, B sorainak és oszlo-

1 A kozoénséges matrixszorzat a, a tényezGit egyszerien egymas mellé irjuk: aa A (2.E.1)

matrix a kovetkez6képpen irhat6 fel mint két matrix direkt szorzata:

r, (V> WLIMi V2 vy
[(a ) \p2\ i
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painak szama pedig w/, ill. n2 akkor y-nak pontosan sora és nn2o0szlopa van.
Specidlisan, ha a és B mindketten négyzetes matrixok, akkor ccx 8 szintén négy-
zetes matrix.

1 tétel. Ha aot=4 és RR= R, és ha «X B=y és otX B=y, akkor yy=«X B, rész-
letesen:
(axB)(axB)=adxRR. 2.7
Azaz két direkt szorzat matrixszorzata egyenlé a matrixszorzatok direkt szorzata-
val. Abbol a célbol, hogy ezt megmutassuk, tekintsiik a kdvetkez6' kifejezéseket:

) (otX Rwt;/™*'= V-URKKT (®x fi)l'k';TK"= KrrRk'k"
és

(a XB)(a X Byfc.i-k™~ i'2k' -ti'BKK' 98 r Rk "K'~ (2.8)
Fennall azonban:

(LLD()LL"Z%_ ««f'["* (BPy**"'= % RKK'RBKK'
és
(aaX BR)/Mfcrfc"= 2I nawn,arr % BKkK'BKK™ (2-9)
Ennélfogva (2.8) és (2.9) alapjan megkapjuk az 1. tételt:

(aXB)(@aXR)=aaXRBRB.

2. tétel. Két atlds matrix direkt szorzata ugyancsak atlés matrix; két egyseg-
matrix direkt szorzata egységmatrix. Ez kénnyen lathaté a direkt szorzatok defini-

A formalis matrixmdveletek elvégzésekor meg kell bizonyosodnunk arrél, hogy
a kijelolt szorzas ténylegesen elvégezhet6-e. Az els6 fejezetben, ahol mindvégig
n-soros, n-oszlopos négyzetes matrixokkal volt dolgunk, természetesen mindig el-
végezhetSk voltak a miveletek. Altalaban azonban meg kell allapitanunk, hogy a
matrixszorzat elsd tényez8jének sorai illeszkednek-e a mésodik tényezé oszlopai-
hoz, azaz kettejuknek azonos-e az indexelése (elnevezése). Két matrix direkt szor-
zata mindig megszerkeszthet6 (2.6) szerint.

A matrix egy altalanositott fajtajat M. Born és P. Jordan ,,SzUpermatrix’-nak
nevezi. Az (a/nk) matrix értelmezésik szerint olyan (AiK) matrix, amelynek Ak
elemei maguk is matrixok. A kazt a matrixot jelenti, melyben az a,M ;sz&m ay-edik
sorban és az /-edik oszlopban 1ép fel:

(*/nN*N=«=(An), ahol (AL,=aML (2.10)
3. tétel. Ha a=(A/l.) és RB=(B Aw), akkor a= y=(C/r), ahol
fr=2 A4 /*. (2.11)
\
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A (2.11) egyenlet jobb oldala matrixszorzassal kapott szorzatok &sszege:

masrészrél

és

Ennélfogva

(@P)lk-rk"™~ 2 | Kk AkBK-LK">

YIK;1"k"= (C/r)kk"= 2I (A«'Burykk"

(Al-BI"KK'= 2 (NIIMKK'(firrk'k"= 2

(*8)/K; Mk~— Ylk;i"k™”

amivel a 3. tételt bebizonyitottuk. Természetesen (2.11) jobb oldaldn Ugyelniink
kell a tényezdk sorrendjére (az egyszer(i méatrixok szorzasara vonatkoz6 egyenlet-
ben erre nem volt sziikség). Ezzel az egyetlen korlatozéssal a szupermaétrixok az

egyszer(i matrixokra vonatkoz6 szabalyok szerint szorozhatok @ssze.

Egyszer( eset a

*11
*21

*31
*41
*51

*12
*22

*32
*42
*52

I *13
ll *23
I *33
I *43
' *53

*14
*24

*34
*44
*54

*15
*25

*35
*45
*55

t$ 1l
$21

$31
$41
$51

$12
1

$32
$42
$52

$13
RIS

$33
$43
$53

j $14
1 $24
1 $54

1 $44
1 $54

$15
$25

$45

$55'

$35(2-12)

négyzetes matrixok szorzasa. A szaggatott vonalak segitségével ezeket alméatrixok-
ra oszthatjuk fel, vigyazva, hogy az oszlopok felosztasa az els6 matrixban (2: 3)
megegyezzen a mésodik matrixban a sorok felosztadsdval. A (2.12) alatt all6 két
maétrix rovidebb alakban igy irhat6 fel:

(Au

AA

laZl a2

/Bn

u.

B

bJ

A (2.12) alatt megadott két matrix szorzata a kovetkez6képpen irhato:

szamatol.

(B,

i.Bx

/AUBL-b AIB2L AuB1L:|-ALB2\

VA2iIBu--AZB2 A2B12+A2b)

Masrészrél viszont a

BAVA,,

AD
BZINAY  AZY

kifejezés értelmetlen, minthogy pl. Bu oszlopainak szama kilénb6zik An sorainak

/BuAn+ BDAZL BhAILX|-BLA)

Ib2Am+ B2A2L B2A12+ B 2A2)

Cu
,C2|

CZ
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3. A FOTENGELY-TRANSZFORMACIO

Az elsd fejezetben a hasonl6sagi transzformaciok egy igen fontos tulajdonsagat
allapitottuk meg. A matrix atlésosszegét valtozatlanul hagyjak;laz a matrixnak
ugyanaz az &tl6sosszege, mint a & 'camatrixé. Vajon egyedil a matrix atlésossze-
ge invarians hasonldsagi transzformaciéval szemben? Nyilvanvaléan nem, mivel
pl. a |<-1axy| determinans szintén egyenl6 az |od determinanssal. Abbdl a célbdl,
hogy tovabbi invaridnsokat kapjunk, képezziik a kévetkezé, /-ban u-edfoku de-
terminansegyenletet :

an—d a2 ... aln
a2l a2 eee Al
; ; o ,o=°, (3.1)
(I;J (1;2 e ann—ﬂ
vagy rovidebb alakban :
|a—s1| = 0. (3.2
Ennek neve; a szekularis egyenlete. A B~ a'sta matrix szekularis egyenlete
13— —<r_Ja«tT—51| = 0. 3.3

Nyilvanvald, hogy a |<—3ot—sler determinéns ugyancsak egyenl6 zérussal;
ez igy irhato:
I® 11 «|a-TAL| |<T|=0. (3.4)
A (3.4) egyenlet mutatja, hogy a |B—1| = 0 szekularis egyenlet n gyoke megegye-
zik2az |ot—H1| = 0 szekularis egyenlet n szdmu gydkével. A szekularis egyenlet gyo-
keit amatrix sajatértékeinek nevezziik. Ezek mind invariansok hasonlésagi transzfor-
méciokkal szemben. Kés6bb 1atni fogjuk, hogy a matrixnak altaldban nincs mas
invariansa. Az atl6 a sajatértékek Osszege, a determinans pedig a sajatértékek
szorzata, tehat ezek invarianciaja is benne van a fent kimondott tételben.

1 Ama matrix, amelyre hasonlésagi transzformaciot alkalmazunk, csak négyzetes matrix lehet.

Ennélfogva a sorokat és oszlopokat Gjbol az 1, 2, ..., n szdmokkal jellemezziik.
2|°-| és|o| szamok!
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Legyen 4 sajatérték. Az (a—A) matrix determinédnsa zérus, igy tehat a
allrl+alx2+ e +«1JT,=A1,,
a2ri+ «22r2+ o, o+ 2-I,=AMR2

(3.5)

aqlll+ Ka2l2+ eee+ agara="1rq
homogén linearis egyenleteknek van megoldasa. Az n szdmd Xk sajatérték mind-
egyike esetében felirhatunk egy (3.5)-h6z hasonlé linearis homogén egyenletrend-
szert. Jeldljuk ezen egyenletrendszer megoldasat (ami csupéan egy kozds allando
tényezd erejéig van meghatarozva) a kovetkez6képpen: rlk, r; ..., rnk; ekkor ir-
hato:

2 <*[[#=Vft- (3.53)
J
Az rlk, r~, ..., mkszam-n-es az a matrix egy r.k sajatvektora; az r.k sajatvektor a
X sajatértékhez tartozik. A (3.5a) egyenlet tehéat igy irhat6:
*r.k=hrk- (3.5b)

A matrix a sajatvektort annak alland6 szamszorosaba transzformalja; ez a szdm
a sajatérték.

Azr.j, r.2 ..., r,, sajatvektorok ésszefoglalhatdék egy e matrixba oly médon,
hogy e métrix k-adik oszlopa lesz:
Qk=VK)r=rk

Eszerint (3.5a) bal oldalan az ag matrix (ik) eleme all. A jobb oldal ugyancsak
értelmezhetd egy matrix (ik) elemeként; ez a matrix gA, ahol /1 atlés matrix a
A, 2 ..., 4, 4atloés elemekkel:

Ajk= bjkK-
Most tehat (3.5a) igy irhato:

("Qtk 2 Qifjk*k  (aA).*,
1

a (3.5a) alatt felirt n2szamu egyenlet eszerint az

ag=gA (3.6)
alakban toémadrithetd; vagy masképpen:
g _lag= A (3.6a)

feltéve, hogy Q-nak van reciproka.

Ha hasonlésagi transzformaciét hajtunk végre ama matrix segitségével, amelynek
oszlopait az n sajatvektor alkotja, ez az eredeti matrixot atlos alakiva transzformal-
ja; az atlés elemek a matrix sajatértékei. Két matrix, melyeknek ugyanazok a sajat-
értékeik, mindig egymasba transzformalhatd, mivel transzformacié Gtjan mind a
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ketten ugyanabba a matrixba vihet6k at. A sajatértékek a matrix egyeduli invarian-
sai hasonlésagi transzformécidkkal szemben.

Ez természetesen csak akkor igaz, ha g-nak van reciproka, azaz ha az n szamd
r.j, r.2 ..., r., vektor linearisan fiiggetlen. Altalaban ez a helyzet; a sajatvektorok
mindig lineérisan fuggetlenek, ha a sajatértékek mind kilénbdznek egymastol.
Mindazonéltal vannak kivételek, amint azt példaul az

(J) ¢ )

matrixok mutatjak. Ezek semmilyen hasonl6sagi transzforméaciéval nem hozhatok
atlés alakra. Az ilyen matrixokkal az elemi osztdk elmélete foglalkozik; ennek
részleteibe nem kell belemenniink, mivel mindig olyan matrixokkal lesz dolgunk,
amelyek a (3.6a) atlés alakra hozhaték (igy pl. unitér, hermitikus matrixokkal).

Két matrix felcserélhet6ségének feltétele a fenti néz6pontbdl szemlélve kdny-
nyen megfogalmazhat6. Ha két matrix ugyanazon transzforméacio segitségével at-
l6s alakra hozhatd, azaz ha ugyanazok a sajatvektoraik, akkor ez a két matrix
felcserélhetd egymassal.3 A hasonldsagi transzforméacid elvégzése utan mint atlds
matrixok nyilvanvaléan felcserélheték; kommutalniok kell tehat eredeti alakjuk-
ban is.

Az elsd fejezetben definidltuk valamely matrix

[(«)=...0_%R~3+a_2 2+0_%k*“1)-aol+aia+ a2+ a3sB+ e
racionalis fliggvényét. Abbol a célbol, hogy/ (a)-t atlés alakra hozzuk, elegendd,
ha a-t atlés alakava transzforméaljuk: A=a laa. Ekkor az 1. fejezet 10. tétele
szerint

F1/(a)e=e-1(-.,a_2a~2+(0_,a"l+all+ak+a2a2+ ...)o=
—..,a 2A-2+0_iA 3b Gi Ab62A“-f-... = ['(A)

és ez, ahogy eléttiink all, mar atlés matrix. Ha Xka A= (A /K= (dikk) matrix fc-adik
atlds eleme, Ugy {nK)Ba (A)e matrix k-adik atlos eleme, és

eeM -2k 2+ a-\"k 1+ (io+flAt+a2”+ mee=f(K)e
a lc-adik &tlos elem/(A)-ban.

Az a matrix valamely/(a) racionalis fliggvénye ugyanazon transzformacié se-
gitségével hozhat6 atlés alakra, mint maga az a matrix. Az atlés elemek [azaz/(a)
sajatértékei] ugyanezen fliggvény segitsegével kaphatdk meg az a matrix As 12, ...,
/néatldés elemeibdl;/(a)sajatértékei tehat/(A,),/(nd), .. ,,/(An). Feltessziik, hogy ez
a térvény nemcsak a racionalis figgvényekre, hanem a tetsz6leges F(a) fliggvé-
nyeire is érvényes; ezt tekintjik az altalanos matrixfggvények definicijanak.

3 Megjegyezziik, hogy a sajatértékek tetsz6legesen kiilonbdzéek lehetnek.
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SPECIALIS MATRIXOK

Az a négyzetes matrixbdl egy Uj a' matrixot kaphatunk, ha a sorokat és az 0sz-
lopokat egymassal felcseréljik. Az igy képezett a' matrix neve: a transzponaltja.
A transzponalast a vessz0 jelzi. Eszerint

= @7

Szabaly: Valamely apyd... szorzat transzponéltja egyenl6 a transzponélt
matrixok forditott sorrendben képezett szorzataval:

(apy--.Y PV (3.73)

A bal oldal ki eleme:
(aBy.. (ctBy...e)ik= 2
A jobb oldal viszont:

(e'...y'P'«V= 2 &C..y'"yX

c ®1Ax

Ezzel meggy6z6dtink (3.7a) fennallasarol.

Azt a matrixot, amelyet Ugy kapunk, hogy az n2elem mindegyikét a komplex
konjugaltjaval helyettesitjik, a*-gal jel6ljik, és az a méatrix komplex konjugaltja-
nak nevezzilk. Ha a=a *, valamennyi méatrixelem valds.

Ha az a matrix sorait és oszlopait egymassal felcseréljuk, egyszersmind a komp-
lex konjugaltat képezzik, az at*'=a'* matrixot kapjuk. Ennek jele a+ neve: a
adjungaltja. Eszerint

a*=af=a™ (38)

A szorzat komplex konjugaltja nyilvanvaléan egyenlé a komplex konjugaltak
szorzataval:

(aPy...E)*=ot*p*y*...£*.
Ha az adjungéltat képezziik, a sorrendet az ellenkezdre kell valtoztatnunk:
(aPy...c)*=(aPy...e)*'—a*p*y*. ..£*)’
= (E*'...y*'p*'a*")=Et... yfpV.

Kulonféle 0sszefliggéseket feltételezve az a matrix, annak adjungaltja, transz-
ponaltja és reciproka kozott, specidlis fajta matrixokat kaphatunk. Minthogy ezek
nevei slrlin szerepelnek az irodalomban, mindegyik fajtarél megemlékezink; a

kovetkez8kben unitér, hermitikus és valds ortogonalis matrixokkal fogunk talal-
kozni.

(3.8a)

Ha a=a (azaz tik—a*), val6s matrixokrol beszéliink; ekkor mind az n2
maétrixelem val6s. Ha a= —a* (aik= —oik), akkor a matrix tisztan képzetes.
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Ha S=S' (SIk=Skl), a méatrix szimmetrikus; ha S= —S' (Sik= —Skl), a matrix
antiszimmetrikus.

Ha H =tf (H/k=H*i), azt mondjuk, hogy a matrix hermitikus; ha A= At,
akkor a matrix antihermitikus.

Ha a valds, valamint szimmetrikus, akkor egyszersmind hermitikus is stb.
Ha 0'= O-1, akkor O komplex ortogonalis. Az U matrixot, ha Ut= U_* unitérnek
mondjuk. Ha Rf= R-1 és R=R* (valés), akkor R'=R*'=Rt=R 1és R'=R 1,
R neve ekkor val6s ortogonalis, vagy egyszer(ien ortogonalis matrix.

*

UNITER MATRIXOK
ES A SKALARIS SZORZAT

Az unitér matrixok targyaldsa el6tt be kell vezetniink még egy 0j fogalmat.
A legelsd fejezetben definialtuk két vektor 6sszegét, valamint egy vektor allando-
szorosat. Tovabbi fontos elemi fogalom két vektor skalaris szorzata. Az a vekto-
nak a b vektorral képezett skalaris szorzata egy szam. Kilénbséget kell tenniink az

a*bi+ a2b2+...aX =(a, b) (3.9)
hermitikus skalarszorzat és az

aifti+ a2b2+ .+ a,,b,,=((a, b)) (3.93)

kdzdnséges skaldrszorzat kozott. A kovetkez6kben, hacsak nem mondjuk az ellen-
kezdjét, skalaris szorzaton nem a kdz6nséges, hanem a hermitikus skalarszorzatot
értjik. Ha az a,, a2 ..., anvektorkomponensek valosak, a két skalarszorzat meg-
egyezik.

Ha (a, b)=0=(b, a), akkor azt mondjuk, hogy a és b ortogonélis egymasra.
Ha (a, a)=1, a-ra azt mondjuk, hogy egységvektor, vagy azt, hogy normalt.
Az (a, a) szorzat mindig valos és pozitiv, és csak akkor tlnik el, ha a 6sszes kom-
ponense zérus. Ez csak a hermitikus skalarszorzatra vonatkozik, a kézonséges
skalarszorzatra nem all. Tegyik fel, hogy a az (1, i) komponensekkel rendelkezd
kétdimenziés vektor. Ekkor ((a, a))=0, ugyanakkor (a, a)=2. Ha (a, a)=0,
ebb6l kovetkezik, hogy a=0; ((a, a))=0 fennallasdbdl erre nem kdvetkeztethe-
tink.

Egyszer( szabalyok a skalarszorzatra

1. A tényezdk felcserélésének szabalya:

(a, b)=(b, a)*, (3.10)
ugyanakkor

((a, b))=((b, a)). (3.10a)
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2. Ha c szam,
(a, cb)=c(a, b) és ((a, cb))=c((a, b», (3.11)
ezzel szemben
(ca, b)=c*(a, b), viszont ((ca, b))=c((a, b)).
3. A skalarszorzat a masodik tényezdben linearis, minthogy
(a, hb+ cc)= h(a, b)-fc(a, c). (3.12)
Az elsd tényez6ben viszont ,,antilinearis” :

(aa+hb, c)=(*(a, c)+h=*(b, c). (3.12a)
4. A fontos

(a,<xb)=(ata, b) vagy (Ba, b)=(a, p'b) (3.13)

szabaly tetsz6leges a, b vektorokra és minden a, B matrixra igaz. Abbdl a célbol,
hogy ezt belassuk, irjuk ki részletesen a skalarszorzatokat:

n n n
(a,ab)= 2 3*«hb)*= 2 ¥ 2 a*A
k=1 fe>l A=1

és

(ala,b)= 2 (* );>!" 2 2 (a*3*)*bs= 2 2 UYxUba
A=1 A=1 k=*\ A=1*=1

Ahelyett, hogy az egyik faktorra az a matrixot alkalmaznank, alkalmazhatjuk az
a* adjungéltat a masik tényezdre.

A kdzonséges skalarszorzat esetében ugyanez a szabaly érvényes a transzponalt
matrixra, azaz

((a, ab)) = ((a'a, b)).

5. Az unitér jelleg 1= U-1 feltételét most irjuk ki valamivel részletesebben:
L n=1 aztjelenti, hogy

2 (U\u jk= 2 U*Ujk=0,k; (U,, UK=&Ik (3.14)
J—1 j=1

Ha az unitér matrix n oszlopat egy-egy vektornak tekintjik, n ortogonalis egység-
vektorral allunk szemben. Hasonloképpen az UUt—1 dsszefiiggéshél kovetkezik,
hogy

E UtUK=blk; (I1V .UV (3.144)
J

Az unitér matrix n sora szintén n ortogonalis egységvektort képez.

6. Az hermitikus skalarszorzat unitér transzformacio alkalmazasakor valtozat-
lan marad; mas szavakkal, tetszéleges a, b vektorokra fennall:

(Ua, Ub)=(a, UrUb)=(a, b). (3.15)
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Megforditva, ha (3.15) fennall az U matrixra, ahol a és b két tetsz6leges vektor,
akkor U unitér, mivel a (3.15) egyenlet a=e,, b=eAmellett ugyancsak fennall
[m (e*),=dwj. Ebben a specialis esetben azonban (3.15) a kdvetkez6 alakot Olti:

<G*=(el,ej= (Ue,., UeA= 2/ (Ue)*(Ue*)y=

=22 M )*-2 Mu=2

ez éppen a (3.14) egyenlet. Eszerint (3.15) annak sziikséges és elegendd feltétele,
hogy U unitér legyen.

Ugyanez érvényes a komplex ortogondalis matrixokra és a kdzénséges skalar-
szorzatra. komplex ortogonalis transzforméaci6 alkalmazésakor a kdzonséges ska-
larszorzat valtozatlan marad.

7. Az U és V unitér matrixok UV szorzata unitér:

(UWit=VtUt=y - -1=(UV)-1 (3.16)
Az U unitér matrix U 1reciproka ugyancsak unitér:
(U-"t=(Ut)t=U=(U-D-". (3.17)

UNITER ES HERMITIKUS MATRIXOK
FOTENGELY-TRANSZFORMACIOJA

Barmely V unitér matrix és barmely H hermitikus matrix atlés alakivéa transz-
forméalhaté alkalmas U unitér matrixszal elvégzett hasonl6sagi transzformécié se-
gitségével Illyen matrixok esetében a 30. oldalon emlitett kivételes eset nem for-
dulhat el6. Mindenekel6tt megjegyezzik, hogy egy unitér (vagy hermitikus) mat-
rix, ha unitér transzforméacionak vetjik ald, unitér (ill. hermitikus) marad. Az
U”,VU matrix, mivel hdrom unitér matrix szorzata, maga is unitér. Ha H hermi-
tikus, U_1HU is az, minthogy (3.17) folytan

(U-*HUE = UMHU ‘t= UTHU= U- 'HU. (3.18)

Abbol a célbdl, hogy V-t vagy H-t atlés alakra transzformaljuk, hatarozzuk meg
V, ill. H egy sajatértékét. Legyen ez A,; a megfelel6 U.,=(1/,,, ..., t/nl) sajatvektor
csupan egy allandé tényezd erejéig van meghatarozva. Ezt az allandé faktort oly
maddon valasztjuk, hogy

(U., U.)=I

teljestiljon. Ez mindig elérhetd, mivel (U.,, U.,) sohasem tiinhet el. Szerkessziink
most egy U unitér matrixot, melynek els6 oszlopa U ./ Ezzel az unitér matrixszal4

4 Lasd a segédtételt a bizonyitas végén.
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V-t vagy H-t U“'VU-ba, ill. U 'HU-ba transzformaljuk. Az U 'VU matrix elsé
oszlopa példaul

xpe(ir vu)d=(uWVu),,=2 Ur2 Y#n=2 n* mn=um{

mivel itt U.! a V maétrixnak sajatvektora. Lathatd, hogy A az elsé oszlop els6 sora-
ban all, és az elsd oszlop 6sszes tobbi eleme zérus.

Nyilvanvald, hogy ez nemcsak U 'VU-ra, hanem U~'HU-ra is igaz. Minthogy
U 'HI hermitikus, az els§ sorban allé elemek is eltlinnek, a legelsét Kivéve;

U- 'HU eszerint a kdvetkez§ alaku:

A 0 ... O\
0
(3.E.1)

0

De U”'VU-nak is pontosan ilyen alaktnak kell lennie! Minthogy X unitér
maétrix, az elsé oszlopat képezd X., vektor egységvektor; ebbél kovetkezik, hogy

[X,,P+ |X21|4 ...+ [Xnlp= |A,p=1. (3.E.2)
Ugyanez elmondhatd X els6 sorardl, Xb-rél is. A komponensek négyzetdsszege
X2+ X2+ ...+ X, p=|Ap+ [XIP+ [XIp+ ... + [X,,P=1,

ebbdl kovetkezik, hogy az X12 X13 ..., XIn komponensek mindegyike eltlnik.

igy tehat minden unitér vagy hermitikus matrix alkalmas unitér matrixszal
(3.E.1) alakavé transzformalhat6. A (3.E.1) matrix még nem &tlds matrix, nem is
lehet, minthogy még csak egy sajatérték létezését hasznaltuk ki. De maér jobban
hasonlit egy atl6s méatrixhoz, mint az eredeti matrixok (V vagy H). A (3.E.1) mat-
rix természetes mddon felirhaté mint szupermatrix:

(» vl mey (0o H,) (3E3)

ahol a V, vagy H, matrixnak csak n—1 sora és oszlopa van. Transzformaljuk
most (3.E.3)-at egy Ujabb,

alaki unitér matrix segitségével, ahol Ur nek csak n—1 sora és oszlopa van.
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E transzformacié eredményeképpen (3.E.1) a

(0 uv.uj (0 ulHuJ 0=

alakot olti. A fent kovetett eljaras Gjbél alkalmazhatd: U,-et oly modon vélaszt-
hatjuk, hogy UjVjU,, valamint U'H1U 1a

(0 vJ- fri)

alakot oltse, ahol V2-nek, ill. H2nek csak n—2 sora és oszlopa van. A transzfor-
malt matrix ekkor a kovetkezd' alaki:

(o*v") hal na'=(» £)e

Nyilvanvald, hogyha ezt az eljarast megismételjik, V vagy H végul teljesen
atlos alakot olt. A tételt ezzel bebizonyitottuk.

Ez a tétel nem érvényes szimmetrikus vagy komplex ortogonalis matrixokra,
mint azt a 30. oldalon k6z6lt masodik példa mutatja (a masodik matrix szimmet-
rikus és komplex ortogonalis). Ervényes azonban a valds szimmetrikus vagy valds
ortogonalis matrixokra, amelyek specialis esetei a hermitikus, ill. unitér matrixok-

nak.
Segédtétel. Ha (u.lbu.9= 1, akkor (sok kilénb6z8 mdodon) szerkeszthet6 olyan

unitér matrix, amelynek elsé oszlopa u.j=(un, u2, ..., unl).

Szerkessziink el6szor altaldban olyan matrixot, melynek elsé oszlopa u.,, és
amelynek determinansa zérustdl kilénb6z6. Legyen e matrix mésodik oszlopa
y.2=(y2 v2, ..., vi®), harmadik oszlopa v.3sth.:

Mi Vi2 vb eee Vi
U2l V22 V23 eee VN

U3l v32 v33 v3n
Ui v,2 vi8 ... ym
Azu.,Vv.2V.j,... vektorok linearisan fliggetlenek, minthogy a determinans

nem zérus. Azt kivanjuk, hogy ezenkivil ortogonalisak is legyenek; ezért a Schmidt-
féle eljaras felhasznalasaval ,,ortogonalizaljuk” Oket. irjuk elészor v.2 helyére

u.2=0nu-i+v-2t; ez a determinans értékét valtozatlanul hagyja. Ezek utan hata-
rozzuk meg a2l-et az

(u., u.2=0=a2(u.3 u.,)+(u.i, v.j)=e,,+(u.,, vl
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feltételbdl. irjuk ezutan u.3=a3l., + a3u.2+ v.3at v.3helyére és hatdrozzuk meg
CS 732"t &
0=(U.1 u.3=fI3(u.,, u.i)+ (u.i, V.3,
0=(u.2 U3=03u.2 u.d+(u.2v.3
feltételekbdl. Ily médon eljarva, irjuk végil v.nhelyére u.,,-et: u.,,=dénlu.j+{,,2u.2+

+... +flnn_iu.n_,+v.n és hatdrozzuk meg az anl, a2 a3, ..., a,,,,_3egyiitthato-
kat oly médon, hogy a

0=(u.bn.Nn=0s1n.,, u.,)+(u.j, vJ,
0=(u.2 u.,,)=G2u.2 u.2+(u.2 v.,),

0=(u.nj, u.n=a,n Au., Lun ))+U., , V.,)

feltételek teljestljenek.

igy az 1) szdmu a egyutthat6 segitségével a v vektorokat helyettesitettiik
az u vektorokkal. Az u-k ortogonalisak és — a v-k lineéris fuggetlensége folytan —
nem zérusvektorok. Tegyiik fel példaul, hogy u.,,=0. Ekkor

anlU I+ (n2U-2+ mee+ an,n-1n- n - 1 + 0
volna, és mivel az u.j, u.2 ..., u.,, vektorok linearis kombinéacio6i az u.,, v.2 ...,
V.,,_j vektoroknak, v.n felirhaté lenne, mint eme n—1 vektor linearis kombinéa-
ciéja, ami azonban a v-k lineéris fiiggetlenségének ellentmond.

Végezetil norméljuk az u.2 u.3 ..., u.,, vektorokat; ily médon olyan unitér
matrixot kapunk, melynek elsd oszlopa u.,.

A ’Schmidt-féle ortogonalizalasi eljaras,, megmutatja, hogy miként szerkeszt-
hetiink linearisan fliggetlen vektorok tetszéleges rendszerébdl olyan normalt orto-
gonalis rendszert, amelyben a /c-adik egységvektor az eredeti vektorok kdzil az
elsé Kk szdmunak a linearis kombinéacidja. Ha n n-dimenziés vektorbdl indulunk ki,
melyek teljes rendszert alkotnak, teljes ortogonalis rendszert kapunk.

Ha egy V unitér vagy egy H hermitikus matrixot hozunk ily médon atlés alak-
ra, a kapott A, ill. Ahmatrix szintén unitér, ill. hermitikus lesz:

N Nn*=1, vagy Ah=Al (3.19)
Valamely unitér matrix minden sajatértékének 1 az abszolutértéke;5 hermitikus
métrix esetében a sajatértékek valdsak. Ez kdzvetlendl kovetkezik (3.19)-bél;
eszerint az unitér matrix A, sajatértékeire fennall: AA = 1, a hermitikus matrixéira
pedigij=~.A V ,H matrixok sajatvektorairdl, melyek az U unitér matrix oszlo-
pai, feltehetjiik, hogy ortogonalisak.

5 Amint azt mar a (3.E.2) egyenlet mutatja.
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VALOS ORTOGONALIS ES SZIMMETRIKUS MATRIXOK

Végul megvizsgaljuk, milyen kdvetkezményeket von maga utan a kdvetelmény,
hogy V (vagy H) komplex ortogonalis (ill. szimmetrikus), és ugyanakkor unitér
(ill. hermitikus) legyen. Ebben az esetben mind a V, mind a H maétrix valds.

Az UtVU= T, egyenlet komplex konjugaltja LI*tV*U*=(U*)tVU*= N*,
Minthogy a sajatértékek (a szekularis egyenlet gyokei) fliggetlenek attél, hogy a
matrixot miképpen (U vagy U* segitségével) hoztuk atlds alakra, a At atlds matrix
a A* alakban is felirhaté. A A, A, ..., A, és A* AJ, tehat ugyanazok a
szamok. Ez azt jelenti, hogy egy val6s ortogonalis V matrix komplex sajatértékei
konjugéltparokban Iépnekfel. Minthogy azonfelill VV'= 1, valamennyiik abszolit-
értéke 1; a valos sajatértékek eszerint: -1-1 vagy —1. Péaratlan dimenzidés matrix
esetében legalabb egy sajatérték sziikségképpen valés.

Ha Va Asajatértékhez tartoz6 sajatvektor, akkor v* is sajatvektor, mely a
komplex konjugdlt A* sajatértékhez tartozik. Abbdl a célbol, hogy ezt belassuk,
képezziik Vv=Av komplex konjugaltjat: V*v* = Ax*—\V/v*, Azonfelil ha A*
kilonbozik A-tol, (v*, v)=0=((v, v)); ha tehat a sajatérték nem val6s (nem + 1)
a megfeleld sajatvektor dnmagaval képezett kdzonséges skalarszorzata eltiinik.
A valos sajatvektorok (melyeknek kdzonséges skalarszorzata nem tlnik el) viszont
a +1 sajatértékeknek felelnek meg. Legyen v a A sajatértékhez, v* a A*-hoz, z
pedig a A-hoz tartozd sajatvektor. Ha A~ A, fennall:

0=(v*, 2)=((v, 2)).

Egy valds ortogonélis matrix két sajatvektoranak kézonséges skalarszorzata zé-
rus, ha a megfeleld sajatértékek nem komplex konjugaltak; ha a sajatértékek komp-
lex konjugéaltak, a megfeleld sajatvektorok maguk is komplex konjugéltak.

Ha a V matrix ortogondlis, a determinénsa + 1. Ez a VV'= 1 0sszefiiggés segit-
ségével lathato be; ebbdl kdvetkezik, hogy V determindnsat megszorozva V' de-
terminansaval, 1-et kell kapnunk. A V matrix determindnsa azonban egyenld V'-
ével, ugyhogy mindkettének +1-gyel vagy —1-gyel kell egyenlének lennie.

Ha H valds, a (3.5) egyenletrendszer is val6s, mivel a  sajatértékek szintén
valésak. Valds hermitikus matrix sajatvektorairél feltehet, hogy valésak. (Mint-
hogy a sajatvektorok csak egy allando6 tényezd erejéig vannak meghatarozva, tet-
sz6leges komplex tényezével is megszorozhatok.) Eszerint az U 'HU= Ah 6ssze-
fliggésben fellépd U matrixrdél is feltehetjik, hogy valés.
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4. A KVANTUMMECHANIKA ELEMEI

L Az 1925-6t megel6z8 években az akkor Uj ,kvantummechanika” f6 célja a
stacionarius allapotok energidinak meghatarozasa, vagyis az energiaszintek ki-
szdmitasa volt. A régebbi Epstein—Schwarzschild-LLE. ,,szeparaciés elmélet” csak
igen specialis rendszerek esetében adott el8irast az energiaszintek (termek) meg-
hatarozasara. Ezek azok a rendszerek, amelyeknek klasszikus mechanikai mozgésa
periodikus vagy legalabbis kvaziperiodikus.

W. Heisenberg, a Bohr-ié\e korrespondencia-elv preciz megfogalmazésara
rekedve, kdrvonalazott egy elgondolast, mely végil e fogyatkozas orvoslasahoz
vezetett. A megoldast egymastol fliggetleniil egyrészrél B. Born és P. Jordan, més-
részr6l P. A. M. Dirac adta meg. Ennek lényege az a kdvetelmény, hogy a szami-
tasokban csak azok a mozgasok szerepeljenek, amelyeket azutdn kvantummecha-
nikailag megengedett mozgasoknak tekintiink. Ennek az elgondolasnak a keresz-
tilvitele az emlitett szerzéket végtelen sok sorbdl és oszlopbdl allé6 métrixok be-
vezetésére késztette. Ezek reprezentaljak formalisan a hely- és impulzuskoordinata-
kat. Ama formalis szamitasokra, amelyeket e ,,g-szamokkal” végziink, az asszocia-
tiv tdrvény érvényes, a kommutativ térvény azonban nem.

igy pl. a linearis oszcillatorlenergidjara vonatkozo egyenletet oly médon kap-
juk meg, hogy az energia klasszikus kifejezésének Hamilton-féle alakjaba a q ésp
hely-, ill. impulzuskoordinaték helyére formalisan behelyettesitjik a g és p matrixo-
kat:

” 1 2 K 2
H=S ,P+24"' 41>

Megkoveteljiik, hogy H atlés matrix legyen. Ekkor a Hmatlos elemek adjak meg
a rendszer lehetséges energiaértékeit, a staciondrius szinteket. A ¢ matrix

elemeinek abszolutérték-négyzete pedig aranyos a Hm energidju allapotbol a Hkk
energiaju allapotba vezet6 spontan atmenet val6sziniiségével. Ily modon tehat az

*“— ——frekvenciaju vonal intenzitasat kapjuk. Mindez éppen ama megfon-

11tt m a rezg6 részecske tomege, K az erékonstans; g és p a hely-, ill. impulzuskoordinata.

39



tolasokbdl kovetkezik, amelyek p-nek és g-nak matrixokkal val6 helyettesitését
sugalljak.

A probléma teljes meghatarozasahoz be kell még vezetniink a p-re és g-ra vo-
natkozo ,,felcserélési dsszefiliggést”. A feltevés szerint

pg-qp=-yl, (4.2)

ahol Aa 2jz-vel osztott Planck-allando.

Az e mennyiségekkel végzett szamitasok, bar gyakran meglehet6sen faradsa-
gosak, igen gyorsan szép és fontos, nagy hordereji eredményekre vezettek. igy az
impulzusmomentumra vonatkozd ,,kivalasztasi szabalyokat” és bizonyos ,,0sszeg-
szabalyokat”, amelyek valamely szinképvonal .Zeeman-komponenseinek relativ
intenzitdsait hatarozzak meg, a kisérlettel egyezésben lehetett kiszamitani. Eme
eredmények leszarmaztatasara a szeparacios elmélet elégtelen volt.

E. Schrodinger — a Heisenberg-féle néz6éponttdl fliggetlen Uton — a fentebb
emlitettekkel matematikailag ekvivalens eredményeket kapott. Mddszere mélyre-
haté hasonldsagot mutat L. DeBroglie elgondolasaival. A kovetkez§ targyalas
folyaman a Schrodinger-féle megkozelitést vesszik alapul.

Tekintslink egy sokdimenzids teret; a dimenzidk szama legyen egyenld az adott
rendszer jellemzéséhez szilkséges helykoordinatdk szamaval. A rendszert alkoto
részecskék helyzetének minden egyes konfiguracioja (elrendezése) egy-egy pontnak
felel meg ebben a sokdimenzi6s ,,konfigurécids térben”. Ez a pont, amint az id§
mulik, mozgast végez: egy gorbét ir le, amely klasszikusan maradéktalanul jellemzi
a rendszer mozgasat. E pont — a konfiguracids térbeli rendszerpont — klasszikus
mozgasa, valamint az ugyancsak a konfiguracios térben tovaterjedé hullamcsomag
mozgasa kozott alapvet6 megfelelés all fenn,2hacsak feltételezziik, hogy a
torésmutatd kifejezése e hullamokra vonatkozéan [2m(E—V)]i2E', itt E a
rendszer teljes energidja, V pedig a potencidlis energia, mely a konfiguracid
fuggvénye.

A megfelelés a kdvetkez6kben all: minél kisebb a hullamcsomag felépitésében
résztvevd hulldmhosszaknak és a konfiguracids térbeli palyagorbe gorbileti suga-
ranak a viszonya, annal pontosabban kdveti a hullamcsomag az emlitett palyat.
Ha viszont a hullamcsomag oly nagy hullamhosszakat is tartalmaz, melyek elérik
a konfiguracios térbeli palya klasszikus gorbileti sugarat, akkor a kétféle mozgas
kozott Iényeges a kiilonbség a hullamok interferenciaja folytan.

Schradinger felteszi, hogy a konfiguracios pont mozgasa nem a klasszikus el-
mélet alapjan szamitott mozgasnak, hanem a hullamok mozgasanak felel meg.

2 A targyalds itt szorosabban koveti Schrodinger gondolatait, mint ahogy az jelenleg szo-
kasos (az 1959. évi angol kiadas fordit6janak megjegyzése).
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Ha a hullamok skalaris amplitadéjat ip-vc\ jeldljik, a hullamegyenlet a kovet-
kez6képpen fest:
E—Vvdip_ 1 didp 1 p2p 1 d3)
E2 8t2 2m, dx2 2m2dx2 '’ 2m, dx2’

ahol x{ x2 ...,xf az adott rendszert alkoto részecskék helykoordinatai, m,, m2,
megfelel témegek, V(x{ x2 ...,xf) pedig a potencialis energia mint a
részecskék x,, x2, ..., xf koordinatainak fliggvénye.

A rendszer teljes energigja (4.3) alatt expliciten fellép. Masrészrél a hullamok
frekvencidja vagy periddusa mindeddig meghatarozatlan maradt. Schrédinger
felteszi, hogy az E teljes energiaju rendszer mozgasahoz rendelt hullam frekvenci-
ajat kca=E hatarozza meg. A (4.3) egyenletbe ennélfogva a

y)=ipEexp [-i-" i (4-4)
kifejezést helyettesiti be, ahol ipE fliggetlen t-t6i. Ily mddon kapja az

1 (v . 1 @y, 1 Pys,
K2 YE 21, Ax2 272 gx2 't 2mf pgx2

sajatérték-egyenletet, ahol E a részecskék x,, x2 ...,xf helykoordinatainak a
fuggvénye. Sziikséges megkdvetelniink, hogy yE négyzetesen integralhatd legyen,
vagyis a teljes konfiguracids térre kiterjesztett

7 WE(Xx x2 ..., Xf)Rdx, dx2 ... dx/

integral véges legyen. Specidhsan a végtelenben a ip fliggvénynek el kell tinnie.
Azokat az E értékeket, amelyek mellett ilyen yE fliggvény taldlhato, a (4.5) egyen-
let ,,sajatértékei”-nek nevezziik; ezek adjak meg a rendszer lehetséges energiaérté-
keit. A (4.5) egyenlet megfelel6 — négyzetesen integralhaté — megoldasanak neve:
az E sajatértékhez tartozo sajatfliggvény.
A (4.5) egyenlet felirhato a
Hy E=Ey>E (4.5a)

alakban is, ahol H linearis operator (a Hamilton-operator vagy energiaoperator):

H~-fc2l—L — — — 1 d2)
(2m, dx2® 2m2 dx2™~’"" 2mf dxjy

+V(x,x2...,xf); (4.5b)
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az utolso tag a.V(xx x2, ..., x f)fliggvénnyel valé szorzastjelent. Ez az jg, x2 ..., xf
véltozdk valamely fuggvényét egy masik fiiggvénybe transzformalja. A (4.4) alatt
feb'rt qfliggvényre teljesil az

, . Ow
in-jj=Hxp (4.6)

egyenlet. Ebben a rendszer teljes energiaja nem Iép fel expliciten, igy az altalanosan

- sz

fligg 6 Schrodinger-egyenlet.

A (4.5) [vagy (4.5a), (4.5b)] és (4.6) egyenletek a kvantummechanika alapegyen-
letei. Koziilik az utébbi hatarozza meg a konfiguracids hullam valtozéasat az id6-
ben. (Ennek — mint latni fogjuk — messzemend' fizikai realitast kell tulajdonita-
nunk.) (4.5) [vagy (4.5a), (4.5b)] az co=Elh frekvenciat, ill. az E energiat hatarozza
meg, és kifejezi a yi hullamfiiggvény periodikus id6fliggését. Valoban, a (4.5a)
egyenletet a (4.6) egyenletb6l megkaphatjuk

y=y>Eexp

feltételezésével.

2. Most osszefoglaljuk (4.5b) sajatértékeinek és sajatfiiggvényeinek legfonto-
sabb tulajdonsagait. Ebb6l a célbol definialjuk elészor két fliggvény, qés g skalaris
szorzatat a kdvetkez6képpen:

<. x F)*g{xx...x faxx...ax/=6cp*g. 4.7

Erre a skalarszorzatra a 3. fejezet 0sszes egyszer( szamitasi szabalya érvényes. igy
ha a, és a24llandé szdmok, fennall

(@ algi+ alg=ai((P, gi)+a< g2,

(<P.9)=(g, P*

{op, ) valds és pozitiv, és csak akkor tlinik el, ha g>=0. Ha fp, <p)=1, azt mondjuk,
hogy gnormaélt. Ha a

és

> <P):\] -\] -XfJ2dxx. . .dxf=c2

integral véges, a @figgvény normalasa mindig lehetséges; egy allandoval kell szo-
roznunk (a fent latott esetben ez az allandé 1/c, minthogy  ~)= 1). Kétfliggvény

ortogonalis, ha skalaris szorzatuk zérus.
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A (4.7) egyenlettel megadott skalarszorzat kifejezésében az xv x2, mm., valtozok <p(xv ..

Xf), g(x,, .. ., xf) fuggvényeit vektoroknak tekinthetjiilk, melyeknek komponenseit/ szamu foly-
tonos index jellemzi. A <p(xv ..., xf) fliggvényvektor /-szeresen végtelen dimenziés térben van
értelmezve. Minden egyes xit ..., xf értékrendszer, azaz minden egyes konfiguracio egy-egy

dimenzidnak felel meg. A pés g fiiggvények skalaris szorzata vektor-nyelven
(<p.@)= 2 P xF)FEC*, L xTF);
X\ mmmxf

ezt helyettesitettiik a (4.7) integrallal.
A fliggvények linearis fliggése vagy fiiggetlensége ugyancsak 6sszhangban van a vektorok tar-
gyalasa folyaman bevezetett megfelel§ fogalmakkal. Az

ai<Pi+a2q2+ .. ,+akgk=0

linearis osszefiiggés akkor all fenn a <j, @, ..., k fuggvények kozétt, ha ez az egyenlet igaz
minden vektorkomponensre, vagyis minden xit ...,Xf értékrendszerre, adott at,a2, ...,ak
allandok mellett. A H operatort linearisnak mondjuk, ha

H(a<p+bg) =aH<p+bHg (4.8)

igaz minden <pésg fiiggvényre. Altalaban csak lineéris operéatorokkal fogunk foglalkozni. A fiigg-
vényvektorokra haté linearis operator felel meg a kdzonséges vektorra hatd matrixnak. Mind az
egyik, mind a masik vektorra alkalmazva azt mas vektorba transzformalja. A linearitas feltétele
— a (4.8) egyenlet — minden matrixra teljesil. Lattuk, hogy véges dimenzios vektorokra alkal-
mazhatd minden operator matrixszal ekvivalens.3 A végtelen dimenziés operatoroknak is van
matrixalakjuk, az azonban sokszor erésen szingularis.

Egy példa: az ,,Xj-gyel valé szorzas” operacidjanak megfelelé gt matrix elemei

Ai)**2." ¥ x'ix2"'xi~ X ib x 2-- oxfx'f (4.E.1)
Ez a matrix a y>vektort a giy>vektorba transzformalja; ennek komponensei
qitlidXz ... xf)= £ ( q , Yorim om*/)=
X'i-x"'f

= 2 -VA,JAwV.A x'Mx{.. .Xf)=xt v>(*,.. .xf)

X | mmx'f

E vektor éppen az xxp fliggvény, amelybe ym az ,,Xj-gyel val6 szorzas” operacidja transzformalja.
Azt a matrixot, amely az ,,X, szerint valé differencialas” operatoranak felel meg, (i/ft)p,-gyel
jeldljuk, minthogy (h/i)d/dxlfelel meg P|-nek:

irPig =limTA+id.frri-U'A A -V /- (4E2)
\n xi -xyx\ -x't A-0 a

Ez a y> vektort a

2 lim "AIXIVIA 2. K=

't x'f A»0 a
=lim yr, +7Néa,r2, oo O, x2........
vektorba transzformalja; ez éppen yi-nek xt szerint képezett derivaltja.
3 Lasd 1 fejezet, 11. o.
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A H matrixot hermitikusnak mondjuk, ha H=Ht, azaz ha
(v,Hw)=(H"v,w)=(Hv,w)

fennall tetsz6leges v, w vektorok mellett. Mas széval, a H matrix hermitikus, ha a skalarszorzat-
ban az egyik tényez6rél atharithaté a masikra. Az operatorok hermitikus jellegének ez a kdvetel-
mény a definicidja.

A H operator hermitikus, ha

(f, Hg)=(H<p,9) (4.9)
fennall barmely két ¢ g fliggvény mellett, amelyek eleget tesznek bizonyos felté-
teleknek (pl. négyzetesen integralhatéknak kell lennilik, ami maga utan vonja a
fuggvény eltlinését a végtelenben). Hermitikus operatorok 0sszege és valds szam-
szorosa is linearis és hermitikus. Ugyanez all a hermitikus operatorok hatvanyai-

ra, reciprokara is.
A Hamilton-opeiator, amelyet (4.5b) alatt irtunk fel, hermitikus. Abbol a cél-

bol, hogy ezt megmutassuk, el6szor is jegyezzik meg, hogy a V(xt,x2 ..., xf)
valds fliggvénnyel valo szorzas hermitikus operator:

{<PVG)=J eeed <p(xi-..xF)*V(xt...x)g(x1...x)dxl...dx =

r (4-9a)
=/ ... (VL. x)<p(xLl..xf)*g(xl...x/)dx1l..dx/=

=(V(p,9).

A (h/i)d/dxk operator szintén hermitikus. Parcidlis integralassal kapjuk:

(*,T3y:/'d*x'-l ®xn

=) mm - see*[>] gfax..x)uxl..Axj=
(Ad )
=[t wk**y- (4n0)

ip ugyanis xk=+ = mellett eltlinik, azonkivul /*=—/. Ennélfogva négyzete, a
—h22dx| operator, szintén hermitikus, amint az két parcidlis integralassal koz-
vetleniil megmutathat6. igy H minden tagja hermitikus, tehat maga H is hermiti-
kus.
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Jol ismeretes, hogy a y-Te vonatkoz6
Hy—Ey
egyenletnek el nem ting, négyzetesen integralhaté megoldasa csak bizonyos E ér-
tékek mellett van. Azoknak az E értékeknek a neve, amelyek mellett ilyen megoldas
létezik: sajatértékek; Osszességlik H spektruma.

Hermitikus operator sajatértékei valamennyien val6sak. Szorozzuk meg a
UyE—E yEegyenletet skalarisan y K-ve\:

(YE HyB=(YE,EYB)=E(YE yE). (4.11)
A (4.11) egyenletben a kovetkez6 atalakitasjjvégezhetd: (YE, Hy>E)=(HYyE£,yE)—
= (yE, W ’EY*. Eszerint, mivel (yE, yE) val6s, E sziikségképpen ugyancsak valos.

Valamely hermitikus operatornak egyarant lehet diszkrét ésfolytonos spektru-
ma. A diszkrét spektrum sajatértékei diszkrét szamok (a szamuk lehet véges vagy
megszamlalhatoan végtelen); a megfelel6 sajatfiggvények normalhaték (esetiink-
ben ez azt jelenti, hogy a (YE, yE) négyzetes integral véges), és a kovetkez6kben
feltessziik, hogy mar normaltak. A sajatfliggvényeket egymastol indexekkel kiilén-
boztetjik meg:yE, yF, — Rendszerint a diszkrét sajatértékek képezik a spektrum
érdekes részét. Ahol eddig egyszer(en ,,sajatértékekre” tortént hivatkozas, e diszk-
rét sajatértékeket kell érteni.

A sajatérték-egyenlet ama y(x{ x2 ..., xy E) megoldasainak, amelyek folyto-
nos spektrum sajatértékeinek felelnek meg, a négyzetes integralja nem véges. Azt
gondolhatnank ezért, hogy e megoldasok egyaltalan nem tartoznak hozza a spekt-
rumhoz. A y(x{ x2 ..., xy, E) fliggvényekbdl megszerkeszthet§ azonban az

A
j y(xbx2 ..., xy, E)dE=y(xu x2 xy E,E+ [)) (4.E.3)

E

Un. ,sajatdifferencidl”, mely maér négyzetesen integralhatd és igy normalhato.
Nem ez volna a helyzet, ha E tényleg nem tartozna hozza a spektrumhoz. A (4.E.3)
sajatdifferencial az E és E+ [ kdzé es6 intervallumhoz tartozik. Ez mutatja, hogy
a folytonos Spektrum nem pontokbdl, hanem folytonos tartomanyokbdl all. A sa-
jatérték-egyenlet y(xb x2 xy E) megoldésait nevezik a folytonos spektrum
sajatfliggvényeinek, jollehet nem normalhatok. Az E sajatértékekt6l azok foly-
tonosan fliggnek; a kilénb6zd kontinuum-sajatfiiggvények megkiilonboztetésére
E-t nem mint indexet, hanem inkdbb mint valtozét vezetjik be. Ha a folytonos
spektrumot meghatarozott [ hosszlsagu kicsiny tartomanyokra osztjuk fel, ezek
mindegyikéhez definialhato egy-egy sajatdifferencial, amelyek — miutan normai-
tok 6ket — a diszkrét spektrum sajatfiiggvényeihez annal inkabb hasonlé tulajdon-
saglakka valnak, minél kisebbnek valasztjuk [-t.

45



A diszkrét spektrum kiilonb6z6 sajatértékeihez tartozo sajatfiiggvények ortogo-
nalisak egymasra. Ennek igazolasa céljabol megjegyezziik, hogy H\pE=EipE fenn-
allasabol kovetkezik

(yiF, HipE) = (yFEy)E)  és  (Hi/v,f E=E(fF,fE).
Hasonléképpen Hyf = FipF, valamint a sajatértékek valés volta maga utan vonja

(Ne /v, We)= (FVF>Ve)= P*bPe,\e)= F(ipf, rpE)
fenndllasat. Kivonva egymashdl a két egyenletet latjuk, hogy £V F mellett (ipE, y=F)-
nek zérusnak kell lennie. Hasonl6képpen, a diszkrét sajatfiiggvények ortogonalisak
valamennyi sajatdifferencialra, és a sajatdifferencialok is ortogonalisak egymaésra,
amennyiben a megfelel§ tartomanyok nem fedik at egymast.

Megtorténhet, hogy egy — mondjuk a diszkrét spektrumban fekvé — sajatér-
tékhez tobb linedrisan fliggetlen sajatfliggvény tartozik. Ha ez a helyzet, azt mond-
juk, hogy a sajatérték ,elfajult”. Az elfajult sajatfliggvények minden lehetséges
linearis kombinaciéja ugyancsak sajatfliggvény, ugyanazon sajatérték mellett.
A sajatfliggvények lineéaris seregébdl ki lehet valasztani egy linearisan fliggetlen so-
rozatot; ekkor a szoban forgd sajatértékhez tartozo Osszes sajatfiiggvényt kifejez-
hetjiik eme linearisan fliggetlen sorozat linearis kombindacidja alakjaban. E rend-
szer ortogonalizalhato, pl. a Schmidt-féle eljarassal. Természetes, hogy a kivalasz-
tas sziikségképpen dnkényes. Vilagos, hogy a Schmidt-féle eljaras sok kiilénboz6
ortogonalis sorozatot adhat attol fiigg6en, hogy milyen sorrendben vessziik a sa-
jatfiiggvényeket. Ezzel azonban most nem kell térédniink.

A kovetkez6kben mindenkor fel fogjuk tenni, hogy az elfajult sajatfliggvények
kozul valamiképpen kivélasztottunk egy ortogonalis sorozatot. A sajatfiiggveények
és sajatdifferencialok Osszessége ekkor ortogonélis rendszert képez. Ha mpés \p' e
rendszer két tetsz6leges fliggvénye, gy

(V,\v)=0 (4.12)
(y, \p)=1. (4.12a)
Ez az ortogonalis rendszer teljes is, hacsak a folytonos spektrum felosztasa elég

finom (azaz ha [ elég kicsiny). Mas szavakkal, minden rp(xi.. .xf)fliggvény, melyre
(op, @ konvergens, sorba fejthetd:

és

D=2 8IPx+ 2 gE> A) V(E'E+AP (4-13)

ahol x az Osszes diszkrét sajatértéken, E pedig az alsd hatartol kezd6dden az
Osszes sajatdifferencidlon fut végig. Ez a sorfejtés tulajdonképpen csak végtelen

kicsiny A mellett érvényes; a masodik jszeg eszerint integrallal helyettesitendd:

<=2 ¢g"Px+V g(E)y>(E)dE; (4.13a)
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itt integrélni az egész folytonos spektrumtartomanyra kell. Ha a folytonos spekt-
rum egy sajatértékéhez tobb linearisan fliggetlen sajatfliggvény tartozik, ugy (4.13a)
alatt tobb integral, s6t — amennyiben a sajatfiggvények szdma végtelen — egy
vagy tobb kétszeres vagy tobbszords integral 1ép fel. Ha viszont a vizsgalt problé-
méanak nincs folytonos spektruma, (4.13) masodik tagja s az integral (4.13a) alatt
elmarad. Ha képezzik mx és (4.13) skaldaris szorzatat, a gx egyltthatora lathatéan
a kovetkez6 kifejezést kapjuk:

=f*e (4.14)
Hasonléképpen
(V(E, E+ A), <p)=g(E, A). (4.14a)

Formaélis szamitasokban a folytonos spektrumot sokszor mell6zik; a szamita-
sokat ugy végzik, mintha csak diszkrét spektrum léteznék. Vilagos, hogy miben all
a folytonos spektrum létezésének hatasa: az 0sszegekhez integralt tartalmazo tagok
jarulnak.

Az e fejezetben kdzolt targyalds — kiilondsen ami a folytonos spektrumot ille-
ti — nem szigoru. A tetsz6leges hermitikus operatorok sajatértékeinek szigoru el-
méleted kevéssel e kdnyv elsé (német) valtozatat megelézéen sziletett meg. Itt az
elmélet eredményeinek csupan egy részét foglaltuk dssze. A szigoru elmélet meg-
lehet6sen bonyolult. Az elméletet mindamellett csaknem mindig az itt megadott
alakban haszndljak.5

4 Neumann Janos Math. Ann. 102, 49 (1929).

5 A hermitikus (szabatosabban: ,6nadjungalt”) operatorok spektralis felbontasanak elmé-
letét M. H. Stone targyalja ,Linear Transformations in Hilbert Space” ciml m(vében (Am.
Math. Soc. publication, New York, 1932). Valamivel rovidebb targyalas talalhatd Riesz Frigyes
és Sz. Nagy Béla ,Functional Analysis” c. kdnyvében, F. Ungar Publ., New York, 1955.
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5. PERTURBACIOSZAMITAS

1. Gyakran megtorténik, hogy valamely adott probléma sajatértékei és sajatfligg-
vényei ismertek, és érdekl8désiink egy hasonlé probléma sajatértékeire és sajat-
fuggvényeire irdnyul, amelyek energiaoperatora az adott probléma energiaoperato-
ratél egy viszonylag kicsiny tagban kilonbézik. Ez a ,,perturbacio”. A perturbacio-
szamitas ilyen fajta problémak megoldasanak mdédszereivel foglalkozik. M. Born,
W. Heisenberg €5 P. Jordan a matrixelmélet felhasznalasaval dolgozott ki egy per-
turbaciészamitast. Mi azonban az alabbi targyaladsban a RayleighSchrédinger-
féle madszert kovetjik.

A szamitasokat Ugy végezziik, mintha a kezdeti rendszernek nem volna folyto-
nos spektruma és feltessziik, hogy a perturbalt rendszer spektruma szintén tiszta
pontspektrum. A folytonos spektrum okozta kisebb bonyodalmakat a végén tar-
gyaljuk. Az elméletet el6szor a legegyszer(ibb alakjaban fejtjik ki.

Legyen H hermitikus operator, melynek sajatértékei F, E2 ..., sajatfliggvé-
nyei pedig fi, f 2, m—

Hf k=EK k. (5.1)

Meg szeretnénk hatarozni a H+ AV operator F sajatértékeit és psajatfliggvényeit,
ahol V ugyancsak hermitikus, Apedig egy kicsiny valos szam:

(H+AV)9k=Fk2k. (5.2)

El6szor F-et és 1 a Aparaméter hatvanyai szerint haladé hatvanysorba fejtjik;
a tagokat masodrendig bezarolag irjuk ki:

Fk=EK+XE'K+XZEK. .., (5.3a)

<p=fk-+Xf'k+XZ k- --=V|<+AZI akiVi+AZ; bkm - . (530

Az (5.3a), (5.3b) kifejezésekben feltételezziik, hogy Fk és <k atmegy Ek-ba, ill.
fk-ba, ha A=0; fk-t és ip'ft ugyancsak sorba fejtettiik a f k figgvények szerint (amint
azt az el6z6 fejezetben megbeszéltik), akl, ill ba egyitthatdkkal.
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Az (5.3a) és (5.3b) kifejezéseket az (5.2) egyenletbe behelyettesitve kapjuk:

H %+a21afd\/i+"22_ bkppt +av % +a 2 akNd —
1

= (EmAE*AAEN)[%+A 2 akw&n2 2 Kivi o (".4)
| i ‘

Az (5.4) egyenlet két oldaldn a Aegyenld hatvanyaihoz tartoz6 egyitthatéknak
meg kell egyezniiik egymassal. A At nem tartalmazo tagok (5.1) folytan kiesnek.
A Aels6, ill. mésodik hatvanyat tartalmazo tagok egyutthatoit egyenl6vé téve kap-
juk:

2 akiElpl+\Vk=EkVk+Ek 2 akiwb (5-6a)
1 1

2 buEy)1+ 2 akiVfi=Ekfk+Ek 2 akWi+Ek 2 bkwi- (5.5b)
i i i

Az (5.5a) egyenletb6l meghatarozhaté Ek, valamint akl, ha M k. Képezve ik

vagy Y= és (5.5a) skalaris szorzatat, és felhasznalva az ortogonalitasi dsszefiiggést,
kapjuk:

akkEk+ (Vk VVk)=E'k+ “KkEK, i56)
akiEi+ (fi, VVk)=Ekaki (Mk). (5.7)

Ha itt bevezetjik a
K B= (y., VN)=(Vya iph)=(ipB, vVa)*= v Sr (59

rovid jelolést (a Fg3k neve: a V operator matrixelemei), ezek az dsszefiiggések igy
irhatok:

Ek=bPk,VVk)=VKk, (5.6a)

(511a)

Hasonldképpen, ha az (5.5b) egyenletet megszorozzuk y*-gal és az egész kon-
figuracios térre integralunk, a

bKKE K + 2I akl(Vk' V f1)= Ek + E lakk+ E kbkk (59

osszefliggést kapjuk. A bal oldalon az /-re vonatkozd 6sszeget két részre bontjuk,
kiillon irva az 1=k tagot. Ezutan behelyettesitjik E~-nek az (5.6a) és akt-nek az
(5.7a) egyenlettel megadott értékét. Ily modon kapjuk:

F._ Y (Wb YYK)(Yk- Y wviki2
k £ Ek-E, td Ek-E,
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Ezzel megkaptuk az Fk 0 sajatértéket a SR rendl tagokig:

Fk=Ek+XVkk+V (5.10)
A nk (j sajatfliggvényt *k k
<PV 2 [ Ik M fi+tokkVk

adja meg a Arend( tagokig bezardlag. Megjegyezziik, hogy az el6z6 egyenletekbdl
az akk egyutthatd mindig kiesett. Ez azzal all kapcsolatban, hogy nk normalasi
allanddjat nem rogzitettiik. Ha megkoveteljik, hogy (gk, k)= 1 legyen, akkor azt
is megkdvetelhetjiik, hogy akk=0;

ekkor a f2rend(i tagokig bezarolag normalt.

Megjegyzendd, hogyha az eredeti problémaban a igk, y> sajatfliggvények Ek és
E, sajatértékei torténetesen egybeesnek, az (5.10) és (5.11) dsszegekben végtelen
nagy tagok léphetnek fel. Nyomban latni fogjuk, hogy e tagok kiklszdbdlhet6k,
igy felléptiik nem jelent komoly nehézséget. Miutan ezt megtettiik, a képleteinkben
szerepl6 Osszegezés a legtdbb gyakorlati esetben elvégezhetd.

Mindeddig nem széltunk az egész eljards — kozelebbrdl az (5.3a) és (5.3b)

példaban mar a harmadik tag egymaga végtelen nagy! Azonfelil — amint az is-
meretes — megtorténhet, hogy egy diszkrét sajatérték, killéndsen ha azt a folyto-
nos spektrum mar a kezdeti problémaban atfedte, ,,szertefoszlik” a perturbacio ha-
tasara, azaz teljesen atmegy a folytonos spektrumba.

Mindamellett az (5.11) hulldmfiiggvénynek tovabbra is jol meghatarozott ér-
telme van: olyan allapotot ir le, amely kicsiny A mellett, ha nem is tokéletesen
stacionarius, legaldbbis kozelit6leg az; csupan igen hosszu id6 elteltével bomlik el.
Az (5.10) alatt felirt Fk sajatérték szolgaltatja az energia kozelit6 értékét, melyet fi-
sai osztva, eme allapot kozelité frekvenciajat kapjuk. Ha (5.10) és (5.11) segitsé-
gével képezzik az a=(H+AY —FKjok fliggvényt, azt talaljuk, hogy az S+ban ma-
sodrendd. Feltételezve tehat, hogy e rendszer cpft) hullamfiiggvénye a /=0 pilla-
natban megegyezik gk-val (>(0)=<pk), irhatjuk:

0= <kexp |-i -j+zCO- (5.12)
Ezt behelyettesitve az id6t6l fligg6 Schrodinger-egyenletbe:
I rrexp — T+ in-L (HeayMo=

=FkPkexp j-z'Mtj+aexp - i ij+ (H+AY)y,

50



az . .
ihA=aexp\-i*t + (H+AV)X (5.13)

a
egyenletet kapjuk. Ennek felhasznalasaval kiszamithatjuk a — (x, x) derivaltat:

yt(X'ri= -j exP -iT )(Ba)“ exp(+,'T i)(a,z) ’

Felhasznalva a |(% a)|2a(%, z) ma, a) Schwarz-féle egyenl6tlenséget, erre az id6-
derivaltra fels6 korlat adhat6:

YHiX ti- -] 0coz)((>0) *

vagy mivel a fliggetlen az id6t6l,

J-1(X,X) Ho,a)\ HIL10 - \ » a'ast+c. (5.14)
Feltettiik, hogy t=0 mellett /=0; ennélfogva a c alland¢ is zérus. Ekkor

t2
X,HMa,a)n.

Azaz: <) és gk exp i —i"~ ij kilonbsége mindaddig kicsiny, amig a t idd kicsiny

htf(a, a)-hoz viszonyitva. Minthogy (a, a) aranyos Adnel, a gk fliggvény viszonylag
hosszl id6n keresztiil agy viselkedik, mint egy igazi sajatfiiggvény, feltéve, hogy
AKkicsiny.

2. Amint mar emlitettiik, a fenti targyalast modositanunk kell ha az eredeti
problémaban elfajulas lép fel, azaz ha tobb linearisan fliggetlen sajatfliggvény tar-
tozik ugyanazon sajatértékhez. Az (5.10) és (5.11) képletekben valamennyi sajat-
fliggvényre Osszegezni kell, beleértve mindazon sajatfliggvényeket is, amelyek El
sajatértéke megegyezik Ek-\al. Ez az dsszeg ennélfogva csak akkor képezhet6, ha
(ip., \ipK) eltlinik mindazon ytsajatfiggvények mellett, melyek E, sajatértéke egyen-
16 Ek-val.

Tartozzanak a fkl, fk2 mmmfks sajatfiggvények ugyanazon Ek sajatértékhez.
Amint azt mar mondottuk, feltessziik, hogy ezek ortogonalisakl’egymasra. Van
bizonyos 6nkény abban, hogy a kezdeti sajatfliggvényeket miképpen véalasztjukiki
kozelitd eljarasunk céljara; W f Ikshelyett ugyanis vélaszthaté pl. a

Wkl= XnVkl+a-nVk2+ B+ “|sVks

VA= V2IVK + *22VKko+ mem+ « 23k G 15

W= IVE+ a SN+ e oo+ “A



sorozat is. Nincs tehat semmilyen ok arra, hogy feltegyiik: gk els6 kozelitése egy-
szer(ien a ik sajatfliggvény. Ha (apil,) unitér matrix, a ipvfliggvények ugyancsak
ortogonalisak egymasra {s — természetesen — ortogonalisak az Ek sajatértékekhez
tartozo tébbi sajatfliggvényre is):

%¥,):LIJ2 aqlwz a,,,,«PKJT =

J (5.16)
_»?V am@uI(Ym>WK/j »%/ B'="Nixd

Eszerint a ykvfliggvények épp oly alkalmasak arra, hogy a kozelité eljaras alapjaul
szolgaljanak, mint az eredeti xkv sajatfliggvények.

igy felvet6dik a kérdés: Zérussa tehet6-e valamennyi (gkv, Vipkj) matrixelem
(ahol Ve*p) az a matrix alkalmas valasztasaval ? Ezt valéban el tudjuk érni. Vizs-
galjuk a
S

2 VVV) (5.17)

ka,Vy'k,)=v\fX -\

kifejezést. Ha a (pkv., Vykilj=V kv..k8. = wyli, mennyiségekbdl megalkotott hermiti-
kus matrixot v-vel jeldljik, akkor az a matrixot Ggy kell meghataroznunk, hogy
a*va' atlos matrix legyen. Ha a-t igy valasztjuk, akkor (5.17) alatt (4kv, \y kj) el-
tlinik, kivéve ha v=/z; a perturbacioszamitasban kiindulasképpen a xkvfliggvények
sorozatat hasznalva (az a %kv. sorozattal minden tekintetben ekvivalens) biztosithato,
hogy az (5.10), (5.11) képletekben egy zérus nevezdji tag se Iépjenfel.

Az egész probléma tehat a kdvetkez6ben all: a-t Ggy kell valasztanunk, hogy
a a v-t atlés alakava transzformalja. Minthogy a unitér, a* is az, tehata*=a'_1.
Az a”, métrixelemeket eszerint a

2v°W =a,X (5.18)

egyenletek hatdrozzak meg; itt  a v matrix sajatértékeinek a jele.

A sajatértékeket ismét a A2rend( tagokig, a sajatfliggvényeket pedig a Arendd
tagokig fogjuk kiszamitani. Az el6z8 bekezdésben mondottak alapjan feltessziik,
hogy az E sajatérték X2, ..., ks sajatfliggvényei (E az a sajatérték, amelynek
eltolodasat ki szeretnénk szamitani) a kovetkez6 tulajdonsaguak:

(Vb* ywO =Vkvk = VR/KF n=wow (5.19)

Maés szoval, kezdettdl fogva a X' fliggvényeket hasznaljuk. A tébbi sajatfliggvényt
nem szilkséges kettds indexszel ellatnunk: ytlaz El sajatértékhez tartozik, az Et
értékeknek azonban nem kell mind kiilénbdz6knek lenniik. A H+AV operator-
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nak azt a sajatértékét, amelyhez a qkv sajatfliggvény tartozik, FA-vel jeldljik; ez
jelzi azt, hogy az «-szeresen elfajult Ek sajatértéklaltalaban s szamu Uj sajatértékre
hasad fel.

Legyen

Fkv= E k+Ne "kv+A2EKY » e (520
és
S S

kv~ WKVFk 2 BKVKEVKRF A~ 2 Akv.IVIFA- % VKrikuWKU'FA* 2 Ak iwee
2= 1*k - i*k (5.20a)

Ha az (5.20), (5.20a) kifejezéseket behelyettesitjik a (H+XV)<pk,= Fkv<Fk egyen-
letbe, és | egyenld hatvanyainak egyitthatoit ismét egyenlévé tessziik, a nullad-
rend( tagok eltlinnek, a X és x» rend(i tagok pedig a kovetkez6ket adjak:

2 EkRkv-k*kR+ 2 EPkKwi+Vvkv=
y Hoo e (5.21)

= 2rS EkBkv kBtykBF |2k Ek ~ k v\ F kvifky,
% I2ﬂ(Eihv,iWi+ 2(3 Rkv,kfy y kBR+

+ 1% akv,1rwi= 2 EKVKAKINGKIA' 2 Ekhv,m + (5.21a)
K ]

+ 6 E kvRkv,kBVkRB+ 1%("kf3kv-iw&Ele kv

Ezekbdl az egyenletekb8l az Ekv, Ekv, akr., és BkvM ismeretleneket ugyanigy
meg lehet hatarozni, mint a nemelfajult esetben. Az Fkv energia szaméra az

2 (5.22)
I*k Ak~nl

kifejezést kapjuk; a megfelel§ sajatfliggvény:

PV A G I Y © (5.23)

* N
& b
Ezekben a kifejezésekben felhasznaltuk azt a tényt, hogy a mqu, yk2, mm yks fligg-
vényeket mar gy valasztottuk, hogy v/ fi esetén Vk,,kfi=0 legyen.
Ha Vkvkv=v'y(v=1, 2, ...,«) valamennyien kiilonb6z6ek, az Ek sajatérték elsd
kozelitésben s (j sajatértékre hasad fel. Ekkor valamennyi kv azonnal megszer-
keszthet6, mivel (5.23) alatt elt(in6 nevez6 nem lép fel.

1Az elnevezés arra utal, hogy s szdmu linearisan fiiggetlen sajatfliggvény tartozik hozza.
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Ha azonban a v matrix vw—Vkv;kv sajatértékei kozll egyesek megegyeznek egy-
massal, a perturbalt sajatértékek 1-ban elsérendig elfajultak maradnak. A meg-
felelé >kv zérusrendl hullamfiliggvényeket még egy masik unitér transzforméacio-
nak kell alavetniink. Ahhoz, hogy a q¥/i figgvénye két 1-ban elsérendig megkapjuk
ezeket a fiiggvényeket gy kell valasztanunk, hogy a

2 —P, !~,\(pI kv (5.24)

1*k
hermitikus matrix atlds legyen. Ekkor (5.23) alatt a zérus nevez6jii tagok elt{innek
és az Osszegezést el lehet végezni. Mindez automatikusan bekovetkezik, ha az
(5.15) els6 kozelitési helyes sajatfliggvényeket mas megfontolasokbol ismerjik,
s kezdettdl fogva ezeket hasznaljuk.

Ezzel a valtoztatassal a perturbacids eljaras akkor is alkalmazhatd, ha tobb
(de nem végtelen sok) sajatfiiggvény tartozik ugyanazon diszkrét sajatértékhez.
llyen esettel a kdvetkez8k soran sokszor lesz dolgunk, és az ebben a fejezetben
mondottak képezik a legtébb kvantummechanikai szamitas alapjat. Valojaban az
ilyen szdmitasok gyakran korlatozddnak (5.22) lineéaris tagjara, azaz a vkv kv=v,-t
tartalmazé tagra. Ezt az (5.18) szekularis egyenlet megoldasa Gtjan szamithatjuk
ki, vagy — kozvetlenebbll — egyszer(i kvadraturaval, feltéve, hogy ismerjik a
»helyes linearis kombinaciokat”, melyekre

Yy Wku)~0  (vAijtt)
és
W, =0 (vrv' és Vr=v'r)
egyarant teljesil. Ezek a ,,helyes linearkombinaciok” gyakran kdzvetleniil, csoport-
elméleti megfontolasok segitségével meghatarozhaték, anélkil, hogy a szekularis

egyenletet megoldanank. A hullamfiiggvények ilyen meghatarozésa a csoportelmé-
let egyik fontos alkalmazasa kvantummechanikai feladatokra.
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6. TRANSZFORMACIOELMELET
ES A KVANTUMMECHANIKA

STATISZTIKUS ERTELMEZESENEK ALAPJAI

1. A kvantummechanika korai szakaszaban az energiaértékek, a spontan atmeneti
val6szin(iségek stb. meghatérozasanak szentelték a figyelmet. Késo'bb a figyelem
egyre inkabb az elvi kérdések felé fordult: a méatrixok, az operatorok és a sajat-
fuggvények fizikai értelmezését keresték. Azt a kvantummechanika statisztikus ér-
telmezése adja meg, melynek kifejlesztésében a vezetd szerepet M. Born, P. A. M.
Dirac, W. Heisenberg, P. Jordan és W. Pauli jatszotta.

Mig a klasszikus mechanikaban 2/szdm (/helykoordinata és/sebességkoordi-
nata) volt szilkséges ahhoz, hogy egy/szabadsagi foku rendszert leirjunk, a kvan-
tummechanika a rendszer allapotat a <p(x, *I) (P> <P=1) normalt hullam-
fliggvénnyel irja le, melynek fiiggetlen valtozoi a helykoordinatak. Epplgy, amint
a klasszikus elméletben valamely allapotot 2 tetsz6leges szam megadésaval jellem-
ziink, a kvantumelmélet az allapotot a

j~.J lpb X ..., xined*i...dxf=1

megszoritasnak alavetett, egyébként tetszéleges hullamfliggvény segitségével haté-
rozza meg. Ez az allapot lehet a Schrddinger-egyenlet sajatfiiggvénye, vagy ilyen
sajatfliggvények linearkombinacidja. Az allapotok serege a kvantummechaniké-
ban eszerint sokkal nagyobb, mint a klasszikus elméletben.

A rendszer id6beli fejl6dését a klasszikus mechanikdban a Newton-fele mozgas-
egyenletek hatdrozzék meg; a kvantummechanikaban ezt a szerepet az

Ct <6 1 >

id6t61 fliggl schrodinger-egyeniet tolti be (H a Hamilton-opeT&tor). A legegysze-
rlibb esetben H a kdvetkezé alaku:

Ho & omkgs 200 7 62>

A H operator pontos alakjanak meghatarozasa a kvantummechanika legfonto-
sabb problémaja.
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A Kklasszikus mechanikaban az allapot leirdsara szolgald 2 /szdm kozvetleniil
megadja az egyrészecskék koordinatait és impulzusait, és ezekbdl nehézség nélkil
kiszamithatjuk e mennyiségek tetsz6leges fiilggvényeit. A kvantummechanikéban
annak a kérdésnek, hogy mi a részecske helye, altalaban nincs értelme. Csupéan
annak valdszin(ségérdl van értelme beszélni, hogy a részecske bizonyos helyen ta-
lalhat6. Ugyanez érvényes az impulzusra is, és e mennyiségek fiiggvényeire, ami-
lyen pl. az energia.

A fizikailag jelent6s mennyiségek mindegyikének egy-egy hermitikus kvantum-
mechanikai operator felel meg. igy példaul az xk koordinatanak az ,,"-val valo
szorzas operatora felel meg; az impulzusnak a —ih(d/dxk) operator; az energia-
nak a (6.2) képlettel megadott H; stb. Ez az utobbi operator mind kdzott kilon-
leges szerepet tolt be: ez 1ép fel az id6tél fligg6 Schrodinger-egyenletben. <

Ezeket az operatorokat altalaban oly médon kapjuk, hogy vessziik a klasszikus mennyiségnek
a hely- és impulzuskoordinatakkal kifejezett alakjat, s abban az xk helykoordinatat az ,,rval
vald szorzas” operatoraval, a pk impulzuskoordinatat a - ih(<Q/xk) operatorral helyettesitjik.
Példaul a klasszikus harmonikus oszcillator energiaja

N p\+p\+p\) + - (XFEXA+XAL

A kvantummechanikaban ezt a

h2(d2 d2 d2) K
~ N {WHpl A+ AN (X eF 120 x3

operatorral helyettesitjik. Ez az operator pontosan a (6.2) alatt megadott alaku.

Valamely mennyiség (koordinata, energia) mérése altalaban csak olyan értéket
adhat, amely a megfelel6 operator sajatértékei kozott fellép. igy pl. a lehetséges
energiaszintek a H operator sajatértékei. Mi a valoszin(isége annak, hogy a G ope-
ratorral reprezentalt mennyiség értéke X, ha a rendszer allapota <pfx. ..ny)? Ez a
valdszin(ség bizonyosan zérus, ha X nem sajatértéke G-nek; ha azonban X sajat-
érték és ha yik a megfelel6 normalt sajatfiggvény, akkor

1(<n%)12=1(%, PR (6.3)
adja meg a kivant valészin(iséget.

A statisztikus értelmezés szerint a mérések kiilonbdz6 lehetséges eredményei-
nek csupan a valoszinlségét szamithatjuk ki; valamely mérés vagy kisérlet ered-
ményét bizonyossaggal nem lehet megjésolni.

Ha (pt kifejtjiik G sajatfliggvényeinek teljes ortogonalis rendszere szerint:

. V=*iV. 1+ 022+ ..., (6.4)
€S n.3.

GVk=V fe (6.4a)
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akkor (6.3) szerint annak valészin(isége, hogy a mérés a X értéket adja, |aA2-tel
egyenld, ahol

(W, <P)=ak- (6.5)

Az 0Osszes lehetséges A, z2, ... értékhez tartozo valdszinliségek dsszegének termé-
szetesen 1-et kell adnia; azaz

K12+ N 2+ eee = Im

Hogy ez valoban igy van, az @normalt voltabdl kovetkezik:
P>4>= 2 akYio 2 am_= 2 a*a,(fk, y>)=
(@22 adto 3 am = 2 a*a,(fky>)

=2 Ei*aA /=2 1f*12=1-
K, K

A cephulldamfiiggvény (ahol |c|= 1) ugyanannak az allapotnak felel meg, mint a
(pflggvény; eszerint a hullamfliiggvényt afizikai allapot csak egy egységnyi abszolit
értéki tényezd erejéig hatarozza meg. A @hullamfiiggvénybdl szamitott valdszin(-
ségek mind megegyeznek a op hullamfiiggvénybdl szamitott valoszinliségekkel,
amint az nyomban belathatd:

(%, ccpl2=\c(y)k, <PR=\c\A(pK, PR=\y>k, 2

Minthogy e valészin(iségek az allapot egyediili reélis fizikai jellemz6i, a két allapot
egymassal fizikai tekintetben megegyezik.

Ha ugyanahhoz a X sajatértékhez tobb linearisan fiiggetlen sajatfliggvény tar-
tozik : md, me, Y3 ... (ezekrdl feltesszik, hogy ortogonalisak egymasra), akkor
a X értékhez tartozo valosziniiség egyenld a kifejtési egyiitthatok négyzetdsszegé-
vel:

I(Wku B)2+10W> 2012+|(%3> P2+ -- - o

Az el6z6kben mondottak csak a diszkrét sajatértékek valdszin(iségeire vonat-
koznak. A folytonos spektrum egy teljesen meghatarozott sajatértékének vald-
szinlisége mindig zérus, minthogy a folytonos spektrumban csak véges tartoma-
nyokhoz tartozik véges val6szin(iség. Feltéve, hogy ez a tartomany elég kicsiny,
ez a valoszinliség egyenl6 az eme tartomanyhoz tartozé sajatdififerencial kifejtési
egy(tthatéjanak abszolutérték-négyzetével.

2. A kvantummechanika alapjan kiszamitott valoszin(iségi kifejezés egyetlen
specialis esetben megy at teljesen determinalt kijelentésbe; ez az az eset, amikor a
@ allapotfiiggvény a mérendd fizikai mennyiség G operatoranak sajatfliggvénye:
G <=Aq Ekkor qortogonalis G mindazon sajatfiiggvényeire, amelyek nem Azhoz
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tartoznak; a megfelel6 sajatértékek valosziniisége zérus. A X sajatérték valészin-
sége igy tehat 1. Ebben az esetben a mérés bizonyossaggal a X értéket adja.

Ha megmeértiink egy mennyiséget és egy bizonyos értéket kaptunk, e mérést
elég gyorsan megismételve ugyanazt az értéket kell kapnunk. Masként nem volna
értelme a mérés szolgaltatta kijelentésnek, mely szerint a széban forgd mennyiség
ezt vagy azt az értéket veszi fel. Az ismételt mérés valdszinlisége és a hullamfligg-
vény is, mely csupan arra szolgal, hogy segitségével valoszinliséget szamitsunk ki,
a mérés folyaman megvaltozik-1 Valdban, lathaté, hogy a mérés utan, amely G
szamara eredményil a X sajatértéket adta, a hullamfliggvénynek G sajatfiiggvényé-
nek kell lennie a Xk sajatérték mellett. Csakis ebben az esetben adhatja G ismételt
mérése bizonyossaggal a X eredményt. A G operatorral reprezentalt mennyiség
mérése perturbalja a hullamfliggvényt; az atmegy G valamely sajatfiiggvényébe,
speciélisan yk-ba, ha a mérés eredménye a Xk sajatérték volt. Altalaban nem josol-
hatjuk meg bizonyossaggal, hogy a rendszer allapotfiiggvénye a G operator melyik
sajatfiiggvényébe megy at; a kvantummechanika csupan az egyes yk sajatfliggvé-
nyekhez s a megfeleld Xk sajatértékekhez tartozd \(\pk, B |2valdszinliséget adja meg.
Minthogy annak valdszin(iségét, hogy a phullamfiiggvény G mérésének hatasara
a ¥k hullamfiiggvénybe megy at, a (p, yk fliggvényekbdl képezett [(%., \2kifejezés
adja meg, ezt a mennyiséget a pallapotbdl a mx allapotba vezet6 atmeneti vald-
szin(iségnek nevezziik. Ha ismeretes valamely hullamfiiggvény atmeneti valoszi-
nlsége minden mas hullamfliggvénybe, akkor ezzel minden elgondolhat6 kisérlet
kiilonbdz6 eredményeinek valdszinlisége adott.

A fentiekkel kapcsolatosan killonésen fontos megjegyezni, hogy az atmeneti
val6szin(iségnek invarians jelentése van; ugyanazon rendszer két ekvivalens leira-
sédban az dtmeneti valoszinlség értékének ugyanannak kell lennie.

3. Attérés aj ,,koordinata-rendszerre”. Legyenek G, G\ G",... kiilénboz6 fizikai
mennyiségek (pl. energia, impulzus, helykoordinata) operatorai, if q2 ... pedig
kiillénb6z6 allapotok hullamfiiggvényei. Ekkor ugyanazokat az eredményeket,
amelyeket az operatorok és hullamfiiggvények e rendszere segitségével kapunk,
megkaphatjuk a

G=UGU-1, G'=UGU-1, G'=UG"ir",
operatorok és a
A=Uxp, =U<g2  ([B=Ucp3

1A hullamfiiggvény eszerint két, egymastdl lényegesen kiilonb6z6 maédon valtozik. El§szor,
a (6.1) differencidlegyenletnek megfeleléen valtozasa folytonos az id6 milasaval;, masodszor, mé-
rések alkalméaval ugrasszer(en valtozik meg, valdsziniiségi torvények szerint. (Lasd az alabb koé-
vetkez6 targyalast.)
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allapotfiiggvények rendszere segitségével is, ahol U tetsz6leges unitér2 operator.

Mindenekel6tt a sajatértékek, amelyek G és G= U G U 1 méréseinek lehetséges

eredményeit meghatarozzak, megegyeznek, minthogy a sajatértékek hasonlésagi

transzformaciokor nem valtoznak. Ha lk a G operator valamely sajatértéke és

ik a megfelel6 sajatfliggvény, Ggy /k a G=U G U 1operatornak is sajatértéke és

a megfelelé sajatfiiggvény Uyk. Ennek igazolasa céljabol megjegyezziik, hogy
= hkyk fennallasabol kovetkezik

GU%=UGU-«U%=UG%=m kwk= Akv Wk

fennallasa.

Azonfelill a X sajatérték valosziniisége, ha a mérend6 mennyiséget az els6
»koordinata-rendszerben” a G, a masodikban pedig a G operator reprezentalja,
egyenld e két esethen. Az els§ esetben ez a valdsziniiség

Ktfe <Pl

A masodik esetben phelyét U(p foglalja el, xk-ét pedig G-nek a /k sajatértékhez
tartozo sajatfliggvénye, azaz Uyk. Eszerint a masodik ,,koordinata-rendszerben”
a valdszinlség szamaéra az

I(U%, U?)|2

kifejezést kapjuk, ami U unitér jellegének folytan megegyezik a fentebb kapott ki-
fejezéssel. Hasonldképpen, a megfelel6 ¢, €2 valamint U<pl( Urp2 allapotparokat
Osszekotd atmeneti valdszinlségek szintén megegyeznek a két koordinata-rend-
szerben, minthogy

(Uipi, Wopd=(ap., )
fennallasabol kovetkezik
1(U?>,, U9R)[2=|(<pl €3)|2
fennallasa.
Az ilyen attérést egy masik koordinata-rendszerre — midén az operatorokra

hasonlosagi transzformacidt alkalmazunk s a gehulldmfliggvényt egyidejiileg U~-
vel helyettesitjik — kanonikus transzformacionak nevezzik. Két leiras, ha az

Jés g fliggvények mellett megkdveteljik, hogy

(f.9)=(Vf,Vg)

teljestiljon. Ha/és g vektorok, U matrix, és ez az egyenl6ség az unitér jelleg szokasos (sziikséges
és elegendd) feltételére redukalodik.
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egyik a masikbdl kanonikus transzformécidval kaphat6, egymassal ekvivalens. Meg-
forditva, a 20. fejezetben meg fogjuk mutatni, hogy két kvantummechanikai leiras,
amely egymassal ekvivalens, kanonikus transzformacioval egymasba transzfor-
méalhatd (kivéve az id6tiikrozés esetét, amit a 26. fejezetben targyalunk).

4. Kovessiik végig egy példan a transzformacidelmélet és a statisztikus elmélet
alkalmazasat. Valasszuk e célra az

Y IV, CY'D «*bXn)iRe) —XFE (6.6)

matrixelem abszolutérték négyzetének fizikai jelentését mutatd Schrodinger-féle
meggondolast; itt N=f/3 az elektronok szdma, x¥x2 ..., x N pedig az x koor-
dinataik. A matrixelmélet szerint ez hatdrozza meg az x tengely mentén polarizalt
sugarzas altal indukalt atmenet valdszinliségét a yE stacionarius allapothol a yF
stacionarius allapotba. AzE, /'indexek a két stacionarius allapot energiaitjelolik:

HYE=Ey>E,  Hxpr=Fr\pF. (6.7)

A sugarzas altal indukalt atmenet fogalmanak nincs semmi koze a kisérlet altal
elGidézett atmenetekhez, amelyekrdl fentebb volt sz6. Az elébbi a statisztikus ér-
telmezés fogalmi szerkezetébdl kdvetkezik és ez vezet el annak — némileg parado-
xul hangzé — valdszin(ségéhez, hogy a g allapot valosul meg, ha a rendszer alla-
pota q Ez dimenziétlan mennyiség. A most kovetkez§ targyalds sordn annak a
valdszin(iségét hatarozzuk meg, hogy az atom a kdvetkez6 masodperc folyaman
— egy Wi=F—E energiaju fénykvantum elnyelésével — a ipE allapotbdl a yF
allapotba megy at. Ennek a valdszin(iségnek a dimenzidja s_1, és csupan két sta-
cionarius allapot (a HOHamilton-operator két sajatfliggvénye) kdzott végbemend
atmenetre vonatkozdan van értelme, mig az elébbit tetszéleges két q qilallapotra
vonatkozo6an definidltuk. Minthogy a sugérzés &ltal indukalt d&tmenet valdszin(-
sége idében kibontakoz6 folyamatot jellemez, azt az id6t6l fliggé Schrodinger-
egyenlet segitségével kell tudnunk kiszamitani.

Valdjaban ez az utdbbi megéllapitas nem teljesen igaz, minthogy az id6tél fig-
getlen Schrodinger-egyenlet nem képes magyarazni a spontan emissziét. Eme
egyenlet szerint az atomok tetsz6leges hosszu idén at stabilak, még a gerjesztett
allapotokban (igy a yF allapotban) is, minthogy <p=ipFexp (-i-"*-t) megoldasa
a (6.1) egyenletnek. Mindazonaltal a Schrddinger-egyenlet feldleli az abszorpcio
(valamint az indukalt emisszié) folyamatat, igy mindaddig helyes eredményt kell
kapnunk, amig a spontan emisszié nem jatszik szerepet, azaz mig az atom csak-
nem teljesen a rpE alapallapotban talalhat6. Késébb latni fogjuk, hogy ugyanezen

feltevés szilkséges ahhoz, hogy a szamitasokat elvégezhessiik; teljesil e feltevés,
ha az atom kezdetben a legmélyebb allapotban volt, ha megfontolasainkat vi-
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szonylag rovid id6tartamokra korlatozzuk, és ha a bees6 fényhulldmok intenzitasa
nem tal nagy (ez a gyakorlatban amugy is nehezen valdsithaté meg).

Most ratériink az abszorpcios folyamat targyaldsara. Feltesszik, hogy a 1=0
id6pontban az atom allapota 0)= yE volt; a tovabbiakban véltozasat az

T Ar =L =(MN0+M,)cp (6.8)

egyenlet irja le, ahol HO a Hamilton-operator elt(in6 bees6 sugarzas mellett, Hx
pedig a sugarzas hatasat tartalmazo operator. A sugarzas nem mas, mint egy elekt-
romos hullamtér:

£x=Psincot, £y=0, £2-0. (6.9)

A térer6sségeknek a koordinata fliggésétdl az atomok kicsiny kiterjedése folytan
eltekinthetiink. A potencial (6.2) alatt a

V+HI=V+e(x1+x2+ .. ,+ xN)Psin cot (6.8a)

kifejezéssel helyettesithetd. Ha P=0 lenne, a hullamfiiggvény a kovetkez6képpen
fuggne az id6tél:

PALE exp . (6.10)

Ha P?+0, ezt az id6fiiggést mddositja (6.8a) masodik tagja, melyet mint perturba-
ciot vesziink tekintetbe. Ekkor Bre az

ih ~=H O(p+(eP sin(Ut)(xx+ x2+ .. .+Xjv)ij9 (6.11)

egyenlet érvényes.
Eme egyenlet megoldasa céljabol fejtsik ki 75t HO sajatfiggvényeinek teljes

rendszere szerint:
p(t)=aE(t)VE+aKt)fF+aqt)yG+ ..., (6.12)

ahol az aEaF,aG ... egyitthatdk fliggetlenek az xb x2 x N koordinataktol, a
Pe,  Vvg>eee fliggvények pedig fliggetlenek az id6tél. Az allapot a phullam-
fliggvény helyett az aE, aF, aG ... egy(tthaték segitségével is jellemezhetd.

Eme egyiitthatok abszolut értékének négyzetei, az \aE\2 \aF2 \aG2 ... mennyi-
ségek, az atom kiillonbdz6 gerjesztett szintjeinek valoszinliségeit adjak meg. Ha az
atomot nem perturbdlja fényhulldm, ezek a valdszinliségek nem valtoznak az id6-
ben, s minthogy kezdetben csak \aB\2= 1 volt zérustdl kiillénb6z6, ez igy marad
minden id6ben. Masrészr6l ha az atomot fényhulldm éri, akkor a magasabb alla-
potok szintén gerjeszt6dnek. Szamitsuk ki e gerjesztés er6sségét. Ebbdl a célbdl
feltessziik, hogy a i=0 id6pontban

Ge(0)~ %(0)=0, g(0)=0,

61



és hogy a fény w frekvenciajat kozelit6leg az atmenet
(F-E)*hco (6.E.1)

energiakiilénbségének megfelel6 frekvencia adja meg.

Ha a @ hullamfliggvény (6.12) alatt felirt kifejezését behelyettesitjiik a (6.11)
egyenletbe, az aE, aF, aG ... egyltthatok id6fuggésére differencidlegyenletet ka-
punk. Mivel benniinket a yFelsd gerjesztett allapot gerjesztése érdekel, képezziik
ezen egyenlet skaldris szorzatat y f-fel; ekkor a bal oldalon HOsajatfiiggvényeinek
ortogonalitasa folytan csak az a/(-et tartalmaz6 tag marad meg (lasd a (4.12),
(4.12a) egyenletet), és az

ih A~p-=FaF+ (Pe sin cot)(XFEAE+ X FRaF+ X FGaG+ ...) (6.13)

egyenletet kapjuk, ahol alkalmaztuk a (6.6) jeldlést:
(xI+x2+ .. .+xNfB=XF

A (6.13) egyenlet jobb oldalan allé két tag nagyon kiilénb6z8 nagysagrenddi.
Az F energia nagysagrendje néhany elektronvolt. Masrészrél, csupan igen inten-
ziv monokromatikus fénynyaldbban éri el a P elektromos vektor amplitiddja a
10~2 volt/cm értéket. Az X operator matrixelemeinek értéke kb. 10~8 cm, igy
PeXm 10~10elektronvolt. A (6.13) egyenlet jobb oldalan a masodik tagba ennél-
fogva az

%=exp - i JEi ) , aF=0, dg= 0,
értékeket irhatjuk be. Mivel e tag kicsiny, ebbe a (6.10) egyenlettel megadott kdze-

1it6 hullamfliggvényt helyettesitjiik. Ez a hullamfiiggvény pedig a (6.13) egyenlet
jobb oldalan all6 perturbacid teljes elhanyagolasaval adddik. lly mddon kapjuk:

ih EaH1t)+ PeXFEsincotexp — (6.14)

Eme egyenlet integralasa céljabdl végezzik el az

aFt)=b(t) exp 9
helyettesitést. Ekkor
[ .F db(t)
expl '1'lr — E

=-y-xuT|exP -i jj+iojl-exp
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ezt exp i-f—l)-vei megszorozva és integralva kapjuk:

abp)=iPeyrEbl.='b H T ). ]

-T “ H

e - ( _ ¥ ) r
Az integracios allandot a 6(0)= 0 feltétel hatarozza meg. A b(t)-re kapott ki-
fejezés ezutan két részre bonthatd:

6(0= "YX FBlrrrre NP p— +

+ e ifo+F-E ------------ ). <tub)

E kifejezés a /=0 id6ben tényleg eltlinik, amint annak lennie kell; lathat6 azon-
kiviil, hogy b(t) két periodikus fliggvény Osszege.

Rogzitsiik a fény P2intenzitasat és valtoztassuk a frekvenciat; ha fim kozelits-
leg megegyezik F—F-vel, (6.15) els6 tagja igen naggya valik. Eszreveheté mérték
gerjesztés altalaban csak akkor kovetkezik be, ha ez a feltétel teljestil. Ez magyara-
zatat adja a Bohr-féle frekvenciafeltételnek: az E energiaja allapotbol az F energiéa-
ju allapotba val6 atmenetet el6idéz6 fény frekvencidjanak teljesitenie kell a (6.E.1)
feltételt; azaz a hco”(F-E) dsszefliggést.

E feltétel folytan a kovetkez6kben (6.15) masodik tagjat az elséhdz képest el-
hanyagolhatjuk. Az F allapot \aHf)\2=\b(i)\2 valoszin(iségére ily modon kapjuk:

) F_E )
PV 1 - COS I€» —mrmems \l
I W=— (to-F+E? .
5. Eddig feltettiik, hogy az atomra a 1=0 id6pontban beesd fényhullam alakja

tiszta szinuszhulldm. ValG6jaban a fény a legtobb esetben szinuszhullamok olyan
szuperpozicidja, amelyeknek frekvenciai co=(F—E)/h kérll szimmetrikus inter-
vallumot toltenek ki, fazisaik eloszlasa pedig véletlenszeri. A véletlenszerl fazi-
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sok miatt feltehet6, hogy e szuperponalt hullamok hatasa 6sszeadodik; ekkor an-
nak teljes valészin(isége, hogy a t id6ben az atom az F allapotban van,

v l-cosL— J,
WOP-ZIW -3--—---- oJ-r+ ffl [ ]

ahol ma bees6 fény frekvenciain fut végig, Pmpedig az o frekvenciaji rezgés ampli-
tudoja. Ha a beesd sugarzas frekvenciai egy (F—E)/h—oo koril szimmetrikus ki-
csiny tartomanyban tomoriilnek, amelyet pl. fellr6l o2 alulrél colhatérol, irhat-
juk; Pa=4/clco, ahol J a fény od2jt rezgésszamanak egységnyi hosszusagu inter-
valluméra es@ intenzités (energias(ir(iség), doo pedig @ infinitezimalis intervalluma.
Ekkor (6.16) helyére az

"% 1—cos (oot ¢
|h(0I2=2cV|XrapJ {iU0O_F+E)2 ’ dwo (6.16a)
(@
integral 1ép; bevezetve az

(6.E.2)
(j integracios valtozét, irhatjuk:
*2
\b(t)\2= j2eNJt\XFB2 f — ™S dx. (6.16b)
Xy
Az (j integracios hatarok
i F-E F-E
ot we SV wamniz B (6.E.2)

Minthogy azonban (6.16b) alatt az integrandus lényeges mértékben csak egy, az
x=0 korill elhelyezkedd sziik tartomanyban jarul hozz4 az integral értékéhez,
—°°-t6l + oo-ig integralhatunk. Az F energidju allapot valdszinisége ekkor
tph Jt
\b{t)\2= \X Fe2- (6.17)
Az integracios tartomany kiterjesztése csak akkor jogos, ha x { x2nagy szamok,
ami (6.E.2) szerint azt jelenti, hogy a beesd fény altal elfoglalt frekvenciatarto-
méanynak co=(F—E)/h mindkét oldalan nagynak kell lennie I/i-hez képest. Mas-
részrél szamitdsunk csak az F allapot t élettartaméahoz képest kicsiny id&tarta-
mokra tekinthet6 jogosnak. Ez azt jelenti, hogy fel kell tenniink: a bees6 fény szé-
lessége igen nagy a h/r ,természetes vonalszélességlihez képest.
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értelmében aranyos a beesd fény J intenzitasaval, a matrixelem abszollt értékének
négyzetével, |Zf£|2nel — a matrixelmélet megallapitasaval 6sszhangban —, és a
fényhullam t tartamaval, megfeleléen véarakozasunknak. Ujbol megjegyezzilk,
hogy (6.17) csak a gerjesztett allapot élettartamahoz képest rovid és a beesd fény
reciprok frekvencidjahoz képest hosszu id6k esetében érvényes.

Ennek, valamint az eredmény kd&zelit§ voltanak ellenére (6.17) igen szép iga-
zolasat nyujtja ama feltevésnek, amely szerint \aF2az F energidju allapot gerjesz-
tésének erdssége. A konfiguracios térbeli hullamcsomag fogalmaval egyiitt ez az
egyenlet a kvantummechanika statisztikus értelmezésének hathatds tdmaszat ké-
pezi. Azonfelll (6.17) azt is mutatja, hogy

\Xfe\2~ I(VF>(*i+ *2+ coem+x n)We)\2
aranyos az x tengely iranyaban polarizalt fény altal indukalt, a yE stacionarius
allapotbol a ipFstaciondrius allapotba vezet6 atmenet valdsziniiségével. Ezek az
eredmények, melyeket az ittenieknél joval altalanosabb feltevések alapjan is le-
vezettek, képezik az alapot a szinképvonalak intenzitasainak vagy intenzitasara-
nyainak kiszamitasahoz.

5 Csoportelméleti mddszer... n



7. ABSZTRAKT CSOPORTELMELET

Vegyik a kdvetkezé hat matrixot: 1

1 d fi QW- f-1 - n
P.' lo- )’ LB *J I—|/3C 1 J

a:-/{% -IJ US -i/3 (7-E1)

Képezzik ama 36 szorzathdl allé szorzdtablazatot, amelyet Ggy kapunk, hogy a
(7.E.1) alatt felirt matrixok mindegyikét megszorozzuk a (7.E.1) matrixok mind-
egyikével a matrixszorzas szabalya szerint. Latnivalo, hogy mind a 36 eredményiil
kapott matrix megegyezik a (7.E.1) alatt felirt matrixok valamelyikével. Az ilyen
matrixhalmaz neve: csoport. E matrixok e tulajdonsagat egy tablazat — a csoport-
tablazat — segitségével lehet szemléltetni:

E ABCDF
E EA BC D F
A AE DF B C
B BF ED C A
Cc CD FE A B
D DC AB F E
F FB CA E D

Az els6 tényez6 az els6 oszlopban all, a masodik tényez6 az els6 sorban, a szor-
zat pedig a tablazatnak azon a helyén, ahol az els6 tényez6 sora és a masodik té-
nyez oszlopa metszi egymast. Ez a tablazat magaban foglalja a (7.E.1) méatrixokra
vonatkozO 0sszes szorzasi szabalyt.

A csoport pontos definicioja a kovetkez6: A csoport bizonyos objektumok hal-
maza (ezek a csoportnak az elemei), amelyekre értelmezve van egy m(velet, melyetl

1A csoport egységelemének (németil: Einheit, egység) jelolésére az E szimbélumot hasznaljuk:
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szorzasnak neveziink. E szorzas barmely két csoportelemhez (tényez6h6z) hozza-
rendel egy harmadik csoportelemet, azok szorzatat.2 E csoportmdiveletnek (szorzas-
nak), mely a csoportelemekhez lényeges modon hozza tartozo tulajdonsag, azon-
felll az alabbi tulajdonsagokkal kell rendelkeznie.

1. Ervényesnek kell lennie az asszociativ torvénynek. Ha AB—F és BC=G,
akkor FC=AG. Ha a csoport elemei matrixok és csoportm(veletnek a matrix-
szorzast tekintjiik, akkor az asszociativ térvény mindig teljesul (az 1. fejezet 3.
tétele folytan). Azokat a csoportokat, melyekben a szorzas kommutativ térvénye
is teljesil, vagyis amelyekben AB—BA, ztlieZ-csoportnak mondjuk.

2. Az elemek kozott van egy (és csak egy), melyet azonossagnak vagy egyseg-
elemnek neveziink, amelyet E-vel jel6liink, és amely olyan tulajdonsagu, hogy bar-
mely mas elemmel képezett szorzata eredményiil éppen ezt a masik elemet adja,
vagyis EA=AE=A.

3. Minden elemnek van reciproka. Azaz minden A elemhez létezik olyan B
elem, hogy BA=E. Ekkor azt is meg lehet mutatni (mint az 1 fejezet 5. tételében),
hogy AB=E. A bizonyitds menete a kdvetkezd: BA=E fennallasabdl kovetkezik
BAB=B\ ha Z?nek C a reciproka, kovetkezik, hogy CBAB=CB, azaz AB=E.
Az A reciprokat A~'-ne] jeldljlk.

A csoportelemek és a csoportmivelet e harom tulajdonsaga képezi a csoport
definicigjat. Eme (vagy valamilyen més) alakban megfogalmazva mint csoportaxio-
mékra vagy csoportposztulatumokra hivatkozunk reajuk.

Szabéaly: Az ABCD... szorzat reciprokat oly médon képezziik, hogy az egyes
tényezO6k reciprokait forditott sorrendben vesszik (ugyanigy, mint a matrixok ese-
tében). Eszerint

(ABCD...)-!= .. .D~'C-'B-'A-K
Ennek helyessége azonnal belathatd:
(..D~C-B-1A-1)(ABCD...)=E.

Megjegyzend6, hogy AX=B és AY=B fennallasabol kdvetkezik, hogy X=Y,
mivel mind X, mind Y nyilvanvaloan egyenlé A~IB-\el Hasonloképpen, XA=B
és YA=B fennallasabdl ugyancsak kovetkezik, hogy X=Y=BA~1 Ha a csoport-
nak csupan véges h szamu eleme van, véges csoportnak mondjuk, és a h szamot a
csoport rendjének nevezziik.

2 A csoportot a kdvetkez6kben mint u-dimenzids matrixok rendszerét jelenithetjilk meg gon-
dolatban.
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VEGES CSOPORTOKRA VONATKOZO TETELEK3

Vegyiink szemigyre egy X csoportelemet. Ekkor képezhetjik az elemek
E, X, X2 X3 X4,X5... (7.E.2)

sth. sorozatat. Minthogy a (7.E.2) alatt felirt elemek valamennyien elemei a cso-
portnak, és az 6sszes elem szama véges, a (7.E.2) sorozat elemei kozil legalabb
egynek bizonyos szamu hatvany utdn masodszor is fel kell 1épnie. Legyen az els6
olyan elem, amely mésodszor is fellép, Xn=Xk (ahol k<n). Ekkor fc-nak zérussal
kell egyenl6nek lennie: Xn=E; masként X n~1= Xk~ lisfellépnea (7.E.2) sorozatban
és Xanem az els6 olyan elem volna, mely masodizben is fellép. Ha n a legkisebb
olyan szam, amelyre Xn=E fennall, akkor n neve: az X elem rendje. Az

E, X, X2X3...,X"~" (7.E.3)
sorozatot X periddusanak nevezziik. A (7.E.1) csoportban D peridédusa példaul
E, D, D2=F (D3=FD=E), és igy D rendje 3. Az F elem periddusa E, F, F2=D
(F3=DF=E)sigy Trendje ugyancsak 3. Az A elem rendje ezzel szemben 2, mivel
A2azonnal az E egységelemet adja.

Az X elem periédusa magaban véve csoportot (/IM-csoportot) képez. A cso-
portelemek valamely halmazat, amely maga is csoport, alcsoportnak nevezziik.
A (7.E.3) alatt megadott példa Abel-ié\e alcsoport.

1 tétel. Ha a 'do csoport rendje h, elemei pedig E, A2 A3 ..., Ahés ha Ake cso-
port tetsz6leges eleme, akkor az EAk= Ak, A2Ak, A3Ak, ..., A, Aksorozatban minden
elem egyszer és csak egyszer fellép. Legyen X a csoportnak barmely eleme és le-
gyen XAk I—Ar; ekkor ArAk=X, és X fellép a sorozatban. Méasrészr6l X nem Iép-
het fel kétszer, mivel ArAk—X és AsAk=X fennallasabol A = A Skovetkezik.

Természetesen ugyanez vonatkozik az AKE, AkA2, AKA3, ..., AkAhsorozatra is.
Az 1. tétel kifejezi azt a tényt, hogy a csoporttablazat minden oszlopaban (s ugyan-
agy: minden soraban) minden egyes elem egyszer és csak egyszer lép fel. E tétel
legegyszeriibb és legfontosabb alkalmazésa a kdvetkez6. Ha mindegyik X csoport-
elemnek megfeleltetiink egy-egy J szamot oly médon, hogy az egyes csoportele-
meknek rendre a JE, JAI, JM, ..., JAhszamok feleljenek meg (J tehat ,,a csoport-
térben értelmezett fliggvény”), akkor

»2_ JAv= ’%.l JavX—2 JXAV

1

Nyilvanval6, hogy mindegyik 0sszegben pontosan ugyanazok a szamok lépnek
fel, eltekintve a sorrendtdl.

3 Valamennyi, véges csoportra vonatkozd tételt verifikaljuk a (7.E.1) csoport esetében! Hasz-
aljuk fel ehhez a csoporttablazatot!
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Legyen (B alcsoportja '26-nak, elemei legyenek: E, B2 B3 Bg A g szamu
EX, B2X, B3X, ..., BgX elem (BX halmazat jobb oldali mellékosztalynak nevezziik,
feltéve, hogy X nem 1ép fel a (B alcsoportban.4 (Ha fellépne, (BX elemei pontosan
ugyanazok volnanak, mint a (B alcsoportéi, amint azt az 1. tétel mutatja.) Egy
mellékosztaly semmi esetre sem csoport, minthogy az E egységelemet nem tartal-
mazhatja, sem pedig @-nek barmely mas elemét. Tegytik fel példaul, hogy BkX —Bp,
ekkor X=Bjj1B, benne lenne a (B alcsoportban és (BX megegyezne magaval (B-\el.
Hasonléképpen, az XE= X, XB2 XB3 ..., XBgelemek (B bal oldali mellékosztalyat
képezik.

2. tétel. Valamely (B alcsoport két jobb oldali mellékosztadlya vagy ugyanazon
elemekbdl &ll, vagy nincs k6zos elemik. Legyen az egyik mellékosztaly (BX, a masik
(BY. Ekkor BkX—BjY maga utan vonja YX |=Bf'Bk fennallasat, vagyisaz Y X 1
elem benne lenne (B-ben. Ekkor az 1 tétel folytan, ha azt a (B alcsoportra alkal-
mazzuk, az EYX \ B2YX~I, ..., Bg¥X~1sorozat azonos az E, B2 B3 ..., Bgso-
rozattal, ha a sorrendtél eltekintlink. Eszerint EYX~'X, B2YX IX, B3YX IX. ...,
BgYX~IX ugyancsak megegyeznék az EX, B2X, B3X, ..., BgX sorozattal, nem te-
kintve a sorrendet. Az el6bbiek azonban egyszerlien a (BY=EY, B2Y, B3, ..., BgY
mellékosztaly elemei. Eszerint (BY elemei megegyeznek (BX elemeivel, hacsak
egyetlen kdzos elemiik van. Ennek kritériuma, hogy Y X~1 benne legyen (B-ben.

Példaul a (7.E.1) alatt megadott csoport egyik alcsoportja az A elem periddusa, mely az E, A
elemekbdl all. Ennek a csoportnak egy jobb oldali mellékosztalyat kapjuk, ha eme elemek mind-
egyikét megszorozzukjobbrol egy masik elemmel, mondjuk /7-vei. lly médonazEB=B, AB=D
mellékosztalyt kapjuk. Mellékosztalyokat kapunk akkor is, ha az E, A elemeket a C, a D, LLl. az
Leiemmel szorozzuk megjobbrol. Ha az E, A elemeket jobbrol megszorozzuk

R-vel, akkor a B, D,
C-vel, akkora C, F,
D-\el akkora D, B,
L-fel, akkoraz F, C

mellékosztalyt kapjuk. Eszerint ebben az esetben a B-vel és D-vel (vagy a C-vel és L-fel) val6
szorzas eredményeképpen kapott mellékosztalyok megegyeznek. Megjegyezziik még, hogy BD 1=
=BF=A (vagy BD~I=BF=A) az E, A alcsoportban benne van.

Tekintsiik most (B dsszes kiilonbdz6 mellékosztalyat! Legyenek ezek hX2 (BX3,
..., (BX2 A X csoport elemeinek mindegyike fellép vagy (B-ben, vagy az /—1
mellékosztaly egyikében. lly modon 6sszesen Ig szamu elemet kapunk. Minthogy
mindegyik elem legalébb egyszer fellép és egyikiik sem lép fel kétszer, /g-nek egyen-
I16nek kell lennie A-val. Ezzel belattuk a 3. tételt.

4 X-nek természetesen jji elemének kell lennie,
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3. tétel. Valamely alcsoport g rendje egész szamul osztdja az egész csoport h
rendjének. A h/g=I hanyadosra mint a Galcsoport indexére hivatkozunk a 76 cso-
portban.

Minthogy egy-egy elem periddusa alcsoportot képez, amelynek annyi eleme
van, amekkora a sz6ban forgd elem rendje, kovetkezik, hogy barmely elemnek a
rendje osztdja a csoport rendjének.

Kritérium alcsoportokra. Ha a csoportelemek valamely komplexusa a benne
foglalt 6sszes A, B elempar minden AB szorzatat tartalmazza, akkor csoportot
képez, és igy az eredeti csoportnak alcsoportja. A szorzas asszociativ torvénye ér-
vényes a csoport minden elemére, és igy a vizsgalt komplexusra is. Barmely A
elemmel egyitt annak minden hatvanya is fellép a komplexusban, ennélfogva az
E egységelem ugyancsak fellép. Végil ha n az A elem rendje, akkor An=E és
An~x=A~"'.A komplexusbhan tehat mindegyik elemmel egyitt a reciproka is fel-
lép. Ennélfogva mind a harom csoportposztulatum teljesiil.

PELDAK CSOPORTOKRA

1. Az olyan csoport, mely csak egy elemet tartalmaz, egyediil az E egységelem-
bol all.
2. Abban az esetben, ha a csoport rendje 2, a csoporttablazat

E A
E E A
A A E

Ez Abel-féle csoport. A neve: tiikrozési csoport, mivel az egységelem és az x'= —jc
tlikrozési transzformacid éppen ezt a csoportot alkotja.

3. Ha a csoport rendje 3, a csoport az egységelemen kiviil csak olyan elemet tar-
talmazhat, amelynek rendje 3; ennek ugyanis a 3 egész szamu (és 1-t6l kiillénb6z6')
osztéjanak kell lennie; Ez a csoport tehat egyetlen periodusbol all. Elemei

E, A, A2(A3=E).

Ez tehéat Abel-csoport.
Ugyanez all minden olyan csoportra, amelynek rendje valamely p primszam.
A csoport elemei

E. A, AVANLLA?-

Az ilyen alakl csoportok neve ciklikus csoport (akkor is, ha p nemjprimszam). Ha
@ egy n-edik primitiv egységgyok (azaz on az o szam legkisebb olyan hatvanya,
mely egyenld 1-gyel; ilyen példaul co= cos 2n/n+i sin 2n/n), akkor az

l,co,co02 ...,con~I (7.E.4)

70



szdmok w-edrend(i ciklikus csoportot alkotnak, ha csoportm(veletnek a szdmok
kdzonséges szorzasat tekintjuk. A ciklikus csoportok valamennyien Abel-csopor-
lok. A

0,1,21 (7.E.5)

szamok ,,ugyanazt a csoportot” képezik, mint a (7.E.4) szdmok, ha csoportm(ive-
letnek most az dsszeadast tekintjik modulo n. (Példaul ha n=1, akkor 5 «4=2,
minthogy 5+ 4=9=7 + 2=n+2.) A (7.E.5) csoport elemei egy-egyértelm{ médon
megfeleltethet6k (7.E.4) elemeinek; wicnak k-t kell megfeleltetni. Ez a megfeleltetés
olyan tulajdonsagu, hogy ,,szorzatnak szorzatot feleltet meg”, vagyis k{-k2=kb
fennallasa maga utan vonja oflmof2=0f3 fennallasat. Két ilyen csoportot izo-
morfnak mondunk.5

Két csoport akkor izomorf, ha az egyik csoport A elemei s a masik csoport A
elemei kozott kdlcsondsen egyértelml megfeleltetés Iétesithetd oly médon, hogy
AB=C fennallasabol AB=C fennallasa kovetkezzék, vagyis AB=AB. Az izomorf
csoportok Iényegében azonosak; csupan az egyes elemek jel6lése kiilonbdz6.

4. Olyan csoport, amelynek a rendje 4, kett§ létezik; azaz: kettejik kozt izo-
morfizmus nem all fenn. Az &sszes tobbi e két csoport valamelyikével izomorf.
Az els6 csoport a ciklikus csoport, mondjuk 1, i, —1, —i, csoportmiveletnek a
szamok szorzésat tekintve. A masik az Un. négyescsoport. Ennek csoporttablazata:

EAB C
E E AB C
A A EC B
B B CE A
C CBAE

Mindegyik csoportelemnek (az E egységelemet kivéve) a rendje 2. Ez is Abel-cso-
port.

5. A négyescsoport az els6 példa a csoportok igen atfogé osztalyara: a szimmetriacsoportokra.
Tekintstink egy n oldalu szabalyos sokszdget az XY sikban. Legyenek az n cstcspont koordinatai
xk=r cos 2nk/n, yk=r sin Ink/n (k=0, 1,2, 3, ...), és tekintsiik mindazokat az

X'-XxX +By, y'=yx+6y

5 Az eddig levezetett tételek korantsem mind trivialisak. Ennek megmutatasa céljabdl meg-
emlitjik egy szamelméleti kdvetkezményiiket. Ha n+ 1 primszam, akkoraz 1, 2, 3, ..., nszamok
még egy masik maédon is csoportot képeznek, ha csoportm(iveletnek a szamok szorzasat tekintjik
modulo /t+1. Ha mondjuk /1+1=7, akkor 3-5=1, mivel 3-5=15=2-7+1. Az egységelem
ekkor 1. Minden egyes elem periddusa tort része n-nek, a csoport rendjének. igy tehat minden
esetre fennall An=1, ha A a csoport valamely eleme. Ez azonban egyenérték{ azzal a megallapi-
tassal, hogy 0’=1 (mod n+1), ha a az 1,2,3, ...,n szdmok valamelyike. Ez specidlis esete
Fermat tételének, ami — el kell ismerni — kétségtelenill nem trivialis.
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linedris transzformaciokat, amelyek a szabalyos u-széget ,,6nmagaba” viszik at, azaz: amelyek
mellett a csticspontok Uj Xk, ys koordinatai ugyancsak az

XX=r cos 2nx/a, Yn~rsin 7.71mh

(x=0,1,2,3, ..., n—1)alakban irhatok fel. E linearis transzformaciok matrixai csoportot alkot-
nak, minthogy barmely két transzforméacio szorzata, a transzformacidk barmelyikének reciproka,
és az E azonossag mind teljesitik a csoportelemekre vonatkoz6 kovetelményeket.

Azok a transzformaciok, amelyek az u-szdget 6nmagaba viszik at, a kovetkez6k: (A) A sik

elforgatasai 2nk/n szoéggel (k=0,.1, 2, ..., n—1), a megfeleld matrixok:
) 2n 211K,
€OS-—-  Sin-—--
=BJ. (7.E.8)
Ink Ink k
—sin-——-  €0S----—-
n

Ezek ciklikus csoportot alkotnak. (B) Tikrozés az x tengelyre és ezt kdvetd elforgatas 2nk/n
szoggel. A megfelel6 matrixok:

2nK Ink
COS-——- —sin---—---
n n
=U,.. (7.E.7)
~ Ink Ink
-sin-———- -C0S-—-
. " n

E 2n matrix csoportot képez, melynek rendje 2n. Ez a csoport a diédercsoport néven ismert.
A (7.E.6) matrixok alcsoportjat képezik e csoportnak; a (7.E.7) matrixok pedig egy mellékosz-
talyt alkotnak, mely ehhez az alcsoporthoz tartozik. Az n=2-nek megfelel6 négyescsoport a leg-
egyszer(ibb példa diédercsoportra; az u-szog ebben az esetben elfajul két cslicspontta, egy egyenes-
darabba. A négyescsoport Abel-LLe. csoport, a tébbi diédercsoport azonban mar nem Abel-csoport.
A (7.E.1) csoport a szabalyos haromszog diédercsoportja; ez az els6 nem Abel-féle csoport,
Az E, F, D elemek alkotjak az alcsoportot; A, B és C a mellékosztalyba tartoznak.

Azok a transzformacidk, amelyek a szabalyos testeket dnmagukba viszik at, fontos és érdekes
csoportok, és a szimmetriacsoport elnevezés alatt ismertek. Ezeket rendszerint ama szabalyos
testek segitségéveljellemzik, amelyeket azok 6nmagukba visznek at. Eszerint van tetraédercsoport,
oktaédercsoport, ikozaédercsoport sth. Ezek fontos szerepet jatszanak a kristalyfizikaban.

6. A permutacios csoportok ugyancsak igen fontosak. Tekintsiik az 1-t6l n-ig
terjed6 szamokat: 1, 2, 3, ..., n. Ha ezt az n szdmot valamilyen mas ala2 ..., a,

- sz

n\ permutécidja van, melyek szokasos jeldlése

fi 2 3 ... ni
[a, a2 a3 ... aj *

A permutalandé objektumokat a fels§ sorba természetes sorrendben irjuk, a ma-
sodik sorba pedig abban a sorrendben, amelyet a permutacié eredményeképpen
kapunk. Két permutacid, Pl és P2 szorzdsa oly modon torténik, hogy azokat a
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valtozésokat, amelyeket P2a természetes sorrenden eredményezne, a Pr nek meg-
feleld sorrendben hajtjuk végre. Eszerint ha

U -3) * 4 1 Y -

akkor
m 231fl 2 3 fi 2 3
12 [2 1343 1 2} (1 3 2¥»

Azaz mivel P2az 1-et a 3-ba transzformalja, a 3 a P{P2permutaciéban ott all, ahol
az 1 all Prben. Hasonloképpen, minthogy P2a 2-t az 1-be transzformalja, az 1
ott lép fel P,P2ben, ahol a 2 all Pr ben stb.

Ha P, a k-t aAba, P2pedig az xk-t Bk-ba, végil P3a /?*t yk-ba transzformalja,
akkor PxPr a ifct &-ba és P2P3az a*-t y*-ba viszi at. Eszerint mind (P,P2 <P3
mind pedig P, «(P23 a fct y*-ba viszi at; ennélfogva a permutaciék szorzasa
asszociativ.

Az n objektum mind az n\ permutécidja &ltal alkotott halmaz csoport, mely-
ben az egységelem az

L 2 3 .. ni
L 2 3 .. nj

azonossadg. Ez a csoport az n-edfokd szimmetrikus csoport.6 A harmadfokd szim-
metrikus csoport rendje 6; az izomorfa (7.E.1) csoporttal, s igy az n= 3-nak meg-
felel§ diédercsoporttal is. A megfeleltetés ezek kdzott a kdvetkez6:

fi 2 31 fi 23 fi 23 fi 231 fi 23 fi 23
fi 2 3 (213 fi 32) (3 21j f3 12 (2 31
E A B C D F

A szimmetrikus csoportok a kvantummechanikaban is fontos szerepet jatszanak.

KONJUGALT ELEMEK ES OSZTALYOK

Az XAX~I elemet A konjugaltjadnak mondjuk. Ha két elem, A és P, konjugaltja
egy harmadik elemnek, C-nek, akkor egymasnak is konjugaltjai: A=XCX~1és
B—Y C Y 1 fenndllasabol kovetkezik, hogy X~IAX=C és B=YX~IAXY~I=
= (YX~D)A(YX~D~1 A csoportnak azok az elemei, amelyek egymas konjugaltjai,
osztalyt alkotnak. Valamely osztalyt egyetlen A elemének megadasa meghatéroz;
az egész osztalyt oly modon kaphatjuk meg, hogy képezziik az

EAE~'=A, A2AA2K AAA2\ T . ARAARI
6 Gyakran nevezik permutacidcsoportnak is, de sohasem nevezik szimmetriacsoportnak.
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sorozatot. E sorozat minden eleme konjugaltja /l-nak és egymasnak; azonfelil
minden olyan elem, amely konjugéltja /I-nak (és igy minden elem, mely a sorozat
barmely elemének konjugaltja), fellép (altalaban t6bbszor) a sorozatban. Valamely
csoport elemei ennélfogva osztalyokba sorolhaték, és mindegyik elem fellép egy és
csakis egy osztalyban.

A csoport egységeleme egymagaban képez egy osztalyt, minthogy nem konju-
galtja egyetlen méas elemnek sem. Minden X elemre fennall: XEX~x—E. Azt az
osztalyt kivéve, amely csak az E egységelembdl all, egyik osztaly sem alcsoport,
mivel egyik sem tartalmazhatja E-1 Az Abel-féle csoportokban minden osztaly
pontosan egy elembd'l all, mivel XAX~I=A minden V-re.

Valamely osztadlyban minden elemnek ugyanakkora a rendje. Ha An=E, akkor
(XAX~Dnugyancsak egyenld E-vel, amint azt kdzvetlenll be lehet latni:

(XAX-ly =(XAX » m(XAX ')...(XAX-9= XA’X 1= XEX 1=E.
Linearis csoportok (matrixcsoportok) esetében az egy osztalyba tartozé mat-
rixok atlésdsszege egyenld. Ennek igazolasa céljabdl tekintsiik az a, B matrixokat,

melyek tartozzanak ugyanabba az osztalyba. Ekkor létezik a csoportnak olyan
eleme, mondjuk a y matrix, amelyre fennall

RB=y<Xy-I.
Kovetkezésképpen Sp B= Sp yay_1= Spa.

Példaképpen képezziik C osztalyat a (7.E.1) csoportban. Ez az
ECE~X=C, ACA |I=B, BCB~X=A, CCC-=C, DCD~I=A, FCF_1=5

elemekbdl all. A C elem osztalya eszerint az A, B, C elemekbdl all; ugyanez az osztalya /1-nak
vagy if-nek is. Mind /I-nak, mind F-nek, mind C-nek 2 a rendje, és az atlésosszeg értéke a csoport
(7.E.1) matrixel6allitasaban 0 mind a harom elem esetében. A D elem osztalya

EDE~X=D, ADA~I=F, BDB~I=F, CDC [=F, DDD |=D, FDF~I=D:

Eszerint D-nek (vagy F-nek) az osztalya a D, F elemekbdl all.
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8. INVAR[ANS ALCSOPORTOK

Az olyan alcsoportot, mely az eredeti csoportnak csupa egész osztalyaibdl all,
invarians alcsoportnak nevezziik. Legyen <J>=E N2 invarians alcsoport.
Csoport lévén, A,-vei és A,-vel egyutt tartalmaznia kell azok A.A,- szorzatat is.
Tartalmazza azonfelll XN;X '-etis, ahol X a teljes csoport tetsz6leges eleme, mint-
hogy egy invarians alcsoport tartalmazza a széban forgd osztaly minden XN X~1
elemét, hacsak eme osztaly egy Afelemét tartalmazza. Egy kdzonséges alcsoport-
nak csak akkor kellene az XN;X~I elemet sziikségszer(ien tartalmaznia, ha A,
mellett az X elemet is tartalmazza.
Valamely kozonséges alcsoportban, mint minden csoportban, az

NiE=Nj,NjN2 ..., NjN,, (8.E.1)

elemek megegyeznek az alcsoport elemeivel, eltekintve a sorrendt6l. Ugyanez igaz
az

ENjI=N j\ N2N ~\ A.A71 (8.E.2)
sorozatra, tovabba az

NJENjI=E,  NjN2NJZ ..., NjN,,NJ1 (8.E.3)

sorozatra is, amely (8.E.2)-b&l oly médon képezhetd, hogy az egyes tagokban az
els tényezd helyére a (8.E.1) sorozat elemeit helyettesitjik; ez csak a tagok sor-
rendjét valtoztatja meg. Itt valamennyi A- eleme az alcsoportnak.

Masrészrél, ha az E,N2 ..., A, elemek invarians alcsoportot alkotnak, az

XEX I=E, XN2X -\ XN, X~I (8.E.4)

sorozat, ahol X az egész csoport tetszéleges eleme, megegyezik az invarians al-
csoport elemeivel, eltekintve a sorrendtél. A (8.E.4) elemek mindegyike fellép az
invarians alcsoportban, mivel azok konjugdltjai az alcsoport elemeinek; amint
most megmutatjuk, (8.E.4) alatt az invarians alcsoport minden eleme fellép. Ahhoz,
hogy az adott A* elemet megtalaljuk (8.E.4) alatt, csupan az X~'NkX elemet kell
megszerkesztenunk. Ennek az elemnek ott kell lennie az E, A2 ..., A,, elemek ko-
z0tt. Legyen ez A-. Ekkor Nk=XNtX~x és Nk (8.E.4) alatt az /-edik helyen lép fel.
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Az /4/W-csoportok minden alcsoportja invarians alcsoport. Minden elem 6nmagaban osztalyt
képez; ennélfogva minden alcsoportnak csupa egész osztalybdl kell allnia. A szimmetrikus cso-
portoknak egy és altalaban csak egy invarians alcsoportjuk van, mely az 6sszes paros permutacio-
bél all. A paros permutéaciok alcsoportot alkotnak, minthogy két paros permutacié szorzata
paros permutécio. Azonfellll a paros permutéciokhoz konjugalt elemek szilkségszer(ien paros per-
mutaciok, ennélfogva ugyancsak fellépnek az alcsoportban (lasd még a 13. fejezetet).

A (7.E.1) példaban E, D, F képezik az invarians alcsoportot. Javasoljuk, hogy az olvas6 az
alabb kovetkezd tételek helyességérél gy6z6djék meg e csoport specialis esetében.

Az invarians alcsoportok meghatarozasa igen fontos a csoportok szerkezetének
tanulmanyozésa szempontjabol. Az olyan csoportokat, amelyeknek nincs inva-
rians alcsoportjuk, egyszer(i csoportoknak mondjuk.

A FAKTORCSOPORT

Tekintsiik most az tg invarians alcsoport mellékosztalyait. Az EU=U,N2Uf
..,N,,U elemek tg jobb oldali mellékosztalyat alkotjak. Ugyanezek az elemek
egyszersmind bal oldali mellékosztalyt is képeznek, mivel U=UU~XU, N2U~
=UU~ % U, ..,,NiU=UU~NnU, eltekintve a sorrendt6l, megegyeznek az U=UE,
UN2, UNn elemekkel. Vagyis az (LLI] komplexus azonos az Cftg komplexussal.
Ennélfogva invarians alcsoportok esetében beszélhetiink egyszer(ien mellékoszta-
lyokrél, anélkiil, hogy meghataroznank, hogy bal vagy jobb oldali mellékosztalyok-
rél van-e sz6.1

Szorozzuk meg az (L] mellékosztaly valamennyi elemét egy masik @Y mellék-
osztaly mindegyik elemével! Ekkor NJUNIV=NjUNIU~4JV=NKJV, mivel mind A,
mind UNjU_1, s ennélfogva szorzatuk, Nk is benne van tg-ben. A szorzas tehat
egyetlen mellékosztaly, tg£/F elemeit adja eredményiil.

Ha valamely invarians alcsoport mellékosztalyait Ujfajta objektumoknak te-
kintjuk, és értelmezzilk a mellékosztalyok szorzasat gy, hogy két mellékosztaly
szorzatanak azt a mellékosztalyt tekintjiik, amelynek elemeit a két mellékosztaly
elemeinek 6sszeszorzasaval kapjuk, akkor maguk a mellékosztalyok csoportot al-
kotnak. Ezt a csoportot az invarians alcsoportfaktorcsoportjanak nevezzik. A fak-
torcsoport egységeleme maga az invarians alcsoport. Az tg[7 mellékosztaly minden
egyes NjU eleme, ha azt (jobbrol vagy balrél) tg valamely Nt elemével szorozzuk

1 Ez masképpen is belathat6. Annak feltétele, hogy U és V ugyanazon jobb oldali mellék-
osztalyba tartozzék (lasd 69. 0.), az, hogy UV~ leleme legyen tg-nek. Annak feltétele, hogy U, V
ugyanazon bal oldali mellékosztalyba tartozzék, az, hogy V~XU legyen eleme tg-nek. Ha azon-
ban tg invarians alcsoport és tartalmazza 17F-1-et, akkor tartalmaznia kell T_1 «UV~I-V=
—V~XU-1 is. Ennélfogva a két elem ugyanabban a bal oldali mellékosztalyban van, hacsak
ugyanazon jobb oldali mellékosztalynak az elemei, és megforditva.
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meg, Ujbol dJ1 valamely NJJ elemét adja. Részletesen kiirva, N, sNfJ=NiNj mU=
—NkU, és Nj mUN,=Nj sUN,U~IU=NkU. Tovabba minden ¢ n mellékosztalynak
van reciproka, az ¢ n n mellékosztaly. Vagyis

NjU mNIU~I=Nj mUNtU-'=NKk,

ami maganak az invarians alcsoportnak eleme. Az u, (RJJ~Xmellékosztalyok
szorzata ennélfogva 62-et adja, a faktorcsoport egységelemét.

Az ¢ invariéns alcsoport faktorcsoportjanak rendje egyenlé @ mellékosztalyai-
nak szamdval, azaz ¢ indexével. A faktorcsoportot nem szabad &Gsszetéveszteni
az alcsoporttal; az alcsoport elemei csoportelemek, ugyanakkor afaktorcsoport
elemei mellékosztalyok.

A fent levezetett tételek egyszer(ibben megkaphatok ama szimbolikus modszer
segitségével, amely az elemek bizonyos dsszességének, komplexusanak jeldlésére
egyetlen bet(it hasznal. A <Okomplexusnak az A elemmel képezett szorzata maga
is egy komplexus, UA, amelynek elemeit oly mddon kapjuk, hogy (0 valamennyi
elemétjobbrol megszorozzuk d-val. (Balr6l szorozva AUrt kapjuk.) A fi,  komp-
lexusok szorzata a LL.® komplexus, melynek elemeit gy kapjuk, hogy g 06sszes
elemét jobb oldalrél megszorozzuk ¢ elemeivel. Kénnyen lathatd, hogy az asszo-
ciativ torvény teljesil a szorzas ezen fajtajara.

Ha (§8és @ elemeinek szdma n, ill. n', akkor @fj) legfeljebb nri elemet tartalmaz.
A kilonboz6 elemek szama azonban rendszerint kevesebb ennél, mivel az elemek
némelyike tébbszor felléphet az nn' szorzat kozott.

Annak feltétele, hogy g alcsoport legyen, 0eg= g2= g. Eme alcsoport in-
varians alcsoport, ha mindegyik U csoportelemre teljesiil az U _1gi7= g egyenl&ség.
A (0 alcsoport jobb oldali mellékosztalyai a kiilonb6z6 &J komplexusok. Ha (0
invarians alcsoport, akkor U XJJJ= &, igy ajobb oldali mellékosztalyok
egyszersmind bal oldali mellékosztalyok. A faktorcsoport elemei a kiilonb6z6 UJJ
komplexusok. A UJJés &V komplexusok szorzata (a faktorcsoport elemeire értel-
mezett szorzas értelmében) ugyanaz, mint a komplexus-szorzasnak megfelel§ ér-
telemben képezett szorzat:

Ul m&V=U- UU &V ~U *&U «V=U2DUV= &UV.

IZOMORFIZMUS ES HOMOMORFIZMUS

Az el6z6 fejezetben megismerkedtiink két csoport izomorfizmusanak fogalma-
val. Két csoport izomorf, ha elemeik kdzott kélcsondsen egyértelm( megfelelés all
fenn, oly médon, hogy szorzatoknak szorzatok felelnek meg. Az egyik csoport
A, B elemeinek megfeleltetjilk az izomorf csoport A, ill. B elemét; az AB szorzat-
nak az A mB—AB szorzat felel meg. Izomorf csoportok rendje nyilvanval6an meg-
egyezik.
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Kevéshé éles megfelelés két csoport kdzétt az egyszer(i homomorfizmus, mely
hasonlé az izomorfizmushoz, csak most nem koveteljik meg, hogy a megfeleltetés
kdlcsonosen egyértelm( legyen. A B csoporthomomorfvalamely masiké cso-
porttal, ha )X minden egyes elemének a B csoportnak egy és csak egy eleme felel
meg, tovabba ha XX mindegyik elemének megfelel B-nck legalabb egy eleme, és
ha a megfeleltetés olyan, hogy a éji-beli A és B szorzata megfelel a XX csoport meg-
felel6 A, B elemei A 5=/1B szorzatanak.2Homomorfizmus esetében a XX csoport
valamely A eleme B tobb kiillonb6z6 elemének, mondjuk /I-nak és A'-nek felel-
het meg. Ennek megfeleléen a homomorfizmus nem kélcsénds tulajdonsag. Ha
B homomorf)X-val, akkor XX nem sziikségszer(ien homomorfR-vd. A B csoport
elemeinek szdma feltétlenil nagyobb vagy egyenld XX elemeinek szamaval; ha a
csoportelemek szama egyenl6, a homomorfizmus izomorfizmussa valik, amely
mar kolcsonos.

A B csoport E egységeleme megfelel XX egységelemének, E-nak, minthogy
E mE—E maga utan vonja E mE= E fennallasat, és ez csak a csoport egységelemére
igaz. Hasonloképpen, 8 inverz elemei a XX csoport inverz elemeinek felelnek meg.

Tekintsik a B csoport mindazon E, E2 Enelemeit, amelyek a XX csoport
E egységelemének felelnek meg, és jeldljik ezt a komplexust g-vel. Minthogy
Ek mE, az E mE=E elemnek felel meg, a 6 komplexus tartalmazza Ek mEret is, -
ugyhogy 6 csoport. Azonfeliil az Ek elemhez konjugalt minden U~k Jelem E-nak
felel meg, mivel U~I mE mU= U~)EU=E\ a 6 csoport ennélfogva invarians al-
csoportja B-nek. Hasonldképpen ama at komplexus elemei, amelyeknek a XX
csoport egy és ugyanazon A eleme felel meg, 6-nek egy mellékosztalyat képezik.
Legyenek Aj, A, az B komplexus elemei; ekkor Aj=Al=A. Az A}A fl elemek
mindegyikének az AJA~1=AJA~1=AA~i=E elem felel meg; azaz AjAflbenne
van 6-ben, ami annak a feltétele, hogy Aj és A, a 6 invarians alcsoport egyazon
mellékosztalyanak eleme legyen. A 6 invarians alcsoport mellékosztalyai egy-egy-
értelm( megfeleltetésben allnak XX elemeivel; ennélfogva két mellékosztaly, 0J és
UV szorzata az U, V elemek UV= UV szorzatanak felel meg. Minthogy a mellék-
osztalyok a 6 faktorcsoportjanak elemei, ez afaktorcsoport izomorfjR-val.

Ha 8 homomorf X-val, akkor R-nek egy faktorcsoportja izomorf X-val.
A 3 csoport rendje egész szamu t6bbszordse X rendjének. Ha a homomorfizmus
valéjaban izomorfizmus, akkor a széban forgd 6 invarians alcsoport magava az
E egységelemmé fajul el.

2 A megfelelésre, melyet itt gy jellemziink, hogyR homomorf XX -val, sok német szerzg azt
a kifejezésmodot alkalmazza, hogy XK homomorfL j/vei. Egyes szerz6k a holomorfizmus és izo-
morfizmus kifejezéseket szinonimaként hasznaljak.
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A csoportelemeket alkalmas médon (jra indexelve, B és XK elemei kdzott a
kovetkezd megfeleltetés Iétesithetd:

E,.G2 mmG,, Gn+l Gn+l, .. G2, ..., Gh_ in+,...,G hn
E H2 Hh

Latjuk, hogy B minden egyes elemének a >X csoport egyetlen eleme felel meg.
Megforditva, XX egyes elemeinek B tobb eleme felel meg; ez a megfelelés azonban
nem egy-egyértelmd, hanem s-egyértelmd, minthogy XX minden elemének -é-nek
pontosan n eleme felel meg. Az E, G2, Gn elemek képezik a 6 invarians al-
csoportot (kordbban ezekre az elemekre az E, E2 E3 Enjeldlést hasznaltuk);
a tobbi komplexus, amelyeket egy-egy kapcsos zaréjel kapcsol dssze, eme alcso-
portnak a mellékosztalyai, melyek mindegyike XX egy-egy elemének felel meg.

Ha a B csoport egy Hrnak megfelel6 elemét 6sszeszorozzuk egy A - nek meg-
felelé elemmel, olyan csoportelemet kapunk, mely #, =1 -nek felel meg. Ha mind
az n elemet, mely A -nek felel meg, 0sszeszorozzuk mindama n elemmel, amely
H fnek felel meg, azt az nelemet kapjuk meg, amely H,-A, mnek felel meg, mind-
egyiket n-szer. A XX csoport lényegében azonos az E, G2 Gninvarians alcso-
port faktorcsoportjaval; )X izomorf ezzel a faktorcsoporttal.

Nyilvanvalo, hogy minden csoport izomorf 6nmagaval. Azonkiviil minden cso-
port homomorf azzal a csoporttal, amely csupan az « egységelembdl all. Az A
elemnek az = egységelem felel meg, a B elemnek ugyancsak az = egysegelem felel
meg. Ennélfogva az AB szorzatnak is az « = - = egységelem felel meg. Ebben az
esetben az invarians alcsoport feldleli az egész csoportot.

Minden linearis csoport homomorf bizonyos J1bl -csoporttal. A homomorfiz-
mus oly modon létesithetd, hogy a lineéris transzformacidnak (matrixnak) deter-
minénsa értékét feleltetjik meg. (Mit ad ez a megfeleltetés az el6z6 fejezet (7.E.1)
példaja esetében?)

Ezzel zarjuk a véges csoportok absztrakt elméletét; a kdvetkez6kben abrazola-
saik elméletére tériink rd. Késébb targyalni fogjuk a folytonos csoportokat. Tar-
gyalasunk az absztrakt csoportok elméletének elemeire korlatozédott, melynek
okfejtése csodalatosan egyszer(. Részletes targyalés talalhatd A. Speiser kdnyvé-
ben (Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung) vagy Weber Algebra-jaban.
Itt nem targyaljuk tovabb ezt a témat; csak azokkal a részekkel foglalkoztunk,
amelyek a kovetkez6k szempontjabol Iényegesek, és amelyek ahhoz szlikségesek,
hogy a csoportelmélet alkalmazasaban biztonsagérzetre tegylink szert.3

3 Egy Gjabb angol nyelvii monografia: H. Zassenhaus: Theory of Groups, Chelsea Pubi.
New York, 1958.
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9. AZ ABRAZOLASOK ALTALANOS ELMELETE

Valamely csoport abrazolasalegy matrixcsoport,2 mellyel az dbrazoland6 csoport
homomorf. Minden egyes A csoportelemhez hozzarendellink egy D(A) vagy egy-
szer(ibben A matrixot oly médon, hogy
D(T)D(5)=D(T5) 9.0)
minden D matrixra teljesiiljon. Ha a kiilénb6z8 csoportelemekhez rendelt matrixok
mind kilonbdz6k, a matrixcsoport izomorfa csoporttal, amelyet abrazol, és az ab-
rézolast hiinek mondjuk. Masrészr6l ha ugyanazon matrixnak tébb csoportelem
felel meg, akkor azok a csoportelemek, amelyek ugyanannak a matrixnak felelnek
meg, mint az egységelem, invarians alcsoportot képeznek (amint azt az el6z8 feje-
zetben megmutattuk). Az abréazolas ekkor eme invarians alcsoport faktorcsoport-
janak hi abrazolasa, mint az egész csoport abrazolasa azonban nem h.
Megforditva, egy faktorcsoport minden abrazolasabdl megszerkeszthetjik az
egész csoport egy nem hii dbrazolasat. A faktorcsoport elemei egy invarians al-
csoport mellékosztalyai. Ha a csoport adott mellékosztalydba tartoz6 minden
elemhez ugyanazt a matrixot rendeljik hozza, mely ezt a mellékosztalyt mint a
faktorcsoport elemét abrazolta, az egész csoport egy nem h( abrazolasat kapjuk.
Nyilvanvalo, hogy minden matrixcsoport hi{i abrazolasa 6nmaganak. Az is
nyilvanvalo, hogy hozzarendelhetjiik minden csoportelemhez az (1) matrixot; ily
modon tetsz6leges csoport trividlis homomorf leképezését kapjuk ama csoportra,
amely egyedill az egységelemet tartalmazza. A (7.E.1) példa harom objektum
szimmetrikus csoportjanak hi dbrazolasat adja. Ugyanezen csoport masik ~ nem
h{i — abrazolasat kapjuk, ha az egyes csoportelemeknek az aldjuk irt matrixot
feleltetjuk meg:
E A B C D F
@O n n 1) O w (9E1)

1Precizebben mondva: ,,abrazolésa linearis szubsztitlciok altal”.

2 ,,Matrixcsoport”-on itt olyan csoportot értiink, mely négyzetes matrixokbél all, azaz olyan
matrixokbol, melyek sorainak és oszlopainak ugyanolyan az indexelése; az indexelés azonfeliil
k6z6s az adott dbrazolas valamennyi matrixara. Ezeket a szabalyokat minden abrazolasi matrix
esetében tekintetbe fogjuk venni.
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Ez az E, D, F invarians alcsoport faktorcsoportjanak hii abrazolasa. E faktor-
csoportnak két eleme van:az E, D, F invarians alcsoport és annak A, B,C mellék-
osztalya. A faktorcsoport els6 elemének az (1) méatrix felel meg, méasodik elemének
pedig a (—1) matrix.

Az &bréazolasi matrixok sorainak és oszlopainak szamat az abrazolas dimenzio-
janak nevezziik. Valamely adott dbrazolashdl Gj dbrazoldsokat képezhetiink, ha a
csoport &sszes matrixara ugyanazt a hasonlésagi transzformaciot alkalmazzuk.
Minthogy a hasonléségi transzformacié nem érinti a matrix szorzasi tulajdonsa-
gait, az abrazolas természete egészében valtozatlan marad ekdzben. Két abrazolast,
melyek ily moédon allnak el6 egymasbdl, vagy masképpen szo6lva, amelyek egymasba
transzformalhatok, ekvivalensnek mondunk. Az ekvivalens abrdzolasokat Iénye-
gében megegyezdnek tekintjik.

Két abrazolashdl tobbféleképpen képezhetiink egyetlen (j abrazolast. Talan a
legegyszer(ibb méd az, amikor a két abrazolast egyszer(ien egymas mellé helyezve
egyesitjik. Valamely D ~), D(A2, ..., D(A,) abrazolashdl, valamint egy masik,
L, A0, D'(A2, ..., D'(A) abrazoléasbol ily modon a

(WA) 0 (D(A 0 ) (OA,) 0 )
[ 0O D(M™MJI[ 0 DAY’ [ 0 DA ;

szupermatrixokbol all6 0j abrazolast kapjuk. Ha erre az dbrdzolasra hasonldsagi
transzformaciot alkalmazunk, ez elfedheti azt a tényt, hogy ezt az abrazolast ere-
detileg két abrazolashdl képeztikk. Az olyan abrazolast, amely egy (9.E.2) alakd
abrazolasbdl ilyen hasonlésagi transzformacidval all el6, reducibilisnek mondjuk.
Nyilvanvalé, hogy a reducibilis abrazolasok hasonldsagi transzforméacioval min-
dig a (9.E.2) alakra hozhatdk; azaz: a reducibilis abrdzolasok (9.E.2) alaku abra-
zolasokkal ekvivalensek. Az olyan abrazolasokat, amelyek nem hozhatdk ilyen
alakra, irreducibilisnek mondjuk.

Ha egy abrazolas a (9.E.2) alakra hozhatd pusztan azaltal, hogy 6sszes matrixa-
nak sorait és oszlopait egyidejiileg Ujraszdmozzuk, akkor természetesen reducibilis.
Valbban, az ilyen Ujraszamozas elvégezhet6 alkalmas hasonldsagi transzformacio
segitségével. Abbdl a célbdl, hogy aj-edik sort és oszlopotay-edik sorba, ill. oszlop-
ba vigyuk at, a hasonldsagi transzformécié S méatrixanak elemei legyenek Ski= &7,

ekkor (S- Yjm=bjm és
2 ski(s-ij—2 V-2

az S segitségével elvégzett hasonldsagi transzformacié ténylegesen a kivant Gjra-
szdmozast eredményezi:

A=S~IAS, Aj~]>jOImMAMGSK[= Aji-
mk6é

6 Csoportelméleti modszer. .. Nl



Osszuk be valamely adott matrixrendszer sorait és oszlopait két csoportba, mond-
juk a ,vessz6sek”-ébe és a ,vessz6tlenek”-ébe. Minden olyan matrixrendszer,
amelyre nézve ez a felosztas elvégezheté oly modon, hogy a ,,vessz6s” sorok és a
,vessz8dén” oszlopok metszéspontjaiban allé elemek valamennyien zérusok, vagy
reducibilis, vagy pedig mar kiredukalt alakban all el6ttink. Ennek igazolasara
elegendd megjegyezni, hogy pl. a ,,vessz6s” sorok és oszlopok atvihet6k a matrixok
fels6 és bal oldali részébe; ily médon az abrazolas szamara a (9.E.2) alakot kapjuk.

A kovetkez8kben olyan abrazolasi matrixokkal lesz dolgunk, amelyeknek de-
termin&nsa zérustol kiilonbdz6. Ekkor a D(A) matrixok mindegyikének van inverze.
Mivel tetszéleges A csoportelemnek az E egységelemmel képezett szorzata az A-1
adja, tetszdleges D (*) abréazolasi matrixnak a D(£) egységelemhez rendelt matrix-
szal valé szorzasa eredményiil D(A)-t ad. Ebb6l kdvetkezik, hogy

D(A)D(£)=DE4), D(£)=(I). (9.2)
A csoport egységelemének az egységmatrixfelel meg. Az inverz csoportelemeknek
megfelel6 D(A), D (A") matrixok szorzata D(E)= 1. Ennélfogva
D(A)D(A~D=D(E)=1  D("-2=[D(M)]-i; (9.3)
unitér matrixokkal létesitett dbrazolas esetében innen
T>(A~)=D (Af (9.3a)

kovetkezik.
1 tétel. Barmely &brazolas, melyet olyan matrixok létesitenek, amelyeknek a

determindnsa nem tiinik el, hasonldsagi transzformdacidval unitér méatrixok altal
létesitett abrazolasba transzforméalhato.

Legyen a csoport rendje h; az abrazolas matrixai legyenek At, A2 ..., Ah
(Ha az abrazolas nem h(, az Aj, A2 ..., Ahmatrixok nem mind kilénb&z6ek.)

Képezzilk most a H hermitikus matrixot, valamennyi csoportelemre 6sszegezve:
H=2 KK- 9.9

A bizonyitast oly médon végezziik el, hogy H-t atlds alakra hozzuk és meghataroz-
zuk a reciprok négyzetgyokét. Megmutatjuk, hogy ha az Ax méatrixokat egymast
kdvetden hasonlosagi transzformacionak vetjik ala a H-t diagonalizalé U matrix,
valamintaz atlés alakra hozott H négyzetgyokeként kapott d“2 matrix segitségével,
olyan A* dbrazolast kapunk, amely mar unitér.

A H hermitikus matrix valamely U unitér matrix segitségével a d atlés alakra
hozhat6:

d=U HU=2U -1AKA U=
=2mu-Ygo-4r= 2AJt (95)
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A d matrix atlés elemei valamennyien valdsak és pozitivak, minthogy pl.
dkk= 2 2 CK)ki (Af kj=2 2
X ] *

csak akkor lehet zérus, ha k eme értéke mellett az (k x)kj abrazolasi matrixelemek
minden j-re (és y-Ta) zérusok volnanak. Ekkor azonban az k x matrixnak egy sora
teljes egészében zérus lenne. Ebb6l kdvetkeznék, hogy k x determinansa, és igy
AKé is, eltlinik, ellentmondasban a feltevéssel. Ennélfogva d12és d 12 egyértelm(-
en képezhet6 d-bél, az atlés elemek (pozitiv) négyzetgyokeit, ill - 1/2-ik hatva-
nyait véve; ti12és d-1/2 valos atlés matrixok: d/2=d92 d 1/2"=d 12

Most megmutatjuk, hogy az

As= d~WA;d12= d"1/2U" 1A4L /2
abrazolas unitér. A (9.5) egyenletbdl kapjuk:
i=d h22 K "'A xB-
Az egységmatrix e kifejezését felhasznélva irhato:

AAAR v 2AA1Y2 -(d" U2 AxAxd-12dil2A/d-i/2=

= d->22 AMAXAjALd- 12 (9.6)

X

Az k x méatrixok csoporttulajdonsaga folytan az k 3Ax matrixok (x=1, 2, h)
a sorrendtél eltekintve megegyeznek az A”-kkal,3igy

2 AaAXk "k j=2 a*a*
Ebbdl kdvetkezik, hogy
AAT=d-V22 ALY */2=1. 9.7

Ez mutatja, hogy az k xdbrézolés unitér, ami teljessé teszi az 1. tétel bizonyitasat.

2. tétel. Valamely irreducibilis dbrazolas minden matrixavalfelcserélhet6 matrix
az egysegmatrixnak tobbszdérose (konstans matrix).

Feltehetjlk, hogy az abrazolas unitér alakban all el6ttiink, mivel a hasonl6sagi
transzformacio az egységmatrixot termeészetesen valtozatlanul hagyja. Kommutal-
jon az M matrix az Aj, A2 k hmatrixok mindegyikével, azaz

AIM=MAX  («='1,2,...,%). (9.8)

3 Lasd az 1 tételt a 82. oldalon.
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Megmutatjuk, hogy elegendd, ha csak a hermitikus M matrixokat vessziik te-
kintetbe. A (9.8) egyenlet adjungaltjat képezve kapjuk:

MTfA*= A*Mf.

Szorozzuk meg ezt az egyenletet é16ir6l és hatulrol Ax-val, és vegyiik tekintetbe
AXA*= A*AX=1 fennallasat:

AMt=MtAx (*=1,2,...,A). 9.9)
Eszerint nemcsak M, hanem Mf is felcserélhet§ az A méatrixok mindegyikével. igy
tehdtaz M +M t=H 1 i(M—Mt)=H 2hermitikus matrixok is kommutéalnak mind-
egyik A-val. Ennélfogva elegendd azt megmutatni, hogy minden hermitikus mat-
rix, mely minden A-val kommutal, konstans matrix. Ha ugyanis H,, H2 mind-
ketten tobbszordsei az egységmatrixnak, akkor 2M=H[—i'H2 ugyancsak tébb-

sz0rgse annak.

Ha az M matrix (9.8) alatt hermitikus, akkor alkalmas V matrix segitségével
d &tlés alakra hozhat6: d=V_IMV. Legyen A=Y - IAXY. (Az AKmatrixok, épp-
agy mint az Axk, unitérek). Ekkor (9.8) kdvetkezményeképpen fennall

Axd=dAx (»=1,2,.., A (9.10)

Ha a d matrix atlds elemei nem mind egyenl6k, akkor azoknak a soroknak és osz-
lopoknak a metszéspontjaiban, amelyeknek d-ben kiilonbdz6 atlés elemek felelnek
meg, az Ax matrixok mindegyikében zérusoknak kell allniok. Azaz

(“t)kjdijj y)ij
maga utan vonja, hogy djj"dkk esetén az abrazolasi matrixokra fennall (ARKkI=0;
ekkor a 81. oldalon mondottak értelmében az abrazolas reducibilis lenne. Mint-
hogy az abrazolas irreducibilis, a dkk atlés elemek mind egyenlék. Azaz d és igy
VdV~1=M is konstans matrix, mely minden matrixszal kommutal. Ezzel bebizo-
nyitottuk a 2. tételt, mely a Schur-féle lemma néven ismert.

A 2. tételnek ez a bizonyitasa nemcsak azt mutatja, hogy az abrazolasnak redu-
cibilisnek kell lennie, ha van olyan nemkonstans matrix, mely az abrazolas minden
matrixaval kommutal, hanem azt is, hogy miképpen lehet az abrazolast kiredu-
kalni, vagyis a (9.E.2) alakra hozni. Ez ugyanannak a hasonldsagi transzformacio-
nak a segitségével torténhet, amely a ,,kommutalé matrixot” atlos alakra hozza.

Megforditva, ha az abrazolas reducibilis, bizonyosan léteznek olyan nemkons-
tans matrixok, amelyek az dbrazolas minden matrixaval kommutéalnak. Ebben az
esetben az abrazolast alkalmasan vélasztott S matrix segitségével elvégzett hason-
16s4gi transzformacid Gtjan a (9.E.2) alakra lehet hozni. A (9.E.2) alakd matrixok-
kal azonban minden

™ U 01
M 0 a'lj
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matrix kommutal, ahol a és a' tetsz6leges. Ha M-et S* 1segitségével hasonlosagi
transzformacidnak vetjik ald, az igy kapott matrix kommutalni fog ama abrézolasi
matrixokkal, melyeket a (9.E.2) alakban megadott abrazolasbhol az S~1 segitségé-
vel elvégzett hasonldsagi transzformécio segitségével kapunk.

Ha létezik olyan nemkonstans matrix, mely az abrazolas minden matrixaval fel-
cserélhetd, akkor az dbrazolas reducibilis; ha ilyen matrix nem létezik, akkor az
abrézolés irreducibilis.

3. tétel. Tekintsiik ugyanazon csoport két irreducibilis abrazolasat, a D(I)("i),
D()y42, . . D@(A)> valamint a D2(yt,), D@(A2, ..., D((Ah abrazolast, ame-
lyeknek dimenzidja /,, ill. 12 Ha létezik olyan /2soros, Ixoszlopos M matrix, melyre
fennall

M D «(i,)=D ()(4)M (*=1,2,..., A, (9.11)

akkor li*12mellett az M matrix a zérusmatrix. Ha pedig Ix=12, akkor M vagy a
zérusmatrix, vagy pedig egy zérustdl kialonbdzé determinanséi matrix. Az utébbi
esetben M-nek van inverze és a két irreducibilis 4brdzolas ekvivalens.

Feltehetjiik mindjart kezdett6l fogva, hogy az abrazolasok unitér alakban van-
nak megadva. Ha ez nem igy volna, unitérré tehetnénk ket alkalmas S, R mat-
rixokkal elvégzett hasonlosagi transzformacio Gtjan. Ekkor (9.11) alapjan irhatjuk:

R-‘MS -S-1DA("¥S=R 1 R -‘MS,
(9.12)
R_1IMS «D(>("i)=D @("J -R_IMS;

itt R 'MS egyszerlien az M szimbdlummal helyettesithetd.

Feltessziik tovabba, hogy /]1S/2 Ha Ix>12 pusztan a (9.11) egyenlet transzpo-
naltjat kell képezniink, és az alabb kovetkez8k valtoztatas nélkil érvényesek.
Megjegyezziik, hogy a matrixok unitér jellege folytdn D()(4Rf=D@)("J_1=
=DI)(4C D ésD("Kt=W2AA K-ly, (9.11) adjungéltjat képezve kapjuk:

“Mf= D<2 (9.13)

Mivel (9.11) valamennyi csoportelem esetében fennall, és igy fennall az AH-lelem-
reis, (9.13)-at balr6l M-mel megszorozva kapjuk:

M D (I)(A~D)M t-M M tD(Q)(A :9, (9.14)
D@(A" ) MMt=MMtD@)( 4 . (9.15)

Eszerint az MMt hermitikus matrix kommutal a masodik irreducibilis abrazolas
D@(yi"), Dm(Aj), ..., D@A h) matrixainak mindegyikével. A 2. tétel szerint tehat
az MMt matrix sziikségképpen az egységmatrix tébbszorose

MMt=cl. (9.16)
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Ha a két abrazolas, D<*>és D(@ dimenzidja megegyezik, két lehet6ség van.
Vagy (5*0, mely esetben a \cl\= cldeterminans nem zérus, és ez maga utan vonja,
hogy M-nek a determindnsa nem zérus és hogy M-nek van reciproka; vagy ¢c—0,
amikor is MMf=0 és M a zérusmaétrix. Ennek igazolasara irjuk ki részletesen:

(MM\.=2M*M *=0; (9.17)
K
ha /=j\ kapjuk:
2 \Mik2=0. (9.18)
Ebbdl kovetkezik, hogy M ik=0, minthogy az tagok mind nemnegativak,

és (9.18) folytan pozitivak nem lehetnek. Ezzel a tételt az /x= /2 esetre igazoltuk.

Masrészrél, ha a két abrazolas dimenzidja nem egyenl6, akkor M nem négy-
zetes, hanem derékszdgli matrix. Zérusokat hozzatéve azonban négyzetes matrix-
sz4 egészithetjlik ki:

‘Mn MI2 ... MlOo .. 0O
M2 M2 ... MAO0 ... 0

n= : (9.19)
Mbl Mb2 ... Mba O ... O

Az N matrixot oly modon szerkesztettilk meg, hogy MM I—NNT teljesiil. Az N
matrix determindnsa, valamint NNt=M Mt-¢é is, nyilvanvaléan zérus. Eszerint
(9.16) alatt celtiinik, ugyhogy (9.17) és (9.18) ismét teljestil. Ezzel a 3. tételt teljesen
igazoltuk.

la. tétel. Ha ugyanazon csoport két abrazolasa, At, A2, ..., Ahés B2, ..., Bhunitér és ekvi-
valens, mas szavakkal, ha létezik olyan tetsz6leges fajtaji M matrix, amelyre teljesil az
MAKM” 1=B)l (*=1,2,...,*) (9.20)

Osszefiiggés, akkor ezek az abrazolasok unitér transzformacioval is egymasba transzformalhatok.
Azaz létezik olyan unitér U matrix, amelyre fennall

UAXU—1=Bx (*=1,2,...,%). (9.22)

E tétel igazolasa céljabdl olyan K matrixot keresiink, mely a Bx matrixok mindegyikével kom-
imnal és amely mellett az U=KM szorzat unitér. Ha sikeril ilyen matrixot talalnunk, (9.20)
alapjan felirhatjuk a

Bx= KBxK 1= KM/I.M *K_1=(KM)AXKM)- 1= UAXU 1 (9.21a)

Osszefiiggést, amivel azutan a tételt igazoltuk.
A (9.20) egyenletbdl kovetkezik

MAX=BxM (*=1,2,....*) (9.22)
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s innen, mint kordbban is, arra kdvetkeztethetiink, hogy MM*; kommutal a masodik 4brazolas
mindegyik matrixaval:

B,MMt=MMtBk (n=1,2 (9.22a)

Eszerint az MM f matrixszal elvégzett hasonlésagi transzformacié nem valtoztatja meg a masodik
abrazolast. Ez azt sugallja, hogy MM 1 vagy valamilyen hasonlé matrix teljesitheti a K-val szem-
ben tdmasztott kdvetelményeinket. A kovetelmény, hogy KM unitér legyen, az

MtKtKM=1 vagya K|K=(M,[ {MT1=(MM,I 1 (9.23)
alakban irhaté fel. Ennélfogva nem MM1 maga, hanem ennek —1/2-ik hatvanya az, aminek
egyenlének kell lennie K-val.

Az (MM1)-1/2 matrix megszerkesztésére az 1. tétel bizonyitasaban hasznalt eljarast alkalmaz-
zuk. El6szor MM +et atlos alakava transzformaljuk a V unitér matrix segitségével:

r MMtV=d, MMt=VdV*. (9.24)

Ez mindig megtehetd, mivel MM 1 hermitikus; d atlos elemei azonfeliil valamennyien valésak és
pozitivak.4 Meg lehet tehat szerkeszteni a d-1/2 matrixot, mely ugyancsak diagonalis, és atlos
elemei pozitivak és valdsak. Végezetiil a V-1 matrix felhasznalasaval d ~/2-re hasonl6sagi transz-
formaciét alkalmazunk; ily médon kapjuk meg K-t:

K=Vd-12y-i. (9.25)

Most megmutatjuk, hogy K kommutal a By matrixok mindegyikével, és hogy KM unitér.
A (9.22a), (9.24) egyenletek folyomanyaképpen fennall

BAVdV- 1= VdV- IBx, V*“1BzVd=dV BKY/, (9.26)

azaz a d atlés matrix kommutal mindegyik V- 1BK/-vel. Ennélfogva a V 'B*V matrixok mind-
egyikében csak zérusok allhatnak azoknak a soroknak és oszlopoknak a metszéspontjaiban,
amelyeknek a d matrix kilonbdz6 atlés elemei felelnek meg. Ezek a matrixok kommutalnak
d_1/2-nel is, mivel ennek csak azok az atlos elemei kiilonbdznek egymastol, amelyek mar d-ben
kulénbdzéek voltak. igy tehat

V-B{Vd-12=d-12V - BR/, BKK=KBX, (9.27)

és K ténylegesen kommutal a Bj, B2, ..., Bnabrazolasi matrixok mindegyikével.
Vegylk szemiigyre ezek utan az

UUI= KMMI1K1= Vd_12V- IMM1V- 11d_1/2tVt (9.28)

kifejezést. A (9.24) egyenlet folytan, és tekintetve véve, hogy V unitér, d“ 22 pedig hermitikus
(valds diagonalis) matrix, kapjuk:

UUf= Vd_V2dd- Y2Vf= VWi= 1, (9.29)

Ggyhogy U unitér. Ezzel igazoltuk az la. tételt.

Ennek a tételnek a fontossaga abban rejlik, hogy mindaddig, amig az abrazolasok unitérek,
lehet6vé teszik, hogy unitér hasonlésagi transzformacidkra korlatozédjunk. Megjegyezzik, hogy
ha (9.20) alatt az abrazolasok unitérek és irreducibilisek, az M matrix egy numerikus faktortdl

eltekintve sziikségképpen unitér. Ez kdvetkezik a 2. tételbdl, ha azt a (9.22a) egyenletre alkalmaz-
zuk.

4 Lasd az 1 tétel bizonyitasat a 82. oldalon.

87



4. tétel. A negyedik tétel, a gyakorlatban valamennyi kdzo6tt a legfontosabb,

az irreducibilis dbrazolasok matrixelemeire vonatkoz6 ortogonalitasi dsszefliggés
Ha

és
DV\E),DV\AJ,....DV(AH

ugyanannak a csoportnak két inekvivalens, irreducibilis, unitér abrazolasa, akkor

2 fI(N(A )> C)(k)rf=0 J(9.30)
R
fenndll a jiv és alk elemek mindegyikére; itt, amint feltlintettiik, 6sszegezni az 6sszes
E,A2 ..., Ahcsoportelemre kell.5Egyazon unitér, irreducibilis abrazolas elemeire
fennall:
2 G (OCR),v=~6;ilAp., (9.31)
R 11

ahol h a csoport rendje és /, az dbrazolas dimenzidja.

A 4. tétel abbol adodik, hogy az abrazolas csoporttulajdonsagai sok olyan M
matrix megszerkesztését lehet6vé teszi, amelyek eleget tesznek a (9.11) vagy a
(9.8) egyenletnek. A (9.30) és (9.31) egyenletek azt a tényt fejezik ki, hogy a (9.11)

egyenletet kielégit6 matrix sziikségszer(ien a zérusmatrix, a (9.8)-at kielégité matrix
pedig az egységmatrixnak a tébbszérose.
A csoporttulajdonsag folytan minden

M =2D @(k)XD")( r 1

alakd matrix, ahol a tetsz6leges X-nek 12sora, /, oszlopa van, eleget tesz (9.11)-nek.
A csoporttulajdonsagbol kovetkezik, hogy

2 D@R(SR)X D«»(Sfigrli= 2 D@\R) X D(AR )~1= M,
A R

mivel a bal oldalon és a jobb oldalon ugyanazok a matrixok lépnek fel, csak mas
sorrendben. Eszerint

DE(S)M= 2 DEXS) D@(k)XD (B(R)-*

=2 D@(SA)X DAXSR)-' D(IXS),

vagy témdrebben:
D@S)M=M (9.11a)

5 A kovetkez6kben R és S mindenkor E, A2, ..., Ahcsoportelemeket jel6inek.
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Ekkor a 3. tétel értelmében M-nek a zérusmatrixnak kell lennie, azaz tetsz6leges
X« mellett teljesulnie kell az

Mi=2 2 6 @QWa*  d«Xr-\~=o;

R
egyenletnek. Ha valamennyi matrixelemnek az XxI—0 értéket adjuk, az egy Xfir=1
kivételével, a (9.30) egyenlet altalanositott alakjat kapjuk:

2 2>®(34>(0KR-% = 0. (9.30a)
Itt a D@(A), D(I)i?) abrazolasoknak irredutibiliseknek kell lennidk, nem sziiksé-
ges azonban, hogy unitérek legyenek. Ha a D((R), D)A) matrixok unitérek:

DC)(A-)= [DW(A)]-'= Di)(A)t,
a (9.30a) egyenlet atmegy (9.30)-ba.
A (9.31) Osszefliggés bizonyitasa céljabdl legyen
M =2D ((k)XD (I)(R-1),
ahol X tetsz6leges matrix. Ez azR M a D(I)(6j matrixok mindegyikével kommutal:

DASIM= 2 DAS) DAXRIXD ()(k™)=

=2 D((SA)X D[(SA)-J D(1)(S)=M D(1)(S).
R
Eszerint a 3. tétel megkdveteli, hogy M az egységmatrix tébbszordse legyen; azaz
2 2 d (Xr)ixx Xd *Kr - X " cf*,
KA R

ahol c flggetlen u-t8i és fi'-t6i, az Xxx elemekt6l azonban fiigghet. Ha egy elemet
ismét egynek valasztunk: X,,,,.=1, és feltessziik, hogy a tobbi XXX mind eltlinik,
kapjuk:

ZR dX r\,dX r-\v=g, X"

ahol c,,, az XxI elemek eme specidlis rendszerének megfelel§ allandét jeloli.

A cw. konstans meghatarozasa céljabol legyen és /i-re dsszegezziink 1-t6l
/ji-ig. Ekkor ez a kifejezés éppen a D(I)(A) D(1)(/?_1)= DUXE)=(ON) szorzatok
Osszegét adja:

2 2 d"Xr~ X D@MR)u=2 D*\E),'v=hbv= 2 cr,X=c¢,/1-
fi R R fi
Eszerint cw,= dw,(h/l)). igy tehat a (9.31) 6sszefiiggés némileg éaltalanositott alak-
jat kapjuk:
2 D)(KWD X R -\y = 4% (9-31a)
R

Ez unitér abrazolasok esetén atmegy (9.31)-be.
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A
Dul\AJ,,=v%\ ..., D\AhR= v "

szamok egy /r-dimenzios vektor komponenseiként értelmezhetbk; e vektor
komponenseit a csoportelemek indexelik. Eszerint (9.31) azt fejezi ki, hogy e vektor
hermitikus hossza rfhflb és hogy eme /? szdmU vektor kozill kivélasztott barmely
vektorpar ortogonalis. Azonkivil (9.30) szerint a v vektorok ortogonalisak mind-

azon w vektorokra, amelyeket valamely inekvivalens irreducibilis abrazolasbol
kapunk hasonl6 médon:

=DQ@A{R, . . < BH=D@AR R

Harom objektum szimmetrikus csoportjanak

1 10) 1 1.4
1 0 1 0 223 2 _23
DH o iLD*40 -i ,D(s)=i _ i ,DC= 1_ , m
|/ 3 2 23 2
-- Vi) i-- -Vb (7TEN)
D(2»= 2 2 f BA= 2 yl
2N 2] 2" 2/

abrazolasa, mellyel mar t6bbszor volt dolgunk, irreducibilis. Ha reducibilis volna, valamennyi
matrixat ugyanazon hasonlésagi transzformacio segitségével egyidejlleg atlés alakra lehetne
hozni, és igy a matrixoknak, mivel diagonalisak, mind kommutalniok kellene. Ezek a matrixok
azonban nem felcserélhetek, amint azt pl.

D(A) D(B)=D(D), LLB) Di/1)=D(F)*D(D)

mutatja. A 2. tétel szerint csak az egységmatrix tobbszérdsei kommutalnak a (7.E.1) matrixok
mindegyikével. Eme egyszer(i példa esetében azonnal lathatjuk, hogy D(z()-val csak az atlés
matrixok kommutalnak. Valamely atlés matrix pedig D(B)-vel csak akkor kommutalhat, ha két
atlos eleme egyenld. Eszerint mar a T)(A), D(B) matrixokkal valo6 felcserélhet6ség kiadja a korla-
tozast: kommutalé matrix csak az egységmatrix tébbszordse lehet. A (9.31) egyenlet szerint a
négy vektornak, v*O-nek, v(12>-nek, v~b-nek és v(22hnek, amelyekre

,00.-1, ,go_-1,
« 2 ° - *00— 1,
vVF-O, »lF-». *B2=;t3, VvOy=-It3,
p>— 1ri,
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»“-0, -™ o, Vi,

<?2'UT3;

-?7>— > vfi-1,

R ]

ortogonalisnak kell lennie. igy példaul

E vektorok hosszanak /n//=]/6/2=/3~ értéket kell adnia. Egy példa:

=02+ 02+ -+ -+ -+ - = 3.
(V)V@)=02+ 02+ 4+ 4+ -+ =3

Abbol a célbdl, hogy a (9.30) dsszefliggés alkalmazasara is adhassunk példat, tekintsiik ugyan-
ennek a csoportnak a 80. oldalon megadott abrazolasat, mely nyilvanvaléan irreducibilis:

D(E)=(1), D(T)=(—1), D(5)=(—D),

(9.E.1)
D(C)=(—1), D(D)=(1), D(F)=(1)
tovabba az azonossaggal val6 trivialis abrazolast:
D(E)=(1), D()=(), D®)=(), GE3)

D(E)=(1), D(6)=(1), D(F)=(1).

Mind a négy v vektornak ortogonalisnak kell lennie a wR=D (R)11, tovabba a zA=D (B)jj= |
vektorra. Példaul

V<22 w)=l o+ (-1)-(-1)+i-(-1)+i-(-1)-i- -*m 1=0-
Tekintstik most valamely csoport valamennyi inekvivalens irreducibilis abrazo-
lasat. A D(L(i?) matrix dimenzidja: /,, D(Q(-R) dimenzidja /2, ..., D(c,(R) dimenzi6-

ja Ic; feltessziik, hogy mindegyik &brdzolas unitér. Ekkor a (9.30), (9.31) képletek
a kovetkez6 alakban foglalhaték dssze:

I D»(it),, Y*i D</>R)vy I=iA .. (9.32)

(ft,v=1,2, ..., Ij\ ft,v=12, ..., 1ij, i—L12 ...,0.
Az N+ 1\+ mee+[2szam(, h-dimenzids
w * =Da)(Rap

vektor egymasra ortogonalis a csoportelemek terében.
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Minthogy a Adimenzios térben legfeljebb Aszam( ortogonabs vektor létezhet,
kovetkezik, hogy valamennyi inekvivalens, irreducibilis abrdzolas dimenzidjanak
U+Y+ ... + /c négyzetdsszege legfeljebb akkora lehet, mint az abrazolt csoport
rendje. Ténylegesen megmutathatd, hogy ez a négyzetdsszeg pontosan egyenl6 a
csoport rendjével: N+I\+ ... +12=h. Ezt a tételt azonban itt nem bizonyitjuk
(vo. 126. 0.).

Foglalkozzunk tovabb a (9.32) egyenlettel. A W \R) matrix atlojat (spurjat)
Xt)(M)-rel jeloljik:

h
%\R)= 2 Du\R)".

A A mennyiséget magaban foglal6 AAE), y(n(A2, ..., y(\Ah sorozat neve a

DUR) abrazolas karaktere. Az &brézolasnak a karakter segitségével valo jellem-
zése azért el6nyds, mert az hasonlosagi transzformaciokkal szemben véltozatlan
marad. A (9.32) alapjan kapjuk:

2 20)( N d(N(<v=46AW

ju-re 1-t6l lyig és /i'-re 1-t6l Ir -ig dsszegezve

2 xu\R)XIr\R)*=Y8jr 2 2 K,r=réjf 2 i=lTI.  (9.33)

irreducibilis dbrazolasok yi)(R) karakterei ortogonalis vektorrendszert képeznek
a csoportelemek terében. Ebb6l kdvetkezik az is, hogy két inekvivalens irreducibilis
abrazolasnak nem lehet ugyanaz a karaktere, és hogy az egyenlé karakter( irredu-
cibilis 4brdzolasok ekvivalensek.

A (9.33) egyenletet még némileg mas alakra hozhatjuk, ha 6sszehasonlitjuk az
ugyanazon osztalyba tartozé R, S elemek yaXR) és y(j)(S) karakterét. Ekkor létezik
olyan T csoportelem, mely R-et S-be transzformalja. De ha T IRT=S, akkor
D®(T ¥D®(i?) DQ(T)=D""6), ezért a D<J(R) métrix ugyancsak atvihetd transz-
formécidoval DU)(Sj-be. Ebb8l kovetkezik, hogy a D<b(R) métrix y(>R) atl6ja
egyenlé a D®(5) matrix y(AS) atlojaval. Adott abrazolasban ugyanazon osztaly
elemeinek egyenld a karakterdik.

Amikor tehat a karakterek sorozatat megadjuk, elegendd a karaktert a csoport
mindegyik osztalyaban egyetlen elemre ismerni. Ezt tekinthetjik az osztaly karak-
terének. Ha az egész csoport, melynek abrdzolasat vizsgaljuk, k osztalybol All,
amelyeket mondjuk aC,,C2, ...,C kszimb6lumokkal fogunk jeldIni, és ha ezeknek
rendre g5 g2 ..., gk elemlk van (gi+g2+ ft+ eee+&=A), akkor az abrazolas
karakterét a k szamu z®(Cj), yLL,C», ..., %\CK) szam teljesen meghatarozza.
E szamokat behelyettesithetjik a (9.33) egyenletbe a %b)(/})_ek helyére. Miutan
ezt megtettlik, a csoportelemekre vald 0sszegezést elvégezhetjiik oly médon, hogy
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elészor az ugyanabba az osztalyba tartozé ge szamu elemre 0sszegeziink (a meg-
felel6 geszdmu tag mind egyenl6), azutan pedig a k szdmu osztaly mindegyikére:

206G \egry =Hdr.

vagy
2 XU(Ce j/f XU\CJI* ]/f (9.34)

A /7M(CjYgJdh normalt karakterek ortonormalt vektorrendszert képeznek az osz-
talyok k-dimenzios terében.

A (9.30), (9.31), (9.33), (9.34) egyenletek az abrazolaselmélet legfontosabb
egyenletei, és azokra Ujbol és Ujbdl hivatkozni fogunk.

A (7.E.1), (9.E.1) és (9.E.3) abrazolasok karakterei
Z(E'):Zr ZM):O! *(B):O, *<C>:01 Z(D): -1 y Z(F): —l,
XA=-U'X@=-U *OC=-i, XOF1, zF=i;

x(B=h X@A=h ZB=b f O=1I, rw=1I, Xw=1.
Minthogy D, F, valamintA, B ,C egy-egy osztalyt képeznek, a karaktereik megegyeznek. A karak-
tereket ennélfogva a kovetkez6képpen foglalhatjuk ossze:

x(£)=2, j* ’'BC)=0, z(DF)= - 1;

*®=i. ** *«=-1, z([DOPF=i;
=(".R.o=li x(DF)=i.

A Ygjh mx<xcQ normalt karakterek ortogonalisak egymasra. Példaképpen /-t és jf-t vessziik:

Minthogy legfeljebb k szdmu k-dimenzids ortonormalt vektor létezik, kdvetke-
zik, hogy az inekvivalens irreducibilis abrdzolasok ¢ szama legfeljebb akkora,
mint az abrazolt csoportok osztalyainak k szama. Ténylegesen megmutathato,
hogy adott csoport inekvivalens irreducibilis abrazolasainak szama pontosan meg-
egyezik e csoport osztalyainak szamaval, azaz c=k.

Erre mar lattunk egy példat: harom objektum szimmetrikus csoportjanak a
90., 91. oldalakon megadott harom &brazolasat. Ez a csoport harom osztalybdl
all: E; A, B, C; D, F. A fentieken kivill més irreducibilis 4brdzolasa nincsen.
Az abrazolasok dimenzioi 2, 1, 1; 22+ 12+ 12=6 valoban a csoport rendjét adja.
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Abrazolasok kiredukalasa. Az el6zék folyaman részben reducibilis, részben irre-
ducibilis abrazolasokkal volt dolgunk. Az 1. és az la. tétel tetsz6leges abrazolasra,
a2,a3 ésa4. tétel [a (9.30), a (9.31), a (9.33) és a (9.34) egyenlet] irreducibilis
abrazolasokra vonatkozott.

Az irreducibilis abrazolasok jelent6sége ama tényben rejlik, hogy tetsz6leges
abrazolas egyértelmiien felbonthato irreducibilis abrdzolasokra. Azaz barmely irre-
ducibilis &brazolas a

Dn\R) 0 .. 0
0 DalR) ... 0
(9.E.4)
.0 0 .. DO®

alakra hozhatd alkalmasan valasztott ,kiredukal6” matrix segitségével elvégzett
hasonlosagi transzformacidval, ahol DN{R)-ek immar irreducibilis abrazolasok,
az eredeti abrazolas irreducibilis komponensei. Eszerint valamely adott abrazolas,
hacsak nem irreducibilis mar, transzformacidval a (9.E.2) alakra hozhato:

D(A)=ID" ° 1 (9.E.2)

az abrazolas minden matrixa ilyen alakdva transzformalhat6. Itt vagy mind a
D'(AJ, mind pedig a D" (AJ rész mar irreducibilis, vagy példaul D" még reducibi-
lis. Az utobbi esetben t>(AJ-ra Gjabb transzformaciot alkalmazhatunk az

(0 t)
matrix segélyével; ily moédon kapjuk:

diADA4ps_ldgv s pvalT
Ha D" reducibilis, T oly mddon vélaszthatd, hogy T_1D"(*JT a (9.E.2) alakot
oltse. Ekkor D(AJ a kdvetkezd alaku:

D'(AJ 0 0
0 D"(AJ 0
0 0 D""(AJ .

Ez tovabb redukalhatd, ha a D', D", D"" abrazolasok koziil legalabb még egy
reducibilis.

Minthogy az abrazolas dimenzidja véges, lehetségesnek kell lennie, hogy azt ily
madon végil a (9.E.4) alakra hozzuk, ahola D(2), D(?, ..., Dw abrazolasok mind-
egyike irreducibilis. Minthogy tobb egymast kdvet6 hasonlosagi transzformaciot
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mindig helyettesithetiink eggyel, a vizsgalt abrazolds egyetlen hasonlosagi transz-
formécioval kdzvetlendl a (9.E.4) alakra hozhatd. Ezt az eljaréast kiredukalasnak
nevezzik; (9.E.4)-re mint a kiredukalt alakra hivatkozunk.

Azt gondolhatna valaki, hogy amikor ezt a kiredukalast elvégezziik, a D (1)(tf),
D@(R), ..., D(®)i?) irreducibilis részek nincsenek egyértelmiien meghatarozva
(hasonlosagi transzformacio erejéig), hanem ahelyett D(i?)-et tébb kilonbdz6 mo-
don ki lehet redukalni. Megmutathatd, hogy ez nem igy van. Ahogy egy egész
szam egyértelm(ien felbonthaté primszamok szorzatara, valamely reducibilis ab-
razolas irreducibilis komponensei is egyértelmiien meg vannak hatarozva, termé-
szetesen a sorrend erejéig.

Ha valamely reducibilis abrazolas kiredukalasakor a D(L)(7?) irreducibilis ab-
razolast [melynek karaktere %\R)] arszer, a D(2>(R) irreducibilis abrazolast

[melynek karaktere y}AK)} a2-szOT kapjuk meg, és igy tovabb, akkor a reducibilis
abrézolas karaktereit nyilvanval6an

Ne)= 2 aj7y\R) (R=E,A2 ..., Ah (9.35)

adja meg. A (9.35) alatt all6 h szamu egyenlet azonban teljesen meghatarozza az
6,, a2 acszamokat. Képezve (9.35) skalaris szorzatatzfiR frd [azaz: (9.35)-6t
yfHRf-gil szorozzuk s az dsszes csoportelemre 6sszegeziink], (9.33)-at felhasz-
nalva kapjuk:

Z z(*)IS°W = 2 2 ajXu\R) x(r\R)* =har. (9.36)
R R j

igy az aj egész szamokat egyértelm(ien megadja az
fI/=J RX(R)xu'4R f (9.37)

képlet. Hogy adott irreducibilis dbrazolas hanyszor lép fel valamely &brazolas ki-
redukalt alakjaban, az abrazolas karaktere azt a (9.37) egyenlet szerint teljesen meg-
hatarozza. igy specidlisan az irreducibilis komponensek fliggetlenek a kiredukalas-
kor kdvetett eljarastol.

Latjuk azonfelill, hogy két abrézolas ekvivalens, ha ugyanaz a karakter(k.
Ez azt jelenti, hogy a kiredukalds utdn mindketten ugyanazt az alakot 6ltik, igy
a D(J) abrazoléasok sorrendjének erejéig egymassal azonosak. Eszerint ha két abra-
zolas karaktere egyenl6, ekvivalens kiredukalt alakra transzformalhatok, és igy
maguk is ekvivalensek.

Masrészrél a karakterek egyenl6sége szlikséges a két abrazolas ekvivalenciaja-
hoz. Az tehat szlkséges és elegendd feltétele ekvivalenciajuknak (vagyis annak,
hogy hasonlésagi transzformacidval egymasba atvihetdk).
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Egy kiszemelt matrixot csak akkor transzformalhatunk at valamely masikba, ha a két matrix
sajatértékei megegyeznek. Az atldsdsszegek egyenldsége, azaz a sajatértékek dsszegének egyenld-
sége nem elégséges. Két abrazolas esetében azonban a fenti megfontolasokbol kévetkezik, hogy
Im a sajatértékek dsszege ugyanaz mind a hmegfeleld matrixpar esetében, a megfeleld sajatértékek
kilon-kilon is megegyeznek. Még ennél valamivel kevesebb is elegendé. Minthogy az egyes ab-
razolasokban az ugyanazon osztalyba tartozé csoportelemek karakterei egyenl6k egymassal, a
K szamu egyenl6ség: z(C,)=z'(CJ, x(C2=x'(C2......... t(Ck)=x('Ck) elégséges ahhoz, hogy a
Xés Xlkarakter[] abrazolasok ekvivalensek legyenek.

Levezetiink még egy képletet, mely adott abrazolasban foglalt irreducibilis komponensek sza-
mara vonatkozik. Képezziik (9.35) skalarszorzatat énmagaval. Kapjuk:

2 FR)2=2 2 g xHR) 2 g, XHR)*=
R R j f

(9.38)
=2 2 h8jj,ajaj,=h 2 af.
jf i

Adott abrazolas karakterének abszolatérték-négyzete egyenld a csoport hrendjének és az aj sza-
mok négyzetosszegének szorzataval, ahol aj adja meg, hogy az egyes irreducibilis 4abrdzoldsokat
az adott dbrdzolds hanyszor tartalmazza. Irreducibilis 4brdzoléas esetében a

2 li<(th|2=A (9.38a)
R

Osszeg értéke a lehet6 legkisebb: A megforditva, ha (9.38a) teljesiil, a x(R) karakter(i abrazolas
irreducibilis, minthogy (9.38) folytan kiredukalasa csak egy komponenst szolgaltat.

Egyes esetekben a fent megadott altalanos tételek elégségesek az irreducibilis abrazolasok
meghatarozasahoz. Kilondsen hasznosak e célra a 92. és a 93. oldalon részben bebizonyitott
tételek, amelyek megadjak az inekvivalens abrazolasok szamat (az egyenlé az osztalyok szamaval)
és dimenzioik négyzetdsszegét (ez a csoport rendjével egyenld). A legtdbb esetben természetesen
kiterjedt specialis vizsgalatokra van sziikség.

Mint specialis esetet jegyezziik meg, hogy az A Ae/-csoportok minden eleme 6nmagaban osztalyt
képez. igy egy "Ae/-csoport osztalyainak szama megegyezik az elemek szamaval. Minthogy az
oOsszes irreducibilis abrazolas dimenzidinak négyzetdsszege egyenld a csoport rendjével, az irre-
ducibilis abrazolasok mindegyike egydimenzios.

Meg kell jegyezni azonfeliil, hogy a faktorcsoport minden abrazolasa abrazolasa az egész
csoportnak is, amint azt e fejezet kezdetén hangsulyoztuk. Tekintsiik példaként ismét harom ob-
jektum szimmetrikus csoportjat. Ennek a csoportnak egy invarians alcsoportja van: E, D, F; a
megfelel6 faktorcsoport rendje 2. A faktorcsoport ennélfogva “Ae/-csoport és két egydimenzids
abrazolasa van. Minthogy a teljes csoportnak csak harom osztalya van, ezeken kivil csak egy
tovabbi irreducibilis abrazolasa lehet, és ennek kétdimenzidsnak kell lennie, hogy az 12+12+22=
=6 = Adsszefiiggeés teljestljon.

A kilénbdz6 irreducibilis abrazolasok kiilléndsen fontos szerepet jatszanak a kvantummecha-
nikaban, mivel ezek az allapotok olyan rendszereinek jellemzésére hasznalhatdk fel, melyekre
ugyanolyan kivalasztasi szabalyok érvényesek, amelyek kiilsé hatasra azonos modon viselkednek
sth. A tiszta matematika szemsz6gébdl tekintve a fent kifejtett elmélet, amelyet S. Frobenius,
H. Burnside és . Schur kezdeményezett, az algebra legszebb részeinek egyike. Az abrazolasok
karakterei kapcsolatban allnak a szamelmélet néhany érdekes problémajaval, amelyeket itt nem
targyalunk.
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10. FOLYTONOS CSOPORTOK

1. Mindeddig csak véges csoportokkal foglalkoztunk, azaz olyan csoportokkal,
melyek véges szam( csoportelembdl allnak. Harom csoportposztulatumunkat
(ezek: az asszociativ torvény, az egységelem és az inverz) alkalmazhatjuk végtelen
csoportokra, vagyis az elemek végtelen sokasagara is. Példaul a haromdimenzids
val6s ortogonalis matrixok (a térbeli elforgatasok) az objektumok olyan rendszerét
képezik, amely eleget tesz a csoportposztulatumoknak, ha csak csoportm(iveletnek
a matrixszorzast vesszilk; az objektumok rendszerében két elforgatds Osszetevése
egyetlen elforgatast eredményez, az elébbi kett§ szorzatat. Hasonl6 csoportot ké-
pez az 6sszes egysegnyi determinansu haromdimenzids matrix, vagy azok, amelyek-
nek a determindnsa = 1sth. Mindezeket a csoportokat végtelen csoportoknak ne-
vezziik, szemben az el6bbiekben vizsgalt véges csoportokkal.

Ha a csoportoktol az emlitetteken kivil més tulajdonsagot nem kovetelnénk
meg, a végtelen csoport fogalma céljaink szempontjabol tekintve tal sokat foglalna
magaban. Példaul az dsszes egységnyi determinansd kétdimenzids matrix, melyek-
nek mind a négy eleme racionalis szam, ilyen csoportot képez. Ilyen esetben azon-
ban hianyoznéanak azok a folytonossagi tulajdonsagok, amelyeket szeretnénk fel-
tételezni. Ezért targyalasunkat a végtelen csoportokrol a folytonos csoportokra
korlatozzuk. Valamely folytonos csoport olyan objektumok (csoportelemek) rend-
szere, amelyek bizonyos tartomanyban folytonosan valtozd paraméterek segitsé-
gével jellemezhet6k. E tartomanyon beliil a paraméterértékek minden rendszere
egv-egy csoportelemet definial; megforditva, minden egyes csoportelemnek meg-
felel az adott tartoméanyon belll a paraméterértékek egy-egy rendszere. E tarto-
many neve csoporttér; a csoportelemek és a csoporttér pontjai kdzott egy-egyértel-
m( megfeleltetés all fenn.

Az olyan csoportelemeket, amelyek paraméterei csak kevéssel kiilénboznek
egymastol, ,,szomszédos”-nak mondjuk. Ha a paraméter folytonosan valtozik, azt
mondjuk, hogy a csoportelem folytonosan valtozik. A harom csoportposztulatum
érvényben marad, kiegészitve a folytonossag kovetelményével; eszerint megkd-
veteljik, hogy szomszédos elemekben képezett szorzatok, valamint reciprokaik
legyenek szintén szomszédosak.
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Feltessziik tovabba, hogy a szorzat p{RS), pARS), pn(RS) paraméterei
legalabb is szakaszonkéntfolytonosan differencidlhato fliggvényei az R, S tényez6k
Pi(R),Pr(tO, mm=P {l1I>valamint pt(S), ...,p,,(S) paramétereinek. Ugyanezt a ko-

vetelményt tAmasztjuk a~(.R“J, . . pn(H ~y) paramétereknek az R elem paramé-
tereit6l vald fliggésével szemben.

Az olyan csoportot, amelynek elemei n paraméter segitségével adhatok meg,
n-parameteres csoportnak nevezziik. A paraméterek valtozasi tartomanya lehet
egyszeresen vagy tobbszdérosen 0sszefiiggl, vagy tébb dssze nem fiiggd részre eshet
szét. Az utobbi esetben vegyesfolytonos csoportrdl beszéliink, szemben az egysze-

réenfolytonos csoportokkal, melyek esetében a paraméterek valtozasi tartomanya
0Osszefliggd.

Tekintslik példaképpen a haromdimenzios tér elforgatasainak csoportjat, a haromdimenzios
forgascsoportot. E csoport valamely elemét — egy val6s haromdimenziés ortogonalis matrixot —
jellemezhetjik természetesen kilenc matrixelemének megadasaval. Ezek azonban nem tekintheték
paramétereknek, minthogy nem fliggetleniil valtoznak, hanem bizonyos 0sszefiiggéseknek tar-
toznak eleget tenni. Masrészrél, ha az elforgatas jellemz&inek a forgastengely @ azimutjat, 0
polarszogét, valamint az elforgatas <psz6gét tekintjik, akkor minden egyes ilyen, adott tartomany-
ban (0"® 24, Osp~Ji) fekvd szamharmasnak megfelel egy-egy elforgatas.1

Kivételt képez az az elforgatas, melyhez az elforgatasi szog <p= 0 értéke tartozik, azaz ama
elforgatas, amely abbdl all, hogy nem végziink elforgatast, hanem ehelyett minden valtozatlan
marad (eza csoport egységeleme). Ez az elforgatas felel meg minden @ ,0, 0 paraméterharmasnak,
tehat a megfelelés e paraméterek és a széban forgd csoportelem kozott nem egy-egyértelmdi.
E nehézség elkeriilése céljabol azt lehetne gondolni, hogy a ®, 0 paraméterek valtozasi tartoma-
nya zérusra zsugorodik dssze, ha =0. Hasonl6képpen a 0=0 esetben ® =0 irand6. Ekkor az
elforgatasok és a paraméterharmasok kozott egy-egyértelmd a megfelelés. Tekintsiik azonban az
elforgatasok folytonos seregét, mind kisebb szdggel, tetsz6leges tengely koril: a ®=d0, 0=0Q
<p=t<p0 paraméterekkel jellemzett elforgatasokat, ahol t folytonosan valtozik. Ha i=0 mellett
a @, &szdgeknek is zérussal kell egyenl6knek lennidk, diszkontinuitas keletkezik. A naiv kove-
telmény, hogy 93=0 mellett ®=0, 0=0 legyen, eszerint nem alkalmazhat6. A nehézség elkeri-
lésére mas madot kell keresniink.

A legalkalmasabb paraméterek, Ggy latszik, a <p/n, 0, @ polarkoordinatakkal jellemzett pont
I, 7, f Descartes-koordinatai: £=(<p/n) sin 0 cos ®, B= (<p/n) sin />sin ® és C=(y>/q) cos 0.
Az azonos transzformacid, a csoport egységeleme, mely korabban a @, 0, 0 paramétereknek
felelt meg, most egyetlen pontnak felel meg, a koordinata-rendszer |= j;=C=0 origdjanak.

operacio eredményének. Eszerint az elforgatast a gémb kezdeti és végs6 helyzete teljesen megha-
tarozza. Ha az operaciét kivanjuk leirni, vagyis azt az utat, amely mentén az elforgatas végbemegy,
a gdmb minden kozbiilsé helyzetét meg kell adnunk. Eszerint az elforgatasnak mint operaciénak
a leirasahoz egy gorbét kell megadnunk a paramétertérben, azaz: az ,elforgatdsok” egy R(t)
folytonos seregét (azt a mddot, ahogy a végsd helyzetet elértiik); R(t) a i=0 helyen az ,0) értéket
veszi fel és /= 1 mellett R(\)=R-be megy at.
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1 é&bra

A bal oldali &brén a nyil végpontja annak a forgatasnak felel meg,
amely a folytonos ivetjobboldali ,,pont—vonal™ ivbe viszi at

A paramétertér pontjai és az elforgatasok kozott fennall6 megfelelést az 1. abra szemlélteti.
A -térbeli egységgdmbben minden pontnak megfelel egy-egy elforgatas.

Ebben a paraméterezésben szintén fellép egy kivétel, ahol is a csoportelemek és a paraméter-
harmasok kdzott nem egy-egyértelm( a megfelelés. A gombfelllet két szemkdzt fekvé pontjat
azonositanunk kell egymassal és a f»"-térbeli gdmbfelilet egy pontjarél a szemben levére valo
attérés nem tekintendd az Gt diszkontinuitasanak.

A paraméterteret igy tobbszordsen 6sszefliggévé tettilk; ezaltal a csoportelemek és a paramé-
tertér pontjai kozott egy-egyértelm(ivé valt a megfelelés. Ezek a paraméterek tehat kilondsen
elényosek a forgascsoportra vonatkozé elvi megfontolasokban.

Ez természetesen semmiképpen nem zarja ki azt, hogy formalis szdmitasokban mas paraméte-
reket részesitsiink elényben (pl. az Euler-iéle szdgeket, 2. dbra), melyek esetében a megfelelés nem
egy-egyértelm(, amelyek segitségével azonban az explicit formulak egyszer(ibben felirhatok.2

2. abra

Az 1 abra amaforgatasat, amely afolytonos ivet a ,,pont—vonal" ivbe viszi at
az x, B és 'y Euler- szogekkel isjellemezhetjiik



2. A csoportnak az egységelemmel szomszédos részét infinitezimalis csoportnak
nevezziik. A transzformacios csoportok infinitezimalis csoportja volt Sophus Lie2
alapvet6 munkajanak targya. Ezeket a vizsgalatokat csak felszinesen érinthetjik.
Az alapvet6 tényekre fogunk szoritkozni, mell6zve minden egzisztencia- és konver-
genciabizonyitast. A benniinket érdekl§ csoportok esetében az egzisztenciabizo-
nyitasok helyettesithet6k az ,,infinitezimalis elemek” explicit megadasaval.

A kovetkez6kben h végtelen kicsiny szamot jeldl. Legyenek n2 ..., nna
csoport egységélemének paraméterei. Tekintsik most az n szama ij, ij, ..., Fn
elemet, ahol Fk paraméterei legyenek Tr,, n2 ..., nk+h, nk+l, ..., nn Az E, ij,
Fi, Fi, ... elemek mind ugyanabban a kdrnyezetben fekszenek, ha h elég kicsiny,
s igy a csoportelemek majdnem folytonos seregét képezik. Ahhoz, hogy a csoport
egységelemétdl meglehetds tavolra eljussunk, ij-nak igen magas hatvanyait kell
venniink. A (kommutalo!) csoportelemek egy ilyen egyparaméteres csaladja vala-
mely véges csoport esetében az egyes csoportelemek periédusanak felel meg.

Valamely egyszeriien folytonos, egyparaméteres csoport mindig Abel-csoport,
mivel egyetlen periodusbdl all.

A haromdimenziés forgascsoportnak az 1. abran szemléltetett paraméterezésében az egység-
elem paraméterei i=v=?=0; a harom infinitezimalis elem: {A, 0, 0}, {0, A 0} és {0, 0, A}; ezek
a harom koordinatatengely koril végtelen Kicsiny szoggel végrehajtott elforgatasok.

Tekintsik mostaz F fIF f2... Ff" elemekbdl all6 n-paraméteres sereget. Szorit-
kozzunk h, valamint p,, p2 ..., pnama értékeire, amelyekre e csalad elemei az
egységelem szomszédsagaba esnek; ezek az elemek az egész infinitezimalis csopor-
tot feldlelik, mivel az n-paraméteres sereget alkot. Célszer(, legaldbbis az infini-
tezimalis csoportra vonatkozo6an, a pv p2,..-p,] szdmokat paraméterekként be-
vezetni. Az egységelem eme n paramétere zérus; az infinitezimalis csoport elemei-
nek paraméterei igen kicsinyek.

Az infinitezimalis csoport elemei felcserélhetek. Ha az R, S tényez6k paraméterei
egy kicsiny e szdm nagysagrendjébe esnek, akkor RS és SR paramétereinek kilénb-
sége e2nagysagrendii. Tekintsik az R(t) és S(t") elemeket, melyeknek paraméterei
trx tr2 ..., trn ill. fs§ t's2 ..., fsn ahol t és f folytonos valtozok. Fennall:
E=R(0)=S(0); t és f az e szdm nagysagrendjébe esik. Az R(t)S(f) és S(t)R(t)
elemek paramétereit fejtsiik t és f szerint MacLaurin-sorba. Az R(t)S(f) és
S (f)R(t) elemek n paraméterének sora az

ul+tvl+fwi+ ...; u2+tv2+t'w2+ ... un+tvn+fwn+ ...;2

2 S. Lie: Vorlesungen tber kontinuierliche Gruppen mit geometrischen und anderen Anwen-
dungen (G. Scheffers, ed.), Teubner, Leipzig, 1893.
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ill.
al+ivi+t'wl+ .. 02+ tv2+ t'w2+ .. in+tvn+t'wn+ ...

alaku.

Abbdl a célbdl, hogy un és in értékét meghatarozzuk, legyen t-t'= 0. Ekkor
mind az R(0)S(0), mind pedig az S(0)R(0) szorzat egyenl6 E-vel, és az u, U értékek
valamennyien egyenl6ék zérussal:

W= wm= ... =un=0l=02=... =0,—0.

AV, V szamok meghatarozasahoz csak t' értékét valasztjuk zérusnak; ekkor
R{t)S{0)= R{t)E—R(1)ésS(0)R(t)=ER(t)= R(t). Ennélfogva vI—vI=ri\v2=v2=r2;
..; vn=vn=r,,. Hasonloképpen /=0 valasztasa mellett kapjuk: W= \g= j;
w2=W2=s2, ..., w,,=w,,=sn. Ez azt mutatja, hogy a két szorzat paraméterei az
eddig tekintetbe vett tagokig terjedéen megegyeznek. A kiilénbség csak a /2-et,
tt'-t vagy i'2et tartalmazo tagokban jelentkezik, s ezek mind e2 rendiek.

Az infinitezimalis eleinek felcserélhetésége a masodrend(i tagokig azon a tényen alapszik, hogy
ha R tetsz6leges és S=E, valamint 5 tetsz6leges és R=E, ezek egzaktul felcserélhetek. Ha R csak
kevéssel killonbozik £-t61, a felcserélhet6ség még mindig teljesul kozelitéleg; ugyanez igaz S~F
esetén is. De ha R~E, valamint S~E, a felcserélhet6ség kiilondsen jol teljesil.

Ez a tétel igen egyszer( alakot 61t matrixcsoportok esetében. Az egységelem szomszédsagaban
a csoportelemek 1+ ea alaktak. Ekkor

(1+ea)(l +eb)=1+e(at+h)+ezb
és
(1+eb)(I+ea)=1+e(b+a)+ e2ba.

Ezek csak az e2-et tartalmaz6 tagokban kiilonbdznek.

A paraméterek fenti valasztasa, mely az FjPl F2P2 ... FnPaelemet apltp2, paraméte-
reknek felelteti meg, a kdvetkez6 specialis tulajdonsaggal rendelkezik: az infinitezimalis csoport
két elemének szorzatahoz tartozé paramétereket, a magasabb rendi tagoktél eltekintve, egy-
szer(ien az egyes tényez6k paramétereinek dsszeadasa utjan kapjuk meg.

3. A vegyes folytonos csoportok esetében azok az elemek, amelyek az E egység-
elemb6l kiindulva folytonosan megkaphatok, alcsoportot képeznek, mely egy-
szer(ien folytonos. A kijelentés, hogy valamely elem folytonosan megkaphat6 az
egységelembdl kiindulva, azt fejezi ki, hogy létezik az elemeknek egy R(t) folytonos
serege, mely az R(0)—E elemmel kezd6dik és — a t= 1érték mellett— az R(I)= R
elemmel ér véget. Ha R és S e sokasag két eleme és R(t) és S(t) a megfelel folyto-
nos utak, akkor az i?(1)6'(I)=i?»S' szorzat szintén folytonosan kaphatd meg az
egységelembdl.Utnak R(t)S(t) valaszthatd. Ugyanez all R reciprokara is; a meg-
felel6 ut A(i)-1. Az egységelembdl kiindulva folytonosan elérheté elemek ennél-
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fogva alcsoportot alkotnak, mely egyszeriien folytonos, minthogy a paramétertér
megfeleld tartomanya egyszeresen 6sszefliggd.

Az egységelembdl folytonosan elérhetd elemek alkotta alcsoport a vegyes foly-
tonos csoportnak invarians alcsoportja. Ha ugyanis R folytonosan elérhet6 az
azonossagbol kiindulva, akkor az X 'RX elem is elérhetd§ ily mddon, mondjuk
az X 1R(t) X at mentén haladva. Eme invarians alcsoport mellékosztalyai: a para-
métertér tébbi, egymassal dssze nem fiiggd része. A faktorcsoport eszerint lehet
véges csoport, melynek rendje egyenl6 a paramétertér egymassal dssze nem fliggd
tartomanyainak szamaval.

A kovetkez6 megfontolasok céljara vezessiik be az rI5r2 mmm?,, paraméterekkel
jellemzett csoportelem jeldlésére az {rv r2 ..., r,,) szimbdlumot. E jel6lés mellett
fennallnak a pk{{rx r2 ...,rnp)=rk, {pl(R),p2AR), ...,p (R)}=R azonossagok.

4. A folytonos csoportok abrazolasait pontosan gy definidljuk, mint a véges
csoportokét. A csoport egyes elemei és a D(7?) matrixok kdzott megfelelés all fenn,
mely eleget tesz a I)(R) D (5j= D(RS) feltételnek. Ezt csupan egyetlen kovetelmény-
nyel egészitjiik ki: megkivanjuk, hogy az abrazolas folytonos legyen. Eszerint ha
R, S szomszédos csoportelemek, akkor a D{R)xI matrixnak mind az 12 matrix-
eleme infinitezimalisan kilonbdzik csupadn D(S)KI megfelel6 maétrixelemeitdl. ltt
is az el nem tlind determinadnsu &brazolésokra korlatozodunk.

A véges csoportok abrazolasaira érvényes tételeket most kiterjesztjik a folyto-
nos csoportok abrazolasaira. Abbol a ténybdl indulunk ki, hogy elsé négy tételiink-
hoz, specialisan a (9.30) és (9.31) ortogonalitasi 6sszefliggésekhez csak a csoport-
tulajdonsagokat hasznaltuk fel, nevezetesen azt, hogy képezhet§ a 2 Osszeg,
melyre fennall R

2 Jr—2 (10-1)
R R
itt dsszegezni valamennyi csoportelemre kell. A fenti képletben JR tetsz6leges sza-
mokat (vagy matrixokat) jelol, melyeket az egyes R csoportelemeknek feleltetiink
meg, és a (10.1) egyenlet tetsz6leges S csoportelemre fennall. A (10.1) alatt felirt
két dsszegben ugyanazok a tagok lépnek fel, csak kiilonb&z6 sorrendben.
A I% D(R) D(jR)t dsszeg segitségével, mely a mondott szerkezet(, bizonyitottuk

be (9. fejezet, 1. tétel), hogy tetsz8leges abrazolas unitérré tehetd. Az ortogonalitasi
osszefiiggést is (9. fejezet, 4. tétel) ilyen szerkezet(i 6sszeg, a 2 1>b(i?)X IY N (g-9
R

kifejezés segitségével igazoltuk. A 2. és 3. tétel természetiiket tekintve inkabb
matrixelméleti tételek. Ezek kiterjesztése nem igényel (j csoporttulajdonsadgokat.
Ha a folytonos csoportok esetében definialni tudnank valamit, ami a 2 JR

R
dsszeghez hasonlo (ennek természetesen az egész paramétertartomanyra kiterjesz-
tett integralnak kellene lennie), akkor a véges csoportok abrazolaselméletének
négy tételét atvihetnénk a folytonos csoportokra.
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5. Veéges csoportok esetében a (10.1) egyenlet azon a tényen alapszik, hogy az
SE, SA2 SA3 .. .,SAhsorozat tetsz6leges S mellett a sorrendt6l eltekintve azonos
az E, A2 A3 ..., A hsorozattal. A kdvetkez6 észreveételt tessziik, mely a véges cso-
portok esetében nyilvanval6: ha a csoportot a folytonos esethez hasonléan para-
méterezziik, e két sorozat olyan tulajdonsagl, hogy a paramétertér minden egyes
térfogatelemének (a ,térfogatelemek™ ez esetben egyszer(ien pontok, melyek a pa-
raméterek altal felvett diszkrét értékek halmazat szemléltetik) azonos szamu cso-
portelem felel meg (egy). Ennélfogva annak a lehetdsége, hogy a (10.1) egyenletet
kiterjesszilk a folytonos esetre, attol fligg, hogy altalanositasunkban meg tudjuk-e
6rizni ezt a tulajdonsagot.

A 3. dbrén bemutatjuk az F elemmel balrél valé szorzés hatasat a harom ob-
jektum permutécioi alkotta (7.E.1) csoport 0sszes elemére. Ez a szorzas egy-egy
elemet annak a nyilnak a végpontjaban allé elembe visz at, mely a széban forgd
elemtdl indul ki. Az adbra szemlélteti azt a tényt, hogy az elemek FR halmaza azo-
nos az elemek R halmazaval, ha ez a halmaz csoport. Ugyanez nem csak / -re ér-
vényes, hanem a csoport minden S elemére is. A (10.1) egyenlet kdzvetlen kovet-
kezménye ennek a ténynek.

Ugyanezt az egyenletet azonnal felirhatnank folytonos csoportokra, ha benniik
kivalaszthatnank az elemek hasonlé tulajdonsagu halmazait, és ha eme halmazok-
nak olyan sorozata lenne valaszthato, hogy a csoportelemek s(risége mindenditt
egyre ndvekszik, amint e halmazok sorozatdban egyre tovabb és tovabb el6re 1é-
pink. Mas szavakkal, a (10.1) 0sszefliggés érvényességét konnyen megallapithat-
nank a folytonos csoportokra vonatkozoan, ha meg lehetne adni olyan véges al-
csoportok sorozatat, melyeknek elemei mind s(ir(ibb és s(ir(ibb sokasagot képez-
nek a csoporttérben. Ez sajnos nem lehetséges (az z(lc/-csoportok esetét kivéve);
a folytonos csoportokat altalaban nem tekintjik véges csoportok hataresetének,
igy példaul a haromdimenzios forgascsoport legnagyobb olyan alcsoportja, mely-
nek elemei egyenletesen oszlanak el a csoporttérben, az ikozaéder szimmetria-
csoportja, amelynek csupan 60 eleme van. (A haromdimenzios forgascsoportnak

3. é&bra

Harom objektum permutacios csoportjanak (7.E.1) elemei az F elemmel szorozva
balrol az dbran lathat6 médon mennek at egymasba
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vannak olyan alcsoportjai, amelyeknek nagyobb a rendje, mint 60. Ezek azonban

a sik szabalyos sokszdgeinek szimmetriacsoportjai és a csoportteret korantsem
toltik ki egyenletesen.)

Mivel a legtébb folytonos csoport nem tekinthetd véges csoportok hatareseté-
nek, a (10.1) alatt all6 6sszegek analogonjat mas madon kell megkeresniink. A cso-
portteret toltsiik ki stir(in pontokkal. Jelélje ezeket R{ R2 .... Altalaban lehetet-
len elérni, hogy az SR” SR2, ... pontok halmaza azonos legyen az R{ R2 ... pon-
tok halmazaval minden S elemre, melyek maguk is siir(in helyezkednek el a csoport-
térben. Az J?j, R2 ... pontok azonban elhelyezhet6k a csoporttérben oly médon,
hogy az SR{ SR2 ... pontok s(r(sége a csoporttér minden részében ugyanolyan
legyen, mint az Rb R2 ... pontok s(r(isége a csoporttérnek ugyanabban a részé-
ben. Ez lehetévé teszi szamunkra, hogy a csoportra valo integralast definialjunk,
amelyre fennall a (10.1) egyenlet analogonja. igy tehat a 3. abran lathato
képnek most egy masik kép Iép a helyébe; most a nyilak végpontjai, melyek
az67?, SR2 ... pontokat szemléltetik, nem azonosak az jR,, R2, ... pontokkal,
amelyekbdl kiindulnak a nyilak. A nyilak végpontjainak a s(r{isége azonban
mindenitt egyenl6 lesz az R{ R2 ... kiindulépontok s(riségével. llyen ,invari-
ans eloszlas” mellett a paramétertérben értelmezett tetszéleges folytonos J(R)
fuggvényre fennall a

2 INe)= 2 J(SRY) (10.2)

egyenléség (ahol R végigfut az egész csoporttéren), minthogy (10.2) jobb oldalan
a paramétertérnek az SR*—Q/ pont kdrnyezetébe es6 térfogatelemében ugyan-
annyi a csoportelemek szama, mint amennyi az  csoportelemek szama a meg-
felel6 térfogatelemben.

Analitikailag célszer(i (10.2) bal oldalan az 6sszeget az

\] J(R)dR= J J(R) g(R) &pt dp2. . ,dpn (10.2a)

integrallal helyettesiteni, aholpltp2 ..., pnaz R elem paraméterei, és az integralast
a paraméterek mindazon értékeire ki kell terjeszteni, amelyek csoportelemeket
definidlnak, azaz az egész csoporttérre. A g(R) sulyfliggvény egyszer(ien az Rt
pontok s(ir(isége a (10.2) 6sszegben R kdrnyezetében. A (10.2a) egyenlet bal oldala
roviditett irasmodja a jobb oldalon allé integralnak. Az integral neve: a csoport-
térre képezett ffnrvw/z-integral vagy invarians integral. A g(R) s(riiség invarians
voltabol kovetkezik, hogy

J(SR)dR = | J(R) dr (10.2b)
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fennall minden, a csoporttéren értelmezett folytonos J fliggvényre (a csoportpara-
méterek minden folytonos fliggvényére) és minden S csoportelemre.

Még hatravan, hogy megmutassuk: valéban van ilyen invarians sir(iség a cso-
porttérben, és hogy meghatarozzuk ezt a slrlséget. A forditott utat fogjuk végig-
jarni : el6szor meghatarozzuk a str(iséget feltételezve, hogy az invarians, azutan
kimutatjuk a kapott eloszlas invarians voltat. Miel6tt hozzalatnank az invarians
eloszlas meghatarozasahoz, hasznos megjegyezni, hogy az csupan egy tényezg ere-
jéig hatarozhatd meg; nyilvanvald, hogy ha a g(R) sr(iség invarians, annak min-
den tébbszordse is invarians. A s(ir(iség értéke adott pontban tetszés szerint va-
laszthatd; fel fogjuk tenni, hogy az egységelemnek megfelel6 pontban a s(ir(iség
g(E) érteke egyenld gO-val.

Vegyiink most szemiigyre egy kicsiny V térfogatelemet a Q csoportelem kdrnye-
zetében (lasd a 4. abrat). Ha e térfogatelem nagysagat V jel6li, akkor az dsszegezési
pontok szama abban g(Q)V. Alkalmazzuk most ama posztulatumunkat, hogy az
eloszlas a Q "-gyel balrdl elvégzett szorzassal szemben invarians. Az U térfogat-
elemet ez a szorzas az UO térfogatelembe viszi at (4. abra), amely az 0sszes Q IR
pontot tartalmazza, ahol R benne van U-ban. Jel6ljuk UOtérfogatat KO-val; ekkor
Q0-ban az dsszegezési pontok szamanak gOv0O-val kell egyenl6nek lennie, minthogy
UOaz egységelem szomszédsagaban van. A Q IR dsszegezési pontok szama ugyan-
ezen térfogatelemben megegyezik azonban g(Q)V-vel, igy az invariancia kdvetel-
ménye a g(Q)V=gOv/Ovagy a

9(Q)=(Vo/V)go

egyenl@séget szolgaltatja. A g(Q) sulyfliggvény aranyos azzal a nagyitassal, amit
a Q kornyezetében levd térfogatelem szenved, amikor azt a Q 1elemmel balrol
vald szorzas az egységelem kdrnyezetébe projicialja.4

4. 4bra

A pottydk a (10.2)-ben szerepl6 Rt 6sszegezésipontok; karikakjeldlik azt. hogy az Rpk Q~ Z-gyel
balrél szorozva hova keriilnek. Az egységelemnél a pontok és karikak sdrlsége egyforma
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A VJV viszony kiszamitasa céljabol feltesszilk, hogy U ama csoportelemekbd'l
all, amelyeknek az els6 paramétere gx és </,+ Al a masodik paramétere g2 és
g2+ A2 ..., az n-edik paramétere pedig qnés gqn+ A, kozé esik, ahol gx g2 ..., gn
a Q elemnek a paraméterei. Ekkor U térfogata

V—AjA2. .. A,

Ha feltessziik, hogy E=Q 1{q\, g2 m.., q,,} paraméterei mind egyenl6k zérussal,
a A-kban magasabb rend(i tagoktol eltekintve az U0 tartomany térfogata

Pi(o _1{ii+ A <ib mm 2<)s «-PAQr'iql+ Ai>?2. ¢«.. 2.}

v0=
Pi(6_,19» Ub mm gn+ AD- +-pn(Q I{4u q* =mm gn+ A}

A A A4 S[Pi(QrXrb .m,r, }),P2(8~{" ee-»UX - Pn(Q~I{ri, **-r,})]
12" 3[r,r2,...,rd

Az utébbi kifejezés az rl=pl(Q)=ql, r2—p2AQ)=q2 ..., rn=pn=qnhelyen veend?.

Felidézziik, hogy [q{ ..., 0,.} @ g% ..., gqnparamétereknek megfelel6 csoportelem

és Pj(R) az R csoportelemnek megfelel§ Fedik paraméter. Amikor qtszerint diffe-

rencialunk, a Q csoportelemet allanddnak kell tekinteni; csupan r,-k a valtozok.3*
Ez az egyenl6ség g(Q) szamara a

) _ SfptiQ-'iq,, ...,qj), ...,pn(Q~xqu ...,7,, D] ,in
81Q)~ 8° 3[aqi,....qn] (10J9)

explicit alakot adja; a Jaco6Fdeterminans a q\=P\{Q), m qn=PAQ) helyen veen-
dé. Ezt az alakot kell elfogadnunk a Q-beli s(iriségre vonatkozéan, ha azt kivan-
juk, hogy A, -nek <2 1/2,-vel val6 helyettesitése a csoportelemek szamat az egység-
elem szomszédsagaban hagyja valtozatlanul. Megforditva, a képlet oly médon is
felfoghat6, hogy az megadja a s(r(iséget a Q pontban, miutan E-t QE-velhelyette-
sitettiik, feltéve, hogy az egységelemnek megfelel§ pontban a s(rliség értéke g0
volt a helyettesités elvégzése el6tt.

Ha az Rtpontok s(rlségét (10.3) adja meg minden Q pontban, a Q XRtpon-
tok slirlisége g0 lesz az egységelem szomszédsagadban minden Q-ra. Ezenkivil a
QR, pontok s(ir(iségét (10.3) adja meg Q szomszédsagaban, ha az Rfpontoknak a

3 Az rk-K helyére a pk(Q)-kat a differencialas elvégzése utan helyettesitjik be. A (10.3) egyenlet
a y) az x —y helyen” tipusl kifejezés.

dx
_.; ax.y) ., _
Ha pl. f(x, y)=x2y3, akkor —5 =2y4, ha x=y.
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s(ir(isége g0az E egységelem kdrnyezetében, mivel az R~ Q R j transzformacié csu
pan visszaviszi az egyes pontokat oda, ahonnan azok idekertltek. Ugyanez érvé-
nyes minden Q-ra is. Meg kell még mutatni, hogy az Rt pontok s(ir(iségét (10.3)
adja meg minden T=SQ pontban, ha az R(pontok s(rlsége (10.3)-mal egyenld
minden Q pontban. Ennek igazolasahoz az S transzformaciot felbontjuk két té-
nyez6re: S=(SQ)0 1. Az els6 megjegyzésnek megfeleléen a 0 */?, pontok sdr(-
sége g0 lesz az egységelem kdrnyezetében. igy a Q~xRteloszlasra a masodik meg-
jegyzés alkalmazhat6. Ezt oly modon tessziik meg, hogy Q-t SQ=T /el helyette-
sitjiik; azt talaljuk, hogy az (SQ)Q IR pontok s(ir(iségét (10.3) adja meg. A szor-
zas asszociativ torvénye folytan az (SQ)Q~IRtpontok megegyeznek az SRipontok-
kal. Megmutattuk tehat, hogy e pontok s(rlségét (10.3) adja meg a T tetsz6leges
pontban, ha az Rrk siirliségét ugyanazon egyenlet adja meg. Az 5. abra szemlélteti
ezt a bizonyitast, mely — amint azt az olvasé észreveheti — a szorzas asszociativ
térvényén alapszik.

Megjegyzendd, hogy ha J(R) sehol sem (egyetlen elemre sem) negativ, akkor
(10.2a) csak abban az esetben tlnik el, ha J(R) mindentt zérus. Ez a kdriilmény
Iényeges az el6z8 fejezet els6 tételének Ujbol térténd levezetéséhez.

Tekintsiik most a Hurwitz-féle invarians integral explicit alakjat, s igazoljuk
még egyszer kdzvetlen szamitassal, hogy a (10.3) alatt definidlt slrliségfiggvény
valasztasa mellett a (10.2b) dsszefliggés ténylegesen azonossagga valik. A (10.2b)
integral jobb oldalan all6 integral részletesen

J IJR)YR=J ...J I({/*n.. .., DIEr ... )dr,.tlr,,  (10.4)

ahol az integralast ki kell terjeszteni a paraméterek egész valtozasi tartomanyara.5

5. dbra

Az abra azt mutatja, hogy a 4. abra modszerével hogyan bonthat6fel R-nek SR-rel torténd helyette-
sitése két Iépésre: az R-nek 0 JR-rel és a Q~IR-nek SQQ~1R-rel torténd helyettesitésére
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Megmutatjuk, hogy
j J(R)dR= j\] J(irur2 mm /s NEQ> 2 npdr,.. dmn=
J J J (10.5)
=V J(SR)dR=V iV IS {-,r2 ....,r,,HDag({rur2, ...,r,,})drl. éar,,

igaz minden S elemre, feltéve, hogy g(i?)-et (10.3) adja meg.
El6szor () valtozdkat vezetiink be a (10.5) jobb oldalan &ll¢ integralba; az (j
valtozdk az
X {8j,x2 ..., xnN}=SR=S «{mM r2 ... ,rn}

szorzat xu x2 x3 X,, paraméterei. Azaz
*k=Pk(S mK r2 ...,/}), (10.6)
rk=Pk(S~1 m{*i, x2, ..., *.}). (10.6a)

Az integracids tartomany nem valtozik, mivel SR ugyanugy befutja az egész cso-
portat, amint azt RJette.le maodon kapjuk:
J J(SR) dR= J(S o{/e,, r2, ... ;r, . }3a({rj, r2 ...,/*,,}) drj...dmn=

gl

ahol R és az rt paraméterek az x i Uj valtozok fliggvényeinek tekintend6k, (10.6a)-
nak megfelel6en. Ha mostg(fl) kifejezését a (10.3) egyenletbdl vessziik, az integran-
dus két utolso tényezdjét egybeolvaszthatjuk az implicit fliggvények Jacobi-deter-
minansara vonatkozé tételnek megfelelGen 4

8[.. .pk(R-K{ru ...,/ })mmm] 8(rr, ...,/s,)
d[...rk...] S(Xys -y Xs) (107)

8[...xk...]

Ez a kifejezés az rl=pi(R), rn=pn(R) pontban veendd, ahol R~ %et konstans-
nak tekintjik az x tvaltozdk szerint vald differencialaskor, az rk paramétereket pe-
dig, mint az Xi valtozok fiuggvényeit, (10.6a) adja meg. Ha tehat r2 r,}=
=S 1+{x, X2 ...,X, }-et behelyettesitjik (10.7)-be, R 0“1= A1 folytan kap-
juk:

*I'PYV X 'T )y "K S« X

4 Ha (10.7) fennall rk tetsz6leges értékeire, rk=p(R) mellett szintén fennall; (10.3)-hoz éppen

erre van szikségunk.
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Ez azbxxPi(X),. x,,=p,,(X) pontban veendS. Eszerint a (10.5) egyenlet jobb
oldala valéban megegyezik a bal oldallal, eltekintve az integracios valtozok jelolé-
sétél.
A (10.3) kifejezés atalakithato, felhaszndlva a Q 1m{gx g2 ..., gqn}={e{ €2
en}=E egyenletet: a q valtozok helyett j e valtozokat Vezetiink be; pillanat-
nyilag feltételezzlik, hogy ezek szabadon valtozhatnak (mig Q konstans csoport-
elem). Az implicit fliggvények /acoW-determinansara vonatkoz6 tétel alapjan kap-
juk:
ie2, ...,e,})...d ~d[...pk{Qrl{gx m.,qn})...] d[...qk...]
d[...ek...] d[...qk...] d[...ek...]’

ahol a gk paraméterek az ek paraméterekt6l gk=pk(Q{ei, €2 en}) szerint fugg-
nek. Minthogy pk({ei, €2 en})=ek, a bal oldal egyszerlien egyenld eggyel, s a
th-kat az eft-kkal kifejezve kapjuk:

d[...gk...] [d(...ek...)
=md[...pk{Q{ei...en} ) . (109
d[...ek...]

A bal oldalon allo kifejezésnek a gk=pk{Q) helyen felvett értéke egyenld a jobb
oldal ek—pk{E) mellett felvett értékével. Ekkor (10.3) helyett irhato:

I(g)=s,PM a ool oo > g»k *, (10.9)
ahol et=pt(E), ..., en—pn{E). (Példaként lasd 164. 0.)

A AwrH'/iz-integral g(R) slriségfiiggvényének tényleges kiszdmitdsa gyakran
igen faradsagos, ha azt kdzvetlendl (10.3) vagy (10.9) szerint elvégezziik. Sok célra
igy specialisan a 9. fejezet ortogonalitasi sszefliggéseinek a folytonos csoportokra
valo levezetéséhez elég, ha annyit tudunk, hogy az invarians integral létezik.

6. Vegyes folytonos csoportokra vonatkozéan a ffwmuz-integral kifejezhet6 a
csoport ama részére vonatkozd Hurwitz-integral segitségével, amely Osszefiigg az
egységelemmel. Az azonossaggal dsszefliggd tartomanyt t*-gyel jeldljik; a tobbi
Osszefliggd tartomany jele legyen rendre Q2 ,* 3 ..,

A tartomanyba tartozé elemek alcsoportot alkotnak (ez invarians alcsoport),
melynek a tartomanyok a mellékosztalyai, amint azt a 102. oldalon lattuk.
Ha a tartomanyok mindegyikébdl tetszésiink szerint kivalasztunk egy-egy Av
elemet, akkor az #,,-vel val6 szorzas Utjan a tartomanyt ~,-be projicidlhatjuk.

5 Az Xk-K helyére a pk(X) értékeket itt a differencialas utan helyettesitjik be.
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Minthogy az egym4sba projicialhaté tartomanyok sulya egyenld, az

J [J(R)+ J(AR)+ ... + MAR)] dR=

=J (J(SR)+JI(SAR )+ ... + J(SAR)]4R (1°'10)

integral, mely a tartomanyra terjesztendd ki, invarians a csoportelemeknek az
S tetszBleges csoportelemmel val6 szorzasaval szemben. Eszerint az egész csoport-
ra vonatkozd Hurwitz-integral invarians, hacsak / ... aR az egyszer(ien folytonos
-€N alcsoportra vonatkozd //wm;iz-integralt jeloli.

Minthogy A\R befutja a mellékosztaly elemeit, amig R a alcsoporton
fut végig, (10.10) bal oldalan minden egyes mellékosztalydnak megfelel egy-egy
tag. A (10.10) egyenlet jobb oldalan szintén minden mellékosztalynak megfeleléen
fellép egy-egy tag; a Q v=AW ,xmellékosztalynak az SAfIR-et tartalmazo tag felel
meg, feltéve, hogy m($.,,=A "/ az a mellékosztaly mely S ~IAt tartalmazza. Meg-
mutatjuk, hogy

| *J{AR) dR= i J(SANR) dR, (10.12)
Ai d
ami azt jelenti, hogy (10.10) két oldalan az egyes tagok egyenként egyenl6k egy-
massal.
Legyen S \AVeleme az AR ,xmellékosztalynak. Legyen tovabbd ART=S~I1AR

azaz: A =S~IAtT~x ahol T benne van a alcsoportban. E kifejezést (10.11)-be
behelyetteslitve kapjuk:

J J(AR) dR:J J(S *SMAJ-'R) dR:\] J(AVT~'R) dR.

Ez az egyenl@ség bizonyosan igaz, minthogy jobb oldala csak abban kiilénb6zik a
bal oldaltdl, hogy az R elem helyén T~{R all, sa ", alcsoporton definialt Hurwitz-
integrél a feltevés szerint invarians e behelyettesitéssel szemben (T leleme a
alcsoportnak).

Ezzel megallapitottuk a (10.10) kifejezés ekvivalenciajat az egész vegyes folyto-
nos csoportra vonatkozé Hurwiiz-integrallal; egyszersmind visszavezettiik azt a
csoportnak az egységelemmel egyszeriien dsszefiigg6 része felett képezendd integ-
ralra. (Ez a gondolatmenet természetesen nemcsak ”,-re alkalmazhat6, hanem
minden véges index({ alcsoportra.)
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7. A (10.5) egyenleth6l — pontosan Ggy, mint a véges csoportok esetében —
kovetkezik, hogy barmely abrazolas transzformacid atjan unitérré tehet6 (9. feje-
zet, 1 tétel), feltéve, hogy az

J D(R)XXD(R):xdR

integrél konvergens. Ez mindig igy van, ha az / dR csoporttérfogat véges, mint
pl. a forgascsoport esetében. Az abrazolasi matrixelemekre vonatkozé ortogona-
litasi Osszefliggés (9. fejezet, 4. tétel) az

J DMR™XDWV\R)XXdR=d"*y &' J dR (10.12)

alakot 6lti, ahol lva DW(7?) dbrazolas dimenzidja. Ennek megfelel6en a karakte-
rekre vonatkozo ortogonalitéasi dsszefliggés (9.33) helyett most

fx W x (r,(R)dR=6r, j dR. (10.13)
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11. ABRAZOLASOK ES SAJATFUGGVENYEK

1. Tekintsiik két azonos részecskébdl allo rendszer Hy>=Ey>Schrddinger-egyenletét.
Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy e részecskék mindegyikének csak egy
szabadsagi foka van; a megfelel§' koordinaték legyenek x ésy. Ekkor
h2 i d2 d2)

wpP=~3m [TCF+ ~gy2 vk x"y>+ F(X>) V(X'y)= E vy’ (11N
ahol m az egyes részecskék tdmege. Minthogy azonos részecskékkel van dolgunk,
a potencialis energianak ugyanolyan értéklinek kell lennie, akar az els6 részecske
van az a helyen s a masodik a b helyen, akar az els6 van a b helyen és a masodik az
a helyen. Azaz a és b minden értékére teljesiilnie kell a

V(a,b)=V(b,a) (11.2)
egyenléségnek.
Feltessziik, hogy (ll.I)-nek diszkrét spektruma van, és hogy yx(x,y) az Ex
diszkrét sajatértékhez tartozik. Azt is feltesszilk, hogy ehhez a sajatértékhez nem
tartozik mas linearisan fliggetlen sajatfliggvény; azaz a yx-ra. vonatkozo

No/>*=£>* (11.3)
differencidlegyenletnek (x vagy y)=(+ °° vagy- ~) mellett elt(in6 legaltalano-
sabb megoldasa a y x fliggvény allandészorosa.

Tekintsik a Pyx= fx fliggvényt, melyet oly médon definidlunk, hogy a és b
minden értékére
Pyix(a, b)=%(a, b)=ipjb,a) (11.4)

legyen. Meg fogjuk mutatni, hogy %(a, b) is megoldasa a (11.3) differencidlegyen-
letnek. A kovetkez6kben jeldljik az f(x, y) fliggvény elsd valtozo szerint képezett
derivaltjat f"'(x, yj-nal, a masodik valtoz6 szerint képezett derivaltat pedig
! (A(x, y)-nal. Azaz

dytx.f) £f"U:y) <M-5)
dx2 8x X\y)
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sth. Fennall tovabbé

igy tehat a (11.4) egyenlet diiferencialasa a és b szerint a kdvetkez6ket adja:
b)=ipV\b, a), b)=u>(2)(2)(b, a), 6)
f?\a, b)=y>"b, a), ipxK2a, b)=yiOHI)(b, a).

Szamitsuk ki most H hatasat a f Xx, y) fliggvényre:
=i < (ny) v (nh(xy> (u7)

==Ym [* )X Y)+Y*H)XY) +V (x,y)VAX,y)-,

(11.6), (11.4), (11.2) és (11.3) felhasznalasaval kapjuk a

W x(x,y)=-i= wi)@\ x)+fiU(i\y, *)]+ V(y, X) xx(y, X)=
' ’ (11.8)

=By, x)=E.,,fx(x, y)
egyenletet. Eszerint a (11.3) diiferencialegyenletnek P yiKx,y)=fx(x,y) is egy meg-

oldasa, amely eleget tesz a plusz és minusz végtelenben el@irt hatarfeltételeknek.
Az (j megoldasnak tehat a y)x(x, y) fliggvény allanddszorosanak kell lennie:

x,y)=cipHx.y). (11.9)
A c alland6 meghatarozasa céljabol megjegyezziik, hogy (11.4) folytan
ofx(a, b)—ipx(a, b)=ipx(b, a) (11.10)

a és b minden értéke mellett. Ha (11.10)-et el6sz6r az y, x, azutén az x, y értékparra
irjuk fel,
o>y X)=y>Hx.y), cipx(x,y)= Xy, x), (H U)
kapjuk:
C2WAX, y)=yx(X,y).

Minthogy y’Xy,x) nem azonosan zérus, c2=1; c==1. Eszerint x-ben és y-ban
azonosan teljesil a

fAX, Y)=VaX(y, X)= #> (X,y) (11.12)

egyenlet.
A ipx(x, y) sajatfliggvény az x,y pontban vagy ugyanazt az értéket veszi fel,
mint, az y, x pontban, vagy annak —1-szeresét. Azt, hogy az elsd vagy a masodik
111
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eset kdvetkezik-e be, &ltalanos megfontolasok segitségével nem lehet elddnteni.
De a feltételeknek megfelel6, tetsz6legesen adott y,,(x, y) fliggvény (azaz barmely
adott sajaterték) esetében a két lehet6ség koziil csak az egyik lehet igaz. Azokat a
sajatértékeket vagy sajatfliggvényeket, amelyekre vonatkozéan (11.12) alatt a +
el6jel érvényes, szimmetrikus sajatértékeknek vagy sajatfliggvényeknek mondjuk;
a — elGjelhez tartozokat antiszimmetrikus sajatértékeknek vagy sajatfliggvények-
nek nevezziik. Ily médon aSchrédingersgyenlet sajatértékeinek és sajatfliggvényei-
nek két osztalyba valo kvalitativ osztalyozasat kapjuk, attol fligg6en, hogy azokra
a (11.12) egyenlet a + vagy a — el6jel mellett érvényes.
Teljesen analog, de valamivel egyszer(ibb okoskodas végezhet6 a

~ An M~ +m v(*)=Bv(¥) 0 1!3)
sajatértékegyenlet esetében, ahol
V(x)=V(-x). (11.14)
Legyen
Pip(x)=f(—x). (11.15)
Most (11.12) helyett a
y>(x)= zip(—x) (11.16)

egyenletet kapjuk. Ez egyszer(ien annak a jol ismert ténynek a megallapitasa, hogy
a sajatfiiggvények vagy paros, vagy paratlan fiiggvényei az x-nek.

2. Ezeket a megfontolasokat kiterjesztjik az altalanosabb esetre, amikor egy
diszkrét sajatértékhez tobb (azonban csak véges szamu) linedrisan fliggetlen sajat-
fuggvény tartozik.1 Ekdzben a szamitasokat, ahol csak lehetséges, fogalmi meg-
fontolasokkal helyettesitjiik; nyilvanvald, hogy a Hamilton-operktor specialis
alakja (11.1) és (11.13) alatt nem Iényeges, és hogy az els@ esetben csak a két ré-
szecske ekvivalencigjajatszik szerepet, a masodik esetben pedig csak a + X és a —X
irdny ekvivalencidja. A (11.12) és (11.16) egyenletekhez hasonl6 6sszefliggéseket
fogunk kapni, amelyek — ezekhez hasonléan — a sajatfliggvények kiilénboz6 ti-
pusait kulonbdztetik meg: minden egyes sajatérték sajatfiggvényei eleget tesznek
bizonyos egyenletrendszerek koziil egynek. Azok a sajatértékek, amelyeknek sajat-
fuggvényei ugyanazon egyenletrendszernek tesznek eleget, hasonlo tulajdonsaguak.
A sajatértékek eme osztalyozasa a szerint, hogy sajatfliggvényeik mely egyenlet-
rendszernek tesznek eleget, képezi az alapot a ,,szintek zoologija” szamara.

1 A hangsuly itt a ,,véges szamd”-n van és nem a ,diszkrét”-en. Az egész elmélet csaknem
valtoztatas nélkil alkalmazhaté a ,,diszkrét komplex sajatértékek” esetére, amilyenekkel a magok
bomlasanak GAMOW-féle elmélete dolgozik, jollehet ezek nem diszkrétek az itt hasznalt értelem-
ben, minthogy a megfelel6 sajatfiiggvények négyzetes integralja divergal.
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A (11.12) egyenlethez vezet6 gondolatmenet alapjat az a tény képezi, hogy (11.1)
invarians az
X'=y, y'=Xx (11.17)
transzformacidval szemben. Ez maga utan vonja, hogy a RB>Kfiiggvény,2 amit az
a-ban és 6-ben azonosan fennall6

P p,(a b)=yxb, a)
egyenlet definial, megoldasa a Hf=Eip egyenletnek, hacsak yn maga is megoldas.
Eme eljaras altalanositasaképpen tekintsilk az R val6s ortogonalis transzfor-
maciot:
X[=RnxI+R[X2+ ...+ R Inxn,
X2="21X1+ R22Xe + *«. + ROP(,,,

(11.184a)
Xn— Rnlx |+ RnZ 2+ mme+ RnnXn,
és definialjuk a PRfluggvényt, melyre
pri(*I>x2 ..., x)=/(X, X2 ..., Xn) (11.19)

azonosan teljesiil az =~ x2 X, ill. @z X[, X2, ...,x",, valtozokban. (Az els6 eset-
ben az xt, x2 ..., xn valtozok helyére ezek (11.18a) kifejezése helyettesitendd, a

maésodik esetben az x,-ket
n

X,= /31 RjiX'j (11.18b)

kifejezésekkel kell helyettesiteniink.) Eszerint PR operator, mely az x[ valtozdkat
az X, valtozokkal helyettesiti. Minthogy ez a beszédmdd nem tesz egész vilagosan
kilénbséget a PR operacio és annak reciproka kozott, a tényleges szamitasokban
a (11.19) és (11.18a) vagy (11.18b) egyenletekkel kifejezett formalis definicidkat
fogjuk hasznalni.

Ha marmost a konfiguracios tér két xu x2, ..., x,, és x[, X2 ..., X,, pontja,
melyeket az adott R transzformacié egymasba transzformal, fizikailag ekvivalens
(pl. ha csak abban kiilénb6znek, hogy két azonos részecskét felcseréltiink), akkor
a két yi és PRitfuiggvény ugyancsak ekvivalens (a PRy allapotban a mésodik részecs-
ke pusztan azt a szerepet jatssza, amit az els6 részecske jatszott a y allapotban, és
megforditva). Ha mpstacionarius allapot, akkor PRy is az, és mindkettének ugyan-
akkora az energidja. A Hxp=E\p egyenlet maga utan vonja HPRy = E P R%, fennalla-
sat, és H invariadns a PR operacioval szemben.

2 Pijegy fuggvény szimbdluma, amilyen fliggvényszimbdlumok a szokasos/ vagy g; Py>(x, y)

e fliggvény értéke az i,y pontban.igy (11.19) pl. azt jelenti, hogy PR/az x[, X2, pontban
ugyanazt az értéket veszi fel, mint az/figgvény az xr, x2, ..., xn pontban.

8 115



Azok az R transzforméaciok, amelyek az ekvivalens pontokat egymasba transz-
formaljak, csoportot képeznek: ,,a Schrodinger-egyenlet csoportjat”, minthogy az
ilyen transzformaciok reciproka és a szorzataik szintén egymasba transzformaljak
az ekvivalens elhelyezkedéseket (azaz hozza tartoznak ehhez a csoporthoz). A cso-
port egységeleme az azonos transzforméacio, mely minden elhelyezkedést 6nmaga-
ba transzformal. A csoportnak maganak a neve a konfiguraciés lér szimmetria-
csoportja.

Hasonlé megfontolasokat végezhetiink a PRoperatorra vonatkozéan is. Kény-
nyen lathatd, hogy Ps *Pr=Psr-Az R transzformaci6é x-et x'-be transzformalja,
tehat Pr/(x',)=/(x,), S pedig x'-t x"-be transzformdlja, tehat Psg(x")=g(x;);
ennélfogva a g(x)=PR/(x) flggvényre Ps a

PPr/(*,)=Pr/(*m=/(*)
képlet szerint hat. Az SR transzformacié azonban x-et kdzvetlenil x"-be transz-

formalja,

Psr/«)=1(*1);
ez az egyenlet definialja PsR-et. Minthogy/ tetsz6leges fliggvény, ebbdl kdvetke-
zik, hogy
Psr=Ps Pr. (11.20)

A PR-ek csoportja izomorf az R-ek csoportjaval.

A PR/faggvény (11.19) definici6ja a
Prf(xIt ..., xn)=f(xt, ..., xn) (11.19a)
alakban is felirhato, ahol
*i=S(R-Vy

igy tehat PSPR/kiszdm itadsakor kisértést érezhetiink, hogy a kdvetkez6képpen jarjunk el:

PSPR /(*,, mme, * )= PS /(*{. eomX,,), (1)
Ps /(*,, .... *)=I(E,, ..., Xyr),
ahol
X,= EI(S“ D«*,,
és igy

si= T s-1y-r-vy= T s IR vy 2 (fRsroe -

Arra kovetkeztethetnénk tehat, hogy
PSPR f(xi, .... X,,)=/(f, . Xy5)-

Minthogy (11.19a) szerint ez Psr/ definicidja, arra kovetkeztethetnénk, hogy PsPR/= P Rs/-
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Felmeriil a kérdés, hogy melyik szamitas a helyes: az, amely a (11.20) eredményre vezetett,
vagy ez az utobbi? A valasz — amint azt az olvaso nyilvan gyanitja — az, hogy (11.20) a helyes.
A hibat az utébbi szamitasban (t) alatt kovettik el. Ez Ggy latszik, (11.19a)-bdl (vagy (11.19)-bdl)
kovetkezik oly médon, hogy Ps-et mind a két oldalra alkalmazzuk. Operatorokat azonban csak
fliggvényekre alkalmazhatunk, (11.19a) két oldala azonban fiiggvényértékeket (szamokat) ad
meg, a flggetlen valtozdk meghatarozott értékeire. A PR/ fliggvény szdmara bevezethetjik az/
jelolést; ekkor irhato: Ps(Pr/) = Ps/. A most kapott egyenletbe azutan a valtozok barmily értékeit
behelyettesithetjik, és az eredményiil adddé dsszefliggés helyes lesz. Ez a gondolatmenet a (11.20)
eredményre vezet. Szdmokra azonban P§ nem alkalmazhaté.

Tegyuk fel példaul, hogy f(x)=g(x") fennall m minden értékére, ha x'=x+ 1, és hogy a Pg
operacid a valtozot annak reciprokaval helyettesiti. Valaki arra kdvetkeztethetne, hogy

Ps/M =P S £m)
vagy
f(\x)=g(\/x"),
ahol x'=x+ 1. Nyilvanvald, hogy ez a kovetkeztetés helytelen.

Nem fogunk kisértést érezni, hogy a (t) egyenlett6l a (*) egyenlethez vezet6 Gton okoskodjunk,
ha visszagondolunk arra, hogy PsPr/= P s(Pr/) egy figgvény. Ha az nem volna kényelmetlen,
megfelelébb lenne e fliggvénynek az xt, ..., xn pontban felvett értékét a (PsPr/)C*i»
madon jeldlni, ily moédon kifejezve azt, hogy PsPr/ fliggvényszimbdlum, hasonldéan a gyakran
hasznalt F, g sth. jelekhez.

Megjegyzendd még, hogy a (11.19), (11.18a) képletekbe foglalt definicié a természetes. A vesz-
sz6s koordinata-rendszerben az x' koordinatakkal jellemzett konfiguracio s a vessz6tlen rend-
szerben az Xj koordinatakkal jellemzett konfiguracio egymassal fizikailag ekvivalens. Eza (11.18a)
oOsszefliggések értelme. A (11.19) egyenlet jelentése pedig az, hogy a vessz6s rendszerbeli P r/ hul-

lamfliggvény és a vesszétlen rendszerbeli/hullamfiiggvény azonos konfiguracié mellett ugyanazt
az értéket veszi fel.

3. A P operatorok linearisak. Az x’ valtozénak v-szel tortént helyettesitése vala-
mely &sszegben ekvivalens eme operaciénak minden egyes dsszeadandén valo el-
végzésével; hasonldképpen, ha egy fiiggvényt, amelyen ilyen helyettesitést hajtot-
tunk végre, megszorzunk egy allanddval, ugyanazt az eredményt kapjuk, mintha
eld'szér szorzunk és azutan végezziik el a helyettesitést. Formalisan kifejezve,

P(af+bg)=aPf+bPg. (11.21)
Minthogy a P operator egyszeriien 0j ortogonalis koordinata-rendszerre valo at-
térést ir le a konfiguracios térben, P-nek unitérnek kell lennie, azaz: ha/ és g két
tetsz6leges fliggvény, a skalaris szorzat invarians:
(/,*)= (P/, PE).

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a tett igen altalanos feltevések mellett P uni-
tér linearis operator.
Specialisan az adott esetben P a

Pfg=Pf-Pg (11.22)
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tulajdonséggal is rendelkezik, ami kozvetleniil kdvetkezik a definiciébdl. A P ope-
rator e tulajdonsadga nem annyira altalanos természetl, mint annak unitér-linearis
jellege.

4. ASchrodinger-egyeriiet csoportja a legtdbb esetben altalanosfizikai megfonto-
lasok alapjan meghatarozhatd.

Tekintsiik n elektron rendszerét, melyben a k-adik elektron koordinatait xk, yk,
zk jeldli.3 Ekkor a Schrodinger-egyenlet invarians a transzformaciok aldbbi két

- sz

*l=*¢,» y[=y*o
X2 Yr. Ta 22 Za* g

X, x>y, Wit zn z.n

Ittat, a2 ..., @,az 1, 2, 3, ..., nszamok tetsz6leges permutacidja. Az e transzfor-
méaciokkal szemben mutatott invariancia valamennyi elektron fizikai ekvivalencia-
janak a kovetkezménye. A transzformaciok mésodik fajtéja a koordinata-rendszer
elforgatasat irja le:

X 1= BUXx T+ B\jy\+ B\iz\W6 Y[—pr2ax 1+ &2TI+ &3z

X2~ Blx2+R"2 + Bnz2 Y2~ &1X2+ $22)21 2% 2>

x«=BR1Ixn+ B\2yn + RBuZn, yn= B2IXn+ B22yn+ B 2}Zn, (1LE-2)

Z1—Ri\x\+ Btai + 2337H
2~ [N3172+ [r3202+ 1322

Zn—BilXn+ R32}n+ R3iz,;
Most (Rik) valos ortogonalis matrix; (11.E.2) dsszefliggések csupan mas iranyitasu
koordinata-rendszerre val6 attérést irnak le. Ekkor az dsszes irany fizikai ekviva-
lencigja a térben (legalabb is amig kiils6 er6terek nem hatnak) maga utan vonja
az ilyen transzforméaciokkal szemben mutatott invarianciat.

Nyilvanval6, hogy a Schrodinger-egyenlet ugyancsak invarians a (I1.E.l) és
(11.E.2) kombinalasaval kapott transzformacidkkal szemben. A (Il.E.I) transz-
formacidok n objektum permutacidinak csoportjaval izomorf csoportot, a (11.E.2)
transzformaciok pedig a haromdimenzios forgascsoporttal izomorf csoportot ké-
peznek.

3 Mostantél fogva tehat 3« valtozonk van:xltyu zv x2,y2,22,..., xn,yn, zn, az eddigi nszamu
jci, X2, ..., xnvaltozo6 helyett.
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A Schrodinger-egyenlet csoportjanak elemeitaz R,S, ... betlikkel fogjuk jel6l-
ni. Ezeknek a csoportelemeknek feleljenek meg rendre a PR Py, ... operétorok;
P n analitikai kifejezését (11.19) adja meg, ahol R az R csoportelemnek megfelelé
transzforméacio. A kovetkez6kben azonban P indexeként a csoportelemet fogjuk
feltiintetni, nem pedig a neki megfelel6 matrixot. Azért tesziink igy, mert el6sz6r
is e madon jelolésiink kevésbé lesz nehézkes, masodszor, mivel a szimmetriaelem-
nek alapvetébb a jelent6sége, mint a matrixé, mely neki megfelel. A PR operéator
fizikai jelentése: adott allapot s hulldamfiiggvényébdl kiindulva ama allapot PRp
hulldmfiiggvényét allitja el6, amelyben a részecskék szerepet cserélnek, vagy Uj
X', y', z' irdnyok veszik 4t az eredeti X, y, z irdnyok szerepét.

Vannak olyan fizikai mennyiségek (ilyen esetiinkben az energia), amelyek szem-
pontjabdl a 9 PRy allapotok ekvivalensek. Ez azt jelenti, hogy e mennyiségek
mérése Pés P Rpesetében ugyanazokat az értékeket szolgaltatja, ugyanakkora valo-
szinlséggel. Azokrol az operatorokrol, amelyek ilyen fajta fizikai mennyiségeknek
felelnek meg, azt mondjuk, hogy szimmetrikusak a P8 transzforméaciokkal szem-
ben, a csoportot pedig a fizikai mennyiség szimmetriacsoportjanak nevezzilk. Az
azonos részecskék permutacidinak és a koordinata-rendszer elforgatasainak cso-
portja az energianak szimmetriacsoportja.

5. Megallapitottuk (11.12), ill. (11.16) alatt, hogy a Pip fliggvények mpallando-
szorosanak kell lennie, minthogy az a \pfliggvény sajatértékéhez tartozik. Az alta-
lanosabb esetben, ha olyan sajatértéket vesziink szemiigyre, amelyhez / szdmu
bbr® . . mflinearisan fiiggetlen sajatfliggvény tartozik, ez a kdvetkeztetés mar
nem vonhato le. Csak annyit mondhatunk, hogy PRp\, PR¢2i ¢« P rW mind fel-
irhatoka i@ - Visajatfliggvények linearis kombinacioja alakjaban (minthogy
minden, az adott sajatértékhez tartozdé sajatfliggvény ilyen tulajdonsagu). Az
egyutthatokat D(R)xw~\eljeldlved

i
Pr? yitz\l e¢*5  ynizny 2 yazil ' *1 yni zn)-

x1 / (11.23)
Ha S is hozzatartozik a Schradinger-egyenlet csoportjahoz, fennall:

Psvx= 2 D(S)XxWx-
A=l

Ha a (11.23) egyenletben a valtozdkat alavetjik az S transzforméacionak, azaz ha
Ps-et alkalmazzuk mind a két oldalra, kapjuk (Ps linearis és a D(R)y,« allandok!):
i i
Ps ePrV,=pse® 2 ~{R)xvxx= 2 D(R)mPsyx=
i i i (11.24)

= 2 D(R)., 2 D(S)XxWx= 2 2 D(S)XxD(R)Xvipx.
n=1 Al x=

4 A XV indexeket ilyen sorrendben irtuk azért, hogy (11.25)-nek megfeleléen maga D(R)
(és ne a D'(/?) transzponalt) képezzen abrazolast.
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Masrészrél Ps «PRf,= F SRf v, tehat
i
¢ A — A -
srVp= /%:1 (SR)xv\Wx

Ha itt az egyitthatokat egyenl6vé tessziik (11.24) egyitthatéival,
D(SR)b= 2l D (S\yD(R)w (11.25)
X=.

fennallasara kovetkeztethetink. A (11.23) egyenlet egyitthat6ibol képezett /-di-
menziés D(7?) matrixok az adott sajatértékhez tartozé ipv sajatfiggvényt a PRy
transzformalt sajatfliggvénybe viszik at. Minthogy e matrixok kielégitik a D(SR)=
=D(S)D(R) egyenletet, dbrazolasat képezik ama csoportnak, amellyel szemben
invarians a Hyi—E f Schrodinger-egyenlet. Az abrazolds dimenzidja egyenlé a
szOban forgo sajatértékhez tartozo linearisan fiiggetlen ipu y2, . sajatfuggve-
nyek / szdmaval.

Altalanos megfontolasok segitségével éppigy nem ddnthetd el, mely abrazolas
egyutthatoi Iépnek fel (11.23) alatt, mint ahogy azt sem lehetett eldénteni, melyik
el6jel érvényes a (11.12) egyenletben. Akarcsak (11.12), (11.23) is tobb kiilénb6z6
lehet6séget megenged. Most is azt kell vamunk, hogy a kilonbdz6 sajatértékek
esetében kilonbdz6 abrazolasok Iéphetnek fel.

Kombinaljuk ezutan (11.23)-at a P n operéator

prVx'vyv Zv . Xnyn zZn = fuXu Y» zuU ..., X, Y5, Z,, (11.18c)

definicids egyenletével. Ha R-et R~‘-gyei helyettesitjik, a vessz8s és vesszbtlen val-
tozok szerepet cserélnek. Ily médon a ywvsajatfliggvények szamara a

WX\, y[, 2\, ..., Xnyn z')=PR-i %(xi,yu z,, ...,X,,, YN, 2,,)=
i (11.26)
= 2 D(R~N*WAx1 YUZi, Xnyn z,,)
x=\

transzformacios képleteket kapjuk. Ezek a sajatfliggvényeknek a konfiguracios tér
fizikailag ekvivalens pontjaiban felvett értékei kozott adnak meg kapcsolatot.

A csoport, amellyel szemben a (11.1) egyenlet invarians, az azonossagboél s az x ésy valtozo
felcserélését leiré R transzformaciobol all. Minthogy a sajatérték (feltevésiink szerint) egyszerd,
a tlikrozéscsoport valamelyik egydimenzids abrazolasat kell kapnunk. Minthogy P R az azonossag
operatora,

PEyj=y,= 1.y,

Azaz a csoport egységelemének az (1) matrix felel meg. Tovabba (11.12) szerint

PRip=yj= tip=+1 mip. (11.12a)
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Egyes sajatértékek esetében a felsd el6jel érvényes; e sajatértékek esetében az (1) matrix felel meg
a két részecskét felcserélé R csoportelemnek. Mas sajatértékek esetében az alsé elGjel érvényes;
ilyenkor az R csoportelemnek a (—1) matrix felel meg. Ily modon a két elembdl allé szimmetrikus
csoport két egydimenzids abrazolasat kapjuk. Az egyiket a DfE)=(l), D(/?)=(l), a méasikat a
D (£)=(l), D(/?)= (—1) megfeleltetés képezi.

6. Ha az eredetileg adott pu sajatfliggvények helyett j linearisan fiigget-
len tp, sajatfiggvényeket valasztunk, ahol
Wo= 2 . \uVv, (11.27)

akkor (11.23) alatt a P operatorok csoportjanak egy masik abrazolasat kapjuk.
Felmeril a kérdés, hogy ez a két abrazolds milyen kapcsolatban all egymassal.
Legyen

Vie 2 RJPX, (11.28)
ahol B az a matrix inverze. Ekkor a VR operatorok linearitasa folytan
2 2 2 % d(r)kN*=
v 7 X (11.29)

=22 2ﬂ FD (R)xvBX*v'x= % %Bx* D(R)v *J) X

A D(R) matrix, mely a y'-két a PRip fliggvényekbe transzformalja, D(i?)-b6l a
segitségével elvégzett hasonldsagi transzformacidval kaphato:

T)(R)=alD(R)a. (11.30)

Adott sajatértékhez tartozé linearisan fuiggetlen sajatfliggvények mas valasztasa
a Schrodinger-egyenlet csoportjanak adott sajatértékhez tartozo abrazolasa hasonlé-
sagi transzformacio erejéig egyértelmiien meg van hatarozva.

Ha olyan sajatfiggvényeket kivanunk bevezetni, amelyek nem D(7?) szerint
transzformalodnak, hanem egy ezzel ekvivalens abrazolés szerint, akkor a sajat-
fuggvényekbdl dj lineéris kombinacidkat kell képezniink ama a matrix segitségé-
vel, mely a D(R) abrazolast a kivant T)(R) alak(va transzformalja.

Az abrazolas (mely hasonlosagi transzformacio erejéeig egyértelmiien meg van
hatarozva) felhasznalhaté mint kvalitativ jellemz6 a sajatértékek kiilonféle fajtai-
nak a megkilénboztetésére. Az az abrazoléas, mely egy szingulett S szinthez tarto-
zik, kilonbdzik attél, amely egy triplett P szintnek vagy mondjuk egy szingulett
D szintnek felel meg; ugyanakkor mindazok az &brazolasok, amelyek triplett P
szintekhez tartoznak, ekvivalensek. Ezek az abrazolasok gyakorlatilag mindig
irreducibilisek lesznek, ami az egyik oka az irreducibilis dbrdzolasok fontossaga-
nak.
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7. Ha az I szaml mb— ,.y), sajatfiiggvény ortogonalis egymasra (mindig fel fog-
juk tenni, hogy ez a helyzet), akkor a megfelel§ abrazolas unitér. A P,, operator
unitér voltabdl kovetkezik, hogy az / szama PRpu ..., PR¢, fliggvény ugyancsak
ortogonalis:

(P*YV p rYU=(</V¥U=<L. (11.31)
vagy (11.23)-at felhasznalva

O*k=(p p N)=|2 d(r)x* 2 6(K),,wj=

=%<2Mm | D(RUb%):?Xm ilW)» (11-32)
vagyis
1=D(/?)D(/?).

Azaz: D(A) unitér matrix.5 Kovetkezésképpen azonnal megallapithatjuk, hogy a
9. fejezet ortogonalitasi 0sszefiiggései fennallnak a D(7?) matrixokra vonatkozéan,
feltéve, hogy azok irreducibilis abrazolast képeznek.

A (11.26) egyenlet a

WAXE, Y, 2\, ..., x'n Y, Zn)=
=2 D(R~I*.WAXb ¥» zZL ..., X, yn znN= (11.26a)

=2 D(R\* VAX\'Y1. z,, ..., XnV,, 2,).

alakban is felirhatd. Latjuk azt is, hogy csak el nem t{in6 determinansu abrazola-
sokkal lesz dolgunk.

5 Minthogy a sajatfiiggvények mindig ortogonalisaknak valaszthatok, ez kiilondsen egyszer(
bizonyitasa annak a ténynek, hogy az abrazolasok mindenkor unitérré tehet6k.
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12. AZ ABRAZOLASELMELET ALGEBRAJA

A kovetkez6kben bizonyos algebrai megfontolasokat ismertetiink, melyek az el§z6
fejezetek eredményeihez kapcsolédnak. El6szdr néhany tisztdn matematikai jellegi
tételt kell bevezetniink.

1 Legyen D(J)(A) a PRunitér operatorok csoportjanak mdimenzios irreducibi-
lis unitér abrazolasa, az /mszamua ff, ff, ... fif sajatfiggvényre pedig minden
P Rmellett teljestljenek a
uj
PRiJ)= X2_1DU\K)>.J>U) (P=1L2, (12.1)

egyenletek. Azt mondjuk, hogy azf f * fuggvény a D(n(R) irreducibiHs abrazolas
K-adik sordhoz tartozik, ha léteznek olyan ff\ ff\ mme ff\,
»partner”-fliggvények, hogy valamennyi f f 1eleget tesz a (12.1) egyenleteknek.
Ennek a kijelentésnek az értelme csak akkor jol meghatéarozott, ha a D0)(R)-ek
teljesen meg vannak adva, nem csupan hasonldsagi transzformacid erejéig.

Ha (12.1)-et megszorozzuk D° "\R)xxrgal és az egész csoportra 0sszegeziink
(ill. folytonos csoport esetében integralunk), az dbrazolasi matrixelemek ortogo-
nalitasabol kovetkezik, hogy

2 o(N(@)*,rRUN=2 2 o(n(R)tv

(12.2)

o A 4
Specialisan

2 DU\R)Ij>R<I>=jL/<I> (12.3)
« 4

fennall minden f f * fliggvényre, mely a D(@AR) irreducibiHs abrazolas %-adik so-
rahoz tartozik. Megforditva, mindenf f ’fiiggvényhez, mely (12.3)-nak eleget tesz,
taldlhaté azf fA\ff\ ... ff}\,ff+\, =mmfip partnerfliggvényeknek olyan sorozata,
hogy (12.1) a teljes sorozatra teljesil. A (12.3) egyenlet annak sziikséges és elégséges
feltétele, hogyf f 'a D <)(jR) irreducibiHs &brazolas x-adik sordhoz tartozzék.
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A (12.2) egyenlethdl kovetkezik, hogy ha az/°) fuiggvénynek egyaltalan vannak
partnerfiiggvényei, ezeket az

Aj)=-jf 2 D <XS)i PsfM (12.3a)

egyenleteknek kell megadnia. Ezt tekintjuk az f[’\ .. o,/*-i,/*+i, o«- fIf flgg-
vények definiciojanak. A feltevés szerint (12.3a) még a A= u specidlis esetre is igaz,
tehat (12.3a) minden/,0)-ra fennall. A (12.3a) egyenlet jobb oldalat kdzvetlenil

(12.1) egyenletbe,/y)és/A) helyére helyettesitve latjuk, hogy (12.1) valéban fenn
all, hacsak

. 2 D<W ,Psff'=2 2 DU,(S)Lpiff’.
S A n-s

Ez az egyel6ség azonban azonosan teljesil. Ezt azonnal lathatjuk, ha PR-i
operaciot mindkét oldalra alkalmazzuk, majd elvégezzik a DAR)2t=£Ne (R-)*
helyettesitést. Minthogy a D<$>matrixok abrazolast alkotnak, kapjuk:

2D a\S)*M =2 ZrR-*sD aXR-t*DVXS)*Jx =
5 S A
= 2P R->sDuXR-'S)Ifi»
S

A jobb oldalon R~ IS helyett S-re is 6sszegezhetlink. Eszerint barmely / %)-hez,
mely eleget tesz (12.3)-nak, a (12.3a) egyenlet partnereket definial oly maodon,
hogy (12.1) a teljes sorozatra teljesl.

2. Az afy}+bglJtlinearis kombinacid, ahol azf j\ gj,J) fliggvények mindegyike
a D(,) abrazolas x-adik sorahoz tartozik, szintén ugyanennek az abrazolasnak a
Ai-adik sorahoz tartozik. Ez kozvetlenil adodik (12.3) linearitasabol vagy (12.1)
defiinicidbol.

3. Ha D@(/?), D@(/?),..., DQ(R) operatorok csoportjanak osszes irreducibi-
lis abrazolasa, akkor barmely F fuggvény, melyre a P Kek alkalmazhatok, felir-
hatéd 6sszegként:

P=2i2/n,i (12.4)
7=1 «=1

ahol/*y)a D1 ) abrazolas Ai-adik sorahoz tartozik.

Ennek bizonyitésa céljabdl tekintsiik a h szamu F—PEF, PAIF, PAIF, P AnF
fuggvényt, melyeket a h szdmu P Roperécionak az F fliggvényre valé alkalmazésa-
val kapunk. Ha ezek a fliggvények nem linearisan fiiggetlenek, elhagyhatunk ko-
zilik annyit, hogy a fennmaradd F, F2 Fh flggvények kozétt ne alljon fenn
linearis kapcsolat. E h' szam( figgvény a P n-ek csoportjanak egy abrazolasat
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fesziti ki. Ha a PR operatorok valamelyikét alkalmazzuk ezekre a fliggvényekre,
akkor az eredményiil kapott fuggvény kifejezhet6 az F, F2 Fh. fuggvények
linearis kombinacioja alakjaban. Legyen példaul ««- PrF; ekkor e re 1¢ — ¢ r1e.
Ez vagy maga megegyezik az - . k valamelyikével, vagy kifejezhet6 mint azok li-

nearis kombinacidja. igy tehat
PA= 2 AR)tF,
/=1

s a JI(R) matrixok a P Kek csoportjanak abrazolasat képezik. Ez megfelel a sajat-
fuggvények ama tulajdonsaganak, amelyet az el6z6 fejezet végén targyaltunk: se-
gitségikkel abrazolasok generalhaték. Részletesen:

2 A(SR)"fCF n= P SRFk= P sP RFk— Ps 2 A(R)ftF,=
n |
=2 2 AR)KA(S),,F.,
/[ w

és mivel az F,,-ek lineérisan fliggetlenek :
A(SJA(R)=A(AR).

Az dbrazolasok generalasanak e maédja fontos szerepet fog jatszani, amikor majd expliciten
meghatarozzuk a szimmetrikus csoport irreducibilis dbrazolasait. A kiindulasképpen felvett F
fiiggveény specialis valasztasaval sokféle abrazolast kaphatunk, melyek az irreducibilis abrazolasok
meghatarozasahoz hasznosak lesznek.

Ha a (12.5) abrazolas nem irreducibilis, azt hasonldsagi transzformacio segit-
ségével kiredukalhatjuk; ez a hasonlosagi transzformacié az 6sszes A(R) matrixot
egyidejlleg a

D<'>(R) 0
0 DR .. =a-‘A(R)a (12.E.1)

alakra hozza, ahol a D-k mind unitér irreducibilis abrazolasok. Ekkor all. fejezet
6. szakaszanak megfelelGen a segitségével az Fk fliggvények olyan linearis kombi-
nacioi képezhet6k, melyek P Rhatésa alatt (12.E.1) szerint transzformélédnak, s
amelyek ily médon a D(I3D(@ ... abrazolasok kiilénb6z6 soraihoz tartoznak.
Megforditva, minthogy a-nak van inverze, az Fk fliggvény, és igy F is kifejezhet§
ezek linedris kombinacidjaként. Ezzel igazoltuk, hogy tetsz6leges fliggvény Ki-
fejezhetd a (12.4) dsszeg alakjaban.

A (12.4) el6allitasban fellép6/~’ fliggvények explicit kiszamitasa céljabol alkal-
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mazzuk a PR operatort (12.4)-re, szorozzunk D(i)(R)*x-ga\, azutan 0sszegezziink
valamennyi R-re. Kapjuk:

2 D*\R)IprF=2 2 2 DUR)*mP (12.6)
R Yy x'

R lj

A (12.6) egyenletben az utolsé leépés (12.3)-bdl kdvetkezik.
A (12.6) egyenlet mutatja, hogy 2 6 (W)A)*>PRF a D(AR) abrazolas x-adik
R

sorahoz tartozik teljesen tetszés szerint valaszthaté F mellett', ezt Ggy igazolhatjuk,
hogyf § >kifejezését behelyettesitjiik (12.3)-ba, mely ekkor az

4 2D<*\S)1ps|2d(j\r)lpkf}=2d"\r)lprf
" S \R ) R

alakot 6lti. Ha a bal oldalon elvégezziik az SR= T helyettesitést és S helyett T-re
Osszegezilink, a bal oldal lathatéan azonossa valik a jobb oldallal:

2 D“\sfmPs«i2 ('J'O)(é)lp«f%z 2 D)Y7K-9)IP r D<"XA)tvF,
5 U T.R

22du\(L d A r -*)lduXr )l vef =1t \ 2 d"Xtl kv tf \
T. |

R jo(r J

Az itt fellép6, R-re vonatkoz6 6sszegezést (9.31a) alatt végeztik el.
Az

F=S S 2 AJUIEP*F (12.6a)
7 XA N

azonossag teljesen tetsz6leges F mellett érvényes, tekintet nélkil arra, hogy mi a Aszamu P RF
mennyiség értéke. Ez csak abban az esetben lehetséges, ha

S 2 [LDaJR); (=1 haAest

Az F=F esetben, mivel OWLLE)T=1,eza

f 'ii. eil
S 2 -2=2"=1
y-1*i h = n

egyenl@séget adja. Vagyis: az dsszes irreducibilis abrazolas dimenzidinak négyzetdsszege egyenld
az abrazolt csoport rendjével. Ezt a tételt a 92. oldalon megfogalmaztuk, ott azonban nem bizo-
nyitottuk .

4, Két flggvény, és gx\ amelyek kiilonb&z6 irreducibilis dbrazolasokhoz
tartoznak, vagy ugyanannak az irreducibilis abrazolasnak a kiiliinb6z6 soraihoz,
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ortogonalis egymasra. Az adottf §\ mellett Iéteznek olyan
és g\j'\g2rlgs<P- mmpartnerfiiggvények, hogy a definicio értelmében fennall

PrUJ)= %\ 0<n(A)gNMw, pn = 2Ad u'\RW
Minthogy P* unitér operator,

(")N =" Y™ )= 2A2A(j a)(«)L d (/)(R)a (tf\ «il)).

Ezt az egyenletet a csoport valamennyi PR operatorara dsszegezve kapjuk:

h(frgP)=y GA x 2 (Al\ g(\ (128
Ebbdl kdvetkezik a fent megfogalmazott alapvet6 tétel: (fx\ g”P) eltlnik, hayV]'
vagy . Masrészt (fjK g f’) értéke valamennyi partner esetében egyenld, azaz

x-tol nemfiigg.

5. Az eléz6 fejezetekben beszéltiink olyan operatorokrdl, amelyek szimmetri-
kusak a P/rekkel szemben. Azt talaltuk pl., hogy a H Hamilton-operator szimmet-
rikus a (II.E.I), (11.E.2) operaciokkal szemben. Ez azt jelenti, hogy P n a fliggvé-
nyeken csak olyan valtozasokat eredményez, amelyek H-t nem érintik, mint pl.
az azonos részecskék felcserélése stb.

Tegylk most ezt a fogalmat valamivel pontosabba. A szimmetrikus operatorok,
amelyeket vizsgalunk, mindenkor hermitikusak és bizonyos fizikai mennyiségek-
nek felelnek meg, amilyen pl. az energia. A P Rek, amelyekkel szemben valamely
operator invarians, unitér operatorok. Ezek viszont nem fizikai mennyiségeknek
felelnek meg; ehelyett adott allapot hullamfiiggvényét valamely mas allapot hullam-
fuggvényébe transzformaljak. Valamely S operatort szimmetrikusnak mondunk,
ha az valamennyi PR<pe Ggy hat, mint a ®re. Nyomban latni fogjuk, hogy ez a
definicié megegyezik az el6z6 fejezetben megadottal.

Az a megallapitas, hogy S a P Aek szempontjabol szimmetrikus operéator, s
hogy y>egyike sajatfiggvényeinek, S%p=s\p, azt jelenti, hogy a y>allapotban annak
a mennyiségnek a mérése, melynek S megfelel, bizonyosan az s értéket adja. Ennek
azutan PRy>re is igaznak kell lennie; azaz: PRpsziikségképpen sajatfiiggvénye S-
nek az s sajatérték mellett.

Alkalmazva Ps-et az Sip=sy> egyenlet mindkét oldalara, kapjuk: P ASrp=
= PRsrp=sPRp. Ez, valamint SPRy)—sPRp, maga utan vonja SPRy>=PRS fenn-
allasat. Ennek minden sajatfliggvényre igaznak kell lennie, mivel az utébbi egyen-
letben a sajatérték mar nem Iép fel. Ez az 6sszefliggés linearis, igy a sajatfliggvények
tetsz6leges linedarkombinacidjara, tehat minden fliggvényre is igaz. Az tehat az
SPA=P RS operatorazonossag fennallasat jelenti; egy operator, amely a PR-ekkel
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szemben szimmetrikus, minden PR-rel kommutal. Mindegy, hogy S-et és P Ret
milyen sorrendben alkalmazzuk valamely fliggvényre. Szokas azt is mondani,
hogy S invarians a P~-ekkel szemben.

Az S operétort (12.1)-re alkalmazva latjuk: ha  a D(J)abrézolés «-adik sora-
hoz tartozik, akkor ugyanez S/®-ra is igaz. Ekkor (12.8)-bdl kovetkezik, hogy

(fg\% if)y=i r f . S*iy) (12.83)
eltlinik, hay V / vagy -npy!\ azonkivil /=/', «=«" mellett fliggetlen «-toi.

Bar e tételek valéjaban igen altalanos természetiiek, széles kérben csak a legegyszeriibb opera-
torcsoportokra vonatkozéan ismertek. JAI ismeretesek e tételek ama csoport esetében, mely az
azonossag PE operatorabol, sail, fejezetben, (11.15) alatt megadott

PRI(x)=f(-x), P& PC
operatorbol allnak. AP A.P« csoport a tiikrozési csoport. Két irreducibilis dbrazolasa van, és
mind a kett§ egydimenzios:
D<>(£)=(1), D™(R)=(I) ¢és D@(E)=(1), fi{aR)=(-\).
Az els abrazolashoz tartozo fliggvények esetében (ennek az abrazolasnak csak egy sora van) a
(12.1) egyenlet a
P</<IM =/(I(-*)=1 /W

alakot 6lti. Ezek X paros fliggvényei. A masodik abrazolashoz tartozo fiiggvények esetében a
(12.1) egyenlet:

P*/Q«=1(-*)=-1 f 2KX).

Ezek a pératlan fiiggvények. A (12.3) egyenletf (Xx)-re vonatkozdan

DAE) PBf I\x)+uP\K) PRf 2(x)=1/1,()+\/'X -x) = j/1Xx),
f(2x)-re vonatkozdan pedig

D@(E) P,/ (2U) +D<(tf) PRFiIX)= \faXx)~ FU\-x)=2 f (AX).

Természetesen jol ismert, hogy minden fliggvényt fel lehet bontani paros és paratlan részre, és
hogy barmely paros fiiggvény ortogonalis barmely paratlan fliggvényre.

6. Az eddigiek folyaman fel kellett tennilink, hogy az abrazolasokat valamilyen
onkényes modon hataroztuk meg. Ugyanez az 6nkény ott van azf ®k definicioja-
ban is: az a fuggvény, mely egy adott irreducibilis abrazolas «-adik sorahoz tarto-
zik, nem tartozik altalaban valamely ekvivalens abrazolas «-adik sordhoz. A most
kovetkezd tételek fliggetlenek az abrazolas specialis alakjatol.

Minden olyan /"> fliggvényre, mely a DLLA) irreducibilis dbrézolas «-adik so-
rdhoz tartozik, (12.2) szerint fennall

2 DRy PRA = " dxff. (12.2a)
R ]
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Osszegezve a A-ra 1-t0'l ig, kapjuk:

%QXUW PRUJ)= I N <F= 27 e I (129)
Minthogy a (12.9) egyenletben n t6bbé nem lényeges, (12.9) a Da)(R) abrazolas
barmely sordhoz tartozd fliggvényekre teljesil, s az ilyen fiiggvények tetsz6leges
linedris kombin4cidira is. Az olyan fliggvényr6l, mely eleget tesz (12.9)-nek, azt
mondjuk, hogy a DN{R) abrdzolashoz tartozik. E tény, a karakterhez hasonléan,
fliggetlen az abrazolas specidlis alakjatél. Megforditva, minden fliggvény, mely
(12.9)-nek eleget tesz, linearis kombinacidja olyan fliggvényeknek, melyek rendre
a D(J,(2?) abrazolés egy-egy sordhoz tartoznak. A (12.9) egyenlet szerint

T /W=2 X\R?PAU= % 2 DWKNP A\ (12.10)
R

1§ R
Amint azonban a (12.3) képlet mutatja, minden % D U)(R}*>PRF alaku fiiggvény

DU\K) A-adik sordhoz tartozik.

A (12.10) egyenletb6l az is kovetkezik, hogy az olyan fliggvények, melyek inek-
vivalens irreducibilis abrazolasokhoz tartoznak, egymasra ortogonalisak. Azon-
felil minden F fliggvény el&allithaté az

E=2/nN (12-11)
=i
0sszeg alakjaban, aholf @=a D(J(K) abrazolashoz tartozik. Ennek igazolasa célja-
bol elegendd, ha a (12.4) egyenletet ajbol felirjuk az

f
J-1 (12.4a)

fa)= X2:tf|J)
alakban.

Az adott abrazolashoz tartozo fliggvények eszerint teljes mértékben hasonlé
tulajdonsagliak azokhoz a fiiggvényekhez, melyek valamely abrazolas adott sora-
hoz tartoznak. Meghatarozott fajtaju fuggvények linearkombinacidja ugyanolyan
fajtaju flggvény; tetsz6leges flggvény felirhatd mint dsszeg, melyben mindegyik
fajtabol egy fliggvény lép fel; két kiilonboz6 fajtaju fuggvény egymasra mindig
ortogonalis; végll a P/-ekkel szemben invarians S operator adott fajtaju flgg-
vényt ugyanolyan fajtaju masik fliggvénybe transzformal.

A fliggvényekre vonatkozéan itt megfogalmazott altalanos tételek abban a megallapitasban
foglalhatok dssze, hogy a kiillonb6z6 fajtaja (kiilonbozé irreducibilis abrazolasokhoz, vagy ugyan-
azon irreducibilis abrazolas kilonbdz6 soraihoz tartozé) fliggvények egy hermitikus operator
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I
kilonb6z6 sajatértékeihez tartoznak, mely — hasonléan az ésszes P-hez és fiiggvényeikhez — fel-
cserélheté minden S invarians operatorral.
Az Ojx operatornak, mely F-et az

OjxF=Y,DAR ) Ip RF, (12.12)

ill. az e szakaszban vizsgalt esetben az

0/= 2 PrF
R

fiiggvénybe transzformalja, két sajatértéke van: 0 és h/lj. Mindazon fiiggvények, melyek a D®(A)
abrazolas x-adik sorahoz, vagy egyszeriien a D®(A) abrazolashoz tartoznak, a h/f sajatértéknek
felelnek meg. Azok a fliggvények, amelyek az irreducibilis D®(A) abrazolas mas soraihoz (vagy
mas irreducibilis abrdzolasokhoz) tartoznak, a 0 sajatértéknek felelnek meg.

Amit a fenti tételek megadnak, az nem egyéb, mint a (12.12), (12.12a) operatorok sajatfiigg-
vényeinek ortogonalitasi és teljességi 0sszefiiggései. A kiillonbség ezek és a kdzonséges hermitikus
operatorok kdzott kizardlag abbdél a korilménybdél adddik, hogy (12.12) és (12.12a) végtelen-
szeresen elfajult operatorok, mivel az egyes sajatértékekhez tartozé linearisan fliggetlen sajat-
fliggvények szdma végtelen. A matematikai irodalomban az 1jOj/h operatorokat idempotenseknek
vagy projekciooperatoroknak is nevezik, mivel (1jOj/h)2=1fOJh.

7. Most visszatériink a Hrp—Emp Schrddinger-egyericthez. Az el6z6 fejezetben
lattuk, hogy a P Aek csoportjanak (hasonlésagi transzformacio erejéig) egyértel-
mlen meghatarozott abrazolasa tartozik H minden sajatértékéhez. Méasrészrél azt
is tudjuk, hogy ezzel a hasonlosagi transzformaciéval szabadon rendelkezhetiink,
mivel az egyszeriien a sajatfliggvények hasznalni kivant linearis kombinacidit ha-
tarozza meg.

Sok szempontbol el6ny6s feltenni, hogy az egyes sajatértékekhez tartozo abra-
zolasok, amennyiben nem irreducibilisek, kiredukalt alakudak :

DOR) 0 0
0 D@EK .. 0
MR)= m . . (12.13)
0 0 .. DO

Itt DW(R), ..., D(iX(7?) egyszeriien irreducibilis abrazolasokat jelolnek (melyek
nem mind kilénb6zéek sziikségképpen); ezek A(R) irreducibilis komponensei
(szamuk ). Dimenzioik legyenek rendre /1(/2, ..., Is. Jeldljik a sajatfiiggvények
olyan linearis kombinacioit, melyek az adott sajatértékhez tartozo abrazolas eme
alakjanak felelnek meg, a kdvetkez6képpen:

rp['\rp£\ .. fl2A V), ..., y>% ..
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irjuk fel most az el6z6 fejezet (11.23) egyenletét e sajatérték esetére:
PRPj)=2 D@\R 1d J (12n4>

A (12.13) alatt all6 zérusok folytdn PRFA kdzvetlenill kifejezhetd az ugyanazon
fels6 indexszel jellemzett ypk linearis kombinacidjaként. A (12.14) egyenletbdl
azonban kdvetkezik, hogy a ipj>fluggvények kielégitik (12.3)-at. A sajatfugg-
vény a D U) abrazolas x-adik sordhoz tartozik és partnerei xpA\ y>f, fif

A (12.14) transzformacids képlet alakja azt sugallja, hogy (12.13) sajatértékei
Ugy tekintend6k, mint s szdmu, véletlenll egybeesd sajatérték. A tpf, ff, ...,
f f sajatfliggvények az els6 sajatértékhez tartoznak; a fj\ ff, ..., Vb filiggvé-
nyek a mésodikhoz; ...; végul a fj\ ff, ... ff flggvények az utolséhoz.
E sajatértékek mindegyikéhez egy irreducibilis dbrazolas tartozik. Kévetkezéskép-
pen, ha az egész sajatértékspektrumot ily médon szemléljik, kijelenthetjik, hogy
minden egyes sajatértékhez egy irreducibilis dbrazolas, és minden sajatfiggvényhez
eme irreducibilis abrazolas egy sora tartozik. Valamely sajatfliggvény partnerei:
az ugyanezen sajatértékhez tartozd tobbi sajatfuggvény.

Altalaban barmely adott 4brazolashoz igen sok sajatérték tartozik. igy az &b-
razolasokra vonatkozé képleteket tovabb egységesithetjilk, azonos alakinak va-
lasztva az abrazolasokat minden olyan szint esetében, amelyhez ugyanaz az dbrazo-
las tartozik.

Ha valamely sajatértékhez tartozd sajatfliggvények mind egymas partnerei,
»,hormalis elfajulas”-rol beszélink. Ha azonfelll tébb sajatérték egybeesik, mint
azok, amelyekhez (12.13) tartozik, azt mondjuk, hogy véletlen elfajulas all fenn.
Ez igen szokatlan esetnek tekintendd, s a Schrédinger-egyeruet fontos esetében csak
kivételesen fordul eld.

8. Abbdl a célbol, hogy a fent bevezetett fogalmakhoz hozzaszokjunk, alkal-
mazzuk 6ket a Rayleigh—Schrddinger-féle perturbaciészamitasra. Induljunk ki a
»perturbalatlan” probléma E sajatértékéb6l, mely nem mutat véletlen elfajulast.
Ekkor a Schrodinger-egyenlet csoportjanak megfelel6 abrazolas irreducibilis, a
ipm , we 2> mme’ vei Sajatfliggvények pedig eme irreducibilis dbrdzolés killonbz6 so-
raihoz tartoznak. Adjunk hozza az eredeti H Hamilton-operatorhoz egy /V ,,szim-
metrikus perturbaciot”, mely olyan tulajdonsagu, hogy nem rontja el H szimmetria-
csoportjat, azaz maga is szimmetrikus operator a fent bevezetett értelemben. Abbdl
a célbdl, hogy az energia eltolddésanak [E elsd kozelitésére vonatkozd szekularis
egyenletet felallithassuk, ki kell szamitanunk a (Vex>"Wev.) matrixelemeket. A
(12.8a) egyenlet szerint ezeknek mind zérus az értéke, ha xVx \ ha pedig x = x,
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akkor mind egyenl6k egymassal. Ha kdz0s értékiiket vEjeldli, a szekularis egyen-
let a

ave — AE 0 0
0 AE—AE 0
=0
0 0 ... Xve-AE

alakot 6lti; ennek /-szeres gytke XVvE. Eszerint els6 kozelitésben a sajatértékek nem
hasadnak fel, mivel mondjuk két sajatértékre, £j-re és E2-re valo felhasadaskor
£j-hez /,, E2hoz 12 sajatfliggvény tartozik (/,+/2=/); az £] sajatérték /, szamu
sajatfliggvényének a P operatorok hatdsa alatt egymas kdzott kell transzformalod-
nia. Ezeknek egy /,-dimenzios abrazolas kell megfelelnie. Ez az abrazolas nem tar-
talmazhatja a perturbalatlan sajatérték eredeti irreducibilis abrazolasat, minthogy
h<1 Ekkor Ej eme /, sajatfiiggvénye ortogonalis lenne Ernek mind az / sajat-
fuggvényére, s nem lehetne 6ket azokbol vagy linearis kombinaciodikbdl folytonos
modon megkapni. ,Szimmetrikus perturbacio” hatdsa alatt a sajatérték megdrzi
a hozz4 tartoz6 irreducibilis dbrazolast és nem hasadhatfel

9. Tekintsiink most egy sajatértéket, amelynek a A(R) &bradzolasa
arszer, D(2(tf)-et a,-szor, ... tartalmazza. A 7. szakaszban foglaltak szellemében
azt is mondhatjuk, hogy a, szamu sajatérték, melyekhez a D(I)(E) abrazolas, a2
szamu sajatérték, amelyekhez a D<2X(R) abradzolas sth. tartozik, véletleniil egybe-
esik. Ha most megengedjiik, hogy a AV szimmetrikus perturbacio kifejtse hatasat,
a legnagyobb valtozas, ami bekodvetkezhet: a véletleniil elfajult sajatértékek fel-
hasadasa. A perturbacio jelenlétében a{ sajatértékiink lesz, melyekhez a D(I>(E)
abrazolas tartozik, a2 sajatértékiink, amelyekhez a D(2(E) &bréazolés tartozik stb.
Altalaban ez az at-{-a2-\-... szamu sajatérték killonbdz6 értékii lesz. Az a tény,
hogy a perturbaciét kdvetéen pontosan ay szdmu sajatértéknek kell fellépnie
D~Ej-rel kapcsolatban, kovetkezik abbol, hogy a D (I>(E) abrazolashoz tartozd
sajatfliggvények a f szama nem valtozhat. E szdm megvaltozasa azt jelentené,
hogy a sajatfliggvények és az irreducibilis abrazolasok kozoétt fennallo megfelelés
megvaltozott. Fent lattuk, hogy ez folytonosan nem kovetkezhet be.

A 8. szakaszban olyan sajatfliggvényt vettiink szemiigyre, melynek irreducibilis
abrazolas felel meg. Jollehet / szamU sajatfuggvény tartozik hozza, felhasadasat
szimmetrikus perturbacié nem eredményezheti. Ez indokolja, hogy ,természetes
elfajulasarol beszéliink annak jellemzésére, hogy ez az / szamu linearisan fligget-
len sajatfliggvény egy sajatértékhez tartozik.

Az olyan sajatértékre, mely — hasonldan a fent vizsgakhoz — reducibilis ab-
razolasnak felel meg, azt mondjuk, hogy a D<X(7?) abrazolashoz tartoz6 sajatérté-
ket Utj-szer, a D (2(R) abrazolashoz tartozd sajatértéket (i2szor tartalmazza, és igy
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tovabb. Eme altar, ... sajatérték egybeesését véletlen elfajulasnak mondjuk,
minthogy ennek fellépte a perturbécioé eltlinésekor a probléma Hamilton-figgveé-
nyének specialis természetével fligg dssze. Nem kovetkezik az alapul vett probléma
szimmetriajabal.

10. Az a tény, hogy H+AV sajatfuggvényeirdl feltehetjiik: azok egy irreduci-

bilis abrazolas egy sordhoz tartoznak, nemcsak az egzakt sajatfiiggvényekre igaz
hanem a perturbécios eljaras minden egyes szukcessziv kozelitésében is. EI8sz6r is
nyilvanvalo, hogy az egzakt sajatfiiggvényekre — an hatvanyai szerint haladd
hatvanysorra — igaz. Ha azonban igaz az egész sorra és Atetsz6leges értékeire,
akkor igaznak kell lennie kiillén-kulén minden egyes tagra.

Specidlisan az adott £ sajatérték elsd kozelitésben érvényes sajatfliggvényeinek
»helyes linearis kombinacidi” Ugy valaszthatok, hogy az E sajatérték sajatfiiggve-
nyei koziil csak azoknak legyenek a kombinacioi, amelyek ugyanazon irreducibilis
abrazolas ugyanazon sordhoz tartoznak. Ha az E-nek megfelel§ abrazolas az
adott D(/)(R) irreducibilis dbrazolast csak egyszer tartalmazza, akkor E-nek csak
egy olyan ip™sajatfliggvénye van, mely D )(E)-nek — mondjuk— a k-adik sora-
hoz tartozik; ekkor maris a "helyes linearis kombinacio,,. A megfelel§ sajat-
érték

(H+AV)A).

Ha az £-nek megfelel6 adbrazolds a DU\R) irreducibilis abrazolast t6bbszor
mondjuk 0,-szer tartalmazza, akkor £-nek ay szamu olyan sajatfliggvénye van
vim Viz, oo Viip amelyek DO)(E)-nek ugyanazon sordhoz (a nadikhoz)
tartoznak. A helyes linearis kombinaciok ezen a} sajatfiggvény linearis kombi-
nacioi; azokat szamitas nélkil nem lehet teljesen meghatarozni.

Mindamellett minden esetben érdemes kezdettdl fogva £ sajatfiiggvényeinek
ama linearis kombindcidit hasznalni, melyek valamely irreducibilis dbrazolas
egy sorédhoz tartoznak. Ekkor (12.8a) folyoményaképpen a

Yy<#)=VIyi.jxV=06jr8xX ..
kifejezéseknek yVf vagy y " y' mellett el kell tlinnidk. Az £-re érvényes
IF>s:,Ve-A £ -1 =0

szekularis egyenlet ily médon Iényegesen egyszer(ibb lesz. Amint a kdzelebbi vizs-
galat mutatja, az egyes kicsiny ,,irreducibilis szekularis egyenletekre” bomlik fel;
ezek dimenzidi az cij szdmok, melyek megadjék, hogy héanyszor tartalmazza az
adott irreducibilis dbrazolast az £ sajatértéknek megfelel6 abrazolas.

A DQ)E) abrazolas sajatértékeinek és sajatfliggvényeinek megvaltozasa még
magasabb kdzelitésben is kiszdmithato, egyedill eme abrazolas sajatértékeinek és
sajatfliggvényeinek felhasznalasaval. Elegendd, ha csak azokat a sajatfliggvényeket
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vesszlik tekintetbe, amelyek eme abrazolas adott sorahoz tartoznak. Az (5.22)
egyenletnek megfelel6en a masodik kozelités pl.

Fk =Ek+X(4kr,Vtpk) + P E’%EK- fb K—\_/);’ 2-
Ha most y, a DO,(i?)-t6l kiilonb6z6 abrazolashoz tartozik, vagy pedig a D0)-nek
mas sorahoz tartozik, mint amelyekhez a igkv sajatfliggvények tartoznak, akkor a
(ip,, \ipkv) kifejezés eltlinik, és egyszeriien figyelmen kivil hagyhat6.

11. Ha a H-t perturbalé /V operator nem invarians a P-k teljes csoportjaval
szemben, hanem csak egy alcsoporttal szemben, akkor olyan sajatfliggvényeket
kell bevezetniink, amelyek eme alcsoport irreducibilis abrazolasaihoz tartoznak.
Iw:BéItesszUk, hogy H sajatfliggvényei és sajatértékei a P-k alkotta teljes csoport irre-
ducibilis dbrazolasainak felelnek meg. Azok a matrixok, amelyek az alcsoport ele-
meinekfelelnek meg, eme alcsoport abrazolasaként értelmezheté6k. Valamennyi P-re,
specialisan az alcsoportba tartoz6 P B-ekre felirhato:

|

Az alcsoportba tartozd R-ek mellett azonban a DO0,(2?)-ek nem sziikségszer(ien
irreducibilisek, s ahhoz, hogy az alcsoport irreducibilis abrazolasait megkapjuk, a
D®(R)-eket ki kell redukéalnunk. A DIJ(Rfeknek mint az alcsoport abrazolasanak
a kiredukalasakor kapott irreducibilis komponensek szama és tipusa megadja nekiink
ama sajatértékek szamat és tipusat, amelyekre a szemiigyre vett sajatérték felha-

sadhat.

Latjuk, hogy a Schrodinger-egyenlet sajatértékeinek jellemzéséhez sziikség van
n elem szimmetrikus csoportja s a hA&romdimenzids forgascsoport irreducibilis ab-
razolasainak ismeretére. Ezért most ratértink eme abrazoldsok meghatarozasara.2

12. Ebben az egész fejezetben a PR operatorokrdl csak annyit kellett feltenniink, hogy cso-
portot alkotnak, s hogy linearisak és unitérek [a (11.22) egyenletet pl. nem hasznaltuk fel]. Ezen-
kivil csak azt tettiik fel, hogy a P/;-ek H adott sajatértékhez tartozo sajatfliggényeit ugyanazon
sajatértékhez tartozé sajatfiiggvényekbe transzformaljak. Valojaban ezekbdl a feltevésekbdl mar
kovetkezik a (11.23) transzformacios egyenlet (amelyet itt a targyalas kiindulépontjaként hasznal-
tunk), valamint az a tény, hogy a benne el6fordul6 egyiitthaték a PR operatorok csoportjanak
abrazolasat képezik.

Megjegyezzilkitt, hogy azokra az operatorokra, amelyek a spinnel rendelkez részecskék sajat-
fliggvényei esetében a P n-ek szerepét betdltik (ezeket O Acrel fogjuk jeldlni), a (11.22) egyenlet
tobbé nem érvényes. Azonkivil a konfiguracids tér szimmetriacsoportja eme operatorok csoport-
javal nem izomorf, csupan homomorf. A (11.23) egyenlet egyitthatdi ekkor az O i1 operatorok
csoportjanak, nem pedig a konfiguracios tér szimmetriacsoportjanak képezik abrazolasat. E feje-
zet Osszes tObbi tétele, igy az, amely a kiilénb6z6 irreducibilis abrazolasokhoz tartoz6 sajat-
fliggvények ortogonalitasat mondja ki, valtozatlan marad.
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13. A SZIMMETRIKUS CSOPORT

1 Az n-edfokd szimmetrikus csoport elemei: n objektum permutécidi. A rendje n

Azt a permutéciot, amely az 1-et a(-gyel, a 2-t a2vel, . . és végil az n-et a,,-nel
helyettesiti, a kovetkez6képpen jeldljik: | 08 L Ez megegyezik a
1 0Cj e

(k{ k2 ... k, | permutacioval5 mivei k-1 (fc=1, 2, ..., n) mind a ketten <k-

K, afc)

ba viszik at. Itt fd5k2 ..., knaz 1,2, 3, ..., nszamokat jel6lik tetsz6legesen adott
fi o2 ... tij it 2 ... n\

sorrendben. Két permutacio, A =~ A «J “ U A e Aj

szorzatan a kett6nek egymast kovetd alkalmazasat értjik. Az J1 permutacid a k-1
a*-ba, B ezt /Scha transzformdlja. igy tehat  a k-1 /3kba transzformalja. A
(I1.E.1) transzformacidk az n-edfokd szimmetrikus csoporttal izomorf csoportot
alkotnak; e transzforméaciok az x{ x2 mmm x,, pontot at xX, xX mm., x X1 pontba
viszik at; azok tehat a fenti A permutacidnak felelnek meg.

A permutéacioknak van egy masik jel6lése is. Ez a permutacidkat ,,ciklusokra
bontja fel”. Az (r,r2...r*) ciklus olyan permutécié, amely minden egyes rk elemet

a rékovetkezdvel, ly j-gyei helyettesit; kivételt csak a ciklus utolso eleme, az ik

) ) X o . My2...tN
képez, melynek helyére az els6 elem, fi 1ép. A (r{r2. .. r;) ciklus azonos a 1 rl

permutacioval; azonkivil ekvivalens az (r3. . .rA,) vagy az (r&4. . .rrj) ciklussal.
Az olyan ciklusok, amelyeknek nincs kdzos elemiik, kommutalnak. PI.

fi 352 4 6 7
@ 3 52 46 7)=(2 46 71 3 5)=A 5%} 46 7 2

Valamely permutaciénak ciklusokra val6 felbontasa azt jelenti, hogy a permu-
taciot kommutél6 ciklusokra bontjuk szét; az egyes ciklusok sorrendje, valamint
egy-egy ciklus kezdéeleme igy még szabadon valaszthaté meg. A ciklusokra valé
felbontast elvégezhetjiilk mondjuk az 1elemen kezdve; utana azt az elemet irjuk le,
amely az 1 transzformaltja; azutdn ennek az elemnek a transzformaltjat irjuk le,
és igy tovabb. Utols6ként az az elem jelenik meg, amelynek a transzformaltja az 1;
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ez az els6 ciklusnak az utolsé eleme. A kovetkezd 1épés: tetszésiink szerint ki-
valasztunk egy Gjabb elemet, mely az els6 ciklusban nem 1ép fel, és az el6bb kove-
tett eljarast megismételjik. Ezt az eljarast addig folytatjuk, mig az egész ciklust ki
nem meritettik.

AflL 2 3 4 5 6j
AZ 3 4 6 2 5 1
(1 3 6)(2 4X5); ez ugyanaz, mint (3 6 1)(2 4)(5) vagy (2 4)(5)(1 3 6), minthogy
a ciklusok sorrendjének nincs jelent6sége.
Két permutacid, ha ugyanannyi ciklusbdl all és ciklusaik rendre egyenld
hosszlak, ugyanabba az osztalyba tartozik. Az
A=(/y2...rm)(rm+\rBl4z-ee/e )., .(rNo. J+1..,rm),
S=(sls2.. ("B, +2- *-(A+, +1-*-Se)

Permutaci® ciklusokra val6 felbontdsa példaul

permutéciok
T= 11i2 wSuSmi+iSin+2- «Slm -0
) ‘! PRI V1 *
és
T~X=[riT2"" + «rR2-mruQ.1+1- 2 +%0)
" " s/HEm+HISint2' o'sm ‘e e LB L+i- o

segitségével egymasba transzformalhatok:S=TRT~K Megforditva, barmely olyan
permutacié ciklusainak a hossza, amelyet 7?-b6l T segitségével elvégzett transzfor-
méciodval kaptunk, ismét rendre  /2-/1, ...,ne-ne_ v

Ha tehat el akarjuk donteni, hogy két permutacié ugyanabba az osztalyba tar-
tozik-e, irjuk le elészor a leghosszabb ciklust (vagy ciklusokat) mindkettében, az-
tan a fennmaraddnak koziil a leghosszabbat (vagy leghosszabbakat), és igy tovabb,
egészen addig, amig végll a legrovidebbet (vagy legrovidebbeket) is fel nem irtuk.
Ha az 6sszes ciklusok A—t,, A2=/t2—tj, ..., Pe=/xe—ue 1hossza (ahol A,sA2&
oK és i+ A+ eom Le=/xe= ) ugyanakkora mind a két permutéacidban, azok
ugyanabba az osztalyba tartoznak; az ellenkez6 esetben nem. Az osztalyok szama
tehat egyenld a kiilonb6z6 lehetséges ciklushosszak, azaz a - A 6s a
A+ R+ ... + Pe=n feltételeket teljesité A, A, ..., A, sorozatok szamaval. Ezt a
szamot, n lehetséges felbontasainak a szamat, pozitiv egész 6sszeadanddkra a sor-
rendre valo tekintet nélkil,1n ,particios szdmanak™ nevezik. A 9. fejezet szerint a
kiillénb6z6 irreducibilis abrdzolasok szama egyenl6 az osztalyok szamaval és igy,
n particiés szamaval.

Ami a / szamrendszerek szamat illeti, nyilvanval6an ugyanarra az eredményre jutunk,
akar figyelmen kivil hagyjuk a sorrendet, akar pedig csak egyetlen sorrendet vesziink tekintetbe.
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A negyedfokd szimmetrikus csoportnak (ennek rendje 24) 6t kiilénb6z6 osztalya van. A ko-
vetkez6 elemek mindegyike egy-egy osztalyt személyesit meg: £1=(1)(2)(3)(4); (12)(3)(4); (12)(34);
(123)(4); (1234). A csoportnak eszerint 6t irreducibilis abrazolassal kell rendelkeznie. A har-
madfokUszimmetrikus csoportnak harom osztalya van: £'=(1)(2)(3); (12)(3); (123), annak a
harom irreducibilis abrazolasnak megfelel6en, amelyeket mar a 9. fejezetben targyaltunk.

Az egyetlen szamjegybdl allo ciklusokat gyakran elhagyjuk. Példaul (12)(3)(4)
helyett egyszerlen (12) irhato.

2. A legegyszer(ibb permutéciok — az azonossagot nem tekintve — azok, ame-
lyek csupan két elem felcserélését eredményezik. Az ilyen permutacid neve transz-
pozicid; ciklusos irdsmaédban ez igy irhato: (ki). Pl. az olyan permutacid, mely csak

egy ciklushol all, igy irhato:

(aiaz- em«;)=(*1«2)(alas)- «-(«i«*)-
Nyilvanvald, hogy ugyanez vonatkozik tébb ciklus szorzatéra is, és igy minden
permutéciora.
A paros és paratlan permutaciok fogalma fontos szerepet jatszik a determinan-
sok elméletében. Az

an a\2 eee aln
°2l C2 we 0N

an\  an2 eee ann

determinans értéke egyenlé n!szamu szorzat 6sszegével:

S e(aia2"a,,Mai2a2 “mx;,

ahol xtx2-. ,a, végigfut az 1,2, ..., n szdmoknak mind az u! permutacidjan, és
, egyenl6 + 1-gyel vagy —1-gyei annak megfeleléen, hogy i * » 7
(al a2 ee gn)
paros permutacio-e vagy paratlan; azaz: megfeleléen annak, hogy paros vagy pa-
ratlan szdmu transzpozicio szorzataként irhaté-e fel. (Valamely permutaci6 toébb-
féleképpen bonthatd fel transzpozicidkra; adott permutécié felbontdsa azonban

vagy mindig paros, vagy mindig paratlan szamu transzpoziciot szolgaltat.)

Két paros permutacié szorzata ismét paros permutacid, minthogy ez nyilvan-
valdéan annyi transzpozicid szorzataként irhatd fel, amennyit a két permutacio
egyuttvéve tartalmaz. A paros permutacidk alcsoportot alkotnak; ez az alternalo
csoport. Az alternalo csoport indexe 2, mivel a paros és a paratlan permutaciok ko-
z0tt egy-egyértelm( megfeleltetés létesithetd§, mondjuk az (12) transzpozicidval
val6 szorzas Gtjan. Az alternalo csoport invarians alcsoportja a szimmetrikus cso-
portnak; valamely P paros permutaciéhoz konjugdalt S~1PS elemek ugyancsak

137



paros permutaciok, mivel felirhatok mint kétszerannyi transzpozicié szorzata,
mint ahany 6-ben van, plusz annyi, ahany transzpozicio /’-ben van.
Az (aja2...aA=(alad(a,ad...(oua*) ciklus A—1 transzpozicié szorzataként
irhato fel. A
A AR ..., A (ahol A-(-A2+ ... + fe= 1)

ciklushosszakkal rendelkez6 permutacié tehat A—I1+ A2—1+ ... + A—I1 transz-
pozicio szorzataként irhaté fel. Az alternald csoport dsszes eleme esetében a AM—1-
ek kozott paros szami paratlan szamnak kell fellépnie; a A, A, ..., Agszamok
kozOtt eszerint paros szamu paros szamnak kell lennie. Az alternal6 csoport per-
mutacidi paros szamu paros hosszusagu ciklust (két, négy stb. elembdl all6 ciklust)
tartalmaznak.

Az alternalo csoport faktorcsoportjanak 2 a rendje. A faktorcsoport két irredu-
cibilis abrazolasadbdl az egész szimmetrikus csoport két abrazolasat kaphatjuk
meg, vagy Ugy, hogy az (1) matrixot rendeljik az alternald csoport elemeihez és
mellékosztalyanak elemeihez (a paratlan permutaciékhoz) is, vagy Ugy, hogy az
(1) matrixot rendeljiik az alternald csoport elemeihez és a (—1) matrixot a mellék-
osztalyahoz. Az elébbi megfeleltetés a D(0)(/?)=(l) azonos abrazolast szolgaltatja;
az utébbi a D(/?)= (1), D (S)=(—1) abrazolast adja, melynek neve antiszimmetrikus
abrézolas: D ((A)=(eR). Mind az azonos &brazolas, mind pedig az antiszimmetri-
kus abrazoléas egydimenzios.

3. A szimmetrikus csoport dsszes tobbi abrazolasa tobbdimenzids. Egydimen-
ziés abrazolasban az (12) transzpoziciénak vagy az (1), vagy a (—1) matrixnak
kell megfelelnie, mivel e méatrix négyzetének az (1) egységmatrixot kell adnia.
Az els6 esetben az abrazolas 6sszes transzpozicidja az (1) matrixnak felel meg, a
masodikban minden transzpozicié a (—1) matrixnak felel meg, mivel valamennyi
transzpozicié ugyanabba az osztalyba tartozik, s igy tetszéleges abrazolasban vala-
mennyiiiknek ugyanazon karakterrel kell rendelkezniiik. A transzpozicidknak meg-
felel6 matrixok azonban meghatarozzak az egész abradzolast, minthogy minden
csoportelem felirhato transzpoziciok szorzataként. Eszerint az els6 esetben az azo-
nos abréazolast kell kapnunk, a masodikban pedig az antiszimmetrikus abrazolast.

Az alternal6 csoport Abel-féle faktorcsoportja igen fontos kapcsolatot szolgal-
tat az irreducibilis abrdzolasparok kozétt. Tekintsiik a DNg(/i) irreducibilis abra-
zolast. Ekkor képezhetiink egy masik — Ugynevezett asszocialt — D (¢(R) abra-
zolast oly modon, hogy az alterndlo csoportnak megfelel§ valamennyi matrixot
valtozatlanul hagyjuk, az 6sszes tobbit pedig —l-gyel megszorozzuk. Az ily mo-
don kapott matrixok a csoportot abrazoljak, minthogy DNYZ?) direkt szorzata
DNY(/?)-nek s a Di0)(ft) antiszimmetrikus abrdzolasnak. Ez utobbi egydimenzios,
igy matrixai egyszerlien szamok.

D« (A )= Df>(A)XD<*>(/2)= eRDK\R).
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Az asszocidlt abrazolasok fontos szerepet jatszanak a kvantummechanikaban,
valamint az irreducibilis 4brdzolasok elméletében. A benninket érdekl6 &brazola-
sok levezetésében fel fogjuk &ket hasznalni.

A szimmetrikus csoport kiilénb6z6 irreducibilis abrazolasainak szama egyenld
n particiés szamaval. Ez egyszersmind a kvalitativen kiilénb6z8 sajatértékek sza-
ma. Kitlinik azonban, hogy csak bizonyos abrazolasokhoz tartozé sajatértékek
felelnek meg az atom val6sagos energiaszintjeinek. A tébbi abrazolas sajatértékei
nem felelnek meg ténylegesen létez6 stacionarius allapotoknak; fellépésiiket meg-
tiltja egy, a sajatérték-egyenlettdl figgetlen elv: a Pauli-féle kizarasi elv. Noha a
szimmetrikus csoport dsszes irreducibilis dbrazolasadt meghatarozhatnank az itt
hasznalt modszerrel, a meghatarozast csak ama abrazolasok esetére végezzik el,
amelyeket nem tilt meg a Pauli-e\v, Ennek az elvnek a szigori megfogalmazasat
nem adjuk meg itt. A modszer azonban, amellyel a benniinket érdekl6 abrazola-
sokat meg fogjuk hatarozni, pontosan ugyanazokon a megfontolasokon alapul,
amelyekre kés6bb, a Pauli-elv alkalmazésakor sziikségiink lesz.

4, Ha olyan valtozdk rendszerével allunk szemben, amelyek csak egy értéket

vehetnek fel, mondjuk az 1-et, akkor a valtozas tartomanya egyetlen pontbol all,
s minden filiggvény teljesen meg van hatarozva, ha az értéke adott ebben a pont-
ban. Ebben a térben nincs két olyan fiiggvény, amely linearisan filiggetlen volna;
minden fliggvény konstans ,,a valtozas egész tartomanyan” s igy minden mas fiigg-
vénynek a tobbszorése. Ebben a térben minden fliggvény véltozatlan marad, ha a
koordinatak értékeit felcseréljiik, minthogy ez egyszer(ien azt jelenti, hogy az 1-et
az 1-gyel cseréljik fel. Ebben a térben valamennyi fiiggvény az azonos abrazolashoz
tartozik.

Ha n szamu s,, s2 ..., s,, valtozot vesziink szemigyre, amelyek mindegyike
két értéket vehet fel, mondjuk a + 1-et és a - 1-et, akkor az egész tér 2" pontbol
all, és 2" linearisan fliggetlen fliggvény adhatd meg. llyenek pl. azok a flggvények,
amelyeknek az értéke 1e 2" pont egyikében, az dsszes t6bbi pontban pedig zérus.
Két fliggvény, (pés g skalaris szorzata ebben a térben

2 2 e 2 y(si---sj*g(sl...s,)=(<p,0).
9=+ = il
Egy sk valtozd terében (mely csak két pontbol all; a lehetséges értékek s= + 1 és
- 1) a két fliggvény, és 6Jc+l ,teljes ortogondlis rendszert” képez; e fliggvé-
nyek 2" szamu szorzata: (0822 ..dSe (ahol ox= £\, ®€2=+1, ..., <r,,=%l)
teljes ortogonalis rendszert képez az j,, s2 valtozok altal kifeszitett «-di-
menzids térben. Az aldbb kovetkezd képletek kényelmesebben felirhatok, ha a
6%c+1, d_i flggvények helyett az 1, sk fliggvényeket hasznaljuk, melyek ugyan-
csak ortogonalisak:
(h™")= 2 1 sk=1 «(-1)-H <1=0.
]
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Ekkor sbs2 terében a teljes fliggvényrendszer 2" szamud s\'s%:...s%
fuggvénybdl all (ahol yk zérussal vagy eggyel egyenld); ezek a kovetkez6képpen
rendezhetdk el:

1

HL HD o*ep )

sis2” SiIS3, ..., Jil,,, s&3 s&4, ..., S5, ..., S,,_Isn;
SBS3 mme>sn-2sn-lsn’

S1S273- mesre

Ezitt21+ 1j14-1"]+ [3] + = m ("] = 2"szadm0 fliggvény. Ha az R permutéacionak

megfelel6 P n operatort alkalmazzuk e figgvények valamelyikére, az az =~ {2, ..

sn valtozék valamely 0j fliggvényét adja, mely kifejezhet6 e 2" szamu fliggvény
linearis kombinacidjaként. (Ezt a fenti valtozék minden fliggvényével meg lehet
tenni.) Az egyltthaték a szimmetrikus csoport 2"-dimenzios abrazolasat képezik.
Ez a \(R) &bréazolas nem irreducibilis, hanem t6bb irreducibilis részb6l all. Mint-
hogy az alapul vett fliggvények ennyire korlatozott tartomanyon vannak értelmez-
ve, azt varjuk, hogy A(R) nem tartalmazza a szimmetrikus csoport dsszes irredu-
cibilis abrazolasat, s igy azt konnyebb kiredukalni, mint egy egészen tetsz6leges
abrazolast. Mindamellett, A(R) irreducibilis komponensei, valamint ezek asszocialt

abrazolasai az egyedili dbrazolasok, melyekre az elektronokkal kapcsolatos fizikai
problémakban sziikségiink van.

Ha a PR operatort a (13.1) fuggvények valamelyikére, mondjuk az sashsc fiigg-
vényre alkalmazzuk, azaz ha ,,a valtozdkat permutacionak vetjik ala”, az ered-
mény ismét harom s szorzata, mondjuk sash.sc., tehat olyan fliggvény, amely (13.1)

alatt ugyanabban a sorban all (a harmadikban)3 mint maga salsc. Ha azt az

szdmu fliggvényt, amit ugy kapunk, hogy a P n operatort alkalmazzuk a /c-adik sor
valamennyi figgvényére, ki akarjuk fejezni a (13.1) fliggvények segitségével, ehhez
csak a k-adik sor fliggvényeire van sziikségiink. Ezek a fliggvények tehat a szim-
metrikus csoport egy dimenzios A<K(R) abrazolasat szolgaltatjak. Minthogy

a permutaciok a /c-adik sor minden egyes fliggvényét ugyanezen sor egy masik
fuggvényébe transzformaljak, AK(R) mindegyik sordban egy matrixelem egyenl6
1-gyel, a tobbi pedig mind 0. A A(R) abréazolas ennélfogva szétesik a AQ(R),

2 fwl n!
Az | szimbblum a kdzonséges binomialis egyiitthat6: | 1= —--—-—- . Ez megadja N

objektum ama kombinacidinak szamat, amikor egyszerre K szamut valasztunk ki kdzilik.
3 A sorok szamozasat (13.1) alatt zérussal kezdjiik; az utolso sor az /i-edik.
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AQGR), . . \ gXH) abrazolasokra, amelyeknek matrixai az el6bb emlitett tulaj-
donsaglak. Ezt a tényt felhasznalva kiszamitjuk most A(k>R) atlojat.

A AK\R) matrix atlésosszege egyenld ama fliggvények szdmaval (13.1) k-adik
sordban, amelyek P i alkalmazasakor valtozatlanok maradnak. A A<R) mat-
rixok e fiiggvényeknek megfelel6 oszlopaiban az egyes a féatloban 1ép fel; minden
mas sorban masutt lép fel, Ugyhogy a féatléban zérus all. Most kiszamitjuk ezt a
szamot.

Legyen R az (12.. 1..,p2...(U8 1+ 1, /re 2+1, ..., pg permutacio,
melynek ciklusai rendre a 2,=/", x2=im~ iix ..., Xg=pe-p,e" (uj=n) hosszusa-
guak. Amennyiben az i ,“1s2a* .. fliggvény valtozatlan marad e permutacié al-
kalmazéasakor,  s2 ...,sU Kkitev6inek, hasonléképpen j,,I+1, sRI+2, ..., s,,2 ki-

tev@inek stb., és végil sBe_l+u J,e_1+2, e, sre=s,, kitev6inek mind egyenléknek
kell lenniiik. igy tehat mindazok a fliggvények, amelyek az

OA- +A.TOMNAM+T- ] j L es(ite. 1+i- # O W® (13.2)

alakban felirhatok, P Ralkalmazéasakor valtozatlanok maradnak. (A yk—k értéke
0 vagy 1.) Benniinket az érdekel, hogy (13.1) k-adik soraban hany (13.2) alakd
fuggvény talalhatd. Mivel e fliggvények a k-adik sorban allnak, fenn kell allnia a

(WXt+ [A- /b)Yr+ ese+Oe~ilie-i)};0~"i>'i + A2)2+ es-+heye=k  (13.3)

osszefliggésnek. Eszerint annyi ilyen fiiggvény van, ahany megoldasa van (13.3)-
nak, ahol a yIry2, .  ygismeretlenek csak a 0 és 1 értékeket vehetik fel. Ez az
R csoportelemhez tartozé atlososszeg a AKXR) &brdzolasban, s egyszersmind
mindazon permutacioké is, melyeknek a ciklushosszai A, 2, ..., kg mivel ezek
mind ugyanabba az osztalyba tartoznak és igy ugyanaz az atlésésszegik. A (13.3)
egyenlet megoldasainak teljes szama adott k mellett egyenl6 xk egyiitthatéjaval az

(I+XAX1+X7j-.-0+XV)  (A+A24-.. .+kg=n) *(13.4)

polinomban, mivel ez az egyitthaté azt adja meg, hogy az egyes tényez6kben fel-
1épd x-eknek a kitevdit hanyféleképpen adhatjuk 6ssze Ggy (1 vagy O egyitthaté-
val), hogy k-t kapjunk. Eszerint a (13.4) polinomban x k-adik hatvidnyanak az
egyutthatdja éppen AK)(R) atlososszege.

A AMKE) matrix atlosdsszegének az abrazolads |™j dimenzidjaval kell egyenlének lennie.
Minthogy E esetében minden ciklus hossza 1-gyel egyenld, a (13.4) egyenletbe a [,—a2= ... =

= 1 értékeket kell behelyettesiteni. Ekkor xk egytthat6ja Az (12) +(3) *(4).. .(ri) transz-
pozicionak megfelel6 matrix atldja éppen x* egyitthatoja az

(1+x2X14-x)...(1+x)=(1+x2)(1+x)',~2
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kifejezésben. A szamitas a

p <Y ""H"4

eredményt adja.

Nyilvanval6, hogy AfKR) nem irreducibilis abrazolas, minthogy (13.1) k-adik
soranak |*j szamu fiiggvényéb6l képezhetbk olyan linearis kombinaciok, amelyek

PKhatasa alatt a A(k~I)(R) abrazolasnak megfeleléen transzformalodnak; irre-
ducibilis abrazolas esetében ez nem lenne lehetséges.

A a-adik sor fuggvényeinek olyan linearis kombinaciéjara, melynek felhasznalasaval meg-
mutathaté ALLK) reducibilitasa, kiiléndsen egyszer(i példa a kovetkezd. Képezziik a k-adik sor
oOsszes fliggvényének dsszegét. Ez az 6sszeg nyilvanvaléan 6nmagaba transzformalédik tetszéleges
permutacio hatasa alatt; igy tehat a k-adik sor fliggvényeire alkalmazott linearis transzformacio,

mely j”.j szama 0j figgvényt szolgaltat (ezek kozott az emlitett 6sszeg az elsd) a \ (XR) matrixok

alakot oltik. Az olyan abrazolas, amely hasonlésagi transzformacié segitségével ilyen alakra hoz-
hatd, definicié szerint reducibilis.

A (13.1) alatt a fc-adik sorban allo fliggvények azon linearis kombinacioi, ame-
lyek Ugy transzformaldédnak, mint a (k—I)-edik sor s*s”.. % _1 fliggvényei, a
kdvetkezbk;

MUP. o "ail--ak e R 1 (13.5)

Most sai,2...ak 1 mindazon n-k+ | szamu valtozd 6sszegét jelenti, amelyek az
sais,,2...sak_1szorzatban nem Iépnek fel. A PR operator az sa fliggvényt Jirbe
transzformalja. igy tehat az saisa2 ..s,k_1 figgvény shish2 ..sbk 2be megy Aat.
Az sais,,2 .. ,,sUk_| valtozok mindegyikét6l kilonb6z6 sc olyan wvi-be megy at,
mely kildnbdzik mindazoktdl az jb-kt6l, amelyekbe P n az ia-kat transzformalja.
Eszerint mindazon n—k+ 1szamu s valtozénak az 6sszege, amelyek nem fordul-
nak el6 az sai, sai, .  sak t valtozok kozott, annak az n—k + 1szamu valtozonak
az 6sszegébe megy at, amelyek nem fordulnak el6 az sb valtozék kozott. Vagyis:
m\W. «*-, 6ssze8 az Sb"-.bk-i dsszegbe megy at. Az Faiai Mk | kombinacidk
ennélfogva pontosan ugyanugy transzformalodnak, mint a (k—I)-edik sorban
allo . mak_1fiiggvények.
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A .
Az e fejezethez csatolt fiiggelékben megmutatjuk: ha n, akkor az ]]

szamUFatai...Ok_| fliggvény lineérisan fuggetlen rendszert alkot. Képezhetiink tehat
e fuggvényekbdl olyan Ft,F2 .. .,FAn”" linearis kombinacidkat, amelyek orto-

gonalisak is és linearisan fliggetlenek. Annak érdekében, hogy szamu figg-
vénybdl alld teljes rendszert kapjunk, (feltételezve, hogy n) képezhetjik az

["] Szamu ™ A ; mm-Sk fliggvény

NH->) <*«

szamugu g2 ...,g klinearis kombinaciojat,4 amelyek az Fxkai egydtt teljes orto-
gonalis rendszert képeznek. Az saisttxa3. . .s,.k fliggvények mind felirhatok e rend-
szer segitségével, és viszont. A \ €>(R) abrazolast abban a \<k’(R) alakban fogjuk

vizsgalni, amelyet az akkor 6lt, ha az saisaisBi. . ,sak rendszer helyett eme Fb F2

seo F(knly Su se«>£& teljes rendszert vezetjlik be; ez a helyettesités a A (k>(R)-ek

Minthogy minden Fx linearis kombinacidja az i &fi2..0t_l-eknek, a PRFX

transzformaltak linedris kombinacioi a PRFaiai at_teknek, s ennélfogva az
Faia2..ak-,-eknek vagy az /ajknak, azaz
in)

Prf «="i A¢,)(A)*N- (13.7)

Az egyutthatokat itt A(A 1)(/?)-rel jeldltiik, minthogy azok a A [I)(R) abréazolas
sél ekvivalens abrazolast képeznek. A (13.7) egyenletben a gx-k mind zérus egyutt-
hatoval szerepelnek; ennélfogva A<*>(/?) ilyen alaku:

NE)= A (ft-1,W KR) )
{A 0 DAE)I m
Mivel az FIt F2, ... FA"y gx g2 ...,g Kk teljes rendszer ortogonalis, AR ) ezen-
feltl unitér:
KKR)=KKR vy.

Azaz
~Aik-"\R ) AA)) Afc)HALD AR-DyY_
0 D(ft)(?)J 0 DK _1)J _
° )
{ A(1-1)1 D Air)nr’
4 llyen fuggvényre példa . .(s2k_ 1- s 2k).
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Eszerint A(A)=0 és
7 (« D, g

igy tehat ha n, a \ ¥(R) abrazolas két afprazolasra bowllk fel, AA-D)(R)-re
és D (A(R)-re, melyeknek dimenzioi ~TM* és ] — n ] Ko6zlluk az elébbi

ekvivalens A(fc-1)(R)-rel. Ezt kovet6en \ (k~y%R) is felbonthaté két abrazolasra,
A (k~2AR)-re és D(*_1)(R)-re, azutan A(*~2) djra felbonthato stb. Végeredmény-
képpen A() a D4+ D (I+ .. .+ D(° abrazolasokra bomlik fel. (13.1) k-adik
soraban azt a fliggvényt, amely D (0) szerint transzformalodik (azaz invarians), az
elébb mar emlitettiik: az a k-adik sor dsszes fiiggvényének 6sszegeként irhatd fel.

Ez érvényes a esetre. Ha n, az az szamu fuiggvény,

melyekben n—k szamu valtozé az els6 hatvanyon, Kk szamu valtoz6 pedig a nulla-
dik hatvanyon Iép fel, pontosan ugyanugy transzformalodik, mint a fenti fliggveé-
nyek (melyekben n—k szamu valtozo lépett fel a nulladik, k szdmU( pedig az els6
hatvanyon). Az s valtozoktol fliggd ortogondlis fiiggvényrendszer speciélis valasz-
tdsa nem jatszik szerepet. Az 1, s fliggvények helyett valaszthattuk volna az s, 1

fuggvényeket. igy tehat A(K) ekvivalens A('~Arval és ugyanazokra a komponen-

sekre bonthato fel. Eszerint A(K) felbontasa paros n (pl. n=4) mellett a kdvetkez6
alakot olti:

AQ(A)= DO =DQ),

AQ(R)= AQ+ D)= DO+ D(),
AR)— AQK)=AD+D@=D0)+D (1)+D A

AQ(R)~  AQ =DO+ D,

ABR)~  AQ =DQ),

paratlan n (pl. n—5) mellett pedig:

AQR)= DO =DO)
1 AQ(R)= A0)+D ()= DO+ D),
A(R)=j A@R)= AQ+ D@=D()+ D)+ D),
ABR)~  AB=D(O+D@O)+D)
AGH)~  AQD =D©O+D(n,
. AW(K)~  AQ =D

Most megmutatjuk, hogy a fent kapott D (0, D (), ..., D (*n)(vagy D (in~*)
abrazolasok'irreducibilisek és kiilonbdz6ek. A bizonyitast az indukcio modszeré-
vel végezziik el: feltesszik, hogy az (n—I)-edfokd szimmetrikus csoport ugyan-
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ilyen médon kapott 'DO(R"), . . 'D@®(R"')abrazolasai~(n~ 1)) irreducibi-
« .
lisek és kiilonbozek; feltesszik, hogy dimenzi6juk:5k= ~'|= | .A bi-

zonyitas f6 mozzanata annak kimutatdsa, hogy ama R' permutacidkra, melyek
s -et nem érintik, D(f) az (n—I)-edfok( szimmetrikus csoport abrdzoléasa és irre-
ducibilis részei és 'Difc). Ebbd'l azutdn a D(<I-k irreducibilitasa és kulén-
b6z8' volta kdnny(szerrel kdvetkezik.

5 A gu ..., glk figgvények, melyek linearisak az sn valtozdban, felirhatok a

g*=g'*sn+K. (13.9

osszeg alakjaban oly médon, hogy snmind g*-ben, mind h'xben a nulladik hatva-
nyon lép fel. igy g'xés h'xegyediil az su s2 s,,_, valtozék fuggvényeinek te-
kinthet6k; g’x («—I)-edfokd, h'x pedig k-adfokd.

Megtdrténhet, hogy a gxfliggvényekbdl olyan lineéaris kombinaciok képezhetdk,
amelyek nem tartalmaznak wnel ardnyos tagot. Legyen az ilyen linearisan fligget-
len lineéris kombinaciok szama  Ezekre alkalmazhatjuk a Schmidt-féle ortogo-
nalizalési eljarast. A kapott figgvényeket a gOx szimbdélummal fogjuk jeldlIni:

gox=h'ox ( « = 1 , 2  (139)

A vessz6s fliggvények mind fliggetlenek lesznek intél. Természetesen /" zérus is
lehetne, ki fog azonban tlnni, hogy altaldban nem ez a helyzet. A fennmaradd
gx-kat ekkor ortogonalizalhatjuk a gOx fliggvényekre vonatkozoan és egymas ko-
zott; ily modon kapjuk:

glx=TU +Kx (*=12, ...,4-T). (13.9b)

Az ily mddon kapott g'Ix figgvények linearisan fliggetlenek. Ha nem igy volna,
tovabbi olyan g fliggvényeket kaphatnank, amelyek nem tartalmazzak j,,-t. A szim-
metrikus csoport ama abrazolasa, amely a g fiiggvényekre alkalmazando, ekviva-
lens D(rval, minthogy a g fiiggvények linearis kombinacidi a g-knek. Ez az abra-
zolas unitér, mivel a g fliggvények ortogonalisak. Most megvizsgaljuk a gox, glx
fuggvények viselkedését ama P K- permutacidk hatasa alatt, amelyek s,,-et valtozat-
lanul hagyjak. Ezek a permutaciok az n—1-edfokd szimmetrikus csoporttal izo-
morf csoportot alkotnak. Ki fog tinni, hogy a gOx fliggvények e csoport 'D (i) ab-

5 A vessz6s mennyiségek mindig az (n—i)-edfoku szimmetrikus csoportra vonatkoznak, vagy
az n—1szamd ij, s2, j valtozé fuggvényeire.
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razolasahoz tartoznak, a gu fliggvények pedig a abrazolashoz. Megjegyez-
zUk, hogy e két abrazolas dimenzidinak dsszege valéban egyenlé' 4-val:

(¢? . (13.10)
Amint ezt megmutattuk, D Neirreducibilis volta ebb6l kdnnydszerrel kovetkezik.

Vegyuk szemiigyre el6szor a gix fliggvényeket. Mindegyik glx ortogondlis vala-
mennyi Faia2...ak_i-re, és specialisan az

Faiai-mak -in V ar **V mau -,,n

figgvényre. Minthogy hu az v et a nulladik hatvanyon tartalmazza, ez a fliggvény
is ortogondlis Faiai...ak_2,-re; kdvetkezésképpen ortogonalis glysn is. igy tehat
fi* ortogondlis az saism...sak_zaia2...aic 2, figgvények mindegyikére. De éppen
ez az ortogonalitas definidlja az j,, s2 s,,_| véaltozdk ama Ik_xszamu, k —1-ed-
foku flggvényét, melyek e valtozok permutacidinak hatdsa alatt a feltevésiink sze-
rint irreducibilis 'D (lc 1>abrazolas szerint transzformalédnak. Minthogy az  s2,

.., 1,,_!valtozoknak csak/'fc_, szamu, k - 1-edfoku fuggvénye van, amelyek ilyen
tulajdonsagiiak (vagyis ortogonalisak az saisai. .,sak Zaia2...ak_2n fiiggvényekre),
fi* fuggvény nem lehet tobb, mint I'k_,. Ténylegesen éppen I'k_, ilyen fliggvény van,
sezek ama R' permutaciok hatasa alatt, amelyek v e t valtozatlanul hagyjéak, 'D (¢ 1)
szerint transzformalodnak. Abbol a célbdl, hogy err6l meggyézddjunk, alkal-
mazzuk PR,-t (13.9b)-re. Minthogy ez .v,-¢t érintetleniil hagyja, kapjuk:

P R-SU=Sn"R-g"ih+ PRh'u- (13.11)
Ha ezeket a fliggvényeket mint a gOx és glx fliggvények linearis kombinacidit fe-
jezziik ki, sn egyitthatojanak az 6sszehasonlitdsa azt mutatja, hogy a PR-g'u
fuggvények linearis kombinacioi maguknak a g')xknek. Minthogy a g’Ix fliggvé-
nyek a 'D(i_1) irreducibilis abrazolashoz tartoznak, ez csak akkor lehetséges, ha
a linearisan fiiggetlen g'u fliggvények szama vagy vagy'O. Ez utébbi lehetéség
kizarhatd, minthogy ez azt jelentené, hogy valamennyi g, és igy valamennyi g is
figgetlen j,,-t6l. Minthogy az n a g-k megvalasztasanal nem jatszott semmilyen
kiildnleges szerepet barmely mas indexhez képest, ez nem lehetséges. Kapjuk tehat:

k-1

221 'D{k~XR \xg'u (*=1,2,...,4_) (13.11a)

és lk—I"=I'k-i- Ha 4=4-n a (13.9a) tipusu figgvények szama zérus, azaz: ebben
az esetben a (13.9) alatt fellép6 gy fliggvények lineérisan fliggetlenek. Késdébb iga-

zolni fogjuk azonban, hogy 4 =4 - i csak k="n esetén all fenn.
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Ha tekintslik a (13.9a) fliggvényeket. Az els6 n—1valtozora haté tet-
sz8leges R' permutaciot a (13.9a) alatt megadott g0H=h'Ox fliggvényekre alkalmaz-
va, Ujbol olyan fuggvényt kapunk, amely fliggetlen s,-t6l. Eszerint ha a PRgOx
fuggvényeket kifejezzilk a g-k segitségével, a gn mellett alld egyitthatd eltlnik.
Minthogy ag'u fuggvények linearisan fiiggetlenek, a (13.9b) alatt fellépé gu-k
valamely linearis kombinacidja csak akkor lehet fliggetlen s,,-tél, ha mindegyikiik
egyitthatdja eltlinik. Eszerint a P Kegkfliggvények kizardlag a g0k linearis kom-
binacidi; ezek a fliggvények az 5nret valtozatlanul hagyd Pn. permutacids opera-
torok alkotta n—1-edfokd szimmetrikus csoport egy abrdzoldsidhoz tartoznak.
Eme abrazolasok meghatarozasa céljabol jegyezzikk meg, hogy a gx-k, és igy a
g0k is ortogonalisak valamennyi Fa](2...ak_,-re. Tekintsiik ebben az esetben azo-
kat az F-ekét, amelyeknek indexei nem tartalmazzak az n-et. Ezek az

4 jiipemik-i "aifa2 ' ok ~A'aia2- mak ~in~f*,)

alakban irhaték fel. A g0y figgvényben s,, a nulladik hatvanyon Iép fel. Az tehat
ortogonalis sais&...sak_,i,,-re, ésortogonalisnak kell lennie sais&. ..sak_,saia2...ak. tn
re is. Fokszama egyenld k-val. Ez azonban éppen y, s2 s,,_t ama fliggvényei-
nek a definicioja, amelyek a 'D () &brazolasdhoz tartoznak (ez az abrazolas felte-
vésiink szerint ugyancsak irreducibilis). A gOx fliggvényeknek ennélfogva a P,r
operatorok csoportjanak eme abrazolasahoz kell tartozniok; 1,2, ..., 1"=I'k
mellett fennall:

P*'fo-= 2 'D{KR \xgX (13.11b)
O=1

A (13.11b), (13.11a) egyenletek lehet6vé teszik a D(ic(/?) abrazolasi matrixok
meghatarozasat, legalabbis ama R= R' permutacidk esetére, amelyek j,,-et valto-
zatlanul hagyjak. A meghatarozni kivant kifejezések egyszer(ibbek lesznek, ha
D (R sorainak és oszlopainak szamozasa megfelel a g fliggvények indexelésének
(13.9a) és (13.9b) alatt:

pnfo*=2 D(K\Voxp*gli+ ‘zD «\R ) Uiovu, (13.12a)
n=1 n=1

P*fic=2 (13.12b)
A=1 A=1

D0 a kovetkez6 szupermatrix:

(13.12)
1; War) DgW
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Az olyan R —R'permutaciok esetében, amelyek.f(-et valtozatlanul hagyjak, (13.12a)
és (13.11b) egybevetése valamennyi g linearis fliggetlensége folytan a kdvetkezbket
adja:
DHR\»"='D4R\,,, D*R"n;0=0. (13.13a)
Minthogy P/r nem hat s, re, (13.11a) és (13.12b) 6sszehasonlitasakor az el6bbit
behelyettesithetjiik P/rgb (13.9b) felhasznalasaval adodo kifejezésébe:
AR'Siy—S"RSly+ R x—
J AK\IID (k- NR \ Kgus,,+PRh[x.
Minthogy a gui,-ek mind linedrisan fliggetlenek és ortogonalisak a f0A h'u és

PRh[x fuiggvények mindegyikére (melyek.y,-et a nulladik hatvanyon tartalmazzak),
az utobbi egyenlet dsszehasonlitasa (13.12b)-vei a kdvetkez6ket adja:

d*XrJua="d«-'Xr'\x (13.13b)
Eszerint olyan R' esetében, mely nem hat i,,-re,

EBf?m—(f[g(FIl)?) D"-O|R')J1’
ahol B(in") mindeddig ismeretlen. Mivel azonban a g fliggvények ortogonalitasa
folytan D (@ unitér, a B([') matrixoknak el kell tinniék. Ebbdl kévetkezik, hogy
a DNY(/?) abrazolas, ha azt az (n—I)-edfok( szimmetrikus csoport abrazolasanak
tekintjik, két kiilonbdz6 irreducibilis komponensre bomlik fel (kivéve, ha k—Ik-").
Azok a métrixok, amelyek az srret valtozatlanul hagy6 R' permutécioknak felelnek
meg, a kovetkez6 alaklak:

D«m=( 'D*w | («.is)

Emlékezziink meg itt az ffc= ~—2esetr6l. Ez csak akkor fordulhat el6, ha k= "n.
Ez legegyszer(ibben a (13.10) azonossaghdl kovetkezik, mely szerint

Ez csak akkor lehet zérus,’ha k+ (k—1)=n—1. Ennek az esetnek a kivételes voltat
varni lehetett, minthogy 'D () csak a /c”- (u—1) esetre van definidlva, s ez a fel-

tétel nem teljesil, ha 1 Ebben az e%etben a DNY matrixok irreducibilitasa

azonban azonnal kdvetkezik; a (13.13) egyenlet helyett ebben az esetben D,c)(R")=
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= egyenlet érvényes. Eszerint D<t#)(#) irreducibilis annak folytan, hogy
azok a matrixok, amelyek .v,¢t valtozatlanul hagyjak, mar irreducibilisek.

Az altalanos esetben tekintsiik az

Ml M21 (13.14)
K M4

matrixot, mely kommutal a D <4jR)-ek mindegyikével. A (13.14) képletben a sorok
és oszlopok felosztasa legyen ugyanolyan, mint (13.13) alatt. Specidlisan (13.14)-
nek kommutalnia is kell a (13.13) alatt felirt D(A(-R") matrixokkal:

('D AXR) 0 MH M, M2I'D &) 0 i
( 0 M4 (M3 M40 O Dk I)(R")I*
Ennélfogva az s,, ..., s,,_t valtozok permutécioival izomorf (n—I)-edfokd szim-

metrikus csoport 'D (A 1)(/?") vagy 'D(k(R") irreducibilis abrazolasaira a kévetke-
z8knek kell teljestilniok:

'DAA'JM pM /D *A j,
'D<a) (N')M 2= M 2D<f 1>(«),
'Dearl)(a’) M3=

'd(a d(a')ym4=mdd & Xa')-
Ebbdl azonban a 9. fejezet 2. és 3. tétele szerint kdvetkezik, hogy M2és M3zérus-
matrixok, M,-nek és M 4nek pedig az egységmatrix tobbszorosét kell adnia. Ekkor
(13.14)-nek, a (13.13) matrixokkal val6 felcserélhetdség folytan, a kovetkez6 alaku-
nak kell lennie:
If 0 m4l%. (13.14a)
Tekintslink ezek utan egy olyan R permutaciot, amely nem hagyja valtozatlanul
J»-t, hanem azt egy masik j,-be transzformalja, amely h'G,-har\ az els6 hatvanyon
Iép fel. A Prli'q, fiiggvény linearis elGallitasaban a g,,,-k koziil legalabbis egyet fel
kell hasznalnunk. Ha tehat D (A(i?)-et a

Dw(*)=(£ @] (13.14b)

alakban irjuk fel, C bizonyosan nem zérusmatrix. Ekkor (13.14a) csak abban az
esetben kommutal (13.14b)-vei, ha m,=m4, (13.14a) tehat konstansmétrix. Ez
azonban annak elégséges feltétele, hogy D(KR) irreducibilis legyen, amit igy tehat
igazoltunk.

149



Az a tény, hogy a D(0), D(2), D(i' (vagy D(in_i)) dbrazolasok mind k-
16nb6z6ek, (13.13)-bdl lathatd; az  s2 valtozok R' permutacidinak
megfelel6 matrixok mindezekben az abrazolasokban inekvivalensek. Ennélfogva
maguknak az abrazolasoknak is inekvivalenseknek kell lennidk.

6. Szamitsuk ki még a D(XR) irreducibilis dbrazolas / (KR ) karakterét. Mint-

hogy &K(R) a

0 110,
n W_[ © D®>(*)) (13'8)
alakra transzforméalhat6, y(k(R) egyenld \ €R) és \"k~I\R) karaktereinek a kii-

lIonbségével. A (13.4) egyenlet szerint » kK\R) karaktere egyenl6 xk( k s egyutt-
hatéjaval az

(I + AX1-t--** -0 (I4+x*™) (A+A2+ . --+A5=n) (13.14)
polinomban; \ {k i)(R) karaktere egyenl6 xk legyutthatdjaval ebben a kifejezés-
ben, vagy xk egyutthatéjaval (13.4) n-szeresében. A y}\K) karaktert e két egyditt-
haté killonbsége adja meg, azaz: xk egyiitthatoja az

(LXHAXHX* . (14X07)= 2 X5XK(R) (1315

kifejezésben, ahol 4, 72, ..., Daz R permutécio ciklusainak a hossza.

A D(AR) asszocialt abrazolas esetében ez a kifejezés valtozatlan vagy ellentett
el@jellel veend6 aszerint, hogy R paros vagy paratlan permutécio, azaz: aszerint,
hogy 1+ P—1-K. .+ f—\ —n—qg paros-e vagy paratlan. A y}R) karakter
xk egyiitthatdja a

(-fy-"a-x X I +AX1+F). . (1+7)= 2 xky ®(R) (13.153)

kifejezésben. D (0)(i?) az azonos, D (0)(7?) az antiszimmetrikus abrazolas.

Amint azt kordbban emlitettiik, az el6bbi targyalds nem adja meg a szimmetri-
kus csoport valamennyi irreducibilis abrdzolasat, hanem csak azokat, amelyek
szerepet jatszanak az atomspektroszkopiaban. Az irreducibilis abrazolasok mate-
matikai elméletében (melynek Gttor6i A. Young és G. Frobenius voltak) az egyes
abrazolasok nem egyes k indexeknek felelnek meg, hanem az n szdm kiilénb6z6,
pozitiv egész dsszeadandokra valod felosztasainak; az dsszes ilyen felosztas szama
egyenld az irreducibilis dbrazolasok szamaval. A D @(7?) abrazolasok az n szam
két 0sszeadanddra vald felbontasanak felelnek meg: (n—k) +k. (Tekintettel az

n—k ~ k megszoritasra, itt Kk LLI'n.) AD k\R) abrazolasok pedig az n szdm 1-esekre

és 2-esekre vald felbontasanak: 2+2+...+2+1 + I-t-... + | = n, ahol az egyesek
szdma (n—2k), a ketteseké k.
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Az a tény, hogy a természetben eléforduld dsszes sajatfiiggvény az elektronok koordinatainak
permutalasakor ezen abrazolas szerint transzformalodik, azzal kapcsolatos, hogy egy elektron
szamara kiils6 magneses térben csak két kiilonb6z6 orientacio lehetséges. Ha a lehetséges orien-
taciok szama harom (mint pl. a nitrogénmag esetében, melynek spinje egy), n harom 6sszeadan-
déra valo felbontasa szintén el6fordul, azonkiviil ezek asszocialt abrazolasai is, melyek az n szam
egyesek,kettesek és harmasok 6sszegére val6 felbontasanak felelnek meg.Masrészrél, ha csak egy
kvantalt irany lehetséges (pl. a héliummag esetében, melynek spinje zérus), akkor csak a szimmet-
rikus abrazolas, amely az n szam egyetlen 6sszeadandéra val6é felbontasanak felel meg: n—n,
valamint az egyesekre valé n=1 + 1+ ... + 1 felbontasnak megfeleld antiszimmetrikus abrazolas
fellépése gondolhaté el.

Hasonlitsuk dssze e fejezet eredményeit a harmadfok( szimmetrikus csoportnak a 90.-91. ol-
dalakon megadott (7.E.1), (9.E.1), (9.E.3) irreducibilis abrazolasaival. Az az abrazolas, melyet
egyedil az (1) matrix létesit, a D(Q)(K) azonos abrazolas (n=3+0). Ennek asszocialtja a D (0)(f?)
antiszimmetrikus &brazolas (n= 1+ 1+ 1). A harmadik &brazolas D(IXA) (u=2+1); az asszo-
cialtja ij'"*R) (n=2+1), mely az el6bbivel ekvivalens.

A negyedfokl szimmetrikus csoport esetében

DOR) (n=4), és 6 OUI) (t=1+1+1+1), dimenzidja =1,

D@/?) (n=3+1), és D(L,(K (n=2+1+1), dimenzidja - 1M =3,

i- e

Osszesen 6t irreducibilis abrazolas van, melyek a csoport 6t osztalyanak felelnek meg. Dimenzidik
négyzetosszege egyenlé a csoport rendjével: 12+ 12+ 32+ 32+ 22=24= 4! = 3! Ugyanlgy, mint a
harmadfok( szimmetrikus csoport esetében, a felsorolt abrazolasok ez esetben is feldlelik vala-
mennyi irreducibilis dbrazolast.

Az n=5 esetben ily mddon hat irreducibilis abrazolast kapunk (D(2(A) nem ekvivalens
D,2i(A)-rel). Minthogy azonban az osztalyok szama hét, ez nem az 6sszes irreducibilis abrazolas.
Nagyobb n-re az irreducibilis abrazolasok egyre csokkend hanyada Iép fel a Difci(/?)-ek és D(il(ill-
ek kozott. Mindamellett a Pauli-elv folytan az a kovetkeztetés adodik, hogy a fennmaradé abra-
zolasok nem jatszanak szerepet az atomszinképek elméletében. Ezek az abrazolasok ugyanolyan
maédon kaphatdk, mint a fent kapott abrazolasok; eltérés csak ott van, hogy olyan n-valtozés
fliggvényeket kell tekinteniink, amelyek nem csupan két értéket vehetnek fel, mint ahogy azt a
fenti targyalasban feltettiik.

D@(A) (n=2+2), aveleekvivalens Di2(A) (n=2+2), dimenzidja

Fliggelék a 13.fejezethez
SEGEDTETEL A SZIMMETRIKUS CSOPORTRA

VONATKOZOAN
Most megmutatjuk, hogy n mellett az "] szamu
Aaiai- e-ak - 1 *‘Mak -ifaun- e-ate -1 (13.15)
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fuggvény (ahol a, < @2<. .. <aA, és saiai...ak_i mindazon j-ek &sszege, amelyek
indexei nem fordulnak el6 az a,, a2 ..., ak_xszamok kozott) linedrisan fiiggetlen.
Csak ha ez igaz, csak akkor vonhatjuk le a kdvetkeztetést, hogy az saisai...sat

n
szorzatoknak legfeljebb ]— jJ szam( linearis kombinacidja ortogonalis

valamennyi Faia2..ak_i-re. Az irie2...0k_ ek linearis kombinacidi az saisa2..sak
szorzatoknak:

Falai-e-(k- | Zb bi mm-hRBbirb2mm- bk (13.16)

itt feltehetjik, hogy b} o~k és
1, ha 6j, a2 ..., ak_xmind el6fordulnak
Ta,mmk-ubi.—-bk= bub2 ..., bk kozott,
0 egyébként.

A (13.16) dsszegben bu b2 .., bk végigfut az 1,2, ..., n szamoknak mind az
kombin4cidjan. Ha az Faia2. . .ek 1fliggvények kozott fennéallna valamilyen

linearis relacio, mondjuk

2 roimik cimd-1 2 "Oiedcifaj-edAetiiomty  (13.18)

a
(6sszegezni ismét az a-k "] kombinéacidjara s a b-k ~ kombinacidjara kell),

akkor kovetkeznék, hogy minden N szamra (ezek 0,<62< ...< bk mellett
vannak definidlva) fennall:
2 c«,.,.a-N -«-n0-A ...k =0. (13.19)
a,b
Ez gy mutathaté meg, hogy (13.18) és sdisdxsd3. . ,sdk skalarszorzatat megszoroz-
zuk xdi..,jeval és a kapott egyenleteket dsszeadjuk a i/,-k minden lehetséges kom-
binécidjara.
Az X12...bk szamokat most gy valasztjuk, hogy legyen

y m r _P> hagj=1, @2=2, ..., GA j=fc—;
T (o, egyébként. (13.20)
Ekkor (13.19) ekvivalens a

Ci2...*-i=0 (13.21)
feltétellel. A (13.21) egyenletnek az 6sszes tObbi egy(tthatéra is teljesil-

nie kell, minthogy ezek mind egyontetiien Iépnek fel; azaz: lehetséges hasonld
modon az xbl.. Kkegyutthatdkat Ggy valasztani, hogy minden c elt(inését igazoljuk.
(Csupan az 1,2, ..., k—1 indexeket kell a gondolatmenet hatralevd részében az
ax a2 ..., ak_xindexekkel helyettesiteniink.) Ennélfogva csak azt kell megmutat-
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nunk, hogy a (13.30)-ra vezet§ vélasztas tényleg lehetséges; ezzel teljes lesz az
Faiai---ak -i fiiggvények linearis fliggetlenségének bizonyitasa.

A xbl...bk egyitthatokkal szabadon rendelkezhetiink. Valasszuk egymaéssal
egyenléknek mindazokat az xbl...bk egyiitthatdkat, amelyek bt, b2 ..., bk indexei
kozott 1,2, kozil pontosan r szdm lép fel (ahol O~T " k—1); eme
xb, - bk egyutthatok értékét jeldlje VT Tekintsiik most azokat a (13.20) alatt felirt
egyenleteket, amelyekben a,, a2 ak_xkozott 1, 2, \ kdzul pontosan a
szam lép fel. Minthogy maia2...ak_i;blb2...bk csak akkor kiilonbozik zérustél, ha az
a,-k mind fellépnek a br k kdzott, a (13.20) dsszeghez csak azok a tagok jarulnak
hozza, melyeknek h, indexei kézétt 1,2,..., k—1 kozil b szdmd, k, k+ 1, ..., n
kozil pedig k—I —i7 szamu fordul el6. Az az egy b index, melynek értéke nincs
rogzitve, lehetaz 1,2, K—1vagy ak, K+1, ..., nszamok valamelyike. Az el6b-
bi esetben k —1—a értéket vehet fel; az utébbi esetben pedig n—fc+1 —(k—1—a)=
=n—2k+2+0 értéket, minthogy nem lehet egyenl6 az a2 ..., ak_, szamok
egyikével sem. Eszerint (13.20) igy irhatd:

L _2 0322

Innen kapjuk:

1
**'.'(,,_*'I'l)

és

— e f-=—k? *
£ n-5'k+2+a’

Ezek az egyenletek n—2k+2>0 vagy k""n+ 1 esetén kielégithet6k; annal in-

kéabb teljesithet6k tehat esetén. Eszerint azxHI=2..kk egyitthatok agy va-

laszthatdk, hogy (13.20) teljesil; igy tehat (13.21) fennallasa kovetkezik. Hasonlo-
képpen (13.18) alatt az dsszes tobbi c egyitthatonak el kell tlinnie; ennélfogva az
F fuggvények lineéris fliggetlenségét igazoltuk.
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14. FORGASCSOPORTOK

1. Azt a folytonos csoportot, amelyet az dsszes valds ortogonalis matrix halmaza
képez, n-dimenzids forgascsoportnak nevezzilk. A tisztaforgascsoport csak azokat
az ortogonalis matrixokat tartalmazza, amelyeknek a determinansa +1, aforgas-
tikrozés-csoport magaban foglalja azokat is, amelyeknek a determinansa —1; az
utébbi tehat az dsszes valds ortogonalis matrixot tartalmazza. A csoportm(velet
ismét a matrixszorzas, az azonossag pedig az egységmatrix.

A 3. fejezetben lattuk, hogy minden valés ortogonalis matrix atlés alakra hoz-
haté unitér matrix segitségével. Mindegyik atlos elem abszolutértéke 1; egyesek-
nek + 1, masoknak —1 az értéke, a tObbi sajatértéket pedig eV, e  konjugalt
komplex szamparok képezik. A +1 vagy —1 sajatértékekhez tartozd sajatvekto-
rok valos alakba irhatok, azok pedig, amelyek komplex konjugalt sajatértékekhez
tartoznak, komplex konjugalt vektorparként irhatok fel. Ez utdbbi sajatvektorok,

mint a sajatvektorok altalaban, hermitikus értelemben ortogonalisak egymasra,
ezért onmagukra komplex ortogondlis értelemben ortogonalisak: komponenseik

négyzetdsszege zérus.

Valamely n-dimenziés ortogonalis matrix az ortogonalis koordinatatengelyek
egy rendszerét egy masik ilyen rendszerbe transzformalja, azaz a koordinataten-
gelyek elforgatasat irja le. A matrix ortogonalitdsa maga utan vonja, hogy az 0j
koordinata-rendszer tengelyei mind egymasra paronként ortogonalisak, és hogy
az Uj tengelyek mentén a hosszegység ugyanakkora, mint a régi tengelyek mentén
volt. A tiszta forgascsoport csak olyan transzformaciokat tartalmaz, amelyek vala-
mely ,,jobb sodrast koordinata-rendszert” egy masik ,,jobb sodrasu rendszerbe”
transzformainak; a forgas—tikrozés-csoport olyan transzformacidkat is tartal-
maz, amely jobb sodrasu koordinata-rendszerb6l bal sodrasuba transzformal, és
megforditva. Ezeket nevezik ,,improprius” elforgatasoknak is.

Ahhoz, hogy altalanos eredményeinket folytonos csoportokra alkalmazhassuk,
mindenekel6tt paramétereket kell bevezetniink. Ezt csak aszimmetrikus mddon
tehetjlik meg, minthogy bizonyos térbeli irdnyokat (a koordinatatengelyekét) ki
kell tlintetniink a tébbivel szemben, s még maguk a koordinatatengelyek sem része-
sithet6k egyenl6 elbanasban. El6szor hatdrozzuk meg az adott csoport esetében
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definialandd paramétertér dimenziészamat. Tekintsiink egy n-dimenzids valés orto-
gondlis matrixot. Minthogy az els6 sor egységnyi hosszlsagu n-dimenziés vektor
(amely az 0j rendszer x tengelyét adja meg),'ez az a2n +a2n + .. . +a2n= 1feltétel
folytan pontosan n—1 paramétert foglal magaban. A masodik sornak (az y ten-

gelynek) ortogonalisnak kell lennie az elsére: fliia2l+ 6i202+ eee+ (iin62n= 0i ez
homogén lineéris egyenletet jelent az a2i, a2 mm a egylitthatokra vonatkozdan,
azonkivil fennall az egységnyihosszusagot kifejezd a2x + a22+ ... + @2,= 1feltétel.
Eszerint a masodik sor n—2 szabad paramétert tartalmaz. A fc-adik sornak orto-
gonalisnak kell lennie a megel6z8 k —i sorra — ez k—1 homogén egyenletet je-
lent — s a hosszUsaga egységnyi. Ez tehat n—k szdmul szabad paramétert jelent.
Osszesen tehat

(n-1)+(n—=2)+(n-3)+ ... + (1—n—1L))+0=" n(n—yL

szabad paraméter van.
2. A kovetkez6kben a két- és a haromdimenzios forgascsoportra korlatozo-
dunk.
A kétdimenzios tiszta forgascsoport altalanos elemét Ggy kapjuk meg, hogy a
sikbanluj koordinata-rendszerre tériink at:
X'=x cos ip+y sin @
(14.1)
y'=s —X sin (p+y @B

ahol az elforgatas « szoge —jr-t6l +jr-ig valtozik. A csoport altalanos eleme esze-
rint
i cosp sin(P (242
[—sin(p cosQV'

Ha ezutdn egy masodik transzfornaciot is alkalmazunk, a koordinata-rendszert
<f szbggel elforgatva, amely az x', y' koordinatakat az x", y" koordinatakba viszi
at, a két transzformacio szorzatat kapjuk:

CoS cp  SiN <P)( COScp SIN <P _ 1 COS(cp+cp) SN (cp+ OOf]
—sin 99° COS cp‘ﬂ, —sin @ COS cp) [—5|n (<p+cp) OB(cp+cp?))

A (14.3) egyenlet mutatja, hogy a szorzat egyszeriien egy cp+cp' szog( elforgatas.
A kétdimenzids tiszta forgascsoport /f6c/-csoport, minthogy elemeit egyetlen

1A forgatas akkor ,,pozitiv”, ha az x tengely az y felé fordul el, ez a haromdimenzids forga-
tasokkal dsszhangban van. Altalaban valamely tengely kériili forgatas akkor pozitiv, ha az illeté
tengely pozitiv iranyaban el6rehalad6 jobb csavar forgatasaval egyezik meg.
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paraméter jellemzi. Ha a ®paraméterértékhez tartozo csoportelemre bevezetjik a
10. fejezetben hasznalt {go} jeldlést, akkor (14.3) helyett irhato:

{?}*M = {P+<P)=M =m{>} (14-4)
Ha (p+ (p nem —n és +n kozott fekszik, 2n:-nek valamely egész szamu tébbszoro-
sét Ugy kell hozzaadnunk vagy levonnunk, hogy a paraméterérték abba a tarto-
manyba essék, amelyen bellil a paraméternek valtoznia szabad.
A (14.2) matrix edi(p sajatértékeinek komplex fazisa a » sz6g. A (14.2)-t diago-
nalizalé u unitér matrix oszlopait az

l«J2+ W2a2= 1; «b+«2,-0; wWa==* iudo
osszefiliggésekbdl hatarozhatjuk meg (egy egységnyi abszolutérték( tényez6 erejéig,
amely onkényesen vélaszthaté). Ezek a feltételek az rm= 1//12, M= ~ijY%
2= +i/Y2, m2= —1/Y2 értékeket adjak:

V2 1V2] cos(p sin®i I/V2 \ivrk\ U~" Ol
TAVPA —i/Y/%) —sinm cosggN -i/Yl uY~2/V 0 e+« (14-5)

Eszerint a (14.2) matrixok mindegyikének ugyanazok a sajatvektorai. Minthogy
a kétdimenzids tiszta forgascsoport Abel-csoport, minden egyes eleme egymagaban
egy-egy osztalyt képez.

3. Béarmely kétdimenzids matrixbol, melynek —1 a determinansa, a masodik
sornak —l1-gyel vald szorzésa Utjan olyan matrixot kaphatunk, amelynek a deter-
minédnsa + 1. Megforditva, a —1 determindnsu ortogonalis matrix &ltalanos alak-
jat oly médon kapjuk meg, hogy (14.2) masodik soraban megvaltoztatjuk az el6-

jeleket:
I%—cos ). (14.22)

A (14.2) és (14.2a) matrixok — ~y * 1 mellett a kétdimenzids forgas—tikro-
zés-csoportot képezik. A (14.2a) matrixok mindegyikének +1 és —1a sajatértékei.
Ezen matrixoknak a sajatvektorai kiulonb6zéek: u.,=(cos B2, sin B¥2), u.2=
= (—sin 99/2, cos ¥2), ugyanakkor a (14.2) méatrixok mindegyikének ugyanazok a
sajatvektorai, sajatértékeik azonban kiilonbdz6ek. Kozvetlendl ellendrizhetjik,
hogy az a matrix, melyet ebb6l a két sajatvektorbol képeziink, a diagonalis matrix-
ot tényleg (14.2a)-ba transzformalja:]

SPD sin® (cosW\W2 —sinW¥2] 1 0 ( cos P2 sin 92
(i)n% cos® (sin 92 cos W2 [0 —j (—sin N92 cos 92

A (14.2a) ,,improprius” elforgatas (14.5a) alakja azt a tényt szemlélteti, hogy
minden (14.2a) improprius elforgatas egy egyenesre valo tiikrozésként értelmez-
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hetd; (14.5a) mutatja: (14.2a) Ugy kaphat6, hogy el6szor qu2 szdggel elforgatunk,
azutan tiikrozlnk az x tengelyre, és végll visszaforgatunk, —tp/2 szbggel. Méasként
is eljarhattunk volna ehelyett: a tiikrdzés elvégezhet6 arra az egyenesre vonatkoz6-
an, amely az x tengellyel tp/2 szdget zar be.

A kétdimenzios forgas—tiikrdzés-csoport vegyes folytonos csoport. E csoport
legtermészetesebb paraméterezése egy gfolytonos és egy d diszkrét paraméter fel-
hasznalasaval térténhet. Az utdbbi a determinans értékével, azaz + 1-gyel egyenlé.
Ekkor irhato:

W ,d}j (14.6)

(—asm (@ /dco§<a'

Hnd} e« (., d'}= {d'cp+ep', dd'}.

Ez a csoport nem Abel-csoport; a (14.2a) matrixok nem kommutéalnak és nincse-
nek k6z0s sajatvektoraik.

A csoportnak osztalyokra valo felosztasa ugyancsak megvaltozik: (14.5a) azt

mutatja, hogy a (14.2a) elemek mind egy osztalyban vannak, mivel mind {0, I}-be

transzforméalhatok. A (14.2) elemek egymagukban mégsem képeznek egy-egy 0sz-
talyt, pl.

(+1 (| (cosp sing (+1 O fcosp —sinP)
[O —j [—sin® cos [O —lj [sin @ cos (pj

igy tehat {(p, 1} és {—m 1} ugyanabba az osztalyba tartozik. Ez az osztadly mas
elemet nem tartalmazhat, mivel az dsszes tobbi elem sajatértékei kiillonbozéek, s
igy 6ket nem lehet a fent megadott elemek egyikébe vagy mésikéaba transzformalni.

4. A ffarw/iz-integrélra vonatkozoan a 10. fejezetben k&z6lt altalanos megfon-
tolasoknak megfelel6en a kétdimenzios tiszta forgascsoport tartomanyaban létezik

egy

M 1
J J({<P})9({<p})0|<|:’=\] J(R{<p}Hg({<p})dcp (14.8)

—T71 —T71

tulajdonsagl invarians integral, ahol R a csoport barmely eleme lehet, g(T)-i pedig
(10.9) definialja:

p(T]= g(E) (e kifejezés értéke
dp(T-{oc}) az a=0 helyen veend®). A
fa

Itt p(T) a T elem paramétere.
A kétdimenziés forgascsoport esetében a kdzvetlen szemlélet mutatja, hogy
egyenl6 tartomanyoknak egyenlé sulyt kell tulajdonitanunk. Legyen ta T elem-
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nek megfelelé paraméter; ekkor (14.4) szerint p(T) «{a})=/+a. Ez l-et ad, ha a
szerint differencialjuk, igy

g(M)=g(E). (14.10)

Eszerint az invarians integral

ey 7

JI({eph)d(p=JJI(R m{<phd(p (14.11)

A kétdimenzids tiszta forgascsoport irreducibilis abrazolasai mind egydimen-
ziésak. Ez minden Jée/-csoportra igaz; specidlis esetként igaz a folytonos J1é | -
csoportokra is. Tekintstink egy tobb dimenzios, mondjuk kétdimenzios abrazolast.

Az é4brézolés valamely matrixat atlos alakra hozhatjuk. Ha a két &tl6s elem nem
egyenld, a matrix az

Ea 1
0 b) (14.E.1)
alakban irhat6 fel. Mindazokban a méatrixokban, amelyek ezzel felcserélhet6k — s
igy az &bradzolas valamennyi métrixdban —, a (14.E.1) maétrix kiilénbdz6 &tlés
elemeihez tartoz6 metszéspontokban csupa zérusoknak kell allniok, tehat az abra-
zolas reducibilis. Ha nem ez lenne a helyzet, akkor a (14.E.1) matrix sajatértékei
mind egyenl6k volnanak: (14.E.1) konstansmatrix lenne. Ekkor viszont a transz-
forméacio elvégzése el6tt is atlos alaku lett volna. Ez azonban az dbrdzolas minden
matrixara igaz, igy az 4brdzolas annal inké&bb reducibilis lenne.

A (14.4) egyenletbdl kdvetkezik, hogyha valamely dbrazolasban a {cp} elemnek
az (/'((/)) matrix felel meg, akkor

(1(?>)) < ([(<?>))=(I(?>)) " (1(?>))=(f(<P+?>)),
f(q)=dkf.

és igy

Minthogy a matrixnak (p=—n és gp—+:t mellett egyenld értékeket kell felvennie,
fenndll: élkgp=e~ikn és igy eZitol= 1. EbbG6l kdvetkezik, hogy k valds egész szam.
A kétdimenzios tiszta forgascsoportnak végtelen sok irreducibilis abrazolasa van,
ezek mindegyike egydimenzios. Az m-edik abrazolasban a <pelforgatasi sz6ghoz
tartozo (14.2) elem matrixa

e"w) .

Minden pozitiv és negativ m értékhez (m=... —4, —3, —2, —1,0, +1, +2,
+ 3, ...) tartozik a kétdimenzids tiszta forgascsoportnak egy-egy irreducibilis ab-
radzolasa ; ezek mind kilénboz6ek.
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" 0, ha mrim',

Jf(eum*)*(elrr*)d<p= u rﬁ(pZZF], ha m=m

—F
ortogonalitasi Osszefliggések éppen a Fourier-sorok ortogonalitasi 0sszefliggései.

Hasonloképpen: az &bréazolas koefficienseinek teljessége a Fourier-kifejtés teljes-
sége.

5. Most meg fogjuk hatérozni a kétdimenzi6s forgads—tiikrézés-csoport irredu-

cibilis abrazolasait. A felhasznalt mddszer meglehetdsen bonyolultnak tlinik majd
erre a célra. Ugyanezt a modszert azonban kés6bb a haromdimenziés forgascso-
portra fogjuk alkalmazni. Azonkivil ez is példaként szolgal az abrazolasok és a
megfelel6 fliggvények kozott fennalld kapcsolatra.

Tekintslik a kétvaltozos harmonikus polinomok

e2(xy) m x,y)
dx2 + dy2 u4-124

differencialegyenletét. Ez lathat6an invarians a (14.6) transzforméaciokkal szemben.
A (14.12) egyenlet x-ben és y-ban homogén m-edfok( megoldasa PR hatasa alatt
[ahol az R transzformacié a (14.6) alaki] ugyanilyen alakd polinomba transzfor-
malodik, mivel a PRtranszforméacio lineéris az x, y valtozokban:

p{<pdfix cos P+Y sin i -d x sin cp+dy cos <p)=f(x, y), (14.13)
vagy minthogy {m d}-1legyenlé {-dcp, J}-vel;
P> )~{x cos (-~d(p)+y sin (—dop), —xd sin (—dy)+yd cos (- dy)) =
=/(x cos g—yd sin (p, X sin (p+yd cos o). (14.14)

Ha tehatf{x,y) m-edfoki homogén polinom, akkor Ps/ szintén az.
A (14.12) egyenlet éppen az egydimenzios hullamegyenlet, i imaginarius sebes-
séggel. Ennek altalanos megoldasa

fix,y)=f-(x~ iy)+f+(x+ iy) (14.15)

Ha/(x,y) m-edfokd homogén fiiggvénye x-nek és y-nak,/+-t és/_-1(&llandé té-
nyez6tél eltekintve) a

[- (x—y)= (x—y)m; fHx-iy)=(x+iy)m (14.16)
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kifejezések adjak meg. A Z(m{cp, cl}) abrazolés, mely ezekhez a fiiggvényekhez
tartozik, kétdimenzios. Az abrazolas els6 (—) oszlopat (11.23) és (14.14) segitségeé-
vel hatarozhatjuk meg:

P{hd}/_(x, y)="f-(x cos gg—yd sin q X sin gqj-dy cos <p—
= [(x cos gp—yd sin gpy—i(x sin cp+yd cos qJm=
= [x(cos mp—i sin q)—i yd (cos g—i sin gm=
= {x—iyd)c~hnv.

Az abrazolas egyditthatoi segitségével ez igy irhatofel:

p k ) = 4)—/-+ * nK{cp, 4 )+-/+e

Az egyltthatok kifejezései tehat:

Z<wfR 1) =e-n?  ZM(p, HH =0
(14.17)
Z(m{cp, -1}) =0 zZIm@e>, -13)+_=e-" 2.

A masik (+) oszlop ugyanigy hatarozhatd megf + segitségével. A Z (m>{op 1})
matrix szamara, amely ebben az abrazolasban a tiszta @sz0gl elforgatasnak felel
meg, ily médon a

(-imp N
Z("M{<p.H)=[ 0 emj (14.18)

kifejezést kapjuk; itt a (— sort (ill. oszlopot) irtuk els6ként, a (+) sort (ill. oszlo-
pot) pedig masodiknak. A (14.2a) csoportelemnek megfelel§ matrix

0 g™y ¢
(e-ta, 0 . (14-18a>

Az /_ fliggvény a Z<'>abréazolas (—) (elsé) sordhoz tartozik; az / + fliggvény
pedig a (+) (vagyis a masodik) sorhoz.

Ezek az abrézolasok irreducibilisek és az m—1, 2, 3, ... értékek mellett kiilén-
boz6ek. A (14.18) matrixszal csak atlos matrix cserélhet6 fel; az atlés matrixok
kozil (14.18a)-val azonban csupan a konstans matrix kommutal. A (14.6) matrixok
természetesen ugyancsak ,,abrazolasat” képezik 6nnén csoportjuknak. Ez az abra-
zolas ekvivalens a (14.18), (14.18a) abrazolas m—1 specialis esetével; a (14.5) alatt
felhasznalt matrix (14.6)-ot a (14.18), (14.18a) alakra transzformalja.

Megjegyzendd, hogy (14.18) és (14.18a) m=0 mellett is abrazolast képez. Ez
azonban nem irreducibilis, mivel ebben az esetben (14.18)-cal minden matrix fel-
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cserélhetd; ebben a specidlis esetben (14.18a) atlos alakra hozhaté és az abrazolas
két irreducibilis komponensre bomlik:

Zo)N 1h=(1); 2 —1H=1, (14.19)
és
Zo4{y. 'H)=(1;  ZO){p —1»=(-1). (14.20)

6. Megkaptuk tehat a kétdimenzids forgas—tiikrozés-csoport 0sszes irreduci-
bilis 4brazolasat. Ezeketm= 1, 2, 3, ... esetén (14.18) és (14.18a) adja meg, és két-
dimenziésak; az m =0 és m=0" esetben (14.19) és (14.20) adja meg az abrazolaso-
kat, amelyek egydimenzidsak.

A Za){<p, d})++ reprezentacios koefficiensek teljes rendszert képeznek (pés d
terében. Azaz: minden g(<p, d) fliggvény (ahol (pa —n1 és +n hatarok kézott val-
tozik, d pedig a +1 vagy a —1 értéket veheti fel) felirhaté ezek linearis kombina-
cidja alakjaban. Az [(Z (O-f Z<0>), Z(I)_, Z"™+, Zf>_, Z&>+ fliggvények d= 1 mellett
az 1,e~l, e e~2p ea?% ..., sorozatot adjak, d= —1 mellett pedig eltlinnek.
Masrészrél j(Z(°)—Z(0>), Z«A, Zgy+, Z<Q , Z®+, ... egyenld zérussal, ha </=I;
d= —1 mellett pedig az 1, Q~ks cip e-2'", e\ ... sorozatot adja. A g(<p, 1) fugg-
vény kifejezhet6 az els6 sorozat linearis kombinacioja alakjaban, a g(cp, —1) fiigg-
vény pedig a masodik linearis kombinaciojaként.

Abbol, hogy a matrixelemek teljes rendszert képeznek a paramétertérben, ko-
vetkezik, hogy (14.18), (14.18a), (14.19) és (14.20) mellett a kétdimenzidsforgascso-
portnak mas irreducibilis abrazolasa nincs.

7. Most ratériink a haromdimenzios tiszta forgascsoport tanulmanyozasara.
Valamely val6s ortogonalis egységnyi determindnsd a matrix sajatértékeinek az
1, e~iig e+ ... alakdaknak kell lennidk, mivel mindnek 1az abszolut értéke, és
azok, amelyek komplexek, konjugalt parokban 1épnek fel. A komplex sajatértékek
qfazisanak neve: az elforgatas szdge. Az 1 sajatértékhez tartozo v., sajatvektort2
az elforgatés tengelyének nevezziik. Ennek nn, v2l, &3l komponenseit egyszerlen
az av.,= Iv., egyenleto6l kiindulva hatarozhatjuk meg. Ha ezt megszorozzuk
a_l1=a'-vel, kapjuk: (a—a")v.[= 0. Innen kovetkezik:

((12—021)"21 + (G 13—631)y3l~

(@2\~an)vn E #3 ~3y3L” (1-21)
(a3l—<33)1:;, + (U32 A23)721 = 0-
Ezek alapjan:
W «v2i m\3l=a23~a¥m3l~al3+al2~a2l- (14.22)
2 Noha v.!v ektor, e vizsgalatban a matrix oszlopanak szerepét isjatssza, igy a matrixelemekre

vonatkoz6é megallapodasaink szerint jel6ljik.

11 Csoportelméleti modszer... ™



Az elforgatas qszogét a legkdnnyebben gy hatarozhatjuk meg, hogy a sajatértékek
0sszegét egyenlvé tessziik a matrix atlésosszegével:

1 +e"?+e',= 1+2c0s  an+ o022+ aw (14.23)

itt @zérus és ti kdzott fekszik.

Az e-"-nek és e+>-nek megfeleld v.2és v.3sajatvektorok komplex konjugaltak:
v2=v.3. Masrészrél feltessziik, hogy v., valés: (v.,, v.2=((v.,, v.,))=1.

Azon v matrix, amelynek oszlopai az a matrix v.,, v,2 v.3sajatvektorai, a-t atlos
alakra transzformalja. Ennélfogva vfav atlés matrix, melynek atlés elemei az 1,
e-i>, ei>sajatértékek. Legyen most V=vv( ahol3

J 0 0
V= 0 - V2 1Y2 (14.24)
‘0 +IV2 1/2-

AV matrix oszlopait v.I5—r(v.2—y-2 és —r (v.2-f v*2) adja, tehat V valds. Azon-
/2 fi
feldl V, mint a v, vOunitér matrixok szorzata, szintén unitér; V tehat val6s ortogo-

nalis matrix, és igy eleme a forgascsoportnak. Ha a vtav=d matrixot vO segitségé-
vel transzforméacionak vetjiik ala, kapjuk:

10 0’
VTav=VoVfavv0=vadvOo= 0 cos @ Sin p=zmp (14.25)
0 —singp CBQ®

Ebben az egyenletben még azt is feltehetjiik, hogy V tiszta elforgatas; ha ugyanis
V determinansa —1 volna, V-t meg lehetne szorozni —1-gyel anélkil, hogy ezzel
a (14.25) egyenletet megvaltoztatnank. Lathato (14.25)-bél, hogy minden elforga-
tas, melynek ugyanakkora az elforgatasi szoge, azonos osztalyba tartozik, mivel
transzformacio Gtjan mind atvihet6 £2-be. Masrészrél azok a matrixok, amelyek-
nek elforgatasi sz6ge kulonbozik gp-tdl, nem tartozhatnak ugyanebbe az osztalyba,
mivel sajatértékeik killénbdz6ek és igy nem lehet 6ket r-be transzformalni.

E gondolatmenet geometriai interpretacidja az a jol ismert tétel, hogy a haromdimenzios tér-
ben minden ortogonalis transzformacio helyettesithet6 alkalmas v.3tengely koril végrehajtott el-
forgatassal. (Az av.j=v.j egyenletnek megfelelGen a forgastengelyt nem valtoztatja meg az elfor-
gatas.) Ha a transzforméacio a 6. abran az X / ivetaz X'Z" ivbe viszi at, akkor a forgastengelynek
rajta kell fekiidnie ZZ" és X X' felez6merdlegesein, s igy azok C metszéspontjan is. Valéban, a C

3V 44gy valasztottuk meg, hogy G-nak woO-aval vald transzformaltja X tengely korili for-
gatas legyen. vO-nak mas valasztasa példaul Y-tengely koriili forgatashoz vezet.
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6. dbra
A (14.25) egyenlet geometriai interpretacidja (lasd a széveget)

kéril végrehajtott elforgatas Z-1Z'-be és Z-et X'-be transzformalja: ZC X és Z'C X ' haromszdgek
egybevagosagabdl (oldalaik rendre megegyez6 voltabol) kdvetkezik, hogy a ZCX és Z'C'X" sz6-
gek egyenl6k. Ennélfogvaa ZCZ' és XCX' szdgek szintén egyenl6k és megegyeznek az elforgatas
@ szogével. Egy @ szdgl elforgatast egy masik, azonos szogl elforgatasba transzformalhatunk
oly médon, hogy az els6 elforgatas forgastengelyét egy V elforgatas segitségével atvissziik a ma-
sodik elforgatas tengelyébe, ezutan elvégezziik a pszogi elforgatast, végil a tengelyt V-1 segitsé-
gével visszavisszik eredeti helyzetébe.

Az elforgatasok egyértelmd jellemzésére a forgastengelynek irdnyitéast kell ad-
nunk, ami egyszersmind v., el6jelének is értelmet ad. Az elforgatds az 6ramutatd
jarasaval egyez6 irdnyban fog torténni, az elforgatas tengelyének pozitiv irdnyaba
tekintve.

A haromdimenzids tiszta forgdscsoport paraméterezése (7. abra, 99. 0.), melyet
a 10. fejezetben targyaltunk, ezeken a jellemzd&kon alapszik. A v.i tengely koril
végrehajtott @ szdgl elforgatasnak a kezdéponttdl a v., irdnyban @ tavolsagra
fekv6 pont felel meg.4 A qforgasszdget mindenkor egyértelmiien meghatarozza
az elforgatas. A <p=0 szogli elforgatas esetében (ez valojaban nem jelent elforga-
tast) a forgastengely irdnya meghatarozatlan; a paramétertér megfelel6 pontja
mindazonaltal egyértelm(ien meg van adva: az a gdmbnek a kdzéppontja.

A paramétertérben a g 1 gémbfeliileten a forgastengely iranya nincs egyértel-
mlen meghatarozva; az ellentett iranyitasa tengelyek koril végrehajtott n szdg(
elforgatdsok azonosak. A gdmbfeliilet ellentett pontjainak eszerint ugyanaz az
elforgatas felel meg. Ett6l eltekintve az elforgatasok egy-egyértelmd modon felel-
nek meg a paramétertér pontjainak. Egy-egy adott osztaly elemei koncentrikus
gémbokon fekszenek.

4 A 10. fejezetben az 1. dbrahoz fiz6d6 magyarazatban az orig6tol valo tavolsag <p/nés nem @
volt. A jelen diszkusszid soran az abra bal oldali részét n : 1 aranyban meg kell nagyitani.
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A paraméterek ezen rendszerében a Hurwitz-féle invarians integralt is meglehet6sen kénnyen
megfogalmazhatjuk. Mivel a Bsugari gémbfeliilet pontjai azonos szoggel, de kilénbdz6 iranyu
tengelyek koril végrehajtott elforgatasoknak felelnek meg, és mivel a térben minden forgasten-
gely ekvivalens, g({9'll. 21, pV3[}) csak az elforgatas pszogétdl fiigghet, v.j iranyatdl azonban
fliggetlen. Elegend6 tehat g({rp, 0, 0})-t meghatarozni. Ebbdl a célbol [lasd a (10.9) egyenletet]
el6szor kiszamitjuk {8 0, 0} < {ej, €2, e3} paramétereit e-kicsiny értékeire, azutan az e; értékekkel
zérushoz kdzelitiink. Az {el; e2, e3} elforgatast

1 e3 —e2
{e,e2e3}= -e3 1 e3
& —&p 1

adja meg, az e(-k els6 hatvanyaig terjed6é pontossaggal. [Lasd a (14.22) egyenletet.] A
{0, 0,0He3 €2, e3}=¢ m[e{, e2, e3} elforgatas szamara a

1 e3 —e2
—e3cos P+ e2sin P cos >— sin® et cos B+ sin p
e3sin W+e2cos P —sin p—etcospP — sin Brcos'p

kifejezést kapjuk. Ebb6l a (14.23) egyenlet alapjan kiszamitjuk az elforgatas <p szogét:
I +2cos ?>'=l-|-2cos <p-2e{sin ¢ <p'=<p+el (14.23a)
A forgéstengely iranyéat pedig a (14.22) egyenletb6l kapjuk meg:
vin :®@1: V3l =2el cos <p+2 sin P:e3sin p+e2(\ +cos <) e3(| + cos Pr—-e2sin N (14.22a)

Felhasznalva a ® + &3+t0{3=1 normalasi feltételt, innen (az e-ben els6é rendii tagokig terjedd
pontossaggal) kapjuk:

e2(l+cosg>) e3 , e3(l+cos?>) e2

H . Oy~ TTe - - . = .
§j-1; V2 2sin P f2 L 2sin p 7
Eszerint { 0,0} *{ij, €2, €3} paraméterei
e,(I+cos<g el el +cosw) €2
<p+eu e +—_, e [ -
i ® 2 sin8 2J s 2sin B 2

Behelyettesitve ide az et =e2=e3=0 értékeket, megkajuk  paramétereit: B 0, 0. A benniinket
érdekl6 Jacobi-determinéans értéke el =e2=e3=0 mellett

9(pt({y, 0,0Hgj, e2 e3}), ..., p3{p 0, 0Hej, e2 e3}) =

9(e,e2, D
1 0 0
1+ cos B B ® (1+cos P2+sin2B
=0 By@e I TERs T
B 1+cos B
O 7 g
V1
2(1-cos B
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A g sulyfiiggvényre [lasd a (10.9) egyenletet] ily médon kapjuk:
2yrx\ —cos <)
9({(p, 0, 0Y)=g(vn <f, v2ip, v3I<p)=-mm-m A 2 =mmemmeemms . (14.26)
Az olyan J(R)=J{<p) fliggvény invarians integraljanak kiszamitasa, mely ugyanazon osztaly
Osszes eleme esetében ugyanazt az értéket veszi fel (mint pl. az abrazolas karaktere), ugyancsak

igen egyszer(. EI6szor elvégezhetjiik az integralast a paramétertérben egy gombfeliiletre (= kons-

tans), azaz egy osztaly dsszes elemére, ami eredményiil 4jrg™-et ad, azutdn <pre, azaz valamennyi
killonbozd osztalyra. lly moédon a Hurwitz-integral szdmara a

1
g0 i Y(™8n(l—cos P dip (24.27)
0
kifejezést kapjuk.

Egy maésik gyakran hasznélatos paraméterezés az Ew/e/'-szdgeket hasznélja fel,
amint azt a 2. dbra mutatja, a 99. oldalon. Az a, ¢, y Euler-szogi elforgatas harom
elforgatasnak a szorzata: a Z tengely koril y szoggel, az Y tengely koril s szoggel,
valamint a Z tengely koril a szoggel. A kovetkezd fejezetekben {a, z,y3 mindig
az a, e, y Euler-szogii elforgatast fogja jeldIni. Az elforgatasok ilyen el6allitasa-
ban a és y altalaban 0-tél 2jr-ig, ¢ pedig 0-tdl m-ig valtozik. Ha azonban =0,
akkor a és y nincs egyértelmlen meghatarozva; az {a, 0, y} elforgatdsok mind
a+y szogl elforgatast jelentenek a Z tengely koril.
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15. A HAROMDIMENZIOS VALODI FORGASCSOPORT

A GOMBHARMONIKUSOK

1. A héaromdimenziés forgascsoport irreducibilis abrazoléasai a kétdimenzios cso-
portéihoz hasonldan a

di(x,y,z\ 83(x,y,z\ ci(x,y,z) n lir<4
dx2 + dy2 + dz2

Laplace-féle differencialegyenletet kielégité homogén /-ed fokd polinomok segitsé-
gével vezetheték le. Az ilyen polinomok valamely R ortogondlis transzforméacidja
egy masik /-ed foku polinomot eredményez, amely ugyancsak megoldésa a (15.1)
egyenletnek, ezért a nemtranszformalt polinomok linearis kombinaci6jaként Ki-
fejezhetd. Az egyitthatdk egy dbrazolast alkotnak; ezt D*\R)-re\ jeléljik. A méd-
szert, amely a Laplace-tgyenleten alapul, csak roviden ismertetjiik, mert mas el-
jaréssal fogjuk a haromdimenzios forgascsoport irreducibilis abrazolasait meg-
hatarozni.

(15.1) megoldéasa sordn az x, y és z helyébe az r, ®és ppolarkoordinatakat szo-
kas bevezetni (lasd a 7. &brét)-, az /-ed foku polinomok alakja ekkor rlY I{&, ).
Ha ezt az alakot behelyettesitjik a polarkoordinatas forméaba irt (15.1) egyenletbe,
akkor r kiesik és a fi és qvaltozékban (/-et tartalmazo) differencialegyenletet ka-
punk. Ezen egyenlet

Yi-fR, 9, Yn 10, @), ..., EJV_ (A ) Y <p) (15.2)

7. dbra
Az 1, &és <ppolarkoordinatak
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(21+1) linearisan fliggetlen megoldasa /-ed fok( gémbharmonikus néven ismert.1-2
E megoldasok alakja a kdvetkez6'":

P)=PT(¥) (153)
ahol
Vb,
°Im 2 (I+m)\ d(cos { Y (153)
o _ 2/+1 (/—will*sjmm__ E  p (cos ).
I~m 2 (I+m)\ j d(cos

A P,(cos & a Legendre-poYmom, amelyet a
PXcos @)= -%- o (cosu -1)1 (15.3b)

képlet ad meg. Ha />=0, akkor valamennyi YIm eltinik, kivéve az E/0-t; ahogy
annak lennie is kell, hiszen G = () esetén @hatarozatlan, igy e pontban Y Im&, <p)~
AQimvprQos  értéke nem fuigghet <p-tdl.3

(15.3) legfontosabb jellemz6je a <p fiiggés. Alkalmazzuk a Z tengely korili
a@szogl R forgatashoz tartozd PRoperatort r*Y In(ft, pHre. Ekkor a sugar és a ft
polarsz6g nem valtozik, ¢epedig (cp+a)-ba megy at. Ha tehat a forgatastaz (a, B, y}
Euler-szogekkel jel6ljik, akkor

Jm(<p+a.)
PuooflYlIn(fi, ?)=/-— — QInfR)=
Vb (15.4)
-e'-r'fj# ,y).

Az /-edfokd gdémbharmonikusokhoz tartozd (21+ I)-dimenzids &bréazolas so-
rait és oszlopait a megfelel6 gémbharmonikusoknak a -/-t6i +/-ig terjed§ méaso-
dik indexe sorszamozza. igy

pUBj/YIL*,q>)= 2 Dy>({y.Ry}),.mrY Jfi, o). (15.5)
m'=s —I|

Az egyutthatokat a szokasos médon egyenl6ve téve kapjuk, hogy
D({a, 0,0})mm=e 'nf'émm

Lasd D. Hitbert, R. Courant: Methoden der Mathematischen Physik. (Springer, Berlin,
1924) 66, 265, 420 0. Angol forditasban Interscience, New York, 1953.1 kétet 510 o.
2 A sajatfliggvények fazisait E. U. Condon, G. H. Shortiey: The Theory of Atomic Spectra.
(Cambridge Univ. Press, London és New York 1953) c. kényvével 6sszhangban valasztottuk meg.
3Ha0 (mSO0)figgvényt osztjuk a(15.3a)-ban szerepld négyzetgyokkel, a gyakran P; (cos &

-val jeldlt asszocialt Legera/re-polinomot kapjuk meg.
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igy a D(/)abrazolasban a Z tengely kortli forgatasnak diagonalis matrix felel meg.
Az a szog(l forgatas abrazold matrixa

e“,a 0 0 0
e-w-n* 0 0
0 0 0 0
D(({a 0,0})= ; ; " i ;
0 0 o e'Da 0 <«156)
0 0 . 0 el

Most megmutatjuk, hogy a D<n abrazolasok irreducibilisek, mégpedig ugy,
hogy bebizonyitjuk: Az olyan matrix, amelyik minden a,  és y érték esetén fel-
cserélhetd D()({a, B, y})-val, szilkségképpen az allandomatrix. El6szor is csak at-
16s matrix cserélhet6 fel az 6sszes (15.6) métrixszal. Ezért az olyan matrix, amely
elcserélhetd az dsszes D " ja, B, y}) -val, biztosan atlés. Tovabba, amint azt aldbb
belatjuk, altaldban (vagyis R bizonyos diszkrét értékeitdl eltekintve) D<,({0, &, 0})
matrix O-ik sordban nem fordulnak el6 zérusok. igy csak az olyan atlés matrix
cserélhetd fel e matrixokkal, amelyben valamennyi &tl6s elem egyenl6 egymaéssal
(ez az alland6 maétrix). Tegyuk fel ugyanis, hogy a dk elemekkel rendelkez§ atlés
matrix felcserélhet6 D(/>{0, 3, 0})-val; a szorzatok 0-ik soranak elemei ekkor

4> D()({0, B, 0})o,= D0, B, 0}V dk, (15.E.1)

amibdl kovetkezik, hogy do—dk.

Az, hogy D()({0, B, 0})-ik soraban &ltalaban nincs zérus, igy lathatoé be: ha R
az Y tengely koriili B szogl forgatas, akkor PAaz r, ft, 0 pontot az r, ft+, 0 pont-
tal helyettesiti. Ezért az rlY Im(ft+8, 0)-k az r'YIm (ft, 0)-k linearis kombinacioi
lesznek D(){0, B, 0})mm egyditthatokkal. Tekintsik a ft=0 pontot, ekkor az
Yem(R,0)-k altaldban nem zérusok, mig az YIm (0, 0)-k mind eltlinnek, kivéve
Y /0(0, 0)-t. Ha e tag D(/,({0, 8, 0})Omegydtthatdja eltlinnék, akkor az egyenletjobb
oldalan minden tag zérus lenne, viszont a bal oldal nem az; ezért D())({0, B, 0})Gn
nem tlinhet el.

2. A D()({a, B, y}) abrazolasok tehat minden /=0, 1, 2, ... esetén irreducibi-
lisek. Abbol a célbdl, hogy karaktereiket meghatarozzuk felidézziik, hogy az
ugyanazon osztalyhoz tartoz6 matrixok atlésosszegei egyenl6ek. Mivel esetiinkben
egy osztalyt annak <pforgasszoge jellemez, a yJ'Kq) karakter csupan a forgdas-
szdg fuggvénye, és Ugy hatadrozhaté meg, hogy kiszamitjuk barmely olyan matrix
atlojat, amely <pforgasszogli elemhez tartozik. llyen matrixszal azonban (15.6) alatt
mar talalkoztunk, ha a,=<p igy kapjuk, hogy

+1

XX<p)= 2 €e"p=(1 +2cos 95+2 cos 295+ ... + 2 cos lep). (15.7)
m=-1
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Az ortogonalitasi 0sszefliggések (a (14.27)-ben meghatarozott sulyfiggvényt
hasznalva) a kdvetkez8k:

n

8ng(E) J x*X<p)* X (1- cos Pd<p=SnZg(E)6n.

0

Ezt egyszer(i integralassal konnyen bebizonyithatjuk. Az is belathatd, hogy a D e-
eken kivil nem létezik irreducibilis dbrazolas: barmilyen ilyen abrazolas karak-
tereinek Fourier-tételének értelmében el kell tlnnilk, hiszen (1—cos </)-vel szo-
rozva OSipSJr tartoményban ortogonalisak valamennyi /.(/)-re, tehat valamennyi
A(+L)—A(/)re is, de ezek éppen az 1, 2 cos 92 cos 2<q 2 cos 3 ... fliggvények.

Ebbdl kovetkezik tehat, hogy a D(0), Db), D(?, ... sorozat a haromdimenzids
forgascsoport valamennyi inekvivalens abrazolasat tartalmazza. Ezek szama vég-
telen, amint annak lennie is kell, hiszen a forgascsoport osztalyainak szama vég-

telen.
Az azonos abrazolas a D<> A haromdimenziés ortogonalis matrixok — mint

sajat csoportjuk abrazolasa — ekvivalensek D(|)-gyel; ez vagy a dimenziobol, vagy
onnan lathaté be azonnal, hogy karaktereik megegyeznek.

A héaromdimenziés forgascsoport minden abrdzolasa D(°), D), DI2), ... vala-
milyen kombin&cidja, és hasonlésagi transzformacié erejéig megadhatd ama sza-
mokkal, hogy az egyes D<°>, Db), D<23 ... abrazolasok hanyszor fordulnak el6
benne. Ezek az AQ, Ab A2 ... szdmok azonban egy alcsoportnak, nevezetesen a Z
tengely koruli forgasok kétdimenzids forgdscsoportjanak megfeleld méatrixokbdl
meghatarozhatok. Ha a kétdimenzids forgascsoport (exp imup) abrazolasa (,,,-szer
fordul el6, akkor (ha m~0O) am=Am+Am+l+ ... és D()et az egész abrazolas
A,= a,—fl/+I-szer tartalmazza. Ugyeljiink arra, hogy ez a kovetkeztetés csak gy
vonhato le, ha el6z6leg mar valahogyan meggy6z6dtiink arrol, hogy valéban abra-
zolassal van dolgunk; ez az ismérv nem alkalmazhaté a matrixoknak akarmilyen
rendszerére.

A (15.6) egyenlet megadja a Db>({a, 0, 0})= D(/>({0, 0, y}) matrixokat; most
mar valamennyi D(/)({a, B, y}) matrixot ismernénk, ha az Y tengely korili forga-
soknak megfelel6 méatrixok a birtokunkban lennének. Jeldljik a D(){0, B, 0})ul
matrixelemet d(\B)x2val. Az {a R, y) forgas a harom {a, 0, 0}, {0, B, 0} és a
{0,0, y} forgas szorzata. Az ennek megfelel6 matrix ezért D()({a, B, y})=
= Dbina, 0, 0}) D()({0, &, 0}) D(N({0, O, y}). Ezért az &ltalanos forgas matrixa
Y koruli forgas matrixanak segitségével igy irhatd:

D(({a, B, y)nim=e""“d(I\R) mmt iny (15.8)
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A KETDIMENZIOS UNITER CSOPORT HOMOMORF
A FORGASCSOPORTRA

3. A haromdimenzi6s forgascsoport irreducibilis &brazolasait most egy masik,
H. Weyl altal javasolt modszer szerint kivanjuk levezetni. Attériink e modszerre,
noha a Laplace-egyenletet gylimolcsoztetd' levezetést csupan roviden ismertettik,
ugyanis a fVeyl-LLle eljaras lehet6séget nyujt a szokasos abrazolasokkal egy idében
az ugynevezett ,kétérték(i abrazolasok” levezetésére is. Ezek a spin elméletével
kapcsolatos meggondolasainkban ugyanolyan fontos szerepet jatszanak majd, mint
a szokasos abrazolasok.

A szimmetrikus csoport esetén megelégedhetiink az egyes abrazolasok dimen-
ziojanak és karaktereinek meghatarozasaval. A forgascsoportnal azonban a ka-
raktereken kiviil az abrazolasi matrixok elemeire is szilkségiink van. Késébb latni
fogjuk, hogy fizikai szempontbdl értelmes mennyiségekben valamennyi azonos
részecske egyforman szerepel. A tér kiilonb6z6 irdnyai azonban csak akkor egyen-
értéklek, ha minden irany egyenrangt mind a keresett fizikai mennyiség képleté-
ben, mind pedig a vizsgalt specialis mechanikai problémaban. Ha példaul egy
dip6lusmomentum valamelyik komponensét vizsgaljuk, méris Kitlintettlink egy
irdnyt.

Harom egyszer( lemmaval kezdjiik; ezek valojaban a matrixok elemi elméle-
téhez tartoznak.

a) Az olyan matrix, amely minden val6s vektort valds vektorba transzformal
at, maga is valés, vagyis minden eleme valds. Ha ezt a matrixot a k-adik egység-
vektorra (ennek fc-adik komponense 1, a tébbi 0) alkalmazzuk, eredményiil a
matrix /c-adik sorat alkotd vektort kapjuk. E sornak tehat valosnak kell lennie.
Ez az érvelés azonban barmely k-ra érvényes, tehat a matrix valamennyi sora valos.

b) Belattuk a 3. fejezetben (a 34. oldalon), hogy a O matrix komplex ortogo-
nalis, ha tetsz6leges két vektor kdzonséges skalarszorzatat valtozatlanul hagyja,
vagyis ha ((a, b))—((Oa, Ob)). Egy ezzel egyenértékl feltétel is kimondhatd
egyetlen tetsz6leges vektor segitségével. Az O matrix komplex ortogonalis, ha egy
tetsz6leges vektor hossza a transzformacié soran valtozatlan marad.

Tekintsiink két tetsz6leges a és b vektort, és legyen v=a+ b. Ekkor O komplex
ortogonalis voltara Gj feltételink a kdvetkez6:

(v V))=((Ov, Ov)).

Felhasznalva, hogy ((a, b))=((b, a)), ez igy irhat6: ((a+b, a-f-b))=((a, a))+
T ((b, b))+2((a, b))=((Oa, Oa))+((Ob, Ob))+2((Oa, Ob)). Feltételink szerint
azonban ((a, a))=((Oa, Oa)) és ((b, b))=((Ob, Ob)). igy tehat

((a b))=((Oa, Ob)).
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Ebbél kovetkezik, hogy O komplex ortogonalis. Hasonlé6 médon mutathaté meg
az, hogy U unitér, ha (v, v)=(Uv, Uv) minden vektorra érvényes.

Az olyan matrix, amely minden val6s vektort valos vektorba visz at, és minden
valos vektor hosszat valtozatlanul hagyja, forgatas. E tétel geometriai alapja az az
egyszer(i tény, hogy ha a kiinduld és transzformalt alakzatban minden tavolsag
ugyanaz, akkor a transzformacié csupéan forgatas lehet.

c) Hatarozzuk most meg a kétdimenzids egységnyi determinansu

unitér matrix altalanos alakjat. Tekintsiik e célbol az uul=1 szorzat elemeit.
a*c+b*d=0-bdl kdvetkezik, hogy c=-b*d/a*, ezt az ad-bc= 1 egyenlségbe
helyettesitve kapjuk, hogy (aa*+ bb*)d/a*= 1. Tovabba aa*+bb*=I fennallasa-

bol kovetkezik d—a* és c—b*. igy az altalanos kétdimenzids egységnyi determi-
nansi unitér matrix alakja:

a bj
-b* a*\ 590
és még \a\2+ [6|2=1.
4. Tekintsik most a ,,EuM/f-matrixokat” :

fo n io i) f-1 01
s*~[1 oj” Sy~{-i oj” Sj_( 0 Ij' (15110)

Minden zérus 4tl6sszogi kétdimenzids h matrix ugy értelmezhet6, mint e matrixok
linearis kombinacitja: h=xsX+ys3-|-zsz=[r, S]; vagy részletesen

M 4 ~ 4 497)-

Itt 2x=hi2+h2l; 2iy=h12—i2 és z——hn=+h2 Ha x, y és z valdsak, akkor h
hermitikus.

Transzformaljuk most h-t tetsz6leges egységnyi determinansi unitér matrixszal;
az igy kapott h= uhu matrix atldja zérus, igy hismét sx, sy és s, linearis kombina-
cidja.

h=uhuf=u[r, SJut=x'sA¢ /s ;-|-z'sz (15.11)

U bl n x1 % X'Vy) A
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Ez az egyenlet megadja (x1y', z')-1mintx, y, z linearis flggvényét. (15.11a) segit-
ségével felkutathatd az az Rutranszformacid, amely r=(x,y,z)-1 atviszi az Ru=
=r'=(x"y', z')-be:

X'=\ {82+ a*2—h2—b*x+ \ i(a2—a*2+ b2—b*y + (a*b* + ab)z,
y'="i(a*2—a2+b2—b*)x+ \(a2+a*2+b2+b*Qy+i(a*b* —ab)z, (15.12)
7' ——a*b+ ab*)x+ i{a*b- ab*)y+(aa*—bb*)z.

Az R,, métrix tényleges alakja e kifejezésben nem érdekes.4 Az lényeges, hogy
X'2+Yy'2+7'2=x2+y2+172, (15.13)

és ez annak a kovetkezménye, hogy h és h determindnsa megegyezik, (b) szerint
tehat az Rutranszformacionak komplex ortogonalisnak kell lennie; ez a (15.12) kép-
letb6l kozvetlendl is belathato.

h hermitikus, ha h is az; méas szoval r'= (x', y\ z") valds, ha r= (x, y, z) is valds.
Ebb6l kovetkezik (a) szerint, hogy Ru tisztan valds, amint az (15.12)-b6l kdzvet-
leniil is belathaté. lly modon Raforgatds: minden kétdimenzids unitér egységnyi
determinansd matrix valamilyen haromdimenzids Ruforgatasnak felel meg; a meg-
feleltetést (15.11), illet6leg (15.12) adja meg.

Ru determinansa +1, mert amint u folytonosan atmegy az egységmatrixba R,, folytonosan a
haromdimenzids egységmatrixba megy at. Ha e folyamat elején a determinans —1 lenne, akkor
at kellene ugrania a +1 értékre, ez azonban lehetetlen, tehat Ru tiszta forgatas minden u-ra.

A megfeleltetés olyan, hogy két unitér g és u matrix qu szorzatanak a megfelel6
forgatdsok Rgu= Rg Ruszorzatafelel meg. Ha (15.11)-et u helyett g-ra alkalmaz-
zuk, akkor

qlr,S]g+=[Rar,S], (15.123)
ezt pedig u-val transzformalva
ugjrSJgV ™ u[Rar, SJuf= [R,Rar, S]= [Rur, S].

Itt ismét (15.11)-et hasznaltuk fel igy, hogy r helyett Rqr-et és u helyett ug-t irtunk,
igy tehat a kétdimenzids unitér + 1 determindnsd matrixok (,,unitér csoport™) és
a haromdimenzioés forgatasok csoportja k6zétt homomorfizmus van; a megfelel-
tetést (15.11) és (15.12) adja meg. Megjegyezzilk azonban, hogy ezidaig nem mu-
tattuk meg, hogy az egész forgascsoport és a kétdimenzios unitér csoport kdzott
létezik homomorfizmus. Ez azt jelentené, hogy R,, az 6sszes forgatéast befutja, mi-

4 A (15.12)-ben szerepl6 és a forgatast jellemz6 komplex a és b paramétereket (\a\2+\b\2= 1)

Cayley—KIlein-paramétereknek szokas nevezni. Rovidség kedvéért a kétdimenzids egységnyi deter-
minansy unitér matrixok csoportjat gyakran unitér csoportnak fogjuk nevezni.
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kdzben u a teljes unitér csoporton fut at. Ezt rdvidesen bebizonyitjuk. Azt is meg
kell jegyezniink, hogy e homomorfizmus nem izomorfizmus, mivel ugyanannak a
forgatasnak egynél tobb unitér matrix felel meg. Ezt is részletesen belatjuk majd a
tovabbiakban.

El6szor feltételezzik, hogy u a diagonalis u,(a) matrix (vagyis legyen b—0 és
késébb vilagossa valé okok miatt legyen a=e~iia). igy \a\2= 1 és a valds.

u,M =(e0* . 1) (15.14a)
(15.12) -b6l lathatod, hogy a megfeleld forgatas

cosa sina 0
Ru= —sina cosa0 , (15.14a")
0 0 1

ez a szogl forgatas a Z tengely koril. Tegylk fel ezutan, hogy u valos:

( cosi B —sin4fl
cos <150 4b>
(15.12) szerint

cosB 0 —siniB
RW= 0 1 0 , (15.14b"
+sinB 0 cos B3

amely B szdg(i forgatas az Y tengely koril. A harom unitér matrix ula)u2/3)uly)
szorzatanak a Z tengely korll y, az Y tengely koriil B és a Z tengely koril a szogl
forgatdsok szorzata, vagyis az a, B, y Em/er-sz6gekhez tartoz6 forgatés felel meg.
Ebbdl kovetkezik, hogy a (15.11)-ben definialt megfeleltetés nemcsak egy harom-
dimenzios forgatast rendel minden kétdimenzids unitér matrixhoz, hanem legalabb
egy unitér matrixot is minden valddi forgatdshoz. Nevezetesen a

' 0 )(cosE/? —sin1/31(e“*v 0 1_
0 e*fal(sin!/S  cos|/?J( 0 e*yJ—
(15.15)
= (e“**cos| 3 me-*ly - e~ilxsintlR- e*v)
[eilx sin IR me~iy cos\ B meilyj
matrix megfelel az {a, §, y} forgatasnak. igy e homomorfizmus val6ban az unitér
csoport homomorfizmusa a teljes haromdimenzids forgascsoportra.
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Hatramaradt még a homomorfizmus multiplicitasanak kérdése, vagyis az, hogy
hany unitér u matrix felel meg ugyanannak a forgatsnak. Elég azt megnézni, hogy
hany unitér u0 matrix felel meg a forgascsoport egységelemének, vagyis az x'—
=X, y'=y, z'—z transzformécidnak. Ezekre az uOmatrixokra az uthuf0= h azonos-
sagnak minden h-ra igaznak kell lennie; ez pedig csak akkor kovetkezik be, ha
u0 az &llandd matrix (b= 0 és a=a* val6s) u0= (1) (mivel \a\2+ \b\2= 1). igy a
forgascsoport egységelemének a (+1) és (-1) unitér matrixok és csak ezek felel-
nek meg. E két elem az unitér csoport invarians alcsoportjat alkotja, tehat azok
(és csak azok) az elemek, amelyek az invarians alcsoport ugyanazon mellékoszta-
lydban vannak, vagyis u és —u felelnek meg ugyanannak a forgatdsnak. Hogy u
és - uugyanolyan forgatasnak felelnek meg, az kdzvetlen(l belathaté akar (15.11),
akar (15.12) segitségével.

Masként megfogalmazva egyszer(en kijelenthetjik, hogy (15.15) triginometriai
fuggvényeiben csak a fél Euler-szdgek fordulnak el. Az Euler-szdgeket a forgatas
csak 2jt, tehat a félszogeket >kvalamely tobbszérdsének erejéig hatdrozza meg. igy
tehat (15.15)-ben a trigonometrikus fiiggvények csak el8jeltdl eltekintve vannak
rogzitve.

Ilyen modon nagyon fontos eredményt kaptunk: a kétdimenzios egységnyi de-
terminansd unitér matrixok csoportjanak kett6-egyértelmd homomorfizmusa Ié-
tezik a haromdimenzids valodi forgascsoportra vonatkozéan egy-egyértelmd meg-
feleltetés van minden u, —u matrixpar és az Ru forgatas kdzott oly mddon, hogy
uq=t-b6l kdvetkezik, hogy RuRg=R, és forditva RuRg= Rt-bdl, hogy uq= +t.
Az uunitér matrix ismeretében a megfelel§ R,, forgatas legkénnyebben (15.12)-bdl;
és forditva, az {a,R,y) forgatasb6l az unitér matrix legkénnyebben (15.15)-bdl
kaphat6 meg.

AZ UNITER CSOPORT ABRAZOLASAI

5. Az imént levezetett homomorfizmus szoros kapcsolatot teremt a két csoport
abrazolasai kdzott. A kisebbik csoport —eesetiinkben a forgascsoport — minden
D(R) abrazolasabol megalkothaté az unitér csoport egy U(u) abrazolasa, amint
azt mar a 9. fejezetben altalaban kifejtettiik. Ez ugy torténik, hogy az U(u)= D(RY
matrixot hasznaljuk a masodik csoport mindén olyan (u és —u) elemének abrazo-
lasara, mely a homomorfizmus soran az els6 csoport ugyanazon R,, elemének felel
meg. Nevezetesen a D(/i) egységmatrix a +1 és —1 két unitér matrixnak felel meg.
Forditva, ha az unitér csoport minden abréazolasa ismeretes, akkor kivalaszthatjuk
azokat, amelyekben ugyanaz a U(u)= U(—u) matrix abrazolja az u és —u mat-
rixot. Minden ilyen abrazolas segitségével lehet6vé valik, hogy a forgascsoport egy
abrazolasat megalkossuk Ugy, hogy az Ru forgasnak a D(RU= U(u)= U(—u)
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matrixot feleltetjlik meg. Ilyen médon a forgascsoport minden abrazolasat meg-
kaphatjuk.

Legyen az unitér csoport U(u) abrdzolasa irreducibilis. Az u = -1 elem fel-
cserélhet6 a csoport valamennyi elemével; ezért az U (-1) matrixnak felcserélhe-
tének kell lennie minden U(u)-val. Az irreducibilis abrazolasok altalanos elmélete
szerint tehat allandématrixnak kell lennie. Mivel (—l)2 e csoportelem négyzetét
az egységmatrix abrazolja.5igy tehat vagy

U(-1)=+ U(l), vagy pedig U(-1)=-U(I).

Az olyan &brazolast, amelyben U(—1)= + U(l), paros abrazolasnak nevezziik.
Paros abrazolasban U (-u)= U (-U (u)= U()U(u)= U(u), vagyis ugyanaz a
matrix felel meg az ués a —u elemnek. A paros abrdzolasok tehat a forgascsoport
regularis dbrazolasai, ezek az 1 szakaszbol mar valamennyien ismeretesek.

Az olyan abrazolast, amelyben U (-1)= - U(l), paratlan abrazolasnak nevez-
zlk. Paratlan abrazolasban U (-u)= U (-)U (u)= - U(u); ellenkez6 el6jell
matrixok felelnek meg el&jelben kiilonbdz6 elemeknek. Az unitér csoport paratlan
abrazolasai nem a forgascsoport reguldris, hanem csupan a ,,kétérték(i” vagy mas-
ként ,fél-egész” abrazolasait szolgaltatjak; ezekben két matrix, U(u) és U (-u)=
= U(u) felel meg minden egyes RU= R_Uforgatasnak; az egyik matrix elemei el6-
jelben kiléonbdznek a masik elemeitdl.

Az unitér csoport egyik paratlan abrazolasat maga a csoport alkotja: U(u)=u.

A forgascsoport megfelel6 D(« ,,kétérték(i” abrazolasaban az {a, 3, y }a homo-
morfizmusban az R-nek megfeleltetett u= U(u) matrixnak felel meg. Ilyen mddon
(15.15) szerint

D(i){x R =- I,>COS2/?'e |V ~e 4 5
Ol y)} (|Ig|,a sin® .g ||/y g*faagggl R le?:!"'y’]‘ (1516)

Az els6, illet6leg a masodik sort vagy oszlopot —jr, illet6leg +  sornak vagy

oszI(I)pnak szokas nevezni. (15.16) alatt felirtuk a forgdscsoport els6 kétértéki ab-
razolasat

Kétértékii abrazolasra D(R)- D(S)= D(RS) nem feltétleniil igaz; csupan az biz-
tos, hogy D(i?)- 0(5)= £ D(RS), mivel az abrdzolasi matrixok csupan el6jeltdl
eltekintve meghatarozottak. Nem lehetséges tovabba lerdgziteni minden matrix
el6jelét Ugy, hogy az egyérték( abrazolasok szigoru térvénye érvényesiljon. llyen

5 A csoport egységelemének megfeleld U (1) matrix az egységmatrix; dimenzidja az abrazolas
dimenzidja. Azért hasznaljuk az U(l) szimbdlumot az egyszer(ibb 1 szimbélum helyett, mert ez
utébbival az unitér csoport egységelemét jel6ljiik, ez pedig mindig kétdimenzids.
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modon a kétértékl abrazolas szerkezete nem olyan, mintha egyérték(i abrazolas-
ban az elGjeleket egyszerien hatérozatlanul hagynank. Ez példaul (15.16)-bdl is
lathato: a n szogl forgatasnak a Z tengely koriil a + isz matrix felel meg; e matrix
négyzete -1 = -sg, tehat a 2n szdgli forgatas megfelel6je. Az ilyen forgatés tulaj-
donképpen egyaltalan nem forgatas, hiszen mindent valtozatlanul hagy; ez tehat
a csoport egységeleme. igy kell, hogy a megfelel&je legyen az egységmatrix is; nem
lehet tehat az abrazolast egyértékiivé tenni (15.16)-ban az el6jelek megvalasztasa-
val.

6. Most hatarozzuk meg a kétdimenzios unitér csoport irreducibilis dbrazola-
sait. Tekintsiik s-nak és C-nak n-ed fok( homogén polinomjat. Ha végrehajtjuk a
valtozok

e'= ae+ bt
(15.17)
t'=b*e+a*t

-z

tetsz6leges linedris transzformacidra igaz, most unitér transzformacidkra korlato-
zodunk.) Ezért a kdvetkez6 n+ 1polinom: en e~K, e" 2@, »¢ etn~K C'az unitér
csoport egy n+ 1-dimenzi6s abrazolasahoz tartozik. Legyen n=2j, igy azonnal a
forgascsoportnal szokésos jeldlést kapjuk meg; az abrdzolas dimenzidja ekkor
2j+1;j vagy egész vagy félegész.6 Tekintsiik az

J+vt-j-v

I,(£C)= C - (15.18)

Hj+Mj'/ﬂ

polinomot, itt /i-nek 2j+ 1értéke lehetséges: —, — + l-j+ 2, o, j-2«0-1j;
ezek egészek egész j-re és félegészek félegész /-re. A [0-1-)*)10—*)!] llando
tényez6t azért csatoltuk e~+~-~-hdz, mert latni fogjuk, hogy igy a 2/+ 1 szamu
(15.18) fliggvényre az UWabrazolas unitér abrazolas lesz.

Megalkotjuk most7a (11.19) egyenlet alapjan P,,/fa, C/F

P,, 1,(«» 0 = fl(a*e-bC, b*s+at)=

15.19
(@*e-bQJI+I(b*B+at)n _ ( )

V(y+iu)!(j-p)!

6 Ez azt jelenti, hogy i/2-del kiilonbdzik egy egész szamtol.
TUitt a (15.17) unitér transzformacio. A 11. fejezetben PR-et csak valds ortogonalis R-re
definialtuk. Ebben az esetben, amikor u unitér, (11.18)-bol kdvetkezik, hogy

Xr 2 R*xj lép (1L18b) és R=iRjt helyébe
j
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A binomialis tétel felhasznalasaval kifejtjik a jobb oldalt, hogy kifejezhessik azt
oxz.fu—k linearis kombinaciojaként. A kovetkez6t kapjuk:

A n, Vg+mi-ri'.

Xaka*i+H,~xb* b*: A~*g2) "-*>*4x\ (15.19a)
Itt az Osszegezés hatarait elhagyhatjuk és az 0sszegezést az Gsszes egész szamra
kiterjeszthetjiik, mivel a binomialis egyutthatok eltlinnek, ha x vagy x* az 6sszege-
zés tartomanyan Kkivil esik. Legyen j—x—x'—y', ekkor m'-nek egész /esetén az
Osszes egeészen, félegész j esetén az dsszes félegészen kell atfutnia. (15.19a)-ban
£-nak és u-nak minden fliggvényét (15.18) alapjan /Hvel kifejezve kapjuk, hogy

P f(HE\=Y yt LUy ~Cbh)4j~I(+fi)[{—Hi)!
udu X\(J-fx-xy.(j+ fj,-x)\(x+ fi'-fi)\X (15.20)

Xa a*i+>-* p*b*x+,'-"“ffa Q).
U)(WV,, nem egyéb, mintj], egyltthatoja a jobb oldalon:

Ua,(uy =y (-If_nrWhr~n 1')-U-P")! ns 2n

K (-t -xy (jHV-xy L (x + tx-fa. (15721)

E kifejezések egyszer(ibbek, ha p'=j, vagyis, ha az 4brdzolasi matrixok utolsé so-
rairdl van szo, mivel ekkor a faktorialis miatt csak a x=0 tag marad meg:

U(u). = 1/ -——-- No) :----- a*j+n H5?1a1
lv ro(/+/*)1(/-1*)! (1521a)
Megkaptuk most az U (i) abrdzolasokban a matrixelemeketj minden lehetséges
értékére:7=0, +, 1, f, — Hatravan még annak bizonyitasa, hogy a (15.21) abra-
zolasok unitérek és irreducibilisek, tovabba hogy a kétdimenzids unitér csoportnak
a fentieken kivil nincs mas abrazolasa.
7. El6szor azt bizonyitjuk be, hogy a (15.21) abrazolas unitér. A bizonyitas
azon alapul, hogy azfR polinomokat (15.18)-ban ugy valasztottuk, hogy

N I A — |e2|Y+ly2]y-"_(Ifid+ 1202y (15 221
[ (/+#%)1(/-#%)! 11 @y)! (1522)

teljesuljon. Hasonldképpen Put-nek (15.19) definicidja miatt
zip
\Y Y+HYO-ny
=WT (Ja*e-K[2+ 1"+ «a22=")T (N4 KW - (15.22a)
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Az utolsé Iépés vagy kozvetlen szamolashdl, vagy u unitér jellegébdl kovetkezik.
(15.22)-vel 6sszehasonlitva lathatd, hogy a£ /,/* 6sszeg invariansa P,, operacidval
szemben, tehat "

2 Ip./i2=21/2 (15.23)

Ez biztositja majd a U (J) brdzolasok unitér jellegét. Valdban, ha emeédbrazolassal
helyettesitjik P,//Mmek/uwvel megadott kifejezését, akkor

22u8$/,2 sy, = 2/LI* (153>

Ha a (2/+ 1)szama /j./j’ fliggvények linearisan fuggetlenek, akkor (15.23)-hé1 és
(15.23a)-bdl kdzvetleniil adédik, hogy

T 110nd*=<3 . (15.24)
M

amely annak feltétele, hogy U (>unitér.
Mihelyt megmutatjuk, hogy nem létezik linearis dsszefliggés az /*./*.-k kdzott,
vagyis hogy a

2 (15.E.2)

egyenlethdl sziikségképpen kovetkezik cfi~=0 fennallasa,u (/1 unitér voltat bi-
zonyitottuk. A (15.E.2) egyenletnek az e és L, valtozok minden értékére fenn kell
allnia, hiszen (15.23) és (15.23a) érvényes minden komplex e-ra és £-ra. Tegyik fel,
hogy e valés. Ekkor A=2j+fx'+ 1" segitségéve] az a kdvetelmény, hogy e*egyitt-
hatéja tlinjék el, Js*3 ;--val vald osztas utan igy irhatd:

2 csa-2j-M(W =0.
Ez azonban azt jelenti, hogy c/>a 2y 5-=0, mivel (E*/£) a komplex egységkozt

szabadon futja be; tehat exp (ir) alakba irhatd, ahol r tetszéleges valos értéket
vehet fel. Ekkor azonban minden val6s r-ra

2v,»;:-,'e'""0
m
csak Ugy elégulhet ki, ha valamennyi c eltlinik; ebb6l pedig az fuggvények
lineéris fuggetlensége kovetkezik.
8. Az U « matrixrendszer irreducibilitdsat ugyanigy lehet megéallapitani, mint

ahogyan az 1 szakaszban a forgascsoport D(/) abrazolasainak irreducibilitasat
megallapitottuk; minden olyan M matrix, amely minden u-ra (vagyis minden
olyan (-ra és b-re, amely az \a\2+ |b|2= 1 feltételt kielégiti) felcserélhetd6 U<J>(u)-val,
szlikségszer(ien a konstansmatrix. Legyen el6szér u a (15.14a)-ban felirt ut(x) ala-
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ku; vagyis legyen b=0, a=exp (—}/«). Ekkor a (15.21) 6sszegben csak a x=0 tag
marad meg, s ez csak akkor nem zérus, ha n=u'. Kapjuk tehat, hogy

05.25)

igy U”-ben ama matrixok, amelyek az u,(a) unitér transzformacidknak felelnek
meg, ugyanolyan alakdak, mint (15.6), y azonban — eltér6en (15.6)-ban /-t6i —
mind félegész, mind pedig egész lehet. Ezekkel a matrixokkal azonban csak diago-
nalis matrix cserélhetd fel, igy M-nek diagonalisnak kell lennie. Vegyiik észre to-
vabba, hogy (15.21a) kdvetkeztében U (l utolsé sordban egyik elem sem tlnik el
azonosan. igy Uy)M és M U W/-soranak elemeit egymassal egyenlévé téve ugyan-
agy, mint (15.E.1) esetében, arra jutunk, hogy

Mkk=Mn,

vagyis M élland6 matrix, ezért az U ) dbrazolas irreducibilis.

9. Azt is megmutathatjuk, hogy az unitér csoportnak U <J-n kiviil nem létezik
abrazoléasa, mégpedig ugyandgy, ahogy azt a 2. szakaszban a forgascsoport abra-
zolasaira tettiik meg. EI6sz6r meghatarozzuk az ,,unitér csoport” osztalyait. Mivel
minden unitér méatrix unitér matrixszal transzformalhato, e transzformécié utan
minden matrix u,(a) alak( lesz, itt az « paraméter 0-t6l 2:7-ig valtozik (Uj(—a)
u,(a)-val ekvivalens). Mindazon u-k, amelyek ugyanarra az u,(a)-ra transzformal-
hatok, ugyanabba az osztdlyba tartoznak. (Az a feltevés, hogy csak csoportele-
mek — csak egységnyi determinansi unitér matrixok — fordulnak el6, nem zava-
ré, mert minden unitér matrix felirhatd egy allandématrix és egy egységnyi de-
termin&nsd unitér matrix szorzataként, és az allandématrixszal torténd transzfor-
maécidt egyszerlen elhagyhatjuk.)

Ud) karakterét meghatarozandd, elégséges minden egyes osztalybdl egyetlen
elem atlésosszegét kiszamolni. Vegyik u,(a)-t mint u,(k) osztalyanak elemét, ehhez
(15.25) adja meg a megfelel6 matrixot. Ennek atldsdsszege

E»= 2 e*, (15.26)
p—1
ahol az 0sszegezést az alsotdl a fels6 hatarig egész 1épésekkel kell végrehajtani.

Vilagos most mar, hogy az unitér csoportnak mas irreducibilis abrazolasa,
mint Ua)J=10,i, 1 I, ..., nem létezik. Az ilyen &bréazolas karakterének ugyan-

is megfelel6 sulyfuggvénnyel szorozva valamennyi |(a)-ra, tehat a |Q@), !'*(«)
[,(a)— 0(a), li(a)—£,(a) fliggvényekre otrogonalisnak kell lennie. Az olyan fligg-

vénynek azonban a Fourier-tétel értelmében el kell tlinnie, amelyik a 0, 2n inter-
vallumban ortogonalis az 1,2 cos (§-a), 2 cos a, 2 cos (f a), ... fliggvényekre.
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A HAROMDIMENZIOS VALODI FORGASCSOPORT
ABRAZOLASAI

10. Az unitér csoport minden abrazolasa egyben a forgascsoportnak is egy-
vagy kétértéki abrazolasa. Az U»(u) matrix felel meg az fa, 8, y} forgasnak, ha
a homomorfizmus az u unitér transzformaciot viszi at az fa, B, y} forgatasba,
u-nak a és b egyditthatéit (15.15) adja meg:
I
a= e~iix cos \ReTiiv, =-~e i,asin $Reiiy. (15.153)

Az fa, 3, y}-nak megfelel6 abrazolasok matrixelemeit dgy kapjuk meg, hogy
(15.15a)-t behelyettesitjik (15.21)-be. E helyettesitésbdl adodo abrazolast azért
transzformalhatjuk az MxXX=bxd~2 atlos matrixszal, hogy a jeldlésekben (15.16)-
tal 6sszhangba jussunk. Ez azt jelenti, hogy a fi' sort / v -vel, a // sort i*-vel
szorozzuk, igy a /ifi' egyltthatdé szorzoja i2u ¢>=(—21@ lesz. Az U (»-bdl
igy kapott abrazolast D(J,({a,/?, y})-val jeloljik; ennek egyitthatdi:

BU(K Ar),,=Z(-Ir ﬁ (-p —*O\{+ [x-x) W\ (x+fi ~f1)1 HTi'X

(15.27)
Xe"™acosZ +u_u ~2X\B sin2kK“~/ \R & v.

A D<>4abrazolas (2/4- 1)-dimenzids, j vagy egész, vagy félegész. oszlopait és
soraita 5, 5§+ 1, ..,,j—1,] egész vagy félegész szamok jeldlik. (15.27)-ben az
0sszegezés x minden egész értékén végigfuthat (a nevez6 faktoridlisai végtelenné
valnak, ha x nem esik abba a tartomanyba, amelyet 0 és fi—ft! koziil a nagyobbik,
illet6legj —fi' ésj+fi kozil a kisebbik szam hatarol.) A fi=j és// =] esetre vonat-
koz6 képlet kilondsen egyszer(: az els6ben csak a x=0, a masodikban pedig csak
a x—j+n tag fordul el6:

Dw({a, B, y})j =j/ e'*cos '+" { Bsin'-* Reiuy, (15.27a)

DO)({«, B, y\)ju~ (- 1¥+"Y (.J*) e~Jacos™*} B sin'4-*i Beiwy. (15.27b)

Z tengely korili forgatasra szintén killéndsen egyszerii alakot 6lt valamennyi
abrazolasi egyuitthatd, a szogli forgatasnak a Z tengely koril a homomorfizmus-
ban az Uj(a) unitér transzformacio felel meg; a megfeleld dbrazolasi matrix egyitt-
hat6it (15.25) adja. Az fa, 0, 0} forgatasnak megfelel6 matrix DO,-ben tehat atlds
maétrix, melynek diagonalis elemei: exp (- ij<x), exp (-/(;- Da), ..., exp (/(/I—)a),
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exP (- (/“) (i5.27)-b6l kdzvetlenil megkaphatjuk ezt az eredményt, ha R=y= 0
helyettesitiink. A D<X{a, 0, 0}) matrixot mar (15.6)-ban explicit formaban meg-
adtuk, e képlet most nemcsak egész /-re, hanem félegészj-re is érvényes. Ugyanez
igaz (15.8)-ra is.

D(J)-karaktere z (jI(f) a qszogi forgatas atlos dsszege

xNf)= 2 e'"=
1+ 2 cos </>+.. .+ 2 cosj(p( je gész) (15.28)
2cos N P>+2cos | <>+... + 2 cosjp (] félegész)

Reguléris abrazolasokban csak olyan j-k fordulnak el6, amelyekre U " (—1)=
= ub")(n,(29)) a pozitiv egységmatrix. (15.25)-b6l lathatd, hogy ebben az esetben
Ir, tehat) is egész. Ekkor D<hazonos az 1 szakaszban levezetett D”-lel; ezt a ka-
rakterek egyenl@sége is mutatja.

Félegész /-kre a D<h abrazolas kétérték(; az {v.Ry) forgatas + D<n({a/?y})-nak
felel meg. Ez nem jelenti azt, hogy D<h elemeinek el&jelét kiilon-kiilon megvaltoz-
tathatjuk. Csak az egész matrix (vagyis egyszerre valamennyi elem) el6jelét valtoz-
tathatjuk meg. Az Ruforgatas két unitér matrix (u és —u) megfelel6je; ezek mind-
egyikének egy egy matrix (U«>(u) és U«>(-u)) felel meg; félegész /-re az utdbbi
—U<h(u)-val egyenl6. E két matrixnak és csak ezeknek megfelel6je Rua D<-h-ben.
Voltaképpen a kétérték(i abrazolasok egyaltalaban nem abrazolasok. Paulti spin-
elméletének taglaldsa soran azonban ezekre sziikségiink lesz.

A forgéascsoport abrézoldsainak elmélete J. Schur+ol szdrmazik. A kétértékd
abrazolasokat el6szor H. Wey1 allitotta el6.

11. Az els6 néhany abréazolast explicit alakban most adjuk meg. D<°)(R)=1
és D(J)(J?)-et (15.16) adja. A kovetkez6 abrazolas D(1)(R):

(_fal +cos/? sinf? ,,—al coshi
o 2 i1 1
DA{a,”? y})= e_y cos/? _IHL”eV  (15.29)
a n
»fal-cos B »-iy Jfa sin B 1+ CO8R _v
2 V2 2

Ebben az egyenletben a félszogek trigonometriai fliggvényeit a teljes szogek fiigg-
vényeivel fejeztik ki.
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A forgascsoport abrazolasai koziil legalabbis az egyértékieket ismerik a fizikusok, mivel ezek
éppen a vektorok, tenzorok sth. transzformacios szabalyai. Ha 0j koordinata-rendszerre tériink
at, akkor a vektor vagy tenzor (j komponensei a régi koordinata-rendszer komponenseinek li-
nearis kombinacioi lesznek. Ha a komponenseket a régi rendszerben Tr-val jel6ljik (itt a akar

tobb indexet is 6sszefoglalhat), akkor az (j koordinata-rendszerben a Ta' komponensek a kdvet-
kez6k lesznek:

Kg 3m )T, (15.30)

Itt kilén feltlintettik a transzformacios egyutthatok fiiggését az Gj koordinata-rendszernek a
régire vonatkoztatott R elforgatasatél. Ha masodszor is Uj koordinata-rendszerre tériink ra,
ezUttal mondjuk az S forgatassal, akkor kapjuk, hogy

7-; = % D(S)rnr‘_z ré D(S)ThD(R)ma T,,. (15.31)
T"-k a tenzor komponensei az SR forgatassal kapott koordinata-rendszerben, ezért az is igaz, hogy
T'= £ D(SR)T Ta. (15.32)

Mivel (15.31) és (15.32) a TOtenzorkomponensek tetszéleges értékére érvényes, azért
D(SR)z= 'ch(S)rQ DR),»,,; D(S/?)=D(S) D(R). (15.33)

Ezért a vektorok vagy tenzorok komponenseinek transzforméacios matrixai a forgascsoport vala-
mely abrazolasat alkotjak.

igy példaul a vektorok transzformacios matrixai éppen az R forgasi matrixok, ezek sajat cso-
portjuknak egy abrazolasat alkotjak. Ez az abrazolas DI'l-gyel ekvivalens. A skalarok ,transz-
formécios matrixa” Di°l.

A leggyakrabban el6fordulé tenzorokhoz tartoz6 abrazolasok azonban nem irreducibilisek,
ugyanis a tenzor komponenseibdl olyan linearis kombinaciok képezhet6k, amelyek egymas kozott
transzformalédnak. A reducibilis abrazolasokat az a matrix viszi at redukalt alakba, amellyel az
eredeti komponensekbdl ezek a linearis kombinaciok képezhetdk.

Tekintstink példaul valamely masodrend(i tenzort, amelynek komponensei Txx, Txy, Txz, Tyx,
Tyy, Ty2, Tzx, Tzy, Tzz. Ez a tenzor egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus tenzor 6sszegeként
irhat6 fel. Az el6bbi hat komponense: Txx, Tyy, Tzz, Txy+Tyx, Tzx+Txz, Tyz+Tzy, az utébbi ha-
rom komponense: Txy—Tyx, Tyz—Tzy, Tzx- T xz. Az antiszimmetrikus tenzorhoz tartoz6 abrazo-
las ekvivalens DO)-gyel és irreducibilis, a szimmetrikushoz tartozé azonban nem az. Komponen-
seinek van egy olyan linearis kombinacidja, amely invarians, ez pedig T=TXX+Tyy+Tzz. A ma-
radék ot linearis kombinacio, Txx—\T, Tyy- \T, Txy+Tyx, Tyz+ Tzy, Tzx+ Txz nem mas, mint egy
zérus atlésdsszegli szimmetrikus tenzor 6t egymast6l fliggetlen komponense. Ezek egy D(2l-
ekvivalens irreducibilis dbrazolashoz tartoznak.

Utolsé megjegyzésiinkkel ramutattunk, hogy miért nem elényds az irreducibilis abrazolasok
sorait és oszlopait azon tenzorkomponensek szimbolumaival jeldlni, amelyekre vonatkoznak.
Ez ugyan s tulsagosan sok komponenshez vezetne. A zérus atl6sosszeg(i tenzor TXX—*T kompo-
nensét elhagyhatjuk, helyette a Tzz—JTmennyiséget hasznalhatjuk.
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D(I'-ben a harom sor nem a vektor x, y és z komponensére vonatkozik; igy ugyanis D'l
valds volna. A D(1) abrazolas olyan Tfvektor transzformacioéjat hatarozza meg, amelynek kompo-

nensei

F_=— (X+iY),
r
To=2, (15.34)
T+l= r {X-iY)
fi

D<*) a (15.34)-ben megjelend matrix segitségével attranszformalhat6 a vektor x, y és z kompo-
nenseire alkalmazhat6 abrdzolasba, vagyis magaba az R forgatds matrixaba. Ez belathato, ha
(15.29)-b61 DO)({a00})-t és D(I>{09)Pt a (15.34) alatt leirt transzformécioval jobbrol és annak
adjungaltjaval balrél megszorozzuk. Az els6 esetben a (15.14a’), a masodikban a (15.14b") mat-

rixot kapjuk.
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16. A DIREKT SZORZAT ABRAZOLASAI

1. A legtobb fizikai problémaban nem egy, hanem egymas mellett tébbféle szim-
metria érvényesil. A vizmolekula esetében példaul a differencidlegyenlet a kdvet-

kez6:

D 82
A

h2 6 d2 \
§ L) V+ W=EWw (16.E.1)

h2
“2n*F2 W ~2T

Itt M az egyes hidrogénmagok témege; xbpedig azok Descartes-koordina-
tai; m az elektrontémeg; ..., \Daz elektronok Descartes-koordinatai. Az oxi-
génatomot nagy tdmege miatt a tdomegkdzéppontban nyugvdnak tekintjik; a téle
szarmaz6 potencialis energiat K-be beleértjik. A (16.E.1) problémanak tobbféle
szimmetridja van: el6szor is a hidrogénmagok koordinatai, azutan az elektronok
koordinatai felcserélhetek, végiil az egész rendszer elforgathatd. A forgatasok ko-
z0tt nemcsak a valédi forgascsoport, hanem a teljes forgads—tiikrozés-csoport sze-
repelni fog. Felmer(il tehat a kérdés: hogyan kell a szimmetriatulajdonsagok egyiit-
tes hatasat figyelembe venni?

2. A fent emlitett harom operaciénak megvan az a tulajdonsaga, hogy az egyik
tipusu operator felcserélhetd a masik tipus operatoraival. Nyilvanvald, hogy nem
adadik kiilénbség, ha elészor felcseréljik a részecskék koordinatait és utana for-
gatunk, vagy ha el6szor forgatunk és a permutacidt utdna hajtjuk végre. Ezért fel-
tesszlik, hogy barmely operatorcsoport minden eleme felcserélhetd a vele egytt
vizsgalt mas operatorcsoportok elemeivel.

El6szor tekintslik azt az esetet, amikor (16.E.1) csupan két csoporttal szemben
invarians. Legyenek e két csoport elemei E', A2 A3 Anés E", B2 B3, Bm.
Ekkor (16.E.1) nemcsak a P£ =1, PAI, PMmésa PE=1 PR, ..., PBnopera-
torokkal, hanem eme operatorok valamennyi n mm szamu P 4P 8" szorzataval szem-
ben is invaridns (az el6bb emlitett felcserélhet6ség miatt P, k-P =P *Pgj-
A P4P az operatorszorzas torvénye szerint csoportot alkotnak, mert két elem
szorzata ismét ilyen elem:

Pa*PB1' P&PBi=P 4 wPnkPIlP.S ;, PAKRKP i1 'm (16.1)



E csoport egységeleme a Pf.. « PF = 1 egységoperator. Ezt a csoportot a P, és PB
csoportok direkt szorzatanak nevezzik; ez alkotja (16.E.1) teljes szimmetria-
csoportjat.

Altalaban a direkt szorzat elemei a két E', A2 ...,AnésE", B2 ..., Bmcsoport-
bol mint ,,tényez6bo'l” alkotott A B x parok. A csoportszorzas térvénye:

AKBXe AxBr =AxAx. BBxBx.=Ax.Br, (16.1a)

ahol Ax,,=AyAx, és Br = B R },. Egyszer(iség kedvéért Ay mE" helyett Ax-t és E' mBx
helyettBx1lirunk.(16.1)és(16.1a)szerint abAx -5r kcsoportjaizomorfa P4 P /b-k
csoportjaval; ezért frhatjuk, hogy PA®Br=P/¥Bn. A P, K I/lcsoport abrazolasai
helyett ezért vizsgalhatjuk az Ax mBx-k csoportjanak abrazolasait.

3. Két csoport direkt szorzatanak abrazolasat ugy kutatjuk fel, hogy el6szor az
egyes tényezék Ax illetéleg BAelemeinek valamilyen &brazolasban megfeleltetett
a(Ax) és b(Bf) matrixok direkt szorzatat feleltetjilk meg az A 8 } elemnek. Az
a(NjX b(B;)=d(~R Amatrixok valoban a direkt szorzat egy abrazolasat alkotjék,
hiszen (2.7) szerint

a(zUxb(R,) «a(Ax,)Xb(Br)=a(AJ ma(Ax,)Xb(B,) *b(By)=
(16.2)
=a(AxAy.)Xb(BRR.

Vagyis az A B x és AxBr elemeknek megfelel6 a(XJXb(6;) és a(Ax)Xb(Bx.)
matrixok szorzata nem mas, mint az A B xAyB;—AxAyB By elemnek megfelelé
matrix.

A d(™45;)=a(v4jxb (™) matrix elemei a kdvetkez6k:

d{ABX.a."a{A¥.Qb(BR,a (16.2a)

Ha a(XJ és b(j3;) irreducibilis, akkor A(AyB;) is az. Ha ugyanis az (M0Oa..Bj
matrix valamennyi 4{AxBx)-va\ felcserélhetd, akkor

2 MsVieaa{AA,, b(BRa,=2 a{AX)Q@b(BR.aM ~ . (16.3)
@ a

minden wn-ra és 2-ra. Legyen most elszér A=E"', majd utdna B=E", ekkor a(£"),
illet6leg b(E") az egységmatrix, és (16.3) igy irhato:

2 MeV;e.0b(BR,,.= % b(BR.aMeat.a, (16.33)
0

illet6leg A
2 "e'o-.0a" fl(-"X)%*= 2 (16.3b)

c
gy

Me2-el Me2e?2 mmm
(16.E.2)



almatrixai minden d és 0"-re felcserélhet6k minden b(6A-val. Ugyanigy (16.3b)
szerint

M U:2a.
N2a'la* M 2ix';2or"

: : i (i6.e.3)
. . -)

almatrixai felcserélhet6k minden a(Ax)-va\ minden a' és a" mellett. Ezért mind
(16.E.2), mind pedig (16.E.3) almétrixai alland6 matrixok. Kovetkezik tehat, hogy

Moa,eV=ba ,Mu W (16.4a)
M ~;eV=beVMIaM ., (16.4b),

amelybdl
ne~x=ba,,'BBB'Mn .n. (16.4)

Tehat az M matrix maga is szilkségképpen alland6 matrix; vagyis d(dxJSA irredu-
cibilis.

4. Rendelkezésilinkre all tehat a modszer, melynek segitségével két csoport di-

rekt szorzatanak irreducibilis abrazolasait felépithetjik, ha a ,tényez6k” irreduci-
bilis dbrazolasait ismerjik. Hatravan még az a kérdés, hogy vajon a direkt szorzat
valamennyi irreducibilis abrazolasa el6allithato-e ilyen maddon.

Jel6lje az A csoport irreducibilis abrazolasainak dimenzidit g2 93 ..., a
B csoportéit pedig /?,, h2 ___ Az elsd csoport minden egyes abrazolasat a masodik
minden egyes abrazolasaval Osszeparositva a direkt szorzat gfh{ g»*2 ..., gal,
alapjan allithatjuk, hogy valamely csoport irreducibilis dbrazolasainak dimenzioit
négyzetre emelve és 6sszegezve valamennyi irreducibilis 4brdzolasra a csoport rend-
jét kapjuk, tehat

g\+g2+ .. ,=n és h2+h2+ ... =m,

ahol ti és m az A, illetéleg B rendje. Ebbdl kdvetkezik, hogy a dimenzidknak a di-
rekt szorzat fent el6allitott abrazolasaira vett négyzetdsszege egyenlé a direkt
szorzat n mm rendjével:

{gA)2+(g\h|)2+ Wee+ teA)2+(£A)2+ eeefooe —
—g\m+g\m-\-.. .—n-m

Ebbdl kovetkezik, hogy a megadott eljaras valoban szolgaltatja az 6sszes irredu-
cibilis 4brézolést.1

1 Két, egymastol lényegesen killonbdz6 direkt szorzatot vizsgalunk itt meg egyszerre: két cso-

port és két matrix direkt szorzatat. A csoportok direkt szorzatanak eleteblkiis. Az a(AJ és b(B2)
abrazolasok <n(Ak)x b(B2) direkt szorzata felel meg AKBk-nak.

186



Ezt a meggondolast atfogalmazhatjuk agy, hogy folytonos csoportokra is alkalmazhato le-
gyen. Az els6 abrazolasok g\+g\+ ... egyutthatéi — azokat A fiiggvényeinek tekintve2— teljes
rendszert alkotnak A fliggvényeire. Ugyanigy a h\+h\+ ... &brézolasi egyitthatok — mint B
fliggvényei — teljes rendszert alkotnak B fliggvényeire. Ily modon a két fiiggvényrendszerb6l
alkotott szorzatok Osszessége a két valtozo fliggvényeire alkot teljes rendszert.

5 A (16.E.1) differencialegyenlet sajatértékei osztalyokba csoportosithatok:
a teljes szimmetriacsoport (amely a (16.E.l)-et valtozatlanul hagyd operatorok
csoportja) egy adbrazolasa tartozik minden sajatértékhez. E csoport (amely a harom
emlitett csoport direkt szorzata) valamely irreducibilis dbrazolasat ugy legelényo-
sebb jellemezni, hogy a teljes abrazolast felépité harom irreducibilis abrazolas jel-
lemz8 harom szimbolumat hasznositjuk. lly mddon példaul mondhatjuk, hogy
(16.E.1) valamely sajatértéke a A-magok felcserélésének szimmetrikus, a tiz elektron
permutécidjanak antiszimmetrikus, a forgascsoportnak pedig kétdimenzids abra-
zolasahoz tartozik. Ezt az allitast tehat Ggy kell érteni, hogy e hdrom csoport di-
rekt szorzatdnak ama abrazolasahoz tartozik a kérdéses sajatérték, amely a ,,té-
nyez6k” jelzett abrazolasaibdl épiil fel.

Az ilyen sajatérték sajatfliggvénye — ez a harom abrazolés direkt szorzataban
valamely sornak felel meg — harom indexet hordoz, amely azt jelzi, hogy a harom
Osszetevd csoport abrazolasaiban melyik harom sorhoz tartozik. Két olyan sajat-
fuggvény, amely a harom index koziil legalabb egyben kiilénbozik, ortogonalis
egymasra. Ez akkor is igaz marad, ha tetsz6leges szimmetrikus operatort alkalma-
zunk rajuk. Az ortogonalitads egyrészt abbol a ténybdl lathaté be, hogy a direkt
szorzat abrazolasanak kiilénb6zé soraihoz tartoznak, masrészt, hogy — ha példaul
masodik indexiik kiilénb6zik — a masodik csoport abrazolasanak kiilénbéz6 so-
raihoz tartoznak.

Ha a két csoport direkt szorzatdnak a(/t)X b(6) &brdzoldsdban a pa sorhoz
tartozd fiuggvényre hat az elsé csoport PAP~P”"» operatora, akkor a kapott
figgvény az a(/4)Xb(R) abréazolas ler, 2cr, 30\ ... soraihoz tartoz6 fliggvények se-
gitségével felirhatd. Valdban, az egyitthatok olyanok, mintha a masodik csoport
nem is lenne jelen.

I 4PE'fno= é‘ a(A)l/IQp (E'\.ay,,'a=
=2 a(hA),,..0a,%yv =2 «Mk-J1X,,-
kY (A),.»-02, Ry 2, «

Az ailt)Xb(/f) abrdzolds pa sordhoz tartozd fliggvény tehat a(A) g sordhoz és
b(B)a sordhoz tartozik; tehat a kérdéses fiiggvény e két fliggvényosztaly minden
tulajdonsagaval rendelkezik.

6. A perturbacioszamitasban hasznalt ,,helyes linearis kombinaciok™” megalko-

2 A fliggvénye a /(/4 ) szam megfeleltetése az egyes AKcsoportelemeknek.
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tasaban az egyes fuiggvénycsaladokon belil kell a linearis kombinaciokat képezni;
a csalad a kérdéses szimmetriacsoportok direkt szorzatanak a(A)XHR) abrazola-
séban egy QDsorhoz tartozo fiiggvények dsszessége. Eljarhatunk ugy, hogy elészor
a(A) Qsordhoztarto z 6 ... lineéaris kombinaciokat készitjik el; az a(/4)Xb(7?)
QOsorédhoz tartozé minden i/i*-nak az /,, /2, ... fliggvények lineéaris kombinécioja-
nak kell lennie. Tegyik fel ugyanis, hogy yBs,,olyan /,, / 2fiiggvényeket is tartalmaz,
amelyek nem tartoznak az a(A) abrazolashoz, vagy annak o sorahoz, vagyis

M=l [+ c2/2+ oo o+ Cl/i/+ 2/2+ oo (16.6)

Ekkor bizonyos, hogy cj{+ cX++ .. .= 0, mert ha (16.6)-ban ac,/,+ c2 2+ ...

tagokat atvissziik, akkor a teljes bal oldal a(A) g sorahoz fog tartozni, a bal oldal
ortogonalis a jobb oldal minden tagjara, ezért mindkét oldalnak el kell tlinnie.

7. A héromdimenziés forgas—tiikrozés-csoport irreducibilis abrdzolasainak
meghatarozasahoz felhasznaljuk a direkt szorzat abrazolasaira vonatkozo tétele-
ket. A forgds—tiikrozés-csoport a = 1 determinanst valos ortogondalis haromdi-
menzids matrixok csoportja. Ez a valodi forgascsoport, és az E egységelembdl,
valamint az / inverzi6bol all6 tikrozéscsoporttal izomorf csoport direkt szorzata.

1 0 0] [-1 0 O
£=010; /=0-1 0
001, 00-1

Kdnnyen belathat6, hogy minden valds ortogonalis matrix el6allithaté Ggy,
hogy valamilyen forgast megszorzunk £-vel vagy /-vel Ha a determinans +1,
akkor maéris valamilyen valodi forgatasként, ha -1, akkor valddi forgatasnak és
/-nek szorzataként foghat6 fel. Az is vilagos, hogy E és / a valddi forgascsoport
valamennyi matrixaval (tulajdonképpen az dsszes haromdimenzids matrixszal) fel-
cserélhetd.

A tiukroézéscsoportnak két irreducibilis dbrazolasa van: az azonos abrazolas
(ezt pozitivnak is szokas nevezni) és a negativ abrazolas, amelyben az azonossag-
nak az (1) matrix, az / inverzionak a (—1) métrix felel meg. Ezért a valddi forgés-
csoport minden Dil>R) abrazolasabdl a forgas—tiikrozés-csoportnak két abrazo-
lasa kaphatd, ha D,;,(£)-et a tikrdzéscsoport pozitiv, illetéleg negativ abrazolasa-
val kapcsoljuk dssze.

A haromdimenzios forgds—tiikrozés-csoportnak két (egyeértékd) irreducibilis
dbradzoladsa van az 1, 3, 5, ... dimenziora, vagyis minden pératlan dimenziora.
Ezeket igy jeldlhetjik: /=0+,0_, 1+, 1 _,... Mind az /+, mind pedig az /_ abra-
zolads 2/+1 dimenzids; mindkett6ben a valddi forgasoknak ugyanazok a mat-
rixok felelnek meg, mint a valddi forgascsoport 21+1 dimenzids abrdzolasaban.
[+-ban ugyanaz a Dv\R) matrix, amely £-nek felel meg lesz IR megfelel6je is,
az /,,-ban viszont —Q{\R) felel meg /£-nek.
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17. ATOMSZINKEPEK

SAJATERTEKEK ES KVANTUMSZAMOK

1. Felhasznaljuk most csoportelméleti eredményeinket arra, hogy az atomszinké-
pek legfontosabb jellegzetességeit megmagyarazzuk.1A jelen fejezet csupan az ol-
vasoé tajékoztatasara szolgal és nem tartalmazza sem a bizonyitasokat, sem a rész-
leteket. Reméljiik, hogy a matematikai részletek hattérbe szoritasaval a szinképek
szabalyszer(iségeit Ugy tudjuk majd attekinteni, ahogy maguk a kisérletek deritettek
fényt rajuk.

Miel6tt a Sehrddinger-egyen let tényleges megoldasahoz fognank, el6szor a tomegkdzépponti
koordinatak levalasztasaval foglalkozunk. Eredeti formajaban a ScArddwger-egyenletnek csak
folytonos spektruma van. Ez annak a ténynek a kdvetkezménye, hogy az egész atom a gerjesztési
energian kivil tetsz6leges, folytonosan valtozé mozgasi energiaval is rendelkezhet. Ha csupan a
gerjesztési energiat kivanjuk vizsgalni — és gyakorlatilag mindig ez a helyzet, — akkor fel kell
tételezniink, hogy az atom nyugszik. Az elektron tdmege az atommagok tdmegéhez képest el-
hanyagolhat6, ezért a mag koordinatait altalaban a tomegkdzéppont koordinataival azonositjak,
és feltételezik, hogy a hullamfiiggvények fliggetlenek a mag koordinataitdl. igy a mag nem is je-
lenik meg a Schrédinger-egyenletben, hanem Ugy tekintendd, mint annak az er6térnek a rogzitett
centruma, amelyben az elektronok mozognak. Ez természetesen csak az egymagl atomokban
lehetséges.

Az aladbb kovetkez§ altalanos meggondolasok fliggetlenek attél a feltételezéstél, hogy a ,,mag
mozgasa” elhanyagolhatd, hacsak nem a szintek olyan felhasadasara vonatkoznak, amely kiilsé
erétérben kovetkezik be. E feltételezést kikertlhetjiik, ha a hullamfiiggvényt dgy tekintjiik, hogy
az minden koordinatat mint valtozot tartalmaz, azonban a tomegkdzéppont koordinataitél fig-
getlen. llyen médon a hullamfiiggvényt allandénak tessziik fel olyan egyenesek mentén, amelyek
azonos részecske-elrendezéseket kotnek dssze. (Ezek a részecske-elrendezédések csupan az atom-
nak, mint egésznek egy eltolasaban kilonboznek.)2 Ezt mellékfeltételnek tekintjik. Az a kove-
telmény, hogy két hullamfiiggvény skalaris szorzata maradjon véges, elvben kizarna olyan hullam-
fliggvényeket, amelyek a konfiguracionak végtelen eltolasakor allandék. Az allandésagot azonban

1Az atomszinképek kisérletileg megfigyelt jellegzetességeit kitlinGen és részletesen targyalja
F. Hund konyve: Line Spectra and Periodic System, (Springer, Berlin, 1927) és L. C. Pauling
és S. Goudsmit mlive: The Structure of Line Spectra. McGraw-Hill, New York 1930.

2 Ez az oka annak, hogy a transzlacids csoportot mint a probléma szimmetriacsoportjat nem
vezetjik be. Minden hullamfiiggvény invarians a transzlaciokkal szemben, s igy a transzlaciés
csoport azonos abrazolasahoz tartozik.
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feltételezhetjiik tetsz6legesen nagy eltolasra; ez a levezetend6 eredményeink pontossagat nem kor-
latozza majd. Kétségtelen, hogy ez lenne precizebb nézépont, azonban az a szokas, hogy a hullam-
fliggvényeket Ggy tekintjik, mintha azok a mag koordinatait valtozoként nem tartalmaznak.

Ha a mag mozgasatdl eltekintiink, a hidrogénatom egyetlen elektronbal all,
amely allandé potenciald er6térben mozog, ezért szinképe a legegyszer(ibb.
A Schrodinger-egyenki a kovetkezd:

h2 (82 d2 d2) e2 1, P, , nnn

170)

ez pedig pontosan megoldhatd. Ily médon kiszamithaték a lehetséges energiaszin-
tek spektrumai (a ,,termek” értékei, ahogy a spektroszkdpiaban mondjak) és a
sajatfliggvények (vagyis a staciondrius allapotok). A spektrum egy része diszk
rét, az energidkra E= —2nRhc/\2 —2nRtic/22, —2nRhc/32, ... adddik, itt R a
Rydbergallandd;

” Te4 2aRhc 2,18X1018T_ 13,60eV
2h2N2~ N2 ~ N2 N2 o u ’

Az energidk negativak, annak megfeleléen, hogy a mag kozelében az elektronnak
jelent6s negativ helyzeti energidja van, hiszen ahhoz hogy eltavolitsuk, végtelen
messzire, ahol a potencial zérus, munkat kell befektetnlink. Az egyes szintek Kkii-
I6nbsége az N fékvantumszam novekedtével csokken; végtelen nagy kvantumsza-
mokra az energia zérushoz tart. Ez fizikai szempontbdl aztjelenti, hogy az elektront
fokozatosan eltavolitjuk abbol a tartomanybol, amelyben a mag hatasa alatt van.
Ha az elektron teljesen szabadda valik, akkor az energidja zérus.

A (17.2) alatt megadott spektrumhoz zérus energiatdl felfelé folytonos spektrum
csatlakozik, ez feldleli a teljes pozitiv energiatartomanyt. E kontinuumban a hid-
rogénatom ionizalt allapotban van. A pozitiv energia a végtelenbe eltavolitott
elektron kinetikus energiajaval egyenld. A folytonos spektrumban szokésos érte-
lemben vett stacionarius allapot nem létezik. Az elektron megfelel6en hosszd id6
alatt a magtdl tetszélegesen messze eltavolodhat. A stacionéarius allapot tehat ma-
tematikai szempontbol normalt hullamfiiggvénynek felel meg, a folytonos spekt-
rum sajatfliggvényei azonban nem normalhatok.

Az atomszinképekre mindig jellemz6 valamilyen, (17.2)-héz hasonl¢ &ltalanos
sorozat, amely véges hatarértékhez tart, ahol az ionizalt allapotok folytonos spekt-
ruma kezdédik.

A (17.2) sajatértékek elfajultak, vagyis nem egyetlen, hanem tébb lineérisan
fuggetlen sajatfliggvény tartozik minden egyes sajatértékhez. Az N indexhez (f6-
kvantumszamhoz) tartoz6 sajatérték iV2-szeresen elfajult.
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Az olvasé kedvéért megadjuk a normalt sajatfiiggvényeket. Ezeket az r, !), ppolarkoordina-
takban (lasd a 7. abrat a 166. oldalon) a legkényelmesebb felirni3:

K =Rm(V)YIM», y);

nenvw {feF “ 73

_ 1 241 (HfP (sin#)” ( d Y+r
Y.(n, @)= e — (/+.'.')!% v sy Cos2F NI

9=)=(-1YY*y,

itt tj-—2rjNr0, ahol rO=h2/mc2az elsé Bo/tr-palya sugara.

Bevezettilk az / indexet (ez a ,,palyakvantumszam™) és a fi indexet (ez a ,,magneses kvantum-
szam”), ezek az e n sajatértékekhez tartozé TV2szamu sajatfiiggvényeket kiilonboztetik meg egy-
mast6l. Régzitett N mellett /a 0, 1,2, ..., N—1 értékeket veheti fel, ’f\: pedig -/-t6i +/-ig fut

(N-t6i flggetlenil). igy az En-hez tartozé sajatfliggvények széma:/Z (2/+ 1)—N2. A (15.33)
=0

hatarozza meg az Ylu normalt gombharmonikust.4 Az (N+1)-ik Laquerre-polinomnak, LV) ,-nek
(21+ I)-ik derivaltjat L~/(r/)-val jeldltik;

\2 v2(v—I)2 .
LW(t?)= (-ir 2, tf2+. +(-)M -

A hullamfliggvény (17.3) kifejezése és kapcsolata Y, wval jelzi,hogy az / mellékkvantumszam
Osszefligg a forgascsoport (21+ l)-dimenziés abrazolasaval.

A héliumion és a kétszer ionizalt litiumatom, valamint minden olyan rendszer
spektruma, amelyben egy mag és egy elektron van, szorosan 0sszefiigg a hidrogén
spektrumaval. A .SY7ir6)7//'ger-egyenleiben a potencidlis energia helyébe —Ze2r-et
kell irni; az energiaszintek igy médosulnak:

. «zV 1
2 N2¢ A
(17.3)-ban Tj helyébe
Jr,—W Z 27r
V. - AV r* Nr0 (173a>

keriil, ip-1 pedig Z 32l kell szorozni, hogy normalt legyen.

3 Az RNI(rj) radidlis sajatfliggvény normalasa olyan, hogy /1 AN;|2r2 dr= 1. A gémbharmoni-
kusok ugyanazok, amelyeket a 167. oldalon adtunk meg. Felhivjuk a figyelmet (lasd a 4. labjegy-
zetet) Condon és Shortiey Rjvj-lel a radialis sajatfliggvény r/= 2r/Nr0 szorosat jel6li.

4 Ahogyan azt korabban megjegyeztiik, a ggmbharmonikusok fazisait E. U. Condon, G. H.
Shortley: The Theory of Atomic Spectra. (Cambridge Univ. Press, London és New York, 1953)
cim( mvével dsszhangban valasztottuk meg. A jelen miben hasznalt megallapodasaink ugyan-
azok, mint amelyek M. E. Rose: Multipole Fields. (Wiley, New York, 1955) cim{ mive tartal-
maz. E megallapodasokat az A. fliggelékben targyaljuk meg.
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2. Tébb — mondjuk n — elektronos atom szinképét nem lehet pontosan Ki-
szamolni. Ez a potencialis energia viszonylag bonyolult alakja miatt van:

—e27 1 P2
y=2 (17-4)
*x2+yf+22  RI(x,- Xj)2+ (yt-yj)2+ (z - 2/)2

Ha (17.4)-ben az elektronok kdlcsonos taszitasanak megfelel6 masodik tag hia-
nyozna, akkor azok csupan a mag allando er6terének hatasa alatt mozognanak.
Az ekkor ad6do

A+ #2+ ...+ 4, Mx1y,, z,, X2y 222 X,,YNnz,,)=Ef (17.5)

Schrodinger-egyenlet, ahol

IT 0 d2 d2 d2) Ze2
K3 QR & e (17.52)
UK @R v

megoldhat6 volna. A sajatértékek és sajatfliggvények (17.5a) sajatértékeinek, ille-
t6leg sajatfiiggvényeinek oOsszegei, illet6leg szorzatai lennének; mindezt (17.2a),
(17.3) és (17.3a) segitségevel kifejezve:

V>(*, Y1, zb me; Xnynz,,)=";,(xl,yx z,).. XPz,,), (17.6)
E=EN+EN+ ...+ ENn (17.6a)

Ez gy lathato be, hogy (17.5)-be behelyettesitjiik (17.6)-ot és felhasznaljuk, hogy
Hkip(xx ..., zn) éppen ENG(x x z,,)-et ad, mivel

H*2& (**» M zK)=ENKIKJ x k y k, zK),

és y>tobbi tényez6je HAalkalmazasakor allandoként viselkedik.

Természetesen (17.5) a valodi Schrodinger-egyenletnek szegényes kozelitése.
Ennek ellenére az a szokas, hogy (legalabb elvileg) ilyen, vagy ehhez hasonlo koze-
litésbdl indulnak ki, és az elektronoknak egymasra gyakorolt hatasat ,,perturbacio-
nak” tekintik.

Altaldban az egyes (17.6a) sajatértékekhez igen sok sajatfiiggvény tartozik, hi-
szen (17.6)-ban 4 és [ik szdmos olyan értéket vehet fel, amelynél az energia értéke
valtozatlan marad. Tovabba az Nk f6kvantumszamok sorozatat rogzitve az egyes
elektronokat még tetszés szerint permutalhatjuk is anélkil, hogy az energia meg-
valtoznék. Ha azonban az elektronok egymasra gyakorolt hatasat perturbacioként
figyelembe vessziik, az elfajulds részben megsz(inik, és a szintek felhasadnak. Az
igy addédo szintekrél — melyek tébbsége még mindig elfajult — tisztan elméleti ala-
pon semmi egyéb nem allapithatd meg (az elhelyezkedésiikre vonatkozd durva
becsléstdl eltekintve), mint szimmetriatulajdonsagaik. Ezek a sajatfliggvényeknek
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az elektronok permutécioi, a tiszta forgatasok és az inverziok5 (tiikrézések) soran
megnyilvanuld transzformécids sajatsagaiban Oltenek testet. Ily mdédon minden
szint harom abrazolasnak felel meg: az egyik a szimmetrikus csoporté, a masik a
tiszta forgascsoporté, a harmadik pedig a tiikrézések csoportjaé. (Az utébbi ketto't
a forgas—tiikrozés-csoport egy abrazolasaként szokas osszefoglalni.) A megfelel6
kvantumszamok (amelyek az abrazolasokat jellemzik) a kovetkez6k :6

S : multiplett rendszer,
L\ a palyaimpulzus-momentum kvantumszama,
w: a paritas.

3. Az L pélyakvantumszam az L=0, 1,2, ... értékeket veheti fel a kiilbnb6z6

szinteknél. A megfeleld sajatértékek a forgascsoport D(O)(R), ... abrazo-
lasaihoz tartoznak.7Ezek az ,,S, P,D, ... szint” nevet viselik. Az S szinthez egyet-

len, a P szinthez harom, a D szinthez &t stb. sajatfiiggvény tartozik. Az L palya-
kvantumszamd szinthez tartozo 2L + 1sajatfliggvény az m magneses kvantumszam-
ban kilénbozik egymastdél, m a —L-t8l + L -ig terjedd egész értékeken fut at (lasd
a 8. abrat). A megfelel6 sajatfliggvények a D(>irreducibilis abrazolas m-ik sorahoz
tartoznak.

A fizika nyelvén a palyakvantumszam a teljes impulzusmomentum.8 A magne-
ses kvantumszam viszont az impulzusmomentumnak a Z tengely menti vetilete.
m megvalasztasa a tér egy iranyanak kijeldlését jelenti, ily modon, az abrazolast

8. abra
Ha a teljes impulzusmomentum 2, akkor az impulzusmomentum Z komponense (h egységekben)
a2,1,0, —1, —2 értékeket vehetifel

5Valamennyi x {, . . znkoordinata el6jelének megvaltoztatasat inverzidnak nevezziik.
6 Az egész atom kvantumszamait nagybetlvel, az egyes elektronokét kisbetlivel szokas jeldlIni.
A péalyakvantumszamot azimutalis kvantumszamnak is szokas nevezni.

7A 225. oldalon a (19.9b) egyenletben majd ramutatunk arra, hogy ez y7/fre 's igaz
(=0, 1,2, ...).
8 A spint most nem vesszilk figyelembe.
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teljesen meg kell adnunk ahhoz (nem csupan valamely hasonlésagi transzforméacio
erejéig!), hogy az abrazolas egy sorahoz tartozd fliggvényeket megadhassuk. Ez gy
torténik, hogy a (15.6) diagonalis matrixoknak a Z tengely korili forgatasokat fe-
leltetjilk meg. Az az allitds azonban, hogy a D szint minden sajatfliggvénye a
D(2(.R) abrazolashoz tartozik, nem jelenti azt, hogy a térben barmilyen iranyt Ki-
vélasztottunk.

Paros paritasanak, vagy réviden parosnak mondjuk a tiikrozési csoport azonos
(pozitiv) abrazolasahoz tartozo szinteket; a tébbi szint paratlan paritasu, vagy egy-
szer(ien paratlan. A szinképek értelmezésében igen fontos paritds fogalmanak a
klasszikus elméletben nincs olyan hasonmasa, mint amilyen a palyakvantumszam-
nak az impulzusmomentum. A szint tlikrozési sajatsagat, vagyis paritasat a szint

szimboluma mellé irt indexszel jel6ljik: S+, SL, Pr, P_, A haromdimenziés
forgas—tikrozés-csoport megfelel6 abrazolasai 0+, 0_, 1+, 1 _, A leggyako-

ribb szintek: S+ P , D+, F_ sth.

Az S multiplett szerkezet fogalma ugyancsak idegen a klasszikus elmélettél.
Az «-elektron-rendszer minden energiaszintjének az n-edfokd szimmetrikus csoport
egy abrazolasa felel meg. Minden abrazolas nem fordul el6; hanem csupan a 13.
fejezetben D(0), D(2> ..., D<",-nel (paros szamu elektronra), vagy pedig D(i("_1))-
gyel (paratlan szdmu elektronra) jeldlt abrazolasokhoz asszocialt abrazolasok buk-
kantak fel a természetben. Ennek okat a /W/-elvnek és az elektron spinjének tag-
lalasa nélkiil nem adhatjuk meg. Paros szamu elektronra az S= 0 szint tartozik a

azS= 1szinta D(i,i ésazS= Inpedig a D(0 abrazolashoz. Annak érde-
kében, hogy S értéket az abrazolashdl kozvetlenil leolvashassuk és, hogy a forgas-
csoport abrazolasait megkilonbdztessiik, mostantol az

D()=A(©, ahol S=$n-k (17.7)

irasmédot alkalmazzuk majd. Péaros elektroni atomra S lehetséges értékei
0,1, 2, ..., \ n; paratlan szdmu elektronra (17.7) szerintS értéke \ o5\n
lehet. A hidrogénatomban csupan egyetlen érték lehetséges: S=" ; az els6foku
szimmetrikus csoportnak valdban csak egy abrazolasa van. A szintS értéke meg-
adja a 25'+1 ,multiplicitast”. Paros elektronra szingulett, triplett, kvintett stb.
szintek vannak, mivel 2S + 1 lehetséges értékei 1,3,5, ... paratlan elektronra dub-
lett, kvartett, szextett stb. szintek lehetségesek. Az egyelektron-probléma szintjei
mind dublett termek. A multiplicitast, vagyis 2S+1 értékét a szint szimboluma
el6tt felsd indexszel jelmlik. B + paros szingulett S szintet jeldl; 2P paratlan dub-
lett P szintet stb. Az antiszimmetrikus D (0)= abrazolashoz tartoz6 szintek
multuplicitasa a legnagobb, mégpedig n+ 1, mig szingulett szintre 5=0 és az ab-
razolas D ("= A(0).

Az energiaszinteknek harom jellemz6je van:S, L, w. Ezek kilonboztetik meg
a szimmetrikus csoport és a forgas—tlkrozés-csoport direkt szorzatanak kilon-
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b6z6 A(S)XD (i,w) abrazolasait. Mivel azonban egy spektrum szamos szintje tar-
tozik ugyanahhoz az abrazolashoz, be kell egy olyan N szamot vezetni, amellyel
kilonbséget tehetiink koztiik. Az Ak szint tehat négy indexet hordoz. E szint-
hez (2L + 1)gs sajatfiiggvény tartozik; itt gs az A<S) dbrdzolas dimenzidja. Ezeket
gy jeldlhetjik meg, hogy megnevezzilk az A(S abrazolas azon x sorat, amelyhez
tartoznak és hogy m a méagneses kvantumszam mennyi. A ip™Lw sajatfiiggvény
tehat hat indexet visel, s ezek koziil legfeljebb (a fizikai jelentéssel nem bird) x
hagyhaté el. A kiillénb6z8 S, Lés w index( szinteket a kisérletekben mutatott sa-
jatsagai jol ismertek. Legfontosabb az a tény, hogy szdmottevd intenzitasu optikai
atmenet csak olyan szintek kozott fordul el§, amelyek palyakvantumszama vagy
egyenl6 vagy eggyel kilonbozik. E szinteknek ezenkiviil kiilonbéz6 tiikrozési tu-
lajdonsaguaknak kell lenniiik és ugyanahhoz a multiple« rendszerhez kell tartoz-
niuk. A kvantummechanikanak e kombinaciés szabalyokat ki kell adnia. A kovet-
kez6 fejezet feladata lesz ezeknek a kvantummechanikara épild levezetése.

4. Az elektron spinjének és magneses momentumanak bevezetése (20. fejezet)
a Schrodinger-egyenlet gyokeres médositasahoz vezet.

A spin hatasa legszembet(inébb a szinképvonalak finomszerkezetében. Olyan
energian, ahol az egyszer(i Schrddinger-elmélet egyetlen L mellékkvantumszamu
és 5 multiple« rendszer( szintet jésol, valojaban ,,multiple«” szintrendszer (vagyis
szdmos kozeles6 szint) figyelhet6 meg. 2L+ 1vagy 25+ 1szint van a multiplettben
attol figgden, hogy melyik kisebb; az5(L=0) szintek mindig egyszeresek; P szint
(L= 1) csak akkor egyszeres, ha szingulett rendszerhez (5=0) és kettds, ha dublett
rendszerhez tartozik; a triple« és az 6sszes magasabb rendszerben a P szintek ha-
romszorosak. Megfelel6en nagy péalyakvantumszdmnal bwb és a multiplicitas
25+1.

A multiple« finomszerkezeti komponensei kdzétt az azokhoz tartozé teljes J
kvantumszammal tesziink kilénbséget:

J=\L-S\, L—5|+1, ..., L+S—1 L+S

J-nek 2L+ 1vagy 25+1 lehetséges értéke van, attdl fliggben, hogy L az 5-nél Ki-
sebb vagy nagyobb. A teljes kvantumszam az elektron spinjének megfelel6 impul-
zusmomentumot magaban foglalo teljes impulzusmomentum szerepét jatssza.
L,S és w kivalasztasi szabalyai a multiplett valamennyi 2L + 1vagy 25+1 szint-
jére érvényesek.9 Ezenfelil J-re ugyanolyan kivalaszasi szabaly érvényes, mint
L -Te; optikai atmenetkor J vagy + 1-gyel, vagy 0-val valtozik meg; két J= 0 szint
kozott tilos az tmenet.
T  Most visszatériink a 2. szakasz végén félbeszakitott meggondolasainkhoz.
Ott egyszeriisc/irdi/wger-egyenletet allitottunk fel (17.5), amelynek (17.6) és (17.6a)

9 Valdjaban az L-re és S-re vonatkozo szabalyok csak akkor érvényesek, ha a spint6l szarmazo
erdk kicsinyek.
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megoldasait kézvetlenil fel tudtuk irni. A sajatértékek altalaban nagyon sokszoro-
san elfajultak, de megjegyezziik, hogy az elektronok kdlcsonds taszitasanak figye-
lembevétele — ahogyan azt a helyes (17.4) potencial adja meg mondjuk a Rayleigh—
Schrodinger-eljaras segitségével — a (17.6a) sajatértékek felhasadasahoz és az
imént targyalt szimbolumokkal jellemzett szintek megjelenéséhez vezet. Az el-
jarast, amellyel valamely adott (17.6a) szintb6l szdrmazé széthasadt szintek szamat
és fajtajat meghatarozzuk, ,.épitkezési elvnek” fogjuk nevezni.10

Az épitkezési elv levezetésekor nem szabad azt szem eldl téveszteni, hogy a
Schrodinger-egyenlet a Pauli-elv altal megtiltott, tehat valdjaban nem létezd' alla-
potokhoz is szolgaltat szinteket. Mi azonban csak a valéban létez6 szintek szamat
fogjuk meghatarozni.

Ha a spint figyelmen kiviil hagyjuk, ezek éppen a b*={A<*s-*> abrdzolasokhoz
tartozé szintek. Ha a spint bevezetjilk, a sajatértékek sajatfliggvényei antiszim-
metrikusak lesznek (22. fejezet). Az épitkezési elvet Slatert6i szd&rmazé modszer
rel vezetjik le.

A VEKTOROSSZEADASI MODELL

6. Itt az épitkezési elv egyszerd, erésen sematizalt esetét tekintjik. Az elektro-
nok egyenérték(iségét nem vessziik figyelembe, és feltessziik, hogy a Schrédinger-
egyenlet teljes szimmetriacsoportja a forgascsoport.1l

Két rendszert tekintiink; a legegyszer(ibb esetben mindkét rendszer egyetlen
elektronbdl all, és e két elektron ugyanazon mag koril kering. Az elsd rendszer
energiaja E, és / palyakvantumszamu &llapotban van. Legyen e sajatértékhez tar-

toz6 21+1 sajatfiiggvényrp_,,y> I+, Ekkor
P*I/V=2D ()(R)vy> (17.8
ahol Pii az elsd rendszer koordinatainak forgatadsa. Legyen a masodik rendszer
energidja E, palyakvantumszama / és sajatfiiggvényei f _7,f /+i, ..,,ip Ekkor
Pr%= 2 DU(R)\\%.. (17.8a)

A Pnés Properator kiillénb6z8, mivel Prcsak y2 és p Rpedig  valtozdit forgatja
el, e két valtozotartomany viszont kiilonb6z6. Ezért valamennyi Ykfelcserélhetd,
valamennyi PR-vel, Prf v= fr és PRpv= fv, tekintve hogy Pr és p R nem hat a
illet8leg i), valtozdira. J

10 E kifejezést G. Herzberg javasolta az Atomic Spectra and Atomic Structure (Prentice-Hall,
1937) cim({ m(vében. A német kifejezés: ,,Aufbauprinzip”, az angol: ,building-up principle”.
Noha nem terjedt el altalanosan e forditasban, mégis ezt a kifejezést hasznaljuk.

1 Lasd E. Fues: Z. Physik 51, 817 (1928).
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Ha most a két rendszert egynek tekintjiik, akkor a sajatértékek és sajatfliggve-
nyek az egyes rendszerek megfelel6 mennyiségeinek oOsszegei, illet6leg szorzatai
lesznek. Az E+E sajatértékekhez a kovetkezé (2/+1)(2/+1) sajatfiiggvény tar-
tozik :

V-if-h V-if-i+i’ V-ifi-i’ V-ivb
, (17.9)

ViV-b D> eeen Vigi>

Felmeril a kérdés, hogy ha a két rendszer kodlcsdnhatasat figyelembe vessziik, ak-
kor az Osszetett rendszer szimmetriacsoportjat mely operatorok fogjak leirni. Vila-
gos, hogy nem a két PRés p Roperator-csoport teljes direkt szorzata felel megtp ésf
valtozoinak koordinatarendszerében a kiilonb6z6 egyidejl forgatasoknak (ennek
elemei PRP R lennének). A benniinket érdekld csoport az, amelyben a két tengely-
rendszer ugyanolyan forgatasokat szenved el; ez pedig csupan a PRPRés nem a
P«Pn operéatorokbdl all. A PRy R-ok csoportja a forgascsoporttal izomorf. RQ—T
fennallasabdl kovetkezik, hogy

PrPr pgPg=PrPg P«Pe=PrP7

A PRPRoperatorokat a (17.9) figgvényekre almalmazva az eredményil kapott
fuggvények az eredetieknek linearis kombinacioiként irhatok fel.
(17.8) és (17.8a) szerint

PrPrY%V\= P r'P,Pro%= (17.10)
=2 D(,)(K);JI'JV; DO(*U?v=2 Aw'fSviv-
Az osszetett rendszer (21+1)(27+1) szamu (17.9) juggvényéhez tartoz6 MR) abra-
zolés az egyes rendszerek D(l) és D(/) dbrazolasainak direkt szorzata}2
A(R),,.V,,,= D«KK),BD«\R)t., MR)= 0 (KR)X D<">(*). (17.12)

Most meghatarozzuk A(7?) irreducibilis 0sszetev6it. Ez legegyszer{ibben Ugy
hajthatd végre, hogy karakterét kifejtjlik az irreducibilis abrazolasok karakterei
szerint. Ha IR (pszogii forgatéas, akkor MR) karaktere a kovetkez§

2 A(*W, =2 D()(«)w 2 DIA(A),=
N " ’ (17.12)
+i 7
2 exp (fip) 2- exp(/v<p).

| v=—12

n=—

12 Itt a direkt szorzat az el6z6 fejezetbelitél kiillonbozik; ott két szimmetriat (az R forgatast
és az | inverziot) kapcsoltunk Gssze, s igy a csoportot kiterjesztettiik. 1tt egyforma szimmetriaval
rendelkez8 két rendszert csatolunk dssze; az dsszetett rendszernek ugyanaz a szimmetriaja.
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Foglaljuk most (17.12)-t szimbolikusan tablazatba; igy majd kifejthetjik e ki-
fejezést az irreducibilis karakterek szerint. Képezziink minden exp (ixcp) fuiggvény-
hez egy oszlopot (itt *=-/-/, -1-1+1, -2-1,0,12, +/+/), és he-
lyezziink el eme oszlopban egy pluszjelet valahanyszor az exp (ixcp) tag el6fordul
(17.12)-ben. A legkisebb x amely el6fordul -/-/, a legnagyobb /+/, igy 2/+2/-1-1
oszlopra van szlikség. A tablazat sorait v-nek a x=v+pi egyenletbdl vett értékével
jeloljuk, a Vsorba az exp [/(v-/)<p], exp [z(v-/+ Of, ..., exp [/(v+/)?>] tagoknak
— ezek szdma 21+1 — megfelel pluszjeleket irunk. Feltéve, hogy />/, az |. tab-
lazatot kapjuk.

|. tablazat

cxp(ixg>) el6fordulasa a karakterben

K=-/-7, -i+i -1 1+7
r + + + + + i
+ + -+ + + +
0 + + + + - + +
+ + + + + + +
1 + + + + + + +

Most a pluszjeleknek az oszlopokon bellll végrehajtott athelyezésével (igy az,
hogy exp (ixcp) az dsszegben hanyszor fordul el6, biztosan nem valtozik meg) el-
érhetjlk, hogy minden egyes sor egy irreducibilis karaktert képviseljen. Ha példaul
a tablazatban a szaggatott vonaltdl balra fekv6 részt a nyillal megjel6lt sor (a v=0
sor) koril megforditjuk, akkor a Il. tblazatot kapjuk.

11. tablazat

A A(K) matrixban el6fordul6 irreducibilis karakterek

H=—1— Sttt I-1 i+t

-1 1 + + +
+ 4 + . +
0 + + 1+ + . + +
+ + + 1 + + + + + 4
/ + + + I+ + + . +

A Vsor els6 pluszjele most a —v—/ oszlopban talalhato; a 1. tblazat v soranak
megfelel§ exponencialisok dsszege:

exp [Z(v)IN]+ exp [ (v+I—D<p]+.-. + exp [z'(v+/—Dp+ exp [/(v+/)p]=
= X(I+vKpr (17.13)
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9. dbra
Két impulzusmomentum (l=s, |=z) 6sszeadasakor L lehetséges értékei 3, 4, 5, 6 és7

Ezek egyditt éppen az L=/+v irredudbilis dbrdzolas karakterét adjak. igy tehat
a teljes tablazat az

L=1—1,1-1+1 ....,/+1 11+1 (17.E.1)

irredudbilis abrazolasok jelenlétére utal. 1+1 esetén az E+E szint a kélcsonhatas
folytan 21+ 1szintre hasad fel; e szintek palyakvantumszamait (17.E.1) adja meg.
Esetiinkben tehat D{}{R)X DLLK) irreducibilis dsszetev6i a D<L)-ek, ahol (17.E.1)
szerint képezzik L-et. Ha /</, akkor / és 1szerepe felcserélédik, igy altalaban
L értékeire kapjuk, hogy

L=\I-1\, |/-7|+1, ..., 1+1-1,1+1. (17.14)

Ez a ,,vektordsszeadasi modell” (lasd a 9. abrat) igen altalanos érvényli, az egész
spektroszkopia terlletén alapvetd jelentségl. A két dsszetevd rendszer nem all
szlikségképpen csupan egyetlen elektronb6113 hanem maga is 0sszetett lehet. A vek-
torosszeadasi modell — amint azt latni fogjuk — a spin és palyakvantumszam
Osszetevesekor (az eredményill adodod L-et teljes kvantumszamnak nevezziik), va-
lamint a teljes kvantumszam és a magspin 0sszeadasakor is alkalmazhatd.

7. Tudjuk most mar, hogy a D(>x D<>abrazolas a

D(,-7)) 0 0 0
0 QiP-G+t) ... 0 0
=m(r) (17.15)
0 0 o d(H D> o _
.0 0 0 d(+)

13 Valo6ban az itt megadott egyszer(i formaban a modell nem vet fényt a két elektron esetének
minden részletére tekintve, hogy nem ad szamot arr6l, hogy a részecskék azonosak.
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abrazolassal ekvivalens; ezt a rovidség kedvéért M(J1)-rel jeloljik. Léteznie kell
tehat olyan S matrixnak, amely ezeket egymasba transzformalja:

D()(*)X D(B(/?)=S "M(7?) S. (17.16)

Mivel mind M(A), mind pedig D «x D<« unitér, feltehetjiik, hogy S unitér, vagyis
hogy S_1=Sf (lasd az la. tételt; 9. fejezet 86. 0.).

Az S matrix tagabb értelemben négyzetes, ahogy azt a 2. fejezetben megtargyal-
tuk. D(>XD(0 sorait és oszlopait két index jeldli u és v, ezeknek kell tehat S osz-
lopait is jeléIniik. M () sorai és oszlopai ugyancsak két indexet hordoznak, ezek-
nek jellege azonban mas: az els6 index, L, azt mutatja, hogy melyik D<>abrazolas
tlinik fel a sorban, a masodik m pedig, hogy eme abrazolas melyik sorarol van szo.
M(i?) elemei tehat

M (R)L-m’;Lm=ULL" (17.17)

S oszlopait tehat az L és m indexszel kell jeldIniink; L|/-7]-t61 (/+7)-ig, m pedig
—L -6l L-ig fut. (17.16)-ot részletesen Kiirva

DR, DR, =2 2sL.v.-D*>W».sL,, (1716

mm L

Az S matrix jelent6sége abban rejlik, hogy a ipjp, szorzatok olyan

W ﬁ/S (17.18)

linearis kombinacioit hatdrozza meg, amelyek a rendszert (beleértve az / és 7 im-
pulzusmomentum koélcsonhatasat is) invariansan hagyé PJPJ1 operacidék soran
irreducibilis dbrdzolésok szerint transzformalddnak. Wiz a kovetkez8képp transz-
formalodik :

p*pA = 2 sim,, prVupRf =

=2 2 sm,r dR)(R)WD@R ). wWu.ipy=

juv oty

=7 2 5L p
= 2 [SwD«\R)x d<\r) s-']Lm.Lm

L m

=2 M (4W;bt =2D<«(AUAN,

L'm

Ezek tehat a perturbalt Osszetett rendszer elsd kozelitésében sajatfliggvényként
hasznalhatok (ezek az 5. fejezetben emlitett ,,helyes linearis kombinaciok™).
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Az S*Lmly egyltthaték meghatarozasahoz alkalmazzuk a P,PJ1operatort
(17.18)-ra, legyen R a szog(i forgatas a Z tengely koril. A bal oldal ennek soran
exp (-f-rda)-val szorzddik, ennek tehat a jobb oldalra is igaznak kell lennie.

2 s\mJnyjp= 2 smW R/j>K =

uv
= 3, e BN (17.20)
Ezért a tpjp,.-ok lineéaris fliggetlensége miatt
SLmjr=Q> ha m"R+v. (17.20a)

(17.16a) ugyanerre az eredményre vezet, ha az abrazolésiegyltthatok fliggését
a-tol és y-tol (15.8) alapjan feltlintetjiik, és az «-tdi és y-tdl egyforman fligg6 tago-
kat egymassal egyenl6vé tesszilk. Legyenl4

AL, ii+vhp= sLivi (17.20b)
ekkor (17.16a) atirhato:
i+
Va\R)"DfYR\.= 2 1v Da)(*wW /~, A (17.16b)
z=il-2"

(17.16) nem hatarozza meg az S matrixot egyértelmien. Mivel M(7?) felcserélhe-
t6 az

<710 " 0 0
0 Co7HL ... 0 0
u— y )
0 0 1 0
0 0 0 Wi+7 o1

matrixszal, (17.16) jobb oldala nem valtozik meg, ha S helyébe uS-et irunk. Ahhoz,
hogy uS unitér maradjon u-nak is unitérnek kell lennie, ez pedig akkor teljesiil,
ha valamennyi o abszolutértéke 1. igy az S helyébe keriilg uS elemei

14 Az S matrix SL,fHv.flv=  elemei, amelyekkel a szorzatokbdl D(i) szerint transz-
formalédoé linearis kombinaciok készithet6k, a ,vektorcsatolasai egyiitthatok” nevet viselik.
Condon ésShortley ezeketigyjeloli: s » p=(Il/ivilILm).E.XJ. Condon,G. H. Shortiey: The
Theory of Atomic Spectra. Cambridge Univ. Press, London és New York, 1953.)
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Az to-k megfelel6 megvalasztasaval mindig elérhetd, hogy

'SL1-1;1,-T~sL | -7= Kt.i.-Tl» (17.21)
valds és pozitiv legyen. A tovabbiakban feltessziik, hogy ez teljesiil’a Szorozzuk
meg most (17.16b)-t ;(H,-vel, és integréljuk a teljes csoportra. Az

abrazolasi egyitthatok ortogonalitasi 6sszefliggései miatt a jobb oldalon csupan
egyetlen tag mjrad; legyen L '-L (és h=fdR), ekkor kapjuk, hogy

DO(% DAV, (R)fi+, I+tdR=hSE ~ *.  (i7.22)

Ahhoz, hogy sLfiv1 meghatarozzuk, nem kell a (17.22)-ben az integralt minden
lehetséges L, fi', V', fi és v értékre kiszamitani; elég, ha azt egyetlen fi', V parra és
minden L, fi és v (és /, J) értékre ismerjik. A képleteket ugy tehetjiik a legegyszerib-
bé, ha a fi'=1 és v'= —1esetet vesszilk; igy (15.27a) és (15.27b) szerint kapjuk

1 )00?,,) 2 < -irf x

YAV ii+ VM L-fi~v)\(L+ -1 (1-/+ )
(L —+ 1—x)\(L+fi+ v—x)IXI (x+ I—I—[i—v)\

XV cos2i+2,+2— | B -sin2“ ZA<2At\Rd R =

(17-23>
(a és y kiesett, amint azt el is vartuk).
Most az

\] cosZ‘+Rsin2bxRdR

alakud integralt kell kiszamitani. Az &bréazolasi egy(tthaték ortogonalitasi dssze-
fliggései ezeket is szolgaltatjak:

2~T=|ID «'(R),/dR =
=1.2| \] cos— 1BSin— | /3dR.

15 E valasztas olyan vektorcsatolasi egyitthatokat eredményez, amilyeneket E. U. Condon,
G. H. Shortley, M. E. Rose, valamint G. R acah (Phys. Rév. 62, 438 (1942); Phys. Rév. 63, 367

(1943) hasznal. Amint azt kés6bb megmutatjuk eme egyiitthatok valdsak, s igy S-et S*-t6l nem
kell megkilénbdztetni.
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Legyen]+u=a ésj—fj,=b, ekkor
J cos2i Rsin2x1Rd 07-24)

Ezt (17.23)-ba helyettesitve kapjuk:
y (_jr+/+ 1(2Q Y (27)I(L+v)i(L-fi-v)I(E+/-QYL- /+ 0! x
(L+ /+ 7+1)1/ (O [01(/+ 1)1 (/- v)I(/+ v)!

(L + 1+ 14— (I—y+X)\(2b+ 1)! .
X (L—l+ I—x)\(L+ (i+v—x)\(x+ |—] —gF—v)Ix\

(17.25)
sLj,-I adddik, ha y=1, v=—I:
2L+ 1 A (-1) (L+1-D\(L-1+D\(L+ /+/-«)! _
(L+/+/+2)t* (L-/+T7-*)(E+]-[-*)1*]
= |iz,/,-N2=(iz,/,-)2- (17.25a)

Az egyenlGségsor utolso tagjanal felhasznaltuk (17.21)-et. A fejezet fliggelékében
belathatjuk, hogy

1+ 'l (£ <>/.ap

Ezt (17.25a)-ban felhasznalva végil az

1A (2L+1)(2N)1(2Q!
iz )T ) (L+1+ [+ 1) (/+]_L)! ( 7'27a)

egyenl@séget kapjuk, és (17.25) segitségével azt is, hogy

31}1))«/ V(L + T-DV(L =T+ DA+ T-L)V(L + i+ W (L~ -\
V(L + 1+ 1+ D) —2) L (/+ 1) L (I—) (7+V)!

T (H*++y2L+I(L +1+m—)\(I— x)I
X —=(L—+/—)\(L + [i+ v—)\y.\(y. + [ — —U—v)!*
Ez az egyenlet mutatja: a (17.21) megallapodas val6ban biztositja, hogy minden
sLRv valds, s*Lftr=sLLr.

Eme egyenletben a y.-ra torténd dsszegezés a (15.27)-hez hasonloan valamennyi
egész szamra kiterjed; a nevezd faktorialisainak pélusai értékét aOés /—Z+p+v
koziil a nagyobbik ésal +*+vésal —/+ / kozil a kisebbik szam kozé korlatoz-
zak, ugyanugy, ahogy az a 15. fejezetben tortént. Az s mennyiségek az L, fi és v
indexeken kivil még a két / és 1szamtdl is fliggenek, ezek azt jelzik, hogy melyik
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D (/)X D<~ direkt szorzatot lehet az j-ekkel kiredukalni. Az s Iényegében valtozatlan
maradl§ ha 1-17-sal és ugyanakkor y-t v-vel felcseréljiik. Ez (17.27)-b6l nem lathato
be azonnal, mert az 6sszegezést s-ta nem lehet zart alakban megadni. Ha[i+v=L,
akkor az egész dsszegnek csupéan egyetlen tagja nem tiinik el (a=b-1+1). llyen-
kor

I _y-ni L+ g+ 1=y rg+ Qrz+7-27)
w y > [ (L+I+1+D)\(L+T—D\(L—I+D\(I—ii)\(l—L +[i)\ =
(17.27b)

Megadjuk S unitaritasabol az j-re vonatkozo részletes egyenletet is. (A (17.27)
egyenlet szerint S val6s.)

» pwW s 5
\Y

(17.28)
y |/ A®, n

8. Meghataroztuk a (17.16b)-ben és (17.18)-ban el6bukkano dsszes egyitthatot.
K =2 (17.18a)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy (17.18a)-ban olyan (és valoban az egyik legfon-
tosabb) esettel talalkozunk, amikor a perturbacios eljaras elsd kozelitésének helyes
linearis kombindcidjat kizarolag altalanos meggondolasokbdl meg lehet hatarozni.
A (17.18a) egyenlet teljesen altalanosan érvényes minden olyan perturbaciora,
amelynél a térben nincs kitlintetett irany. Ez abbdl kovetkezik, hogy kezdettdl
fogva tudtuk: a helyes linearis kombinaciék mind ,,egy irreducibilis abrazolas egy
sordhoz” tartoznak, és hogy csupan egyetlen olyan linearis kombinacié készithet
a (17.9) fuggvénybdl, amely Dd>nek m sordhoz tartozik. Ez is csak akkor, ha
L \I—I\ és 1+ 1 kozé esik. Masrészt, ha a perturbalatlan probléméaban ugyanannak a
sajatértéknek (17.9)-en kiviill mas sajatfliggvényei is vannak, akkor el6fordulhat,
hogy tébb kivant tulajdonsagi linearis kombinaciod lehetséges. A ,,helyes” csupan
ezeknek és nem masoknak a linearis kombinacioja.

A (17.16b) képletnek sz&mos alkalmazasa van. El8sz6r is nemcsak a valodi
(/ egész) dbrazolasok esetében, hanem a 15. fejezet kétérték(i abrazolésaira is ér-
vényes. Tobbek kozott a multiplett vonalak intenzitasképleteit és Zeeman-kom-
ponenseket is (23. fejezet) tartalmazza.

16/ és 7nem pontosan egyforma médon szerepelnek (17.21)-ben, igy = (- /+/-z,ij®
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Vilagos, hogy D C'W ~D ~K),., kifejezhet6 az &bradzolasi egyitthatok szerint,
hiszen ezek teljes figgvényrendszert alkotnak. Az is vilagos, hogy (17.16b) csak
valamely &brézolas (/t'+v') sordban és (/x+v) oszlopédban elhelyezked6 egyutt-
hatdkat tartalmazhatja, mert csupan ezeknek van teljes « és y fliggésiik. (17.16b)
aztis mutatja, hogy L-nek |/—7] és /+7 kbzé kell esnie. Ha / és/ mindketten egészek,

vagy félegészek, akkor (17.16b)-ben minden L egész. Ha viszont az egyik egész és
a masik félegész, akkor minden L félegész. Az 0sszegezés mindig egész Iépésekben
torténik az alsétol a fels6 hatarig.

1—0 esetén (17.16b) trivialitds; 1=\ és /=I-re az ij>-ket tablazatokba fog-

laltuk1z.
I11. tablazat
Az §[l,, vektorcsatolasi egyitthatok
L =
i Yi+ti Yi—ti
Y21+i Y21+l
Yicsi+ 1 Y +li+ 1
I+ 2
Yai1+1 Y21+1
IV. tablazat
Az i/jiVektorcsatolasi egytitthatok
L v=—1 v=0 P=+1
i1 - /d+fiXI+ft-1) L7 (-1 (+1) 1/(/-1* - 1XI-IX)
\ 21(21+1) ) 1(2/+)) f 2/(2/+1)
/ I/ (I-fi+ 1X/H+/X) Ne 1/ ([+A*+ IX/—)
1 2/(2/+)) Yi(i+1) f 2/(/+1)
4 i/ (I 1K/—x+2) 1/ (IB+ D(/+/X+D i/ ([+*+ 1)(/+"t+2)
Y (2/+1X2/+2) r (/+1X/+1) (2/+ 1X2/+2)

17 sL.Ii emlékezetlinkbe véshetd, ha megjegyezziik, hogy |/z| =/ vagy (fi+ v)>L esetén eltlinik.
Ekkor (17.22)-ben az egyik abrazolasi egyitthatd értelmetlen.
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Flggelék a 11. fejezethez.
OSSZEFUGGES A BINOMIALIS EGYUTTHATOK KOZOTT

(17.26) igazolasahoz induljunk ki a
y (GI[ b ] fl+h)
$UVNc-a}-{ ¢ (17.29)
azonossaghdl. A bal oldalon, (I +x)"-ban x* egyiitthatdjat szoroztuk meg (1+ x)b-
b6l x°* ~-egyltthatojaval és Osszegeztik x-ra; ez nem egyéb, mint xc egyiitthatéja
(I + x)a(l + x)6= (I + x)a+*-ben. A jobb oldalon éppen ez a kifejezés taldlhato.
Legyen a pozitiv; b lehet negativ vagy pozitiv. Ha tovabba n<0, akkor
m _ uu—l)...(u—v+2)(u—v+1)_
Vv 12.. .(v—Da
-rl 1T (P-U-Wiv-*“- 2)- m0-L)(-4)=

: -2...(i.-Da

[ [T am)

(17.26)-ban (L + I- 1-x)-1 u-vel azonositva és (17.30)-at felhasznalva kapjuk, hogy

Y=(2n.

igy igazoltuk (17.26)-t. (17.29)-et az utolsd sor elsd részének lehozéasahoz, (17.30)-at
pedig a végeredmény felirasahoz hasznaltuk fel.

206



18, KIVALASZTASI SZABALYOK
ES A SZINKEPVONALAK FELHASADASA

1. A 6. fejezetben az id6filiggé Schrodinger-egyen\et segitségével kiszamitottuk,
hogy mekkora a ipF stacionarius allapot gerjeszt6désének \a,.(t)\2=\b(t)\2 valo-
szinlisége X irdnyban polarizalt, / intenzitasu fény beesésekor. (/ itt az egységnyi
dco= 2u dv frekvenciaintervallumra jutd energiat jelenti.) Azt az eredményt kaptuk,
hogy ha az atom kezdetben teljesen a mE stacionarius allapotban volt, akkor a
gerjeszt6dés valoszinlisége (6.17) és (6.6) szerint

2
\aM 2=BEFA t=""~-\X AR, (18.1)

ahol a

x fe= (W> (FABx2+ eee+ xn)tpE) (18.2a)
matrixelem a ,,dip6lusmomentum X komponense” az E->F atmenetre. Ha a fény
Y vagy Z iranyban lenne polarizalva, akkor (18.1)-ben XFE helyett

_ y fe= (fF(Y1+Y2+ mmdidiep)> (18.2b)
illetéleg

ZHE= (\&F, (zi+ 22+ ...+ 2 Ve) (18.2¢)

szerepelne, ha pedig az al5 a2, a8 irdnykoszinuszokkal meghatarozott iranyban
volna polarizalva, akkor a megfelel6 kifejezés

aAlrE+ =vfe+ a¥Z FE (18.2)

volna.
Einstein jOl ismert meggondolasaitl kdvetve kiszamithatd e matrixelemekhbdl

annak AFE mdt valdszindsége, hogy a yp gerjesztett allapoti atom dt id6 alatt spon-
tan kisugérzéssal atmegy a xE allapotba. Azt a mennyiséget, amelyet az
4e2:3
AN = N (\Z fE2+\YfeM \z e (18.1a)
képlet ad meg, nevezik ,,atmeneti valészin(iség”-nek.

1A. Einstein, Verhandl. deut. physik. Ges. 318 0. (1916); Physik. Z. 121 o. (1917).
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Ha az (F—E)/h frekvencidju szinképvonal hianyzik a szinképb6l, noha mas
vonalak el6fordulasabdl megallapithatd, hogy a ipFallapotban van az atom, akkor
arra kovetkeztethetlink, hogy a (18.2a), (18.2b) és (18.2c) kifejezések eltiinnek.
Az esetek Oriasi tobbségében e ,kivalasztasi szabalyok” a vizsgalt sajatfiiggvények
transzformacids tulajdonsagaikbol kdvetkeznek. A kivalasztasi szabalyok harom
fajtaja a sajatfliggvényeknek a szimmetrikus csoporttal, a haromdimenzios forgas-
csoporttal és a tikrozési csoporttal szemben mutatott transzformacids tulajdonsa-
gainak felel meg.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy az F-+E vonal teljes hidnya nem kovetkezik sziikség-
képpen (18.2) eltlinésébdl. (18.1) levezetésekor azt a lényeges, de nem szigortan igaz feltevést
tettlik, hogy az atom mérete elhanyagolhat6 a fény hullamhosszahoz képest. A szamitast tgy vé-
geztiik el, mintha a fény perturbaciés potencialja a fénysugar iranyaban allandd volna, tehat lé-
nyegesen csak a hullamhossz nagysagrendjébe es6 tdvolsagon valtozik meg. Ha figyelembe vesz-
sziik, hogy a potencial a fénysugar iranyaban val6jaban szinuszosan valtozik, akkor az atmeneti
val6szinliségre (tehat az élettartamra is) kissé mas kifejezést kapunk. (18.1)-ben BEIl,-hez egy B’
korrekciés tagot kell hozzaadni.

A (18.1)-ben, vagy (18.1a)-ban kiszamolt atmeneti valdszinliség a dipdlussugarzas esete; a
korrekcié a kvadrupdlus- és magasabb momentumokroél ad szamot. Ez az atomméret/hullam-
hossz négyzetének aranyaban tehat korilbelil 107-szer kisebb, mint a dipdlussugarzasbol ad6do
BEF, igy elhanyagolhaté BEF-hez képest, ha (18.2) nem t(inik el. Az olyan atmenetek, amelyeknél
(18.2) zérus, mégsem teljesen tiltottak, hanem csupan a dip6lusatmeneteknél jéval gyengébbek:

A tiszta kvadrup6lussugarzas intenzitasanak meghatarozasakor a lényeges mennyiség az

E(Vf, (X\Y\~Xx2yr+ .. .+X,,y,,)V>E) (18.3)

kvadrupdlus-matrixelem. (18.1)-ben ezt kell XFE helyébe irni, ha a kvadrupélusatmenet val6szin(-
ségét akarjuk megkapni.2

A. Dipo6lusadtmenet nem fordul el kilénbdz6 multiplicitast szintek kozott.
Kiilonbdz6 (20"+1) multiplicitasu szintek a szimmetrikus csoportnak kiilénb6z8
abrazolasaihoz tartoznak. A (x1+x2+ ... +X,,)-nel vald szorzas az elektronok
permutacioival szemben szimmetrikus operacio, ezért a 12. fejezet értelmében a
(18.2) skalarszorzatnak el kell tlinnie. Ugyanilyen okbo6l a kvadrup6lus- és maga-
sabb momentumu sugarzas is eltiinik.

Kisérleti tapasztalat, hogy az Ugynevezett interkombinacids tilalom csak ala-
csony atomszamu elemekre teljestiljél. Nehezebb elemeknél viszonylag erés vonalak
fordulnak el kiillénbdz6 multiplicitasd szintek kdzotti atmeneteknél is. Az ilyen
atmenetek — amelyeknek valdszinlisége az elektronok szamanak novekedtével
rohamosan n6 — oka az, hogy a Schrddinger-egyenlet az elektron magneses mo-
mentumabol ad6do tovabbi tagokat is tartalmaz.

2 A kvadrupdlussugarzast a kvantummechanikaban kimeritéen el6szér A. Rubinowicz
targyalta. Lasd példaul Z. Physik. 61, 338 (1930); 65, 662 (1930).

208



B. Az (x{+ X2+ ... + x,,)-nel vald szorzés a forgatdsukkal szemben nem szim-
metriaoperacid, ezért az L palyakvantumszamra vonatkozo kivalasztasi szabaly
mas lesz, mint S esetében. Ha ipEpalyakvantumszéama L, akkor az (x{+x2+ ...+
4-xn) fE szorzat masodik tényez6je D(U-hez, az els6 tényez6 mint vektorkompo-
nens D(D-hez tartozik.

Tartozzanak azf | L) fliggvények D(L)-nek x sorahoz és a fuggvények pedig
D(L)-nek y. sorahoz. Ekkor az 6sszes parok (2L+ 1)(2L+ 1) szorzata D(i)X D(i)
szerint transzformalddik, (lasd a 17. fejezet hasonlé meggondolasat).

PtV D=Prtil)-PrviL)= % \R ) IKE £ Ly>IL ).

A D"X D(szorzatot redukald matrix segitségével az /*(i'V*E)ekbdl olyan FR{e
linedris kombinéciok készithetdk, amelyek D,L)X D<L>irreducibilis kompo-
nensehez tartoznak. Megforditva, az f” L)ipJL) figgvények az F~-vaX a reciprok
S_1 matrix segitségével kifejezhetdk.

Esetlinkben L= 1 és D@xD<L) irreducibilis komponensei LxO esetére a ko-
vetkezdk :

D<L 1), D<L), DA +b. (18.E.1)

Az (x,+ \2+ mmtx,, )yEszorzat tehat harom olyan fliggvény 6sszegeként irhat6 fel,
hogy a (18.E.1) dbrazolasok mindegyikéhez hozzatartozik az egyik. Ha az y+. fligg-
vény L' palyakvantumszama L —1, L és L + 1kozil az egyikkel sem egyenl6, akkor
a (18.2) skalarszorzat mindharom része elt(inik. Spontan dipélsugarzasnal az L
palyakvantumszama csak * I-gyel vagy O-sal valtoznatik meg.

Ha L=0, akkor (x,+x2+ .. .+xnmpEa D(J) abrazolashoz tartozik, mivel ekkor
D(I>xD (0>azonos Ddl-gyel. Ha tehat LV 1, akkor (18.2) eltlinik; az S szintek
csak a P szintekkel (L'= 1) kombinaloédnak; az S-+S atmenet tehat tiltott.

E szabalyok pontosan csak a konny( elemekre igazak. Nagyszamu elektronra
ismét nem alkalmazhatok az elektron magneses momentumanak perturbalo hatasa
miatt. Az e szabalyokat megsért§ vonalak nem oly felt(in6ek, mint amelyek az in-
terkombinacio tilalom ellenére jelennek meg, mert e perturbaciok ellenére tovabbi
olyan kivalasztasi szabalyok léteznek, amelyek maguk is kizarjak az /.-re vonatko-
z6 kivalasztasi szabalyok altal tiltott &tmeneteket.

A kvadrupo6lus- és magasabb momentumok nem sziikségképpen tlinnek el ugyanazon feltéte-
lek mellett. Valéban, amikor kimutattuk, hogy a dip6lusatmenet tiltott, akkor kifejezetten fel-
hasznéltuk azt, hogy (Xj+ x2-H...+xu) a DO) &brazolashoz tartozik. A kvadrup6lussugarzas
megfeleld kifejezése (xlyl-1-... +xnyr). Ez nem DU)-hez, hanem D7l-hoz tartozik, kovetkezés-
képpen a palyakvantumszam valtozasa kvadrupolussugarzasnal +2, +1 vagy 0. Ezen felil
kvadrupélusatmenetnél még mind az S-*P, mind pedig a S-»S tilos.
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C. Dipolussugarzasnal a tiikrozési szimmetria mindig megvaltozik; paros szint
paratlannal, paratlan pedig parossal kombinalodik. Ha ugyanis (x, y, z)-t (—, —,
—z)-vel helyettesitve yE valtozatlan marad, akkor (x, + x2+ ... +x,)y>E valt el6-
jelet; forditva: az (x,+ x2+ ... +x,,)y>E valtozatlan marad az inverzidkor, ha yE
el6jelet valt, e kifejezés tehat yE-hez képest ellenkez6 paritasu.

E szabalyt, mely szerint a megengedett atmeneteknél a paritds megvaltozik,
elészor Laport és Russel fedezte fel a komplex szinképek analizisénél. A levezetés
csak dipOlussugarzasra érvényes3 masrészt az elektron méagneses momentumanak
figyelembevételénél is igaz marad, tovabba mind a kénny(, mind pedig a nehéz
elemekre alkalmazhat6. Az optikai atmenetek béséges adathalmazaban csak alig
ismerink olyat, amely ellentmond neki. A legismertebb eset a ,,rebulium” szin-
képében fordul el6; ekkor a kezdeti allapot metastabilis. Ekkor rendkiviil hosszu
bomlasi id8, tehat kicsiny atmeneti valdszinlség is realizalddhatik. Ez a helyzet
kilonosen az igen ritka csillagatmoszféra koriilményei kdzott fordul el6.

A harom kivalasztasi szabély valéjaban a legtdbb atmenetet megtiltja: a multi-
plett rendszer nem valtozhatik, L csak + 1-gyel vagy O-sal valtozhatik (O-bdl 0-ba
is tilos az atmenet), a tilkrozési tulajdonsagnak (paritasnak) meg kell valtoznia,
igy példaul a I+ szint csak a 3P -szal4, a 4D_ csak a 4V, 4D+ és 4F . szintekkel
kombinalodhatik5 s i. t.

Ismételten hangsulyozzuk, hogy eddig az elektron mdagneses momentumat
figyelmen kivil hagytuk, a szinképvonalak finomszerkezetét nem indokoltuk meg.
A fenti szabalyok a vonal valamennyi finomszerkezet(i komponensére érvényesek.
Az els6 kettd csak akkor marad érvényes, ha a magneses momentum hatésa kicsiny
(kicsiny multiplett felhasadas esetén, vagyis a kdnny(i elemeknél), az utolsé azon-
ban pontosan igaz; ennek okat késébb tisztazzuk.

2. Még meg kell vizsgélnunk azt az esetet, amikor kiils6 er6tér van jelen; ekkor
a potencialis energia szimmetrija elvész. Amint ismeretes, a kiils6 er6terek a vo-
nalakat tébb komponensre hasitjak fel. Méagneses térben ezt Zeeman-jelenség né-
ven ismerik, és kisérletileg igen nagy pontossaggal megvizsgaltdk. Az elektromos
térben analdg jelenség a S/ark-felhasadas, ez utobbi a legtébb esetben a megfigyelés
szamara nem olyan kdnnyen hozzaférhet6. El6zetes vizsgalatunkban a részleteket
nem targyaljuk meg alaposan; a Zeeman- és a Stark:-jelenséget olyan formaban fog-
juk megkapni, mintha az elektronnak nem lenne méagneses momentuma.

A Z tengely iranyaba mutatd magneses tér korlatozza a konfiguracios tér szim-
metria csoportjat. Minden lehetséges forgatds koziil csak a Z tengely korili for-
gatasok lesznek szimmetriaoperaciok. A Z és —Z irdny a magneses térer6sség

3 Kvadrupolusatmenetekre a forditott szabalyok érvényesek: a tiikrozési jelleg ilyen atmene-
tekre nem valtozik meg.

4 Kvadrup6lussugarzasra csak a 30 szinttel.

5 Kvadrupolussugarzasra csak a 4S_,4P _,4D_, 4F , 4G_ szintekkel.
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vektoranak axialis természete miatt egyenérték( marad. Ez biztositja azt, hogy az
XY sik szimmetriasik. Ugyanezen oknal fogva azonban az YZ sik példaul nem
szimmetriasik, mert a forgatas értelme ki van tiintetve. Ez a legvilagosabban gy
lathato be, hogy az elektron a kiils6 magneses térben és mag er6terében kialakuld
klasszikus palyajat vizsgaljuk meg. Ha a palyat a magon atfektetett és a térre me-
r6leges sikra tukrozzik, akkor klasszikusan megengedett palyat kapunk, viszont
a magneses térrel parhuzamos Y Z sikra végzett tilkr6zés nem vezet lehetséges pa-
lydhoz (lasd a 10a. abrat).

10a. abra
A magneses tér a Z iranyba mutat, a részecske palyajat az XY sikra tiikkrozve ismét lehetséges palyat
kapunk, az XZ sikra tlikrézve azonban nem

10b. &bra
Az elektromos tér a Z irdnyba mutat, a részecskepalyat egy Z tengelyen atfektetett sikra tiikrozve
ismét lehetséges palyat kapunk, az XY sikra tiikrzve azonban nem

Ebb6l kovetkezik, hogy a magneses tér a probléma inverzioés szimmetrigjat nem
befolyasolja: az inverzid (xk= —xk, yk= —yk, Zk——zK a Z tengely koril n szdg(
forgatas (Xk= - x k, yk= -y k, Zk=1zk) és az X Y sikra vonatkoz¢ tiikrozés (xk—xKk,
yk=yk, Zk——zKk) szorzata, igy a rendszer szimmetriacsoportjanak eleme. A teljes
szimmetria a Z tengely korili forgatasok, a tikrozési csoport (ez csak az inverziét
meg az azonossagot tartalmazza) és a szimmetrikus csoport direkt szorzata. Az els6
két csoport, igy a kett6 direkt szorzata is J1M -csoport.

Még ha a probléma teljes forgadsszimmetriajat szét is rombolja a kiils6 tér a sa-
jatértékek és sajatfiggvények kozelitéleg ugyanolyan érték(ek, illet6leg tulajdon-
saguak lesznek, mint amilyenek a magneses tér hianyaban voltak, ha a magneses
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tér gyenge, kisérletben megvalosithato erétér ebben az értelemben mindig gyenge.
Az L palyakvantumszam példaul hatarozott marad, ra a szokasos kivalasztasi sza-
balyok érvényesek. Ezen feliil minden egyes szint természetesen a harom szimmet-
riacsoport egyik irreducibilis abrdzolasahoz tartozik, még akkor is, ha a kils6 tér
tetsz6legesen erds. igy mindegyik valamilyen S multiplett szerkezettel rendelkezik
és tikrozési tulajdonsaggal, éppen gy, mint az er6térmentes rendszer esetén. Az A
és C kivalasztasi szabaly, amely a szimmetrikus és tlikrézési csoportnak és a sajat-
fliggvényeknek a kapcsolatabol kévetkezik, szigortan érvényben marad. Uj kvan-
tumszam bukkan fel, ez a p, magneses kvantumszam; ez megadja a kétdimenzids
valddi forgascsoport ama exp (-Mi/up) abrazolasat, amelyhez a szint tartozik, //-re
Uj kivalasztasi szabalyt kapunk, amelynek alakja kilénb6z6 irdnyban polarizalt
fényre és mas, igy szamos atmenetet csak a tér irdnyaban polarizalt (n komponens),
masokat pedig csak az erétér irdnyara mer6legesén polarizalt fény (a komponens)
képes létrehozni. Ez nem meglépd, mivel a tér kiillonbdz6 irdnyai tébbé nem egyen-
értéklek.
A Z iranyban polarizalt fénnyel beinditott &tmenetek esetében a

AFE~ (W> (zI+ 22+ eoo+ ZVEN (18.2¢)

kifejezés a jellemzd mennyiség. A (z,+ z2+...+z,,)-nel vald szorzds a Z tengely
korili forgatdsokra nézve szimmetriaoperacio, igy a yFés y Eéllapotoknak ugyan-
azon exp (+ ipcp) abrazolashoz kell tartozniuk, magneses kvantumszamaiknak is
meg kell egyezniik, ha (18.2c) nem zérus. Ha afény az er6térrel parhuzamosan
polarizalt, akkor a magneses kvantumszam néT valtozik meg.

Az olyan atmenetnél, amelyben a fény az er6tér iranyara mer6leges (or kompo-
nens), X FE és YFE a meghataroz0 mennyiség. Az (X,+x2+ ... +* )—i(yx+y2+
mmm+Yr) mennyiség az exp ('-ip) abradzolashoz, s igy az [(x1+ x2+ ... +X,,)-
~ %0;i+}2+ ee-+YrTPe fliggvény az (exp [+ i(p—1)%) abrazolashoz tartozik. Ha
tehat X FB—Y FE—(QpR\{xx+ x 2+ m m+x,,)—i(y1+y2+ ... +yn]ipE) nem tlnik el, ak-
kor B9-nek is az (exp[+i(//—l)go] abrazolashoz kell tartoznia. Hasonléan, ha
AFEFMFE={PF[{Xx\+ x2>me+*n)+10'i+J;2+ see+¥YYe) nem zérus, akkor DF
szlikségképpen az (exp [+/(//+ ]</]) &brdzolashoz tartozik, hogy X FEés Y FE csak
akkor nem zérusok, ha y)F és ipE magneses kvantumszdma eggyel kil6nbozik.
Az er6tér irdnyara merd6legesen polarizalt fény csak olyan atmenetet indukélhat,
amelyre Ali= + 1.

Vegyik észre, hogy skalarbol /<= 1-es hullamfiggvény lesz, ha egy vektor 1-es komponensé-
nek [lasd (15.34)-et] komplex konjugaltjaval megszorozzuk. Erre még rendszeres formaban a 21.

fejezetben visszatérink.

Emissziés folyamatnal mindez azt jelenti, hogy az er6tér irdnyara merdlegesen
kibocsatott fény A«,=0 atmenet esetén az er6tér irdnydval parhuzamosan, An,—1
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atmenet esetén pedig arra merdlegesen van polarizalva (transzverzalis hatas). Ez
egyeértelmien ler6gziti a polarizaci6 iranyat, mivel annak még a terjedés iranyara
is mer6legesnek kell lennie.

Masrészrél azonban a méagneses tér iranydban kibocsatott fénynek a térre me-
r6legesen kell polarizélva lennie, ezért csak a komponenst tartalmazhat, n-t nem.
Ekkor azonban a a komponens polarizaciéjat nem hatarozza meg a ,,térre merg-
leges” feltétel. A kisérletbdl ismert, hogy esetenként jobbra, esetenként pedig balra
cirkularisan polarizalt fényt kapunk. Forditva, ebbdl arra kdvetkeztethetiink, hogy
egyes atmenetek balra, masok pedig jobbra cirkularisan polarizalt fénnyel nem
gerjeszthet6ké. A 6. fejezetben talalhaté szamolashoz teljesen hasonléan beléathato,
hogy az XY sikban polarizalt fény altal gerjesztett atmeneteknél (18.1)-ben X FE
helyett, az (11f2){XFE+iYFB), illetéleg az (1/12)(X FE—iYFE) matrixelemek szere-
pelnek, attol fiiggéen, hogy az elektromos térerésség az X tengelyt6l fordul-e at
az Y tengely felé, vagy forditva. Ha tehat a fény a sztatikus térer6sség iranyaba
nézve (vagyis alulrdl, ha a pozitiv Z tengely felfelé mutat) jobbra cirkularisan po-
larizalt, akkor olyan atmenetet indukal, amelyben /neggyel n6; ha balra cirkulari-
san polarizalt, akkor olyat, amelyben /neggyel csokken. Forditva, ha spontan
emisszio soran u eggyel csokken, akkor a kibocsatott fény (ugyanabbol az irany-
bol nézve) jobbra, ha eggyel né, akkor balra cirkulérisan polarizalt.

3. Szemeljiik ki a rendszer valamely szintjét elt(ing térerésség esetén. Vizsgaljuk
meg, hogy a mégneses tér bekapcsolasakor az hogyan fog viselkedni. A zérus er6-
ter(i rendszer ESLw szintje a magneses térben felhasad, az eredeti szintb6l szamos
Uj keletkezik. Ez azonban az S multiplett rendszert és az w tlikrozési jelleget nem
érinti; az adott zérus er8ter( szintb6l szarmazo szintek az eredeti 6*et és w-t meg-
6rzik. Ez abbol kdvetkezik, hogy minden sajatfliggvény az erétér ndvekedtével
folytonosan valtozik. Mivel minden sajatfiggvény a szimmetrikus csoport és a
tikrozési csoport valamely abrazolasahoz tartozik, a térer6 barmely értékénél
eme &bréazolasok megvaltozasa ugréasszer( volna, ami lehetetlen.

6  Ahhoz, hogy az atmenet soran kibocsatott sugarzas polarizacios allapotat meghatarozzuk,
csak azokat az allapotokat kell tudnunk, amelyekben a fény a forditott folyamatban nem nyel6-
dik el. Példaul az olyan atmenet, amelyben a kibocsatott fény a Z iranyban polarizalt gerjeszthet6é
(noha gyengébben) a Z irannyal szbget bezar6 polarizacios iranyd fénnyel. Alapvet6 az, hogy az
ilyen atmenet nem gerjeszthet6 a Z-re mer6legesen polarizalt fénnyel. Hasonloképpen jobbra
cirkularisan polarizalt fényt kibocsaté atmenet nem gerjeszthetd balra cirkularisan polarizalt
fénnyel és forditva.

A kibocsatott fény polarizacidjanak meghatarozasakor azért van szilikség a forditott, abszorp-
cios folyamat vizsgalatara, mert az alkalmazott Schrédinger-egyenXtl egyaltalan nem magyarazza
meg az emissziot.

213



Hatra van még az a kérdés, hogy milyen lesz az Eslw-bél szarmazé szintek fi
értéke. Legyen R egy qszogl forgatas a Z tengely koril. Ekkor (15.6) szerint a
D<4\R) abréazolasi matrix a kovetkez6:

e”/u 0 0 0

0 . 0 0
(is.e

0 0 B - Y i 0

0 0 0 eilr

Ha f Xl ESLwsajatfliggvénye, akkor A(S)-nek n-adik sorahoz és D<€>-nek /r-edik so-
rahoz tartozik, vagyis

2 D<t)({<b0, 0}),,vw = e"*W (18.4)

igy ipBa Z tengely kortli forgatdsok csoportjanak (exp (+ ifup) abrazolasahoz tar-
tozik. Ez akkor is igaz marad, ha a térerd novekszik. Mivel fi az —L-t6l + E-ig
fut a D(i) abrazolasban, azért az L palyakvantumszamu szint 2 L + 1 szamd ESLw,R
szintre hasadfel; a fi magneses kvantumszam lehetséges értékei —L, —L+1, ...,
L—1, L. Az els6 kozelitésben az k-SLw,,-hdz tartozé sajatfiiggvény maga mivel
ennek A(S) egy sordhoz és az (exp (+ i/w) abrazolashoz kell tartoznia, és nincs a
A -knek olyan mas linearis kombinéacidja, amely ilyen tulajdonsagu lenne. Az els6
kozelités ,helyes linearis kombinacioit” ismét csoportelméleti meggondolésok ha-
tarozzak meg.

Ebben az esetben a ,,helyes linearis kombinacié” azért hatarozhaté meg kénnyen, mert Dél-
ben a Z tengely korili forgatasoknak megfelel6 matrixok 6sszessége, mint a Z tengely korili
forgatasok csoportjanak abrazolasa mar a (18.E.2) redukalt alakkal rendelkezik. Ha a magneses
tér mondjuk az Y iranyba mutatna, akkor az Y kortli forgatasok diL\ip) matrixait ki kellene re-
dukalnunk, azaz a (18.E.2) alakra kellene hoznunk. Ekkor e redukcié (TR,fl) matrixa szolgaltatna
a helyes linearis kombinaciokat:

Wy = 2 TI'U-WU .

Az ESL\Whi sajatértékek az elsd kozelitésben az elsd kozelités sajatfliggvényeibdl
kiszadmithatok, ha ismeretes, hogy a 76z magneses tér miatt a rendszer Hamilton-
operatora hogyan valtozik meg. A klasszikus elméletben a zérus térer6nek meg-

felel6 Hamilton-iliggvényhez az ?(A, ve):— (&xpx+\ p y+ Ap2) tag adodik hozza.

(A térer6sség magasabb hatvanyait elhanyagoljuk.) A a vektorpotenciai, amelynek
rotacidja adja a térerésséget. A kvantummechanikaban px-1 —ihd/dX-ve\ helyet-
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tesitjik, igy ugyanilyen kozelitésben kapjuk a magneses térb6l adédd potencialt.
V = " - (Ax8ldx+ Ay8/dy+ Azd/dz). (18.5)

Tobb elektron esetén — V tdbb ilyen tag Osszege lesz7, Z iranyd homogén XXk
mégneses térre:

Ac—et AE-x X' A0

(5.22)-b6l a magneses energiatdbblet

e
ESLw, -E SLw= " xi, VV/,)=2w4 v,,- L V), (18.6)
L2= -it{xIdldyi+ mmtxj)/dyn-y {d/dxi~... -y rd/dx,,). (18.6a)

A (18.6)-ban szerepld skalarszorzat pontosan kiszamithatd. Megmutatjuk, hogy
minden/ fliggvényre
U f=-ih~ (P W) (18.7)
V<P 0
és hogy ez egyenl6 az /-nek az ,,elforgatott allapotban” és az eredeti allapotban vett
érték kiilonbségével, osztva a forgatas szogével. Mivel

cosg/sinp O
{<p,0,0}= —sin pcosp O,
0 0 1
azeért
P{RO>/(.o**M - ee)=/(e* xkcos sin pxksiny + n cos<pzk,...)

Ezt gpszerint derivalva és f/ = 0-t betéve kapjuk, hogy

amely nem egyéb, mint (18.7). (18.4)-et felhasznélva ezt 1 segitségével is kiszamit-
hatjuk :

-ih A~ (PWo)VJ=-N 4qg(e™,)=M (e">Xx). (18.7b)
A (" ,yKi)=1norméalas miatt (18.6) ezt adja:
ESL.,,-ESL.= & (f=-A-£+1,....1-1 .« (18.8)

7 Pontosabb kozelitésnél még az (A7- A7+ AN ~ 2tagot is hozza kellene adni (18.5)-hoz.

E tag felel6s példaul a diamagnességért.
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(18.8) szerint L palyakvantumszamu szint az els6 kozelitésben (ha A6J1 els6
hatvanyon tartalmazd tagokra korlatozodnak) 2L+ 1egyenkdz( szintre hasad fel.
Ezek kozil a kozéps6 szint (p=0) energiaja megegyezik az eredetiével; adott tér-
er@sség mellett a szintek tavolsaga barmely ily médon felhasadt szintre egyforma,
hiszen (18.8)-ban csak egyetemes allandék fordulnak eld.

Az F->E vonal Zecman-komponenseit vizsgalva azt latjuk, hogy egybeesik az
0sszes olyan vonal, amelyre a p valtozasa ugyanakkora, hiszen az F szint ugyan-
olyan mértékben hasad fel, mint az E. p azonban optikai atmenet soran csak +1-
gyel vagy O-sal valtozhat meg, ezért 6sszesen harom vonalat varunk, a két eltolo-
dott komponens a k6zéps6tél mindent6l egyforma tavolsagra van. Ezt a felhasada-
si médot normélis Zeemanelenségnek nevezik.

Ez a kép csupan a szingulett vonalakra egyezik meg a tapasztalattal. Szingulett
allapotokban az elektronok a ,,normalis” modtol valé eltérést okoz6 magneses
momentumai (spinjei) Ugy kombinalédnak &ssze, hogy a hatasuk eltinik. Ez a
magyarazata annak is, hogy a szingulett termeknek nincs finomszerkezetiik. Min-
den mas szintnél a felhasadas a fent kiszamitottnal kisebb, vagy nagyobb, és alta-
ldban szintr6l szintre valtozik. Azok a vonalak, amelyeknél p ugyanakkorat val-
tozik, tobbé nem esnek egybe. Igy el6all az ,,anomalis Zeeman-jelenség” néven is-
mert felhasadasi mdd. Ez az el6z6nél jéval bonyolultabb. Az egyes Zeeman-kom-
ponensek viszonylagos intenzitasat kés6ébb szamitjuk ki.8

Megjegyezziik, hogy a magneses térnél jobban semmilyen mas kiilsé tér nem ké-
pes a szinteket felhasitani, hiszen a megmarad6 elfajulas teljes egészében a szim-
metrikus csoporttal kapcsolatos, és az elektronok ekvivalencidjat semmilyen kiilsé
er6tér sem sziintetheti meg.

4. Z irdny0 allandé elektromos térben mas a szimmetria, mint magneses térben,
mivel az elektromos térer@sség poléris vektor. Ebben az esetben tlikrozési kdzép-
pont nem létezik, azonban a magon atmend, erétérrel parhuzamos sikok szimmet-
riasikok maradnak. A helyzet ellentétes a magneses tér esetével (lasd a 10b. abrat
a 211. oldalon). A szimmetriacsoport most a kétdimenzios forgatds—tikrozés-
csoport (ez nem Abel-csoport!), mig a magneses térnél a kétdimenzios valddi for-
gascsoport és a haromdimenzios tiikrézéscsoport direkt szorzata volt. Az S multi-
ple« rendszer mellett minden szintnek még egy m=0,0', 1,2, ... elektromos kvan-
tumszama is van; ez azt mondja meg, hogy a szint a kétdimenziés forgas—tiikro-
zés-csoport melyik Z<m>abrazolasahoz tartozik.

8  Ezt a 23. fejezetben tesszilk meg. A tekintett harom vonal intenzitasa ugyanolyan, amilyet a
Zeeman-jelenség klasszikus elmélete josol; ez a normalis Zeeman-jelenséget pontosan szolgaltatja.
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A 14. fejezetben meghataroztuk a kétdimenzios forgds—tiikrozés-csoport irre-
ducibilis abrazolasait. Z(0), Z(0), Z(2), Z(@, .. ,-ban rendre az

0
< * 47 £)(T | 4 "
matrixok felelnek meg a szogli forgatasoknak, mig az

o1 (0 1
O N-Y o) [i oj—
matrixok az X tengelyre valé tiikr6zés megfeleldi.

El6szdr meg kell hatdroznunk azt, hogy D<x(7?)-ben mely Z <) fordul el6 és
hanyszor; itt R a Z korili forgas—tiikrozés. Ily médon meghatarozhatjuk ama
szintek m értékeit, amelyekre az L palyakvantumszamd szint felhasad. (18.E.2)-bdl
azonnal lathatd, hogy ha R valddi forgatas Z koril, akkor Z(@), 2@, ..., Z(i)
mindegyikét egyszer tartalmazza a Z<pelsd, illetéleg masodik sordhoz tar-
tozé sajatfliggvény D”-nek m, illet6leg —m sorahoz tartozik. Masrészt a D(i>nek
0 sorahoz tartozo sajatfliggvények Zi0rhoz és Z<0)-hdz is tartozhatnak. Azt, hogy
melyik eset valésul meg, példaul az y'= —y tiikrozés vizsgalataval donthetjik el.
(ZQés Z(0) tiszta forgatasokra azonos.)

D”-ben az e transzformacionak — amely tiikrézés és Y tengely koérili n szdg(
forgatas szorzata — megfelel6 matrix atléja

w(\+2 cosn+2 cos7z+ ...2cosLn)=w(\-=2+2—.. +2(—1) = w(—1)L»
(18.9)

ahol w +1 paros és —1 pératlan szintre. Mivel a tiikrozések atlojahoz Z (D), Z (2,
..., Z<) komponensei nem adnak jarulékot, azért a szint 0 szint, ha n(—\)L= -I-1;
és 0' szint, ha w{—1)L—1.

Lathato, hogy az elektromos térben a szintfelhasadas nem olyan teljes, mint a
magneses térnél; egy L palyakvantumszamu szintb8l csupan L + 1szint keletkezik.

Erds elektromos tér esetén a magneses tér esetéhez hasonlo kivalasztasi szaba-
lyok érvényesek. Az m elektromos kvantumszam Z tengely mentén polarizalt fény
esetében nem valtozik meg, mert a (z, +z2+ ... +z,,)-nel vald szorzas a kétdimen-
zi6s forgas—tiikrozés-csoporttal szemben szimmetriaoperacio, ha a forgastengely
a Z tengely. Ezért a 0 és 0' szintek kdzott minden &tmenet tilos, m ezzel szemben
+ |-gyel valtozik meg, ha a kibocsatott fény a térerésségre merélegesen van pola-
rizélva.

A péalyakvantumszamra vonatkozé kivalasztasi szabaly erds elektromos tér
esetén megséril, mert a teljes forgadsszimmetria tobbé nem érvényes, tehat a sajat-
fuggvények nem tartoznak a haromdimenzios forgascsoport abrazolasaihoz.
A Laporte-szabaly sem marad érvényes (noha ezt a magneses tér nem érinthette);
csupan a 0' és 0' szintek kdzotti atmenetek maradnak tiltottak.
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Az elektromos tér altal perturbalt sajatértékek szintén ksizamithatok formali-
san a Rayleigh—Schrodinger-e\)aras segitségével. Az eredmények érvényessége kor-
latozott, hiszen a

V=e<54Zi + Z2+ eso+ A) (18.10)

perturbacids tag alakja miatt az eljaras divergens9.

A potencialt példaul a H-atom esetében a magtél mért tavolsag fiiggvényében
grafikusan abrazolva azt latjuk hogy a mag kozelében mély potencidlminimum
van, de az elektronnak mindig van elég energidja ahhoz, hogy a tér iranyaban a
végtelenbe szokjék.

Ebbdl arra kdvetkeztethetnénk, hogy elektromos tér esetében szigordan véve
nem létezik diszkrét spektrum, nincsenek valodi kotott allapotok. Ennek ellenére
a Schrédinger-djarassa\ kiszamitott elsé és masodik kozelités nem teljesen értel-
metlen. Olyan allapotok adddnak ugyanis, amelyek ha valéjaban nem is stacio-
nariusak, de igen hosszd idén at staciondrius allapotokként viselkednek, mert a
mag kozelébdl az elektron a potencialvolgybdl a magot csak nagyon sokszor meg-
kertilve szabadul ki.

Az els6 kozelitésben az elektromos tér okozta energiaperturbacié egyéltalan
nem hasitja fel a sajatértékeket. Az (5.18) szekularis egyenlet

%)= i+ 2F» 0 (18.11)

egyltthatéi mind zérusok, hiszen (z, + z2+ ... +zn)ipxfi és paritasa kilonboz6.

Ha véletlen degeneracio nincs, akkor az ugyanezen E sajatértékhez tartoz6 0sszes
sajatfliggvény paritasa megegyezik. Ezt a sajatsagot tapasztaltuk mar a 209., 210.
oldalon talalhaté atmeneti operatornal is; (18.11) alland6 tényez6tdl eltekintve
megegyezik (18.2c)-vel. A (v,/;*,,)" sajatértékek mind zérusok. Az els6 kozeli-
tésben valamennyi szint egybeesik a nem perturbalt szinttel. Ha az energiaper-
turbaciot a térer6sség hatvanyai szerint sorba fejtjik, akkor az els6 hatvany
egyutthatdja eltlinik, tehat a szintek kozott a tavolsdg a térer6sség négyzetével
tart zérushoz. Els6sorban csak a hidrogénatomnal van szintfelhasadas, mert itt a
kiillénbdz6 paritasu szintek véletlen degeneracid folytan egybeesnek.

A Stark{elenségre most levezetett térvények kisérleti igazolasanak uUtjaban a
Zeeman-elenség esetéhez hasonldan ismét féleg a magneses momentumokhbdl
addédé bonyodalmak allnak. Az egyetlen altalanos érvény(i eredmény az, hogy nincs
térerésség els6 hatvanyaval aranyos szinttdvolsag; ez ugyanis csupan tukrozési
sajatsagokra vonatkoz6 meggondolasok kdvetkezménye.

5. Szabad atomok szamara az allandé elektromos és magneses terek a leggya-
koribb kiils6 perturbacidk. Kristalyok atomjaindl azonban més fontos esetek is

9 Lasd J. R. Oppenheimer, Phys. Rév. 31, 66 (1928).
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fellépnek. Itt a kdrnyez6 atomok keltette ,,kiilsé er6tér” szimmetridjata kristaly
szimmetridja szolgaltatja és ez érdekes felhasadasokat eredményezhet. Ezt a leg-
tobb szimmetriaosztaly esetére H. A. Betne Vizsgalta meg részletesen. Példai kozill
csak a viszonylag egyszer(i rombos esetet, a rombos piramis szimmetriajat tekint-
juk at.n

A rombos piramisnak harom szimmetriaeleme van: a Z tengely koril n szdg(
forgatas és tiikrozés a XZ és YZ sikra, C2s szimmetriacsoportja e harom elembdl
és az egységelembdl all. Ez izomorf a négyescsoporttal (lasd a 71. oldalt), mivel
mindegyik elemének rendje 2. Lévén Abel-csoport, négy irreducibilis egydimenzios
abrazolasa van; ezeket az V. tablazat adja meg.

V. téblazat
A rombos piramis csoportjanak abrazolasai

Aoz 1 « 5209 forgas Tlkrozés Tukrozés
Abrazolas E Z kol a ZX sikra a ZY sikra
i (i) (i) (i) (i)
" (i) (-1) (-1) (i)
in (i) (-1) (i) (-1)
v (i) (1) (-1) (-1)

Az els azonos abrazolas, a masodik és a harmadik hasonlitanak egymashoz, ben-
niik csak az X és Y tengely szerepe cserél6dik fel; a negyedik azonban kiilénleges
szerepet jatszik.

Ha egy atomot a kristalyban a helyére visziink, akkor arra olyan er6k lépnek
fel, amelyek a tér teljes szimmetriajat megbontjak, és csupan a rombos szimmetriat
hagyjak meg. Mivel e csoport irreducibilis abrazolasai egydimenzidsak, az L palya-
kvantumszadmu szint 2L + 1 szintre hasad fel.

Arra a kérdésre kivanunk most valaszt adni, hogy az eredeti L azimutalis kvan-
tumszamu és w paritadst atomszintb8l a kristalyban keletkez6 szintek koziil hany
rendelkezik az I, Il, 111, illetéleg 1V abrazolasok tulajdonsagaival. Erre a kérdésre
az éltalanos elmélet ad valaszt. Meg kell hatarozni, hogy a forgas—tiikrozés-cso-
port D(L">&bréazolasa hanyszor tartalmazza az I, Il, 11l és IV &brdzolasokat, ha
azt cArombos alcsoportja dbrazolasaként fogjuk fel. Eme  an, alU és alV sza-

10Ez az allitds azt a feltevést tartalmazza, hogy a kérnyez& atomokat a vizsgalt rendszerbél
kizartuk; hatasukat a ,,kiils6” er6tér képviseli. Vilagos, hogy ez nem egészen pontos, tehat az eme
feltevésen alapuld targyalas nem teljes. Nevezetesen a ,kicserél6dési” eréket itt nem vesszik
figyelembe.

11 A rombos piramis alapja rombusz. Lasd H. A. Bethe, Ann. d. Phys. 3, 133 (1929).
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mokat a legegyszer(ibben (gy hatarozhatjuk meg, hogy kiszamitjuk D<i Nj karak-
tereit a C2v operéacioira. Az egységelemre

2L+\ —aj+yuy +am + a-iy. (18.123)

A Z tengely koril n forgatasra, illet6leg a ZX és ZY sikokra valo tiikrozésekre
(18.9) alapjan

(-1)z=al)-K/i-aill+aK (18.12b)
w(- Dl=a/-a/l+am -a/K=ai+aii-a/lJ-«n, (18.12¢)

(18.12¢)-b6l kovetkezik, hogy a,=aw és n>(-1)E=a/-a/k. (18.12a)-bol és
(18.12b)-b6l kovetkezik, hogy 2L+ ](—)L=2a/+ 2d/K. igy megkapjuk az a sza-
mokat, amelyeket a VI. tablazatban foglaltunk &ssze.

V1. tablazat

A rombos piramis csoport abrazolasainak multiplicitasa a forgas—tiikrozés-csoport
néhany abrazolasaban

Szintek al alialll av
ot 1 0 0
_ 0 0 1
o+ 0 1 1
p_ | 1 0
D+ 2 1 i

A fent emlitett munkéban H. A. Bethe majd az 0sszes 32-féle kristalyszimmet-
riara meghatarozta a felhasadast. Mindebbdl tovabbi kdvetkeztetéseket is levont,
igy példaul az 1, 11, Il és 1V tipusu szintekre a kivalasztéasi szabalyokat igen egy-
szer(ien megkaphatjuk, mondjuk a Z irdnyban polarizalt sugarzas esetére, ha észre-
vesszilk, hogy a (zt+z2+ ... +z,)-nel vald szorzds a rombos csoportra vonatkozd-
lag szimmetriaoperacio, tehat csak ugyanazon abrazolas szintjei k6zétt megenge-
dett az &tmenet.
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19. A SAJATFUGGVENYEK
RESZLEGES MEGHATAROZASA
TRANSZFORMACIOS TULAJDONSAGAIK
ALAPJAN

]. A sajatfuggvényeknek az el6z8 fejezetben megvitatott transzformacios sajat-
sdgai azokbdl az dsszefiiggésekbdl kovetkeznek, amelyek a sajatfliggvényeknek a
csoport transzformacidival egymasba atvihet6 valtozéinal felvett értékeire allnak
fenn. Ha példaul a csoport az x'= —x tiikrozésb6l és az azonos transzformacidbdl
all, akkor az azonos abrazolashoz tartozo (paros) fiiggvényekre

9(-x)=9(x), (19.1)
a negativ abrazolashoz tartoz6 (paratlan) fliggvényekre pedig
. [(-x)=-/(x). 19.1a
Altaldban a (-x) () ( )
p* *D eee* V=2 VaXi, *2, ..., X,,) (19.2)

Osszefliggéshdl (11.26a) segitségével kovetkezik, hogy
WAX, X2.......X,,)= 2 AT, %I, X2 =+ X,) (19.3)

ahol xj, X2, ...x', az x,, X2 ...,x,,-b8l az R transzforméaciéval adddik. Ha a
hullamfiiggvény argumentumainak teljes tartomanya (vagyis a teljes konfiguracios
tér) olyan részekre oszthatd fel, amelyek mindegyike az egyik részb6l — a funda-
akkor ipx (19.3) segitségével mindenditt kiszamithatd, feltéve, hogy a fundamentalis
tartoméanyban ismerjuk. A (19.3) egyenlet az x,, X2 ..., X,, argumentumok soka-
saganak redukciojaként tekinthetd; e redukcié mértéke attol fligg, hogy milyen
hatasu az a csoport, amellyel szemben a sajatérték-probléma invarians. Ez az 6sz-
szefliggés explicit formaban mutatja qx transzformdcids tulajdonsagait is. igy ix
invarianciatulajdonsagaibdl kovetkezd valamennyi allitdsnak (19.3)-bol levezethe-
tének kell lennie.

Tekintslk példaul egy paratlan és egy paros fliggvény skalaris szorzatét:
\] g(x)*f(x) dx. (19.9)
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Az integracids tartomanyt a —°°-t6l O-ig és a 0-tdl + °°-ig terjedd részre osztva
(ezeket az x'=x transzformaci6 viszi at egymasha) kapjuk, hogy
co 0 (D

J g(x)*f(x) &x= J g(x)*f(x) d.Y+ J g(x)*f(x) ax.

Ha most az els6 integralban -x-et az y valtozoval helyettesitjiik és g(-y)-t és
f(-y)-t, (19.1), valamint (19.1a) segitségével kifejezzlik, akkor
0)

- J g(y)*f(y) J g(x)* f(x) d.x=0, (19.5)
0 0
tehat a (19.4) integral két tagja kiejti egymast.

Az az okoskodas, hogy/és g kiilénb6z6 irreducibilis brazolashoz tartoznak, s
igy skalarszorzatuknak el kell tlinnie, voltaképpen egyszer(ibb, mint az itt be-
mutatott szamitas. Ezzel szemben azonban a nagyobb attekinthet6ség mellett
(19.3)-bal kiindulni még azért is elényds, mert igy a sajatfliggvényeket részlegesen
ki lehet szamolni. Ez az eljaras igen hatékony olyan egyszer(ibb esetekben, ame-
lyek a forgascsoporttal szemben invariansak.

2. A (19.3) egyenlet szolgaltatja a % hullamfliggvényt mindazon helyeken,
amelyek a P= (jc, z,, x2y2 22 ..., XnY,, Z,) pontbdl a csoporttranszforméaciok
altal adédnak, tpx értéke e helyeken f x-mk és a tébbi w, partnerfliggvénynek a P
pontban felvett értékével fejez6dik ki. A forgascsoportra a konfiguracios tér ama
pontjai ezek, amelyekben a részecskék relativ helyzete, vagyis az atom geometriai
alakja megegyezik. A konfiguracids tér pontjait a haromdimenzids tér kdzéppont-
jabol kiinduld n-labbal abrazolhatjuk. Az egyes labak vége a haromdimenziés tér-
ben oda mutat, ahol az illet§ elektron elhelyezkedik a vizsgalt elrendezésben. Ha
minden lehetséges u-labra ismeretes a hullamfliggvény, akkor a konfiguraciés tér
minden pontjaban is ismerjik azt.

A 189. oldalon a ,,tomegkdzéppont levalasztasara” vonatkozoan talalhatdé meggondolasaink-
bél kdvetkezik, hogy a hullamfliggvény valtozdként a mag koordinatait is tartalmazni fogja.
Ezért a hullamfliggvény nemcsak olyan esetben van definidlva, amikor az n-lab kiindulépontja a
hadromdimenzids tér centrumaban van, hanem — ha az w-lab a mag helyérél indul ki annak
tetsz6leges térbeli elhelyezkedésére is. A hullamfiiggvény értékei megegyeznek azonban az u-lab
olyan helyzeteire, amelyek egymash6l parhuzamos eltolassal adédnak. Ezért elegendd azt csupan
a kozéppontbol kiinduld u-labra megadni. A hullamfliggvény nem valtozik, ha minden x vagy y
vagy z koordinatat (beleértve a mag koordinatait is) ugyanazzal a szammal csokkentjiik vagy no-
veljuk.

Az egymashdl elforgatassal adddd helyzetek az u-lab ugyanolyan alakjanak, de
killénb6z6 orientacidinak felelnek meg. A fundamentélis tartomanyt ugy valasztjuk
meg, hogy az olyan helyzet(i legyen, amelyben az u-18b els6 szara (amelyik az elsé
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elektronnak felel meg) a Z tengelyben, a masodik pedig az XZ sikban fekszik.
E tartomany a konfiguracios tér ama pontjaibdl all, amelyekre xI=yi=y2=0.
Ha a D(U({a/S,y}) dbrazolashoz tartoz6 2L + 1szama ™ _t,y> L+, ..., L hullam-
fuggvény értéke G_I,G I+, ..., GL a fundamentalis tartomanyban [vagyis
G=W(0.0r, x20,22 ..., xny,,z,) és  csak] a részecskék elrendezddésének
geometriai alakjatél figg, akkor az olyan x[,y[,z[,...,x'ny'nz'n pontokban,
amelyek a 0,0, z,, x2 0,22 ..., X,, Y. Z, pOntbél a (7—a, B, —a —y) forgatéassal
adddnak,1(19.3) szerint

Vnix'i, Yn Zi, «me, X;, y', 7;,)=
= AZ L nE({a-a, B, -n-y})*NGAg)= (19.6)

- 2 (-r'oMld ren).
\=-L
E kifejezésben2 a és B definicid szerint az els6 elektron azimut- és polarszdge, y
pedig a Z tengely és az els elektron altal meghatarozott siknak az origé és az elsé
két elektron sikjaval bezart szoge. Gx csak az n-lab g geometriai alakjatol fiigg.
L=0 esetén (5 szintek) (19.6) szerint

XL YL zZL - Xn Vs Z0=G Q). (19.7)

Ebben az esetben a hullamfiliggvény csak az u-lab alakjatél fiigg, annak térbeli ori-
entacigjatol nem; az S allapotok gdmbszimmetrikusak3 Ez teljesen érthetd, hiszen
S allapotban egyetlen hullamfiiggvény van, s ez nem elegend6 irany kijel6léséhez*
Magasabb azimutalis kvantumszadm esetén a sajatfliggvények teljes rendszerére
ugyan minden irany egyenérték(, azonban egyetlen sajatfiggvény sem véalaszthat6
ki Ggy, hogy valamilyen iranyt ki ne tlintetnénk, igy az egyes sajatfliggvények ki-
16n-kildn mar nem gémbszimmetrikusak.

a,B,-a-y})*,=(=r Xo\a,B, y)ix
Osszefiiggés a

Do{a,?, Me*?

(15.8) dsszefiiggésnek és annak a kovetkezménye, hogy d{I}(?)Rk valds.

2 A forgatast ugy valasztottuk meg, hogy a és R az els6 elektron pozitiv polaris, illet6leg azi-
mutalis szdge legyen. Lasd a kdnyv végén az A. fiiggelék masodik szakaszat.

3A. Unsolid, Ann. Physik 4 82, 355 (1927).
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(19.6)-bdl kivalasztasi szabalyok is levezethetk. Itt azonban f6leg azzal foglal-
kozunk, hogy ebbdl az egyenletbdl a sajatfliggvények mennyire hatarozhatok meg
explicit modon.

3 Merev testre a g geometriai alak rogzitett, tehat a G;-k allandék. Ebben az
esetben a sajatfliggvények csak a, /Sés y fiiggvényei és (19.6) teljesen meghatarozza
Gket. A legegyszer(ibb merev test a vékony rad, amely kézéppontja koriil foroghat
(merev rotéator).

A merev rotator Schrodinger-egyenlete a kdvetkez6:

_A [ <L cin flfopSV-y), 1 Y) _
23 sin0 #0 #0 sin20 a2

(19.8)
= <p),
itt 3 a tehetetlenségi nyomaték, 0 és @ pedig a rotator polar- és azimutszoge.
A fundamentalis tartomany most egyetlen pont: 0=0, ez a rotator ,,normalis
helyzete”. A sajatfliggvények értékeit e pontban Gf*-val jel6ljiuk, ekkor a (15.8) és
(19.6) egyenletek alapjan

Vi, ¥)=2ﬂ (- 0“ *DL{a™y}),.AG f. (19.8a)

yj~-tiek azonban nem szabad y-t6l fliggnie, mivel e valtozo tetsz6leges értéke mel-
lett a rotator mindig ugyanabban a helyzetben van. igy @4d.=0 ha /” 0, s igy
(19.8a) igy alakul:4

V0, <?2)=(-Y e"*<(i)(0),10G f=
(19.8b)
L-1ro % ,

Ez az egyenlet az abrazolasi egyutthatok segitségével kimeritéen jellemzi a sajat-
fliggvényeket. A (19.8b) egyenlethdl az is latszik, hogy megegyez6 L és 4 mellett,
A'-ben kiillonboz6 yod_ sajatfiiggvények egymastol legfeljebb allando tényez6ben tér-
hetnek el. Mivel kiilonbdz6 sajatértékek sajatfliggvényeire ez nem lehetséges, azért
minden egyes L-hez csak egyetlen sajatérték tartozhat. igy az N index a (19.8),
(19.8a) és (19.8b) egyenletben elhagyhato.

A (19.8) meggondolésok szolgaltatjak az /.-edfokd g&mbharmonikusokat;
(19.8b) szerint D(i)({(p, 0, yPm® az K/m(0, 9gémbharmonikussal egyezik meg, el-
tekintve a normalastol és a (—)mtényez6tol.

Ne lep6djiink meg tdlsagosan azon, hogy (19.8) szdmolas nélkdl teljesen meg-
oldhaté. Valéjaban az abrazolasok meghatarozasanak egyik modszere a (19.8)-cal

4 Lasd e fejezet 2. labjegyzetét és az A. fuiggeléket.

224



Iényegében egyenérték(i Laplace-egyenlet megoldasan alapul (15. fejezet, 1. sza-
kasz). Mondhatjuk tehat, hogy most e megoldast visszahelyettesitjik (19.8)-ba.

Ramutatunk arra, hogy a (19.8) egyenlet minden gémbszimmetrikus probléma-
ban fontos szerepet jatszik. Tekintsik a A-atomot; ezt a

h2(d2 a2 a2 N e2 i r ni nqag»
(SP+ W+l T “U»« <199)
egyenlet irja le. A (19.6) egyenlet azt allitja, hogy a megoldasok alakja a kdvetkez6:

¥>f= 2 (- D"-+D'i{* R- Wb. Gf(r), (19.9a)
|

G " most csak r fliggvénye, mivel most az n-lab egyetlen palcava fajul el, melynek
geometriai alakjat /o hossza teljesen meghatarozza (ez az elektron tavolsaga a pro-
tontdl). Ebben az esetben a és B az elektron azimut- és polarszége, y-nak pedig
nincs jelentdsége, ez okbol a (19.9a) egyenletnek 7-téi fliggetlennek kell lennie.
Ebb6l kovetkezik, akarcsak (19.8b)-ben, hogy G”-nak A?iO-ra el kell tlinnie:

Wu(r,  <P)=(~ 1l D<0¢<7, & 0}),0GBAr) -
(19.9b)
- Tbtf, <) GBI(r).

(17.3) szerint a H-atom sajatfiiggvényei valoban ilyen alakGak. Az is lathato, hogy
ip"L valoban D()) y-edik sordhoz tartozik, ahogy annak a fi méagneses és az | palya-
kvantumszamu sajatfiiggvény esetében lennie is kell.

E maddszer teljesit6képességére legegyszeriibben a kvantummechanikai merev
test (pdrgettyl) esetében vilagithatunk ra. Tekintsiik el6szér az aszimmetrikus
porgetty(it. Ennek helyzetét ama forgatas harom a, B és 7 Euler-szoge jellemzi,
amelyik a normalisbdl a kérdéses helyzetbe hozza a poOrgetty(it (ez utébbiban a
legnagyobb tehetetlenségi nyomaték irdnya a Z, a kovetkezd legnagyobb iranya
az Y, mig a legkisebb irdnya az X tengely). A hullamfiiggvény csak e harom szogt6l
flgg; (19.6) szerint

y?'(«, B, ¥Y)=2 (-1T naD(>(KRB, 7H*G"I=
(19.10)
=2 (-ir kifad(® e 'X '
A
A G*1-k ismét allanddk, mert a merev test geometriai alakja rogzitett. Ezek
csaklgy, mint az ENI sajatértékek meghatarozhatok, ha (19.10)-et a Schrédinger-
egyenletbe helyettesitjik. igy 21+1 linearis homogén egyenletet kapunk a G*j,
GYLszamokra. Az a kovetelmény, hogy ezen egyenletrendszer determinansa tlinjék
el, az EN energiara (21+ I)-edfokl algebrai egyenlet szolgaltat, igy az / palya-
kvantumszamhoz 21+ 1 sajatérték tartozik.
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Tekintslink most olyan porgetty(t, amelynek a két kisebbik tehetetlenségi nyo-
matéka egyenld. Ekkor a porgetty(i ,,normalis helyzete” nincs egyértelm(ien meg-
hatarozva, mivel egy forgatds a Z tengely koril tetsz6leges lehet. Ennek az a ko-
vetkezménye, hogy ha y-t (y+y0-val helyettesitjik, akkor a sajatfliggvény sajat-
fuggvény marad.

Ezenfeldl az ilyen fliggvényeknek az

J"yﬂ («, B, y+y0) dyoz
0

=2 (~ 1) /S fe+i® <I()($.ae+ J dy0=

= (allandd) «(- )"-'G f D<I/>({a, R, y))ur (19N11)

lineéris kombindcioja is sajatfliggvény. Ha G?1 nem zérus, akkor (19.11)-bél lat-
szik, hogy a sajatfiiggvények igy irhatoks:

VZW ,r)=(-ir'D ((K &, y)).
(19.11a)
(v=-/, - I+1, ...,/-1,1).
Kés6bb, amikor a tiikrozési szimmetriat is figyelembe vesszilk, kitinik majd, hogy
a sajatértékek paronként egyenl6k: Evi=E _Vl, tehat /+ 1kulonbdz6 sajatértéknek
egyforma palyakvantumszama van.
Ha mindharom tehetetlenségi nyomaték egyenld, akkor a normalis helyzet tel-
jesen hatarozatlan. A (19.11a) sajatfliggvények maradnak, ha {oc B, y] helyére
{a, B, y}/? keriil, ahol R tetsz6leges forgatas. igy

(-17 ' D<4{«, R, y}\v=2 (-1r ' D<">(R B, y))IHD<>(*),,
tovabba
2 (- )" D<>({a, B, yH D<>(*),, D<>()* dR=
(19.12)
= (allandd) « ( - r i D<>({Q, i3) y})ui

mindketten ugyanahhoz a sajatértékhez tartoznak, mint (- 1)“~nD<6({a, 8, y})".
Ezért ebben az esetben az 6sszes E_u ,E_I+U,,. . Eu sajatérték egybeesik,
minden péalyakvantumszdmhoz egyetlen (2/+1)2szeresen elfajult sajatérték tar-
tozik.

5 Az allapotot az /, i és N kvantumszam jellemzi, ez utébbi kilonbdzteti meg egymastdl az
azonos /-G és ~-j( allapotokat. Esetlinkben N éppen v.
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Ha tehat legalabb két tehetetlenségi nyomaték egyenld, akkor (19.11a) szolgal-
tatja a sajatfuggvényeket. A megfelel§ sajatértékeket kiszamithatjuk, ha minden
sajatértékre a sajatfuggvényt (példaul D()({a, /3, y})nt) behelyettesitjik a Schro-
dinger-egyenletbe, majd a, R és y értéket valasztunk, amelyre/f(a, 8, y) nem tlnik
el (ilyen esetiinkben a.=B=y=0) és osztunk /[ a, B, y)-val.

A szimmetrikus porgetty(i6Sc/ir6t/Z/iger-egyenletét hipergeometrikus fliggvények
segitségével kdzvetlenil is megoldhatjuk.7 Az Osszefliggés az abrazolasi egyitt-
hatok és a hipergeometrikus fiiggvények kozott a kdvetkez6:

non yl (/- )YI+)! . cos2*’-» i B sin»-" 1R

W "= Y (/+ v)!(/—u)! (iu-v)!
(19.13)
X F(li-/,-v-/,]i-v+1,-tan21/3).
4. Miel6tt attérnénk a parités targyalasara, még levezetjik a
dr*n-BXM - 1y-""~>(4.-, (19.14)

Osszefiiggést. A 15. fejezetben az abrazolas egyutthatoit teljesen meghataroztuk;
d{l(R)nr-1(15.27)-b6l vessziik:

I
IPIup Z t‘ & (/—Su—x)'E/I+ ’)—|(/|/)+' l)(I§</+/|/|—T/)IX
(19.15)
Xcos2,-"+f- K| R sinZ+u-' 1 /3

E kifejezéshben /3helyébe 1 —/3-t irva a cos sin-ba, a sin pedig cos-ba megy at (mivel
cos Ljsa—x)=sin x). Ha ugyanekkor a x dsszegezési index helyett a x'—1——x

6 A szimmetrikus porgetty(d kvantummechanikajaval a kévetkez6k foglalkoztak:

H. Rademacher, F. Reiche, Z. Physik 39, 444 (1926); 41, 453 (1927).

R. de L. Kronig, 1.1. Rabi PR 29, 262 (1927).

C. M aneback, Zeitschr. f. Phys. 28, 76 (1927).

J. H. van Vieck, PR 33, 476 (1929).

Az aszimmetrikus porgetty(ivel kapcsolatosak a kdvetkez6 munkak:

E. E. Witmer, Proc. Nat. Acad. 13, 60 (1927).

5. C. Wang, PR 34, 243 (1929).

H. A. Kramers, G. P. Ittmann, Zeitschr. f. Phys. 53, 553 (1929); 58, 217 (1929); 60, 663
(1930).

O. K1ein, Zeitschr. f. Phys. 58, 730 (1929).

H. Casimir, Zeitschr. f. Phys. 59, 623 (1930).

7 Lasd példaul P. M. Morse, H. Feshbach: Methods of Theoretical Physics. (McGraw-Hill,
New York, 1953) I. rész 388. és 542. o.
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jelolést vezetiink be, akkor (19.15) igy alakul at:

da\n-B) - V NS HESHEIAY
' xHlut v-bx ) H(I=Tz=x")1(I=y—=x")1 X

Xsin2* +/*+' £/Jcos2/-,,-,- Ze 1/5. (19.16)

Tekintve, hogy x' egész, azért (- 1)*'=(-1)-«', tehat (19.16) bal oldala éppen
(- iy-fd(B\.__v, s igy (19.14)-re jutottunk.

Egytest-problémaban a hullamfliggvény tukrozést jellegét annak szogfiiggése
hatarozza meg. ,,Egylab” esetén a Pf tiikr6zés abbdl all, hogy cpt (y+jrj-vel, ft-t
pedig (7 - #)-val helyettesitjik, a ,,1ab” r hossza ekdzben véaltozatlan marad. E he-
lyettesitéskor (19.9b) igy alakul at:

P b, <p)=(- iy'e+>«z">d{l\n - GN(r)= i7

= e+[i7(—)/_udw (d)fIOGNI(r)=(—1)'rp*'(r, V, v)
Péros I-re a paritas paros, paratlanra pedig paratlans.
Két fliggetlen részecskénél — ez a héliumatom esete — (19.6) szerint

<=2 (- *D(i)({a, B, y))BIGKTr,, r2 ¢), (19.18)

mert az elrendezést a kétlab geometrigja szabja meg, ez viszont a kétlab rif r2
hosszaval és az é&ltaluk bezart e szggel jellemezhetd. Tlkrozéskor csupan a kétlab
helyzete valtozik meg, geometriai alakja azonban nem.

Ha tiikrozést hajtunk végre, a, B és y atmegy atn>be, n-R-ba illetbleg n-y -
ba (lasd a 11. &brat).9

11. 4bra
A kétlab viselkedése tiikrozéskor

8 igy a J1/=0 optikai atmenet tiltott egy elektronos rendszernél, tekintve, hogy igy a paritas-
nak nem szabadna megvaltoznia.

9 A ll. abranaz egyszer(iség kedvéért feltettilk, hogy rx=r2=\. Az£, és E2pont a két elektron
helyzete az inverzi6 elétt, E[, E2 pedig utana.
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Ezért
PVi=2 (-117'* D<*{atn,n-B,n-y}XG,= L)
= %‘I (- y~*Db>({a, B y}),._A(- 1)i+AGA
hiszen (19.14) miatt

DIL\{*%n, n-R, - y})"=e"u(+7) cfLXR)A_A(- 1) X (19 Ma)

X (- 1)E+A DIL'({a, 13, y})n _A
igy tehat a paros szintekre érvényes P/y(Ey b6l kdvetkezik, hogy
G, Ar, r2 e)=(- 1)*+*GArj, r2 e), (19.19)
mig pératlan szinteknél,10amikor P7* = —#/iui,
f2*«)= (- Da*ICdr, r2 e). (19.192)

A Gofliggvény csak akkor nem zérus, ha w=(—\)L (ilyenek az S ,P_, Z>+ stb.).
Ebbél kdvetkezik, hogy a héliumnak nincs S_ szintje: az S szint hullamfliggvé-
nyeinek értéke egyforma a kétlab minden helyzetére, az S szinteknek tehat sziikség-
képp pozitiv a paritésa.

(19.6)-ot a Schrodinger-egyenletbe helyettesitve és «, B, valamint y hasonld
figgvényeinek egyitthatoit egyenlévé téve 2L + 1 egyenlet adodik az n-lab alakjat
leird valtozok (2L+1) szdmu G_L, G_L+,, ..., GL_b GLflggvényére. He esetében
a fliggetlen fliggvények szdma (19.19) és (19.19a) segitségével Iényegesen csdkkent-
het6; azS+, P szintekre egy, P és D esetén kettd, D+ és F+ esetén harom is-
meretlen fliggvény marad.ll

Tobb elektron esetében az n-lab inverzidja nem helyettesithet6 tiszta forgatas-
sal. A tlikrozés az u-labat annak ,,optikai izomerjébe”, vagyis tikorképébe transz-
formalja. Ennek csak akkor van az eredetitél kiilonb6z6 geometriai alakja, ha
nw3. n=2 esetén ez nem igaz; a kétlab geometriai alakja mindig megegyezik izo-
merének, vagyis tukdrképének az alakjaval.

Ha a g-vel izomer u-lab alakjat jellemz8 koordinatakat g-vel jeloljik, akkor
(19.6) és (19.14a), valamint a 11. abra szerint

p/\/i:% (- BN {a.£n, n-8, n-y})MGXg)=
= %\ (-1r; B, YD._A- 1) L+AGAQ).

10 Az is igaz az aszimmetrikus porgetty(inél, hogy az | palyakvantumszamu sajatértékre /+ 1
szamli GAra G_A=GAés/ szamura pedig G_A=G Aigy a (21+ I)-edfok( szekularis egyenlet egy
(-1- I)-edfok és egy /-edfoku egyenletre esik szét. Tekintve,hogy (19.14) miatt rlés inver-
ziokor egymasba transzformalddnak at mindketten, ugyanahhoz a sajatértékhez tartoznak.

11 Lasd G. Breit, Phys. Rév. 35, 369 (1930).
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Masrészt
PABI=IPa= % »K-1)"aD,(K 72 y}),29,.Q).

Itt paratlan szintre w= + 1, parosra pedig w= —1.
Ebb6l kovetkezik, hogy

(-1)L+xGx(g)=wG"™(g). (19.20)

(19.20) nem hasznalhato fel a sajatfliggvények explicit kiszamitasara, azt azon-
ban megmutatja, hogy a sajatfiiggvényeknek a tiikrzési csoporttal szemben muta-
tott szimmetridja segitségével hogyan kaphat6é a sajatfliggvények alakjara vonat-
kozé és a (19.6) egyenleten tilmend ismeret. Azonban nem reménykedhetiink ab-
ban, hogy e csoport vizsgalataval talsagosan sok Uj informéaciot nyeriink. Az in-
verzid csak annyit enged meg, hogy a konfiguracios tér két pontjaban hasonlitsuk
ossze a hullamfiiggvényt, mig a forgascsoportnal arra nyilik lehet6ség, hogy e
fuggvény értékeit a pontok egy folytonos, harom paraméteres sokasagan viszo-
nyitsuk egymashoz. Ennek megfelel6en harom valtozot a forgascsoport segitségé-
vel kikilisz6b6lhetlink, noha ennek ellenében a G_L, GL ismeretlen fliggvények
szdma megnd. Ez a 2L + 1 szam a tiikrozési csoport segitségével esetleg kissé csok-
kenthetd, de az igy elért egyszer(isddés viszonylag nem nagy.

Természetes arra torekedni, hogy az elektronok permutacidival szemben mu-
tatott szimmetriat felhasznaljuk az ismeretlen fliggvények szamanak tovabbi csok-
kentésére. Ez bizonyos mértékig lehetséges is, am az eme eljaras soran felbukkand
meggondolasok nem olyan egyszer(iek, mint az el6z6ek, amikor az els6 és a méa-
sodik elektron a tobbitdl eltérd szerepet jatszott (a és B az els6 elektron azimut-
és polarszoge). igy az elektronok felcserélhetéségének figyelembevételébbl adodo
képletek meglehetdsen bonyolultak. Ezeket itt nem adjuk meg.
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20. AZ ELEKTRONSPIN

PAULI ELMELETENEK FIZIKAI ALAPJAI

I. Az el6z6 fejezetben megvizsgaltuk az atomszinképek ama legfontosabb tulaj-
donsagait, amelyek az elektronspin levezetése nélkil is értelmezheték. A kevéshé
szembeotld jellegzetességek koziil azonban jénéhanyat — ezek kozt talan a finom-
szerkezet a legfontosabb — nem irhattuk le, mert ezek az elektron egy tovabbi sa-
jatsadgaval, mégpedig sajat magneses momentumaval kapcsolatosak.

Azt a feltételezést, hogy az elektron magneses momentummal és impulzus-
momentummal, vagy roviden ,,spinnel” rendelkezik, 6 cudsmit S Unienbeck Ve-
tették fel. Még a kvantummechanika felfedezése el6tt vették észre, hogy a szinképek
kimerit6 leirdsa nem lehetséges, hacsak az elektron nem rendelkezik magneses és
mechanikai momentummal; a csupan ponttoltést takard elektronfogalom nem
volt kielégit6. Amint az a klasszikus elektrodinamikabdl jol ismert, a magnes a
magneses momentum tengelye korll keringd ponttoltéssel egyenértékl. Ekkor a
magneses momentum M vektorat az L impulzusmomentumbdl a kovetkezéképpen
lehet kiszamitani:

M —L="7L 20.EI
o ] (20.E1)

ahol e a kering6 részecske toltése, m pedig a tbmege. 6 oudsmit ESU hi1enbeck SZE-
rint azonban (20.E.1) nem érvényes a spinb6l szdrmazd méagneses momentumra,
ha az elektron normalis toltését és tomegét hasznaljuk. Ehelyett fel kell tenniink
hogy az impulzusmomentum nagysaga

S|=2A, (20.1)

és hogy a magneses momentum egy 6o/iv-magneton:

IMI= élt/2mc= (e/mc)\S| = 2)/|S)|. (20.1a)

Az elektron kvantummechanikaja azonban azt mutatja, hogy ezeket az allitaso-
kat nem lehet betli szerint elfogadni. Még a Paul/-elmélethdl is kdvetkezik, hogy
nem hajthato végre olyan kisérlet, amelyikkel meghatarozhat6 volna a mechanikai
vagy magneses momentum irdnya (tehdt mondjuk az irdnykoszinuszok). Csak
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valamely irdny és annak ellentettje kdzott lehet kilonbséget tenni. A kilonbdz6
térbeli spinirdnyokra vonatkoz6 kérdésnek tehat nincs értelme, vagyis kisérlettel
nem adhatd ra valasz, és csak a spinnek egyetlen iranyra vetett vetiiletét lehet meg-
mérni. E mérések  ezekre példa a Stern—Gerlarh-kisérlet — csak két valaszt ad-
hatnak : a spin vagy a kérdéses irdnyba mutat, vagy azzal ellentétesen all. A kisér-
let eredménye csak az lehet, hogy az impulzusmomentum kérdéses iranyd kompo-

ft t . . S
nense vagy + — vagy ' Ha az el6z6 eredmény adodik a spin Z iranyl kompo-

nensének mérésekor, akkor egy a Z komponensnek ezt azonnal kdvet6 masodik

mérésekor az eredmény biztosan és biztosan nem lesz. Az Y komponens
mérésének lehetséges eredménye azonban és —lesz egyforma valoszin(iség-

gel. Ezért lényeges, hogy a spin minden iranyahoz fliggetlen valdszinlségeket ren-

deljiink hozza, még akkor is, ha a spin biztosan a Z iranyba mutat jtehat az im-

pulzusmomentum Z komponense biztosan + - , a + Y irdny valoszinlsége - és
minden irany valoszin(isége kiilénbozik zérustdl, kivéve a -Z -t.

A spin a Dirac-LLle relativisztikus elektronelméletben még szimbolikusabb jel-
leget kap, amint azt kiiléndsen N. 8onr hangsulyozta. Eme elmélet (amelyet itt
nem targyalunk) szerint a magneses momentum léte teljes mértékben relati-
visztikus effektus, amely automatikusan fellép, ha a teret és az id6t egyenérték(ien
kezeljik.

2. A Awli-elmeletben a magneses momentumot egy Uj s koordinata irja le;
a hullamfliggvény alakja igy a kovetkezd: ®(x,y, z, s). Mig x, y és z tartomanya

°°-t6l + °°-ig terjed, ncsak két értéket vehet fel: - 1-et és + 1-et. Az elektron
hullamfliggvénye ezért tulajdonképpen két fiiggvényébdl all; ezek P (x,y, z , - 1) és
d(x,y, z,+ 1). Az, hogy az s valtozo (x,y, z)-velellentétben csak két értéket vehet
fel, azt tlikrozi, hogy a spinnek mondjuk a Z iranyd komponense csak kétféle lehet
i1, i)
I+2 es 2]’ mi- a helykoordinatdk + °° és —oo kdzott minden értéket befut-
hatnak.

Az 1y, z és s két fliggvényének skalarszorzatat a mar széba keriilt skalarszor-
zatok kozvetlen altalanositasaval definialjuk. Két fuggvénynek, <p(x, y, z)-nek és
g(x, y, z)-nek skalarszorzatat ugy kapjuk, hogy a

2 Z <p(x,y,2)* g(x,y,z)
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hatarértéket vesszilk; itt az dsszegezést az egész —°°, + °o0 tartomanyra ki kell
terjeszteni. Hasonlé médon ®(x, vy, z, sj-nek és G(x, y, z, .sj-nek a skalarszorzata

2 2 x> 9)* Gy, z,59). (20.2)
5=chlx,V,?

Itt az Bsszegezést ismét a valtozok teljes tartomanyara kell elvégezni. A hatarérték-
re attérve kapjuk, hogy

(P, G)= 2 \] \] j ®(Xxy,z,9* G(x,y,z,8)dx dvdz=

=/ 11 N Xy2Z -1)*G(x,.y,z,-1)+ (20.3)

+ d(x,y,z, +1)* G(x,y, z, + I)]dx dy dz.

3. Azok a mennyiségek, amelyekben csupan a Descartes-féle koordinatak for-
dulnak eld, tovabbra is a fizikai mennyiségek fontos osztalyat alkotjak. Ezek
— mint példaul az x koordinata vagy a sebesség — olyan elméletben is jelentéssel
birnak, amelyben a spint egyaltalan nem veszik figyelembe. Azokat a kisérleteket,
amelyek az ilyen mennyiségek mérésére szolgalnak, ,spinmentes” kisérleteknek
fogjuk nevezni. Maguk e mennyiségek a Pauli-elméletben olyan operatoroknak
felelnek meg, amelyek csupan az x, y, z Descartes koordinatakra hatnak, ilyenkor
tehat az s spinkoordinatat paraméterként lehet kezelni.

Elesitsiik az olyan operatorok fogalmat, amelyek csupan koordinatakra hat-
nak. Minden olyan X operator, amely egy | valtozé valamilyen ) figgvényére
alkalmazhat6 (ilyen példaul a differencialds | szerint), alkalmazhaté kétvaltozos
fuggvényre is, hiszen két valtozénak barmely F (|, o) fliggvénye felfoghat6, mint a
£ véltozo flggvényeinek egy csalddja, hiszen a barmilyen kiszemelt rogzitett érté-
kére F(£, a) csupan £fliggvényel Ha az X operatort ilyen fiiggvényre alkalmazzuk,
akkor |-nek egy masik figgvénycsaladjat kapjuk; egyet-egyet a minden egyes ér-
tékére. Ez a csalad alkotja tehat az X F(|, oj fliggvényt. Ily mdédon az az allitas,
hogy X csupan |-re hat, azt jelenti, hogy XF értéke a |, a helyen csupan F f, aj-
nak o'=a helyen felvett értékeit6l fiigg.

Legyen most ®k{x,y, z, s) olyan H operator sajatfiiggvénye, amely csak x, y, z-re
hat. Ha I k a megfelel§ sajatérték, akkor az x, y, z, 5-t6l fliggé

HV (XY, z5s)-)kj\(x,y,z 5 (20.4)

1i az x, Yy, z koordinataharmast o pedig az s spinkoordinatat jeldli.
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kifejezésnek el kell tlinnie, vagyis e csalad mindkét tagjanak (s= + 1 és s= —1)
zérusnak kell lennie:
H ®Pk(x,y, z, - 1)-At Wk(x,y,z, - 1)=0,
H Wk(x, y, z, +1)4-A Fk(x,y, z, + 1)=0.
Ha adott Atraa
H WK(x, y, 2)= 1k 4%(x, y, 2)

egyenletnek csak egy megoldasa van, akkor mind Pk(x,y, z, + 1), mind pedig
PK{x,y, z, —1) szliksegképpen yk(x, y, z)-nek allanddszorosa:2

WK(X, Y, 2, - 1)=m_, ¥k(X,V, 2);
¥K(x,y,z, + 1)=mfk(x,y, 2); (20.5)
Fk(x, Y, z, s)=usfk(x, y, 2).

Akérhogyan valasztjuk is meg n ,-et és «,-et, usipk(x,y, z) a H-nak Xk sajat-
értékhez tartozé sajatfiggvénye marad. Ebbdl latszik, hogy az s spinkoordinata
bevezetésével Aa kétszeres sajatérték lett, és két linearisan fliggetlen egymaésra

ortogonalis sajatfiiggvény tartozik hozza:

if*_=6s> 1% (x,y,z), (20.5a)
Pk+=0s,iMXx,y,z). (20.5b)

Wk és Wk+ skalarszorzata valoban eltiinik, mivel (20.3) integrandusanak mindkét
tagjaban az egyik tényezd zérus.
A

0s,-iVi; 6s,m> 0s,~Ne> ds,M2; 06s,-m

sajatfiiggvények egyidében végrehajtott két mérés lehetséges eredményeinek felel-
nek meg: az egyik a H-nak megfelel6 mennyiség, a masik a spin Z komponensének
a mérése. Wk_ esetében az elsé mennyiség értéke biztosan Xk és a spin biztosan a
—Z irdnyba mutat, ¥k+ esetében viszont az els6 mennyiség tovabbra is biztosan
X, de a spin a +Z iranyban all, vagyis zérus annak valdszin(isége, hogy a —~Z
iranyba mutat. Altalaban ha a hullamfiiggvény

d=alE, +aM2 +ajWj_+ ...+ bIPx++b2W2++b3V3++ ... (20.6)

alaku, akkor annak vakosziniisége, hogy H értéke Atés ugyanakkor a spin —Z
iranyd, la™p-tel egyenld; annak valészin(isége pedig, hogy H értéke Aa és a spin
+ Z irdnyu, Ibk\2

2 Talan zavardlag hat, hogy s az egyenlet bal oldalan mint valtozo, a jobb oldalan mint in-

dex szerepel. Azonban ezzel ismét azt hangsulyozzuk, hogy x, y, z és s minden fliggvénye felfog-
hato, mint x, y, z-nek valamely fliggvénye valamelyik s érték mellett.
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A LEIRAS INVARIANCIAJA
TERBELI FORGATASOKKAL SZEMBEN

Ha egy elektront olyan hullamfiiggvénnyel irjuk le, amely i-t6l fligg, akkor a
Z tengelyt minden mas irdnnyal szemben, még a két masik koordinatatengellyel
szemben is Kitiintettiik. Helyénvald tehat megvizsgalni azt, hogy a tér izotropiaja e
leirdsban miként 6rz6dik meg, vagyis hogy egy masik megfigyel6 a @ allapot he-
lyett milyen ORO hullamfiiggvényt haszndl, ha a fizikai rendszereket és az dsszes
mennyiséget pontosan ugyanugy irja le, mint az elsé megfigyeld, csak koordinata-
rendszere van az el6z6éhez képest elforgatva. A két koordinata-rendszer olyan
helyzet(, hogy az (X, y, z) pont koordinatai a masodik tengelyrendszerben a k&-
vetkez6k:

*'= RxX+ Rx>y+ RxzZ,
y'= Ruwx+ Rwy+ Ryzz,
2'=R7&+Rzay+R2.

(R valds ortogonalis, haromdimenziés matrix, melynek determinansa 1) OK®
vagy ugy definidlhat6, mint a @ allapot hullamfliggvénye, amelyet a méasodik meg-
figyeld észlel, vagy mint az R-rel elforgatott eredeti allapot hullamfiiggvénye, ame-
lyet az eredeti megfigyel6 észlel.

Amikor a hullamfliggvények csupan a ZJe-sra/-/ev-koordinataktdi fuiggnek, akkor
az O,, operacio csupan ponttranszformacid (lasd all. fejezetet):

PRe(x',/, 2")=cp Y, 2). (20.7)

A (20.7) egyenlet egyszer(ien azt mondja ki, hogy a masodik megfigyel6 P Rphul-
lamfiggvénye ugyanolyan értéket vesz fel az (x', y', z) pontban, mint az elséé az
(x,y, z) pontban. Ennek igaznak kell lennie, hiszen az (x, y, z) pontot a masodik
megfigyel6 (x\y', z')-nek nevezi.

Ha a Descartes-koovamktak mellett a spinkoordinatékat is figyelembe vessziik,
akkor az Os transzformacio nem lehet egyszer(i ponttranszforméacio, hiszen s nem
vethet6 ala ponttranszformécidnak. Ezért 0 /(4ltalanosabb operator lesz, mint VR
Feltessziik, hogy Or operatorok rendszere létezik (minden R forgatasnak megfelel
egy Or operator). Tdrekedjlink azt a Pauli-elmélet alapfeltevéseibdl és abbdl ki-
indulva meghatarozni, hogy kiilénb6z6 koordinatatengely-rendszereket hasznalo
megfigyel6k egyenértéklek. Azt taldljuk majd, hogy lényegében egyetlen olyan
operatorrendszer létezik, amely e feltételeket kielégiti. Ennek meghatarozasaval a
spines elektron tulajdonsagaira vonatkozéan fontos kovetkeztetéseket vonhatunk
majd le.

5. Annak a leirasnak, hogy a masodik megfigyel6 a & allapotot az OK® sajat-
fuggvénnyel jellemzi, az eredetivel teljesen egyenértékiinek kell lennie. Nevezetesen
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két tetszéleges K és @ allapot kdzott ugyanolyan atmeneti valdszin(iségeket kell
adnia, mint az els6nek :

I(Y,®)M (O nY ,0 sd)p. (20.8)

Itt azonban fontos észrevenniink azt, hogy noha a @ allapotot (amelyet az el-
forgatott koordinata-rendszerli megfigyel6 OK®d allapotnak lat) teljesen megha-
tarozza a hullamfiiggvénye, a masodik megfigyel§ hullamfiiggvénye erre az alla-
potra nincs egyértelmlien rogzitve; ugyanis megszorozhatd tetsz6leges olyan c
allanddval, amelynek abszolGtértéke 1, mert az OK®d és a cOkd hullamfiiggvények
ugyanazt a fizikai helyzetet irjak le. Ez aztjelenti, hogy az O r operator sok értékd;
minden @ fliggvényre még egy tetszéleges tényez6t tartalmaz. Megmutatjuk majd
(lasd a fejezet végén a fiiggeléket), hogy e szabadsaggal élve Or gy valaszthato
meg, hogy tetszéleges W és @ esetén teljesiiljon a

(0, §)=(0sY, OFD)

és az (20.8a)
Or(G¥ 4 b®)=aORW+ bOk®

osszefiiggeés (itt a és b allandd); vagyis ily médon 0 Klinearis unitér operatorra valik
Ekkor azonban az eredeti rendszer megfigyel6jének és az elforgatott tengelyrend-
szer megfigyel6jének kétféle leirasa egymastol csupan egy kanonikus transzforma-
ci6 erejéig kulonbdzik, ami biztositja azok teljes fizikai egyenértékliségét. A maso-
dik megfigyel6 a ® hullamfiiggvény( allapotot Osd-nek latja; az els6 megfigyel6
H operatoranak megfelel6 mennyiség az 6 szamara 0,11071 lesz.

Forditva a (20.8) kikotés, mely szerint Or lineéris unitér operator, a ciallan-
dokat egy kivételével az 6sszes hullamfliggvényre rogziti. Ha az Ond hullamfiigg-
vény helyébe cOk®-1 irunk, akkor (20.8)-at csak Ugy tarthatjuk érvényben, ha az
0sszes hullamfiiggvényt c-vel megszorozzuk. Ezt ugy lathatjuk be, hogy ORO-t
cOMd-vel helyettesitjik, mig mondjuk On¥Y valtozatlanul hagyjuk. Ha (20.8)
erre az Uj rendszerre is igaz, akkor

(V, ®)=(0nY, cOR0)=c(ORW, OaD).

Ez pedig (20.8a)-val egyitt azt adja, hogy c=1. A kdvetkez6kben Ok®dn mindig
Ugy valasztjuk, hogy (20.8a) teljestiljon; ekkor valamennyi Oad-ben (itt R adott
forgatas) csak egyetlen allandd marad szabadon. Ez az allandd viszont fiigahet
tf-t6l.

6. Tekintsik most a W_=tp{x,y, z)bs_x és a W+=y)(x,y, z)ds>i allapotokat
Spinmentes kisérletben mindkettd agy viselkedik, mintha hullamfiliggvényiik
xp(x,y,z) lenne. Ezért az elforgatott rendszer megfigyel6je szamara (legaldbbis
spinmentes kisérletek esetében) eme allapotok hullamfiiggvénye PRip(x, y, z) lesz.
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Ezért (20.5) miatt az 0 Rff _és ORW+ hullamfliggvényeknek sziikségképpen
IYAx Y, 2)= uS_,PIly)(x,y, 2)
°A, o, )= us,iIPfo |y, 7)

alaktaknak kell lennitik; itt uSt_t és us I x, y, z-t6i flggetlen, de egyelére kilon-
b6zhetnek mas és méas >re. Ha azonban qolyan i/j-tél kiilonbdz6 allapot, amelyre

A L-T Y, )= PR<px Y, 2)
érvényes, akkor Or lineéris voltabol kovetkezik, hogy
° res, - i(P+HV)=i,,_PRPp+w)= «Si_,PRgp+uSi_iPRW=
=°A,- +0A _ mp=0S_,PRpfN, tPA.
p Rpés PRp lineéaris fliggetlensége miatt tehat

(20.9)

,,-1= “s -1 =us,-V
Ugyanigy
t=usA.

Az ust-k tehat az 6sszes hullamfiiggvényre egyfomak és az u=u(A) matrix csak az
R forgatastol fligghet. Ha ®(x,y, z, s) tetsz6leges hullamfiiggvény,

0(x,y,z,s)=ds _10(x,y,z,-1)+d,I0(x,y,z,+ 1), (20.10)
akkor Oa lineéris voltabdl és (20.9)-b6l kovetkezik, hogy
Or o{x,y,z,5)=0Rds  Pd(x,y,z, -1)+ OA ,i p(X,y,z,+1)=
=n5-1?9 ® (x,y,r,-1)+un,"Pa ® (x,y,r,+1) (20.11)

ORO(x,y,z,5)= 2 m«Pr ®(x, Y,z t).
-t 1

Az Or operator tehat két tényez6 szorzatara bonthato fel:

Or=QrPr (20.12)
P ra (20.7)-ben definialt ismer8s operator, amely a hullamfiiggvénynek csupéan a
helykoordinataira hat; QRdefinicidja pedig a kdvetkezd:

Qr @y, 2,9)= 2, UR)s, bx, ¥,2,1), (20.122)

tehat csupan az s spinkoordinatakat érinti. Az s valtozétartomanya csupan két
pont: +1 és —1; (20.12a) tehat azt mutatja, hogy QK kétdimenziés matrixszal
egyenértékd:

G<RYK (R, ., w(«),.,)e 2013>
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A P és Q operator egymassal felcserélhetd, ezért két tetsz6leges Rés S forgatasra
Q= <No
nevezetesen P ’ (20.14)

rQ r— Q r

Az, hogy o . két tényezdnek, PAnek és Q,-nek a szorzatara bonthat6 fel, azért
lehetséges, mert feltettlik, hogy léteznek ,,spinmentes” kisérletek, amelyek csupan
x-t6l, y-tél és z-t6l fliggd hullamfiiggvénnyel irhatok le. A Dirac-elméletben e fel-
tevés elesik, ezért ott Or nem is bonthat6 fel két (20.14)-et kielégit6 tényezdre, ha
R valamilyen mozg6 koordinatarendszerre valo attérést jeldl.

KAPCSOLAT AZ ABRAZOLASELMELETTEL

7. Or és Pn (valamint Pj)") unitér voltabdl kovetkezik, hogy On=0 nP«" is
szlikségképpen unitér. Ezért minden & és W fiiggvényre

(QRO,Q RW)=(0,W). (20.15)

Ebb6l kdvetkezik, hogy u(R) szintén unitér. Legyen ®= dsap és W=dSlip; ekkor
(20.3) miatt (normalt p esetén) (®,Y/)=par. igy (20.15) és (20.12a) segitségével
kapjuk, hogy

&ot= (Q rKV > Q rnstV )= (4 soW' UstV>)=

= 2 ury>*usy>dx dy dz= 2 ,®
+1J JJ Y y :+\«

Ez azonban éppen annak a feltétele, hogy u unitér legyen.

Tovabba abbdl kifolyolag, hogy 0 R-et a fizikai koriilmények és (20.8a) csupan
egy R-t6l fiiggd egységnyi abszolltértékl allando erejéig hatarozzak meg, OAet
CnO~-rel helyettesithetjiik (jcA = 1) anélkiil, hogy az elmélet fizikai tartalmat vagy
(20.8a)-t megvaltoztatnank. E cRtényez6t Q”-hez, vagyis u(R)-hez csatoljuk hozza
és Ugy valasztjuk meg, hogy u(R) determindnsa +1 legyen.

Végil, hogy az u(R) matrixot kimeritéen meghatarozzuk, vegyik figyelembe,
hogy Ok® az i?-rel elforgatott & allapot hullamfiiggvénye, és hogy OsOK® az
elészor R-rel, majd utana S'-sel, vagyis 6sszességében az SR-rel elforgatott allapot
hullamfliggvénye. OsO,, tehat fizikai szempontbdl teljesen egyenérték(i az Osr
operatorral. Mivel (20.8a)-t is kielégiti (két linearis és unitér operator szorzata
szintén linedris és unitér), azért Os/i-t6l csupan allando tényez6ben kiilonbdzhet:

A'«=¢5n050 A1, (20.16)
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Mivel azonban Pnii= P PR, (20.14) és (20.12) kovetkeztében

Qs«r*s«= i S«QsPsQ«Pk5 Qsr=cs,*Q,sQ r>
vagyis (20.12a) segitségével

2 u(SR)stO(x,y,z,i)=cs R 2 2 u(S)sru(R)rlo(x,y,z,t),
1

t== r=+1/=%1
(20.17)
U(SR)=cs R1u(S) *u(tR).
Viszont valamennyi u determinansat 1-re normaltuk, igy (20.17)-b8l kovetkezik,
h°gy (és, r » 1) determinansa g_r = 1, tehat cs R= + 1.1ly modon el&jeltél eltekintve
az u{R) matrixok a haromdimenzids forgascsoport dbrazolasat alkotjak:

u(SR)=zxu(S)u(R). (20.173)

Ez azt sugallja, hogy n(J1)-k, vagy a 15. fejezetben megtargyalt matrixokkal
azonosak:

u({a,fd, yH=D<*>({«,/?,y}=
(20.18)
e~*'acos | Be~i,Y —e-4'asin\ Reiiy’

ex* sin\ Re~iiy - e*cos kRe*iy

vagy legalébbis hasonldsagi transzforméacioval adodnak bel6lik. Ez valoban igy
is van. A kovetkezd fejezetben megmutatjuk, hogy a kétdimenzidés matrixok min-
den (20.17a)-nak eleget tevé rendszere vagy egységmatrixokbol &ll, vagy pedig
D (]/2)-b6l hasonlésagi transzformacidval kaphatd. Az els6 lehet6ség nem valdsul-
hat meg, mert ez példaul azt jelentené, hogy olyan allapot, amelyben a spin bizto-
san a Z iranyban all tetsz6leges forgatas utan, meg6rizné ezt a tulajdonsagat is.

Az u matrix csak olyan forgatasokra lehet diagonalis, amelyekre 3=0 (amelyek
a Z tengelyt nem valtoztatjak meg), ezekre viszont szlikségképpen az. Ha ugyanis
a spin az els6 koordinata-rendszerben a - Z irdnyba mutat, vagyis ®(x, y, z, 1)=0,
akkor ennek a masodikban is igaznak kell maradnia. Ebb8l azonban (20.11) alap-
jan kovetkezik, hogy «,, i=0 és u_, ,= 0, tehat u{tx, 0, 0}) diagonalis matrix.
Mivel ez D(I')({a®,0})-val ekvivalens, azért vagy

u{“-0'0),=(eo" el -
vagy pedig (20.E.2)

ufa, 0,0p)="" )
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A masodik esetben azonban a yds  allapotd elektron impulzusmomentuma a
+ Z irdnyba, ayds , allapot(é pedig a —Z irdnyba mutatna. Ez utébbi lehet6ségét
kizarjuk, mivel ez a ®(x,y, z, - i) hullamfliggvénnyel jellemezné azt a fizikai alla-
potot, amelyet mi ®(x, y, z, i)-sel kivanunk leirni.

Tehat u({x,0,0})= Dd/2({«,0,0}). Ama S unitér matrixnak, amely D (V2>¢t u-ba
transzformalja, D({a, 0, 0})-val felcserélhet6nek kell lennie, ezért sziilkségképpen
diagondlis is. Legyen két diagondlis eleme a és a'([a\= |aj = 1). Ekkor megvéltoz-
tathatjuk jel6lésiinket: ahhoz az allapothoz, amelynek elébb ®(x,y, z, s) volt a
hulldmfliggvénye, most az S®(x, y, z, i) hulldmfliggvényt rendeljik hozzj, itt

Sd(x,y,z, - 1)=ad(x,y,z, - 1),
So{x,y,z 1)=a’d(,y, z, 1).

Ez megengedhetd, mivel ez idaig nem tulajdonitottunk jelent6séget a d(x, y, z, —1)
/b (x,y,r, 1) arany fazisanak. Az eredetibdl ilyen mdédon ad6dd, azzal teljesen
egyenértékd leirdsban minden esetben

u({«/?, y}H= D<2){a, B, y}). (20.184a)

igy arra az eredményre jutottunk, hogy a spinnek minden olyan leirasa, amely az
1, 2 és 3 szakaszokban részletezett gondolatmeneten alapszik, fizikailag teljesen
egyenértek( azzal a leirassal, amelyben az R-rel3elforgatott & allapot hullamfliggveé-
nyét OK® adja meg. Itt az Ok=P"Q r operatort

O0*0(x,j>,2,9)= 2 0LXAIM,Pad(x,y,z /)=
[ # (20.19)
=2 D Ar0(x",ynz",t)
definidlja, ahol (x"y"z") (x,y, z)-b6l az R 1forgatassal adédik. Di/"-ben az jx, \t
index szerepel, mert Dd/2>0szlopait és sorait és -~ jel6li az u-ban fellépd —1
és +1 helyett.

Legyen pédaul
d(x, Y, z,s)=(x+iy) exp(-r/2r0) (s=£1). (20.E.3)

Az (x- ;>)exp(—/2r0) fliggvény normalastol eltekintve a H atom hullamfiiggvényeaz N=2,/= 1
és n=J1-\ esetére (lasd (17.3)-at).Tekintsiik a (20.E.3)allapotot olyan koordinata-rendszerben
amelynek Y tengelye a régi Y tengely, Z tengelye pedig a régi X tengely. Az R forgatas ekkor
(0, rr/2,0>,

X'=—, y'=y, 7'=X,
a forgatas inverze pedig

x'=z, y’'=y, z"=-X.

3 R itt valddi forgatas.
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A D(172)({0, n/2, 0}) matrix a kdvetkez6:
am2 _iln
ilnT,
Az (] koordinata-rendszerben a (20.E.3) allapot hullamfuggvénye (20.19) szerint

— (2+/r)err2° -~ (z+iy)e-r/2°, ha*=—1,
OK D(XN, zj)=< Vi

—4— (z-F/v)e W2ro+ —— (z+i»e~rf2ro, har= + 1,

.12 T

= &/2 (z+/»e“" 20

Az (j koordinata-rendszerben tehat a spin biztosan a +Z iranyban all, kdvetkezésképpen a régi-
ben biztosan a + X irdnyba mutatott.

8. Most a (20.19) transzformaciés képleteknek bizonyos fizikai kdvetkezmé-

nyeit vezetjik le. (20.19) segitségével valaszt adhatunk a kovetkezd igen fontos
kérdésre: mi annak a val6szin(isége, hogy a spin Z' komponensének mérési ered-
ménye +%/2, illetSleg —h/2, ha ismeretes, hogy a Z komponens értéke + 11/2?
Mas szoval két kiillénb6z6, egymassal R szoget bezard Z' és Z irany( spinkompo-
nensek kozott milyen a valészinlségi dsszefiiggés? Ha a spin a Z irdnyba mutat,
akkor a hullamfliggvény alakja ®(x,y, z, s)=6sl(p(x, y, z). Tekintsiik ezt az alla-
potot egy {0/?20}-val elforgatott koordinata-rendszerb6l. Mivel Rgd{x,y, z, j)=
= OMR{do}7(Aly, z), most azt kapjuk, hogy

oY) d(x,y, 2z, - )=cosi BRP{okUx, Y,z - 1)-
- sin i RPfoao) p(x>>>z, 1)—sin j R PO} Py, 2)

(20.20)
O(@} P (x, Y, z, I)=sin i BPOY) p{x, Y, z, - 1)+

+ cos 2 B P@;0 P(x,Y,z, I)=cosj B P{oxo) Yx1Y12)i

hiszen ® (x,y,r, —1)=0. (Dd/2)({0/S0})st-t (15.16)-bdl vettiik.)

A masodik megfigyel§ viszont kdzvetlenil az O{t}d hullamfiiggvénybdl ki-
szamithatja, hogy a spin milyen valdsziniiséggel parhuzamos vagy ellentett a Z
tengellyel B szdget bezard Z' tengellyel. A +Z iranyra a (20.20) egyenlet |cos \B\2,
a —Z'-re pedig [sin \B\2 valdszin(iséget szolgaltat. Ha a spin valamely iranyanak
valészinlisége 1, akkor ezzel B szdget bezaro iranyra a valdsziniiség [cos \B\2 R=0-ra
ez 1, ahogy annak lennie is kell, ha a két irdny egybeesik. B=\n-re, amikor a két
irdny egymasra mergleges, akkor  Ha pedig B=n, tehat a két irdny egymassal
ellentett, akkor a valdszinlség zérus.
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TegyUk fel most azt a kérdést, hogy milyen feltételek mellett Iétezik olyan irany,
amellyel a spin biztosan nem parhuzamos. Legyen ez mondjuk a Z' irany, tehat
olyan koordinata-rendszerben, amelynek Z tengelye éppen a Z' iranyba mutat,
az O{oBy0 hullamfuggvény alakja a kovetkez6:

0{aM d(x,y, z,s)=06s _! <y, 2).
Legyen R= {aRy} a rovidség kedvéért. Ekkor maga a ® hullamfiiggvény

D(x,Y,2,5)=0r-10kP=0r-iG_, cp(x,y, 2)=
= D(I2(R)iSt_i PR-, <p(X,y,2).

llyen irany tehat csak akkor létezik, ha & (x,y,r, —1) és ® (x,y,r, 1) egymastol
egy Xy, z-t6i flggetlen allando tényezében kiilénbdzik:

DX, Y, 2, -1)P(X,y, 2z, 1)=D/2(A)_i i/DI)T)i jt=e lactg\R. (20.E.4)

E tényezd abszollt értéke és fazisa tetsz6leges lehet, amint a (20.E.4)-b6l 1athato.
Az a tény, hogy @ (x,y,r, -1) és ®(x,y,r, 1) csak egy tényezében kilonbdzik
egymastdl, azt mutatja, hogy a spin Z komponensének és tetsz6leges spinmentes
mennyiségnek az egyuttes mérésekor az ut6bbi valdszin(isége a 3. szakasz értelmé-
ben a spin iranyatdl statisztikusan fiiggetlen. Ebben az esetben mindig létezik
olyan irany (ennek a azimut- és R polarszogét (20.E.4) adja meg), amellyel a spin
biztosan nem parhuzamos; kiilénben ilyen irany nincs.

9. Erdemes felhivnunk a figyelmet arra, hogy a spines elektron viselkedésére
vonatkozoan messzevezetd konkrét megallapitasokat szerezhetiink kizarélag az
invarianciakdvetelmények, a kvantummechanika altalanos elvei és bizonyos meg-
lehetsen kvalitativ feltevések alapjan. A most levezetett két eredmény, kiiléndsen
az, amely a kiilénb6z8 spiniranyok valoszin(iségeinek 0sszefiiggésére vonatkozik,
a kisérleti igazolas szamara legalabbis elvileg hozzaférhetd.

Az Or operatort ama feltevés mellett hataroztuk meg, hogy a kiilénb6z6 koor-
tér jelenléte az O r operdtorok maédositasahoz vezethet. Természetesen, ha a kiilsé
erdtér gyenge, akkor az elforgatott tengelyekre torténd attérést végrehajté opera-
torokat kozelit6leg tovabbra is (20.19) adja meg. (20.19)-et azonban a kdvetkez6k-
ben er6s er6terekben is érvényesnek tételezzik fel.

Végil felhivjuk egy olyan, eléggé meghatarozé jelent6ségi pontra a figyelmet,
amely (20.19) levezetésekor esetleg a matematikai formalizmus mellett elsikkad-
hat. Ez pedig az a tény, hogy két koordinata-rendszer egyenérték(iségébdl a hason-
l6an elforgatott koordinata-rendszerekbe térténd attranszformalast végrehajtdo Ok
operatorok egyenértékiisége is kovetkezik.
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Az Or operatorok linearisak és unitérek, de nem ponttranszformaciok, szem-
ben a P Kekkel. Ezért a (11.22) egyenlet nem érvényes rajuk. Vagyis

OKD YO KPOKY.
Mi tobb, vegyiik észre, hogy az R forgatdsnak nem egy, hanem két, Ok és - Ok

operator felel meg, mivel (20.19)-ben megjelend D(12)({a/?y})-t a forgatds csupan
el6jel erejéig hatarozza meg. Az sem igaz, hogy Osr= OsOR, hanem csupan hogy

0,«=%0,.0,,. (20.16a)
Nem lehetséges tovabba a +O i vagy —Or operatorok koziil valamely képletben

az egyiket gy elhagyni, hogy a megmaraddkra (20.16a) éppen a felsd elGjellel le-
gyen érvényes.

10. A spin Z komponense fizikai mennyiség, akarcsak a hely vagy az impulzusmomentum.
Ily médon a kvantummechanika statisztikus értelmezése szerint neki hermitikus operatornak kell

megfelelnie. Ezt az operatort Sz=- Szfogja jel6Ini. SZsajatértéke —1és +1 annak megfelelen,

h h
hogy a spin Z komponensének lehetséges értéke — és + - . Az elsd sajatérték sajatfliggvényei

a P(my, z,s)=0s_iyi(x, y, z) flggvények; ezek csak akkor kiilonbdznek zérustél, ha s= —1.
A masodik sajatérték sajatfiggvényei 4J(x,y, z,s)=06sly>'(x,y, z) fuggvények, amelyek csak ak-
kor kuilénboznek zérustdl, ha s= +1. Tehat

S A-1¥(y,z)=~ 0s- 1V(x, Y, 2),
SA .l 4%.x,y, 2)=65 1 y>(x,y, 2);
vagyis, ha altalaban
D (xy, 2,5)=Ss_lo(xy, z, -1)+ asl d(xy, z, 1),
akkor
ZO(x,y, z,5)=sas _j P(x,y,z, -1j+06, 1 (XY, z, 1))=
=S s_i dvy,z - 1)+6S, d(x,y, z, 1). (20.21)
Sz ®d(x,y,2,5)=,S I6ﬂ¢(x,y, z,0=5s ®(x,vy, Zi).
-+
Tekintve, hogy sz csupan a spinkoordinatakra hat, Q/;-hez hasonl6an matrix alakkal bir:
“). ,20.2,a)
Meghatarozzuk most a spin Z' komponensének megfelel§ h operatort. Az olyan megfigyel6
szamara, akinek tengelyrendszerében a Z tengely Z'-vel esik egybe, ez az operator egyszer(en sz,
hiszen az ilyen megfigyelének minden operatort definicié szerint ugyanugy kell felirnia, mint az
els6 megfigyel6nek, csupan sajat tengelyrendszerére kell azokat vonatkoztatnia. Masrészt ez az

operator h-bél adédik, ha azt O n-el transzformaljuk:

sz=07"h0AL b=0n-,504.
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Ekkor (20.12)-b6l kovetkezik (mivel P A felcserélhet sz-vel), hogy
h=Qw-iP ~-iS.P/2QR  R-iSIQRm (20.22)
Ha (20.22)-ben szerepl6 operatorok matrixalakjat hasznaljuk (ezek csupan az s-ekre hatnak),
h=u(R)fszi(R).

(15.11)-b8l kovetkezik, hogy h azonos az ott hasznalt matrixszal, ha h=sz (vagyis ¥ =y'=0;
z'=1). (15.11)-ben r=(x,y,z) az a vektor, amelynek komponensei r'-bél (amelyre x'=y'=0,
z'=1)az R [transzformacidval adodnak, s igy r a Z iranyl egységvektor. Ezért a h-t meghata-
roz6 (15.10a) szerint

h=akiCra2S]+a3y, (20.22a)

ahol aj, a2, a3 Z' iranykoszinuszai. (20.22a)-bol lathatd, hogy a spin Z’ iranyd komponense

(15.10)-ben megadott
lﬂ
n
4D! N

X, Y, Z komponensekbdl ugyanlgy képezhetd, mint ahogy a koordinata Z *komponense az X, Y,
Z koordinatak operatoraibol (vagyis az alx+a2y+a32 alakban). Az ilyen operatorokat vektor-
operatoroknak nevezziik.

A (15.11) egyenlet lesz6gezi, hogy a spin Rr komponensének [Rr, s]=[r,s] operatora a spin
r komponensének [r, s] operatorabol az u(R)-1 (vagyis az Q j I) transzforméacidéval kaphato.

A spin elméletében gyakran (20.22a)-bol szokas kiindulni, ilyenkor erre az egyenletre alapoz-
zak az egész elméletet.

Flggelék a 20. fejezethez

A FORGASOPERATOROK LINEARITASA
ES UNITERITASA

Jelélje ® azt a hullamfliggvényt, amellyel a masodik megfigyel6 irja le azt az
allapotot, amelyet az els6 megfigyel6 ®-vel jellemez, s hasznaljuk ugyanezt a jel6-
lést valamennyi allapotra. Ekkor (20.8) szerint az 0sszes W és & fliggvényekre

\(¥, D)\ = \(¥, D)\, (20.8

Valojaban (20.8) csak akkor igaz, ha W és @ fizikai allapotoknak felelnek meg s
igy normaltak. Kiilonben nem vizsgalhatjuk meg a @ allapot ,, masodik leirasat”,
hiszen csak normalt ®-k képviselnek allapotokat. Ennek ellenére kényelmesebb,
ha nem normalt ®'-re is definidljuk ¢ '-t. Pontosabban legyen ¢'=adg, ha ®'=ad
és ® normalt. Ekkor (20.8) minden fiiggvényre érvényes lesz.

(20.8) tovabba nem valtozik meg, ha W-1és ®-t egységnyi abszolut érték( allan-
dbkkal szorozzuk meg. Megmutatjuk most, hogy e c4 és cgpallanddkat Ggy valaszt-
hatjuk meg, hogy nemcsak

|(Ok®,0n®)|=|(P,D)], (20.8)
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hanem még az

(OrW, OKD)=(D, D),
(20.8a)
Oon(n®+ b®)=aOkY'+ bOKD

egyenletek is teljesiilni fognak minden ¢c"W—OrW és cdxh = Ok® esetén; itt aés b
tetsz6leges allandok. A nehézség a (20.8)-rdl (20.8a)-ra torténd atmenetben abban
rejlik, hogy (20.8) csupan (OK'lj, Ok®d) és (W, ®) abszolutértékének egyenlségét
jelenti, mig (20.8a) a fazisok egyenl@ségét is megkdveteli, mégpedig minden fligg-
vényre egyidejlileg.

Haa Wji mmfliggvények teljes ortogonalis rendszert alkotnak, akkor ugyan-
ez igaz a 37, W2, ... fliggvényekre is. (W, WK)= bik (20.8) segitségével a (37, PA=
—bik egyenletre vezet. Ha nincs olyan fiiggvény, amely valamennyi ®rre ortogo-
nalis, akkor olyan sincs, amely valamennyi 9L-re meréleges lenne.

Tekintsiik most azon Fx fliggvényeket, amelyek az Fx=PI+ wk(x= 1,2, 3, ...)
fuggvényeknek felelnek meg. Fejtsik ki Fx 1a teljes ortogonalis Wt, W2, s rend-
szer szerint. Ekkor valamennyi (PA F | kifejtési egyltthatd zérus, kivéve ha f= 1
vagy /.=x. Ez utébbiaknak viszont az abszolutértéke 1, hiszen (/L, FXx) is csak
akkor nem tiinik el, ha A= 1 vagy A=x, s ekkor ennek értéke 1 Ezért

+ \yJ=K\=1 (x=2,3,...) (20.23)
Valasszuk most mar a cVi allandét meg a kdvetkez6képpen: cWi= 1. Legyen to-

vabba Qu = x,, és cF = —. Ekkor
YX

oay =Y ,;
O*0P\+ WY)=OrF=cFF=Fjy= ORI\ + OrVx (20.24)
Legyen @ tetsz6leges fliggvény, amelyet sorba fejtlink a WL,k szerint:
=PI+ a2+ a3+ ... (20.25)

Fejtsiik -t sorba a teljes ortogonalis G/(M 1 OrW2stb. fliggvények szerint:

& =410 R4'l+ 420 R4R+43 RAf3+ ...
igy
lej=1(07, ®)=|(A ®)I=IC" D)1= lej, (20.26)

tehat \aA—|0j|. Ezért a cdp=alalvalasztassal élve
Ok®d=cdd=aORWi+ a20RW2+a'30R0 3 (20.27)

Igaz tovabba, hogy \ax\=\ax\. Valéban kit(inik majd, hogy ax=ax. Ezt bebizonyi-
tandé alkalmazzuk (20.8)-at az Fx= ® 1+ ®x és a P fliggvényekre. ElGszor is

K7 ®\=\('P1+'PX ®)bla, +ax\
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Ugyanigy, mivel Fxés ® 0 RFKtdl és Ogd-t6l egysegnyi abszolutértékii allandéban
kilonbozik,

I(FKO)| = [(OSFX ORO)\ =
= 1(0«<*1+ O A , alOR4/i+ dD RW2+...)! =

=Wi+a'l.
Innen
K +tflJ2=K +a'l2
vagy masként
\al\2+a*ax+ala*+ \ax\2= \al\2+a?ax+ah*+ \ax\2

d* ebb6l az egyenletbdl kiklisz6bolhetd axd* =axa* segitségével, s igy axre ma-
sodfoku egyenletet kapunk:

a*dx —(a*ax+ala*)ax+ai\ax\2=0. (20.28)

(20.28)-bdl kdvetkezik, hogy vagy dx=ax, vagy pedig

dx=a*axa*. (20.29)
Az els6 esetben tetsz6leges
h=2 N és 2 bxwx
esetén x x
OR0 = " a XORWX, (20.30)
tehat x x

OR(a0+bW)=0OR2 (aa’bbJV~

=2 (aax+bbx)ORi'x=aOR0O+bORI'

is érvényes, vagyis Wém] 'n_eéris Tamyoha
| mE 2 a,o R/\k:

= 2X b*axgxX= 2 bxax,
masrészt
(b, ®)=(2Ne 2«pn)=
= 2 bxaZxg=2 b*ax.
Tehat az Or operator egyuttal unit:;; is, s igy (2x0.8a) bizonyitasa befejez6dott.
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Meg kell mutatnunk, hogy (20.29)-ben a masodik lehet6ség nem val6sulhat
meg. Ezért

ORO=OR?2 2 axORWK (20.31)

X

helyébe az

ob=o0B2J/1 =2alo A

kifejezést irjuk, vagyis megszorozzuk OKO-t a*lafgyei. Ez a leirds tartalmi részét
biztosan nem véltoztathatja meg.

Tekintsik most a Hamilton-operator két sajatfiiggvényét, tehat két stacionarius
allapotot; legyenek ezek a
ésa i'= 'ZK'?*

X

kiilénbo6zd, E illet6leg E’ energidju allapotok. Ekkor

yR-HEiH),+ y,e-nE’h),= 2 (xe~MEM>*+ nk~"E'ik),)Wx (20.32)

X

megoldasa az id6fliggé Schrédingersgyenletnek. A masodik leirdsban (20.31)
miatt

° rO/F% u*QrpP*
felelne meg a k allapotnak és
OrX'=2 u'mOrWx
ay' allapotnak. A masodik leirdsban az energia valtozatlanul E, illet6leg E'. Ezért az
e-VIEN)'Ok/+ e -"E"/NOky'=
(20.33)
= 2 (Mre~'(E7*," |_u'*e~KEK*)0 R4/x

X

fliggvénynek a Schrodinger-egyenlet megoldasanak kell lennie. E megoldas t= 0-ban
s igy minden kés6bbi id6ben is ugyanazt az allapotot reprezentélja, mint (20.32).
Ez azonban lehetetlen, mivel (20.31) szerint

2 (we~itEfi),+ uxe~ "€ )*Or¥ x

felel meg (20.32)-nek, amely csak akkor azonos (20.33)-mal t?"0 esetén, ha E=E"
(20.29)-ben a masodik megoldas, tehat ellentmondasra vezet, igy a ¢ allandoknak
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(20.24)-ben és (20.27)-ben alkalmazott megvalasztasa (20.29)-ben az els6 lehet6-
séghez vezet. Ebb8l Or linearis és unitér jellege kovetkezik.

Ily médon azt a fontos eredményt kaptuk, hogy két fizikai szempontbdl egyen-
érték( leiras — a hullamfiiggvények szabad allandoinak megfelel§ megvalasztasa
utdn — egymasba kanonikus transzformacio segitségével atvihet6. Meg kell je-
gyezniink azonban, hogy a masodik lehet6ségnek, a (20.31) ,,antiunitaritasnak” a
kizarasa érdekében a hullamfiiggvények id6fliggését is mérlegelniink kellett. Pon-
tosabban feltettiik, hogy ha a t id6tartam folyaman a @ allapot atmegy a @' alla-
potba, akkor @& is ®'-be megy at ugyanezen id6tartam alatt. Ez jogos és valdban
fontos feltétel a jelen meggondolas keretei kdz6tt, azonban a 26. fejezetben meg-
vizsgalt ,,id6tlkrdzés” operacidjanak esetén majd érvényét veszti.
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21. A TELJES IMPULZUSMOMENTUM
KVANTUMSZAMA

]. Az el6z6 fejezet (20.19) transzformacids képletében, mely szerint

Or ®(x,y,z,8)= 2 DWYA)Lii,Pfid(x,y,z 0=

<=zi

(213

D/2AR)isAMN (x ",y ",z \t),
t==x i

R valodi forgatas volt. Ha olyan koordinata-rendszerben kivanjuk felirni a hullam-
fuggvényt, amely az eredetib6l nem valodi forgatas segitségével all el6, akkor el6-
szOr inverzidt hajtunk végre a koordinata-rendszeren:

X'=-x,y'= -y, z'= -z, (21.2)

majd ezt valddi forgatas kdveti. A lényeges kérdés ezek utan, hogy a @ allapot
O,® hullamfiiggvénye hogyan fest olyan megfigyel§ szamara, akinek koordinata-
tengelyei az eredeti rendszer tengelyeihez képest ellentétes irdnyitasuak.

Tekintslk el6szor az usrp(x,y, z) allapotot. Spinmentes kisérletekben ez az els6
megfigyel6 szamara gy viselkedik, mintha hullamfiliggvénye ipvolna, tehat a tik-
rozott koordinata-rendszer megfigyel6je szdmara a hullamfliggvény Pp/j-nek lat-
szik;

P,y(x)y, 2)=ip(-x, -y, -2). (21.3)

Ezért Oiiixip(x,y, z)=u's WP, tp(x,y, z). A magneses momentum iranya adott
us>x vy, z)-re. A koordinatak tiilkrozésekor ez az irany az ellentettjébe megy at,
mert a magneses momentum axialis vektor. Az Uj koordinata-rendszerben azon-
ban az ellentétes irdny ugyanolyannak latszik, mint az eredeti a régi rendszerben.
A masodik megfigyel6 szamara a spin irdnya ugyanolyan, mint az els§ szamara;
az ustényezd P ryel6tt O, us(x,y, z)-ben egyenld nwsel.

Tudjuk, hogy a magneses dip6lus mindig kérarammal helyettesithet6. Ha e kdraram mondjuk
az XY sikban fekszik és T-t61 Y felé folyik, akkor az X'Y"' sikban is benne fekszik és A"-t6l Y' felé
fog folyni.
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Kovetkezésképpen minden usre és rp(x, y, z)-re érvényes, hogy
Orusxp(x, y, 2)=u yi(x, y, z)=PjUsip(x, y, 2), (21.4)

eltekintve egy allando6tdl, amely fligghet w-tdl és f-t61. Azonban ugyanolyan mo-
don, ahogy azt (20.8a)-t kdvet6en tettiik, most is bebizonyithat6, hogy eme allan-
dénak minden u-ra és ip-re egyformanak kell lennie, ha megkdveteljik O, lineéris
voltat. Mivel 0 7-ban egy tényezd egyébként is teljesen tetszbleges, ezt az allandot
elhagyhatjuk. Mivel minden ®(x,y, z, s) figgvény usy>(x,y, z) alaku fiiggvények
linearis kombinaciojaként irhato, ezért (21.4)-b6l 0 7és P7linearis volta miatt ko-
vetkezik, hogy 0 7=P 7:

0, (x,y, z,5)=Pj,0(x,y, z,8)=0(-x, -y, -2,5). (21.5)

Az 0 7operatort, amely a koordinata-rendszer (21.2) tiikrozését foganatositja, és
amely egyaltalan nem hat a spinkoordinatakra, (21.5) adja meg. Vilagos, hogy
07=1, vagyis 0 0 7d= ®, igy az egységoperator és 0 7a tukrozéscsoporttal izo-
morf csoportot alkot.

(21.1) és (21.5) megadja a hullamfiiggvény transzformacios képleteit a tengelyek
tetsz6leges megvaltoztatasara. (21.1) és (21.5) tovabba nemcsak elektronokra, ha-
nem protonokra is igaz. A proton magneses momentuma azonban sokkal kisebb,
mint az elektroné (a proton témege korilbelll 1840-szer nagyobb), ezért a meg-
figyelés szdméara nem oly kénnyen hozzaférhetd, mint az elektron spinjéb6l ad6édo
magneses momentum. A kdvetkez6kben a ,,magspint” nem targyaljuk.

(21.1) és (21.5) az elektron Dirac-LLle relativisztikus elméletében is Iényeges val-
toztatas nélkil érvényben marad.1DIRAC szerint a hullamfiiggvény nem a két
d(x,y, z, —1) és ®(x,y, z, 1) helyfuggvenybdl all, hanem négybdl, s mellett még
egy 0tddik s' koordinatat is bevezethetlink, amely ugyancsak két értéket vehet fel.
Ekkor (21.1) valodi forgatasokra véltozatlan marad; s egyaltalan nem vesz részt
az ilyen transzformaciokban, tikrézéskor azonban a két s' érték felcserél6dik.

2. (21.1) és (21.5) olyan rendszerre vonatkozik, amely csupan egy elektront
tartalmaz. Tdébb elektron esetén a (7, yt, z6ij, ..., xn y,, zn sn hullamfigg-
vény a Descartes-koordinatakkal egyitt valamennyi részecske spinkoordinatait is
tartalmazza. A @ és G fliggvények skalaris szorzata ilyenkor a kdvetkez6:

(©,G)= 2 2 oo 2 i [mmm| (X, ..., j.)*X
SEi 1S5+ $¥x13 35 )

(21.6)
XG(r,, ..., smax{..azn

1J. A. Gaunt, Proc. Roy. Soc. A 124, 163 (1929).
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A spinnélkiili elméletben a P Aoperator az osszes koordinataharmasra egyfor-
man hatott. Hasonloképpen az Or operator, amely a EW/-elméletben transzfor-
mai at 0j tengelyrendszerbe, ugyanigy hat az xk, yk, zk, sk koordinatanégyesre,
mint ahogy (21.1)-ben és (21.5)-ben vy, z, s-re tette. Ezért

Ord(xb ¥ z,, XN, You Zysy S55)=
ti ,eeetn
X P« O(Xi, yX, Z,, ti,..., X, yn zn t,), (21.7)
és
0, o Yu zj if, «uoy XNYN Z,,, S,,)=
=PIOX\, ¥ *X X, ..., XN Y,, Z,,, S,,)=
Shi-xx, “YX, -Z, -SX, oty Xy Vay <Zy, - 04

(21.8)

Or két operatornak, PR-nek és Q,;-nek a szorzata, az els6 csak a Descartes-koor-
dinatakra hat:

Pr(*l,yi, Zi,Sy, ..., Xnyn z', i,)=

= O(XX Y T], SX ooty Xy Yom Z2y ST (21.7a)

Itt xk, yh Zk az R forgatassal adodik xk, yk, zk-bél. A mésodik operator csak a
spinkoordinatakat érinti:
Y ZX% X ..., XN Y,, Z0i,,)=
2 eee 2 0«MN)(A)4,u<l...0 “/H>IN*UKL X

fl=¢l /n=t1

XXX ¥X 2, & ..., X0 YN, Z,,, 1,,). (21.7b)
Mivel a spinkoordinatak 2" kiilénb6z6 értékrendszert vehetnek fel, QRegy 2" di-
menzids matrixszal egyenértéki; ennek sorait és oszlopait n index szamozza meg,
és mindegyik index a = 1 értéket veheti fel, a spinkoordinatak lehetséges értékeinek
megfelel6en. Q Kmaétrixalakja a kdvetkez6:

Qr= D(I/2)(a)X DU2(«)x ... X D(I/2)(fl),

(O] (2L7c)

Valamennyi P operator felcserélhet§ a QR operatorokkal.

PsQ k=<1>*Qs
Nevezetesen (21.9)

Or:PrQ r= QrPr.

Az 0,= P7operator is felcserélhetd valamennyi P/rrel, ezért (21.9) miatt valameny-
nyi O ;i-rel is, ha R valddi forgatas.
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Q..-et a forgatas csak elGjel erejéig hatdrozza meg, mivel D ,1/2)(/?)-ben az el&jel
hatarozatlan. Paros szamu elektron esetén ett6l az 6nkényt6l megszabadulhatunk
ama megegyezés segitségével, hogy (21,7)-ben és (21,7c)-ben valamennyi D (1,2>(/?)-et
ugyanolyan el&jellel kell venniink. Paratlan szamu elektronnal azonban Q”-et
nem tehetjuk egyenérték(ivé.

3. Ha el6szdr 7?-rel, majd ezt kdvetben S-sel elforgatott koordinata-rendszerbe
transzformalunk at, akkor a hullamfiggvény el6szér Ok®d-be, majd OsOR0-be
megy at. Ugyanezen koordinata-rendszer azonban egyetlen SR forgatassal is el6-
allithat6. Ebben az esetben a hullamfliggvény OSKO lesz, ami OsOwd-t8l csak
allandoan kilonbézik. Tovabba, mivel mind OsOR mind pedig Osr linearis és
unitér, ez az allandé az 6sszes hullamfliggvényre egyforma és csak az S, R forga-
tasoktol figghet,

®sr=xs, r- (21.10)

Mivel 0j koordinata-rendszerbe térténd transzformacié mindig végrehajthatd
lineéris unitér operatorral, azért (21.10) a Aw/r'-elmélet sepcidlis feltevéseit nem
tartalmazza, hanem az egyenletrendszerek térbeli forgatdsokkal szemben mutatott
invariancidjabol szilkségszerien kovetkezik. Ezt az egyenletet a fejezet végkovet-
keztetései soran még tovabb taglaljuk, és néhany olyan eredményt vezetiink majd
le, amelynek minden kvantummechanikai elméletben érvényesnek kell lennie.

A (21.10) egyenlet természetesen szamolassal igazolhatd. El6sz6r is (21.9) miatt

QsO«=PsQsi’(iQ/i=Pif«Q.sQi(= PsrQsr-

Paros szamu elektronra a (21.7c) matrixok, amelyek a ® operator matrixalakjai, a
forgascsoport egyérték{ abrazolasat alkotjak, ezért QsQ r=Qsr’ tehat

PvkQ sQ r=PsrQsr—®sr- (21.11a)

Ebben az esetben (21.10)-ben cs R—1, és az O r operatorok a valddi forgascsoport-
tal izomorf csoportot alkotnak. Ezért ebben az esetben definialhaték olyan fligg-
vények, amelyek az Or operatorokra nézve valamely irreducibilis abrazolas egy
sorahoz tartoznak, vagy egyszeriien a forgascsoport egy irreducibilis abrazolasa-
hoz tartoznak.

Péaratlan szamu elektronra a (21.7c) matrixok a forgascsoportnak csupan két-
értékii abrazolasat alkotjak, mivel Q QK= +Q SA

=PS0sQr=i PsrQsr—®sr- (21.11b)

(21.10)-ben tehat cs n=+ 1, és az Owoperatorok nem izomorfak tébbé a forgas-
csoporttal. Q Kkétértékiisége miatt mindegyik forgatashoz két +Q« és —QOr ope-
rator tartozik.
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Mivel az unitér csoport2 és a forgascsoport homomorfizmusaban két unitér
matrix, u—D<V2>(A) ésu= —D (U2)(/?) felel meg minden forgatasnak, megkisérelhet-
juk, hogy egy-egyértelm(i megfeleltetést talaljunk az O-k és az u-k kozott. Ez vég-
hezvihetd, ha u-nak az Oh= Q,, «PWelemet feleltetjiik meg, és feltessziik, hogy Q,,
matrixanak alakja (21.7c)-vel ésszhangbanuXuX...,Xu. itt az u-nak a homo-
morfizmusban megfelel6 forgatés. llyen médon minden u-nak egyetlen Q,, felel
meg. Mivel Ru is egyértelm( megfelel6je u-nak, ezért ugyanez igaz Pii-re is. To-
vabba

(uX uX ... Xu)(vXvX ... Xv)=uvXuvX ... Xuy,
és RuRy=Ru, kdvetkezménye P« Pg =P , tehat

owy=ou,

Ezért paratlan szamu elektronraama fuggvények, amelyekre

fiP= 2 (21-12)

érvényes, az unitércsoport Ud) abrazolasanak a kulonbozd soraihoz tartoznak.
Ezért kielégitik a 12. fejezetben levezetett és barmely csoport irreducibilis dbrazo-
l4sdhoz tartozo fiiggvényekre érvényes dsszefliggéseket.

A kovetkez6 oldalakon (21.12) helyett mindig az

OKi)=+ 2 D iR l.jy (21.12a)

egyenlet szerepel majd. Lathatd, hogy a (21.12a) a + elGjeltdl eltekintve tartalmaz-
za (21.12)-t.

0.0 =2 nEM";>. (21.12b)

Valéjaban mindig (21.12)-t vezetjiik le. Tovabba (21.12a) valoban magat (21.12)-t
tartalmazza és nem (21.12b)-t. (21.12b)-ben az als6 el6jel nem fordulhat el6. Ezt
ugy lathatjuk be, hogy feltessziik a minusz el6jel érvényességét. Ekkor azonban u-t
folytonosan atvihetjik az egységmatrixba. Ekdzben (21.12b) mindkét oldala foly-
tonosan valtozik, tehat az alsd elGjel végig valtozatlan marad. De u=1 esetén
(21.12b) ezt adna:

o/r=-ﬁ,V [)=-n

2 Pontosabban a kétdimenzi6s egységnyi determinansd unitér matrixok csoportja.
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ami biztosan nem helyes, hiszen O, az identitas operatora és igy minden fliggvényt
valtozatlanul hagy. (21.12b)-ben tehat csak a fels6 el8jel lehet érvényes. Ily médon
(21.12a) valdban azonos (21.12)-vei; azért részesitjik (21.12a)-t el6nyben, mert az
O-nak, mint térbeli forgatasnak a szerepét hangsulyozza.

Legyen most u=—* (21.12)-ben. Ekkor O , az egységoperator minusz egy-
szerese, mivel P=P £ a pozitiv és —IX —L X...X —1 a negativ egységoperator
(21.7c)-ben. (Pératlan szdmu elektronrél van sz6.) (21.12)-b6l kévetkezik, hogy
Uo>(—1)= —1; ebb6l viszont a 15. fejezet értelmében, hogy y-nek félegésznek kell
lennie. Paratlan szdmu elektron esetében a hullamfliggvény az unitér csoportnak,
vagy az Ouwk csoportjanak csak paratlan abrazolasahoz, vagyis a forgascsoport
kétértékl abrazolasahoz tartozhat. Természetesen paros szamu elektron esetében
a forgascsoportnak csak regularis (az unitér csoportnak csak paros) abrazolasa
fordulhat eld.

A kétértéek( abrazolasokkal kapcsolatos bonyodalom onnan ered, hogy (21.10)-
ben cSR éppugy lehet —1 mint +1. Az O operatorok, amelyek a leiras invariancia-
jat fejezik ki a térbeli forgatasokkal szemben, nem a forgascsoporttal, hanem az
unitér csoporttal izomorf csoportot alkotnak.

4, A spin figyelembevételekor az E energiara vonatkoz6 HR=EW Schrddinger-
egyenlet H Hamilton-operktom tébbé nem olyan egyszer{ operator, mint amilyen
a korabbi meggondolasaink alapjaul szolgalt, amely csak a Descartes-kooraink-
takra hat. Az elektron magneses momentumabdl eredé er6k miatt tovabbi tagok
jelennek meg, ezek jelentdségét késébb targyaljuk. Noha e tagok pontos alakja
némileg még kétséges, annak azonban igaznak kell lennie, hogy a térben addig
nem létezhet kitlintetett irdny, amig kiils6 magneses vagy elektromos erétér nem
hat. Ha 'VB staciondrius allapot, akkor az 0 Rfl3 vagy OuPR is stacionarius, és
ugyanaz mindegyiknek az energidja. Ebb6l kovetkezik, hogy OrWuvagy OuPR
kifejezhet6 a sajatérték dsszes sajatfiiggvényének linearis kombinaciojaként:

O A -2 D(R)r/IWr,
vagy (21.13)
Oounr=24n),,, R,

OsOR= 0 SR vagy paratlan szamu elektronra OsOR= + Osr (vagy OuO,= Ow) a
szokasos maédon szolgaltatja, hogy

D(S)D(R)=D(SR), (21.14a)
illet6leg paratlan szamu elektronra

D(S) D(R)=D(SR),
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vagy (21.14b)

D(u) D(v)=D(uv).
Paros szamu elektronra a D(R) matrixok a forgascsoport egyértékd, paratlanra
pedig a forgascsoport kétérték(i (vagy az unitér csoport egyértéki) abrazolasat al-
kotjak.

Akércsak a 12. fejezethen, eme &bradzolésok irreducibilitisa most is feltételez-
het6.3Paros szdmu elektronra D(/?) egyike a D(®3 D(l), D<2 ... stb. abrazolasok-
nak; paratlan szamu elektronra pedig egyike a D<f2> D<32x ... az 4brazolasok-
nak, (D(u) valamelyik az LEY12* n® 2), U<§2>... stb. kozil);

ORV<p=2DU(R\,Mrt,\ (21.13a)
u

Eme abrazolasokban a fels§ (j vagy J) indexet a teljes impulzusmomentum kvan-
tumszamanak nevezik; ez paros szamu elektronra egész, paratlanra pedig félegész
(ez a ,,multiplicitas valtakozasa’ ). A ], sorszamot, amelyhez a sajatfiiggvény hozza-
tartozik, itt is magneses kvantumszamnak nevezik; /i is egész paros szamd, félegész
paratlan szamu elektron esetén.

5. Legyen S szimmetrikus operator On-rel szemben, vagyis skalar; tehat a ten-
gelyek megvaltozasa nem érinti. Ekkor ismeretes, hogy az olyan

SNJM =W ,SWp)=brfoRw, (21.15)

matrixelem eltlinik, amelyben szerepld két sajatfliggvény kiilénb6zé D,j>abréazo-
lashoz, vagy ugyanannak az abrazolasnak két kulénbozd sordhoz tartozik. Ha
viszonty=y" és [i= i-i, akkor (21.15) minden /i-re ugyanaz, vagyis nem fligg a mag-
neses kvantumszamtal.

Hasonlé képleteket természetesen a vektor és tenzoroperatorokra is kereshe-
tink. A skaldroperatort ama kovetelmény hatarozza meg, hogy legyen fiiggetlen a
tengelyrendszert6l; az energia példaul ilyen, de a dip6lmomentum nem. Az el6z8
mennyiség minden megfigyel§ szdmara ugyanannak az operatornak felel meg. Més-
részt azt a fizikai mennyiséget, amelyhez a méasodik megfigyel6 az S operatort ren-
deli hozza, az elsé megfigyel6 az O* 'SO* operatorral irja le, ezért igaznak kell
lennie, hogy

07S0R=S; S0*=0*S. (21.16)

Tehat a szimmetrikus operator minden transzformacidval felcserélhetd.

3 A sajatértéket tobb véletleniil egybeesd sajatértékként felfogva.
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Ezzel ellentétben, ha Yx, Vzvalamely vektoroperator X' Y' Z' komponense,
akkor ugyanennek XYZ komponensei a kovetkez6k 4

Or'VxOr=R,,VX+ RX\ y+ Rxy z
Or % O r = RyxVx+ RyyW+ Ryzy z, (21.17)
0*4-0*=Ruxy x+ Ryyyy+ Rzy :.

\ XLV,., Vztehat nem D (0) szerint transzformalodik, mint S; vagyis Uj tengelyrend-
szerre attérve nem maradnak valtozatlanok, hanem az R forgatds matrixaval
transzformalodnak. D<'>azonban a forgdscsoport abrazolasa ezért ekvivalens az
R matrixokkal tortén6 abrazolassal. A késébbi szamitasokban az X, Y, Z kompo-
nensek helyett gylimélcsézd lesz a

V-i=_Lvx+_2-V
/2 /2
V(@O)=V., (21.18)

v<'>=— yx+ — v,
A A
komponensek haszndlata. Ezekre (15.34) miatt (21.17) helyett

0*'V (5)0* = %o (?)... V@) (21.17a)
th—0

érvényes.

Altalanosabban vizsgalhatjuk az o fokU irreducibilis tenzor operatort, amelyet
az a feltétel szab meg, hogy 2co+ 1szamu T (5 komponense a tengelyek elforga-
tasakor a kovetkez6képpen transzformalodik:

0% TE0*= 2 0 UYK),MT o) (21.17b)

0= ()
Ha Jl-et (21.17)-ben R '-gyei helyettesitjiik, akkor 0*-i=0* és D("X/0 ")»,=
= O<L(JT)4 miatt kapjuk, hogy

0:2_00 W)*,T("> (21.17¢)

4 (11.18a) és (21.16), latszdlagos hasonldsaguk ellenére, teljesen kiillonbdz6 osszefliggések.
Az el6z6 a vektor masodik koordinata-rendszerbeli vessz6s komponenseit adja meg az els6 koor-
dinata-rendszerbeli vessz6dén komponenseivel. Aharom egyenlet (21.16)-banaz2f, Y ,Z mentén
iranyitott vektorokat szolgaltatja az X YZ mentén iranyitott vektorok segitségével. A két egyenlet
egytthat6i azért azonosak, mert valds ortogonalis matrixot alkotnak; kiilénben az egyik a masik
inverzének transzponalja volna.
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Ezekbdl az egyenletekbdl most (21.15)-hdz hasonld, de a vektor- és tenzoroperato-
rokra érvényes egyenleteket vezetlnk le. (21.17c)-t felhasznéaljuk most a

T$in (21.19)

skalarszorzatban, mégpedig Ugy, hogy a skalarszorzat mindkét részébe beirjuk
Os-et. igy azt kapjuk, hogy

niv,-v= (0k?Josar® o oa"yY )=
(21.19a)
=222D D @E(<,Duxr), &y w
V a Vv
Ha a skalaroperatorokra vonatkozé hasonld képletet minden forgatasra kiinteg-
ralnank, akkor az ortogonalitasi 0Osszefiiggések (21.15)-6t kozvetlenil szol-
galtatndk. (21.19a)-ban harom forgatasi egyutthatd szorzatat kell kiintegralni.
El6szor (17.16b) segitségével a két els6 szorzatat irjuk fel
j-f-Lu
DAR)V/IIDM(R):= 2 slZ> a'Xd)*lan+
L~ \j—u\

Helyettesitsiik ezt (21.19a)-ba és integraljunk valamennyi forgatasra a (10.12) or-
togonalasi dsszefliggéseket figyelembe véve:

jHw v 0 e f i
T(& M) "V »*) oLje A Jity,
1§j)u:S'j'ii’_ Zu i<’ zu éLva*) ! rrSf/‘ \.It *Qf }]/.§\laj)v;N'j'v'm
vav' AJ+1

Mindkét oldalt ,,osztottuk™ / dR-rel. Ez a kifejezés eltlinik, haj' nem esik a \j—m\
j+co hatarok koézé. Ha \]—R Sij+ oo, akkor

Tayu;N7V = six na +£¢ TNiNG', (21.20)

ahol Tnjn'Y nem fligg p, p', g-tol5.

Ez a képlet igen altalanos6. Olyan matrixelemeknek, vagyis (21.19) alaki ska-
larszorzatoknak a 7 » ;ryv/?vyL;vyv aranyat adja meg, amelyekben a els6
tényez6 egy bizonyos sajatérték mas és mas sajatfliggvénye, az operator valamely

irreducibilis tenzor kiilonb&z6 komponense, a tényezd pedig ismét egy sajat-
érték (amely kiilénbozhet sajatértekétdl) valamelyik sajatfliggvénye.

Részletezziik a vektoroperator esetét, legyen tehat (21.20)-ban bi= 1. A vektor-
csatolasi egydtthatok 205. oldalon talalhato tablazatanak a segitségével kapjuk a

5w ,*-J -t reduklt vagy ,kétvonalas” métrixelemnek is nevezik és igy jeldlik: (IM|M|1Y'y)-
6 llyen altalanos alakban a képlet C. ECKARTtAl szarmazik. (Revs. Modem Phys. 2, 305
(1930)).
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vektoroperatorokra vonatkozdé, (21.15)-h6z hasonlo képleteket:

VinjliN'J-In-1= Y0 + /*)0'+ AWN.N'j- 1
VnL n'j-i,= (21,20a)

ANGB-.Nj-l/<+1l= VT7~A ~)(j~

Fv/IrV/u-1= "0"—/*+ 1)0+ Pw nJ;N'j»
‘Ny«= KYAYNj-Np (21.20b)

AN/>; Vi u+ 1= [ (}+ %+ TK./~% W 'nJ-N"J

VnjkNj+ ike—= 2~ A )(7—2+ z)v'Na NI+,
Y$1-pu+A=Vu-r+ W+H+T)Y2V'nj.nj+,, (21,20c)

V7+1i+1= A0 + M+ 1)0 + /x+ 2)F Ay ;ALy+ |.

A vektoroperatoroknak minden itt fel nem sorolt matrixeleme eltinik. Aj=j'=0
elemek ugyancsak zérusok. Természetesen nem hatarozhaté meg alta-
lanos meggondolésok alapjan. Mig a skalaroperatorok matrixelemei elt(innek, ha
a sorok és az oszlopok teljes kvantumszéamai vagy magneses kvantumszamai k-
lonboznek (jés /' vagy fi és fi'), addig vektoroperatorok esetében e kvantumszamok
eggyel kulénbdzhetnek egymastol.

(21.20) levezetése soran az O r operatorok részletes alakjara vonatkozdan semmilyen feltevést
sem tettlink. A (21.20) egyenletnek ezért olyan elméletben is alkalmazhatonak kell lennie, amelyik
a spint nem veszi figyelembe, tehat az O r helyébe P F ker(l és a teljesj kvantumszam helyébe
az / azimutalis kvantumszam. Val6ban, mar tdbbszér kdvetkeztetiink arra, hogy egy vektor-
operator matrixelemei eltlinnek. Példaul el6fordult, hogy az

X\ + X2+ ...+ xn, Y1+Y2+---+YnN, zx+z2+ ..,+zn

mennyiségek szerepeltek szorzoként. Ezek pedig vektoroperatorok. A Vf-b6l a yE allapotba at-
viv8 sugarzési atmeneteknél azt talaltuk, hogy az |(i/)F (xt+x2+ ... +xn)sE)\2-tel ardnyos at-
meneti valdszin(iség elttinik, ha YIEés YE azimutélis kvantumszamainak kiilénbsége nem 0 vagy
+ 1 Késbbb lattuk, hogy a magneses kvantumszam nem valtozik, ha a fény a Z iranyban van
polarizalva (0=0). A magneses kvantumszam + 1-gyel valtozik meg, ha a fény az X vagy az Y
iranyban polarizalt.

A Schradinger-egyenietben a Z irany magneses er6térbdl eredd tag

Vj=V®-= / [x1a/pyl+ x2a/py2+ .,. ~xnd/dyn-y ldBx|~y2n/4x2- ... -y alaxn],
TC
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ez pedig egy vektoroperator Z komponense. Ebben az esetben tulajdonképpen a VNI NIl matrix-
elemeket szamoltuk ki. A kdzéps6 (21.20b) egyenletekbdl lathatd, hogy ezeknek a fi magneses
kvantumszammal kell aranyosnak lennitik. Arra is rajottiink, hogy az aranyossagi tényezé
eh 'JRJImc, amely JT-t6l és /-t6i fliggetlen.

Bizonyos értelemben (21.20) szembeallithaté a (19.6) egyenlettel. Ez utobbiban
kifejezetten meghataroztuk a sajatfliggvények fiiggését a konfiguracio-n-lab ira-
nyitasatél. igy — legalabbis spinmentes elméletben — egyetlen egyenletet kap-
tunk, s ez mindazon informaciot tartalmazza, mely a rendszer forgasszimmetriaja-
b6l a hullamfiiggvényre kovetkezik. Mind az elemi, mind pedig a spines elmélet-
ben (21.20) kozelités nélkil tartalmazza mindazokat az informacidkat, amelyek a
matrixelemekre a forgasszimmetriahdl adédnak.

6. Erdekes7, hogy a teljes kvantumszam létezése és (21.20) fennallasa mar a tel-
jesen altalanos (21.10) egyenlethdl is kovetkezik, noha (21.10)-b8l nem allapithato
meg j egész vagy félegész volta. Ez nem is varhatd, hiszen az elektronok szama
(21.10)-ben nem szerepel.

Ha (21.10)-et hasznaljuk a D-k (21.14) szorzasi tulajdonsadganak levezetéseére,
akkor (21.14) helyett csak annyit kapunk, hogy a (21.13)-ban definialt D(R) mat-
rixokra

D(SA)=cs>*D(S)D(/0, (21.21a)

tehat ezek egy tényez6tdl eltekintve a forgascsoport abrdzolasat alkotjak. Az E
egysegelemet azonban ekkor is az egységmatrix abrazolja. Megmutatjuk most,
hogy minden (21.21a)-t kielégit6 B(J1) matrixot megfelel§ cR szammal szorozva

a D(A)=cKD(/?) matrixok olyan rendszerét kapjuk, amely az unitér matrixok ab-
razolasat alkotja, vagyis amelyre

5(5) D(R)= + D(SR). (21.21)

Ezért a 15. fejezet alapjan e matrixrendszer hasonldsagi transzformacio segitsé-
gével felbonthaté a D>, D(12), DO), ... dbrdzolasokra. Ez azt jelenti, hogy a mat-
rixrendszer, amelyhez (21.10) vezet el, Iényegében a 15. fejezet egy- és kétértékii
abrazolasaival azonos.

igy példaul a (20.16)-ot kielégité kétdimenzios matrixrendszer vagy az allandé
matrixokat tartalmazza (D(l,)t kétszer), vagy pedig D ¥/2-del ekvivalens, ahogy
erre az el6zd fejezetben kdvetkeztettiink.

El6szor legyen D(-K)=c"D(A) és legyen cR egyenlé D(/?) determinansanak
(—U1)-ik hatvanyaval; itt/.egyenl6 D(.R)dimenzig¢javal. igy a determinans D(R)= 1

ID(K)|= \cRL*D (A)|= \cst = 1| « |D(A)|= 4|D (tf)| = I. (21.22)
7 E fejezet hatralevd része a tovabbi fejezetek szempontjabdl nem jatszik Iényeges szerepet.
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Ez még cRértékét és D(7?) elemeit csak w erejéig hatarozza meg; itt w a Aértéki
A-adik egységgyok. igy minden R csoportelemnek Aszamu matrix felel meg, neve-
zetesen D(Z?) azon tébbszordsei, amelyek determindnsa 1

Ha D(S)-et D(/?)-rel szorozzuk, akkor egy D(SR)-et kapunk. (21.21a) miatt ez
a szorzat minden D(S/?)-nek egyszer( allandészorosa. Determindnsa D(S) és D(R)
determinénsanak szorzata, amely utébbi 1.

Az egyetlen tényez6tdl eltekintve abrazolast alkotdé D(R)-ekb6l Aértékil abrazo-
last kaptunk: akarmelyik D(S)-nek és D(/?)-nek a szorzata egy D(SR)-et ad.

Kiséreljik meg eme abrazolas tobbértékiiségét csokkenteni azzal, hogy a Asza-
m0 D(/?) méatrixok kozil egyet tartunk meg, a tobbit pedig elvetjiik. Természete-
sen ez nem hajthat6 végre 6nkényesen, hanem csak Ugy, hogy barmelyik megtar-
tott D(Sj maétrixot barmelyik megtartott D(/?)-rel szorozva éppen a megtartott
D(5/?)-et kapjuk eredményiil. Ezt a kivalogatast H. Wey1 mddszerét8 kdvetve az
dbrazolasok folytonossagi tulajdonsagaira alapozzuk.

HaS ésS' két szomszédos csoportelem, akkor a D(S)-ek eredeti alakjaban igaz-
nak kell lennie, hogy

D(S)~D(S") és |D(S)MD(S)I-
Az utobbi egyenleth6l kovetkezik, hogy a cs-nek Akiilonbozd értéke és cs.-nek
Aszamu kilonboz6 értéke parokba rendezhetd gy, hogy egy cs-érték egy cs. ér-
tékhez kozel essen, igy vele part alkosson. A Aszdmu D(S) paronként ugyancsak
kozel esik a Aszam( D(5') matrixhoz oly mddon, hogy egy D(S) egy és csakis egy
D(S") szomszédja, a tobbi A—1 lényegesen kiilénbozik téle, hiszen olyan szdmmal
van szorozva, amely 1-t8l lényegesn eltér (ez az egység A-adik gyoke).

Ha az E=S(0) és az S—5(1) elemet a paramétertérben folytonos S(t) vonallal
osszekdtjik, megkovetelhetjlk, hogy a D(S(/)) matrixok folytonosan valtozzanak.
Ily médon a D(iS(0))=D(i?)=I matrixbol kiindulva és az S(t) utat végigkdvetve
a Aszamu D(5) matrix kozil egyetlenhez jutunk el. Jeldljik ezt D(S)S(i)-vel. Ha
az S(t) vonalat folytonosan gy deformaljuk, hogy a végpontokat rogzitjik, akkor

nem valtozik meg. (Hiszen csak folytonosan véaltozhatna, ha a vonal foly-
tonosan deformalddik, viszont ha mas D(5)-be menne at, akkor ez ugréast jelentene
szdmaéra.)

A D(5)S(0 +D(/?)S(0 szorzat az egyik 0(07?) matrix, s ez D(E)= 1-b6l ugyan-
csak folytonosan érhet6 el. Az ennek megfelel§ vonal elsd része az E-b6l kiindul6
S(t). Ezen megyiink el 5-ig, mikdzben D(E) folytonosan megy at D(S")S(()-be, majd
tovabb megylnk SR-igazS, R(t) vonalon, ekkor D(S)s(/)= D(5js(() 1 folytonosan
megy at a 6 (5)5()D(/?(0) matrixokon &t D(5)\,)D (/1)R( }-be:

D(5)s(()' DU?)A()=D(5/?)S(()>sfi((- (21.23)

8 H. Wey1, Math. Z. 23, 271; 24, 328, 377, 789 (1925); V. Schreier, Abhandl. Math. Seminar
Hamburg 4, 14 (1926); 5, 233 (1927).
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Ha minden E-bdi S-be vezetd vonal egymasba folytonos deformécidval atvihetd,
akkor a paramétertér egyszeresen 6sszefligg6,és csak egyetlen olyan D(S)=D(S)S(0
létezik, amely fj(£)= | =j5(£)-b6l folytonosan szérmaztathat6. Ezek a ft(5)-ek a
csoport egyérték{ abrazolasat alkotjak.

Ha a paraméter tébbszordsen 0sszefliggd, akkor két vagy tébb olyan 5j(t), SQt),

vonal létezik, amelyek nem vihet6k at egymasba folytonos deformacioval.
A megfelel6 D(5)VI(), D(S)S2(/), ... matrixok is kilonbdzhetnek egymastol.
Az &brézolas ily modon annyi értékd, ahany egymasba 4t nem vihet6 vonal vezet
E-bél S-be.

7. A (21.23) egyenlet azt sugallja, hogy az eredeti csoport helyett olyan ,,lefed6
csoportot tekintsiink, amelyben annyi SSI(/), SSX1), ... elem tartozik az eredeti

7

csoport S eleméhez, ahany egymasba at nem vihetd 5)6*), SAt), ... vonal vezet
E-bdl 5-be.9 E lefedd csoport szorzasi szabalya
Ssi(t)RRKk(t)=SRst(t).s-Rkoy (21.233a)

(21.23) szerint a D(5)Si(i) matrixok a lefed6 csoport reguléaris, egyérték(i abrazola-
sat alkotjak. Ebb6l kovetkezik, hogy folytonos csoport egyetlen tényezé erejéig
meghatarozott abrazolasa a lefedd csoport regularis abrazolasaba transzforméalhat6
at megfeleléen véalasztott szdmokkal torténd szorzéssal. Ha a lefed6 csoport vala-
mennyi abrazolasa ismert, akkor az eredeti csoport valamennyi olyan abrazolasa
is ismert, amely csupan egyetlen tényez6 erejéig van meghatarozva.

12. 4bra.
A forgascsoport barmely eleme az egysége/embél vagy ugrast nem tartalmazé folytonos vonalon
érhet6 el (1), vagy pedig olyan vonal mentén, amelyen valamelyik pontban atugrunk apont antip6-
dusaba (11). E két ut egymasbafolytonos deformacioval nem vihetd at

A haromdimenzids valédi forgascsoport paramétere (1. abra, 99. oldal) két-
szeresen 0sszefligg6. Barmelyik pont vagy kozvetlenil érhetd el E-b6l (12. dbra)
(), vagy pedig gy, hogy atugrunk a gombfeliilet szemben fekv6 pontjara, az

9 A szo6ban forg6 csoportot Poincaré-csoportnak is nevezik.



13. 4bra.
Olyan vonal, amely két antipodusokra torténd atugrast tartalmaz, folytonos deforméacidval atvihetd
olyan vonatba, amelyen nincs ugras, tehat a két ugras egymast afenti médon megsemmisiti

antipédusra (I1), s e két vonal nem vihet6 at egymasba deformacioval. (Az anti-
pddusra vald atugras nem tekinthet6 a paraméter vonalan diszkontinuitasnak,
hiszen az antipddusok ugyanannak a forgatasnak felelnek meg.) Az olyan vonal
viszont, amelyen kétszer ugrunk at antipodusra, mar atvihet6 ugras nélkili vonal-
ba, mert a deformacidt Ggy valaszthatjuk, meg, hogy a két ugras egymast meg-
semmisitse {13. abra).

A lefed6 csoportnak ennek megfelelen kétszer annyi eleme van, mint a forgas-
csoportnak, kévetkezésképpen izomorf a DUXA)-ek csoportjaval. Ez a forgas-
csoport kétértékl abrazolasa, igy a lefedd csoportnak biztosan regularis abrazo-
lasa. Az abrazolas valoban hd, mivel minden forgatasnak két matrix, + D(172)(/?)
felel meg, s ezek egymastdl és minden mas Dil/2)(5j-t6l kiilonbdznek.

A D(,/2)(/?)-ek alkotjak az unitér csoportot, ez tehat a haromdimenziods forgas-
csoport lefedd csoportja. Ennek abrazolasai felbonthatok az U@, U2, ..., ab-
razolasokra, kdvetkezésképpen a D(R)=cr D(R) matrixok széttérdelheték a + D(0),
+ D(I'2, + D(Y), ..., matrixokra. Tegyiik fel, hogy D(R) alakjat mar redukaltuk.
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(Ez csak azon mulik, hogy (j linearisan fuggetlen fliggvényekre tériink at.) Ekkor
az Uj fuggvényekre nyerjik, hogy

o 21-13b

Qi ( )

j pedig a FO, Y-j+i, ] y)]) sajatfiggvények teljes kvantumszamanak

tekinthetd.
Noha (21.13b) nem teljesen egyenértékd (21.13a)-val, mégis madot nyujt a 7'tel-
jes kvantumszamra vonatkozo legtobb szabaly levezetésére.
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22. A SZINKEPVONALAK FINOMSZERKEZETE

1. A 18 fejezetben levezettiik a palyakvantumszam, a paritas és a multiplett rend-
szer kivalasztasi szabalyait. Ezek olyan elméletben voltak alkalmazhatok, amely
a spint nem veszi figyelembe. Ha azokat az er6ket is szamitasba vessziik, amelyek
az elektronok spinbd8l ered§ magneses momentumabdl adodnak, akkor a szaba-
lyok mar nem lesznek szigordan érvényesek, mivel azon alapultak, hogy P A/ az
energiaoperatornak ugyanolyan sajatérték( sajatfliggveénye, mint W. (A feltétele-
zés szerint PRP a forgatastol eltekintve azonos ’F-vel.)

Most mar tudjuk, hogy ha a spint is figyelembe vessziik, akkor nem P4, hanem
Or foganatositja az allapot elforgatasat. (PAcsupéan a rendszer helykoordinatait

forgatja el.) Ennek megfeleléen PRAJ csak akkor lenne H sajatfliggvénye, ha H
»Spinmentes” mennyiség volna. A valdsagban azonban spinb6l szarmazo tagokat
is tartalmaz, ezért P P nem a 4] sajatértékéhez tartozo sajatfliggvénye H-nak,
ezért nem is irhato fel e sajatérték sajatfliggvényeinek linearis kombinaciojaként.
Ha tehat a spint is figyelembe vesszik, a sajatfliggvények nem tartoznak a PRre
vonatkozé forgascsoport egyik abazolasahoz sem. A palyakvantumszam fogalma
szigoru értelemben nem gylmolcsoztethetd. E fogalomnak csak addig van értelme,
és a 18. fejezet kivalasztasi szabalyai is csak addig érvényesek, amig a spinbél ered6
tagok kicsinyek, amig az igazi Schrodinger-egyenlet megoldasaira e tagok elhanya-
golésaval jo kozelitések kaphatok. Ez a feltevés altaldban érvényes. Mindezt az
aldbbiakban részletezziik.

Mindazok a szamolasok, amelyeket a 18. fejezetben P segitségével végeztiink el,
akkor is végrehajthaték, ha P-t O-val helyettesitjik. igy szigori eredményeket
kapunk, hiszen a Hamilton-operator minden tagja invarians az O operaciokkal
szemben. A forgatasoknak megfelel6 Or operatorok felcserélhet6k a tiikrozés Q,
operatoraval, és ezek mind felcserélhet6k az Op operatorral, amely két vagy t6bb
elektron koordinatanégyeseit permutalja egymas kozott:

Op W(xa, yai, z,,,, ..., ym,zj=
=4'(xxybzl, ...,xnynzn. (21.1)
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PazlI* ~ | permutacié . A teljes szimmetriacsoport a forgatasokat

leir6 Op-ek csoportjanak direkt szorzata a tlikrdzési és permutéacios csoporttal.
E direkt szorzat abrazolasai, s igy a teljes Schrodinger-egyenlet sajatértékei is ha-
rom szimbolummal, vagyis harom kvantumszammal jellemezhet6k. Ezek jeldlik
ki a harom csoport ama abrazolasait, amelyek direkt szorzata megadja a teljes
szimmetriacsoportnak azt az abradzolasat, amelyhez a kérdéses sajatérték sajat-
fuggvényei tartoznak. A forgatdsoperatorok csoportjanak Da) abrazolasait az
el6z6 fejezetben vizsgaltuk meg; igy megkaptuk a teljes impulzusmomentum 3
kvantumszamatl Az 0 £=1, 0 7=  tukrbzéscsoport abrdzoléasai szolgaltatjak a
paritast. Most az Op permutaciés operatorokat taglaljuk részletesebben. E vizsga-
lat elvezet a Pauli-féle ekvivalencia-elvhez, igy majd a szigortan érvényes szimmet-
ria tulajdonsagokra vonatkozé meggondolésaink teljessé vélnak. A fejezet hatra-
levd részében azzal foglalkozunk, hogy a fenti mennyiségek hogyan kapcsol6dnak
a 18. fejezetben megismert kozelité fogalmakhoz (az L palyakvantumszamhoz és
az S multiplett rendszerhez).

A koordinatanégyesek (22.1) permutacioit hasznos lesz felbontani két tényez6-
re. Ez megfelel az Ok felbontasanak a P/(és a ®k tényezdkre. Ily médon

Op=PpQp=QpPp, (22.2)
ahol Qp csak a spinkoordinatakra hat:
QPS'O4, ¥Yb  sai, **., Xp Yo Z, SJ=
=N+, Ji, Z, S\ XN, Y,y Zyy SN, (22.23)
és Vp pedig csupan a Descartes-koordinatakra:
Pp p(X>11,.  °> e Yorss Zysyy @)=
=P(XL Y, Z,ab ..., X Vau Zin &) (22.2b)
Ha (22.2b)-ben o helyébe qp'p-t irunk, akkor
PpQp#® (..., Xat,jak zadh aA .. )= QpW (..., XAYk, zk, ak, ...).

Ha még aak=s~ helyettesitést is elvégezziik, akkor (22.2a) és (22.1) miatt kapjuk
kdzvetlenil (22.2)-t.

2. A kovetkez6ket l1ényegesen egyszer(siti az a tény, hogy minden fizikai allapot
Op-re vonatkozdan antiszimmetrikus abrazolashoz tartozik:
Opo =ePo- (Op-ep)d=0. (22.3)

1 A kdnyv hatralev6 részében ezt a kvantumszamot Y-vel jel6ljik.
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Itt eP + 1vagy -1 aszerint, hogy P péaros vagy paratlan permutécio. (22.3)-at ki-
elégitd' fuggvényeket antiszimmetrikusflggvényeknek nevezik. A Pauli-e\v lényege
az az allitds, hogy minden hulldmfiiggvény antiszimmetrikus.2

A Pauli-elv nem koévetkezménye a kvantummechanika korabban ismertetett
alapelveinek; a mozgasegyenlet szerepét jatsz6 idéfiiggé Schrodingersgyenlettel
ellentétben ez kezdeti feltételnek tekinthetd, amelyet minden rendszer teljesit. Ha
(22.3) valamely id6pontban kielégil, akkor barmely kés6bbi id6pontban is ki fog
eléglilni. Mutassuk ezt meg. Tekintettel arra, hogy H az 0,,-kel szemben szimmet-
rikus s igy velik felcserélhetd, az egyenletbdl kdvetkezik, hogy

ihA=H &

ikj3 (OP-e P0=(0P-¢ Pih A2 H (0 P-¢ PO, (22:32)
Ebbd&l azonban kdvetkezik, hogy (Op- eP)® mindig eltlinik, hacsak valamely id6-
pontban zérus volt. (22.3a)-bél arra az eredményre jutunk, hogy az

((OP-e P ,(0P-e PD) (22.E.1)

skalarszorzat id6ben allando; igy ha egyszer zérus volt, akkor mindig az is marad.
(22.E.1) eltlinése kovetkeztében (Op—ep)® is eltlinik. Lathatd, hogy a Pauli-eiv
legaldbbis Osszefér a kvantummechanikai mozgasegyenlettel.

Annak a ténynek, hogy minden hullamfliggvény antiszimmetrikus abrazolashoz tartozik, egy
fontos kdvetkezménye érvényesiil valamely rendszer részekre osztasakor. Tekintsiink példaul két
olyan héliumatombdl allé rendszert, amelyek bizonyos ideig kdlcsonhatottak egymassal, majd
eltavolodtak egymastol. Jeldljik D(P)-vel a negyedfokd szimmetrikus csoport ama abrazolasait,
amelyhez a hullamfiiggvény az eltavolodas el6tt tartozott. Ekkor feltehetjik a kérdést: a méasod-
fokU szimmetrikus csoportnak mely abrazolaséahoz tartozhatik az egyik héliumatom allapota az
eltdvolodas utan? Ha D(P) antiszimmetrikus abrazolas, akkor mindkét héliumatom allapota is
biztosan antiszimmetrikus az eltavolodas utan. Az a tény, hogy a rendszer egyik része valamely
kitlintetett abrazolashoz tartozik, egyértelmien adddik abbdl, hogy a teljes rendszer az anti-
szimmetrikus abrazolashoz tartozik. Ez igaz akkor is, ha D(P) a szimmetrikus (azonos) abrazolas,
akkor azonban nem, ha D(P) valamilyen mas abrazolas.

Az bsszes hullamfiiggvény antiszimmetrikus jellege nem bizonyithaté altalanos
meggondolasokbol kiindulva, hanem kisérleti ténynek tekintendd.3
3. A kovetkez6kben a Hamilton-operatort két tagbdl allénak tekintjiik:

H=HO+H1 (22.4)

2 W. Heisenberg, Z. Physik. 38, 411 (1926), P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 112, 661 (1926).
3W. Pauu megmutatta, hogy félegész spinii részecskékre relativisztikus térelmélet csak akkor
fogalmazhaté meg kénnyen, ha a Pauli-elv kielégiil.
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Az els6 tag a kdzonséges Schrodinger-operator, amely a téltések kdlcsdnhatasait
és a mozgasi energidkat tartalmazza:

H«= 2 2™ [w+w + - )+ ro..... L2-4a>

Ez spinmentes operator. A mésodik H, tag az elektronok magneses momentumat
tartalmazza. Ezt HO-hoz képest kicsinynek tekintjik, és targyalasunk soran ,,per-
turbacioként” kezeljiik majd. E perturbacid létesiti a finomszerkezetet: az egyszeri
(22.4a) Schrodinger-egyenlet sajatértékeinek (vagyis a ,,durva” szintszerkezetnek)
felhasadasat szdmos finomszerkezeti komponensre.

A perturbacidszamitas (5. fejezet) alkalmazasaban az els6 Iépés a ,,helyes linea-
ris kombinaciok” meghatarozasa. Erre azért van sziikség, mert a nem perturbalt
problémaban HOvalamennyi sajatértéke elfajult. Ez lesz e fejezet 6 feladata. Fel-
tehetjik az Op-ket illeten, hogy a helyes linearis kombinacidk a szimmetrikus
csoport irreducibilis abrazolasahoz tartoznak; a Pauli-elv miatt csak antiszimmet-
rikus abrdzolasokat hasznalunk. Ha a tér izotrdpidja nem sériil meg, akkor az is
feltehetd az O”-eket illet6en, hogy a forgascsoport valamely D(7) irreducibilis ab-
razolasanak egyik sordhoz tartoznak-e kombinacidk. A jelen esetben HOvalamely
sajatértékénck olyan sajatfliggvényeib6l, amelyek a D(7) abrazolas egy bizonyos
sordhoz tartoznak, csak egyetlen antiszimmetrikus linearis kombinacid készithet6,
tehat a perturbaciés eljaras helyes linearis kombinacioja egyedil a fenti kovetel-
ményre szoritkozva mar meghatarozhatd.

Legyen HO egy sajatértéke E és ifj(x,, yhz{ Xom Yo Z,,) @ Megfelel6 sajat-
fuggveény; ez utobbi a Descar/ey-koordinatadk fiiggvénye. HO-nak E-hez tartozd

olyan sajatfliggvényét, mely az 6sszes X{ V,» Z., ..y X Vom Zom S, KOOTdinataktol
figg ugy kapjuk, hogy y-t a spinkoordinatak tetszélegesf(s,, ..., s,,) fliggvényével
megszorozzuk. Tekintve, hogy Hu spinmentes operator, /(.v,, ..., i) alland6 té-

nyez6ként kezelhetd.
HO/f=fH oAM=fEV=EVYf. (22.5)

Az i1(s2 mms, valtozOknak Osszesen 2" olyan linedrisan fliggetlen fiiggvénye lé-
tezik :

r. A=K *&r«r---b*n«n (ffj=z1,ff2==1, ... ff,,=%1) (22.6)

Ezek segitségével sbh s2 mmm sn minden fiiggvénye linearis modon fejezhetd ki,
amint azt mar belattuk a 13. fejezetben, ahol a szimmetrikus csoport irreducibilis
abrazolasait meghataroztuk. Ha tehat

[1/2 eme /2 (22.6a)
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az S-ek teljes ortogonalis fliggvényrendszere (ezek lehetnek a (22.6) fuggvények),
akkor y-b6l HO-nak 2" sajatfliggvénye képezhet6:

y>l,, £12, 2. (22.7)

Ha az £ sajatértékkel HO-nak tébb n,, yuz,, ..., X, Y. Z,,-t6l fligg6 sajatfliggvény-
nyel rendelkezik, akkor mindegyikd&jiikb6l 2" olyan lineérisan fiiggetlen sajat-
fuggvény képezhetd, amely a spinkoordinatakat is tartalmazza valtozoként. A spin-
koordinatadk bevezetésével a spinmentes operatorok sajatértékeinek multiplicitasa
2"-szeresére n6 meg. Ez annak felel meg, hogy HOF=£y> csak a Descartes-koordi-
natakban lefolyd mozgast szabja meg; az n szdmu spin mindegyikét még két, egy-
massal ellentétes irdnyba allithatjuk be.

4. El6szor olyan rendszert vizsgalunk meg, amely az elektronok egyenértéki-
ségén kivill nem mutat mas szimmetriat, tehat a térbeli szimmetriat megbontja
egy kils6 er6tér. Feltehetjiik, hogy a HO adott sajatértékéhez tartozé és jc, V.,
B> s>, V,,, zn valtozoktdl fliggd i)], i, ... flggvényei az n-edfokd szimmetria-
csoport irreducibilis abrazoléasa szerint transzformalodnak:

(22.8)

V.

Ezek az egyenletek akkor is érvényesek, ha i helyébe rpjk-i irunk, hiszen a spin-
koordinatak fliggvénye a Pp operatorok szempontjabol allandé tényezének te-
kinthetd.

HO-nak \p.J) sajatfiiggvényei szilkségképpen az 0 P-k csoportjanak egy dbrazola-
sédhoz is hozzatartoznak, hiszen az elektronok akkor is egyenértékiek, ha a spint
is figyelembe vessziik. Az OPy J kéallapotnak, amely rpJ”toX csupan abban kilon-
bozik, hogy benne az elektronok szerepet cseréltek, ugyancsak HOsajatfliggvényé-
nek kell lennie, ugyanolyan sajatértékkel, mint ipf x- Ezért 0 Py)X ? kifejezhet6 a
TVIn'-k linearis kombinacidjaként. P Pyx helyébe az

0opY . */;.= 1\°Q ' Q (22.9)

egyenletben beirhatjuk (22.8) jobb oldalat és kifejezhetjiik QA klaz fr -k segit-
ségével, hiszen s minden fliggvénye azf r -k segitségével kifejezhetd. Azért azonban,
hogy az egylitthatknak a lehet6 legegyszer(ibb rendszerét kapjuk, a (22.6a) orto-
gonalis rendszerbdl kell kiindulnunk; e fliggvények a Q Poperéatorok szimmetrikus
csoportjanak irreducibilis abrazolasahoz tartoznak.

5. A 13. fejezetben az i-ekre meghataroztunk ilyen ortogonalis rendszert. Ott
(22.6) helyett az

s\'sV...sl" (22.6b)



rendszert hasznaltuk. E fliggvényeket Ugy rendeztik el, hogy a fc-adik sor fiiggve-

vényei mind /c-adfoklak voltak (yt+y2+ ... +vy,,=k). llyen fliggvény van.

Megmutattuk akkor, hogy hak , a /c-adfoku fliggvénybdl oly linearis kombina-
cidok képezhetdk, amelyek mindegyike a

D@, D(I>,..., D) (22.E.2)

abréazolasok egyikének valamelyik sordhoz tartoznak. Tekintve, hogy 1Y dimen-
zidja

"P'H - (22]0)
azért e fliggvények szama valdban

A+4+4+ me+4= |
A (22.E.2) abrazolasok helyére n esetén a
D), D(t), D), ..., DM A) (22.E.3)
abrazolasok Iépnek (lasd a 144. oldalon a tablazatot).
Jeloljik a D () matrix A-adik sordhoz tartoz6 A:-adfokd fliggvényeket gj~-val;

ekkor

(i'=0, 1,2, vagy n—k).  (22.11)

N =

Qpgu =y

A (22.6) fliggvények helyett inkdbb a (22.6b) fliggvényeket hasznaltuk, mert
ezekben egyszerlien elhagyhattuk az olyan tényez6ket, amelyekben y8=0, igy
a képletek egyszer(isddtek. Most azonban a (22.6) fliggvényekre tériink at azzal,

bogy Sg helyébe (" .j-et, skhelyébe 4s81-et, vagyis altalaban si helyébe 6i(? 2y r et
helyettesitiink. igy az

UF(sltS2, .. S,)— 2 Cyiy2"yn"Sl,2y,-1"S2,2y2-1- »-23n,2yn—1
VS=0,1
(22.123a)
kertl mindenitt az
F(sis2 --s,,)= 2 cVIVL..res\'sy...sw" (22.12)

ve“ 0,1

fuggvény helyébe. Ezzel a transzformaciés tulajdonsagok nem valtoznak meg, hi-
szen (22.12)-nek (22.12a)-val torténd helyettesitése nyilvanvaldan felcserélhet6 a
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valtozok permutaciojaval. Ezért az
unNsitri'i; (22.13)
és a4
D(\P)=A(i"~"\P)*; D(in~s\P)=AiS\P)* (22.13a)
jelolések segitségével (22.11) alapjan
Q =2 (22.11a)
A

Paros //-re mind S, mind pedig /// egész; paratlan //-re mindkett6 félegész.

A ghin+m fiiggvény \ n+m-cd fokU, tehat ha a (22.12) alakban irjuk, akkor
csak az \ n+m szamu Mtényez6t (és \n —m szdmu s° tényez6t) tartalmazd tagok
fordulnak el benne. Ezért az "2geX~+m="ffn fliggvényben csak olyan tagok sze-
repelnek, amelyekben a , tényez6k szama 4n+m (és a bQQ  tényezbké
4 n—m) ; azf f] fuggvények csak az ,y-ek értékeinek olyan sorozatara kiilonbdzik
zérustdl, amelyben az s-ek kozil \ n+m egyenld +I-gyel (és \n —m pedig —1-
gyel), tehat az Je-k 6sszege \n+ m —(\n —m)—2m\

ha sx+s2..s,,+2m. (22.14)

Ha az 5-ek teljes, ortogonalis fliggvényrendszerének az

A=12,..,0i ” W )
[{n-Sj (in-S-I)
ff/ m=-S,-S+1,...,5-1,S, (22.E.4)
S=\n,\n-\,\n-2, vagy O

*

fuggvényeket valasztjuk, akkor (22.8) és (22.11a) miatt (22.9) igy alakul:
0,?,/E>=2 2 D(P)* X AS>(P)*XW\k f f f (22.93)
x A
egymas kdzott tehat a
D (P)X A<S0P)*

direkt szorzat szerint transzforméalédnak.

4 (22.13a)-ban a csillagoknak nincs jelent6ségiik, mert DW(F) val6s. Csak azért hasznalunk
csillagot, mert a tovabbiakban igy nem kell D(i) valés voltat kihasznalni s a szamolasok egyszer(i-
s6dnek.
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6. Feltehetjlk, hogy a perturbacios eljarasban, amely a spinfiigg6eréket hiva-
tott figyelembe venni, az els6 kozelités

(22.15)

xS'

Am
sajatfiggvényei (a ,helyes linearis kombinéaciok™) az (),>-k csoportjanak irreduci-
bilis abrazolasaihoz tartoznak. A Pauli-elv megkoveteli, hogy csak olyan sajat-
fuggvényeket hasznaljunk, melyek abrazolasa antiszimmetrikus, ezért csak az anti-
szimmetrikus (22.15) linearis kombinacidkat kell meghataroznunk. A Pauli-elvet
kielégit6 sajatfliggvények els6é kozelitései tehat ezek linearis kombinéacidi lesznek.

Tegylk fel tehat, hogy (22.15) antiszimmetrikus. Ekkor (22.9a)-bol és a

vJvJ-ek linearis fuggetlenségébdl kovetkezik, hogy
2 axS't.m D (P)x'x ePay’S'X'm- (2216)
XA

Ha az A(S XjPj-hez asszocialt abrazolast igy jeldljik:
A(*)(P)=epA(r\P) (22.17)
és megszorozzuk (22.16)-ot eP-vel, akkor mivel eP= 1 kdvetkezik, hogy

2 D{P\.XA (S\P % x=ax.s.xm (22.18)
XA

Feldskzegezve ezt az dsszes P permutacidra, az ortogonalitasi 6sszefliggések alap-
jan éllithatjuk, hogy a bal oldal eltiinik, ha D(P) és AfS\P) nem ekvivalensek.
Ha D(P) nem ekvivalens az egyik A "'jf) abrazolassal sem, akkor valamennyi
a,,s™Mm eltlinik, a xf*-eVho\ antiszimmetrikus linearis kombinacié egyaltalan
nem képezhetd. Az j-ek fliggvényeibdl és HO olyan sajatfiiggvényeib6l, amelyek
P/. valamely irreducibilis dbrdzoldsahoz tartoznak, csak akkor képezhetd anti-
szimmetrikus sajatfiggvény, ha ez az abrazolas ekvivalens valamelyik A (ilft A”n- I\
A(i"'2), ... abrazolassal. A Pauli-elv kizarja HO olyan sajatfiiggvényeit és sajat-
értékeit, amelyek mas abrazolashoz tartoznak.

Feltessziik ezért, hogy D(/*) valamelyik A(V)(P)-vel, mondjuk A<§(P)-vel ek-
vivalens. Tulajdonképpen azt tessziik fel, hogy azonos vele, hiszen D(P) hasonld-
sdgi transzformacidja annyit jelent csupan, hogy meghatarozott mddon kell a xK
linedrisan fliggetlen sajatfliggvényeket kivalogatnunk. S-et az A<5>abrazolashoz
tartozo y)x sajatfiggvények multiplett rendszerének nevezzilk. Ha (22.18)-ba he-
lyettesitjik azt, hogy

D(P)=A<5>(P) (22.19)
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és az dsszes permutaciora feldsszegeziink, akkor (A(S)(P) dimenzidjat most gs-sel

sei jeldlve)
n!
2 AxS'bn ~Z~ MssTAX'X'AXA
A oi

(2220,

n o

ahol émfiiggetlen 5', x’, /'-t6i. Ay /["p-nek antiszimmetrikus linearis kombinacié-
ja tehat (22.15) szerint a kdvetkez6 alaku:

2 2 bm2 VJI%. (22.20a)
fn moox

25+1 lineérisan fuggetlen antiszimmetrikus
<S®=2VJI% (22.20b)

fuggvény létezik az m kvantumszam 25+ 1 szamu értékének megfelelGen.

Ha a HOegy sajatértékének v, x2 vy}, ... sajatfliggvényeib6l antiszimmetrikus
fuggvényeket akarunk képezni, akkor az A(9 x-ik sordhoz tartoz6 f y-t i-nek olyan
fl9 fuggvényével kell szorozni, amely az A(S* asszocialt dbrdzolas x-ik sorahoz
tartozik és dsszegezniink kell valamennyi x-Ta (az 0sszes ,partnerra”). A
fuggvények tobbi, gs -{2n—2S- \) szdmu lineéaris kombinacidja, mely a fenti
fuggvényekre ortogonalis, O*-nek nem antiszimmetrikus abrdzolasahoz tartozik.

7. Ha HO-hoz hozzéadjuk a spines H[ tagokat, H megsz(inik spinmentes opera-
tornak lenni. Az E sajatérték szdmos oly sajatértékre hasad fel, amelyek altalaban
az Op szimmetriaoperatorok csoportjanak irreducibilis abrazolasahoz tartoznak.
Mivel a fizikdban megvalosithatd 6sszes allapot hullamfiiggvénye antiszimmetri-
kus, azért csak antiszimmetrikus abrdzolashoz tartoz6 szint lehet energiaszint.
HOnak E sajatérték( fuggvényei csupan (xt,yt, z,, ..., xnvy,, zj-t6l fliggnek; ha
ezek az A(S(P) abrazolashoz tartoznak, akkor az E energiaja kornyezetében
25+1 egymashoz kozeli szint jelenik meg. Els§ kozelitésben e szintek mindegyiké-
hez a (22.20b) S mkombinéacioi kozll egy tartozik hozza. A valésagos helyes linea-
ris kombinaciot (vagyis (22.20a)-ban a bmek értékeit) nem lehet meghatarozni a

(HYmm=(Sm,H15m (22.20c)

matrix (25+1) dimenziés szekularis egyenletének megoldasa nélkil; mivel ese-
tiinkben a feltételezett kiils6 er6terek miatt nincs oly szimmetria, amely a segitsé-
gunkre lehetne.

8. Tekintslink most olyan rendszert, amely az elektronok egyenértéklisége mel-
lett még forgasszimmetrikus is. Ekkor HO-nak (x,,  z,, ..., xnyn zj-tél fuggd
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sajatfliggvényei az S multiplett rendszer mellett még L palyakvantumszammal is
rendelkeznek, és megvalaszthatok oly médon, hogy kielégitsék a

Ppdsi= 717 (SKP)RhWA?
(22.21)
Prwa= 2 n (' )(R),,/t WK

egyenleteket (itt P permutacio és R forgatas). A térkoordinatak y> fiiggvényeibd'l
képezhetd'k a ~,,/j"-ek; ezek valamennyi koordinata fliggvényei és HO-nak szin-
tén sajatfiiggvényei. (22.21)-et TX§jm ugyantgy kielégiti, mint f X, hiszen P a spin-
koordinatakat nem érinti, ezért (22.21)-ben az spinfuggvény allandé tényez6-
ként kezelhet6.

A fuggvények szlikségképpen hozzatartoznak az Owek forgascsoportja-
nak valamely abrazolasahoz is, tekintve, hogy a spinirdnyok bevezetésével a tér-
beli irdnyok egyenérték(isége nem bomolhat meg. Valoban (lasd a hasonlé (22.9)
egyenletet)

0R xJ~ =P R mQr.Ui\ (22.22)

és ebben az egyenletben PRipM (22.21) felhasznalasaval kifejezhetd az eredeti ipd-k
segitségével. Mint az 5 véltozok minden fiiggvénye, QRI,, is felirhato az/”-ek
linearis kombinacidjaként. Hatarozzuk meg most az egyutthatdkat.

Ha QRf;,mei az/rm'-kel fejezzlk ki, akkor csak azokat az - k é t kell hasz-
nalnunk, amelyek ugyancsak A (S-nek A-adik sordhoz tartoznak hozza, hiszen
az s-ek permutacidival szemben QR szimmetrikus operator (nem gy, mint QP),
és nem valtoztatja meg/-" transzformacios tulajdonsagait. lly médon

Q«/im= 2 D@ER)MmAS; (m=-5,-5+1,...,5-1,5).

m'= —S
(22.23)
Mivel QrQr,=+QRR, a DP)(A) matrixok a forgascsoport 25+1 dimenziés (egy-
vagy kétérték(i) abrazolasat alkotjak. Nyomban megmutatjuk, hogy ez éppen az
irreducibilis DSX(R) dbrézolas.
Legyen R a szdg(l forgatds a Z tengely koriul. Ekkor

Q 2 mwee JPJ.p.. . /imVn «m» 0 =
Ip=dbl
= 2 OstneiiSi*---K ,eiiSnXf£ , X h,---,tn= (22.24)
tp-1G1
—e Jn  Fe
Qr fSKsb ... s,),
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ﬁ | az m = 2(,S|+.v2+ ... -f-sn) helyettesitést alkalmaztuk, hiszen (22.14) szerint az
figgvény az s-ek mas értéksorozatara biztosan eltlinik.R={a, 0, 0}-raa (22.23)-
ban az &brazolds diagonalis matrix, melynek diagonalis elemei: exp (—iSa),
eXP (—i(S—1)), > exp (+i(S—I)a), exp (+/5a). igy bizonyitottuk, hogy az
ivalens a D(S)(R) irreducibilis abrazolassal. Mi tobb, (22.24) azt mutatja, hogy
D<s,(™) m-ik sorahoz tartozik, tehat D<§(R) val6ban helyesen szerepel (22.23)-
ban. Az s,, s2 ..., snamafiiggvényei, amelyek a valtozok permutacidit tekintve az
A.s,= D(i" s> abrazolashoz tartoznak, egyuttal a Q Rforgatasok forgascsoportjanak
D,SHR) abrazolasahoz is hozzatartoznak. Ezek tulajdonképpen tehat a két csoport
direkt szorzatdnak A(S*x D(§ abrazolasa szerint transzformalddnak. Ez kovet-
kezik, ha (22.23)-ra Q"-vel hatunk és utana felhasznaljuk (22.11a)-t:

QPQR= 2D fS\R),,,mQR[§ =
(22.24a)

tehat v
fA A IS\P)*X D's\R)
(A m) sorahoz tartozik hozza.

A fenti gondolatmenet eredményeit jol szemléltethetjiik az 144. oldalon talalhaté elrendezéssel.
Gondoljuk el, hogy mindegyik D®-t azzal a fiiggvénnyel helyettesitjiik, amely D«-hez tartozik,
igy az /-edik oszlop ama fiiggvényeket tartalmazza majd, amelyek a valtozék permutécioit te-
kintve a D(1=A (i"_")-hez tartozik; a k-adik sor D®-je helyéreg[% gjR ... keril. Ha ¢'jj-x (22.13)
szerint f% "-/)=Ugtk helyettesiti, akkor a k=\n-\ mak sor oly fliggvényeket tartalmaz majd,
amelyek Z korali forgatasok szempontjabol exp(im<p)-hez tartoznak. Abbdl, hogy D®=A(in~h
legfeljebb egyszer fordul el6, minden sorban lathatd, hogy az .s-eknek legfeljebb egy olyan fiigg-
vénye létezik, amely A<dn-', adott sordhoz és a Z koriili forgatasok szempontjabdl exp(/>n<p)-hez
tartozik hozza. Tekintve, hogy A(f"“h el6fordul az i,i+ 1, ..., n-i—\, n-i sorokban, az m=
=k—\n kifejezés az i-ik oszlopban a ~in+i, -J#i+/+1,...,in -1 1 in -i értékeket fogja fel-
venni. Azok a fiiggvények, amelyek az rik oszlop kiilénb6z8 soraiban fordulnak eld, a harom-
dimenzios forgatasok szempontjabol kiilénboz6 soraihoz tartoznak s igy ,partnereik”.

Ha az/= Vgfiiggvények helyett kozvetlenil a 13. fejezet g fliggvényeit hasznaltuk volna, akkor
csak a ,,Z koruli forgatasok” helyett ,,X korili forgatasokat” kellene mondanunk, minden maés
véltozatlanul maradna.

Az X],yv zj,s,, ..., Xn,yn, zn, snvaltozok oly fiiggvényei, amelyek az S multiple« rendszerhez
tartoznak és a Zfeic(ries-koordinatak Pp permutacidi alkalmaval az A(S) abrazolas szerint transz-
formalédnak, sziikségképpen [(22.21) és (22.11a)] a spinkoordinatdk Qp permutacidikor az A(5)*
abrazolas szerint és a spinkoordinatak forgatasakor D<A) szerint transzformalédnak (22.24a).
Ezért a multiplen rendszer nem csupan a valtozék (vagy a Descartes- vagy a spinkoordinatak)
permutaciodira nézve szimmetria, hanem az s fiiggvényeinek kiilonleges szerkezete miatt egyttal
a spinkoordinatak elforgatasa szempontjabol is az, hasonléan ahhoz, ahogy a palyakvantumszam
a Descartes-koord'urdVdk elforgatasakor megnyilvanulé szimmetria kifejez6je. A palyakvantum-
szam és a multiplett szerkezet kdzott 1ényeges kiilonbség onnan ered, hogy a legfontosabb meny-
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nyiségek - mint példaul H,, — spinmentesek, s ezek az 6sszes Q-val szemben invariansak még

Az, hogy a szimmetrikus csoport A(S) irreducibilis abrazolasahoz tartozé ffj, fliggvények
egyuttal a forgascsoport DIV) irreducibilis 4brazolaséhoz is hozza tartoznak és viszont, oly fiigg-
vények tulajdonsaga, amelyek valtozoi csupan két értéket vehetnek fel. Ha s tébb értéket vehetne
fel, akkor oly fiiggvény, amely a szimmetrikus csoport bizonyos abrazolasahoz tartozik, a forgas-
csoportnak még tébbféle abrazolasadhoz is hozza tartozhatna és forditva, a forgacssoport adott
abrazolasahoz tartoz6 fiiggvény még a szimmetrikus csoport tobbféle abrdzolasahoz is hozza
tartozhatna. A forgatasi és permutacids tulajdonsagok csupan kétérték(i valtozok esetén kapcso-
l6dnak dssze a fent ismertetett modon.

9. Képezziink a t*/"*-ekb 61 antiszimmetrikus kombinaciokat (22.20b) maéd-
jara. Ezek szdma (25+ 1)(2L+ 1) lesz, hiszen minden /t-re megalkothatd a (22.20b)
kifejezés:

ESk=70%:14 "R (22.25)
Alkalmazzunk forgatast a allapotokra:

0*s* =ZP*v>" Q* /£ -

=2 2 ~L\R),,y"D *s\R)mnJ 8 =

y n'm'

um'
Lathato, hogy ezek a D I"x D<s>direkt szorzat szerint transzformalédnak. Az ered-
ményil adéddé antiszimmetrikus sajatértékek J teljes kvantumszamat ezért a

Da)x D(5) felbontasabdl kapjuk meg. E felbontast a 17. fejezetben mar elvégeztiik.
Az irreducibilis komponensek fels6 indexei:

J=|L-S]|, IL-SI+1, ...,L+S-Il,L+8S, (22.26)
mig a S” - k megfelel6 linearis kombinacidi a 204. oldalon (17.18a) szerint:
§ {n.:-%j bj.u.m—fi ORI pom ;@.2—??)

Az sjufm_,, egylitthatokat a 17. fejezetben (17.27) és (17.27b) adja meg.

Az L pélyakvantumszdmu és 5 multiplett szerkezet(i szint a spin bevezetése
miatt 2L+ 1 vagy 25+1 (attdl fligg6en, hogy melyik a kisebb) ,finomszerkezeti
komponensre” hasad fel, a teljes kvantumszamot (22.26) adja meg. Az els6 kozeli-
tés megfeleld sajatfliggvényeit (22.27)-bdl kapjuk.

Noha a teljes térbeli szimmetria esetén valamely sajatértékhez tartoz6 sajat-
fuggvények szama sokkal nagyobb, mint akkor, ha nincs teljes szimmetria, a per-
turbacios eljards helyes linearis kombinacidit mégis egyszer(ibb meghatarozni a
teljes szimmetriara. A teljes térbeli szimmetria esetén a helyes linearis kombinaciok2
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egyultthatoi egyszer(ien a 17. fejezetben taglalt vektordsszeadasi modell egyitt-

hatoi. igy a teljes térbeli szimmetria bdségesen karpdtol a velejaré benyodalma-
kért.

(22.26) azt mutatja, hogy a spin bevezetésével az L palyakvantumszamu és S
multiplett rendszer(i szintb6l szarmazd szintek J teljes kvantumszamait a vektor-
Osszeadasi modell szolgaltatja. E modellben az L és S vektorok a 9. abra szerint
Osszegezve adjak kia Yvektort.5Az L vektort, mint a palyamenti mozgas impulzus-

momentumat értelmezzik, S az elektronok spinjének megfelel6 impulzusmomen-
tum, J pedig a teljes impulzusmomentum.

10. Hatarozzuk meg végil a (22.27) flggvények paritasat. Jel6lje a 9pjl fligg-
vények paritdsat w (ez ugyanaz minden v v re), ekkor

Ez érvényes a (22.7) flggvényekre is, hiszen, ha a Descartes-koordinatak fliggvé-
nyeinek tekintjik &ket, akkor a yiy fliggvények linearis kombinacidiként allnak
elé és 0/=P/. A parités tehat a spinkoordinatdk bevezetésével nem valtozik meg,
hanem barmely szint valamennyi finomszerkezeti komponensére ugyanolyan lesz,
mint amilyen az eredeti szint paritasa volt a spin bevezetése el6tt.

11. Becsiljuk meg a ,,multiplett felhasadas” mértékét, vagyis az egyes finom-
szerkezeti komponensek energiaszintjének a tavolsagat egymastdl. Klasszikusan
a felhasadast a spin magneses momentumanak és ama aram kdélcsdnhatasanak
energiaja okozza, amelyet a mag koril, valamint az egymashoz képest mozgo
elektronok hoznak létre. A koraram altal létrehozott tér er6ssége ~ev/r, itt e
a toltés, Vaz elektron sebessége és r az origotél mért tavolsag, r helyett P/me2-et
irhatunk, ez az els6 Bohr-palya sugara; a kvantummechanika szerint a belsé elekt-
ronok atlagosan ilyen tavolsagra vannak a magtol, u-taz mvr~h relaciébdl becsil-
hetjik meg. igy a magneses tér erésségére kapjuk az

értéket. Az eh/2mc magneses dipdlus energidja ebben az er6térben mehl2h4c2
(Dirac relativisztikus elméletében a pontos szamitas a hidrogénatom N=2, /=1,
=1 és,/=f szintjeinek energiakiilonbségére az mes/32tidc2értéket adja.) lly modon
a finomszerkezeti felhasadas nagyjabél a kilénb6z6 fékvantumszami szintjeinek
energiakilénbségének (,,durvaszerkezet™) és az

szamnak a szorzata, a a Sommerfeld-féle finomszerkezeti allando.
5 E célbdl a 9. abran | helyébe L-et, / helyébe S-et, L helyébe pedig 7-t kell helyettesiteni.
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A kiilonboz6 fizikai effektusok nagysagrendjét kozelitéleg ugy becsilhetjik
meg, hogy az energiat a finomszerkezeti allandé hatvanyai szerint sorba fejtjik
A szémolasban minden hatvany gyakorlatilag 0j fizikai effektusnak felel meg
A nulladik hatvany az elektron mc2 nyugalmi tdmegét tartalmazza. Az els6 hat-
vany egyutthatéja zérus. A masodik hatvany az az energia, amelyet az egyszer(
Schrodinger-e\mé\et ad meg. Ez aranyos az mc2a2=me4ti2 mennyiséggel; ez az
egyetlen olyan tag, amelyben a fénysebesség nem fordul el6. A harmadik hatvany
egyutthatdja ismét zérus. Az imént lattuk, hogy a negyedik hatvany a perturbéacios
eljaras els6 kozelitésében éppen a spines elektron magneses momentumanak ener-
giajat adja meg. Az 6todik hatvany a szintek dipélussugarzasboél kdvetkez6 kiszé-
lesedését tartalmazza.6 A hatodik tag a spin effektusainak masodik kozelitése, a
hetedik pedig a szinteknek a kvadrup6lussugarzas folytan bekdvetkezd kiszélese-
dését adja meg. A nyolcadik a spinenergianak kiszdmitasaban a harmadik kozeli-
tés, a kilencedik hatvany a szinteknek az interkombinacids tilalom altal kizart vo-
nalak miatt el6allé kiszélesedését szolgaltatja.

Ha a kifejtés egyik egylitthatoja elég nagy, a finomszerkezeti allanddt magasabb
hatvanyon tartalmazé tag természetesen nagyobb is lehet, mint egy alacsonyabb
hatvanyl tag. Szabdly szerint azonban minél magasabb hatvanyon tartalmazza a
tag a-t, anndl kisebb. Bizonyos tagok (ilyen a finomszerkezeti felhasadas is) egyfitt-
hat6i azonban nének, ha az atom t6ltésszdma nd, mig méas tagok (példaul a szin-
tek sugarzasos kiszélesedése) esetében altalaban nem ez a helyzet. igy példaul a
finomszerkezeti felhasadas masodik kozelitése — az els6 néhany elemtdl eltekint-
ve —sjoval nagyobb, mint a sugarzasos kiszélesedés. Azok a vonalak, amelyeket
az interkombinacids tilalom zér ki, majdnem mindig er6sebbek, mint a kvadru-
p6lus vonalak. Ily médon az a hatvanyai szerint torténd kifejtés sokszor nem jelent
az effektusok csoportositasara vonatkozd kombinécional sokkal tébbet. Ha a sor-
ban az el6bb megjelend tag a kés6bbieknél nagyobb, akkor azt mondjuk, hogy a
csatolds normalis.

12, Ha (22.27) pontosan adna meg H sajatfliggvényeit, akkor ezek a PP és a
PR csoportok illet6leg D'L>R) irreducibilis abrazolasaihoz tartoznanak,
és a multiplett rendszerre, valamint a palyakvantumszamra vonatkozé kivalasztasi

6 A két szint kiszélesedésének Osszege a koztilk levé atmenet vonalanak természetes széles-
ségét adja meg. A szint szélessége a szintb8l lehetséges dsszes atmenet valdszinliségének dsszege
szorozva Wval. Ha (18.1a)-ban ho: helyébe 4<u~mc2a2-t és x matrixelemébe az elsé Bohr-palya
sugarat irjuk, akkor az atmeneti valészin(ség

4e2nx6a6 WM 1 4ucFab me2 <
3 cM3 m2ed N 3e n -

tehat a 6tddik hatvanyaval aranyos.
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szabalyok pontosan érvényesiilnének. A valosagban (22.27) a sajatfliggvényeknek
csupan elsé kozelitése. Ha a

XN H NI

l'v 17 7 17 (22.28)

méasodik kozelités Iényegében megegyezik az els6vel, akkor feltehetjiik, hogy az
els6 mar majdnem helyes.7 Ebben az esetben az olyan atmenetek, amelyeket az
mSre és L-re vonatkoz6 kivalasztasi tilalmak zarnak ki, nem fordulhatnak el§ sza-
mottevd intenzitassal.

(22.28)-ban elégiV'-re 6sszegezni, mivel H, az O a-ekkel szemben szimmetrikus,

sigy H ,Wo4J) biztosan eltlinik,ha J '~ J vagy mV m. Tovabba
ugyanolyan nagysagrend(i, mint H amely viszont a spinb6l ered6 per-

turbacios energia els6 kozelitése (vagyis a multiplett felhasadas). Masrészt EN—EN,
azon legkdzelebbi durvaszerkezeti szinttél mért tavolsag, amely a J teljes kvantum-
szamhoz tartozik. Ha ez joval kisebb, mint a szint energidja, akkor (22.27) jo ko-
zelités, kilonben nem az. A kozelités megbizhatosaga ezeért igen érzékenyen fligg
attdl, hogy az olyan szintek, melyekre J azonos, de S és L kiilénb6z8, mennyire
esnek véletlenszerien kdzel egymashoz. (Ha f” '-ben S és L megegyezik a J*J
fuggvény 6-ével és Z.-ével, akkor (22.28)-ban a megfelel6 tag '6"-nek a P-kkel
szemben mutatott transzformacids tulajdonsagait nem érinti.)

7 En, az egyszer(i Schrodinger-egyenlet osszes sajatértékét futja be; az S és L index, ame-
lyek a multiplett rendszert és a palyakvantumszamot adjak meg, az A'-be van foglalva.
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23. A SPIN FIGYELEMBEVETELEVEL ADODO
KIVALASZTASI ES INTENZITASSZABALYOK

A spint figyelembe vevd elmélethdl adddd kivalasztasi, intenzitas- és intervallum-
szabalyok két osztalyba sorolhatok. Az els§ osztaly szabalyai (ezeket alabb 1-t6l
4-ig szamozzuk meg) szimmetria meggondolasokbdl kdvetkeznek anélkiil, hogy a
spiner6k nagysagara barmilyen feltevést is tennénk. Ezek a szabalyok mind tar-
talmukban, mind pedig alapfeltevéseiket tekintve nagyon hasonlitanak az egyszer(
elmélet szabalyaihoz (13. fejezet), amelyek szintén az energiaoperatornak forga-
tassal és a tukrozéssel szemben mutatott invarianciajabol kovetkeznek. A tér
izotropiaja egyediil mar nem elégséges a masodik osztaly szabalyainak (5-t61 7-ig)
levezetéséhez; itt azt is fel kell tételezniink, hogy a spiner6k kicsik az egyszer( el-
mélet elektrosztatikus er8ihez képest, igy az egyszer(i elmélet sajatfliggvényei és
sajatértékei nem valtoznak meg lényegesen, hogy a //aw/7/on-fliggvénybe a spine-
ket is belevesszik.

1 A teljes kvantumszam kivalasztasi szabalya ugyanaz, mint a palyakvantum-
szam kivalasztasi szabalya az egyszer(i elméletben. Dip6lussugarzasos atmenetnél
J értéke + 1-gyel, vagy O-val valtozik meg azzal a tovabbi megszoritassal, hogy
két 7=0 szint kozott tilos az atmenet. A dip6lussugarzasra a vektoroperatorok
(szorzas [xi+ x2+ mmt+x, ]-nel sth.) matrixelemei jellemz&ek; ezek elt(innek, ha a
fenti feltételek nem teljestilnek.

A parités kivalasztasi szabalya (a Laporte-szabédy) szintén ugyanaz marad, mert
az O, operator azonos az egyszer(i Schroclinger-e\mé\et P, operatoraval. Barmely
poléris vektor dsszes

0V’ Vixdfj,,), OV, V,Ve), (vf, V,VE) (23.1)
matrixeleme eltlinik, hacsak y"-nek wF, illetve ipl:-nck wE paritdsa nem ellentétes.
Ha a tengelyeket tiikrozzik, a polaris vektor megérzi az irdnyét, tehat komponen-

sei el6jelet valtanak,

0,vXOTIl= -\x.
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Az O/ff—Whijip és az O ,\pE—wBEPE egyenletek miatt O, unitér jellegébdl kdvet-
kezik, hogy

(VF*Vj Re)=(0iVF,0 ,\xOT1mO,y£f)=
=-w FWp(YF \ xVe).

(23.1) tehat szlikségképpen eltlnik, ha ipFés yE paritasa megegyezik. (Ugyanilyen
modon megmutathatd, hogy axialis vektor matrixelemei zérusok, ha yFés 1E pa-
ritdsa kilénbozd.)

Ugyanilyen médon a Laporte-szabaly érvényes marad egy durvaszerkezeti vo-
nal valamennyi finomszerkezeti komponensére, hiszen a durvaszerkezeti szint pa-
ritasat annak valamennyi finomszerkezeti komponense megtartja.

Ha a spektrum csupan w= (- \)L paritasu dublett szintekb6l all (ilyen példaul az dsszes hidro-
génszer( spektrum), akkor ay-re és w-re vonatkozé kivalasztasi szabalyokbdl az L -Te vonatkozé
kivalasztasi szabaly kovetkezik. A Laporte-szabaly miatt L csak paratlan szammal valtozhatik
meg; egységnyi valtozas megengedett, de 3-as vagy ennél tébb nem, mert ez azt jelentené, hogy
j(=Lzi) kettdvel vagy ennél tébbel valtoznék meg, ami lehetetlen.

Azt a szabalyt, hogy a transzformaciés tulajdonsag az elektronok permutacio-
jakor nem valtozik meg, az az allitas tartalmazza, hogy a hullamfiiggvények, ame-
lyek mindegyike antiszimmetrikus, antiszimmetrikusak maradnak tetsz6leges per-
turbacio soran is (tehat nemcsak sugarzas hatasara).

2. A Z tengellyel parhuzamos magneses er6térben a j teljes kvantumszamu
szintek 2j+ 1 ZecwOH-komponensre hasadnak fel. A magneses helyzeti energiat
perturbacioként kezelve a ,,helyes linearis kombinacidk™ maguk a ¥Y"-k éppen Ugy,
mint az egyszer( elméletben. Ha 0 Aet tf~-re alkalmazzuk (itt R egy a szogi for-
gatas Z koral), akkor a PWhullamfliggvény egyszer(ien e'-val szorzddik meg.
A magneses tér az elfajulast teljesen feloldja; igy magneses térben minden sajat-
értékhez csupan egyetlen sajatfiiggvény tartozik.

A magneses teret tartalmazd H-, operatort fejtsik hatvanysorba az erétér $6x
76y, 70z komponensei szerint:

Ho= (K T +X ~pag+ (K X +..)+... (23.2)

Az els6 hatvany \ x, V,,, Vzegyltthatdinak axialis vektort kell alkotniuk, mivel 56
maga axialis vektor és H-,-nek skalarnak kell lennie. A Z irdnyd méagneses térbél
ered6 energiaperturbacio elsd kozelitésben

A50 V¥,

amely a vektoroperatorok matrixelemeire vonatkozd képlet szerint //-vei aranyos
(lasd (21.19b) kdzéps6 képletét). Gyenge magneses er6tér esetén a felhasadas a
térerdsseég elsé hatvanyaval ardnyos, és az eredeti szintet 2j -\-1egyforma tavolsagu

280



komponensre bontja. Az egyszer(i elmélet felhasadasaval szemben azonban ez nem
minden szintre egyforma nagy, és altalanosan nem szamolhatd ki. Csak ,,normalis
csatolas” esetén adhaté meg numerikusan, tehat akkor, ha (22.27) a sajatfiigg-
vénynek jo kozelitése.

Mas a helyzet a Zeeman-komponensek intenzitasviszonyait illetéen. A maga-
sabb szint fi komponensét az alacsonyabb ' komponensével 6sszekét6 vonal ers-
ségét allando univerzalis tényez6tdl eltekintve a

fr'.2**29%), — (r. 2 .
\ k jr2 v K )

i2 k >

kifejezések egyikének abszolitérték-négyzete adja meg attol fiigg6en, hogy a fény
a Z iranyban vagy balra, vagy jobbra cirkularisan polarizalt. Ezek egy vektor-
operator harom komponensének matrixelemei. Aranyaik kilonbéz6 fi, fi' és
polarizaciéértékek esetén kozvetleniil (21.19)-b6l kaphatdk. E képlet azt is mutatja,
hogy a fi magneses kvantumszam csak 0-val (n komponensre),vagy + 1-gyei (a kom-
ponensre) valtozhat meg. A relativ intenzitasok j-* j—1 atmenetre:

A, M-i=U+fi)U+V- 1),
AwR=2U+ H)(j~ H), (23.3)
A, -4 = (j-Fi) (j-Fi).

A harom Kkifejezés 0sszege (23.3)-ban, amely a méagneses momentum magasabb
allapotbdl az alacsonyabb Aallapot 6sszes Zeeman-szintjeibe torténé atmenetek
teljes valdszinlisége, ugyanaz a fels6 szint valamennyi Zeeman-komponensére,
vagyis fuggetlen ri-t6i. Ugyanez érvényes az 0sszes olyan vonal atmeneti valdszi-
nliségének Osszegére is, amelynél az alacsonyabbik Zeeman-szint a k6zos.

Az atmeneti valdszinlségek eme 0Osszegszabalyanak fizikai alapja egyszer(.
A (23.3) harom kifejezés dsszege annak teljes valdszindsége, hogy a Y2/ allapotbdl
atmenet torténik olyan allapotokba, amelyek energidja az alacsonyabb szintnek
felel meg. A kiilonboz6 fi-ji allapotok azonban a tengelyek elforgatasakor
egymas linearis kombinacioiba transzformalodnak at, igy csupan forgatasban k-
16nbdznek, &m a teljes atmeneti valdszinliségnek forgatastél fliggetlennek kell len-
nie, tehat nem fiigghet fi-t6i.

Matematikailag az dsszegszabaly (2i.18a)-bol egyszer(ien levezethet6. Képezziik a

IN:IVWVI= 2 2 DAR)Xi & "\rC x

vavf AxA'
“ ” Pox *
XOOMR) VR w e TR N YR N ke
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kifejezést. Ha ezt /t-re és o-ra 0sszegezziik, akkor D*>és D H unitér jellege miatt a jobb oldal elsé
négy tényezdje helyébe 6vJi. 6aT kerl.
Az integralas a forgatasokra az ortoganalitasi 0sszefiiggések miatt azt adja, hogy

Z |< 712201 7S [7UW 'I2- (23.E.1)
uQ Y

Innen kdzvetleniill megallapithat6, hogy (23.E.1) jobb oldalan az 6sszeg /J-t6i fliggetlen.

3. A Z tengellyel parhuzamos elektromos erétér aj teljes kvantumszamau szin-
tet7+1 komponensre hasitja fel, ha az elektronok szama paros; ugyanuigy, mint
a 18. fejezetben megvizsgalt egyszer(i elméletben. Ezek a kétdimenzids forgas—
tiikrézés-csoport

Zu\ Zu~I\ ..., Z(25Z(), Z(©), vagy Z(n>

abrazolasaihoz tartoznak. Az utolsé szint vagy Z(0-hoz, vagy Z(°")-hoz tartozik
aszerint, hogy w(—1)yértéke + 1 vagy —1. A 18. fejezetbelihez hasonl6 kivalasz-
tasi szabalyok vezethet6k le itt is, pontosan ugyantgy mint ott, azzal a kiilénbség-
gel, hogy L helyébe j-t kell irni.

A Sfarfc-jelenséget paratlan szamu elektron esetében részletesebben targyaljuk.
Magat az eredményt voltaképpen elég egyszer(ien megkaphatnank, azonban itt
egy elvi kérdést is meg kivanunk vizsgalni.

Nehézség meril fel annak a ténynek kapcsan, hogy minden R forgatasnak ket
+ D(I>R) matrix felel meg. Ugyanez érvényes a nem valodi forgatasokra is:

D>WR1)= +w DA(R).

Csak a tiikrozésnek felel meg az egyetlen + w\ matrix. Az elektromos tér azonban
megsziinteti a tlikrozési szimmetriadt. Noha szamos nem valédi forgatas megmarad,
a megfelelé matrixok kétértékiiségiik miatt ugyanazok, akar w= + 1, akar w= —1.
Ez azt sugallja, hogy valami Iényeges elem elvész a kétértékiiség folytan. Bizonyos
szimmetridkra valoban ez lehet a helyzet. A most kdvetkezd részletes elemzés az
elektromos erdtér szimmetriacsoportjanak esetében nem vezet a mar nyilvanvald
eredményeken tul mashoz.

Annak érdekében, hogy egyérték(i abrazolasokat kapjuk, felidézzik, hogy
paratlan szdmu elektronra a forgasszimmtria az 0,, operatorok segitségével fejezd-
dik ki, s ezek a kétdimenzids unitér csoporttal izomorf csoportot alkotnak. Az in-
varianciat a nem valodi forgatasokkal szemben az O ;Ouoperatorokkal fejezziik ki.
Az Ou= 10y O,Ouoperatorok dsszessége a tilkrozéscsoport (Oi:= 1, O,) és az Ou-k
csoportjanak direkt szorzata. Jel6lje z a tiikrozéscsoport és az unitér csoport direkt
szorzatanakl altalanos elemét. Ekkor a teljes tlikrozés—forgatas-szimmetriat ki-

1 A z-knem matrixcsoportnak, hanem a Ja parok absztrakt csoportjanak az elemei. J vagy E,
vagy | és u az unitér csoport eleme. A szorzés szabélya a 16. fejezet szerint JaJ\a{= 7./|Uul.

282



fejezhetjiik az Oz-k segitségével; ezek a z-k csoportjaval izomorf csoportot alkot-
nak. z és Ozvagy valddi forgatasnak felel meg (ekkor z Eualaku), vagy pedig nem
valddi forgatasnak (ekkor z alakja /,). Két z vagy Oz felel azonban meg minden
forgatasnak, legyen az akar valddi, akar nem valddi forgatas.

Ha kiils6 er6teret kapcsolunk be, akkor csak azok a z-k maradnak szimmetria-
operaciok2 amelyek a kils6 er6térbe helyezett rendszer szimmetriacsoportjahoz
tartoz6 valdédi vagy nem valddi forgatdsoknak felelnek meg. Az ezekhez

(23.4)

u

szerint rendelt D(z) matrixok a megfelel6 z-k csoportjanak (egyérték(i) abrazolasat
alkotjak, a rendszer egyes szintjei az erétérben e csoport mas és mas abrazolasahoz
tartoznak. A rendszer szimmetriacsoportja e csoporttal nem izomorf, hanem (egy-
kett6 értelm(ién) homomorf, hiszen minden elemének két z felel meg.

A Z tengellyel parhuzamos homogén elektromos er6tér esetében a Z kordili
elforgatasok és a Z-n atfektetett sikokra valo tlikrozések tartoznak a szimmetria-
csoporthoz. A Z koril elvégzett a sz6gl forgatasoknak a

Jfem = 0) . (-e"* 0
= (0 eixp’ Z 0 —e+i *
(—TKOLATZ) (23.5)

matrixok felelnek meg (lasd (15.16)-ot). A Z X sikra vonatkoz6 tiikrozés nem egyéb,
mint Y koril egy n szdggel forgatasnak és egy tikrozésnek a szorzata. Ezért a neki
megfeleld z-k

v="(? ~1): *;='(-? J)- 2i5a>
(23.5) és (23.5a) szorzatai mas sikokra tortén6 tiikrézéseknek felelnek meg. A tiik-
rézéscsoport és az unitér csoport direkt szorzatanak ama abrazolasaban, amely a
w paritasu ésj teljes kvantumszamu szinthez tartozik, a (23.5) csoportelemeknek
megfelel6 matrixok:

e~iX... 0
D(z7)= :
0 cib
0 (23.6)
d(z)=- : .
0 ... e
2 Vagyis most mar csak ezek transzformaljak adott sajatérték sajatfiiggvényeit ugyanazon

sajatérték sajatfliggvényeibe.
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Hasonlé modon kapjuk a (23.5a) csoportelemeknek megfelel6 matrixokat. (He-
lyettesitstink (15.21a)-ban a=0-t és b= —I1-t zy, és a=0-t, b= { 1-et z'y esetében
és szorozzunk w-vel.)

0 O 0 —H
0 0 w 0
d(z.,)= : : : (23.6a)
0 —w..0 O
w 0... 0 O

A (23.6) és (23.6a) matrixok és szorzataik abrazoljak a tiikrozéscsoport és unitér
csoport direkt szorzatanak azon alcsoportjat, amelynek elemei a rendszer — elekt-
romos tér jelenlétében meg6rz6d6 — szimmetriaelemeinek felelnek meg. Ez az b-
razolas a sorok és az oszlopok felcserélésével redukalhato gy, hogy sorrendjiik
—5,j, 94+Uj-h m ~Db 2lesz 4\ —+h eee /—1 | helyett. Ekkor az abra-
zolas kétsoros irreducibilis dbrdzolasokra bomlik fel:

(p-™8 0)
Z<mh=( 0 e-)
(23.7)
r A ( “l' .
és
z»>(4.)= (-ir-("
(23.7a)
amikor ism az
m=jj-Lj-2, ...,-, " (23.8)

értéket futja be. igy aj teljes kvantumszamu szint a .S/6ric-jelenségben j+ } kom-
ponensre hasad fel; ezek elektromos kvantumszamai tlinnek fel (23.8)-ban.
Illy modon igaz az, hogy a wo=+ 148 w= —1 eset Z (1) abrdzolasai a
]
- a
matrix segitségével egymasba attransz ’mélhat()k. A paros és paratlan szintekbdl

szarmaz6 egyforma elektromos kvantumszamu szintek transzformacios tulajdon-
sagai tehat megegyeznek; kivalasztasi szabalyaik is egyformak. Ez az eredmény

284



mar sejthetd volt abbol a ténybdl, hogy a Laporte-szabaly elektromos térben paros
szamu elektron esetében sem érvényes, és a paros, illet6leg paratlan szintekbdl
szarmazo allapotok kozott az egyetlen kiilénbség a 0, illet6leg 0' szintek megjele-
nése. Paratlan szdmu elektronnal a paritas eme jellegzetessége is elvész, mert 0 és 0'
szint nem jelenhet meg.

4. Az elektromos er6tér perturbacios operatorat (23.2) mintajara sorba fejtve
az elektromos tér vektoranak polaris természetébdl kovetkezik, hogy a Vv V V.
egyutthatoknak polaris vektor komponenseinek kell lenniiik. Ezért tlinnek el a

4a v-ja
matrixelemek, amelyek a térer6sség elsé hatvanyaval aranyos effektust okozhat-
nanak, hiszen F/J és paritasa megegyezik.

A felhasadas csak az £ 2tel ardnyos masodik kozelitésben jelentkezik. Megmu-
tathatd, hogy e kozelitéshen az eltolddas és a felhasadas ~2tel aranyos.

5. Az eddig levezetett szabalyok legtdbbje, amennyiben az izotrop esetre vonat-
kozik, (21.19)

Tnl*m’j'd=sy,0u+Q,yTm N,j. (23.9)
specialis esete. Ez az egyenlet a matrixelemek

nt-w _4a2 (23.92)

TY3) (XFjNj -r(i)\pN'j"\

aranyanak meghatarozasara nydjt médot, ha a W*Jés F*J, illet6leg a W”r és
sajatfliggvények ugyanazon E fillet6leg E f sajatértékekhez tartoznak, és ha a
és T & operator ugyanazon irreducibilis tenzoroperator komponensei:

Ojf JT(0 R= 2 DMR)eaT (o) (23.9b)

A D<>4abrazolashoz tartozo skalarok és a vektorok (melyek D(1>-hez tartoznak)
is irreducibilis tenzorok. A TNJ. N,j. szamokat (23.9)-ben nem lehet az altalanos
modszerekkel meghatarozni, mivel ezek a T operatorrendszert6l és az alkalmazott
H operator specialis alakjatdl fliggenek.

Ez idaig egyetlen olyan képlettel talalkoztunk, amely nem irhaté a (23.9) alak-
ba. Ez a (18.8) egyenlet a normélis Zecman-felhasadas keplete. Levezetésekor meg-
jegyeztiik, hogy a kérdéses vektoroperator a (18.7) altal megadott

L.= -, fey -P {0} (23.10)

amelyet a <p=0 pontban kell kiértékelniink. Egyébként olyan szabalyokat, amelyek
(23.9)-en talmennek, csak a kozelitésekre tett tovabbi feltételek alapjan lehet le-
vezetni.
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Az ilyen jelleg( feltevések kozott a legfontosabb a spin és a palyaimpulzus-mo-
mentum kozotti Ugynevezett ,,normalis” vagy Russel—Saunders-csatolas. Ezt mar
az el6z6 fejezetben is feltettilk; jellemz6je az, hogy a finomszerkezeti felhasadas
kicsiny a durvaszerkezet szomszédos szintjeinek tavolsagaihoz képest. Ebben az
esetben nem csupan a teljes kvantumszam definialhaté, hanem a multiplett rendszer
és a palyakvantumszam fogalmai is jelentéssel birnak. Helyes, ha ezt Ggy tesszik
nyilvanvalova, hogy a harmas NSL szimbdélumot helyettesitjik az egyezd J teljes
kvantumszamu szintek futé jVindexe helyébe. S itt a multiplett rendszert, L a palya-
kvantumszamot jeloli és N szolgadl ama szintek megkiilonbdztetésére, amelyekre
S, L ésJ egyenl83*A fejezet hatralevd része a ,,normalis csatolas” feltevésére alapul.

(22.27) szerint a sajatfliggvények alakja a kovetkezd:

i—E’}‘nSLz Jy—6 {_t,sn)]—,u£NmS—LV|,LL $23'1 1)7
Slg, £5+ Q/tek vonatkozdsdban egymas ,partnerei” és D(§
kiillénb6z6 soraihoz tartoznak; ugyanez igaz a E?9L, SA§L+I, B ~SLcsalad

esetében is a P-ekre és a D<) dbrazolasra vonatkozoan. (23.11)-bél a
(VMsu, T AW ~LJ)=T S mNs,, Vv (23.12)

matrixelemek aranya kiilénb6zé J, J', m, m', a, g, de azonos NSL ésN'S'L" esetén
kiszamithato, ha T (®a Qwekre vonatkozoan irreducibilis g-adfokl és a P«-ekre
vonatkozéan irreducibilis /t-edfokd tenzor, vagyis

QRT(CeQR=2 T@ (23.13a)
a

P«'T<BPK= 2 D(P\R)e5, (23.13b)
Q

A T tenzor az Or szimmetriaoperatorokra vonatkozdan &ltaldban nem irreduci-
bilis, hanem két irreducibilis dbrazolas direkt szorzatdhoz tartozik:

O*'T A0 ~ Q*'P*ITAgPRQR=

=2 Qr&'xR)~ T(@Qr= 2 0<>(«)a b (P\R)ee, T(OV).
d o'q

A Q, operaciokra nézve a S™L mennyiségek v= - 5, s esetén D (i’szerint
transzformalodnak és egymas partnerei. (23.13a)-bdl kovetkezik a
IANSL> 1 C v ) — 0v+o,v’;‘(55%)oASel3LE; N'S'L'i'- (23 14al

3 Mint a normalis csatolas esetén mindig, ismét a J szimbélummal jeléljiik a teljes kvantum-
szamot.
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egyenlet, amely (23.9) hasonmésa. Ugyanigy
C"NSL rp(ce | G\I S'L\_ ¢ (Lp) ja /-3 i,M

Y= uu+e,li'dL’pe 1 NSLv; N'S'L" (ZO.1AD)

amely (23.13b)-b6l kovetkezik és abbdl, hogy a 3 ™la Pwopera(:|(’)kra nézve D'?
szerint transzformalddnak (jj= —L, . L.

(23.14a) és (23.14b) egydtt tehat azt adjak, hogy

/AN SL nrapzjN‘'s'L'~__

(23.14)
= N>, vbp+e,p'SS'taSL'RIMNSL; N'S'L”
vagy (23.11) miatt.
fUINSU nr(ae)XI/N'S'L’J\_ A (LS) (|_ s") s v
om ’ >w / Zj, ntom—u'nT— —/i'A
X fy,+p, &\ i masr AN SLaN'S'L'= 2 (23.15)
XC(L'S)Q m— [X\OI/IT\O AQ.,m "S % n, <rL uZINSL; N'S'L'e

E képletek az 6sszes (23.12) matrixelem olyan ardnyait adjdk meg, amelyekben
NSL és N'S'L' rogzitett.

(23.15)-ben csakigy, mint (23.9)-ben az 6sszes olyan ,amelyben az els6
als6 index nagyobb, mint a két fels6 dsszege, vagy kisebb, mint azok kiilénbségé-
nek abszolutértéke (J>L + S vagy 7> \L—S|), zérussal teendd egyenlévé. Ugyanez
érvényes akkor is, ha \fi\>L, ha |v|>S vagy \u+ v|>7.

6. Az operatorok ama osztalya, melyet (23.13a) és (23.13b) definial, meglehet6-
sen mesterkéltnek tlinhet. Mindazonaltal csaknem minden fontos operator ilyen
jellegii tenzor egyik komponense, vagy komponenseinek 0sszege. Nevezetesen a
spinmentes operatorok valamennyien szimmetrikusak (vagyis skalarok) QRre
nézve, tehat ezekre (23.13a) q—0 mellett érvényes. Ezért PRre nézve ugyanigy
transzformalodnak, mint 0 Rre nézve, igy ezek az el6bbi operacidval szemben is
skalarok, vektorok stb., ha valéban is azok (vagyis azok 0 Rrel szemben is).

Igazoljuk (23.15) fennallasat néhany egyszer(i esetben. Spinmentes operatorok-
ra és minden olyan operatorra, amelyre q= 0, a (23.15) skalarszorzat lathatéan el-
tlinik, ha S'71S. Ez annak a korabbi szabalynak felel meg, hogy kiilénb6z6 multip-
licitdsu allapotok matrixelemei eltlinnek (A szabaly a 208. oldalon). Ha P is zérus
(vagyis az operator skalar PRrel és igy O Rrel szemben is), akkor az L'=L egyen-
I16ségnek is fenn kell allnia. Mivel g=a= 0 (a skalarnak csak 0 komponense van),
a (23.15) osszeg kiszamithaté a vektorcsatolasi egyiitthatok alabbi ortogonalitasi
Osszefliggéseinek (17.28) felhasznalasaval:

2 & (23.16)
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Vegylk még azt is figyelembe, hogy °T-M 0= 1! Az olyan operatorra,
amely mindkét tekintetben skalar (p—0, q=0), azt az eredményt kapjuk, hogy a

CPMSU, T4#hs'Lr)=Dbss\ L.bjrbmm mtNSL;Ns.L, (23.17)

matrixelemek (a) eltlinnek, ha J'AJ, vagy raVm; e matrixelemek fliggetlenek
m-t6l, ha J'=J és m'—m (ez éppen az Olekkel szemben szimmetrikus operato-
rokra vonatkoz6 szabaly), tovabba, hogy (6) egy durvaszerkezeti szint valamennyi
finomszerkezeti komponensere ./-t6i fliggetlenil megegyeznek. Mindehhez nem
elegendd’, hogy T skalar legyen az Or=PrQk operaciokkal szemben, hanem a
PRrel és QR-rel szemben kilon-kiilén is skalarnak kell lennie és szlikséges, hogy
a csatolas normalis legyen.

Mindkét vonatkozasban skalaris operator példaul az egyszer(i Schrodinger-elmélet HOHamil-
ton-operatora. Ebben az esetben

NSLJ t, N'S'L'J'\_pNSL* 11 1 A N
vm >H4AVm’ ~ °NN'dSS*™LL'JJ"mm"

ahol Ens1 valamennyi finomszerkezeti komponensre ugyanaz, hiszen ez az elmélet nem ad finom-
szerkezeti felhasadast.

A HONL—KRONIG-INTENZITASK.EPLETEK

Ha T (trf)=V ) a Q,,-rel szemben skalar és Pii-rel szemben vektor (mint példaul
az

— 2 (xk+iyk), 2 7*.— 2 (Xk-VKk)

y2 K K y2 k

kifejezésekkel torténé szorzas operatorai), akkor p—1, g—0. (23.15) szerint irhat-
juk, hogy

y NSLJrrr, N'S'L'I'm'— pa 15)
X A -V ALS) (L's) LX),
q,m’ zVi' x @*n~nAL, jJUFCTASL;N,S L *

A (23.15a) métrixelemek csak akkor nem tlinnek el, ha S'=S ésL'=L vagy L'=
=L+ 1(ésJ'=J vagy ./'=,/+1). Mivel a méatrixelemek aranyat kiilénb6z6 m, m'
és g esetén mar ismerjik (23.9),

VnSLYm; N'S'L'I'm' —sJ'mn"nd-nm""NSLJ; N'S'L'J'i (23.18)
ezek helyébe hatarozott értékeket irva kiszdmithatunk és kiszamithatjuk kiilonbo-
z8 J és J' esetén felvett értékik aranyat. Az .s-ek képletei akkor a legegyszer(ibbek,
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ha m—J, m'=J" és g—m'—m—J'—J. Ekkor példaul (17.27b) és a 219. oldal
IV. tablazata szerint L '-L - 1és J'=J+ 1esetén a kdvetkezd egyszer(sit6 kifeje-
zést kapjuk:

ALS)  (£1)

¢J.tiJ-1S’L -
(-vHL-i(L+s-3)v(23+ D7
[(T+L+.9+DI(J+A-E)!I(/-5+L)!
J (L+fi)1(S+JIA70! Mb-y-1)(b-{1)
hL-M S-J+,V. =
(_i)i->&HY(L_1+5-7-1) 1(27+3)!
[(T+1+E—+6"+1HiJ-f I+SEL-f1)1(J+1—S+L—1])

-fo (L+faty.jS+JI-fiy.
A T (E-/%-2)1(5-./+,*)1*

»-\[(L+S-J-)(L+S-IJXJ+S-L+1)(J+S-L+2)
\ (2J+2)(2J+3)2L(2L+1)
(E-1,S) %

4 1Ae+6-7 - 1)(L+S-3)(.i+S-L+ 1)(J+S—L+2)
\ (2./+2)(2.1+3)2L (2L +1)

(23.16) és a fenti egyenel@ség segitségével azt kapjuk a (23.15a) 0sszegre, hogy

VnSLJJ;2V'SE-1/+1J+1 =

ALS AL »(E-1,5
—7Zj "J.u), ) ( "+£, J—riNsL, NSL—1 ™

(L+S-J-1)(L+S-/)(./+S-E+ I)(/+S-L+2)
\ (2J+2)(2J+3)2L(2L+1) VNSL-,trsitv

igy (23.18)-ban VNSL. iv's‘EV'-re §j+i,y,i—1 azt adja, hogy
N/SET; IT5E-1/+1=

- (L+5-/-)(L+5-y)(7+B-L+1)(/+6-L+2)
r (2/+2)(23+3)2L(2L+1) % a;arn-1-

(23.19)
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Ugyanigy vezethet6 le a két hasonlé képlet is:

Vnsljsn'sl-ij—

-1 (L-\-S— L+ 1)(J-S-\-L)(J+L+5+1) _
= If 2J(2J+2)L(2L+1]) vsln-n'sl- i»
(23.19b)
AVSZN'Si-1—=
3 (7—HS+L—1)(7—S -\-L ) (J +Z/+5+)
=Y 27(27—1)(2L)(2L+1) %Si: NSL" 1, (23 19¢)

Ezek az egyenletek adip6lusatmenet operatorainak kétmultiplett hullamfiggvényé-
vel képezett valamennyi matrixelemét egy és ugyanazon vNSLINSL i mennyiség
segitségével fejezik ki. A két multiplett palyakvantumszama L és L'—L —1. Ha-
sonl6é szamitas szolgaltatja L'=L esetén a

VnSLI; N'SLJ+I=

I[(L+S—7)(7T—&+ E+1)(7T+SEHL+ 1)(7T+ L + S+2)
=Yy (27+2)(27+ 3)(2L)(L+1) AN (23.190)

VnSLJ-.NS'LJ-1=

T/ (L+S-7+1)(7-S+L)(7+S-L)(7+L+S+I)
- r 27(27- 1)(2L)(L+1) (23119e)

eredményt.

Ebben az esetben s*}. ,-etrészben (23.15a) els6, részben pedig annak masodik
tényezOjeébe olvasztottuk bele. Egyediill az L '-L és 7'=7 eset megfeleld képleté-
nek levezetése kivan kilonleges eljarast. Az egyutthatot két tagra kell bon-
tani:

fLU fi _ L YL —y Li

IL{L+1) Vi(L+1) YAE+1)

Az elsd tagra az 0sszegezés (23.15a)-ban kozvetleniil a (23.16) ortogonalitasi kép-
letek segitségével elvégezhetd; erre a fi szerinti 0sszegezés azt adja, hogy

VNSL; N'SiLIYU L + 1).
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A masodik tagra az 6sszegezést a (23.16) ortogonalitasi dsszefliggések és az alab-
biak felhasznalasaval lehet elvégezni:

A-S) (-1)1-Y (L+S*-) 127+ 1)! w
HJ+S+L+1)\(J+S-L)\(J-S+L)\

y (L+"KJ+s-"r
((L-ti-ms-j-fiy.

= JL-I,5) A (L+S—J)(j+S—L +1)
J 27+2
igy (23.15a)-ra kapjuk, hogy
Vi+(z-s) 42,ai)_ L (L+S—J3)(J+S—L +1)
" 1Z(Z+T) 27+2/z,(Z,+ 1)

1)+ L(L-\-1)—S(5-{-1)
27(7+ 1)Y1 (L+1)

ebbdl végiil, hogy

J{J+D+U L+J_)-S{S+V)
2/7(7+)VL(L+ ]

UNSLI: N'SLI= (23.19f)

L =L+ 1 esetén a matrixelemek aranyait ugyanilyen kozvetlen szamitassal
kaphatnank. Vegyiik azonban észre, hogy \&>hermitikus volta miatt

YRS a3 nsm Y o, NeSL-13m

igy ezek az aranyok is kiszamithatok a (23.19a)—(23.19c) egyenletekbdl.

A (23.19a)—(23.19f) képletekben valamely vonal finomszerkezeti komponen-
seinek intenzitasaranyaira vonatkozé Honl-Kronig-féle intenzitasképleteket kap-
tuk meg. Az NSLJ-~N'S'L’J’ finomszerkezeti komponens teljes intenzitasa ugy
kaphaté, hogy az egyes Zeeman-komponensek \VNSLImNSs,L,j,m\2 intenzitasait
0sszegezzilk valamennyi m-re, m'-re és g-ra:

22 \WmUm-N'S'L'I'm"\2= 2 . IANSLJ; N'S'L'I'SI'm m'- m2=
mm g nm
—\Wnslj-n's'1'§’\22 1= (23"+\)\VNSLJ.n's'1'3"\2-
A 7-7" vonal teljes intenzitasat ezért lényegében VNSLJ;Ns,L,j, hatarozza meg.
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A LANDE-FELE g-KEPLET

7. A (23.19f) képlet mésodik alkalmazasa a Zeeman-jelenséghez kapcsolddik.
Eta az atomra magneses er6tér hat, akkor a /famZ/tén-operatorhoz két tagot kell
hozzévenni: Az elsé \=rps Lz ahol r)=e/2moc, mo az elektron témege. Ez a tag
irja le a magneses tér kdlcsonhatasat az elektronok mozgasabol ered6 arammal;
ugyanolyan az alakja, mint az egyszer( elméletben: (18.6) és (18.7). Az operator
hatasa csak annyi, hogy a hullamfiliggvény az impulzusmomentum Lzkomponen-
sével szorzédik meg:

L:VT=Ne T- (23-20)
Ezért (22.25) szerint

LzszL=2 2

X

<

=—1*B™
tehat vNSL.N'S'L* ebben az esetben

(riNsL T uNsL\__ N
(“ wi 5Ar"t-u ) — /W — VNSL;NSL -~ ~ >
fiL(L+12)

ahogy az kitlinik, ha ezt (23.14)-gyel 6sszehasonlitjuk. igy (23.19f) szerint
, f 7(7+1)+ L(L+1)-,5(S4-1 4
UNSIj-ns1j=» ---( ------- ) -(- - )- ( ------- ) . (23.(2)065’)
2/7(74-1)

Ekkor (23.18)-bol latszik, hogy Lzmatrixelemei a kdvetkez6k:

C KsuL.yrO=»* nH+N t 1)-pa+t

A HAawr/Tn-operatorban a magneses teret tartalmazé masodik tag, ¥ a mag-
neses tér hatasat irja le az elektron spinmagneses momentumara. Ez a magneses
momentumnak és térerésségnek a skalaris szorzata (r]=e/2moc):

21)(% 4% ,+ % ). (23.22)

Sok elektron esetében V ilyen tagok 6sszege. Ha a magneses tér Z iranyu, akkor
\=2r]7RSz ahol Sza teljes spin Z komponense. A megfelel§ operator pedig szor-
zas az

RV + 52+eee+ §,):=Sz (23.22a)
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kifejezéssel, mivel Szis szorzés s-sel (20.21) szerint. Megmutatjuk, hogy
A=ihj-Q Uoiw\*0. (23.23a)
Ez (18.7) hasonmasa:

Puoolf'U (23.23b)

(23.22a)-ban azj-onnan ered, hogy spin nagysaga csak h/2. Mivel
D0/2)(a, 0, 0)Js it=8steilsa
a QRet definialo (21.6b) egyenlet a kdvetkezd alakot Olti:
Q{a00}-"4* « > %d YKi 41, X, .. .) =
2 ...DdP)({a,0,0})isSfcitk. . . x kykzktk...)=

" tio i, =t

I'l"zlr—ttlu_/\Sklkei Kx *¢) xki YK’ zki hi me)=

al[(S1+S2%--- h:«aip

Ebbdl (23.23a) azonnal kovetkezik.
Ezért az is érvényes, hogy

(SAf, SB*f)=vA. (23.22b)

S2skalar P /(-rel szemben és vektor Q,,-rel szemben, mig Lzvektor PA4-rel szem-
ben és skalar QRrel szemben. Ha a (23.22b) mennyiségekbdl kiszamitjuk a (Wo6SLJ,
értéket, akkor tehat fel kell cserélniink LésS szerepét, igy (23.21) helyett

kapjuk:

g".S X u)=J1 HI+')Ju(j+ \- HL+V>. (23.24)

A magneses tér hatasat leiro teljes V+ V="<Q LZ+ 2rp6Sz operator matrixelemeit
Ugy szamolhatjuk ki, hogy (23.21)-hez (23.24) kétszeresét hozzaadjuk. Az m mag-
neses kvantumszamui Zeeman-komponens eltol6dasa tehat
AE _ OM m m37(7+1)+,S(S+!)-£(£.+1)

m 2mQc 27(7+1) ' (2325)
Ez az ismer6s Lande-féle g-képlet. Azt allitja, hogy az elektronspinhez tartoz6 ano-
malis (a klasszikusnal kétszer nagyobb) magneses momentum miatt a kiilénb6z6
szintek kulonbdz6képpen hasadnak fel magneses térben. A valésagos felhasadast
megkapjuk, ha a normalis rffim Zmwi(in-felhasadast megszorozzuk a

* oo L s W AT)-m-mmmmmmemm <23'25a
tényez6vel.
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A (23.19) képletek és mas hasonl6d dsszefliggések levezetését lerdvidithetjik, ha
észrevesszilk, hogy a matrixelemek kiszamolt aranyainak (23.15) szerint fiigget-
lennek kell lennitik a kérdéses mechanikai probléméatél, azok csak a T (7 opera-
torok alakjatol és csupan ezek transzformacids tulajdonsagaitél fiigghetnek. Valo-
ban csupén az s[fj egyitthatok szorzataibol képzett dsszegek aranyat kell kisza-
mitani. A (17.27)-ben megadott j-ek azonban csak szamok, tehat ezek az aranyok
az egyforma transzformacios tulajdonsagu operatorokra megegyeznek. Ezért bar-
mely (23.13a) és (23.13b) alakd transzformacios tulajdonsagu tenzorra kiszamit-
haték és atvihet6k barmely olyan tenzorra, amelynek ugyanaz a pje és a g-ja.

AZ INTERVALLUMSZABALY

8. Ennek példajaként vezessik le a Landé-féle intervallumszabalyt, vagyis a

(Y™ML), HI4Afu)=AEfL

szinteltolodasok aranyat egy durvaszerkezeti szint kilonbdz6 finomszerkezeti
komponenseire. A H, operator a Schrodinger-egyenletnek az elektronok méagneses
momentumat tartalmazo jaruléka.

A Hj operator két részb6l all. Az elsd az elektronok magneses momentumanak
a kolcsonhatasat adja meg azzal az arammal, amely az elektronok mozgasabdl
szarmazik. A masodik leirja a magneses momentumok kdlcsénhatasat egymassal.

Az els6 rész, amely majdnem mindig a nagyobbik, n kifejezés 6sszegébdl all:
B=Bj+ B2+ ... +B,,, ahol BAa k-adik elektron méagneses momentumanak a kol-
csOnhatasi energidja az aramokkal. Descartes-koordinatakon kivil B; csak a k-adik
elektron spinkoordinataira hat4, tehat

Bfc=SrxV" + SMV M+ske Vi, (23.26)

ahol \ kx, \ ky, \ kz spinmetes operatorok. Tekintve, hogy Bfcnak skalarnak kell
lennie Os-rel szemben és sk, sky, skz vektoroperator komponensei, a Vkx, Vky, Vikz
operatoroknak is valamely vektoroperator komponenseinek kell lennitk.

Ha B dsszes matrixelemeinek

(WNSLJ, BV NSL) : {VNSLL\ BV"SU)

4 Az olyan operator, amelyik csak a k-adik spinkoordinatara hat, a kdvetkez6 alakba irhato:
SO0+ skxNx+ sky~ky  skz Bt s0, \kx, \ky, \kz spinmentes operatorok. (23.26)-ban az sOnem sze-
repel. Ha azonban szerepelne, akkor mind PR, mind pedig QR szempontjabdl skalarnak kellene
lennie. igy a p=0—9 esetnek felelne meg (23.13a)-ban és (23.13b)-ben, s igy (23.17) szerint az
Osszes finomszerkezeti komponensben ugyanolyan eltol6dast okozna, a felhasadast viszont nem
valtoztatna meg.
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aranyait kivanjuk kiszamolni, akkor ezek helyett elegend6 egyetlen B”-ra ezen
aranyokat meghatarozni, hiszen ezek valamennyi k-ra egyforméak lesznek. Ezen
fellil skaVkx, skyVky, skzVkz (21.13a)-t és (21.13b)-t kielégit6 olyan tenzor xx, yy és zz
komponense, amely mindkét vonatkozésban vektor (p=q= 1). Ezért a

(23.27)

nr/NSLJ v \TfNSLJ\
ni 1 O0kzv kz-F m )

kifejezések koziil barmely kettének az aranya minden ilyen tenzorra ugyanaz lesz,
még akkor is, ha ezeknek és olyan hasonlo kifejezéseknek aranyat tekintjik, ame-
lyekben J helyett J' szerepel.

Ugyanez érvényes (23.27) harom kifejezésének Osszegére is, tehat elég kilon-
b6z6 ./-kre a

(TASLY, (Ttw)+ T(@WArsu) (23.28)

matrixelemek aranyait kiszamolni. (Itt T tetsz6leges olyanoperator, amely mind-
két szemponthdl vektor.) Természetesen eme operatorokat gy valasztjuk meg,
hogy (23.28) kiszamitasa a lehet6 legegyszer(ibbé valjék. Legyen

TC*>=LA; T(y)=bR/, Tta)=L)Bz, ees (23.29)
Ekkor el@szor is
0{a00}=Qf=too} "bool+E{»00} Q(*oo> (23.20)
igy ha a=0, akkor (23.23a) és (23.23b) szerint
EZTSZ— i h OfaooHa=(. (23.30a)

Lévén Of)F=exp (imafF, ebbdl az kdvetkezik, hogy

(Lz+S2Vm=mhVm (23.31)
és
(Lz+S2)W m=rnzh W m (23.31a)
igy kapjuk, hogy
e —
2 ffu+s)D 2
(23.32)
h2J (J+1)(2/+1)

3
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E kifejezésben z-t x-szel, vagy y-nal is helyettesithetnénk, mivel az /a-re elvégzett
Osszegezés utdn semmilyen tengely nem tlintethet6 ki. Hogy ezt igazoljuk, legyen
o r olyan forgatas, amely Z-t Z-be viszi &t. igy (23.32) atalakithatd:

2 oa 17+sdoeor_ » slj)-

2 2 A(4-) - (Ljc- s")2y BIH ) =

m m'm"

2 bmm<yTJ " x+Sx)2y Bl 'J)=

2 (C (L.+s~"0 -
ily modon
2 (V™Mu, [(LX SJ2+ (L>+S3)2+ (Lz+ S22 4£heL))=

(23.33)
=h2J{J+1)(2/+1).

Mivel (L, +SJ2+ (4,+ S2+ (Lz+ S22 skalar, (vagyis 0 Rrel szemben szimmetri-
kus operéator), (23.33) bal oldalanak 2J+ 1 szdmU tagja egymassal megegyezik,
nevezetesen

0K SU, [(L,+SJ2+(LA+SJ2+(L2+S2)7 WhsLI) =

(23.332)
=h2J(J+1).
A pélyaimpulzus-momentum esetében ugyanigy
L23™L=/xhS™L (23.34)
alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy
(S™L, (L2+L2+L1)3™L)=kiL (L+1). (23.35)

igy a (17.28) ortogonalitasi 0sszefiiggéshol és (23.11)-b6l kovetkezik, hogy
(K Sy, (LM+L2+L2 ~ s1j)=hol (L+1), (23.35a)

mivel L2+ L 2+ L 2mindkét szempontbdl skalar. Hasonldképpen a spin esetében

0 -
N

&NSL N fe> CNSL_  TrjNSL
z0 v, )a vu =vnitu

(23.36)
(oc=0),
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amelybdl kdévetkezik, hogy

(WNBLJ, (S2¢+ S2y#S])4'%SL]) = haS (S + 1). (23.36a)
(23.35a)-t és (23.36a)-t (23.33a)-bol levonva kapjuk, hogy

(VTI(LA+bA+LS)ywhb)=
(23.37)
=\% W + )~L(L+ 1)-S(S+ 1)].

Az el6z6 meggondolésok szerint tehat egy durvaszerkezeti szint finomszerkezeti
komponenseinek eltolédasai egymassal (23.37) szerint aranyosak:

AENSL=eNSL[J(J+1)-L (L+ 1)-S(S+ 1)]. (23.37a)
Két egymas utani finomszerkezeti komponens eltolodasanak kilénbsége:

AE ffi- AE"SL=2eNSL{J+ 1), (23.37b)

amely tehat ardnyos a nagyobbik teljes kvantumszamaval. Ez a Landé-féle inter-
vallumszabaly.

A Landé-féle intervallumszabaly csak normalis csatolas esetén érvényes, vagyis
amikor a finomszerkezeti felhasadas kicsiny a durvaszerkezeti szintek tavolsagai-
hoz képest. Mi tobb, azt a feltevést is tartalmazza, hogy a kdlcsénhatas a spin-
magneses momentumok kozott elhanyagolhato. Ez a feltevés, ahogy azt Heisen-
berg5 kimutatta, cs6dét mond a nagyon koénny( elemekre, kiiléndsen a héliumra.
Az intervallumszabaly a kdzepes elemekre érvényes a legtokéletesebben.

A spinméagneses momentumok kdlcsonhatasa két részbdl all. Az elsé mindkét
szempontbdl skalar, igy a finomszerkezetet egyaltalan nem befolyasolja. A maso-
dik mindkét vonatkozasban Di2-hoz tartozik. Egészében egy (23.37a) alakl tag
mellett még egy [7(7+1)—L (L+1)—S(S+ I)]2nel aranyos szinteltolddast és egy
7-t6l flggetlen tagot is kapunk.6 E tagokban az ardnyossagi tényez6k és eNSL
hanyadosat nem lehet altalanos gondolatmenet alapjan meghatarozni, tehat az in-
tervallumképlet két hatarozatlan allandot tartalmaz akkor, ha a spin—spin kol-
csonhatast is figyelembe vesszik.

5W. Heisenberg, Z. Physik. 39, 499 (1926).

6 A bizonyitast az olvaséra hagyjuk. Lasd még G: Araki, Progr. Theoret. Phys. (Kyoto), 3,
152(1948).
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24. A RACAH-EGYUTTHATOK

A Honl—Kronig-intenzitasképleteknek és a Luntfé-intervallumszabalynak az el6z6
fejezetben megadott levezetése csupan kiragadott példa olyan irreducibilis tenzor-
operator matrixelemeinek a kiszdmitasara, amelynek a transzformacids tulajdon-
sagai nemcsak az dsszes, hanem kilén a hely- és kiilon a spinkoordinatak elforga-
tasakor is hatarozottak. (23.13a)-ban és (23.13)-ban hataroztuk meg az ilyen T({®
operatorokatl Ezekbdl linedris kombinacidval kaphaték olyan operatorok, ame-
lyek irreducibilisek a spin- és a helykoordinatak egyidej( elforgatasakor:

Tr=M /N1 TA"-¢ (24.1)
0

Konny(l bebizonyitani (23.13a), (23.13b), (17.16b) és az j-ekre felirt (17.28) orto-
gonalitési dsszefliggések segitségével, hogy

Ok‘Trok=BMN 4)m,Ti:'l (24.1a)

Tulajdonképpen ilyen operatort vizsgaltunk akkor is, amikor a Eunc/c'-intervallum-
szabalyt levezettiik. A spin—palyakdlcsonhatas operatora skalar (co=0), és olyan
operatorokbdl van megalkotva, amelyek mind a spin-, mind pedig a helykoordina-
tak elforgatasakor vektorként viselkedik (q= 1, p= 1).

Hasonldképpen valamennyi koordinata elforgatasakor a matrixelemekben sze-
replé "P7SLJ és V Z SUJ' hullamfiiggvényeknek is hatarozott transzformécios jel-
legiik van (ezt a J kvantumszam jellemzi). E hullamfliggvényeknek kiilén a spin-
és kiilén a helykoordinatak elforgatasakor is hatarozottak a transzformaciés tu-
lajdonsagaik. A két megfelel6 kvantumszam S és L. Ennek eredményeként a

{WZs'L'I\NT "W Msu) (24.E.2)
1 Az olvasé bizonyéra emlékszik ra, hogy Ti0® olyan tenzor 6, o komponense, amely a QR
spinforgatasok szempontjabél g-ad, a helykoordinatak P g forgatasaival szemben p-ed foku ten-

zorként viselkedik. A TE> operator (24.1)-ben olyan tenzor r komponense, amely a spin- ée hely-
koordinatak egyttes O r=Q rPK forgatasaikor w-ad fok( tenzorként transzformalodik.
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alaku matrixelemek kifejezhet6k az 6sszes megengedett/ , co, m, m', x értékekkel
és egyetlen allandoval. A megengedett értékek egyszeriien azok, amelyeknél W és T
létezik. Az \S—L |4 JsS + L vektordsszeadasi szabaly nem egyéb, mint J behata-
rolasa; ugyanez m-re a szabaly és igy tovabb. A szamolas végrehajta-
sakor az volt a nehézség, hogy a hullamfliggvényeknek és az operatoroknak az
0sszes koordinataegyuttes elforgatasara jellemz6 J, ./', @ mennyiségeit hasznalva
kapott kifejezés nem illeszkedett természetes modon ahhoz a kifejezéshez, amelyet
kiilon a spin- és kiilon a helykoordinatak elforgatasara vonatkozo transzformacios
tulajdonsagok felhasznalasaval kaptunk. Az el6z6 kifejezésre példa (23.18), az
utébbira pedig (23.15a). (23.18)-at kdvetd szamolas atviszi (23.15a)-t a (23.18)-alak-
ba. Eme atalakitas lehet6sége azt mutatja, hogy a vektorcsatolasi egyitthatok ko-
z06tt eddig felszinre nem hozott tovabbi fontos dsszefiiggések is Iéteznek. E fejezetet
annak szenteljiik, hogy részletesebben tanulmanyozzuk a D(/) abrazolasok tulaj-
donsagait (kuldéndsen ezek valossagi feltételeit), a vektorcsatolasi egyitthatok
szimmetriait (amelyekr6l (17.27) utdn mar esett szd,) és végil az olyan altalanos
Osszefliggéseket, amelyekkel felfegyverkezve példaul (23.15a)-t (23.18)-ba alakit-
hatjuk.

Condon és Shortley kdnyvilkben2vilagosan tanusitjak az olyan explicit és alta-
lanos képletek fontossagat, amelyekkel a (24.E.1) alaki matrixelemek kiilénb6z6
J, J', co,m, m', és x értékekre érvényes értékeit 0ssze lehet hasonlitani. Ilyen 6ssze-
hasonlitasra szolgalé explicit és altalanos képleteket elészér Racah3adott meg.
Az utébbi id6ben a targyat még szamos, e fejezetnél sokkal részletesebb monogréafia
targyalta.4

A KOMPLEX KONJUGALT ABRAZOLASOK

Az irreducibilis abrazolasok valossagi feltételei a most kdvetkezd elemzéshen
fontos szerepet jatszanak. Eredményeinket, amelyeket majd a 26. fejezetben
hasznalunk fel, az dbrazolasok elméletének két megalapozéja vezette le el6szor.5

Az el6z6 fejezetekben néhany maddszert adtunk Uj abrazolasoknak adott abra-
zolasbol vagy abrazolasparbol térténé szarmaztatasara. Ezekhez egy Uj és elég

2E. U. Condon, G. H. Shortiey: The Theory of Atomic Spectra. (Cambridge University
Press, 1935).

3G. Racah, Phys. Rev. 62, 438 (1942); 63, 367 (1943); U. Fano, G. Racah: Irreducible
Tensorial Sets. (Academic Press, New York, 1959).

4 M. E. Rose: Angular Momentum. (John Wiley and Sons, New Yorka 1957); A. R. Edmonds
Angular Momentum in Quantum Mechanics. (Princeton University Press, 1957). Az utobbi
monografia (LMSWLSJR+v)-\e\ jel6li az s§ $ mennyiséget.

5G. Frobenius, |. Schur, Béri. Bér. 1906. 186 o.
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nyilvanvalo jarul most: az attérés a komplex konjugéaltra. Ha D(R) valamely cso-
port abrazolasa, akkor ugyanez vonatkozik (D(«))*-ra is; e matrixok elemei D(R)
elemeinek komplex konjugaltjai. Vilagos, hogy D(R)*D(S)*=D(RS)* kovetkezik
D(R)D(6j= D(/f6j-b6l. Ha tovabba D(jR) irreducibilis, akkor ugyanez érvényes a
komplex konjugalt D(R)* abrazolasra is. Ha az S transzformacio az ésszes D(/?)-et
a 94. oldalon talalhat6 redukalt alakba viszi at, akkor S* D(/?)*-ot hasonl6 alakba
fogja atvinni.

A komplex konjugaléssal lényeges megkilonbdztetés tehetd' az irreducibilis ab-
razolasok kozott: a D(R)* vagy ekvivalens D(A)-rel, vagy nem. D(i?)* karaktere
D(i?) /(R) karakterének komplex konjugéltja. Két dbrazoléas akkor ekvivalens, ha
karaktereik azonosak. Ezeket tudva D(i?) akkor ekvivalens a komplex konjugalt
D(R)*-gal, ha karaktere valos, vagyis ha az 0sszes /(R) szam valés. Méaskiilonben
W ) és D(R)* nem ekvivalensek.

A (15.26) és a (15.28) képlet azt mutatja, hogy a haromdimenziés forgascsoport és a két-
dimenziés unitér unimodularis csoport 6sszes irreducibilis dbrazolasanak karakterei valosak.
Ugyanez érvényes minden olyan csoportra, amelynek barmely eleme ugyanabba az osztalyba
tartozik, mint az inverze. Ezt legegyszer(ibben unitér alak( &bradzolast vizsgalva lathatjuk be.
Ekkor

D (fr,)=D(/?)t (24.2)
kovetkezménye, hogy R és JT*'1karakterei egymas komplex konjugéltjai. Ha Rés  lugyanabba
az osztalyba tartoznak, akkor P és R—I karakterei egyenléek egymassal, tehat valosak is. Ez a
helyzet a haromdimenziés forgascsoport, a kétdimenzios unitér csoport és minden kétdimenzids,
valds, ortogonalis matrix esetében. Nem igaz azonban a kétdimenzios valodi forgascsoportra,

amelynek valoban vannak olyan abrdzolasai, amelyekben komplexek és olyanok, amelyekben
valésak a karakterek (14. fejezet).

Ha Df/?) unitér és karaktere val6s, akkor van olyan C unitér matrix, amely
D(i?)*-ot D(A)-be transzformalja at. igy

CD(«)=D(7?)*C. (24.3)

Ha D(tf) irreducibilis, akkor (24.3)-ban C egy allandd tényez6tdl eltekintve egy-
értelm(ien meg van hatadrozva. Mi tébb, C vagy szimmetrikus, vagy antiszimmetri-
kus. Eme allitast bizonyitando, (24.3) komplex konjugaltjat szorozzuk meg C-vel
balrol:

CC* D(fl)*=CD(i?) C*=D(A)* CC*. (24.33)

Az utolsé Iépéshen ismét felhasznaltuk (24.3)-at. HaD(7?)* irreducibilis, akkor a
vele felcserélhetd CC* matrixnak az egységmatrix tobbszordsének kell lennie
CC*=cl. Mivel C még unitér is, C'C*=1. Ebb6l kovetkezik, hogy C=cC'. Ezt
az egyenletet transzformalva C'=cC, tehat C=c:C, vagyis c= + |. Eszerint

C=xC". (24.3b)
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Arrél is kdnnyen meggy6zdédhetiink, hogy ha C valamely DfR) 4brazoléasra szim-
metrikus, akkor az ezzel ekvivalens 0sszes S-1D(R)S abrazolasra is az. Hasonlo
allitas érvényes akkor is, ha C antiszimmetrikus, tehat a (24.3b) nyujtotta két lehe-
t6ség a valos karakter( irreducibilis abrazolasok osztalyozasat teszi lehet6vé
aszerint, hogy C=C" vagy pedig C= —C.

Az eddigi eredmények a kovetkez6képpen foglalhatok 6ssze. Ha D(JR) unitér
irreducibilis dbrazolas, akkor D(R)*-ra ugyanez igaz. AD{R) és D(fl)* abrazolasok
inekvivalensek, ha /(R) valamilyen R-re komplex. Az ilyen irreducibilis dbrazolast
komplexnek nevezziik. Ha y(R) valés, akkor D(i?) ekvivalens D(R)*-gal. A C unitér
matrix, amely ezeket egymasba transzformalja vagy szimmetrikus, vagy antiszim-
metrikus. Az els6 esetben azt mondjuk, hogy az abrazolas potencialisan valds, a ma-
sodikban pedig, hogy pszeudorealis.

Eme elnevezések oka az, hogy ha (24.3)-ban C szimmetrikus, akkor D(/t) tulaj-
donképpen valdssa tehetd. Ez a kdvetkezd lemma folyomanya6; Ha C mind szim-
metrikus, mind pedig unitér, akkor feltehet6, hogy sajatvektorai valdsak. Ugyanis
C-'=C'=C™*, igya

Cv=<uv (24.4)

egyenletet balrol szorozva C " ’-gyel kapjuk, hogy v=coC*v. Mivel azonban unitér
matrix karakterisztikus értékének abszolUtértéke 1, azért eme egyenlet komplex
konjugaltja

Cv* = a>v*. (24.43)

Ha Vés V* kiillénb6z8ek, akkor helyettesithet6k akar a valos, akar a képzetes ré-
szlikkel. Ha v és v- egymastdl csupan allando tényezdében kiilonbdznek, akkor a
val0s, vagy pedig a képzetes résziikkel helyettesitheték. Ebb8l azonban kdvetke-
zik, hogy a c szimmetrikus, unitér matrix a

C—r-1ltor (24.4b)

alakba irhat6, ahol r valés ortogonalis matrix; r'r=1 és ta diagonalis matrix, co-t
egy masik m, diagonalis matrix négyzeteként irjuk fel; to, diagondlis elemeinek
abszolutértéke 1ésof~tof. igy (24.3) atirhato:

r- Lrb ()= D(R)*r~"cqjr.
Ezt balrol caf I=to %r-rel és jobbrél r-1e>f1=r-1(of-gal szorozva kapjuk, hogy

SIrD(K)r- (0*=w* rD(f) *r 1c 0 (24.4c)

6 Ez a lemma az (itkzési matrix elméletében jatszik fontos szerepet.
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A bal és jobb oldalak egymas komplex konjugaltjai, tehat mindketten valdsak.
Ebbo'l kdvetkezik, hogy ha D(/?)-et r~*=((0,r)_1-gyel transzformaljuk, akkor
az valossa valik. Forditva, ha D(R) val6s abrazolasba transzformalhato, akkor
C-nek szimmetrikusnak kell lennie. C nyilvanvaléan szimmetrikus (tudniillik a
konstans matrix), ha D(R) valds, kdvetkezésképpen az dbrazolas minden alakjaban
is az. Az is kdvetkezik, hogy ha C (24.3)-ban antiszimmetrikus, akkor D(jR) hason-
lésagi transzformacioval nem tehetd valdssa.

Végil hatarozzuk meg azt a C(J) matrixot, amely a haromdimenziés forgas-
csoport D(7) abrazolasat a D(7 komplex konjugalt abrazolasba transzformalja.
A C@matrixok a kvantumtérelméletben is fontos szerepet jatszanak. (24.3) min-
den forgatasra érvényes, alkalmazzuk tehat elészor Z koril végzett a szogl forga-
tasra. Ebben az esetben DU>atlos matrix, igy (24.3) bal és jobb oldalanak nm ele-
mére

Cimeint=e~ImCm m (24.5)

Ennek minden a-ra igaznak kell lennie, tehat a C”~ matrixelem elt(inik, hacsak
n+m—0 nem teljesl:

mnj)_c l'»ﬁn —m' '@A’ Q

Ezutan alkalmazzuk (24.3)-at tetsz6leges csoportelemre, de csupan (24.3) —, U
elemét irjuk fel. A megfelel§ D<7>k kiilondsen egyszeriek.

¢j9) DO 8, Z*=D0)({as.y 3) !, _(24.5b)
azaz (15.27a) és (15.27b) miatt

cj'Y ~MANj ecosTa™ 2R sind~M2 Re'mi=

=(-1 Y -0 eTacos/+"\ Bsin/ "\ Relid j)>

ahonnan
cU)=cyX-iy->¢ (24.5¢)

mivel ] — /r mindig egész.7 (24.3) C-t csak egy szorz6 erejéig hatarozza meg, tehat
JJ)= 1 valaszthato, igy (24.5a)-bol

Cim= (- 1)/-"4 >ne (- iy+9.-w- (24.6)
7 (—I)-nek kitevGje e kényvben egész szam.
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A mellékatld elemein kivil C@ minden eleme zérus. Ezek értéke felvaltva +1
vagy —1, és a jobb fels6 sarokban +1 all. A bal als6 sarokelem + 1, haj egész és
—1, hay félegész.

0 ..0 01
0 ..0-10
CUz=<® oo 1 ° o> (24.6a)

Ily modon C egészj -re szimmetrikus, félegészre pedig antiszimmetrikus. Az el6bbi
abréazolasok potencialisan valdsak, az utdbbiak pszeudorealisak. Megjegyezziik
még, hogy két potencidlisan valds, vagy pszeudoredlis dbrazolas direkt szorzata
csak potencidlisan valos, irreducibilis komponenseket tartalmaz. Potencialisan
valds és pszeudorealis abrdzolas direkt szorzatdban minden irreducibilis rész
pszeudorealis.8 Az, hogy egészj mellett Dii>val6s alakba transzformalhaté, mar
onnan is kitinik, hogy (15.5)-ben a gdmbharmonikusok Y+ Yl m és i(Yin—Y)
valds linearis kombinacioit is alkalmazhatjuk, igy D() megfelel6 alakja val6ssa
valik. C most meghatarozott alakjat behelyettesitve (24.3) igy fest:

DO)(E)*>me (- 1T ~m' (24.7)

ami szintén kozvetlendl is bebizonyithat6. Természetesen CU) alakja fligg attdl,
hogy D@&')-t milyen alaktnak tételezziik fel, szimmetrikus, vagy aszimmetrikus
volta azonban nem.

A VEKTORCSATOLASI EGYUTTHATOK
SZIMMETRIKUS ALAKJA

(17.16)-ban a vektorcsatolasi egyitthatokat eredetileg Ggy definialtuk, mint
olyan S matrix elemeit, amely két abrdzolas direkt szorzatat a (17.15) redukalt
alakba transzformalja. (17.18)-ban azt is felismertik — s ez legfontosabb szerep-
korliik —, hogy eme egytthatdk segitségével D<o sorahoz és D(/) v sorahoz tartozé
ip", illet6legyv fliggvények szorzataibél az irreducibilis D(£) dbrazolas m sordhoz

8 Ezen dsszefiliggések tovabbi vizsgalataval és az irreducibilis abrazolasok mas jellemvonasai-
val kapcsolatban lasd E. P. Wigner, Am. Jour. Math., 63, 57 (1941), G. W. M ackey ugyanott
73, 576 (1951).
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tartozé fliggvényeket képezhetiink. Ugyanezt a feladatot teljesitik (22.27)-ben is,
ahol a J,m kvantumszamokhoz tartozé hullamfiiggvényt a

24.8
0 (24.8)

alakban kapjuk meg a 3 hullamfiiggvényekbdl, amelyek a Q/rek és a P g-ek szem-
pontjabél D<s), illetbleg o <) szerint transzformalédnak és eme abrazolasok T—u,
illet6leg /i sordhoz tartoznak. Ezekben a D(L), D()D(/) vagy pedig a D(r), D<5),
D(U abrazolasok nem jelennek meg szimmetrikus médon; még a (17.22) képlet,
vagyis

iD (>R)<uD®(R)v.rd(L)(R)* +v,.mtvdR =
(24.8a)
_ hs[%’s{%

2L+1

kozeliti ezt meg leginkébb, itt h=f dR a csoporttérfogat. Ez lesz kiindul6pontunk.
(24.8a)-nak valamivel szimmetrikusabb alakja a kdvetkezd'":

i D«\R)ufiD«XRU maR=

(24.8b)

ALWS; /*'v,I.]Lm,S/uv
2L+1

ahol S a D'*x D(f)-t a redukalt alakba transzformald eredeti métrix. (17.20a) és
(17.20b) szerint

SLm;,v=0m,,+A |- (24.8¢)
A (24.8b) integral és az S egyutthatok eltlinnek, hacsak m'=[i'+Vv' és m=fi+v
nem teljesil. Tekintve, hogy CtD*C=C'D*C = D, ezért ha (24.8b)-t Crmy Cm--val
megszorozzuk és w'-re, valamint m-re 0sszegezzik, akkor a bal oldal /, I, L-ben
szimmetrikus lesz. C értékét (24.6)-bdl helyettesitjiik a jobb oldalon:
J D<L\R)rxdR =

(24.8d)

2L+1
Ily médon, ha

(- L-8L,_liur (@ 1 L)
Y2i+1 ve v 4>
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I, 1és L szimmetrikusan jelenik meg. Kés6bb tisztdzandd okbdl legyen

1 =(- <~1% (24.9)
VvV omi m T
A (— tényezd eltlinik, ha ezt (24.8b)-be helyettesitjik, mert mindkét S
matrixegytthatdban szerepel és mert |—I—L sziikségképpen egész; L egész vagy

félegész attol fliggben, hogy 1+ | vagyis |+ 1—21=1—1! egész vagy félegész. A (24.9)
kifejezés neve ,,harom-y-szimbolum”, definicidja kissé szimmetrikusabb alakban
az s segitségével a kovetkezd:

iA h Bl=(-1)"-*-»

Im, m2 m, t"a;

vi1i 2 3 Y2n+1
Tekintve, hogy az x-ek csak abban az esetben definialtak, haj\,j2 ésy3vektorharom-
szoget alkotnak, vagyis ha 0Osszegiik egész és ha lyj—21+#3—Y1+/2 (vagy ami
ugyanaz, egyikik sem nagyobb, mint a masik kett§ dsszege), a harom-y-szimbo-
lumok is csak e feltételek mellett vannak meghatarozva. A kés6bbi szamitasokat
egyszer(siti, ha megdallapodunk abban, hogy a harom-y-szimbdélumok elt(innek,
ha aj-k nem alkotnak vektorharomszoget. Hasonléképpen nem lesz sziikséglink
az 0sszegezési hatarok megadasara, ha az olyan harom-y-szimbélumokat, amelyek-
ben barmely m abszolutértéke nagyobb, mint a megfelel§ y-é, zérusnak tekintjik.
E megallapodasokat tehat betartjuk.

A (24.9a)-ban meghatarozott harom-y-szimbo6lumok nem teljesen szimmetriku-
sak. Teljes szimmetriat nem valésithatunk meg, mert ha példaul ay-k koézil kettd
egyenld, akkor az x-ek az m sorindexeknek nemszimmetrikus fliggvényei. Mind-
azonaltal a haroni-/-szimbdlumok kielégitik a kdvetkez6 0sszefliggéseket:

jy'li+j?+ji li h o l_ i/ Y8 h
ml mz2 m3 \ml ms m:
(24.10)
¥ 1i h _ i Ji ¥l
ms mz mj mx m: m3’

vagyis ha kéty-ta megfelel§ m-ekkel egyiitt felcseréliink (ez két oszlop felcserélése),
a szimbolum valtozatlan marad, ha Y1+Y2+Y3paros, és el6jelet valt, ha paratlan.
Ebbdl arra kdvetkeztethetiink, hogy a szimb6lum nem valtozik meg, ha ay'-ket a
megfelel6 m-ekkel egyitt ciklikus permutaciénak vetjik alg;

W Y% YBI_ilz 3 Y1 ¥ Ii h) ("'241 Cat
\‘ml m2m3 [m2 ms ;udJ [M3 ml m2)"’ Y o )
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Végll, ha az dsszes m el6jelét megforditjuk, akkor

)\ h h ') /_iyityr+vyapi h ¥Y3) (24.10b)
(—mx —m2 —IT3) [, mz2 m3)

Tehat altalaban (vagyis mind a haromj kiilonb&z6 és legalabb az egyik m nem zé-
rus), egy szimbdlumbol kdzvetleniil megkaphatd tizenegy masiknak az értéke is.
Ha bizonyosj -k egyenl6k egymassal, vagy ha minden m zérus, akkor a fenti egyen-
letek értelmében a szimbélum elt(inhet.

(24.10), (24.10a) és (2410b) a kovetkez6képpen igazolhatd. A harom-y'-szimbolumokat (24.8d)-
be helyettesitve kapjuk, hogy

D01 dR=
w4 (24-11)
_Ali h Jjpi h hij
‘1 2 "3 1 m2 T3)-
A bal oldal véltozatlan marad, ha barmely kétj-1 és az Gket kisér6 n, m indexeket egymassal fel-
cseréljik. Ennek a jobb oldalra is igaznak kell lennie, mégpedig az un-ek tetsz6leges értéke mellett.
Ha az u-eket a megfelel6 m-ekkel tessziik egyenl6vé, akkor a jobb oldal egy harom-/-szimbélum
négyzete lesz. Ez valtozatlan marad, ha barmely kétj-l a megfelel6 mindexszel egytt felcseréljiik.
Az el6jeltdl eltekintve ugyanez érvényes magara a harom-y-sziinbélumra is. Hogy az el6jelek
osszefliggését is megallapithassuk, legyen N =j\—s n—3. Ez olyan valasztas, amely
mellett a hdrom-y-szimb6lum nagyon kdnnyen kiszamithato, hiszen a megfeleld i-re vonatkozd
(17.27) dsszegh6l csupan a n=0 tag kilénbdzik zérustol. Voltaképpen csak

h h h
rh h~h h) (24.E.2)

el6jelre van szilkségiink. (24.9) és (17.27) alapjan ez (—l)h—h—h és (—\)h*h-Is szorzata, tehat
(24.E.2) elGjele (—1)2h~2h. Hasonloképpen

i N -M & j\ F /3. (24.E.3)
\J:;~J: ~h h) \~h h h-~h.

elgjelei (-1 )h-h-htillet6leg (—1)'A-7i-J2.igy (24.E.2)-ben az els6 két oszlop felcserélése a
szimbolumot a (—)b-n-J1/(_ 1)2n - 273= (_ 1)ii+/1+A szorzoval megvaltoztatja. Tekintve,hogy
(24.11)-ben a két szimbolum szorzatanak e két oszlop felcserélésekor valtozatlannak kell marad-
nia, a masodik szimbolumnak ugyanilyen szorzéval mell kegvaltoznia. Hasonl6képpen az utols6
két oszlop felcserélése a (—1) _A-FA+YrO—1)2j—2A= (_ i)3n+1+1=(_ Xyl+lI+]I tényez6t
szolgaltatja (mert (- \)4j=1). Eszerint az utols6 oszlop felcserélése a harom-y-szimbdlumot szin-
tén a (—)h+/> +Ji szorzoval véltoztatja meg. igy bebizonyitottuk (24.10) elsd, masodik és utolsé
részének egyenl@ségét. (24.10) fennmarad6 része és (24.10a) ebbdl kovetkezik. A
tényezG6t azért vezettiik be, hogy (24.10) és (24.10a) érvényesek legyenek.

(24.10b) igazolasara megjegyezziik, hogy (24.10) jobb oldala valds. igy a bal oldal a komplex
konjugaltjaval helyettesithetd. Fejezziik ki ezutan a D*-okat (24.7) alapjan a D-kkel. Ez egy
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(—Dn1+»2+»3 MH T2 T3 tényez6t is ad, amely azonban elhagyhat6, mert mindkét oldal el-
tlinik, hacsak nj+n2+n3=0 és ml+m2+m3—0 nem teljesil. igy

h h h }{ h h h 1= (24.12)
(-n, -n2 -nn\-Ttl1l —mM2 -m3J
=h h .Ul h /3]
"I v2 «30n1 M2 '»3)
Legyen ismét ni= —yj, n2=j\ —3, n3=j3. A jobb oldalon az els6 szimbo6lum el6jele (—1)2/1-2Y3
A bal oldalon a szimb6lum ugyancsak (24.E.2) alaku lesz, ha az els6 és az utols6 oszlopot fel-
cseréljik. Ezért ennek el6jele (- \)h+h+i3(—1)2y3-2/1=(_\)-h+h-h, igy az els6 tényez6k
hanyadosanak el6jele (—1ly'i-ha+A. fgy igazoltuk (24.10b)-ben az el6jelet; ha az n-eket a megfe-
lel6 ar-ekkel helyettesitjiik, akkor latszik, hogy az abszolltértékek is megegyeznek. Eme 6sszefiig-
gések elvontabb levezetése a 8. hivatkozas cikkében talalhaté meg.

KOVARIANS ES KONTRAVARIANS
VEKTORCSATOLASI EGYUTTHATOK

A palyaimpulzus-momentumnak és a spinimpulzus-momentumnak (24.8)-ban
megadott 0sszecsatolasa a teljes impulzusmomentumma atirhatéd a harom-y'-szim-
bélumok segitségével:

Az Z < - f+H7- -S> F27TI( (24.13)

(—D) kitevgjét azért irtuk a jelzett modon, mert L+/n és T—4—S mindketten
egészek. A fi-re tortén6 dsszegezés hatarait nem kell feltlintetni, ha azt a megélla-
podast alkalmazzuk, hogy minden olyan harom-y-szimboélum zérus, amelyben egy
also index abszolutértéke meghaladja a megfelelé abrazolasi indexet. (24.10) segit-
ségével a harom-7-szimbdlum els6 és utolsé oszlopa felcserélhet. Ha ugyanekkor
az Osszes also index el6jelét is megvaltoztatjuk, akkor semmilyen el&jelvaltozas
nem lesz. Tovabba azm -v szamot v-vel helyettesitjik, és az dsszegezést kifejez-
hetjik v-re is; a hdrom-y-szimbolum ugyanis elt(inik, ha [x+v—m nem zérus. llyen
maddon (24.13) atirhatdé:

rm=2 (- LHiHv- S)i2J+1 (m Y fi (24.13a)
Végil helyettesitsik V/-et (—I)2 i*-mel és a kitev6ket a minusz egyszereseikkel
— ez lehetséges, mert egészek — igy

Yi= %(- D5 Y27TI (J JV Lf/\; Eff;. (24.13Db)
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A jeldlésen még tovabb javithatunk, ha bevezetjiik a hullamfiiggvény és a harom-y-
szimbolumok kovarians és kontravarians komponenseit.9 Az e célra természetesen
kinalkoz6 kovaridns metrikus tenzor a (24.3)-ban definidlt Cjjji, amelyet (24.6)
szolgaltat expliciten. Az ilyen metrikus tenzor leheto'vé teszi, hogy a vektor in-
dexeit lehlzva kovarians f* komponenseket kapjunk oly vektorbol, amelynek az
fj'-k a kontravaridns komponensei:

fi=20 /f. (24.14)
2

Meg kell jegyeznink, hogy csak egész/-re szimmetrikus,
tehat az m, m! indexek nem cserélhet6k fel. Hasonléan a kovarians komponensek-
rél a kontravariansokra a kovetkez6képpen tériink at:

N=2<T#, (24.14q)
n

aholD

C7=(-D""  _-=(-DIn», (24.14b)
A hullamfiiggvényeknek csak kovarians komponenseit, mig a harom-y-szimbdlu-
moknak mind ko-, mind kontravarians komponenseit hasznaljuk majd. A harom-
y-szimb6lum utols6 indexében kontravarians komponense példaul

g\ m I~ m 2 J 1_mjWwmdA 2 j)
\m{ m2j)-% 1 \ml m2 m’) \m{ m2 -m) "’
(24.15)
E jel6lés segitségével (24.13b) természetesen igy irhato:
{”7=12TrT (« 1 1)3" 415%)
vagy még tomdrebben
K= 12J+1(.Jn8'L9Sy . (24.15b)

(24.15a)-ban és (24.15b)-ben az altalanos relativitaselmélet szokasos dsszegezési
megallapodasat alkalmaztuk a sorindexekre (vagyis a v, u sth. indexekre, amelyek
az abrazoléas sorat jeldlik ki): ismétl6dd' indexekre Gsszegezés értendd. Az ilyen
Osszegezéshen szerepl6 indexpar egyike mindig kovarians (als6), a masik mindig
kontravarians (fels6). A szabad sorindexeknek (tehat amelyekre nincs 0sszegezés)
az egyenlet mindkét oldalan kovariansaknak, vagy mindkét oldalon kontravarian-

9Ezt C. Herring javasolta el6szor.
10 (24.14b) elGjelét igy jegyezhetjik meg: az N elsd index negativ el6jellel szerepel az expo-
nensbhen, a kontravarians metrikus tenzorban.
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saknak kell lenniiik. Mivel a kovarians indexek mindkét oldalon ugyanazzal a
metrikus tenzorral hizhatok fel, azért szabad kovarians indexek barmely egyenlet
mindkét oldalan helyettesithetd'k szabad kontravarians indexekkel és viszont.
Ennek eredményeként a szabad indexek tulajdonképpen elhagyhatok mindkét ol-
dalon. (24.15a)-hoz és (24.15b)-hez hasonl6 ,relativisztikus alakd” egyenletek
akkor is érvényben maradnak, ha az abrazolasok nem a 15. fejezetben megadott
alakdak, hanem csak ekvivalensek azokkal. Erdemes lehet megjegyezniink, hogy
a 17. fejezet n-ei kevert harom-y-szimbolumok:

2EHK, ULY, ¥ 'IlJ:
(24.16)
20T T(-i) =i (4 i ).

Annak ellenére, hogy a jel6lések a relativitas elméletében hasznaltakhoz hasonlok,
mégis lényeges fogalmi kiilénbség van kozottik. A relativitaselméletben a vekto-
rok és tenzorok indexei a 0, 1, 2, 3 értékeket vehetik csak fel; ezek a térid6 tenge-
lyeire vonatkoznak. Az m, n, y stb. indexek valamilyen abrazolashoz kapcsolédnak
és eme irreducibilis dbrazolashoz tartozo kiilonbéz6 ,,partnerekre” vonatkoznak.
Minden index annyi értéket vehet fel, ahany sora van a hozzakapcsolodé abrazo-
lasnak. Az Osszegezés (,,kontrakcio”) olyan indexekre torténik, amelyek ugyan-
ahhoz az abréazolashoz kapcsolddnak. Az egyenlet mindkét oldalan a szabad in-
dexek — ilyen m (24.15)-ben — ugyanarra az abrazolasra vonatkoznak (ebben az
esetben D(J,-re). Ennek folytan nem egy metrikus tenzor van, hanem minden ab-
razolasnak megvan a maga metrikus tenzora. A mas és mas abrazolasokhoz kap-
csol6do indexek kozott a kilénbség a tenzorok szimmetrikus vagy antiszimmetri-
kus jellegében is megmutatkozik; (24.10)-ben és (24.10a)-ban megadott Gssze-
fuggések csak akkor fiiggetlenek az abrdzolasok alakjatél, ha a felcserélt indexek
ugyanahhoz az abrazolashoz tartoznak. Ebben az esetben azonbanfliggetlenek az
abrazolas alakjatal:

\J jO=(-U+24/ j N 24.17
Im {//ij) ( \m {/ fiJ ( )

érvényes lesz az abrazolas hasznalt alakjatél fliggetlendl. Ez a kérilmény sugallta
a harom-J-szimbolumok el6jelére vonatkozé megallapodéasunkat.

A (24.17) Osszefliggésnek egy kozvetlen és érdekes folyomanya van: ha két
olyan részecskét csatolunk dssze, amelyek hullamfiiggvényei ugyanazon ébrazolas-
hoz tartozd ,,partnerek” (ekvivalens palyak), és bel6luk teljes J impulzusmomen-
tuma allapotot képeziink,

" ( 1 : (24.17a)
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(1 és 2 a ket részecske valtozoit jeldlik), akkor az eredményil kapott allapot a két
részecske felcserélésére nézve szimmetrikus, ha J+2j paros és antiszimmetrikus,
ha J+2j paratlan. igy két 2p elektron szimmetrikus S és D, antiszimmetrikus P
allapotot ad. Ez felel meg aj —1 (amelyet ebben az esetben /-nek neveznek) és a
szimmetrikus helyzetben a 7=0,2 (ennek neve most L), az antiszimmetrikus hely-
zetben a 7=1 esetnek. Hasonléan, két elektronspin csatolédasa szimmetrikus
S= 1 allapotot és antiszimmetrikus S = 0 allapotot ad.
Szamoljuk ki végil a harom-y-szimbolum teljesen kontravarians alakjat:

(7m51 L»)=Cr'CZ'C?XJm,S,.,, L,,)=

(24.18)
= (—)/-m+6-,,+L" (7 -ims _v,
A (— szorz6 elhagyhat6, mert a harom-y-szimbélum eltlinik, ha m+v+
+p10. igy (24.10b) folytan
{JI"\S\U 9={ImSrLj). (24.18a)

A teljesen kovarians és teljesen kontravarians harom-j-szimbolumok egyenlék egy-
massal. Ez a tétel az dbrazolasoknak a 15. fejezetben elfogadott alakjatol fiigg.
Lehet6vé teszi azonban azt, hogy (24.11)-et kovarians alakba irjuk. El6szor is
megjegyezzilk, hogy noha az abrazolas indexeit alulra irjuk, az els§ index valoja-
van kontravarians index. Ez mar az alapvet6

0K = r2ﬁ Ow(k),,n;,"

képletbdl is vilagos. Az m'-re tortén6 Osszegezés azt mutatja, hogy ennek felsd in-
dexnek kellene lennie. igy (24.11) helyett természetesebb azt irni, hogy

| DUI\R),,imi D A\R)r2m D)(A),, 3, dR=

(24.18b)
=h i«i « 'bii./i A h
U h 73] m2 W "
Szémoljuk ki D(j\R )rmkovaridns—kontravarians komponensét:
CL*T'DUR)N'm-=(CD"C’- X , (24.18c)

hiszen a kontravarians metrikus tenzor a kovarians inverze. Tekintve, hogy C'=
= (—\)2Cés C_1 D-t D*-ba transzformalja at, azt kapjuk, hogy D(j\R) kovarians-
kontravarians n, m komponense D@XR) kontravarians—kovarians n, m komponen-
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sének (amely a szokasos Da)(R),,m) komplex konjugdltja, szorozva (—21)2-vel. igy a
harom abrazolasi egyltthatd szorzatanak integraljara kapjuk, hogy

| DUi\R)etmi D A\R )nim2 D'\R)*m&R=

U h2 J«fﬁ ho Py
Természetesen (24.18d)-t kdzvetlenil is megkaphattuk volna.
Az a tétel, hogy a harom-y'-szimbolum teljesen kovaridns és teljesen kontra-

varians komponensei egyendk, a (17.28) ortogonalitasi 0sszefiiggéseknek invarians
alakot biztosit:

(24.18d)

i/i h mi m'\  bjjomne (24.19)
m2 mj(/j j2 j 2j+ 1
m=m" esetén ez (17.28)-ban az elsd egyenlettel ekvivalens. Ha m”iri, akkor az
0sszeg minden tagja eltlinik, mert m{+m2nem lehet egyszerre —m-mel és —m'-vel
egyenld. A masik ortogonalitasi 6sszefiiggés olyan formaban, mely az abrazolas
alakjatol fiiggetlen, a kovetkezd:

wmri h Jim m m)_ ~1»n2m 24 19a)

j\mx m2 wj(/j j2 j) 2j+1
Az m-re torténd dsszegezést megallapodasunk miatt nem irtuk ki kiilén. A kovari-
ans jelolés nemcsak azért — és talan nem f6leg azért — hasznos, mert olyan egyen-
leteket szolgaltat, amelyek nem valtoznak meg, ha az egyenleteket hasonlosagi
transzformacioknak vetjiik ala, hanem f6 szerepe az egyenletek memorizalasaban
keresendd. Ezenkiviil tovabbi nagyon toémor jel6léseket is sugalmaz; ezeket a ko-
vetkez8 szakaszban vezetjik be.

A RACAH-EGYUTTHATOK

Az eléz6 szamolasok a vektorcsatolasi egytitthatok szimmetrikusabb alakjahoz
vezettek el, azonban nem adtak olyan egyszer(i képleteket, amelyek segitségével az
el6z6 fejezet képleteit minimalis szdmoléssal és er6lkddés nélkill megkaphattuk
volna. Amint azt mar az elsd szakaszban emlitettiik, léteznie kell altalanos dssze-
figgéseknek a vektorcsatolasi egyitthatok kozott, amelyek a Honi—Kronig-kép-
letek, a Lanc/e-intervallumszabaly és mas hasonld kifejezések kiszamitasat teljesen
vilagossa teszik. Sokféle lehet6ség van a kérdéses képletek levezetésére. Ezek koziil
egyeseket mar az elézd fejezet tartalmaz.
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Fenti Osszefliggésekhez a legtermészetesebb mddon a gémbszimmetrikus eré-
térben mozgd harom részecske vizsgalata vezet el.1l Az els§ részecske energia-
jahoz a i hullamfiggvények tartoznak; pi= -yj, -yj+1, vi-1,yj, a ip¥k
»partnerek” és a Do abrazolashoz tartoznak. A masodik részecske energiajanak
megfeleld hullamfiiggvények a (FAk\ ezek a D(;2>abrazolashoz tartoznak, a harma-
dik részecskére ezek megfelel6je %és D(j3). A teljes rendszer hullamfiiggvénye a

%(1)%(2)xA3) (24.E.4)

fuggvények Hneéris kombinacioja; 1, 2 és 3 a harom részecske koordinatait jel6li.
Mivel ipvaltozéi mindig az els6 részecske koordinatait jelolik majd, azért az (I)-et
mostantdl elhagyjuk. Hasonléan ¢x-1és %-t irunk 9 2) és yJ3) helyett. A szem-
ugyre vett helyzet nagymértékben vazlatos és nem felel meg semmilyen valodi

fizikai rendszernek. Vizsgalata azonban a keresett Osszefliggések levezetésében
nyujt hasznot.

A (24.E.4) hullamflggvényekbdl olyan linearis kombinaciokat képeziink, ame-
lyek mindharom részecske koordinatainak egydittes elforgatasakor a J irreducibilis
abrazolas szerint transzformalédnak. llyen hullamfiiggvényeket harom killénb6z6
modon kaphatunk. El6szor az els6 két részecske impulzusmomentumat eredd j
impulzusmomentumma (24.15a) szerint csatoljuk dssze:

A(1,2)=IATTA * (24.20)

Majd a harmadik részecskét csatoljuk ehhez az ered6j impulzusmomentumhoz, s
igy képezziik a J teljes impulzusmomentumot:

X£(1,2,3)=/27+TA~ j* ")~ (1,2)=

:Tr\ym\gﬂ 3 9;\[1 yf‘y)QgA L .

A j index jel6li az 1 és 2 részecske teljes impulzusmomentumat, s ebbdl allitottuk
el6 a n allapotot. A (24.21) hullamfliggvényt tekintenénk a természetesnek, ha
az 1 és 2 részecske kozott a kdlcsdnhatés példaul erésebb volna, mint barmelyik
és a 3 részecske kozott.

A J impulzusmomentumu allapot el6allitasara masik lehet6ség az volna, hogy
el6szor a 2 és 3 részecskét, majd az eredd allapotot és az 1 részecskét csatolnank
Ossze. Esetleg el6szor az 1 és 3 részecskét, majd az igy kapott hullamfliggvényt és

(24.21)

11 G. Racah, idézett cikk, L. C. Biedenharn, J. M. Bratt és M. E. Rose, Rev. Mod. Physs
24, 249 (1952), A. R. Edmonds, idézett mi, 6. fejezet.
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a 2 részecskeét csatolva kapnank a végs6 allapotot. Ez annak felelne meg, hogy a
2 és 3, illet6leg az 1 és 3 részecske kdzott leger6sebb a kdlcsdnhatas, de ezzel az

inditékkal a tovabbiakban nem foglalkozunk. Az igy kapott hullamfiiggvények:

Y»1,2,3)=W+T|*"+rK * “K' * fk,)* (24.219)
és
<(1.2,3)=t27+Tt20+r(i 1 "){i 1| Xijf.ra.. (24.214

(24.21a)-ban ay index a 2 és 3 részecske, s ehhez hasonléan (24.21b)-benj az 1 és
3 részecske dsszecsatolt impulzusmomentumat jeldli.

A 4jm és Xm allapotok nem azonosak egymassal, noha a teljes impulzus-
momentum és annak Z komponense mindharomnal 714, illetsleg Mh. Minden
(24.E.4) allapot kifejezhetd linearisan a -kkel csakigy, mint a Wfa és a

fuggvényekkel. Tovabba példaul a

IE= % r2M,<:(JJ|\/|;J J'M)OM (24 22)

kifejezésben eltlinnek & // ama egyitthat6i, amelyekben 7'=7 és M'=M, mert
ezek a ®-k vagy a Df/L-t6l kiilonbozd abrdzolashoz, vagy ugyanezen abrazolas
mas sordhoz tartoznak. Ezért a 7', M'-re valo 0sszegezés elhagyhato és ezeket az
indexeket 7, M-mel helyettesithetjik. Tovabba a c(jJM;]j'IM) egyitthatok fligget-
lenek Af-t6l, mert és ugyanazon Du' abrazolashoz tartozo partnerek
tehat a (/,(/, 0 W) skalarszorzatok M-t6l nem fliggnek. igy (24.33) az alabbi 6ssze-
figgést adja (a /27 + 1-et elhagyva):

M mi Z Izj_
(74.22a)

=Zb'0;/)V2fTT

mindkét oldalon Osszegezés értendd az w, x, A /t indexekre. A y/frA/i-k lineéris
fuggetlensége miatt ezeknek egyitthatéi a két oldalon megegyeznek egymassal:

(7 fi mvj «x A

M 1 74™ 7i 72_ (2423)
=2 (-)y-@ +1)F A FF 2 mii/ » d
j bl 73 jW\M 72 74™ 7i 73
F A ] 1 (24.23a)

ul 73 7J 27+ 1 27+1
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ezeket hat-/-szimb6lumoknak vagy Racah-egyttthatoknak,12 esetleg &tcsatolasi
egyutthatoknak nevezziik. Az utobbi elnevezés a fenti levezetésre vonatkozik,
amelyben %hullamfiiggvényekrdl a ®-kre tértiink at. Az el6bbiben az 1és 2, az
utébbiban az 1és 3 részecske csatolddik er6sen. A levezetéshél kdvetkezik, hogy a
hat-y-szimb6lumok fiiggetlenek x, A ft-t6i (ezek csak akkor keriltek el§, amikor
(24.22a)-bdl (24.23)-at kihoztuk) és fliggetlenek M-t6l is (amint arra ramutattunk).
Ezt alabb még egyszer bebizonyitjuk. lly modon (24.23) x, 2, ft-ben azonossag.
A hat-/-szimbdlum kizéarélag a benne szerepl6 hat/ fiiggvénye, tehat e hat szam
teljesen meghatarozza annak (szamszer(i) értékét. Megjegyezziik, hogy (24.23)
mindkét oldalan m-re is 0sszegezés van. Mivel azonban (24.23)-ban az utolsé ha-
rom-y-szimb6lum csak akkor nem tlnik el, ha m—x+ii minden /'-re, azért csak
egyetlen tag nem zérus, és a jobb oldal igy csak/'-re valo 0sszegezést tartalmaz.
Mi tébb, ajobb oldali hdrom-/-szimbdlum miatt még az m = x+ un tag is csak akkor
nem zérus, ha M=X+T1=x+X+(n. A bal oldal csak egyetlen tagot tartalmaz, eb-
ben m=x+X, és eltlinik, hacsak M=u+T=x+X+/n nem teljesiil. igy (24.23)
trivialitds, ha M”Ax+X+fj,. Ez nem meglepd, hiszen mind Xfa, mind pedig ®//
csak olyan ip.jpyiyt tartalmaz, amelyre x+?2.+u= M, tehat mas kWiXrk egyutt-
hatéinak 6sszehasonlitasa nem nyujthat informaciot.

A (24.23) egyenlet tartalmazza a keresett dsszefiiggést. Ennek most még néhany
mas alakot is adunk, és még szimmetrikusabban irjuk fel. E célbdl a kontravarians
X, A ftindexeket mindkét oldalon helyettesitsiik a kovariansakkal és hajtsunk végre
ciklikus permutaciét mindkét oldal masodik harom-/-szimbo6luméban. Kulénbdzé
tipusu /-két még éatjeldlve kapjuk, hogy

i\ h o ih 3 1
i R ft, A

(24.24)
-2 (-Ne ,{£ x f;¢t i ) ij ;)m

Ebben az egyenletben négy harom-/-szimbd6lum s ennek megfeleléen négy olyan
/ és [ harmas van, amelynek vektorharomszdget kell alkotnia. Minden harmas ha-
rom tagja (példaul /,/2) szerepel a hat-/-szimbo6lum kiilénb6z8 soraiban; vagy mind-
harom a fels6 sorban, vagy kettd az alséban és egy a fels6ben. Forditva, a hat-/-
szimbdlumot csak akkor definialtuk, ha mind négy yj/Z; hj4\ hkj triplett
vektorharomszoget alkot. Legyen a tobbi hat-/-szimbdlum zérus. Meglehet6sen

12 Valo6jaban R acah W mennyisége a mi hat-j-szimbolumunkkal igy fligg 6ssze:

w(ili22\;/39 = (- Yh+h+he 207 A AJ,
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nehéz (24.24)-ben a hat-y-szimb6lumban valamennyi j és / helyzetét emlékezetbe
vésni. Am nyomban megmutatjuk, hogy minden olyan hat-y-szimbélum egyenlé
egymassal, amely ugyanabbdl a hat /-b6i épul fel, és amelyben ugyanazon triplet-
teknek kell vektorharomszoget alkotniuk. Ennek eredményekeént elég konnyd lesz
(az el6jeltdl eltekintve) (24.24)-re visszaemlékezni. Vilagosan latszik majd az at-
menet ajj 2 (és 1j2 csatolasrdl ajj 2 és /,/2 csatolasra. Mindezek lehetnek akéar
egészek, akar félegészek.

Most bevezetjik az el6z8 szakasz végén emlitett tomor jeldlést. Ez Iényegében
az 0sszes sorindex elhagyasabol all. A szabad sorindexek mindkét oldalon ugyan-
azok, és barmilyen értéket felvehetnek, ezeket tehat nem kell kiirni. Nem sziikséges
tovabba azt sem jelezni, hogy kovariansak-e, vagy kontravaridnsak, ha nem té-
vesztjik szem el6l, hogy e jellegiik a két oldalon megegyezik. A kontrahalt indexe-
ket sem kell kiirni, hiszen ezekre Ugyis 0sszegezni kell. Ekkor azonban fel kell tiin-
tetniink, hogy melyik a kovarians és melyik a kontravarians index. Ezt egy alsd,
illet6leg fels6 ponttal jelezziik. Ha a két pontotfelcseréljik kétolyanj-n, amelyeknek
indexeire 0sszegezni kell, akkor a (—1)2Jszorzd jelenik meg, mert

JX-cirffU -

= (-1)+77"(- wL, ={- 12K -
igy (24.24) a

W20 (/jl)=(- D212 @r+1) £ 2 'Judiwzth (24.242)

tomor alakba irhat6. Ha a bal oldalon a pontok helyzetét megforditjuk, akkor a
(—D2/= () 2i+2n szorzb, ha pedig a jobb oldalon, akkor a (—I)2i= (—yfh+Vi
szorzo jelenik meg.

A (24.19) ortogonalitasi dsszefliggések tomor irdsmaodban:

0y 2-XK LWL )=(2/+1 (24.25)

ahol d(j.,j'.) zérus, haj= f vagy ha a megfelel6 indexek nem egyenlék és egy, ha
j =j' és a megfelel6 indexek egyenl6k és a bal oldalon olyan helyzetiiek, amilyet a
pontok a jobb oldalon jeleznek. Ily médon

6(j..J'i=(-D)20G-j"). (24.259)

Természetesen a tomor jelolést nem lehet mindig alkalmazni, féleg ha ugyanaz a
J az egyenlet egyik oldalan kétszer fordul el6, de indexére nincs dsszegezés. Ebben
az esetben a masik oldalon is el6fordul ugyanez aj kétszer és nincs tampont arra,
hogy melyik index melyiky-vel azonosithatd. Ez az oka annak, hogy a tomaér jel6lés
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a relativisztikus szamolasokban nem el6nyds: ott minden index ugyanarra a térre
vonatkozik. Esetlinkben a témor jeldlés sok szamolast vilagosabba tesz.
Mivel a jobb oldalon &sszegezés vany-re, azért (24.24) a hat-y-szimb6lumra nem

ad explicit kifejezést. Ilyet gy kaphatunk, hogy (24.24a)-t megszorozzuk (/12/3-
mal és kontrahalunk /] és /2 indexeire:

=(-if*2(2;+i)B \

A bal oldalon az /j-ek pontjainak a felcserélésével a jobb oldali (—I)2> kiesik.
A jobb oldal utolso két tényez6je (24.25) miatt a 2y'+1 tényezdt és az sszegezést
eltlinteti;/helyébey3-at kell irni; aholy-nek szabad indexe szerepel, az ugyanolyan
helyzet( lesz, minty3indexe. igy

| (Alzf3)” (24.24b)

Ez valdszin(ileg a Racah-egyiitthatokra vonatkozd legfontosabb dsszefiiggés; a k-
vetkezd szakaszban az irreducibilis tenzoroperatorok maétrixelemeinek kiszdmita-
sara fogjuk majd felhasznalni. A harom-y'-szimbolumok ciklikus szimmetriaja
miatt maris kitlinik, hogy a hat-/-szimbélumok oszlopai ciklikusan felcserélheték.
Hasonloan (24.24)-benyj-ety2-vel és /r et /2-vel felcserélve a bal oldal (—1lyi+h+h+h.
vei, a jobb oldal pedig (—)22_2I+/l+;J+,1+,J+23rvel szorzodik meg. A két oldal
harom:/-szimbdluménak ardnya tehat (—)2,2 2,1+2 tényez6vel valtozik, ami + 1,
hiszen az 13 vektoroknak vektorhdromszoget kell alkotniuk. E két eredmény
Osszevetése azt mutatja, hogy a hat-j-szimbdlum értéke nem valtozik meg oszlopai-
nak tetsz6leges felcserélésekor. Végil yj-et /,-gyel és y2-t /2-vel felcserélve (24.24)
bal oldala (—21)2-lel (mert a kovarians és kontravarians /-kat cseréltiik fel), a jobb
oldal pedig (—\) 2ii~2h+2i-ye\ szorzddik meg; e két tényez6 aranya ismét + 1, mert
ayjyés az I f parok mindegyike vektorharomszoget alkoty2-vel igy a hat-y'-szimbo-
lum véltozatlan marad, ha els6 két oszlopat a feje tetejére allitjuk. Ezt az el6z6
eredménnyel Osszevetve az adodik, hogy a hat-j-szimb6lum nem véltozik meg, ha
barmely két oszlopat allitjuk afeje tetejére. Ay'-knek 6sszesen 24 olyan permutacioja
van, amely a hat-y-szimbélumot valtozatlanul hagyja, ez az 6sszes olyan permuta-
cié, amely a négy vektorharomszdg-harmast tetszéleges modon felcserélild Még
sok mas dsszefiiggés is van a hat-y-szimbolumok kdzétt. A szimmetria-0sszefliggé-
sek még nyilvanvalobba tehet6k, ha (24.24b)-t a teljesen kontravarians CAl2Js) ha-
rom-y'-szimbdlummal szorozzuk meg, és kontrahdlunk az ezekhez tartozé osszes
indexre.

13 Tovabbi részleteket illetéen lasd A. R. Edmonds, idézettm(; L. C. Biedterman, J. M. Blatt,
M. E. R ose, idézett cikk.
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A hat-7-szimbolum kiszamitasara szolgalé legegyszer(ibb altalanos képlet
(24.24b)-ben rejlik. Ennek kiértékelésére 111 fj,2 és I8 killonleges értékei hasznéla-
tosak. A ti\~ —\, H=ji—}, M3=h valasztas adja a harom-y-szimb6lumok leg-
egyszeriibb kifejezéseit. A hat-j-szimb6lumokat a (1-k hasonldé megvalasztasaval
szamoltuk ki implicitena Honi- Kronig-blpblek levezetésénél. r acan eredeti cikké-
ben kissé eltérd kifejezést adott meg.14 Mindazonaltal a szdmoléas faradsagos ma-
rad. A hat-y-szimbohimokra vagy méas ekvivalens mennyiségekre azonban kiter-
jedt tdblazatok allnak a rendelkezésiinkre. sha ry, Kennedy, Scars és Hoyle tabla-
zatalb talan a legjobban hozzaférhat6. Itt csupan harom, meglehetsen trivialis
esetet emlitiink meg: haj2—0, Ggy az /,,j 2 /3vektorok csak akkor alkotnak vek-
torharomszoget, ha /3=/[. Hasonloan j\=j3 a /i.AA haromszogh6l kovetkezik,
igy ha/2= 0, akkor valamennyi nem elt(in6 hat szimb6lum ilyen alaku:

©*F= (miyty,+t e (24.26)
J ¥ 12R8+1/20-bl

A hat-y-szimbdlumok szimmetridja miatt a O barmely helyzetbe atvihet6. Ha /2=,
akkor két tipus van:

0 &% T (DY 2 by bhy (24-262)
A2 2 Al=/ (O~ 21+ 22+ 1) * (24 26b)
U -i j Aj ( } 27,2, + )2A22+1) ('}

ahol J=jl+j2+j.
Végul ha j2—\, akkor négy tipus van:

IA-1 1 A 1, n/[ JI+1)(3-2j- 1)(3-2)) *

A 730z V) (@j- D@+ D@2 D22+ 1)
(24.26c¢)

\h~1 171 _r (.1-205)(.1-21,+ V) (.[-21D (3- 22+ 1) 1*

v2-l 3 Aj N j (2/,+1)27,27'+ )(2y2-1)2/2272+ 1)  °
(24.26d)

14 G. Racah idézett cikk.

15 Tables of Coefficients for Angular Distribution Analysis, CRT—556, Atomic Energy of
Canada, Ltd., (1954). Tovabba Simon, Van der Stuis, L. C. Biedenharn, Oak Rldge National
Laboratory Report 1679 (1954); Obi, Ishidzu, Horie, Yanagowa, Tanable, Sato, Ann. Tokyo
Astron. ObS., 1953—55; Rotenberg, Bivins, Metropolis, Wooten: The 3-j and 6—] Symbols.
Technology Press, Cambridge, Mass.; K. M. Howel1: Tables of 6-/ Symbols. University of
Southampton.
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ih 1 ny[ 207+ N)(J~-20)(7-2/))(T—2/2+ 1) 1*
U-1 j h\ Y > 27,2 + D@1+ 2)(22- D2A22+ 1) °
(24.26€)
ihi 11 J(/+D)—Fi0i+ 1) JoHo+ 1) m
U J h\ Y } [N+ W h + 2)h(2j2+ 1)(2/2+ 2)]i *

Az utolsé képlet a7,=L;/ 5 S'; 7= ¥Yjelolés mellett a Lanc/é-intervallumszaballyal
bizonyul majd ekvivalensnek.

A hat+szimbélumok nem fiiggenek attél, hogy az irreducibilis abrazolasoknak milyen az
alakjuk, ezért lehet kiszamolni azokat az abrazolasokat karaktereinek segitségével. Ez ugyan nem
egészen igaz, mert e szimbolumok definicidjaban néhany el6jel-megallapodas szerepel, azonban
van a hat-/-szimbélumoknak olyan kifejezése, amely e megallapodasoktdl fiiggetlen, ilyen példaul
a négyzetiik. Ezt valoban egy haromszoros integral szolgaltatja:

0 X tK 3 / f XI(RDX2(R px3(*3)*W?3_,)X

X/2r3 ) /3(r1r2 ) df?, df?2

Itt Xia D®, Xi pedig a D® abrazolas karaktere. E képlet levezetését nem részletezziik.
A fentiek mellett a hat-/-szimbolumok még szamos mas 0sszefiiggést is kielégitenek. Nevezete-
sen megmutathat6, hogy az

)

matrix ortogonalis. A hat-f-szimbélum oszlopainak felcserélhet6sége miatt minden ilyen mennyi-
ség—a (21+1)Y2(2/+ 1)h 2hez hasonlé tényezdktél eltekintve — harom valds ortogonalis matrix
egyikének valamely eleme.

Hat-/-szimbélum elég sokféle csoportra definialhat6. Felmeriil a matematikai kérdés, hogy
vajon értékeik meghatarozzak-e a csoportot. Ez a probléma még nincs megoldva.

SPINMENTES TENZOROPERATOROK
MATRIXELEMEI

A tenzoroperator matrixelemeire vonatkozé (21.19) képletet ugyan at lehetne
irni a harom-y-szimbolumok segitségével, azonban ugyanilyen egyszerii azt Gjra
levezetni. Mivel a kérdéses operator a spinkoordinatadk forgatdsa szempontjabdl
skalar, azért annak az 6sszes koordinata elforgatasara vonatkozé w foka egyenld'
a helykoordinatdk elforgatasara vonatkozo p fokaval. A lényegtelen kvantum-
szamokat, N-et, TV-t most elhagyjuk. igy

A T = («A OJ/™ /W ) (24.27)
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azért, mert Or unitér. Wihés Wiha D(J*>, illet6leg a D(J) abrazolashoz tartozik, T’
pedig p-edfokl tenzoroperator (lasd (21.16b)-t), igy

(K /rd4 'im)=
=2 2 DOR)1 D (K T to
r o

mert az uniteritds miatt DA(R *),,= D(P\R)*a. Az egész csoportra integralva a bal
oldalon az / clR—h tényezd, a jobb oldalon pedig egy kétszer kontravarians és
egyszer kovarians, valamint egy egyszer kontravarians és kétszer kovarians harom-
y-szimbdlum jelenik meg. igy

A @"\p°, JMTjr, (24.27a)
ahol

Tir=2 2 (-1)23+2p(3..Pr, J""W "X X ')’
amely m, m', a-toi fliggetlen. A képlet csupan annyit kévetel, hogy 7 és 7' jo kvan-
tumszam legyen, és hogy az irreducibilis T tenzoroperatornak az dsszes koordina-
tak elforgatasara vonatkozo foka co=p legyen. (24.27a)-ban Trj. (21.19) megfelel6

mennyiségének (— /2 7'+ 1-szerese; kiillonben a két egyenlet teljesen ek-
vivalens. Vegyilk észre, hogy a skalarszorzat els§ tényez6jébdl sza&rmaz6 kovarians
komponens voltaképpen kontravarians komponens szerepét jatsza. Ennek az az
oka, hogy amikor a skalarszorzatot szamitjuk ki, akkor az els6 tényezénél komp-
lex konjugaltat kell venni.

Tegylik fel most, hogy a Russel—Sanndrers-csatolas érvényes, és hogy mind
F i mind pedig R (24.15b) mintajara oly 3, illetéleg segitségével allithato
eld, amelyek kilon spin- és kiilon palyakvantumszdmmal rendelkeznek. T 7spin-
mentes operator, vagy legaldbbis skalar a spinkoordinatadk forgatasakor, tehat a
(24.27) matrixelem csak akkor nem tlinik el, ha S=S"; igy (24.15b) segitségével
kapjuk, hogy

(N TYE)=
= /27+112./'+ 1(/,,, S*, LY@M S \ T7-% ). (24.28)

Ajobb oldalon a skalarszorzat fliggetlen 7-t61 és 7'-t6l, tehat nemcsak adott 7-vel és
7'-vel rendelkez6 allapotok, hanem két multiplett tetsz6leges allapotainak a mat-
rixelemei is 0sszehasonlithatok egymassal. A kérdéses allapotoknak nemcsak az
m és m' magneses kvantumszamai, hanem a teljes impulzusmomentumat is K-
I6nb6zhetnek; 7*S—L|-t6l S+L-ig, 7' pedig |5—Lj-t6l S+L'-ig minden értéket
felvehet.
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(24.28)-ban az elsé harom-/-szimbolum a skalarszorzat elsd tényez8jéh6l szér-
mazik. Az egyenletnek ,relativisztikus alakot” adhatunk, ha a kovarians indexek-
b6l kontravariansokat csindlunk és viszont. (24.18a)-hoz vezet6 szamolas minta-
jara

(mS’,U)={-1fV mSVL,) (24.283)

((—D)2/ helyett (—\fs+2L-et is irhattunk volna; vagy a kovarians, vagy a kontra-
varians vektorok jelennek meg az exponensben.) Taa helykoordinatak elforgata-
sara nézve is p-ed foku tenzor, igy (24.27a)-t ismét alkalmazva

Ne T~v)= K ’(LAp®, L:,)TSLSL- (24.29)
ASL; s.' nem csupan p, a, //-t8éi flggetlen, hanem v-t6l is, hiszen ' a spinvaltozék
tekintetében skalar. (24.27a), (24.29) és (24.28) Osszevetésébdl adodik, hogy

(M\P'\ Jm)Tjr =
= (- D2Y 2/+ 1/27+1(7"", Sy, L,XJIm, S\ L)X
X (V*p°L:,)TSL;SL. (24.29a)

Ennek m, m' és a vonatkozasaban azonossagnak kell lennie. igy a (24.24b) azo-
nossag felhasznalasaval és az el6jelek figyelembevételével kapjuk, hogy

Tir=(-i)2>L+str+p p [ 2(+L277TTSLSL.  (24.30)

Ez az &ltalanos képlet, amely a Russel—Saunders-csatolds esetén alkalmazhato,
megadja egy operator két multiplett valamennyi allapotara vett matrixelemeinek
az aranyat, ha ez az operator a helykoordinatak forgatasara nézve p-ed foku tenzor
és a spinkoordinatak forgatasakor invarians. p= 1 esetén ezek a Honi—Kronig-
képletek. Hasonl6 képlet érvényes L és S szerepét felcserélve olyan operatorra is,
amely a helykoordinatak forgatdsakor invarians, azonban a spinkoordinatak for-
gatasakor g-adfokd tenzorként transzformalédik. Ilyen operétor a spin és a kiilsé
magneses tér kdlcsdnhatdsa (q= 1). A (23.24) Landé-képlet szorzéja lényegében
egy Racah-egyiitthato, vagyis hat-y-szimbdlum. E targyat azonban nem részletez-
zlik rovabb, mert a legfontosabb eredményeket mar az el6z6 fejezetben kozvetle-
nebb szdmoléassal megkaptuk.

ALTALANOS KETOLDALU TENZOROPERATOROK

A hat-/-szimbélumok tulajdonsagai elvi szempontbol igen érdekesek. Gyakor-
lati hasznuk attél fiigg, hogy hany részletproblémat egyszer(sitenek, mennyire
fontosak ezek a problémak, és hogy milyen kénnyedséggel lehet e szimbolumokat
kezelni. A hat-y-szimbdélumok tablazatai nehézkesebbek, mint a legtébb matema-
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tikai tablazat, mert hat valtozotdl fiiggnek. Ebben a vonatkozasban még a vektor-
csatolasi egyutthatoknal is nehézkesebbek, mert ez utobbiak lényegében csak ot
valtoz4tol fliggnek. A jelen szakasz problémaja elvezet az igynevezett kilenc-y'-szim-
bélumokhoz, ezek kilenc valtozotol fiiggnek és a fenti megjegyzések még inkabb
érvényesek rajuk.16

Tekintsiik most a T@ kétoldali tenzoroperatort, vagy ahogy azt mar jeleztiik
(24.1)-ben, inkabb a

TI=(co\qepadTep (24.31)

irreducibilis tenzort, amely (24.1a) szerint transzformalodik mind a spin-, mind
pedig a helykoordinatak transzforméaciojakor.17 A Russel—Saunders-csatolast fel-

téve ¥"-et és (24.15b) alapjan ismét kifejezziik a megfelel6 A-kkel. A tdémor
jeloléssel kapjuk, hogy

A t a )=
=1/2J+227'+1 (JISL){(ozqp 9X (24.32)
X(d'm.,S'-L"'-)(51% p3 s:L").

A hullamfiiggvények kontravarians komponenseit nem definialtuk, igy azok in-
dexei mind alsék. Az utols6 matrixelem igy irhato:

(E$ pEM)=(S?, q\S"){U\p\ LB)TS]sI ., (24.32a)
amely (24.27a), illet6leg (24.29) hasonmaésa. irhaté még, hogy

A I)Tir . (24.32b)

Ez az egyenlet tovabbra is érvényes, hiszen csak attél fuigg, hogy J és J' jo kvan-
tumszamok-e. Szamoljuk ki ismét Tjj'~t Tsi, s' segitségével, és bizonyitsuk be,
hogy (24.32) és (24.32b) jobb oldalai egyforman figgnek m, m', r-tél. (24.32) és
(24.32b) jobb oldalait 6sszekotd egyenlet alakja akkor lesz ,relativisztikus”, ha
(24.32) elsé harom-y-szimbolurnaban valamennyi index helyzetét megvaltoztatjuk.
Erre mindig sziikség van olyan szimbolumoknal, amelyek skalarszorzat els6 ténye-
z8jébdl szarmaznak; igy esetiinkben a (—1)2/ tényez6 jelenik meg:

G,w, N)Tn.={- YfrflJ+1Vir+1 (JS.L.)X
(24.33)
X(mq.p.)(J'S"-L"-)(S-qS".)(L-p-L:)TSLsL,.

16 K. Smith, J. W. Stevenson, Argonne National Laboratory report 5776.

17 Figyeljik meg,hogy (24.31)-ben az operator a (24.1)-t6l az (—1)4-P~T1][bni- 1tényezEben
kulénbozik; ez (24.16)-ban szerepel.2
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A jobb oldal 6t hdrom-y-szimbdlumat dsszeszorozva, majd 6sszegezve és elosztva
a bal oldal harom-y'-szimbo6lumaval kapjuk Iényegében a

J S L
a aqp (24.E.5)
JyosoL

kilenc-y-szimbolumot. A kilenc-y-szimbolum eltlinik, ha barmely soranak vagy
barmely oszlopanak harom vektora nem alkot vektorhdromszdget. A kilenc-y-
szimbolumok meghatéarozésat és tulajdonsagait nem taglaljuk. Inkdbb megmutat-
juk, hogy (24.33) jobb oldalan a kifejezés miként tomdorithetd hat-j'-szimbdlumok
segitségével olyan kifejezéssé, amelyben egyetlen harom-y'-szimb6lum van. Ez az
eljaras minden ilyen kifejezésre alkalmazhato, s egyetlen harom-y-szimbdlumot tar-
talmazé invarians egyenletet ad.
(24.33) jobb oldalan az els6 és az utolsd harom-y'-szimbolum szorzata ugyan-

olyan alakd, mint a (24.24a)-ban szerepl§ szorzat, eltekintve a j-k egy ciklikus
permutéciojatél. Ezt azonban (24.10a) segitségével rendbehozhatjuk:

(PL'L-)(ISL)= (- D212 (2/+1)  j, £ }(PSi-)(IL].). (24.34)

Vegyik észre, hogy (24.33) jobb oldalan a masodik harom-y-szimbolum tartal-
mazzap-1, a negyedik S-et, és mindkettd tartalmazza g-1 igy egy atcsatolasi egyiitt-
hatéval p és S kdzds harom-y-szimbolumba vihet6 at:

(S'SqyPa>q)=(—)22 (2/+1)  “ A(S'cofXpSj.).  (24.34a)

A két utolso egyenlet szorzata p ésS' indexeire térténé megfelel§ dsszegezéssel a
(24.25) ortogonalitasi 0sszefliggés segitségével kontrahalhato:

(pLL.)(JISL.)(S'S.g-)(p.mq.)=
(24.35)

=(-D"Ne Z»-+1){; f. {}E£ " ;Ju«.)W ).
E kifejezés felismerhet6 (24.33) jobb oldalan, de még S indexeinek helyzetét meg
kell valtoztatni, igy még a (—)25tényez6 is megjelenik. Ha ezutan még (J'S'L")—

—(S'LJ")-vel szorzunk és S' és L' indexeire kontrahalunk, akkor megkapjuk
(24.33) 6t harom-/-szimbé lumanak szorzatat:

(-\)2H2p+252 (2j+1) &, 4 p " '}
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Ez (24.24b) felhasznalasaval igy irhato:

2N 1, (<

Jj és 5" indexeinek helyzetét meg kellett valtoztatni, és ez még egy (- 1)2+2S ténye-
z@'t hozott be. Az exponens azonban egyszer(sithet§ a kvantumszamokra vonat-

kozo feltételekkel, mely szerint ezeknek vektorharomszogeket kell alkotniuk. Végiil
kapjuk, hogy

Tjr= (-\fal2J+\Y2r+IX
(24.36)

x2(-imH){ 1 ijg;" % 1 3w,

Meg kell jegyezniink, hogy (24.33) jobb oldalanak tényezG6it harom Iényegesen
kiilénb6z& maddon csoportosithatjuk, és ennek megfeleléen a kilenc-y-szimbolumot
harom kilénb6z6 modon allithatjuk el6 mint harom hat-y-szimbdélum szorzatai-
nak az dsszegét. Azért valasztottuk a fenti csoportositast, mert a kdvetkez6 szamo-
last egyszer(ibbé teszi.

Erdekes esethez jutnak, ha co=0 vagyis a T operator invarians a spin- és hely-
koordinatdk egyittes elforgatdsakor. Erre példa a spin és a palyamenti mozgas
kolcsdnhatasanak energidja. Ha «=0, akkor p=q és J=J'. Tovabba a masodik
harom-y-szimbo6lum csak akkor nem t(inik el, ha S’, mésj vektorharomszoget al-
kotnak, ezért az dsszegbdl csak aj=S' tag marad meg. A masodik és harmadik
hat-y-szimbdlum kifejezését (24.26)-bol véve a hat-y-szimboélum atrendezése utan
azt kapjuk, hogy

Ly = s+ A
p

Vip+i Is

Hoanann (24.36)
L>

P= 1 szolgaltatja a Eant/(i-intervallumszabalyt, a p=2 eset a spin—spin-kdlcson-
hatasnak felel meg. A hat-y-szimbolumok a spektroszk6pia mas részein is fel-
bukkannak, igy példaul a komplex spektrumokban a hullamfiiggvények meghata-
rozasanal, a magfizikdban a /*-bomlasnal, a kibocsatott részecskék vagy y-kvan-
tumok szogeloszlasaban, a magreakcidk elméletében és végiil, de nem utolsd sor-

ban az atommag hullamfiiggvényének meghatarozéasanal is fontos szerepet jatsza-
nak. Részletesebb mar korabban ismertettiik e fejezetben.
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25. AZ EPITKEZESI ELV

1. Az épitkezési elvllehet6vé teszi, hogy az atomok energiaszintjeinek elhelyezke-
dését megbecsiljik. Megfigyelve a felhasadast a kiils6 eréterekben, a kivalasztasi
szabalyokat stb., elvileg meghatarozhatdk az egyes szintek jellemz6i, mint példaul
a palyaimpulzus-momentum kvantumszama. Az olyan utalds azonban, hogy egy
adott tipust vonal a spektrum melyik tartomanyaban keresendd, ugyancsak hasz-
nos lehet. Az épitkezési elv ezt a célt szolgélja.

Az épitkezési elv els6dleges jelent6sége azonban nem abban rejlik, hogy fel-
hasznalhaté bonyolult szinképek elemzésében, hanem abban, hogy az energia-
szintek elhelyezkedése az atom legfontosabb fizikai és kémiai tulajdonsagait ha-
tarozza meg. igy példaul az alkalielemek er6s elektropozitiv jellege annak az ered-
ménye, hogy atomjaik viszonylag kis energia felvételével képesek egy elektront
leadni, vagyis az alapallapotuk nincs nagyon messze a legalacsonyabb ionizalt &l-
lapot alatt. Forditva, a nemesgazok tehetetlenségét a kémiai reakcidkkal szemben
az magyarazza, hogy ionizalt és gerjesztett allapotaik és az alapéallapot kdzott ki-
16n6sen nagy az energiakiilonbség. Ezt a gondolkodasmaodot, amely egyébként az
atomfizika legnagyobb részét jellemzi, N.Bohr inditotta el azzal, hogy megmagya-
razta az elemek periddusos rendszerének legfontosabb vonésait. Az épitkezési elv
felfedezésének talan a legfontosabb allomasai a kovetkez6k voltak: A Landé—
Sommerfeld-vtktormodell, a normalis csatolasnak RasseU &l és SAUNDERStOl szar-
mazd megfogalmazasa és az azonos palyak Pauli-féle kizarasi elve. Az épitkezési
elv végleges megfogalmazasa F. Hund kutatasainak eredménye.

Annak érdekében, hogy az energiaszintek elhelyezkedését, vagyis a

. 0 ti2 (d2 d2 d2) Zed 1, «c2 n
I"{ 2mk \dx2 dy2 dza rk}wW 2.,dxrikW W
Schrodinger-egyenlet sajatértékeit megbeszélhessik, induljunk ki az egyszer(ibb
HO = (H,+ H2+ ... + H> = Ef
n2 fii il i) A N
k 2mt [dx2 dy2 dzl) rk

1Lasd a 17. fejezet 10. labjegyzetét.
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egyenletbdl (Z a magtdltés). Az utdbbiban az elektronok

w=2 2= (25.1b)
K=2 i=1 rik
kolcsdnhatasi energidjat elhanyagoltuk,2 ennek hatasat majd perturbacios eljaras-
sal vesszuk figyelembe.

Az eljaras csak akkor jogosult, ha a mag potencialis energidja nagy a W kél-
csOnhatasi energidhoz képest. Ez a feltétel akkor teljesil a legjobban, ha a Z mag-
toltés nagy és az elektronok szdma kicsiny, vagyis ha az atom er@sen ionizalva van.
Az itt alkalmazéasra keriil6 kozelit eljaras alapvet6en kiilonbozik a 22. és 23. fe-
jezetekben hasznalt eljarastol; semmi kdze sincs az

_e2 1
a—Wc~ 137,0

finomszerkezeti alland6 kicsinységéhez, amely pedig oly kritikus szerepet jatszott
korabbi kozelitéseink jogosult voltaban. Ahogy az dimenziés meggondolasokbdl
belathato, az e, h, m alapvet6 allandok (25.1) sajatértékében és annak minden ko-
zelitésében az

W, r (25.E.1)

alakban jelennek meg. Ez ugyanis az egyetlen energiadimenzioju kifejezés, amely
m, e, h-bol képezhetd. (Az egyszerl Schrodinger-egyenletekben a ¢ fénysebesség
nem jelenik meg.) Ezért a kozelités, amelyet most vizsgalunk meg, nem vezet az
energianak a finomszerkezeti allandd, vagy a természet barmely mas kicsiny allan-
déja szerint halado sorfejtéséhez, eltekintve talan az er6sen ionizalt atomoktdl,
amikor 1/Z szerinti sorfejtésnek tekinthetd.

A (25.1) Schrodinger-egyenlet megoldasat tliziik ki célul a jelen fejezetben. Ez
képezte az el6z0 fejezetek meggondolésainak kiindul6pontjat (ez a ,,nem pertur-
balt probléma”, masként a ,,durvaszerkezet”). Ebben a vonatkozasban azok a fel-
tételek, amelyek mellett elvarhatd, hogy (25.1a) j6 kozelitését adja (25.1)-nek, ép-
pen ellentétesek azokkal a feltételekkel, amelyek mellett (25.1)-nek az el6z6 feje-
zetekben targyalt modositasai pontosaknak tekinthet6k. (25.1a) megoldasai szol-
galnak megbizhaté kiindulasul (25.1) megoldasainak felkutatasahoz, ha (25.1b)-
ben a W perturbécio kicsiny. Ekkor azonban (25.1) sajatértékei, amelyekre (25.1a)
sajatértékei felhasadnak, egymashoz kozel helyezkednek el. Ezzel szemben a finom-
szerkezeti felhasadas szamitasa akkor valik a legfontosabbd, ha (25.1) sajatértékei
egymastol tavol vannak.

Ezek az el6z0 fejezetek és a jelen fejezet kozelitéseinek viszonyara vonatkozé
megjegyzések csak tajékozodasul szolgalnak; szdmos olyan eset fordulhat el6,

2 Amint arra alabb ramutatunk, ez talsagos egyszerdsités.
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amikor mindkét kozelités hasznos és jogosult, és szdmos olyan, amikor egyik
sem az.

Van egy korllmény, amely igen elényds az atomszintek épitkezési elv segitségé-
vel torténd kiszamitasdban, mégpedig az, hogy az elektronok kolcsénhatasi ener-
giajanak nagy részét a mag potencialjanak mddositasaval figyelembe lehet venni.
Ha példaul, a Li-atomban két Ggynevezett A'-elektront (N= 1) és egy erésen ger-
jesztett elektront tekintiink, akkor az utébbi majdnem teljesen az e/r magpotencial
hatasa alatt kering, mert a valodi 3e/r potencialt a két V-elektron ,,ledrnyékolja”,
mivel ez utdbbiak majdnem biztosan a mag kdzvetlen szomszédsagaban tartdz-
kodnak. Ily médon helyesebb (25.1a)-ban a Ze2r Cou/om/j-potencial helyett a
madositott potencialt hasznalni. Természetesen, ha (25.1a)-ban ilyen helyettesi-
tést csinalunk, akkor (25.1b)-t is megfelel6képpen meg kell valtoztatni ahhoz, hogy
(25.1a)-val egyutt ismét (25.1)-et kapjuk vissza. A learnyékolas elméletét a kvan-
tummechanikaba elészor Hartree illesztette bele. Ez az energiaszintekre és mas
atomi tulajdonsagokra meglep&en pontos értékeket szolgéaltatott.3

Az épitkezeési elvnek altalunk adottlevezetése siateric | ered.4Noha sem a nem
perturbalt (25.1a) probléma, sem pedig a (25.1b) perturbacio nem tartalmazza a
spinkoordinatakatsemmilyenformaban, s1a ter mégisbevezeti azokat mar a kezdet
kezdetén. Ez a latszolagos bonyodalom voltaképpen nagymértékben egyszer(siti
a meggondolasokat, mivel kezdettdl fogva az antiszimmetrikus sajatfliggvényekre
korlatozhatjuk a figyelmiinket. lly mddon sajatfliggvényeknek nem a rp” fliggveé-
nyeket tekintjik (ezek az elektronok Harca/Ter-koordinatainak felcseréléseibdl
all6 szimmetrikus csoport valamely A >brdzolasanak bizonyos sorédhoz tartoz-
nak), hanem a 22. fejezetben bevezetett 3% fliggvényeket, amelyek a spinkoordi-
natakat is tartalmazzék, és az elektronok Osszes koordinatainak permutacidival
szemben antiszimmetrikusak. A multiplett rendszere a spinkoordinatak
QRforgatasai soran 6ltenek testet: a SM-k a dk transzforméaciok vonatkozasaban

Vsorahoz tartoznak.

2. Jelélje a H, operator sajatfliggvényeit (lasd 17. fejezet 2. szakasz) az egyetlen

b index:

H AYH(xK, yk, zk)=E bf b(xk, yk, zK). (25.2)

A b ,palya” igy az N f6kvantumszédmot, az / palya impulzusmomentumot és a fj,
magneses kvantumszamot jelenti. Feltessziik, hogy az arnyékolas feloldja a vélet-
len elfajuldsokat, vagyis azonos N-hez, de kiilénbdz6 /-hez tartoz6 sajatértékek
egybeesését (ilyen a hidrogénatom tisztan centralis Coulomb-terében fordul el6).

3D. R. Hartree: Proc. Cambridge Phil. Soc. 24, 89 (1928); J. C. Stater: Phys. Rév. 35,
210 (1930); V. Fock: z. Physik. 61, 126 (1930); 0. R. Hartree: The Calculation of Atomic
Structures. Wiley, New York, 1957.

4). C. Stater: Phys. Rev. 34, 1293 (1929).
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igy a kiilénb6z6 /-hez tartozd szintek még azonos N esetében is elkildniilnek.
Mind a részletes elmélet, mind pedig a kisérletek azt mutatjak, hogy az egyforma
jV-hez tartozo szintek kozil a kisebb I-liek alacsonyabban helyezkednek el, mint a
nagyobb I-( szintek. H,, H2 ..., HEcsak abban kilonbdznek egymastol, hogy mas
valtozdkra hatnak, igy sajatértékeik szamszer(ien ugyanazok és a sajatfliggvényeik
is megegyeznek attol eltekintve, hogy mas és mas valtozdk szerepelnek bennik.

Az s spinkoordinata bevezetésével minden f b(xk, yk, zk) fuggvénybdl két sajat-
fuggvény képezhetd:

VbA*K, Yic>  sk)=y=hotk, vk, zK) dSka (25.3)

Tehat HO-nak az dsszes xbylt zu st, xn yn zn, sn valtozotdl fliggd sajatfligg-
vényei M/ sajatfliggvényeinek a szorzataként allnak el6:

Whisto2 mern VW.OP Yo A) Y2712 metyortfSYi* WY A’ sn)-
(25.4)

Barmely két sajatfiggvény, ipbiai . bren és thVi by n ortogonalis, ha valamiben is
killénboznek: ha b~b], akkor a skalarszorzat az xt, yt, zt valtozokra térténd in-
tegralas miatt, ha at” a\ akkor az s-re tortén6 0sszegezés miatt tlinik el. (25.4) sajat-
fuggvények a ffj, 92 tr3, ..., anértékek valamennyi — azaz 2" szamu — rendszerére
az

E—Ebl+ Ebl+ ... + Em (25.4a)

sajatértékhez tartoznak.

A Hamilton-operator invarians tovabbé az elektronok Op permutécidival szem-
ben; az dsszes olyan sajatfliggvény, amelyet (gy kapunk, hogy az Ofoperatorokat
alkalmazzuk igd@ fo(hre, ugyancsak a (25.4a) sajatértékhez fog tartozni:

0P%X..%,JT,2", ...,n")=%iai(1) - (25.5)
Itt P az %f ’ ’r’],jl permutécid, k pedig az xk, yk, zk, sk véaltozdkat jel6li.
A tényez6k atrendezése (25.5) jobb oldalat d,aL(T)...».~.(n'j-be viszi . Ha
tehat T, 2', ..., n' helyébe 1,2, ..., n-et irunk, akkor

O.p¥Wi...b,cr,,0’ 2, . . n)=Vhi'tn>..&Bt, (I, 2, ...,n). (25.5a)

Vilagos, hogy (25.5a)
Ebv+ ER2 + eem+Em

sajatértéke azonos a (25.4a) sajatértékkel.
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Gyljtsik dssze a (25.4a) sajatértékhez tartoz6 ama sajatfiiggveényeket, amelyek

sy

94CTL.b,0,5 QpéPbwi...b, ori ®PiVbicn...bnon" » (25.6)

Az ilyen figgvénycsaladot konfiguracionak nevezziik. A konfiguraciot tehat n sza-
mu (bkok) szimbolum jellemzi:

(ViXVz)- «M(VI=W ilh<h)W 2/W -o-W M ), (25.E.2)

a szimbolumok sorrendje mellékes. Vilagos, hogy barmelyik olyan (25.5a) sajat-
fuggvénybdl, amelyben mar alkalmaztunk egy permutacidt, pontosan azokat a
Ezért a konfiguracié (25.E.2) szimbdlumaban a b-k tetsz6leges sorrendje elGirhato,
igy példaul az is, amelyben

Ni~N “" (25.7)
li=h+u ha N~N i+,

ha »="iid(=//+i»
(25.7a)
MN+17 ha N ~Nj+i, li=1l+],

Minden sajtfiiggvény csak egyetlen konfiguracidéhoz tartozhatik hozza, és a kii-
16nb6z8 konfiguraciok sajatfliggvényei egymasra ortogonalisak, mivel két kii-
16nb6z6 (25.4) alaku fuggvény ortogondlis egymasra.

Ha adott konfiguracio fliggvényeire az Op operatort alkalmazzuk, akkor az
eredményil kapott fiiggvények a konfiguracié eredeti fliggvényeinek a lineéaris
kombinéaciojaként kifejezhet6k; ezek valdjadban maguk a konfiguraciét alkoto
fuggvények. lly mddon a (25.6) sorozathoz az 0 P-k csoportjanak, tehat az n-ed-
fok( szimmetrikus csoportnak valamilyen abrazolasa tartozik. Az eme abrazolast
redukald matrix segitségével a (25.6) fliggvények oly lineéaris kombinacioi képez-
het6k, amelyek az 0 P-k csoportjanak irreducibilis dbrazolasaihoz tartoznak. Meg-
forditva, a (25.6) fliggvények eme ,irreducibilis” figgvények linearis kombinacioi-
ként irhatok fel. A Pauli-elv miatt eme irreducibilis linearis kombinaciok kozil
csak az antiszimmetrikusakra, vagyis ORdpbiai BR¥iantiszimmetrikus komponen-
seire van sziikségiink. Ezeket (12.6) szerint igy képezhetjik:

2 eP"PIPHbia...f = 2 SpQPPHbiai...brm; (25.8)

Itt eP értéke +1 vagy —1 aszerint, hogy P paros vagy paratlan permutacié; ez a
(12.6)-ban szerepldé D (R)f az antiszimmetrikus abrazolasra. Egy konfiguracid va-
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lamennyi fliggvényének (25.8) antiszimmetrikus komponense el6jelt6l eltekintve
ugyanaz a fliggvény; ha PJEE akkor (25.8) éppen a

YWiO) %ioi(2) e YWi(«)
06Z1) - V)

. ; (25'8a)
. . (2) oo
eterminans.5

Az 0 P%I10L. bren figgvény niai.. w  t6l csak abban kiilénbézik, hogy a val-
tozdk fel vannak cserélve, tehat a megfelel§ antiszimmetrikus linearis kombinacio
(25.8)-t6l csak abban kiilonbdzik, hogy az xk, yk, zk, sk valtozok fiiggvényei nem a
k-adik oszlopban allnak. igy az eredeti fiiggvényhez az oszlopok atrendezésével
juthatunk el, ami legfeljebb el6jelvaltassal jar egyiitt.

Forditva: a (25.6) fuggvényekbdl antiszimmetrikus kombinacié csak (25.8a)
alakban képezhetd. Ha ugyanis F antiszimmetrikus, akkor az

F=2CpOpVW1..im,

egyenldség két oldalanak antiszimmetrikus részét egymassal egyenlévé téve azt
kapjuk, hogy F egy alland6tol eltekintve nem egyéb, mint /biai . lnen hiszen a
jobb oldal minden tagjanak antiszimmetrikus komponense %iai  bren

igy adott konfiguracio fliggvényeib6l legfeljebb egy antiszimmetrikus lineéaris
kombinacié képezhetd, s6t még egy sem, ha a (25.E.2) csaladban olyan i, k par for-
dul el6, amelyre at=ak és b~bk (vagyis Nt=Nk, It=1lk, =yk), mert ebben az
esetben (25.8a)-ban két sor megegyezik, tehat a determinans zérus.

Minden olyan konfiguracio tehat, amelyben by=bk és ax=ak egyitt egyetlen i, K
parra sem teljestl, olyan allapotot szolgaltat, amelyet a Pauli-elv megenged. Az
olyan konfiguraciot, amelyben barmelyik i, k parra bt=bk és oi=ak, a Pauli-elv
kizarja. Ez a Pauli-LLe ekvivalenciaelv eredeti megfogalmazasban, amelyet a
kvantummechanika kifejlesztése el6tt csak a (25.1a) nem perturbalt problémara,
tehat olyan Hamilton-iiiggvényre mondtak ki, amelyben az elektronok kdlcson-
hatdsa nem volt figyelembe véve, s amely igy minden elektronhoz egy palyat ren-
delt hozza. A kvantummechanikdban a Pauli-elv eredeti formaja csupan kildn-
leges esete annak az altalanos kovetelménynek, amely szerint minden elektronok-
bal allo rendszer hullamfliggvényének antiszimmetrikusnak kell lennie.6

A Pauli-elv eredeti alakjabol kovetkezik, hogy olyan bx b2, ...,b n sorozatok,
amelyekben harom palya azonos, bt= b ~ bk, nem tartozhatnak megengedett kon-

5A frd. tényez6 a 9biai..,ba normaélasara szolgél. (A 25.8a) alaku kifejezést gyakran Slater-
determinansnak nevezik.

6 W. Heisenberg €S P. A. M. Dirac mutatott erre el6szoér ra. Megallapitasaik a spektral-
elmélet csoportelméleti targyalasanak alapjaul szolgaltak.



figuradéhoz, mert megengedett konfiguracioban ekkor szikségképpen atZ ak,
Oi"0j és ami lehetetlen, tekintve hogy a a-k csak a —1, +1 értékeket vehe-
tik fel. Egy palyan legfeljebb két elektron tartézkodhatik.

3. Most mar meghatarozhatjuk ama megengedett allapotok szamat, amelyek-
nek energigja (25.4a) volna, ha az elektronok kozott a kdlcsénhatas eltlinnék.
Ha a H/.-knak (mint xk, yk, zk fliggvényeinek) Ek sajatértékei mind egyszeresek
lennének, akkor a a-k kiilénb6z6 értékrendszereihez tartozo 2” konfiguracio kozil
a megengedetteket kellene csak leszdmolni. Ha t6bb fiiggvény sajatértéke Ek, akkor
az E=Ebi+Eb2+ ... +Emenergidhoz tartoz6 minden lehetséges b kombindcidt is
figyelembe kell venni.7

Nemcsak arra vagyunk kivancsiak, hogy a (25.4a) energiaju allapothdl az
elektronok kozotti kdlcsonhatas folytdn hany allapot keletkezik, hanem arra is,
hogy ezek milyen jellegliek, vagyis milyen a multiplett rendszeriik és milyen a pa-
lyakvantumszamuk. Ez utébbinak csak akkor van értelme, ha a rendszer forgas-

szimmetrikus, ami a benniinket elsésorban érdekld atomoknal igy is van.
A kovetkez6 meggondolasban csak a spin- és a Ztesraries-koordinatak elfor-

gatasaval, vagyis Qfl-rel és Pp-rel szemben mutatott szimmetriat hasznaljuk fel.
Az elektronok permutacidival szemben mutatott szimmetriat nem vizsgaljuk.
A Ztecwto-koordinatak elforgatasa csak a gdmbszimmetrikus esetben szimmet-
riaoperacio, a spinkoordinatdké azonban mindig az, hiszen sem a (25.1a) kiinduld
probléma, sem a (25.1b) perturbéacié nem tartalmazza a spinkoordinatakat. igy az
egész probléma invarians olyan operatorokkal szemben, amelyek csak a spin-
koordinatakra hatnak. Korlatozzuk vizsgalddéasainkat a QR forgatasokra, hiszen
ezek mar elegend6ek az egyes perturbalt szintek multiplett szerkezetének a meg-
hatdrozasahoz. A megvizsgalando teljes szimmetria az 0 P-knek a direkt szorzata
a Qs-ekkel és izotrop esetben még a Pwekkel is.

4. Tekintsik el6szor az anizotrop esetet. Ha a nem perturbalt E szint %biai  brth
antiszimmetrikus kombinacidira a QR operator hat, akkor ismét antiszimmetrikus
sajatfliggvény adodik ugyanazzal a sajatértékkel, ezek tehat az eredeti fliggvények
linearis kombinacidiként kifejezhet6k. Az egyitthatok a forgascsoport dbrazola-
sat alkotjak. Ha a Qsa-ek csoportjanak D(SSirreducibilis abrazolasat ez az abrazo-
las As-szer tartalmazza, akkor As szolgéltatja az S multiplett rendszer azon anti-
szimmetrikus szintjeinek sz&mat, amelyet a perturbaci6 hozott létre az E=Ehi+...
... + Emenergidju szintbdl. A forgdscsoport valamely abrazolasanak irreducibilis
komponensei a Z korili forgatasok matrixaibol hatarozhaték meg. Ha e matrixok

7  Altalaban felteszik, hogy a 6-knek csak olyan kombinaci6i adnak ugyanolyan energiat,
amelynél az

Ebi +Ebi+ mms+Eb, =FC+EC+ = +EC,

egyenletben az energiak kilon-kilon — a bal és jobb oldalon — paronként megegyeznek.
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kozott a kétdimenzios forgascsoport (exp (imp)) abrazoldsa amszer fordul eld,
akkor a D(5) irreducibilis abrazolast az egész abrazolas As=as-a s+1-szer tartal-
mazza (lasd a 15. fejezet 1. szakaszat).

Legyen R egy a szdg(i forgas Z koriil. Ekkor a QRoperéator a (25.6) konfiguracio
fliggvényeit egyszeriien exp ... +0,,)i>]-vel szorozza meg. Ugyanez érvé-
nyes a %iai  bn antiszimmetrikus kombinaciora is, ez tehat a Z korili forgata-
soknak az m=}(o0,i+ 02+ ... +crm) magneses kvantumszamu abrazolasahoz tarto-
zik. Ha az E sajatértéknél amolyan megengedett konfiguracid van, ahol  + 02+ ...
...+an=2m, akkor a perturbacio e szintet as—as+l szintre hasitja fel; ezek a
spinkoordinatak forgatasaira nézve D(S>-hez tartoznak.

A megel6z6 paragrafusokban az anizotrop esettel foglalkoztunk, lassunk hat olyan példat,
amelyben H”-nak Ek sajatértékei mind egyszeresek. Négy elektron esetében egy kétszeresen és
két egyszeresen betoltott palyara

by—E2\b2'b%, by oh

és a tr-k kdvetkez6 kombinacioi adnak egy-egy antiszimmetrikus sajatfliggvényt:

VII. tablazat

Példa négy elektron antiszimmetrikus kombinacidira

o1 02 A3 ad K»l +<x2+03 +°i)
-1 +1 -1 -1 -1
-1 +1 -1 +1 0
-1 +1 +1 -1 0
-1 +1 +1 +1 +1

Tekintve, hogy by=b2a konfiguracidk leszamolasanal feltehetjiik, hogy apwa?2 (lasd (25.7a)-t),
de a Pauli-elv miatt owio2, tehat csak ax-~02 fordulhat elé.

’

1y

a0=2; Gj=1; a2=ab—...=0

és Gj= 1 szamu szint van, amelynek abrazolasa DO), és a0—j = 1 szint, amelyé

Az oly szint, amelynek 25+1 antiszimmetrikus fliggvénye a QRekre nézve
D<s>szerint transzformalddik, az S multiplett rendszerhez tartozik. Ha ugyanis
bevezetjik a spinkdlcsdnhatast, akkor altaldban (az anizotrop esetben) 25+1
finomszerkezeti komponensre hasad fel. Konnyen bebizonyithat, hogy a multi-
plett rendszer definicidja azonos a korabbival. A 22.fejezet szerint az s-ek minden
olyanfliggvényének, amely a QR-ekre nézve D”l-hez tartozik, a Q P-kre nézve A (S)*-
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hoz kell tartoznia. Tovabba minden oly F antiszimmetrikus sajatfliggvénynek,
amely a ®p-kre nézve A(S)*-hoz tartozik (lasd (12.10)-et),

2 2 AMNP)YWQPF=~ F (25.9)
P n SS

a Pp-kre nézve A(S)-hez kell tartoznia. Ez pedig éppen a multiplett rendszer defini-
cidja!Az utdbbi allitds (25.9)-bél, F antiszimmetrikus voltabol, (vagyis O PF=sPF),
a Qp=PP_10p azonossaghol és a (22.17) egyenletbdl kdvetkezik. Tehat

2 2 AG\P)MPP-IOPF=2 2 AAXp-'t, Pp-iePF=
P x P x
(25.9a)
=2 27 %(p-J1lpp-.f,
P x

mivel Ep=EP-i és A(S unitér.

A W perturbacio hatasara a %iai _£0,-ek helyes linearis kombinacioi egyszer(-
en a 22. fejezet azon Es fliggvényei lesznek, amelyeket a (25.1) Schrodinger-egyen-
let spinmentes sajatfliggvényeib6l képeztiink.

A Sllier-mddszer jelentds vonéasa, hogy alkalmazésakor a (25.1) Schrddinger-egyenlet szim-
metriajat a Descartes-koordinatak permutacioival szemben egyaltalan nem kell megvizsgalni,
ehelyett a spinkoordinatak Qp forgatasaival kapcsolatos invarianciat vesszik szemigyre. Tekint-
sik példaul azt a kivalasztasi szabalyt, amely az optikai &tmeneteknél a szintek multiplett rend-
szereivel kapcsolatos (ez az interkomhbinéacios tilalom). Ez a szabaly abb6l ered, hogy a kiilénb6z6
multiplett rendszerekhez tartozé sajatfiiggvények a Qp-ek vonatkozasaban kiilonb6z6 abréazola-
sokhoz tartoznak, és hogy a szorzas (xt+x2+ .. .xn)-nel a Qp-ekkel szemben szimmetrikus, hi-
szen ez a leicorfei-koordinatdkat nem érinti. (Kordbban az interkombinéaciés tilalmat abbdl ve-
zettik le, hogy a kiilénb6z6 multiplett rendszerekhez tartoz6 sajatfiiggvények a Descartes-koor-
dinatdk Pp permutéacidibol allé csoportnak a kiilonb6z6 abrazolasaihoz tartoznak.) Nem alkal-
maztuk a Slater-mddszert a jelzett szélsdséges alakban, mert az 6sszes szimmetriatulajdonsag és
ezek minden lehetséges alkalmazasa érdekel benniinket.

Noha kell olyan helyzeteknek léteznitik, amelyekben a Descartes-koordinatak Pp permutacioi-
nak vizsgalata szélesebb érvény( kdvetkeztetésekhez vezet, mint egyedil a Qp-eké, mégis meg-
lepd, hogy a Qp-ek csoportja milyen mértékben hasznéalhaté fel oly eredmények levezetésére,
amelyek kdzvetleniil a Pp-k csoportjaval szembeni invariancidb6l kovetkeznek.

A Stoer-mdédszer alkalmazhatésaganak lényeges kovetelménye az, hogy a tekintett részecskék
belsé koordinatai csak két értéket vehetnek fel. Ha olyan részecskéket vizsgalnank, amelyeknek
harom lehetséges orientacidja van (ilyen példaul a nitrogénmag, amelynek spinimpulzus-momen-
tuma M és nem \K), akkor a Qp-eket definial6 egyenletben (21.6b) D(1) szerepelne D<*2) helyett.
Ez ajelen fejezet meggondolasait alig befolyasolna. Azonban azok a kdvetkeztetések, amelyeket
az ilyen elméletben a forgéasinvarianciabdl (tehat a Qp-ekkel szembeni invarianciabél) vonhat-
nank le, joval korlatozottabbak lennének, mint azok, amelyek a Pp-kre vonatkoz6 invarianciab6l
adodnak. Valdjaban ebben az esetben a Schrodinger-egyenlet szamos szintje egybeesnék, és ezt
az egybeesést egyediill a Qp-ek vizsgéalatdval nem lehetne megmagyarazni. Ekkor vagy tovéabbi
operatorok bevezetésére van sziikség, vagy pedig a Pp operatorokkal szembeni szimmetriat kell

332



felhasznélni csaklgy, ahogyan azt az épitkezési elv elsé levezetésekor tettiik.8 Ez az oka annak,
hogy miért taglaltuk e kényvben mind a részecskék Uejcaries-koordinatainak permutacioit,
mind pedig szimmetrikus csoport abrdzolasait és hogy miért bizonyitottuk be elektronokra
expliciten a Q R-ek és a Pp-k ekvivalenciajat.

5. A gdmbszimmetrikus és az aszimmetrikus eset kozott az a f6 kiildnbség,
hogy a gdmbszimmetrikus esetben a csupan xk, yk, és zk fiiggvényének tekintett
H, BE%k sajatértékei nem egyszeresek, hanem (2lk+ I)-szeresek,9 és nemcsak a
multiplett rendszert, hanem a teljes Hamilton-operator szintjeinek palyaimpulzus-
momentumat is meg kell hatarozni. A nem perturbalt szinteket a palyak f6- és
palyakvantumszamainak megadasaval jellemezzik:

NJi, N22, see NJ,.. (25.E.4)

A (25.E.4) nem perturbalt szintek konfiguracioit ugy kapjuk meg, hogy ezek szim-
bélumaiban még fi és a minden lehetséges értéket felvehetnek:

N2 D2 .. (N1, jxD,)=
(25.E.2)
= (bIOi)(bDd2). ..(brory, (K H 4, ok= % 1),

(25.E.2)-ben Nk, Ik és jik értékét (25.7) korlatozza. Mivel csak megengedett kon-
figuraciokkal kivanunk dolgozni, azért (25.7a) helyett irhatjuk, hogy

6r<<r+1 ha N,=Ni+i, /~/r+, (25.7b)

Minden megengedett konfiguraciéra csupan egyetlen antiszimmetrikus (25.8a)
sajatfliggvény létezik.

Alkalmazzuk a OpP/r operatorokat a (25.E.4) tipusu sajatfiggvények anti-
szimmetrikus linearis kombinacioira, és az eredményil kapott fliggvényt fejezziik
ki az eredetiekkel:

Q rE R'%Niti/uioi.. .NnInBnOn

(25.10)

[32' NGO e >ywmom; Biai.. ...NntnB'na*n*

a
A MR, R!) matrixok ekkor a Q kek és Pn.-k csoportjainak direkt szorzatat abra-
zoljadk. Ha MR, R") a D(S>(R)X 0 ,L>(R) irreducibilis abrazolast ASL-szer tartal-

8LASAE .W igner:Z .Physik.43,624(1927)218—258;M.Delbruck, ugyanotts51, 181 (1928).
Valamely konfiguraciobol eredd szintek e cikkben szerepl6 modszerekkel gyorsabban hataroz-
hatok meg. A jelen szakasz médszere (amely Siaterisl szarmazik) azonban szemléletesebb és
jobban memorizalhato.

9 Ha H/, valéban (25.1) alak( volna, akkor az E(NkIK) (Ik=0, 1, 2, ..., N"—1) sajatértékek
egybeesnének. Feltettiilk azonban, hogy a Coulomb-tér eléggé le van arnyékolva ahhoz, hogy a
sajatértékek szétvaljanak.
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mazza, akkor a W perturbéacio hatésara a (25.E.4) szint ASL szdmd S multiplett
rendszerhez és L palyakvantumszémhoz tartoz6 szintre hasad fel. A y-k megfelel§'
kombinacidi szolgalnak els6 kozelitésil a 22. fejezetben S~ f-vel jeldlt mennyiségek
kiszamitasahoz.

Latni fogjuk, hogy az ASL szdmok kiszamolasahoz ismét elegend6 azokat a
A(R, R') matrixokat meghatarozni, amelyekben R és R’ elforgatdsok Z koriil.
Ha R egy a szdg( forgatas Z koril, akkor

Q<a00P/M fiviri .. Nnlnfiren
(25.11)

OO0 i iU
"fi P*
~{a'oolpiar «-Vw" kiszdmitasaban P{a-00}-t az egyes tényez6kre kilon-kilon

alkalmazzuk; eredményill a tényez6t kapjuk szorozva exp (z"a'j-vel. igy

L {002/ Yhai .. N)Lua,
(25.11a)

T P ANGfifiiffi o, Nif/uwio
mert ez az

W iWiANihIhPd- meWr.Mn)

konfiguracio minden sajatfliggvényére, tehat ezek tetszdleges linearis kombinacid-
jara isigaz. A (25.11a) egyenlet azt fejezi ki, hogy az egyes elektronok impulzus-
momentumainak Z komponensei additivek. (25.11)-b6l és (25.11a)-bdl kovetke-
zik, hogy
Qia00NaCOXiVi lifiioi.. Ninlhin
(25.12)

— pi H(CT1+CT2+ +mm+3a,,)j N i(Bi+H2+ eeesne )*

AWI/MNol ... N

Azok a A(f?, J?) matrixok, amelyek a spin- és a Deycariey-koordinatanak a,
illetleg a' sz6gl Z koruli elforgatésanak felelnek meg, diagonalisak; a
sajatfliggvénynek megfelel§ elemik exp [/(ra+,««")], ahol

I=A(ql+ 02+... + ) és [Ix=(/ii+u2+ ...+ LJ.

E matrix atlojat ugy kapjuk meg, hogy dsszegezzik exp [/(ra+ /ix")]-t az Osszes
megengedett konfigurdcidra. A(jR /?) igy kapott karaktereit (R, R’ forgatdsok
Z koril olyan) tablazatba foglalhatjuk Ossze, amilyent a 198. oldalon talalunk.
Itt minden v-hoz egy sor és minden /r-h6z egy oszlop tartozik, a metszésiknél
annyi kereszt van, ahany megengedett konfiguracio létezik az 1(a) + a2+ ... +a,,)=v
M+ 2+ wm feltételek mellett.
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Példaként lassunk keét elektront, amelyek a p allapotban vannak (/= 1) és nem-
perturbalt energiaik egyenl6k. A megengedett konfiguraciokat a VIII. tablazat
tartalmazza.

VIII. tablazat

Két elfajult P allapotu elektron megengedett konfiguracioi

KoL A P @ 0 Y,
i 1 1 1 -2 0
2 1 1 0 1 -1 1
3 1 -1 0 1 1 0
4 1 1 1 0 1
5 1 1 1 0 0
6 1 0 -1 -1 0
7 110 1 1 1
8 1 1 1 0 0
9 1 1 1 0 1
10 0 0 1 0 0
1 0 1 1 1 1
2 0 1 1 1 0
3 0 1 -1 1 0
m 0 1 1 1 1
5 1 1 1 2 0

A f6- és palyakvantumszamot a konfiguraciok szimbolumaibol elhagytuk; ezek értéke minden
esetben 2, illetéleg 1. Tehat (2 1 pk ak) helyett csupan (pk ak)-t irtunk.

Az utolsé két oszlop +p2—u-t, illetbleg 2(al+a2)=v-t tartalmazza. A IX.
tablazatban a megfelel§ metszésnél a VIII. tablazat minden sora egy kereszttel sze-
repel.

IX. tablazat

Két ekvivalens P elektron spin- és palyaimpulzus-momentumanak Z komponense

2 1 0 1 2
1 L + +
0 + + o+ + + + + + +
1 + + +
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Ez a tablazat a Q(0yP{'oo} csoportelemeknek a karaktereit foglalja 6ssze a
A(R, IR) 4brazolasban. Masrészt ezen elem karaktere a D<S>x D(i) irreducibilis
abrazolasban

2 [DO){a, 0,0)X D("({a', 0,0)wVil= | | ’eKraW).9 (25.13)

Jlu=—L v=*—

Ezta /X tablazat formajaban olyan négyszdggel abrazolnank, amelyben mindenitt
egy kereszt volna és v —S-t6l +A-ig, a pedig —£-t61 +L-ig terjedne. A 1X. tabla-
zatban szerepl6 karaktert irreducibilis karakterek 0sszegeként, vagyis mint egy-
szeres keresztekb6l alld négyszdgek dsszegeként felfogva, a vu metszénél a keresz-
tek a szadma az ASL szamok 0Osszege lesz; ASL a A(R, i?")-ben el6fordulé ama
D<s>x D<£) dbrazolasok szama, amelyekre és L=\,u\:

ary~-oS'L+ As+1'L+As+2'L+ mw
-b-4s,E+l+ 4s+],z.+]+ ®ee+-45,Z +2+4s+]|,L+2+ mmm (25.14)

Itt Ast ama S multiplett rendszer( és L palyakvantumszamu szintek szamat is je-
lenti, amelyek a perturbacio hatésara a (25.E.4) szintb8l keletkeznek. (25.14) sze-
rint

Asl=usl~as+i, I~ asiL+i+ aS+i,L+v (25.14a)

Eszerint a A(R, R') abrazolas irreducibilis komponenseit teljesen meghataroz-
zak azon elemek karakterei, amelyekre R és R' elforgatasok Z kordil, hiszen ezek
a karakterek a (25.13) irreducibilis karakterekre csak egyféleképpen bonthatok fel.10

A VIII. tablazat szintjeire (25.14a) azt adja, hogy An=1; Al2=1; A@C=1¢és a
tobbi Asi zérus. Két ekvivalens p elektron1l tehat egy ® egy ID és egy ’S szintet
szolgéltat. A X. tablazatban az exp [/(ra+ua')] &brdzolasi karakterrel rendelkezd
szintek szimbolumait tiintettik fel a keresztek helyett.

10 Ez azért van, mert a Q/;-ek ésa PR -k direkt szorzatdnak minden osztalya tartalmaz olyan
elemet, amelyben mind R, mind R'Z korili forgatds. Mivel minden abrdzolasban egy osztaly
valamennyi elemének egyforma a karaktere, eme elemek karaktere meghatarozza a teljes karak-
tert.

1 Az/=0, 1,2,3, ... palyakvantumszamu palyak neverendre 5,p, d,f, .... Két palya akkor
ekvivalens, ha fékvantumszamuk megegyezik. igy a IX. tablazatban szemiigyre vett konfiguracio
(Np, Np) vagy masként (Np)2. A teljes rendszer szintjeit S, P, D, ... jeldli annak megfelelGen,
hogy L=0,1, 2, ... 25+1 értékét fels6 bal oldali, J értékét als6 jobb oldali indexszel jeldlik:
3P0, Pj, P3sth. Lasd még a 8. fejezetet.
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X. tablazat

Két p elektron megengedett szintjei

\

-2 _i O 1 2
-1
1 ¥ P
0 {D Ilgg:’ ISIDP IDP 'D
1 P P P

6. Meghatarozhatjuk az igy kapott szintek paritasat is. Az egyelektron-problé-
ma sajatfiggvényeinek paritasat a palyaimpulzus-momentum / kvantumszama
adja meg (19.17): w>=(-I)". Ezért (0, = P, a tukrozést jelenti):

° A (N)eee<f£(*)=P/Ad).-.P,0 )=
(25.15)

N-161 és (T,-tdl fliggetlendl. A (25.E.4) sajatérték minden sajatfiggvényének parita-
sa (- I),1+,2+" “'+/" és az Osszes perturbalt szint paritasa is ennyi. Tehat a (25.E.4)-
b6l szarmazo Osszes szint paritasa pozitiv, ha az egyes palyak palyakvantumszamai-
nak li+12+. Osszege paros; a paritas negativ, ha az 0sszeg paratlan. Ebbdl
kdvetkezik tobbek kdzt, hogy az ugyanazon (25.E.4) perturbalatlan szintb6l szar-
mazé szintek kdzott elektromos dip6l-atmenet a Laporte-szabélly miatt tiltott.

7. Kérvonalazzuk végiil az energiapertubacio elsd kozelitésének kiszamolasat.

Jel6lje WL, %2 ... azokat a Ziv/ UG, . . fliggvényeket, amelyekre
pi+p2+ ... +pn=p és a,+a2+ ... +an=2v. Ezek szerepelnek egy-egy kereszttel a
IX. tAblazat vp metszésénél. Amaf Ffil, f w2, ..., helyes linearis kombinaciok, ame-

lyek valamely D® X DN9 abrazolas vp sorahoz tartoznak, a z,u, X2
fuggvények linearis kombinacioiként irhaték fel:

fun= (25.16)

A transzformdacids matrix unitér, mert mind a jj*-k mind pedig az/ -k ortogona-
lis rendszert alkotnak:

ux'fvux‘)—av Y>d Uy'/.'Zrut')=
(25.17)

=2 “A £t~ N 2 u*uyl>r
w n
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Az/ sajatértékében az energiaperturbacid az elsé kozelitésben (/,,,,, Wfnj). A per-
turbacio: energiak osszege minden *-ra, vagyis az olyan szintekre, amelyekre
SsM és L= |/l| az u ismerete nélkil is kiszamolhato:

2 W,J=2 2
X x AA’
(25.18)

= 2 AMAAYNZruA» 2 (2r[iA> W ZVI(A).
AX A

Ebb6l a (25.E.4)-bbl ered6 5 multiplett rendszer(i és L palyakvantumszamu szin-
tek perturbacids energidinak 0sszegére kdvetkezik, hogy

2 AESLk= 2 [(Isla>WZsla)-(Z stu.ew s+tua) -
(25.18a)

~(ZSLHA* " [ZsL+19'1 (ZS+JTHAWZSHT +1R%
amely (25.14a) hasonmasa.

Ha a perturbalatlan probléma (25.E.4) szintjébdl csak egyetlen S multiplett
rendszer(i és L palyakvantumszamu szint keletkezik, akkor ennek energiajat
(25.18a) kozvetlenil szolgaltatja; ebben az esetben (25.18a) megoldasa csak kvadra-
tura kérdése.

Ami (25.18a)-ban a skalaszorzatok kiszamitasat illeti,

(ZNilifiiai .. NdndrQY AZiVA/IpiCTI .
(25.19)

=-.2 («pOpv 0 f).. Wifp.Op, < * ,41)..
W pp

A W-vel kommutald unitér spo » operator ero p 1 gyandnt a masodik tényez6
elé atvihetd és BP.0 P.-\e\ dsszeolvaszthatd. Az dsszegezést most P IP'=T-re le-
het elvégezni P' helyett, igy egy n\ tényezd is megjelenik. igy (25.19) jobb oldala
igy alakithat6 at:

i (*":(1)e 2 W.zMNr*'4D ...*:(»)).
i*k 7

Itt W-t az j-edik és a fc-adik elektron kdlcsonhatasanak megfelel6 Wt tagok
dsszegére bontottuk fel.
Tekintsiink most egy W/Anak megfelel§ tagot. Ezt részletezve

2 2 i- i A(1)*-0)*x
7 si..s,,J J (25.20)

XW,*e70 TA 0 ) ee- A (") d*<eeedze
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Ha T itt nemcsak az /-edik és a &-adik elektront érinti (vagyis I' nem az azonossag,
sem pedig az (ik) transzpozicio), hanem mondjuk j-t /*-be transzformalja, akkor
(25.20)az Xj, yj, zy re térténd integralas és az nyre tértén6 6sszegezés soran eltlinik,
mert a yjj* és a rfify sajatfliggvények ortogonalisak egymasra, és megengedett
konfiguracioban nem fordulhat el egyszerre, hogy N}=Nr ; /.= ly ,pj=uy ésa}=ay.
igy a Wft-s tag kiszamolasanal elegend6 a T helyébe az azonossagot és az (ik)
transzpozicidt tenni. Mindkét esetben az integralas a Descartes-koordinatakra, az
Osszegezés a spinkoordinatakra (az /-edikt6l és a Acadiktdl kilénb6z6 Osszes
elektronra kiterjesztve) 1-et ad. Végil (25.20) igy alakul:

ﬂ' [eeoe]
(25.20a)
-A (0 V »)] dx,dy, dz.dxkdykazk.

Ha most behelyettesitjiik, hogy 4$£(i)=4$£(rd»Sai (ahol r. az ;-edik elektron
Xj, ¥,, Z, Ztescartes-koordinatait jeldli), akkor az sh nAdsszegezés elvégezhetd:

f - f VENV)* viVt)-
-A AM\EV TV AV g] dY, dy, dz, d\Adyk dzk. (25.21)

Osszeadva a (25.21) integralokat az 0 szdmu (ik) pérra és az osszes olyan

konfiguracidra, amelyeknél //,+/2+ ... +y és
ffi+°2+ ... +ffn=2v, megkapjuk az dsszes olyan (25.E.4)-bél keletkez§ szint per-
turbéacios energigjanak (25.18) dsszegét, amelyre Ss|r| és L s \u\. (25.18a) meg-
adja az energia megvaltozasat az elsd kozelitésben dsszegezve adott 5-hez és L-hez
tartoz6 valamennyi szintre.
Ami a szamolas tovabbi részleteit és a bizonyos esetekben explicit szamitasok
nélkil elvégezhetd (25.21) integralok kiértékelését illeti, az olvasonak 5 1ater4 ere-
deti munkajat kell fellitnie; ott még érdekes numerikus példakat is talalhat.
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26. AZ IDOTUKROZES

AZ IDOTUKROZES
ES AZ ANTIUNITER OPERATOROK

Az elszigetelt rendszerek szimmetriacsoportja az el6z6 fejezetekben megvizsgalt
elforgatasokon és tlikrozéseken kivil térbeli és id6beli eltolasokat, tovabba mozgd
koordinata-rendszerre tortén6 atszallasokat is tartalmaz.1Az ilyen rendszer alla-
potainak szdma végtelen, az energiaoperator spektruma folytonos. Errél mar ko-
rabban, a 17. fejezetben szOt ejtettiink. Az 6sszes allapot végtelen halmazahol
véges allapotsokasag valaszthatd ki: ezeknek impulzusa zérus és energiaja vala-
milyen meghatarozott érték. A zérus teljes impulzusi rendszerek vizsgalata felel
meg a spektroszkopia nézépontjanak. Ekkor ugyanis az atomi vagy molekularis
rendszereknek csupan a bels6 energigjaval foglalkozunk, a kinetikus energiaval
pedig nem. Voltaképpen azonban a spektroszkdpiai mérések pontossagat gyak-
ran korlatozza az atomok vagy molekuldk mozgasa. Ilyen esetekben mindent
megtesznek e mozgasok sebességének a lehetd legnagyobb mérvii csdkkentéseére.

Azzal, hogy a zérus impulzus esetére korlatozzuk a vizsgalatainkat, a mozgd
koordinata-rendszerekre torténd atszallasokat kikiliszoboltik. Lényegében az el-
tolasokat is elintéztiik, mert a zérus impulzusl rendszer hullamfliggvénye invarians
a térbeli eltolasokkal szemben, a t idGeltoldsnak az id6ben pedig a trividlis
exp (—Et/%) szorzd felel meg; itt E az allapot energidja. Ahogyan azt mar korab-
ban megemlitettiik, a zérus impulzus feltevése helyettesithet§ valamilyen statikus
kils6 er6térnek, példaul rogzitett mag terének feltételezésével. Ezzel a transzlacids
szimmetriat és a mozgd koordinata-rendszerre torténd atszallast ugyancsak el-
hagytuk a szimmetriaelemek kdzil. Mindenesetre Ggy tlnik, hogy igy a probléma-
nak a mar megvizsgaltakon kivil nincs mas szimmetridja. Ez azonban nem teljesen
igaz: a i - - i transzforméaci6 még egy tovabbi szimmetriaelem. Ez a spallapotot
olyan ®&p>allapotba transzformalja, amelyben minden sebesség (beleértve az elekt-
ronok ,,porgését” is) psebességeihez képest ellentétes iranyd. (Ily médon a ,,moz-
gas iranyanak megforditasa” talan szerencsésebb, azonban hosszabalmasabb ki-
fejezés, mint az id6tikrozés.) Az id6tiikrozés és az id6 mulasaval a rendszerben

1 Ennek és a kovetkez6 szakasznak a vizsgalatai nagymértékben hasonléak a szerz6nek a
Gottinger Nachrichten, Math-Phys.-ben az 546. oldalon megjelent cikkével, (1932). Lasd G.
Luders; Z. Physik. 133, 325 (1952).
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bekovetkezd valtozasok kozétt igen fontos Osszefliggés van. Az idébeli viselkedést
a

d<p/dt=-(i/h)H(p (26.1)

id6figgd Schrodinger-egyenkt irja le. Jeldljiik Pk-vii a staciondrius allapotokat
és Ej.-val a megfeleld sajatértékeket. A iid6tartam elmuiltaval a g0= 2 uk4k alla-
pot megvaltozik: k

90=2 « /T 9i—2 ak~iFulhdk (26.1a)

A (26.1a) altal leirt transzformaciot ,,t tartamu id&eltolasnak” nevezziik; ez unitér
operacio.

Tetszbleges allapoton egymasutan végrehajtott kovetkez6 négy operacio ered-
ményeként a rendszer az eredeti allapotba tér vissza. Az els6 operaci6 id6tiikrozeés,
a masodik t tartam( id6eltolas, a harmadik ismét id6tiikrozés, a negyedik pedig
ismét t tartamu idGeltolas. A négy operacio egyuttvéve visszaallitja a rendszer ere-
deti allapotat, hiszen az id6 mulasa a tiikrozés utan a rendszert az id6ben vissza-
felé tereli. Masrészt a két id6tiikrozés egymast kiegyenliti a sebességek irdnyanak
vonatkozasaban. Mondhatjuk tehat, hogy

(? tartamU id6eltolas) X (id6tilikrozés) X (t tartamu id8eltolédsjx (id6tikrozés)
egyenértékii az egységoperatorral. Masképpen

(t tartam0 id6eltolas) X (id6tlikrozés)=
(26.1b)
= (id6tlikrozés)X (—Ltartamu id6eltolas).

A (26.1b) két oldalanak megfelel operatorok egymastol legfeljebb 1 abszolut-
érték({ numerikus tényez6ben kilonbdzhetnek, amelynek nincs fizikai jelent6sége.

Mivel © szimmetriaoperator, barmely két P és @& allapot kdzott az atmeneti
valdszin(séget valtozatlanul hagyja:

(Y, ®)|=[(0Y ,B®)|. (26.2)

Ekkor a 20. fejezet fliggelékébdl kovetkezik, hogy 0 Ugy normalhatd, hogy a két

(20.29) egyenlet kozll valamelyiket kielégitse. A 20. fejezet fliggelékének a vizs-
galata mar arra mutatott, hogy 0 a két lehet6ség koziil a masodikat elégiti ki,

vagyis azt, amelyet minden tisztan térbeli szimmetria esetén ki lehetett zarni. Erre

(26.1a) alapjan is kdvetkeztethetlink, de a fliggelék gondolatmenetét kévetve koz-

vetlenebbdil 1athatd be. Ez akkor a legegyszerlibb, ha a Px P2 ... ortogonalis

fuggvényrendszert a Hamilton-operatoT sajatfliggvényeivel azonositjuk; ekkor a

if-k a stacionarius allapotok. A 0'/y,-k ugyancsak stacionarius allapotok, 'P, és

0 P, ugyanahhoz az energiaértékhez tartozik.
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Ha (20.29)-b8l az els6 lehet6ség is érveényes volna, akkor 0 linearis operator
volna. Ez ellentmondashoz vezet, amib6l kovetkezik, hogy 0-ra (20.29)-b6l a ma-
sodik lehet6ség érvényes. Az ellentmondast Ugy mutathatjuk ki, hogy tetsz6leges
allapotot kifejtiink a stacionarius allapotok szerint:

(26-3)

Tegylk fel, hogy 0 lineéris, ekkor
0PG 2<*No (2639)
Mivel is EK energiaju stacionarius allapot, azért a t id6tartam soran

exp (-iE j/k)0¥Vba megy at, ezért a 0 Oallapot t id6 elmultaval atmegy a
®,=2ax-"B*"*&Y's (26.3b)
allapotba. Ennek azonban ugyanannak az allapotnak kell lennie, amelyet a
o =2 a”B-n V*
allapotbol kapunk, ha r4 0-t alkalmazzuk. Mivel O lineéris, azért ez igy irhato:
©¢ ,= 2 ay tkihm x (26.3c)

amely altaldban nem allandészorosa (26.3b)-nek, mert a kitevék el6jelében eltérés
van. igy ellentmondéshoz vezet az a feltevés, hogy O linearis, és 0 (20.29) méasodik
lehet8ségét elégiti ki. 0d,, allandd szorzétol eltekintve a kovetkezd:

-Jr (2*©iN+ a*&P2+a*©f'3+...).
u\

0® Odefiniciojaban az allandd tényezével szabadon rendelkezhetiink. Ezt a\laf
nek vélasztva

00G0 (21 )= 2 ax0dk (26.4)

Az olyan operatort, amely adott teljes és ortogonalis Wk rendszer mellett (26.4)-et
tetsz6leges a,, a2 ... sorozatra kielégiti, antilinearis operatornak nevezziik. Ez ha-
sonld egyenletet elégit ki barmely fliggvényrendszerre vonatkozéan. Ha példaul

h,=2W
akkor

ad0+/3d,=a 2 2 bJPK=2 (*ak+RbRV K
tehat

0(a® o+/?2®,)=0 |2 («a*+/V *j=

=2 («aHBRb,)*9WH a* 2 2
=a*0Po+/?*0d 1
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Az utobbi egyenlet, mely szerint
0(a®o+/3P ,)=a*0P o+/ *0P| (26.5)

barmely ®0és &, mellett barmely a, B szamra érvényes, az antilineéris operator
szokasos meghatarozédsa. Ez az egyenlet annak a kdvetkezménye, hogy a O id6-
tikrozési operatorra (20.29)-b6l a masodik feltétel érvényes, és hogy 0(2axdx)-ra
a (26.4) normalast valasztottuk. 0 antilineéris, de ezen kivil tetsz6leges fliggvény-
par esetén még (26.2)-t is kielégiti. Azokat az operatorokat, amelyek (26.2)-t és
(26.5)-6t kielégitik, antiunitér operatoroknak nevezzik. Ezekre az operatorokra
normalalakot vezetink le.

A legegyszer(ibb antiunitér operacio az, amikor a komplex konjugaltra tériink
at. Ezt az operaciot K-val jel6ljik. K-nak az a hatasa, hogy az utana kovetkezd Ki-
fejezést annak komplex konjugaltjaval helyettesiti:

K<p=<p*. (26.6)
Vilagos, hogy a K operator antilinearis. Mivel
(K, KP)=(U"*,d*)=(4",d)*, (26.6a)

azért K (26.2)-t is kielégiti, tehat antiunitér. Tovabbifontos tulajdonsaga, hogy
K2=1. (26.6b)
K2b= K(KD)=Kd* = (d*)*=.

Valéban:

Vizsgaljuk meg a K és a 0 antiunitér operator és U=0K szorzatat. Ez lineéris:
n@d0+/?®d,)= 0K(ad o+ /3P,)=0(a*P* + B*<&*)=

=a0®o +/300*= a0KP o+/30KDP 1= and o+/3nd 1

Tovabba 0K a skalarszorzat abszolutértékét valtozatlanul hagyja, mert mindkét
tényez6je rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Ily médon kielégiti a 20. fejezet flig-
gelékének a feltevéseit, nevezetesen (20.29) els6 feltételét, tehat unitér. Kovetkez-
tetésképpen minden antiunitér operétor, tehat © is egy unitér operator és a komplex
konjugalas operatoranak szorzataként irhato fel:

0K=U; 0—UK (26.7)

Ez az antiunitér operatorok normal alakja. Ebb&l kovetkezik, hogy 0 kielégiti
(26.4)-et és (26.5)-t és hogy

(00, 00)=(MKD, uKP)=(Kd, Ko),
tehat (26.6a) minden antiunitér operatorra érvényes, vagyis

(0D, 00)=(P, ®)*=(D, D). (26.8)
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Megjegyezziik tovabbd, hogy két antiunitér operator szorzata unitér:

NKNKO=nKun20*=u,(n20 *)*=nmn*o,

vagyis

U,KUXK =U 1U2. (26.9)

Hasonléképpen unitér és antiunitér operator szorzata antiunitér.

Az id6tlikrozés operatoranak még egy fontos tulajdonsaga van: bar ®d altala-
ban nem ugyanaz az allapot, mint ®, mindazonaltal a 0 20 =00® megegyezik
a o allapottal. Ezért 0 2d csak allandé tényezében kiilénbozhet ®-t6l. Meg-
mutatjuk, hogy ez a tényez6 vagy + 1vagy pedig -1. Ha 0=UK, akkor

0 2=UKUK=UU*=cl. (26.10)

U unitér volta miatt ULJt= 1, tehat (26.10) azt jelenti, hogy U*= clh vagy U—cU',
ennek transzponalja U'=cU, tehat U=cU'=c2J. Ez azt adja, hogy c= + 1, tehat
U vagy szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus és

02=+1. (26.10a)

Az olvaso fel fogja ismerni a (24.3b)-ben mar alkalmazott indokolast. Kés6bb
majd Kitlinik, hogy a fels6 el6jel érvényes az egyszerl Schrodinger-egyenletben,
valamint a spint tekintetbe vev6 elméletben akkor, ha az elektronok szdma péros.
Az els6 el6jel érvényes az olyan elméletben, amely a spint figyelembe veszi és az
elektronok, vagy még altalanosabban a félegész spinl részecskék szdma paratlan.

A (26.10a) 0sszefiliggés csak magara az id6tiikrozésre igaz, nem pedig az id6-
tikrézésnek és mas szimmetriaoperatornak a szorzatara. Ez az id6tukrozésnek,
mint fizikai operacidnak az invollciés2 természetébdl kdvetkezik. (Két egymas-
utani id6tlikrozés helyreéllitja az eredeti allapotot.) Ezt a tényt fejezi ki a 0 2=cl
egyenlet. Az azonban, hogy c csak +1 vagy —1 lehet, O antiunitér jellegének ma-
tematikai kovetkezménye. A helyzet teljesen kiillénb6z6 attol, amellyel a forgata-
soknal talalkoztunk. Ha R egy n szdg(i forgatas, akkor mint fizikai operacio in-
voldcids. Tekintve, hogy Owben egy tényez6 szabadon marad, gy lehetne 0 Awet
normalni, hogy 0*=1 teljesuljon. Valdjaban a 20. fejezetben végrehajtott norma-
las folytdn paros elektronra 0~=1, paratlan 0 |= —1. Ez azonban a normaélas
eredménye, mig (26.10a) automatikusan teljesiil. Valoban, ha 0 helyett coO-t
hasznalunk, ahol M =1 (amely megengedett), akkor sem valtozik meg 0 2:
0)0(00=0x0*00 —0 2

2 Involuciésnak vagy involutorikusnak akkor nevezziik az operatort, ha négyzete az egység-
operacio.
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AZ JDOTUKROZES OPERATORANAK
MEGHATAROZASA

Az id6tikrozés szempontjabol a fizikai mennyiségeknek két fontos osztalyat
kilénboztetjik meg. A helykoordinatak, a teljes energia és a kinetikus energia
tartozik az els6 osztalyba. Annak valdsziniisége, hogy e mennyiségek valamilyen
Acértéket vegyenek fel, gre és 0</-re egyforma, akarmilyen legyen is . E mennyi-
ségek nem fliggnek az id6t6l, vagy pedig az idévaltozénak csak paros hatvanyat
tartalmazzak. Ennek eredményeként a mozgas iranyanak a megvaltoztatasa nem
érinti ezeket a mennyiségeket. A sebesség, az impulzus, az impulzusmomentum és
a spinnek adott irany komponense tartozik az operatorok masodik osztalyaba.
Ha e ezek valamelyikének értéke A akkor Oy-re ez - Alesz. E mennyiségek az
id6valtozonak paratlan hatvanyat tartalmazzak. Elképzelhet6k természetesen
olyan fizikai mennyiségek is — mint példaul egy koordinata plusz egy sebesség —,
amelyek egyik osztalyba sem sorolhatok. Ilyen mennyiségekkel azonban a tovab-
biakban nem foglalkozunk.

Az els6 osztalyba tartozd mennyiségeknek megfeleld operatorok felcserélheték
0-val. Valbdban, ha q ilyen operator és \mx az az allapot, amelyben q a Xx értéket
veszi fel, akkor gx=Xxgx. Tekintve, hogy ®pxTa g ugyancsak a Xx érteket veszifel,
ezért q®yx=Xx@ fx. Ha <ptetszbleges hullamfiggvény: (p=Waxpx akkor q lineéris
volta miatt

0g<p=002 axix=0 2 axXxyx= 2 axXx®rpx. (26.11a)

tekintve, hogy Xx valés. Masrészt
g®<p=q0 2 ajfx=q 2 a&®\px=2 aJl ©¥*=2 a*Xx@px. (26.11b)

Kovetkezésképpen, haq az els6 osztaly operatora, akkor
0q=q0. (26.11)

Viszont, ha p a masodik osztaly operatora, akkor ugyanez a meggondolas ahhoz
vezet, hogy

Op=-po0, (26.12)

vagyis 0 ezekkel az operatorokkal antikommutal. Az el6z6 indokolas csak akkor
érvényes szigortian, ha g-nak és p-nek pontspektruma van, azonban bebizonyit-
hato, hogy (26.11) és (26.12) az els6, illet6leg a masodik osztaly valamennyi ope-
ratorara teljesdl.

Tekintslik el6szor az egyszer(i Schrodinger-elméletet, amelyben a spint nem
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vessziik figyelembe. Legyen 0 = UK és x barmelyik helykoordinata, ekkor 0 x= x0
kovetkeztében
UKx<p= Uxqp*=xUK7>=xU<p*, (26.13)

tehat U felcserélhet6 az olyan operaciéval, amely szorzas egy helykoordinataval.
A (h/Qd/dX impulzusoperator a masodik operatorosztalyhoz tartozik, tehat (26.12)
szerint
\JK(h/i)d<p/dx= —(h/i)\Jdf*/dx=
(26.13a)
A-(h/i)(d/dx)UKf=-(k/i)B(\J'p*)/dx.

Az impulzusoperatorban i kiejti (26.12) minusz el8jelét, s igy U a barmely hely-
koordinata szerinti differencialas operatoraval is felcserélhet6. Ebbdl arra kovet-
keztetiink, hogy U egyszer(ien szorzds valamilyen 1 abszolutérték( allanddval.
Ezt az allanddt tetszés szerint valaszthatjuk meg; legyen hat 1-gyel egyenld. igy a
spint figyelmen kiviill hagyd elméletben

0=K; &q>=<p*. (2614)

Ez azt mutatja, hogy a stacionarius allapotok hullamfliggvényei valamennyien va-
I6snak valaszthatok. Ez esetlinkben meglehet6sen nyilvanvald kdvetkeztetés, hi-
szen a Hamilton-operator valds. Helyénvald azonban megjegyezniink, hogy (26.14)
csak akkor érvényes, ha a koordinata operatorat x, az impulzus operatorat pedig
(h/i)d/dx alakunak tételezzik fel (lasd a 4. fejezetet). Ha ,,impulzuskoordinatékat”
hasznéalunk, tehat a koordinataoperatorokat ihd/ap-vel, az impulzusoperatorokat
pedig a p valtozokkal vald szorzassal helyettesitjilk, akkor ha 0 = UK jelélve U
nem az egységoperator lesz, hanem p helyébe -p -1 ir be;

U -pb ..., -P=<p(Pi,P2>ees>Pf)e (26.14a)

Tekintsiik most az elméletet, amely a spint is figyelembe veszi. Az U operatornak
(26.13)-at és (26.13a)-t most is ki kell elégitenie, de ezek az egyenletek nem elég-
ségesek U teljes meghatarozasahoz, csupan arra utalnak, hogy U nem hat a Des-
car?es-(hely)-koordinatékra, a .spinkoordinatakra azonban hathat. Ebben a vonat-
kozéasban éppen ellentétes jellegii a 20. fejezet spinmentes operatoraival. 0=UK
meghatarozasa érdekében meg kell vizsgalnunk az su,s s lz ..., snx sny, s,z spin-
valtozok viselkedését id6tikrozéskor. A spinvaltozok, akéarcsak az impulzusmo-
mentum, a masodik operatorosztalyhoz tartoznak, tehat 0-val antikommutalnak.
Az sfcek az dsszes /(=1,2, ..., ri) esetében valdsak, tehat

0 s/*= UKs/x= UsiK.
Ennek -s,x0 = - s XUK-val kell egyenlének lennie, tehat s/x antikommutal

U-val. Ugyanez igaz az s,zkre is, mert ezek is valosak. Ezzel szemben az imagina-
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rius s(>ok felcserélhetek U-val. Tehat
W x=-siU; W, =e,U; Us,,- - 5s,U. (26.13b)

Egy e kovetelményeket teljesitd operator az 6sszes imaginarius spinoperator szor-
zata:
U=S|32l83l....s,,,, (26.15)

Ez U tébbszoroseitdl eltekintve valéjaban az egyetlen olyan spin mentes operator,
amely a (26.13b) egyenletek kozil barmely kett6t kielégiti. Tegytk fel, hogy ezen
egyenleteknek létezik egy masik U,U megoldasa is.Ekkorkdvetkezik, hogy
Ur nek valamennyi s,,, s,v, s/z-vel, tehét a

r|S,z+c-22Zf-... + ¢, s (26.E.1)

kifejezéssel is felcserélhetének kell lennie a c-k tetszéleges értéke mellett. Az olyan
matrix azonban, amely az 0sszes ilyen matrixszal felcserélhet6, diagonalis, mert a
c-k megfelel§ valasztasaval elérhetd, hogy (26.E.I)-nek ne legyen két egyenld dia-
gonalis eleme. Masrészt

(sN+sMjish+5j,).. .(S,mt5,,2) (26.E.2)

egyetlenmatrixeleme semtiinik el, tehat csak az allandématrix  cserélhet§ fel
mind (26.E.1)-gyel, mind pedig (26.E.2)-vel. Mivel 0-ban van még egy szabadon
valaszthaté allandé, azért irhatjuk, hogy

© = siys2>— snyK, (26.15a)
vagyis
o®(n-,, z, 5. « Xy Yon Zysy S55)=
(26.15hb)
= >-%-..-*np(Xryu 2l _jr,, ..., %, YN 2,

Koénnyen bebizonyithatd, hogy 0 2= 1, ha n paros; 0 2= —1, ha n paratlan. Létezik
0-nak egy masik alakja is, amely abbdl adddik, hogy D6/2>({0, s, 0})=isy. Tekint-
ve, hogy Q(QAN}DL/2({0, ti, 0}) alkalmazasat jelenti az 0Osszes spinvaltozora, az
Osszevetés (26.15a)-val azt mutatja, hogy

0 = (-0"® {Q,,0K- (26.15¢)

Vezessilk le végll az id6tlikrozés és a koordinata-rendszer elforgatdsanak meg-
felel6 Or vagy Ouoperatorok szorzatai kozott fennallé dsszefliggéseket. A forga-
tasok és az id6tikrozés mint fizikai operaciok egymassal felcseréibeték, tehat
0*0 és 00* egymastdl csak egy cR allando szorzéban kilénbdzhetnek, amely
azonban fligghet J?-t6l. Tehat

0-'0*0=c*O0* wvagy 0->0uW = cuOu. (26.16)
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Két ilyen egyenlet szorzata 0«0 S= o rs miatt azt adja, hogy
CReSORS=©-10/D 0 1050 =0 >0« =crsors. (26.16a)

igy a cR szamok a forgascsoportnak (vagy az u-k kétdimenzidés unimoduldris
unitér csoportjanak) abrazolasat alkotjak. Mivel a valddi forgascsoportnak vagy
az unitér csoportnak egyetlen egydimenzids abrazoldsa az azonos abrazolas,
azért c«= 1, tehat

0*0=00« vagy OW=00U (26.17)

barmely forgatdsra. Ez az egyenlet kozvetlen szdmolassal is igazolhat6, hiszen
egyenérték( a

Da2>R)s}-syD "AR)* (26.17a)
egyenlettel.

Az el6z6 érvelés nem zarja ki annak lehet6ségét, hogy (26.17) két oldala ellen-
tétes el6jelli, ha R nem valddi forgatas. A teljes forgascsoport megfelel6 cR abra-
zolasaban (1) felel meg a valddi forgatasoknak, (- 1) pedig azoknak, amelyeknek
-1 a determinansa. Konnyen igazolhatd azonban, hogy (26.17) a tértiikrozés O,
operatorara is igaz. Ezért azonban igaz valamennyi eddig megvizsgalt szimmetria-
operaciora is.

Természetesen e szakasz meggondolasai még nem bizonyitjak, hogy a kvantum-
azonban rdmutatnak, hogy ha invariansak, akkor a ®= UK id6tiikr6zési opera-
tort allando tényez6t6l eltekintve (26.14) vagy (26.15a) szolgéltatja az egyszerd,
illet6leg a 20. fejezetben ismertetett elmélet kereteiben.

A SAJATFUGGVENYEK TRANSZFORMACIOJA
ANTIUNITER OPERATOROKRA

Az id6tiikrézési szimmetridnak az atomszinképek elméletében nincs nagy hord-
erejl kovetkezménye. Sokkal hatdsosabb eszkdz azonban az olyan alacsonyabb
szimmetridju rendszerek vizsgalataban, mint példaul a sokatomos molekuldk vagy
valamely kristaly atomjai. Tulajdonképpen el6sz6r a polarizaciés sik elfordulasa-
nak vizsgalata soran fedezték fel3; ez olyan jelenség, amely szimmetriasikkal egyal-
talan nem rendelkez8 rendszereknél figyelhet6 meg. Igen fontos az a felismerés,
hogy a csoportok linearis transzformaciokkal t6rténé abrazolasanak elmélete nem

3 H. A. Kramers, Koninkl. Ned. Akad. Wetenschap., Proc. 33, 959 (1930). Az id6tikrozés
jelent6ségét a klasszikus elméletben csak nemrég fedezték fel: H. Zocher, C. Torsk Proc. Natl.
Acad. Sei. U. S. 39, 681 (1953).
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biztosit elégséges matematikai alapot az olyan szimmetriacsoportok kezeléséhez,
amelyek antiunitér operatorokat tartalmaznak, igy sziikség lesz all. fejezet né-
hany gondolatmenetének megismétlésére.

Ahogy arra mar korabban, a legkifejezettebben a Si(ira-jelenség targyalasanal
mények levezetésénél szemiigyre vett csoport nem a fizikai transzforméaciok cso-
portja, hanem e transzforméaciokat létesit6' kvantummechanikai operatorok cso-
portja. Ha az elektronok szdma paratlan, akkor az elforgatasokat létesité6 kvan-
tummechanikai operatorok az u kétdimenzioés unimodularis unitér transzforma-
cidk csoportjaval izomorfak és a forgascsoporttal csak homomorfak. Hasonl6an
©2ebben az esetben nem u= 1-nek, hanem u= —I1-nek felel meg. A teljes csoport
az unitér Oués az antiunitér 00 Utranszformaciokbol all. A szorzasi szabalyok a
kovetkez6k

OrOu=0ni, 00, Ow=00Ts
(26.18)
Oy 00n=00yl> ©O, 00a=04HIT

A két utolsé egyenlet (26.17) kdvetkezménye és az utolsdban a felsd el6jel érvényes
paros, az alsé pedig paratlan szamu elektronra. A (26.18) szorzasi szabalyokbol
kitinik, hogy az unitér operatorok 2 index( normalis alcsoportot alkotnak, és az
antiunitér operatorok alkotjak eme alcsoport mellékosztalyat. Ugyanez igaz min-
den olyan csoportra, amely mind unitér, mind pedig antiunitér operéatorokat tar-
talmaz.

Idézzik fel a 11. fejezet fejtegetéseit az 5. szakasztél kezd6dGen. A (11.23)
egyenlet a 00 Uantiunitér operatorokra is érvényes, mert csak azt fejezi ki, hogy
00 A sajatfiggvény, ha fxis az:

00U=20 (00 aLft- (26.19)

Az is igaz, hogy D(00U unitér, ha a y*-k ortonormaltak. Ez annak a kovetkez-
ménye, hogy (26.8) miatt

(0071 ,00j,)= (OwA Oa)R= (y)x y>J=bX (26.20)

csaklgy, mint unitér operatorokra. D (11.32)-ben kifejezett unitér jellege az unitér
operatorokra érvényes megfelel§ egyenlet kdzvetlen kdvetkezménye volt.

A D(00,,) és D(Ou) vagy D(000) matrixok szorzata mar nem D(00\WOU=
=D(00J vagy D(0O\WO U=(D O4I). Nevezetesen ha (26.19)-re 00,-t alkal-
mazzuk, akkor annak antiunitér jellege miatt

00WO W)= 2 00 VD(&OJIXWi=
- % D(&0UL©0y™a- 2 D (eoa)t Z)(00V, A",
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tehat
D(00,) D(00Y*= D (0000 Y= D (0. (26.21a)
Hasonléképpen
D(00YD(OY*=D(00\WY=D(001I, (26.21b)

tehat a D(Ou), D (00 () matrixok tébbé nem &brazoljak az operatorok csoportjat.
Az &brazolasokra érvényes

D(Ov) D(Ou)= D(OWOU=D (O w), (26.21c)

D(OvD(00OyY=D(OWOY=D (00 (26.21d)

szorzasi szabalyok csak akkor érvényesek, ha az elsd tényezd unitér operatornak

felel meg, kilénben a masodik D komplex konjugdltja jelenik meg. Nevezetesen
ennek az a kdvetkezménye, hogy

D{(®0u) 0= (D(©0u*)_1= D(00,,)', (26.22)

tehat specialisan D (00U szimmetrikus, ha ©Ou antiunitér invollcié: (00U2= 1
Ez magéra a 0 id6tukrozési operatorra igaz, ha az elektronok szama paros.
00 wra igaz viszont akkor, ha az elektronok szadma pératlan és Oua n szdgu el-
forgatasnak felel meg, tehat u2= —L

Ha mpt §j lineéaris kombinacioval helyettesitjik az a.=R 1transzforméacio se-

gitségével :
Vo 2 e 2 R

akkor az Ou unitér transzformacidnak megfelel6 D(Ou) matrixok helyébe (11.30)
szerint

O(0W=a 1D(Ou)ce. (26.23a)

kerull. Ezzel szemben

ooWN=oo0u2 *,?=2 a*00u r-

- 2a%,(0°YgME2 2 2 C 6(0°u)» t0
tehat D (00U helyébe

D(00r)=a-1D(00ua* (26.23b)

keriil. Erre (23.21a)-bdl, vagy (26.21b)-b6l is kdvetkeztethettiink volna, hiszen D
csak akkor elégiti ki ezeket az egyenleteket, ha az antiunitér operatoroknak meg-
felel6 matrixok transzformaltjaiban a helyett a* szerepel.
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A (26.11) és a (26.23) egyenletrendszerek azt mutatjak, hogy a csoport operacidi
soran a sajatfuggvényeket transzformalé matrixok nem &bréazoljak a csoportot,
ha az antiunitér operatorokat is tartalmaz. A (26.21) egyenletek megoldasait az
abrazolasok elmélete nem adja ki kdzvetleniil, hanem azokat specialis szamolasok-
kal kell megkapnunk. Nevezetesen (26.21a)-ban és (26.21 b)-ben a komplex konju-
galasjelét nem kiiszobolhetjik ki a D (00U matrixok atdefinialasaval. Ha mind a
hulldmfiiggvényekben, mind pedig a transzforméciokban a valos és az imaginarius
részeket kiillonvalasztanank, akkor ezeket az egyenleteket természetesebb alakba
onthetnénk. Az adott alak azonban kdnnyebben kezelhet6.

A (26.21) egyenleteket kielégité D matrixrendszer az Ou unitér és a 00 Uanti-
unitér operatorok csoportjanak nem abrazolasa a szokasos értelemben. Mindazon-
altal ezek azok az egyenletek, amelyek az id6tiikrozéssel kapcsolatos operacidkra
vonatkozé invariancia vizsgalata soran felmeriiltek. Ezt a matrixrendszert csilla-
gos abrazolasnak nevezziik, emlékeztet6il a (26.21)-ben talalhatdo komplex konju-
galas jelére. Természetesen a csillagos abrazolas fogalmanak csak az olyan opera-
torok csoportjanal van értelme, amelyeknek egy része antiunitér.

A CSILLAGOS ABRAZOLASOK KIREDUKALASA

A jelen szakasz tartalmazza a csillagos abrazolasok meghatarozasanak elsg lé-
pését, nevezetesen a (26.21) egyenletek megoldasat. A problémat ebben és a kdvet-
kez6 szakaszban matematikai szempontbdl tekintjik. Nevezetesen nem tesszik
fel, hogy az unitér Ouoperatorok forgatasoknak felelnek meg, és hogy az antiunitér
operatorok id6tiikrozést tartalmaznak. A jeldlést egyszer(sitend6 az Ou unitér
operatorokat u, u,, U2 ... jeléli majd. Ezek invarians alcsoportot alkotnak, ame-
lyet unitér alcsoportnak neveziink. Eme alcsoport irreducibilis abrazolésait ismer-
teknek tételezzik fel. Az unitér alaklnak feltételezett irreducibilis &brazolést
A(u)-val jeléljik. A 00O Uantiunitér operatorokat réviden a, a,, a2 ... fogjajel6lni.
A négy (26.21) egyenlet tehat igy fest:

D(u,) D(u2=D(u,u?, D(u)D(a)= D(ua),
(26.21)
D(a)D(u)*=D(au), D(a,) D(a2*=D(a'a?.

(26.21) két megoldasat ekvivalensnek nevezziik, ha egymasba valamely a unitér
matrixszal attranszformalhatok, tehat

D(u)=or" D(u)a,
(26.23)
D(a)=a_1D(a) a*.
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Irreducibilisnek nevezziik (26.21) olyan megoldasat, amely (26.23) transzformacio-
val nem hozhat6 a (9.E.2) redukalt alakra. A D(u) matrix valtozatlan marad, ha
a az egységmatrix tobbszordse, vagyis ha a = col; D(a) azonban ekkor co™’co*=ww*2
szorzot kap. lly médon (26.21) két megoldasa biztosan ekvivalens egymassal, ha
D(u)-jaik megegyeznek és D(a)-jaik egymastdl kdzds szamtényez6ben kiilénboz-
nek. A D(a)-k fazistényezdjének rogzitésével a D(a)-val transzformalodo hullam-
fuggvények fazistényezGit hatarozzuk meg. Az unitér szimmetriaoperaciok vonat-
kozasaban, valamely abrazolas kiilénb6z6 soraihoz tartoz6 valamennyi hullam-
fuggvénynek egy fazistényez6je szabadon marad. A most kovetkezd szamolasok
vilagosabba valnak, ha feltesszilik, hogy léteznek olyan t/;,, ¥2, v, ..., iff hullam-
fuggvények, melyek az u és a operatorok hatasara az

/
Lp*=2 D(xx

(26.19a)

¢
aV*=2 D(poVik

egyenletek szerint transzformalddnak. A fizikai problémdaban lényegében ezek a
hullamfliggvények érdekelnek benniinket. Ha (26.21) megoldasanak tisztdn ma-
tematikai problémaja irant érdekl6diink, akkor a yx hullamfiiggvények helyett az
abrazolastér vektorairdl beszélhetiink. Ez az dbrazolastér /-dimenzids, aholfa D
sorainak és oszlopainak a szama. Ugy tekinthetjilk, hogy a D matrixok eme &b-
razolastér vektoraira hatnak, D(u) és D(a) a u-adik egységvektort olyan vektorba
transzformaljak at, amelyek [adik komponense D(u)x, illetSleg D(a)f igy az
abrazolastérben az egységvektorok jatszhatjak a f hullamfiiggvények szerepét.
A hullamfiggvények fogalmat hasznalva gondolatmenetiink feltehet6en kevéshé
lesz absztrakt, mintha az abrdzolastéren dolgozva végezndék el.

Az unitér transzformaciéknak megfelel6 D(u) matrixok az unitér alcsoport ab-
razolasat alkotjak. Tegyiik fel, hogy a D(u)-k mint az unitér alcsoport abrazolasai
teljesen redukélhatok és hogy a A(u) els6 irreducibilis rész /-dimenzidja nem halad-
ja meg D(u) tobbi irreducibilis részének a dimenziodjat. Ez elérhet6 a hullamfigg-
vények megfelel§ linearis kombinaciojanak kivalasztasaval (vagyis az abrazolas-
térben megfeleld koordinata-rendszer hasznalataval). igy

|
4N = 21 A(*)o«%  ha (26.24)

Vegyiik észre, hogy A csak unitér operatorokra van definialva és példaul A(a)-nak
nincs értelme. Mivel azonban a a,a2vagy a 'uaaz unitér alcsoport eleme, ezért a
A(a,a2 vagy A(a 'ua) kifejezéseknek meghatarozott jelentésiik van.
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Tekintsik a kovetkezd / hullamfliggvényt:
f
av,=2 flakk Va («=/)e (26.25)

A jobb oldalon az &sszegezést valamennyi hullamfiiggvényre ki kell terjeszteni,
hiszen D(a)-ra semmilyen feltevést nem tettiink. a0(26.25)-ben tetsz6leges, de rog-
zitett antiunitér operator. Megmutatjuk, hogy { az unitér alcsoport irreducibilis
abrazolashoz tartozik. Tekintsik ui/-t:

uA=u 2 fao)al=2 2 % )b OAu), "=
[ A

(26.26)
= 2PID (u) N@OLY>r
Am (26.21) szerint
D(u)D(aQ)= D(uaQ=D (a0 D™ua,,)* (26.263)
tehat
Ww>'= '% D (ao)RX 4, ao ‘ualy, ipM= 512 O a0 'ma()”™ ipx. (26.26h)

Megjegyezzilk, hogy csak a (26.21) dsszefliggéseket hasznaltuk fel, az u és a opera-
torok szorzési szabalyait nem.

ay'mao azonban az unitér alcsoport eleme, tehat x~ I-re

0a0wma0d="(a0ma0Qsk ha Ais/
és
OaOa,)A=0 ha 4>/

Iy /

uv'x= ? ~ad'uao)”™ wx (26.27)
és a y>-k, amelyek a yKk lineéris kombinacioi,

A(u)=A(a™uag*, (26.27a)

/-dimenzidés abrazolashoz tartoznak. Ezek a matrixok (26.27) szerint valéban az

unitér alcsoport dbrézolasat alkotjak. Ez abbol is kdvetkezik, hogy Ailyen dbrazo-
las és hogy af waOunitér. Tovabba A sziikségképpen irreducibilis, mert D(u) tar-

-z

Alabb majd megtargyaljuk, hogy Amilyen Osszefliggésben van A-val. El6sz6r
mutassuk meg, hogy az

av,=2 [a),™ yf, (26.28a)
nP»~2 aflagste= 2 2 [adman y (26.28D)
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hullamfliggvények esetén nx, ix segitségével lineérisan kifejezhet6k és a/.
(26.28a) egyszerien atirhatd, mert D(a)=D (a0 D(af'a)*,

AA=2 »(*), xyu= 2 2 D(a0)/lvD (adia)*xVI =
(26.29a)
1
= 21’\(a6'a)ly; (xLur).

Az utolsé lépés abbdl kovetkezik, hogy a”‘a az unitér alcsoport eleme és x*I,
tehat 0(a™a)x=A(a™a)x ha /, kilénben pedig zérus. Hasonléképpen
D(a) D(aQ*=D (aa0), tehat (26.28b) xs/-re igy alakul:
i
avVC=2 D(™o)uxfx= ZI ~(aa0)/iXv,- (26.29b)

Bebizonyitjuk most a kdvetkez6 lemmat: a yx= alln (x=1) esetén fliggvények
vagy mindannyian kifejezheték linedrisana  f 2>m  Vi.fliggvényekkel, vagy pedig
ezekt6l és egymastdl mind linearisanfliggetlenek. E lemma bizonyitasa soran gyak-
ran hivatkozunk majd %Ta és ix= a(jp-Ta k s Zmellett. Célszer(i ezért gy tekin-
teni a szakasz hatralevd részében, hogy x csak 1-t6l /-ig futhat. El6szor is megje-
gyezziik, hogy a ix-k egymasra ortogonalisak, mert a A irreducibilis abrazolas

kiilénb6z6 soraihoz tartoznak. Ezért a yx-k és a ipek k6zott barmely linearis dssze-
fuiggés ilyen alaku:

2 ri; %i=2Ww/ (26.30)

ahol Ekkor (26.27)-b6l és az u-k lineéris voltabdl kdvetkezik, hogy minden
ivpi, a ipfk linedris kombinacidja és ugyanez igaz az ur/*-ek barmely lineéaris kom-
binaciojéara is. Most az dsszes igx-t az ur/yek lineéris kombinéciodiként allitjuk el6.
Ezek igy a ipek linearis kombinacidi lesznek, tehat kdvetkezik, hogy minden ix
a <K linedris kombinacidja, ha egy (26.30) jellegli 6sszefiiggés érvényes.

Annak érdekében, hogy az dsszes f x-t az ir/ pek linearis kombinaci6jaként kap-
juk meg, A-t Ugy transzformaljuk at, hogy o az els6 sorahoz tartozzék. Ezt olyan
unitér transzformacidéval érhetjik el, amelynek els6 sora aj, aj, ..., aj. igy o
partnerei az ug"-ek linearis kombinacidiként (12.3a) segitségével nyerheték. Ezek-
b6l a ipek az el6bb emlitett unitér transzformacié inverzével allithatok el6. Ezzel
a lemma bizonyitasat befejeztiik.

Ha f x-k a mpek linearis kombinacioi, akkor a (26.24)-hez és (26.29a)-hoz vezetd
elébbi szamolasainkbdl kovetkezik, hogy az wpxk és az wpx-k ugyancsak lineéaris
kombinacidi e fiiggvényeknek. Ebben az esetben a csillagos abrazolas egy / dimen-
Zi6s és egy (/ —2Z)-dimenzios részre redukalodik. A DAk eltinnek, ha pS1, 9>/ és
ha u>/, As/. Ez az utébbi allitas azért igaz, mert valamennyi D(u) és D(a) unitér.
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Ennek eredményeképpen D(u)+=D(u ') és (26.22) szerint D(a)'= D(a ). Tekint-
ve, hogy a D(u~% és D(a ')/« csak H-=I négyszogben zérus, /)(u),,,, D(@)"
csak 2 s/ esetén lesz zérus.

Ha viszont a yKk és a y'-k valamennyien linearisan fuiggetlenek, akkor Kkiva-
laszthat6 olyan ortonormalt rendszer, amelynek elsd' / tagja az / szamu tK a ko-
vetkezd' / tagja a yx-K és a yx-k lineéris kombinacioja és a fennmaradd tagok mind
a i/v-kra, mind pedig a y'-kra ortogonalis. Ez a Gram—Schmidt-mddszernek a 7>,
¥, ..., p; 5, 2 \pl+2. fuggvényekre torténé alkalmazasaval
tehet6 meg. igy a Y-k és ipc-k e rendszer elsé 2/ tagjanak lineéris kombinacioi
lesznek. Ha akar u-t, akar a-t a rendszer els6 21 tagjanak valamelyikére alkal-
mazzuk, akkor az eredmeénydiil kapott fliggvény ismét az els6 21 tag linearis kom-
binacidja lesz. Ez ismét ezen meggondolast megeléz8 és a (26.24), (26.27) (26.29a)
és (26.29b) egyenletekhez vezetd szamolashol kévetkezik. Ha tehat D-t a most jel-
lemzett ortonormalis rendszerre irjuk fel, akkor minden /)(u);,, és D{a),,, eltlnik,
ha bl21 és /i>2/. Ebb6l kdvetkezik, hogy D két részre bomlik fel; az els6 21, a
masodik pedig (/-2/)-dimenzios. Az elsd rész a J1 és A unitér alcsoportnak csak
két irreducibilis abrazolasat tartalmazza.

D redukalasa tovabb folytathatd, ha az egész D-re most hasznélt eljarast az
(/—0 vagy (/—=2/)-dimenziés masodik részre alkalmazzuk. E felbontas eredmé-
nyeképpen a csillagos abrazolas minden kiredukalt része az unitér alcsoportnak
vagy egyetlen irreducibilis abrazolasat, vagy két ilyen abrazolast (A(u)-t és A(u)=
A(a( lua0-at) fogja tartalmazni.

AZ IRREDUCIBILIS CSILLAGOS ABRAZOLASOK
MEGHATAROZASA

Az unitér alcsoport Aés Airreducibilis abrazolasai vagy ekvivalensek vagy nem.
E lehet6ségek koziil az utdbbi az egyszeribb, és ezt vizsgaljuk meg el6szor.

1 Ha A(u) és Aja™'uao)* nem ekvivalensek, akkor a mx és a yx= aoyx hulldam-
fuggvények ortogonalisak, mert az unitér alcsoport kiilénb6z8 abrazolasaihoz
tartoznak. igy az el6z6 szakaszban definialt ortonormalis rendszer elsé 2/ tagjat
maguk a mx és X fliggvények adjak, és a D(u) és D(a) matrixokat (26.24), (26.27),
(26.29a) és (26.29b) szolgaltatja:

o . )

D(a)=U “a)« T j - L<uia>
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Természetesen e matrixok hasonlosagi transzformacionak alavethet6k. Példaul
ha a0t egy masik a, csoportelemmel kivanjuk helyettesiteni, akkor D-t az

=11 °
““ (O Alad’a))*
matrixszal kell transzformalni. Vilagos, hogy a (26.31), (26.31a) matrixrendszer
irreducibilis, ha A(u) és A(u)= A(@"ua0 inekvivalens irreducibilis abréazolas.
Az olvasdé meggy6z6dhet arrol, hogy ez az aOantiunitér operator megvalasztasa-
tol fuggetlen. Jegyezziik meg, hogy D(a)-t (26.23b) szerint kell transzformalni.
2. A masik esetben a A(u) és a
A(u)=A(a~,uaQ*=R_1A(U)R (26.32)

abrazolas ekvivalens egymassal. Két esetet kell megkiilonbdztetniink: a D abréazo-
las ugyanannyi, vagy kétszerannyi oszloppal és sorral birhat, mint A. Az el6z6
esetben D-re maris érvényes, hogy

D(u)=A(u), (26.323)

az utébbiban D(u) a

D> =(T am) <26120)
alakra hozhatd. Az unitér operatoroknak megfelel6 matrixok mindkét esetben
mar ismertek. D(a)-t meghatarozandd, taglaljuk a A(u) abrazolast részletesebben.

(26.32)-t az a,7'ualunitér transzforméaciora alkalmazva kapjuk, hogy
A(aduan)*= RAfad'uaojli. (26.33)
Ennek komplex konjugéltja (26.32)-vel egyitt azt adja, hogy
A(ad2A(u)A(ajh)= A(adua™)= B*- 1 B_1A(u)BR*, (26.33a)

mert a02 és a(, az unitér alcsoport elemei. Ebb6l kovetkezik,hogy a RBR*A(a(2
matrix egy irreducibilis abrazolas valamennyi A(u) matrixaval felcserélhet6, tehat
nem mas, mint az col allandé matrix; igy

RR*=coA(ao). (26.34)
A (26.34)matrixok unitér jellege miatt [od = 1. Megmutatjuk, hogy co—= 1. E cél-

bél (26.33)-ba u= aj-et helyettesitiink:

A@2)*=R-,A(@DR. (26.34a)
Fejezzik ki A(ao)-et (26.34)-b6l:
coR*R=R"Yco 1RR*)B=i°_1R*R (26.34b)
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tehdt co2—1; o=+ 1 igy vagy
BR*=A(a2), R=A(a2R’, (26.35a)

vagy pedig

BR*=-A(a2, R=-A(aDR" (26.35h)
Ez nagyon hasonlit a 24. fejezet 2. szakaszanak elemzéseéhez. Ama A abrazolasok
korében, amelyek ekvivalensek a (26.37a)-ban szerepld A dbrazolasokkal, egy osz-
talyozasra mutattunk ra, hasonldéan ahhoz, ahogy az olyan abrazolasoknal, ame-
lyek ekvivalensek a komplex konjugéltjaikkal, kiilénbséget tettiink a potencialisan
valds és a pszeudorealis abrézolasok kdzott. Meggy6zddhetink arrdl, hogy adott
A-ra a (26.35a) és a (26.35b) lehet6ség az a0 antiunitér transzformacié megvalasz-
tasatol fuggetlenal all fenn.

Térjunk vissza az irreducibilis csillagos abrazolasok meghatarozasahoz. A prob-
I[éma egyszer(isddik, ha észrevessziik, hogy minden a atirhaté az uaOalakba, ahol
a0rogzitett és u valtozik. (26.21) masodik egyenlete szerint

D(uaQ=D(u) D(a0. (26.36)
(26.21) utols6 két egyenletében minden a helyébe egy unitér operator és a0szorza-
tat irva kapjuk, hogy
D(ua0 D(uj)*=D(ualu,)= D(ualu,a61+a0,
D(u,a0 D(u22a0*= D(u,au2a0=D (uleau2ad’ *a2).
Ha (26.36)-ot ide behelyettesitjiik és feltessziik, hogy a D(u)-k az unitér alcsoport
egy abrazolasat alkotjak, akkor egyenleteink igy alakulnak:

D(u)D(aQD(u)*=D(ualUiat’)D(aQ=D (u)D(aQuid)D (a0, (26.37)
D(uj) D(aQ D (u2* D(aQ*=D(U)D ~ a 6 ) D(aB). (26.37a)
Ezek kozil az elsd kielégl, ha
D(u)*=D(a0_1 D(a0Ulag") D(a0
minden ur re érvényes. irjunk eme egyenletbe u, helyébe af uaC-t:
D(a6a0*= D(a0_1 D(u) D(a0. (26.38)

Ha ez az egyenlet minden u-ra kielégiil, és D(a)-t (26.36) definialja, akkor (26.21)
harmadik egyenlete is teljesiilni fog. irjunk u2 helyébe (26.37)-ben a”’ualt, és
vegylk figyelembe (26.38)-at. igy

D(aQD (a0*= D(a2. (26.383)
Ez (26.21) utols6 egyenletének kiilldnleges esete. Az el6z6 meggondolas azt mutatja,
hogy ha D(a0 kielégiti (26.38)-at, valamint (26.38a)-t és ha a tobbi D(a)-t (26.36)
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definialja, akkor ezek az 0sszes (26.21) egyenletet teljesiteni fogjak. igy a D(a)-kat
sokkal egyszer(ibb meghatarozni, ezek aztdn (26.32a) vagy (26.32b) D(u)-ival
egy(tt (26.21) megoldasait alkotjak. igy a problémat az egyedil D(a0-t tartal-
mazd (26.38) és (26.38a) megoldasara vezettik vissza.

Tekintsik most a (26.32a) esetet, amikor is D csak egyszer tartalmazza A-t.
(26.32) és (26.38) egybevetéseho'l kitlinik, hogy egy Iényegtelen szorzétol eltekintve
(lasd a 352. oldalon a (26.23) egyenlet utan kovetkez6 megjegyzést)

D(a0= p. (26.393)

Ily mddon (26.38a) akkor és csakis akkor elégil ki, ha a (26.35a) lehet6ség teljesil

A-ra, tehat (26.32a) csak akkor lehetséges, ha (26.35a) érvényes A-ra. Megforditva

az olyan A, amelyre (26.35a) igaz, az egész csoport egy csillagos abrazolasava egeé-
szithetd ki a (26.36) egyenlet segitségével:

D(a)=A(aad,)p. (26.40a)

Ha D kétszer tartalmazza A-t, akkor D(u)-t (26.32b) szolgaltatja. Ez az IxA (u)
direkt szorzatként, vagyis a kétdimenzids egységmatrix és A(u) direkt szorzataként
irhato fel. Ebben az esetben (26.38) egyik megoldasa

D@°)=J p)=1Ix R (26.E.3)

(26.38) legaltalanosabb megoldasat Ugy kapjuk meg, hogy (26.E.3)-at a (26.32b)
6sszes D(u) matrixaval felcserélhet6

[enl  Cinll
U1 (26.E.4)

maétrixszal szorozzuk meg balrdl. Ez a Schur-lemmabol kovetkezik (9. fejezet 2. té-
tel). (26.E.4) jobb oldalan c tetsz6leges kétszer-kettes matrix és (26.E.4) egy ilyen
matrixnak és a A-éval megegyez6 dimenzioju egységmatrixnak a direkt szorzata,
igy (26.38) altalanos megoldéasa ebben az esetben

D(W=K  &pbxp (26%)
c-nek unitérnek kell lennie, hiszen D(a0) is az. A (26.38a) feltétel D(a0)-ra azt adja,
hogy

(EX B)(c*X B*)=cc*X pp*-D(aB)= IX A(aD).
Az 1 ebben az egyenletben a kétdimenzids egységmatrix. RR*=+A(ao) miatt
cg*—= 1. Most az also el6jel érvényes; aldbb megmutatjuk, hogy a felsd elGjel

esetén az abrazolas reducibilis (tehat (26.35a) teljesiil), ekkor azonban a cct=I
uniteritasi feltételbdl kévetkezik, hogy c*=ct=-c* vagyis ¢ antiszimmetrikus.
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Tekintve, hogy az 6sszes D(a)-ban egy kdz0s szorzo tetsz6leges, legyen

U s

és igy ha a (26.35b) lehet6ség teljesiil a A abrazolasra, akkor

1 1
D<4 - 4(a°,-)P |(f 1 <2640b)
Csupan a cc*=1 esetet kell még megbeszélniink. Ekkor ¢ szimmetrikus unitér
matrix. (24.4b) szerint az r ‘cor alakba irhat6, ahol r valés és ortogonalis, to pedig

diagonalis matrix. igy ha D-t
a=riXlI (26.41)

transzformalja (itt r kétdimenzids; 1/-dimenzids), akkor D(u)= IX Avaltozatlanul
marad, D(aQ)=cX B pedig az (rXI)(r-]a)rXRB)(r-2X1)=<»XR alakot 6lti. igy az
abrazolas két (26.40a) tipust /-dimenziés abrazolasra bomlik fel.

Osszefoglalva, csillagos abrazolas, vagyis (26.21)-nak irreducibilis megoldasa
haromféle Iétezik. Azt, amelyet el6szér megvizsgaltunk, nevezzik a harmadik ti-
puslnak; ez az unitér alcsoport két inekvivalens irreducibilis abrazolasat tartalmazza,
ezek Aés

A(u)= A(a' lua)*, (26.272)

itt a tetsz6leges antiunitér operator. Vegylk észre, hogy A és A ekvivalens
egymassal, A bizonyos értelemben olyan, mintha A reciproka lenne. Az els6
tipust csillagos &brazolds az unitér alcsoport egyetlen A irreducibilis abrazo-
lasat tartalmazza. Ebben a leggyakrabban el6fordulé esetben A és A ekviva-
lensek; a A-t \-ba transzformalé B a BR*= A(a() egyenletet elégiti ki. Az utol-
sO tipusa a csillagos abrazolasnak az unitér alcsoport ugyanazon A irreducibilis
abrazolasat kétszer tartalmazza; ezt nevezzilk masodik tipusanak. Ez a A szintén
ekvivalens \-sal, de ebben az esetben BR*= —A(ajj) érvényes a A-t A-ba transzfor-
malé R matrixra. A harmadik tipusu csillagos abrazolasokban A és A inekvivalensek.
A csillagos abrazolasok e harom tipusat (26.32a), (26.40a); (26.32b), (26.40b) és
(26.31), (26.31a) szolgaltatja. E felsorolashdl kovetkezik, hogy az unitér alcsoport
valamely irreducibilis abrazolasa csak egyetlen irreducibilis csillagos abrazolasban
talalhaté meg. Ha Aés A ekvivalensek, akkor A csak egyszer van meg a csillagos
abrazolasban, ha az (26.35a)-t, és kétszer, ha (26.35b)-t elégiti ki. Az is kdvetkezik,
hogy a csillagos abrazolasok irreducibilis részeit az unitér alcsoportnak megfelel6
matrixok irreducibilis részei, tehat az unitér alcsoport karaktere maradéktalanul
meghatarozzék. A csillagos abrazolas a szokasoshoz hasonléan nem bonthaté fel
két lényegesen kiillonbdz8 maddon. Végil pedig kovetkezik, hogy a sajatértékek
tipusainak — az unitér alcsoport altal kinalt felosztasan tul — tovabbi osztalyoza-
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s&dhoz az antiunitér operatorok nem vezetnek (tehat soha sem vezetnek Uj kvan-
tumszamhoz)4. Ezért esnek egybe a sajatertekek. igy ha A és A inekvivalensek,
akkor a A dbrazolashoz tartozé sajatérték mindig egybeesik a A abrazolashoz tar-
tozd sajatértékkel. Az antiunitér szimmetriaoperatorok feleléssé tehet6k matrix-
elemek eltlinéséért is.

Ne sajnalja az olvaso a faradsagot bebizonyitani azt, hogy az unitér abrazolas-
nak mindig ilyen tipusd kiterjesztése all el6, tekintet nélkil arra, hogy a fenti sza-
molasokban antiunitér operator jatssza a0 szerepét. Mas szoval be kell bizonyitani,
hogy ha (26.32)-ben a0-at mas uCa0 antiunitér operatorral pétoljuk, akkor a meg-
felelé A és A ekvivalensek, ha (26.32) fennall. Kideriil, hogy ha a0t uCaOhelyette-
siti, akkor (26.32) R-ja helyébe y=(uOR keriil. Tovabba attdl fuggden, hogy R
(26.35a)-t vagy (26.35b)-t teljesiti, y a megfelel6 egyenletet elégiti ki, csak a0 he-
lyébe uGaO0keriil. Mindez a fenti elméletb6l kdvetkezi, hiszen egy bizonyos A-t tar-
talmazo csillagos abrazolas tipusa nem fiigghet a tetsz6legesen kivalasztott adope-
ratortol.

AZ IDOTUKROZESI INVARIANCIA
KOVETKEZMENYEI

Tekintsik el6szor a teljesforgasszimmetria esetét. Legyen természetes méodon
a0maga a 0 id6tiikrozés. Kovetkeztetéseink nyilvanvaldan e valasztastol fiigget-
lenek. (26.17)-b6l és (26.32)-b6l kovetkezik, hogy most A= A*, vagy ahogyan
ebben az esetben az abrazolast a szokasos madon jel6ljik,

D<J)= D *. (26.42)

A D<J>tez alakba transzformalo 3 éppen C_1=Ct (24.3)-bdl. igy BR*=C 'Ct*=
-C -'C', és mivel C'=C az egész J-re, azért BR*=I. Lattuk, hogy ekkor 0 2=1,
amely vagy a spint6l eltekinté Schrddinger-elméletnek, vagy pedig a paros szamu
elektron esetének felel meg. Tehat (26.35a) érvényes és a csillagos abrazolasok va-
lamennyien els@ tipustak. Ugyanez igaz, ha az elektronok szama paratlan. Ekkor
J pératlan és BR*=C“1C'=-C Ct=-1, tekintve, hogy most C=-C"'. Mivel
®2——F ha az elektronok szama paratlan, az osszes csillagos abrazolas ismét
elsd tipusu. A teljes forgasszimmetria esetén az id6tiikr6zés nem vezet semmilyen
tovabbi degeneréciohoz.

Ez nincs ellentétben az elemi részecskék elméletének ,,tipusai”-val. Ezek a fizikai szimmetriat
kifejezd operatorok csoportjaban kiilénboznek. igy az 1. és 2. tipusi részecskékre 0 2 - (—1)25
mig a 3. és 4. tipustiakra 0= - ( - 1)25, ahol i a részecske spinje. A kiilonb&z6 tipusokra az ope-
ratorok csoportjanak mas a szorzasi szabalya. Minden szorzasi tablahoz csak egy csillagos abrazo-
lés tartozik.
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A sajatfliggvények valdssagi viszonyait illetd'en azonban az id6'tlikrozés igenis
jelentds kovetkezményekkel jar. Tekintve, hogy (26.39a) vagy (26.40a) miatt ekkor
D(ag=D (0) = R= C, az egyszer(i Schrodinger-QlméXetben irhatjuk, hogy

Qfl=V*=2 c»"d'= (-1 (26.43)

C-re a (24.6)-ban megadott alakot hasznaltuk. Vegyik észre, hogy (26.43) egy
fazistényezd megvalasztasat jelenti. Ez tortént akkor, amikor D(a)-t roR8 helyett
B-val tettiik egyenlévé (26.39a)-ban-\ A jelen esetben, ha /-/.t péaros, akkor yt,
és ipl B, ha pedig paratlan, akkor —ipliés y/_uegymas komplex konjugaltjai. Neveze-
tesen paros /-re yavalds, paratlanra pedig tiszta imaginarius. Ugyanez az eredmény
levezethet6 a He-atomnal C',-re is a (19.18) hullamfiiggvényben. Ekkor (19.19)-bél
és (19.19a)-bdl kovetkezik, hogy paros allapotra valamennyi G valos, paratlanra
pedig tiszta imaginarius. E viszonyok természetesen megvaltoztathatok gy, ha
egy abrazolas kiilonb6z8 soraihoz tartozé valamennyi hullamfliggvényt egy kézos
tényez6vel megszorozzuk.
A spint is figyelembe vevd elméletben (26.43) helyébe

&M (---,xk,yk,zksk, ...)=

1 * M\-ee>*kg yi> Zk*  sk9 e®e) —

(26.43a)
ﬁ/r CM'MAM'(* o> WS> $K’ ooo):
=(-iy-MMIM(...,xkykzksk,...)

kerdl. Itt 6sszefliggés az ellentétes spinirany WBA és WJ M kozétt all fenn. igy pél-
daul M = 0 esetén a hullamfliggvény valds, ha Yés a spin Z komponense mindketten
parosak vagy mindketten paratlanok. tiszta imaginarius, ha J paros és a spin
Z komponense paratlan, vagy megforditva.

Az el6z6 meggondoléasok a 19. fejezetbelieknek felelnek meg, amennyiben infor-
méciot szolgaltatnak a hullamfiiggvényekre vonatkozéan. Ebb6l a matrixelemek
nagysagrendi viszonyaira is kdvetkeztethetiink. A matrixelemek azonban kézvet-
lendl is vizsgalhatok, ez tortént a 21. fejezetben, ahol az irreducibilis tenzor fogal-
mat bevezettiik. Az ott kdvetett gondolatmenethez hasonl6 az antiunitér operato-
rokra is alkalmazhat6. Tekintslink példaul olyan szimmetrikus (vagyis skalaris)
p operatort, amely az id6nek paratlan hatvanyat tartalmazza, tehat amelyre (26.12)

5 A fazisnak ez a valasztasa killonbozik a 15. fejezetben a hullamfiiggvényre megadott fazis-
tél egy il tényez6ben. A gombharmonikusokat esetenként e tényez6t is beleértve definialjak.
Lésd példaul L. C. Biedenharn, J. M. Blatt, M. E. Rose, Rev. Mod. Phys. 24, 249 (1952).
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érvényes. llyen példaul barmelyik részecskére a koordinatavektor és a spin- (vagy
palya-) impulzus-momentum.

xSM+ySy+zS,  vagy xLx+ylLy+zlz

vagy a koordinata és a sebesség skalaris szorzata stb. Az ilyen operator varhato
értéke zérus, hacsak nincs véletlen elfajulds. Valéban a

(26 5)

kifejezésben a pZ v tagok eltlinnek, mert W* és p'Fdaz abrézolés kiilénb6z8 sorai-
hoz tartoznak. A u= vtagok is eltlinnek; ez (26.8) és (26.43a) alapjan igy lathaté be:

(K V0= (&K ®K)=-(P&K &K)= (26.44)
= (_ D2-2(pVIIi,wIB)=-{wLB VVLj.
Az utolsé lépés abbdl kdvetkezik, hogy 2J—2J, mindig paros és p (lévén fizikai
mennyiség) hermitikus. (26.44) szerint CF}, p'Fft) el6jele « elGjelének megvaltozta-
tasaval megfordul. Am WR és R_/legymas partnerei és p szimmetrikus operator,
igy a két kifejezésnek egyenl6nek kell lennie. Ezért eltlinnek, igy az egész (26.E.5)
kifejezés zérus. Még szamos hasonlé példa van, s egyesek a matrixelemek valés

vagy imaginarius részeire vonatkozd kovetkeztetéseket is tartalmaznak. igy pél-
daul ha p az elébb felsorolt feltételeknek eleget tesz, de a

(K roO (26.E.6)
kifejezésben a két hullamfliggvény nem azonos, akkor a skalarszorzat tiszta ima-
ginarius. Ez akkor lehetséges, ha W*és & ' fazisait (igy hatdroztuk meg, hogy a csil-
lagos &brdzolas mind a kettére ugyanolyan alakd. Ez érvényes példaul, ha (26.43a)
mindkettére érvényes. Ha p egy vektoroperator Z komponense, vagy id6tiikro-
zéskor ehhez hasonloan viselkedik, akkor (26.E.6) valés. Ezek a kdvetkeztetések a
(26.44)-ben rejld érveléssel kaphatok és tetsz6leges foku irreducibilis tenzorra alta-
lanosithatok.

Lassuk most viszont azt az esetet, amikor nincs térbeli szimmetria. Ekkor az
unitér alcsoport az egységelemre korlatozodik, A=(1). igy A és A azonos és B
tetsz6leges egységnyi abszolUtértékld szam. igy BB*= (I). Masrészt 0 2=1 paros
és 0 2= —1 péaratlan szdmu elektronra. Ennek eredményeképpen a csillagos abra-
zolas (csupan egyetlen van!), az el6bbi esetben elsd, am paratlan elektronra, ha a
spint is figyelembe vessziik, akkor masodik tipusu. Ez utébbi esetben minden ka-
rakterisztikus érték kétszeresen elfajult: ha /3= (1), akkor a két 2 hullamfigg-
vény tiikrozéskor (26.40b) alapjan

©%- ~ ®f2=ys (26.45)
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szerint transzformalédik. Ez a Kramer-féle elfajulds az eredeti alakban. Az elfa-
julds mar abbdl a tényb6l is kdvetkezik, hogy ha 0 olyan antiunitér operator,
amelyre 0 2= —1, akkor ip és &>mindig ortogonalisak egyméasra. Ez (26.8)-bdl ko-
vetkezik :

(\e Ov»)=(-v. OW). ) (26.45a)

Paros szamu elektronra vagy az egyszer( Schrodinger-elméletben viszont nincs el-
fajulas és
Ry (26.46)

érvényes megfeleléen valasztott fazistényezével. Ez az eset, amikor térbeli szim-
metria nincs, de id6tikrozési invariancia van, igen fontos olyan atom esetén, amely
aszimmetrikus elektromos er6térben van. Ez fordul el6 alacsony szimmetriaju
kristalyban.

Utolsé példaként tekintsiik a Z iranyd magneses tér esetét. Az unitér alcsopor-
tot a 18. fejezetben hataroztuk meg: ez a Z koérili Ofa00} forgatdsokbol, valamint
ezeknek és az O, tértiikrozésnek a szorzataibol all. Itt az érdekes az, hogy az id6-
tiikrézés nem szimmetriaelem, hanem csak az id6tiikrozésnek és annak az opera-
cidénak a szorzata, amely a magneses tér irdnyat megforditja. Ez utobbi lehet bar-
mely XY sikban fekv6 tengely koriili n szdgii forgatas, vagy barmely Z tengelyen
atmend sikra torténd tikrozés. Az id6tikrozés és Y tengely koril végzett s szogl

forgatas 00 (0 a O szorzata valaszthaté a0 gyanant. igy mivel 0 és Or felcserél-
het®,

a010fa,0, Gja0="{o!s, @0 ’'Ofa0, 0}®°{0,9,0}=
= Ofo! s»0}Ofa, o G}O[0, 5, 0}=0{-a, qab
A B-t meghatarozé (26.32) egyenlet a kdvetkezd:
A{-a0,0})*=R 1A({a 0, 0}) R (26.47)

A tértikrozést tartalmazo egyenlet automatikusan kielégul. A({a, 0, 0}) = (e'un)
miatt (26.47) ismét azt adja, hogy R= (co), tehat minden csillagos abrazolas elsé
tipusd, ahogy az varhatd magneses tér jelenlétében minden sajatérték egyszeres,
B-t egységmatrixként felvéve, (26.39) szerint

Q° {0.n,0}%=%, (26.47a)

illetve (26.15c)-b6l 0 helyébe POK-t és O>s>CGhelyébe P{ a_0Q G0kt
helyettesitve

(~0"Q{0, ». 0 KP{ 1, B0, 5, 03 =56.
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Mivel P és Q,0) A G+ valdsak és az utdbbi négyzete (—1)", kapjuk, hogy

fr<o,*,0>VVv=~ (26-47b>
vagyis
YU  M»M» Xyl Ay
(26.47c)
= U ee’ RS MP 2P,

s ez tetsz6legesen erds, homogén, Z irdny( magneses jelenlétében is érvényes.
A P—(1) fazistényez6 valasztasa ugyanaz, mint amelyet (26.43a)-ban tettiink 4jvi-re
(most M=/r), tehat a (26.47) egyenletek ¥/-re is érvényesek a fazistényez6 megval-
toztatdsa nélkil. Ezek (26.43a)-bdl ugy kaphatok, hogy ra O{> Ot alkalmazzuk
és felhasznaljuk WM transzformécios tulajdonségait, valamint D<IJ>{0, n, 0})
explicit kifejezését.
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27. AZ ABRAZOLASI EGYUTTHATOK
FIZIKAI JELENTESE ES KLASSZIKUS HATARERTKE

Az abrazolési egyitthatdk, a harom-y-szimbdélumok és a /Ura/z-egyiitthatdk jelleg-
zetesen kvantummechanikai mennyiségek. Mint minden kvantummechanikai
mennyiség, ezek is valdszinlségi amplitidoként interpretadlhatok. E fejezet elsd'
célja ennek részletes kifejtése.

Az impulzusmomentum1j% értéke és adott irdny( komponensének /ih értéke
barmely allapotra egyiitt adhaté meg. Azokat az allapotokat, amelyekben az im-
pulzusmomentumot és annak Z komponensét ily modon el@'irtuk, a 44u hullam-
fuggvények reprezentaljak. Az impulzusmomentum két komponensét azonban
nem lehetséges egyidejlleg elirni. Annak az allapotnak a hullamfiiggvénye, amely-
ben [ih az impulzusmomentum Z' komponense, Or4ji ahol az R forgatas Z'-t Z-be
viszi at. Azonban ay=0 esettdl eltekintve az impulzusmomentum Z komponensé-
nek nincs az O rWE allapotban hatarozott értéke. Valoban az

0/i=2D (O(HV.n. (27.1)

egyenlet mutatja, hogy az impulzusmomentum Z komponense véges valdszin(-
séggel vehet fel minden lehetséges értéket. A fi'h érték valoszinlisége (27.1)-bél
T 2-kifejtési egyiitthatojanak abszolutérték négyzete: |Di2(jR)Ii/i|2 Ez az abrazola-
si egyutthatok legegyszeriibb fizikai interpretaci6ja. A hdrom-y- és hat-y-szimbdlu-
mok hasonlo értelmezését kés6bb adjuk meg.

A nagy kvantumszamok esetén a klasszikus fogalmak mindinkabb alkalmaz-
hatdkka valnak. lly médon lehetévé valik olyan allapotok definidlasa, amelyekben
az impulzusmomentum az dsszes irdnyban egyszerre korlatozhat6 sz(ik tartomény-
ba. Ezt alabb igazoljuk. Hasonl6képpen a harom- és hat-y-szimbdélumoknak is
a szokasos geometriai fogalmakkal értelmezhetéknek kell lennidk a nagy kvantum-
szamok hataresetében. Az ilyen interpretaciok varhatéan e szimbdlumok szim-
metriatulajdonséagait is magatol érthet6vé teszik. Valoban ez lesz a helyzet. A kvan-

1A kvantummechanika altalanos elveihez talan jobban illenék, ha azt mondanank, hogy az
impulzusmomentum négyzete j(j+ 1)/2.
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tummechanikai mennyiségeknek a hasonl6 klasszikus fogalmakkal torténé meg-
kozelitése azonban egydltalan nem egyszer(i, mert a klasszikus hatéaresetet csak
legalabb egy indexiikre torténd atlagolas utan kozelitik meg. Ok maguk az atlag
koril az alabb részletesebben megvizsgalt modon ingadozni fognak.

ABRAZOLASI EGYUTTHATOK

\D4RU\2=[d<m"2 (27.E.1)

kifejezésnek legalabbis elvileg végrehajthatdé megfigyelések segitségével torténd ér-
telmezésérdl az el6z6 szakaszban szoltunk. (27.E.1) annak a valdszinlségét adja
meg, hogy az impulzusmomentum Z komponense fi‘h, ha a Z' komponens fik és a
teljes impulzusmomentumljh. Az R forgatas a Z' irdnyt Z-be viszi at. Z és Z' ko-
z0tt a szog B. (27.E.1) valdban csak /7-tdl fiigg, az R forgatés tobbi Euler-szgétdl
nem. Egy elektron spinjének transzformaciés matrixara (20.20) utan hasonld
interpretaciot adtunk. A (27.E.1)-ben rejl6 &brazolési egyutthatok értelmezését
kilénésen Guttinger hangsulyozta.2

Az édbréazolasi egyitthatdk fenti interpretacidjabdl szamos Osszefiiggés kdvet-
kezik. Ezek koziil a legnyilvanval6bb az, hogy a (27.E.1) kifejezésnek u'-ben és /i-
ben szimmetrikusnak kell lennie. Kénny( bebizonyitani, hogy

dUXRBhu= (~irM (27.2)

(24.7) és (19.14) is olyan Osszefliggések, amelyek négyzete (27.E.1) értelmezésébe
beleillik.

Legyen (27.1)-ben p=j. Ekkor olyan allapotot kapunk, amelyben az impulzus-
momentum parhuzamos Z'-vel. Annak val6szin(isége, hogy most az impulzus-
momentum Z komponense Bh, (27.2) és (15.27a) alapjan

P(@)=1.7J cos¢2'i R sin2l' 2'j R. (27.3)

Haj nagy, akkor elvarjuk, hogy e kifejezésnek maximuma legyen a [i0=j cos B
értéknél, vagyis olyan /t-nél, amelyet a klasszikus elméletbdl kapunk. uOkdrnyeze-
tében a P(u) valoszinlséget gy szamolhatjuk ki a legegyszeriibben, ha feltesszlk,
hogy /i0—jcos B értéke egész. Tekintve, hogyj nagy, ez nem lényeges megszoritas.

2P. Guttinger: Z Physik. 73, 169 (1932).
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Ha [n>u0, akkor
afg=ar"uw w 1c"y+, » sm2HL'iR =

=J-PoM-to- ])-mm(]-!>+y) 2+
v a+”No+i)(j+ft+2)...0+fi) (tan
es mivel

t 21 Q—" coshB <M
é 1+cosg (gtd’
azert
1 li-bl o - 1}
p/.n_ 7 j Vo) { j Po
w / IV o tt t "o).

V7 o i 0 T A
Ha PDfiQssj+/i0, akkor igen jo kozelitéssel

e~ (mro28U~m)

A &g 0~

(27.4)
=e- -"0%/<2-"0)p(p0.

Ugyanez a képlet érvényes akkor is, ha A kvantumelméletben tehat P(p)
Gawii-eloszlast kovet ama uQérték koril, amely // értékére a klasszikus elméletbdl
adddnék. Eredménylink nem lenne ilyen egyszer(i, ha olyan O[], 77 allapotot vizs-
galtunk volna, amelyben ju=j, mert az ilyen allapotban az impulzusmomentum
irdnya még a klasszikus elmélet szerint is minden olyan irdny lehet, amely Z'-vel
# szOget zar be; itt cos Csak ha fi=+j, akkor egyértelm(i ez az irany,
akkor esik egybe Z-vel, illet6leg —Z-vel.

A VEKTORCSATOLASI EGYUTTHATOK
A harom-y-szimbdlumok vagy vektorcsatoldsi egylitthatok legkdzvetlenebb

fizikai interpretacioja (24.20)-ban vagy a vele egyenérték(i szamos 6sszefliggésben
rejlik. (24.20) szerint

(2]+|)\[n|1 );X jfﬂ = (2/+1) {-lln jk %‘.2 (27.E.2),
annak valdszindsége, hogy ayj ésj2vektorok3Z komponense x illet6leg A ha e vek-

3 A vektorokat az eddig hasznalt gét bet(ik helyett most félkévér betlkkel jeldljik, mert az
operatorokat a vektoroktdl itt vilagosan meg lehet kiilénboztetni.
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torok 6sszege j, és j iranya olyan, hogy Z komponense m. j, j, és j2viszonyai szim-
metrikusabba valnak, ha j-t —j-vel helyettesitjik, s igy a jI5j2 j vektorok dsszege
zérus lesz. A klasszikus elméletben a helyzetet a 14. dbra mutatja. A jt vektor a
kor barmely pontja felé mutathat; a j2 vektor pedig e pontbol indul ki. Vilagos,
hogy ha a jl9j2 j vektorok j,, j2 j hossza és e vektoroknak a Z tengelymenti vl és
m vetiilete (x+X+m=0) adott, akkor a j,, j2 j vektorok elrendezése meg van ha-
trozva, attél eltekintve, hogy az egész abrat még a Z tengely koril el lehet for-
gatni. A j,, j2 j, x, A m szamok tehat az abra olyan geometriai tulajdonsagaival jel-
lemezhet6k, amelyek a Z tengelykoriili forgatasokkal szemben invariansak.

A 14. abran a kor egyenld hosszlsagu ivdarabjain jj végpontja egyenlé vald-
szinlséggel helyezkedik el. Ezért, ha a kort allando sebességgel egységnyi idd alatt
koriljarjuk, akkor a z—x és z=x+ 1sikok kozdétt téltott id6 megadja annak valo-
szin(iséget, hogy jj-nek Z-re vetett vetlilete éppen x. A z=x sikon a P pontban a
kor érint6jének irdnya j,Xj2 az egységvektor ebben az irdnyban (jtXj2/1(jiXj2I-
Ennek vetiilete a Z iranyra (j2Xj2* eZ|(j1Xj2I- Itt e, a Z irdnyU egységvektor.
Ha tehat a kordn v sebességgel mozgunk, akkor a mozgas sebessége a Z iranyban

(liXjd «cz
1. Xj2)
lesz. A z=x ésaz=x+1 sik kozott eltdltott id6 e mennyiség reciproka, pontosab-
ban e reciprok kétszerese, hiszen a z-nek (x, x+ 1) intervalluman a koriljaras so-

14. dbra
A harom-j-szimb6lum geometriai interpretacioja. A j, és j2 impulzusmomentumok olyan j teljes
impulzusmomentumma tevédnek 6ssze, amelynek Z komponense m. igy annak valészinlségét, hogy
jj ésj2Z komponense x, illetéleg A=m-y., (27.E.2) adja meg. E val6szin(iség aszimptotikus értéke
aranyos a kor ama ivének a hosszaval, amely a Z=y. és Z=x —1 sikok kdzottfekszik
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ran kétszer haladunk at. A kor kertilete 2?r(j,x j2I//\ ez tehat a v sebesség. igy tehat
annak valdszinlsége, hogy Z-nek j, komponense x és x + 1 kdzé essék,

21(1iXj21 _ 2|(§!Xj2l i
1GiXj2 «eft) 1(jIXj9)-e,| "2Tr|(.Xj2| ( %
Ezt a valdszinlséget adja meg (27.E.2) is, ha w helyébe -oT-et irunk, ezért a ha-
rom-y-szimbolumok klasszikus megfelel&je

OV I IV "m+HEXO ,

or x Al "2:z|(jIX]2 «e2 )
Itt a //(2/4-1) szorzot f-del helyettesitettik. Ahogy azt el6bb megjegyeztik, a/, /],
j2 or, n, Aszamok meghatarozzak a j,, j2 j vektorokat (j,+ j2+j2=0) attol eltekint-
ve, hogy e vektorok abraja még Z koérll elforgathatd. (27.6) jobb oldala azonban
nyilvanval6an invarians ilyen forgatassal szemben. A fenti kifejezést Ugy kapjuk,
hogy aj,, j2 j vektorok altal alkotott haromszdg teriiletét az XY sikra vetitjik, és e
vetiilet 4n-szeresének reciprokat vesszilk. Ez a meghatarozas azt is mutatja, hogy
(27.6) nem valtozik meg, ha a j,, j2 j vektorokat felcseréljik. Mivel ji+ j2-Ej3=0,
ez (27.6)-bdl kdzvetlenil is latszik.

A hérom-y'-szimbélum klasszikus hataresetének explicit kifejezése a benne sze-
repld indexek segitségével a kovetkez6:
ArJ A fyni+m2+m0

©r or, m) T T 2 - W (27.ga5
[A + 40 m\m2+Jim2m+jimmi)\

ahol A2a/, /, j2oldald haromszdg teriletének négyzete:
16A2" — A\ —\+ 2j22+ 2Rj2-f2j22 (276h)

Eppen dgy, mint az el6bb, csak a kvantummechanikai mennyiség — esetiink-
ben a harom-y-szimbdlum négyzetének adhato klasszikus értelmezés. Ez természe-
tes, mert a harom-/~szimbolumok amplitidok, amelyeknek y-hez hasonl6an nincs
kozvetlen klasszikus megfelel6je. Ezért csak akkor varhato el, hogy (27.6) érvényes
legyen, ha valamelyik indexére valamilyen ésszer(i tartoméanyban atlagolunk. Le-
hetséges azonban az, hogy mind D, mind pedig a vektorcsatolasi egyitthatok in-
e mennyiségek el6jelét is megadjak. E félklasszikus kifejezések szintén csak akkor
érvényesek, ha az 0sszes kvantumszam nagy, azonban ramutatnak mind D, mind
pedig a harom-y-szimbdélumok ingadozasaira abban a tartomanyban, amelyben
képleteink atlagban érvényesek. Arra gondolhatnank a harom-y-szimboélumox itt

4  Lasd A.R. Edmonds: Angular Momentum in Duantum Mechanics. (Princeton Univ. Press,
1957) 2. 7. szakasz és a 2. fiiggelék.
5P. Brussard, J. H. Tolhoek, Physica, 23, 955 (1957).
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megadott interpretaciojabol, hogy e mennyiségek eltlinnek, ha m, olyan értéket
vesz fel, amely a 14. &bra korének legalsé pontja alatt, vagy legfels6 pontja felett
helyezkedik el. Ilyen esetben (27.6a) nevezdje képzetessé valik. A félklasszikus ki-
fejezések azonban azt mutatjak, hogy a harom-y'-szimbélum ilyen mr re nem tiinik
el, hanem csak exponencialisan csokken m,-nek olyan értékei felett és alatt, ame-
lyek a 14. bra korén a legalsd, illet6leg legfelsé pontnak felelnek meg.

Ha m= -j, akkor a j vektor a 14. &bran Z-vel éppen ellentétes iranyba mutat
és a klasszikus elméletben x és Aegyértelmiien meghatarozotta valik. Legyen érté-
kik x0és $D. Ekkor

Ko+s0=/1 (27.7)
és ay-re mer6leges irdnyban a korfsugarara ez adddik:

(27.7a)

E két egyenlet meghatarozza x0t és $D-E A kvantumelméletben annak vald-
szin(iségét, hogy j, és j2vetilete 5, illet6leg A, (27.E.2) adja meg. Jeldlje e valdszin(-
séget P(x,2). A harom-y-szimbolumot (27.E.2)-ben m = -j esetére (17.27b) és
(24.9a) szolgaltatja:

ijilm-=
== 4 (27.8)
(- ¥ h+i"-xox+XI[2N'Qj +j2- j) I/, + x)!Q2+ n)! p
IU+Jt+a + K JI-Ji+h) Kj+Ji-Ji) Ka- X1 (J1-9)IF
Ily médon
P(x, A)=alland6 ( ,+ I ; ( 2+y?!, (27-9)

ahol az allandé x-t6\ és 6l fliggetlen.

A kovetkez6 szamolasok nagyban egyszer(isddnek, ha feltessziik, hogy x és A
klasszikus értékei, tehat x0illet6leg 0 egészek. Ez nem Iényeges feltevés, hiszen a
P(x, f)-ra kapott kifejezés csak akkor érdekes, ha minden j és x, A nagyok. Ha
x=x0+n és A=A0—n ahol n pozitiv, akkor

P(x, ) _(ji +x0+ Q-+ x0+2)... Q)+ ya+n)
P(x0 S0 (/r- so+ )(y2—50+2).. .(y2—510+ )
(27.9a)

C/1-X0)C/i-Xo0-1)...01-X 0-W +1)
(72+A0)(/2+A0~ 1).. .(y2+A0— + 1)
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(27.7a) miatt
Ui+ «KY1- «Q)= (/- ;-0)(/2+ Ali-

bia (27.9a) szamlalojat és nevezbjét e kifejezés n-edik hatvanyaval elosztjuk és fel-
tessziik, hogy n kicsiny jt+x ésj2+X értékéhez képest, akkor (27.9a) valamennyi
tényez6je igen kevéssé fog 1-t6l eltérni. igy (27.9a) az

@+ A)(I+h2...(1+hn=eh'+c +- +"
képlet segitsegével értékelhetd ki. (27.7) és (27.7a) miatt tehat

X2, w 9bl
N*o0A) EXP[Xy/Ul-X1)} exp( Jn /{3 Xo)- (279b)

Ugyanez a képlet érvényes akkor is, ha n negativ.

Ez a kifejezés annak a valdszin(iségét adja meg, hogy x a klasszikus x0értékt6l
az n értékkel tér el, és igen hasonlit (27.4)-re, amely annak a valdszin(isége, hogy
Ha klasszikus /i0értékt6l tér el. E valdszinliség ismét akkor a legnagyobb, ha x=x0
és nagyj,j\,j2 x, Xesetén xOkoril Carw-eloszlast kévet. Valdban, nagy kvantum-
szdmok esetén a harom-y-szimbolumok és az abrazolasi egyitthatok kozott igen
nagy a hasonlésag6. Ez mar a 14. abrabdl is vilagos, amely az abrazolasi egydtt-
hatok interpretaciéjanak alapjaul szolgalo abrdba megy at, ha bel6le elhagyjuk
j2-t és j ama részét, amely a kor sikjan talnyulik.

A RACAH-EGYUTTHATOK

A hat-y-szimbolumok fizikai értelmezése a legvilagosabban (24.22)-b6l hamoz-
haté ki. Ezen 6sszefliggésben azon Xwm hullamfiiggvényeket, amelyekben / az 1. és
2. részecske teljes impulzusmomentuma, azon fuggvények szerint fejtjik ki,
amelyekben/ az 1. és 3. részecske teljes impulzusmomentuma:

Zm=2/2/+ W '+|(-1)v,(+§_ (27.10)
|

h r\
3 )
(27.10)-ben c(jIM; j'I'M )—06jj.dMMcJ(-, /') a (24.23a)-ban megadott hat-y-szim-
bélummal fejez6dik ki. Ebb8l kovetkezbleg

(2/4-1) @1+ D\ [ 5)2 %\Y (27.E.3)

annak a valészin(iségét adja meg, hogy a j, és j3impulzusmomentumpk 8sszegének
hossza j', ha a j( és j2impulzusmomentumok j hosszlsagu j vektorra csatolédnak

6 A. R. Edmonds : idézett m( 2. fiiggelék.
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6ssze, majd j3e vektorhoz csatolva J hosszisagu impulzusmomentumot szolgaltat.
A 15, dbra mutatja be a hat vektor elhelyezkedését. Ezek (altalaban szabalytalan)
tetraédert alkotnak.

Haaj,, j2 j, j3 J vektorok hossza régzitett, akkor a j,, j2 j vektorok sikja még
j kordl elforgathat6. A 15. &bran a P pont ekkor olyan kort ir le, amelynek ko6zép-
pontja j-re illeszkedik. E kdéron az egyenl6 ivek valészinlisége egyforma./ vala-
mely adott értékének valdszinlisége a harom-y'-szimbolumok interpretacidjakor ko-
vetett mddszerrel szdmolhaté ki. A P pontban a kor érint6 egységvektora (j,Xj2/
/(1i Xj2) - Amde/ egységnyi tartoméanyanak valoszin(isége e vektor /-menti vetii-
letével forditottan, vagyis a

lUixyi
(i,xjd <111

mennyiséggel egyenesen aranyos. Az aranyossagi tényez6 a kor félkeriiletének
vagyis Jr|(jIXj2I1//nek reciproka. Nagy y kvantumszamok hataresetében (27.E.3)
igy alakul:

[->e, CuU[I n /1. KIiXj2| J 57 11>
(2J+WJ +1)™ h *1(i,xb)r i

15. dbra
A Kacah-egyitthatd geometriai interpretacidja. A jj és j2 impulzusmomentumbol tev6dik Ossze
a } impulzusmomentum. Ez azutan j3-mal adja ki a teljes J impulzusmomentumot. Annak val6szind-
ségét. hogy j3ésj, j  nagysagu impulzusmomentumot szolgaltatnak, a (27.E.3) Kacah-egyiitthatd
adja meg. E valoszinliség aszimptotikus értéke aranyos a kor ama ivének hosszaval, amelynek
pontjai a J vektor végpontjatélj' ésj'+ 1 kozé es6 tavolsagra vannak
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Haj/(2j+ I)-et ésj'/(2j'+ 1)-et |-del helyettesitjiik, akkor

1LAA iJsA Q>

A hai-j-szimbdlum négyzete aszimptotikusan a szimbolum vektoraibdl alkotott
tetraéder kobtartalmanak reciprokaval aranyos, az aranyossagi tényezé 2An. A ko-
zeledés ehhez az aszimptotikus értékhez ugyanolyan jelleg(i, mint a hdrom-y-szim-
bélumok esetén. (27.12) bal oldalanak csak legalabb az egyik j-re vett atlagatol
varhato el, hogy a jobb oldalhoz konvergaljon.
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A) Fiiggelékl
MEGALLAPODASOK

E fuggelékben a koordinatadkra, a forgatasokra és a fazisokra jelen kiadasban
hasznalt megallapodasokat dsszegeztiik. Ezek azonosak azokkal, amelyeket Rose?
hasznal, és az az elényilik, hogy Condon és Shortley3 hullamfiiggvényeihez,
Wigner abrazolési egyitthatdihoz4és a vektorcsatolasi egyttthatdk legelterjedteb-
ben hasznalt konvencidihoz 34,56 vezetnek, ha attériink Wigner eredeti balkezes
koordinata-rendszerérél a szokdsosabb jobb rendszerre. igy a minimalisra csok-
kentjik azta zavart, amely a fizikai irodalomra térténd hivatkozasoknal a konven-
ci6 vonatkozasaban tdmad, és a balkezes koordinatak hatranya is kikiiszobol6dik.

Az abrazoléasi, az atcsatolasi és a vektorcsatolasi egyltthatokra vonatkozo je-
l61ésekre és fazisviszonyokra Edmonds6 k6z0l teljesebb dsszefoglalast.

1. Koordinatak

Ebben a kényvben hasznalt koordinatadk olyanok, hogy a pozitiv x tengelynek
a pozitiv y tengely felé térténd (pozitiv) elforgatasa a jobb menet( csavart a pozi-
tiv z tengely irdnyaba hajtana el6re. Az r, fi, gdmbi koordinatakat az

r=Yx2+y2+z2

?9=arccos (A.D

cp=arcsin (y/Yx2+y2
egyenletek definialjak. Ezt a 166. oldalon a 7. abra illusztralja.

1Ezt a fliggeléket az angol forditdshoz csatoltak.

2 M. E. Rose: Multipole Fields. (Wiley, New York, 1955).

3E. U. Condon, G. H. Shortley: The Theory of Atomic Spectra (Cambridge Univ. Press,
London és New York, 1953).

4E. P. Winger: Gruppentheorie und ihre Andwendung auf die Quantenmechanik der Atom-
spektren (Vieweg, Braunschweig, 1931), amely a jelen mi eredeti kiadasa.

5G. Racah: Phys. Rév. 62, 438 (1942); 63, 367 (1943).

6 A. R. Edmonds: Angular Momentum in Quantum Mechanics. (Princeton Univ. Press,
Princeton, New Jersey, 1957).
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2. Forgatasok

Az R forgatast az {a, B, y} Euler-szdgekkel adjuk meg. Minden forgatashoz
egy PRoperator tartozik, amely (a) a fizikai teret a z tengely koril a széggel, (b) az
y tengely koril B szoggel, (c) a z tengely koriil y szoggel forgatja el. A fizikai tér
ezen forgatasai soran a koordinatatengelyek nem mozdulnak el. Minden forgatas-
hoz egy R,, matrixi koordinatatranszformacio is hozza tartozik. Ez elforgatja a
koordinatatengelyeket (a) a z tengely koril y szoggel, (b) az Gj y tengely koril
szbggel, (c) az Uj z tengely koril a szoggel. Tehat7?

Ra)=
cosa sina 0)(cos/7 0 -sinjAf cosy siny 0

= sina cosao0 0 1 0 -siny cosy O (A.2)
0 01 sinB 0 cosR 0 0 1

A koordinata-rendszernek elforgatasa R{d)yval fizikailag teljesen egyenértékli a
fizikai térnek a forditott P{aly}i-gyel torténd elforgatasaval: Pgly)-,=

Ty
AR«r)=(PR-t/)(r), (A.3)
ahol azért irtunk (PR-,f)-et, hogy hangstlyozzuk: P az r koordinatak uj fliggvé-
nyéhez vezet. Legyen
PR-~f(r)=g(r)- (A.4)

Ekkor f(r)= PRy(r) és (A.3) atmegy (11.19)-be, amelyet PR meghatarozéaséra hasz-
naltunk:8

(A.5)
r=R,r.

Itt a kés6bbiek miatt megjegyezziik, hogy (A.2) szerint az R{aft/) matrix a (0, 0, z,)
pontot, amelynek polarkoordinatai (r=z,, ft=0,p=0),az(/=z,, 9=8,p'=n- a)
polarkoordinataju (x', y', z') pontba viszi at.

7 Lasd a (15.14a) egyenlett6l a (15.15) egyenletig az 6sszefliggéseket.
8 A psp «/(*) szorzatok kiértékelésénél az operatorokat balrol jobbra menve kell alkalmazni
(lasd all. fejezetet), csak igy biztosithatd, hogy Pspr=psr-
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3. A forgascsoport abrazolasai és a gdmbharmonikusok
A (11.23) vagy a (11.26) egyenlet az abrazolasi matrixot a PRoperatorral és a
y>X(4, Yn Z], XN, Y., Z,,) partnerfliggvényekkel definialja:
PrVAXfr  N» eemX,, yn z,)
= %D(R),, tpfxi, ¥X z,, M. Y. Z.), (A.6)

vagy ami ezzel egyenértékd:

Vrfall ¥Y\9 Z\9 » =« g9 Xfl» ¥rP *n)

(A7)
= 2|/| V(9 3T A1 = 937" ‘W)’
ahol
r;=Rsr(

A forgascsoport esetére az Y/ 1(0,¢p) gémbharmonikusok a partnerfliggvények
(-igm s +/) és D</>R)Anaz abrazolasi matrix. igy (A.6) szerint

T W(#\ *)= 2 D((«)] F## @ (A8)
A o>

Ez az egyenlet megadja a gdmbharmonikusokat barmely $'-re és g>+e a #=0 és
th—0 helyen felvett értékeikkel és a 2)j-ekkel;

f(A «=20 ((K)Ifu(r0,20). (A.9)
K

Itt Raza forgatas, amelynek Rr matrixa a Z tengelynek origétol r tavolsagra levé
pontjat az r, b, polarkoordinataju pontba viszi at. Ahogy azt az el6z6 szakaszban
jeleztik, e forgatas 11={n—h, +'&, y). Megmutattuk a 15. fejezetben, hogy csak
az a Y, onem zérus a b=c= 0 pontban. Ezért (A.9) igen egyszer:

YU*> ®)=0 (N({Tr-¢, b, y}*0YIX(&=0, p=0). (A-10)

Condon €S Shortiey3 mlvével egybehangzoan E/ 00, 0)-t valésnak és pozitiv-
nak vesszik, tehat

Y,J*> ®)=(&llandd) *(- In MPd°Xn,, 0 (A.11)

Ez a (19.8b) egyenletben kimondott dsszefiiggés a gémbharmonikusok és az abréa-
zolasi egyitthatok kdzott. Maguk a gdmbharmonikusok ugyanazok, amelyeket
Condon €S Shortley hasznal.
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4. A vektorcsatolasi egyiitthatok

A 17. fejezetben megemlitettiik, hogy az a kdvetelmény, mely szerint az

matrixszal a W*?FV szorzatoknak D<) _i+v sorahoz tartoz6 lineéris kombinaciobit
allitjuk eld, e matrix alakjat nem szabja meg egyértelmden. (17.21) rogziti azt a
feltételt, mely mar egyértelm(ivé teszi a vektorcsatolasi egytthatdkat:

m$n-/=1$n-/|>0. (A.12)

Condon és Shortley3, valamint Racah,5 Rose2 és Edmondos6 ebben koveti
WIGNERt4.
A vektorcsatolasi egyltthatokkal a 24. fejezet harom-y'-szimbo6lumaira

i/t h hj=(-1)» —
Im, m~ uti i
\Y/ \Y 2r3+1T

jsmumAmi+rm+im o'

5. A Racah-egyltthatok és a hat-j-szimbdlumok

Az ebben a miiben hasznalt atcsatolasi egyitthatok, vagy masként hat-y'-szim-
bélumok Racah W egyiitthatdival a kdvetkez6képpen fliggnek Ossze:

Wdaihh;hh)=(-1)h+u+h+h 1 1). (A.14)
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B) Figgelék
KEPLETGYUJTEMENY

Perturbaciészamitas

ViMvrVfkl (5-9)
FEEKEXVRHY 2 (5-10)
A k+A 2 my_g v (5>11)

Csoportelmélet

A 2 szimb6lum a véges csoportoknal dsszegezést jelent valamennyi csoport-
k

elemre, folytonos csoportnal a Hurwitz-vaiegxaM jelenti.

2 3r=2 jsr- (7.1), (10.5)
R R

A A-adrendd csoport unitér irreducibilis abrazolasanak ortogonalitasi dssze-
figgeése a kovetkezd":

2 D"\R)*W.D "\R\r=y Br/1'1'N 932>
Itt 1j DO) dimenzidja. A %4AR)= 2 Du\R)nt karakterekre
7
2 Z(/)(R)* 1u\R)=hbj.j. (9.33)

Folytonos csoportokra A= 2 1helyébe J dR keril ((10.12), (10.13)).

Abrazolasok és sajatfiiggvények

Xj-t és jc'j-t valds, ortogonalis R transzforméacid kapcsolja 6ssze:

Xi=2 RjA *<-:2j RjAp (1L18)
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ekkor

p*/(*u 4. ¢ XN)=f(X,, X2 . . xn) (11.19)
folytan
Psr=PSPr, (11.20)
PrVv=2D (R)xV>x (11.23)
és P,yp «—P.sR miatt
D(SR)=D(S) D(R). (11.25)

Veégil
pR fr= ZP U\R)"AJ> és RRgp = 2 » UYR>XgP
r
kdvetkezménye, hogy

(J18P)=y birbx 2 UT, gp)- (128
y

A haromdimenziésforgascsoport irreducibilis abrazolasai

Du\{<x,3, yhmme=inmx du\B)mmeiml. (15.8)

e_i*“cos\ Be-ir —e~*“sin}BRe*y

D(i\W ,B,y})= . (15.16)
e**sinl Re_ily e*™*cos| /3e*ir

Dy){«» N1 r}) = cosy+" 4-/3sin-'-" 4-/3e™1, (15.27a)
XUX<P)=V°_ZJ_ e, (15.28)
A D(,)x D<>pontosan egyszer tartalmazza a D(L>abrazolast, ha
L=|/-1], |I-Z|+ 1,..., I+]—=1, I+, (17.14)
1+7
0 (NTM.,.0«(T?),,.= 2Cv 0A)(AUr.mHf «, (17.16b)
K=\-1

B (DEIVEZAYI(+E)!

J(L+ [+ [+ D)L+ /- ) (L—+ 71
(17.27b)

n T (-0 (Z-L+*%)1’
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)YIDE m_rﬁ(ﬁﬁ n,m—&_—fl/u_'»

(17.28)
N «00 «00 —d =
Z jIL.8,m—R°L, B, m—R BR'
1
A Pauli-féle spinelmélet
QRO(*by Z &, ..., %,Yynzl],s,)
= 2 ... 2 D«XR)iSuiti...D«XR)isnAt X
fizti (=i
X¢(X11 y” Z" i!! vy XHI y11y ZJ" i”)i (21.6b)
0«=PrQa=Q &Pa. (21-8)
Irreducibilis tenzorok
0
o*'t(@o*= 2 (21.16b)
=0
m .w -vit'tf'K 'y 2u8>
« » » m g anA rr <2[19)

Itt s)i;l zérus, ha
lI;-co|>/ vagy />Y+co.
Infinitezimalisforgatasok

A .Descoriay-koordinatak infinitezimalis elforgatasanak megfelelé operator:

iLA= -{~AP {dD}n:o; (|8-7)

ugyanez a spinkoordinatakra:

i(*,+*+..5)4="SIW——i A Qi.oo"Uo- (23.23a)

Ugyanez mindkét koordinata egydttes forgatasara:
NLz+S2)= —i Ofa0}z,, 0 (23.30a)

380



A harom-j-szimbolumok

1. Az dsszefiiggés a harom-j-szimbolumok és a vektorcsatolasi egyitthatok ko-
z0tt:

, n
i e R (Y T s o (2452)

2. A harom-y'-szimbdlumok szimmetridi:

(_iy,+ 24y Ji F’Q ﬁ@i(fﬁ, mc3 M_ (mégmm JI"Iﬂm, m'

(24.10)
EA N Y3 ¥ %] i W] ("24 1071
w, m2 w3l (m, m3 w,J (w3 m, m2)’ Vv J
(4 ,4 4 )=(-iy«-+* (N, Ad). (24.10b)

J1 hat-j-szimb6lumok

1. Osszefiiggés a harom-y'-szimbélumok kai:

(W HYyw )y=(-1f12 Qy+) [/ f2 ij(w yw ), (24.24a)
)2.3)(1,yY30(,yrh)=fj' » OiAR)- (24.24b)

(A fenti kovarians jelolést lasd a 24. fejezetben.)

2. Tekintsiik egy olyan T”) irreducibilis tenzor cr-adik komponensét, amely a
helykoordinatakra p-cd foku, a spinkoordinatdkra nézve 0 foku skalar. Ekkor a
T @>operatornak az 6sszes koordinata elforgatasakor co=p a foka. llyen operatorra
(21.19) mintgjara

TERN0= Y1 y,,0"W.vr. (24.27a)
(24.27a3)-ban TNJ.N.r a (21.19)-ben szerepld TNJ.N,r -nmek (- ])7_P_MY+I'-

szerese. Ha mind W/ Jre, mind pedig ¥4 J-re 70 csatolas érvényes, akkor

3W =< -D"-«w«'s« (" £ []
(24.30)
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Antiunitér operatorok

A 0 operator antiunitér, ha barmely W és @& allapotra

0D, 0D)=(P, SO*=(S?r D) (26.8)

0(a® + /3D)=a*0d + /5*0. (26.5)
Az antiunitér id6tikrozés:
0 =sBs2r «"'V-K (26.15a)
0=(-0"® {Otb K, (26.15¢)

ahol a K operator minden mennyiséget annak komplex konjugaltjaval helyettesit.
Az antiunitér a és unitér u operatoroknak megfelel6 matrixok szorzasi szaba-
lyai:

D(u)D(u2=D (ulu2),
D(a)D(u)* = D(au),
D(u)D(a)= D(ua), (26.21)
D(a,)D(a2* = D(a,a?.
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Epstein  Schwarzschild - szeparécios  elmélet
lasdszeparacids elmeélet
Euler-sz6gek 95, 165

F

faktorcsoport /en7 csoport
felcseré het6ség és invariancia 127

felcserelesi 6sszefliggés 40
lelhasadas

sajatértéké 53, 132
elektromos térben 216, 281
magneses térben 213, 280, 293
szinképvonalaké 216, 281, 293
ielegesz abrazolas lasdabrazolas
ferde matrix lasd matrix
Fermat-tétel és tételek csoportokra 71
finomszerkezet 195, 264
komponensei 275

komponensek hullamfliggvényei 275
finomszerkezeti allandé 1asd Sommerfeld

fizikai interpretacio
abrazolasi egyiitthatoké 365, 366

25 Csoportelméleti mddszer.. .

harom-y'-szimb6lumoké 367
hat-y'-szimb6lumoké 371
fizikai mennyiségek 56
folytonos csoportok lasd csoportok
folytonossag, csoporté lasd csoportok
folytonos spektrum lasdspektrum
forgas
operatorok linearitasa és uniteritasa 244
sz6g 161
tengely 161
forgéscsoport 98, 154, 161
abréazolésai 158
haromdimenziés 161
Hurmitz-integrélja 107
karaktere 181
kétdimenzids 155
matrixok 155
osztélyai 156, 157, 162
és unimodularis csoport 172
forgas—tilkrozés 154,282
forgas—tiikréizés csoport 154,156,188
forgatés 98, 154, 235
allapoté 235
Descartes-koordinataké 235, 238, 264, 330
spinkoordinataké 235, 238, 264, 273, 330
és permutéciok 274
valodi, nemvalédi 154
forgatas operatorai
csak spinre 237, 265
spinnel 235, 237, 244, 251

spin nélkil 115,235
fékvantumszam 192

fétengely-transzforméacié 28
fundamentalis tartomany 221

iuggvenyek
ortogonalis 42

abrazolashoz tartozo6 129
abrazolas sorahoz tarlQZO ,23

fuggvényvektor 43

g-képlet lasd Landé

Gram—Schmidt-féle ortogonalizalas lasdorto-
gonalizalas

gdémbharmonikus 166,224

gdmbszimmetria, S allapoté 223

385



H

Hamilton-operéator 41,55
magneses téré 214,292
harmonikus oszcillator 39
harmonikus polinomok 159, 166
harom-j-szimboélumok 305
klasszikus hataresete 369
kovarians, kontravarians 307
szimmetriai 305
témor jelolés 315
Hartree-elmélet, arnyékolasé 326
hasonl6sagi transzforméacio
invariancia 28
matrixokra 17, 24, 28, 121
hat-y-szimb6lumok 314
és csoport 318
kiszamitasa 317
klasszikus hataresete 372
szimmetriai 316
Heisenberg matrixok 39
héliumatom 228, 297
héliumion 191
helyes linearis kombinacio 1asd perturbacio
elmélet
hermitikus
matrix 32, 34
operator 44
hidrogén
hullamfiiggvények 191, 224
szinképe 190
hipergeometrikus fliggvények 227
és az abrazolasi egyltthatok 227
homomorfizmus 78
az unitér és a forgascsoport kdzott 179
Honi—KTronig intenzitéas képletek 233,288,320
hullamegyenlet lasd Schrodinger
hullamfiiggvény 42
és fizikai allapot 57
Hurwitz-integral 107
haromdimenziés forgascsoportra 165
kétdimenzids forgascsoportra 157
kevert folytonos csoportokra 109
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idempotens operatorok lasd operatorok
id6tlkrozés 340
invariancia kdvetkezményei 360
operatora 345
impulzusmomentum
egy tengelymenti vetilete 193
kivalasztasi szabalyok 195, 279
palyaé 193
palyakvantumszam 195
sajatfiiggvények 167,224,275
teljes kvantumszam 195,249, 275
index» alcsoporté lasd alcsoport
infinitezimalis csoport lasd csoport
intenzitasszabaly lasd Honi—Kronig
integral folytonos csoportra lasd Hurwitz-
integral
interkombinéci6s tilalom 208, 332
intervallumszabaly lasd Landé
invariancia forgatassal szemben 242, 252, 264
invarians integral lasd Hurwitz-integral
invarians operator lasd szimmetrikus opera-
torok
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involutorikus fizikai operatorok 344
irreducibilis
abrazolasok lasd abrazolas
szekularis egyenlet 133
tenzorok lasd tenzorok
irreducibilis komponensek
abrazolasé 95,197
tipusa és szama 169
irreducibilitas
abrazolasé 81
forgascsoporté 158, 160, 168
unitér csoporté 178
izomorfizmus 71, 77
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Jacobi-polinomok lasd hipergeometrikus fiigg-
vények
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kanonikus transzforméci6 60,236,248
karakter(ek)
abrazolasé 92
forgascsoporté 168,181
ekvivalens abrazolasoké 95
normalésa 93
ortogonalitasa 92, 111, 169
szimmetrikus csoporté 150
ugyanazon osztaly elemeié 92
unitér csoporté 179
képzetes matrix lasd matrixok
kétértékl abrazolasok lasd abrazolasok
kevert folytonos csoportok lasd csoport
kilenc-/-szimbdlumok 321
kiredukalas
abrazolasé 94
csillagos abrazolasé 351
forgascsoporté 197
szimmetrikus csoporté 144
kiszélesedés, szinteké és vonalaké 277
kivalasztasi szabalyok 195,207,277,279
elektromos térben 217, 284
magneses térben 212, 280
spin figyelembevételével 279
kizarasi elv lasd Pauli-elv
klasszikus hatareset
abrazolasi egydtthatoké 365
harom-y-szimbdlumoké 369
hat-y'-szimbo6lumoké 372
kombinéacio
szimmetriaké 184
rendszereké 196
kommutativ térvény 67
komponens lasd vektorok, impulzusmomen-
tlim, irreducibilis komponensek sth.
komplex konjugalas és antiunitér operatorok
343
komplex ortogonalis matrix lasd matrixok
specialis tipusai
komplexus, elemeké 77
konfiguraciok 328
megengedett elektron 329, 333
konfiguracids tér 40,115
konjugalt csoportelemek lasd csoportelemek
kovarians és kontravarians
abrazolasi egytthatdk 310
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harom-y'-szimb6lumok 307

kélcsdnhatas
atomnak magneses térrel 214, 292

elektronoké 325
spin—palya 276, 292
spin—spin 294, 327
kristaly 219
Kronecker-szimbélum 14
kvadrupoélussugarzas lasd sugarzas
kvantumelmélet 39
kvantummechanikai merev testek 224,225
kvantumszam
azimutalis 193
elektromos 217,284
magneses 193, 214
multiplen 193
palyaimpulzus-momentum 193
teljes impulzusmomentum 195, 249, 279

L

Landé-féle ~-képlet 292, 320
Landé-féle intervallumszabaly 294, 318, 323
Laplace-egyenlet 195,166
Laporte-szabaly 210,217,279, 285
lefed6csoport lasd csoport
Lie-csoport lasd csoport
linearis fliggetlenség 18, 43
linearis kombinacio
fliggvényeké 43
helyes lasd perturbaciéelmélet
vektoroké 18
linearis transzformaciok
koordinataké 10
szorzata 12
longitudinalis effektus 213

M

magneses kvantumszam 193, 212, 255
magneses momentum 231
magneses tér lasd Zeeman-effektus, sajatérték
stb.
magspin 250
matrix(ok)
adjungalt 31, 33
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antihermitikus 32

antiszimmetrikus 32 -

derékszogl 22

diagonalis (atl6s) 16

diagonalizacio6 29. 36

dimanzidja 11

direktszorzata 25

egyenlésége 10

egység 14, 24

elemek 10,60,207
spinmentes tenzoroperatoké 318
vektoroperatoroké 258

fuggvényei 16, 30

hatvanyai 16

hermitikus 32

inverz 14, 24

kétdimenzids unitér 171

komplex konjugalt 31

komplex ortogonalis 32, 34

négyzetes 22, 23

0sszeadasa 15, 23

Pauli-171

reciprok lasd inverz

sajatértékei és sajatvektorai 28, 29

specialis tipusai 31

sDuria 17

szimmetrikus 32, 38

szorzasa 12, 22

tételek 12 23 170

transzponalt 31

tulajdonsagai hasonldsagi transzformacio-

kor 17,28

unitér 32

val6s ortogonalis 32, 38, 154
zérus 15 24

mel ékoszt y
invarians alcsoporté 76

mennyiség, fizikai 56

merev rotator 224

mérés, fizikai mennyisége 56, 58

metrikus tenzor harom-j-szimbo6lumokra 308,
309

multiplett felhasadas 276

multiplen rendszer 193

és antiszimmetrikus sajatfiggvények szama
330

éselektronok permutacidja 274
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kivalasztasi szabaly 208
és spinforgatas 274
multiplicitas 194

N

négyes csoport laid csoport
négyzetesen integralhat6 41

n-lab 222

normal alak, antiunitér operatoré 343
normalas 32,42

normalis csatolas 277, 286

operatorok
antilinedris 342
antiunitér 340
hermitikus 44, 56
idempotens 130
invarians lasd szimmetrikus operatorok
linearis 11, 43, 236, 246
projekcié 130
szimmetrikus lasd szimmetrikus operatorok
unitér 32>59’ 236’ 246
végtelenszeresen elfajult 130
optikai izomerek 229
ortogonalis m atrixtd | matrix
ortogonalizalasa Gram-Schmidt eljarassal
37°38
ortogonalitasi 6sszefiiggések
folytonos csoportoknal 111
irreducibilis abrazolasokra 91
karakterekre 92,111,169
sajatfliggvényekre 46, 130
spinfiiggvényekre 268
ortogonalitas
fuggvényekeé 42,127
sajatfliggvényeké 46,130
gS az abrazolasok unitaritasa 122
vektoroké 32
osztalyok, csoporté
a haromdimenziés forgascsoportra 162
és a karakterek 92,179
a kétdimenzids forgascsoportra 156,157
permutacioké 136
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Osszeadas, vektoroké és matrixoké 9, 16, 23
Osszegszabaly, atmeneti valdszinliségeké 281

palya 326, 330

Bohr-191
palyaimpulzus-momentum

kivalasztasi szabalyok 195

kvantumszam 193
paraméterek

Cayley Klein-féle 172

csoporté 97

forgatasoké 154, 164
paramétertér

egyszeresen es tObbszorosen 0Osszefiiggd

98, 261
Gt 99 101 260

paratlan’
abrazolasok lasd abrazolasok, paros és pa-
ratlan
permutacié lasd permutacidk, paros és pa-
ratlan
szamu elektron 252
szintek lasd még sajatértékek, paros és
pératlan

paritas 193, 276, 337
és a tikrozési csoport abrazolasai 194
és a palyaimpulzus-momentum 228
kivalasztasi szabaly 195, 209

paros szintek lasd sajatértékek, paros

particios szam 136

partner figgvények 123

Pauli-elv 139, 194,266, 328, 329
és elektronpalyak betoltése 329

Pauli-féle spinelmélet 231

Pauli-matrixok 171, 243, 244

periédus, csoportelemé 68, 100

permutaciok 135
ciklusai 135
és a Pauli-elv 266
osztalyat 136
péros és paratlan 137

permutacids csoport lasd mégszimmetrikus
csoport

elektronoké 118, 193, 264, 274, 326, 332

perturbacidelmélet
elfajult esetben 51

helyes linearis kombinaciék 54, 133, 187,
200,214,275,332
Rayleigh—Schrédinger 48
polaris vektor lasd vektorok
porgettyd, kvantummechanikai 225
projekciooperator 130
protonspin tofli?magspin

Racah-egyitthatok 298, 311
Rayleigh—Schrddinger perturbacioelmélet 48
reciprok

csoportelemek szorzataé 67
matrix lasd matrix

reducibilis dbrazolasok lasd abrazolasok
relativisztikus elektronelmélet 250
g
csoporté lasd csoport(ok)
csoportelemé lasd csoportelem(ek)
rombos szimmetria 219
rotator 224

Russel Saunders csatolas 286, 319
Rydberg-allandé 190

sajatdifferencial 45
sajatértékek tofli?sajatfliggvények
elfajulasa 46,131
és a mérések eredménye 56
felhasadasa
elektromos térben 218, 284
kristalyban 219
magneses térban 214, 280
perturbacioban 131
maétrixé 28
operatoré 45
osztalyozasa a csoportok abradzolasa sze-
rjnt 130,187
paros és paratlan 194, 337
Schrodinger-egyenleté 41

389



sajatfliggvények 41, 45, 57
és dabrazolasok szerinti osztalyozas 114,
jg7
egyszerii rendszereké lasdhidrogén, hélium
impulzusmomentumé lasd impulzusmo-
mentum
ortogonalitasa 46, 130
szimmetrikus, antiszimmetrikus 114
teljessége 130
transzforméciés tulajdonsadgok 221, 348
sajatvektorok 29
valés, ortogonéalis matrixé 38, 154
Schmidt-féle ortogonalizalas lasd ortogona-
lizalas
Schrédinger-hulldmegyenlet 41,42
Schur-lemma 83,84
Schwarz-féle egyenl6tlenség 51
skalaroperatorok 255
skalarszorzat lasdszorzat
Slater-determinans 329
Sommerfeld-féle finomszerkezeti allandé 276,
325
Spin 195,231
erék 271
ésa forgascsoport abrazolasa 238

és a szimmetrikus csoport dbrazolasa 140,
151

iranyanak valészin(isége 241
matrixok 243, 244
-mentes mennyiségek 232,264
operatorok 243
és paritas 276
Pauli-féle elmélete 231
—pélya kolcsonhatas 1asd kolcsonhatas
—spin kolcsonhatas lasdkolcsonhatas
és teljes impulzusmomentum 249
valtozék 139,232, 267, 274

spektrum lasdmég sajatértékek, energiaszintek
diszkrét és folytonos 45,190
egyelektronos atomokra 190
operéatoré 45

spur (atlésosszeg, atlg) 17

Stark-jelenség 210, 218, 282

statisztikus interpretéacid,
55

sugarzas
atomra bees6 61
dip6lus 209, 277

kvantummechani-
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kvadrupélus 208,277
polarizalt 207, 212
s(irliség, invarians 104

g-szamok 39
szeparacios elmélet 39
szekularis egyenlet 28,12
szimmetriacsoportok 71
fizikai mennyiségeké 119
konfiguracios téré 116
szimmetrikus csoport 73,135
abrézolasanak karakterei 150
szimmetrikus
matrix lasd matrix
sajatfiiggvények, sajatértékek 114
szimmetrikus operatorok 119,127, 255
és felcserélhet6ség 128
szintek lasd sajatértékek, energiaszintek
szintek szimmetriatulajdonsagai 192
szbg, forgatasoké 161
szorzat
direkt
csoporté 185
matrixoké 25
komplexusoké 77
matrixoké 12
mellékosztalyoké 78
permutacioké 72,135
skalaris
fliggvényeké 42,139,232,250
vektoroké 32
szam és matrix 16
és vektorok9
szupermatrixok 26

T

teljes kvantumszam l&sd impulzusmomentum
teljesség
sajatfliggvényeké 46,130
vektorrendszeré 20
tengely, forgatasé 161
tenzorok
irreducibilis 256, 285, 298, 321



fizikai 182

forgatasok 182
tenzoroperatorok 255

irreducibilis 256, 285, 293

kétoldalti 320

matrixelemei 257,286
tomegkozéppont mozgasa 189, 222
tomor jelolés, harom-y-szimbolumoké 315
transzformacio

antilinearis 33

antiunitér 349

hasonloésagi 17, 28,121

kanonikus 60,236

linearis 10,11

(j koordinatarendszerre 58

unitér 59

valédi (nem elfajult) 10, 18
transzformaciéelmélet 55,58
transzponalt matrix 31
transzpozicié 137
tranzverzalis hatas 213
tiikrozés

idGé lasd id6tikrozés

téré 157,211,217
tiikrozési csoport 70,156, 188, 216

unitér dbrazolas 82
barmely abrazolasboél 82

unitér matrix 32

unitér unimodularis csoport 172, 253
abrazolasai 174
homomorfizmusa a forgascsoporttal 172

val6szin(iség(ek)
kilonbdz6 spiniranyokra és 6sszefliggések
241
kvantummechanik&ban 56

végtelen csoport lasd csoport
vektor(ok) 9

axialis 211

csoporttérben 90

egyenlésége 9

egység 32

fizikai 182

komponensek 9

linearis fiiggetlensége 18

normal 32

null 9

ortogonalis 32

Osszeadasa 9

polaris 216, 279, 285

teljes rendszere 20
vektorcsatolasi egytthatok 201

fizikai interpretacidjuk 367

klasszikus hataresete 369

kvarians, kontravarians 307

szimmetrikus alakja 303

tablazatok 205
vektoroperator 244, 255, 256,294

matrixelemei 258
vektorosszeadasi modell 196, 276, 324
vonalszélesség, természetes 64, 277

W

Weyl-mddszer a forgascsoport abrazolasainak
levezetésére 170

z

Zeeman-eflektus 210, 280
anomalis 216, 293
normalis 216

zérusmatrix lasd matrix
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anyagkutatds minden olyan teriiletén,
ahol a részleteket még homaly fedi.
Wigner Jen6 ily mddon volt képes bi-
zonyitani, hogy a kvantummechanika
az atommagban is érvényes (ennek elis-
merése volta fizikaiNobel-dij). A kvan-
tumkémia és részecskefizika ismeretlen-
nel érintkezd terliletein napjainkban el-
s6dleges Utbaigazitdnk a szimmetriatu-
lajdonsagokon alapuld kvantummecha-
nikai targyalas.

Az elmdlt 6tven esztendd alapvet6en
atalakitotta az anyag szerkezetére vo-
natkozo elképzeléseinket. Kivételes je-
lenség, hogy egy olyan kvantummecha-
nika-koényv, amelynek gyokereit a
Zeitschrift fur Physik-ben 1926-ban és
1927-ben megjelent tanulmanyok képe-
zik, és amelynek els6 kiad&sa 1931-ben
jelent meg német nyelven, ma is valtoz-
tatas nélkil érvényes és hasznos. Wig-
ner Jend kdnyve a modern fizika klasz-
szikus, tiszta alkotasa. Tanulmanyoza-
sat mindazoknak ajanlom, akik letisz-
tultan akarjak latni a kvantummecha-
nikat, szdzadunknak talan legmélyebb
intellektualis teljesitményét.

Marx Gyorgy

AKADEMIAI KIADO, BUDAPEST
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