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1. A probléma eredete

A Goldbach-sejtés egyike a matematika legegyszertibben megfogalmazhat6
megoldatlan problémdinak. Nehézségét az okozza, hogy az egész szamok
additiv és multiplikativ struktardjat (amelyek kiilon-kiilon igen egyszertiek
és attekinthet6k) kapcsolja Ossze. A szdmelmélet alaptétele szerint minden
egész szam egyértelmtien all el6 primszadmok szorzataként (a sorrendtdl
eltekintve). Tehat a multiplikativ struktirdban a primszdmok az elemi épit6-
kovek, az oszthatatlan elemi részecskék szerepét jatsszak. Az egész szamok
additiv struktirdja még egyszertibb: minden pozitiv egész szdm egyértel-
mfien &ll el az 1 szam ismételt 6sszeaddsdval. Ugyanakkor a két prim-
szam Osszegeként el6allé szamok jellemzése (pontosabban annak bizonyi-
tdsa, hogy minden ketténél nagyobb pédros szam ilyen) mar tobb mint
negyed évezrede allitja maig megoldhatatlan feladat elé matematikusok ge-
neréci6it. Az el6adésban attekintjiik a probléma megoldédsara az elmult csak-
nem szaz évben tett kisérleteket és a probléma kiilonb6z6 irdnyt megkoze-
litései terén elért rendkiviil fontos részeredményeket. Ezek eredményeképp
tobb irdnybdl is mar (legalabbis latszdlag) karnytjtasnyira vagyunk az ere-
deti probléma megoldésatol. Ennek ellenére az utols6, dont6 1épés megtétele
minden bizonnyal az eddigieknél jéval mélyebb, maig ismeretlen médszerek
megteremtését igényli, és nem elegend6 az eddigi moédszerek finomitdsa és
technikai jellegti tovabbfejlesztése.

Bér a jelen sz6haszndlat nem egységes, a legelfogadottabb megfogalma-
zas szerint célszerfi, ha két sejtésrdl, nevezetesen a bindris Goldbach-sejtésrol
és a terner Goldbach-sejtésrél beszéliink.
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7. ooz

Binaris (paros) Goldbach-sejtés (BGS). Minden ketténél nagyobb pdros
egész szdm felirhato két primszdam Osszegeként.

Terner (paratlan) Goldbach-sejtés (TGS). Minden 6tnél nagyobb pdratlan
egész szdm felirhaté hdrom primszdm Osszegeként.

Meg kell jegyezniink, hogy a Goldbach-sejtéseket gyakran pératlan
primszamokkal (vagy BGS esetében egymastol eltérd paratlan primszamok-
kal) fogalmazzak meg.

Mivel a TGS egyszerti kovetkezménye a BGS-nek, és mivel I. M. Vinog-
radov (1937) megmutatta, hogy a TGS érvényes minden elég nagy paratlan
egész szamra, ezért f6leg a BGS-re fogunk koncentrédlni. A TGS-t ebben az
Osszeftiggésben a BGS egyik legfontosabb approximdciéjanak tekinthetjiik.

A Goldbach-probléma eredeti megfogalmazdsinak j6 megértéséhez
tudnunk kell, hogy Goldbach idejében az egyet primszdmnak tekintették. En-
nek megfelelGen kiilonbséget kell tenniink a primszdmok jelenlegi és egy-
kori meghatédrozasa kozott, azaz az eggyel egyenld 0sszeadandok kizardsa-
val kissé médosithatjuk az eredeti megfogalmazasokat.

1742. méjus 27-i, Eulernek kiildott levelében Goldbach a kovetkezo-
ket irja: ,ilyen médon megkockdztatok egy sejtést: minden szdm, amelyik
két paros szadm Osszege, felirhato tetszleges szamu primszam Osszegeként”
(Euler—Goldbach 1965).

Jeloljiik P-vel a primszadmok halmazat, legyen P’ = PU {1} és legyen N
tetszbleges természetes szdm, tovabba

A—I—A:QA:{ai—i—aj; a; € A, ajE.A}, (1.1)

kA:{ail—I—---—f—aik,aiyeA(lgugk)}. (12)
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A fent megadott jeloléssel Goldbach eredeti hipotézisét a kovetkezSképpen
fogalmazhatjuk meg:

Eredeti Goldbach-sejtés (EGS). Ha N € 2P/, akkor N € kP',2 <k < N
esetén.

Els6 pillantasra ez a sejtés eléggé eltérének tlinhet a BGS-t61 és a TGS-
t6l is. A kiilonb6z6 megfogalmazasok rovid elemzése azonban megmutatja,
hogy ez a latszat csal.

Fermat utolso6 tételének esetétdl eltérden altalaban nem szoktdk hangsu-
lyozni a matematikusok, hogy Goldbachnak egy fontos megjegyzése a lap
szélén, a margon taldlhat6 az el6bb idézett levélben: ,,Miutan ezt Gjraolvas-
tam, gy taldlom, hogy a sejtés egzakt médon bizonyithat6 n + 1-re, ameny-
nyiben igaz n-re és n + 1 felirhat6é két primszam osszegeként. A bizonyi-
tés igen egyszer(i. Ugy latszik, hogy minden 2-nél nagyobb szam felirhat6 3

primszam Osszegeként.”

A fent idézett sorok utolsé mondatat a kovetkez6képpen fogalmazhat-
juk meg:

Lapszéli Goldbach-sejtés (LGS). Ha N > 2, akkor N € 3P’.

Latni fogjuk, hogy az LGS sokkal szorosabban kapcsolédik a BGS-hez
(valdjdban ekvivalens vele), mint a TGS-hez.

Nincs egyetértés abban, vajon a BGS Eulernek vagy Goldbachnak
tulajdonithat6-e. Az Euler els6bbségét hangoztat6 allaspont a kovetkezd —
Eulernek 1742. jinius 19-én Goldbachhoz irt vélaszlevelébdl vett — idézet
utols6 mondatén alapul:
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Az, hogy egy olyan szdm, amely felirhat6 2 prim 9sszegeként, egyttal
tetszbleges szdmu prim Osszegeként is felirhato, levezethet egy megfigye-
1ésbél, amit Méltésagod egy alkalommal velem kozolt, mely szerint barmely
péros szam felirhat6 két primszam 6sszegeként. Egy n paros szamot tekintve
n — 2 felirhat6 két prim osszegeként, igy n is felirhat6 harom, vagy hasonls-
képp négy, illetve akdrhdny prim osszegeként. Amennyiben n pératlan, ak-
kor n—1 paros és igy n felirhaté harom vagy akdrhany prim ¢sszegeként. Azt
az éllitast, hogy minden paros szam felirhat6 két primszam 6sszegeként, én
egy teljesen bizonyos tételnek tartom, habar nem tudom bizonyitani” (Euler—
Goldbach 1965).

Az idézet els6 néhdny sora mindenesetre nyilvanvaléva teszi, hogy
maga Euler tulajdonitotta a BGS-t Goldbach egy korédbbi szobeli kozlésének.

Az utols6 mondatot a mi jelolésiinkkel a kovetkezéképpen fejezhetjiik
ki:

BGS1.Ha 2 | N, akkor N € 2P’.

Az idézet ezt megel6z6 részét a kovetkezd allitas bizonyitdsaként fog-
lalhatjuk ossze.

1. allitas. BGS1 = EGS.

A matematikai logika mai szempontjabdl érdekes megjegyezni, hogy
Euler a ,Theorema” szét haszndlja a BGS1 bizonyitatlan allitassal kapcso-
latban, annak ellenére, hogy 6 maga nem volt képes azt bizonyitani. Azt
azonban nem mondja ki, hogy vajon a forditott kovetkeztetés igaz-e, vagy
sem.
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Meglehet6sen kevéssé ismert tény, hogy Descartes (1596-1650) a 17. sza-
zadban mar kimondott egy hasonl6 sejtést (a szerzé Dieter Wolke egy kéz-
iratdbol szerzett tudomadst réla, bar Dickson [1919] konyve is tartalmazza).
Descartes sejtése azonban csak sokkal késébb, 1908-ban jelent meg nyomta-
tdsban (Descartes 1908), és a Goldbach-sejtés ismertsége folytdn nem kertilt
be a koztudatba.

Eléggé kiilonos médon Descartes eredeti megfogalmazasa csak péaros
egész szdmokra vonatkozik. Descartes 0sszegy{ijtott m{iveiben az Opuscula
Posthuma, Excerpta Mathematica részben talaljuk a kovetkezd sorokat (Vol.
10, 298): ,,Minden péros szdm felirhat6 egy vagy két vagy harom primszdm
Osszegeként.” Jelolésiinket hasznalva az eredeti Descartes-sejtést a kovet-
kez6 modon fogalmazhatjuk meg.

Eredeti Descartes-sejtés (EDS). Ha 2 | N, akkor N € P’ U 2P' U 3P".

Meglepd, hogy Descartes a fenti médon fejezte ki sejtését, ahelyett, hogy
a kovetkez6 két, nem egyenértékii valtozat egyikét alkalmazta volna:

(DSA) Minden péros egész szam felirhat6 legfeljebb két prim 0sszege-
ként.

(DSB) Minden egész szam felirhato legfeljebb harom prim osszegeként.

DSA nyilvan ekvivalens BGS1-gyel, ugyanakkor DSB és az EDS hatéro-
zottan gyengébbek.

2. A sejtések logikai 0sszefiiggése

A kovetkezdkben elemezni fogjuk az 1. fejezetben emlitett sejtések kiilon-
boz6 alakjai kozotti logikai osszefiiggéseket. Noha ezek nagyon egyszerfiek,
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a szerz6nek nincs tudomadsa ilyen vizsgalédadsokrol, Euler érvelését kivéve,
amelyet az 1. fejezet 1. 4llitdsként tartalmaz. Az els6, némileg meglepd 4llita-
sunk az, hogy az 1. allitas forditottja is igaz, azaz hogy az eredeti Goldbach-

sejtés ekvivalens a BGS1-gyel.
2. allitas. EGS = BGSI1.

Bizonyitds. Legyen G' = 2P, és tegyiik fel, hogy az EGS igaz. Meg kell
mutatnunk, hogy minden péros szdm G'-hez tartozik. Ha 2k € ', akkor
az EGS szerint 2k € 3P’. Kovetkezésképp az osszeadanddk egyikének pa-
rosnak, tehét 2-vel egyenlének kell lennie. Igy 2k — 2 € G’. Mivel G’ nyilvan
tartalmaz tetsz6legesen nagy szdmokat, minden paros egész szdm G'-hez tar-
tozik. Q.E.D.

Meég konnyebb azt megmutatni, hogy a lapszéli Goldbach-sejtés szintén
egyenértékii a BGS1-gyel.

3. allitas. LGS < BGSI.

Bizonyitds. Ha az LGS igaz, akkor 2k + 2 € 3P’ igaz barmely k > 1-
re. Mivel az 9sszeadandok egyikének 2-nek kell lennie, a 2k € 2P’ = G’
Osszefiiggés igaz kell, hogy legyen.

Ha a BGS1 igaz, akkor az sszes, 2-nél nagyobb paros egész szam fel-
irhat6 py + p5 + 2 alakban, az 0sszes 1-nél nagyobb paratlan egész pedig
p} + ph + 1 alakban, ahol p} € P’. Q.E.D.

Az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy Goldbachnak mindkét, latszélag kii-
16nb6z6 sejtése (vagyis az EGS és az LGS) ekvivalens egymdssal és a BGS1-
gyel (a bindris Goldbach-sejtésnek azzal a csekély médositasaval, hogy 1-et
primnek tekintjiik). Ervelésiinket tehat igy osszegezhetjiik:
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1. sejtés. BGS1 < EGS < LGS.

Tekintsiik most a Descartes-sejtés kiilonboz6 alakjai, nevezetesen az
EDS és a DSB kozotti 0sszefiiggést. Ezt a kovetkez6képpen fejezhetjiik ki.

4. allitas. EDS < DSB.

Tételezziik fel az EDS érvényességét (mivel a masik kovetkeztetés trivi-
alis). Az EDS azt éllitja, hogy 2 | N-b6l N € 2P’ U 3P’ kovetkezik, és igy
N € G’ vagy N —2 € G'. Ebb&l barmely k& > 1 egész szamra 2k — 2 € G’ vagy
2k —4 € G . Innen2k +1 =2k —2+3 =2k —4+5 e 3P kovetkezik. Q.E.D.

A primszdmoknak P’ helyett a jelenlegi P definici¢jat hasznalva igy
megfogalmazhatjuk a kovetkez6 sejtést, amely lényegében Descartes-nak tu-
lajdonithato:

Descartes-sejtés (DS): Minden 1-nél nagyobb egész szdm felirhatd legfeljebb
hdrom prim dsszegeként (N € P U 2P U 3P minden N > 1-re).

Kés6bb felhasznaljuk a kovetkezd definiciét.

Definicié. EqQy N pdros egész szdm Goldbach-szdm, ha N felirhato két prim
dsszegeként.

El6z6 (1.1)-(1.2) jeloléseinket hasznalva a Goldbach-szdmok halmazat a
kovetkez6 modon jelolhetjiik:

G=2P=P+P. 2.1)

Ekkor a 4. 4llitdssban mondottakhoz hasonléan azt kapjuk, hogy

5.4llitds. DS < {2|N = N e Gvagy N +2¢€G}.
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Ez azt mutatja, hogy amig a bindris Goldbach-sejtés kiilonboz6 alakjai
ekvivalensek, Descartes sejtése nyilvanvaléan a BGS egy kovetkezménye.
Masrészt a Descartes-sejtésbol kovetkezik a terner Goldbach-sejtés. Végitil ér-
velésiinket a kovetkezdképpen dsszegezhetjiik:

6. dllitas. BGS = DS = TGS.
3. A bindris Goldbach-sejtés kozelitései

Minthogy a binaris Goldbach-sejtés bizonyitasa (a tovabbiakban gyakran ro-
viden csak Goldbach-sejtés) a jelen matematika korlatain ttlinak tfinik, kii-
16nb6z6 megkozelitései fontos szerepet jatszottak az elmult 260 év soran.

A. Desboves-nak (1855) 10%-ig terjedé szdmszer(i ellenérzésén és Syl-
vesternek (1871) a paros egész szamok Goldbach-reprezentaciéinak szdmara
vonatkozd, részben hibds heurisztikus képletén kiviil a 18. és a 19. szazadban
ebben a targyban nem tortént el6relépés.

A BGS fontossdgat Hilbert (1935) hangstilyozta a Nemzetkozi Matema-
tikai Kongresszuson 1900-ban Parizsban tartott eléadasaban. O itt a Gold-
bach-sejtést a nyolcadik szamu problémaként sorolta fel, egytitt a Riemann-
hipotézissel és az ikerprimproblémaval:

,A Riemann-féle primszdmformula kimerit§ diszkussziéja utan talan
egyszer elérhetjiik, hogy a Goldbach-problémara egzakt vélaszt adjunk,
hogy vajon minden péros szam el6éll-e két primszdm Osszegeként, tovabba
az ismert kérdésre, hogy vajon végtelen sok primpdr létezik-e, melyek kii-
l6nbsége 2, vagy akdr az altaldnos problémara, hogy az

axr+by+c=0
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alaku linedris diofantikus egyenletnek adott egymdashoz relativ prim a, b, ¢
egyiitthatok esetén van-e mindig x, y megoldasa a primszamok korében.”

Mindezen problémakat (a BGS-t, a Riemann-hipotézist és az ikerprim-
problémdt) Landau a Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson Cambridge-
ben tartott el6addsdban még 1912-ben is igy jellemzi: , unangreifbar beim
heutigen Stand der Wissenschaften” (a tudomany mai allasa szerint megta-
madhatatlanok) (Landau 1912).

A kovetkez6kben a BGS-hez kozelités tipusdnak megfeleléen kilenc té-
makorbe csoportositva dttekintést adunk a Landau el6adésa 6ta sziiletett leg-
fontosabb eredményekrél. (Megemlitjiik, hogy a TGS és a DS egyarant a BGS
approximdcidjanak tekinthetd.)

Természetesen nem prébalunk teljes attekintést adni. Néhany témdaban
az olvasé fordulhat W. Narkiewicz (2000) primszdmokrél sz6l6 vagy Pan
Chengdong és Pan Chengbiao (1992) Goldbach-sejtésrél irt monografidihoz.
A kozelitések els6 hat csoportja hagyomanyosabb, az utolsé hdrom cso-
port viszonylag vagy teljesen 4j. Felsoroljuk mind a feltétel nélkiili, mind
a Riemann-hipotézisb6l (RH) vagy az altalanositott Riemann-hipotézisb6l
(ARH) kovetkezd feltételes eredményeket.

A tovabbiakban n, N és k tetszOleges természetes szamokat fog jelolni;
P,p, ', pi, q; primeket, N, G és P pedig az 6sszes természetes, Goldbach-, il-
letve primszamot. Ny egy megfeleléen valasztott, elég nagy abszolut allan-
dot fog jelolni, amelynek értéke a kiilonbozd el6forduldsok alkalméval més
és mds lehet. A problémak legtobbjénél be kell érniink azokkal az eredmé-
nyekkel, amelyek minden elég nagy egész szamra érvényesek, mert jelenleg
majdnem reménytelen ezeknél teljesebb valtozatokat bizonyitani.
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Ha egy irott betfit, mondjuk A-t a természetes szamok egy részhalma-
zara hasznalunk, akkor A-t, ugyanazt a betfit egyszer{i délt nyomtatott alak-
ban a halmaz adott korlat alatti elemeinek szdmat meghatarozé

AX)=#{n<X;ne A}

szamolo fliggvényének a jelolésére hasznéljuk. Tovdbba bevezetjiik a kovet-
kez6 jelolést:
AXY)=#{X <n<X+Y;ne A}

A kiilonboz6 kozelitéseket az elsé megjelenésiik ideje szerint fogjuk sor-
rendbe allitani, vagyis aszerint, mikor volt bizonyitva az elsé jelent6s ered-
mény az adott irdnyban. A kozelitések tipusa és a legfontosabb publikélt
eredmények (ha vannak ilyenek) minden egyes fejezeten beliil idérendben
jelennek meg. Végiil a szerz6 moédszere altal nyerhet6 Gj (még publikalatlan)
eredmények (bizonyitas nélkiili) leirdsa taldlhat6 a 14. részben.

4. Majdnem primek

A Goldbach-sejtésre irdnyuld els6 jelentds eredményt Vigo Brun (1920) érte
el. Goldbach-tipust felbontést tudott bizonyitani minden elég nagy péaros
egész szdmra, ha a primeket P, ,majdnem primekkel” helyettesitette. P-
val a legfeljebb k primtényezé&jti szamokat jeloljiikk (P, = P). Szitamédszere
segitségével Brun be tudta bizonyitani, hogy minden elegendéen nagy paros
egész szam felirhat6 két Py szdm Osszegeként. Tovabbd az {a, b} allitds azt
fogjajelenteni, hogy minden nagy péros egész szam felirhaté P,+F; alakban.
Az {a,b}, a + b < k dllitds azt fogja jelenteni, hogy minden nagy paros egész
szam felirhaté P, + P,-ként az a+b < k egyenl6tlenséget kielégit6 valamilyen
a, b értékekkel.
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A Brun szitamédszerével bizonyitott eredmények az aldbbiak voltak:

{7,7} H.Rademacher (1924)

{6,6} T.Estermann (1932)

(5,7}, {4,9}, {3,15} {2,366} G. Ricci (1936, 1937)

{5,5} A.A.Buhstab (1938)

{4,4} W. Tartakowski (1939a, 1939b), A. A. Buhstab (1940)

1941-ben P. Kuhn megalkotta az tigynevezett stilyozott szitét, és be tudta
bizonyitani {a, b}-t, ahol a + b < 6 (P. Kuhn 1941, 1953, 1954).

Selberg (1950) bevezette sajat szitamddszerét, és bejelentette, hogy a
modszere segitségével a {2, 3} eredmény bizonyithat6, de a bizonyitdst nem
publikalta.

A kovetkez6 eredmények bizonyitdsdhoz a szerz6k val6éban a Selberg-
szitdt hasznaltak.

{3,4} Wang Yuan (1956)
{3,3} A.L Vinogradov (1957)
{2,3} Wang Yuan (1958)

Mindezen eredményeknek azonban az volt a hatranyuk, hogy nem vol-
tak képesek legaldbb egy prim 0sszeadandét biztositani a felbontdsban.

Az els6 eredményt, amelyben legalabb egy prim 0sszeadandé volt a fel-
bontédsban, Linnik ,nagy szita” mdédszerét haszndlva Rényi Alfréd bizonyi-
totta 1947/48-ban. Rényi (1947, 1948) K nagy, nem meghatdrozott értékére
bizonyitotta az {1, K} eredményt.
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Ilyen tipust kés6bbi eredményeket bizonyitottak K kis értékeivel a ko-
vetkezok:

{1,4} Pan Cheng Dong (1962/63), M. B. Barban (1963)
{1,3} A. A.Buhstab (1965)

Ezek az eredmények, Rényiét is beleértve, bizonyos statisztikai tétele-
ken alapultak, amelyek az X-nél kisebb primszamok szdmtani sorozatokban
torténd egyenletes eloszlasat igazoltdk ¢ < X“~¢ kiilonbségli szamtani so-
rozatok esetén. Az el6bb idézett, K = 3 és 4-re vonatkoz6 eredmények a
Pan Cheng Dong és M. B. Barban altal elért ¢ = 1/3 és a = 3/8 eredményre
éptilnek.

Az a = 1/2-nek megfelel6 hires Bombieri-Vinogradov-tétel (Bombieri
1965, Vinogradov 1965) — amely az ARH helyettesitésének tekinthets — na-
gyon leegyszertsitette Buhstab {1, 3}-as, legerGsebb eredményének bizonyi-
tasat. Nem eredményezte azonban K = 2-t.

1966-ban J. R. Chen roviden leirt egy Gj moédszert, amely K = 2-
hoz vezet. Errél 1973-ban jelent meg részletes bizonyitdsa. A Bombieri—
Vinogradov-tétel egy masik valtozatanak kidolgozasa mellett Chen egy gj
sulyozott szitat alkotott és alkalmazott erre a problémara. Tehat az e terii-
letre vonatkozo jelenlegi tudasunkat Chen hires tételével 6sszegezhetjiik:

Chen tétele. (Chen 1966, 1973) Minden N elég nagy pdros egész szdm
felirhaté N = P + P, alakban.
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5. A kivételes halmaz a Goldbach-problémaban

A BGS-nek taldn legkozvetlenebb kozelitése a Goldbach-szamok G halmaza
stirliségének als6 becslése vagy ezzel ekvivalensen az

E={N;2|N, N¢ZG}={N;2|N, N#p+p'}, (5.1)

kivételes halmaz méretére vonatkozoé fels6 becslés, pontosabban a kivételes
halmaz
E(X)=#{N; N<X, Ne¢&} (5.2)

szdmolo fliggvényének felsé becslése. A BGS nyilvén ekvivalens £ = {2}-
vel, azaz az E(X) = 1 (X > 2) egyenlGséggel.

Az elsb, bar feltételes eredményt ebben az irdnyban Hardy és Littlewood
(1924) érte el. Ok a Hardy, Littlewood és Ramanujan 4ltal kifejlesztett hires
kormoédszert alkalmaztak.

Tétel. (Hardy-Littlewood): Az ARH-b6l kovetkezik

E(X) <. XY2¥¢ bdrmely € > 0-ra. (5.3)

Ez lényegében még ma is —az ARH szerinti — legjobb ismert becslés, elte-
kintve att6l, hogy X°-tlog® X-szel lehet helyettesiteni, ahogyan azt Goldston
(1989/1992) megmutatta.

Az eredeti Hardy-Littlewood megkozelités azonban nem miikodott fel-
tétel nélkiil abban az idében. Ezért még a lathatéan nagyon gyenge

BE(X)<(1- c)g ha X >4, ¢ > 0 fix, (5.4)

fels6 becslést — amely ekvivalens azzal az allitassal, hogy G-nek pozitiv als6
aszimptotikus stirisége van — Schnirelman (1930, 1933) egy teljesen maés
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elemi médszer segitségével bizonyitotta be: Brun szitamédszerével. (Rész-
letesebben 1. a 6. részben.)

A dontd moédszert, amely lehetévé tette a Hardy-Littlewood-moédszer
bizonyitatlan hipotézisek nélkiili hasznalatat, I. M. Vinogradov (1937) alkotta
meg. Ez primekre vonatkoz6 trigonometrikus 0sszegek becslését tette lehe-
tové.

I. M. Vinogradov médszere a TGS bizonyitasdra (N > Nj esetén) lehe-
tévé tette van der Corput (1937), Estermann (1938) és Cudakov (1938) sza-
mara, hogy egyidejtileg és fliggetlentil bebizonyitsak az

E(X) <4 X(log X)™* barmely A > 0-ra (5.5)
a becslést.

Az (5.5) egyenl6tlenség megmutatja, hogy majdnem minden péaros szam
Goldbach-szdm. Ez azt jelenti, hogy a bindris Goldbach-sejtés legalabb sta-
tisztikailag igaz.

Erdemes megemliteni, hogy (5.5)-b6l — amelyet Vinogradov médszeré-
nek alkalmazésaval bizonyitottak — valéjaban a Goldbach-Vinogradov-tétel
is egyszertien kovetkezik. Ha ugyanis

E(2k) < m(2k) (5.6)

igaz barmely k£ € N-re, k > 1, akkor igaz a TGS, mivel az aldbbi ¢ — 1 paros
egész szam legalabb egyike (¢ = 7(2k))

2k+3—-3,2k+3-5,...,2k+ 3 — p; € [4,2k] (5.7)

Goldbach-szdm lesz. Ezért 2k + 3 € 3P. Az (5.6) egyenl6tlenség megmutatja,
hogy az & kivételes halmaz mérete szorosan Osszefiigg a TGS-sel.
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Hosszu id6be telt, amig (5.5)-nek barmilyen javitdsat sikertilt elérni.
R. C. Vaughannak (1972) sikeriilt bebizonyitani az élesebb

E(X) <« X exp(—cy/log X). (5.8)
becslést.

Az 4ttorés 1975-ben kovetkezett be, amikor H. L. Montgomery és R. C.
Vaughan (1975) bebizonyitotta az

E(X)< X' haX > X, (5.9)

becslést egy nem meghatédrozott, de explicite kiszamolhat6 6 > 0 értékre.
Megjegyezziik, hogy mig (5.5) ineffektiv volt Siegel (1936) tételének haszna-
lata miatt, (5.8) és (5.9) egyarant effektiv volt.

Nagyon nehéznek bizonyult (5.9), Montgomery—Vaughan tételének bi-
zonyitasa § ésszerti (nem tul kis) értékére. J. R. Chen és J. M. Liu (1989) bizo-
nyitotta, hogy

B(X) < X%, (5.10)

ezt H. Z. Li (1999) javitotta a kdvetkezSképpen:
B(X) <« X092, (5.11)
Végiil bebizonyfitotta az aldbbi tételt.
Tétel. (H. Z. Li2000a): Van olyan X ineffektiv dllando, amelyre

B(X) < X% ha X > X,. (5.12)

Egyelére ez a legjobb publikilt eredmény. (Megjegyezziik, hogy az
(5.10)—(5.12) becslések mind ineffektivek.)
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A szerz altal hasznalt médszer legfontosabb kovetkezménye az, hogy
a fenti kitev$ 2/3-ra csokkenthetd (részletesen 1. a 14. részben).

A BGS érvényességét a kiszdmolhat6 tartomdnyban J. Richstein (2001)

014

szadmitasai igazoltdk minden 4 - 10** alatti egész szamra.

6. A P U {0} mint bazis

A nemnegativ egész szdmok egy A halmazat k-ad rendi bazisnak nevezziik,
ha minden pozitiv egész szdm felirhat6 A pontosan k elemének dsszegeként.
Ha ugyanezt csak minden elegend&en nagy pozitiv egész szamra koveteljiik
meg, akkor A-t aszimptotikus bazisnak nevezziik.

Landau (1912) a Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson Cambridge-
ben tartott el6addsdban a Goldbach-sejtés kovetkez6 gyengébb alakjat java-
solta.

Landau sejtése (LS): Létezik olyan k, amelyre minden 1-et meghaladé egész
szdm felirhat6 legfeljebb k primszdm Osszegeként.

Landau sejtésének egy mas alakjat a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk

meg;:

(LS"): Létezik olyan k1, amelyre minden elég nagy egész szdm felirhato legfel-
jebb ky primszdm Osszegeként.

Eszrevehetjiik, hogy LS és LS’ ekvivalens, mivel barmely N > 1 egész
szam felirhat6 [IV/2] primszadm Osszegeként, amint az a

22=242+---+2 (6.1)

WA1=3+2+4---+2
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egyenl6ségekbol lathatd. Jeloljiik S-sel, illetve Si-gyel k és k1 minimalis ér-
tékeit, amelyekre LS és LS’ érvényesek. A 2. részben lattuk, hogy S-r6l az
optimadlis sejtés az S = 3 Descartes-sejtés (hasonloképp S; = 3 tlinik legva-
16szintibbnek). Kénnyti beldtni, hogy a TGS-bol S < 4 kovetkezik. Ezt a 6.
allitas finomitasaként osszegezhetjiik:

7. 4llitds. BGS = DS & S=3 = TGS = S <4.

Az elsd feltételes eredményt ebben az irdnyban Hardy és Littlewood
(1923) érte el.

Feltételezték a kovetkezd analitikus sejtést, amelyet dltalanositott kvazi-
Riemann-hipotézisnek nevezhetiink:

H sejtés Létezik olyan 6 < 3/4, amelyre
L(s,x)#0, ha Res >0 (6.2)
érvényes bdrmely Dirichlet L-fiigguényre.

Megmutattdk, hogy H-bél a TGS kovetkezik N > Ny-ra, ezért LS” és LS
szintén kovetkezik H-bol.

Landau sejtését feltétel nélkiil el6szor Schnirelman (1930, 1933) bizonyi-
totta Gttoré munkdiban. Errél az 5. részben tettiink emlitést. Az eredmény az
6 alabbi két fontos tételébdl kovetkezik.

A tétel. G(X) > cX pozitiv ¢ > 0-re, ha X > 4.

7

B tétel. Pozitiv alsé aszimptotikus siiriiségil természetes szdmok minden A
részhalmaza (azaz lim inf A(x)/x > 0) véges rendil aszimptotikus badzist alkot.
T—00

Ebbdl kovetkezik, hogy G és igy P véges rendii aszimptotikus bazis,
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azaz LS’, ebbdl kifolydlag LS igaz.

Ezt kovetben explicit becsléseket ért el Si-re N. P. Romanov (1935) (S; <
2208), H. Heilbronn — E. Landau - P. Scherk (1936) (51 < 71) és G. Ricci (1936,
1937) (S1 < 67).

Végiil 1937-ben I. M. Vinogradov kozreadta a TGS N > N; esetére
vonatkozd, feltétel nélkiili bizonyitdsat (Vinogradov 1937), ezéltal igazolva
Landau sejtését a kozel optimdlis S; < 4 értékkel.

Vinogradov eredeti bizonyitdsa Siegel ineffektiv tételén alapult:
L(s,x)#0, ha se€[l—c(e)g™%,1] (6.3)

barmely x mod ¢ valés karakterre és barmely ¢ > 0-ra (Siegel 1936). Tehat Vi-
nogradov tétele nem vezetett semmilyen N, explicit értékhez. Ahhoz, hogy
explicit értéket érjiink el, el kell hagynunk Siegel tételét, és azt Page és Lan-
dau korabbi eredményeivel kell helyettesiteniink. K. G. Borozdkin (1956) al-
litotta, hogy Ny = exp(exp(16.038)) megengedhets. J. R. Chen és T. Wang
egy cikksorozatanak az Ny = exp(exp(9.715)) eredmény volt a csticspontja
(Chen, Wang 1996). Végiil Liu Ming-Chit és Wang Tianze (2002) érte el az
Ny = 319t Az ARH-t feltételezve D. Zinoview (1997) megmutatta, hogy
Ny = 10*° megengedhets. Mivel Deshouillers, Effinger, te Riele, Zinoview
(1997) és Saouter (1998) szamitdsai bebizonyitottdk, hogy a TGS érvényes
pératlan egész szdmokra a [7,10?°] intervallumban, jelenlegi feltételes tudé-
sunkat a kovetkez6 médon Osszegezhetjiik:

Tétel. (Deshouillers, Effinger, te Riele, Saouter, Zinoview):

ARH = TGS = S<4.
Az RH feltételezésével ismert legjobb eredmény Kanieckié (1995).
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Tétel. (Kaniecki): RH-bdl S < 6 kovetkezik.

Bar Vinogradov tétele nagyon nagy mértékben javitotta S; értékét, S
explicit értékéhez nem adott vezérfonalat.

S explicit értékeit ezt kovetden vagy tisztan a Schnirelman altal beveze-
tett elemi modszerek segitségével vagy késobb az elemi és analitikus méd-
szerek kombindciéjaval bizonyitottak:

S < 2-10'° Sanin (1964)

S < 610° Klimov (1969)

S <159 Deshouillers (1972/73)
S <115 Klimov, Pil'tjai, Septickaja (1972)
S <61 Klimov (1978)

S <55 Klimov (1975)

S <27 Vaughan (1977)

S <26 Deshouillers (1975/76)
S <24 Zhang, Ding (1983)

S <19 Riesel, Vaughan (1983)
S <7 Ramaré (1995)

Végiil megemlitjiik, hogy Ramaré és Saouter (2003) bizonyitottdk, hogy
a TGS érvényes minden paratlan N < 1.13256 - 10%2-re.
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7. Az egymast kovetd Goldbach-szamok kozotti hézagok

Jelolje g1 = 4, g2 = 6..., az egymast kovetd Goldbach-szdmokat. A BGS
nyilvdnvaldéan ekvivalens git+1 — g = 2, gr = 2(k+ 1)-gyel minden k > 1-re.
Igy a BGS-hez természetes kozelités ezeknek a hézagoknak a felsé becslése
vagy — ami ezzel ekvivalens —

Alz) = ;ng);(gkﬂ — k) (7.1)
felsé becslése.

Nehéz megmondani, mit tekinthetiink e mennyiség trivialis korlatjanak.
Ha azonban némi informdciénk van az egymast kovetd primszamok kozotti

hézagokrdl, azaz ha felsé becslésiink van a
B(z) = max(pg+1 — pr) (7.2)
Pr<z

mennyiségrol, akkor ebbdl nyilvdnvaléan adédnak A(x) korlétai is. Ugyanis
pr + 3 € G trividlisan kovetkezik, és ezért

A(z) < B(x — 3) < B(x). (7.3)

Tehét ebben az értelemben barmely — a primek kozotti hézagokra vonat-
kozé — (trividlis vagy nemtrividlis) korlatb6l nyilvanvaléan kovetkezik a
Goldbach-szdmok kozotti hézagok korlatja. Hasznadlhatunk azonban egy
mélyebb (bar még viszonylag egyszer{i) Osszefiiggést, amely primszdmok és
Goldbach-szdmok hézagai kozott 4ll fenn. Ha Montgomery—Vaughan (1975)
egyszer(i otletét egy kissé altaldnosabb értelemben alkalmazzuk, a kovetke-

z6t fogalmazhatjuk meg:

8. allitas. Tegyiik fel, hogy van négy pozitiv dllandénk, ¥1, V2, c1 és ca < c191
a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

24 SZEKFOGLALOK A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIAN



(a) minden [X — Y, X] tipusii intervallum X" <Y < X/2-re tartalmaz
legaldbb ¢, Y/ log X primszdmot barmely X > X, mellett,

(b) o X/logX kivétellel minden n € [X,2X]| egész szdm értékre
az [n — X2 n] intervallum tartalmaz primszdmot barmely X > Xo-ra. Ekkor

AX) « X0z, (7.4)

Megemlitjiik, hogy bar az (a) feltételben tobb mint egy prim meglétét
koveteljiikk meg, a jelen mddszerek, amelyek garantaljdk primszam létezé-
sét egy adott intervallumban, automatikusan eredményezik a primek var-
hat6 szamanak legalabb a megkovetelt pozitiv hanyadat. Kovetkezésképpen
a B(x)-re vonatkozé jelen korlatok lényegében X1 alaktiak (a)-t kielégits
¥i-re. A B(x) ,trividlis becsléshez” képest a javitds tehdt a J, < 91 tényezd
megjelenése X kitevGjében.

Az allitas bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy (7.4) hamis. Ekkor van olyan
X értékiink, hogy az [X — X"172 X] intervallum nem tartalmaz Goldbach-
szamot. Tekintsiik a {¢; }{ primeket az [X —2X71, X — X¥1] intervallumban.
Itt¢ > c; XV /log X = 191 X" /log(X 1) 4ll. Ekkor minden (n; — X172 n;)
(i < ¢) intervallum primszdmmentes, ha n; = X — ¢; € [X",2X"]. Bz
viszont ellentmondds, ha ¢y < ¢19. Q.E.D.

Ez az egyszer(i érvelés megmutatja, hogy gyakorlatilag minden tétel,
amely (a) értelmében primek létezését bizonyitja rovid intervallumokban, és
azok a tételek, amelyek primek létezését a (b)-ben leirt , kivételes halmazzal”
rendelkezé majdnem minden révid intervallumban bizonyitjak, dsszekap-
csolhatok annak érdekében, hogy felsé korlatokat szolgéltassanak egymas
utan kovetkezd Goldbach-szamok kozotti A(x) maximalis hézagokra.
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A kovetkez6kben az (a) és a (b) tipust eredmények terén elért Gjabb fej-
leményeket soroljuk fel.

Huxley (1972) (91 = 7/12 + ¢) primszamtételét kovets, ¥ -re vonatkozd
Osszes eredmény az analitikus és szitamo6dszerek kombindaldsabdl sziiletett,
éppen ugy, ahogy Iwaniec és Jutila (1979) esetében.

91 = 13/23 Iwaniec—Jutila (1979)

¥ = 11/20 Heath-Brown, Iwaniec (1979)
91 =17/31 Pintz (1981, 1984)

% = 23/42 Iwaniec-Pintz (1984)

¥, = 11/20 — 1/384 Mozzochi (1986)

¥ =6/11 Lou-Yao (1992, 1993)

Y1 = 7/13 Lou-Yao (1992, 1993)

97 = 107/200 Baker—-Harman (1996)

% = 21/40 Baker-Harman-Pintz (2001)

A Huxley eredményének bizonyitdsandl alkalmazott médszer analégi-
dja (primszdmtétel majdnem minden révid intervallumra) a ¥ = 1/6 + ¢
értékhez vezet; ugyanakkor a késébbi eredmények a szitamoédszerek alkal-
mazasdnak koszonhet6en a primek varhaté szdmanak csak egy pozitiv ha-
nyadat garantaltak.

Y9 =1/10 + ¢ Harman (1982)
99 =1/14 + ¢ Ch. Jia (1995a), Watt (1995)
Y9 =1/15+¢ H.Z.Li(1997)
Y9 =1/20+ ¢ Ch. Jia (1996a)

A 9;-re és Yo-re vonatkoz6 legjobb becsléseket kombindlva a legélesebb
jelenlegi becslést A(X)-re a kovetkezbképpen fejezhetjiik ki:
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Tétel. (R. C. Baker, G. Harman, Ch. Jia, J. Pintz): Ervényes a
g1 — gr < gi 12 & A(X) < X280 (7.5)

egyenlbtlenség, azaz minden [X,X + X2Y/800) tipusii intervallum tartalmaz
Goldbach-szdmokat, ha X > X,.

(Elhagyhatjuk e-t mivel a ©; = 21/40-et tartalmaz6é Baker-Harman—
Pintz-eredmény valéjdban egy kissé jobb értékhez vezet.)

Linnik (1952) bebizonyitotta az RH feltételezésével érvényes
Gor1 — gk <log’gr & A(X) <log® X (7.6)
becslést, mig a jelenlegi legjobb eredmény Kétai (1967) érdeme:
Tétel. (Katai): RH = gpy1 — g < log? gp.
A feltétel nélkiili esethez hasonléan a bizonyitds az RH feltételezésével

érvényes, A. Selberg (1943) altal bizonyitott

Y rytey 2
/ ( Z logp — 9y> dy < ©Y2%log’Y (0<0O < 1), (7.7)
Y/2 Y

egyenlStlenségbdl kovetkezik.

A problémanak érdekes és kiilonleges vondasa, hogy az egymadst kovets
Goldbach-szdmok kozotti hézagokrdl sz616 leger6sebb eredmények kozvet-
leniil a primekre vonatkozé mély eredményekbdl adédnak, anélkiil, hogy
az additiv problémadkra kidolgozott barmely kiilonleges médszert, példaul
Hardy és Littlewood kérmoédszerét alkalmaznék.
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Azt is megemlithetjiilk, hogy a (7.4) egyenl6tlenség helyettesithet6 az
erésebb

G(X+Y)-G(X)>cY, ha Y > X" (7.4')

egyenl6tlenséggel, ha (b) helyett azt kotjiik ki, hogy majdnem minden [n —
X?2 p] intervallumnak legaldbb ¢/ XV2 /log X primet kell tartalmaznia (lasd
Ramachandra 1977). Minthogy Harman, Jia, Li és Watt ¥2-re vonatkoz6
Osszes emlitett eredményei kielégitik a fenti ersebb kovetelményt, (7.5) he-
lyett szintén az er6sebb

G(X+Y)—=G(X)>¢cY, ha Y > x?1/800 (7.5)
egyenl6tlenségiink érvényes.

Végiil megfogalmazhatunk egy sejtést az egymdst kovetd Goldbach-
szdmok kozotti hézagokra, amelyet feltehet6leg konnyebb bizonyitani, mint
magat a BGS-t.

A sejtés Bdrmely ¢ > O-re érvényes
A(X) <o X° 6 g1 — gk <e Gi- (7.8)

Megjegyzés. Latjuk, hogy a BGS-t6l eltérben az A sejtés a Riemann-
hipotézisbol kévetkezik, amint az (7.6)-bol kittinik.

8. Goldbach kivételes szadmok rovid intervallumokban

Mivel mér 1937-38-ban bizonyitdst nyert, hogy majdnem minden péros
szdm Goldbach-szam, foltehet6 a kérdés, vajon kimutathatjuk-e ennek ana-
l6gidjat rovid intervallumokban is. Legyen

E(X,Y)=E(X+Y)-E(X)=#{ne(X,X+Y],neé&} (8.1)
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Bar a BGS-b6l nyilvanvaléan kovetkezik, hogy F(X,Y) = 0 minden X > 2-
re, megprobélhatjuk bebizonyitani a gyengébb

B(X,Y)=o0(Y) (8.2)

egyenl6tlenséget a lehetd legkisebb Y = Y (X) fliggvénnyel. Az el6z6 fejezet

eredményei azonban hatért szabnak reményeinknek.

Az elst ilyenfajta eredményt K. Ramachandra (1973) érte el, aki bebizo-
nyitotta, hogy

E(X,X")=0(X"), ha 9¥5=3/5+c¢. (8.3)

Ezt az eredményt hisz évvel kés6bb A. Perelli és J. Pintz (1992) élesitette
Y3 = 1/2 + e-ra, majd nem sokkal ezutan — egyidejiileg és fiiggetleniil —
Perelli-Pintz (1993) és H. Mikawa (1992) bizonyitottdk a 95 = 7/36 + ¢, il-
letve a ¥3 = 7/48 + ¢ eredményeket. Mikawa eredményének Gj vondsa az
volt, hogy Iwaniec és Jutila (1979) primeket érinté médszeréhez hasonléan
(1asd 7. rész), Mikawa-szitamoddszereket alkalmazott Goldbach-szamok el6-
allitadsara. Ez a modszer tovabbi jelents javitdsokhoz vezetett:

9 ="7/784+¢ Ch.Jia (1995b, 1995c)
9 ="7/814¢ H.Z. Li(1995)
¥ =11/160 + ¢ Baker, Harman, Pintz (1995/96)

Végiil a ma ismert leger6sebb eredmények a kovetkezok.

Tétel. (Ch. Jia 1996b): Majdnem minden pdros szdm Goldbach-szdm bdrmely
(X, X + XT7/108%¢] tipusii intervallumban, pontosabban 93 = 7/108 + e-ra és
barmely A > 0-ra

E(X,X") <4 X" log™* X (8.4)

érvényes.
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Tétel. (J. Kaczorowski— A. Perelli—]J. Pintz 1993): Az ARH-bdl kivetkezik
E(X,log®" X) = 0 (log®"¢ X) bdrmely ¢ > O-ra. (8.5)

Megjegyezziik, hogy egyidejiileg és fiiggetleniil G. Dufner (1994, 1995)
ugyanezt az eredményt mutatta meg 6 helyett 27-tel, szintén az ARH feltéte-
lezésével.

Ezt a részt egy sejtés megfogalmazasaval zarjuk, amely az A sejtésnél
(v0. (7.8)) erbsebb, de a BGS-nél gyengébb.

B sejtés. E(X,X°) =o0(X°)barmely € > O-ra.
Megjegyzés. (8.5) megmutatja, hogy az ARH-bél a B sejtés kovetkezik.
9. A Goldbach—Linnik-probléma

Linnik (1951)-ben az ARH feltételezésével, két évvel késébb pedig feltétel
nélkiil bebizonyitotta (Linnik 1953), hogy minden elegend&en nagy péros
egész szam felirhaté két primszdm és K szamdu kettd hatvény Osszegeként,
ahol K nem meghatarozott abszolit dlland¢. Felmertil a kérdés, mi K legki-
sebb értéke, amelyre a tétel bebizonyithat6. Természetesen K = 0 ekvivalens
a BGS-sel N > Nj esetén.

Az els6 explicit eredményt, K = 770-et az ARH feltételezésével csak
1998-ban bizonyitotta J. Y. Liu, M. C. Liu és T. Z. Wang (1998a). Ok bizonyi-
tottdk az elsé feltétel nélkiili eredményt, K = 54000-et is (Liu-Liu-Wang
1998b). Roviddel ezutdn a kovetkezd feltétel nélkiili eredmények bizonyita-
sai jelentek meg;:

K =25000 Hongze Li (2000b)
K =2250 Tianze Wang (1999)
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K =1906 Hongze Li (2001)
Masrészt az ARH-n alapulé javitdsok a kovetkez6k voltak:

ARH = K =200 J.Y.Liu, M. C. Liu, T. Z. Wang (1999)
ARH = K =160 Tianze Wang (1999)

Ebben a vonatkozasban meg kell emliteniink Gallagher (1975) fontos
munkdjat. Nem adott ugyan explicit korldtot K-ra, viszont jelentésen egy-
szerf{isitette Linnik eredeti bizonyitasat, és ezaltal nagyban hozzéjarult e té-
makor késtbbi fejleményeihez.

Az el6adénak részben a XL: exp(2”a) exponencidlis dsszeg jobb kezelé-
sével, részben a primszémok;z; 1Vonatkozc’) 4j médszerek alkalmazaséaval si-
keriilt jelent6sen csokkentenie a K-ra adott korlatokat, és megmutatta, hogy
a K = 10 (ARH mellett) és a K = 12 (feltétel nélkiili) értékek megen-
gedhet6k. (Ezeket az eredményeket a debreceni szdmelméleti konferencian
2000-ben jelentette be a szerz6.) Valamivel késébb, egyidejtileg és fiiggetle-
niil D. R. Heath-Brown és J. C. Schlage-Puchta (2002), tovdbb4 ]. Pintz és

L. Z. Ruzsa (2003) bizonyitottdk be a legjobb jelenleg ismert eredményt.

Tétel. (Heath-Brown, Puchta; Pintz, Ruzsa): Ha ARH igaz, akkor minden
elegendBen nagy pdros szdm felirhaté két primszdm és kettonek legfeljebb hét hatvd-
nya Osszegeként, azaz K = T megengedhetd.

A legjobb ismert feltétel nélkiili eredmény:

Tétel. (Heath-Brown, Puchta 2002): K = 13 megengedhetd a Goldbach—
Linnik-problémdban.
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A fent emlitett mdédszerek lehet6vé teszik K = 8 bizonyitatlan feltétel
nélkiili elérését is.

Linnik eredményeit A. I. Vinogradov (1956) altaldnositotta g > 2 tetsz6-
leges egész szam hatvanyaira 2 hatvanyai helyett.

10. Goldbach-szdmok eloszldsa. Mikawa egy tétele

H. Mikawa (1993) tanulményozta a {gx}° Goldbach-szamok kiilonbségei-
nek momentumait:

Mo(X) =) (ghs1 —90)" (10.1)
gnSX

ahol g; = min(gx, X), a > 0, 0% = 1. Bebizonyitotta, hogy
Ms3(X) < X 1og®® X, (10.2)
My(X)=2"tX4+0(X), ha 0<a<3. (10.3)
A (10.1)-ben szerepl kifejezés ad némi informéaciét a Goldbach kivéte-
les szdmok szamardl (az olyan paros szamokérol, amelyek nem irhatdk fel

két prim 6sszegeként) és lehetséges koncentraciéjukrol is. Példaul (10.3) ér-
vényessége a = 0-ra ekvivalens E(X) = o(X)-szel. A BGS ekvivalens az

My(X)=G(X)=[X/2] -1 (10.4)
egyenl6séggel és barmely o > 0-ra az

Mo (X) = (B(] —2) 2‘1+<X—2[)2(]) , ha X >4 (10.5)
egyenl6séggel. A BGS-bdl

My(X) =2"1X +04(1), ha X >4 (10.6)
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kovetkezik. Ha bevezetjiik az

No(X) =" 3 (91— 9a)" (107)
gn <X
Iht1—Gn>2
mennyiséget, lathatjuk, hogy
Mo(X) = No(X) = > (gh1—gn)* =2""'X + 0a(E(X)). (108)
gn <X

i1 —gn=2
Tovébb4 az aldbbi trividlis becsléseink vannak (E;(X) = E(X) — 1):
(Br(X))* <o No(X) <o E1(X), ha 0<a<1 (10.9)
és
Fi(X) <o No(X) <o (B1 (X)), ha a>1. (10.10)

Definidljuk az A, (z) = mzix(g;: 41 — gn) fliggvényt. Ekkor (10.10)-et a kovet-
gn <z
kez8képp javithatjuk:

Ey(X)(A1(X)* ' <o No(X) <o F1(X), ha0<a<1 (10.11)
és

max(E1(X), (41(X)¥) <o Nao(X) <o B1(X)(AX))*™', ha a>1.
(10.12)
A fenti osszefliggéseket tekintve valdszer(i a feltételezés, hogy (10.3) igaz o
minden értékére, még jobb hibataggal is. Ebb6l kovetkezéleg két tovabbi sej-
tést fogalmazhatunk meg. Mindkett6 gyengébb, mint a BGS, ebbdl kifolydlag
talan konnyebben bizonyithatéak.

Cy sejtés. M, (X) =291 X + o(X) bdrmely o > O-ra.

Ca sejtés. M, (X) =221 X +O(X'°) bdrmely o > 0-ra pozitiv § = §(«)-val.
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A C sejtés gyengébbnek ttinik, mint a C5. Bar ez igaz lehet o egyedi
értékeinél, a fent megfogalmazott alakjukban a sejtések ekvivalensek. Tehat

9. allitds. Az A, a Cy és a Cy Sejtés ekvivalens.
Bizonyitds. Tegytik fel, hogy A igaz. Ekkor a Montgomery—Vaughan-
tétel (5.9), (10.8) és (10.12) révén
Mo (X) —2°7'X =N, (X) + 0u(E(X)) < B(X) - (1+ (AX)*") <
(10.13)
< X014+ x5 ) « X1 ha o >0

igaz, és igy C; és C is igaz. Masrészt, ha A hamis, akkor ugyanezen ossze-
fuggések révén valamilyen g > 0O-ra és megfelel6 X = X,, — oco-re

My (X) =297 X +0o(X) = No(X) > X0 > X, (10.14)

haa > ¢y ! Tehat ekkor mind a C;, mind a C» Sejtés hamis. Q.E.D.
Bar az A sejtés ekvivalens a C; és a C; sejtéssel, nem sziikségképpen
ekvivalensek megfelel o és ¢ parokra. Igy felmeriil a kérdés, hogy a milyen
nagy értékeire garantalhatjuk C; és Cy érvényességét. (Mikawa moédszere
egyaltalan nem vezet C tipust eredményekre, és nem miikodik C; esetén

a > 3-ra.) Az eddig publikalt legjobb eredményeket (10.13)-ba épitve jelen-
legi tuddsunkat a C; sejtésrél a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg:

Tétel. A C, sejtés érvényes ov < 449/105 = 4,276 .. . -ra.

Bizonyitds. A bizonyités azonnal kévetkezik az E(X) < X9 (vo.
(5.12)), A(X) < X21/800 (v, (7.5)) és (10.13) eredményekbdl.

Késébb latni fogjuk, hogy az éltalunk alkalmazott moédszerek 16-
ot kissé meghalad6 eredményre vezetnek. Ez jobb, mint a 13.698 =
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((1/3)(800/21) + 1) eredmény, amely az A(X) < X21/8%0 ¢s B(X) « X?/3
révén (10.13)-bél nyerhetd.

Végiil megemlitjiik, hogy mivel a C; és a (', sejtés ekvivalens az A sej-
téssel, mindkett6 kovetkezik az RH-bol (v6. (7.6)).

11. Descartes sejtése.
A kivételes halmaz Descartes sejtésére

A BGS kovetkezd kozelitése maga a Descartes-sejtés is lehet. Ebbol kovet-
kez6en tanulményozhatjuk a D kivételes halmazt a Descartes-sejtésre, azaz
azon pozitiv egész szamok halmazét, amelyek nem irhatok fel legfeljebb
3 prim Osszegeként. Pontosabban, megprobaljuk megbecsiilni D szamol6
fuggvényét:

D(X)={N < X; N e D}. (11.1)

A Goldbach-sejtéshez hasonl6an Descartes sejtése ekvivalens a
D={1} & D(X)=1, ha X > 1. (11.2)
kifejezéssel.

Mivel Vinogradov tétele szerint minden elegend6en nagy paratlan szdm
felirhat6 harom prim 6sszegeként, a

Dy={N;2|N, NeD}={N; Nec&, N—-2¢€¢&} (11.3)
halmazra kell sszpontositanunk.

A jelenleg létez6 mddszerek nem tudnak jobb becslést adni D, szdmolo
fuggvényére, mint £-éra. Ennek kovetkeztében az (5.3) és az (5.12) becslése-
ket egyuttal a D(X)-re eddig kozolt legjobb eredményeknek is tekintjiik.
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Ezzel ellentétben a mi médszereink lehet6vé teszik, hogy jobb korlatot
érjiink el Do(X)-re mint az E(X)-re nyerheté X2/3 becslés. Igy Dy(X)-re (és
ebbdl kovetkez6en D(X )-re) be tudjuk bizonyitani az X3/5+¢ feltétel nélkiili
becslést. Masfelsl, ha az ARH igaz, nem tudjuk Hardy és Littlewood X'/2+¢
korlatjat megjavitani (vo. (5.3)).

Frdekes megemliteni, hogy Descartes sejtése ekvivalens a sejtés egy lat-
szOlag er6sebb valtozatdval, nevezetesen az aldbbival:

(DS"): Minden egyet meghalad¢ szam felirhat6 legfeljebb 3 primszam
Osszegeként, ahol a harmadik 9sszeadand¢, ha létezik, 2-nek, 3-nak vagy 5-
nek valaszthato.

10. allitas. DS < DS'.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy beladssuk, hogy DS-b6l DS kovetkezik, elég az
N > 5 pératlan egész szamokat tekinteni. Ekkor a 2. részbeli 5'. 4llitds szerint
N —3 € G-tvagy N — 5 € G-t kapjuk. Q.ED.

12. A kivételes halmaz , struktardja”

Amint a 14. részbdl lathat6, jelentésen jobb becslést adhatunk az X
alatti Goldbach kivételes szamokbdl allo, kettd kiilonbségli parok szadmaéra,
mint az X-ig terjedd Goldbach kivételes szdmokéra. Felmertil a kérdés,
jellemezhetjiik-e a Goldbach kivételes szdmok £ halmazat valamilyen moé-
don. Mivel nagyon valdszinfi, hogy £ a valésagban csak a 2-es egész szambol
fog allni, egy ilyen ,jellemzés” nyilvanval6an reménytelen.

Az E(X) fels6 becsléséhez vezetd korabbi médszerek nem nydjtottak
semmilyen tovabbi informdciét az £ halmaz ,struktaréjat” illetben. Masrészt
példdul a 7. és a 8. részben emlitett eredmények mégis tartalmaztak nemtri-
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vialis informéciét lehetséges Goldbach kivételes szdmoknak rovid interval-
lumokban val6 eloszlasarol.

Természetesen nem tudjuk leirni az £ halmazt. Nem tudjuk péld4ul, va-
jon véges vagy végtelen halmaz-e. A tovabbiakban legyen £(X) = {n €
&, n < X}. Ekkor képesek vagyunk leirni egy bizonyos & (X) C [1, X] hal-
mazt, amely kielégiti az

E(X) C &(X) (12.1)

feltételt. Az £ (X ) halmazt olyan ,fekete doboz”-nak tekinthetjiik, amely tar-
talmazza az £(X) kivételes halmazt. Pontosabban lesz X -t6] fiiggs két &;(X)
(¢ = 1, 2) halmazunk, amelyekre

&o(X) = & (X) U & (X) (12.2)

érvényes. Itt nem mondhatunk semmit £, (X) struktirajarél, de bizonyitani
fogjuk, hogy ritka halmaz. Ugyanis

1€2(X)| < X3/°1og X. (12.3)

Maésrészt meghatdrozhatjuk & (X) struktardjit. Az & (X) halmaz korlatos
szdmu szdmtani sorozat unidja lesz. Ezek a szdmtani sorozatok (sajnos) val-
tozhatnak, amikor X — oo, de szdmuk egy abszoltt allandé alatt marad.
Kiilonbségeik egyszerti dsszefiiggésben vannak az r; ,,rossz” modulusokkal,
amelyekre vannak olyan x; ,rossz” primitiv karakterek, hogy a megfelel
L-fiiggvények eltlinnek valahol a

C
oc>1-— !

2 g X’ t] < Co (12.4)

négyszogben, ahol C; és Cy megfelelden valasztott abszolut dllandok. Ez azt
is megmutatja, hogy ha valamely bizonyitatlan feltételt fogadunk el az L-
fuggvények zérushelyeirél (példdul hogy a fenti tartomdny zérusmentes, ha
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r; < VX),a ,fekete doboz” & része iires lesz, és igyaz X 3/5+¢ fels6 becslés
(12.3)-ban E(X)-re is érvényes lesz.

Az £y(X) ,fekete doboz” struktirajarol nyert informécié nagy segitsé-
get fog jelenteni Mikawa tételének (v6. 10. rész) javitdsdhoz és a D Descartes
kivételes halmaz (v6. 11. rész) becsléséhez, mert mind a két probléma Gssze-
fiigg az & kivételes halmaz méretével és struktaréjdval is.

13. Paros egész szamok Goldbach-felbontdsainak a szdma

A 4-12. részekben a BGS-nél gyengébb kiilonbozd sejtéseket tanul-
manyoztunk. Ezittal a Hardy-Littlewood-sejtéssel (1923) (HL) fogunk fog-
lalkozni, amely erésebb, mint a BGS, és érinti a paros egész szamok Gold-
bach felbontdsainak a szamat. Technikai okokbdl — a primszdmtétel esetével

analdgiaban — most ekvivalens médon fogalmazzuk meg.
Legyen
R(m) = Z log plog p’ (2| m). (13.1)

p+p'=m

HL sejtés. R(m) ~ m&(m), ham — oo, 2 | m, ahol &(m) az igynevezett

&m)=]] (1 + p11) 11 (1 — @11)2) (13.2)

ptm

szinguldris sot.

Megjegyzés. Konnyt belatni, hogy paros m-re

1<2Cy=2 H (1 — 12) < 6(m) < loglogm. (13.3)
e (p—1)
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Hardy-Littlewood (1924) az (5.3)-on tul bizonyitotta, hogy az ARH fel-
tevése esetén

|R(m) —m&(m)| < m/logm (13.4)

is igaz C. X1/2%¢ kivételével minden m < X paros szdmra.

Természetes megkérdezni, mit jelenthetiink ki ezzel ellentétben a BGS
érvényességét illetéen, ha feltessziik az ARH hamissagat, azaz egy L(s, x, q)
figgvény legaldbb egy o = 3 + iy zérushelyének a 1étezését (ahol 5 > 1/2
és esetlegesen (8 1-hez kozeli). Péld4ul, ha létezik L(s, x, ¢)-nak egy zérushe-

1/3

lye a (12.4) négyszogben q < x°/* esetén, akkor nagyon valészinfitlen, hogy

az R(m) ~ &(m)m aszimptotika (vagy pl. (13.4)) érvényes lenne C. X 1/2+¢
kivételével minden m < X pdros szdmra. (A BGS viszont valdszinfileg még

ebben az esetben is igaz lesz.)

Tegyiik fel most egy Siegel-gyok létezését, pontosabban legyen x; valds
primitiv karakter mod ¢, L(1 — 4, x1) = 0-val, példaul

6 <1/log’q (13.5)
tulajdonsaggal. Legyen x elég nagy, példaul
r=¢"8% & loga = log®q. (13.6)

Ez esetben viszonylag konnyti bizonyitani, hogy az aszimptotika 4tlagosan
megsemmisiil g-nak m tobbszoroseire, m € [z/2, x] esetén. A bizonyitds még
egyszer(ibb lesz, ha feltételezziik x1(—1) = —1-t Haq | m,p+p =m,ptgq,
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akkor x1(p) = 1 vagy x1(p’) = 1. Ebbél

R(m) <logm > logp < (13.7)
p<m
x1(p)=1
1-46
<<logm (m_ . 5 +O (mlc/logq)> <
<ml Slogm + — ) «
mlogm ogm —
& & q° Viogm

adédik.

14. A Goldbach-sejtésre vonatkoz6 1j eredmények
Osszefoglalasa

A kovetkezékben felsoroljuk a szerz6 legtjabb (még publikélatlan) eredmé-
nyeit, amelyek a bindris Goldbach-sejtéssel foglalkoznak. Megemlithetjiik
eredményeinknek a terner Goldbach-sejtés élesitésére vonatkozo két kovet-
kezményét (7. tétel és 9. tétel) is.

Legfontosabb eredményiink az £ kivételes halmazra a BGS-ben:
1. tétel. Létezik olyan ¥y < 2/3, hogy
E(X)< X%, ha X > X, (14.1)
ahol X (ineffektiv) abszolit dllandé.

Megjegyezziik, hogy jelent6s tobblet-eréfeszitéssel be tudjuk bizonyi-
tani az 1. tétel némileg gyengébb, de effektiv véltozatat. (Az (5.9), az ere-
deti Montgomery—Vaughan-tétel szintén effektiv, ellentétben az (5.10)—(5.12)
becslésekkel.)
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Ha megengedjiik, hogy egy, az ARH-nél sokkal gyengébb hipotézist fo-
gadjunk el, tovabb javithatjuk (14.1)-et. Feltételezésiink C';-t6l és C»-t6l, két
pozitiv dllandétdl fligg.

Z(C4,C2) hipotézis. L(s,x,q) # 0 érvényes a
Gy

oc>1-—
logq

e (14.2)
tartomdnyban, ahol x barmely mod g vett karakter.

2. tétel. Vannak olyan Cy, Cy abszolit dllandck, hogy ha Z(Cy, Cs) igaz,
akkor
E(X) < X3/log"’ X. (14.3)

Megemlithetjiik, hogy a fenti hipotézis igaz ¢ > Cs-ra C; = 0, 348 és tet-
szbleges C; értékkel, Siegel-gyokok lehetséges 1étezésétdl eltekintve (Heath-
Brown 1992, Theorem 1). Ha azonban vannak Siegel-gyokok, akkor a (14.3)-
mal analég becslést tudunk igazolni X egy adott tartoménydra, amely a re-
levans primitiv karakter ,rossz” ¢ konduktoratdl fiigg.

3. tétel. Van eqy c4 dllandénk, amely a kovetkez6 tulajdonsdggal rendelkezik.
Ha létezik eqy x1 mod ¢; valds karakter, amelyre L(1 — 1, x1) = 0, és

0 <es/logX,  q < X5, (14.4)

akkor
E(X) < X3/°log"’ X. (14.5)

Bar a Goldbach kivételes szamok rovid intervallumokban valé eloszla-
sdra vonatkozo kordbbi eredményeket (vo. 7-8. rész) nem tudjuk élesiteni,
meg tudjuk azonban mutatni, hogy az ilyen szdmok koncentraciéja nagyon
ritkan fordul elé.
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4. tétel. Az esetleges X alatti Goldbach kivételes szdmok egy legfeljebb
CX3/510g"’ X elemszdmii £ részhalmazdnak elhagydsdval elérhetd, hogy az £\ €'
maradék halmaznak legfeljebb Cs eleme lesz barmely [Y, Y + Y3 C [X/2, X]
intervallumban, explicite kiszdmolhaté Cs abszoliit dllandoval.

Ami a Linnik-Goldbach-problémét illeti, bArmely bizonyitatlan hipoté-
zis nélkiil be tudjuk bizonyitani K = 8-at.

5. tétel. (Pintz—Ruzsa): Minden elég nagy pdros egész szdm felirhaté két
primszdm és legfeljebb nyolc 2 hatvdny dsszegeként.

A 4. tételben a Goldbach kivételes szdmok lehetséges koncentracidjarol
kapott informdcié segiteni fog abban, hogy megmutassuk: (10.3), Mikawa
tétele érvényes minden o < 341/21-ra, még a C sejtésben kifejezett er6sebb
alakban is.

6. tétel. Legyen 4 = g1 < g2 < ... a Goldbach-szdmok sorozata, g; =
min(gx, X ). Ekkor

Mo(X)= D" (ghy1 — gn)™ = 271X + 04 (X'79) (14.6)
gn <X

igaz barmely o < 341/21 = 16.238 . ..-ra megfelelden vdlasztott 6 = 6(a) > 0
mellett.

Ahogyan kordbban emlitettiik, mdédszereink az & kivételes halmaznak
nem csupan a méretét, hanem ,strukturajat” is képesek kezelni. A

Dy “ (N, 2| N, Ne D}y =£n{E+2} (14.7)

Osszefliggést alkalmazzuk, ahol A+ k = {n + k; n € A} (14sd a 2. rész 5. &4l-
litasat). A (14.7) osszefliggés lehet6vé teszi, hogy D méretére jobb becslést
adjunk, mint amilyen az 1. tételben £ becslése.
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7. tétel. D(X) < X?/°log" X, azaz O(X?/°log'’ X) kivételével minden
X alatti egész szdm felirhato legfeljebb 3 prim dsszegeként.

Mivel a Descartes-sejtés minden paros N-re azt dllitja, hogy N és NV + 2
legaldbb egyike Goldbach-szam, feltehetjiik a kérdést, mi torténik, ha az N,
N + a és N + b szamok koziil legalabb egyet Goldbach-szamnak akarunk
kapni (a és b adott paros egész szam). E16sz0r is észrevehetjiik, hogy ha képe-
sek lennénk bebizonyitani a fenti allitast barmely rogzitett (a, b) parra min-
den N > Ny-ra, akkor trividlis kovetkezményként kapnank, hogy

gr+1 — gk < max(a,b) = O(1); (14.8)

ez sokkal er6sebb eredmény, mint az A sejtés. Képesek vagyunk azonban az
1. tétel egyszer(i kovetkezményeként megmutatni a kovetkezd tételt.

8. tétel. Legyen X > X (egy ineffektiv dllandd). Ekkor vannak olyan a,b <
X pdros egész szamok (a, b X-t0l fiigg), hogy minden pdiros N < X-re N, N + a
vagy N + b legaldbb egyike Goldbach-szdm.

Bizonyitds. Rogzitstink barmely N € £ szamot. (Ha N € G, kész a bizo-
nyitds.) (2X)% kivételes a-tdl eltekintve @ minden vélasztésdra N + a € G-t
kapjuk, és (2X)% kivételes b-td] eltekintve b minden vélasztdsara N + b €
G-t. Igy (2X)?% kivételével az (a, b) par minden valasztésdra N 4 a-nak és
N +b-nek legaldbb egyike Goldbach-szam lesz. Ha figyelembe vessziik, hogy
N € € legfeljebb X0 moédon vélaszthatd, akkor az (a, b) péarra a rossz vé-
lasztdsok teljes szdma (N < X minden valasztdsdnal) kevesebb lesz, mint

(2X)37%0 < 4X3%0 = o(X?). (14.9)

Ebbdl kovetkezik, hogy majdnem minden (a, b) par kielégiti a megkivant
feltételt. Q.E.D.
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Mivel Vinogradov (1937) bebizonyitotta, hogy a terner Goldbach-sejtés
igaz minden elég nagy paratlan egész szdmra, kereshetjiik a TGS lehetséges
erésebb véltozatait.

Kikothettink példdul néhany megszoritdst a primekre egy pdaratlan
N > Nj felbontasdban. Nem fogunk részletesen foglalkozni az ilyen tipusd
problémaékkal, amelyeknek nagy irodalmuk is van. A taldn legjobban ismert
ilyen feltétel az, hogy harom majdnem egyenld 6sszeadandéval kériink fel-
bontést, azaz hogy

N =pi+ps+ps, |pi—N/3|<N?, (14.10)

amikor N > Ny(¥) elbirt ¥ < 1-gyel. Ezzel kapcsolatban megemlithetjiik,
hogy R. C. Baker és G. Harman (1998) bizonyitottak egy ilyen tipust nagyon
erds eredményt, nevezetesen azt, hogy (14.10) teljesithetd, ha ¥ = 4/7.

A TGS-sel kapcsolatban még megemlithetjiik, hogy a 7. tétellel anal6g
moédon kapjuk az aldbbi ekvivalens tételt.

7. tétel. O(X>/51og'" X) kivétellel minden X -nél kisebb pdratlan egész szdm
felirhaté hdrom primszdm Osszegeként, amelyek egyike 3-mal vagy 5-tel egyenld.

A 11. részben emlitett (DS)-beli kivételes halmazt illetGen a 7. tételt és a
7’. tételt a szintén ekvivalens 7”. tételben Osszegezhetjiik (amely er6sebbnek
tlinik a 7. tételnél).

77, tétel. O(X3/%log'’ X) kivételével minden X -nél kisebb egész szdm felir-
hatd legfeljebb két prim Osszegeként vagy hdrom prim dsszegeként, azzal a megszori-
tdssal, hogy a primszdmok egyike eqyenld lesz 2-vel, 3-mal vagy 5-tel.

A 8. tétellel analég médon meg tudjuk mutatni, hogy az 1. tételbdl az
alabbi tétel is kovetkezik.
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9. tétel. Legyen X > Xy (egy ineffektiv dllando). Létezik ¢, g2, g3 olyan hd-
rom (X -t6l fiiggl) prim, amelyekre igaz, hogy minden N € [X /2, X| pdratlan szdm
felirhaté hdrom primszdm Osszegeként, amelyek egyike egyenld qi-gyel, qo-vel vagy

qz-mal.
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