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1. A probléma eredete

A Goldbach-sejtés egyike a matematika legegyszerűbben megfogalmazható
megoldatlan problémáinak. Nehézségét az okozza, hogy az egész számok
additív és multiplikatív struktúráját (amelyek külön-külön igen egyszerűek
és áttekinthetők) kapcsolja össze. A számelmélet alaptétele szerint minden
egész szám egyértelműen áll elő prímszámok szorzataként (a sorrendtől
eltekintve). Tehát a multiplikatív struktúrában a prímszámok az elemi építő-
kövek, az oszthatatlan elemi részecskék szerepét játsszák. Az egész számok
additív struktúrája még egyszerűbb: minden pozitív egész szám egyértel-
műen áll elő az 1 szám ismételt összeadásával. Ugyanakkor a két prím-
szám összegeként előálló számok jellemzése (pontosabban annak bizonyí-
tása, hogy minden kettőnél nagyobb páros szám ilyen) már több mint
negyed évezrede állítja máig megoldhatatlan feladat elé matematikusok ge-
nerációit. Az előadásban áttekintjük a probléma megoldására az elmúlt csak-
nem száz évben tett kísérleteket és a probléma különböző irányú megköze-
lítései terén elért rendkívül fontos részeredményeket. Ezek eredményeképp
több irányból is már (legalábbis látszólag) karnyújtásnyira vagyunk az ere-
deti probléma megoldásától. Ennek ellenére az utolsó, döntő lépés megtétele
minden bizonnyal az eddigieknél jóval mélyebb, máig ismeretlen módszerek
megteremtését igényli, és nem elegendő az eddigi módszerek finomítása és
technikai jellegű továbbfejlesztése.

Bár a jelen szóhasználat nem egységes, a legelfogadottabb megfogalma-
zás szerint célszerű, ha két sejtésről, nevezetesen a bináris Goldbach-sejtésről
és a terner Goldbach-sejtésről beszélünk.
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Bináris (páros) Goldbach-sejtés (BGS). Minden kettőnél nagyobb páros
egész szám felírható két prímszám összegeként.

Terner (páratlan) Goldbach-sejtés (TGS). Minden ötnél nagyobb páratlan
egész szám felírható három prímszám összegeként.

Meg kell jegyeznünk, hogy a Goldbach-sejtéseket gyakran páratlan
prímszámokkal (vagy BGS esetében egymástól eltérő páratlan prímszámok-
kal) fogalmazzák meg.

Mivel a TGS egyszerű következménye a BGS-nek, és mivel I. M. Vinog-
radov (1937) megmutatta, hogy a TGS érvényes minden elég nagy páratlan
egész számra, ezért főleg a BGS-re fogunk koncentrálni. A TGS-t ebben az
összefüggésben a BGS egyik legfontosabb approximációjának tekinthetjük.

A Goldbach-probléma eredeti megfogalmazásának jó megértéséhez
tudnunk kell, hogy Goldbach idejében az egyet prímszámnak tekintették. En-
nek megfelelően különbséget kell tennünk a prímszámok jelenlegi és egy-
kori meghatározása között, azaz az eggyel egyenlő összeadandók kizárásá-
val kissé módosíthatjuk az eredeti megfogalmazásokat.

1742. május 27-i, Eulernek küldött levelében Goldbach a következő-
ket írja: „ilyen módon megkockáztatok egy sejtést: minden szám, amelyik
két páros szám összege, felírható tetszőleges számú prímszám összegeként”
(Euler–Goldbach 1965).

Jelöljük P-vel a prímszámok halmazát, legyen P ′ = P ∪{1} és legyen N
tetszőleges természetes szám, továbbá

A+A = 2A = {ai + aj ; ai ∈ A, aj ∈ A}, (1.1)

kA = {ai1 + · · ·+ aik , aiν ∈ A (1 ≤ ν ≤ k)}. (1.2)
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A fent megadott jelöléssel Goldbach eredeti hipotézisét a következőképpen
fogalmazhatjuk meg:

Eredeti Goldbach-sejtés (EGS). Ha N ∈ 2P ′, akkor N ∈ kP ′, 2 ≤ k ≤ N

esetén.

Első pillantásra ez a sejtés eléggé eltérőnek tűnhet a BGS-től és a TGS-
től is. A különböző megfogalmazások rövid elemzése azonban megmutatja,
hogy ez a látszat csal.

Fermat utolsó tételének esetétől eltérően általában nem szokták hangsú-
lyozni a matematikusok, hogy Goldbachnak egy fontos megjegyzése a lap
szélén, a margón található az előbb idézett levélben: „Miután ezt újraolvas-
tam, úgy találom, hogy a sejtés egzakt módon bizonyítható n+ 1-re, ameny-
nyiben igaz n-re és n + 1 felírható két prímszám összegeként. A bizonyí-
tás igen egyszerű. Úgy látszik, hogy minden 2-nél nagyobb szám felírható 3
prímszám összegeként.”

A fent idézett sorok utolsó mondatát a következőképpen fogalmazhat-
juk meg:

Lapszéli Goldbach-sejtés (LGS). Ha N > 2, akkor N ∈ 3P ′.

Látni fogjuk, hogy az LGS sokkal szorosabban kapcsolódik a BGS-hez
(valójában ekvivalens vele), mint a TGS-hez.

Nincs egyetértés abban, vajon a BGS Eulernek vagy Goldbachnak
tulajdonítható-e. Az Euler elsőbbségét hangoztató álláspont a következő –
Eulernek 1742. június 19-én Goldbachhoz írt válaszleveléből vett – idézet
utolsó mondatán alapul:
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„Az, hogy egy olyan szám, amely felírható 2 prím összegeként, egyúttal
tetszőleges számú prím összegeként is felírható, levezethető egy megfigye-
lésből, amit Méltóságod egy alkalommal velem közölt, mely szerint bármely
páros szám felírható két prímszám összegeként. Egy n páros számot tekintve
n− 2 felírható két prím összegeként, így n is felírható három, vagy hasonló-
képp négy, illetve akárhány prím összegeként. Amennyiben n páratlan, ak-
kor n−1 páros és így n felírható három vagy akárhány prím összegeként. Azt
az állítást, hogy minden páros szám felírható két prímszám összegeként, én
egy teljesen bizonyos tételnek tartom, habár nem tudom bizonyítani” (Euler–
Goldbach 1965).

Az idézet első néhány sora mindenesetre nyilvánvalóvá teszi, hogy
maga Euler tulajdonította a BGS-t Goldbach egy korábbi szóbeli közlésének.

Az utolsó mondatot a mi jelölésünkkel a következőképpen fejezhetjük
ki:

BGS1. Ha 2 | N , akkor N ∈ 2P ′.

Az idézet ezt megelőző részét a következő állítás bizonyításaként fog-
lalhatjuk össze.

1. állítás. BGS1⇒ EGS.

A matematikai logika mai szempontjából érdekes megjegyezni, hogy
Euler a „Theorema” szót használja a BGS1 bizonyítatlan állítással kapcso-
latban, annak ellenére, hogy ő maga nem volt képes azt bizonyítani. Azt
azonban nem mondja ki, hogy vajon a fordított következtetés igaz-e, vagy
sem.
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Meglehetősen kevéssé ismert tény, hogy Descartes (1596–1650) a 17. szá-
zadban már kimondott egy hasonló sejtést (a szerző Dieter Wolke egy kéz-
iratából szerzett tudomást róla, bár Dickson [1919] könyve is tartalmazza).
Descartes sejtése azonban csak sokkal később, 1908-ban jelent meg nyomta-
tásban (Descartes 1908), és a Goldbach-sejtés ismertsége folytán nem került
be a köztudatba.

Eléggé különös módon Descartes eredeti megfogalmazása csak páros
egész számokra vonatkozik. Descartes összegyűjtött műveiben az Opuscula
Posthuma, Excerpta Mathematica részben találjuk a következő sorokat (Vol.
10, 298): „Minden páros szám felírható egy vagy két vagy három prímszám
összegeként.” Jelölésünket használva az eredeti Descartes-sejtést a követ-
kező módon fogalmazhatjuk meg.

Eredeti Descartes-sejtés (EDS). Ha 2 | N , akkor N ∈ P ′ ∪ 2P ′ ∪ 3P ′.

Meglepő, hogy Descartes a fenti módon fejezte ki sejtését, ahelyett, hogy
a következő két, nem egyenértékű változat egyikét alkalmazta volna:

(DSA) Minden páros egész szám felírható legfeljebb két prím összege-
ként.

(DSB) Minden egész szám felírható legfeljebb három prím összegeként.

DSA nyilván ekvivalens BGS1-gyel, ugyanakkor DSB és az EDS határo-
zottan gyengébbek.

2. A sejtések logikai összefüggése

A következőkben elemezni fogjuk az 1. fejezetben említett sejtések külön-
böző alakjai közötti logikai összefüggéseket. Noha ezek nagyon egyszerűek,
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a szerzőnek nincs tudomása ilyen vizsgálódásokról, Euler érvelését kivéve,
amelyet az 1. fejezet 1. állításként tartalmaz. Az első, némileg meglepő állítá-
sunk az, hogy az 1. állítás fordítottja is igaz, azaz hogy az eredeti Goldbach-
sejtés ekvivalens a BGS1-gyel.

2. állítás. EGS ⇒ BGS1.

Bizonyítás. Legyen G′ = 2P ′, és tegyük fel, hogy az EGS igaz. Meg kell
mutatnunk, hogy minden páros szám G′-hez tartozik. Ha 2k ∈ G′, akkor
az EGS szerint 2k ∈ 3P ′. Következésképp az összeadandók egyikének pá-
rosnak, tehát 2-vel egyenlőnek kell lennie. Így 2k − 2 ∈ G′. Mivel G′ nyilván
tartalmaz tetszőlegesen nagy számokat, minden páros egész szám G′-hez tar-
tozik. Q.E.D.

Még könnyebb azt megmutatni, hogy a lapszéli Goldbach-sejtés szintén
egyenértékű a BGS1-gyel.

3. állítás. LGS ⇔ BGS1.

Bizonyítás. Ha az LGS igaz, akkor 2k + 2 ∈ 3P ′ igaz bármely k ≥ 1-
re. Mivel az összeadandók egyikének 2-nek kell lennie, a 2k ∈ 2P ′ = G′

összefüggés igaz kell, hogy legyen.

Ha a BGS1 igaz, akkor az összes, 2-nél nagyobb páros egész szám fel-
írható p′1 + p′2 + 2 alakban, az összes 1-nél nagyobb páratlan egész pedig
p′1 + p′2 + 1 alakban, ahol p′i ∈ P ′. Q.E.D.

Az előbbiekből következik, hogy Goldbachnak mindkét, látszólag kü-
lönböző sejtése (vagyis az EGS és az LGS) ekvivalens egymással és a BGS1-
gyel (a bináris Goldbach-sejtésnek azzal a csekély módosításával, hogy 1-et
prímnek tekintjük). Érvelésünket tehát így összegezhetjük:
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1. sejtés. BGS1 ⇔ EGS ⇔ LGS.

Tekintsük most a Descartes-sejtés különböző alakjai, nevezetesen az
EDS és a DSB közötti összefüggést. Ezt a következőképpen fejezhetjük ki.

4. állítás. EDS ⇔ DSB.

Tételezzük fel az EDS érvényességét (mivel a másik következtetés trivi-
ális). Az EDS azt állítja, hogy 2 | N -ből N ∈ 2P ′ ∪ 3P ′ következik, és így
N ∈ G′ vagy N − 2 ∈ G′. Ebből bármely k > 1 egész számra 2k− 2 ∈ G′ vagy
2k− 4 ∈ G′. Innen 2k+ 1 = 2k− 2 + 3 = 2k− 4 + 5 ∈ 3P ′ következik. Q.E.D.

A prímszámoknak P ′ helyett a jelenlegi P definícióját használva így
megfogalmazhatjuk a következő sejtést, amely lényegében Descartes-nak tu-
lajdonítható:

Descartes-sejtés (DS): Minden 1-nél nagyobb egész szám felírható legfeljebb
három prím összegeként (N ∈ P ∪ 2P ∪ 3P minden N > 1-re).

Később felhasználjuk a következő definíciót.

Definíció. Egy N páros egész szám Goldbach-szám, ha N felírható két prím
összegeként.

Előző (1.1)–(1.2) jelöléseinket használva a Goldbach-számok halmazát a
következő módon jelölhetjük:

G = 2P = P + P . (2.1)

Ekkor a 4. állításban mondottakhoz hasonlóan azt kapjuk, hogy

5. állítás. DS ⇔ {2 | N ⇒ N ∈ G vagy N + 2 ∈ G}.
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Ez azt mutatja, hogy amíg a bináris Goldbach-sejtés különböző alakjai
ekvivalensek, Descartes sejtése nyilvánvalóan a BGS egy következménye.
Másrészt a Descartes-sejtésből következik a terner Goldbach-sejtés. Végül ér-
velésünket a következőképpen összegezhetjük:

6. állítás. BGS ⇒ DS ⇒ TGS.

3. A bináris Goldbach-sejtés közelítései

Minthogy a bináris Goldbach-sejtés bizonyítása (a továbbiakban gyakran rö-
viden csak Goldbach-sejtés) a jelen matematika korlátain túlinak tűnik, kü-
lönböző megközelítései fontos szerepet játszottak az elmúlt 260 év során.

A. Desboves-nak (1855) 104-ig terjedő számszerű ellenőrzésén és Syl-
vesternek (1871) a páros egész számok Goldbach-reprezentációinak számára
vonatkozó, részben hibás heurisztikus képletén kívül a 18. és a 19. században
ebben a tárgyban nem történt előrelépés.

A BGS fontosságát Hilbert (1935) hangsúlyozta a Nemzetközi Matema-
tikai Kongresszuson 1900-ban Párizsban tartott előadásában. Ő itt a Gold-
bach-sejtést a nyolcadik számú problémaként sorolta fel, együtt a Riemann-
hipotézissel és az ikerprímproblémával:

„A Riemann-féle prímszámformula kimerítő diszkussziója után talán
egyszer elérhetjük, hogy a Goldbach-problémára egzakt választ adjunk,
hogy vajon minden páros szám előáll-e két prímszám összegeként, továbbá
az ismert kérdésre, hogy vajon végtelen sok prímpár létezik-e, melyek kü-
lönbsége 2, vagy akár az általános problémára, hogy az

ax+ by + c = 0
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alakú lineáris diofantikus egyenletnek adott egymáshoz relatív prím a, b, c

együtthatók esetén van-e mindig x, y megoldása a prímszámok körében.”

Mindezen problémákat (a BGS-t, a Riemann-hipotézist és az ikerprím-
problémát) Landau a Nemzetközi Matematikai Kongresszuson Cambridge-
ben tartott előadásában még 1912-ben is így jellemzi: „unangreifbar beim
heutigen Stand der Wissenschaften” (a tudomány mai állása szerint megtá-
madhatatlanok) (Landau 1912).

A következőkben a BGS-hez közelítés típusának megfelelően kilenc té-
makörbe csoportosítva áttekintést adunk a Landau előadása óta született leg-
fontosabb eredményekről. (Megemlítjük, hogy a TGS és a DS egyaránt a BGS
approximációjának tekinthető.)

Természetesen nem próbálunk teljes áttekintést adni. Néhány témában
az olvasó fordulhat W. Narkiewicz (2000) prímszámokról szóló vagy Pan
Chengdong és Pan Chengbiao (1992) Goldbach-sejtésről írt monográfiáihoz.
A közelítések első hat csoportja hagyományosabb, az utolsó három cso-
port viszonylag vagy teljesen új. Felsoroljuk mind a feltétel nélküli, mind
a Riemann-hipotézisből (RH) vagy az általánosított Riemann-hipotézisből
(ÁRH) következő feltételes eredményeket.

A továbbiakban n,N és k tetszőleges természetes számokat fog jelölni;
P, p, p′, pi, qi prímeket, N,G és P pedig az összes természetes, Goldbach-, il-
letve prímszámot. N0 egy megfelelően választott, elég nagy abszolút állan-
dót fog jelölni, amelynek értéke a különböző előfordulások alkalmával más
és más lehet. A problémák legtöbbjénél be kell érnünk azokkal az eredmé-
nyekkel, amelyek minden elég nagy egész számra érvényesek, mert jelenleg
majdnem reménytelen ezeknél teljesebb változatokat bizonyítani.
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Ha egy írott betűt, mondjuk A-t a természetes számok egy részhalma-
zára használunk, akkor A-t, ugyanazt a betűt egyszerű dőlt nyomtatott alak-
ban a halmaz adott korlát alatti elemeinek számát meghatározó

A(X) = #{n ≤ X; n ∈ A}

számoló függvényének a jelölésére használjuk. Továbbá bevezetjük a követ-
kező jelölést:

A(X,Y ) = #{X < n ≤ X + Y ; n ∈ A}.

A különböző közelítéseket az első megjelenésük ideje szerint fogjuk sor-
rendbe állítani, vagyis aszerint, mikor volt bizonyítva az első jelentős ered-
mény az adott irányban. A közelítések típusa és a legfontosabb publikált
eredmények (ha vannak ilyenek) minden egyes fejezeten belül időrendben
jelennek meg. Végül a szerző módszere által nyerhető új (még publikálatlan)
eredmények (bizonyítás nélküli) leírása található a 14. részben.

4. Majdnem prímek

A Goldbach-sejtésre irányuló első jelentős eredményt Vigo Brun (1920) érte
el. Goldbach-típusú felbontást tudott bizonyítani minden elég nagy páros
egész számra, ha a prímeket Pk „majdnem prímekkel” helyettesítette. Pk-
val a legfeljebb k prímtényezőjű számokat jelöljük (P1 = P ). Szitamódszere
segítségével Brun be tudta bizonyítani, hogy minden elegendően nagy páros
egész szám felírható két P9 szám összegeként. Továbbá az {a, b} állítás azt
fogja jelenteni, hogy minden nagy páros egész szám felírható Pa+Pb alakban.
Az {a, b}, a+ b ≤ k állítás azt fogja jelenteni, hogy minden nagy páros egész
szám felírható Pa+Pb-ként az a+b ≤ k egyenlőtlenséget kielégítő valamilyen
a, b értékekkel.
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A Brun szitamódszerével bizonyított eredmények az alábbiak voltak:

{7, 7} H. Rademacher (1924)
{6, 6} T. Estermann (1932)
{5, 7}, {4, 9}, {3, 15} {2, 366} G. Ricci (1936, 1937)
{5, 5} A. A. Buhštab (1938)
{4, 4} W. Tartakowski (1939a, 1939b), A. A. Buhštab (1940)

1941-ben P. Kuhn megalkotta az úgynevezett súlyozott szitát, és be tudta
bizonyítani {a, b}-t, ahol a+ b ≤ 6 (P. Kuhn 1941, 1953, 1954).

Selberg (1950) bevezette saját szitamódszerét, és bejelentette, hogy a
módszere segítségével a {2, 3} eredmény bizonyítható, de a bizonyítást nem
publikálta.

A következő eredmények bizonyításához a szerzők valóban a Selberg-
szitát használták.

{3, 4} Wang Yuan (1956)
{3, 3} A. I. Vinogradov (1957)
{2, 3} Wang Yuan (1958)

Mindezen eredményeknek azonban az volt a hátrányuk, hogy nem vol-
tak képesek legalább egy prím összeadandót biztosítani a felbontásban.

Az első eredményt, amelyben legalább egy prím összeadandó volt a fel-
bontásban, Linnik „nagy szita” módszerét használva Rényi Alfréd bizonyí-
totta 1947/48-ban. Rényi (1947, 1948) K nagy, nem meghatározott értékére
bizonyította az {1,K} eredményt.
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Ilyen típusú későbbi eredményeket bizonyítottak K kis értékeivel a kö-
vetkezők:

{1, 4} Pan Cheng Dong (1962/63), M. B. Barban (1963)
{1, 3} A. A. Buhštab (1965)

Ezek az eredmények, Rényiét is beleértve, bizonyos statisztikai tétele-
ken alapultak, amelyek az X-nél kisebb prímszámok számtani sorozatokban
történő egyenletes eloszlását igazolták q ≤ Xa−ε különbségű számtani so-
rozatok esetén. Az előbb idézett, K = 3 és 4-re vonatkozó eredmények a
Pan Cheng Dong és M. B. Barban által elért a = 1/3 és a = 3/8 eredményre
épülnek.

Az a = 1/2-nek megfelelő híres Bombieri–Vinogradov-tétel (Bombieri
1965, Vinogradov 1965) – amely az ÁRH helyettesítésének tekinthető – na-
gyon leegyszerűsítette Buhštab {1, 3}-as, legerősebb eredményének bizonyí-
tását. Nem eredményezte azonban K = 2-t.

1966-ban J. R. Chen röviden leírt egy új módszert, amely K = 2-
höz vezet. Erről 1973-ban jelent meg részletes bizonyítása. A Bombieri–
Vinogradov-tétel egy másik változatának kidolgozása mellett Chen egy új
súlyozott szitát alkotott és alkalmazott erre a problémára. Tehát az e terü-
letre vonatkozó jelenlegi tudásunkat Chen híres tételével összegezhetjük:

Chen tétele. (Chen 1966, 1973) Minden N elég nagy páros egész szám
felírható N = P + P2 alakban.
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5. A kivételes halmaz a Goldbach-problémában

A BGS-nek talán legközvetlenebb közelítése a Goldbach-számok G halmaza
sűrűségének alsó becslése vagy ezzel ekvivalensen az

E = {N ; 2 | N, N 6∈ G} = {N ; 2 | N, N 6= p+ p′}, (5.1)

kivételes halmaz méretére vonatkozó felső becslés, pontosabban a kivételes
halmaz

E(X) = #{N ; N ≤ X, N ∈ E} (5.2)

számoló függvényének felső becslése. A BGS nyilván ekvivalens E = {2}-
vel, azaz az E(X) = 1 (X ≥ 2) egyenlőséggel.

Az első, bár feltételes eredményt ebben az irányban Hardy és Littlewood
(1924) érte el. Ők a Hardy, Littlewood és Ramanujan által kifejlesztett híres
körmódszert alkalmazták.

Tétel. (Hardy–Littlewood): Az ÁRH-ból következik

E(X)�ε X
1/2+ε bármely ε > 0-ra. (5.3)

Ez lényegében még ma is – az ÁRH szerinti – legjobb ismert becslés, elte-
kintve attól, hogyXε-t log3X-szel lehet helyettesíteni, ahogyan azt Goldston
(1989/1992) megmutatta.

Az eredeti Hardy–Littlewood megközelítés azonban nem működött fel-
tétel nélkül abban az időben. Ezért még a láthatóan nagyon gyenge

E(X) ≤ (1− c)X
2

ha X ≥ 4, c > 0 fix, (5.4)

felső becslést – amely ekvivalens azzal az állítással, hogy G-nek pozitív alsó
aszimptotikus sűrűsége van – Schnirelman (1930, 1933) egy teljesen más
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elemi módszer segítségével bizonyította be: Brun szitamódszerével. (Rész-
letesebben l. a 6. részben.)

A döntő módszert, amely lehetővé tette a Hardy–Littlewood-módszer
bizonyítatlan hipotézisek nélküli használatát, I. M. Vinogradov (1937) alkotta
meg. Ez prímekre vonatkozó trigonometrikus összegek becslését tette lehe-
tővé.

I. M. Vinogradov módszere a TGS bizonyítására (N > N0 esetén) lehe-
tővé tette van der Corput (1937), Estermann (1938) és Čudakov (1938) szá-
mára, hogy egyidejűleg és függetlenül bebizonyítsák az

E(X)�A X(logX)−A bármely A > 0-ra (5.5)

a becslést.

Az (5.5) egyenlőtlenség megmutatja, hogy majdnem minden páros szám
Goldbach-szám. Ez azt jelenti, hogy a bináris Goldbach-sejtés legalább sta-
tisztikailag igaz.

Érdemes megemlíteni, hogy (5.5)-ből – amelyet Vinogradov módszeré-
nek alkalmazásával bizonyítottak – valójában a Goldbach–Vinogradov-tétel
is egyszerűen következik. Ha ugyanis

E(2k) < π(2k) (5.6)

igaz bármely k ∈ N -re, k > 1, akkor igaz a TGS, mivel az alábbi ` − 1 páros
egész szám legalább egyike (` = π(2k))

2k + 3− 3, 2k + 3− 5, . . . , 2k + 3− p` ∈ [4, 2k] (5.7)

Goldbach-szám lesz. Ezért 2k+ 3 ∈ 3P . Az (5.6) egyenlőtlenség megmutatja,
hogy az E kivételes halmaz mérete szorosan összefügg a TGS-sel.
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Hosszú időbe telt, amíg (5.5)-nek bármilyen javítását sikerült elérni.
R. C. Vaughannak (1972) sikerült bebizonyítani az élesebb

E(X)� X exp(−c
√

logX). (5.8)

becslést.

Az áttörés 1975-ben következett be, amikor H. L. Montgomery és R. C.
Vaughan (1975) bebizonyította az

E(X) ≤ X1−δ, ha X > X0 (5.9)

becslést egy nem meghatározott, de explicite kiszámolható δ > 0 értékre.
Megjegyezzük, hogy míg (5.5) ineffektív volt Siegel (1936) tételének haszná-
lata miatt, (5.8) és (5.9) egyaránt effektív volt.

Nagyon nehéznek bizonyult (5.9), Montgomery–Vaughan tételének bi-
zonyítása δ ésszerű (nem túl kis) értékére. J. R. Chen és J. M. Liu (1989) bizo-
nyította, hogy

E(X)� X0.95, (5.10)

ezt H. Z. Li (1999) javította a következőképpen:

E(X)� X0.921. (5.11)

Végül bebizonyította az alábbi tételt.

Tétel. (H. Z. Li 2000a): Van olyan X0 ineffektív állandó, amelyre

E(X) < X0.914 ha X > X0. (5.12)

Egyelőre ez a legjobb publikált eredmény. (Megjegyezzük, hogy az
(5.10)–(5.12) becslések mind ineffektívek.)
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A szerző által használt módszer legfontosabb következménye az, hogy
a fenti kitevő 2/3-ra csökkenthető (részletesen l. a 14. részben).

A BGS érvényességét a kiszámolható tartományban J. Richstein (2001)
számításai igazolták minden 4 · 1014 alatti egész számra.

6. A P ∪ {0} mint bázis

A nemnegatív egész számok egyA halmazát k-ad rendű bázisnak nevezzük,
ha minden pozitív egész szám felírhatóA pontosan k elemének összegeként.
Ha ugyanezt csak minden elegendően nagy pozitív egész számra követeljük
meg, akkor A-t aszimptotikus bázisnak nevezzük.

Landau (1912) a Nemzetközi Matematikai Kongresszuson Cambridge-
ben tartott előadásában a Goldbach-sejtés következő gyengébb alakját java-
solta.

Landau sejtése (LS): Létezik olyan k, amelyre minden 1-et meghaladó egész
szám felírható legfeljebb k prímszám összegeként.

Landau sejtésének egy más alakját a következőképpen fogalmazhatjuk
meg:

(LS’): Létezik olyan k1, amelyre minden elég nagy egész szám felírható legfel-
jebb k1 prímszám összegeként.

Észrevehetjük, hogy LS és LS’ ekvivalens, mivel bármely N > 1 egész
szám felírható [N/2] prímszám összegeként, amint az a

2` = 2 + 2 + · · ·+ 2, (6.1)

2`+ 1 = 3 + 2 + · · ·+ 2
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egyenlőségekből látható. Jelöljük S-sel, illetve S1-gyel k és k1 minimális ér-
tékeit, amelyekre LS és LS’ érvényesek. A 2. részben láttuk, hogy S-ről az
optimális sejtés az S = 3 Descartes-sejtés (hasonlóképp S1 = 3 tűnik legva-
lószínűbbnek). Könnyű belátni, hogy a TGS-ből S ≤ 4 következik. Ezt a 6.
állítás finomításaként összegezhetjük:

7. állítás. BGS ⇒ DS ⇔ S = 3 ⇒ TGS ⇒ S ≤ 4.

Az első feltételes eredményt ebben az irányban Hardy és Littlewood
(1923) érte el.

Feltételezték a következő analitikus sejtést, amelyet általánosított kvázi-
Riemann-hipotézisnek nevezhetünk:

H sejtés Létezik olyan θ < 3/4, amelyre

L(s, χ) 6= 0, ha Res > θ (6.2)

érvényes bármely Dirichlet L-függvényre.

Megmutatták, hogy H-ból a TGS következik N > N0-ra, ezért LS’ és LS
szintén következik H-ból.

Landau sejtését feltétel nélkül először Schnirelman (1930, 1933) bizonyí-
totta úttörő munkáiban. Erről az 5. részben tettünk említést. Az eredmény az
ő alábbi két fontos tételéből következik.

A tétel. G(X) ≥ cX pozitív c > 0-re, ha X ≥ 4.

B tétel. Pozitív alsó aszimptotikus sűrűségű természetes számok minden A
részhalmaza (azaz lim inf

x→∞
A(x)/x > 0) véges rendű aszimptotikus bázist alkot.

Ebből következik, hogy G és így P véges rendű aszimptotikus bázis,
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azaz LS’, ebből kifolyólag LS igaz.

Ezt követően explicit becsléseket ért el S1-re N. P. Romanov (1935) (S1 ≤
2208), H. Heilbronn – E. Landau – P. Scherk (1936) (S1 ≤ 71) és G. Ricci (1936,
1937) (S1 ≤ 67).

Végül 1937-ben I. M. Vinogradov közreadta a TGS N > N0 esetére
vonatkozó, feltétel nélküli bizonyítását (Vinogradov 1937), ezáltal igazolva
Landau sejtését a közel optimális S1 ≤ 4 értékkel.

Vinogradov eredeti bizonyítása Siegel ineffektív tételén alapult:

L(s, χ) 6= 0, ha s ∈ [1− c(ε)q−ε, 1] (6.3)

bármely χmod q valós karakterre és bármely ε > 0-ra (Siegel 1936). Tehát Vi-
nogradov tétele nem vezetett semmilyen N0 explicit értékhez. Ahhoz, hogy
explicit értéket érjünk el, el kell hagynunk Siegel tételét, és azt Page és Lan-
dau korábbi eredményeivel kell helyettesítenünk. K. G. Borozdkin (1956) ál-
lította, hogy N0 = exp(exp(16.038)) megengedhető. J. R. Chen és T. Wang
egy cikksorozatának az N0 = exp(exp(9.715)) eredmény volt a csúcspontja
(Chen, Wang 1996). Végül Liu Ming-Chit és Wang Tianze (2002) érte el az
N0 = e3100-t. Az ÁRH-t feltételezve D. Zinoview (1997) megmutatta, hogy
N0 = 1020 megengedhető. Mivel Deshouillers, Effinger, te Riele, Zinoview
(1997) és Saouter (1998) számításai bebizonyították, hogy a TGS érvényes
páratlan egész számokra a [7, 1020] intervallumban, jelenlegi feltételes tudá-
sunkat a következő módon összegezhetjük:

Tétel. (Deshouillers, Effinger, te Riele, Saouter, Zinoview):

ÁRH ⇒ TGS ⇒ S ≤ 4.

Az RH feltételezésével ismert legjobb eredmény Kanieckié (1995).
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Tétel. (Kaniecki): RH-ból S ≤ 6 következik.

Bár Vinogradov tétele nagyon nagy mértékben javította S1 értékét, S
explicit értékéhez nem adott vezérfonalat.

S explicit értékeit ezt követően vagy tisztán a Schnirelman által beveze-
tett elemi módszerek segítségével vagy később az elemi és analitikus mód-
szerek kombinációjával bizonyították:

S < 2 · 1010 Šanin (1964)
S ≤ 6109 Klimov (1969)
S ≤ 159 Deshouillers (1972/73)
S ≤ 115 Klimov, Pil’tjai, Šeptickaja (1972)
S ≤ 61 Klimov (1978)
S ≤ 55 Klimov (1975)
S ≤ 27 Vaughan (1977)
S ≤ 26 Deshouillers (1975/76)
S ≤ 24 Zhang, Ding (1983)
S ≤ 19 Riesel, Vaughan (1983)
S ≤ 7 Ramaré (1995)

Végül megemlítjük, hogy Ramaré és Saouter (2003) bizonyították, hogy
a TGS érvényes minden páratlan N < 1.13256 · 1022-re.
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7. Az egymást követő Goldbach-számok közötti hézagok

Jelölje g1 = 4, g2 = 6 . . . , az egymást követő Goldbach-számokat. A BGS
nyilvánvalóan ekvivalens gk+1− gk = 2, gk = 2(k+ 1)-gyel minden k ≥ 1-re.
Így a BGS-hez természetes közelítés ezeknek a hézagoknak a felső becslése
vagy – ami ezzel ekvivalens –

A(x) = max
gk≤x

(gk+1 − gk) (7.1)

felső becslése.

Nehéz megmondani, mit tekinthetünk e mennyiség triviális korlátjának.
Ha azonban némi információnk van az egymást követő prímszámok közötti
hézagokról, azaz ha felső becslésünk van a

B(x) = max
pk≤x

(pk+1 − pk) (7.2)

mennyiségről, akkor ebből nyilvánvalóan adódnak A(x) korlátai is. Ugyanis
pk + 3 ∈ G triviálisan következik, és ezért

A(x) ≤ B(x− 3) ≤ B(x). (7.3)

Tehát ebben az értelemben bármely – a prímek közötti hézagokra vonat-
kozó – (triviális vagy nemtriviális) korlátból nyilvánvalóan következik a
Goldbach-számok közötti hézagok korlátja. Használhatunk azonban egy
mélyebb (bár még viszonylag egyszerű) összefüggést, amely prímszámok és
Goldbach-számok hézagai között áll fenn. Ha Montgomery–Vaughan (1975)
egyszerű ötletét egy kissé általánosabb értelemben alkalmazzuk, a követke-
zőt fogalmazhatjuk meg:

8. állítás. Tegyük fel, hogy van négy pozitív állandónk, ϑ1, ϑ2, c1 és c2 < c1ϑ1

a következő tulajdonságokkal:
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(a) minden [X − Y,X] típusú intervallum Xϑ1 < Y < X/2-re tartalmaz
legalább c1 Y/ logX prímszámot bármely X > X0 mellett,

(b) c2X/ logX kivétellel minden n ∈ [X, 2X] egész szám értékre
az [n−Xϑ2 , n] intervallum tartalmaz prímszámot bármely X > X0-ra. Ekkor

A(X)� Xϑ1ϑ2 . (7.4)

Megemlítjük, hogy bár az (a) feltételben több mint egy prím meglétét
követeljük meg, a jelen módszerek, amelyek garantálják prímszám létezé-
sét egy adott intervallumban, automatikusan eredményezik a prímek vár-
ható számának legalább a megkövetelt pozitív hányadát. Következésképpen
a B(x)-re vonatkozó jelen korlátok lényegében Xϑ1 alakúak (a)-t kielégítő
ϑ1-re. A B(x) „triviális becsléshez” képest a javítás tehát a ϑ2 < ϑ1 tényező
megjelenése X kitevőjében.

Az állítás bizonyításához tegyük fel, hogy (7.4) hamis. Ekkor van olyan
X értékünk, hogy az [X − Xϑ1ϑ2 , X] intervallum nem tartalmaz Goldbach-
számot. Tekintsük a {qi}`1 prímeket az [X − 2Xϑ1 , X −Xϑ1 ] intervallumban.
Itt ` ≥ c1Xϑ1/ logX = c1ϑ1X

ϑ1/ log(Xϑ1) áll. Ekkor minden (ni−Xϑ1ϑ2 , ni)

(i ≤ `) intervallum prímszámmentes, ha ni = X − qi ∈ [Xϑ1 , 2Xϑ1 ]. Ez
viszont ellentmondás, ha c2 < c1ϑ1. Q.E.D.

Ez az egyszerű érvelés megmutatja, hogy gyakorlatilag minden tétel,
amely (a) értelmében prímek létezését bizonyítja rövid intervallumokban, és
azok a tételek, amelyek prímek létezését a (b)-ben leírt „kivételes halmazzal”
rendelkező majdnem minden rövid intervallumban bizonyítják, összekap-
csolhatók annak érdekében, hogy felső korlátokat szolgáltassanak egymás
után következő Goldbach-számok közötti A(x) maximális hézagokra.
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A következőkben az (a) és a (b) típusú eredmények terén elért újabb fej-
leményeket soroljuk fel.

Huxley (1972) (ϑ1 = 7/12 + ε) prímszámtételét követő, ϑ1-re vonatkozó
összes eredmény az analitikus és szitamódszerek kombinálásából született,
éppen úgy, ahogy Iwaniec és Jutila (1979) esetében.

ϑ1 = 13/23 Iwaniec–Jutila (1979)
ϑ1 = 11/20 Heath-Brown, Iwaniec (1979)
ϑ1 = 17/31 Pintz (1981, 1984)
ϑ1 = 23/42 Iwaniec–Pintz (1984)
ϑ1 = 11/20− 1/384 Mozzochi (1986)
ϑ1 = 6/11 Lou–Yao (1992, 1993)
ϑ1 = 7/13 Lou–Yao (1992, 1993)
ϑ1 = 107/200 Baker–Harman (1996)
ϑ1 = 21/40 Baker–Harman–Pintz (2001)

A Huxley eredményének bizonyításánál alkalmazott módszer analógi-
ája (prímszámtétel majdnem minden rövid intervallumra) a ϑ2 = 1/6 + ε

értékhez vezet; ugyanakkor a későbbi eredmények a szitamódszerek alkal-
mazásának köszönhetően a prímek várható számának csak egy pozitív há-
nyadát garantálták.

ϑ2 = 1/10 + ε Harman (1982)
ϑ2 = 1/14 + ε Ch. Jia (1995a), Watt (1995)
ϑ2 = 1/15 + ε H. Z. Li (1997)
ϑ2 = 1/20 + ε Ch. Jia (1996a)

A ϑ1-re és ϑ2-re vonatkozó legjobb becsléseket kombinálva a legélesebb
jelenlegi becslést A(X)-re a következőképpen fejezhetjük ki:
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Tétel. (R. C. Baker, G. Harman, Ch. Jia, J. Pintz): Érvényes a

gk+1 − gk � g
21/800
k ⇔ A(X)� X21/800 (7.5)

egyenlőtlenség, azaz minden [X,X + X21/800] típusú intervallum tartalmaz
Goldbach-számokat, ha X > X0.

(Elhagyhatjuk ε-t mivel a ϑ1 = 21/40-et tartalmazó Baker–Harman–
Pintz-eredmény valójában egy kissé jobb értékhez vezet.)

Linnik (1952) bebizonyította az RH feltételezésével érvényes

gk+1 − gk � log3 gk ⇔ A(X)� log3 X (7.6)

becslést, míg a jelenlegi legjobb eredmény Kátai (1967) érdeme:

Tétel. (Kátai): RH ⇒ gk+1 − gk � log2 gk.

A feltétel nélküli esethez hasonlóan a bizonyítás az RH feltételezésével
érvényes, A. Selberg (1943) által bizonyított

Y∫
Y/2

(
y+Θy∑
y

log p−Θy

)2

dy � ΘY 2 log2 Y (0 ≤ Θ ≤ 1), (7.7)

egyenlőtlenségből következik.

A problémának érdekes és különleges vonása, hogy az egymást követő
Goldbach-számok közötti hézagokról szóló legerősebb eredmények közvet-
lenül a prímekre vonatkozó mély eredményekből adódnak, anélkül, hogy
az additív problémákra kidolgozott bármely különleges módszert, például
Hardy és Littlewood körmódszerét alkalmaznák.
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Azt is megemlíthetjük, hogy a (7.4) egyenlőtlenség helyettesíthető az
erősebb

G(X + Y )−G(X) ≥ cY, ha Y ≥ Xϑ1ϑ2 (7.4’)

egyenlőtlenséggel, ha (b) helyett azt kötjük ki, hogy majdnem minden [n −
Xϑ2 , n] intervallumnak legalább c′Xϑ2/ logX prímet kell tartalmaznia (lásd
Ramachandra 1977). Minthogy Harman, Jia, Li és Watt ϑ2-re vonatkozó
összes említett eredményei kielégítik a fenti erősebb követelményt, (7.5) he-
lyett szintén az erősebb

G(X + Y )−G(X) ≥ cY, ha Y ≥ X21/800 (7.5’)

egyenlőtlenségünk érvényes.

Végül megfogalmazhatunk egy sejtést az egymást követő Goldbach-
számok közötti hézagokra, amelyet feltehetőleg könnyebb bizonyítani, mint
magát a BGS-t.

A sejtés Bármely ε > 0-re érvényes

A(X)�ε X
ε ⇔ gk+1 − gk �ε g

ε
k. (7.8)

Megjegyzés. Látjuk, hogy a BGS-től eltérően az A sejtés a Riemann-
hipotézisből következik, amint az (7.6)-ból kitűnik.

8. Goldbach kivételes számok rövid intervallumokban

Mivel már 1937–38-ban bizonyítást nyert, hogy majdnem minden páros
szám Goldbach-szám, föltehető a kérdés, vajon kimutathatjuk-e ennek ana-
lógiáját rövid intervallumokban is. Legyen

E(X,Y ) = E(X + Y )− E(X) = #{n ∈ (X,X + Y ], n ∈ E}. (8.1)
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Bár a BGS-ből nyilvánvalóan következik, hogy E(X,Y ) = 0 minden X ≥ 2-
re, megpróbálhatjuk bebizonyítani a gyengébb

E(X,Y ) = o (Y ) (8.2)

egyenlőtlenséget a lehető legkisebb Y = Y (X) függvénnyel. Az előző fejezet
eredményei azonban határt szabnak reményeinknek.

Az első ilyenfajta eredményt K. Ramachandra (1973) érte el, aki bebizo-
nyította, hogy

E(X,Xϑ3) = o (Xϑ3), ha ϑ3 = 3/5 + ε. (8.3)

Ezt az eredményt húsz évvel később A. Perelli és J. Pintz (1992) élesítette
ϑ3 = 1/2 + ε-ra, majd nem sokkal ezután – egyidejűleg és függetlenül –
Perelli–Pintz (1993) és H. Mikawa (1992) bizonyították a ϑ3 = 7/36 + ε, il-
letve a ϑ3 = 7/48 + ε eredményeket. Mikawa eredményének új vonása az
volt, hogy Iwaniec és Jutila (1979) prímeket érintő módszeréhez hasonlóan
(lásd 7. rész), Mikawa-szitamódszereket alkalmazott Goldbach-számok elő-
állítására. Ez a módszer további jelentős javításokhoz vezetett:

ϑ = 7/78 + ε Ch. Jia (1995b, 1995c)
ϑ = 7/81 + ε H. Z. Li (1995)
ϑ = 11/160 + ε Baker, Harman, Pintz (1995/96)

Végül a ma ismert legerősebb eredmények a következők.

Tétel. (Ch. Jia 1996b): Majdnem minden páros szám Goldbach-szám bármely
[X,X + X7/108+ε] típusú intervallumban, pontosabban ϑ3 = 7/108 + ε-ra és
bármely A > 0-ra

E(X,Xϑ3)�A X
ϑ3 log−AX (8.4)

érvényes.
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Tétel. (J. Kaczorowski – A. Perelli – J. Pintz 1993): Az ÁRH-ból következik

E(X, log6+εX) = o (log6+εX) bármely ε > 0-ra. (8.5)

Megjegyezzük, hogy egyidejűleg és függetlenül G. Dufner (1994, 1995)
ugyanezt az eredményt mutatta meg 6 helyett 27-tel, szintén az ÁRH feltéte-
lezésével.

Ezt a részt egy sejtés megfogalmazásával zárjuk, amely az A sejtésnél
(vö. (7.8)) erősebb, de a BGS-nél gyengébb.

B sejtés. E(X,Xε) = o (Xε) bármely ε > 0-ra.

Megjegyzés. (8.5) megmutatja, hogy az ÁRH-ból a B sejtés következik.

9. A Goldbach−−Linnik-probléma

Linnik (1951)-ben az ÁRH feltételezésével, két évvel később pedig feltétel
nélkül bebizonyította (Linnik 1953), hogy minden elegendően nagy páros
egész szám felírható két prímszám és K számú kettő hatvány összegeként,
ahol K nem meghatározott abszolút állandó. Felmerül a kérdés, mi K legki-
sebb értéke, amelyre a tétel bebizonyítható. Természetesen K = 0 ekvivalens
a BGS-sel N > N0 esetén.

Az első explicit eredményt, K = 770-et az ÁRH feltételezésével csak
1998-ban bizonyította J. Y. Liu, M. C. Liu és T. Z. Wang (1998a). Ők bizonyí-
tották az első feltétel nélküli eredményt, K = 54 000-et is (Liu–Liu–Wang
1998b). Röviddel ezután a következő feltétel nélküli eredmények bizonyítá-
sai jelentek meg:

K = 25 000 Hongze Li (2000b)
K = 2 250 Tianze Wang (1999)
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K = 1 906 Hongze Li (2001)

Másrészt az ÁRH-n alapuló javítások a következők voltak:

ÁRH ⇒ K = 200 J. Y. Liu, M. C. Liu, T. Z. Wang (1999)
ÁRH ⇒ K = 160 Tianze Wang (1999)

Ebben a vonatkozásban meg kell említenünk Gallagher (1975) fontos
munkáját. Nem adott ugyan explicit korlátot K-ra, viszont jelentősen egy-
szerűsítette Linnik eredeti bizonyítását, és ezáltal nagyban hozzájárult e té-
makör későbbi fejleményeihez.

Az előadónak részben a
L∑
ν=1

exp(2να) exponenciális összeg jobb kezelé-

sével, részben a prímszámokra vonatkozó új módszerek alkalmazásával si-
került jelentősen csökkentenie a K-ra adott korlátokat, és megmutatta, hogy
a K = 10 (ÁRH mellett) és a K = 12 (feltétel nélküli) értékek megen-
gedhetők. (Ezeket az eredményeket a debreceni számelméleti konferencián
2000-ben jelentette be a szerző.) Valamivel később, egyidejűleg és függetle-
nül D. R. Heath-Brown és J. C. Schlage-Puchta (2002), továbbá J. Pintz és
I. Z. Ruzsa (2003) bizonyították be a legjobb jelenleg ismert eredményt.

Tétel. (Heath-Brown, Puchta; Pintz, Ruzsa): Ha ÁRH igaz, akkor minden
elegendően nagy páros szám felírható két prímszám és kettőnek legfeljebb hét hatvá-
nya összegeként, azaz K = 7 megengedhető.

A legjobb ismert feltétel nélküli eredmény:

Tétel. (Heath-Brown, Puchta 2002): K = 13 megengedhető a Goldbach–
Linnik-problémában.
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A fent említett módszerek lehetővé teszik K = 8 bizonyítatlan feltétel
nélküli elérését is.

Linnik eredményeit A. I. Vinogradov (1956) általánosította g ≥ 2 tetsző-
leges egész szám hatványaira 2 hatványai helyett.

10. Goldbach-számok eloszlása. Mikawa egy tétele

H. Mikawa (1993) tanulmányozta a {gk}∞1 Goldbach-számok különbségei-
nek momentumait:

Mα(X) =
∑
gn≤X

(g∗n+1 − gn)α , (10.1)

ahol g∗k = min(gk, X), α ≥ 0, 00 = 1. Bebizonyította, hogy

M3(X)� X log300X, (10.2)

Mα(X) = 2α−1 X + o(X), ha 0 < α < 3 . (10.3)

A (10.1)-ben szereplő kifejezés ad némi információt a Goldbach kivéte-
les számok számáról (az olyan páros számokéról, amelyek nem írhatók fel
két prím összegeként) és lehetséges koncentrációjukról is. Például (10.3) ér-
vényessége α = 0-ra ekvivalens E(X) = o(X)-szel. A BGS ekvivalens az

M0(X) = G(X) = [X/2]− 1 (10.4)

egyenlőséggel és bármely α > 0-ra az

Mα(X) =

([
X

2

]
− 2

)
2α +

(
X − 2

[
X

2

])α
, ha X ≥ 4 (10.5)

egyenlőséggel. A BGS-ből

Mα(X) = 2α−1X +Oα(1), ha X ≥ 4 (10.6)
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következik. Ha bevezetjük az

Nα(X) =
∑
gn≤X

g∗n+1−gn>2

(g∗n+1 − gn)α (10.7)

mennyiséget, láthatjuk, hogy

Mα(X)−Nα(X) =
∑
gn≤X

g∗n+1−gn=2

(g∗n+1 − gn)α = 2α−1X +Oα(E(X)). (10.8)

Továbbá az alábbi triviális becsléseink vannak (E1(X) = E(X)− 1):

(E1(X))α �α Nα(X)�α E1(X), ha 0 ≤ α ≤ 1 (10.9)

és
E1(X)�α Nα(X)�α (E1(X))α, ha α ≥ 1 . (10.10)

Definiáljuk az A1(x) = max
gn≤x

(g∗n+1 − gn) függvényt. Ekkor (10.10)-et a követ-

kezőképp javíthatjuk:

E1(X)(A1(X))α−1 �α Nα(X)�α E1(X), ha 0 ≤ α ≤ 1 (10.11)

és

max(E1(X), (A1(X)α)�α Nα(X)�α E1(X)(A(X))α−1, ha α ≥ 1 .

(10.12)
A fenti összefüggéseket tekintve valószerű a feltételezés, hogy (10.3) igaz α
minden értékére, még jobb hibataggal is. Ebből következőleg két további sej-
tést fogalmazhatunk meg. Mindkettő gyengébb, mint a BGS, ebből kifolyólag
talán könnyebben bizonyíthatóak.

C1 sejtés. Mα(X) = 2α−1X + o(X) bármely α ≥ 0-ra.

C2 sejtés. Mα(X) = 2α−1X +O(X1−δ) bármely α ≥ 0-ra pozitív δ = δ(α)-val.
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A C1 sejtés gyengébbnek tűnik, mint a C2. Bár ez igaz lehet α egyedi
értékeinél, a fent megfogalmazott alakjukban a sejtések ekvivalensek. Tehát

9. állítás. Az A, a C1 és a C2 Sejtés ekvivalens.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy A igaz. Ekkor a Montgomery–Vaughan-
tétel (5.9), (10.8) és (10.12) révén

Mα(X)− 2α−1X =Nα(X) +Oα(E(X))� E(X) ·
(
1 + (A(X)α−1

)
�

(10.13)

�X1−δ(1 +Xε(α−1))� X1−δ′(α), ha α ≥ 0

igaz, és így C1 és C2 is igaz. Másrészt, ha A hamis, akkor ugyanezen össze-
függések révén valamilyen ε0 > 0-ra és megfelelő X = Xn →∞-re

Mα(X)− 2α−1X + o(X) = Nα(X)� Xα ε0 � X, (10.14)

ha α > ε−1
0 . Tehát ekkor mind a C1, mind a C2 Sejtés hamis. Q.E.D.

Bár az A sejtés ekvivalens a C1 és a C2 sejtéssel, nem szükségképpen
ekvivalensek megfelelő α és ε párokra. Így felmerül a kérdés, hogy α milyen
nagy értékeire garantálhatjuk C1 és C2 érvényességét. (Mikawa módszere
egyáltalán nem vezet C2 típusú eredményekre, és nem működik C1 esetén
α > 3-ra.) Az eddig publikált legjobb eredményeket (10.13)-ba építve jelen-
legi tudásunkat a C2 sejtésről a következőképpen fogalmazhatjuk meg:

Tétel. A C2 sejtés érvényes α < 449/105 = 4, 276 . . . -ra.

Bizonyítás. A bizonyítás azonnal következik az E(X) � X0.914 (vö.
(5.12)), A(X)� X21/800 (vö. (7.5)) és (10.13) eredményekből.

Később látni fogjuk, hogy az általunk alkalmazott módszerek 16-
ot kissé meghaladó eredményre vezetnek. Ez jobb, mint a 13.698 =
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((1/3)(800/21) + 1) eredmény, amely az A(X) � X21/800 és E(X) � X2/3

révén (10.13)-ból nyerhető.

Végül megemlítjük, hogy mivel a C1 és a C2 sejtés ekvivalens az A sej-
téssel, mindkettő következik az RH-ból (vö. (7.6)).

11. Descartes sejtése.
A kivételes halmaz Descartes sejtésére

A BGS következő közelítése maga a Descartes-sejtés is lehet. Ebből követ-
kezően tanulmányozhatjuk a D kivételes halmazt a Descartes-sejtésre, azaz
azon pozitív egész számok halmazát, amelyek nem írhatók fel legfeljebb
3 prím összegeként. Pontosabban, megpróbáljuk megbecsülni D számoló
függvényét:

D(X) = {N ≤ X; N ∈ D}. (11.1)

A Goldbach-sejtéshez hasonlóan Descartes sejtése ekvivalens a

D = {1} ⇔ D(X) = 1, ha X ≥ 1. (11.2)

kifejezéssel.

Mivel Vinogradov tétele szerint minden elegendően nagy páratlan szám
felírható három prím összegeként, a

D2 = {N ; 2 | N, N ∈ D} = {N ; N ∈ E , N − 2 ∈ E} (11.3)

halmazra kell összpontosítanunk.

A jelenleg létező módszerek nem tudnak jobb becslést adni D2 számoló
függvényére, mint E-éra. Ennek következtében az (5.3) és az (5.12) becslése-
ket egyúttal a D(X)-re eddig közölt legjobb eredményeknek is tekintjük.
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Ezzel ellentétben a mi módszereink lehetővé teszik, hogy jobb korlátot
érjünk el D2(X)-re mint az E(X)-re nyerhető X2/3 becslés. Így D2(X)-re (és
ebből következően D(X)-re) be tudjuk bizonyítani az X3/5+ε feltétel nélküli
becslést. Másfelől, ha az ÁRH igaz, nem tudjuk Hardy és Littlewood X1/2+ε

korlátját megjavítani (vö. (5.3)).

Érdekes megemlíteni, hogy Descartes sejtése ekvivalens a sejtés egy lát-
szólag erősebb változatával, nevezetesen az alábbival:

(DS’): Minden egyet meghaladó szám felírható legfeljebb 3 prímszám
összegeként, ahol a harmadik összeadandó, ha létezik, 2-nek, 3-nak vagy 5-
nek választható.

10. állítás. DS ⇔ DS’.

Bizonyítás. Ahhoz, hogy belássuk, hogy DS-ből DS’ következik, elég az
N > 5 páratlan egész számokat tekinteni. Ekkor a 2. részbeli 5’. állítás szerint
N − 3 ∈ G-t vagy N − 5 ∈ G-t kapjuk. Q.E.D.

12. A kivételes halmaz „struktúrája”

Amint a 14. részből látható, jelentősen jobb becslést adhatunk az X

alatti Goldbach kivételes számokból álló, kettő különbségű párok számára,
mint az X-ig terjedő Goldbach kivételes számokéra. Felmerül a kérdés,
jellemezhetjük-e a Goldbach kivételes számok E halmazát valamilyen mó-
don. Mivel nagyon valószínű, hogy E a valóságban csak a 2-es egész számból
fog állni, egy ilyen „jellemzés” nyilvánvalóan reménytelen.

Az E(X) felső becsléséhez vezető korábbi módszerek nem nyújtottak
semmilyen további információt az E halmaz „struktúráját” illetően. Másrészt
például a 7. és a 8. részben említett eredmények mégis tartalmaztak nemtri-
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viális információt lehetséges Goldbach kivételes számoknak rövid interval-
lumokban való eloszlásáról.

Természetesen nem tudjuk leírni az E halmazt. Nem tudjuk például, va-
jon véges vagy végtelen halmaz-e. A továbbiakban legyen E(X) = {n ∈
E , n ≤ X}. Ekkor képesek vagyunk leírni egy bizonyos E0(X) ⊆ [1, X] hal-
mazt, amely kielégíti az

E(X) ⊆ E0(X) (12.1)

feltételt. Az E0(X) halmazt olyan „fekete doboz”-nak tekinthetjük, amely tar-
talmazza az E(X) kivételes halmazt. Pontosabban leszX-től függő két Ei(X)

(i = 1, 2) halmazunk, amelyekre

E0(X) = E1(X) ∪ E2(X) (12.2)

érvényes. Itt nem mondhatunk semmit E2(X) struktúrájáról, de bizonyítani
fogjuk, hogy ritka halmaz. Ugyanis

|E2(X)| � X3/5 logC X. (12.3)

Másrészt meghatározhatjuk E1(X) struktúráját. Az E1(X) halmaz korlátos
számú számtani sorozat uniója lesz. Ezek a számtani sorozatok (sajnos) vál-
tozhatnak, amikor X → ∞, de számuk egy abszolút állandó alatt marad.
Különbségeik egyszerű összefüggésben vannak az ri „rossz” modulusokkal,
amelyekre vannak olyan χi „rossz” primitív karakterek, hogy a megfelelő
L-függvények eltűnnek valahol a

σ ≥ 1− C1

logX
, |t| ≤ C2 (12.4)

négyszögben, ahol C1 és C2 megfelelően választott abszolút állandók. Ez azt
is megmutatja, hogy ha valamely bizonyítatlan feltételt fogadunk el az L-
függvények zérushelyeiről (például hogy a fenti tartomány zérusmentes, ha
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ri ≤
√
X), a „fekete doboz” E1 része üres lesz, és így az X3/5+ε felső becslés

(12.3)-ban E(X)-re is érvényes lesz.

Az E0(X) „fekete doboz” struktúrájáról nyert információ nagy segítsé-
get fog jelenteni Mikawa tételének (vö. 10. rész) javításához és a D Descartes
kivételes halmaz (vö. 11. rész) becsléséhez, mert mind a két probléma össze-
függ az E kivételes halmaz méretével és struktúrájával is.

13. Páros egész számok Goldbach-felbontásainak a száma

A 4–12. részekben a BGS-nél gyengébb különböző sejtéseket tanul-
mányoztunk. Ezúttal a Hardy–Littlewood-sejtéssel (1923) (HL) fogunk fog-
lalkozni, amely erősebb, mint a BGS, és érinti a páros egész számok Gold-
bach felbontásainak a számát. Technikai okokból – a prímszámtétel esetével
analógiában – most ekvivalens módon fogalmazzuk meg.

Legyen
R(m) =

∑
p+p′=m

log p log p′ (2 | m). (13.1)

HL sejtés. R(m) ∼ mS(m), ha m→∞, 2 | m, ahol S(m) az úgynevezett

S(m) =
∏
p|m

(
1 +

1

p− 1

)∏
p-m

(
1− 1

(p− 1)2

)
(13.2)

szinguláris sor.

Megjegyzés. Könnyű belátni, hogy páros m-re

1 < 2C0 = 2
∏
p>2

(
1− 1

(p− 1)2

)
≤ S(m)� log logm. (13.3)
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Hardy–Littlewood (1924) az (5.3)-on túl bizonyította, hogy az ÁRH fel-
tevése esetén

|R(m)−mS(m)| < m/ logm (13.4)

is igaz CεX1/2+ε kivételével minden m ≤ X páros számra.

Természetes megkérdezni, mit jelenthetünk ki ezzel ellentétben a BGS
érvényességét illetően, ha feltesszük az ÁRH hamisságát, azaz egy L(s, χ, q)

függvény legalább egy % = β + iγ zérushelyének a létezését (ahol β > 1/2

és esetlegesen β 1-hez közeli). Például, ha létezik L(s, χ, q)-nak egy zérushe-
lye a (12.4) négyszögben q ≤ x1/3 esetén, akkor nagyon valószínűtlen, hogy
az R(m) ∼ S(m)m aszimptotika (vagy pl. (13.4)) érvényes lenne CεX1/2+ε

kivételével minden m ≤ X páros számra. (A BGS viszont valószínűleg még
ebben az esetben is igaz lesz.)

Tegyük fel most egy Siegel-gyök létezését, pontosabban legyen χ1 valós
primitív karakter mod q, L(1− δ, χ1) = 0-val, például

δ ≤ 1/ log5 q (13.5)

tulajdonsággal. Legyen x elég nagy, például

x = qlog q ⇔ log x = log2 q. (13.6)

Ez esetben viszonylag könnyű bizonyítani, hogy az aszimptotika átlagosan
megsemmisül q-nak m többszöröseire, m ∈ [x/2, x] esetén. A bizonyítás még
egyszerűbb lesz, ha feltételezzük χ1(−1) = −1-t. Ha q | m, p + p′ = m, p - q,
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akkor χ1(p) = 1 vagy χ1(p′) = 1. Ebből

R(m)� logm
∑
p≤m

χ1(p)=1

log p� (13.7)

� logm

(
m− m1−δ

1− δ
+O

(
m1−c/ log q

))
�

�m logm

(
δ logm+

1

qc

)
� m√

logm

adódik.

14. A Goldbach-sejtésre vonatkozó új eredmények
összefoglalása

A következőkben felsoroljuk a szerző legújabb (még publikálatlan) eredmé-
nyeit, amelyek a bináris Goldbach-sejtéssel foglalkoznak. Megemlíthetjük
eredményeinknek a terner Goldbach-sejtés élesítésére vonatkozó két követ-
kezményét (7’. tétel és 9. tétel) is.

Legfontosabb eredményünk az E kivételes halmazra a BGS-ben:

1. tétel. Létezik olyan ϑ0 < 2/3, hogy

E(X) < Xϑ0 , ha X > X0, (14.1)

ahol X0 (ineffektív) abszolút állandó.

Megjegyezzük, hogy jelentős többlet-erőfeszítéssel be tudjuk bizonyí-
tani az 1. tétel némileg gyengébb, de effektív változatát. (Az (5.9), az ere-
deti Montgomery–Vaughan-tétel szintén effektív, ellentétben az (5.10)–(5.12)
becslésekkel.)
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Ha megengedjük, hogy egy, az ÁRH-nál sokkal gyengébb hipotézist fo-
gadjunk el, tovább javíthatjuk (14.1)-et. Feltételezésünk C1-től és C2-től, két
pozitív állandótól függ.

Z(C1,C2) hipotézis. L(s, χ, q) 6= 0 érvényes a

σ ≥ 1− C1

log q
, |t| ≤ C2 (14.2)

tartományban, ahol χ bármely mod q vett karakter.

2. tétel. Vannak olyan C1, C2 abszolút állandók, hogy ha Z(C1, C2) igaz,
akkor

E(X)� X3/5 log10X. (14.3)

Megemlíthetjük, hogy a fenti hipotézis igaz q > C3-ra C1 = 0, 348 és tet-
szőleges C2 értékkel, Siegel-gyökök lehetséges létezésétől eltekintve (Heath-
Brown 1992, Theorem 1). Ha azonban vannak Siegel-gyökök, akkor a (14.3)-
mal analóg becslést tudunk igazolni X egy adott tartományára, amely a re-
leváns primitív karakter „rossz” q konduktorától függ.

3. tétel. Van egy c4 állandónk, amely a következő tulajdonsággal rendelkezik.
Ha létezik egy χ1 mod q1 valós karakter, amelyre L(1− δ1, χ1) = 0, és

δ1 ≤ c4/ logX, q1 ≤ X2/5, (14.4)

akkor
E(X)� X3/5 log10X. (14.5)

Bár a Goldbach kivételes számok rövid intervallumokban való eloszlá-
sára vonatkozó korábbi eredményeket (vö. 7–8. rész) nem tudjuk élesíteni,
meg tudjuk azonban mutatni, hogy az ilyen számok koncentrációja nagyon
ritkán fordul elő.
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4. tétel. Az esetleges X alatti Goldbach kivételes számok egy legfeljebb
CX3/5 log10X elemszámú E ′ részhalmazának elhagyásával elérhető, hogy az E \ E ′

maradék halmaznak legfeljebb C5 eleme lesz bármely [Y, Y + Y 1/3] ⊆ [X/2, X]

intervallumban, explicite kiszámolható C5 abszolút állandóval.

Ami a Linnik–Goldbach-problémát illeti, bármely bizonyítatlan hipoté-
zis nélkül be tudjuk bizonyítani K = 8-at.

5. tétel. (Pintz–Ruzsa): Minden elég nagy páros egész szám felírható két
prímszám és legfeljebb nyolc 2 hatvány összegeként.

A 4. tételben a Goldbach kivételes számok lehetséges koncentrációjáról
kapott információ segíteni fog abban, hogy megmutassuk: (10.3), Mikawa
tétele érvényes minden α < 341/21-ra, még a C2 sejtésben kifejezett erősebb
alakban is.

6. tétel. Legyen 4 = g1 < g2 < . . . a Goldbach-számok sorozata, g∗k =

min(gk, X). Ekkor

Mα(X) =
∑
gn≤X

(g∗n+1 − gn)α = 2α−1X +Oα(X1−δ) (14.6)

igaz bármely α < 341/21 = 16.238 . . . -ra megfelelően választott δ = δ(α) > 0

mellett.

Ahogyan korábban említettük, módszereink az E kivételes halmaznak
nem csupán a méretét, hanem „struktúráját” is képesek kezelni. A

D2
def
= {N ; 2 | N, N ∈ D} = E ∩ {E + 2} (14.7)

összefüggést alkalmazzuk, ahol A+ k = {n+ k; n ∈ A} (lásd a 2. rész 5. ál-
lítását). A (14.7) összefüggés lehetővé teszi, hogy D méretére jobb becslést
adjunk, mint amilyen az 1. tételben E becslése.
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7. tétel. D(X) � X3/5 log10X , azaz O(X3/5 log10X) kivételével minden
X alatti egész szám felírható legfeljebb 3 prím összegeként.

Mivel a Descartes-sejtés minden páros N -re azt állítja, hogy N és N + 2

legalább egyike Goldbach-szám, feltehetjük a kérdést, mi történik, ha az N ,
N + a és N + b számok közül legalább egyet Goldbach-számnak akarunk
kapni (a és b adott páros egész szám). Először is észrevehetjük, hogy ha képe-
sek lennénk bebizonyítani a fenti állítást bármely rögzített (a, b) párra min-
den N > N0-ra, akkor triviális következményként kapnánk, hogy

gk+1 − gk ≤ max(a, b) = O(1); (14.8)

ez sokkal erősebb eredmény, mint az A sejtés. Képesek vagyunk azonban az
1. tétel egyszerű következményeként megmutatni a következő tételt.

8. tétel. Legyen X > X0 (egy ineffektív állandó). Ekkor vannak olyan a, b ≤
X páros egész számok (a, b X-től függ), hogy minden páros N ≤ X-re N , N + a

vagy N + b legalább egyike Goldbach-szám.

Bizonyítás. Rögzítsünk bármely N ∈ E számot. (Ha N ∈ G, kész a bizo-
nyítás.) (2X)ϑ0 kivételes a-tól eltekintve a minden választására N + a ∈ G-t
kapjuk, és (2X)ϑ0 kivételes b-től eltekintve b minden választására N + b ∈
G-t. Így (2X)2ϑ0 kivételével az (a, b) pár minden választására N + a-nak és
N+b-nek legalább egyike Goldbach-szám lesz. Ha figyelembe vesszük, hogy
N ∈ E legfeljebb Xϑ0 módon választható, akkor az (a, b) párra a rossz vá-
lasztások teljes száma (N ≤ X minden választásánál) kevesebb lesz, mint

(2X)3ϑ0 < 4X3ϑ0 = o(X2). (14.9)

Ebből következik, hogy majdnem minden (a, b) pár kielégíti a megkívánt
feltételt. Q.E.D.
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Mivel Vinogradov (1937) bebizonyította, hogy a terner Goldbach-sejtés
igaz minden elég nagy páratlan egész számra, kereshetjük a TGS lehetséges
erősebb változatait.

Kiköthetünk például néhány megszorítást a prímekre egy páratlan
N > N0 felbontásában. Nem fogunk részletesen foglalkozni az ilyen típusú
problémákkal, amelyeknek nagy irodalmuk is van. A talán legjobban ismert
ilyen feltétel az, hogy három majdnem egyenlő összeadandóval kérünk fel-
bontást, azaz hogy

N = p1 + p2 + p3, |pi −N/3| < Nϑ, (14.10)

amikor N > N0(ϑ) előírt ϑ < 1-gyel. Ezzel kapcsolatban megemlíthetjük,
hogy R. C. Baker és G. Harman (1998) bizonyítottak egy ilyen típusú nagyon
erős eredményt, nevezetesen azt, hogy (14.10) teljesíthető, ha ϑ = 4/7.

A TGS-sel kapcsolatban még megemlíthetjük, hogy a 7. tétellel analóg
módon kapjuk az alábbi ekvivalens tételt.

7’. tétel. O(X3/5 log10X) kivétellel mindenX-nél kisebb páratlan egész szám
felírható három prímszám összegeként, amelyek egyike 3-mal vagy 5-tel egyenlő.

A 11. részben említett (DS’)-beli kivételes halmazt illetően a 7. tételt és a
7’. tételt a szintén ekvivalens 7”. tételben összegezhetjük (amely erősebbnek
tűnik a 7. tételnél).

7”. tétel. O(X3/5 log10X) kivételével minden X-nél kisebb egész szám felír-
ható legfeljebb két prím összegeként vagy három prím összegeként, azzal a megszorí-
tással, hogy a prímszámok egyike egyenlő lesz 2-vel, 3-mal vagy 5-tel.

A 8. tétellel analóg módon meg tudjuk mutatni, hogy az 1. tételből az
alábbi tétel is következik.

44 SZÉKFOGLALÓK A MAGYAR TUDOMÁNYOS AKADÉMIÁN



9. tétel. Legyen X > X0 (egy ineffektív állandó). Létezik q1, q2, q3 olyan há-
rom (X-től függő) prím, amelyekre igaz, hogy minden N ∈ [X/2, X] páratlan szám
felírható három prímszám összegeként, amelyek egyike egyenlő q1-gyel, q2-vel vagy
q3-mal.
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65, 117–141. [E. Landau, Collected Works, 9, 351–375, Thales Verlag; The Collected
Papers of Hans Arnold Heilbronn, 197–211, J. Wiley 1988.]

[40] Hilbert, D. (1935): Gesammelte Abhandlungen, Vol. 3, 290–329, Springer, Berlin.

[41] Huxley, M. N. (1972): On the difference between consecutive primes. Invent
Math., 15, 164–170.

[42] Iwaniec, H., Jutila, M. (1979): Primes in short intervals. Arkiv Mat., 17, 167–176.

[43] Iwaniec, H., Pintz, J. (1984): Primes in short intervals. Monatsh. Math., 98, 115–
143.

PINTZ JÁNOS: A GOLDBACH-SEJTÉSRŐL 47
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