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2004. szeptember 27-én, délutin
4 Orakor tartottam székfoglalo elo-
addsomat az MTA Székbiz Kister-
mében. Meglepetésemre a kozonség
soratban felfedeztem Arisztotelészt,
aki élénken érdeklidott a téma trint.
Kérdései myomdn az eloadds érde-
kes fordulatot vett, az alibbiakban
megkisérlem az elbangzott dialogust

lebetileg pontosan visszaadni.

D. G.: El6addsomban kaotikus dinamikai rendszerek néhiny sajitossigardl sze-
retnék beszélni. (Felteszi az els6 folidt, ahol szerepel az x — 2x leképezés, az x
viltozo xe[o,1] médon van megadva.) Az ilyen rendszerek egyik legfontosabb
tulajdonsiga a myijtds, amelyet mdr ezen a rendkiviil egyszert modellen is ta-

nulmdnyozhatunk.
A.: Elnézést, hogy kozbeszolok, de nem értem a felirt jel6lést.

D. G. (A.-hoz fordul ): Az xe[o,1] azt jeloli, hogy x birmely, o és 1 kozotti értéket
felvehet.

" Az elGadds megjelent a Természet Viliga 2005. decemberi szimaban.
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A.: Nem lett volna-e egyszeriibb ezeket felsorolni? Diktilom, hogy

mire gondolok. (D. G. irja): l 1 g 1 (Ej E l g E i 1

1 1 1 1 1 Ll 1 1 1 1 yree
2334\4)455556
D. G.: Ez a szellemes felsorolds — amelyet egyébként én Georg Cantor miveibdl
ismertem meg — valéban tartalmazza az Gsszes o és 1 kozé es6, két egész szam
hanyadosaként felirhat6, tGgynevezett raciondlis szamot. Az eredeti jelolés azon-

ban nemcsak ezekre, hanem az irraciondlis szamokra is vonatkozott.

A: Nem ismerem ezt a kifejezést. Felirna egy ilyen szimot?
1

D.G. (irja): &=
1+

1+
1

1+...

1+

A.: Mit jelol ez a szam, amelyet szamjegyek végtelen sorozatival adott
meg?

D. G.: Példdul a szabalyos 6tszog oldalanak és dtfogdjinak az ardnyit. Arany-

metszésnek is szoktik nevezni.

A. (koriilnéz): Pitagorasz nincs itt? Az § egyik tanitvanya, Hippaszosz
mutatta meg, hogy ez a két szakasz 6sszemérhetetlen, vagyis aranyuk
nem irhaté fel két egész szam hanyadosaként.

D. G.: Azt olvastam, hogy Hippaszoszt tarsai megolték. Igaz ez?

A.: En is igy hallottam, és nem lep meg a térténet. A pithagéreusok
nem Oriiltek ennek a felfedezésnek, mert bebizonyosodott, hogy egyes
geometriai objektumok nem irhaték le egész szimok segitségével.
Az § vilagképiikben az egész szimok kozponti szerepet jitszottak,
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mindent ezek segitségével akartak leirni, megmagyarazni. Tulajdon-
képpen Hippaszosz felfedezésétdl szamithatjuk a folytonos (kiterjedt)
objektumokkal foglalkoz6 geometria és a diszkrét (kiterjedés nélkiili)
szamokat vizsgil6 aritmetika’ kiilénvalasit. De mintha az On iltal leg-

ut6bb felirt furcsa kifejezésben ez a két teriilet keveredne.

D. G.: Pontosan igy van. Az Onék egyik legnagyobb matematikusa, Fudoxosz
kifejlesztette az ardnyok elméletét, amelyben szerepelhettek dsszemérhetetlen
ardnyok is. J6val késGbb, a 16-17. szdzadban Simon Stevin, John Wallis és md-
sok elkezdték ezeket az ardnyokat szdmokként kezelni, és elnevezték Sket irraci-
ondlis szimoknak. Az irraciondlis és a raciondlis szimok egytittesét pedig valis
szamoknak nevezték. Ugy vélték, hogy az ardnyok szamokként val6 értelme-

zése csupdn technikai fogis.

A.: Rendkiviil érdekes, amit mond. Megjegyzem, hogy én egyaltalin
nem értek egyet a legutobbi kijelentéssel, szerintem ugyanis nem tech-
nikai, hanem filozé6fiai akadalya van az 6sszemérhetetlen aranyok sza-
mokként val6 kezelésének. Miel6tt ezt kifejteném, megkérem, hogy a

racionilis szimokhoz hasonléan sorolja fel az irracionalis szamokat is.

D. G.: Sajnos, ez lehetetlen, mint ahogy azt a mar emlitett Georg Cantor be-

bizonyitotta.

A.: De ha nem tudja 8ket felsorolni, akkor hogyan tudja 6ket megne-

vezni?

D. G.: A Iényegre tapintott, az irraciondlis szimok tobbségét nem lehet megne-

vezni. S, eljirdst sem tudunk adni a kiszimitisukhoz.

1

Categoriae, 4 b, 20, Meta fizika, 1020 a, 7-14.
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A.: Osszefoglalva: az irracionilis szimok olyan, tobbnyire megne-
vezhetetlen és kiszamithatatlan objektumok, amelyeket felsorolni
lehetetlen, és minden egyes ilyen szim megadisihoz végteleniil sok
szamjegyet kell leirnunk. Talin nem veszi rossznéven, ha megkérde-

zem, miért volt sziikség ilyen szimok bevezetésére?

D. G.: Ahogy emlitettem, technikai jellegid kiegészitésnek tdint a matematiku-
sok szdmdra. Ugy lattdk, hogy szdmos fizikai jelenség leirdsa leegyszertsodik,

ha bevezetik az irracionalis szimokat.

A.: Miiveimben t6bb helyen is leirtam, hogy a végtelen csak poten-
cidlisan 1étezik, aktualis végtelen nincsen.? Marpedig egy irracionilis
szamot csak végteleniil sok szamjeggyel, tehit végtelen idS alatt lehet
megadni. Eppen ezért az irracionalis szamok csak potencialisan létez-
nek, és filozéfiai szempontbdl viligosan elkiiloniilnek az aktualisan 1é-
tez6 raciondlis szamoktdl. Csodilkoznék, ha a két szamtipus egy kalap
ala vétele nem vezetett volna filozéfiai ellentmondasokra.

D. G.: On ismét a lényeget fogalmazta meg. Valban, rengeteg vita kisérte
az irracionilis szimok bevezetését, mignem 2300 évvel az On haldla utin egy
Brouwer nevi holland matematikus ramutatott, hogy az irracionalis szimok

bevezetése egyenértékd az Onrdl elnevezett kétértékd logika elvetésével.

A.: Ez igazin nem lep meg. Természetfiloz6fiarol sz6l6 egyik miivem-
ben kifejtem, hogy a jovore (vagyis a potenciilisan 1étezdre) vonatkozé

2

2 VIL konyv 3. fejezet; Ross, 118: A végtelennek két fajtdja van: (1) az Gsszeadds szerinti végtelen,
amely nem merithetd ki részek egymdshoz addsa dtjan és (2) a felosztds szerint valé végtelen,
amely ad infinitum oszthatd. A szim az elsd, a tér a misodik, az id pedig mindkét értelemben
végtelen. Arisztotelész szerint az (1) értelemben van, a (2) értelemben nincsen végtelen. A tér-
beli kiterjedés nem végtelen aktuilisan, de végtelen foloszthatdsdga szerint, potencidlisan. Egy
térbeli kiterjedés soha nem oszthaté fel aktudlisan végtelen szimu részre. V1. konyv, 1. fejezet;
Ross, 129: Egyetlen kontinuum sem épiilhet fel oszthatatlan entitisokbdl — példiul a szakasz nem
dllbat pontokbil.
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allitasok esetében mar nem érvényes a kizart harmadik elve.? Az ir-
racionalis szimok, ahogy azt koribban megallapitottuk, nem a jelen-
ben (aktuilisan), hanem a jovGében (potencidlisan) 1étez objektumok,
tehit nem vonatkozik rajuk a kizart harmadik elve. Kérem, adja 4t

Brouwernek iidvozletemet.

D. G.: Sajnos, ez nem lehetséges, hiszen mar & is halott. Erdemes viszont meg-
jegyezni, hogy sok kivalésig, koztitk Hermann Weyl,+ osztotta Brouwer néze-
teit. Esetleg On meg tudni-e viligitani egy egyszert példval, hogy mit jelent
a jovBbeli eseményekre vonatkozdan a kizirt harmadik elvének a tagaddsa?

A.: Szivesen mondok ilyen példat: sziikségszerii, hogy holnap vagy
esik az esd, vagy nem esik, de ez sem azt nem jelenti, hogy holnap
biztosan esik, sem pedig azt, hogy biztosan nem esik.

D. G.: Mondhatjuk-e tehdt azt, hogy egy jovdbeli esemény, még ha determi-

nilt is, mégsem megjosolhatd, kiszimithat6?
A.: Igen, ez taldl6 megfogalmazas.
D. G.: Es hogyan jelentkezik ez a probléma az irraciondlis szimok esetében?

A.: Annak alapjin, amit az imént mondott, errél Brouwer talin t6b-
bet tudna mondani, de én is megpréobilom 6sszefoglalni a 1ényeget.
A f6lian szerepl§ irracionilis szimot On egy olyan képlettel adta meg,

De Interpretatione (Herméneutika), 9. fejezet, Ross, 114: Birmire vonatkozdan sziikségszerten
igaz, hogy vagy lesz, vagy nem lesz — de semn az nem igaz, hogy lesz, sem az, bogy nem lesz.

The Continuum. Dover, 1994, 93: Az intuitiv [lényegében arisztotelészi] és a matematikai [tehdt
pontokbdl és az azoknak megfeleltetett irraciondlis szimokbdl felépitett] kontinuum bizonyosan
eltér egymadstdl; dthidalhatatlan szakadék tdtong kozottiik. De vannak olyan raciondlis okok,
amelyek arra késztetnek, hogy dttérjiink az egyikrél a mdsikra, ha meg akarjuk érteni a termé-
szetet [...] Azt mondhatjuk, hogy az analizis tartalmazza a kontinuum elméletét, amely, mds fizikai
elméletekhez hasonl6an, igazoldsra szorul.
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amelynek segitségével egyértelmiien kiszamithato, tehat determinailt.
Mivel azonban ez a szimitas végtelen idGt vesz igénybe, a jelenben fel-
tehet8k eldonthetetlen kérdések. Példaul, ha a szam masodik, tizedes-
tort-alakjat hasznaljuk, feltehetjiik a kérdést, hogy a szamjegyek dtlaga
vajon 9/2-nél kisebb vagy nagyobb. Ezt nyilvin nem lehet eldonteni.

D. G.: Ertem a példat. Egyesck azt az ellenvetést hoznik fel, hogy az emlitett
kérdés (bar valéban eldonthetetlen), mégis teljesen érdektelen, ugyanis tetszé-

leges, véges szamu szamjegy dtlagdt pontosan meghatirozhatjuk.

A.: Természetesen ez igy van. Akik igy érvelnek, lényegében azt
mondjik, hogy nincs sziikség irracionalis szimokra, hiszen az emlitett
véges szamjegysorozatok kivétel nélkiil racionilis szimoknak felelnek
meg. En sem tudom, hogy sziikség van-e a matematikaban irraciona-
lis szimok bevezetésére. De ba igen, akkor szamolnunk kell azzal, hogy
veliik egyiitt eldonthetetlen kévdések, meg josolbatatlan események keriilnek
be a matematikai modellbe. Engem az érdekelne, hogy Brouwer ered-
ménye utin ,,valos szimként” tovibbra is egyiitt hasznaltik az irraci-

onailis és a racionalis szamokat?

D. G.: Igen, bar a vita az irraciondlis szimok 1étérdl és jelentésérdl mind a mai
napig tart. Példaként idézek egy neves matematikus, Reuben Hersh A -
tematika természete cimd, filozéfiai kérdéseket is érintd, 1997-ben megjelent

konyvébgls

»A fizikai elméletben a kényelem, a hagyomdny és a megszokds kedvéért hasz-
nalunk valds szdmokat. Fizikai szempontbdl a kiindulépont és a cél egyarant a

véges, diszkrét modell [...] A valés szimok kényelmesebbé teszik a szamolast,

> Hersh, Reuben: A matematika természete. Typotex, 2000, 185. Eredeti: What is mathematics,

really? Oxford, University Press, 1997.
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a matematika simdbb, kellemesebb alakot 6lt a valds szimok ligy hullimain.
Az elméleti fizikdhoz azonban nem lényegesek, tényleges szimitdsokra nem

hasznaljuk Sket.”

Hersh itt nyilvan arra céloz, hogy egyes fizikai folyamatok lényegének leirasi-
hoz valdban sziikségtelenek az irraciondlis szimok. Nézetem szerint ez a 6 oka
annak, hogy a tdrgyalt filozéfiai kérdések kovetkezményeire nem terjedt ki a
vita. Ugyanakkor egy mdsik konyvet is emlitenék. Négy kivilé matematikus,
Steven Smale, Michael Shub, Felipe Cucker és Lenore Blum azt vizsgilja 2002-
ben kiadott miivében, hogy a szimitdsi bonyolultsig elméletét hogyan lehetne
olyan szamit6gépekbdl kiindulva felépiteni, amelyek nemcsak raciondlis, ha-

nem irracionalis szimokkal is képesek pontos miveleteket végezni.

A.: Nagyon érdekes ez a vita. Természetesen én az irracionilis szimok
létét se nem illitom, se nem tagadom. Pusztin azt szégezem le, hogy
a raciondlis szimoktdl alapvetGen eltérG objektumokrdl van sz6. De

kivancsi vagyok az On véleményére is.

D. G : Az irraciondlis szimok 1étérdl folytatott vitdban én sem szeretnék dlldst
foglalni. Ez a probléma lényegében a kontinuum két alapvetSen eltéré megko-
zelitésére vezethetd vissza: az ugynevezett atomisztikus megkozelités szerint a
kontinuumot alkoté pontok azonosithatdk, megjelolhet6k — ezért vezetik be
az irraciondlis szimokat. A mdsik, a kontinuumot folytonos egészként kezeld,
az On filozéfiai nézeteihez kozeli holisztikus 4llispont szerint egyes pontok
megjelolése jelen idoben nem lehetséges, a kontinuum folytonos egészet alkot.
A két szemlélet kozotti szakadék dthidalhatatlan. Kétségtelen, hogy ha a ter-
mészeti folyamatokat kvantitativ médon le kivinjuk irni, akkor az atomiszti-
kus megkozelitést kell alkalmaznunk, de jol tessziik, ha tudatdban vagyunk,
hogy ennek mi is az dra. Amennyiben az adott jelenség leirdsira elegendd a
kontinuum raciondlis része (tehdt a raciondlis szamok), igy a jelenség a modell

alapjan kiszamithat6, megjésolhaté. Hersh idézett mivében ilyen jelenségekre
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célzott. Egyéb esetben azonban a jelenség modellezéséhez sziikség van az ir-
raciondlis szimokra. Mérnokként gy fogalmaznék, hogy az utdébbi esetben
érdemes bevezetni az irraciondlis szimokat. Természetesen azt varjuk, hogy

ezek a jelenségek nem lesznek kiszamithaték, megjosolhatdk.

A.: Ez nem meglepd, hiszen leirasukhoz jelen idében nem értelmezhe-
16 fogalmakat kellett bevezetni. Ezek utdn azt gyanitom, hogy éppen
ilyen fizikai jelenségeket szandékozik bemutatni.

D. G fgy van, ez elGaddsom célja. Mint ldtni fogjuk, ezek a jelenségek valdban
,0roklik” az irraciondlis szimokkal kapesolatban felvetett filozéfiai aggalyokat:
véges id6 alatt, véges pontossigt szamitdgéppel nem jelezhetSk eldre, vagyis
megjosolhatatlan médon viselkednek. Koszonom, hogy segitett ezen problé-

mék gyokereinek a kifejtésében.

Visszatérek eléadisom eredeti fonalihoz: a kaotikus dinamikai rendszerek két
alapvetd tulajdonsiga a nyijitds és a keverés. Latszolag rendkiviil egyszerd model-
lek is rendelkeznek ezekkel a tulajdonsigokkal, egyik kézismert példa a diadikus
lekepezés: x. =2 x, mod 1, amelyet a korabban emlitett x —2x leképezésbdl szar-
maztathatunk. Egy magyar matematikus, Rényi Alfréd bizonyitotta be elsG-
ként, hogy #rraciondlis kezdeti értéktdl (x ) inditva a diadikus leképezés altal
szolgaltatott x, szamsorozat véletlenszerii modon viselkedik, figgetleniil a kezdeti
értéktSl mindig azonos valészintiségi mérték szerint fog eloszlani az egységin-
tervallumon. A diadikus leképezés esetén ez az egyenletes mérték. Igaz ugyan
tehdt, hogy minden egyes 1épés determinisztikus, a hosszd téva viselkedés

mégis megjosolhatatlan.

A.: J6l értem-e tehat, hogy irracionalis x_értékbdl inditva az x, szam-
sorozatnak minden eleme irracionilis lesz? Es vajon igaz-e a forditott
allitas is, vagyis racionalis kezdeti érték utin csupa racionilis szim
fog-e kovetkezni?
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D. G.: On pontosan fogalmazott. A matematikusok ezt gy fejezik ki, hogy
mind az irraciondlis, mind a raciondlis szimok halmaza invaridns, vagyis ha
mar egyszer belekeriiltiink, nem tudunk belSlik kilépni. Van azonban egy
igen lényeges kiilonbség a két szimhalmaz kozott: Rényi emlitett eredménye
— mds megfogalmazdsban — azt jelenti, hogy az irraciondlis szimok halmazin
beliil nincsen invaridns részhalmaz, vagyis birhonnan inditva a szimsorozatot,
az ,bejirja” az egész halmazt. Teljesen mds a helyzet raciondlis kezdeti érték
esetén: ilyenkor minden esetben periodikus viselkedést tapasztalhatunk. Ha
egyszer egy ciklusba belépett a leképezés, onnan tébbet nem Iéphet ki, tehdt a

ciklusok invaridns részhalmazai a racionalis szaimoknak.

A.: Ez valéban alapveté eltérésnek tiinik. Az emlitett ciklusokon ki-

viil, ki lehet-e jelolni mds invaridans részeit is a racionalis szimoknak?

D. G.: Kénnyt beldtni, hogy a k/N (k = o,1,...N-1) tipust raciondlis szimhal-
mazok is invaridnsak (ezeken belil talilhatjuk meg a kordbban emlitett cik-
lusokat). Az ilyen tipusd racionilis szimhalmazra megszoritott — vagyis egy
N xN-es négyzetricson lezajlo — leképezést nevezziik az eredeti, folytonos
leképezés diszkretizaltjainak. Az elmondottak alapjin érthetd, hogy a diszkrét
leképezésben tetszéleges, x = k/N kezdeti értékbdl indulva periodikus palyat
talilunk. Rogzitett N érték mellett t6bb ciklus is 1étezhet parhuzamosan, kii-

[6nboz3 vonzasteriilettel.

A.: Ugy litom, hogy ez a leképezés alapvetden eltéréen viselkedik a
racionilis és az irracionilis szimok halmazin, igy kozvetleniil igazolja
az irracionilis szamokkal kapcsolatban koribban megfogalmazott né-
zeteimet, nevezetesen azt, hogy ezek a szaimok lényegiikben térnek el
a racionalis szimokt6l. Az imént azonban nem matematikai, hanem

fizikai példikat igért.
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D. G.: Jogos a felvetése. ElGszor a modellt mutattam be, és csak most térnék
rd a modellezend§ folyamatra. Nem olyan régen, mintegy negyven éve pub-
likdlta Edward Lorenz azt a dolgozatat, amelyben légkori aramldsok matema-
tikai modelljeit kereste. A jelenséget altalinosan leiré Navier—Stokes parcialis
differenciilegyenleteket radikilisan leegyszerdsitve egy mindossze 3 dimenzids
kozonséges differencidlegyenlet-rendszerre jutott. Ez a drasztikusan redukalt
modell is komplex és meglepd viselkedést mutatott azonban: a 3 dimenziés fi-
zistérben a megolddsgrbék egy kozel 2 dimenzids objektumra hiazédtak rd,
és azon beliil haladtak tovabb. Ezt a — kés6bb masok altal kiilonos attraktornak
nevezett — objektumot egy sikkal metszve a megoldisgorbék egydimenzids
pontsorozatot jelolnek ki. Ha ezt egydimenzids leképezésként dbrizoljuk, ak-
kor a diadikus leképezéshez hasonlé grafikont kapunk. Bir a két leképezés nem
azonos, tobb 1ényeges tulajdonsiguk megegyezik: mindkét esetben igaz, hogy
tipikus (irraciondlis) kezdeti értékbdl inditva véletlenszerd viselkedést tapasz-
talhatunk. Ugyancsak igaz mindkét esetben, hogy az N x N raciondlis récson
diszkretizilt leképezés minden kezdeti érték esetén ciklusba jut. (A Lorenz-
modell esetén azonban mdr nem igaz a diadikusnak az a tulajdonsiga, hogy az
irracionalis és a racionilis szimok halmaza kiilon-kiilon invariins.) Azt mond-
hatjuk tehdt, hogy ennél a fizikai jelenségnél (Lorenz-modell) lényeges eltérést
mutat az irraciondlis szimokat is tartalmazé folytonos leiras és a pusztin raci-
ondlis szimokat haszndl6 diszkrét leirds. Mivel a digitdlis szimitégépek csak az
utGbbira alkalmasak, felvet6dik a jelenség kiszimithatdsdganak és megjosolha-

tosaganak a kérdése.

A.: Nem tudom, hogy mit jelent a digitalis szimitégép, de azt bizton
mondhatom, hogy a 1égkéri folyamatokat nehéz megjésolni. Szimos
»jovendémondonak” szarmazik ebbdl a megélhetése.

14 SZEKFOGLALOK A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIAN



D. G.: Az utébbi 2500 év ezen a teriileten nem sok valtozast hozott. Erdekes
azonban, hogy a megjésolhatatlansigot nem a légkorben taldlhaté részecskék

nagy szdma, hanem a rendszer mélyén megbuj6 kaotikus ,,motor” okozza.

A.: Ha jol értem, akkor a légkor példa olyan fizikai rendszerre, amely
az irracionalis szamok hasznalata nélkiil nem irhaté le még kozelitGen
sem. Mivel az irracionalis szimok a jelenben nem értelmezheté objek-
tumok, tehat konkrét szamitisokhoz nyilvin nem hasznilhaték. De
ez arra mutat, hogy a koriilottiink 1évé vilag bizonyos jelenségeit soha
nem irhatjuk le pontosan, nem ismerhetjitkk meg Sket.

D. G.: Igen, pontosan ez az egyik fontos kovetkeztetés. Ilyen jelenségekre a
fizikusok mdr kordbban is mutattak példit, de azok a szemmel nem lathat,
elemi részecskék viligdban zajlanak. A kvantummechanikai jelenségek esetén
— hasonléan az irraciondlis szamokkal kapcsolatban emlitettekkel — nem lehet
alkalmazni az Onrdl elnevezett kétértéki logikdt, ezért Garrett Birkhoff és

Neumann Janos kidolgozta az dgynevezett kvantumlogika alapjait.5

A.: Nagyon érdekelnek ennek a részletei. Ezek szerint kdoszlogikdt is
ki lehetne dolgozni?

D. G.: Minden bizonnyal, sajnos én ebben nem vagyok annyira jirtas, hogy
pontosan tudjak vélaszolni. Van analdgia a két teriilet kozott, de a kiilonbség
is jelentSs. Bir kétségtelen, hogy filozéfiai szempontbdl hatalmas port kavart
a kvantummechanika hatdrozatlansigi elvének a felfedezése, a mindennapi,
érzékszerveinkkel tapasztalhaté viligra gyakorlatilag nincsen hatdsa. Més a

helyzet a kaotikus folyamatokkal, amelyek sokkal nagyobb Iéptékben zajlanak.

A.: Tudna mondani egyéb példat?

¢ Bikhoff, G., Neumann, J. v.: The Logic of Quantum Mechanics. Ann. of Math, 37, (1936)
823-84.2.
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D. G.: Példaul a Naprendszer bolyg6i maguk is kaotikus rendszert alkotnak,
annak ellenére, hogy viselkedésiik jo kozelitéssel periodikus. Ez azonban csak
atmenetinek tekinthetd, akar néhany millié év mlva is mar jelentGsen médo-

sulhatnak a bolygok palyii.

A.: Valéban? En a bolyg6k mozgisit 55 egymasba dgyazott, koncent-
rikus géomb (az ugynevezett szférik) segitségével probiltam leirni.
Ez a modell nagymértékben timaszkodott Eudoxosz elméletére, ame-
lyet Kallipposz fejlesztett tovabb. Ezen elméletek pusztin a mozgis
geometridjira vonatkoztak, a mechanikara vonatkozé javaslatuk nincs.
Csodalattal hallom, hogy id6kozben az emberiség megoldotta ezt a
nehéz feladatot.

D. G.: Nagyon lassan, sok-sok tévedés utdn, és csak részleges vilaszt tudunk
adni a Naprendszer jovébeli mozgasira vonatkozé kérdésekre. Bizonyos szem-
pontbdl Onck kellemesebb helyzetben voltak, ugyanis modelljiik nem irta le a
mozgds mechanikdjit. A tudomdny mai modellje ezt leirja, és ez tébbekben azt

a téves képzetet kelti, hogy ezdltal a mozgds megismerhetd.

A.: Csakhogy, ha j6l értettem a korabban elhangzottakat, hidba tudtik
felallitani a mechanikai modellt, ha annak kiszimitisa az irracionilis
szamok hasznalata nélkiil lehetetlen. A modell igy — bizonyos értelem-
ben - illazié.

D. G.: Bir ez er6s megfogalmazds, de a lényegre tapintott. Ugyanakkor rend-
kiviili felismerésnek tartom, hogy a Naprendszer éppen ilyen modell segitsé-
gével irhat6 le. Ezzel a fizika megfoghatéva tette, hogy mitdl megtoghatatlan
a bolygok mozgisa.
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A.: Egyetértek Onnel, csodilatos eredmény. Ugyanakkor meglepne,
ha ennek tudatiban az emberek feladtik volna a vilig pontosabb meg-
ismeréséért folytatott kiizdelmet.

D. G.: Jdl sejti, és hamarosan ratérek ennek rovid ismertetésére, el6bb azonban
szeretném megmutatni, hogy az iménti problémdnak az inverze is jelentkezhet

a modellezés soran.

A.: Ugy érti, hogy valamilyen diszkrét jelenséget prébalnak meg leirni
folytonos modellel, a kaotikus jelleg miatt azonban ez nehézségekbe
utkozik?

D. G.: Pontosan errdl van sz6. A jelenséget egy egyszerd, elvi példaval szeret-
ném szemléltetni. Brehm szerint’ a lemmingek (Lemmus lemmus) Skandind-
via legrejtélyesebb éllatai. Az egérhez hasonlé kis ragesilék hosszi idGszakokra
eltinnek, majd hirtelen ellepik a kérnyéket. Olaus Wornius 1633-ban kényvet
irt réluk, és azt igyekezett bizonyitani, hogy a felhékbdl hullanak ald, és rdol-
vasassal sem lehet Gket elizni. Nem kisérelem meg, hogy megmagyarizzam a
lemmingek titokzatos viselkedését, csupin egy rendkiviil egyszerd, kvalitativ
modell segitségével prébilom megmutatni, hogy milyen populiciédinami-
ka dllhat esetleg a jelenség mogott. Tételezziik fel, hogy a lemmingpopula-
ci6 azonos idénként megduplizddik, viszont ha elér vagy tdllép egy rogzitett
N kiiszobszamot, akkor N lemming elpusztul, a tobbi elvdndorol, és a kordbbi
szabily szerint tovdbbszaporodik. A kiiszobszamot indokolhatja a lemmingek
adott kérnyezetében fellelhetd taplilék mennyisége. Képletbe foglalva a lem-
mingpopuliciot szabilyoz6 torvényt egy rekurzidhoz jutunk, amely az i-edik
allapotban mérhetd X, létszam figgvényeként adja meg az (i+1)-edik allapot X
létszamat: X, =2 X. mod N. Lathatjuk, hogy mindossze az x, = X./N transz-

formdciot kell végrehajtanunk, és maris a diadikus leképezéshez érkeztiink.

Brehm, A.: Az dllatok viliga. AKV—Maecenas Kiads, Budapest, 1990.
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A.: Ismét a diadikus leképezés. Bizonyira most az a kérdés, hogy Rényi
eredményeibdl kovetkeztethetiink-e nagy lemmingpopulicidk 1étsza-
manak az alakuldsira, vagyis 1 és N k6zott minden létszam nagyjibdl
azonos gyakorisiggal fog-e el6fordulni az id6 folyaman. Persze latom,
hogy negativ a valasz, hiszen a populacié diszkreét, vagyis egész (racio-
nalis) szamokkal leirhat6, mig a Rényi altal bizonyitott véletlenszerti-
ség forrisa a folytonos diadikus leképezésben megtalalhat6 irracionilis
szamok.

D. G.: On tokéletesen megértette a mondandémat. Bar a populiciédinamika-
ban elGszeretettel alkalmaznak folytonos modelleket, a lemmingek egyszerd

példdja mutatja, hogy kaotikus rendszerek esetén ez nehézségekbe titkozhet.

A.: Egy aprésigot nem értek. On azt mondta, hogy a diszkrét model-
lekben csak periodikus viselkedést tapasztalhatunk. Hogyan mond-
hatjuk tehit egy ilyen rendszerre, hogy kaotikus?

D. G.: Pontatlanul fogalmaztam, Onnek van igaza: maga a populdcié termé-
szetesen nem viselkedhet kaotikusan. A folytonos modellek alkalmazasit ak-
kor kell komolyan megfontolnunk, ha #zaga a folytonos modell mutat kaotikus
viselkedést. Ilyen esetben ugyanis a modell elSrejelzése jelentGsen eltérhet a

val6sigtdl.

A.: Igy mir viligos. Van azonban még valami, amit nem értek. On
korabban azt mondta, hogy a folytonos modelleket a szimitisok soran
sziitkségszeriien diszkrétekkel kell helyettesiteni, hiszen miiveleteket
csak racionilis szimokkal lehet végrehajtani. (On ,digitilis szamit6-
gépeket” emlegetett, ezeket nem ismerem, de pusztan filozéfiai ala-
pon az illitist elfogadom. Felen id6ben nem végezhetiink korldtlanul
miiveleteket jové idGben értelmezett objektumokkal.) Ezek szerint
még abban az esetben is, ha egy populicié viselkedését kaotikus foly-
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tonos modellel irjuk le, a szimitisokban mar egy diszkrét modell fog
szerepelni. Az utébbitdl viszont joggal varhatnank, hogy jol kézeliti a
biolégiai rendszert.

D. G.: Bar amit dllit teljesen logikus, a végsd kovetkeztetés mégsem helyes,
ugyanis a folytonos, kaotikus modellek diszkretizdlisaval nyert leképezések
egy fontos tulajdonsigat még nem emlitettem. Altalinosan igaz, hogy az ilyen
leképezésekben mindig periodikus viselkedést fogunk tapasztalni, dm a perid-
dusok hossza érzékenyen fog fiiggeni a diszkretizdldskor haszndlt N szdmtol. Mondok
egy egyszerd példat. A diadikus leképezés esetében, ha N =16, akkor egyetlen
darab, egyelemd ciklus (fixpont) létezik, ez az X = o. Minden ide fut be, mds
széval, a lemmingpopulicid, fiiggetlentil a lemmingek kezdeti szimatdl, mindig
kibal néhiny 1épésen belil. Ha azonban N =17, akkor két darab 8-as ciklus
létezik az X = o fixponton kiviil. Ekkor a modell szerint a populacié soserz bal ki

(hacsak nem zérus darab lemminggel inditunk).

A.: Ertem. Tehit ugyanazon folytonos modellb§l két eltéré N-nel
szarmaztatott diszkrét modell alapvetGen eltérs viselkedést josol, igy
az egyik segitségével nem kovetkeztethetiink a masikra.

D.G.:Igy van. Amikor egy folytonos modellta szamitasok miatt diszkretizalunk,
dltaliban rendkiviil nagy, a populicick létszimandl nagysigrendekkel nagyobb
N-et hasznalunk (az emlitett digitalis szimitogépek nagy teljesitménye miatt),
igy a két diszkrét rendszer — az eredeti diszkrét folyamat, valamint a folytonos
modell véges pontossigu szamitégépen futtatott véltozata — kozott semmilyen

érdemi kapcsolat sincs.

A.: Ezek szerint a nagy teljesitménytii gépekkel végzett szamitasok ér-
dekes tulajdonsiga, hogy az eredményiikbdl sem a folytonos modell
viselkedésére, sem pedig az eredeti, diszkrét populiciéra nem lehet
kozvetleniil kvetkeztetni. Miért hasznilnak az emberek ilyen gépeket?
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D. G.: Bar kétségtelen, hogy a gépek segitségével sokszor — példiul nem ka-
otikus rendszerek esetében — értékes informdciéhoz juthatunk, valéban nem
drtana, ha az emberek kicsit 6vatosabban kezelnék a gépi szamitdsok eredmé-
nyeit. On korabban azt mondta, hogy meglepné, ha az elmondottak tudataban
az emberek feladtdk volna a vildg pontosabb megismeréséért folytatott kiizdel-
met. Nos, egyaltalin nem adtik fel, és a tovibbi kiizdelem egyik £6 motiva-
161 éppen a digitalis szimit6gépek voltak. Ezeket a csoddlatos berendezéseket,
amelyek a médsodperc milliomod része alatt algebrai miveletek ezreit képesek
végrehajtani, nem olyan régen, alig tobb mint fél évszizaddal ezel6tt épitet-
ték, szintén egy magyar matematikus, a kvantumlogikdval kapcsolatban mér
emlitett Neumann Jénos étletei alapjan. O volt az, aki elészor atlitta, hogy a
szamit6gép diszkrét (digitilis) jellege miatt egyes fizikai folyamatok modelle-
z€sére kozvetlenil nem alkalmas. A fiatal, rendkiviil tehetséges lengyel mate-
matikust, Stanislaw Ulamot meghivta csapatdba. Ulam egyik feladata éppen
az volt, hogy bonyolult (kaotikus) dinamikéval rendelkezé folyamatok gépi
modellezhetségével foglalkozzon.

A.: A kaotikus folyamatok pontos modellezése — els6 halldsra — meg-
oldhatatlannak tiinik a szimomra, és eddig gy értetten, hogy On is

ezen a nézeten van.

D. G.: Ez persze azon mulik, hogy 7 is pontosan a kitiizott feladar. Ulam hamar
atlitta, amit On az imént mondott, vagyis azt, hogy digitalis gépekkel soha
nem lehet kaotikus dinamikat pomrosan modellezni. Egyttal azt is megértette,
hogy a helyzet még ennél is rosszabb: a szamitdgép dltal szolgdltatott végered-

mény még statisztikus értelemben sem hasonlitott a folytonos rendszerhez.
A.: Ezek szerint a két allitas fuiggetlen?
D. G.: Nem fiiggetlen, hiszen ha két adatsor azonos, akkor statisztikus érte-

lemben is az. Forditva azonban ez nem igaz: a statisztikus egyezésbél egyéltalin
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nem kovetkezik a teljes egyezés. Ulam azt tizte ti célul, hogy a gépi szamitis

legaldbb statisztikus értelemben jol kozelitse a folytonos esetet.

A.: Meg tudné-e hatirozni, hogy mikor neveziink két idsort statisz-
tikus értelemben hasonlénak? Nem ismerem ezt a fogalmat.

D. G.: Osszuk fel az egységintervallumot képzeletben D darab egyforma do-
bozra. Legegyszertbb, ha a D = N esetet képzeljik el. Inditsuk el mindkét
(folytonos és diszkrét) leképezést valamely kezdeti x , illetve X értéktdl, majd
figyeljiik mindkét folyamatot hossza (T>>D) idén keresztiil. Ezalatt megsza-
moljuk, hogy melyik dobozban hany alkalommal talilhaté x, illetve X, majd az
el6forduldsok szamit elosztjuk T-vel. Mindkét — folytonos és diszkrét — folya-
mat esetére ez egy D értékkel megadott diszkrét fiiggvényt eredményez, ame-
lyet az gynevezett waldszindiségi mérték statisztikus kozelitésének neveziink.
Ha ez a két fiiggvény kellGen kozel van egymashoz, azt mondjuk, hogy statisz-

tikus értelemben a két folyamat hasonlit.

A.: Nem éppen erre vonatkozott Rényi eredménye? On azt illitotta
az imént, hogy Rényi szerint egy kaotikus leképezés altal szolgaltatott
x, szamsorozat véletlenszerii modon viselkedik, és fiiggetleniil a kezdeti
értéktdl mindig ugyanazon valésziniségi mérték szerint fog eloszlani
az egységintervallumon. Ezek szerint Ulam azt kutatta, hogy ezt a
valésziniiségi mértéket hogyan lehet szimitogéppel jol kozeliteni.

D. G.: Pontosan. A fizikai folyamatok megismerése szempontjabdl ez is igen

fontos kérdésnek tlnt.

A.: Filozéfiai szempontbdl is igen érdekes ez a kérdés. Bar az irraci-
onilis szimok viligiban lezajlé kaotikus folyamat megoldisirél nem
tudjuk megmondani, hogy adott pillanatban pontosan hol taldlhaté,
azt azonban vizsgilhatjuk, hogy dltaliban hol szokott tartézkodni.
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D. G.: Koribban emlitettem, hogy a részecskefizikaban is taldlkoztak elvileg
is megjosolhatatlan folyamatokkal. Ott is érdekes kérdés a részecske helyének
statisztikus leirdsa. Visszatérve azonban Ulam munkdjira, rovidesen megoldot-
ta a kérdést, megalkotta az ugynevezett Ulam-sémat, amelynek segitségével
elvben j6 statisztikus kozelitést lehetett késziteni. Sajnos az Ulam-séma eredeti
formdjaban nem volt kozvetleniil programozhatd, ezért ezutan még sokan fino-
mitottdk. Kollégdmmal, Szdsz Domokossal hosszan dolgoztunk az Ulam-séma
mélyebb megértésén, és sikeriilt egy olyan, az eredeti sémdval egyenértékd
médszert kidolgoznunk, amely egyrészt kénnyen programozhatd, masrészt
a séma egy addig rejtett érdekes tulajdonsdgat mutatta meg. Médszeriink 1é-
nyege, hogy a diszkretizilt leképezéshez pontosan definialt jellegt veletlen zajt
adunk hozzi. A mikrovéletlennel megzavart diszkrét leképezés statisztikus ér-

telemben bizonyithaté médon hasonlitani fog a folytonoshoz.

A.: Erdekelne, hogy gyakorlati szempontbél mi a jelentésége ennek a
felismerésnek. Az On iltal elmondottakbél tigy tiinik, mintha a vé-
letlen bevezetése leegyszertisitette volna a szimitisokat. Nem értem,
hogy milyen médon lehet véletlen szamokkal miiveletet végezni. Ha
véges id§ alatt el§ lehet allitani ilyen szamokat, akkor nem lehetnek
egyenértékiiek az irracionalis szaimokkal. Ha viszont nem, akkor mit

nyertiink a bevezetésiikkel?

D. G.: On egy nagyon lényeges pontra mutatott ri. Természetesen — az irraci-
ondlis szimokhoz hasonléan — véletlen szdmok is csak végtelen id6 alatt 4llit-
hatok el8, ugyanis a véletlent végtelen bonyolultsiggal és informaciésiriséggel
bir6 folyamatként is elképzelhetjiik, ilyet pedig csak végteleniil bonyolult sza-
mitdsi eljaras tud csak elGillitani. Az elmondottak ellenére mégis van gyakorlati
jelentGsége a véletlen és a zajos modellek bevezetésének. Ennek egyik oka, hogy
a val6sagban léteznek véges allapotterd — tehat racionalis szimokkal leirhat6 —,

de véletlen (kornyezeti) zajjal terhelt rendszerek (biolégiai populiciok), ezeknek
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pedig éppen ilyen a pontos modellje. A zajos modellek bevezetésének masik oka,
hogy folytonos kaotikus dinamika lefrdsakor az irraciondlis szimokkal operilé
(pontos) modell és a véletlennel megzavart racionalis modell nem ugyanazt a
célt szolgdlja, az utdbbitdl joval szerényebb, csupdn statisztikus jellegt informa-
ci6t varunk. Ez utébbi modellben az irraciondlis szimokat, véges sok tizedes
jegytdl eltekintve, véletlennek tekintjiik, a véletlent pedig ,raciondlis véletlen-
nel”, vagyis ugynevezett véletlenszim-general6 algoritmussal kozelitjiik. Arra,
hogy a véges hosszusigu raciondlis szimokhoz adott, véges algoritmussal el6-
allitott kvazivéletlen miért kozeliti elfogadhatéan az eredeti, irracionalis szd-
mokkal midkods rendszert, jelenleg nincs elfogadhaté matematikai magyaréizat.
Elméleti szempontbdl az sem vildgos, hogy ez miért hatékonyabb, mintha a
kvézivéletlen szimok el6illitisdra forditott id6t pontosabb raciondlis kozelités
kiszamitdsara forditottuk volna. A gyakorlati szimitdsok azonban ezt az elji-
rast igazoljik, a mélyebb okok megkeresése sok érdekes kérdést vet fel.

A.: Az sem vilidgos szamomra, hogy statisztikus értelemben miért
nem magira a hozzidadott véletlen zajra fog hasonlitani a véletlennel
megzavart folyamat?

D. G.: Természetesen ez is el6fordulhat, ha a hozzdadott zaj nagy. Az Ulam-
sémival egyenértékd zaj azonban mzmimdlis mértékd. A diszkretizalds so-
ran az eredetileg végteleniil siirii informidciot (irracionalis szimokat) hordozé
trajektéridk véges informicidtartalmivd egyszerdsodnek. A véletlen viszont
a legnagyobb lehetséges informaciostrdség folyamat, tehdt a véletlen zavaras
dltal a diszkretizilds sordn elvesztett informdciét csempéssziik vissza a rend-
szerbe. Természetesen nem wugyanazt az informaciot, és (mivel a véletlen he-

lyett kvizivéletlent haszndlunk) nem is ugyanannyit.

A.: A populaciédinamikai feladatnal nyilvin nem lehet elére megter-
vezett méretii véletlen zajt hozzdadni a rendszerhez. Tagadhatatlan vi-

DOMOKOS GABOR: MODELLEK A DISZKRET ES FOLY TONOS KOZOTT... 23



szont, hogy egy valodi populaci6 sosem fog teljesen determinisztikusan
miikodni.

D. G.: Valdban, ebben az esetben az a kérdés, hogy a bioldgiai zaj hogyan viszo-
nyul az Ulam-sémdban el6irt zajhoz. Ha ennél nagyobb, akkor a populiciét jol
lehet jellemezni (statisztikus értelemben) folytonos modellek alapjin, ha kisebb,
akkor viszont diszkrét modellt kell hasznalni. Osszefoglalva megillapithatjuk,
hogy kaotikus leképezések statisztikus viselkedésének leirasakor ekvivalens
eredményre jutunk, ha irracionélis szimokkal végziink mdveleteket, vagy ha
raciondlis szimokkal végziink miveleteket, de egy véletlen zavaré tagot hoz-
zdadunk az eredményhez. Lemondhatunk tehdt az irraciondlis szimok hasz-
nilatirdl, de akkor be kell vezetniink a véletlent. Lemondhatunk a véletlen

hasznalatardl, de akkor be kell vezetniink az irraciondlis szamokat. A kettérdl

egyszerre azonban nem mondhatunk le.

A.: A legut6bbi megillapitis a véletlen és az irracionilis szimok ,,ekvi-
valencidjar6l” matematikailag bizonyéra értékes. Filozéfiai szempont-
bdl is izgalmasnak tiinik, hiszen, ahogy koribban megillapitottuk,
az irraciondlis szimok jovd idoben 1étezé objektumok, érthetd, hogy
az ilyenek hasznalata a véletlenhez hasonlé bizonytalansigokat jelent.
Megkisérlem masképpen is megfogalmazni: vannak olyan makroszko-
pikus fizikai folyamatok (kaotikus folyamatok), amelyeket nem ismer-
hetiink meg minden részletiikben, mert végtelen bonyolultsigaak.
Ennek ellenére toreksziink arra, hogy matematikai leirast adjunk. Ez
a leiras sziikségszertien tamaszkodik ,bizonytalan” — tehat jelen id6-
ben pontosan meg nem hatirozhat6 - elemekre: ilyenek lehetnek az
irracionalis szimok vagy a véletlen.

D. G.: Jobban kiemelte a lényeget, mint ahogy én tettem. Hozzaf(izném, hogy
a beépitett bizonytalan elemek ellenére a matematikai modellb]l mégis hasznos

informdcidkat nyerhetiink a rendszer viselkedésérél.
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A.: Van még egy kérdés, nem tudom, hogy lehet-e ria egyértelmii
valaszt adni. El6sz6r megpréobilom 6sszefoglalni, amit hallottam.
ElGadasa sorin beszélt arrdl, hogy folytonos modelleket diszkréttel
probalnak helyettesiteni (a gépi szamitas ezt jelenti), illetve forditva,
hogy diszkrét jelenségeket (populicidk) folytonos modellekkel pro-
bilnak leirni. Amennyiben a folytonos modell kaotikus, tgy a diszk-
rét—folytonos itmenet problémds, ugyanis a diszkrét modell csak
periodikusan tud viselkedni. Kérdésem az, hogy mondhatjuk-e altala-
nosan azt, hogy a diszkrét modellek egyszeriibb viselkedést mutatnak
folytonos pirjaiknal?

D. G.: Ezt semmiképpen nem mondhatjuk. Egyrészt, a mar bemutatott ese-
tekben sem dllithatndnk ezt. Igaz ugyan, hogy a diszkrét modell ,,csak” peri-
odikus viselkedést tud produkalni, de tartalmaz egy paramétert (IN), amelytél
érzékenyen fligg a periodikus viselkedés jellege, és N végteleniil sok értéket
felvehet. Igy tehdt egy folytonos modellhez egy wégtelen elemi diszkrétmo-
dell-csalad tartozik, és ezt a modellesalidot semmiképpen nem nevezhetjitk
egyszerinek. A diadikus leképezés esetén megillapitottuk, hogy a racionilis
szdmok Gsszessége invaridns halmaz, innen tehat soha nem 1ép ki a leképezés.
A raciondlis szamok tartalmazzak az dsszes lebetséges N x N raccsal jellemzett

diszkrét modellt.

A.: Tudunk-e arrdl valamit, hogy tipikusan hogyan viselkedik a diszk-
rét modell? Ezen azt értem, hogy milyen periédushosszak varhaték?

D. G.: Errdl dltalinosan szinte semmit sem tudunk, és ez is mutatja, hogy nem
nevezhetjiik egyszertnek a diszkrét modelleket. Arra vonatkozéan, ha N érté-
két rogzitjiik, mar vannak eredmények: ekkor nagysigrendileg VN hosszisigi

ciklusokra szimithatunk.
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A.: Igy mar érthetébb, hogy adott esetben miért tekinthetd egysze-
riibbnek a folytonos modell.

D. G.: Nem véletlen, hogy a populiciédinamikiban is hagyomanyosan a foly-
tonos modelleket részesitették elényben. Osszességében azt mondhatjuk, hogy
minden egyes, kizirdlag raciondlis szimokat alkalmazé diszkrét modell visel-
kedése pontosan leirhaté ugyan, de tekintettel arra, hogy egyetlen folytonos
modellhez egy végtelen diszkrétmodell-csaldd tartozik, az utébbit mar nem
nevezhetjiik egyszertnek. Folytonos modellbsl ugyan csak egy van, de az ir-
racionlis szimok jelenléte miatt ezt nem tudjuk pontosan leirni, igy errdl sem

dllithatjuk, hogy egyszerd.

A.: Nagyon 6riil6k, hogy az irracionalis szimok problémdja ma is fog-
lalkoztatja az embereket. Ahogy emlitettiik, 2500 évvel ezelGtt ezzel
kapcsolatos rendhagyé nézetei miatt Hippaszoszt tudés tirsai meg-
gyilkoltik. Remélem, hogy az itt elhangzottak szintén felkeltik a kol-
légak érdeklddését, de abban is bizom, hogy ezt talin kevésbé heves
formaban hozzik az On tudomaisira.

D. G.: Tekintstik ezt a jokivansagot zarszénak. Koszonom a figyelmiiket.
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