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Kolozsvaron, Erdély févarosaban sziilettem és n6ttem fel. Kozépiskolds ko-
romban a matematika és fizika voltak kedvenc tantargyaim, de a haboru ki-
torése mas irdnyt adott az életemnek: politikai tevékenységbe sodort, ami
minden egyebet elsoport. Néaciellenes fold alatti szervezkedés, bujdosas,
majd letartéztatas, vallatds, borton, szokés és felszabadulds kovették egy-
mast. A hdbort utdn romdn diplomaéciai kiilldetés Londonba, majd letart6z-
tatds és kétévi maganzarka a bukaresti Securitate hirhedt vallatokézpontja-
ban. Sztalin halédla utan szabadon bocsatottak. Az Gtvenes évek kozepe tajan
péar évig mint gazdasagi kutaté miikdodtem, és kdnyvet irtam Keynes tana-
ir6l. Ennek kapcsdn 1959 tavaszan kizartak a partbol, és kidobtak a kutato-
intézetbdl. Ekkor hatdroztam el, hogy szakmat valtoztatok, és 37 éves fej-
jel visszatérek ifjakori szerelmemhez, a matematikdhoz. (Mindezt megirtam
mashol [9]).

Atragtam magam néhény matematikai és operacidkutatdsi konyvon,
és bedolgoztam magam a linedris programozasba, mikozben egy buka-
resti faipari tervezdintézetben dolgoztam. Els6é operdcidkutatdsi munkaim-
ban Hammer Péterrel a szallitasi feladat paraméteres valtozatat dolgoztuk
ki. Az egészértékii programozas nem érdekelt kiilondsebben: a valtozék
egészértékiiségére vonatkozo feltétel nem tlint szimomra gyakorlati fon-
tossdgtinak. De 1962-ben a tervezdintézeti munkdmban olyan erd6gazdaél-
kodasi feladatra bukkantam, amely felnyitotta a szememet az egészértekii
programozas Oridsi gyakorlati jelent6ségére.

1 Egon Balas, Carnegie Mellon University, eb17@andrew.cmu.edu

BALAS EGON: EGESZERTEKU PROGRAMOZAS: POLIEDERES MODSZEREK 5



Az egészértékii programozéds madartavlatbol

Erdoirtasi tervet kellett kidolgoznunk bizonyos parcelldkra osztott tertiletre,
ahol meg volt adva minden (homogénnek szdmito6) parcelldra az ott termd
fa mennyisége, valamint mindség, fajta és kor alapjan megallapitott értéke,
tovébbd bizonyos korldtok az évente betakaritandé fa mennyiségére. Mint-
hogy a betakaritdsb6l szdrmazé haszon nagyjabél aranyos volt a begytij-
tott fa mennyiségével, gy nézett ki, hogy egyszerti linedris programozasi
feladattal allunk szemben. Kideriilt azonban, hogy az egyik {6 koltségtétel
semmiképpen sem dbrazolhat6 linedrisan. A kiilonb6z6 parcellak eléréséhez
uthdl6zatot kellett épiteni. Attdl fliggben, hogy melyik parcelldrol lesz fabe-
gylijtés, az tithalézat egyik vagy masik szakasza keriilt volna megépitésre,
és az ez irdnyu dontések igen bonyolult médon fliggtek ossze. Az 1. dbra
illusztrdlja a helyzetet. Ha példdul fat akarunk begyfijteni a 9-es parcellardl,

1. dbra. Erdéirtasi feladat
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akar sokat, akar keveset, akkor meg kell épiteni azt az ttszakaszt, amely ezt
a parcellat a 6-os vagy a 8-as parcelldhoz koti. Ha viszont ezek barmelyikét
megépitjiik, akkor tovabbi ttszakaszok valnak sziikségessé, és igy tovabb.
Ez egy 0-1 véltozos programozasi feladathoz vezetett, és egyszeribdl felnyi-
totta a szememet az igy felfedezett dbrdzoldsi eszkoz fontossdgara: 0-1-es
véltozoékkal dbrdzolni lehet a legkiilonboz6bb logikai feltételeket, amelyek
jelenléte dthatja a mindennapi életben eléfordulé legtobb helyzetet. Mi tobb,
a 0-1-es programozds eszkozt szolgaltat mindenféle nem konvex, nem foly-
tonos, szabalytalan 0sszefiiggés abrazolasara.

Minthogy akkoriban nem volt forgalomban e tipust feladat megol-
désara alkalmas szamitogépes program, kidolgoztam egy eljarast, amelyet
additiv algoritmusnak neveztem, mert csak Osszeaddsi és Osszehasonlitdsi
miiveleteket haszndlt. Szélesebb korben implicit leszdmlalasként valt isme-
retessé. F6ként logikai tesztelésbdl allt, amely a kiilonb6zd véltozék 0-ra
vagy l-re val6 rogzitésének a kovetkezményeit fiirkészte ki; igy taldn a
jelenkori informatikdban ,feltételpropagalds” (constraint propagation) né-
ven szerepls eljards szellemi el6futdranak tekinthets. Egyszer(i volt szamito-
gépre programozni, nem igényelt linedris programozasi szoftvert, és tobbé-
kevésbé megbizhatéan képes volt kb. 30 valtozds feladatokat megoldani [1].
Erdéirtasi feladatunk j6 néhdny kérdésére sikertilt dltala valaszt kapnunk.

Az egészértékii programozas teriilete, amelyre igy rdsodrédtam, alig né-
hany évvel el6bb vette kezdetét. Az egészértékiiségi feltétellel lényegében
két moédon lehet megbirkézni. Az egyik abbdl all, hogy megvizsgéljuk a le-
hetséges egészértekii hozzarendelések egy jol megvalasztott részhalmazat,
oly médon, hogy ezéltal kozvetve az sszes ilyen hozzarendelésekkel sza-
molunk. Ez implicit leszdmlalds néven ismeretes, és legjobban tigy valdsit-
hat6é meg, amint arra Land és Doig [29], valamint masok rdmutattak, hogy
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a feladat linedris relaxdci¢jabol korlatokat nyeriink az optimalis megoldés
értékére minden, a hozzarendelések éaltal definialt részfeladatban — innen a
korlatozas és szétvalasztds elnevezés. A masik megkozelités, amelynek ttto-
r6je Gomory [24] volt, megkisérli a megolddshalmazt konvexifikdlni, illetve
megtaldlni a megengedett egészértéki megoldasok konvex burkat, vagy ha
ez nem lehetséges, akkor érvényes metszosikok altal megkozeliteni a kon-
vex burkot, vagyis olyan linearis egyenl&tlenségek 4ltal, amelyek lemetszik
a megengedett folytonos megolddsok egy részhalmazat, de nem metszenek
le megengedett egészértékii pontot. A 2(a) és 2(b) dbrak illusztraljak ezt a két
megkozelitést.

@ @ o o) o O
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I W Q\\§§\§\\§\
- ‘%
2(a) abra. Leszamldlas: 2(b) dbra. Konvexifikélas:
korlétozas és szétvalasztis metszési modszerek

A hatvanas évek kozepe tdjan furcsa helyzet alakult ki az egészér-
tékii programozas terén. Implicit leszdmlalasi, vagyis korlatozasi és szétva-
lasztési eljardsokat sikeresen programoztak szdmitégépre, és hasznaltak a
gyakorlatban el6fordulé kis vagy néha kozepes nagysdgu feladatok meg-
oldasdra. Viszont ezek az algoritmusok, habar id6vel jéval kifinomultab-
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bak lettek eredeti prototipusaiknal, nem épiiltek semmilyen mélyebb meg-
latasra a feladat tulajdonsagait illetSen, és nem voltak alkalmasak arra,
hogy alapul szolgéljanak elméleti vizsgalatokhoz. Mi tobb, ezek az algo-
ritmusok természetiiknél fogva exponencidlis komplexitdstiak voltak. Mds-
részt a konvexifikaldsi megkozelités, amely azzal kecsegtetett, hogy a latsz6-
lag megoldhatatlan egészértékii programozasi feladatot a konvex burokra
alkalmazott linedris programozasi feladatra vezeti vissza, komoly elméleti
erbfeszitéseket valtott ki, amelyek jelent6s eredményeket értek el a kiilon-
b6z6 metsz8sikok tulajdonsagait illetden, lapmeghatdrozé metszések jellem-
zése terén stb., de mindezek az eredmények j6 ideig nem vezettek még
csak mérsékelten hatékony algoritmusokhoz vagy programokhoz sem. fgy
tehat, mig az elméleti munka és az er6feszitések zome a metszosikokra
Osszpontosult, mikor gyakorlati feladatok megoldasara kertilt a sor, az egyet-
len fajta haszndlhat6 szoftver a korlatozds és szétvélasztas valamelyik vari-
dnsa volt, és az is csak ardnylag kis feladatokkal volt képes megbirkézni.
Az egész teriilet bizonyos fajta skizofrénidban szenvedett: az alkalmazott
operaciokutatok eskiidtek a korlatozas és szétvalasztdsra, és lekicsinyl6en
viszonyultak a metsz&sikos megkozelitéshez, amelyet gyakorlati jelentség
nélkiili elméletnek tartottak; mikozben a matematikus kutaték majdnem ki-
zarélagosan a metszdsikelméletre 6sszpontositottak erfeszitéseiket, és a le-
szamlalasi eljarasokat lekicsinyl6en gyalogld, nyers erén alapulé médszer-
ként kezelték. De e hasad4stodl eltekintve is, a hatvanas években kezd6d6 két,
két és fél évtizeden at az egészértékii programozas egyrészt mint kvaziegye-
temes modellezési eszkoz vélt ismertté, amellyel szinte barmilyen helyzetet
vagy feltételt kielégitd hiiséggel lehet dbrazolni, masrészt mint olyan modell-
kategoria, amelyet a gyakorlatban megoldani csak kifejezetten kisméretti fel-
adatok esetében lehet. Ez a helyzet a nyolcvanas évek végéig tartott, amikor

s

végiil is a metsz6sikok gyakorlatilag hasznosnak bizonyultak: leszaml4lds-
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sal kombindlva, ,branch-and-cut” (szétvalasztas és metszés) vagy ,cut-and-
branch” (metszés és szétvalasztds) néven (a ketté nem ugyanaz), a kilenc-
venes évek kozepe felé mar sikeriilt megoldaniuk jelent6s részét azoknak a
feladatoknak, amelyekkel a leszamldlasi algoritmusok nem voltak képesek
megbirkézni. Végiil is, mondhatni, hogy az utolsé tizenot évben gyokeresen
kiboviilt az egészértékii programozas gyakorlati alkalmazhatéséaga.

Ezt a valtozast csupdn két ténnyel szeretném illusztrélni:

e 1977-ben Vancouverben diszkrét optimalizdlasi értekezlet folyt le a
tertilet minden szdamottevd képviseldjének a részvételével, ahol 24
el6adas és 16 bizottsagi jelentés hangzott el a szakma 4llasardl [27].
Az el6adasok koziil egyetlenegy tartalmazott szdmitasi eredményeket:
a szerz6k négy kisebb méretti feladattal probéltak megbirk6zni, ame-
lyekb&l harmat sikeriilt is megoldani. A jelentések értékelése szerint
egészértékii programozasban sikeres megoldasra csak 30-nal kevesebb
egészértékii valtozo esetében lehet szamitani.

e 2003 nyardn Koppenhdgaban, a 18-ik Nemzetkozi Matematikai Prog-
ramozasi Konferencidn, el6adds hangzott el az emelés és vetités ti-
pust metszéseknek az XPRESS nevii kereskedelmi szoftver egészér-
téki programozasi modulusaba val6 integralasar6l. Egyebek kozott az
el6add, M. Perregaard [32], beszamolt szdzndl tobb nehéz, tobbnyire
sok szaz véltozos egészértékii programozasi feladaton végzett szami-
tasi kisérleteirdl, amelyek sordn a 113 lefuttatott feladat koziil 95-6t si-
keriilt egyenként 30 percen beliil (legtobb esetben masodpercek alatt)
megoldania.

Minek tudhaté be ez az ugrasszer(i véaltozas? Tobb tényez6 is kozrejat-
szott: gyorsabb szamitégépek, hatékonyabb és megbizhatébb lineéris prog-

10 SZEKFOGLALOK A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIAN



ramozasi szoftver stb.; de nem utolsésorban, szdmottevé javulds a met-
szési moédszerek téren, egyrészt maguknak a metszésikoknak a mindségé-
ben, masrészt a metszésikoknak a szétvalasztasi folyamatba val6 bedgyazasa
révén. Ebben az dsszefiiggésben nem kis elégtétellel éltem meg a kilencvenes
évek elején az emelés és vetités néven ismertté valt modszer sikerét, amely-
nek gyokerei a hetvenes évek elején kidolgozott diszjunktiv programozasi
modszerre nytlnak vissza.

Mi is a diszjunktiv programozds, és hogyan keveredtem bele?
Atsztrdsos metszések

Mint emlitettem, jdmagam a leszdmlaldsi/szétvalasztdsi bejaraton 4t léptem
az egészértékii programozas teriiletére. Ennek ellenére, habar az additiv al-
goritmusom a hatvanas években roppant népszerti volt, és a hetvenes évek
kozepéig az is maradt, én magam élénken érzékeltem e megkozelités kor-
latozott voltat, és a hatvanas évek vége felé konvexifikaldssal kezdtem fog-
lalkozni. Az akkor divatos irdnyzat a metszdsikkutatas terén a csoportelmé-
leti megkozelités volt; de minthogy érdeklédésem kozpontjaban a tiszta és
vegyes 0-1-es programozas allt, mds iranyba fordultam, és a konvex anali-
zis fogalmait és eszkozeit probaltam felhaszndlni, mint példaul a polaritas,

P

vetités, maximdlis konvex b6vités stb. R4jottem, hogy igen érdekes metsz6-
sikcsaladot lehet eldéllitani olyan tetszdleges konvex S halmaz segitségével,
amely tartalmazza a feladat linedris relaxaciéjanak optimumat, de amelynek
belseje nem tartalmaz megengedett egészértékii pontot [2]. Ez Ggy torténik,
hogy megoldjuk a feladat linedris programozasi relaxaciéjat, és az optima-
lis megoldas 4ltal meghatarozott poliedrélis kénusz minden extremalis su-
gardval atszarjuk az adott S halmaz hatdrat. Az igy nyert atszarasi pontok
ugynevezett dtsztrdsos metszést (intersection cut) hatdroznak meg, amely

levégja a linedris program optimumaét, de nem vag le megengedett egészér-
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3. dbra. Atszurdsos metszés

tékd pontot. Ezt a 3. dbra illusztralja, ahol LP a linedris relaxacié megengedett
halmaza, 7 a linedris program optimadlis megolddsa, az S halmaz a két linea-
ris egyenl6tlenség dltal meghatarozott féltérnek a metszete, és a két atsztrasi
ponton d&tmend pontozott vonal dbrdzolja az 4tszlirdsos metszést. Aszerint,
hogy hogyan vélasztjuk meg a konvex S halmazt, kiilénb6z6 tulajdonsagui
atszlirdsos metszést kapunk. Ha példdul S az egységkob két szembendll6
lapjat tartalmazo két sik altal meghatarozott féltér metszése, akkor a vegyes
integer Gomory- [25] féle metsz8sikkal kozeli rokonsdgban 1évé dtsztirdsos
metszdsikot nyeriink. Minthogy a metszés mélysége az S halmaz alakjatol és
nagysagatol fligg, egy ideig az egységkobot tartalmazoé kiilonbozé formaju

halmazok maximalis konvex b6vitését vizsgaltam, és ez elvezetett a konvex
burok kiils6 polarisanak a fogalmahoz, mint a legnagyobb olyan konvex hal-
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mazhoz, amelyet tulajdonsédgai alkalmassa tesznek atsztrdsos metsz&sikok

el6éllitasara [3].

Masrészt rovidesen kideriilt, hogy minden 4tsztardsos metszés egya-
rant tekinthetd diszjunktiv, vagyis diszjunkciébol nyert metszésnek is. Ha
ugyanis az S konvex halmazt példaul két, az o'z < 1 és o’z < fs
egyenl6tlenségek altal definidlt féltér hatdrozza meg, mint a 3. dbrdn, ak-
kor az a feltétel, miszerint az S halmaznak nem szabad megengedett egész-
értékti pontot mint bels6 pontot tartalmaznia, egyenértékii azzal a felté-
tellel, hogy minden megengedett egészértékii pontnak ki kell elégitenie az
(atz > B1) V (aPx > B2) diszjunkcidt, és az S konvex halmazbdl nyert atsza-
rasos metszést egyarant tekinthetjiik ebbdl a diszjunkciébdl nyert diszjunk-
tiv metszésnek. Mindez rendben volna, de ha az dtsztrdsos metszés és a
diszjunktiv metszés kozotti kiilonbség csak értelmezésen milik, vagyis csu-
pan terminoldgiai, akkor mi a jelentésége a terminolégiavéltidsnak? Az igaz-
sag az, hogy a megvaltozott néz&pont fontos 1j dltalanositdsokat sugalmaz.
Ha feladatunk linedris programozasi relaxacidja példaul Az > b, akkor a
fenti diszjunktiv feltételt megtoldhatjuk e rendszernek mindkét taghoz val6
hozzéacsatoldsaval, és az

Ar > b Ax b
(alx > b1>v(a2x 52) @

feltételt nyerjiik. E diszjunkciénak nyilvan mindkét tagja poliéder, tehat e

IV IV

mellett a diszjunktiv feltétel mellett optimalizdlni annyi, mint poliéderek
uniéjan optimalizdlni. Mi tobb, a 3. dbra példdjanak esetében a két poliéder
egyike egy pontra redukalodik, a mésika pedig tires, és igy a két poliéder
uniéjanak konvex burka egyetlen pontbdl 4ll (lasd a 4. abrat).
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=1

Ax>b

4. dbra. A diszjunktiv halmaz konvex burka

Diszjunktiv programozéas

Igy jutottam el tehat a diszjunktiv programozéashoz, mint a konvex poliéde-
rek uniéjan val6 optimalizaldshoz. A konvex poliéderek unidja persze nem
konvex halmaz. Altaldnosabban, diszjunktiv programozason olyan optima-
lizalasi feladatot értiink, amelynek feltételei konjunkcié és diszjunkci6 altal
Osszekotott egyenldtlenségek. Az ilyen feladat megengedett megoldédsainak
halmazat diszjunktiv halmaznak, roviden d-halmaznak nevezziik. Egy disz-
junktiv halmaz tobb alakban is kifejezhets; ezek legfontosabbika a diszjunk-
tiv normal alak és a konjunktiv normal alak. Roviden, a diszjunktiv normal
alak olyan diszjunkci6, amelynek minden tagja diszjunkciémentes; és a kon-
junktiv normal alak olyan konjunkcié, amelynek minden tényezsje konjunk-
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ciémentes. A diszjunktiv programozds f6 alkalmazasi tertilete, és az érdek-
16désem kozéppontja, a tiszta és vegyes 0-1-es programozas volt; de persze
ez a keret és maga a fogalom ennél jéval tadgabb szférat olel fel.

A diszjunktiv programozasnak két alapvetd eredménye van, amely a
0-1-es programozdsra donté médon relevéns [4, 5, 6]. Az elsé konvex po-
liéderek unidjara vonatkozik, vagyis diszjunktiv normal alakban megadott
d-halmazra. Azt mondja ki, hogy poliéderek uniéjanak zart konvex burka
tomoren dbrazolhaté magasabb dimenzidja térben. Ebben az dbrdzoldsban a
valtozok és a feltételek szdma linearis fliggvénye az unié tagjai szdmanak,
tehat nem tuil nagyszdmu poliéder unidjdnak konvex burka efficiensen el6-
allithaté. A masodik eredmény bizonyos gyakori tulajdonsaggal rendelkezd,
konjunktiv normal alakban megadott, d-halmazra vonatkozik. Azt mondja
ki, hogy az ilyen d-halmaz zart konvex burka el6allithaté a diszjunkciok
egyenkénti, egymas utdni aktivaltatdsaval, tehat annyi lépésben, amennyi
az el6fordulé diszjunkcidk szdma. Minden 1épés egy-egy tijabb diszjunkciét
aktivéltat, és el6allitja az igy definidlt (dtmeneti) d-halmaz konvex burkat.
Az utols6 1épés eredménye az eredeti d-halmaz zart konvex burka. fme a
részletek:

Adva lévén poliéderek egy véges sokasdga az n-dimenzids térben, P; :=
{x e R" : A’z > b'} # 0, € Q, hatdrozzuk meg az adott poliéderek uni-

6janak zart konvex burkat, vagyis Pg-t, ahol Py = conv( |J P;) és conv(S)
i€Q
az S halmaz zart konvex burkat jelenti. Vezessiink be az unié minden tagjara

egy (n + 1) dimenzi6s vektort, (y', y§)-t, és ezek segitségével definidljuk az
M halmazt mint

M= {(z,{y" voticq) 1o = (¥ i € Q) =0
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YWorieQ) = 1}

AV
o o
=
O

Legyen Proj (M) az M halmaz vetiilete az x vektort tartalmazo6 altérre.
1. tétel. Py = Proj, (M).

Az M halmaz tehat a poliéderek unidjanak konvex burkat abrdzolja
magasabb dimenzidju térben. Az 4bradzolds lineéris, és az M-et definidl6
rendszer minden bazismegoldéasa a kovetkez6 format olti: (y*,y5) = (z,1)
bizonyos k indexre, és (y*,y5) = (0,0) minden k-t6l kiilonbozé i-re. Meg-
jegyzend®, hogy bér az M definici6ja nem tartalmaz egészértékiiségi kove-
telményt, a y, valtozok értéke minden bazismegoldésban 0 vagy 1.

Marmost ahhoz hogy az unié konvex burkat az eredeti, z-et tartalmazé
térben dbrazolhassuk, vagyis hogy eléallithassuk Py-t, az M vetiiletét, sziik-
ségilink van az tigynevezett vetitési konuszra:

W= {(a, B, {u'}icq) : . = u* A%, B < u'b' u’ > 0,i € Q}.

2. tétel.
Py ={zeR":ax > 3,V(x,f) € Wy},

ahol
Wo = {(a, 8) : Ju',i € Q, (0, B, {u'}icq) € W}

Ha marmost a Py halmaz koénikus poldrisat mint az Osszes Pg-re ér-
vényes metszések (egyenl6tlenségek) halmazat definialjuk, vagyis

P = {(a, B) e R"' s ax > §,Vx € Py}, aztlatjuk, hogy P} = Wo.
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A 0-1-es programozds esetében, ha a linedris relaxdcié megengedett hal-

maza P := {z € R} : Az > b}, és az x; valtozéra kimondjuk a 0-1 feltételt,

ezzel két poliédert hozunk létre,

Pjo:={z € R’ : Ax > b,x; =0} és Pj; :={x € R} : Az > b,x; = 1},

és a conv(Pjy U Pj;)-t magasabb dimenziéju térben abrazolé M halmaz a

kovetkez6 alakot olti:
M= {(z,y,90,2,20) ERY"?:z — g
Ay
- Y
Az
z

Yo

+

z
byo

bZO
20
20

v I v

[ el el oo Re)

Ha most az M halmazt levetitjiik az x alterére, azt kapjuk hogy

conv(Pjo U Pj1) = {zr € R} : ax > B3, (a, B) € Wi},

ahol a konvex burkot definidl6 egyenl6tlenségek halmaza

Wo:={(a,B) eR"™ M :a > uAd — wpe,
a > vA 4+ e
B < ub
B < vb + v
u,v >0 }.

A diszjunktiv programozéas masodik alapvetd eredménye az olyan d-hal-

mazra vonatkozik, amely a kovetkez6 tulajdonsdggal rendelkezik. Legyen

a széban forgé d-halmaz konjunktiv normal alakja

D:={z€R": Ax > b, Vpeq,(d"z >d}}),j=1,...,t}.

A D diszjunktiv halmazt ,oldalképzé “-nek (facial) nevezziik, ha a d"z > d

egyenl6tlenségek mindegyike az Az > b dltal definiélt poliédernek egy olda-
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lat hatdrozza meg. Példdul a vegyes 0-1-es feladat megengedett megoldésai-
nak halmaza, mint konjunktiv normaél alakban felirt d-halmaz igy néz ki:

{zeR} :Ax>b, 2; <0Va; > 1, j=1,...,},

ahol p < n, Anak n oszlopa van, és az Ax > b rendszer tartalmazza az
x < 1 feltételeket. Ez a d-halmaz nyilvéan oldalképz6, hiszen 2; < 0ésx; > 1
az Az > b és x > 0 feltételek altal definilt poliédernek egy-egy oldalét
hatarozzak meg.

Marmost a széban forgd tulajdonsdg abbdl &ll, hogy oldalképzd d-
halmaz konvex burkat el6allithatjuk dgy, hogy a diszjunkcidkat egyenként,
tetsz6leges sorrendben alkalmazzuk, és minden Gjabb diszjunkcié alkalma-
zasa utan eldallitjuk az ebbdl keletkez6 d-halmaz konvex burkét. Ezt az elja-
rast ,egyenkénti” vagy ,sor szerinti” (sequential) konvexifikdldsnak nevez-
ziik, és kozelebbrol igy néz ki: Tegytik fel hogy a fenti D halmaz oldalképzé.
Definidljuk P%-at, P* := {x € R" : Az > b}, ésj =1,...,tre

PI = conv (P! n{z : Vipeo, (d"z > dg)}) .
Ekkor érvényes a

3. tétel. P! = conv(D).

Ha példdul D egy vegyes 0-1-es poliéder, ahol a diszjunkcidk az z; €
{0,1},j = 1,...,t alakot 8ltik, és P* := {z € R} : Az > b}, akkor

Pl i=conv (P 'n{z:2; €{0,1}}), j=1,....¢
és P! a tétel szerint a megengedett 0-1-es megolddsok konvex burka.

Igy tehét a vegyes 0-1-es programozési feladat p lépésben megoldhato,
ahol p a 0-1-es valtozok szdma. Itt egy 1épés abbol all, hogy a 0-1 feltételt egy
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valtozéra, mondjuk «;-re, alkalmazzuk, és az igy nyert P;q és P;; poliéderek
unidjanak eldéllitjuk a konvex burkat.

Mig a (tiszta vagy vegyes) 0-1-es programozasi feladat oldalképzd, a
(tiszta vagy vegyes) egészértékii programozasi feladat, amely ha korlatos,
szintén megfogalmazhaté diszjunktiv programozasi feladatként, nem oldal-
képzd, ezért ez utébbi esetben a megengedett megoldasok konvex burka
nem allithaté el sor szerinti eljardssal. A diszjunktiv programozés egyik
korai eredménye volt, hogy felfedte a tiszta és vegyes 0-1-es programozasi
feladatnak eme legfontosabb megkiilonboztetd vonasat az dltalanos egészér-
téki programozason belil.

Emelés és vetités, mint metszési modszer

Ezeket és az ezekhez kapcsol6dé mas eredményeket egy 1974. jaliusi kézirat-
ban (technical report) fejtettem ki [4]. Minthogy azonban szamitasi eredmé-
nyekkel nem tudtam &ket aldtdmasztani, szakmai korokban hiivos fogad-
tatdsban részestiltek. Egy-két fiatal kutaté kivételével, mint R. G. Jeroslow
és C. Blair, akik bekapcsolédtak ebbe a kutatasi irdnyba, és lényeges hozza-
jarulasokkal gazdagitottak a tertiletet [19, 28], a mértékad6 szakmai korok
szkeptikusak voltak. gy péld4ul a fent emlitett kéziratom annak idején nem
jelent meg nyomtatasban, minthogy nem voltam hajlandé egy referens szaja
ize szerint atirni. A kovetkez6 25 év alatt szamtalan kérést kaptam a MSRR
348-as szamu kézirat egy-egy példanyéra, de nyomtatasban nem keriilt koz-
lésre 1998-ig, amikor is mint felkérésre irott cikk jelent meg két disztingvalt
kolléga méltato el6szavaval.

Ugy latszik hogy a latin mondas, habent sua fata libelli (minden konyv-
nek megvan a maga sorsa), elméletekre is 4ll. Habar a diszjunktiv progra-
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mozas beinditdsa idején, a hetvenes évek kozepe tajan, hiivos fogadtatdsban
részestilt, mikor tigy 15 évvel kés6bb Ceria, Cornuéjols és jomagam lényegé-
ben ugyanezeket az eredményeket tj keretben mutattuk be, ,emelés és veti-
tés” (lift and project) elnevezéssel és szamitasi eredményekkel aldtdmasztva,
a visszhang egészen mads volt. A diszjunktiv programozas eszméihez val6
visszatéréstinket a Lovasz és Schrijvernek [30] a matrixkénuszokra vonat-
koz6 igen érdekes munkdja véltotta ki. Roviddel, miutdn ezzel megismer-
kedtiink, rajottiink hogy a Lovasz-Schrijver-eljardsnak egy leegyszertsitett
varidnsa izomorfikus azzal a fent vazolt diszjunktiv programozasi eljaras-
sal, amely egy vegyes 0-1-es feladat konvex burkat allitja el6 ¢ 1épésben [10].
Ezattal munkénkat az algoritmikus aspektusokra dsszpontositottuk, és haté-
kony szamitégépes programot is produkaltunk MIPO (Mixed Integer Prog-
ram Otimizer) néven. A MIPO segitségével kimutattuk, hogy a diszjunktiv
metszések bizonyos fajtdja, amelyet emelés és vetitési (E&V) metszésnek ke-
reszteltiink, kombinélva egy feler8sitési eljardssal és bedgyazva egy korlato-
zas és szétvalasztdsi sémdba, képes megoldani a legtobb ismert vegyes 0-1-

es programozasi feladatot, amellyel az akkor forgalomban 1év6 szdmitogépi
programok nem voltak képesek megbirkézni [11].

Konkréten, az emelés és vetités eljarassal ugy allitunk elé metszéseket,
hogy a feladat linedris programozasi relaxdciéjanak megoldésa utan az opti-
malis Z megoldas egy 0-1-re korlatozott, de nem egészértékii komponensére,
mondjuk a j-ikre, alkalmazzuk az z; < 0V z; > 1 diszjunkciét, annak az
(1) szerinti kibGvitett alakjdban. Az ebbdl eredd két poliéder unidjanak kon-
vex burkat a 3. szakaszban leirt M halmaz segitségével dbrazoljuk, és vetités
atjan e konvex burok egy megfeleléen megvalasztott egyenl6tlenségét allit-
juk elé mint a helyileg ,legmélyebb” E&V metszést. ,Legmélyebb”-nek az
Z pont altal maximadlisan megszegett egyenl6tlenséget, illetve metszést ne-
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vezziik. E célbdl az aldbbi tgynevezett metszés-el6allit6 linearis programot
(MELP-t) oldjuk meg:

min{Za — 8 : (o, 8) € Wy N S},

ahol Wy a 3. szakaszban bevezetett kénusz és S egy normalizal¢ feltétel, mint
példaul 8 € {1,—-1} vagy >, |a;| < 1. Ha az MELP optimdlis megolddsa
(o, B, u, uo, v, vp), akkor

4. tétel. a keresett legmélyebb E&V metszés ax > 3, és ennek egytitthatoi

max{ua, — ug,vap +vo} h=3j
ap =
max{uap, vap} he{l,....n}\ {4}

és B = min{ub, vb + vy }.

Az MELP szerepe a metszés el6allitdsdban a kovetkez6képpen értelmez-
het6. Mint emlitettiik, az eléallitandé metszést az (1) alakti diszjunkciébodl
szarmaztatjuk (ahol az o'z > B; Vv o’z > f, feltételt a —z; > 0 Vv
x; > 1 feltétel helyettesiti). Ez felfoghat6 tigy, hogy az (1) mindkét tagjat
a tag egyenl6tlenségeinek pozitiv linedris kombindciéjaval helyettesitjiik:

(A —ugej)x > ub) V ((vA+ voej)z > vb+ vg),

ahol a metszés ,ereje” vagy ,mélysége” a két tag egyenl6tlenségeinek su-
lyozésatol fiigg, vagyis az u, ug, v, vo multiplikatorok megvalasztdsan mulik.
Az MELP hivatésa ezt a stlyozast optimalizalni.

A fenti metszés kizardlag az x;-re alkalmazott diszjunkcié folyoménya.
Ha a tobbi valtozok valamelyike ugyancsak egészértékiiségi feltételnek van
alavetve, akkor ezt a fentebbi metszés feler6sitésére lehet felhasznalni [12].
Ha az ilyen véltoz6k indexhalmaza N;, akkor
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5. tétel. a feler6sitett E&V metszés yx > 5, ahol

min{uayp, + uo[mp],vap — vo|mp]}, heN;
Yh = 114
ap egyébként

és my, = (vap, — uayp)/(uo + vg).
(Itt [mp,] és |mp ]| az my, felkerekitett, illetve lekerekitett értéke).

Az emelés és vetitési modszer sikere felkeltette a gyakorlati korok érdek-
16dését a sokdig elhanyagolt metszési médszerek irdnt altaldban. Kidertilt,
hogy a kordbban gyakorlatilag haszontalannak itélt Gomory-féle metszések
is hasznosithat6k, ha megfelel6 médon bedgyazzak Sket egy korlatozasi és
szétvalasztasi sémaba. Minthogy ez utébbi metszések szdmitégépes progra-
mozésa roppant egyszerfi, a kilencvenes évek vége felé mar részeivé valtak
a vezetd kereskedelmi szoftvernek [18].

Az E&V metsz6sikok elééllitdésa a fent vazolt modon, habar kuta-
tasi szoftverben érdekes eredményekre vezetett (lasd pl. [20]-at), akkori-
ban még tul szamitasigényesnek nézett ki ahhoz, hogy kereskedelmi szoft-
verben alkalmazzdk. E téren 2002-ben tortént meg az &ttorés, amikor is
M. Perregaarddal sikertilt egy pontos megfeleltetést taldlnunk a magasabb
dimenzidju térben feldllitott MELP és az eredeti linearis program (LP) ba-
zisai kozott [15]. Ez lehet6vé tette, hogy az MELP-et implicite oldjuk meg,
az eredeti LP szimplex tabldjan. Ugyanis a megfeleltetés alapjan az MELP
minden eleme, beleértve a redukélt koltségkoefficienseket, amelyeknek az
elGjelei iranyitjdk az optimalizélasi eljaras baziscseréit, kiszamithatok az ere-
deti LP szimplex tabl4janak az adataibdl. Igy tehat az MELP megoldasi fo-
lyamatanak iteraci6it mimelni lehet az eredeti LP szimplex tabldjan. Az erre
a megfeleltetésre alapozott 4j eljards sokszoros megtakaritast eredményezett
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az optimadlis E&V metszések elbéllitasdban, és igy lehet6ve tette az XPRESS
kereskedelmi szoftver egészértékii programozasi modulusédba valé bedgya-
zaséat, és ez lényegesen megnovelte a modulus hatékonységat [32].

Parosithat6 részgrafok poliédere

A kombinatorikus optimalizalasi feladatok altalaban nehezek; de ha a fel-
adat linedris relaxaltjanak van valamilyen el6nyts tulajdonsaga, mint pél-
déul a teljes unimodularitds, akkor a feladat konnytivé valik. Néha egy
feladat relaxaltja bizonyos abrdzoldsban, mondjuk mint P := {z € R" :
Cz < d}, nem mutat semmilyen kedvez6 tulajdonségot, de ha tjabb vélto-
z6k bevezetésével magasabb dimenzidju térben dbrazoljuk (emelés!), mond-
juk mint Q@ = {(z,y) € R* x R? : Az + By < b}, akkor e ,b&vi-
tett megfogalmazds”-ban (extended formulation) felbukkanhat a relaxaltnak
valamilyen elényos tulajdonsdga. Ha e tulajdonsag alapjan sikertil kimutat-
nunk, hogy a relaxdlt bazismegolddsai, vagyis a () csicspontjai, egészérté-
kiiek, akkor Q-nek az eredeti altérre vald vetitése meg6rzi ezt a tulajdonsa-
got. Tehat ha sikeriil bebizonyitani, hogy P = Proj(Q), akkor bebizonyitot-
tuk, hogy P egészértékii poliéder.

Tegytik fel példaul, hogy adva van a G = (V, E) péros graf, és jelle-
mezni akarjuk a V' csticshalmaz olyan W részhalmazait, amelyek teljesen pa-
rosithat6 G[W] részgréfot feszitenek. Bér els6 halldsra ez a feladat kissé mes-
terkéltnek tiinik, valéjaban egy gyakorlati iitemezési feladat kapcsan mertilt
fel. Egy holland varosi autdbusztarsasdg szamara kellett a sof6érok napi me-
netrendjét 9sszedllitani Ggy, hogy adott ttvonalakat optimadlisan fedezzenek.
Ez egy jol ismert halmazfedési feladat, amelynek standard megfogalmazasa

min {cx : Ax > e, x € {0,1}"}.
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Itt e az 1-esek vektora, c egy koltségvektor, és A az a 0-1-es matrix, amelynek
sorai egy-egy Utvonalszakasz lefedési lehet6ségeit, oszlopai pedig egy-egy
sof6r lehetséges napi menetrendjeit abrazoljak; a feladat tehat az dsszes le-
hetséges menetrendekbdl egy optimalis kombindciét kivalasztani. A baj ez
esetben az volt, hogy az 6sszes lehetséges menetrendeknek, vagyis az A osz-
lopainak a szama ttl nagy volt. Kozelebbi vizsgdlatra azonban kidertilt, hogy
az A minden oszlopa egy reggeli és egy délutdni menetrend kombinaciéja-
bol allt, és az oszlopok nagy szdma abbdl eredt, hogy minden megengedett,
vagyis id6ben és térben kompatibilis kombinaciét explicite eldéllitottak. Ha
tehat a reggeli, illetve délutani lehetséges menetrendek szama n;, illetve no,
és a megengedett kombindcidk ardnya (az 0sszes lehetséges kombinéciékhoz
viszonyitva) r, akkor az A oszlopainak szama r x n; X ny. Ha ezzel szemben a
reggeli és a délutdni menetrendeket olyan kiilon-kiilon feladatként kezeljiik,
amelyeknek a megoldésai bizonyos kompatibilitasi feltételnek kell, hogy ele-
get tegyenek, akkor az aldbbi feladatot kapjuk. Legyen G = (V, E)) az a paros
gréaf, amelynek csticsai a reggeli (V1), illetve délutdni (V3) lehetséges ment-
rendeket képviselik, legyen (z',2?) a (V1, V2)-hoz rendelt karakterisztikus
vektor, és legyen E a kompatibilis menetrendparok listaja, vagyis (i,j) € £
akkor és csak akkor, ha a reggeli i mentrend kompatibilis a délutani j menet-
renddel. Keressiik a c' 2! 4 %22 fiiggvény minimumat, a kovetkezd feltételek
mellett:

(@) Alz! >el, A%22 > e?
(b) ' € {0,1}™, 2% € {0,1}"2; és
(c) G[W (x',2%)] a G teljesen parosithato részgrafja.

Itt az (a) feltétel az Az > e reggeli és délutdni megfeleldit fejezi ki, mig a
(c) feltételben el6forduld W (x!, x?) az (x!,2?) éltal definialt csticshalmaz,
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és G[W] a G-nek a W altal feszitett részgrafja. Az igy megfogalmazott fel-
adatnak csak n; + ng valtozéja van (r x ny x ng helyett), viszont a (c) felté-
telt olyan egyenl6tlenség-rendszerrel kell dbrazolni, amely a G graf teljesen
pérosithat6 részgréfjait feszitd csticshalmazok karakterisztikus vektorainak
konvex burkat definidlja. Nevezziik ezt a G graf teljesen parosithat6 rész-
grafjai poliéderének, és jeloljik P-vel. Haa W C V cstcshalmazt képvisel6
bindris vektort 2" -vel jel6ljiik, akkor a keresett jellemzés tirgya

P = conv{z"V : W C V, G[W] teljesen parosithat6}.

Mérmost a Kénig-Hall-tétel [26] szerint G paros graf G[W] részgrafja akkor
és csak akkor teljesen pérosithat6, ha

1) (WnVi|=[WnV,,és

(ii) minden S C W N V; részhalmazra all, hogy |S| < |N(S5)],
ahol N(S) :={j e WnNV,:3i €S, (i,j) € E}. Ha ezt attltetjiik a 0-1-es
valtozokban kifejezett linedris egyenl6tlenségek nyelvére, azt kapjuk hogy

P:=conv{z € {0,1}" : z(V1) —x(Va) = 0
z(S) —xz(N(S)) < 0,5CW}.

Ezzel kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy nem foloslegesek-e a
0-1-es feltételek, illetve nem egészértékii poliéder-e a P linedris programo-
zési relaxdltja. Megjegyzendd, hogy a fenti egyenl6tlenség-rendszer koeffi-
ciensmaétrixa szemmel ladthatéan nem teljesen unimodularis. Hogy a kérdést

megvalaszoljuk, abrdzoljuk a feladatot a cstics- és élvaltozok terében (eme-
1és!), vagyis vezessiink be minden (¢, j) élre egy w;; élvaltozét, és jeloljiik

u(i, N(i)) = > (i = 3 € N@)), u(N@G),4) = 25wy = i € N(j)).
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Akkor a feladatunkat a kovetkez6 egyenl6tlenség-rendszer adja meg:

w(i,N@) — = =0 ieh
u(N ). 5) —a =0 jeh @

E rendszer teljesen unimoduldris, tehat a neki megfelel$ poliéder egészérté-
k@i. Marmost konnyfi belatni, hogy egy W C V csticshalmaz akkor és csak
akkor fesziti a G teljesen parosithaté részgréfjat, haaz z; = 1,7 € W, a; =
0,7 € V \ W altal (2) révén definidlt egyenl&tlenség-rendszer megoldhato.
Tehat a (2) rendszer feladatunknak érvényes , megemelt” dbrazoldsa. S6t ez
az dbrazolas megadja a kulcsot kérdésiink megvalaszolasara [16]:

6. tétel
P={zeR":0<z<1

z(Vi) —z(V2) = 0
z(S) —z(N(S)) < 0, SCWVi}
A tétel bizonyitdsa abbdl all, hogy kimutatjuk, miszerint P a (2) altal definilt
poliéder vetiilete az z-et tartalmazo altérre. A (2) vetitési konusza
W:={veR": —v;+v; >0,i€V, jeVs, (i,j) € E
v; >0,1€V},
és ennek extremalis irdnyai azok a v vektorok, amelyekre létezik olyan o > 0,

hogy vagy

a hai=j*el,
@uv, =
0 haieViuW\{j},
vagy pedig
a haie SUN(S)
(b)v; =
0 egyébként,
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ahol G[S U N(S)] osszefliggd graf. Minthogy a vetités szabalyai értelmében
a (2) altal definialt halmaz vettilete

P={zeR":vx<0, 2(V1)—x(V2)=0,0<z <1, veextriV},

nem nehéz kimutatni, hogy az (a) eset v vektorai az = > 0 feltételeket ered-
ményezik (f6loslegesen), mig a (b) eset v vektorai az z(S) — (N (S)) < 0
egyenl6tlenségeket produkaljak minden olyan S-re, S C Vi, amelyre az
S U N(S) cstucshalmaz 6sszeftiggd részgrafot feszit. A bizonyitds mellék-
eredményeként tehat azt kapjuk, hogy a Kénig-Hall-tételben elég, ha a (ii)
feltétel minden Osszefliggd részgréfot feszitd csicshalmazra all. A fenti fel-
adat paros grafra vonatkozott. Ha most ugyanazt a feladatot altaldnos grafra
vonatkozdlag vetjiik fel, ezzel mar joval keményebb faba vagjuk a fejszénket.
Az eljaras nagy vonalaiban ugyanaz, vagyis a feladatot élvaltozok bevezeté-
sével magasabb dimenzidju térbe emeljiik. Ezzel az dbrdzoldssal a (2) helyett
a kovetkez6 egyenl6tlenség-rendszert kapjuk:

u(6(z)) —x; = 0, ieV
u((9)) < (ISl-1/2 SeQ )
u; >0, (i,j) e E,0<z; <1, jeV
ahol G = (V, E) a széban forg6 grif, Q := {S C V : |S| > 3 és pdratlan},
(@) :={(i,j) e E:jeV\{i}},v(S):={(,j) e E:i,j € S}.

A (2)-tol eltérSen, a (3)-as rendszer exponencidlis szamu egyenl6tlenség-
b6l 4ll, és a rendszer koefficiensmaétrixa nem teljesen unimoduldris. Ennek el-
lenére, Edmonds j6l ismert tételébdl [22] kovetkezik, hogy a (3)-as rendszer
minden bézismegolddsa, vagyis a megfelelé poliéder minden csticspontja,
egészértékdi. Igy tehat, akdrcsak a paros graf esetében, a G teljesen parosit-
haté részgrafjait feszit6 csticshalmazok poliéderét, vagyis ezen csticshalma-
zok karakterisztikus vektorainak konvex burkat — jeloljiik ezt ismét P-vel
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- megkaphatjuk a (3)-as rendszer megolddshalmazanak az z-et tartalmazoé
altérre val6 levetitése révén. Maga a vetités szintén bonyolultabb, mint pa-
ros graf esetében, ugyanis a vetitési kénusz

W= {(y, 2) e RVI x RICI: —yi—i-yj—i—z:(zs (,j€S, SeQ) >0,
(i,7) € E}

exponencidlis dimenziéjt, és nem minden esetben hegyes. Ennek ellenére
kimutathat6, hogy a vetiilet minden nemtrividlis (vagyis az z; > 0 és
x; < 1 tipusitdl kiilénboz6) lapja ar < ag forméja, ahol a = —y, és ag =
S(z-(]S|=1)/2: 8 € Q), (y,z) pedig a W kénusz egy extremalis irdnya.
Az e tétel segitségével eszkozolt vetités a kovetkezo vetiiletet eredményezi,
ahol k£(S) a G[S] komponenseinek szdma [17]:

7. tétel.
P={zeR":0<z<1
z(S) —xz(N(S)) < |S| — k(S) minden olyan S-re,
hogy |S| = 1 vagy G[S] pdratlan csticsszamu graf.

Irdnyitott graf korpoliédere

Az emelés és vetités egy madsik sikeres alkalmazdsa irdnyitott graf kor-
poliéderének, vagyis az irdnyitott korok karakterisztikus vektorai konvex
burkanak a részleges jellemzése. Ezt a feladatot ismét gyakorlati probléma
sugalmazta, mégpedig acélhengermiivek mindennapi tevékenységének az
titemezése. Egy hengermi izz6 acéltomboket hengerel lemezzé. A napi prog-
ram Osszedllitdsa abbol all, hogy kivalasztjak a hengerlésre keriil6 tomboket,
és felallitjdk a hengerlési sorrendet. A tombok sorrendje er6sen befolyasolja
mind a termelési processzus efficiencidjat, mind a végtermék, vagyis a leme-
zek min&ségét. Ha a program ¢sszedllitasat ketté lehetne osztani tombkiva-
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lasztéasi és a kivalasztott tombok sorbarendezési feladatéra, az els6t hatizsak-
feladatként, a masodikat pedig utazotigynok-feladatként lehetne kezelni. Ez
azonban nem jarhaté tt, ugyanis ha a tombkivélasztds nem veszi tekintetbe
a sorbarendezés kovetelményeit, akkor a kivalasztott tombok halmazdnak
sorbarendezési feladata konnyen megoldhatatlannda valhat. A kombinalt fel-
adat paradigmadja viszont az olyan utazé tigynok esete, aki nem koteles min-
den helységbe elldtogatni, de ahova ellatogat, ott dfjat kap; ennek folytan
olyan minimadlis 0sszkoltségti turat kivan Osszedllitani, amelyben a befoly6
dijosszeg elér egy kitizott minimumot. Ezt a feladatot a dijbeszed utazé
tigynok (prize collecting traveling salesman) problémajanak [7] kereszteltiik,
heurisztikus megoldési médszereket dolgoztunk ki rd, majd szoftvert alli-
tottunk 0ssze, amely gyakorlati alkalmazést nyert: az LTV Cleveland Works
acélhengermfiiveknél 1989-t6l kezd6den tobb mint tiz évig ezzel a szoftver-
rel allitottak dssze a napi termelési menetrendet [13].

Az e feladat altal sugalmazott elméleti probléma abbdl all, hogy adott
irdnyitott graf korpoliéderét jellemezziik. Minthogy ez jelenlegi eszkoze-
inkkel elérhetetlen, megkozelitd jellemzésre toreksziink, vagyis a vizsgélt
poliéder lapjainak legfontosabb csalddjait igyeksziink felfedezni. Kiindu-
l6pontul az az észrevétel szolgdlhat, hogy ha feladatunkat az adott graf
Hamilton-koreire korlatozzuk, a jol ismert utazé tigynok problémajat kap-
juk, amely az utols6 6tven évben intenziv és folottébb sikeres vizsgdla-
tok targyat képezte. Ennek eredményeképp, ha az utazé tigynck poliéde-
rének, vagyis a megolddsok konvex burkanak a teljes jellemzésével nem is
rendelkeziink, szdmos lapcsalddot ismeriink, amelyek Osszessége elég jol
megkozeliti a széban forgéd poliédert ahhoz, hogy sok szdz valtozoés felada-
tokat sikeresen tudjunk megoldani (lasd pl. [23]-at). Persze, ha a feladatot ki-
terjesztjiitk a Hamilton-korokrol tetsz6leges korokre, egészen maés poliédert
kapunk, amelyre az utazé tigynok poliéderének lapmeghatdrozé egyenlét-
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lenségei egyszertien nem érvényesek. Felmertil azonban a kérdés, lehet-e azt
a rengeteg ismeretet, amellyel az utazé tigynok poliéderérdl rendelkeziink,
valamilyen médon hasznositani az irdnyitott graf korpoliéderének a vizsga-
latdban. A vélasz az, hogy igenis lehet, mégpedig emelés és vetités ttjan.

Jeloljik P-vel a G = (N, A) irdnyitott grafra definidlt utazétigynok-
poliédert, vagyis a Dantzig, Fulkerson és Johnson [21] megfogalmazasaban,

P:=conv{z € {0,1}4 : (i, N(i)) = 1, ieN
z(N(j),j) = 1, JEN
z(S,8) < |S]—1, VS C N,
2 < [§[<sn-1

ahol z(i, N (i) := Y_(z; : j € N),z(N(j),J

~—

:Z(LE”’LGN),éSn:‘]\”

Itt a két els6 feltételcsoport megolddshalmaza egymast nem érintd ko-
rok G-t feszitd unidja, mig az utols6 egyenl6tlenség-rendszer a résztirékat,
vagyis n-nél rovidebb koroket zarja ki. Jeloljiik tovabba Px-val a G-re de-
finidlt korpoliédert, vagyis a G irdnyitott korei karakterisztikus vektorainak
konvex burkat [14]:

Pg :=conv{z € {0,1}* :2(i,N(i)) < 1, i€N

x(N(i),i) —z(i,N¢{)) = 0, i€N
n—1 n
> > @y 2 1
i=1 j=i+1

x(k,N)+z({,N) —x(S,N\ S)
VSCN,2<|S|<n—-2,keS e N\S}

IN
—

Itt az els6 harom feltételcsoport megolddshalmaza egymadst nem érint6 ko-
rok nem iires uniéja, mig az utolsé egyenl&tlenségcsoport kizarja az egynél
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tobb kor unidjat (ha ugyanis a megoldas Ky és Ky csticshalmazt koroket
tartalmaz, akkor megszegi az S = K, k € K, { € K, éltal definialt egyen-
16tlenséget, minthogy xz(k, N) =1, z(¢{, N) = 1 és z(S,N \ S) = 0).

A kérdés, amelyre vélaszt kerestink, a kovetkez6. Tegyiik fel, hogy az
ar < o egyenltlenség P-nek egy lapjat definidlja. Lehetséges-e ebbdl vala-
milyen médon egy vagy tobb Px-ra érvényes lapdefinidl6 egyenl6tlenséget
kapni? A vélasz pozitiv, és a modszer ismét csak az emelés és vetités egy val-
tozataként adédik. Ezuttal az emelés vagy bovitett megfogalmazas abbdl 4ll,
hogy G minden csticsdhoz hozzdadunk egy hurkot, vagyis az z;; élvéaltozok
halmazat y; hurokvéltozokkal egészitjiik ki. A G-b6l tehat Gy := (N, AU H)
lesz, ahol H a hurkok halmaza, és a magasabb dimenziés térben a P-b6l Py
lesz, a kor és hurkok poliédere:

Py = conv{(z,y) € {0, 1}AYH .

z(i,N(@) +y; = 1, ieN
(N(G),4) +y; = 1, jJEN
(N, N) > 2
(S, N\ S) tye tye = 1,

VSCN,2<|5|<n—-2,keS £eN\S}

Itt az egyenletek biztositjak azt, hogy a megoldas a G iy minden csticsdra
vagy a megfelel6 hurkot, vagy egy bemend és egy kimend élt tartalmaz;
tehat a megoldds egymdst nem érintd korok és hurkok unidja. Az elsd
egyenl6tlenség biztositja, hogy a megoldas nem csupan hurkokbdl 4ll, mig a
tobbi egyenl6tlenség szerepe a megoldadsban el6fordulé korok szamat egyre

korlatozni.
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Els6 lépésiink tehét az lesz, hogy a P-re érvényes lapdefinidlé ax < oy
egyenl6tlenségb6l a Py-ra érvényes lapdefinidlé ox + By < o egyen-
16tlenséget allitsunk el6. Ez egy, a poliéderes kombinatorikdban jol ismert
feladattipusnak, az dgynevezett lapemelésnek (facet lifting) specidlis esete.
Ha e specidlis esettdl eltekintiink, és P-t mint egy altaldnos Py poliéder-
nek az z-et tartalmazé altérre valé korlatozasaként fogjuk fel (vagyis P-
t az y; = 0 egyenletek révén kapjuk Py-bol), akkor j6l ismert médszer
[31, 33, 34] &ll rendelkezéstinkre a f3; koefficiensek el6allitasara. A baj csak
az, hogy ez a médszer éltaldban minden koefficiens kiszdmitdséra egy 0-1-es
programozasi feladat megoldasat igényli. A benniinket érdeklé specidlis
esetben viszont az alabbi eredmény folytdn ez a feladat aranylag konnyen
megoldhato [8]:

8. tétel. Legyen ax < o P-re érvényes, lapdefinidl6 egyenl6tlenség. Minden
k € N indexre legyen Fj, azon {i,j} C N parok halmaza, amelyekre létezik
olyan z € P, hogy ax = ag és x;, = x1; = 1.

(i) Ha ax + By < ag érvényes Py-ra, akkor
B Smin{aik—l—akj—aij {i,j} € Fr}, keH.

(ii) Ha ax + By < ap érvényes Pp-ra és
ﬂk:min{aik—kak]——aij :{i,j}GFk}, ke H,
akkor ax + By < o Py egy lapjat definidlja.

E tétel felhasznalasaval sikeriilt a P minden ismert lapdefinialé egyen-
16tlenségére zart képlet alapjan elSéllitani a Py megfelel6 lapdefinidld
egyenlStlenségét. Ez utébbiak tehdt ma mar mind ismertek.

Masodik lépésiink abbdl all, hogy egy a Py poliéderre érvényes lap-
definial6 egyenl6tlenségb6l megfelel6 egyenl6tlenséget nyerjiink a Pk poli-
éderre. Ezt viszont vetités ttjan érhetjiik el [14].
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9. tétel. Legyen ax + By < oy Pp-ra érvényes, lapdefinidl6 egyenl6tlenség.

Akkor

Yo D (ay—Biwiy<ao— Y b

i€EN jeN\{i} ieN

Py-ra érvényes, lapdefinidlé egyenl&tlenség.

[gy tehdt emelés és vetités Gtjon mindazon ismereteket, amelyeket az ir4-

nyitott grafra definialt utazétigynok-poliéderre vonatkozoélag az utolsé har-

minc évben szereztiink, sikertilt az iranyitott graf korpoliéderére attiltetni.

Irodalomjegyzék

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(71

(8]

[9]
[10]

E. Balas: An Additive Algorithm for Solving Linear Programs with 0-1 Variables.
Operations Research, 13, 1965, 517-596.

E. Balas: Intersection Cuts — A New Type of Cutting Planes for Integer Program-
ming. Operations Research, 19,1971, 19-39.

E. Balas: Integer Programming and Convex Analysis: Intersection Cuts from Ou-
ter Polars. Mathematical Programming, 2, 1972, 350-382.

E. Balas: Disjunctive Programming: Properties of the Convex Hull of Feasible
Points. MSRR #348, Carnegie Mellon University, July 1979. Megjelent mint fel-
kérésre irott cikk, G. Cornuéjols és W.R. Pulleyblank el6szavéval, Discrete Applied
Mathematics, 89, 1998, 1-44.

E. Balas: Disjunctive Programming. Annals of Discrete Mathematics, 5, 1979, 3-51.

E. Balas: Disjunctive Programming and a Hierarchy of Relaxations for Discrete
Optimization Problems. SIAM ]. on Algebraic and Discrete Methods, 6, 1985, 466—
486.

E. Balas: The Prize Collecting Traveling Salesman Problem. Networks, 19, 1989,
621-636.

E. Balas: The Prize Collecting Traveling Salesman Problem: II. Polyhedral Results.
Networks, 25,1995, 199-216.

E. Balas: A szabadsdg vonzdsdban. Vince Kiadé, Budapest, 2002.

E. Balas, S. Ceria, G. Cornuéjols: A Lift-and-Project Cutting Plane Algorithm for
Mixed 0-1 Programs. Mathematical Programming, 58, 1993, 295-324.

BALAS EGON: EGESZERTEKU PROGRAMOZAS: POLIEDERES MODSZEREK 33



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

34

E. Balas, S. Ceria, G. Cornuéjols: Mixed 0-1 Programming by Lift-and-Project in a
Branch-and-Cut Framework. Management Science, 42, 1996, 1229-1246.

E. Balas, R.]. Jeroslow: Strengthening Cuts for Mixed Integer Programs. European
J. of Operational Research, 4, 1980, 224-234.

E. Balas, C. H. Martin: Combinatorial Optimization in Steel Rolling. Proceedings of
the DIMACS/RUTCOR Workshop on Combinatorial Optimization in Science and Tech-
nology (COST), Rutgers University, April 1991.

E. Balas and M. Oosten: On the Cycle Polytope of a Directed Graph. Networks, 36,
2000, 34-46.

E. Balas and M. Perregaard: A Precise Correspondence Between Lift-and-Project
Cuts, Simple Disjunctive Cuts, and Mixed Integer Gomory Cuts for 0-1 Program-
ming. Mathematical Programming B, 94, 2003, 221-245.

E. Balas and W.R. Pulleyblank: The Perfectly Matchable Subgraph Polytope of a
Bipartite Graph. Networks, 13, 1983, 495-518.

E. Balas, W.R. Pulleyblank: The Perfectly Matchable Subgraph Polytope of an Ar-
bitrary Graph. Combinatorica, 7, 1989, 321-337.

R.E. Bixby, M. Fenelon, Z. Gu, E. Rothberg and R. Wunderling: Mixed-Integer
Programming: A Progress Report. In: M. Grotschel (ed.): The Sharpest Cut.
SIAM/MPS, 2004, 309-326.

C.E. Blair: Two Rules for Deducing Valid Inequalities for 0-1 Programs. SIAM ].
of Applied Math., 31, 1976, 614-617.

S. Ceria and G. Pataki: Solving Integer and Disjunctive Programs by Lift-and-
Project. In R. E. Bixby et al. (eds.): IPCO VI, Lecture Notes in Computer Science #1412,
Springer, 1998, 271-283.

G. B. Dantzig, D.R. Fulkerson and S. M. Johnson: Solution of a Large-Scale Trave-
ling Salesman Problem. Operations Research, 2, 1954, 393-410.

J. Edmonds: Maximum Matching and a Polyhedron with 0-1 Vertices. J. Res. Nat.
Bur. Standards Sect. B, 69B, 1965, 125-130.

M. Fischetti, A. Lodi and P. Toth: Exact Methods for the Asymmetric Traveling
Salesman Problem. In: G. Gutin, A. Punnen (eds.): The Traveling Salesman Problem
and Its Variations, Kluwer, 2002, 169-206.

R.E. Gomory: Outline of an Algorithm for Integer Solutions to Linear Programs.
Bulletin of the AMS, 64, 1958, 275-278.

SZEKFOGLALOK A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIAN



[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

R.E. Gomory: An Algorithm for the Mixed Integer Problem. Technical Report
RM-2597, the RAND Corporation, 1960.

P. Hall: On Representatives of Subsets. Journal of the London Mathematical Society,
10, 1935, 26-30.

P.L. Hammer, E. Johnson and B. Korte (eds): Discrete Optimization I-II. Annals of
Discrete Mathematics, 4-5, 1979.

R.E. Jeroslow: Representability in Mixed Integer Programming I: Characteriza-
tion Results. Discrete Applied Mathematics, 17, 1987, 223-243.

A.H. Land and A. G. Doig: An Automatic Method for Solving Discrete Program-
ming Problems. Econometrica, 28, 1960, 497-500.

L. Lovész and A. Schrijver: Cones of Matrices and Set Functions and 0-1 Optimi-
zation. SIAM Journal of Optimization, 1, 1991, 166-190.

M. W. Padberg: On the Facial Structure of Set Packing Polyhedra. Mathematical
Programming, 5, 1973, 199-215.

M. Perregaard: A Practical Implementation of Lift-and-Project Cuts. Paper presen-
ted at the 18th International Symposium on Mathematical Programming, Copen-
hagen, August 2003.

L. Wolsey: Facets of Strong Valid Inequalities for Integer Programs. Operations
Research, 24, 1976, 367-372.

E. Zemel: Lifting the Facets of 0-1 Polytopes. Mathematical Programming, 15, 1978,
268-277.

BALAS EGON: EGESZERTEKU PROGRAMOZAS: POLIEDERES MODSZEREK 35









//w /4/ /5‘/

89635

)w%

Ly rtf -
H\HlHllH e
87

0



	01balás_szürke_dupla
	01szekfogo_belso
	Balas_Egon_szekfoglalo2004_cim
	Balas_E_Szekfoglalo_2014_12_04_a5_nyk-g
	38_40
	02szekfogo_belso
	04balás_szürke_dupla


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




