Gyenes Gabor
POLYA GYORGY

DOLI https://doi.org/10.32558 /abszolut.2021.35

Polya Gyorgy (1887—-1985)

A torténet hése egy olyan volt berzsenyis didk, aki vilaghird matematikus
lett, bar a kézépiskola utan nem annak készilt.

Foglalkozott a matematika kiilonb6z6 teriileteivel: kombinatorikaval,
valészinliségszamitassal, valés és komplex fluggvényekkel, analizissel,
geometriaval, szamelmélettel, az algebrai egyenletek elméletével, matematikai
fizikaval. O alkotta meg a modern matematikai heurisztikat. Heurisztikus
moédszerét  ma  mar  nemcsak a  matematikdban  és  a
természettudomanyokban, hanem minden kutatasi eljarasnal alkalmazzak.

A heurisztika a gorog heureszisz (ratalalas) sz6bol szarmazik. (Allitdlag
Arkhimédész is heurékat kidltott, mikor mezteleniil rohant végig a varoson.)
Az 1Gj igazsagok modszeres folfedezésének mivészete, az a folyamat,
amelynek soran nem szigortan szabatos logikai kévetkeztetéssel jutunk el a
probléma indulasatdl a kovetkeztetésig, am az eredmény helyes lesz.
Masképpen: az egyértelmd eljarasok helyett probalkozasokkal, korabban
megszerzett tapasztalatok felhasznalasaival mikods — feladatmegoldasi
médszer.!

Polya személyében a matematikai tehetség és a tanftds képessége
6tvoz6dott egybe. Igazi tandregyéniség volt, nem a rettegettek, hanem a
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szeretettek kozil. Turelme, meleg hangvétele, banasmédja, pedagdgiai
érzéke, finom iréniaja, tantargyanak szeretete és mindenoldald ismerete, s6t
sajat bevalldsa szerint még szinészi hajlama is minden rendd és koru
hallgatéja szamara emlékezetessé tették elGaddsait. Szamos tovabbképzé
el6adast és bemutaté oOrat tartott kozépiskolai tanaroknak, féleg
Amerikaban, de magyarorszagi latogatasai alatt sziil6hazajaban is.

Munkassaga soran Poélya 250 tudomadnyos cikket és tiz konyvet irt
egyedil, illetve tarsszerz6ként. Osszegytijtott miveit 4 kotetben adtak ki
Cambridge-ben 1974 és 1984 koézott.

Matematikai eredményeire rendszeresen hivatkoznak. Tanitissal
foglalkoz6 koényveit sok helyen ,biblianak” tekintik. A XX. szazad
matematikajarél nem lehet nevének emlitése nélkil beszélni.

Pélya élete folyaman tobbszor is nyelvet cserélt. Eredetiben olvasta és
szerette a magyar, német, latin, gérdg, francia, olasz és angol irodalmat.
Négy nyelven adott el folyékonyan, koztiik természetesen anyanyelvén is.

Kezdjiik az elején.

Zsid6 csaladba sziletett. Edesapja jogot végzett, egy nagy nemzetkozi
biztositotarsasag munkatarsaként nemzetgazdasagi kérdésekkel
foglalkozhatott. Ami igazan érdekelte, az a kézgazdasagtan és a statisztika.
Minden vagya egy egyetemi kinevezés megszerzése volt. A kiegyezés utini
Magyarorszagon ugy érezte, hogy ehhez neve tdl zsidés. Ezért a Pollakot
Polyara magyarositotta, és a csalad a zsid6 vallasrdl a romai katolikusra tért
at még Gyorgy sziletése el6tt. Gyorgy apjanak fontos tanulmanyai jelentek
meg.1891-ben a budapesti egyetem magantanara lett, s6t a Magyar
Tudomanyos Akadémia levelez6 tagjai k6zé valasztotta.

Polya Gyorgy 1887-ben sziiletett. Fdesapja 1897-ben meghalt,
édesanyja hat gyerekével egyediil maradt. Az apa tudomanyos karrierje
ellenére addig sem éltek tal fényesen, de ezutin anyagi helyzetiik igen nehéz
lett. Ennek tudhaté be, hogy legidésebb batyja, aki matematikus szeretett
volna lenni, a jobban fizeté orvosi palyat valasztotta. Vilaghird sebész lett,
késébb 6 fedezte Gydrgy tanulmanyait. (A zsidotdrvények utdn csaladjat
kilfoldre menekitette, 6 itthon maradt, de a nyilasok megtalaltak, és a
Dunaba 16tték.) Hogy a csaldd anyagi helyzetén segitsen, két idésebb névére
nem tanult tovabb, apjuk haldla utidn a biztositétarsasagnal helyezkedtek el.
(Erdekes, hogy egyikiik mindkét fia szintén matematikus lett késébb.) Polya
Gyorgy a legfiatalabb gyermek volt a csaladban. Allitélag a csalad
legtehetségesebb tagja masik batyja volt, aki fiatalon elesett az elsé
vilaghadboruban.
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Pélya Gyorgy az elemi iskolat szorgalmas és j6 magaviselett diakként
végezte. Bzutan iratkozott be a Berzsenyi Gimnazium egyik el6djébe, az
1858-ban els6 dllami gimnaziumként alapitott Pesti Csaszari és Kiralyi
Katolikus Fégimnaziumba.

Ebben az iskolaban ekkor a magyar mellett latinul, 6gbrégtl, németil
tanult, de kedvenc tantargya az irodalom és a biol6gia volt. Azt olvastam,
hogy ezekbdl a targyakbol kiemelkedé mindsitést (mai szohasznalattal
dicséretes jelest) kapott, de ugyanigy foldrajzbol és mas targyakbdl is. A
matematikdban nem jeleskedett, s6t geometriabdl csak elégségest érdemelt.
Ennek okardl késébb azt irta, hogy a matektanitds a suliban rossz volt,
nevezetesen harom tanara koziil ketté megvetésre mélt6, vacak tanar volt
(,despicable teachers”). Arnyaltabban és részletesebben megirja mindezt A
problémanmegoldds iskoldja cimG konyve magyar kiadasanak el6szavaban:

,Joval tébb mint fél évszizad el6tt jartam én a Marké utcai
Fégimnaziumba. Nyolc évig volt matematikank, de ez az ugynevezett
matematika (eltekintve néhany 6ratdl, melyekért én még ma is halas vagyok
Wagner Alajos f8igazgat6 drnak?) igen kevés 6rémet okozott nekem. Hiszen
nehéz nem volt, elég j6 osztalyzatot kaptam belble altalaban ugyszélvan
tanulas nélkdl, de unalmas volt, sziirke, érdektelen. Pedig — és ezt nem
szemrehanyasként mondom, csak melankolikusan — érdekes, szines,
mulatsagos lehetett volna a matematika a gimnaziumban, és felkelthette
volna fiatal ambicidinkat.

Igenis a matematikadra lehet érdekes és hasznos, és még tobb is: amint
azt Descartes oly szépen mondta, ,,hozzaszoktatja szemiinket, hogy lassa az
igazsagot tisztan és vildgosan”.

Kitlintetéssel érettségizett, magyar kivételével mindenbdl jelesre. (Nem
tudom, mi tortént vele a magyar irasbelin, de az a jegye elégséges volt, a jeles
szobelivel javitotta a végsé jegyet négyesre.) A nem érettségi tantargyakbol is
jeles van befrva, kivéve a rajz elégségest. Az érettségi targyak egyébként:
magyar, latin, gérég, német, torténelem, mennyiségtan (ez ma matematika),
természettan (fizika).

Débbenten vettem észre, hogy ennek a 1905-6s A osztalynak az
érettségi lapjain 65 tanul6 szerepel. Sok. Raadasul lanyok is voltak kézotttk,
még egy igazi gréfnd is. Jobban megnézve lattam, hogy az osztaly maga 43
f6s volt, és a lanyok persze nem veliik jartak, hanem egyéb helyekre, és
legtobbjiket killon készitették fel az érettségire szervezett formaban.

Hogy is volt ez?

2 Dr. Wagner Alajos neves matematika-fizika tanar, tankényvird, az iskola igazgatja volt 1897 és 1910 kozott.
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Trefort Agoston idejében épiilt ki a nyolcosztilyos gimnazium és a
nyolcosztalyos realiskola rendszere, ekkor valt egységessé a tanitasi orak
szama. Az 1879. évi gimnaziumi tanterv és az 1883. évi XXX. szamu
kozépiskolai térvény altal elismert kétféle iskola elméletileg egyenrangt, de
volt koztik egy donté kilonbség: mig a gimnaziumi érettségivel barmilyen
felsGoktatasi intézményben lehet6vé valtak a tanulmanyok, addig a
realiskolai érettségivel csak a Miegyetemen, a természettudomanyi karokon
és a gazdasagi akadémiakon lehetett tovabbtanulni. Realiskoldban nem volt
latin és 6go1rog, de két modern idegen nyelvbdl itt is érettségit kellett tenni.

A gimnazium elvégzése utan 1905-ben, valdszintleg édesanyja
kivansagara a jogi egyetemre iratkozott be, amit az elsé szemeszter utan
otthagyott, és atiratkozott magyar-latin szakra, ahol két év utan gimnaziumi
tanari diplomat kapott, amit sosem hasznalt. Kedvenc tanara az egyetemen
Alexander Bernat (1876-1904-ig a Foéreal tanara, 1904-t61 1919-ig a
budapesti tudomanyegyetem elsé filozéfiatdrténet professzora. A Magyar
Tudomanyos Akadémia levelez6 (1892), majd 1915-ben rendes tagja).
Hatasara a filozofia érdekelte, de tanira azt javasolta, hogy miel6tt ebben
elmélyedne, tanuljon matematikat és fizikat.

Késébb Polya viccesen {gy kommentalta valasztasat:

»INem vagyok elég jo fizikusnak, til jo vagyok a filozdfiihoz, a matematika a
kettd koot van.”

Fizikabol Eo6tvés Lorand, matematikabdl a ,,magikus tanar”, Fejér
Lipét tanitotta, akinek hatdsara lett matematikus.

Polya egy évet gyakorlé tanarként a Berzsenyi masik elédgimnaziumaban,
az V. kertileti Féredlban t6ltétt a hires Frohlich Karoly mellett, akinek neve az
iskola honlapjan a kiemelkedéen j6 tanarok kozott szerepel. Matematika és
fizika tanar volt, orszagosan ismert, cikkeket, tankonyvet irt. Igen am, de az
irodalomban jartasak e nevet mashonnan ismerhetik. Nézzik mit ir réla
Karinthy a ,, Tandr sir kérem” -ben:

5 Els0 dra mennyiségtan. Az irraciondlis egyenletenél tartunk, de a millt dran még
nem fejextiik be. Felelés eshetdsége 2527 szdzalék. Ebben a kis szazalékban sgerepet
Jatszik az a koriilmény, hogy sokan még nem javitottak, s hogy Friblich megbizhatatian
Jellemit, ingatag és gyenge akaratii ember, aki a miilt orin taldn még maga is agt hitte,
hogy jovdre tovdbb magyardz, és most egyszerre, szinte ontudatianul, feleltetni kezd. Az
emberi lelefe mélyén vannak ilyen Roros tiinetek, amikkel szamolni kell.”

Megtalaltam Karinthyék érettségi anyakonyvét. Steinmann érettségije persze
sokkal jobb mennyiségtanbol és természettanbdl Karinthyénal — jo, azaz négyes az
elégséges helyett —, de nem jeles. Az érettségiz6k kozott volt Eglmayer is,
mindenbdl elégséges. Tehat a konyvbéli nevek egy része valds személyt takar.
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De folytassuk Pélyaval.

Azt nyilatkozta valahol, hogy matematikussa valasaban Fejér Lipot és a
Kizépiskolai Matematikai Lapok (KiMal.) jatszottak meghatarozd szerepet.
Ezért utdnajartam, hogy szerepel-e a neve valahol a régi matlapokban,
megolddként. Nem talaltam, de elképzelhets, hogy valamilyen szakkéron
foglalkoztak a példakkal. Orszagos matekversenyeken is indult, de nem volt
eredményes.

Mindez csak azért érdekes, mert megszokhattuk; hogy a matematikusok
zsenialitasa mar gyermekkorban, de legkésébb a gimnaziumban megmutatkozott
(Neumann, Teller, Wigner, Karman). Raadasul kiemelked6 eredményeket értek el
a tudomanyban mar egész fiatalon. Ez alél Pdlya kivétel.

Pélya 1910/11-ben Bécsben matematikit hallgat, de tovabbra is
élénken érdeklik a fizika téméju el6adasok is (relativitiselmélet, optika stb.).

Mar  egyetemi hallgatéként is publikalt kilféldi  tudomanyos
folyoiratokban, és kozvetlenill az egyetemi tanulmanyainak befejezése utan,
1912-ben benyujtotta A valdszinlség-szamitas néhany kérdésérél és
bizonyos veliik &sszefligeé  hatirozott integralokrdl cim@  doktori
disszertaciojat.

Az egyetem utan Gottingenbe keriil. Ebben az idében ez a matematika egyik
tévarosa. Itt kertil kapcsolatba sok vilaghir matematikussal, fizikussal (Klein,
Hilbert, Landau). Maradt volna, de egy szerencsétlen incidens kozbejott.

1913 karacsonyan a vonaton utazott, amikor &sszeszolalkozott egy vele
szemben Ul6 utassal, aki megjegyzést tett arra, amikor Poélya kosara a
csomagtartobdl leesett. Ha jol értem, amit errdl az esetrdl ir, az torténhetett, hogy
a feldiihodétt Polya verekedést akart kezdeményezni, s mivel az illet6 erre nem
reagalt, filtévon Utétte. Késébb kiderilt, hogy az illeté egy befolyasos gottingeni
ur fia, és Polyat eltanacsoltak az egyetemr6l.

Rovid parizsi kitéré utan (itt is tobb neves matematikussal talalkozott)
meghivast kapott Ziirichbe (1914), az altala csodalt Hurvitztdl, akivel annak halalaig,
1919-ig egyiitt dolgozott, és aki Polya szetint a legnagyobb hatassal volt ra.

1914 az els6 vilaghabora kitérésének éve. Poélyat egy korabbi
futballsériillése miatt alkalmatlannak nyilvanitottak. Késébb azonban minden
hadrafoghat6 katonara sziiksége volt mar a Monarchianak, és Gjabb orvosi
felilvizsgalatra hazarendelték. Pdlya biztos volt abban, hogy nem uszhatja
meg a frontszolgalatot, ezért habortellenessége megtagadta a jelentkezést.
Ezzel elvagta a késébbi hazajovetel lehetéségét, mert tettéért itthon a
habord utan is bortén jart volna. Felvette a svajci allampolgarsagot,
Magyarorszagra csak tobb mint 50 évvel késGbb, 1967-ben jott. Annak
ellenére, hogy mindvégig szoros kapcsolatban volt a magyar
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matematikusokkal, barataival, az els6 latogatasra nehezen szanta el magat. Itt
maradt rokonsdganak nagy része elpusztult a habora alatt, és félt a rat6rd
emlékektSl. (Az 1939-es masodik zsido-térvény szerint zsidonak szamitott az a
keresztény allampolgar is, akinek legaldbb egyik szilGje, vagy két nagysziilGje
izraelita volt.) Az elsé latogatast azutan mar tovabbiak kévették.

1918-ban megnésiil, feleségével élete végéig egyiitt él, gyermekiik
nem sziiletik.

1920-t6] mar cimzetes egyetemi tanar Zirichben. (A tényleges professzoti
mindsitést majd 1928-ban kapja meg,) Itt tanitja Neumann Janost is, aki 1925-ben
szerez vegyészi diplomat. Az idGsebbek emlékezhetnek ra, hogy & volt az egyetlen
didkja, akit6l félt, mert egy szeminariumon ismertetett egy addig még nem
bizonyitott tételt, és Neumann 5 perc utan jelentkezett a bizonyitassal.

1925-ben Szegd Gaborral kézos kényvet publikdl Feladatok és tételek az
analizis kérébdl cimmel. A kényv vjdonsaga volt, hogy a feladatokat nem targyuk
szerint, hanem a megoldas médszere szerint csoportositotta. (Szegé Gaborral, akit
még a pesti egyetemrdl ismert, szinte élete végéig egylitt dolgozott ezutan.) A
kényv nagy nemzetkézi elismerést hozott mindkett6jiknek.

1933-ban  Rockefeller-6sztondfjjal Amerikdban dolgozott, de
visszatért Svajcba.

Kitért a IL vilighabord. O zsidoként még a semleges Svajcban sem érezte
biztonsagban magat, és Szegd meghivasira véglegesen Amerikaba koltozott. Itt
tejezte be a Gondolkodds iskoldja cimt mivét, melyet németill irt eredetileg, de
megjelentetését tobb német kiadd visszautasitotta. Végiil vilagsiker lett, 17 nyelvre
forditottak le, t6bb mint egymillié példanyban kelt el. A kényvre még visszatérek,
de fejezziik be el6bb az életrajzot.

Amerikdban 1942-t6]l 1953-as nyugdijazasaig a Stanford egyetem
professzora volt.

A nyugdij nem jelentett visszavonulast. El6adasait még 90 évesen is
megtartotta. Figyelme egyre inkibb a matematika tanitdsa felé fordult.
Kivalé tanar, j6 el6ad6 volt. Még 1981-ben is publikalt. 1985-ben halt meg
98 éves koraban. Baratjat és alkotétarsat, Szegé Gabort 1 hénappal élte tul,
és még megérte, hogy 6sszegyiijtott irasait 4 kotetben meg jelentették.

1. A heurisztika

A matematikdban heurisztikusnak az olyan gondolatmenetet nevezik, amely
még nem bizonyitott allitisok mellett érvel, tapasztalati tényekbdl
megfogalmazott tulajdonsagok segitségével.
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Ha heurisztika atjan sikertl egy problémat megoldani, akkor a
bizonyitds mar szigoru logikai uton is elvégezhetd, az eredeti heurisztikus
médszerek feleslegessé valnak.

Matematikaban az eljarast Pélya konyveiben talaljuk, amely szerint a
tanité az & kérdései, valamint a tanuloknak e kérdésekre adott feleletei
segitésével torekszik tanitvanyai tudatdban altalanos {téleteket, igazsagokat,
szabalyokat, térvényeket eliiltetni. A heurisztika a parbeszédes tanitas egyik
fajtaja, s igy ellentéte annak, hogy a tanité6 maga beszél, magyaraz, k6z3l s
adja készen a tudasanyagot.

A gondolkodas iskolaja kényvboritdjan ez talalhato:

1. Ertsd meg a feladatot.

2. Keress Osszefliggést az adatok és az ismeretlen koz6tt. Ha nem
talalsz kozvetlen Osszeflggést, nézz segédfeladat utan. Végtl
készitsd el a megoldas tervét.

3. Hajtsd végre a tervedet.

4. Vizsgald meg a megoldast.

A kényv alapjan e lépések kiegészithet6k még néhany gondolattal:

5. Ha nem tudod a megoldast, keress hasonlét, rokont, vagy bontsd
részletekre, amelyet meg tudsz oldani.

6. Ha a kiindulé adatokbdl kezdve nem jutsz el6bbre, kisérelj meg
feltételezni megoldast, részmegoldast és ellenérizd helyességét
vagy helytelenségét. Ha helytelen, valassz masikat!

7. Mindig vizsgaljuk meg, ha eredményre jutunk, hogy létezik-e
tovabbi megoldas is!

8. A probléma és a megoldasa is csak bizonyos esetekben érvényes,
létez6, tehat mindig meg kell hatiroznunk az eredmény
létezésének korilményeit, feltételeit.

Polya a matematikai heurisztika megalkotdja, a gondolkodas
médszereinek Descartes utan ismételt kozéppontba helyezje. 1dézem
néhany gondolatat:

5 A benrisztika, egy jelz0, a felfedezés kiszolgaldsdt jelents. A heurisztikus okoskodds nem
mint végsd, vissyavonhatatlan jelenik meg, hanem csak, mint iddleges, dtmeneti gondolat,
amelynek célja, hogy eldsegitse az; adott probléma mregolddsdt” — itja Polya ,,A gondolkodis
iskolgid’ cimG muavében. ,,Gyakran vagyunk kénytelenek henrisztikusan okoskodni. El
Jogiuk émi a teljes bizonyossdgot, amint eljutunk a tefjes megolddshoz, de addig mreg kel
elégedniink. 16bbé-kevéshé planzibilis — nyilvanvald - gondolatokkal. Erre épprigy sziikségiink
van, mint egy épitkezésnél ag dllvanyozasra.” — folytatja.
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A benrisztikus okoskodds a maga helyén nagyon jo! Ami rossg lebet, az a
szigorii bizonyitdssal vald dsszekeverése és ami még ennél is rosszabb, a heuristikus
okoskodds feladdsa a szigorit bizonyitds kedvéért.”

Nyilvanvalé, hogy altalanos recept nincsen, tovabba az is nyilvanvald,
hogy minél t6bb tudassal rendelkeziink az adott probléma korében, annal
koénnyebb dolgunk lehet. Ahogy Pélya fogalmaz: ,,.A problémamegoldis csaksigy
Qakorlat kérdése, mint ag siszas. Megtannini is csak ntinzgds és gyakorlds itjan lebet.
Nines bitvis kules. Aki diszni akar tannlni, annak vizbe kell ugrania, aki problémidit
megoldani akar tannlni, annak problémdk megoldasdt kell gyakorolnia.”

Pélya gondolkodasi médszerét feladatokon, illetve azok megoldasan
keresztil mutatja be errdl sz6l6 konyveiben.

Vegyink tSle egy példat, A problémamegoldds iskoldgja cimG koényve
masodik fejezetének bevezetS feladatat.

A fejezet cime: ,,A Descatrtes-féle megoldastipus”. Descartes a
problémamegoldas egyetemes médszerét akarta bemutatni. Eljarasat Pélya
igy foglalja Gssze:

1. Minden problémat vezessiink vissza matematikai problémara.

2. Minden matematikai problémat vezessink vissza algebrara.

3. Minden algebrai problémat vezessink vissza egyetlen egyenlet

megoldasara.

Descartes elgondolasa nem valik be mindig, de ha valaki egy szoveges
feladatot egyenlet felallitasaval old meg, az 6 eljarasat kéveti, irja. Bzutdn jon
a kicsi kis probléma:

Egy gazda hazinyulakat meg tyukokat tartott. Ezeknek az allatoknak
volt 6sszesen 50 feje és 140 laba. Hany tyukja és hany nyula volt a gazdanak?

Megmutatom milyen megoldasokat ir Pélya.

1. Probalgatas

Tydk (db) Nyl (db) Lab (db)
50 0 100
0 50 200
25 25 150
30 20 140
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2. J6 otlet

A tydkok alljanak féllabra, a nyulak hats6 labukra. Igy lesz 70 laba az
Otven allatnak. A tytkok fejenként egyszer jonnek szamitisba, a nyulak
kétszer.

70 — 50 = 20 Ennyi nyul van.

3. Algebra

x+y=50; 2x+ 4y = 140;
egyszerisitve: x + 2y = 70; egyenleteket egymasbdl kivonva y = 20

4. Altalanositas

x+y=F  2x+4y=1; megoldasy = L/2 - F

5. A megoldasok 6sszehasonlitasa

Az els6 tokozatos probalgatas (szukcessziv approximacié). Biztatja a tanarokat,
élienek a probalgatis modszerével. De egyszerl feladatok esetén is az algebra
gyorsabban és biztonsagosabban vezet célhoz.

2. A Pélya-féle urnamodell

Az régép feltalalasat kovetden elfogadotta valt billentydkiosztast szamos biralat
érte. Sokkal jobb és gyorsabb, konnyebb irast lehet6vé tevs verzidkat
szabadalmaztattak. Ennek ellenére a billentylizet maradt. 1985-ben a Stanford
Egyetem két kozgazdaszprofesszora gy magyarazta az eredeti billentytikiosztas
sikerét, hogy ha a piac egy déntS pillanatban rakap egy technologiara, az ez altal
meghatarozott Utrdl mar akkor is nehéz letérni, ha késébb megjelenik egy jobb
verzié. KiilénGsen, ha az atdllas (jelen esetben a gépirok atképzése) révid tavon til
nagynak tiné raforditassal jar. Vagyis a rosszabb technoldgia ,.foglyul ejti” a
piacot. Az ,,utfligebség” és a ,foglyul ejtés” elméletét ezutin egy sor olyan
technoldgiai jelenségre alkalmaztak, amely hasonlé méltatlan diadalt aratott:
példaul a robbanémotor a gézmotor felett, az IBM PC-je a Macintosh felett, a
VHS videorendszer a Betamax felett vagy a Windows operacios rendszer a Linux
felett. De az elmélet megtermékenyitett szamos technika- és tarsadalomtorténészt
is, akik ramutattak példaul arra, hogy egy-egy véletlenszerd apré mozzanat
hatarozta meg 6rok idSkre az éramutatdk jarasanak irdnyat, a vasut nyomtavot,
egy-egy telepiilés féutcijanak nyomvonalat (és ezzel alapszerkezetét is) vagy
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varosnegyedek jellegét. Az ilyen, szélesebb értelemben vett utfligedség
matematikai modelljét Polya Gyorgy készitette el.

Vegyiik kicsit tudomanyosabbra a dolgot. A Wikipédia igy itja le a fogalmat:

Az Gtfigebség a pozitiv visszacsatolasu Gsszetett dinamikus rendszerek egyik
jellegzetes viselkedési formaja, mely arra a megfigyelhet$ jelenségre utal, hogy az
ilyen rendszerek muikodésének korai szakaszaban fellépS aprd, lényegében
jelentéktelen és véletlenszer események alapvetSen hatarozzak meg a rendszer
végsé allapotat még akkor is, ha kezdetben az Gsszes lehetséges végs6 allapot
valoszinlsége egyenld.

Némi magyarizat az érthetGség kedvéért:

Visszacsatolasrol akkor beszéliink, ha egy folyamat visszahat 6nmagara.
Pozitiv visszacsatolaskor a folyamat er6sodik. Mutatok egy egyszerd példat,
hogy megértsék, mit nevezlink pozitiv visszacsatolasnak: A fehér jég és ho
sok napfényt tikréz vissza a vilaglrbe, ezzel segit megvédeni bolygdnkat a
tulmelegedéstSl. Ha kevesebb a jég, a Fold tébb energiat nyel el és még
melegebbé valik. Tehat a felmelegedés olyan valtozast indit el, amely egyre
nagyobb felmelegedéshez vezet.

Visszatérve, az utfiiggéség tehat olyan jelenség, mely a rendszerek
fejlodését irja le. Lényege, hogy a pozitiv visszacsatolasi rendszerekben az
alapvetéen véletlenszerl események nem véletlenszerd fejlédést hoznak
létre, hanem egyre meghatarozottabb uton (,,kerékvagasban”) haladnak.
Statisztikailag megallapithat6, hogy az ilyen rendszerek az elsé 500 esemény
(valasztas, dontés) utan a végsé allapot 90%-at elérik. (Egy tarsadalmi
forradalom soran példaul ez a szint mar a masodik héten elérhetd!)

Pélya Gyorgy egyszert matematikai modellje a kévetkez6:

Vegyiink egy tilat (matematikusok ezt hagyomanybdl urndnak hivjak),
helyezziink el benne két killénb6z6 szind golydt. Véletlenszerdien vegytink ki egyet,
majd tegytik vissza, és egy Ujabb golyét dobjunk mellé, oly médon, hogy az a talbol
kivalasztott goly6 szinével legyen megegyez6. A folyamatot tetszés szerintl ideig
folytathatjuk. Az, hogy ugyanolyan szini golyoval néveljiik minden esetben a tal
tartalmat, a rendszer pozitiv visszacsatolasat jelenti. Tegytik fel, hogy egy fekete és
egy fehér golyoval a talban kezdiink. Csukott szemmel kivesziink egy golyot, és a
szinének megfelel6en kettét helyeztink vissza. Ha fekete golyét vettiink ki, akkor két
feketét tesziink vissza. Most két fekete és egy fehér van a talban. Ezt a modszert
kévetve a talban 1évé golyok szindsszetétele id6vel egy adott értékhez konvergal —
meglehetSsen gyorsan.
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Osszefoglalva, lathaté, hogy egyenl6ségbél indultunk ki, és ez mar az els6 1épés
utan jelentSsen felborul, azaz az esély az egyik goly6 javara billen. A talban (urndban)
1év6 golydk szinbsszetétele nagyon gyorsan konvergal az egyik szin javara, de mer6
véletlen, hogy melyik lesz az.

Ilyen folyamatokkal irhat6 le a pozitiv visszacsatolasu rendszerekben minden
valtozas, legyen az javulas, rosszabbodas stb. Atmeneti javulas lehetséges, hiszen
hizhatunk a kevesebb szamu golyokbdl is, de a nagyobb szamuak eléfordulasi
valoszindsége, amint lattuk, drasztikusan nd.

Ez a modell jol alkalmazhat6 vezetéselméleti tertileten, szervezeti, piaci
kérdésekben, t6zsdei mandverekhez, stratégiai pontok felismerésére, a
stabilitds és a rugalmassag valtasira stb. Koézismert példaja a folyamatnak a
»Sztarcsinalas”, amikor az egyenl6k kézil hirtelen emelkedik ki a sztar, de
hasonl6ak a nagy karrierek, a varatlan csédok vagy a gazdasagi csodak is.
Mar a bevezetében is mutattam maés példakat a Pélya-folyamatra. Mindazok
az esetek ilyenek, amikor hatalmas méreti megegyezések keletkeznek,
szabvanyok sziletnek, tulajdonképpen ,,logikus magyarazat” nélkil.

3. A bolyongas problémaja

Egy masik Poélya nevéhez kéthetd, és egymas utdni véletlen események
sorozataval foglalkozé probléma a bolyongas kérdése. (Angol elnevezése is
tSle szarmazik: random walk).

A legegyszeribb egydimenziés esetben induljunk a szamegyenes 0
pontjarél. Azonos valoszinlséggel 1épkedjink egységnyit jobbra vagy balra.
Pélya bebizonyitotta, hogy végtelen sok 1épést feltételezve egyszer biztosan
visszatériink az origbéba. Két dimenzi6 esetén, amikor az is véletlen, hogy
melyik iranyba 1épiink, ugyanez a helyzet. Hirom vagy tobb dimenzi6 esetén
a visszatérés valoszinlségé mar nem 1. Népszerlien ez ugy mondhat6 el,
hogy a részeg ember, ha 6ssze-vissza megy is, el6bb-utobb megtalalja a
hazat, de egy részeg madar nem biztos, hogy visszatalal a fészkébe.

Nehogy azt gondolja barki, aki még nem hallott a dologrdl, hogy a
bolyongasnal az egyetlen kérdés a kezd6pontba val6 visszatalalas. Rendkiviil
nagy a témaval foglalkozé tanulmanyok vagy akiar matematikai feladatok
szama. Kezdve a véges szamu 1épésekkel, annak vizsgalataval, hogy milyen
tavolsagra jutunk atlagosan n lépés alatt. Hanyszor térink visszar Milyen
valdszintiséggel jutunk n 1épés alatt egy adott pontra? Mi térténik magasabb
dimenzidk esetén? Mi van, ha korlatos tartomanyban Iépkedhetiink,
visszapattanva a hatarrél? Mi van t6bb  bolyongd esetén, milyen
valészintiséggel talalkoznak tjra (példaul a kezd6ponton)?
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A masodik vilaghabord idején arra hasznaltdk a szimmetrikus
bolyongisokban elért eredményeket, hogy a hadifoglyok szokésénél
kiszamitsak (1évén, hogy idegen helyen tartottak Oket fogva, gy
mozgasukban meghatarozottsagot nem feltételezhetiink), hogy adott idé
alatt milyen messzire juthattak.

Populacidgenetikaban véletlen bolyongassal modellezik a genetikus sodrodas
jelenségét, vagyis azon evolicids folyamatokat, melyek soran egy adott populacié
allélgyakorisaganak (allél: a kromoszoma adott helyén elhelyezked6 gén variacioja)
valtozasat csupan véletlenszeri események hatarozzak meg.

Pszicholégiaban a véletlen bolyongis pontosan jellemzi a kapcsolatot a
dontés meghozasahoz sziikséges id6 és egy bizonyos dontés meghozasanak
valoszindsége kozott.

Fizikaban a szimmetrikus bolyongasok mint a Brown-mozgis egyszerd
modelljei és mint gaz- és folyadékrészecskék véletlenszeri mozgasanak
szimulacioi hasznalatosak. A véletlen bolyongasok a kvantumtérelmélet teriiletén
is fontos szerepet jatszanak.

Matematikai biolégidban a szimmetrikus bolyongasokat arra hasznaljak, hogy
az egyedi allati mozgasokat leirjak.

Az el6adas elkészitése soran bukkantam egy olyan cikkre az online Pénziigyi
Szemlében, amelyet az MNB igazgatéja irt, aki vitaba szall azokkal a
kozgazdaszokkal, akik egyes jegybanki el6rejelzésekhez hasznalt valtozok
statisztikai tulajdonsagait elemzik. A szerz6k azt talaltak, hogy a vizsgalt id6sorok
un. véletlen bolyongast kévetnek, és ebbdl arra kévetkeztettek, hogy ezek a
valtozok nem jelezhetSk el6re, igy a prognoézisokba torténé beépitésiikkel gyakran
helytelen el6rejelzéseket készitett a jegybank. Az igazgatd a vita soran nem hasznal
matematikai érveket. (Pontosabban szemléletes példajanak kevés koze van a
matematikdhoz, ugyanis azt feltételezi, hogy részegiink, aki a kocsmdban iszik,
hosszabb id6 elteltével is ott lesz megtalalhato.)

4. Csempézés

A dologhoz tudni kell, hogy Pélya 1924-ben a sikban 1évé kristalyszimmetriakrol
irt cikket, ami szorosan kapcsolodik az ugynevezett csempézés problémajahoz.
(Hozza szeretném tenni, hogy a szakirodalomban a csempézés mellett a
parkettazas, angolban a tapétazas kifejezést is hasznaljak.)

Mit is értiink csempézésen?

A végtelen sik hézag és atfedések nélkiili lefedését.

A csempézés nem foglalkozik olyan lefedéssel, ahol minden elem mds. Ettdl
tehat eltekintiink, és két esetet kiillonboztetiink meg,
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A Klasszikus eset, amivel Pélya éveket foglalkozott, és amirdl cikke szdl, az,
amikor létezik egy elemi cella, azaz olyan legkisebb alakzat, melynek eltolasaval az
egész sikot lefedhetjiik.

Ebben az esetben az alakzat olyan szimmetriatulajdonsagokkal rendelkezik
(cltolas, forgatas, tikr6zés), melyek egymasutinja alapjan a sikban 17 féle
elrendezés lehetséges. Masképp fogalmazva a sik kitSltésére Osszesen 17-féle,
egymastol kilonboz6 moédszer alkalmazhato.

Létezik olyan lefedés is, amelynél az elébb definilt elemi cella nem létezik,
azaz eltolasi szimmetria nincs. llyen lefedéseket Penrose mutatott be késébb.

De térjlink vissza az el6adas targyahoz, az el6z6 csempézéshez. Ezt a
kristalytanban is hasznaljak. (A tér kitSltése egyébként ilyen médszerrel 230 féle
moédon lehetséges, ezért maradjunk inkabb a sikkristalyoknal) Bemutatom,
tablazatba foglalva, ezt a 17 féle transzformaciés lehetGséget. Hogy a dolog
kénnyebben értheto legyen, mellékelek ezutin még egy abrat is mindehhez:

Transzformaci6 g;‘i:?tjz]llgl%;

1. két nem parhuzamos eltolas pl

2. két parhuzamos csusztatva titkrézés pg

3. két parhuzamos tikrézés (két titkrozés és egy eltolas) pm

4. egy tiikrdzés és egy parhuzamos csusztatva titkrozés cm

5. 180°-os forgatisok két irinyban p2

6. ?éyotiikrézés iés egy csusztatva tikrdzés (tikrozés és p2mg

0°-os forgatas)
7 lf;t) (r)neréleges E:sflsztatva titkrozés (csusztatva forgatas és P08
-os forgatas
8. tikrozés egy téglalap négy oldalara p2mm
9. merdleges titkrozések és merSleges csusztatva titkrozések (két Omm
metdleges tikrozés és egy 180°-os forgatis)

10. két 120°-os forgatas p3
11 tikrozések egy egyenld oldali haromszog oldalaira p3ml
12. egy tikrozés és egy 120°-os forgatas p3lm
13. egy 180°-o0s forgatis és egy 90°-os forgatds p4
14. egy tikrozés és két 180°-os elforgatds p4gm
15. tiikrozés egy 45°-45°-90°-0s hiromszog oldalaira p4mm
16. egy 180°-0s elforgatas és egy 120°-0s elforgatas p6
17. tikrozések egy 30°-60°-90°-0s haromszog oldalaira p6mm
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Polya ezt a 17 csoportot bizonyitotta. (Meg kell jegyezni, hogy el6tte ezt mar
az orosz Fedorov 1891-ben meghatirozta, de Pdlya az eredményt nem ismerte.)
Cikkében minderrdl abrat is kozolt.

Itt 1ép be a torténetbe egy azoéta vilaghirGivé valt holland mtvész, Escher, akit
talan azokrdl a képeirdl ismert leginkabb, amelyeken 4ltalaban lehetetlen
épitményeket abrazolt.

Eschert spanyolorszagi utazasa soran lenylgozte a régi moér mivészek
geometriai tuddsa, és az arabok absztrakt sfkelemekkel operlé tevékenységét
megkisérelte alakokkal b6viteni. Polya cikkére a mivész testvére (aki féldrajzot adott
el6 az egyetemen) hivta fel figyelmét. Levelezni kezdtek. Escher a matematikai részt
nem értette, de a rajzokbol raérzett a kristalycsoport egyes elemeinek a geometriai
tulajdonsagaira, a periodikussagra, a szimmetridra, és a maga mivészi médjan Pélya
rajzait atformalta, madarakat, kutyakat stb. helyezett ra Pélya abraira, majd a szinezés
bevezetésével tovabb is fejlesztette az dbrazolast. Mindjart megmutatom mindezt
rajzban, grafikaban, de elétte hadd idézzem magat Eschert:

B miivek  alapjanl  s30lgdld  eszmék  nagyobbrésgt arrdl a  csoddlatrdl  és
csoddlkozdsrol tandiskodnak, mely engem a kirnyezd vildg torvénysgerisége: irdnt elfog.
Ha valaki valamin csoddlkozik, egy csoda vilik tudatossa benne. Amikor én érzéki
mddon, nyitottan dllok szemben a rejtélyekkel, amelyek koriilvesgnek minket, és amikor
megfigyeléseimet dtgondolom, és elemzem, a matematika birodalmdba jutok. Jdllehet
semmiféle eggakt tudomdnyos képzetiségem és ismeretem nincs, mégis kozelebb érzem
magam a matematikusokhoz, mint tulajdonképpent palyatarsaimhoz.

Aki sima feliileten  szimmetridt kivan dbrizolni, annak harom kristalytani
alapelvet kell figyelembe vennie: ag eltoldst (transzldcid), a tengelyforgdst (rotdcid) és a
esis30 (cstisztatott) tikriést. Aligha lebet megkisérelni e rovid dttekintésben a hdrom
alapely kifejtését, mivel azonban a csisgtatott tikriés hdrom képemen is vildgosan
[felismerhetd, ennek kiilonds figyelmet kell sgentelnem.””

Az eladast kévetd, késébb irasban is régzitett hozzdszolasaban Révész
Gy6rgy matematika-fizika-informatika szakos tanar, a Magyar Pedagdgiai
Tarsasag Mozgalompedagogiai szakosztalyanak elnoke kifejtette: az, hogy
Polya Gyorgy tigyelme a heurisztika felé fordult, egyaltalin nem meglepd.
Mondhatni, egyenes kovetkezménye filozofiai indittatasanak. Az 6rékmozgd
és a bolesek kéve mellett a minden probléma megoldasara alkalmazhato
egyetemes modszer, ,,a modszer” is évezredes alom. A 17. szazad kdzepén
mar-mar Ugy tlnhetett, sikertilt megtaldlni a megoldast. René Descartes, aki
egyarant otthonosan mozgott a matematika és a filozéfia vidékein (akarcsak
harom évszazaddal késébb Polya Gyorgy vagy Bertrand Russell), Szabélyok

3 M. C. ESCHER: Grafikdik és rajzok
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a gondolkodas iranyitdsira c. befejezetlen muvében a kdvetkez6 eljarast
dolgozta ki:

e [El6sz6r: minden problémat vezessink vissza matematikai

problémara.

e Misodszor: minden matematikai problémat vezessink vissza

algebraira.

e Harmadszor: minden algebrai problémat vezessiink vissza egyenlet

megoldasra.

Az egyenleteket pedig mar meg tudjuk oldani, vagyis megtalaltuk az
univerzalis modszert. Ugye, milyen egyszerd? Sajnos, a modszer alkalmazasa soran
tobbnyite mar az elsé 1épés — a probléma matematikai megfogalmazasa —
megoldhatatlan nehézségeket okoz. Descartes valdszindleg maga is felismerte ezt,
talan ez is kozrejatszott abban, hogy nem fejezte be konyvét. Mindazonaltal a
matematizalds gondolata és modszere nagyon fontos szerepet jatszott a kdvetkezé
évszazadok tudomanytdrténetében és metodologiajaban. Descartes persze még
nem tudhatta, hogy a magasabb foku, ill. transzcendens egyenletek megoldasa
altalaban nem allithatd el6 zart alakban, de a moddszerrel korintsem ez a
legsulyosabb probléma.

Poélya mindenesetre tisztdban volt a kotlatokkal. ,,A4 filozdfia rég dlma mindenféle
Sfeladatra alkalmazbatd, csalbatatlan s3abdlyok felallitisa; de e3 az, dlom orokre dlom marad’ —
irja, majd a kévetkez6 mondatban r6gton meg is fogalmazza a realis programot:
WEsszerii heurisztika nem  tivekedbet tévedbetetlen szabibok feldlltdsdra; de  igyekezhet
tanulmanyozni agokat ag. efjdrdsokat (gondolkozdsi miiveleteket, gondolatmeneteket, lépéseket),
amelyek rendszerint hasgnosak a feladat megoldasaban.* Mévei e program végrehajtasa,
a gondolkodasi miveletek tanulmanyozasa és rendszerezése soran szerzett
tapasztalatainak Gsszegzése az also- és kozépfoka (A gondolkodas iskoldia), valamint
a Kkozép- és fels6foka (A problémamegoldis  iskoldja) matematikaoktatasra
vonatkozoan.

Trencsényi Laszl6 szerint Polya palyaja alapjan ugy tdnik, hogy van egy olyan
— csaknem tipikus - Ut az abszolut pedagogussa valasban, amikor a jelentSset,
korszakalkoté6t 1étrehozo tudds, miivész (Polya, de Kodaly, Szent-Gyorgyi, sth.) az
alkotasa tarsadalmi hatdsaval elégedetlen, s megérti, hogy a soromp6 az iskola, az
oktatas, s ezért (mondhatni ,,6ncélbdl”) fordulatot vesz munkdssiga, s a
kozvetités, a pedagogia Gjjaszervezése oldalara all.

* POLYA Gyorgy: A gondolkodis iskoldja, Budapest: Gondolat, 1971. 57

362



GYENES GABOR: POLYA GYORGY

Felbasznalt irodalom

1) POLYA Gyorgy 1971.: A gondolkodds iskoldja, Budapest: Gondolat, 57
2) POLYA Gyorgy: A problémamegoldas iskoldja
3) dr. CZEIZEL Endre: Matematikusok gének rejtélyek

4) J ] O*Connor, E F Robertson

http:/ /www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Polya.html

5) dr. KANTOR Sandorné munkai Pélyardl (ppt, cikkek)

6) dr. GYARMATI Péter: Bevezetés a gondolkodis iskolgiba: A descartesi eszme és Poba Gyorgy
http://freeweb.deltha.hu/gyarmati.dr.hu/lectures/descartes3.pdf

7) RUDAS Anna: K6MaL, 2012. szeptember

8) NAGYNE Szokol Agnes—Nagy Mihaly-Tari Judit: GeoGebra: Szimmetrikus
bolyongds 2.

9) dr. JUHASZ Istvan https://ado.hu/ado/szimmetriak-a-termeszetben-es-a-
muveszetekben/

10) M. C. ESCHER: Grafikdk és rajzok

363


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Polya.html
http://freeweb.deltha.hu/gyarmati.dr.hu/lectures/descartes3.pdf
https://www.geogebra.org/u/geomatech_agnes_szokol
https://www.geogebra.org/u/geomatech_agnes_szokol
https://www.geogebra.org/u/judit.tari
https://ado.hu/ado/szimmetriak-a-termeszetben-es-a-muveszetekben/
https://ado.hu/ado/szimmetriak-a-termeszetben-es-a-muveszetekben/

