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1. A fejezet célkitiizése

A fejezet célkitiizése, hogy megismertesse az Olvasot a halozatkutatas alapfogalmaival
és Osszefliggéseivel. A rendszerelmélet fontos részét képezi ez a fejezet, hiszen a rendszerek
modellezhet6k grafokkal, halézatokat alkotnak 6nmagukban is, mas rendszerekbe atnyulva,
vagy akar sajat magukon beliil is talalunk halozatokat.

A fejezet tartalmilag némi egyszer{ibb matematikai ismeretet is at kivan adni, mivel
a halozattudomany alapjaul szolgald grafelmélet bemutatasa anélkiil nem igazan elképzelhetd.
Ezeket azonban igyekeztiink példakon keresztiil illusztralni az érthetséget és a befogad-
hatésagot célul tlizve zaszlonkra. A fejezet a késébbi haldzattudomanyi és grafelméletet
igényl6 tananyagok elsajatitasahoz sziikkséges elméleti alapot kivanja megadni.

Ezen talmenden célunk, hogy a 21. szdzad szamunkra a hétkdznapokban némileg latha-
tatlan folyamatait megértessiik. Egészen pontosan az okoseszkozeink altal nyujtott rengeteg
adatunk felhasznaldsi modjat ismerhetjiikk meg Iényegében a fejezet anyaganak elsajatitasa
altal, hiszen a modern technoldgiai vivmanyok, kutatasok és marketingeszkozok is teljesen
mashogy néznének ki a haldzatelemzés modszertana és eszkoztara nélkiil.

Minden lelkesedésemmel csak ajanlani tudom az Olvasonak, hogy ne ragadjon le
az alapfogalmak néhol szaraz megismerésénél €s magolasanal, ez a tudomanyteriilet sokkal
izgalmasabb ezeknél. A targynak és a fejezetnek természetesen az a célja, hogy megismer-
tesse az Olvasot a szaraz fogalmakkal is, de sokkal joiziibben lehet 6ket fogyasztani, ha
a tudomanyagnak utananézett a neten. Nagyszerti, szines, érdekes videok, riportok, cikkek
sziilettek mar a halozatisagrol, a halézatok tudomanyardl, a tananyag elolvasasa elott ajan-
lok egy kis netes szorfozést! JO szorakozast eldre is!
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2. Halozatkutatas
2.1. Bevezetés

A Magyar Tudomanyos Akadémia Szociologiai Intézete a kdvetkezot irja a halozatelemzésrol:
»A digitalis technologiak fejlédésével, a mind komplexebb adatstrukturak kialakulasaval,
illetve az egyre kifinomultabb elemzdi és adat-vizualizaciés modszerek megjelenésével
ugyanakkor az elmult években a tarsadalmi jelenségek tanulmanyozasanak tjabb és Gjabb
dimenzio6i valtak lehetéve.” (SAGVART 2017)

A fenti idézetbdl két dologra kovetkeztethetiink mindenképp. Az egyik, hogy a hald-
zattudomany manapsag is intenziven fejlédik. A masik, hogy a fejlédése és ebbdl eredéen
hasznalhatosaga is erételjesen az informatikai vivmanyokra épiil. Nevezetesen a Big Data
(nagy adat) és a vilagban exponencialisan ndvekvd szamitasi kapacitas teszi lehetévé, hogy
a sejtek, atomok szintjétdl a vilaglir oriasi eréinek elemzéséig minden az eddiginél haté-
konyabban torténhessen. A haldzattudomany pedig megjelenik az egyéni és tarsadalmi
viselkedés vizsgalataban is.

A halozatelemzést példaul (csak hogy picit jobban lassuk a jelent6ségét):

» az dkoldgiaban a taplaléklanc topologiai jellegzetességei,

+ abiokémidban a fehérje-fehérje halozatok,

» anyelvészetben a szdasszociacios halozatok,

* aszociologiaban ¢s szocialpszichologidban az emberi kapcsolatok halozata,

* atudomanymetriaban a citacids haldzatok,

* amérndki tudomanyokban az elektromos halézatok, az Githaldzatok,

 a tarsadalomtudomanyokban a szabadalmi egyiittmikddési halézatok struktira-

janak vagy a vélemények, beallitddasok és a viselkedés tarsadalmi méretii valtoza-
sainak elemzésére hasznaljak (GALAMBOSNE TISZBERGER 2015).

Jelen fejezet, mivel nem kémikusoknak, mérndkoknek és informatikusoknak irodott, igy
igyekszik a kiilondsebben bonyolult matematikai szamolasokat keriilni, és helyette alta-
lanossagban koncentralni a halézattudomany alapfogalmaira, illetve egyik szegmensére,
a tarsadalmi haldzatokra, mert a szerz6 tigy gondolja, hogy ezek kozelebb allnak az Olvasé
szivéhez. A haldzatelemzés esszencidjanak illusztralasara még egy idézettel késziiltem,
méghozza a vilaghirli magyar kutato, Barabasi Albert-Laszlo tollabol: ,,Lehetséges, hogy
a cselekvéseinket iranyito szabalyok a maguk egyszeriiségében felérnek a gravitacid new-
toni torvényének prediktiv erejével? Ne adj’ Isten, merészkedhetiink-e odaig, hogy meg-
probaljuk megjosolni az emberi viselkedést? Korabban az efféle kérdésekre egyetlen valasz
1étezett: fogalmunk sincs! Ennek kovetkeztében ma tobbet tudunk a Jupiterrdl, mint a sajat
szomszédunkrol. Valoban, eldre tudjuk jelezni egy elektron palyajat, ki-be tudunk kapcsolni
géneket, képesek vagyunk robotot kiildeni a Marsra, am tanacstalanul tarjuk szét a keziin-
ket, ha olyan jelenségeket kell elore jelezniink vagy megmagyaraznunk, amelyekrél pedig
a legtobbet illene tudnunk, nevezetesen embertarsaink cselekedeteit. Ennek egyszerii oka
van. Mindeddig sem adataink, sem eszk6zeink nem voltak, hogy feltarjuk, valojaban hogyan
is mikodiink. A baktériumok nem idegeskednek, ha mikroszkdp ala tessziik 6ket. A Hold
nem perel be, amiért tirhajoval leszallunk a felszinén. Am egyikiink sem szivesen vetné al4
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magat olyan durva beavatkozasoknak, mint amilyenekkel a baktériumokat vagy a bolygokat
vizsgaljuk — abbdl a célbol, hogy mindig mindent tudjunk roluk.” (BArRaBAs1 2010, 18—19.)

2.2. Halézatelemzés fogalma

A halozatelemzés kiilonb6zo egységek, entitasok, egyének kozott fennalld kapcesolatokat
elemez. Elemzi ezeknek a tavolsagat, a szamossagat, csomopontokat keres, illetve igyek-
szik kisziirni az esetlegesen zavaro, oda nem 116 tényezoket. Az egyének és entitasok elég
széleskortien meghatarozhatok. Lehetnek személyek, szamitogépek, varosok, épiiletek,
gépjarmuvek, sejtek, csillagok, lényegében szinte minden, éppen ezért a halozatelemzés
manapsag szinte minden tudomanyteriileten megjelenik, illetve a 21. szazad technologiai
vivmanyainak, és legf6képpen az internetnek kdszonhetden az életiink legtdbb aspektusa-
ban is felhasznaljak cégek, politikai entitasok, a kdzigazgatas és az egyének is.

A haldzatelemzés modszertana a modellezésre épiil, igy szinte minden igaz ra, amit
amodellezési fejezetben megtargyaltunk. A legfontosabb, hogy bar a halozatelemzés a va-
16sagot igyekszik a legpontosabb valojaban megragadni, hisz igy lehet a leginkabb relevans
elemzéseket végezni, ennek ellenére esetenként sziikséges egyszeriisitenie azt.

A graf, a halozat, a modell ¢s a rendszer fogalmakat szinte szinonimaként is hasznal-
juk. A valosagban a graf és a halozat ténylegesen szinte szinonimaként miikddnek. A halo-
zat egy valds rendszer leegyszerisitett modellje. Jellegzetessége, hogy az eredeti rendszer
részei csucsokként, egymashoz valo viszonyuk pedig ¢lekként szerepelnek. A csticsok
és ¢élek pedig grafokat alkotnak a matematikaban. A halézat sokkal 6sszetettebb, mint egy
graf, csticsai és élei egyéb tulajdonsagokkal is felruhazhatok, raadasul a haldzat altalaban
valosagos rendszereket jelol.

A halozatelemzéshez sziikséges néhany alapfogalom:

o Sirliség: Egy halo stirlisége a lehetséges és a 1étez6 kapcsolatok aranyat jelenti. Egy

n elemii haldban a lehetséges kapcsolatok szama n x (n — 1). Ha minden lehetséges
kapcsolat valoban létezik, azaz mindenki kapcsolatban all mindenkivel, akkor
a striség értéke 1. A ,,0” stirliségérték azt jelenti, hogy senki sem all kapcsolatban
senkivel. A slrliség értéke mindig 0 és 1 kdzotti szam, amelynek magasabb értékei
nagyobb haldzati stirtiséget jeleznek.

* Kozpontisag: A kozpontisag legkézenfekvobb mérészama az egyes pontok kap-
csolatainak (fokainak) szamat viszonyitja az 6sszes kapcsolathoz. Ezt fokszam-
kozpontisagnak (degree centrality) vagy kozelségnek nevezziik. A haloban kifejezi
egy egyednek a tobbi egyedtdl vald tavolsagat.

o A kozottiség (betweenness): kdzpontisag egészen eltéré megfontolason alapul:
feltételezi, hogy egy szerepld azért sikeres egy haloban, mert kozvetitd szerepben
van két csoport kozott.

» Sajatvektor (eigenvector): mas néven Bonachich centralitas vagy Bonachich ha-
talmi mutato. Az eljaras a kozelséghez hasonléo megfontolason alapszik, de inkabb
az egész halora van tekintettel, és kevéssé a helyi kornyezetre. Ezek az elonyok
persze csak nagy halok esetében érvényesiilnek, kis haloknal a sajatvektor és a ko-
zelség-kozpontisag értékek kdzott minimalis a kiilonbség.
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o Strukturalis ekvivalencia: A strukturalisekvivalencia-szamitas a kdzel azonos
kapcsolati helyzetben 1év0 szereplék azonositasara, és ezaltal a halozat komplexita-
sanak redukalasara hasznalhato. Két szerepld strukturalisan ekvivalens, ha azonos
kotéseik vannak a tobbi halozati szereplovel.

3. Grafok és halozat

Bar a haldzatkutatas szamara katalizatorként hat a modern technologia nyujtotta adatbdség
¢és adatbanyaszati modszerek, nagyjabol 300 évvel ezelbttre datalhatjuk a megjelenését.
A halézatok megértéséhez, 6sszefiiggéseinek vizsgalatahoz sziikségiink van a matemati-
kaban megjelend grafelméletre, aminek torténelme és kialakulasa egyben a halozatelemzés
torténelme és kialakulasa is.

3.1. Konigsberg/Kalinyingrad

A matematikaban és a tudomanytorténetben egyarant a konigsbergi hidak problémajaval
kezddédik a grafelmélet bevezetése. Konigsberg egykoron Poroszorszag egyik torténelmi
varosa, ma Kalinyingrad néven Oroszorszagnak az anyaorszagtol tavol es6 exklavéja. A va-
rosban ¢élt és dolgozott egy kiilonleges karakteri ember, Leinhard Euler, akinek a nevéhez
kotddik a hidak problémajanak megoldasa, amelyet 1736-ban bizonyitott.

KONINGSBERGA

1. abra

Konigsberg térképe Euler idejében, kiemelve a Prégel folyo és a hidak elhelyezkedése
Forras: Konigsbergi hidak problémdja, 2016



A HALOZATELEMZES ALAPFOGALMAL. .. 127

A varosban hét hid ivelt at a varost atszel6 Prégel folyon tigy, hogy ezek a folyo két szigetét is
érintették. Allitolag a konigsbergi elit tagjai rendszeresen sétalgattak vasarnaponként a hida-
kon egy olyan titvonalat keresve, hogy mindegyiken csak egyszer haladjanak at, és egyuttal
visszaérjenek a kiindulopontba. Azzal a kérdéssel fordultak Eulerhez, vajon ez lehetséges-e.

Euler a problémat a grafelmélet nyelvén fogalmazta meg. Modellezte a valdésagot,
¢és meghatarozta a csomopontokat (a folyo partjai és a szigetek), amelyekbe belefutnak
az élek (a hidak), 1étrehozva egy grafot. Euler észrevette, hogy a problémat az igy 1étreho-
zott graf csomopontjainak a fokszamara lehet visszavezetni. A csomopont fokszama alatt
az adott csomoponthoz csatlakozo élek szamat értjiik.

2. abra

A valos helyzet, annak modellezése és grafja

Forras: Konigsbergi hidak problémdja, 2016

A konkrét esetben a hidak elhelyezkedése alapjan megalkotott grafban harom pontnak 3
a fokszama, egynek pedig 5. Euler azt bizonyitotta be, hogy akkor és csak akkor 1étezik
egy adott grafban a hidakon pontosan egyszer végighalado séta, ha minden csomopont
fokszama paros.

A fenti feltételnek eleget tevo Osszefiiggd grafokat ma mar zart Euler-grafnak nevez-
ziik, az élek sorozatat, amelyeken a bejaras megvaldsul, pedig Euler-vonalnak, illetve egy
zart Euler-vonalnak. A fenti feltételnek megfeleld bejarast zart Euler-sétanak hivjuk. Mivel
a konigsbergi hidak grafjaban tobb paratlan fokszamu csticspont is talalhato, ezért Euler
eredményébdl kovetkezik, hogy nem lehet bejarni a konigsbergi hidakat a fent megkovetelt
modon. Az alapfelismerés, hogy a probléma megoldasanak a kulcsa a hidak, illetve ponto-
sabban az egy partszakaszhoz kapcsolodo hidak szamaban, nem pedig ezek konkrét elhe-
lyezkedésében keresendd, a topologiai szemlélet legkorabbi megjelenésének is tekinthetd
(GALAMBOSNE TISZBERGER 2015).

A bizonyitasbol két fontos allitast kell belatnunk, az elsé, hogy bizonyos problémak
megoldasa sokkal egyszeriibb, ha grafként abrazoljuk 6ket. A masodik, hogy be kell 1at-
nunk, hogy akarmennyire talalékonyak vagyunk, nem talalunk megfeleld utat a konigsbergi
hidak problémajara, mert az, hogy van-c ilyen ut, az a graf tulajdonsaga, ami jelen esetben
nemleges valaszt ad. A halozatok miikddését az ilyen tulajdonsagok korlatozhatjak, vagy
¢épp segithetik.

Erdekesség, hogy napjainkban — igaz, csak specidlis médon — bejarhatjuk a fenti fel-
tételek mentén a hidakat, mar amelyik megmaradt bel6liik.
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3.2. Kapcsolat a halézatokkal — élek, csticsok, fokszam

Korabban megbeszéltiik, hogy a grafok és a haldzatok szinte szinonimak. A halézattudomany
¢és a grafelmélet egyes fogalmai megfeleltethetdk egymasnak (haldzat = graf, csomoépont =
cstucs, kapcsolat = él). Hogy bonyolitsuk, a grafelmélet fogalmait hasznalja a halozatkutatas
is, amikor a halézatokat matematikailag abrazolja.

A halézatelmélet fontos fogalma a csomdpontok szama (jelolése: N) és az élek sza-
ma (jelolése: L). Az el6bbi hidas problémaban N =4 ¢és L = 7. Teljes grafnak nevezziik azt
a grafot, ahol minden pont kapcsolddik az dsszes tobbi ponthoz. Egyszer(i példa erre egy
iskolai osztaly, ahol mindenki mindenkinek az osztalytarsa.

A halozat élei lehetnek:

 iranyitottak és

* iranyitatlanok.

Iranyitott élekrdl beszEliink, ha van valamiféle egy irdnyba mutato logika a kapcsolatban.
Példaul egy telefonhivas esetén a két csomopont (személy) kozotti €l iranyitott, mivel az egyik
személy a hivo a masik a hivott.

Iranyitatlan élekrdl beszéliink, ha nincs egy iranyba mutaté logika a kapcsolatban,
a két csomopont oda-vissza iranyban kapcsolddik egymashoz. Példaul ilyen egy osztaly-
tarsi kapcsolat. Jani és 11di osztalytarsak. Ez mindkét iranybol nézve igaz, hisz ha Janinak
osztalytarsa I1di, akkor Ildinek is osztalytarsa Jani. Ennyire egyszerti.

A halozat iranyitott (digraf), ha minden éle iranyitott, kovetkezésképp iranyitatlan,
ha minden éle iranyitatlan. Természetesen vannak olyan halézatok, amelyek iranyitottsag
szempontjabdl vegyesek.

Fontos fogalom tovabba a fokszam (jele: k). A fokszam a csomodpontok kapcsolatainak
(¢leinek) szamat jeloli. A konigsbergi példa alapjan az egyes pontjaink fokszamai: &, = 5,
k,= 3, k,=3 és k,= 3 (a sorrend igazabol itt mindegy, a k, is lehetne akar az 5).

A halézattudomanyban fontos jellemz6 egy-egy halozat fokszama, illetve atlagos fok-
szama (jele: (k)). Iranyitatlan halozatban a fokszamot a pontok fokszama dsszegének kettdvel
vald osztasa adja meg, mivel minden ¢él kétszer jelenik meg benniik. Matematikai jelolés:

N
lz

L= 5 ki
i=1

Az iranyitatlan halozatban az atlagos fokszam az élek szamanak kétszerese (mivel minden
pontba befut egy-egy él, tehat egy él megjelenik A pont éleként is, illetve B pont éleként is,
ha kettejiiket 6sszekdti) osztva a csomopontok szamaval, tehat:

%W 2L
N
Bonyolultabb egy fokkal a helyzetiink, ha irdnyitott halozat fokszamat szeretnénk megkapni,
mivel itt figyelniink kell, hogy az adott ¢lek bejovok vagy kijovok. A bejovo fokszam jele
k¢ , ez az i-edik pontba mutat6 kapcsolatok szamat adja meg, mig a kijové fokszam, k¥,
az i-edik csomdpontbol mas pontokba mutatd kapcsolatok szama.
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k; = kf’e + klki
Viszont némileg egyszeriibb a dolgunk, amikor az iranyitott halozat atlagos fokszamara
vagyunk kivancsiak. Itt ugyanis az ¢lek szamat (L) egyszeriien elosztjuk a csomopontok
szamaval (N).

A masik fontos tulajdonsaga egy halézatnak a fokszameloszlas (jele: p ), ami annak
a valoszinliségét adja meg, hogy a haldézatban egy véletlenszeriien kivalasztott pontnak ép-
pen k legyen a fokszama. Mivel a p -k valosziniliségek, igy 0sszegiiknek 1-nek kell lennie!

A fokszameloszlas fontos szerepet jatszik a halozatok elméletében a skalafiiggetlen
haldzatok felfedezése 6ta. A legtobb haldzati tulajdonsag kiszamolasahoz ugyanis sziiksé-
glink van erre az értékre. A fokszameloszlas alakja er6sen hat jo néhany haldzati jelenségre
is (példaul halozat robusztussaga vagy virusok terjedése) (BARABASI 2016).

Fontos latnunk, hogy a grafok 6nmagukban nem feltétlen hasznosak halézatelméleti
szempontbol. A halézatelemzés akkor sikeres, ha a csomopontokat ¢és a kapcsolatokat ko-
rilltekintéen hatarozzuk meg, és van megvalaszolando kérdésiink. Lehet egy tokéletesen
felépitett grafom, példaul minden A betiivel kezd6do telepiilést 6sszekotok egymassal,
¢és minden B kezddbet(ijiit is 6sszekotok egymassal stb., akkor is kapok egy jol meghata-
rozott haldzatot, de sok értelme nem lenne elemezni, mert a kezddbetiik alapjan nem lesz
semmilyen érdemi kapcsolat kozottiik, mégis nagyszert grafok.

3.3. Szomszédossag és szomszédossagi matrix

A szomszédossag az egyik legfontosabb tulajdonsag a haldzatelemzés soran, hisz ha nincs
szomszédossag, akkor nincsenek 1ényegében elemezhetd adataink sem. A szomszédossag
fogalmanak megértéséhez hasznaljunk egy egyszerii szociogramot. A szociogram a szemé-
lyes kapcsolatok halézatanak grafikus abrazolasa. A 3. abrdan egy egyszerli szociogramot
lathatunk.

3. abra

Egyszerii szociogram

Forrds: GALAMBOSNE TISZBERGER 2015
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A haldzat csticspontjait jelen esetben egyének alkotjak, neveik helyett betiiket hasznaltunk.
Az egyes személyek kozotti relaciokat nyilvan a vonalak abrazoljak. Két pontot akkor tekin-
tiink szomszédosnak, ha azok k6zott legalabb egy relaciod van kozvetleniil. A szomszédossag
nem fligg az abran vald tavolsagtol, igy grafelméleti szempontbol, ha Budapest és New York
kozott van egy kapcsolat, akkor szomszédosnak mondhatjuk dket.

Sokszor nemcsak a kapcsolatok Iéte adhat nekiink informaciokat, hanem azoknak a hi-
anyara is érdemes koncentralnunk. A szomszédossag vizsgalatanak masik fontos eleme,
hogy a kozvetlen hatdsokat mutatja be (vagyis a grafon beliili Gt hossza ekkor 1), de ettdl
fliggetleniil kdzvetetten hathat egymasra két nem szomszédos pont (ekkor a grafon beliil
a két pont kdzotti Gt hossza 1-nél nagyobb).

A grafelmélet rendkiviil jo eszk6z szamunkra a szociologia teriiletén népszeriivé valt
haldzati kapcsolatok és struktiirak elemzésében, az tigynevezett kapcsolathalo-elemzésben
(SNA — social network analysis). A grafok jol modellezik a valds kapcsolatokat, viszont
az abrazolaskor érdemes figyelniink arra, hogy a hossz mellett a pontok elhelyezkedése sem
hordoz kiilondsebb informaciot.

Ha két graflatszolag kiilonbozo, akkor is megtorténhet, hogy ugyanazt fejezik ki. Ekkor
azt mondjuk, hogy a két graf izomorf. Két grafot akkor neveziink izomorfnak, ha pontjaik
¢s éleik kolcsondsen egyértelmiien és illeszkedéstartéan megfeleltethetok egymasnak. Két
izomorf graf teljesen eltéréen abrazolhato, de a pontok elhelyezkedése nem modositja a je-
lentést, maximum megkdnnyiti vagy megneheziti annak értelmezését.

4. dbra
Izomorf grafok

Megjegyzés: Mashogy abrazoltam Oket, de éleik, csomopontjaik szama, illetve fokszamuk is megegyezik, ha sza-
mozassal jelolném az egyes pontokat, akkor pedig a szomszédossag egyezdsége is latszana

Forrds: GALAMBOSNE TISZBERGER 2015

A szomszédossagot érdemes valamilyen mdédon abrazolnunk, hisz a halozatelemzésnél
fontos ismerniink ezeket, és nem feltétlen jo, ha mindig, minden abran egyesével keresget-
jiik 6ket. Ennek egyik alapvetd eszkoze a szomszédossagi matrix, amelyet manualisan is
konny( elkésziteni, de szamitogépek algoritmusok segitségével kitlinden tudjak alkalmazni
tobb millié szomszédossag elemzésénél is.

A szomszédossagi matrix, ahogy a neve is mutatja, egy matrix. A matrixok pedig
sorokbdl és oszlopokbdl allnak. A szomszédossagi matrixok négyzetes matrixok, tehat
N x N-es matrixok, ami azt jelenti, hogy ugyanannyi soruk és oszlopuk van. Nem véletlen,
hisz a szomszédossag kétiranyq.
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A matrix elemei a kovetkezok:
A4,=1, ha ¢l mutat a j-edik pontbol az i-edik pontba.
Al'_]_= 0, ha nem mutat ¢l a j-edik pontbol az i-edik pontba.

@y;@yj@

5. abra
Két graf, a bal oldali iranyitatlan, a jobb oldali iranyitott

Forras: a szerz0 szerkesztése

Nézziink egy példat az 5. abra grafjai alapjan. Sejtjiikk, hogy az iranyitottsag bonyolitja
az életiinket.

Kezdjiik a bal oldali, iranyitatlan graffal.

A4,,= 1, mert él mutat a 2-es pontbol az 1-esbe.

A,,= 0, mert nem mutat ¢l a 4-es pontbol az 1-esbe.

Ugyanigy felirhato a tobbi pont is vizsgalat utan.

Nézziik most meg az iranyitott grafot, tehat a jobb oldalit, ahol nyilak jelzik a kapcsolat
iranyat.

B,,= 0, mert az 1-es pontbol megy ¢l a 2-esbe, de a 2-esbdl nem megy az 1-esbe!

B, = 0, az iranyitottsag nem valtoztatott azon, hogy a 4-es és az 1-es kozott nincs
szomszédossag.

B, =1, mivel él mutat az 1-es pontbol a 2-esbe.

A kapott eredmények alapjan fel lehet irni a kovetkezd matrixokat behelyettesitve a 0-as
¢és 1-es értékeket a kovetkezo altalanos alaku matrixba, ami jelen esetben 4 x 4-es:

All A12 A13 A14

A = Ag1 Agp Azz Ay
Y A3y A3y Azz Asy
Ay Agy Ayz Agy

fgy a kovetkezd matrixokat kapom:

ij —

or o
=m0 R
SO R
SO RO
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Illetve:

o O O

ij —

ook o
o oo
SO ==

0

A két kapott matrixban félkovérrel, illetve piros betliszinnel jeldltem egy fontos dolgot,
ez nem mas, mint a szomszédossagi matrix egyik hasznossaga. Egy-egy pont fokszamat ki
tudom nyerni beldle, ha a megfelelé oszlopot vagy sort nézem. Az A matrix esetén, amely
az iranyitatlan halézatomat mutatja, a 2-es pont fokszamat kapom meg, ami k = 3. Onnan
tudom ezt, hogy a matrix 2. soraban (de nézhetem a 2. oszlopot is) 1év6 szamjegyek 0sz-
szege: 1 +1+1=3.

Természetesen itt is mas a helyzet, ha iranyitott grafrol beszéliink, tehat ha a B szom-
szédossagi matrixot nézziikk. Ennek a matrixnak most a 3-as pontja fokszamat szeretném
megtudni. Mivel irdnyitott, ezért tudjuk, hogy kétféle fokszama van, egy bejové fokszama
és egy kijovo. A bejovot tigy kapom meg, hogy nézem a megfelel sort: 0+ 0+ 0+ 0=0.
A kijovo fokszamot pedig ugy, hogy nézem a megfelel6 oszlopot, tehat: 1 + 1 = 2. Ha ra-
néziink az abrara, lathatjuk is, hogy a 3-as pontbdl két él vezet ki masik pontokra, mig 0
¢l vezet be hozza.

A grafelmélet ezen eszkdze hasznos matematikai modellek készitésénél és kisebb ha-
l6zatok elemzéséhez (informatikaval tamogatva nagyobbakhoz is), ugyanakkor van vele
egy nagy probléma, méghozza az, hogy a valdsagos halozatok altalaban ritka halozatok.
A ritka halozatok attol ritkak, hogy a lehetséges élek maximalis szama ¢s a valds élszam
kozott gyakran hatalmas a kiilonbség. (L << L )

Ez azt jelenti, hogy a szomszédossagi matrixban az informacidval igazan biro 1-esek
elég ritkak a 0-akhoz képest. Egy 6riasi szomszédossagi matrixot, mint példaul a World
Wide Web, amely egybilliénal is tobb webdokumentumot tartalmaz (N > 10'%), nem igazan
éri meg felrajzolni (még géppel sem), mert rengeteg felesleges tarhelyet pazarolnank, illet-
ve szamitasi kapacitast is lekotnénk. Ezért a halozatkutatasban a szomszédossagi matrix
ritka, a valds halozatoknak elegend6 ugyanis csak a kapcsolatait tarolni (a 0-tdl kiillonb6z6
A, elermeket).

Erdemes még megemliteni azt is, hogy a grafokban kialakulhatnak hurkok. Hurok
akkor keletkezik, ha egy halozatbeli elem kdlcsonhatasba keriil 5Snmagaval, tehat van olyan
¢l, amely sajat magat koti 6ssze sajat magaval. A szomszédossagi matrixunkban ilyen eset-
ben cléfordulhat, hogy a matrix féatlojaban (a bal felsé elemtdl a jobb alséd elemig tartd
atlo) az adott pont 6nmaga metszeténél nem 0-at kapunk, hanem 1-et, vagy mas szamot,
a hurokélek szamatdl fiiggéen. A figyelmes olvaso felkaphatja a fejét, hogy mas szamot is
kaphatunk? Hat persze, nem feltétlen kell az informatika kettes szamrendszerében marad-
nunk a szomszédossagi matrixban sem...

3.4. Sulyozott hal6zatok

Az utobbi példa olyan haldzatot mutatott be, amelyben a kapcsolatok mind azonos sulytak
voltak, vagyis 4,=1 volt. A valosagban és a halozatelemzés alkalmazasi teriiletén azonban
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sulyozott halozatokat kell vizsgalni. A stlyozott haldzatokban minden (i, j) kapcsolatnak
vanw, sulya Telekommunikacios halozaton kapcsolat lehet egy beszélgetés, mig stlya Iehet
a beszelgetes hossza. Erthetd azt hiszem, hogy 2 beszélgetés kozott adatelemzés szempont-
jabdl érdemes kiilonbséget tenniink, ha az egyik 1 perces, a masik 1 6ras. A szomszédossagi
matrix elemei megadjak a stlyozottsagot. A, =w,

Sokszor a stlyozottsag értékét nehéz klszamltanl ¢és gyakran nem is pontos értéket
kapunk, sok torzitd tényez6 1éphet fel, példaul egy telefonbeszélgetés hossza lehet egyedi
eset, okozhatja akar rossz térer6bél vagy hattérzajbol fakado értetlenség stb. Eppen ezért
csak kozelitleg vizsgaljuk a stlyozottsagot, és inkabb igyeksziink sulyozatlan halozatokat
elemezni, de azért mindig figyelembe kell venni, hogyan moédosithatjak a sulyok a halozat
tulajdonsagait.

3.5. A halézatok morfolégiai jellemzoi

Az eddigi fogalmaink bovitése érdekében vegyiink egy Gjabb halozatot, egy bonyolultabb,
iranyitott grafot sok-sok nyillal, raadasul egy F ponttal, amely kapcsolat nélkiil lebeg a sem-
mibe, ezzel egy nem Osszefiiggd grafot teremtve nekiink. Ez a graf kiilonboz6 cégek kdzotti
pénziigyi tranzakcidk irdnyat mutatja.

6. abra

Vallalatok kézotti pénziigyi tranzakciok szociografiaja

Forrds: SZANTO 2005

Egy tetszbleges iranyitott grafban a halozati pontok N(N — 1) / 2 szamt parjai kdzott a gra-
fok harom kiilonb6z6 tipusa fordulhat el6:

1. kolcsonos;

2. aszimmetrikus

3. és hianyzo.
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Kolcsonos (szimmetrikus) kapesolatok esetén a nyilak két iranyba (mindkét szerepld felé)
mutatnak. Az abran példaul a H és az I kozott. Egyirany( (aszimmetrikus) kapcsolatok
esetén megkiilonboztethetjiik a kiildé és a fogado alanyt. A nyilak ilyenkor a kiild6 alany
felél a fogadé felé mutatnak (példaul a D kiildstél a G fogadé felé). Osszességében abran-
kon egy kolcsonds, hiisz aszimmetrikus és huszonnégy hianyzé kapcsolat van feltiintetve.!
A két szerepl6 alkotta parok (diadok) esetén az dsszefiiggdség (onnectedness) fogal-
ma mutatja meg, hogy milyen kiilonb6z6 lehetdségek vannak két tetszéleges pont kozott
a kozvetlen kapcsolodasra:
+ 0. fokon 0sszefiiggd pontok, amelyek kozott nem létezik semmiféle kapcsolat;
1. fokon 6sszefiliggd pontok, amelyeket iranyitas nélkiili graf kot 6ssze egymassal;
» 2. fokon Osszefiiggd pontok, amelyeket az egyik iranyban iranyitott graf kot 6ssze
egymassal;
+ 3. fokon 6sszefiiggd pontok, amelyeket mindkét iranyban iranyitott graf kapcsol
egymashoz.’

Abrankon a B és I 1. fokon 6sszefiiggd pontok C-n vagy D-n keresztiil (az ket dsszekotd
ut hossza: 2); tovabba, 2. fokon 6sszefiliggd pontok C-n és H-n keresztiil (az 6ket 6sszekoto ut
hossza: 3). A H és I viszont (szomszédos) 3. fokon 6sszefiiggd pontok.
A fentiek alapjan a teljes graf szintjén az 6sszefliggdség fogalmanak jelentése az alabbi
modon kdrvonalazhato. A graf:
» erGsen Osszefiiggd, ha a pontjai alkotta valamennyi diad 3. fokon 6sszefiiggd;
* egyoldaltan 6sszefiiggd, ha a pontjai alkotta valamennyi diad 2. fokon 6sszefiiggo;
* gyengén Osszefiiggd, ha a pontjai alkotta valamennyi diad 1. fokon 6sszefliggo;
s végiil
* nem Osszefliggd (disconnected), ha van legalabb egy olyan pontja, amelyet nem fiiz
semmiféle kapcsolat a graf tobbi pontjahoz.

A 6. abra a mar emlitett F pont miatt nem Gsszefiiggd. Tekintsiink el ett6l a ponttol, ekkor
egy gyengén Osszefiiggd grafot kapunk.

Ha egy 0sszefiiggd grafban talalhato olyan pont, amelynek elmozditasa olyan gra-
fot eredményez, amely mar nem tekinthetd 6sszefiiggdnek, akkor nagy valoszintiséggel
mondhatjuk, hogy a szoban forgd ponttal jeldlt szerepld kozvetitd szerepet tolt be a halo-
zat két részhalmaza kozott. Az ilyen pontot nevezziik tdréspontnak (cut point). (Egy pont
eltavolitasa maganak a pontnak és kapcsolatnak az egyidejt ,,torlését” jelenti.) Hidnak
viszont azt a kapcsolatot (relaciot) nevezziik, amelynek az elmozditasa megsziinteti egy
graf Gsszefiiggo jellegét.

3.6. A halézatok tovabbi jellemz6i

A haldzatok tovabbi fontos jellemzdje az egymasbaagyazottsag. Ez azt jelenti, hogy a halo-
zatok egymasba épiilt rendszerek, és a vizsgalat, néz6pont szintjétdl fiigg, hogy ebbdl éppen

! TAkAcs 2011.
2 SZANTO 2005.
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mit latunk. Az egymasbaagyazottsag nagyon gyakran a kélcsonos elényok révén jon Iétre,
l6zatok hosszabb idon keresztiil stabilak legyenek. Sokszor eléfordul, hogy a szimbidzisban
¢16 alhalézatok megtartjak eredeti 6nallosaguk egy részét, és az altaluk alkotott fohalozat
moduljaiként élnek tovabb. Modulok tobb haldzatban megfigyelheték. A modulok kozott
a kapcsolatok viszonylag ritkabbak, és az egyes modulok csomopontjai igen gyakran csak
egy vagy tobb elemen at tudnak érintkezni egymassal (GALAMBOSNE TISZBERGER 2015).
A kovetkez6 ismérv a gyengekapcsoltsag. A gyenge kapcsolatok olyan kdlesonhatasok,
amelyeknek kicsi az affinitasa, kicsi a valosziniisége, és rovid ideig tartanak. Ugyanakkor
ezek azok a kapcsolatok, amelyek a kisvilagsag kialakulasahoz sziikségesek. A halozatokban
az elemek nem egyformak, és a kozottiik fennallo kapcsolatok is lehetnek erések és gyen-
gék egyarant. A valds haldzatokban nemcsak a kapcsolodasi fokok, a térbeli megoszlas,
az id6beli viselkedés, hanem a kapcsolatok eréssége is skalafiiggetlen eloszlast mutat. Ez azt
jelenti, hogy valds haldzatokban az erds kapcsolatok mellett mindig ott vannak a gyengék is,
raadasul a legtobb haldzatban sokkal tobb gyenge kapcsolatot talalunk, mint eréset. A gyen-
ge kapcsolatok az egymasbaagyazottsagot is ,,athatjak” (GALAMBOSNE TISZBERGER 2015).

4. Halozatelemzés a gyakorlatban
4.1. Mekkora a vilagunk? Kicsi.

Az emberek kozti interakciok a valos és online térben egyarant vizsgalhatok tudomanyo-
san. Magyarorszag ¢s a vilag egyik legelismertebb halozatkutatdja, Barabasi Albert-Laszlo
munkassaga pedig segit nekiink abban, hogy még inkabb megérthessiik az sszefiiggéseket
példéaul az online kommunikacio terén.

A halozatok egyik eleme a kapcsolatok szama. A véletlen halozat elv egyik fontos elére-
jelzése, hogy annak ellenére, hogy véletlenszertien helyezziik el a kapcsolatokat, az ebbol
szarmazo halozat mélyen demokratikus, hiszen a legtobb csomopontot hozzavetdleg ugyan-
annyi kapcsolat jellemzi. A latszolag véletlen halozatoknak hitt emberi haloézatokat Barabasi
elemzi, és arra jut, hogy a valds vilagunkban meglévé halozatok — akar a sejtjeinké, akar
az emberi kapcsolatainké — azonban nem véletlen halozatok, viszont a véletlenhaldzat-modell
jO néhany szamszerii eldrejelzéssel szolgalhat, ha valds halozatokat elemziink (BARABAST
2016), igy a segitségével példaul végig lehetne kdvetni a hirek terjedését is.

Karinthy Frigyes 1929-ben irt el6szor egy novellajaban a ,, hat lépés tavolsagrol ” (Face-
book users average 3.74 degrees of separation, 2011). Stanley Milgram harvardi szociolégus
1967-ben allitotta: a tarsadalomban két személy tipikusan 6t-hat kézfogasra van egymastol,
¢és ezt nevezziik manapsag a tudomanyosan is elismert hatlépésnyi tavolsagnak. Vagyis,
bolygénk hatmilliard lakosa ellenére, ,,kis vilagban” ¢liink. Az internet is egy kisvilagot
jelol Barabasi kutatasai alapjan, két weblap kozti klikkelések tipikus szama 19, a tobb mint
milliard lap ellenére. Ezt hivja 6 19 1épésnyi tavolsagnak (BARABASI 2006).

Ebbdl vilagosan latszik, hogy az emberek alkotta véletlen halézatokban és az interne-
ten fellelhet6 lapok alkotta halézatokban egyarant roviden bejarhato utakat kell megtennie
egy-egy lizenetnek, ha el akar jutni egy masik emberhez vagy oldalhoz. Olyannyira, hogy
az olyan elkiiloniilt részegységén az internetnek és a tarsadalomnak, mint a Facebook
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kozosségi oldal, ez a szam 2011-ben csupan 3,74 1épésre sziikiil (4 1épés tavolsag) (Facebook
users average 3.74 degrees of separation, 2011).

Az internet igynevezett skdlafiiggetlen halozat, amely kdzponti csomopontokboél (koz-
pontok), azokhoz kapcsolodo csomopontokbol és kapcsolatokbol all. A 7. abra jol szemlélteti
a véletlen haldzatok és a skalafiiggetlen haldozatok kozti kiilonbséget.

A bal oldali térképen az USA fébb autoutjainak halozatat lathatjuk, amely egy véletlen-
szerii halézat csomopontokkal, amelyek a varosok, és kapcsolatokkal, amelyek az autopalyak.
Nincsenek tobb szaz autdpalyas varosok, ahogy olyanok se, amelyek ne kapcsolodnanak
az uthaldzathoz.

A jobb oldali térképen a 1égi kozlekedés halozatat lathatjuk, ami mar egy skalafiiggetlen
haldzat. Itt a repiildterek a csomopontok, és a kapcsolatok a kozvetlen jaratok. A legtobb
repiil6tér kicsi, néhany jarat hasznalja, de vannak olyan nagy és fontos kdzéppontok (pél-
daul Chicago), amelyek tobb kisebb csomdpontot kdtnek 6ssze egymassal.

A kiilonbség abban all, hogy a véletlen halézatoknal ahhoz, hogy egyik varosbol
a masikba, tobb mas pontot is érinteniink kell, mig a skalafiiggetlennél gyakran elegendd
egy kozéppontot érinteniink ahhoz, hogy barhova eljussunk. Lényegében leroviditve még
inkabb az utat (BARABASI 2016).

haranggdrbe hatvanyfiiggvény-eloszlas

k kapcsolati csomopontok szama
k kapcsolatu csomopontok szama

kapcsolatok szama

7. dbra
Véletlenszerii halozat (bal oldali abrak) kontra skalafiiggetlen halozat (jobb oldali abrak)

Forrds: VASARHELYI 2011

Szamunkra ez azért is lehet fontos, mert az interneten vannak olyan kdzéppontok a kdzosségi
oldalakon példaul, ugynevezett véleményvezérek, akik sokkal jobban le tudjak roviditeni
a tavolsagainkat, amelyek amugy sem tul hossztiak. Létrejonnek az tigynevezett ultrakis
vilagok (BARABASI 2016).
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Az ilyen véleményvezér személyek, oldalak pedig kiemelt helyet tolthetnek be a koz-
igazgatas egyes hivatalainak megitélésében, vagy valamilyen hir, kozlendd terjedésében,
hisz ha 6k osztanak meg ilyen tartalmakat, sokkal gyorsabban és sokkal tobb emberhez
eljutnak. Fontos lehet még ez az alhirek, politikai propaganda vagy reklamok, kiemelten
a virusvideok terjedése esetén is. Ennek a jelenségnek a gazdasagi €s tarsadalmi aspektu-
sait sem szabad alabecsiilniink.

4.2. A vilag skalafiiggetlen vagy véletlen halézatokbdl all?

Barabasi Albert-Laszl6 egyik felfedezése, hogy a természetben eléfordulo haldzatok jelentds
része nem véletlenszer(i halozat, hanem skalafiiggetlen. A vilaghalot kutatva véletlenszerii
closzlast vartak a kutatok, de megddbbenté mddon ez nem igazolodott, kideriilt, hogy mas
matematikai modell irja le a vilaghaldt, akar a weboldalak, akar a szamitogépek kapcso-
latait vizsgaltak.

Korabban a halozatelmélet azon alapult, hogy a halozatok véletlenszeriien jonnek 1étre.
Ez azonban a komplex haldzatokra nem igaz: sem a szocialis halo, sem példaul az é16 anyag
biokémiai rendszere nem véletlenszerii. S6t Barabasi és kutatcsapata megallapitotta azt is,
hogy a természetben nem léteznek véletlenszerii haldzatok.

A kapcsolatokat egy jol meghatarozott matematikai torvény, a skalafiiggetlen eloszlas
magyarazza. A legfobb kiilonbség a véletlenszerd €s a skalafiiggetlen halozatok kozott
a rengeteg kapcsolattal rendelkez6, ugynevezett erésen kapcsolt csomdpontok jelenléte
az utobbiakban.

A halozatelemzés gyakorlati jelentsége leginkabb abban rejlik, hogy rengeteg dolog
megjosolhato altala, rengeteg jelenség pedig utdlagosan rendszerbe helyezhetd. Barabasi
egyik kisérlete alapjan egy embert bizonyos ideig megfigyelve ¢s adatokat gyijtve a viselke-
désérdl megjosolhato, korcsoporttdl fliggetleniil, hogy par hét milva pénteken este 8 érakor
hol lesz épp. Lassan bekdszont a gondolatblindzés orwelli rémképe? Nem valoszinii azért,
de mindenképpen fontos fél szemmel a haldzatelemzés fejlodésére figyelniink.

5. Osszefoglalas

A grafelmélet egy viszonylag fiatal teriilete a matematikanak. A halézattudomany teljes
potencialjaban pedig egy nagyon friss €s jelenleg dinamikusan fejlodd aga. A teljes meg-
értéséhez és hasznalatahoz sziikség van adatbazis-kezelési ismeretekre, némi matematikai,
statisztikai €s esetleg programozoi tudasra. Ami pedig ennél is fontosabb talan, sok-sok
adatra. A fejezetnek nem volt célja egyiket sem megadni az olvasd szamara, helyette el-
méleti megalapozast szerettiink volna nyujtani. Tekintsiik at, hogy mit tanulhattunk meg.

Megismerkedtiink kedvcsinalonak par példaval, hogy hol hasznaljak a halozatelemzést,
illetve a halozatelemzés néhany alapfogalmaval is, Ggymint a stirliség, a kozpontisag, a ko-
z0ttiség, a sajatvektor, a strukturalis ekvivalencia.

Felidéztiik a grafelmélet sziiletését a Konigsberg egykori és mai hidjainak példajan
keresztiil, majd szintén ezt a példat felhasznalva a grafok legalapvetébb fogalmait ismerhet-
tiik meg. Megnéztiikk néhany egyszeriibb képlet segitségével a grafok és halozatok alapvetd
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tulajdonsagait, majd egy hosszabb fejezet erejéig a szomszédossag fogalmat ecsetelgettiik,
hisz anélkiil nem nagyon tudnank hal6zatokat elemezni.

Megvizsgaltuk, milyen morfologiai jellemzokkel birhatnak egyes halozatok az alap-
fogalmak szintjén, és egy példan keresztiil be is mutattuk ezeket. Végiil pedig a véletlen
¢és a skalafiiggetlen halozatokat vizsgaltuk meg, s a kisvilag-jelenséget tisztaztuk, csakhogy
megtudjuk, hogy a vilag legbefolyasosabb, leggazdagabb, legboldogabb, legsikeresebb em-
bereitdl alig par ismerds tavolsagra vagyunk. Igaz, a vilag legkevésbé befolyasos, ¢hezd,
szenvedo nincstelenjeitdl szintén ugyanekkora tavolsagra allunk.

A halézattudomany nagyon izgalmas téma. A jelen tankényvbe nem tudunk belesii-
riteni ezernyi izgalmas felhasznalasi modot és a tudomanyos, valamint a laikus k6zonség
szamara egyarant izgalmas Osszefiiggést és érdekességet, ami a gyakorlatban mar most ké-
pes lenne kimozditani a vilagunkat a sarkabol. Ismétlem a fejezet eleji onmagam: minden
lelkesedésemmel csak ajanlani tudom az Olvasonak, hogy ne ragadjon le az alapfogalmak
néhol szaraz megismerésén és magolasan, ez a tudomanyteriilet sokkal izgalmasabb, nézzen
utana a neten, nagyszeri videok, riportok, cikkek sziilettek mar a halozatisagrol, haldézatok
tudomanyarol.

Fogalmak

— halozatelemzés

— Big Data

— graf, halozat

— cstcsok, csomdpontok
— élek, kapcsolatok

— slrliség

— kozpontisag

— kozottiség

— sajatvektor

— strukturalis ekvivalencia
— konigsbergi hidak

— Euler

— Euler-graf

— Euler-séta

— csomopontszam

— ¢élek szama

— teljes graf

— iranyitott él / iranyitott (digraf) haldzat
— iranyitatlan €l / iranyitatlan halozat
— fokszam

— atlagos fokszam

— fokszameloszlas

— skalafiiggetlen haldzatok
— szomszédossag

— szomszédossagi matrix
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— szociogram

- ut

— kapcsolathalo-elemzés (SNA — social network analysis)
— 1izomorf grafok

— négyzetes matrix

— bejovo és kijovo fokszam
— ritka halézatok

— hurok

— f6atlo

— sulyozott halozat

— grafkapcsolatok

— Osszefliggdség

— diadok

— toréspont

— hid

— centralitas

— egymasbaagyazottsag

— gyengekapcsoltsag

— kis vilag

— X" 1épés tavolsag

Attekint6 kérdések

1. Mi mindenre lehet hasznalni 6n szerint a haloézatelemzést? Probaljon keresni olyan
példat, amelyre biztosan nem!

2. A halézatelemzés alapfogalmaival probalja meg jellemezni kérnyezetének vala-
melyik halozatat, példaul az 6n szocialis halojat vagy az internetet stb.!

3. Azt tudjuk, hogy a konigsbergi hidakra eredeti formajukban nincs megoldas.
Modositsa ugy az abrat, hogy megoldhaté legyen a feladat!

4. Rajzoljon fel egy egyszerii szociogramot, példaul két-harom film szinészeivel (leg-
alabbis a legfontosabbakkal), akik koziil par legalabb két filmben kézdsen jatszik.
Ezutan vizsgalja meg az igy késziilt grafot! Készitse el a szomszédossagi matrixat!

5. Azel6z0 kérdésben elkésziilt halozatat vagy a 3.3. fejezet szociogramjat elemezze
a halozatok morfologiai jellemz6i alapjan!

6. Probalja ki valamelyik kisvilag-elméletet! Probaljon eljutni egy olyan ismert sze-
mélyhez ismeréseinek ismerdsein keresztiil, aki 6nnek valamiért nagyon kedves,
de Onnek nem kozvetlen ismerdse, és elsre nem is jut eszébe olyan személy,
aki konkrétan ismerné! A feladat kissé id6igényes lehet, de annal izgalmasabb!
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