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ELSO RESZ

A vonal és a szdg.

1. 8 Geometriai alapfogalmak.

A geometria feladata a térmennyiségele alakjéra,
nagysagara és egymashoz képest elfoglalt helyzetére
vonatkozé igazsagoknak és torvényszer(iségeknek
megallapitasa és megismertetése.

Térmennyiségek: a testek, a lapok vagy feluletek,
a vonalak és a pontok.

Test mindaz, ami a végtelen térnek bizonyos,
minden oldalr6l hatéarolt részét betdlti. A természet-
ben csakis physilcai, vagyis oly testek fordulnak elo,
melyek a kiterjedésen kiviil még mas tulajdonsagok-
kal ‘is, igy pl. szinnel, keménységgel, siilylyal stb.
birnak. Ha a testnek a Kiterjedesen kivil minden
mas tulajdonsagatol eltekintiink, a mathematikai test
képzetét nyerjik. A geometria csakis a mathematikai
testekre vonatkoz6 szabalyokat és torvényeket tar-
yalja ; més szdval a testekkel csakis annyiban fog-
alkozik, a mennyiben azok a tért betdltik.

Minden test harom irdnyban bir kiterjedéssel;
és pedig: hosszlsaggal, szélességgel és magassaggal
(vastagsaggal vagy mélységgel).

A testek hatarait, melyek 4ltal a kilsé végtelen
tértdl el vannak kildnitve, lapoknak, vagy feluleteknek
nevezzik; ezeknek kétféle kiterjedésiik van: hossza-
saguk és szélességuk.

A lapok hatarai a vonalok, melyek mar csakis
hosszsaggal birnak.

A vonalak hatérai a kiterjedés nélkili pontok.

Ezek szerint a test harom-, a lap két-, a vonal
pedig csak egy-dimenzids térmennyiség.

A térmennyiségeket még mozgas altal is szar-
maztathatjuk. . .

Ha apont eredeti helyzetét elhagyja és mozga-
saban nyomokat hagy maga utan, a vonalat nyerjik.
Ha a vonal kiterjedési iranyatol eltéré valamely mas
iranyban mozog, lapot ir le; ha a lap kiterjedési
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iranyaitol eltér6 valamely mas irdanyban mozog, a
keletkez térmennyiség test lesz.

A térmennyiségek bizonyos rendszerét idomok-
nak nevezziik. A nagysagra nézve megegyezd idomo-
kat egyenl6knek (=), az alakra nézve megegyezGket
hasonldknak (co); végre azokat, melyek egyenld alakkal
és nagysaggal birnak, egybevagéknak (™) mondjuk.

A geometria szolgalatdban fontos szerep jut a
meghatarozasoknak (definitié), az alaptételeknek, vagy
axidmaknak, a tantételeknek és a feladatoknak.

A meghatarozasok a térmennyiségek Iényeges
jegyeit soroljak fel s ezaltal alapot nyUjtanak a
tovabbi fejtegetésekhez; az alaptételek, vagy axiomak
maguktol értet6dd oly igazsadgok, melyeket sem hizo-
nyitani, sem pedig valamely oldalrdl megtdmadni nem
lehet; a tantételek a még bebizonyitasra szoruld igaz-
sagok, melyekbdl ('jnkénlyt kife{(thetc’ik az Ugynevezett
kévetkezményes-, vagyis oly tételek, melyek a tantételek-
b6l minden tovabbi bizonyitas nélkil folynak; végre
a feladatok bizonyos szerkesztéseket, vagy szamitaso-
kat tliznek ki, melyeket az axiomak és tantételek
segitségével lehet megoldani.

2. 8 A vonalok, lapok és testek felosztasa.

a) Az Osszes vonalok kozott legegyszer(ibb az
egyenes vonal, mely mint alapképzet kodzelebbrél nem
hatérozhat6 meg, mert azt valamely egyszeriibb s igy
konnyebben felfoghatd képzettel nem helyettesithet-
juk. Fogalmat nyujthat az egyenes vonalrél a stlyos
Olom-goly6 altal Kifeszitett zsineg. — Az egyenes
képzetébdl kovetkezik, hogy:

1 Két pont teljesen meghataroz egy egyenest; mas
szdval: két ponton &t csakis egy egyenes vonal hizhato;

2. Két pont kozott az egyenes vonal a legrdvidebb Gt;

3. Két egyenes csakis egy pontban talalkozhatik.
A két egyenes koz6s pontjat meiszési-pontnak hivjuk.

Az AB egyenes (1. abra) kétféleképen keletkez-

hetik; éspedig: vagyA-bol
inddl el a pont B felé és
Ggy irja le az egyenest,
va?y megforditva b -bdl in-
dal ki A felé. E két irén{
ellentétes, ha tehat az AB iranytpositivnak veszszii
fel, akkor BA negativ lesz ; azaz:
AB= —BA; BA =—AB.
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Hogy melyik irany legyen positiv, az teljesen a mi
tetszestinkt6l fligg, de a mar egyszer positivnak vett
iranynyal ellentétes minden mas irdny negativnak
tekintendd. Legtbbszor az iranyt figyelmen kivul hagy-
va csakis az egyenes nagysagat veszszik szamitasba.

Az olyan egyenest, mely egy oldalrol sincs
hatarolva, sugarnak, az egyik oldalan hatarolt egye-
nest félsugarnak, a mindkét oldalan hatérolt egyenest
tavolsagnak, a hatarokat jelz6 pontokat vég-pontok-
nak nevezzuk.

Két egyenes egyenld, ha egymasra fektetve fedi
egymast.

Ha az AB egyenest (1. &bra) (7-ig meghossza-
bitjuk, akkor:

AC= AB-f BC; AB= AC —BC.

Ha oly A X egyenest allitunk els, mely 2-, 3-,

4-, . . . n-szer akkora, mint AB, akkor:
AX = n.AB; AB=AX:n.

Amint a most elmondottakb6l Kitlinik, az
egyenes vonalokkal éppen gy végezhetjik az dssze-
adas, kivonas, szorzas és osztas mlveleteit, mint a
szamokkal.

Ha valamely vonal tobb, kilénb6z6 iranyd
egyeneshb8l van dsszetéve, tort-vonalnak; az olyan
vonalat, mely iranyat folytonosan valtoztatja, gorbe-
vonalnak, az egyenes és gorbe vonalbdl alkotott
vonalat vegyes-vonalnak nevezzik.

Ha AO egyenes (2. abra.) O pontja korll addig
forog, mig ismét eredeti helyzetébe visszaérkezik,
akkor az A végpont altal leirt
utat kor-vonalnak, vagy egy-
szer(ien kornek nevezzik. A
kdrnek minden pontja egyenl6
tavolsagban van az O ponttdl.

Az oly'egyenes, vagy gorbe

vonalat, melynek minden pont-

ja ugyanazon tulajdonsaggal

bir, az illetd pontok geometriai-

helyének mondjuk. — A kor

ennélfogva geometriai helyeazon

pontoknak, melyek egy allando )

porttél egyenld tavolsagban vannak. Az &lland6 pontot
a kor kozéppontjanak, vagy centrumanak, a kozos
tulajdonsdggal bir6 pontok helyét a kor kertileté-
nek  (peripheria), a keriillet barmely pontjdnak a



centrumtol mért tavolsagat a kor sugaranak (radius),
a sugar kétszeresét, mint AC, a kor atmer6jének
(diaméter), a kor kerilet tetszo'leges részét (félkor,
negyedkor) kérivnek (arcus), a kor keriilet két tetsz6-
leges pontjat dsszekapcsold ega/enest a kor harjanak
(chorda), az oly egyenest pedig, melynek a korrel
csak egy koz6s pontja van érintonek (tangens) hivjuk.
A korlap AB iv es AO, meg BO sugarak kozt
fekv6 részét korcsikknek (sector), az AB har és AB
iv kozt fekvd részét korsseletnek (segmentum)nevezzilk.

Az eddig elmondottakbdl kovetkezik, hogy:

1. A kor sugarai, vagy atméréi egymaskozt mind
egyenldk ;

2. Az egyenl6 sugart korok egyenlék és egybevagok.

Hogy a vonalak nagysagat 0sszehasonlithassuk,
mértékre van szilkségiink. Az egyenesek mérésére egy-
séglil a méter; annak valamely tobbszOrdse, vagy része
(km., dm., cm., mm.) szolgal. Azt a szamot, mely meg-
mutatja, hogy a mértékegység hanyszor vihetd fel az
egyenesre, az illet6 vonal hosszisaganak mondjuk.

A koriv mérésére nfok, perez és masodpercz szol-
gal. A kor teljes keriilete 360 fokbol, egy fok 60
perczb6l, egy perez 60 masodperczbdl all.

b A lapok kozott Iegeqﬁ/szerﬁbb s igy, mint

alapkepzet kozelebbr6l meg nem hatarozhaté a sik.
A csiszolt tiikoriveg, vagy egy iv papir nydjthat a
sikrdl fogalmat. A sik kepzetébdl kovetkezik, hogy
oly egyenes vonal, melynek két kozds pontja van a
sikkal, teljesen a sikban fekszik.

Harom nem egy egyenesben fekvé pont teljesen
meghatarozza a sikot és csakis egy sikot hataroz meg.
Hogy e tétel helyességét bebizonyithassuk, legyen
A, B, C (3 &bra.) a tér harom pontja. A és B ponton

at atvezethetlink egy egyenest
és pedig csakis egyetlen-egy
egyenes vonalat. Képzeljiink oly
P sikot, mely az A és B pontokat
magaban foglalja, akkor az egész
AB egyenes is bentfekszik a P
sikban’; a sik ezen AB egyenes,
mint tengely korul koruiforgat-
haté és ezen forgas kdézben oly
helyzetbe hozhat6, hogy a C ponton is athalad. Ez
alkalommal az AB, AC és B C egyenesek mindenike
egész hosszaban bent fog fekiidni a P sikban. —
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Tegyik fel, hogy létezik oly Ft masodik sik is,
mely az adott harom pontot tartalmazza és legyen
M ezen sik egy pontja. Vezessink 4 M ponton oly
egyenest, mel?/ a P1 sikban fekszik és az AC és AB
egyenest D, illet6leg E pontban metszi. D és E akkor
a P siknak is pontjai lesznek, tehat ebbdl folyolag
DE egyenes egeszen bentfekszik a P sikban, amibol
viszont az kovetkezik, hogy M is pontja a P siknak.
Ha azonban a tetsz6legesen felvett M k&z6s pontja
a két siknak, akkor ez minden mas pontra is, mely
valamelyik sikban fekszik, beiﬂazolhatc') s ilyforman
a P és Pi Kkét sik 0sszeesik; tehat az A, B, C harom
pont csakis egyetlen egy sikot hataroz meg.

A harom nem egy egyenesben fekv0 ponton
Kivil egy egyenes és valamely rajta kiviil fekvé pont,
vagy ket egymést metsz6 egyenes szintén meghatéa-
rozza a sikot.

Az olyan lapot, melynek barmily kézel fekvd
négy pontja nem fekszik ugyanazon a sikon, goérbe
feltletnek nevezzik.

c) Azok a testek, melzeket csakis siklapok haté-
rolnak, szogletesek; az olyanok pedig, melyeknek
csakis gorbe-feluletek, vagy részben siklapok, részben
pedig gorbefeliiletek a hatarai, gombolyd, testek.

A geometrianak azt a részét, mely csakis olyan
idomokkal foglalkozik, melyeknek alkoto-részei ugyan-
azon sikon fekisznek, planimetridnak; azt a részét
pedig, mely a kiilonbdzd sikokban fekvl részeket
tartalmazé idomokrél adja meg a kell§ ismereteket,
stereometridnak nevezzik.

3. 8. Két egyenes helyzete a sikban.

Tegytik fel, hogy AB egyenes (4. abra) A pontja
koril forog s forgasa kdzben az A ponton at hiz-
hatd osszes egyenesek helyze-
tét végigjarja ; legyen tovabba
CD egy maésik oly egyenes,
melynek AB-velB kozos pont-
ja van. Akkor ez a kdzos pont
AB forgasa kdzben befutja E1 (
felé CD 0sszes pontjait, majd
atugrik a masik oldalra és E2 ) .
irdnyaban jut el CD pontjainak helyzetébe, mignem
a teljes koriilforgas utdn AB ismét eredeti helyére
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keriil. AB ilyforméan elfoglalt allasai kozott létezik
egy, — FG — a mikor AB és CD nem birnak koz0s
ponttal; azon alld&s ez, mikor a B valtoz6 pont a
BD iranybol a B C irdanyba csap at. Ebben az allas-
ban azt mondjuk, hogy AB egyenes parhuzamos CD-
vel s ezt ugy jeléljuk: AB | CD.

Két egyenes — ennélfogva —parhuzamos, ha azok
barmeddig hosszabbitjuk is, kozds ponttal nem birnak.

Az ugyanazon sikban fekvd két egyenes tehat a
kovetkezd helyzetekben lehet egymashoz: 1 a két
egyenesnek e%yetlen egy kozos pontja sincs, azaz a két
egyenes parhuzamos egymassal; 2. a két egyenesnek
van egy ledz6s pontja, mas szdval, a két egyenes metszi
egymast; végre 3. a két egyenes két kozos ponttal bir,
azaz fedi egymast.

Valamely egyeneshez egy rajta kivil fekvé ponton
at csakis egyetlen egy parhuzamos hizhaté. — Ha két
egyenes ugyanazon harmadikkal parhuzamos, akkor
azok egymaskdzt is parhuzamosak.

4. 8. A szdg fogalma és szarmazésa.

Ha az AO és BO egyenesek kdzds O ponttal
birnak (5. abra.) akkor az" O pont kériil végezhet6
azon fordulat nagysagat, mely megkivant.atnék, hogy

erik egyenes a masik helyzetébe
eljusson,” szognek nevezzik. A

sogilc ° vagy m vagy

A szdget alkotd két egyenest
szogszaraknak, az O pontot szdg-
pontnak, vagy a szog csucspontja-
nak hivjuk.

A sz0g az elmondottakbol kitetsz6leg akként szar-
maztathato, hogy az egyik szarat eredeti helyzetéb6l
addig forgatjuk, mig a masik szar helyzetébejut. Mivel
ezen forgataskét ellentétes iranyban torténhetik, ennél-
fogva, ha az egyik forgasbol szarmazo szOget jpositivnak
veszsziik, a masikat negativnak kell tekintenlink. Rend-
szerint az 6ramutaté jarasaval ellenkez6 iranyu forgas-
bol keletkez6 szoget mondjuk positivnak. Minél na-
gyobb a szogszar forgasa, annal nagyobb a szarmazott
sz6g. Egyenl6 forgasokbol egyenlo nagysagu szégek
keletkeznek. A sz0g na?ységara a szogszarak hosszU-
saga nem bir befolyassal.” Az olyan szogek, melyeknek
szaraik fedik egymast, egyenl6k és egyuttal egybevagok.
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Ha a mozgdé AO sugar (6. abra.) még BO-n tul
CO helyzetig forog, akkor:

AOC <£ = AOB X+ BOC < ;
AOB <£ = AOC <€ —BOC <.

Ha a sz0gszar 2-szer, 3-szor .
n-szer akkora forgast végez, mint a
mennyi a BO helyzetig valo jutdshoz
szlikseges volt, akkor a szarmaz6 szog 6 dbra
A05-nek Kétszerese, haromszorosa,
n-szerese; vagy, AOB a szarmazott szognek fele,
harmada, w-ed része. Ebb6l vilagos, hogy a szogekkel
éppen Ggy vegezhetjilk az osszeadas, kivonds, szorzas
és osztas miveleteit, mint a szamokkal.

5. 8 A szogek nemei és mérése.

Az olyan sz6geket, melyek a mozgo szogszarnak
egy egész korulforgasabol szarmaznak, teljes szogek-
nek, ha pedig az a teljes koril-
forgasnak csakis negyedrészét fut-
ja meg, a szarmazo AOB szoget
(7. abra.) derékszognek nevezzuk.
A derékszogek jele R s azok mind
egyenl6k egymassal.
Két egyenesr6l, melyek az A 0
ésB O vonalakhoz hasonléan derék-
sz0g alatt metszik egymast, azt mondjuk, hogy egymas-
ra merlegesek. Ezt ugy jeléljik, hogy: AO
A derékszognél kisebb szdgeket, mint AOC <£
hegyes szdgeknek, a derékszognél nagyobb, de két
derekszognél kisebbeket pedig, mint AOD 4C, tompa
szogeknek, a hegyes és
tompa szogeket kozos név-
vel ferde szogeknek hivjuk.
Két oly szoget, — mint
AOC é BOC — melyek
egylttvéve egy derékszoget
adnak,potlészognek mondunk.
A félkorulforgast vég-
z6 szogszar A OB  egyenes
szoget irja le ?8 abra). Az
egyenes szognél kisebb sz6-
geket vajt szogeknek, a
nagyobbakat dombord sz6-
geknek nevezziik.
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Ha két szdg egylttvéve két derékszdget, tehat
egy egyenes szoget alkot, akkor azokat kiegészitd-
szogeknek hivjuk.

Ha az AOC szog AO szarat O ponton tal B- |%
meghosszabbitjuk, a szarmaz6 BOC szég AOC-ne

mellékszoge. Két mellékszog egyitt-
véve egyenes szoget, azaz két
derékszoget alkot.

Ha az AOC szdg (9. abra)
mindkét szarat O szogponton tal
meghosszabbitjuk, ugy BOD sz6-
get, az el6bbi cstcsszogét nyerjik.

9. 4bra. Hasonloképen cslicsszogek AOB
és BOC is.

Két cslcsszog e%yenlo egymassal. Hogy e tétel
helyességét beigazolhassuk, vegyiik figyelembe, hogy
a mellékszogekrdl ismert alaptétel szerint:

a+ b= 2R;
b+ c= 2R;
mib6l: a-f-b=b ¢
és: a= ¢
Hasonldképen:
b-f-c= 2R;
c-j-d=2R;
b-J-c= c-j-d

Az ol?/an AOB szbget (10 abra), melynek szog-

pontja valamely kor centruma, szarai pedig a kor

sugarai kozépponti szognek, az

olyat pedig, melynek szdg-

pontja a kor keriiletének egy

ﬁontja szarai pedig a kor

Urjai, kertleti sz6gnek nevez-

zik. Ugyanazon korben, vagy

egyenld  sugaru korokben

egyenl6  kozépponti,  vagy

egyenld kerileti szégekhez

egyenlé harok s igy egyenld

korivek s viszont egyenl6

harokhoz, illetbleg ivekhez

egyenld kozeppontl gLy keriileti szogek tartoznak.
Amint a tavolsag mértékei csak tavolsagok

lehetnek, éppen dgy a szOgeket is csak szOgekkel

merhetjuk Ha a kor keriletét 360 egyenld részre
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osztjuk s az oszt6-pontokat a kor centrumaval Gssze-
kotjuk, 360 eg&/enlé nagl;(ységu kdzépponti széc?et
nyerink, melyek mindenike egy fokos sz6g. Minden
fok 60 perczb6l, minden perez 60 méasodperczbdl all.
Ha ezeknél még kisebb szdgeket akarunk kifejezni,
akkor a masodpercz tized, szédzad, ezred stb. részét
veszszik szamitasba. Ilyforman mondhatjuk, hogy
valamely szdog, pl. a= 32° 18 265“ (32 fok, 18
perez, 265 masodpercz.)

Az elmondattokbol kovetkezik, hogy az egyenes
szdg 180, a derékszdg pedig 90 fokkal egyenlo.

6. 8 Harom egyenes helyzete a sikban.

Ha az AB és CD egyenest (11 abra.) a har-
madik EF transversélissal atszeljik, a két metszési
pont korll 6sszesen nyolez szdg

keletkezik.
A ¢, d m és n szogeket, .
melyek a két atmetszett egyenes fi

kozott fekusznek, belsd; az a, b,
0 ésp szogeket pedig, melyek a
két atmetszett egyenesen Kkivil D
feklisznek, kulsé szogeknek nevez-
zik. Egy-egy belsd és egy-egy
kiils6 szog, melyek a transversalis r
ugyanazon oldalan talalhatok, de 11, abra.
a melyek kulénbéz6 szdgponttal
birnak, megfelel6 szogeket alkotnak ; ilyenek: "« és m,
céso bésn, deésp. Két belsd, vagy ket kiilsé szoget,
melyek kiilonbdz0 szdgponttal birva a transversalis
kiilonhoz6 oldalain fekisznek, valtoszogeknek hivunk ;
ilyenek: a ésp, béso césn, des m A trans-
versalis ugyanazon oldalan fekv, de kiilonboz6 szog-
ponttal biro két bels6 vagy két kiils6 szog tarsszog;
ilyenek : a és o, béap, césm, d ésn.
Ha két egyenesnek egy harma-
dikkal valé metszésénél két megfelel6
sz6g egyenld, akkor bebizonyithato,
hogy: 1. a tobbi két-két megfelel6-
sz6g, tovabba 2. két-két valtoszog
szintén egyenld egymassal és 3. két-
j) két tarsszog 180°-m egésziti ki egy-
mast. igy pl. ha felteszsziik, hogy
a= m (12. abra.) akkor:
12. bra. a+ b= 2E, m-fn= 2K;



12

tehat: ]

a-j-b = m-|-n; és mert: a=m, b= n.

Hasonlo edaras szerint kimutathat6, hogy : c= o;
és mert: a= p, a= m, azért: d=p.

A yaltoszog parok egyenld’ segenek beigazoléasara
vegyik figyelembe, hogy :

a=m; a= d; tehat: d= m
a=m;m= p; " a=p,;
b=n; n=o0; , b= o:
©c -o 0=n; , C=n;

Végll bebizonyitandd6 még, hogy a tars-szogek
osszlsge 180°, azaz 2 R. Ez a kovetkez6 modon tor-
téni

a—b- 2R; de: b = o, mint valtész6gek, tehat:
a—o0= 2R;
c-fd= 2E; de:d= m, tehat: c-f m= 2R. stb.

Eppen ily konnyuseggelimutathatjuk meg a ko-
vetkez0 tételek helyességét is: Ha egy egyenes mas
kett6t ugy szel at, hogy két valtészog egyenld, vagy két
tars-szog 1SO0; akkor: két-két megfelel6- és ket-két
valtészog egyenl6 egymassal, az Osszetartozd két-két tars-
szog Osszege pedig 180°.

7. 8 A parhuzamos és merdleges egyenesekre
vonatkozd tantételek.
Ha két egyenest a transversalissal (gy metsziink,
hogy vagy két valt6-, vagy két megfelel6-sz6g egyenld,
vagy végre két tarsszog Osszege: 2 R; akkor: a két
egyenes parhuzamos.
Legyen az AB és CD egyeneseknek (13. &bra)
EF-el val6 metszésébd'l szar-

niazott szogek kozil c—n;

A B akkor a BGHD sik gy
fektethet az AGH C sikra,

hogy GH egyenes HGre,

BG egyenes Cifra, DH

pedig AG-re essék. Ha az

atfektetés utan AB és CD

az EF transversalis egyik

13. 4bra. oldalan kozos ponttal bir-

nénak, akkor a masik olda-

lon is kellene kozos pontjuknak lenni, amde akkor
AB és CD, mint két kdzds ponttal bire két egyenes
Ldné egymést (3. 8.); mivel ped.g ez az eset most
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nem forog fent, ennélfogva AB és CD egyik oldalon
sem birhatnak kozos ponttal, tehat: parhuzamosak.
Bebizonyithatd a tétel megforditottja is, mely
igy hangzik: Ha két parhuzamost egy transversalissal
atmetszink, akkor a szarmaz6 Kkét-két valto- és két-két
megfelel§szog egyenld', két-két tars-szog dsszegepedig 180°.
Ha két egyenes ugyanazon
harmadikkal parhuzamos, akkor B
azok egymaskozt isparhuzamosak.
igy pl. ha: AB |LMN(14. bra) C - D
és CD IMN, akkor: AB | CD. M -
VaIamer Cponton (15. abra)
keresztul nB egyeneshez csakis 14. &bra.
egy — CD — parhuzamos huiz-
hato. %y e tétel helyességét bebizonyithassuk,
teg?]/uk f hogﬁ nem csupan CD, hanem CE is
parhuzamos AB-hez. Ez a feltevés azonban nem all-
hat meg, mert ha CE szintén parhuzamos lenne AB-

15. abra. 16. abra.

vei, akkor az el6bbi alaptétel szerint CZE-nek CD-vel
is parhuzamosnak kellene lennie, de akkor nem bir-
hatnanak koézés Cponttal. — CCkell§ meghosszabbitas
utdn AB-1is metszi.

Valamely egyenes egy adott pontjaban az egyenesre
csakis egy merleges emelhet6. Legyen A (16. abra.)
egy, a CD egyenesen fekv0 pont. Ha az A pontbol
kiindulo egyenesek kozill nem csupan az AB, hanem
pl. AE is mer8leges lenne CD-re, (gy a DAE o
akkora lenne, mint DAB 5. §.?<, ami nyilvanvaloiig
lehetetlenség, mert DAB deré 526% DAE pedi
kisebb DAB-nél, tehat okvetetlenll hegyes szogne
kell lennie.

Ha két egyenes ugyan-
azon harmadikra meréleges,
akkor azok egymaskozt par-
huzamosak.

Legyen AB ] EF és
CDj_EF(n.abra.) akkor: 17. abra.
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AB | CD, mert az els6 feltételbdl folydlag: m= R;
a masodikbol: n= R; ennélfogva: m= n. De m ésn
megfeleld szogek, mar pedig ha két megfelel6szog
egyenld, akkor a két dtmetszett egyenes parhuzamos.

Hasonl6 modon igazolhaté a megforditott tétel
is, mely szerint: Ha két parhuzamos egyenes kozul
az egyik merdleges egy harmadikra, akkor ugyanarra
a masik is merdleges lesz.

Valamely egyenesre egy rajta hirll adott pontbdl
csakis egyetlen-egy mer6legest allithatunk.

Tegyik fel, hogy CD egyenesre (18. abra.) nem
csupan AB, hanem BE is mer6leges; ez a felvétel
lehetetlen, mert akkor, az el6bbi
tétel szerint, AB és BE par-
huzamosak tartoznak lenni, ami
kizarja azt, hogy B kozos pont-
tal birhassanak.

Jegyzet. Euklides (Kr. e.
) 285. kordl) 11. axiémaja szerint:

18. dbra. Két egyenes, melyet egy har-
madik agy szel 4t, hogy a ket belsé tars-szog 0sszege
kisebb, mint 2R, kelloleg meghosszabitva metszi egy-
mast.Ujabb kisérletek,killéndsen aKleintélered6k, keét-
ségtelenné tették, hogy ezt a tételt nem lehet bebizonyi-
tani. — Stei/ier_szerint. parhuzamos egyenesek azok,
melyek mindenike valamely ,,végtelen tavolban fekvd
pont“ felé van irdnyitva. — A ,végtelen tavol fekvé
pont“-rél legelébb Desargues (1630) és késdbb (1687)
Newton beszél.

8. 8 Szogek parhuzamos szarakkal.

Oly két sz6g, melyeknek szaraik parhuzamosak,

vagy egyenl6 egymassal, vagy 180°-ra egésziti ki egymast.
Hogy e tetelt, bebizonyit-

hassuk vegylk fel az ABC

és DEF szogeket (19. abra),

melyeknek szaraik parhuzamo-

sak és egyenl§ iranytak. Ez

a két szdg egyenlé egymassal,

mert ha a DE egyenest addig

hosszabbitj uk, migB C-t/pont-

ban metszi, akkor ABC ¢és

DIC mint megfelel6szogek egyenl6k egymassal, de

hasonld okbdl egyenlé DIC és DEF is, amibdl kovet-
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kezik — két szdg egyenld lévén ugyanazon harma-
dikkal — bogy ABC <£= DEF

De tekintsik a legaltalanosabb esetet. Legyen
ABC az egyik szdg es legyen E azon méasik sz
szdgpontja, melynek szarai AB és B C szdgszarakkal
parhuzamosak. E ponton & uUgy AB, mint BC
egyeneshez csakis egy parhuzamos szerkeszthetd (7.
§% és pedig AB hez DI, B (7-hez HF; ennélfogva az
ABC *"-gel 0sszehasonlitandd szdg csakis azon négy
egyike lehet, mely D I és HF metszésébdl E szdgpont
koril keletkezik. Ezen négy szdg kozil ketté hegyes
szdg, a masik kett6 pedig tompa szég ; tovabba a két
hegyes sz0g és a két tompa sz6g mint csdcsszég
egyenl6 egymassal. De DEF-re nézve mar bebizonyi-
tottuk, hogy egyenl6 ABC-vel tehat ez HEI <3Ere
nézve is all. Végul DEF és FEI mint mellékszogek
180°-ra egészitik ki egymast; azaz: DEF-\-HEI—
180°; mivel DEF helyett a vele egyenl6 ABC szbget
irhatom ; ennélfogva : ABC-f- HEI= 180°; hasonlo-
képen: ABC-\-EE1=X».

llyformén: a parhuzamos szarakkal bir6é szogek
kozil azok, melyeknél mindkét szar megegyez6, vagy
mindkettd ellenkez6 irén¥ban halad, egyenlék egy-
massal : azok pedig, melyeknél a szdgszarak egyik
parja megegyez6, de a masik ellenkezd iranyt kovet,
180®-ra egészitik ki egymast.

9. 8. Szbgek meilileges szarakkal.
Oly Kkét szog, melyeknek szaraik egymésra merd-
legesek, vagy egyenld, vagy 180°-ra egésziti ki egymast.
Hogy e tételt bebizo-
nyithassuk, vegyik fel ABC
szbget (20. abra.), melynek
AB és BC széaraira az E
szogponttal biro szog szarai
merdlegesek. Az E ponthdl
AB-re csakis egy — az
FH — egyenes huazhatd
mer&legesen, hasonldképen
BC-re csakis DI (7. 8)
ennélfogva az E szdg-
ponttal bird sz6g szérai a 20. dbra.
megadott feltétel mellett
csakis FH és D | lehetnek. Ezen egyenesek azonban
E szogpont koril négy szoget zarnak be, melyek
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kozll kett6-kett6, mint csucs-sz0g egyenlG és kett6
az ABC adott szoggel egyenld fajta, azaz: hegyes-
sz0g; a masik kettG ellenkez0 fajta, azaz: tompa-
szog Ha a DI-velparhuzamos BO, tovabba az .Fiival
parhuzamos BM egyeneseket szerkesztjuk akkor
MBO < =D FF <, mint parhuzamos és egyenl6-
irany( szogszarakkal biré szogek ; amde :
CBO = ABM </, mint derékszogek;
és igy :
CBO < —ABO < = ABU< —ABO

azaz : ABC ~ = MBO;
vagy végil:
ABC 3; = DEF ~ = HEl ... D
Masfel6l: FEI és DEF  kiegészit6-szogek,
tehat: DEF ~ + FEI = 180°;.

vagy az 1) alatt foglalt egyenlet figyelembe vételével :
ABC < + FEI 3; = ISO«sABC + DEH »

2 IS0 e 2)
Az 1) és 2) alatt foglalt egyenletekbdl Kitetsz6leg:
oly két szog, melyeknek szaraik merGlegesek egy-
masra, egyen 6 eg %massal ha a két sz6g egyenld fajta,
azaz: mind akettd egyes-, vagy mind a kettd tompasz6™,
és 180°-ra egésziti ki egymast, ha a két szdg kilonbozd
fajta, azaz: az egyik hegyes-, a masik pedig tompa-szdg.

10. 8 Feladatok az elsd részhez.

Két vonal kozil: a= 375 m, b= 5375 m,

mennyi: a-j-b?

. Hérom vonal kézil: c= 52’3 m., b—c-f-645 m.,

a= b ¢-j-3%6 m.; mennyi: a-j-b-j-c?

A 31687 km, Gtbél mar megtettink 213-705

km.-t; mennyi van még hatra?

c= 2a—b, a= 2b b= 375m.; mennyi c?

Hatarozzuk meg az a= 4b —2c kifejezés érté-

két, ha b= 84 m; c= 1275 m

. Az a tavolsag otszor akkora, mmt a b tavolsag
és a b haromszor akkora, mint c= 2056 m; mily
nagy a és i?

7. Szerkeszsziik meg az a — 32 cm. *4dének meg-

felel6 egyenest.

m.m.h.ww.a
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. Megszerkesztend6 az y = 3 a — Tregyenes, ha

12.

13.
14.
15.
16.

17.

17

. Szerkeszszilk meg az adott a vonal »/e'dat, 910-dét.
.a—3 m.; i = 5m.; mennyi ¢, ha annak értékét

a c= 50-(-3i egyenlet szabja meg?
Adva van a>b két tavolsdg; szerkesztendd:
4a—2b n

a—>5h.

Megszerkesztend6 az x =g- a egyenes.

Hany masodpercz az a= 3°27' 10" szdg?
a—237°28' 16" ; mennyi az x= 2R —3a?
Hany fok, perez és masodpercz 1827"?

a= 57°37'18"; R= 48°10°26"; mennyi a-j-R;

+
a_Bp., 12.|., 5
Mennyivel nagyobb 270°, mint a= 69°42' 56" és

R= 75°36" 35" szdgek Osszege; mennyivel tdbb
azok 2i?-rel novesztett kuldnbségénél ?

18.2 R felbontand6 2, 3, 4, 8, 16 egyenld részre.

19.
20.

21,

22.

23.

24,
25.

26.
217.
28.
29.

30.

Mennyi a, ha 21t a—3E —a?

Mennyi 2a 3a 5a 4, 9a—2It ha:
5= 15°20'18"?

Mily nagy a 18°26' 14"-nyi sz6g mellékszoge ?
Két egymast metsz6 egyenes esetében a szarma-
zott egyik sz6g: a= 38°28'18". Mily nagy a
tobbi sz6g?

a-fB= 72°38 18*; a—R= 24»18 58“; meny-
nyi a és R?

a= 18°10; R= 26°18'; mennyi 5a—3R?
Bizonyitsuk be, hogy a mellék-szogeket felez§
egyenesek egymasra mer6legesek.

Mily nagy szoget zar be a két o6ramutatdé 4
orakor, 7 6rakor, 9 érakor?

Mily széget ir le az 6ra kis mutatéja 1 6ra 30
perez alatt; mily nagyot a nagy mutat6 45' alatt?
Bizonyitsuk be, hogy valamely szdg felez6je annak
eslicsszggeét is felezi.

Bizonyitsuk be, hogy harom egymast egy pont-
ban metsz§ egyenesnél a nem szomszédos barmely
harom szég Osszege 180°. .
Két melléksz6g kozul az egyik kétszerese a méasik-
xiak; mily nagyok a szdgek ?

J.évay: Planimetria. 2
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31 Ha két parhuzamos egyenest ugyanazon harmadik-
kal atszelink, az egyik szarmazott szog 57° 38'
16". Mily nagy a tobbi 7?

32. Bizonyitsuk be, hogy a parhuzamos szarakkal

bir6 szogek felez6i vagy parhuzamosak, vagy

%e_dig egymasra mer6legesek.

izonyitsuk be ugyanazt a mer6leges szarakkal
biré szégek felezd egyeneseire nézve.

34. Bizonyitsuk be, hogy azon esetben, ha két par-
huzamos egyenest egy harmadikkal atszellnk,
akkor a tars-szogek felez6 egyenesei derékszog
alatt metszik egymast.

35. Bebizonyitando, ho?y ugyanakkor a valtd- és
megfeleld szogek felez6-egyenesei egymassal par-
huzamosak.

33.

MASODIK RESZ.

A sikidomok alkotdrészeinek 0ssze-
flggése. Egybevago sikidomok.

11. 8. A sokszdgekrdl altalaban.

A sik minden oldalrél hatarolt részét sikidomnak
nevezzilk. Megkulonboztetiink egyenes-, gorbe- és
vegyes vonalu sikidomokat a szerint, amint a hatar-
vonalak csak egyenes-, vagy csak gorbe-, vagy
egyenes- és gorbevonalak.

Az eEyenesvonaIL] sikidom hatarvonalait oldalak-
nak hivjuk. Az oldalak Gsszege a sikidom keriletét adja.
Két egyenes nem alkothat idomot; az idom bezarasara
IeEaIébb is harom egyenes szilkséges. A haromoldald
sikidom akkor all eld, ha harom nem egy egyenesben
fekv@ pontot paronként egyenes-vonalakkal Ossze-
kétiink. Az igy keletkez6 idom: haromszog. Hasonl6
modon allithato el6 a négyszog, otszog €s a tobbi. A
négynél tobb oldallal biro idomot sokszdgnek, a sok-
sz0g oldalainak talalkozasi pontjait szégpontoknak
nevezzik. Két-ket szomszédos oldal a sokszog egy-egy
belso-sz0gét zarja be. Minden sokszognek annyi sz6g-
pontja es belsG-sz6ge van, a hany oldala. Barmely
oldal meghosszabbitasa a szomszédes oldallal a sok-
szognek ege/ kuls6-sz6gét alkotja. Minden kiils6-sz6g
a mellette fekvd bels6vel egyiittesen 180°-ot ad.
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Azon e?(yenes—vonalakat, melyek két-két atellenes
szogpontot kotnek dssze, atléknak hivjuk. A sokszog
egy-egy szogpontjabdl harommal kevesebb atlét hiz-
hatunk, mint a mennyi az oldalak szdma. Az n oldald
sokszognél tehat n—3-at. Mivel n szdgpont van, ennél-
fogva az Osszes atlok szdma n (n—3) lenne, ha figye-
lembe nem kellene venniink, hogy ily mddon minden
atlo kétszer kertl szdmitasba; éppen azért az dsszes
kulénbdz6 4tk szdma az n oldall sokszégben csakis:
n (n—3)

o e

Az olyan egyenesvonall sikidomokat, melyek
egyenl6 oldalakkal, vagy egyenld szdgekkel birnak,
egyenlé-oldalt illet6leg egyenld-szogiieknek, azokatpedig,
melyekben az oldalak és szogek egyidejlileg egyenl6k,
szabalyos-sokszégeknek nevezziik.

12. 8. A héaromszog alkotorészei.

Minden haromszdgnek hat alkot6része van : harom
oldala és harom szoge. igy az ABC haromszdg
(21. &bra) részei: AB = ¢,

BC—a, AC=b oldalak és
A -3 B <£, C & szogek.

Az olyan haromszdget, mely-
ben mind a harom oldal kulon-
boz8 hosszUsagu, egyenlétlen-
oldalinak, az olyat, melyben két
oldal egyenlé hosszu, egyenl6- 21 abra.
szarGnak, azt pedig, melyben
mind a harom oldal egyenlé egymassal, egyenld-
oldaltinak nevezzilk. igy ABC (22. &bra) egyenl6t-

F

lenoldald, DEF egyenl6szard, HGJ egyenl6oldall

haromszdg. . | . . .

Ha felteszszilk, hogy a haromszdg egyik, pl. AB

oldala a vizszintes sikon fekszik, akkor azt az oldalt
2
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a haromszdg alapjanak, az alappal atellenes C sz6g-
pontbdl az alapra szerkesztett merGlegest a harom-
Sz0 magassa?anak hivjuk. Az eglylk szo?(pontnak az-
atellenes oldal felez6pontjaval valé dsszekotése altal
nyert egyenes: a kozépvonal; a szogpontbol kiindulo-
oly egyenes, mely a haromszog bels szogét felezi r
a szogfelez6, Minden haromszogben harom magassag,
harom kozépvonal és harom szdégfelezd van.
Minden haromszégben egy oldal kisebb, mint a
masik két oldal 6sszege, de nagyobb, mint azok kUIdnbsége.
E tétel els6 része ©Onmagaban vilagos, tudva,
hogy két pont kozott az egglenes a legrovidebb ut.
Hogy azonban a tétel masodik reszet is |gazolhassuk
legyen: AB > AC (21 abra); mivel:
AB < AC+ BC,
VEEJUK ki iC-t az egyenl6tlenség mindkét oldalabol,
akkor*
AB —AC <BC, vagy: BC > AB —AC.
A bizonyjtas éppen igy torténhetik barmely
oldalra nézve is.
Ha egy, a haromszdg belsejében tetszélegesen felvett
O pontot (23. abra) 0Osszekapcso-
lunk az egyik pl. BC oldal vég-
pontjaival, akkor: OB -j- 0(7 6sszeg
kisebb, mint a haromszog ket olda-
lanak, pl. AB és AC-nek dsszege.
Hogy e tételt bebizonyithas-
suk, hosszabbitsuk meg BO™ egye-
nest addig, mig A C-t D pontban
23. abra. metszi. Az ODC haromszogben
) OC<OD-fDC..ccourvrvrene . 1)
ABD héaromszogben:
BD < AB-f AD; azaz: BO-f OD < AB-fAD; 2)
az 1. és 2. alatt foglalt egyenl6tlenségek dsszeadasabdl:
OC+ BO<DC+ AD-f AB;
OC-f BO< AC+ AB.
Minden haromszégben a bels6
szogek Osszege 180°.
Hogy e tételt bebizonyithas-
suk, huzzuk az ABC haromszog
(24. abra) C szogpontjan at
DE | AB egyenest akkor:
m-fc-fn= 180 24. &bra.
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m—a és n= b, mint valtészogek. Helyettesitve m
és n értekét, lesz:
a-|-b-f-c= 180°

E tételbdl kdvetkezik, hogy: 1. ismerve a haromszdg
két szogét, a harmadikat kiszamithatjuk, mert csak az
adott sz0gek Osszegét kell 180°-bol Kivonnunk; 2. ha
két haromszogben két sz6g egyenld, akkor egyenlo a
harmadik is; 3. ha a haromszo?ben az egyik szog
a masik kettd Osszegével egyenld, akkor az derék-
sz0g; 4. a haromszdg szogel kozott csakis egy lehet
derekszog

Az olyan haromszoget, melyben mind a harom
sz6g hegyes szdg, hegyesszogl-nek, az olyat, melyben

Cc F J

25. abra.

egy deréksz0g van, derékszoglinek, azt pedig, a mely-
ben az egyik szog tompaszog, tompaszogli-haromszog-
nek nevezziik
igy ABC (25. abra.) hegyes-sz6gi-, D E F derék-
sz6gli-, GHJ tomdpaszogu haromsz6g — A derekszog(i
-haromszogben a derékszdget bezard két oldalt befogok-
rr}lak l? derékszoggel szemkozt fekvd oldalt atfogonak
ivju
! A haromszdg barmely kils6-sz6ge a vele szemben
fekvo két bels6-sz0g osszegével egyenld.

%/en m (26. abra)

az Ai/(7haromszogegyik C

kilsé szdge; akkor: /c\
m+ b= 180° /
aJb-fc= 180° / \
Ha™ két mennyisé / \

ugyanazon harmadlkk N n

egyenld, akkor egymas- R B

sal is egyenl6; ennél-

fogva: 26. dbra.

m—{b= a-j~b-(-c5

honnan: m= a-f-c.
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Ebbél kovetkezik, hog%/ 1 barmely kiils6 sz0g
nagyobb az atellenében fekvl szdgek egyikénél;

2. azon szbtl;, melyet a haromszog belsejében valasz-
tott valamely pontnak az egyik oldal végpontjaival
valo Osszekotése altal nyerunk, nagyobb, mint a
haromszdgnek vele szemben fekv6 szoge.

13. 8. A sokszdg szdgei.

Az noldalG sokszg bels6-szogeinek dsszege (n—2).
Hogy e tételt beigazolhassuk, figyelembe kell
vennunk ho?y a sokszoget barmely szégpontjabol
— atlék segélyével — kettével kevesebb haromszogre
bonthatjuk fel, mint a mennyi a soksz6g oldalainak
szama. Az n oldald sokszdget tehat n—2 haromszdgre.
Ezen haromszogek bels6 szégei egylttvéve éppen a
sokszOg szOgeinek Osszegét adjak. Egh/ haromszog
szogeinek Osszege 180°, tehat az n—2 aromszogé s
egyidejlileg a sokszoge (n—2).

Barmely sokszog kulsd-szogeinek Gsszege négy derék-
sz6g.

A sokszog egy belsé és egy kiils6 szége egyditt-
véve 2 R. Mivel az n oldald sokszognél n ilyen szég-
par van; ennélfogva azok dsszege: 2 nR. Hogy csakls
a kilsé- szogek Gssze et nyerjik, ebbdl a belsd-szdge-
ket ki kell vonni, akkor lesz:

2. nR—(n—Z).2R= (n—-f2).2R= 4R

14. 8. A haromszdg atellenes alkotérészeinek dssze-
flggése.
Barmely haromszégben az egyenl6 oldalakkal szem-
ben fekvé szogek egyenlék. Tegyuk fel, hogy az
ABC haromszdgben (27. abra)
AC —BC; akkor bebizonyit-
haté, hogy —B~Mc.” E
czélhol felezzik C<)f-et a CD
szogfelezdvel és keépzeljik az
ACD haromszéget BCD-re
fektetve oly médon, hogy CD
helyzete ezaltal ne valtozzék;
akkor AC egyenes BC ira-
nyaba kertl, mert® = q ,deegyszersmind A pont
ossze fog esni R-vel, mert AC'és BC egyenl6k ; amde
akkor az AD egKenes éppen fedni fogja BD- 1 mert
B és D pontok kozott csakis egy egyenes hizhaté.
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llyforman A fedni fogja B ~ -et s igy vele egyenld'.
De ugyanakkor m _fedni fogja n”-et, a kett6 tehat
egyenld és mindegyik derékszog.

E tételbdl az kovetkezik, hogy: 1. az egyenl6-
szari haromszdgben az alapon fekv6 két szdg egyen-
16 ; 2. az egyenl6-oldali hdromszdg szogei egyenl6k
s egynek-egynek értéke 60°.

Barmely haromszdgben nagyobb oldallal nagyobbszdg
Jeleszik dlellenben. Legyen az j+BC haromszogben (28.
abra) AB > A C\ akkor bebizonyithato,
hogy: CdJ > B df. E czélbdl felezzik
a harmadik Adf-ei AD szogfelez6-
vel és képzeljik ACD haromszoget
ABD-re atfektetve oly modon, hogy
AD helyzete ne valtozzék; akkor
AC egyenes AB iranydba és D az
A és B pontok kozé pl. E-be keril.

Ekkor AEDdJ, mint kils6-sz6g na-*
gyobb, mint B <8C Amde AED szdg 28, &bra.

-gél egyenl6; tebat; CdJ >B-$£.

— E tételbdl kovetkezik, hogy a haromszog leg-
nagyobb oldalaval szemben fekvé szdg a legnagyobb.

Barmely haromszogben az egyenld szogekkel szem-
ben felevé oldalak szintért, egyenlék. Legyen Adj = B <f
(27. &bra); akkor bebizonyithatd, hogy: BC=AC;
mert tegyik fel, hogy BC nem egyenl§, hanem
nagyobb,” mint AC, akkor az el6bbi tétel szerint
H<£-nak na?yobbnak kell lennie B <"-nél; ezt azon-
ban a feltétel kizérja. Ha pedig BC-t kisebbnek allit-
juk HC-nél, abbdl a feltétellel ellenkezéleg az kdvet-

eznék, hogy BdJ >M<£. BC tehat sem nagyobb
sem kisebb nem lehet, mint AC, tehét egyenl§ azzal.

Hasonl6 eljardssal igazolhaté a kdvetkezd tétel
helyessége : Barmely haromszégben a nagyobb szoggel
szemben fekvé oldal nagyobb a kisebb széggel szemkozt
fekvonél. E tétel kovetkezményei, hogy: 1. a harom-
sz0gben a legnagyobb sz6ggel a legnagyobb oldal
fekszik szemben s igy 2. a derékszogl haromszog
atfogdja nagyobb, mint barmelyik befogdja.

15. §. A haromszogek egybevagoséga.

Két haromszdg egybevagd (kongruens), ha egy-
masra fektetve tokéletesen fedi egymast. Ez akkor
fog bekovetkezni, ha a két haromszdg oldalai és
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szOgei egyenl6k és ugyanazon sorrendben kovetkeznek.
Az alkotorészek egyenlésége, de kiilonbdzd sorrendje
esetén symmetrikus haromszégek allanak el6. Azon
Osszefuiggés kovetkeztébeu, mely aharomszdgek oldalai
és szogel kozott fennal, két haromszog hat alkotérésze
kdzal harom egymastol fliggetlen alkotérésznek meg-
egyezése elégséges az egybevagosag megallapitasahoz.
Ez alapon az egybevdgosag negy f6 esetét killonbdz-
tetjuk meg. Lassuk sorban ez eseteket.

| Két haromszdg egybevagd, ha azokban egy-egy
oldal és a rajtafekvl ket-két szog egyenlo.

Legyen az ABC és A'B'C1 haromszogekben
(29. dbra) AB = A‘B\ A2f = és B™j = B~
akkor: ABCA A'B'C' A. Fektessiik Acet

ABC A-re oly mddon,
hogy A'B* oldal AB-re
esse ,akkorA'éf egyen-
16 lévén A-~-gel A'C’
az AC iranyar koveti
és C‘ pont hizonyos
tavolsagban iC-n lesz
taldlhato. Hasonl6 okbol
ugyancsak C* a BC-n
is rajta lesz bizonyos tavolsagban. Mivel most mar
C"-nek egyidejlileg AC-n és BC-n kell lennie, ezen
két egyenesnek pedig csak egy kozds pontja van és
pedig (7; ennélfogva abba kell esnie a C'-nek is s
ez esetben a két haromszdg teljesen fedi egymast,
tehat egybevago.

Il. Két haromszog egybevagd, ha azokban két-két
oldal és az altaluk bezart szog egyenl6. Legyen a
fenti két haromszoghen: AB— A'B', AC= A'C' és
A-"=A'<AC: akkor: ABCés A'B'Cés. Helyezzik
a masodik haromszoget az elsére olykeép, ho y a két
egyenlo sz0g, A és A fedjek egymast; or AB
és A'B', tovabba AC és A'C egyenlosege folytan
B’ pont H-pe, C* pont pedig C-be fog esni s igy
B‘C* szuksegkepen BC-re kerul, mert ket pont csakis
egy ege)/enest hataroz meg. A két haromszég tehat
ez esetben is egybevago.

I1l. Két haromszog egybevagd, ha azokban két-két
oldal és a nagyobbikkai szemben fekvé sz6g egyenld.
Legyen az ABC és A‘B‘C* haromszogekben (30. abra)
AC = A'C' é BC = B'C', tovabbd AC> BC,
A‘O >B'C'ésB<E= B* akKor: ABCO"N A‘B‘C‘A.
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Fektessiik a masodik haromszoget az elsére oly modon,
ho ogy a_jS~(-re, essék, akkor C* pont (7be
A‘B* oldal pedig AB |ranyaba keral. Azt allitjuk,
hogy ezen esetben A' pontnak A pontba kell esnle
mert teﬂyuk fel, hogy nem A-bsa, hanem A, K
A“-ba kerdl. Beblzonyltjuk hogy ezen felvetele
-egyike sem allhat meg. Ha A‘ pont A“-be jutna,
akkor: M"H(740" lenne A'B'C'A gel (a Il. tétel
alapjan), de akkor A“(7-nek egyenlének kellene lenni
n*'C* és AC oldalakkal; ez azonban lehetetlen, mert

az_AA" CADOl az deril ki (14. 8. 2. tétel), hogy
AC A" (7 Eppen oly kevéssé keriilhet A' pont A*“
ba, mert akkor az A“‘BC és A‘B*‘C* Jl-ek egybevago-
saga folytan A“‘(7-nek A (7-vel kellene egyenlének
lennie, ami szintén lehetetlen. A‘ pont tehat csakis
A-bsa juthat az atfektetésnél, minek kovetkeztében a
két haromszdg teljesen fedi egymast, tehat egybevago.
Y. Két haromszog egybevagd, ha azokban mind
< harom oldal ‘paronként egyenlé. Legyen ABC és
AB‘C* héromszt')gekben 29. abra): AB —AB°‘\
AC= AIC*'ésB (7= B‘6",akkor: ABCA" A'B‘C‘A
Hogy ezt a tételt eblzonylthassuk elég azt kimutatni,
hogy a két haromszég egyik megfelel6 szégparja pl.
A<t és egyenld eg?/massal mert akkor a
két haromszogben ket két oldal és az altaluk bezart
sz0g egyenld s igy a két haromszoq egybevagdsa a
a II. tetel alapjan megallapithato lenne. Amde
A<£ nem lenne H<"-ge| egyenld, akkor BC oldal
is kilonbdznék a B‘C*oldaltol (14. 8. 3. tétel) ami
ellenkeznék a feltétellel. igy tehat a keét haromszog
egybevagosa%a ebben az esetben is meg van allapitva,
A most felsorolt és bebizonyitott e%ybevagosagl
esetek alapjan a kovetkezd tételeket lehet egyszeri
modon igazolni:
1 Az egyenl6-szart haromszogben az alappal szem-
i'Ozt fekvé sz0g felez6-egyenese kell6leg meghosszabbitva
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felezi az alapot s arra merdleges. Ezen tételbdl viszont
az kovetkezik, hogy: a) azon egyenes, mely az alap
felezG'-pontjat az atellenes szogponttal Osszekoti, felezi
az alappal szemben fekvd szo%et s az alapra mer6-
leges ; g?/ pedig: b) az alaphoz tartoz6 magassag
felezi az alapot s a vele atellenes szdget.

2. Barmely haromszégben az oldalak felezd-pontjai-
ban emelt mer6legesek egy oly pontban talalkoznak,
mely valamennyi szégponttdl egyenl6 tavolsagrafekszik.

3. Valamennyi egyenes kozott, melyeket valamely
adott egyenes vonalhoz a rajta kivil fekvé pontbél hiz-
hatunk: a) a meréleges a legrovidebb; b) aferde egye-
nesek kozll azok, melyeknek az egyenessel val atmet-
szést pontjaik a mer6leges talppontjatél egyenld tavol
vannak, egyenl6k; az a vonal, melynek atmetszési pontja
a mer6leges talppontjatol legmesszebbre van, legnagyobb.

4. Valamely szdg felez6-egyenesének minden pontja
egyenl messze van a szaraktol.

5. A héaromszog szogfelez6i en];y oly pontban met-
szik egymast, mely valamennyi oldaltél egyenl6 tavol van.

6. Az egyenl6oldali haromszégek egybevagosaga
mar egy oldal; az egyenl6-szaruaké az alap és egy
sz0g, vagy egy szar és egy sz0g, vagy az alap és egy
zsar; végre a derékszogli haromszogeké az atfogd es
egy hegyes sz0g, vagy egy-egy befogd és egy hegyes
sz0g, vagy a két befogd, vagy az atfogd és egyik be-
fogo megegyezese alapjan megéllapithato.

Si. ébra.

16. 8. Haromszogek két-két egyenld oldallal.

Ha két haromszogben két-két oldal egyenld, de az
ezen oldalparok altal bezart szogek kilonbozok, akkor
a két haromszog harmadik oldalai nem egyenl6k egy-

maéssal, hanem az lesz nagyobb, mely a nagyobbik szog-
gel atellenes.
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Legyen AB Cés A'B' C*haromszdégekben (31. abra)
AC=A‘CY, BC=.B‘C‘ és akkor
AB > A'B'. Hogy ezt bebizonyithassuk, masoljuk Ie
C szogpontnal C'-"C-et on maddon, hogy ACB“~C
= C<f és Ie%yen B'C'= B“C\ akkor: AB'CA.~.
A‘B‘G"A, amibél: AB“= AB" Minthogy BCésB*‘C*
oldalok a feltétel szerint egyenlok ennelfogva CB“B
és CBB*“ szOgek egyenl6k, ebbdl: CB“B > B%fc_
sigy AB“B~ >ABB*" ennélfogva : AB >AB*,
vagy: AB > AB*.

Ha két haromszogben két-két oldal egyenld, de a
harmadik oldalpar nem, akkor a nem egyenlé oldalak-
kal szemkozt fekvd szogek kozul az lesz a nagyobbik, a
melyik a nagyobb oldallal étellenes. Legyen (31. abra)
AC— A‘CY, BC = B‘C* é AB > A‘B"; akkor

> CMf, mert ha C szdg egyenlo lenne C/C-
gel, akkor allana, hogy AB = A‘B‘, ha pedig C<fl
kisebb lenne C'<A- né), akkor allana, hogy AB <AB"
A feltétel mind a két eset Iehetc’Sségét kizarja, a mi
arra vezet, hogy a két szbgre nézve: C<?f>
egyenl6tlenség ervényes.

17. 8 A parallelogramma.

A négyszogek kozott trapezoidokat, trapézeket és
parallelogrammakat kilénboztetink meg (32. abra).
A trapezoid (l.) oly négyszdg, melyben az atellenes

32. abra.

oldalak egyik parja sem parhuzamos egymassal; a
trapéz (II(); oly négyszog, melyben két atellenes oldal
parhuzamos, a masik kett6 nem; végre a parallelo-
grammaban (I11.) két-két atellenes oldal egymassal
parhuzamos.
Barmely négyszog bels6-sz0geinek Osszege 360°.
13. 8.
( )7 8. 2 tétele alapjan a parallelogramma két-
két szomszédos szoge egyuttvéve 180°-kal egyenld.
Minden parallelogrammaban két-két atellenes szdg
eg enlé egymassal; mert ugyanazon harmadik mind
ett6t 180°-ra egésziti ki. llyforman: 1. a paral-
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lelogramma eg%/ sz0gének nagysagat ismerve a tobbit
is meghatarozhatjuk; 2. ha a parallelogramma egyik
«z0ge derékszog, akkor a tdbbiis az; 3. ha a paral-
lelogramma egyik szoge ferdeszdg, akkor a tdbbi is
az. Ez alapon derékszogU és ferdeszogl 'parallelogram-
makat kilonboztetink meg.

A parallelogrammat barmely atléja két egybevagd
haromszogre bontja fel. Hizzuk meg az AB CD paral-

lelogramma (33. dbra) BD atl6-

f\ /~jat, akkor: ABD A~ BCD [;

mert:. BD = BD; ABD =

BDC/C. és ADB~C= CBDA,

mint  valtészogek. llyforméan :

S3 4bra AB —BC és AB= DC\ azaz:

' ’ aparallelogramma étellenes oldalai

egyenl6k. Masszéval: a parhuzamosak kozt fekvg par-
huzamos ePyenesek e?yenlék egymassal.

Az olyan parallelogrammakban, melyekben két
szomszédos oldal egyenld, valamennyi oldal egyenlé
egymassal, ezek az egyenl6-oldalt parallelogrammak ;
a melyekben pedig csakis az atellenes oldalok egyen-
16k, azok a kulonboz6-oldaluak. A kilénbozd oldald
ferde parallelogrammat (34. abra, 1.) rhomboidnak,
az egyenld oldalat (I1.) rhombusnak, a kilonb6z6

34. ébra.

oldalt derékszogl parallelogrammat derékszogG-négy-
szognek, vagy oblongumnak, az egyenld oldalut pedig
négyzetnek, vagy quadratumnak nevezzik.

. Az eddig megismert tételek alapjan kodnnyen
igazolhatjuk a kovetkezdket:

a) Ha valamely négyszdgben két-két atellenes oldal
egyenld, akkor az a négyszog: parallelogramma.

b) Ha valamely négyszogben két atellenes oldal
egyenld és parhuzamos, akkor a maésik két oldal is
ilyen s a széban jorg6d négyszog: parallelogramma.

c) Minden parallelogrammaban az atlék felezik
egymast; s viszont: OIP/ négyszdg, melyben az 4tlok
felezik egymast: parallelogramma.

d) A derékszogli négyszogek alléi egyenl6k; s
viszont az oﬂlzan parallelogrammak, melyekben az
atlok egyenlék: derékszoglek.
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ej Az egyenlooldalu parallelogrammék &tl6i felezik
egymast s egymasra merGlegesek; s viszont: az olyan
parallelogrammak, melyekben az egymast felez6 atlok
egymasra merélegesek: egyenloldaliak.

f) Két parallelogramma egybevagd, ha két-két
szomszédos oldaluk s az azok altal bezart szégik
egyenld. Ilyforman: a rhombus meghatarozasara
oldal és egy sz0g; a derékszogl négyszbgére ket
szomszédos oldal; a négyzetére egyetlen oldal elég-
séges.

A parallelogramma magassaga alatt az alapui
valasztott oldalnak a vele parhuzamost6l mért tavolat
mérjik.

18. 8. A trapéz.

Az oIYan trapézt, a melyben a két nem par-
huzamos oldal egyenlé egymaéssal egyenlészard-, vagy
symmetrikus-trapéznek, vagy antlparallelogramman3|k
nevezzik.

Az egyenlszara trapézben a parhuzamos oldalakon
fekvo két-két szog egyenlé egymassal. E tétel bebizonyi-
tasara legyen az AB CD trapézben
(35.4bra). AD | BC. Haa CE | AD D Cf
egyenest szerkesztjuk, akkor: CE =
AD—BC, tehat a BCE [ -ben

amde E-Nf =
tehat: A-~f= B Mivel tovabba
A<E-fD = 180°ésB <£+ <<E EB
= 180°; ennélfogva: D-~Z 35. 4bra.

=B + C<£ és: D ~ = C~C.

Az egyenl6-szarG trapézek atloi egyenlék. E tetel a
haromszogek egybevagosagara vonatkozo 11. tétel és
a fentebb ismertetett tétel segélyével bizonyithat6 be.

Az “altalanos “trapézben
mind a négy oldal kiilénb6z6
nagysagu.

A trapéz egyik nemparhu-
zamos oldalatfelez6 s az egyenld-
kéz oldalakkal parhuzamos
egyenes felezi a masik nem
parhuzamos oldalt is. Legyen
az AB CD trapézben (36. abra)

AM = DM és MN IAB | CD; akkor: BN ~ NC.
E tétel igazolasara szerkeszszik M ponton at az
EF \BC egyenest is hosszabitsuk meg CD oldalt F
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pontig, akkor: AEM&ZA DFM [ (15. 8. 1) s igy
EM = MF. Amde EM és BN, tovdbba MF “és NO,
mint parhuzamosak kozt fekvg parhuzamosak egyen-
16k s igy: BN—NC. — MN vonalat a trapéz kozép-
vonalanak nevezziik.

Indirekt utén konnyen beigazolhat6 e tétel meg-
forditottja is, mely szerint a trapéz két nem pér-
huzamos oldalanak felezé-egyenese az egyenlékozd olda-
lakkal parhuzamos.

A trapéz kozépvonala a parhuzamos oldalak fél-
mosszegével egyenld. Az el6bbi abrdban: MN = BE és
MN = CF.Osszeadva e két egyenletet: 2M N = BE-\-
EF = AB — AE -j- CD -j-DF. Amde AE és DF
egyenldk ; ennélfogva: 2 MN = AB 4- CD; a honnan:

N _ABHED.

Az altalanos trapéz meghatarozasara négy, az

egyenlGszaritéra pedig harom egymastdl fuggetlen
alkotorész ismerete szukséges.

19. 8 A sokszdgek egybevagosaga.

Egybevagd sokszogek azok, melyeknek alkoto-
részeik egyenl6k és ugyanazon sorrendben kovetkez-
nek. Két sokszdg e?ybevago hogKha azokat a meg-
felel§ szogpontokbol kiindulo atlok paronként egybe-
vago haromszogekre bontjak. Viszont: ha két sok-
sz0g egybevago, akkor azokat a megfelel sz6gpontok-
bal k||ndulo atlok paronként egybevagdé harom-
szogekre bontjak.

Minthogy az n oldali sokszdg az egy szégpont-
bol kiindulo atlok segélyével n—2 haromszogre bont-
hato és minthogy ezen haromszogek elsejének meg-
hatarozasara 3, minden kdvetkez6ere pedig 2 alkoto-
rész szukseges ennélfogva az n oldald sokszoget
meghatarozd egymastél flggetlen alkotdrészek szama:
3-\-2fn—3)=2n—3. llyennek tekinthetlink a sok-

szoqben n—1 egymast kovet6 oldalt s az ezen oldalak
-altal bezart n—2 szoget.

20. 8. Feladatok a masodik részhez.

1 Az egyenl@szara haromszogben a nem egyenl6
oldalla atellenes sz0g 54° 26' 18". Mennyi a
masik két sz6g?
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. A ferdeszog(i haromszogben a= R:2; y= bl1°

56' 14". Mennyi a és

. Valamely haromszogben a— 64° 27' 16" ; mennyi

a hianyz6 két szog fél Osszege?

. Valamely haromszogben az egyik szg a derék-

szognek VE'Qd része, a masik 32° 45'; mennyi a
harmadik szdg ?

17 49",

. Valamely haromszogben két sz6g félosszege 30°
ugyanazok félkildnbsége 6° 34" Mily

nagyok a haromszog szdgei ?

Y kiils6-szdge ?

. A haromszogben A-\- B = 87° 23" 36". Mily nagy

. Az egyenlbszari_haromszoghen az alappal szem-

ben fekvg szog 72° 26' 18". Mily nagy a masik

két

sz6g

sz6g?

. Az egyenl@szari haromszdg alapf( n fekvo egyik

53° 16'; mekkera a mésik ké

. Az egyenloszaru haromszdg egyik szaranak meg-
hosszabbitésa fol
16' 38". Mekkord

. Az egyenlGszar( haromszogben az alappal szem-

t sz0g

&/tan keletkezé kiils6-szég 132°
a haromszdg szdgei?

ben fekvd szog kétszer akkora, mint az alapon
nyugvo egyik szég. Mily nagyok e héaromszdg

sz0g

SZ 0%

12' 6",

ei ?

. Mily nagyok a derékszogli haromsz0g hegyes

ei, ha az atfogonal fekvé kils6- szog 56°7
aromszog szogeinek aranya: 1:3 :'5; mek-
korédk e szdgek?

. A derékszogl haromszog egyik hegyes szdge 56°
mennyi a masik
. Az egyenloszaru haromszog keriilete 56 m.; egyik

szara 18 m.; mekkora a tobbi oldal ?

szemben fekvd
Mily nag?/ok a_haromszog szogei?

i6. Az egyen

. A haromszog egyik kiils6-szoge 118° 26, a vele

els6-szogek egyike 82° 33' 16"

Gszéarl haromszog alapjanal fekvd egyik

sz0g ammily nagy az atellenes szdgpontnal szer-
kesztett kiils6-sz0g?

Valamely négyszoghen két szog Gsszege 118° 32,
a masik két szog egyenld; mekkorék ez utobbi

sz0g

ek ?

A parallelogramma egyik kiils6-sz6ge 72° 29' 16";
mekkorék a bels6-szogek?
A trapéz egyik parhuzamos oldalan: a— 58317

16";

RB= 72°18;

mily nagy a masik két sz6g?
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20.

21

22.
23.
24.

A négyszog szdg)einek aranya: 1:2:4:5; mek-
korédk e szogek 7

Mennyi egy szdge:
a szabalyos hét-szognek ;
a szabalyos tizenkét-szognek;
a szabalyos tizenot-szognek;
a szabalyos hlsz-szdgnek;

Héany oldala van annak a szabalyos sok-
szognek, melynek egy szoge:

25.120°; 26.144%; 27.147-27°;

28.

3L

32.
33.

34.

35.
36.

37.
38.

39.
40.

47.

42.

2° 10 r
154y; 29.157—; 30. ly R?

A derékszogli haromszdg egyik hegyes szoge 8°
19' 40"-el kevesebb, mint a masik "7l0-ed része.
Mekkora a két szdg?

Mily nagyok a haromszdg sz6gei, ha azok aranya :
25:3: 4-2?

A négyszdg szogei szdmtani haladvéanyt képez-
nek, melgnek kUlénbsége 5° 47' 37". Mekkorak
e szogek 7

A hatszdg egyik szdge 67° 49' 52"; a tobbi
szamtani haladvanyt kepez. Mily nagy mindenik
szd??

Melyik az a szabalyos soksz6g, melyben a szogek
Osszege 26 N7

Melylk az a szabalyos soksz6g, melyben egy

sz6g gR?

Valamely négyszogben minden szdg 1°20'-el na-
gyobb, mint az el6tte fekv6. Mennyi az els6 szdg?
Mily nagyok azon négyszég sz6gei, melyben
harom szog egyenld, s mindenik hdromszor akkora,
mint a negyedik ?
A haromszog szogei kozul kettdnek kiilénbsége
annyi, mint a harmadik. Mekkora egy-egy sz6g ?
Hany atlét hazhatunk a 8, 9, 13, 22, 25-szdgben ?
Bizonyitsuk be a kovetkezo tételek helyességét:
Az egyenl6szari haromszogben két magassag
egyenld.

egyenlészard haromszdgben az alap barmely
pontjabol az egyenlé oldalakra bocsatott mer6-
legesek dsszege allandé.
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44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.
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Az egyenl6szaru haromszdg alapjanak meghosszab-
bitasa altal nyert pontok barmelyikére nézve a
szarak tavolsagainak kulbnbsége allandod.
Az egyenld'szaru haromszog egyik szaranak meg-
hosszabbitasa altal nyert kiils6-sz6g felez6-egyenese
parhuzamos az alaphoz.
A derékszdgli haromszogben a derékszog szog-
pontjabol kiindulé kozeépvonal az atfogo felével
egyenlé.
Ha a derékszogli haromszog egyik hegyes szoge
kétszer akkora, mint a masik, akkor az atfogd
kétszerese a kisebbik befogonak.
A derékszdgli haromszdgben az atfogbhoz tartozd
magassag és kozépvonal altal bezart szég a harom-
sz0g két he%/es szogének kuldnbségével egyenl6.
Az egyenl6oldald haromszdg magassagai egyenldk.
Barmely haromszdg kdzépvonala kisebb, mint a
két szomszédos oldal féldsszege.
A harom kodzépvonal dsszege, nagyobb a harom-
sz0g félkertleténél, de kisebb, mint az egész
kerulet.
A héromszdg barmely oldalanak felez6pontjabol
egy maésik oldalhoz hlzott parhuzamos annyi,
mint a parhuzamos oldal fele.
Az ABC haromszégben AB oldalt E-ig AE — AB-
vel meghosszabitvan: CE | BC.
ABC [ -ben az A, B és C szogpontokon at par-
huzamosakat hlzva az atellenes oldalakhoz, oly
haromszoget nyeriink, melynek oldalait az eredeti
haromszég szogpontjai felezik.
Az igy nyert haromszdg négyszer nagyobb, mint
az eredeti.
A héaromszogek felez6pontjait paronként dssze-
kotve az adott haromszdg négy egybevagd kisebb
haromszogre bomlik.
Ha valamely haromszdg egyik oldalanak tetszo-
legesen valasztott pontjabol a masik két oldalhoz
arhuzamost hdzunk, ~a sz&rmazd két kisebb
aromszog kerileteinek 0Osszege az eredetiével
e yen|6' z . - z Z_z n_
a egy haromszog egyik oldalahoz tart6zo kozep-
vonalara a masik ket oldal végpontjaib6l merd-
legeseket allitunk, ezek hossza egyenl6. "n
Barmély négyszdgben a szomszédos oldalak felezd-
pontjait dsszekétve parallelogrammat nyerink.

I,éVay : Pianimetria. w
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59.
60.

61

62.

63.

64.

65.

a-\-
a--
.a-)-
a-\-
a-j-

A négyszog atldinak Osszege kisebb az oldalak
0sszegenél, de nagyobb ez 6sszeg felénél.

Az ABCD parallelogramma oldalaira AE = BF
= CG= DH egyenl6 darabokat merve fel, az
EFGH idom szintén parallelogramma.

A rhombus oldalainak felezd-pontjait 6sszekotd
egyenesek derékszogl-négyszoget alkotnak.

A deréksz6gli négyszég oldalainak felez6-pontjait
Osszekot6 egyenesek rhombust zarnak be.

A rhombus atléinak felez6-pontjaibdl az oldalakra
szerkesztett mer6legesek talppontjai egy derék-
sz0 ﬁ-négyszdg szogpontjai. )
A Kkilénboz6 oldalt parallelogramma szdgfelezéi
derékszogli-négyszoget zarnak be.

A haromszég B és C szdgének felez6-egyenesei

90° -(- — nagysagl szoget zarnak be.

Szerkeszsziink egyenlé-oldali haromszdget:

. a adott oldalbdl;
. m adott magassagbal.

Szerkeszsziink egyenl@szari-baromszoget:

. a adott alap és B adott szogbdl;
. a alap és b szarbdl;

. a alap és A szdghdl;

. b szar és B szdghdl;

. a alap és raa magassagbol;

. Tn magassag és A szoghol.

Szerkeszsziink derékszogii-haromszoget:

. a atfogd és b befogobdl;

. a atfogé és B hegyes szogbdl;

. b és c befogdbol;

. b befogo és B, vagy C heg?/es szdghdl;
. b befogd és ma magassaghol.

Szerkeszsziink haromszdget:

. a, b, mc alkotérészekbdl;

b, mc és B részekhdl;
b-f-c, A, B részekbdl;
b, A, C részekhdl;

b, ¢, A részekhdl,

b, ¢, A—B részekbdl.

zerkeszszink négyzetet, ha adva van:

. annak Kerulete;
. egyik atloja.
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100.
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103.

1
11D

.a b
.a, b coldal és A, C szog.
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~ Szerteszszink derékszogli nagyszdget, ha
ismeretes:

. két szomszédos oldal;
. egy oldal és egy atlo;

. egy atlé és a

.egy atlo és az atld6 és hosszabb oldal altal

et atlo altal bezart szog.

bezart szdg.
Szerkeszsziink rhombust, ha ismeretes:

. egy oldal és egy szdg;
. eg%oldal,és egy atlo;
a ké

t atlo;

. az atlok egyike s az 4tlé és oldal altal bezart szog.

Szerkeszsziink rhomboidot, ha ismeretes:

. két oldal és az egyik atlo;
. egﬁloldal, egy atlo és e kettd altal bezart szdg;
a ké

t atlo és az azok altal bezart szdg;

. egy oldal, egy atl6 és a rhomboid egy szoge.

Szerkeszszink egyenl8szard trapézt, ha

ismeretes:
egy parhuzamos és egy nem parhuzamos oldal
és egy atlo;
a két parhuzamos és egy nem parhuzamos oldal;
az egyik parhuzamos oldal, az egyik &tl6 és a
magassag;
az alap, a rajta fekv0 egyik szog és a magassag;
az atlok egyike, az alap és atlo, tovabba a két
atlo altal bezart szdg.

Szerkeszsziink altalanos trapézt, ha adva
van:

. harom egymasutan kovetkez6 oldal s az ezek

kozil vett kett6 altal bezart szdg;

. az alap, az egyik nem parhuzamos oldal, a kett6

altal bezart szég és egy éatlo;

. hédrom oldal és a magassag; . | )
. egyik parhuzamos oldal, a két atl6 és a magassag;
. az alap, a vele szomszedos egyik oldal, az egyi

atlé és az alap és az adott atlo altal bezart szog.
Négyszog szerkesztendd, ha adva van:
oldal és A, B, C szdg;
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HARMADIK RESZ.

A sikidomok hasonlésaga.

21. 8. A téavolsdgok mérése.

Ha két egyenes hosszlsagat (2. 8.) a és b szamok
fejezik ki, akkor a eg P/enest o-vel megmérni annyit
jelent, mint mengsga ni, hanyszor vihetd fel a maso-
dik az elsGre. elvegzett merés eredményét mathe-
matikailag a : b, vagyis a-nak 6-hez valo aranya fejezi
ki. Az aranyt jelent hanyados nevezetlen szam.

A méréseknél harom eset lehetséges; és pedig:

1. b maradék nélkil osztja a-t; ekkor a héanya-
dos egész szam;

2. b nem osztja ugyan maradék nélkul a-1, de
létezik oly szam (k6zds mérték), mely mindkét szam-
ban maradék nélkil foglaltatik; ezen esetben a:b
tortszdm; végre:

3. nemcsak hogy b nem osztja maradék nelkil
a-1 de a két szdmnak még kozos mértékik sincsen;
ilyenkor a hanyados irrationalis szam. Példat nyult
erre az egyenloszari derékszogi haromszog, melyben
az a atfogo és b befog6 aranya :a:b = \[2.

Ha ket egyenes Osszehasonlitasanal a hanyados
egész-, vagy tortszam, az egyeneseket Gsszemérhet6’k-
nek (commensurabllls) ha pedig a hanyados irratio-
nalis szam, az egyeneseket Gsszemérhetetleneknek (in-
commensurabilis) nevezzik. Az irrationalis szamok
természete folytan az incommensurabilis egyenesek
aranyat tizedes tortek segitségével tetsz6leges pon-
tossagig kifejezhetjik.

Ket egyenld ardnynak az egyenl@ség jelével valo
Osszekotése aranylatra vezet. Az olyan aranylatot,
mint a: b= b: ¢, ahol aket bels6-tag egyenld', foly-
tonosnak ; a belsé-tagot a két kiilsé geometriai kozép-
aranyosanak mondjuk. llyforman b geometriai kdzép-
aranyos a és o kozott. - Mivel az aranyiatokban a

belsd és kiilsé tag\(])k szorzatai egyenl6k ; ennélfogva :
*= ac és b

22. 8. A sugarrendszer.

Ivet vagy tobb kozos pontbol kiinduld egvenes
sugarrendszert alkot. A koz6s C pontot (37. &bra) a
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stigarrendszer-kozéppontjanak ; AC és BC egyeneseket
sugaraknak, AB és.DE egyeneseket atszel6knek, vagy
transversalisoknék; a trans- "
versalsok és sugarak A és

B, vagy D és E metszési

pontjait megfelel6-pontok-

nak;asugaraknak kéttrans-

versalis megfelel6-pontjai,

vagy a kozéppont és egyik

megfeleld pont kozott fekvd

részét (AD, BE, AC, CD,

BC, CE) sugarmetszetek-

nek ; végil a transversali-

soknak a sugarak kozé es6

részét (AB, DE) a trans-

versalisok megfeleld-metszeteinek nevezzik.

Ha a sugarrendszer egyik sugarara egyenld része-
ket mérunk fel, akkor az osztd-pontokon atvonulé par-
huzamaos egyenesek a tobbi sugarat egyenl részekre osztjak.

E tétel bebizonyitasara legyen

C (38. abra) a sugarrendszer kozép-

pontja és legyen C/1= AAt = AtA,

és AB [A.B, IA.B, YB.D. m végre:

BI) 1 B.Dt 1 B2D2 1 AJJ; akkor:

ABC Aa?BBtD A & Bi'BiDt A B,

BiDiA (8.8., 17.8 és 15. §. i.);amdee
haromszogek egybevagdsagabol vala-

mennyi alkotdrésziik egyenl&sége ko-

3 vetkezik, tehat: CB — BBt — BIB2—
B2B3.Ugyan ily modon igazolhat6 atétel tobb sugarra is.

A parhuzamos transversalisok a sugarakat aranyos
metszetekre bontjak. Legyen AB | DE (37. &bra.) akkor:
AD : DC—BE : EC. E tétel bebizonyitasara vegyik
fel, hogy CM az AD ét DC kdozos mértéke, azaz:
AD=m CMés DC= n. CM; akkor: L AD:DC=
m:n. Ha M és a tobbi osztasi ponton at AB, ille-
téleg DE transversalisokhoz parhuzamosakat hizzunk,
akkor azok az el6bbi tétel szerint BE és CE egye-
neseket szintén ni, illetéleg n egyenld részre osztjak,
s igy: 2 BE-.CE= m:n; az 1 és 2. alatt foglalt
egyenletekbdl: AD : DC = BE : CE; ami bebizonyi-
tandé volt. A nyert aranylatb6l még a kovetkezd
helves aranyiatok feihet6k ki:

(AD+ DC) : AD = (BE+ CE):BE;
(AD -f CD) : CD= (BE + CE) : CE;
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AC:A°D = BC:BE; és: AC:CD= BC:CE.

Ha a transversalisok a sugarrendszer sugarait
aranyos metszetekre osztjak, akkor parhuzamosak. Ha:
AD : CD= BE:CE 839. abra), akkor: AB [|[DE. E

tétel bebizonyitasara tegyik fel,

c hogy nem DE, hanem valamely DF

arhuzamos AB-vel; akkor az el6bb

ebizonyitott tétel szerint: AD: CD

B = BF: CF; ezt 6sszevetve a feltételt

kifejez6 aranylattal, lesz: BF:CF =

BE :CE s a bels6 tagok felcserélése

-B révén: BF:BE = CF: CE, ez azon-

ban lehetetlenséget fejez ki, mert e%

kisebb mennyisegnek egy nagyobb-

hoz valg aranyat egyenl6nek mondja egy nagyobb-

nak a kisebbhez valo aranyaval. igy tehat DF nem,
csakis DE lehet parhuzamos AB vei.

A héromszdg egyik szogének felez6-egyenese az
atellenes oldalt a szomszédos oldalakkal aranyos met-
szetekre bontf'Da. Ha CD felezi a C szoget (40. abra),
akkor: AD : BD =
AC:BC. E tétel bebizo-
nyitasara legyen: AE |
DC és hosszabbitsuk
BC-t E pontig; ilyfor-
man; m M f — g<yf, mint
valtd- és p <C= n<E,
mint megfelel§-sz6gek;
admde a feltétel szerint:
m<fi —n<jj , a mib6l:

-P<C==9<CSACE 1 egyenl6szard, tehat: AC= CE.

De a sugarrendszerre vonatkozé tételek szerint:

AD': DB = CE:BC, mib6l CE nek AC-vel valé helyet-
tesitése utdn a bebizonyitandd tételt kapjuk.

C A sugarrendszer parhuza-

mos transversalisainak metszetei

a sugarak megfelel6 metszeteivel

arényosak. Legyen a C kozép-

ponttal bir6 sugarrendszerben

(41 abra) AB IDE; akkor:

AC:CD—BC: CE; hatovéabba:

EFIAC, akkor a B kozép-

ponttal biré sugarrendszerben,

ligyelembe véve, hogy AF=DE
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(17. 8.) lesz: AB:DE = BC:CE= AC:CD; ezt még
ily alakban is irhatjuk : AB : BC: AC — DE: CE: CD;
ami a fent kimondott tételt igazolja.

23. 8. A haromszogek hasonlésaga.

Hasonlé idomoknak azokat nevezzilk, melyek egyenld
oldalszam mellett egyenld szogekkel birnak és megfeleld
oldalaik aranyai megegyez6k. A hasonlé idomok alakja
egyenlé s igy az egybevagd idomok egyszersmind
hasonlék is. Ha két idom ugyanazon harmadikkal
hasonlo, akkor azok egymassal is hasonlék. Ha két
egybevagd idom koézil az egyik valamely harmadik
idommal hasonlé, akkor a masik is hasonl6 az utébbihoz.

Ha valamely haromszogben az egyik oldalhoz par-
huzamos egyenest hlzunk, akkor a keletkezd kisebb
haromszog hasonl6 az eredetihez; mert a sz6gek mind-
kett6ben egyenl6k s az oldalak aranyai szintén meg-
egyez6k. (21. 8.

Két haromszog hasonlosagat a kovetkezé fébb
esetek alapjan lehet megallapitani:

I. Két haromszég hasonlo, ha az egyik két szoge
a masaiknak két szOgével
egyenld. E tétel bebizonyi-
tasara legyen az ABC és
A‘B‘C* aromszogekben
(42. abra) A szog egyenlé
A'-gyel ésB szdg egyenld
N'-sz0ggel. HaCD—C‘A*és
DE | AB, akkor: D<fi —

A~C=aa:, és DECOAN
AH‘C‘A. Amde: ABCEanDECE sigy: ABCA
tv A'B‘C*A.

Il. Két haromszog hasonld, ha az egyik "két
oldalanak aranya megegyez6 a masik két oldalanak
aranyaval s a széban forg6 oldalok altal bezart szdgek
egyenldk. Legyen: AC: A‘C*—BC:B'C‘és (o

z el6bbi esetben tett felvételek megtartasa mellett:
AC:DC=BC: CE; vagy: AC:AC'= BC:CE;
a feltételt figyelembe véve, lesz: CE= B‘C* és:
AB'C'ENDECE; de mert: ABCE o>DECE,
ennélfogva; ABCAco AB'C'E.

I11.” Két haromszog hasonlé, ha az egyik két olda-
lanak aranya megegyezik a masik két oldalanak aranya-
val és a széban forgd oldalak koziil a nagyobbikkai
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szembenfekv6 szogek egyenlék. Legyenaz AB CésA'‘B‘C
héromszﬁgekben: BC >ACéB‘C> A‘C ; tovabba:
AC: A*C*= BC: B*C*\végre : ArE—A'ff. Azelbb
tett felvételek megtartasa mellett: AC: CD = BC: CE;
afeltetelulvett arany tekintetbe vételével: CE= B‘C

CBEALL A‘B‘C*A. Amde: ABCACvDECA
s ebbol folyolag: ABCA o>A‘B‘C'A.

V. Két haromszég hasonlé, ha az egyik harom
oldaldnak aranya a masik haromszég harom oldalanak
aranyaval mege%)?zo Legyen: AB :A‘B‘= AC:A‘C

BC: tételnél eszkozolt felvételek meg-
tartasa utan AC:CD—BC:CE, vagy: AC:A‘C
= BC: CE; afoltétel tekintetbe vételével: CE: B*C*
tovabbd: AC:CD—AB:DE; ebbdl s a foltételbdl
pedlg kiderdil, hogy : DE— A B“. De akkor: A‘B*C‘A
= CDEA és mert: CDEAcvABCA, ennélfogva:
AJSCAo0c A‘B‘C*A.

24. 8. A sokszogek hasonléséaga.

Két hasonld sokszoget megfeleld atloik segitségével
hasonlé haromszogekre bonthatunk. Legyen ABCDEE
V6 A'B‘C'D‘EF* (43. dbra) és bontsuk fel mindkét

sokszoget az A illet6leg A‘ szdgpontbol kiinduld
atlokkal héromszc‘)gekre, akkor: ABC AocrA‘B‘C*A;
ACD Apa A‘C'D“A és a tobbi, mert a szogek s a
megfelelé oldalak aranyai a hasonlosag definitioja
szerint megegyezok lévén az ABC és A‘B‘C harom-
szogek hasonlosagait a 1l. eset alapjan kimondhatjuk,
amde akkorACBff= A‘C‘BI"Zsigy a C-$£=C*"Z-
bol eg?/enloket elvéve, egyenlo maradékokhoz Jutunk
amib ACD<f_ —A'C'D™-" és mert: AC: A‘C'—
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AB:A'B'= CD: C'D‘; ennélfogva: ACDAoUA'C'D'E.
Hasonl6 eljarést kovetve a tébbi baromszogparak
hasonlésagait is megallapithatjuk.

Ha két sokszoget a megfeleld atlok segitségével
hasonlé haromszdgekre bonthatunk, a két sokszdg hasonlé.

Egyenl6 oldalszammal bird két szabalyos-sokszog
hasonld egymaéssal.

Hasonl6 sokszogek kerlleteinek aranya egyenld
barmely két megfelel6 oldaluk aranyaval. Ha ABCDEF
OGA‘B‘CD'E'F', akkor: AB.-BC: CD:DE: EF:FA
= AB‘:B‘C°:CD':DE‘:E‘F‘:F‘A‘; ebbdl:
(AB+ BC+ CD+ DE+ EF+ FA):(A'B'-fB'C'+
CD'+ D'E'+ E'F'+ FA") = AB: A'B'; masként,
ha k és k* a két sokszdg keriletét jelenti: k : k‘=
AB : AB'.

25. 8 A hasonlésagi tételek alkalmazéasa.

Két hasonl6 haromszog megfelel6 magassagainak
és alapjainak aranya egyenl6. Legyen AB CésmmA'B1C'/1
(44. dbra) és legyen CD az ABC és C'D" az A'B'C’
haromszog magasséaga, akkor: CD:C'D'= AB:A'B".
E tétel bebizonyitasara
vegylk figyelembe, hogy:

ACD E,m A'C'D'A, mert
bennuk két szogpar egyen-
16, &mde akkor: 1. CD : C'D’
— AC:A‘CY a két adott
haromszdg hasonlésagahol
pedig: 2 AB : A'B' =
AC:AC'. Az 1 és 2
alatt foglalt egyenletekbdl:
CD:CD'—AB :A'B', ami bebizonyitandé volt.

Ha a derékssdgli haromszogben meghlzzuk az at-
fogbhoz tartoz6 magassagot, akkor:

1 két kis haromszoget nyeriink, melyek hasonlék
az adotthoz és egymashoz;

2. a derékszogl haromszog barmely befogdja
geometriai kozép aranyos az atfogé és az illeté befogo-
nak az atfogén vald projectidja kozolt;

3. a magassag geometriai kozéparanyos az atjogo
két szelete, kozott.

Lassuk sorban e tételek bizonyitasat.
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Legyen: ABC deréksz0gd haromszdgnek

(45. abra) CD az atfogéhoz tartoz6 magassaga, akkor:
ACDJl c»ABC/\ cv BCDf+.

E harom-szogek hasonldsaga

dnkenlyt kovetkezik a szogek

egyenldségehdl; ugyanis: AB C

és ACD haromszogekben A-Zf

A D B kozgs, C és ADC-f mint
45. dbora. derekszogek egyenl6k, tehat:

B-"E = hasonléképen és okbdl hasonld AB C/\

és BCDDs. is. Ezekb8l pedig a kis haromszogek
hasonlésaga kovetkezik.

2. ACDNorAB (74. Ennek folytan: AD:AC
= AC:AB, mibdl: a) A AB .AD. —BCDA ~
ABCA mibél: BD : BC= BC : AB; innen: b)
BC* —AB. BD. Az a) és b) alatt foglalt egyenletek
a masodik tételt fejezik ki.

3. ACD£a &BCDf\. Ennek folytdn: AD: CD
— CD:BD; CD2= AD .BD. Ezen egyenlet a har-
madik tétel igazolasat fejezi ki.

Barmely derékszog(i haromszogben az atfogd négy-
zete a két befogd négyzetének Gsszegével egyenld. (Pytha-
goras tétele.) A 2 pontban a) és b) alatt talalhato
egyenletek  dsszeaddsabol : AC%-j- BC* — AB .
(AD-\-BD) = AB .AB; azaz: AC*BC* NAB*.

26. 8. Feladatok a harmadik részhez.

1 Hosszabitsuk meg AB egyenest C pontig oly*
modon, hogy: BC: AC=:5:

2. AB egyenesen Kkeressiink olyan C pontot, melyre
nézve: BC:AC—5:8.

3. AB egyenes felosztand6 elébb 7, majd 15 egyenld

részre.

4. Adva van harom egyenes, melyek mérték szamai:
a, b, c Keressiunk oly x negyedik egyenest,
melyre nézve: a:b= c:

. Kergsend6 az a—5, b= 7 egyenesek geometriai
kozép aranyosa.

6. Mennyl ageometna‘!r I2<ozep aranyos a és b kozott,

(&)

7. Az ABC oldalamak mértékszamai: a = 15'6
m., b= 182 m.; 20 m, az A'B'C [-ben
%\5038 m. Mennyl b* és c‘, ha: ABC Aro
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22.

23.
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. A falu tornyanak arnyéka 56 8 m.; ugyanakkor

a 2 m.-es rudé 3 m. Mily magas a torony ?

. Mekkora a derékszdgli haromszdg atfogdjahoz

tartoz6 magassag, ha az atfogd szeletei: 5'8 m.

és 96 m.?

A derékszdgl héromszd? atfogojanak hossza

56 m. Mily nagyok a befogok és a magassag,

gaz azo egyik befogd projectioja az atfogon
m

A derékszdgti haromszog magassaga, 75 m.; az

egyik befogo projectioja az atfogon 86 m. Mekko-
rak a haromszdg oldalai ?

A befogok rendre 524 m. és 716 m. Mekkora
az atfogd és a hozzatartoz6 magassag ?

Az atfog6 8275 m. az egyik befogd 1824 m.
Mily nagy a masik befogo és az atfogohoz tar-
toz6 magassag?

Mennyi az egyenl6oldali haromszdég magassaga,
ha egyik oldala 6 m.?

Az egyenl§ oldali haromszég magassaga 8 m.;
mennyi egy oldala?

Valamely haromszdgben a h és c oldal felez6-
pontjat. 0sszekot6 egyenes 37 m. Mennyi a oldal?
Mily nagy a h és coldalak felez6pontjait 6sszek&td
egyenes, ha a= 4 m.?

ABC [ magassagaibdl rajzoljunk haromszoget,
milyen 6sszefliggeés van a két haromszdég k6zott?
Valamely haromszdg oldalai: a= 52 m., b=
43 m, c= 65 m Mily nagy szeletekre osztja
a c sz0g felezG-egyenese az atellenes oldalt ?
Mennyi az egyenl0szari hdromszdg magassaga, ha
alapja 8 m., egyik szara 15 m.?

Mennyi a négyzet atloja, ha egyik oldala 325 m. ?
Mekkora a rhombus egy oldala, ha &tléi 26 és
5'2 m. hosszUik?

Az oblongum atldjat keressiik, ha a szomszédos
oldalak hossza 38 és 75 m.

Az ABC/S.BC oldalaval parhuzamos egyenes
AC-t 2:3 aranyban osztja; mily nagyok AB
oldal szeletei, ha AB —b'2b m.?

A derekszogli haromszég egyik befogoja 45,
magassaga 3’6 m. Mekkora a két ismeretlen oldal?
Keressik a derékszogli haromszdg ismeretlen
oldalait, ha magassaga 0-8 m.; az egyik befogo
projectidja az atfogon 5 m.
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27.

28.
29.

30.

w
=

32.

33.
34.

35.
36.

37.
38.

39.
40.

41.

42.

C szog felezGje az étellenes oldalt 5:7 arany-
ban osztja. Mily nagy a mésik két oldal, ha azok
Osszege 288 m.?

A derékszogl haromszdg befogdi: 3 m. és 5 m.
Keressiik a harom szdgfelezd hosszat.

A derékszogl haromszog befog6i: 3 m. és 5 m.
Keressilk a szogfelez6k-képezte oldalmetszetek
hosszat.

Ugyanezen adatokbdl keressiik meg a harom
kozépvonal hosszat.

. Oldjuk meg a harom utols6 feladatot, ha a 35 m.

hossz( 4atfogé és a hozzatartozé 0.68 m. hosszl
magassag van adva.

Valamely haromszdg oldalai rendre: 3 m, 5 m,
6 m. Mily nagy szeletekre bontjak a szogfelez6k
az atellenes oldalakat?

Ugyanezen adatok mellett mily nagyok a szdg-
felez6k?

Mekkordk a magassadgok altal képezett oldal-
metszetek?

Mekkordk a magassagok?

Mekkorak a kozépvonalak?

Bizonyitsuk be a kdvetkez6 tételek helyes-
ségét :

A hédromszdg barmely két oldala a hozzajuk
tartoz6 magassagokkal forditva aranyos.
Valamely haromszdg magassagainak metszése
folytan ‘minden magassag ket szeletre bomlik,
Ugyanazon magassagok szeleteinek szorzatai
egyenl6k egymassal.
Ket egyenes geometriai kdzépardnyosa Kkisebb,
mint azok arithmetikai kozéparanyosa.
A derékszogl haromszog egyik ~befogoja geo-
metriai kozep aranyos az atfogd és masik befogo
Osszege és kulonbsege kozt.
A szabalyos 0tsz6g két egymast metsz§ atlojat
meghtzvan, mindenik &tlonal a hosszabb szelet
geometriai kdzéparanyos az egész 4tld és a rovi-
debb szelet kozdtt s egyszersmind egyenl6 a
szabalyos 0tszog egy oldalaval.
Mily hosszlak a szabalyos 6tszog két nem szom-
szédos oldalanak a metszési pontig terjed6 meg-
hosszabbitésai ?
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Két haromszdg, melyeknek megfelel oldalaik
egymashoz parhuzamosak, vagy egymasra merg-
legesek, hasonl6 egymashoz.
Két derékszogli haromszég, melyekben az egyik
hegyes sz0g, vagy két egyenlGszaru héromszt')?,
melyekben “az alappal atellenes szég egyenll
nagy, egymashoz hasonlé.
Ha a derékszdgl haromszog éatfogdjanak veg'
pontjaira emelt mer6legeseket addig hosszabbit-
Juk, amig az atellenes befogokat metszik, akkor: az
atfogd négyzete egyenld a befogoknak meg-
hosszabbitasaikkal vald szorzataik 8sszegével®
tovabbd a befogék szorzata egyenld meg-
hosszabbitasaik szorzatéval.
Barmely négyszdgben az oldalak felez6pontjait
Osszekotve parallelogrammat nyeriink.
Az egyenld oldali haromszég szdgpontjain at
parhuzamosokat hizva az éatellenes oldalokhoz,
oly egyenlé-oldali haromszdget nyeriink, melynek
oldalai kétszer akkorék, mint az adottéi.
A haromszogek kozépvonalai egy pontban jonnek
Ossze . (stulypont), mely minden 'kozépvonalnak a
megfelel§ oldaltol szamitva a harmadrészébe esik.
Barmely parallelogrammaban az atlok négyzeté-
nek &sszege az oldalak négyzeteinek Osszegével
?gyenlfi- , -
a valamely haromszdg magassagainak talppont-
jait dsszekotjik, az eredeti haromszdg sz6gpontjai
felé harom kis haromszég keletkezik, melyek
mindenike hasonlé az eredetihez. Mutassuk ki,
hogy az adott magassagok a talpponti haromszog
szogfelezdi.

Végezzik a kovetkez6 szerkesztéseket:

Rajzoljunk adott haromsz6ghoz, adott magassaggal
bird hasonlé haromszoget.

Szerkeszsziink egyenl6szari haromszoget, ismerve
annak magassagat s alapjanak az egyik szar-
hoz val6 aranyat. .
Rajzoljunk dérékszogli haromszoget, ismerve az
atfogot és a két befogd aranyat.

Szerkeszsziink haromszdget, iSmerve a szdgeket és

a kerlletet. S o
Haromszog szerkesztendé a harom magassagbol.
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56. Haromszdg szerkesztendd az alap és az oldalak
aranyanak ismeretében.

57. Végezzik a szerkesztést, ha az alap és a harom
oldal aranya ismeretes.

58. Keressiik adott szdg szarai kozott azon pontok
helyét, melyeknek a szaraktol vett tavolsagaik
aranya ismeretes.

59. P kerlletli adott sokszoghtz, melynek egyik
oldala AB, hasonl6 sokszdg szerkesztend®.

60. Haromszoget szerkeszszink, ismerve annak alapjat,
az alap mellett fekvd egyik szdgét és a masik
két oldal ardnyat.

NEGYEDIK RESZ.

A sikidomok terulete.

27. 8 A derékszogd négyszog terilete.

A sik minden oldalrél hatarolt részét tertiletnek
nevezzik. A terllet egysége oly négyzet, melynek
oldalait a hosszlsag egységei alkotjak. Mivel hosszUsag-
egységll a méter, annak tobbszorose, vagy része
szolgal, ennélfogva terliletegység lehet: a négyzet-
myriaméter, anégyzet-kilometer, a négyzet-hectométer,
a negyzet-decameter, a négyzet-méter, a negyzet-
deciméter, a négyzet-centimeter és a négyzet-milli-
méter. Nagyobb teriileteket nagyobb, Kkisebb teri-
leteket kisebb egységekben fejeziink ki.

A teriileteknek olyképen valé mérése, mint a
a tavolsagoké, ho%y t. i. az egységet annyiszor
mérjuk fel a meghatarozand¢ terlletre a hanyszor
lehet: nehéz, s6t a legtdbb esetben Kivihetetlen.
Modjat kell tehat ejteniink, hogy a terliletek méresét
moly egyenesek mérésére vezessiuk vissza, a melyekt6l
a sikidomok teriiletének nagiységa ngg.

Ezek az egyenesek altalaban a sikidomok alapjai
és magassagai. A derékszdgli négyszog két szomszedos
oldala koézil egyik az alap, masik a magassag. A
ferdeszogi parallalegrammanak barmely oldalat alapui
vehetjik, s akkor annak magassagat azon mer6leges
szolgaltatja, mely az alap és az atellenes oldal kozti
tavolsadgot méri. A haromszdg barmelyik oldala lehet
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alap s a magassag az alappal szemben fekv(' szog-
pontnak mer6legos tavolsaga az alaptol. A trapéz
parhuzamos oldalai alapul s azon mer6leges vonal,
mely e két oldal tavolsagat méri, magassagui szolgal.

Az egyenl§ teriletl idomokat egyenléknek nevez-
zik. Az egybevagé idomok egyszersmint egyenl6k is.
A sikidomok egyenl6sége azok alakjatol fuggetlen.
Egy héaromszég eﬁyenlb’ lehet barmilyen fajta négy-
szoggel, vagy sokszdggel. llyforman az egybevagd
idomoknak alakra és nagysagra; a hasonléknak csak
alakra; az egyenl6knek pedig csak nagysagba nézve
kell megeglyezniUk.

Egyenl6 nagysaggal biré sikidomok OI% két par-
huzamos egyenes koze helyezhet6k, melyeknek egy-
mastél valo tavolsdguk a kdzds magassag.

A sikidomok teriileteinek meghatarozasara leg-
czélszeriibben aderékszdgl négyszogbdl indulhatunk ki.

A derékszdgii-négyszog terilete alapjanak és magas-
sagéanak szorzataval egyenld. Masszoval: a derékszog-
négyszog teruletének meghatarozasara elég annak alap-
jat és magassagat hosszisag-egységekben Kifejezni,
akkor ezen mértekszamok szorzata a derékszog(i négy-
sz6gben foglalt egység-négyzetek szamat adja.

Hogy e tétel helyességét igazoljuk, legyen AB CD
(46. abra) a megmerendd derékszogli negyszog. Ha a
hosszuséag-egység AB alapra a-szor, AD magassagra
b-szer viheto fel, akkor a -y
teriiletegységetaz alap ira-
nyaban a-szor, a magassag
iranyaban U-szer helyezhet
juk “el, tehat 0Osszesen :
aa-szer. Ha a derékszogli
négyszog teruletét t jelenti,

AKKMr * n

A négyzet terlletét nyerjuk, ha alapjanak mérték
szamat masodik hatvanyra, emeljik.

Két derékszoglinégyzog terilete Ugy aranylik egy-
mashoz, mint magassaguk és alapjuk szorzatai. Ha t
az a alappal és b magassaggal, tt pedig az at alappal
és bi magassaggal biro derékszog(i négyszog terilete,
akkor:

t= a.b és 4= »i *bx;

innen. trti= ab:aibl ... l)“
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Egyenlé alappal biré derékszog(i négyszogek terl-
leteinek aranya a kulénb6z6 alapok aranyaval egyenl6.
Legyen az 1. alatti aranylatban b= bi\ akkor:

titx= azat e, 2)

Egyenl6 alappal bir6 derékszégl négyszogek teri-
leteinek aranya a kulénbdz6 magassagok aranyaval
egyenlé. Ha az 1) alatt foglalt aranylatban a= alf

akkor:
titt= bibt i, 3)

28. 8. A parallelogramma és a haromszog terulete.

Barmely parallelogramma terilete oly derékszogi-
négyszog tertletével egyenld, melynek vele egyenlé alapja
és magassaga van. E tétel iga- D FE
zolasara emeljiink AB-re mer6-
legeseket az AB CD parallelo-
gramma (47. &bra) A es B szog-
pontjaiban, akkor oly AEFB g
derékszogii-négyszoget nye- 47 4bra
rink, mec}/nek alapja és magas- : i
séga az adott parallelogrammaééval egyenld, de egyenl6
egyszersmind a két idom teriilete 'is, mert AB CD
parallelogramma 6ssze van téve B CF haromszoghdl
és ADFB trapézb8l; AEFB oblongum pedig AED
haromszogb6l és ADFB trapézb6l. A trapéz mind-
kettében el6fordul, a szereplé két haromszdg pedig
egybevagd s igy egyenld is, mialtal a kimondott
tétel igazolast nyert.

Ha két parallelogramma alapja és magassaga
egyenld, akkor terileteik is egyenl6k. A 26. 8. szerint
az egyenl6 magassaggal biro sikidomokat ugyanazon
két parhuzamos egyenes kozé helyezhetjiik, ennél-
fogva tehetjiik ezt a szoban forgd két parallelo-
grammaval is; amde akkor az el6bbi tétel szerint
mindenik parallalogramma vele egyenl6 alappal és
magassaggal biré derékszogl négyszdggé alakithato.
Nyerlnk tehat két derékszogli négyszoget, melyeknek
egyenld alapjuk és magassaguk s igy (26. 8.) egyenld
tertletiik is van; de ha e két idom egyenl6, akkor
egyenl6k lesznek az adott parallelogrammak is.

A parallelogramma terilete alapjanak és magas-
saganak szorzataval egyenld, mert a parallelogramma
terilete egyenl6 az ugyanakkora alappal és magas-
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saggal bird derekszogli négyszég terliletével, mar
pedig ezt a most kifejezett tetel szerint nyerjik.

A héaromszdg terllete alapjanak és magassaganak
fél szorzataval egyenls. Legyen az ABC haromszdg
(48. 4bra) terlilete t, alapja
AB = a; magassaga m, akkor:

t= igm—.L tétei bebizonyitdsd-

ra hizzuk: CD]AB és BD\ AC

egyeneseket, akkor a harom-

szoggel egyenlé alapu és mn
magassagl AB CD parallelogrammat nyerjik, melynek
terllete az el6bbi pont szerint a.m Amde AB CD két
kongruens s igy egyenld teriiletli haromszogbdl all
(17.°8), melyek e%yi ének teriilete az egész parallelo-
gramm teriiletének felével egyenld; igy: ABC=t

5
29. 8. A trapéz és a sokszdg terdlete.

A trapéz teriiletét megkapjuk, ha parhuzamos
oldalalaimk fél osszegét (kozepvonalat, 18. §.) magas-
D sagéival megszorozzuk. Legyen az

AB CD trapézben (49. dbra) AM —

DM, tovabba EF | BC es végl

JLVij AB | CF. Az ABCD trapéz

Mjr— EBCDM 0tszdgh8l 65 AEM
haromszogh6l ~ van  Osszetéve ;
viszont BCFE parallelogramma

részei ugyanazon otszdg és DFM
haromszog; amde: AEM 4 7

DEM [, a mibdl kdvetkezik, hogy az adott trapéz
egyenld terlileti a BCFE parallelogrammaval. De a
parallelogramma teriiletét s igy a trapézét is megkap-

juk, ha a parallelogramma BE —MN = ——p---—--

alapjat a trapézzel kozds magassdgaval szorozzuk.
llymédon a kimondott tétel igazolast nyert és t—
AB A-DC
———————— 5T M

Az elmondattakbo6l kovetkezik, hogy a trapéz
egyenld teriilettel bir minden olyan paralellogram-
rnaval, melynek egyik oldala a trapéz kdzépvonalaval,
magassaga pedig a trapéz magassagaval egyenld.

Lévay : Planimetria. 4

49. abra.
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A sokszogek teruletének meghatarozasanal kétféle
mddon jarhatunk el és pedig eldszor ugy, hogy a
sokszoget az egyik szdgpontjabol kiinduld atlok
segitségével haromszdgekre bontjuk, ezen harom-
szogek teriileteit a mar megismert eljaras szerint
kiszdmitjuk; e terilletek &sszege ngilvénvaléig a
sokszOg teruletét adja; vagy masodszor — amint
kilonosen a foldmérésnél szokasos — felbontjuk a
sokszoget valamely atldjahoz, vagy valamely rajta
kivil fekv6é egyeneshez induld mer6leges egyenesek-
kel haromszdgekre, parallelogrammakra és trapézekre
s ezek terlileteinek Osszeget képezzik a sokszog
teriiletének nyerésére.

30. 8 Ahasonldé idomok teruleteinek dsszefliggése.

A hasonlé haromszdgek terdileteinek aranya egyenld
barmely két megfeleld oldaluk négyzetének aranyaval.
Ha N1IBCA cv DEFA
(50. é&bra) és AG illet6leg
D | a két haromsz6g magas-

s&ga, akkor:

ABC= — .BC.AG; és

DEF=1 EF.DI

honnan
ABC BC. AG
DEF EF.DI
Amde a két haromszog hasonlésagabol folyolag :
BC AB , AG AB

EF DE ; CS DI
Szorozvan a két egyenletet, lesz:

BC. AG AB* n  ABC ABS
EF.DT gE* es: "DEF-

ami bebizonyitandé volt.

., ™ hasonl6 sokszogek terlleteinek aranya egyenld
imely lét megfeleldé oldaluk négyzetének aranyaval.
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Legyen; ABCDEFoz abcdef (51. &bra). A most
megismert tétel szerint:

ABC _  EC2 ACD  CD2

abc bc2 1 acd — ~ 7
DAE _  DE2
dae — de”l
AEF EF2
aef — ’

a két sokszdg hasonlé-
sagabol pedig:
BC _JD _ DE EF
bc cd de ef ~’

BCa CD2 DE2 EF2 |

0g *
be2 cd2 de2 ef2
és igy:
ABIL _ _ DAE _ aef
abc acd dae aef

Az aranyiatok természete szerint pedig:

ABC + CAU -f DAE + AFE ABC BC*
abc -J- cae -f- dae -j- afe abc be2 1
azaz: .

ABCDEF : abedef= BC2: be2

ami bebizonyitand6 volt.

A most” megismert tételek jol felhasznalhatok
Pythagnras-tételének. levezetésére. Ha a 45. abra
hasonld-haromszdgeire a most levezetett elsd tételt
alkalmazzuk, lesz:

ACD : ABC= AC2: AB2;
és: BCD : ABC= BC2: AB2;
innen:
AB2. ACD = AB2. ABC;
AB2.BCD = BC2. ABC
Osszeadva ; AB2.(ACD-j-BCD) = ABC.(AC2j-BC2

4%
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mivel: ACD + BCD = ABC;
ennélfogva A B (7-vel roviditvén, lesz:
XB’= ACa+ BC2

Az eddig tanultak alapjan kénny( bebizonyitani,
hogy a derékszdgl-haromszdg oldalaira emelt oly
hasonlé sokszdgek terileteire nézve, melyeknek meg-
felel§ oldalai AB, A C és BC hosszlsaglak: t = -(- ta;
feltéve hogy: t az atfogora és t3 pedig a két
befogdra emelt sokszdg teriiletével egyenld.

31. 8 Terllet atalakitasok.

AB C haromszog (52. dbra) egyenld tertiletl egyenld-
szar( haromszoggé alakitandé. Megkeressik AB alap
D felez6pontjat, abban AB-xq
merd'legest allitunk s azt addig
hosszabbitjuk, mig a C szog-
ﬁonton at AB-hez huzott par-
uzamost E pontban metszi.
E 0Osszekdtve A és U-vel a
kivantharomszogre vezet,
mert egyenld alapja és magas-
saga s igy terllete van az
adottéval s egyszersmind egyenlo szarl is.

ABC haromszog egyenld terilet(i oly haromszoggé
alakitandd, melyben az adott BAE szdg bentfoglaltatik.
A szerkesztés menete Kitlinik az 52. abrabol.

ABC haromszog egyenl6 teriileti adott alappal
biré haromszoggé alakitando at. Legyen AB C (53. dbra)
az adott haromszog és
a az Uj alap. Az utéb- i
bit felmeérjik AB-re D-ig,

D-t Osszekdtjik C-vel és
B-n 4t az A C meghosszab-
bitasaig terjed6 BE | CD
egyenest szerkesztjlk, ak-
kor ADE lesz a keresett
haromszég, melynek az
eredetivel valé “egyenl6-
ségét az egyenl6 (CD)
alappal és magassdggal bir6 BCD és CDE [-ek
segélyével igazolhatjuk. — Ugyanezen abra meg-
tanit benniinket arra is, hogyan kell az ADE A et
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egyenld teriiletl hosszabb (AB) alapl haromszdggé
afalakitani.

Végezzilk még a kdvetkezd szerkesztéseket:

Adott haromszog egyenl tertilet(i derékszogl harom-
sz0ggé alakitand6. — Adott haromszég adott magas-
saggal bird egyenl6 teruletd haromszoggé alakitando.
— Adott haromszoget alakitsunk at egyenld tertletd
parallelogrammava vagy derékszogl négyszoggé és
viszont, tovabba parallelogrammat derékszégl négyszogge,
vagy derékszogl négyszoget adott szoget tartalmazé
parallelogrammava.

A derékszogli négysz6g egyenld terliletl negyzetté
alakitand6. Legyen AB CD (54. abra) az adott derék-
szog( negyszog képezvén az
AB + BC = AE egyenest,
arra félkort rajzolunk, mely
BC-i i”-ben metszi; F pont
A és E-\tl Osszekdtve AFE
deréksz0gid haromszogre vezet,
melyben BF magassag geo-
metriai kozépardnyos AB és
BE— BC kozott, azaz: BE2
= AB .BC. Szavakban ki-
fejezve, a BF folé alakitott négyzet egyenl6 teriletl
ABCD oblongummal.

AB CDE sokszog (55. abra) egygyel kevesebb
oldald, egyenld teriiletii sokszoggé alakitandd at. CE

atlot meghlzzuk és az AE
C meghosszabbitasatF pontban
metsz6 DF” CE egyenest
szerkesztjlik; ha 6'és *pon-
tokkal Osszekotjik, a nyert
AB C.Fsokszog eeygyel keve-
sebb oldalt tartalmaz, de oly
nagy terilet(i, mint az adott
sokszog:. A blzonyltas CDE
és CEF haromszogek egyen-
I6sége alapjan torténik.

32. 8. Alapmiveletek teriiletekkel.

Négyzet szerkesztendd, mely két adott négyzet Gssze-
gével egyenl6. Pyihagoras-tételét hasznaljuk fel a
szerkesztésre. Ha ugyanis a két adott négyzet
oldalait egy felvett derekszog szaraira felmérjik s az
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igy nyert pontokat Osszekotjik, a keletkez6 derék-
szOgl haromszdg atfogdja lesz a keresett négyzet
oldala. — E szerkesztes ismételt alkalmazasa utjan
a kovetkez0 feladat megfejtéséhez jutunk: Neégyzet
alakitandod, mely tobb adott négyzet teriiletének
Osszegével egyenld.

Keresstk azon négyzet egy oldalat, mely két adott
négyzet kilonbségével egyenlé. Oly derékszogl harom-
szoget szerkesztiink, melynek ~egyik befogdja a
a kisebbik adott négyzet egyik oldalaval, az atfogoja
pedig a nagyobbik adott négyzet egyik oldalaval
egyenld.

Négyzet szerkesztendd, mely kétszer, haromszor sth.
nagyobb ‘egy adott négyzetnél. A szerkesztés Pythagoras
tételének az egyenlo-szar( derékszdgl haromszdgre
valé alkalmazasa révén eszkozolhetd. Osszefligg evvel
az a feladat is, mely fél-akkora négyzet szerkesztését
tlzi ki, mint az adott négyzet; mert akkor az adott
négyzet oldalat kell az "egyenl8szari, derékszogl
haromszdg atfogdjaul venniink.

Adott haromszog egyik szogpontjabol kiinduld
egyenesekkel egyenl6 részekre osztandd. A szdgponttal
atellenes oldalt annyi egyenl részre bontjuk, a
a hany részre a haromsz0g osztdsa végzendd s az
o0sztd pontokat Osszekapcsoljuk a szdgponttal.

33. 8. Feladatok a negyedik részhez.

1 Szamitsuk ki a négyzet teriiletét, ha annak atldja
5 m.; 45 m.; 72 m.

2. Keressik a derékszdg(i haromszog teriiletét, ha
annak befog6i: b= 15 c= 18m; b=0'48 m,

o oo -1
c= 2'3m.;b= Si m., c—78—m.

3. Keressik a deréksz6gl haromsz6g teruletét, ha
annak atfogéja (a) és befogdja (b) ismeretes;

a= 697m., b= 528m.;a—21" m,b= 18" m.

4. Keressilk a derékszdgli haromszog teriletét, ha
annak ,befogéja 181 m., az é&tfogdjahoz tartozé
magassag 19 m.

5. Mennyi a derékszogli haromszog terilete, ha az
atfogohoz tartoz6 magassadg azt 26 és 104 m.
hossz( szeletekre bontja.
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10.

14.
15.

16.

18.
19.

20.

21

22.
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A derékszogl hérorn_szt')?(,termete, 924 m3 at-
fog6ja 21 m., mennyi a két befogo ?

. Adva van az egyenl6 oldall haromszdg a oldala;

mennyi a terilete ?

. A négyzet &tldjanak és oldalanak kuilénbsége

24 m.'Mennyi a négyzet teriilete?

. Egy  haromszdg, egy parallelogramma és egy

trapéz egyenld: 4524 m. alappal és 82 m.
magasséggal bir; a trapéz masik parhuzamos
oldala 405 m. Mennyi mindenik terllete?

Mily nagy a fenti példaban eléforduld idomokkal
egyenld teriiletli négyzetek egy-egy oldala?

. Mily hosszunak kell a 64 ndvendék befogadasara

késziil6 65 m. széles teremnek lenni, ha egy
novendékre 0-75 m.3 terliletet szamitunk.

. Az egyenl6-oldalt haromszdg oldalanak és magas-

saganak 0Osszege van adva; mennyi a terilete ?

. A négyzet atldjanak és oldalanak dsszege 024 m.;

mennyi a terulete ?

A trapéz parhuzamos oldalai: 1732 m., 27'65 m.,
magassaga 324 m.; mennyi a terilete?

A trapéz parhuzamos oldalainak hossza: 612 m.
és 417 m.,, e%/ik nem parhuzamos oldala 376 m.,
s az ezen oldal és az alap altal bezart szdg 45°.
Mennyi a trapéz teriilete?

Mily nagy azon haromszg teriilete, melyet az
egyenl@szara trapez eg?/enlo oldalainak megnyuj-
tasa altal nyerunk; feltéve, ho%y az egyenld
oldalak 6, a nem egyenl6k 55 és 7. m. hosszlak ?

. Egy trapéz tertlete 18 81 m.2 parhuzamos oldalai

55 é 44 m. hosszlak; mekkora a trapéz
magassaga ?

A deréksz6gli haromszdg befogdinak dGsszege
2-36 ru., terulete 696 m.; mekkordk az oldalai?
Mennyi az egyenl@szari trapéz teriilete, ha egyik
parhuzamos oldala 52 m.; a nem parhuzamos
oldal 5 m., a magassag 4-2 m.?

Két hdromszdg oldalainak aranya 5:7; az egyik
terlilete 12 m.2; mennyi a masik terilete?
Mennyi a rhombus egy oldala, ha magassaga
124 m.; terilete 473'68 m.3?

Adva van a trapéz terilete (t), egyik parhuzamos
oldala (a) és magassaga (m); mekkora a masik
parhuzamos oldala ?
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23

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

. A trapéz két parhuzamos oldalabdl (a, V) és teri-
letébdl (t) a magassag szamitandd Ki.

A trapéz teriillete egyenl6 oly négyzet terileté-
vel, melynek egy oldala 26 m., a trapéz par-
huzamos oldalai: 6 m. é 22 m.; mekkora a
ma?(asséga? ) ) L

Mekkora™ azon trapéz terllete, melynek kdzép-
vonala 5m., egyik nem parhuzamos oldala 38 m ;
a kozépvonal és az adott oldal ltal bezart sz6g 60°?

Bizonyitsuk be a kdvetkezd tételeket:

Minden a parallelogramma atldinak metszési
pontjain atmend egyenes felezi a parallelogramma
teruletét.

A parallelogramma atl6janak egyik pontjan at
parhuzamosokat hGzva az oldalakhoz, a szarmazo
négy parallelogramma kozil azok, melyeket az
atlo nem szel at, egyenlék.

Barmely négyszog oldalainak felez6 pontjai oly
parallefogramma szdgpontjai, melynek terllete
az adott négyszog felével egyenld.

Ha valamely négyszogben az atlok egymasra
mer6legesek s a négyszog oldalai rendre a, b, ¢, d;
akkor: a2-f-c2= b*-j- d*.

A parallelogramma atléinak négyzetébdl képezett
0sszeg egyenld az oldalak négyzeteinek dsszegével.

31 Az egyenl6oldali hdromszdg belsejében valasztott

32.

33.

34.

35.
36.

pontbol az oldalakra huzott mer6legesek Osszege
a magassaggal egyenld.

A haromszog kozépvonalainak metszési-pontjat
a haromszog szogpontjaival 06sszekdtve harom
egyenléteriletd kis haromszdget nyeriink.

Ha két haromszdgben eg?/ egyenl6 szég van,
akkor a haromszogek terlleteinek aranya azon
oldalak szorzatainak aréniéval egyenld, melyek
az egyenld szoget bezérjak.

A parallelogramma belsejében felvett pontot a
nég)rszdgponttal dsszekotve, oly négy haromszdget
nyerlink, melyek koziil két atellenes terlletének
Osszege a masik kettéével egyenld,

Az oly neégyszog teriilete, melyben az atlok egy-
masra merdlegesek, az atlok fél-szorzataval egyenld.
Ha a haromszog oldalai: a, bés ¢ és: a-j-b-f-¢
= 2s, akkor aterulet: t —\ s(s—a) (s—b) (s—c).



57

37. Mennyi ezen képlet alapjan az a oldald egyenl6-
oldald’ haromszég teriilete ?

38. A trapéz terllete egyenl6 az egyik nem par-
huzamos oldalnak és azon tavolsagnak szorzata-
val, melyben az atellenes oldal felez6pontja ez
oldaltél van.

Végezzik a kovetkez6 szerkesztéseket:

39. Szerkeszsziink adott derékszdgl négyszdggel,
parallelogrammaval, haromszdggel, vagy trapéz-
zel egyenld terliletdi négyzetet.

40. Négyzet szerkesztendd, mely adott négyzet Ge
részével egyenld.

41. Adott négyzettel egyenl6é terlletli oblongumot
alakitsunk, melynek alapja adva van.

42. Adott haromszog 43 reszével egyenl§ teriletd,
adott alappal bird oblongumot szerkeszsziink.

43. Alakitsunk haromszdget a harom magassaghol.

44. I1smeretesek a hdromszog szogei és kertlete. Szer-
keszszilk a haromszoget.

45. Egyenl@szari-haromszég egyenlé keriletl oblon-
gumma alakitandé.

46. Egyenl6tlen oldald haromszég egyenld terletd,
egyenlé-oldaltva alakitando.

47. Sokszog egyenld teriiletl haromszoggé alakitandé.

48. Oblongum alakitand6, ha annak terilete és olda-
lainak ardnya ismeretes.

49. Ugyanazon idom nyerendd, ha a terlilet mellett
ismeretes az oldalak &sszege, vagy kildnbsége.

50. Haromszdg szerkesztendS: ha ismerjuk annak
egy oldalat, a vele atellenes szbget és a terliletet ?

5 1. Egyenldtlenoldalt haromszoég egyenl@szarava ala-
kitandé oly modon, hogy az utobbi nem egyenld
szdge akkora legyen, mint a haromszdg egy szoge.

52. Négvzet szerkesztendd, melynek teriiletét a kovet-

4
kez6 kifejezés szabja meg: -g-a2----g*ba----g' 2
-+3d2(a h c d adott egyenesek).

53. Adott haromszdg teriilete egyik szdgpontjabdl
kiindulé6 egyenesekkel 3:5:7 aranyban fel-
osztandd. ]

54. Adott haromszég egyik oldalaval péarhuzamos
egyenesekkel 4 egyenld reszre osztando.
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55. Adott trapéz teriilete 3:5:7 aranyban fel-
osztando.

56. Adott trapéz alapjaival parhuzamos egyenesekkel
5 egyenld részre osztando.

57. Négyszog egyik szdgpontjabdl kiindulé egyenes-
sel két egyenl6 részre osztando.

58. Négyszdg egyik oldalan adott pontbdl kiindulo
egyenessel ket egyenl§ részre osztandd.

59. Adott haromszdg belsejében keressiink oly pontot,
mely a szégpontokkal dsszekdtve a haromszéget
harom egyenl6 részre bontja.

60. A haromszdg keriletén adott két pontbdl kiinduld
két e%yenessel a haromszdg harom egyenld teri-
letre bontand6.

6 1. A haromszdg egyik oldalara mer6leges egyenesek-
kel harom egyenl6 részre bontandd.

62. Parallelogramma a oldald rhombussa alakitandd.

63. Parallelogramma A szdgpontjabdl 4 egyenl6 részre
osztando.

64. Haromszor akkora haromszodg alakitandd, mint
ABC adott haromszog.

65. Haromszodg belsejében adott pontbdl 4 egyenld
részre bontando.

66. Egy sokszdg egyik szdgpontjabol Kkiinduld tort
vonal &ltal felezendd.

OTODIK RESZ.

A Kkor.

34. 8 A kor és az egyenes.

A kozéppont és sugar teljesen meghatarozza
a kor helyzetét, alakjat és nagysagat. Egy adott
onton A&t végtelen sok kor szerkeszthetd. Ily-
forman egy pont nem elég a kor meghatarozasara.
Eppen oly kevéssé hatdrozza meg a kort két adott
pont is, mert ha a két adott Jpontot bsszekdtjuk és
az Osszekotd egyenesre felezOpontjaban merolegest
allitunk ez geometriai helye lesz ama végtelen

nagyszdmu kor centrumainak, melyek az adott pon-
tokon athaladnak.
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Harom nem egy egyenesben fekvé pont teljesen
meghatarozza a kort; mas széval: harom ily ponton
at csakis egyetlen egy kor fektet-
het6. Legyen A, B, C (56. abra)
harom nem egyenesben fekv6 pont;
kossik @ssze A és B, majd B és
C pontokat s az AB és B C egye-
nesek felez6 pontjaira emeljik DO,
illetéleg EO merdlegeseket, akkor
DO geometriai helye az A és B,

EO pedig a B és C pontokon

athaladé korok centrumainak a

kettd O metszési pontja tehat oly kort hatdroz meg,
melynek Kkertletén e%( idejlleg A és B, tovabba B
és C is rajta-fekszenek. Mivel DO és EO egyenesek
csakis egy kozos ponttal birhatnak (2. 8.) ennélfogva
csakis egyetlen oly kor Ilétezik, mely egyidejdleg
mind a harom adoft ponton &thalad

Ha valamely egyenesnek a kor centrumahoz
képest elfoglalt helyzeteit vizs&qéljuk, harom lehet-
séges esetre bukkanunk ; és pedig:

1. A kdrnek és az egyenesnek nincs kdzos pontja,
ha az egyenes tavolsdga a centrumt6l a sugarnal
nagyobb;

2. A kornek és az egyenesnek van egyetlen-ec];y
kdzos pontja, ha az egyenes tavolsaga a centrumtél a
sugarral egyenld;

3. Az egyenes két pontban metszi a kort, ha a
centrumtol mért tavolsdga a sugarnal kisebb. Az
ilyen egyenest a kor szel6jének (secans), annak a kor
kertilet két pontja kozé es6 részét hirnak nevez-
zik (2. 8)).

A kor azon sugara, mely egy kozépponti szoget
felez, felezi az ahhoz tartoz6 hurt es ivet is és a hdrra

mer6legesen all. Legyen ACE =
BCEAC (57. dbra), akkor: ADC/[,
~"BDCA, mert e feltételen kivul:
AC —BC—r; CD = CD. Ebbél:
AD = BD, ADC = BDC
ami csak ugy lehetséges, ha mind-
akett6 derékszég. Ha a széban forgo
ADC, vagy BDC derékszdgl harom-
szbgre Pythagoras tételét alkalmaz-
zuk, kimutathatjuk, hogy: Ugyanazon korben, vagy
egyenld sugard korokben minél kisebb valamely hur
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tavolsaga a centrumtol, anndl nagyobb a hir hossza
s igy annal nagyobb a hozza tartozo iv is és viszont;
egyenl§' tavolsagban fekvd harok s igy a hozzajuk
tartoz ivek is egyenldk. Ha e tétel utolso részét
AE és BE ivekre alkalmazzuk, akkor tekintetbe
véve, hogy AE har egyenld BEvei, kdvetkezik,
hogy : AE = BE.

Ha a kornek és egyenesnek csupan egy kozos
pontja van, akkor az egyenes tavolsaga a centrum-
tol eppen a sugarral egyenl6. Mivel azonban az
egyenes és pont tavolat a pontbdl az egyenesre
hizott merGlegea méri, ennelfogva az érintesi pont-
hoz tartozd sugar meroleges az érintbre.

35. 8. A kor és a szdg.

Ugyanazon korben, vagy egyenld sugarl korokben
az ivek és a hozzajuk tartozo kozépponti sz6gek aranya
egyenl6. Ha az 0 centrummal biro ko en meg-
ranoILuk az AB és CD ivekhez tartozd 'kdzépponti
szogeket és felteszsziik, hogy a két iv kdzos mértéke

AB-re ”>szer, CD-re g-szor megy fel, akkor AB: CD
. Ha most az ivek osztasi pontjait a kor
centruméval Osszekotjik, mivel egyenlé ivekkel
egyenld kozépponti szogek fekszenek szemben
(5. 8) ennélfogva: AOB<jj: COD —p :q s igy:
AB: CD”™ AOB <£: COD <£.
Minden keruleti-szog félakkora, mint az ugyanazon
iven nyugvé kozépponti-szog. Legyen ACB egy ily
keriileti szo6g (58. &bra) és AOB
az ugyancsak AB iven nyu?(vé
kozéppontig szo% Ha meghuzzu
CD atmérot és figyelembe veszsziik,
hogy az AOC es BOC egyenlo-
szarl_héaromszd nek i és 3akuls6
szogei, akkor (12
Y= 2a; és 3= 2R
E két egyenlet dssszeadasaboi:
T+ *= 2(8.-] rs) vagy AOB

Minthogy az AOB |vhez tartozo osszes keruleti
sz0gekhez csakis az egyetlen AOB kdzponti-szog
tartozik, ennélfogva: az ugyanazon iven nyugvé kerU-
leti szt')gek egyenlék egymassal. A félkorhoz tartozéd
kerileti szbg nagysaga 90°. (Thales-tétele).
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Parhuzamos hirok kozt fekvd ivek egyenldk.
Legyen: AB || CD (59. &bra),

akkor : AC = BD, mert BC

egyenest hlzva, B Kkerlleti szég

eg ?/enlo C kerileti szoggel mint

valtészogek ; amde egyenld ker(-

leti szogekhez eg enld ivek tar-

toznak; s igy a kimondott .tétel

|gazolast nyert,

A kor érintGje egyik az érintési ponthoz vont

harral érint6i szoget zar be. Az érintdi sz6g akkora,
mint az ugyanazon ivhez tartozd
kerUleti sz6g. Ha AB az O sugard
kor egyik érint6je (60. abra?( és
-AC ugyanannak egyik hrja, akkor
BAC egy ily érintGi-szog, mely
az AB ivhez tartozé valamennyi
kerlleti sz6ggel egyenl6. Egyszerl-
séq kedvéért vegylik fel a keri-
leti szogek kozul azt, melynek
%y|k szara a_kor AD atmérgje,

mésik szara a DC hur Mlvel C < =90°; ennél-

fogva: DAC3C+ ADC< 90». Amde DA LAB

(34. 8) ennélfogva: BAC<E-j- DAC<E= 90° a

igy: DAC <€ + ADG < = BAC < + DAC < ;

azaz: BnC = ADC-%j, ami bebizonyitand6 volt.

Adott kils6 pontb6l a koérhéz huzott két érintd
egyenld hosszu.

Feladat. AB tavolsag mint har folott (61. &bra)
oly kor szerkesztendd, mely-
ben minden az adott harhoz
tartozd kerileti sz6g adott BA C
szoggel egyenlé. Az adott
szoget lemérjuk AB egyik
pl. A végpontjara, az AC
szogszarra A pontban és AB
harra D felez6 - pontjaban
mer6legeseket allitunk, - ezek
O metszési pontja lesz a Ki-
vant kér centruma.

Ha két har a kor belsejében, vagy a koron kivil
metszi egymaést, akkor azoknak a metszési ponttdl a
kérig mért részeibdl alkotott szorzataik egyenlék egy-
méassal. Legyen pl. AB és DE koz6s C ponttal biro
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két har (62. dbra), akkor: AC .BC— CD . CE. E

tétel bebizonyitasara kos-
stk 6ssze A és D, tovabba
B és E pontokat. A sz6-
gek egyenl@sege folytan
ACD A 0 BCE As Igy:
AC : CD = CE : BC.
Ebb6l a belsétagok és kiilsd-
tagok szorzatainak egyenli-

ti. dbra. tése utdn a bebizonyitand6

tételhez jutunk.

A koron kivil fekvé pontbdl érintét és szel6t hizva
a korhoz azt taldljuk, hogy az érint6 geometriai kdzép-

aranyos az egész szeld és annak a
koron kiviilfekvé szelete kdzott. Legyen
AC a kor érint6je (63. abra) és CE
annak szel6je, akkor: AC2= CD.
CE. E tétel bebizonyitasara kossiik
Ossze A pontot D és E pontokkal,
akkor a szogek egyenl6sége folytan :

ACEA <V>ACDAsigby:AE tAC=

AC:CD;

innen a

els6 és kiils6

ta%ok szorzatainak egi enlitése utan
a

ebizonyitandé téte

ez jutunk.

Feladat. Adott AB egyenes (64. abra) folytonos
arany szerint két részre osztando. (Arany 0sztas,

vagy:

sectio aurea, divina). AB
egyik pl. B végpontjaban
mer&legest emeliink, s arra

AB .
B O = 2~ tavolsagot fel-

mérjik ; majd BO sugarral
kozt irunk le és meghlzzuk
az AE szel6t; akkor:

AE : AB= AB : AD;

(AE —AB) : AB= (AB—AD) : AD;

de:

AE—AB= AD= AF; AB—AD = BF; AD=AF;

tehat:

AF : AB = BF : AF;
AF2= AB .BF.
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36. 8§ Keét kor kolcsonds helyzete.

Koz0s kodzépponttal bird két kért concentrikus-
nak, kilénbozd kozépponttal bird két kort excentrikus-
nak mondunk. Azt az egyenes vonalat, mely az
excentrikus korok centrumait osszekoti, centralis-nak
hivjuk. Két kor kolcsonds helyzetét a centralisnak
és a sugaraknak nagysaga szabja meg.

Ha két kor centralisa nagyobb azok sugarainak
Osszegénél akkor a 80rok egymason kivul fekisznek és
igy kozos ponttal nem birnak.

Ha két kor centralisa azok sugarainak 0Osszegével
egyenld, akkor azoknak van egy éspedig csakis egyetlen-
egy kozos pontja; mert az egyik kor akarmely mas
Eontjéra nézve beigazolhatd, hogy annak a masik
or centrumétol mért tavolsaga ez utobbi sugaranal,
nagyobb s igy a pont a kérén kivil fekszik. Ez a két
kor egymasnak kiils6 érint-kore. A két kor centralisa
ebben "az esetben az érintési ponton halad at s az
utobbihoz tartoz6 érint6 mer6leges a centralisra s
egyidejlleg érint6je mind a két kornek.

Ha két kor centralisa kisebb azok sugarainak
Osszegénél, de nagyobb a sugarak kilonbségénél, akkor
a két kor két pontban metszi egymast s a két kor kozos
harja mer6leges a centralisra.

Ha Kkét kor centralisa egyenl6 azok sugarainak
kildnbségével, akkor a két kornek egyetlen-egy kozos
pontja van. A korok ebben az esetben belulrdl érint-
keznek.

Ha két kor centrrilisa kisebb azok sugarainak
kulonbségénél, akkor a két kér kozoés ponttal nem bir,
hanem a kisebbik kor egészen a nagyobb kertiletén beltl
fekszik.

Ha két excentrikus korben egyegy sugarat
hizunk és pedig egymashoz parhuzamosan, akkor a
sugaraknak a korok keruletén fekvd pontjait Ossze-
koté egyenes a centralist mindig ugyanazon pontban
metszi, barmilyen legyen is a sugarak iranya. Ezt
a metszési pontot a két kor hasonlésdgi pontjanak
hivjuk. Hasonléségbi pontja két kornek “kettd van,
egy Kkils6 és egy bels6. Az els6t egyenl6 iranyd, a
masodikat kiilonbdzd irdnyl Férhuzamos sugarak
végpontjainak Osszekdtése ~altal nyerjuk.~ Két kor
kozos Kkulsé érintSi a kuls6-, kozos belsé érint6i a
bels6 hasonlésagi pontban metszik a centralist.



37. 8 A hur- és érinténégyszog'.

Az olyan idomokat, mel&/eknek oldalai valamely
kérnek hurjai, hursokszogekne azokat pedig, melyek-
nek oldalai a kornek érinti, érint6-sokszogeknek hivjuk.
Mivel a_haromszogekben mlndl? talalunk oly pontot,
mely mind a harom szdgponttél, vagy mind a harom
oldaltol egyenl tavol van ; ennelfogva minden harom-
sz6g hur-, vagy érint6- haromszognek tekinthetd. Lassuk
igy all-e a dolog a négyszogek-
re nézve is? Legyen ABCD
(65. abra) egy hurnégyszog, huz-
zuk meg annak atldit s vizsgaljuk
meg a szogek kozt mutatkozo
Osszefliggést, p és r, valamint g
és s szOgek, mint ugyanazon
koriven nyugvo Kkerilleti szogek
egyenlok egymassal; amde ABD
O-ben: m-J-n-f-r -j-s= 180
vagy r.és s helyett az azokkal
egyenlé p és q szogeket frva és fl?yelembe veve
hogy m-f-n—A " ;p-j-q= C esz: A-j-C
180°. Masfel6l mivel minden négyszog szogelnek
Osszege 360°, lesz még: B -j- D = 180°. llyforman :
a hurnegyszog atellenes szogeinek Gsszege 1SO0, Valamely
négyszog koré csakis akkor lehet Kkort irni, ha
a szogek a mo3t megallapitott feltételnek meg-
felelnek.
Ha ABCD (66. abra) érint6 négyszog, akkor az

érintési pontokat és a negﬁ/szog szdgpontjait a kor cen-
trumaval 0Osszekotve, a

kez6 szomszédos haromszogek
egybevagosaga folytan: AE
AF, BG = BF, CG= CH,
DE = DH. Ezen egyenletek
0sszeadasabol: AD -j- BC =
AB -j- CD, azaz: minden érintd
négyszogben két atellenes oldal
Osszege egyenld a masik két
atellenes oldal dsszegével. Vala-
mely ne%yszogbe csak akkor irhatunk kort, ha ennek
a feltételnek megfelel.
Minden haromszégben az &tlék szorzata egyenld
az atellenes oldalak szorzatainak 6sszegével (Ptole-
maeus tétele). Ha az ABCD hiirnégyszégben
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(67. bra) BAE < = DAC <£, akkor: ABEA
cv DAC A- mib8l: AB : BE =

AC : DC és: AB .DC = AC.

BE; az AED és AB CJll-ek hason-

l6s4gdhdl pedig: BC. AD = AC.

DE. Osszeadva ez eredményeket

leszz. AB .DC+ BC. AD = AC.

(BE-(-DE) = NIC'.7ID, ami be-

bizonyitand6 volt. 67. abra.

38. 8 A szabalyos sokszogekro6l.

Minden szabdlyos sokszdg hur- és érintGsokszogui
tekinthet6. Legyen ABCDEF szabéalyos sokszog
adva (68. abra), akkor annak A, B és C harom

szdgpontjan at kort vezethetiink,
melyrél azt allitjuk, hog(}/ a
tébbi szdgponton is athalad. E
korulmény beigazolasara hizzuk
meg az OD egyenest és for-
gassuk at OH, mint tengely
korul OHCD négyszoget ABH 0-
ra. Az atforgatas utdn e két
négyszog teljesen fedni fogja
egymast, mert: BH = CH\ BHO <C= CHO <
= R\ HO= HO; B <£= C<£ é AB= CD;
amde akkor: AO — DO, azaz az AO sugaru koér a
a negyedik D szogponton s hasonlé eljaras ismételt
alkalmazésaval bebizonyithatélag a szabélﬁos sokszog
valamennyi szdgpontjan athalad, midltal kimutattuk,
hogy barmely szabalyos sokszog hursokszogul tekint-
hetd. — Bogyha azonban ABCDEF hdrsokszog,
akkor annak oldalai az 0 centrummal és AO sugar-
ral bird kor egyenlé harjai; egyenld hurok pedig
egyenl6 tavolsagban vannak a centrumtol; tebat a
szoban forgd szabalyos sokszdg minden oldalanak
tavolsaga egyenlé a centrumtol s igy a sokszd
valamennyi oldala az ezen tavolsdg mint sugar alta
megbatarozott kor érint6je; ebbol folyélag minden
szabalyos sokszéget érint6-sokszdgul tekinthetlink. A
beirt es koralirt kor concentrikus.

Ha valamely n oldali szabalyos sokszdg szog-
pontjait 0Osszekotjik a korilirt kor centrumaval,
ezaltal az 0 kordl Iév6 360°-nyi kozépponti szoget
n egyenld részre osztjuk s igy a szabalyos sokszog

béyay : Planiraetrta. 5
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minden oldalaval ----- nagysagu kozépponti-szog fek-
szik szemben, .

A szabalyos sokszdg centrumét és szdgpontjat
Osszekotd sugar felezi a sokszog bels6-szogét.

Ha a szabalyos n-szg szOgpontjait 0sszekotjlik
a korlirt-kor centruméaval, n egybevagd haromszdget
nyerlink; ha most a, a sokszdg egy-egy oldala p az
egyes oldaloknak a centrumtol mért tavolsaga, (a
sokszdgbe irt kor sugara), akkor a sokszog terllete:

n.an.p
t- — 22—

Ha két szabalyos soksz6g egyenld oldalszammal
bir, akkor azok kerlleteinek aranya beirt-, vagy kéril-
irt koreik sugarainak aranyaval egyetdd. E tétel a fent
elmondottak alapjan és a 25. §.-ban foglalt elsd tétel
segitségével konnyen bebizonyithatd. — Ebb6l kdvet-
kezik, hogy: két egyenld oldalszammal biré szabalyos
sokszég hasonlé egymashoz.

A szabalyos sokszdgeknek és koroknek megismert
oOsszefiiggése folytdn szabalyos sokszOget Ggy szer-
keszthetiink, ha a kor keriletét annyi egyenld részre
osztjuk fel, a hany oldald szabalyos sokszoget
kivanunk el6allitani. Ez a felosztas csakis akkor sikerdl,
ha a szabalyos sokszdg egyik oldalaval szemben fekvd
kdzépponti-szoget planimetriailag szerkeszteni tudjuk.
Lehetséges a szerkesztés akkor, ha a soksz6g oldalai-
nak szama; 2n, vagy 3.2n, vagy 5.27, vagy 15.2n.
Lassuk soi'ban ezen’ eseteket.

Ha 2" oldald szabalyos sokszbget akarunk nyerni,
akkor figyelembe kell venniink, hogy az atméré a
kor keriletét két egyenld részre, két egymasra merd-
leges atméré pedig 4= 22 egyenl§ részre osztia A
negyedk(‘jr(‘jk elezése utdn 8= 23egyenld részre lesz
a kor kerllete felosztva és igy tovabb.

Minthogy a szabalyos hatszdognél az egyik oldallal
atellenes kozépponti-szdg -~"—= 60° és a szabalyos

hatszdg egy-egy bels6-szdge 120° s ezeket az utobbi
szogeket a szogpontokhoz indulé sugarak felezik;
ennelfogva a szabalyos hatszéget e sugarak hat
egzenl(’)-oldalﬂ haromszégre bontjak s igy a jelzett
sokszég minden oldala a sugarral egyenld. Ha tehat
a sugarat a kor kertiletére hatszor felviszema 3.2 = 6
oldali szabalyos sokszoget nyerem ; ha pedig ennek
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egy-egy oldalhoz tartozd iveit felezem, nyerem a
12'= 3.22 oldali, sokszdg egy-egy oldalahoz tartozé
ivet. Hasonld eljardssal szerkesztjik a 24= 3.23
48; 3.24sth. szabélyos sokszdgek oldalaihoz tartozé
iveket.

Ha az r sugaru kor kerulete 5.2n e?(yenlé részre
lenne felosztando, a kovetkez6 eljarast kovetjik. A
sugarat az arany-osztassal (35. 8.) folytonos arany
szerint osztjuk s akkor a nyert nagyobb szeletet éppen
tizszer mérhetjiilk fel a kor keriiletére. Az 5= 5.2°,
20= 5.2a 40= 5.23 sth. szabalyos sokszogeknek
megfelel§ ivek azutdn mar kénnyen nyerhet6k.

Végil ha a kor keriiletét 15 egyenld részre kell
osztanunk, akkor oly szabélyos sokszdget kivanunk
j 360° _ 360° 3

nxernl, meIXnek olbalaiva 15 6 0

nagysagu kozépponti-szogek vannak szemben. A jobb
oldalon szerepld szdgeket az eddigiek alapjan mar
tudjuk szerkeszteni s akkor egyszersmind szerkeszt-
hetjik a 15.2" oldallal bir6 szabalyos sokszdg egy-
egy oldalanak megfelel6 iveket is.

A korbeirt szabalyos n-szog egyik an oldalahél és
a kordlirt kor r sugarahol hatarozzuk meg a kérbeirt
szabalyos 2n-szdg egyik azholdalat.
Legyen AB—an (69. abra) a
korbeirt szabalyos u-szdg egyik
oldala, akkor az OE \_AB sugar
felezi AB ivet s igy AE —aXha
beirt szabalyos 2n-szog keresett

oldala. Ue AE- —AF2-j-EE2és:
AF=-j-, EF=r1 — OF;

8,

OF — Nl ra------ 4 2. ezekbdl :

= 2rs 2r

a,},2 Aegul: an= 2ra—2rVr2- -2
~17”
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A koralirt kor r sugarabol és a korbeirt szabalyos
n-szdg egyik an oldaléibdl kiszamitand6 a koérilirt-, iagy
érintd szabéilyos n-szdg An oldala. Legyen AB = an abelrt
szabalyos n-sz6g egyik oldala (70, &bra), akkor:

AB a kor sugara, melynek

Q F pontjaban CD -LOF érint6t
hizva CD = An lesz a keresett

oldal. Mivel CD | AB, azért:

ABO A o> CDOA s gy :

CD:AB = OF: EO; vagyls:

An:(n = r
w

innen: An —

39. 8 Kormérés.

Egyenes vonalat, barmilyen révid legyen is az,
gorbe vonalra ramérni lehetetlen. Ennélfogva a kor
keriletét egyenes vonal( egyseg?el kdzvetlenul meg-
mérni nem vagyunk képesek. Indirekt modon kell
tehat e czélbol eljarnunk, a kovetkezdleg. Ha ng
szabalyos hursokszoget rajzolunk és annak olda
szamat folytonosan megkett6zziik, akkor a sokszog
keriilete %yorsan kozeledik a kor keriiletéhez, ugﬁ
annyira, hogy bizonyos hatarnal a kett6t egyne
tekinthetjuk. Mivel most mar a szabalyos sokszo
kerilete tort-vonal, melyet egyenes-vonall egységge
mérhetiink, ennelfogva ennek mértékszdmaval fejez-
hetjuk ki a kor keriiletet — Masfeldl az erint6-sokszog
oldalszamainak megkett6zése révén oly hatarhoz
kozelediink a sokszOg folyton kisebbed6 keriiletével,
mely a kor keriletét helyettesitheti — Kimondhat-
juk ezek alapjan, hogy a kor keriilete gy tekinthetd,
mint azon koz0s hatarérték, mely felé a folyton ndve-
ked6 oldalszcimmal bird beirt- és korulirt szabalyos
sokszégek keriletei kozelednek

orbevonallal hatarolt idom teriiletét nem
hasonllt atjuk Ossze kozvetlenul az egysegil valasz-
tott négyzet teriletével. A kor teruletének mérése
tehat csakis kozvetett modon eszkdzolhet. Ha megint
figyelembe veszszlik, hogy a beirt sokszdg terilete
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oldalszamanak folytonos megkett6zése altal folyton
novekedve, a korulirt szabalyos-soksz6gé pedig hasonld
eljaras szerint folyton kisebbedve mindinkabb meg-
kozeliti a kor teriiletét, akkor kimondhatjuk, hogy:
a kor terllete Ugy tekinthet6, mint azon kozos hatar-
érték, mely felé a folyton ndvekedd oldalszammal bird
beirt- és korulirt szabalyos sokszdgek teruletei kozelednek.

Mivel a korok hasonlé idomok, azért kerlleteik
ardnya két egyenesnek, az atmérdknek aranyaval
gﬁenlé (25. és 38. §.) Két korre nézve tehat, melyek-
ek kerlileteik: P ésPx; sugaraik r ésrl; lesz: P : 2r =
j : 2i\. Ez az arany tehat minden korre nézve allan-
do szdm s ha azt a gordég s betlvel (peripheria)
jeloljik, akkor:

p

e
n
J

= -, ahonnan: P —2r

A kor kerliletének meghatarozasat ily mddon a
A értékének meghatarozasara vezettiik vissza.

Mivel masfel6l a kor végtelen sok oldallal bird
szabalyos sokszdgil tekinthetd, ennélfogva annak
terliletét 0gy kapjuk meg, ha keriiletét sugaranak
felével szorozzuk : azaz :

t=PX~2r.,1 =r1b,

A kor terliletének meghatarozasat ilyforman
szintén T értékének meghatarozasara vezettik vissza.

Hogy t megkozelitd értékét nyerhessik indul-
junk ki az egységsugar( korbe és koréje rajzolt
szabalyos hatszoghOl s ha a beirt hatszdg kertletét
Fe, a koralirtét K6 jelenti és ha alkalmazzuk a 38.
8-ban talalt képleteket a beirt és korilirt szabalyos
12, 24, 4S, 96, 192, 384-szdg kerliletének meghataro-
zasara, a kovetkez6 értékekhez jutunk :

K6 =600000, Ke =6-92820,
KD =6-21163, KR =6-43078,
K2 =6-26526, K24 = 6-31932,
KB = 627870, Kd4i =6-29218,
K® = 628206, K% =6-28542,
IVIM= 628291, ~KIR= 628375,
KaM= 6-28311, Km = 6'28333.

E tablazat mutatja, ho%[v]
sokszogek keriiletei mindinka

a beirt és koralirt
kozelednek egymas-
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hoz s igy a kor kerlletéhez is. Ha megkdzelitéssel
k3Btet veszszik egyenlének a kor kertiiletével akkor:

P= 2r* = 628311
Mivel r= 1, lesz:
2- = 6-28311 és ~= 3-1415 ...
Jegyzet. Az egyiptomi Ahmes-féle papyruson
(Kr. e. 1700—2000) - = (16 : 9)2= 3-1604. Archimedes

szerint T= 3L ?)%-.X AKTr.

utani 16. szazadban Vieta 10 tizedesig, Ludolf van
Ceulen, Kinek tiszteletére ©t Ludolf-fele szdmnak is
nevezik, 35 tizedesig szadmitotta ki Tértékét Késébb
fels6bb-mennyiségtani utén Vega 140, Dahse 200,
Richter pedig 500 tizedesig végezte a meghatarozast,
T irrationalis szam, melynek 7 tizedesig pontos értéke
a kovetkezd: = 3-1415927.

Ha valamely koriv hosszat akarjuk meghatarozni,
figyelembe kell venniink, hogy a kor egész kerilete
Ggy aranylik a korivhez, mint az egész keriilethez
tartozd 360°-nyi kdzépponti szog az ivvel szembe fekvd
a kt)zlépponti sz0ghoz; tehat ha i jelenti az ivhosz-
szat, lesz:

S oo L a a
2r  i= 360°:a honnan:i= 2r H0° I~ a0
A korsector t teriiletét, ha r a kor sugara, i a
korsectorhoz tartozo iv és a az ivvel atellenes kézép-
ponti szog, a kovetkezd aranylatb6l nyerem:
. a
t = j: =
AR -
A korgydri teruletének kiszamitasara a nagyobb
kor teriileteb6l ki kell vonni a kisebbiket.
Veégil a korsegmentum teriiletét megkapjuk, ha
a megfelel6 korsector teruletébdl kivonjuk ~a kor-

segmentum hurjéhoz tartozé egyenlészard haromszdg
teruletét.

40. § Feladatok az otodik részhez.

1 A kor kozépponti szoge 56° 27' 18"; 38° 16
118° 8 10"; mily nagy az ugyanazon iven
nyugvo kerileti szog?

2. A Kkor kertileti szoge 8° 10'; 72° 56' 9"; 38 R\

mily. nagy az ugyanazon iven nyugvc’) kézég—
ponti sz0g.
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15.
16.

17.
18.
19.

20.

21

. Az 5 m. sugar( korben a szabalyos n-szdgeegy
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. Mily nagy a 32 m. sugar(d kérben a 27 m

hossz( hdrnak a centrumtol mért tavolsaga ?

. Mily hosszG a 6 m. sugar( korben a centrumtdl

5'2 m. tavolsagban fekv6’ har hossza?

. Mily nagy a kor sugara, ha a 3 m. hossz( har

tavolsaga a centrumtol Im.?

. Két excentrikus kor centralisa 6-2 m.; az egyik

kor sugara 15, a masiké 07 m.; mily messze
vannak a hasonl6sagi pontok a centrumtél?

. Mekkora a szabalyos hur- és érint6- négy- és

nyolczszdg egy-egy oldala a 3. m. sugart korben?

. Mily nagy a 4 m sugari korben a szabalyos

tizsz6g egy oldala? [r:al0= ald: (r —al0)j.

oldala 34 m.; mily nagy ugyanazon korben a

szabalyos 2n-sz8g egy-egy oldala?

. Mily nagy a 0624 m. sugaru korbe irt négyzet

egy oldala?

i. Szamitsuk ki az egység-sugarl korbe irt szabalyos

3, 4,5 6, 8 10, 10, 20-sz0g egy oldalat.

i2. Szdmitsuk ki ugyanazon korre a korilirt idomok

egy-egy oldalat.

. Szamitsuk ki a 11. példaban megjeldlt idomok

beirt kéreinek sugarait.

. Harom egyenl6oldal(-haromszég oldalai 3, 5 és

12 m.; oly egyenl6 oldali haromszog szerkesz-
tendd, melynek teriilete az adottak 6sszegével
egyenld.

ennyi a 32 m. sugari korbe és koréje irt
szabélgos 3, 6, 8 és 12-sz6g teriilete?
A szabalyos hatszOg terilete 84 m.2, mennyi az
ugyanazon korbe irt négyzet és korilirt harom-
szog terilete?
Mennyi a har nyolcz- és tizenkétszdg terllete,
ha a beirt négyzeté 126 m.2?
Mekkora az 51529 m.2 teriiletl szabélyos hat-
szbg egy oldala? )
A 22 'm. sugari kdrben mily nagy a szabalyos
nyolczszdg tertlete ?
A szabalyos nyolczszdg terlilete 1200 m.2, mennyi
a beirt és korilirt kér sugara ?
Az.egyenl6-oldali hrdomszdg egy oldala 51 m.;
mily nagy az egyenl6 teriilet(i szabélyos hat- és
nyolcz"sz0g egy oldala ?
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22

23.

24

25.

26.
217.

28.

. Mennyi a kor sugara, ha terllete 84 m2?
30.

3L

32.
33.

34.
35.

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

43.

45,

. Mennyi a szabélyos nyolezszdg egy oldala, ha
terulete 10.042 m 2?

Mily nagy a 2 m.; 45 m.; 72 m. sugar( kor
kerulete ?

Mily nagy a kor kerilete, ha atmérgje: 84,
14-3, 9-6, 036 m.?

Mily nagy a 62 m. sugari Kkor Kerilete és
terulete?

Mily nagy a 82, 0-75 m. sugard kor teriilete?
Mily nagy a kor terlilete, ha atméréje: 52,
0018 m.?

Mily nagy a 18 72 m. keruletli kor teriilete?

Mennyi a kér sugara, ha teriilete 2*75; 56-8m.2?
Valamely kocsi kereke a 8—km. liton 3118 for-

dulatot tesz; mily nagy a kerék kill6je?

A kor kerllete 38-m.-rel nagyobb, mint atmérdje.
Mekkora mindenik ?

Adott kor terlletét concentrikus korrel oszszuk
fel két egyenld részre.

Végezzik ez osztast 3:5 aranyban.

A beirt nég?/zet teriilete 6400 m2; mennyi a
beirt és korulirt koré ?

Mennyi a 6 m. oldali szabalyos haromszdgbe és
koréje irhatd kor teriilete?

A koOr és a beirt szabalyos haromszdg egyittes
terlilete 824 m.2; mennyi a kor sugara?

Mennyi két kor kozds részének terllete és keri-
lete, ha mindenik centruma a masik keriletén
van és sugaruk 36 m.?

Mennyi, ha a sugar 5 m.?

Mennyi ha r=0'3 m.?

Mily nagy az egység-sugari korben az 1" szdghez
tartozé iv hossza ?

Kor szerkesztendd, melynek tertilete két adott
kor terliletének Osszegével, vagy kildnbségével
egyenlo.

Mily nagy a korgydrl teriilete, ha a bels§ kor
sug}a/\ra 49%/. a kUIsgc% 48 m.?

. Mekkora a kor sugz;)ra, ha az iv hirja 12'64, a

felényi ivé 9-49 cm. *
Mily nagy az —m. sugard korben a 32°-0s kzép-
ponti szdggel szemben fekvg iv ?
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Mily nagy az iv, ha a sugar 2 m, a kozép-
ponti szog 72°?

A 82 m. sugart korben szamitsuk ki a 45 m.
hosszu ivhez tartozd kozépponti szdget.

Mily nagy e sz6g, ha a sugar 7-2, az iv 23-46 m.?
Mily nagy a sugarral egyenldé ivhez tartozo
kozeépponti szdg ?

A sugar négyzete a kdrsectorral egyenld. Mekkora
az ehhez tartoz6 kozépponti szég ?

Azon kor su%ara keresend6, melyben a 7° 40'
centralis szoghoz tartoz6 iv 0-1578 m

Mily nagy a 8 m. sugar( kor 38°-os kdzépponti
sz0ggel biré sectoranak teriilete ?

Mily nagy akkor, ha a sugar 34 m, a kdzép-
ponti szog 56° 38' ?

Mily nagy a 86-72 in2 teriilet(i kérben a 72°-0s
kdzépponti sz6ghoz tartoz6 iv hossza?

Mily nagy azon kor sugara, melynek teriilete
az 15 és 2 m. sugart korok teruletének Ossze-
gével egyenl6 ?

Mily nagy a kett6 kiilonbségével egyenld terii-
let6 kor sugara ?

Mily széles a 3 m. sugarl bels§ kornél négyszer
nagyobb teriletl korgydir( !

Mily nagy a 6 m. sugarG korben az 56 m.
hosszli ivhez tartoz6 sector teriilete ?

Mekkora a korsector teriilete, ha a sugéar 28 m,
a kozépponti szdg 82°?

Mekkora, ha a sugar 06 m., a kdzépponti sz6g
30° 8" 16"?

Mekkora a szabalyos 06tsz0g egy oldala altal
meghatarozott kdrsector terlilete az egység-
sugart koérben ?

Mekkora a szabalyos 4, 6, 8-sz0g egy-egy oldala-
hoz tartoz6 korsegmentum terllete az egység-
sugard korben?

Adott 0572 m. sugar( korben mekkors a 60°
kdzépponti szdghoz tartozé kdrsegmentum teriilete?
Kor szerkesztendS, mely egyenld teriletli az
egység-sugart és 32° 24'-nyi ivvel bir6 kor-
sectorral. ]
Mennyi a kor sugara, ha a 36° 12'-nyi kdzép-
ponti-szoggel biré sector teriilete 1200 m-j

Mily nagy a kor terllete, ha a 150° 58' 20
kdzépponti sz6g ive 150 m. ?
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Harom 56 m. sugard kor kolcsondsen érinti
egymast; mennyi az altaluk bezart kdzos rész
kertlete és terilete ?

Mennyi akkor, ha a sugar 225 m?

Mennyi a korbeirt 5 m. oldali szabalyos harom-
sz0g egy oldala altal meghatarozott kdrsegmen-
tum terulete ?

A negyedkorbe irt kor sugara 36 m. Mennyivel
nagyobb a negyedkor teriilete, mint a koré ?
Mi azon korok centrumainak geometriai helye,
melyek két adott concentrikus kort érintenek ?
Mi azoké, melyek két adott egyenest érintenek?

Adott centrumb6l kor szerkesztendd, mely adott
kort érint.

Két adott ponton &tmend kor szerkesztendd.
(Hany lehetséges?)

Adott ponton &tmené s adott kort érint6 kort
szerkeszszink,

Szerkeszsziink adott egyenest és kort érint6 kort.

Szerkeszsziink adott ponton atmend s adott kort
egyenest kijeldlt pontban érint§ kort.
Szerkeszsziink két adott pontban atmend adott
egyenest érinté kort. .

arom adott egyenest érint§ kor szerkesztend6.
Adott szabalyos sokszdg teriiletével egyenld
négyzetet rajzoljunk.
Rajzoljunk egyenl6-oldali haromszdget, melynek
terllete tdbb adott szabalyos haromszdg Ossze-
gével egyenld.
Egyenl6-oldalt haromszdg szerkesztendd, melynek
tgr[]lﬂetg akkora, mint valamely adott szabalyos
-SZ0gé.
Végezzilk e szerkesztést, ha a szabalyos sokszdg
nyolcz oldald.
Rajzoljunk adott egyenlé-oldald haromszdg terii-
letevel bird szabalyos hatszdget.
Ugyanazon szerkesztés, ha az adott idom szabalyos
12-sz6g.
Bebizonyitand6, hogy a haromszdg koré irt kor

sugara r= abc; a hol a, 0, ¢ a haromszdg olda-
lait, t a terliletét jelenti.
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Bizonyitsuk be, hogy a haromszogbe irt kor

sugara: P= a4+ b+ c

Alkalmazzuk e két képletet, ha a— 13, h= 14
e= 15 ﬁiTeron-feIadata.)

Milyen alakot vesznek fel e képletek az egyenl6-
oldali haromszogre nézve?

Igazoljuk, hogy minden paros oldalszammal bird
szabalyos sokszoghben az atellenes oldalak par-
huzamosak.

Bizonyitsuk be, hogy két egymast metsz6 hur a
korben oly szogeket zar be, melyeket a két at-
ellenes iv fél-dsszegével mérink.

Allitsuk fel a megfelel§ tételt, ha a hdrok a
korén kivil metszik egymast.

Bebizonyitandé, hogy barmely négyszog szog-
felez6i har-négyszoget zarnak be

A nég:i(yszt')g atléi azt négy haromszogre bontjak ;
ezek Korulirt koreinek centrumai egy parallelo-
gramma szdgpontjai.

A Deirt szabalyos 2ra-sz0g kerilete geometriai
kozéparanyos a beirt n-szog és korilirt 2n-szdg
kertletei kozott.

Ugyanannak teriilete geometriai kozéparanyos a
beirtéskortlirt szabalyos n-szdgek teriiletei kozott.
Ha két egyenl6 sugari kor metszi egymast,
akkor egyenl6 iveket szelnek le egymashol.

A szabalyos wn-szdg belsejében fekv6 valamely
p pontra nézve bebizonyitandd, hogy annak az
oldalaktol mért tavolsagai egyuttveve a beirt
kor sugarainak n-szeresét adjak.

A szabalyos hatszog atloi kdlcsonésen 1: 2 arany-
ban szelik egymast.

A beirt szabalyos hatszog teriilete kétszerese a
beirt szabalyos haromszdgének.

Ugyanaz haromnegyede az érintd hatszog teri-
letének.

Fele a korilirt szabalyos haromszdg teriiletének.
A beirt szabalyos tizenkétszdég haromszorosa a
korsugar négyzetének.

Szabalyos haromszog gy csonkitand6 le, hogy
szabalyos hatszég maradjon vissza.
Szerkeszsziink adott sokszéghdz hasonlé oly sok-
szdget, melvnek teriilete az el6bbinek 4 hetede.
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108. Végezzilk ezt a szerkesztést, ha az Uj sokszog-
nek valamely adott szabalyos sokszdg tertletével
kell egyenlének lennie.

109. Szerkeszsziink szabalyos hatszoget, melynek
teriilete, valamely adott sokszOg teriletenek
37 része.

110. Adott szabalyos nyolczszdg teriiletével egyenld
szabalyos hatszdg szerkesztend6.
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