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Goniometria.
1 §. A trigonometria targya.

A trigonometria targya a haromszégek meg-
fejtése.

Valamely hdromszdget megfejteni annyit tesz,
mint annak elégséges szami adott alkotorészébdl az
ismeretlen alkotéreészeket kiszdmitani. A harom-
sz0gek megfejtésére altalaban harom alkotoresz isme-
rete sziikséges, de egyszersmind elégséges is; feltéve,
hogy azok kozott legaldbb egy oldal van.

A héaromszogek oldalait adottaknak tekint-
hetjiik, ha ismerjik a szamokat, melyek az oldalak
hosszlsagat valamely elfogadott mertékegységben,
pl. méterekben kifejezik.

A haromszogek szogeinek mertékei: a fokok,
perczek és masodperczek. Ha a kér keriletét
360 egyenl6 részre osztjuk, akkor az egy ilyen iv-
részszel szemkozt fekvé kozépponti szog adja az
egy fokos szdget. Minden fok 60 perczhol, minden
Eerez 60 masodperezb6l all. llyforman mondhatjuk,

ogy valamely a szdg értéke 25® 57" 35". (25 fok,
57 perez, 35 masodpercz.)

Amint az elmondottakbdl megitélhetjiik, a harom-
sz8g oldalai és sz6gei merSben Kkulonbozd természet(i
mennyiségek. Azokat 6sszehasonlitani, vagy koztik
szambeli aranyt me?éllapitani lehetetlen. Marpedig,
ha a trigonometria feladatdnak meg akarunk felelni,
akkor a haromszdg oldalai és szogel kdzott bizonyos
Osszefliggést kell felismerniink, mert csak akkor var-
haté, hogy adott alkotérészekbél az ismeretleneket
kiszamithatjuk. E czélra figyelembe kell vennink,
hogy valamely haromszdgben a szogek nagysaga nem
fligg az oldalak hosszusagatol, hanem csakis azoknak
egymashoz val6 aranyatdl: A hasonld haromszdgekben
megegyeznek a megfelel6 oldalak arénKai, innen van,
hogy azokban a sz6gek mind egyenlék. Masfel6l, ha
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a derékszogli haromszoget tekintAUk, azt latjuk, hogy
abban az oldalak ardnya mar a hegyes szogek egyike
altal, s viszont a hegyes szogek nagysaga mar két
oldal ardnya — tehat egy nevezetlen szam — Altal
teljesen meg van hatarozva. Ha pedig valamely adott
sz0g egyik szaranak egy pontjabol a masik szarra
merdlegest bocsatunk, oly derekszdgl haromszdget
nyerlink, melyben az adott sz6g bentfoglaltatik s
melynél az oldalak ardnya a szOget meghatarozza.
Azokat a nevezetlen szdmokat, melyekben a derék-
sz0gli haromszog két-két oldalénak ardnya nyer Ki-
fejezést s melyeknek nagysaga a derékszogl harom-
.sz0g egyik szogének nagysagatol fligg, goniometriai
(szbﬂmértani), figgvenyeknek nevezziik. Minden
szoghoz hat goniometrial figgvény tartozik, ezek : a
sinus, cosinus, tangens, cotangens, secans,
és cosecans.

A derékszogl haromszogek oldalai és szogei kozt
megismert kapcsolat alapjan a trigonometriai képletek-
ben és szamitasokban a szdgeket sohasem fejezziik
ki fokokban, hanem goniometriai filggvényeiket kép-
visel oly egyenes vonalak altal helyettesitjik, melyek-
nek mértékszamai a derékszogli haromszog egysegiil
valasztott atfogojara vannak vonatkoztatva s melyek-
nek ismerete mellett képesek vagyunk a hozzajuk
tartozd szogek nagysagat kiszamitani s viszont a
sz0gekbll az azoknak megfelel§ ily vonalak értékét
meghatarozni. Ezeket a vonalakat goniometriai
vonalaknak hivjuk.

A kovetkez6kben a goniometriai fliggvények sajét-
sdgaival és a goniometriai vonalak szerkesztésének
kérdésével fogunk foglalkozni.

2. 8 A goniometriai fuggvényekrdl altaldban.

Legyenek az ABC derékszog(i haromszdg (1. bra
oldalainak mértékszamai rendre: a,
és c, szogei pedig: a, B és 7; akkor:

7= 90°; B= 90°—a; a= 9»—NR.
Az olyan szogeket, mint
a és B, melyek egyittvéve
No°-ot adnak, pdétloszégek-
nek hivjuk.
a) A derékszogl haroin-
* abra- szdg valamely hegyes szdgének
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sinusa alatt a szoggel atellenes befogonak az at-
fogéhoz valé arényat értjuk; igy:

sin.a = i; sin. (90° —a) = 3.

Ezen egyenletekbdl:
a= c.sin.a; b= c.sin. (90—a) 1

Ezek szerint: a derék sz6g( haromszég bar-
mely befogdjat megkapjuk, ha az atfogot
a keresett befogéval szemben fekv6 szog
sinusdval megszorozzuk.

b) A derékszogli haromszog valamely hegyes
szogének cosinusa alatt a szog mellett fekvo be-
fogonak az atfogéhoz valé aranyat értjuk; igy:

cos. a :-b—; cos. (90° —a) = &
c 3

Ezen egyenletekbdl:
b= c.cos.a; a= C.cos. (90°—a) 2
Ezek szerint: a deréksz'o?(ﬁ hadromszog bar-
mely befogo6jat megkapjuk, ha az atfogot
a keresett befogé mellett fekvé szdg co-
sinusaval megszorozzuk.

Az 1) és 2) alatt foglalt egyenletekbdl kitetsz6leg:

sin. a= cos. (90° —a) ; cos. a = sin. (90° —a);
azaz: a deréksz0gl haromszog egyik hegyes
sz6gének sinusa a potloszog cosinusaval
egy eu 16.

ej A derékszogl haromszog valamely hegyes
szogenek tangense alatt a szoggel szemben fekvo
befogonak a masik befog6hoz val6 arduyat értjik; igy:

tg- » = i‘) I tg. (90°—a) = %l

Ezen egyenletekbdl :
a=b.tg.a; b= a.tg. (90°—a) 3j
Ezek szerint: aderéksz6g( haromszog bar-
mely befogéjat megkapjuk, ha a masik be-
fogot a keresettel szemben fekv6é szog tan-
ue*nséVel megszorozzuk.



d) A derékszdgli haromszdg valamely hegyes
szogének cotangense alatt a sz6g mellett fekvd
befogdnak a masik befog6hoz val6 aranyat értjik; igy;

tg.u= —; tg. (90° — n) — J>-.
eotg. u 2 cotg. (¢ n) Jb

Ezen egyenletekbdl :
b= a.colg.a; a= b.cotg. (90° —a) 4)

Ezek szerint; a deréksz6gl haromszdg bar-
mely befogdjat megkapjuk, ha a mésik be-
fogot a keresett mellett fekvd szdog cotan-
gensével megszorozzuk.

A 3) és 4) alatt foglalt egyenletekbdl, tovabba
a tangens és cotangens definitiojabol az kovetkezik,
hogy : valamely sz0g tangense potloszogenek
cotangensével; tovabba, hogy valamely szo?
tangense cotangensenek reciprok értékéve
egyenld ; azaz :

tg. n= cotg. (90°—a); cotg. a= tg. 90°—a);

— 1. - 1
tg.a= —=— ; cotg.a= -
g cotg. a g tg. a
C) A derékszogl haromszdg valamely hegyes

szogének cosinusabol alkotott reciprok értéket az
illeté szdg secansanak sinusabdl alkotott reciprok
értéket cosecansanak nevezzik; igy:

sec.a= —; sec. M0°= «)=iL ;
b a
cosec. a— C~; cosec. (I®—o) = Jll)_.
a
Ezen fqyenletekbol nemkiilénben a secans és

cosecacs definitiojabol kovetkezik, hogy :

C= b.sec.a; c= a.sec (90°—a);
C= a.cosec.a; c= b.cosec. (90°—a); 5)

tovabba :
sec.a= —I1—; cosec.a= —2—; sina= N o
Cos. a sin. a COSeC. a

COs. 1
Sec. a
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Ezek szerint: a derékszdgl haromszdg at-
fogojat nyerjik, ha az egyik befogot az
utobbi mellett fekvé szég secansaval, vagy
a potlosz6g cosecansaval megszorozzuk;
tovabba: a hegyes sz0g seeansa a potlészdg
cosecansaval egyenld.

3. 8 A goniometriai vonalak szerkesztése.
Ha az AOB =_a szdg 0 szogpontjabol (2. abra
AO sugarral kort Irunk le és B pontbél a B%J_A&

vonalat, A pontra pedig az AE J_ AO vonalat szer-
kesztjik, akkor a BDO és AEO derékszdgl harom-
r

szdgekbol : c
sin. a= 59; c0S. a — Q_O__;
BO’ BO
tg.az',AE ; sec.a= EQ
AO’ AO

Ha most 0 pontban az
OFJ_AD és F pontban az
FG J_ OF egyeneseket szer-
kesztjik és tekintetbe wvesz- 2. 4bra.
sziik, hogy a és FGO  valtdszogek s mint ilyenek
egyenl6k, akkor az FGO derékszdgli haromszogbél:

cotg. «= 9-':-, cosec. a = -——
FO F

Mivel a derékszogli haromszogben az oldalak
ardnyat a szog teljesen meghatérozza (1. 8), ugy
hogy azok valtozatlanok maradnak, akarmilyen nagy-
nak veszszik is fel a kor sugarat; ennélfogva jogunk-
ban all a sugarat az itt szereplé vonalak egysegéil
valasztani s akkor feltéve, hogy AO= BO= FO= 1, lesz:

sin.a= BIl); cos.a= DO; tg.a= AE; sec.'i= OE;
eotg. «= FG; cosec. a= GO.

Ezen esetben természetesen a BD, DO, AE, CE
FG és @0 goniometriai vonalak nevezetlen
szamokat, azaz: a sugarra, mint egységre
vonatkoztatott mértékszamokat jelentenek.

Az elmondottakb6l tehat kovetkezik, hogy az
egység-sugar( korre vonatkoztatott goniometriai tiigg-
venvek a megfelel6 goniometriai vonalak mértek-
szdmai gyanant tekinthet6k.
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4. 8 Ugyanazon sz6g fuggvényeinek kapcsolata.

Az ugyanazon a szog fiiggvényei kozott mar a
2. §-ban megédllapitottunk bizonyos 6sszefliggéseket;
igy talaltuk, hogy

“sin.a

Mivel ugyanazon §. szerint:

- a b
sin. a= —; co0s. 0= —,; tg.a=
c’ c 6’

olw

a két elsé egyenlet osztasabdl lesz :

s'n- a_
4)cosa tg. o.

Ha most az ABC derékszégli haromszogre (1. abra)
Pythagoras-tételét alkalmazzuk, lesz:
a2+ b2= c2;
az egyenlet minden tagjat c2tel osztva:

W "+ Cr)’- 1114z
5) sin2a-j-cos2.a= 1

Végre a Pythagoras -tételét kifejez6 egyenletet
el6bb a2-te| majd bZtel osztva, lesz:

] 1. 1, '

300" (0+1 () Mz
6) 1-J-eotg.20= cosec.2a; 7) tg.20-j- 1= sec.2a
A goniometria ezen hét alapegyenletének
alkalmazasaval képesek vagyunk valamelg szognek
egy ismert fuggvényébdl valamennyi tébbit meg-

hatarozni. igy pl. ha ismerjik az a szdg sinusat,
akkor:

sin.2a-j-cos.20= |; co0s.20= 1—sin.2a;
cos. «= |b V12-sin.20.
in. n.
~sna Si - COtg.O:———%—: _\__!f_s_l_[]__‘]__a
€0S.0 Nl—sin 2 tg.a Sin- al
_.1r_n 1 . |
SEC. &= ---ti--T o eemeeee —; CO0Sec. 0= —----.

CoS. a v 1—sin 2a sm. a



Ha a sz6g cosinusat ismerjuk, lesz:
sin.3a-)-cos.3a— 1; sin.a= +\]1—cos.2a;
sin.a_ Yy 1—cos3a,

tg. «=
Cos. a — COs. a
j C0s. a
coife- a lg a —y/1— cos2a
1 . 1 - 1
SeC. a —--—"—: COSEC. & — —=-—-= + --—--=--
COS. « sin. a —V1—cos.2a

Hasonld eljarassal nyerhetjik a tangens, co-
tangens, secans és cosecans ismerete esetén a
tobbi fliggvényt.

5. 8 Nehany szerkeszthet6 sz6g fuggveényeinek
meghatarozasa.

aj Ha az ABC egyenlo*-
oldalu haromszoget (3. abra)
szerkesztjik ~ és* annak C
szogpontjabol a D | AB
egyenest, hlzzuk, akkor ACD
= BCD = 30°; feltéve még,
hogy: AB = BC= AC —1

lesz:
o o AD_ 1.
sin.30°==c0s.G0 AT o
. , CD V\C* AD*
€05s.300—sin.60' AC VI -
=T V3,
a 7-ik alapegyenlet szerint:
1+ tg»300=sec.2S»= — " O0;
o 1 N |
19:330°= (15 330° 1= (r W - 1-s

tg. 30° = cotg. 60° = —s* V3 ;
0 otg. 30°= tg. 60°=V1iI; sec. 30°-cosec 60"- y .V3;
cosec. 30° = sec. 60°= 2.
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b) Ha az ABC (4. abra) egyenlGszaru derék-
szOgl haromszoget veszsziik szemugyre, azt talaljuk,
hogy annak mindenik hegyes
szbge 45°; a befogok egyen-
16k és ha az atfogét egy-
nek veszszik, akkor Pytha-

goras-tétele szerint :

a= V2b2= b\ 2;

és:
sin. 45° = cos. 45° =
1
b V2 V2

tg. 45° = cotg. 45° = 1; sec.45° = cosec. 45° = V2.

¢) Ha BC (5. 4bra) az egység-sugari korbe
rajzolt szabal?/os tizszdg egy oldala; akkor, amint a
planimetriabdl tudjuk :

BC= 2.BD=v5~ 1
és a— 18°.

Az OBD derékszdgl harom-
szogben :

OD2= OB2—BD2=
(\5—)2 10+ 2yYy
16 6
0D= T V10+ 2V5'5
ilyforman:
sin. 18°= cos. 72° = UB 4—;
cos. 18« = sin. 72°= OP V10+ 2V6 i
Ud 4
tg. IS» = cotg. 720= ™ ;
U V10—2V5

cotg. 18° -tg 72“= ~SD=Y10+ 2y5.
g BD 5_1 *
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sec. 18°= cosec. 72°=  ------- o
V10+ 2VI0

4
cosec. 18° = sec. 72°= i/—"---—-= V54- 1

6. 8 Agoniometriai fliggvények el6jele és nagysaga.

Eddigi targyalasainkban csakis a hegyes sz6gek
fuggvényeirGl szolottunk ; Kisértstik most meg a fiigg-
vények altalanositasat. Ha az egység-sugaru korben
(2. abra) BO sugar az 6ramutato jarasaval ellenkez6
iranyban mozog, AO pedig valtozatlan marad, akkor
a teljes fordulat utan AO és BO 0° és 360° kbzott az
Osszes lehetséges szogeket bezarjak.

A sinust — mint tudjuk — a B pontbol AO-ra
bocsatott meréleges, a cosinust ezen mer6éleges talp-
pontjanak az 0 szdgponttdl mért tavola, a tangenst
az A ponttol BO meghosszabbitasaig hlzott egyenes
a secanst ezen (E) metszési pontnak az 0 szdg-
pontig mért tavola, majd ha 0 szdgponthan AO-ra
mer&leges sugarat s ennek F pontjaban OF-re mer6-
legest emeliink, akkor a cotangenst ezen merd-
legesnek BO meghosszabbitasaig terjedd része, s a
cosecanst ezen utdbbi (G) metszési pontnak 0-ig vett
tavolsaga allitja el6.

Altalanosan elfogadott elv, hogiy a hegyes szdgek
Osszes fliggvényeit positiv el6jelieknek tekintjk.
Ha tehat a hegyes szogtél eltero valamely szognek
bizonyos fuggvenye ellenkez6 helyzetd, mint a hegyes
sz6gé, azt negativ elGjellinek kell vennink. Ennél-
fogva a sinus és tangens positiv, ha az AA
folott van, negativ, ha AA alatt talaljuk ; a cosinus
és cotangens ositiv, ha FF-t6l jo bra, negativ,
ha attol balra esik ; asecanséscosecans positiv,
ha BO szdgszar elére halado, negativ, ha hatrafelé
iranyuld meghosszabbitasa révén szarmazik.

A fiiggvények nagysagara nézve azt latjuk, hogy
amint a szog 0°-tol 90° felé novekszik, a sinusa,
tangense és secansa is n, ellenben a tobbi fugg-
vénye Kkisebbedik; a masodik kome%yedben a co-
tangens, secans és cosecans absolut értékre
nézve novek52|k a tobbi fliggvény kisebbedik a
harmadik kornegyedben absolut értékre nezve né a
31nu3, tangens és secans, a tobbi fliggvény
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kisebbedik; végre a negyedik kornegyedben nd a
cosinus, cotangens és cosecans, ellenben a
tobbi fliggvény kisebbedik.

Ha az elmondottakat figyelembe veszszik és az
egyes szogek flggvenyeinek nagysaga mellett azok
elojelét is megallapitjuk, akkor a hatarértékekre
nézve azt talaljuk, hogy:

sin.0°= 0; sin.90°= 1; sin. 180° = O;
cos.0°= 1; cos.90° = U; cos. 180°= —;
tg. 0°= 0; tg. 90° ==+ 00; tg. 180°= O;
cotg. 60= OO; cotg. 90° = 0; cotg. 180° = + oc;
sec.0°=1; sec. 90° = zloc sec. 18(0° = —1;

cosec. 0°= oc; cosec. 90° cosec. 180° = + oo;'
sin. 270°= —1; sin. 360° = 0.

cos. 270°= 0; cos. 360°= 1.

tg. 270°= + oo0; tg. 360° = 0.
cotg. 270° = 0; cotg. 360° = + oo0.

sec. 270°= + OC; sec. 360° = 1
cosec. 270°= —1;  cosec. 3fi0°= + oc.

Altaldban a tompa sz6gek fuggvényei kozul a
sinus és cosecans positiv, a tobbi fliggvény nega-
tiv, a harmadik kornegyedben a tangens és
cotangens positiv, a tobbi negativ; a negyedik
k(‘jrngge/edben a cosinus és secans positiv, a
tobbi flggvény negativ el&jel.

Ha a BO szégszar a teljes korilforgds utdn még
tovabb folytatja 0tjat, akkor a 360°-ndl nagyobb
szOgek allanak el6 s ezekre nézve :
sin. (n. 360° -j- aj= sin. a; cos. (n. 360°-(-“) = cos. a;
tg. (1 360°-j- a) = tg. a; cotg. (n. 360° -f-a) = cotg.a;
sec. (n.3600-j-a)=sec. a; cosec. (n. 360u-j-a)=cosec.a.

7. 8 A positiv és negativ szogek fliggvényeinek
kapcsolata.

Tudjuk, hogy a B) szégszarnak (2. abra) az
Oramutatd jarasaval ellenkezd iranyG forgasabol
szarmazo szogek positivok, az Gramutato jarasaval
{gegekgyezé irany( forgasabdl szdrmaz6 sz6gek nega-
IVOK.

Ha tehat az AOB= uszdggel egyenlé AOC = —uy
szOget szerkesztjuk, akkor kozvetlen megszemlélés
utan lathatjuk, "hogy absolut értékre nézve az u és
— y szég valamennyi flggvénye megegyezik, s6t a
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cosinusnak és secansnak még az elGjele is mindkét
sz0gre nézve ugyanaz, a tobbi fliggvény azonban
el6jelre nézve kilonbozik ; ilyformén :

sin. (—a) = —sin.«; C0S. (—«) = cos. a;
tg. (—a)= —tg. «; cotg. (—«) = —cotg. «;
sec. (—a) = Sec.a; cosec. (—aj — — COSec. a.

8 8 A hegyes és nagyobb szégek fliggvényeinek
kapcsolata.

A 4. §8-ban mar megallapitottuk a hegyes szogek
fuggvényei kozt jelentkez6 kapcsolatot; kisértsik
most meg, nem volna-e lehetséges Gsszefliggéseket
felismerni a hegyes és az annal nagyobb szogek
fuggvényei kozott is?

A 6. §-ban 0Osszedllitott tablazatbdl kitetszd'leg a
goniometriai fliggvények el6jeleiktdl eltekintve, mar
az els6 kornegyedben felveszik legnagyobb, vagy
legkisebb értékeiket. Ilyforman a 90°-nal nagyobb
szOgek fliggvényeit mindenkor helyettesithetjik az
elso kornegyedbe esd szogek fliggvényeivel, mert ha
a hatarértekek mar ott feltalalhatok, akkor a kdzbe-
esd értékeknek is ott kell & B s
lenniok.

Ha 0 kozépponthol (6. ab.)
AO = 1 sugarral kort frunk
le s az AOM = « sz6g OM
szaranak M pontjabdl ~ az
MNNM derékszogl négyszoget,
szerkesztjik s annak atloit
meghuzzuk, akkor:

MOA = NOA'= AON'= AOM' = «;
tehat: AON = 180° —«; AON'= 180°+«;
AOM' = 360° —«.
Ha e szb?ek flggvényeit megszerkesztjuk s azok
nagysaga mellett el0jeleiket és figyelembe veszszilk,.

akkor:
sin. (180°—a)==sin. a; sin. (180°-f-«) = —sin.a;
cos. (180°—a)= —cos.a;  cos. (180°-f-«) = —co0s. «;
tg. (180°—a)= -tg. «; tg. (180°-j-a)=tg.a;
cotg. (180°—a)= - cotg. a; cotg. (18Q°+«)= cotg.«;

sin. 3> —d)= —sin. a; cos. (360°—a)= cos. a;
rg. (30®—«)= —tg. a; cotg. (360°—a)=-cotg.a-



Altalaban :

sin. Qu,2Ri'i) = t sin.ne

cos. (2n .2 R+ a) = c0S. a ;

tg.(2n.2R+ @)= +1tg. «;

cotg. 2n,2 R ta)=1 cotg. a;

sin.fn  1).2R+ a]= +sin. a;

cos. [(2n-j-1). 2R+ a] = —cos. o,
. ]: “;

Ha most csakis a sik trigonometridjaban még
szereplé tompa-szogeket veszszik figyelembe és meg-
emlitjik, hogy az oI)@n szBgeket, melyek egyuttvéve
é;l)(pen 180°-ot adnak, kiegészit6-sz 6geknek hivjuk,
akkor kimondhatjuk, hogy: a kiegeszit6 sz6gek
fuggvényei absolut értékre nézve egyenldk,
a sinusok még jelre nézve is azonosak, ellen-
ben a cosinusok, tangensek és cotangensek
el6jelre nézve kilénbdznek.

fi. 8§ Két szdg 6sszegének és kulénbségének
B fliggvényei.
Legyen (7. dbra) AUM < =
MON <£ = B; MNiv= MLIiv;
akkor: AON <€ = a -j- B;
AOL <*= a—fimCN = sin. };
CO= cos. B; NQ = sin. («-(- B);
0Q = cos. (a -j- B); LR = sin.
(a—R); OR="axs (a—R).
A Legyen tovabba: CS L AO;
CD LE AO; akkor: LCE L
AN CDN [ és:
sin.(« B)= NQ= DO+ ON= CS+ DN;
cos.(a RB)= OQ= OS —QS= OS—CD;
sin.(@—R) = LR= CS—CE= CS—DN;
cos («k—R)= OR= OS+ LE= OS+ CD.

Mivel MPO flo*; COS [1 -h6z és MPO [, CDN [ -hiz,
ennélfogva :

CS:MP= OC:OM,; azaz: .
sin. a 1
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0S : 0P = OC:OM;azaz:-O%Sé= CIIfB;

DN : OP = CN:OM; azaz: .I)N = sinll ;
Cos. a

CD :MP= CN:OM;azaz: CD = sr{hl.
|n «
Ezen egyenletekbdl :

CS= sin.a.cos.B; OS= cos.«.cos.3; DN-=
cos «.sin. B; CD = sin. «.sin. B; és:

sin. (ct— R)= sin. a.cos. R-|- cos. a.sin. R;
cos. (a—B) = cos.a.cos. R—sin. a.sin. B;
sin. (@ —R) —sin. a *cos* B —c0s. a . sin. B ;
cos. (a—R) = cos. a.cos. B-f-sin. a.sin. R.
Mivel: t -f-B ennélfogva:

g. («-f-B) — cm( 1) g

i smacosB osamB
tg.fa " p)= 4- €05. 8. Sin.

Q% a . cos. B — &in. a.sin. B

Ha most az utols¢ tort szamlalojat es nevez6jét
a cos. a..cos. R szorzattal osztjuk; lesz:

tg. (q+ P)~ tg.«+tg-B
9@ P g8
Hasonlé eljaras szerint:
j v/ Bj sin.(@a—RB) sin. a.cos.B—cos.«.sin. B

cos. (@a— ) cos. a.cos. B-|-sin. a.sin. B

Ha az egyenlet jobb oldalanak szamlaléjat és
nevez@jét cos. « . cos. B-val osztjuk, lesz:

Ugyauily modon :

i gl cotg. «.cotg. B—1
cotg. E«A' @ cotg. R -|- cotg. a

« P 1
cog (—B= g, QB LL,

U 8. A kétszeres és félszogek fliggvényei.

Ha a sin. 2a, cos. 2a, tg. 2a, cotg. 2a értékeket
a flggvényeiben kell kifejeznink, a kovetkezéképen
jarunk el
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Tudjuk, hogy:
sin. (@ -j- B) = sin. a.cos B-\-cos. a.sin. §;
ha most: a= R, akkor az el6bbi képlet igy alakul*
sin. 2a = 2.sin. a. cos. a.
Ugvanily helyettesitéssel a cos. (a -f- ), tg. (a-L- B)
cotg. (a-j- B) ertékeit kifejezd képletekbdl lesz :
€0s. 2a = c0s.2a —sin.2a;

2tg. a cotg2a—1

9. 22 1—tg.2a’ 2 cotg. a

cotg. 2a

Ha most cos. 2a képletébe a helyett” -tinink,lesz:

C0S. @ = €0S.2—---Sin.2 2 ;
az els6 alapegyenlet szerint pedig :
1= cos.2-§/ -j- sin.2 @ ;
e két egyenlet dsszeadasabol és kivonasabdl:

l—cos.a= 2.€0s.22 ; 1—cosa= 2.sin.2

ezekbdl:
e a /1 —cos.a a /1 -Licos a
\ 2 2 Y 2
a a
|’g-y 1- cos. a. a C(E__Z
— \l—csacs2~ .07

VG A

11. 8. A fuggvények osszegének és kuldnbségének
szorzatta véltoztatasa.

Osszegeknek és kiilonbségeknek szorzatokka valo
véltoztatasat vagy az eddig megismert képleteknek
aIkal_rEazésévaI vagy segédszogek bevezetésével vé-
gezzuk.
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a) A 9. §-ban talalt egyenletek 6sszeadasabol és
kivonasabol lesz :

sin. (a -f- B) -j-'sin. (@ —B) = 2.sin. a.cos. B;

sin. (a -H?)—T—sin a—% = 2.c0s. a.sin. [rg;

cos. (« 0S. (a — ) =2 .cos. a.cos. B;

cos. (a -J- Gg—cos. a—~MR)= -—2.sin. a.sin.

Legyen :a-}-8 —m; a-B=n ;akkor:a= — - ;

= m D, afenti képletek pedig igy alakuinak :

. L . m4 n m—n
sinm-j- sin.n = z. sin.—_— .c0S. —— ;
Z z
. . 4-n . m—n
sin.mm— sin.n= 7 .cos. il . sing—_-—;
z z
, m4- n m-——n,
cos. m' cos.n = 2. COS.— ~— .COS. ——;
. ... m4-n . m—n
c0s. ni — cos. N ——2 . sin. —A— . sin. —-—;
Tovabba:
.. __sin.a . sin. B sin. acos. R+ cos. asin.R
tg. a+ tg. R==-1 * SR .
cos.a  COos. C0s.a.Cos. i
sin. (a £ R).
Yégre : C0S. & *Cos. B

cos.a OB R
cotg. a + cotg. R = 052 C
g g sin.a sin @

€os. a.sin R+ sin. a.cos. R sin. B +_«)
sin. a , cos. R. sin. a . sin. B

bR Altalanosabb modszert nydjt az Osszegeknek
és kilénbségeknek szorzatokkda valtoztatasara a segéd-
szogek bevezetése. Legyen pl. az a-f- b dsszeg szor-
zatta alakitando.

a-j-b= a(l-)-;h

. Mivel a tangens oly fiiggvény (6. 8.), mely
-j-OQ-t6l — 00-ig minden értéket felvehet, ennélfogva
mindenesetre létezik oly w sz6g, melyre nézve:

b
akkor: 19-26=
a4 -b=ar(I+")==a.(I-ftg.»*) = a.sec 2f=a-— Tt

Lev ay: Trigonometria. 2
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Vagy hasonlé6 modon:

a—b=a(l —— legyen: ~ = sin.29;
akkor: a—b= a.(1—sin®p = a.cos.*m

Mas esetben pl.:

a= yb2-)-c2; a2= b*-J-c3= b2(1-f- ;

T tg?; i
a2=b*(l-I-tg.2 = b2sec*q a= b.sec. $= b.5

Végll szorzattd alakitandé még:

m. sin. a-(-n.cos. a érték ;

m.sin. a—-n.cos.a= m. (Sin. a{---%—. ax a).

ﬁ%: {g 0= _§!U_'__T_::£ . akkor: -
cos. ® m
m.sina+ n.cosa= m.fsh a+ S0P cos 9k
1 1 COos. @
- m sin. a cos. w-f- cos. asin. v _ rasin. (@4- q
- cos. @ CoS. q®

12. §. A goniometriai fiilggvények kiszamitasa.

Miel6tt a goniometriai fliggvények kiszamitasahoz
fognank, az eddig tanultak alapjan a kovetkez6ket
kell emlékezetlinkbe visszaidéznlnk : @) barmely szdg
flggvényeit a hegyes szogek fuiggvényeivel fejezhet-
juk ki; b) valamely sz0g egyetlen fliggvényének
ismerete elég arra, hogy valamennyi tébbi flggvényét
meghatarozhassuk; c) teljesen eleg a 45°-ig terjed6
szogek fuggvényeit kiszamitanunk, mert a 45° -|- a szog
flggvényeit a potlé 45° — a szdg flggvényeiben fejez-
hetjuk ki, csakis azt kell figyelembe venniink, hogy
minden szdg sinusa a p6tlészdg cosinusaval, cosinusa
ennek sinusaval stb. egyenlé.

Ha ezekutan meggondoljuk, hogy az egység
sugard korben foglalt a szog ive nagyobb, mint
sinusa, de kisebb, mint a szdg tangense, akkor :

sin.a<arcusa és arc. a<tg. a;



19

. a .
arc. a < -—-=---- , arc.acos.a<sin. a:
COs. a ’

arc. a.\j 1 — sin.2a < sin. a.

Az utobbi egyenl6tlenség még inkdbb érvényes
marad, ha sin.2a helyett a nala nagyobb arc.2a-t
teszszik; akkor:

arc. U\j 1 — arc 2a < sin. a.

A gi(yijk'el alatt foglalt mennyiség, ha a sz0
45°-ndl kisebb, nem éri el az egységet, hanem annd
kisebb lesz, de akkor:

l—arc.2« < \J1—arc.2a,

tehat még inkdbb igaz a kdvetkezd egyenl6tlenség:

; arc. a (L — arc.2a) < sin. a
e arc a— sina < arc.3a.

Ezen egyenl6tlenség azt fejezi ki, hogy a 45°-nél
kisebb szdg ive és sinusa koOzt létez6 kilonbség
kisebb az iv harmadik hatvanyanal.

Amde az egység sugarl korben az egy masod-
percznek megfelel6 arcus : 0-0002908882; ennek a
szamnak harmadik hatvanya elhanyagolhat6 kis tort,
Ggy hogy az 1 masodpercznyi szOg ivét és sinusat
egyenlonek vehetjik; a hiba, amit ezen felvétel Altal
elkdvetink kisebb, mint 1: 10D

llyforméan : sin. 1" 00002908882

Ha ismerjik az egy méasodpercznyi sz6g sinusat,
akkor a 4. 8 szerint annak valamennyi fliggvényét
kiszdmithatjuk, ezekbdl pedig a kétszeres szogek,
majd a két szdg Osszegének fliggvényeit kifejezd kép-
letek alkalmazasaval képesek vagyunk valamennyi
szog fuggvényét kiszamitani.

Az elemi mennyiségtannak ezen kiszamitasi mddja
igen hosszadalmas, éppen azért a fliggvények teny-
leges meghatarozasanal az egyszer(ibb fels6bbmennyi-
ségtani mddszereket alkalmazzak.

13. 8§ A goniometriai tablak.
A ?pniometriai fuggvények néhany kivételével
irrationalis szamok. Ezek eértékét tetszGleges pon-
tosséagig tizedes tortekkel fejezhetjik ki. Sok jegybdl
allo tizedes tortekkel kényelmetlen szamtani mive-

2
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leteket végezni, éppen azért a goniometriai tablakban
nem a szogek flggvényeit, hanem azoknak Briggs-
féle logarit musalt szoktak Bsszeallitani.

Ezen logarithmustablakat leginkdbb a kovetkezé
feladatok megfejtésére hasznalhatjuk fel.

1) Keressiuk fel valamely adott a szdg flgg-
vényeinek logarithmusait. Pl.  Mivel egyenl§ log.
sin. a, Iog cos a, log. tg. a, log. cotg. a, ha
a= 32°18°26"?

a) log. sin. 32» 18" = 9727828—10 Diff.1"=3-33
-f3-33X 26 = 36-58 37
log. sin. 32°18 26" = 9 727915—10.

b)log. cos. 32» 18 = 9-926991—10 Diff.I'=1-33
—1-33X26 = 34-58 —35
log. cos. 32»18'26"=9-926956 — 10.

c)log. tg. 32» 18 = 9800836 —10 Diff.I"= 4-74
4-4-74X26 = 12M6 121

log. tg. 32»18'26"= 9-800957 —10. -

d) log. cotg. 32» 18 =10- 199164—10
—4-74X26= 121 16 —
log. cotg. 32» 18'26" = 10199043—10

2. Keressuk valamely gonlometrlal fliggvény adott
logarithmusabol a hozzatartozd szdget. Pl.:

a) log. sin. X=9-727915 — 10
9-727828 — 10 = log. sin. 32» 18'

87:333= -f 26"
X= 32» 18 26"

by log. cos. X = 9-791060 — 10
9.790954 — 10 = log. cos. 38» 10"

106:2+68 = — 40"
X= 38»9 20"
0 log. tg. x = 9765124 — 10
9-764933 — 10 = log. tg. 30° 12'
191 : 484 = + 37
X= 30»12'37"

d) log. cotg. x = 10 196254 - 10
10 196091 — 10 = log. cotg. 32» 29"

163:465= —35"
X= 32» 29" 25".
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3. Keressiik valamely adott szdg kijeldlt fligg-
vényének nagysagat. Pl.:
a) sin.32«lg- 26" = x; log.sin.32°18'26" = 9 727915-10
= 0-727915—1; x = 0-5344604.
b) cos. 60° = X; log. cos. 60° = 9-698970 — 10 =
0.668970 —1; x = 0-5.
9] tg. 45°= X; log. tg. 45° = 10'000000—10= 0;

d) cotg 36°- X; log. cotg 36° = 10138739 — 10 =
0138739; x = 1-4084
4. Keressik meg valamely adott goniometriai
fliggvényb6l a hozzatartozd szoget. Pl.:
a) sin. X—O 5; log. sin.x=0 698970 —1= 9-698970— 10;

b) C0S. X 0 7 5 Iog cos.x 0-875061--1 9875061 —10;
X= 41°2

c)tg.x= 0 45, log.tg.x=0 653213-1 = 9-653213—10;
X = 213 40"

d) cotg x 56;log.cotg.x = 0-748188= 10 748199—10
x="10« 7' 29",

14. 8. A goniometriai egyenletek megfejtése.

Goniometriai egyenleteknekazokathivjuk, melyek-
ben valamely ismeretlen szognek goniometriai flgg-
vényei fordulnak el6. A koévetkezékben néhéany ilyen
egyenlet-alak megfejtésével fogunk foglalkozni.

1) sin. X €os. X= a;2sin X.Ccos. X = 2a;sin 2X = 2a.

2) sin. (X -j- @)—Cos X.sin. a= cos. a;
sin. X. CO0Sa-j- CoS. X . Sin. a—COSX . Sin. a = €0sa;
sin. X €0s. a= ¢os. a; sin x= 1; x= 90°.

3) a.sin, 2x= b.cos. x; 2a.sin. x .cos.x= b . cos. x
am x =
4) cos. X = tg. X; C€OS. X = ===--=-: COS 2X = Sin. X;

1—sin 2x= sin x; sin.2x-f-sin. x = 1;

X= +J1.+i0i=_~2~(+V5)
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5) 5sin.3X—15.c0s.3X= 25sin. x .c0S X ;
5cos.2x-el osztva, lesz : tg.2x —tg. x = 3;

1 -t /49 i
WX= Ta\/T<r =T +-4-
a . — .
sm2x 1SR X oS X T Tees A C

a (sin.2x -(- cos 2x) -j- b . sin x. cos. x =
= C.sin.2x .cos.2x ;

C.(sin. x.cos. X)2—Db .sin. X .cos. X —a= 0;

; tg-x= 2-

sin. 2x b + Vb2-f- 2ac

7) cos. 2x = 4.sin. X; €0s. 2x= 1—2sin.2X;
2.sin.3x-)-4sin.x—1= 0; sin.x= A~ (2+\6).

8) a.sin.x-}b.cos. x= c; cos.Xx=yl—sin.2x;
c—a.sin.x=b yl—sin3x;
sm.x &t bVaZ-J-be— c3
mésfeld - a34- b2
sin. x = y1—cos.3; cos xe De* @ yaZj-b2—c2
a3-l- b2
Redlis értékekhez akkor jutunk, ha:
a2-j-b2> c2
9; x-}-y = a; sin. x-j-sin.y= b;
—Y X—y

sin x-J-sin.y = 2.sin. GSV -

X—y b
i XTI Y
2.sin. 5

COs.
2.sin. 2
x—y kiszamitasa utan x és y értéke meghatarozhato.
10) x—y =75°; sin. x —sin. y = 0207107;
sin X-y 0207107
2.cos. 37°30"”’
X = 45° y= 30°

Xx—y= 15°
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11) x-fy = a; tg. X4-tg.= b;
. sin. (X+ y)
19X+ 19Y= ggx.cos.y P
sin.(x y)= b.cos. X.cos.y;

sin.a= —b .[cos. (x y)-fcos. (x—y)I;

s (x—y)

Hasonl6 mddon juthatunk az eddig megismert
képletek alapjan eszkozolt atalakitdsok révén mas
egyenlet-alakok megoldéaséra is.

MASODIK RESZ.

A haromszdgek megfejtése.

15. 8 A derékszogld haromszdgek megfejtése.

A derékszdgl haromszégek megfejtésénél a kovet-
kez6 tételek nyernek alkalmazast:

a) Minden derékszogl haromszdgben az egyik
befogo egyenl6 az atfogonak és a befogdval szemben
fekvo szé?(vsinusénak, vagy az atfogbnak és a befogo
mellett fekvd szog cosinusanak szorzataval. igy pl. az
ABC derékszogli haromszogben (8. &bra), melynek
oldalai a, b, c, szogei A B, C:

1) b=a.sin B—a.cos.C.

b) Minden derékszogii
haromszdgben az egyik befogd
egyenlé a masik befogénak a b
keresettel szemben fekv szdg
tangensével, vagy a szomszédos
sz0g cotangensevel valé szor-
zataval : L
2)b—c.tg.B= c.cotg.C
€ Pythagoras tétele
szerint minden derékszdgli haromszdgben az é&tfogd
négyzete egyenld a két befogd négyzetének dsszegével:

3) av=Db2- c2
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A derékszog(i haromszdg megfej'tésének sziikséges,
de egyszersmind elégséges feltétele, hogy az a, b, c,
B, C 0t alkotorészbdl kett6t ismerjunk. Mivel e két
alkotdrész kozétt mindig kell egy oldalnak is lenni,
ennélfogva a megoldandé feladatoknak a kovetkezd
négy esete lehetséges. Megfejtendd a derékszogi
haromszdg, ha ismerjik :

a) az étfoch’Jt és az egyik hegyes szOget;

R) az egyik befogét €s az egfyik hegyes szdget ;

7) az atfog6t és az egyik befogot;

) a két befogot.

Vegyik sorra e négy megfejtési esetet:

a) Adva van a oldal és B szog. Keresendd : C
b, c és at terllet.

C=90°—B; b= a.sin.B;c= a.cos. B;
= > be = A2 a2 sin. B.cos.C
Pl.a= 221 m.; B= 15° 27" 18“.
C 9»—B- 74»32' 42“;
log. c- 2-328397; ¢=213m.; b , 58-92m.
log. t =3-797630; t = 6271-785 m2

) Adva van b oldal és B szog. Keresend6 : G
a cé¢s

C=9%»—~B; a :%bg; c=b.cotg.B; t= 7b2cotg. B.
Pl. b=36m.; B =67» 22' 28“.
C=90»—B= 2237 32;

log. a= 1-591083; a=39m.; log. c=1 176213; ¢ 15m.
log. t —2-431486; t= 270m2

[) Adva van a és b oldal. Keresend§: ¢, B, Cés t.
sin. B:Aar ; C=®—B;
t2=a2—b2 (@+ b)(@a—h); c=y@+ b) @—bh);
t==ir-b-"a+ b) (@~ b
Pl. a= 100m.; b= 87 64m.

log. sin. B = 9942702 — 10; B = 61» 12' 39“;
C=90»—B= 28»47" 31“;
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3-355344
log. c = y (log. 187-64 + log. 12-36) = -—---2-—--;

c=47-6m.; log. t = 3-319344; t = 2086-14 ma
8) Adva van b és c oldal. Keresendf : a, B, Cést.

tg.B=A;C =90°—B; a =\lh24- ca= — —; t=—bhe.
c 1 sin. B 2

Pl. b 165m.; c= 2824 m.
log. tg. B = 9-765084 — 10; B= 30« 12' 31“;
C=90°—B = 5947 29“; log. a= 1-515787 ;
a= 32-79m. log.t= 2-368854; t = 233-805 m*.

16. § Az egyenl6szard haromszdgek megfejtése.

Az egyenl6szari hdromszoget az alappal atellenes
szogpontbol az alapboz indulo magassag két egybe-
vago derekszogl haromszogre~bontja. Az ilyen harom-
szogek megfejtése ennélfogva'ugyanazon tételek segit-
ségevel végezhet6, melyeket a derekszogi haromszdgek
megoldasanal alkalmaztunk.

Vegyuk sorra az ABC
egyenloszaru haromszdgre (9.
abra) vonatkoz6 kdvetkez6
megfejtési eseteket:

a) Adva van b szar és C
sz0g. Keresend6k az ismeretlen
alkotorészek és aterillet. A C
szdgpontb6l CD-LAB egyenest
hazva:

ACB <£=-5-ésigy:
A=B=90°—
AD=2=b
m= b . cos. ) t= b2.sin.g.cos.£=

=Y sint
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Pl.c=612m; C 111°3520".
A=B=90"—~ 34°12'20";

log b= 1568202; b”*37m.
log. t = 2803786 ; t = 636 48 m2

P) Adva van c alap és C szdg; keresendbk
a=b szar, A= B szog és t terilet.

A=B=90°—-J-;

Copsinl azb-— c c
2 .sin.
_ c c ) C
t= m _

=9 ecotS 9-5t=T ecotS 9-
Pl. ¢c=57'6m.; C= 38°40" 16"
A=B=90°--= 70°39'52";

log. a= log. b= 1-939433; a=b=8698m
log. t = 3-383614; t = 2418 m2

_ t) Adva van ¢ alap és bszar; keresendék A B
és C szbgek; tovabba t terilet.

.. C e O
sm-1r=2b” A= B

lf b ) (b

t=-2-\(b+1)(b-1)
Pl. c=504m.; a= b—277m.

log sin. ~ = 9958921—10; ~ = 6>28' 13";
C= 130°56' 26";
A B=90°- = 24431 47"

log. t = 4-462103; t 28890 m2
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17. 8 A ferdeszoqll haromszogek megfejtésére
szolgalo tételek.

a) Barmely haromszogben az oldalak
aranya akkora, mint az atellenes szdgek
sinusainak aranya. (Sinus-tétel.)

Ha az ABC haromszogben (10. abra) meghlzzuk a

c CD= m magassagot, akkor:

m= h.sin. A= a.sin. B;
innen:

a:b=sin. A:sin. B.

Ha az AC-hez tartoz6 ma-
gassagot szerkesztjiik, hasonlo
eljards szerint:

a:c—sin. A :sin. C;

ezekbdl:
a:b:c=sin. A:sin. B :sin. C.
b) Barmely haromszdgben két oldal dssze-

gének és kiulonbségének ardanya akkora,
mint az oldalakkal atellenes két szog fél-
t‘)ssze(l;(ehez és félkilonbségéhez tartozo tan-
gensek aranya. (Tangens-tétel.)
Az el6bbi pont szerint:
a:b=sin. A:sin. B;

ez helyes marad a kdvetkez6 alakban is:
(a-~b): @—Db) = (sin. A-(-sin. B): (sin. A —sin. B) =
_ A4-B A—B A+ B . A—B

= 2.sin.— CO0S. 12.C0S. — .sinn—
innen:

@+ b):(a—b)=1tg. tg. A ]

C) Barmely haromszogben egy oldal négy-
zete annyi, mint a masik két oldal négyze-
tének 0Osszege, levonva abbdl az ugyanazon
oldalakbol és az altaluk bezart szég cosinu-
sabdl alkotott kétszeres szorzatot. (Carnot-
tétele.)

Az ABC haromszdgben :

a2—mz2-j- BD2; m= b.sin. A; m2= b2sin.2A;
as b2.sin2A-pBD2; BD=c-AD;
AD =b.cos. A; BD2 c2—2bc.cos. A-f-b2cos.2A;
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A2 b2.sin.2A-j- b2.cos.2A-j- c2— 2bc . cos. A =
= b2. (sin.2A -{-c0s.2A) -|- c2—2bc . cos. A ;

sin.2A -j- cos. 2A—1; tehét:
a2= b2-j- c2—2bc . cos. A

Hasonlé maédon :
b2= a2-j-c2—2ac . cos. B; c2= a2-|-b2—2ab . cos. C.

Ha a haromszdg valamelyik szoge pl. A derék-

szdg, akkor:
€0s.90°= 0 és: a2= b2 c2

Ez utdbbi egyenlet Pythagoras tételét fejezi
ki, ameIY ilyforman nem mas, mint Carnot tételének
azon kulonOs esete, mikor azt a derékszdgli harom-
szogre alkalmazzuk.

d) A haromszog teriilete két oldalanak
és az azok altal bezart szég sinusdnak fél-
szorzataval egyenl6.

Az ABC haromszogre nézve:
t= & . m: m—bsin. & = besin A

18. 8§ A ferdeszdgii haromszdgek megfejtése.

A ferdeszdgli hdromszég megfejtésére hat alkoto-
része kozil haromnak ismerete szlkséges, de egy-
szersmind elégséges is; feltéve, hogy az adatok kozt
legaldbb egy oldal van.

m, Az ilyen haromszdgekre nézve a kovetkezd f6bb
megfejtési _esetek lehetségesek. Kiszamitandok a
haromszog ismeretlen alkotorészei, ha adva van :

a) egy oldal és a rajta fekv6 két szdg;

b) ket oldal és az altaluk bezart szdg;

) két oldal és a nagyobbikkai szemkozt fekvé
szdg; végre

d) mind a harom oldal.

Vegyik sorra ezen eseteket:

a) Adva van: ¢, A és B; keresendd: a b, C
és L C=180°— (A+ B);
c.sin.B

c:b=sin.C:sinB: b= 12
sin. C

a:c=sin. A:sin. C; a—c"sinéﬁ :
sin.
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t _gr. m: m=a.sin.B= _9..'.§[T_‘=_;°‘_'_S_'_r3;__B_

c2.sin. A.sin B
2.sin.C
Pl ¢ 331-74w.; A= 6351 28"; B- 4941'35"
c= 180°— (A+ B)=66°26'57";
log. a= 2-511700; a= 32486 T.;
log. b= 2-440859 ; b= 275977 .;
log. t = 46-13759; t  41092-17 m2
b) Adva van. b, ¢ és A; keresendd: a, B Cést
B+ C 180°e

B+ C B—C
(b+ ¢):(b—0=1g to-

B—c b—c x B+C
g b+ ¢ *19. —0—;

R
ebb6l —-— nyerhet6 és ha :

B B—C
2 TP Q

B=P+ Q; C=P -Q.
Tovabba:
sin. C:sin. A;a=

akkor:

C.sin. A b.sin.C
sin. C sin. B
Az a oldalt még Carnot tételével is meg lehet
hatarozni, csakhogy akkor a talalt eredményt loga-
rithmusi szamitasra alkalmassa kell tenni, amit meg-
felel6 segédszOg bevezetése altal érhetiink el. (11. 8.
b) pont.)
Végre:
g t=£.m=p§-.sin.A.
Pl.¢c 13577/7m.; b=16817m.; A= 52°13 37"
log-tg.—g—  9-337385-10; =1245'22"

B= 76°38'335"; C=51°7495".
log. a= 2 139374; a= 13783 m,
log. t = 3-955394; t 9023 89 m2
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c) Adva van b, ¢ és B; keresend6 A C a és t.
b:c=sin.B:sin.C; sin.C= ¢ ‘SbP N
Mivel:
sin. C = sin. (180° —C),
ennélfogva C részére két értéket kapunk, egy hegyes

és egy tompa szoget.

Ha b<c, de b> c.sin. B akkor a feladat
hatarozatlan marad, mert nem tudhatjuk, vajjon C
hegyes, vagy tompa szdget jelent-e ?

Ha b= c.sin. B, akkor sin.C=1; C= 90°.

Ha p edn}; b!>c, akkor C csakis hegyes szoget
jelenthet; a feladat tehat hatarozott.

A tobbi alkotérész lesz:
A=180°-(B + C); a

t—Com =2 sin A
2 2
Pl. b= 135-77; c=684; B =77°55'215".
log. sin. C= 9-692358—10; C= 29°30' 51 5";
A=180°—((B+ C)= 72°33 47";
log. a= 2-122095; a= 132-46 m.
log. t = 4 767350; t = 58257 29 m2
a) Adva van: a, b, c; keresend6: A B Cés t.
Carnot tétele szerint:
, b24€a—a3 a3—c*— b3
cos A= -——-2bi-——- ; c0s B= - Usc-—-——
¢,3.C= — 2 i
masfel6l:
n ., ,A . 2bc —b3—c2-f- a2
2 2hc
a2—(b—c)s (@—b—-c)(a+ c—h)
2bc 2bc
innen :

sin A-L. /a+ b—c)(a+ c—b)
‘2 2\ 2bc
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Ha: a-f-b-)-c= 2s,
akkor: a-fb-c =2(s—c); a-j-c—b= 2(s—h)
6s: _A_\/(s—b) (s—o0
be

Ha pedig figyelembe veszsziik, hogy :
2 .c0s.2A= 1+ cos. A, akkor hasonl6 eljarassal:

A_ s(s—a)
2 be

Cos.

Hasin. A éscos. & talalt értékeit egymasssal

osztjuk, leszz. A= "~ 1 b)(s_ o _

B és C-re nézve pedig:

B_ /(s—a) (s—~c). €_ /(s—a)(s—b)
- ss—b) ' otg'Y =\j s@E— o

sin. A éscos. A értékeit egymassal szorozva, és
figyelembe véve, hogy sin.f‘. cos. A - isin. A lesz:

sinnA-= . Vs(s—a) (s—b) (s—~o).
B és C-re nézve pedig:
sin. B= 2m. \B(8—a) B—b) 5 —0);

sin. C—-r ¢ Vs(s—a) (s—b) (s—=c).
Végre mivel:

t= 2 gn A
azért:
t=Vs(s—a) (s—b) (s—co).
Pl. a= 375m.; b= 428m.; c= 321m.

log. tg. A = 9-743772-10; A= 58°0'8";
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log. tg. -5. = 9-888509—10; B = 75° 27'0";
C= 180°—(A+ B)= 46° 32 52".
log. t = 4-765350; t = 58257 29 ma

19. 8. A héaromszdgbe és koréje irhaté kor sugara.

a Ha az ABC haromszdg (11. &bra) oldalainak

felez6 pontjaiban az oldalakra mer6leges egyeneseket
emellnk, ezek oly 0 pontban jonnek ossze, mel
haromszog valamennyi szdgpontjatol egyenlo tavol
van s igy a haromszog koril irhaté kor centru-
ménak tekinthetd.
Ha most DC= 2r a kor &mér6je és CE= m
az AB oldalhoz tartozé magassag, akkor :
BCD A tv ACEA;
és: CD:BC= AC:CE;
vagy: 2r:a= b:m;
innen: r= ab
. 2m
Minthogy:
t C—m [T —2t H

ennélfogva” abc
M= ~4t

2) Ha a haromszdg valamennyi szogét felezzik,
a szogfelez6 egyenesek oly 0 pontban jonnek ossze,
mely a_haromsz6g minden oldalatol egyenl6 tavol
van s igy a haromszogbe irhaté kér centrumadl
teklntheto

A harom sz0gfelez6 egyenes meghuzdsa folytan
az eredeti haromsz6g oly harom ABO, ACO és BCO
kisebb haromszogre bomlik, melyek mindenikének
magassaga a beirt kor p sugara.

E kisebb haromszdgek teriileteinek Gsszege egydtt-
véve a nagy haromszog teriletét adja, tehat:

, a , b c a-f-b+ ¢

innen 2t
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HARMADIK RESZ.

A trigonometria néhény alkalmazésa.

20. 8 A szabalyos sokszogekre és a kérre vonat-
kozé feladatok megfejtése.

a) A szabalyos sokszégek terilete.

Ha a szabalyos sokszdg szogpontjait dsszekdtjik
a centrummal, annyi egyenl@szaru haromszdget nye-
rink, a hany oldala van a sokszégnek. Mivel ezen
haromszogek mind egybevagok, azert, ha egynek Ki
tudjuk szamitani a teriiletét, akkor a sokszdgnek
maganak a terlletét is konnyen megkapjuk, mert
csakis az egy haromszdg teriletét kifejez6 értéket
kell szorozni a szabalyos sokszdg oldalainak sza-
maval.

Ha most felteszszik, hogy a szabalyos n-szog egy
oldala an és figyelenlbe veszszik, hogy egy ilyen

oldallal szemkdzt nagysagu szog fekszik, akkor

egy egyenl8szard haromszog teriilete a 16. 8. (3 pontja
szerint:

ah X 360° az, 180°
~i~ mco,e-~s— ' — ecolg-— *
A sokszdg T terulete pedig:
180°
1 n % . ootg. n

~ Ha az n oldali szabalyos sokszdg terilete lenne
ismeretes, akkor egy oldala az el6bbi képletbdl:

/' T 180°
& = 2'\ 5 m*«-T

b) Fejezzik ki a szabalyos n oldali sokszdg
oldalat, keruletét és tertletét, ha ismeretes korének r

sugara.
l.éVay : Trigonometria. 3
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Ha QA r (12. adbra) a kor sugara és BC = an
0 az n oldalt szabalyos hursok-
szog egy oldala; akkor, ha

DE L OAra, DE A, az ugyan-

azon korhdz tartozo szabalyos

n oldald érint6sokszognek lesz

egy oldlala és az i szbg = §§-Q°
BOF = COF= 220
an . 180°

) 2 n
A A g B
Ezekbdl:
an= Qr.stn.—lSOS-: AK = 2}_tg___Lu_i’.

A hir- és érint6sokszog k,, és K, keriilete ily-

forméan:
k, = anr sin. — 180° ; 'K, =2nr. ttg _1_§9_°__
Mivel: OF-r  cos. 180°
ennélfogva a harsokszdg terilete:
tu=n.r. SSin.--l-EEQ-O-.OOS.--l-gQO--z L s.m.__i_i_G_(_)f_
n n 2 n
az érint6 sokszog teriilete pedig:
Tn=n.r3.tg. — —.
C) Keressiik a szabalyos n oldall sokszogbe, vagy

koréje irhaté kor o, illetbleg r sugarat, ha ismerjik a
soksz6g an oldalat, vagy t, teriletét.
Az el6bbi pont szerint:

an= 9 .sin. 180% yagy:a,=9.p.tg.-18%
Ezekbdl:
An ,  180°

2.sin 180° *
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Mivel tovabba:

2 . 360° 180°
tn g vagy: t, n.p2.tg.
ennélfogva:
2.tn /tn 4 180°
V 7 m{! I_V‘Vl"))l_ 1
n.sin.-==—--

Ha ismerjik a kor r sugarat és a irét, hata-

rozzuk meg az ivhez tartoz6 AB hurt.
Konnyl belatni, hogy ez a kérdés az a) pont
alatt targyalt feladat menete szerint oldhaté meg s igy:

AB = 2r.sin.

e) Ha ismerjik a kor r sugarat és a ivét, hata-
rozzuk meg B AC B kérsegmentum (12. abra) 1 teriiletét.

t=OBAC-OBC; OBAC=r2.* .~ -0;

OBC=r2.sin. 7 , ;= r( 360°
2l 8 Magassagok mérése.
a) Meghatarozand6 valamely targyuak pl. torony-
nak magassaga, ha annak labahoz hozzaférhetiink.

A

Meérjik meg AB (13. dbra) tavolsagot és hataroz-
zuk meg szogmerdvel az A sziget, akkor a keresett

BC AB.tg A
S*



b) Meghatarozand6 valamely csdcsnak, vagy
toronynak magassaga, ha az AB fiigglleges (14. abra)
B talppontjahoz nem juthatunk hozza.

Felmérjik a tetsz6leges a (D tavolsagot,
tovabba szogmérével meghatarozzuk az ACD, ADC,
ACB és ADB szogek nagysagat, akkor :

CAD= 180°—(ACD+ ADC);

és: AC :a= sin. ADC :sin :DAC;
a.sin. ADC s
AC sin. ADC_* tovabb'a. .
) . . ) a.sin.
AD :a sin. ACD :sin. DAC; sin. DAC

Az ABD és ABC derékszogli haromszogekbdl:
AB = AC .sin. ACB= AD .sin. ADB;

AC, illetleg AD értékét heiyettesitvén, lesz:
AB a.sin. ADC .sin. ACB a.sin. ACD .sin. ADB
sin. DAC sin. DAC

C) Meghatarozandé valamely felh6 magassaga,
ha annak képét az alattunk fekvd to tikrének
bizonyos pontjaban latjuk. —
Legyen C a felh6 helye,
(15 4bra) B annak képe az
EBD t6 tlikrében, A a parton
levé megfigyel6 allasa ; AD m
a ﬁart magassaga, CE =0 a
feln6 magassaga, a a hajlas-
sz0g ﬁdepressio-szb ) a tikor-
kép felé; B az emelkedési szog
(elevaczio-szog) a felhd iranya-
ban. Mivel a siktikroknéi a
beesési szog egyenlé a vissza-
ver6dés szogével, ennélfogva :

CBE< = ABD = a; ACB= a—R.
A BCE derékszog(i haromszoghdl:
mt= CE= BC.sin. a;

az ABC haromszoghdl:
BC:ABsin. (@) :sin. c—R);
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végre az ABD derékszdgli haromszogtél:

m= AB.sin.un; AB _m ,
sin. a
tehat: in. (@- 8
m . sin. (a-j-
BC  Sin.asin. @—B)
és:

m sin. (@-j- B)
sin. (@a—NR)

22. 8 Két pont tdvoldnak meghatéarozésa.

a) Hatarozzuk meg a B pont (16. dbra) tavolat
a lathato, de meg nem kozelit-
het6 A ponttol.

Felveszsziik a BC= a meg-
mérhet6 vonalat és szogmérdével
meghatarozzuk a B és Cszogek
nagysagat; akkor:

a.sin.C
AB sin. A
A = 180°— (B-f C).

b) Hatarozzuk meg két lathato, de meg nem
kozelithet6 pont tavolsagat ?I. A pont tavolsagat B-t6l
(17. &bra), ha mi a folyo tdlsé partjdn vagyunk.

Felveszsziik a CD=a meg-
mérhetd tavolsagot és szog-
mérbvel meghatarozzuk az ACD
és ADC szbgek nagységgélt,
akkor az ACD haromszoghdl
ismerni fogjuk a CD oldalt és
arajta fekvo két szOget; ezen
adatokbdl a tobbi alkotorészt
is kiszamithatjuk s igy az AC

17. &bra. oldalt is. Most a BCD és BDC

szogek megmérése folytan a

BCD haromszogb6l a BC oldal ismeretéhez juthatunk.

Minthogy tovabba az ACB szdg kozvetetlendl lemér-

het8, ennélfogva az ABC haromsz6gbdl ismeretes két

o'.dai és az altaluk bezart szdg, amibdl az AB har-
madik oldal kiszamithato.
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23. 8. Potlieuot probléméja.

Harom A B és Cpont (18. abra) kolcsonds hely-
zete ismeretes lévén, meghatarozandd a D negyedik
pont helyzete, melybdl az AB

és AC egyenesek B, illetéleg 7

szdg alatt latszanak. D pont

bent fekszik az A/ B és C pon-

tok altal meghatarozott sikban,

c a BAC szdg szarain belll.
Tudjuk, hogy:
ABD + ACD +A + B+ y= 360°;
18. abra. innen:

1 ABD+ ACD)= 180° A+ B+T

A DAB és DAC haromszogekhdl:
sin ABD sin. sin. ACD sin. 7
AD AB AD AC
ezeket osztva egymassal:
sin. ABD AC .sin. B
sin. ACD AB.sin. 7’
Az aranyok tana szerint:
sin. ABD —sin. ACDAC .sin. B — AB .sin. 7
sin. ABD -j- sin. ACD AC .sin.8  AB.sin. 7
ha most a sinusok osszegét és kiilonbségét szorza-
tokka alakitjuk, akkor: r

1
9.0 (ABD —ACD)  Ac sin, g—AB.sin. 7

tg.~ (ABD+ ACD) AC'SIDR+ AV 'SIDY
AB .sin.7—AC .sin.
AB .sin. 7-f- AC .sin R’

) .sin. B _ . .
Ha 'ﬁg_.sln. 7=1g. a akkor:

tg. —(ABD «ACD) tg. (45°—a>). tg.

( Ezen egyenletb6I™ (ABD — ACD) nyerhet6 s mivel
2 (ABD ACD) ismeretes, a szogek kiszamithatok.
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A sinus tétel alap an pedig AD, CD és BD tavol-
sdgokat is meghatarozhatjuk
A feladat hatarozatlan, ha az ABCD négyszdg
harnégyszog, mert akkor:
A+ B+ Y= IS0°;
. Adfiiy -
tehat: tg.— '~ ~—= 00; masfelél akkor:

BCA= §: CBA—Y: "% = 5in v
AB .sin. 7= AC .sin, B;

* . sin. 8
& f%6 & ﬁ'g sin.y
mibdl: a 45° 45° —<9=0; tg. (45°—P= 0.
Pothenot problémaja szerkesztés utjan is meg-
oldhat6, ha az AB és AC egyenesek folott oly kor-
iveket szerkesztink, melyek az ezen egyenesekre
mért R illet6leg 7 szogek szogpontjait tartalmazzak,
akkor e korok metszési pontja lesz a keresett D pont
A feladat azonban szerkesztés utjan sem oldhat6
meg abban az esetben, ha:
A+ R+ T= 1800;
mert akkor a korok Osszeesnek.

24. §. A trigonometridban hasznélatos fébb kép-
letek gydjteménye.

aj Goniometriai képletek.

) 1g. « = tolg a’ 2). sec. a= oy
3) eosee.—l---- 4)tg,a:ﬂ”-i;
sin. a cos. a

5) sin.8a-j- cos.9a—1; 6) |-pcotg.’a cosec.X;
7) tg.2a-f 1=sec2a;  8) sin. 30°= cos. 60°=y;
9) cos. 30° = sin. 60°= ¢y3;

10) tg. 30° = cotg. 60° =y "3,

11) cotg. 30°=tg 60°= V3 ;



40

12) sec. 30° = cosec 60° = —V3;
13) cosec. 30°  sec. 60° 2;

14) sin. 45° = cos 45°= *\j 2;
15) tg. 45° cotg. 45° 1;

16) sec. 45° = cosec. 45° =\ 2;

17) sin.(—a) = —sin. a; 18) cos (—a) = 05 . a ;
19) tg-(—a) = —tg a; 20) cotg. (—a)= —cotg.a;
21) sec. (—a) = sec. a; 22) cosec. (—a)= —cosec a;

23) sin. (a+ p)= sin.a.cos. B+ cos. a.sin. B;
24) cos. (a+ p)= cos.a.cos. B+ sin. a.sin. B;
25) tg.(a+».,4“xt" .
) g ( 1+ tg.a.tg. p’

cotg. a.cotg. P

26) cotg. ts .
) ¢ (/a 1) cotg. p£ cotg. a
27) sin. 2a- 2sin.acos. a; 28) co0s.2a = c0s2a—sin2a;

]

2tg. a cotg 2a—1
29) tg. 2a —tg2a 30) cotg. 2a 2cotg. a
3f) sin. - < /1—cos. a,  32) cos. 5 /1-4- CC6. a
33) tg. - = I—cos.a_34) cotg. a /148 a_
y 1-f-cos.a’ 2 1—-0sa
m—n

35) sin.m -f- sin.n = 2 sin.

36) sin. m—sin. n= 2. cos. 4—” sjn --------

j i = mr m.—_n-
89 cos. m ' cos.n= 9. cos. 4i—CIE —

38) cos.m—cos n= —2. sin. — wsin. —

39

N

tg.mttg n=; gj—(m+n)
€0s. m.cos. n '

40

~

cotg. m+ cotg. n = 4.ID' (axm
g g sin. rﬁ sin. )n
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b) A haromszogek megfejtésére szolgald képletek.
A derékszdgl haromszogben :

41) b =a.sin.B=a.cosC;

42) b =c.tg. B=c.cotg. C;

43) a2= b2—c2
A ferdeszogli haromszdgben :

44) a:b:c=sin. A:sin.B:sin.C: vagy : —=—-—-=

= 1 « S10°
sin. B sin. C’
tg. 1(A+B) 46)a2=h2+ c2-2bc.cos.A;
45) a - =& 147) b2=a2(-c2-2ac .cos. B;
tg. -g-(A—B) 48) c2=a2|-b2—2ab .cos. C;
49)t:_cg1_ b—e.sin.A; 50)ha:a b-f-c=2s;

akkor: t =y s (s—a) (s—h) (s—=);

51) sin /(s-b)(s-c). 52)cog A /s (s —a)

be 2\ be
/(s b)(s—¢) . B /(s—a)(s—¢) .
53) tg.| yy s(s—a) * ' 2 Y ac

—b M,. B /(e—a)(—*) .

55) cos.? ~ Is@®
\Y% ac y s(s—bl

. C /(s—a)(s—b) cou C /s(s—0
57, 8In-2~y Y n A M As 2 ab

59, fe.-£ - ¢,Ax—m)(*—b).
V s(s—c)

60) sin. A= \'s (s—a) (s—bh) (s—<)

6 1) sin. B=—ys (s—a) (s—b) (s—<)

62) sin. C= dSI’:)\U (s—a) (8—b) (s—¢) 63) r ?ZE

2t | (s—a) (s—h) (s—<)
64, o- é-j-g)-'f-é =e -\« 8
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C) A szabalyos sokszogek megfejtésére.

180°
65) Tn= cotg.
180»
67) 1 180» ° 68) p—~ 2 l:ot —
2 sin.
° 180°
69) an= 2r.sin. 180 70) An= 2r.tg.

NEGYEDIK RESZ.

Példatar.
25. 8 Feladatok a gouiometriahoz.

1) Valamely derékszogl haromszog egyik befogoja
3 m, a masik 4 m; mily nagyok a hegyes szo-
gek fuggvenyel ?

2) Valamely derékszogi haromszog egyik befogdja
9 m., atfogoja 41 m.: mily nagyok a hegyes
szogek fliggvényei ?

3) Valamely derekszogu haromszog atfogdja 5 m.,
egyik befogoja 3 m.; mily na?y oly mési derék-
szogli _haromszog atfogola melynek hegyes szogei
az el6bbivel egyenlok az adottnak megfelel6
befogbja 45 m.?

Mily nagyok az a szog fuggvényei, ha a
haromszdg oldalainak mértékszdmai:

4 8m,15m, 17m,; 5 12m,391m.499me
6) 80m., o M ;7 2mn, mg&—ns m!—n*;
8)m, n, r; 9 1m, 621 m, 629 m.;
10) 196 m., 315 m.,, 371 m.?

1) A derékszogli haromszt')g egyik befogdja 15 m.,

atfogoja 26 m.; mily nagyok a hegyes szdégek
fuggvenyei ?
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12) Mily nagyok oly deréksz6gli haromsz6g hegyes
szogeinek goniometriai fliggvényei, melyben az
egyik befogd d3-ad része az atfogonak?

13) Mily nagyok akkor, ha az egyik befogd kétszerese
a maésiknak?

14) A derékszogl haromszdgben a két befogd Osszege
fO-szerese az atfogonak; mily nagyok a hegyes
szogek fliggvényei ?

15) Valamely derékszog(i haromszdg teriilete 12 ma,
egyik szogének tangense 1-5; mily nagyok a befogdok?

16) Mily nagy az étfogo, ha sin. a= 06; az a sz6g-
gel szemben fekvé befogd pedig 205 m. ?

Szerkesztendé:
17) sin.a= 08; 18) cos.a = o 19) tg.a= 3;
20) cotg.a= 5; 21) sin.a= 06; 22) cos.a= 07;

23) tg.a= 2; 24) cotg.a = "N?

Mily nagyok « tébbi flggvényei, ha:
25) sin.a=0-75; 26)sin.a=0-5314; 27) sin. a =
28) cos.a a, 29)tg.a= —; 30)sin.a
31) cotg.a="|; 32) sec. a==2; 33)tg.I15° 2-\/3;
34) cotg.a= y3; 35) sin. a—0-85; 36) tg.a=2 4;
37) cotg. a =08, 38) sec.a= 125;39)tg.a= 115

40) cotg.a — 5 ; 41) sin. a . cos. a = 093;
42) sin.a= cos,2a; 43) sin. 34° 45' = 0'57;

44) cos. 120° — =i  45) sin. 54°= [V 6+2V5;
46) cos.a sin.2a; 47) cotg. 22°30'=T
48) sin.a= .tg.a; 49) cos.a= 028;

50) cotg. a = 0'5; 51) cosa= 2— 3.C0S.23;
52 sin.a= —0-352; 53) cos.a= —02;

54 tg.a= — 41066 ; 55) cotg. a= —y3;

56 cos. 72°=\ (V5-1); 57) cosec. a = 1-125;
) cosec. « — ¥3i9
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Mily nagy az a szdg, ha :
59) az atfogd6 3'5 m. ;cos. a= 044;
601 tg.a Qg a; 61)3B a- sin. (45°+");
62' OO a=-tg.(450-)-a); 63j sin. a = cos. 4a;
641 cotg. a = tg. 8a; 65) sin. 3a ==cos 2a;

661cos. a =07 67)tg. a~078;

68) sec. a = 2'5; 69)sec. a = I8;

70) sec.a= —V3; 71) cosec. a= —-

72 sin.a= —"2; 73) cosec. a= 4 sin. a;

74j sin. a -j- @B 2 a= O;

75) sin. ” -pcos.a= 0; 76) tg (—a)-j-cotg. 2a=0 ;
77) sin. (—a)-j-cosec. (—2a) = 0;

78) cotg. y =tg. a?

79) tg. 15°= 2—\j3; mily nagyok a 75°-0s szdg
flggvényei?

80) sin. 18°= -i-(\Vbo—1); cos. 18°= -i-\ HO+2y5;
mily nagyok a 36°-0s szdg fliggvényei?

81) cos. 36° = ~ V6-F2/5; mily nagyok a 144°-0s
sz0g fuggvényei?

82 sin. 75°=y2(v3-f-1); mily nagyok a
105°-0s szdg fliggvényei?

L83 Ismerve a 18°-0s szOg_sinusat, szamitsuk ki a
72°-0s szog fliggvényeit.

84 Mily nagyok a 162°-0s szég fiiggvényei?
Mily nagy :

85 sin.120°;  86) cos. 15°% 87) sin. 6°;

88i sin. 3°; 89) sin. 22°30"; 90) cos. 22° 30";

91) tg. 7°30"; 92)tg. 3°457
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Kiszamitando :
93) sin. (a+ R);
94) cos. (a+ R), ha: sin.a= . cos.a=-j-\j3;
sin. B= 1; cos. B= 0.
95) tg. (ax R);

96) cotg. (a+ R), ha: tg.a= — ; cotg. a= —.

97) sec. (a+ B); 98) cosec. (at R).

99) sin.a= -"; cos. 8=0'8; mennyi: sin.fa+R);
cos. (a+ R)?

100) tg. a 15; tg. B= 054; mennyi tg. (a+ 8)?
101) Mennyi a ha: tg. (45°-f-a)= 2-f-V3?

102) Mennyi a, ha: tg. (459-j- 0)= 3.tg. (45°—a)?
103) Mennyi a, ha: tg. (45°—a)-j-cotg.(45°—a) =4?
Meghatarozandék a fliggvényei, ha:

104) tg. (45°—a)= —3;
105) 2tg. a+ 3tg. (45°—a) = 10 —4J.
Az Osszeg képlettel kiszdmitandok:

106 sin. 42°; (42=45-3); ,07) cos 330/33 30+ 3\
108) sin. 165°; \ 18+157
109) sin. 75° cos 75°; 110) sin. 120°;

I11) sin. 135° cos. 135° tg. 135°%;

112; cos. 15y (15= 45—30);

113) sin. 6C; (6= 36—30);

114" sin. 48°; cos. 48°; 115) sin 78°; cos. 78°;
116" ha sin.a= 08; cos.B= mennyi: tg.(a+ B)

és cotg. («+ R)?

IO’

Kiszadmitanda:
117 sin. 45°+sin. 24°;  118) cos. 54°+ cos. 24°;

f14 sec a+ sec3; 120) sec. a+ cosec. 3;
sin. 54°+sin, 31°
121) cosec, a + cosec. B; 122) cos 3lo _ cos. 540 i



46

123) sin. 58° 49' 52" —cos. 64° 19' 20" ;

124) tg. 54° 19' 43" —cotg. 40° 19' 57" ;

125) sin. 38° 15 31" + sin. 73°29' 48" ;
Egyszer(sitend6!: a kovetkezd kifejezések :

126) a . oos. (90°—a) -f- b . cos. (90°-f- @) ;

127) (a-\- b) cotg. (90° — «) §—a—b) tg. (90°—a);

128) sin. (90° -J- ag cos. (180°—RB)  cos. (90°-|- a) .
sin. (180°—
129) cos. (180°-f- a). cos. (270°—f3) — sin. (180° -4- a).
sin. (270°—R);
130) tg. a+ tg. (—B) —tg. (18004 _R).
tg. (180°-f a) . sin. (90° 4- a) , cotg. a
' sin. (90°—a). cotg. (270°f-a) .tg. (180°—a ’
tg. (90° -f- a). cos (270°—a). cos. (—a)
cotg. (180° -j- a). sin. (270° -f- @)

133) cos.2a=— 5 mennyi: tg. a;

134) cotg. Y = Y? mily nagy: cos a?

135) cotg. a—\TT; mennyi: sin. 2a, cos. 2a, tg. 2a?

i36) tg. 135°= —1; mennyi: sin. 67° 30', cos. 67° 30",
tg. 67030, cotg. 67030'?

137) cos a 08; mennyi: sin. COS. tg.
a 2 2 2
cotg. -g ?
138 Mennyi — sinusa és cosinusa, ha a 3-ik negyed-
ben fekv6é a szog sinusa 120:169?
139) Mennyi sin. ~ éscos. ~ t ha a 4-ik negyedben

fekvé a szog sinusa: 2,

25

140) sin. a= 1 ;. mennyi: cos. 49
g

*41) tg. a = —; mennyi: sin.-"-?

1421tg. 2a= )3 ; mennyi tg. 3a?
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Fejezziik ki sin. 2a fliggvényeiben a kovet-
kezoket :

143) sin. a-4-cos. a; 144) -Srm—---&-go-s_;
a
145) sl st —codow

Hany érték felel meg a-nak a két elsd kor-
negyedben, ha :

1
146) sin. a ——; 147) cosa =.—:
I

|l\.>o

148) cos. a = ----4—; 149) tg. a = —;
150) cotg. a= —7?

Fejezzik ki hegyes szogek fliggvényeivel a
kovetkezbket :

151) sin. 156°27' 18"; 152) cos. 1220 18' 12“;
153) tg. 135»24'8"; 154) sec. 156022'48* ;
155) sec. 200° 156) sin. 6180 2" 18“;
157 cos. 4870 18 20" ; 158) tg. 6820 13'12“;
159) cotg. 762023'; 160) sin. 1218° 17"
161 cos. 2832° 16"; 162 tg. 36820 19';
163) cotg. 2565« iR’ 18"; 164 sin. 327056'48" ;
165) cos. 512042'; 166) tg. 384° 17' 28";
167) cotg. 652° 32' 42", 168) sin. 4560 38' 36 ;
169" cos. 445°31' 42“; 170) tg. 472° 16' 18";
171) cotg. 718°17'20 5"; 172) sin. (248° + a);
1731 cos. (318°+a); 174) tg. (124"t a);

175) cotg. (282° + a).

Fejezzik ki positiv hegyes szogek fugg-

vényeivel a kovetkezdket:

176) sin (—32°28"); sin. (—238°16'); sin. (-495«37");

siu. %—5180 27" 18");

177) cos. V—650 8' 32“); cos. (—128" 32' 26“); cos.
(—2430 5‘3 cos. (-325°); cos. (—158507°);

178) tg. (=200); tg. (-132056"); tg.(-218"9"); tg.
(—357051'8*); t2g (-872" 16");

179 cotg ( 560 "); cotg. (—195« 37'35"); cotg.
(—298042' 7™); cotg. (—1000°).

Mlvel egyenlé :

1—g. a A 450
(80 sin.aAooe‘.a'ha' a '
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181) 1= co§;_2__a ha: a= "§6°;

182) A~ ~ SC4-, ha:a= 60°

- sin-T

184) |)cto% 2a ha:a= 90°

185h 1East.gag) ha : a= 4:°;

186 - 22752 ha i a= O
sin. a
i871tcosec a —sin. a’ ha: a 96%
Feltéve, hogy :a+ R+ Y 180° bebizonyi-
tandé, hogy:

188) sin.a-j-sin.4-sin.Y=4. cos. i.cos.B— COS. g}(;

189) cos. a-|-cos. B-fcos. y= 14 .'sin.? .sin. 8
sin.y ;

190) sin.2Gtj-sin.2R-Jsin.2y-)-2 .sin.a.sin.B .sinY 1;

191) cos 3a4- cos.38—co0s.3Y+ 2 .cos. a. cos. 3.
cos.y= 1;

192) tg. a+ tg. B+ t = tg.a.tg. B.tg.

193; gcotg a—ﬁ-cotg Egj gotg 39— cotgg a g G cotg Y;

194 tg. a.tg. B+ tg. a.tg. T+ tg. %

195; “cotg. a.cotg. B+ cotg a.cotg. y+ cotg cotg y 1;

196) sin. 2a-j- sin. 2B-f- sin. 2y = 4 .sin. a.sin.B.sin.y;

197 cos.2acos. 28-pcos. 2y = — (14-4. cos. a.
cos. B . cos. y);

198) cos. a:sin. .sin. y 4" cos. 3. sin. a . sin. y 4~
cos. y.sin. a.sin.B= 14-cos.a.cos. B.cos.VY;

199) sin.3a—sin.*R—sin.3y—2.sin. a.sin.B .cos.y ¢

200) sin. a4-sin. B—sin.y= 4 .sin. ~ .sin. |
201) cos.*a4-cos.383—c0s.3Y—1—2.sin.a.sin.B.cos.y;
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Ha A, B, C, D egy négyszog bels6 szigei,,
mennyi akkor:

202) sin (A+ B+ C); cos.(A+ B+ C);
203 tg.(A+ B-fC); cotg. (A+ B+ C)?
Ha A B, C, D, E egy 6tsz6g bels§ szogei,
mennyi akkor:
204} sin. EA-j-B-{-C)); sin. (A-f- B-f-C-f-D);
205) cos. (A-fB + C)} cos.(4-fB - C-f DJ;
206) tg.(A+ B);tg.(A+ B+ C);tg.(A+B + C+ D)?

_ Behizonyitando a kévetkez képletek helyes-

sége :

0s 2a= (cos. n —sin. a) . (cos. a -j-sin. a) ;
208) sin. 2a= (sin. a-J-cos. a)2—1;
209) sin. 2a— 1—(sin. a—cos. a)2;
2io) tg.2a= _1--]tg_.a'F 1+tg.a ?
211) sin.2a= 2 .tg. a.cos.2a;
212) 2. sec. 2a= tg. (45°-j—a) {+g. (45° —a);

(sec_a 4 - cosec. a)2

213) —I’—41.- -------- =1+ ”2.'siH.a';
sec.2a -J- Cosec.2a

214>r =[B ir="E-<5 + ¥)-,g-“1

215> A O X
216) sin. (a-j- B).sin. (a-j-B) = sin.2a—sin.2B;

217) tg. 2a—sec. 2a = gBagsina .

218) 2.cotg.a= cotg.y —tg.~ ;
2 19) cotg. a= cotg. 2a -f- cosec. 2a;
220) tg. ¥ = cosec. a—cotg. a;
221) cos. (@—R).cos. (a—B) = cos.2a—sin.2R;
1—tg.2(45°—a)
222) sin.2a= -1+ tg.2(450+"T?
223) 2 .sin.2a.sin.2R+ 2+c08- aecos™*RB= 1+ cos-
2a.cos. 2B ; . .
4 .cos. (a-j- B) . Sin. (a—R)
224) tg *« - tg-2R8 = Ico8.(a+ B)_cos. (a-B)|25

f.évay: Trigonometria. n
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sm. a -f- cos. a
225) sim. a.cos. a= --------
SEC. a -j- cosec.

226) sin. (450° + &) —sin. (270°—a)— sin. (450° —a)
—sin. (270° -j- a);
227) cos. (90° -f-a) . cos (180°—a) -f-sin. (90° Q).
sin. (180° =)= 0
0 tg. (180° —a) cotg. (90°+ @)
j tg. (270°—a) cotg. (1§O°+ a) ’
_ Sec.a.sec
229  cos. a-I B) = TTig A g R
v sin.2« —sin23
230) tg. <+ ?).tg. (»-M - Q08.,, _sin.,p ;

sin. a.COS a — sin B.cos. B

231) tg .A(«.+A[A)) --------- @s>-W—siDAp-—---
232) tg>a- tg,p- ml- 2)er e (—
) tg>a 9P " (CSSZa) C%Z(B

233) 1 SDK = cosec-u+ 1 .
1—sin.a  cosec.a—1 "’

234) (sin. a-j- cos a)2— (sin a—cos a)2= 2.sin. 2a;

235) cOsec. 2a= ~ Sec a .COSec. a ;
236) cos.a sin a=yj2.sin. (459-(-«)= V 2. cos.
(45°—a);

237) €0s. @ —sSin. a = y2.sin. (45°—a)— \j2 . cos.
(45° +4-a);
238) tg.a sin.a= 2.1g. acosZ—

239) tg.a —sin.a = 2.tg. a.sin2~ ;

240) cotg. a-j-tg. a= 2.cosec. 2a ;

241) cotg. 2a—tg a= 2.cotg.2a;

242) 2 .sin. (a-f- ; sin. (a—f&&— cos. 28 —cos. 2a;
243) 2.cos (@ R).cos (a—I; = cos. 2a-j- cos. R
244) 2 .sin. (a-f- g Cos. Ea—f&g- sin. 2a -j- sin. 28;
245) 2 .cos (a-|- B).sin. (a—RB) = sin. 2a —sin. 23;
246) sin. 3a.sin. a= sin.22a —sin.2a;

247) tfj. 2%;1:&} a ==siD. 2«;

248) = sin. 2a;

tg. 2a—1tg.a
249) 2 .sin. (45°—a).cos. 145°-f-a) = 1—sin. 2a)
250) 2 .sin. (45°-)-a).cos. (45°—a)= 1 sin 2a.
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. Valtoztassuk szorzatokkd a kovetkezd ki-
fejezéseket :

251) Qtdg, VTHbTHVAbL el 10 20 d0 ke
\ja2+ b2—2ab.cos C;
a.sinna—b.sin.B8 a—b.sin a_
=TSR
\ a2.sin.2A+ b2.cos 2A;

/1 —cos. a .

253 14-QBa; 1—QBa; | =l :
1+ cos. «

14-sin.a; 1—sin.a; v/l —sin.tt .

1-f-Sin.a ’

254) 1+ tg.a; 1—tg.a; | “m tg.a+sin.a;
tg.a—sin. a;

255) cotg. a+ tg a; cotg.a—tg. a; sec.a+ 2.sin.a;
tg. a+ 2.sin.2«;
256) 1+ sin.a+ cos.a; 1+ sin.a—cos. a;
cos. (a+ 2B)—sin.2Be sin.2(ft+ B) —sin.2a;
257) 3-47 .cos. 20° 35' 17" — 7-81 . sin. 20° 35' 17";
258) cos, 18°. cos. 85° —sin. 18° . sin. 85°. cos. 63°.

Keressiik fel a kdvetkezd goniometriai fligg-
vények logarithmusait:

259) log. sin. 17°10' 26" ;  log. cos. 72° 56' 48" ;
log. tg. 270]6' 32" ; log. cotg. 8°32' 20" ;
260) log. sin. 56° 18' 166" ; log. cos. 7° 28' 32";
log. tg. 42°56' 10" ; log. cotg. 87°20' 5";
261) log. sin 5to 38' 33";  Jog. cos. 23°48'5" ;
log. tg. 9°19' 29" ; log. cotg. 50° 48' 16";
262) log. sin 0°48'47"; log. cos. 1°2'11" ;
log. tg. 1°17' 48" ; log. cotg. 0°20' 30" ;

263) log. sin. 248° 18' 30" ;  log. cos. 146° 20" 32";
Jog. tg. 184° 26' 18, log. cotg. 218° 20" 7" ;
264) log. sin. 472°20' 18"; log cos. 527° 18' 6";
log. tg. 475®20' 6" ; log. cotg. 452®57' 58" ;
265; log. sin. (— 214®8" 4"&; log cos. (- 13B®16' 24");
log. tg. (—127®17' 18"); log. cotg. (-185® 10' 6");
266 log-sin. (—456®20'48"); log. cos. (—518®7' 52');
log. tg. (—418°14' 12"}; log. cotg. (- 472®8' 28").
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Mivel egyenl§ x, ha:

267 Iog sin.x=8-74100—10; log. cos. x= 998338—10;

log.tg.x = 847880-10; log cotg x=8'68330-10;

268) log.sin. x=998654 10 log.cos.x=8 12544—10;

log.tg. x= 9-84839—10; log.cotg.x=9 74870—10;

269) log.sin.x=9 34547—10; log cos. x=9'85479 —10;
log. tg. x = 0-41200; log. cotg. x = 0 21671 ;

270) log.sin.x=9 78655—10; log.cos.x=9-71682 —10;
log. tg. X= 0-75897; log. cotg. x = 2 32576.

Szamitsuk ki x értékét, ha:

27 1 sin.x=07; sinx= -A-"2; sin.x= 04;
272) cos. X = ----gos. X = 09&; cos. x= 075;

273) tgx=087; tg. x=T4; tg. x ~ ;g x=3;
2741cotg. X = 2 cotg. x= 35; cotg.x=2 70;

cotg. x = ----3—;

275) x= 18 6sin. 270 56' 18“ ;

2761x = 8-5.cos. 480 10" 16“ ;

277) x=1874. tg. 6705'20" ; x=0 8. cotg. 16°20'10";

070 __ 56.sin. 30°25' 12
X" sin. 56024' 48
07u\ _ 22*2tg 58°16'1.4“ _ 18-5.tg.27028'32*
} X~ tg. 24031'36“ >*& x~ J>-75
280) sec. x = —~"3; cosec. X= ——Vb

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket:
281) cosec.a= 4.sin.a; sin. x-f-\j3.cos. x= 1;
282) cos 2x = —.sin X;
283) sin. 5x = sin. 7x; tg. 3x = sin. 6X ;
284) cotg. x .tg. 2x = 2-j-tg. x . cotg. 2X ;
285) cotg.~ —tg. Y = 2.tg.a; a.tg.x= b.sin. x;
a.sec.x = b.sin.x;

286) a tg. X = b.cosec. x;  cos X = tg. 2x;
8 esin. 2x = 9.cotg. X
871tg. x-p sec 2x = 3; 9 Sin Xx—2.c0s.X= 6;
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288) C/E)SEC.Z-I'- —sec.2~ = 2.\j3cosec. X;

289) -o-V3.sin. 2x = cos. X; 8.sin.Xx—cos. X = 4;
sin. x = 711 s, )5

290) a cos Xtz smlx— J 3. cotg. x=5. cotgf
tg X-j-2cotg x= 4;

291) cotg. x ----j’ELr cotg. x=3; 7.sin. x = 8.cotg. %\
tg.x-,, cotg x = 2

292) 3.tg. x= 11 .1g. ; sin. 2x—sin.x=’§ 9. X

293) 5. sin x = 8. sin. =

294) sin.2x—2c0s.2x = 2;

295) §n . -j- s 2; 296) sec. x= tg. 2x;

297) 2 .sin. x-f-3 cos. x= 1;

298) 3.sin 2x —4 . c0s.2x = -I-.sin. 2x;

299) sin. x—cos. X = L ; 300) a.sin.x-]-b.cos.x=c;

301) sec x = 2cos. x-jz- sin. X;

302) sin. 2x -j- cos. 2x = \j 2. sin. X;

303) sin.2(x -f-15) — sin.2(x —15) = ;

304) sin. 7x —sin. x = sin 3x;

305) tg x+ tg. 2x= tg. 3x; tg. X-j-tg.y= a;
x-l_y = b;

306i x-fy = 92° sin. x—sin. y= 0673554 ;

307) x4-y = 105° sin. x . cos. y= 06124,

308; x_-Ly—18° C0S. X:€0s.y= 5:8;
309) sin. x-f sin.y= 14783; cos. X- cos y= 01937

310) tg. (x+ y) = tg.xH-tg y= 1;

31 tg. x-t-tg. y=a; tg.-]-+ tg.y = b;
312) sin. (x—y)= ¢; cos. (Xx+ y) = j-;
313) x.sin.y= 092646; x.cos.y= 32801;
314) sin. x+ sin y = ; CO0S. X.CO0S. Y= ;
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315) cos. X4 - 45°) = cos. -f-60);

316) 2.tg.2a—13.cotg. a= 73;

317) 4 .sec.a—9.cos.a—9= 0;

318) 7.sin.a—3.cos. a-f-25 = 0;

319) tg. (x-j- &) -f-tg. (x—a) —2cotg. x= 0;
320) sin. 2x-j-sin. 3x = 2.sin. X ;

3211 35.sin.2x-f—8 .c0s.2x— 19 .sin. 2x = 0;

322) sin.2x—2.c0s.2x-}-  sin. 2x = 0;

323) 2.sin. (45°—x).cos. (45°F) = 1—sin. 2x;
324) cotg. a—tg. a= 2.cotg. 2a;
325) Két szog keresendd, melyek killonbsége a,

cosinusaik viszonya :

326) A derékszdgli haromszdgben az egyik hegyes
sz0g sinusa ugy all a masik tg.-éhez, mint 1;4
hez. Mily nagyok a szogek ?

327) Mily nagyok a derékszogli haromszdg hegyes
szOgei, ha azok taDgenseinek viszonya

328) Mily nagyok akkor, ha a sinusok viszoﬁlya—l?
V2
329) Mily nagyok az egyenlGszard haromszog szogei,
ha az alapon fekv0 s az azzal atellenes szdgek
cosinusainak viszonya: —\3?
330) A ferdeszdgli haromszdg szogei keresenddk;
tudva, hogy azok cotangenseinek aranya 4:5:6.

26. 8. Feladatok a haromszogek megfejtésére.

_Megfejtendd aderékszogliharomszog (8.4bra),
ha ismeretes :
1) a= 627m ; C=23°30";
2 a=2280m.; C= 28°5'
3) a=7215m.; B=39°34'30";
4) a=5754m.; B= 44°54'30";
5) a= 0665008 m.; C=6°1715";
6)a=73m.; O=21»812";
7) a=21-927m.; B=38°21'30";

8) a=0-2831 w; B= 44»44'44";
9) a= 50937 m.; C=43°481":
10) a= 797-92m.; B= 66»36" 24" ;

N)c=425-8w.; B=53»23}
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12) b 5739 m.; B=27°38"

13) b= 24055m.; B= 12°54' 36“;

14) ¢= 1709 m.; B—27°26'5";

15) c=36w.; C= 67°22 28“;

16) b=0-1705m.; C= 54°14'21*;

¢ 371.; B=23°49 30";

18 c=9%471.; B=33°333";

19) b - 573971.; C= 27°38}
c=3897T1.; C=47°22,

21) a=143T1.; b=11T1;

22) a =6T.; b=3471.;

23) a=7853T1.; b=5251T ;

24) a= 100T.; b= 176471 ;

25) a=8757T1.; b=6979T ;

26) a 1734T1.; b=792T ;

27) a=21011171.; c=80782T1 ;

28 'a=98978T1.; c=14263T.;

29) a 86531 ; b=7178T,;
a=>580T.; c=4754T1.;

31) b=5264T1.; C=3145T1.;

b 178T1; ¢ 3751 ;

b=569T.; c= 10562 T.;

b=45T1.; ¢c=45T.;

35) b=206 141.; c=45443T1.;

b=20054T1.; ¢ 12874T1.;

b=342571.; c=6174T1.;

b=165T.; c=2834T1.;

b=6231.; c=246T ;

40 b= 189569T.; Cc=238448T.

41) Megfejtendd a derékszogl haromszdg, ha atfogdja
13 m, az atfogohoz tartoz0 magassag pedig 6 m.

42) A derékszogli haromszog befogoinak az atfogon
valé projectidi: p= 324m.; pt= 576m. Meg-
fejtendd a haromszdg.

43) Az egyik projectié: p= 143m.; B= 83° 16" 1.
Megfejtendé a haromszog.

Mivel egyenl6k a derékszdgl haromszdg is-
meretlen alkotorészei, ha:

44 i befogGja: b 100m; terilete: t= 3750 7T»;
45) kerulete: k= 764007 T.; B= 50°46'45“;
46 k 644T1.; t= 14190T.1,

47 a=85T1.; t=546m.s;

43) t=8232886T.3; B=36°42'38";
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49) a= 164m.; b—c=124m;

b+ c¢c=184m.; B= 28°4'20“;
51) b—c=94m.; B= 75°44'59";
52) a= 5849m.; b:c = 8:5;
53) a= 596842m.; B—C= 14°19'382";
54) b-fc = 894l 58m.; B= 51»19'43";
55) a-|-b+ ¢c= 5960m.; B= 60° 19'43 2" ;
56) t= 6936 m.*; b-|-c = 238m
57) a+ b= 80m.; B=36»52" 12"7

Megfejtend6 a derékszogli haromszdg, ha
ismeretes:

58) a és be;

59) a korulirt kér sugara r és B szog;

60) r és a beirt kor sugara: p;

61) a- j b = 34m., az atfogéhoz tartoz6 magassag:

= 923m.

62) A derékszOgl négysz % atloja: d= 325m.; az
atlé és egyik oldal alta bezart sz0g: a= 25%42'.
Mily nagyok az oldalak és a terllet ?

63) Megfejtendo a derekszogu négyszég, ha atloja:
d= 21-623 m.; az éatlék altal bezart szdg :
= 33°41' 24"

64) Megfejtendo a derekszogu négyszog, ha oldalai:
a=4937m ; b= 3874

65) Keressik a thombus |smeretlen alkotorészeit, ha
atl6i: d= 5-82m.; di= 7'98m.

Megfejtend6 az egyenlGszar(i haromszog (9.
dbra), ha ismeretes:
66) c= 61-2m.; C= 111°35 20"
67) c= 168m ; C= 1530<>428"'
68)c= 4-5656m.; C= 77°31' 36"
69 c= 5684m.; C- 83° 35" 40"
70 c= 23512m.; C= 69°49'26";
71) c= 771m; C= 34035'36";

72) c= 2856 m. C = 72°28'20";
73) c= 075m ; C= 3h°24'48",
74) c= 80m.; C= 154°38 22";
75) c= 5126m.; C= 8°20'40";
76) b= 10m.; C= 73°44' 22";

77) b= 835 m.; C= 154«59'22" ;
78) b= 20541 m.; C= 6%49 26";
79) b= 120m.; C= 10°23 195";
80) b= 1000m ; C= 100°50' 40";
81) b= 516 m.; C= 70050'10";
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82) b= 2126 m.; C=72<>8'12";
83) b= 3-5w.; C= 81°4r42"
84) b= 5-75m.; 0 = 42°30'30";
85) b= 0875m.; C= 9°19'29";
86)c=5m; b= 28m,;

87) ¢= 7375m; b= 8125m.:
88) c= 504m.; b= 277m ;
89)c= 9115m.; b= 8475m.;
90>c=12m.; b= 13m;

91) ¢c= 0375m.; b= 225T.;
92) ¢= 290m.; b=433m.;

93) c= 3875m.; b= 521im,;
94) ¢= 1-2345m.; b= 267 m,
95)c= 87-4m.; b= 9565m.

Megfejtendd az egyenl6szart haromszog, ha:

96) alapja c= 147m.; az alaphoz tartoz6 magassag
m="90m.e

97) t= 218-4m.2; c= 23-3ra,;

98) t= 159'6in2; m= 168m.;

99) ¢+ b= 40-06m.; C= 136°27'28";

100) c—b=47m.; m= 33m,

101) c= 72m.; a b-re vont magassadg: mi= 432m;

102) m= 9m.; A= 158°38' 20";

103) t=2260m2; A= 82° 13 28";

104) a-}-2b = 36m.; m= 12m.;

105) a4-2b= 144m.; B= 6/»22'49";

106) a-f m= 89m.; A= 154°34'20";

107; a—m= 125m.; t= 7500ms;

108) A = 28°30'2"; a szarhoz tartoz6 magassag :
oij = 6202 m.

109) Milyen aranyban osztja a hegyes szoget felezé
egyenes az egyenl6szar( derekszogl haromszdg
tertiletét ?

110i Mekkora a hold Iétszéla%os atmér6je, ha valo-
sagos kozépatmérdje 466 mfd. s a foldtdl vett
kozéptavolsaga 51800 mfd.?

111) A symmctrikus trapéz teriilete: t = 347715 m.J;
a két parhuzamos oldal. a= 5m.; b= 3m.
Mily nagyok a hianyzé alkotérészek ?

Megfejtendd az egyenl@szar( haromszdg, ha
_ ismeretes:
112> A k-orulirt kor sugara: r= 39 144m.; C= 37°
50'58";
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113) r=5625m; m= 72m.;
114) b= 6-71m.; m= 66 m.;
115 ¢= 795w ; m= 42 m.;

116; m= 16-8m.; B= 81°12'9-3".

117 Milly nagy azon csillag atmérdéje, melynek lat-

szblagos nagysaga 3" 59 4"; a foldtdl val6 tavola
20665840 mid. ?

118) Mily nagyok az egyenlGszar( haromszog szogei,
ha alapjanak és az alaphoz tartoz0 magassag-
nak Osszege a szar kétszeresével egyenl6 ?

1i9) Az egyenloszara haromszog beirt korének sugara
kiszamitand6, ha ismeretes az alap és a szar

120) Mennyi az eg?/enlc’iszéru haromszog terilete, ha
ismerjik az alapot és a beirt kor sugarat?

Megfejtendd aferdeszdgii haromszdg (10. bra),
ha ismeretes:

121) c= 12m, A= 44° 20", B= 77° 10}
122) c= 71324 m., A= 92°7 3", B= 24° 19 4";
123) a= 248-6244 m., B= 54°34' 32", C=54°46'26 8";
124) a= 2-5m, B= BR63' 8, C= 56°29' 8";
125 b= 03m, A= 83°12'6", C= 15°9 19",
126 b= 1250m., A= 65»48'48', C= 36»24' 26" ;
127) c= 875m, A= 8»39 20", B= 37»26' 10" ;

128" a= ~-m., B= 92»4'18", C= 18» 18 18",
129° 2 3:3"3759-6847 m, b= 2946268 m., C= 44»37

130' a= 86 m., b= 92m., C= 118»20'40";
131) b= 642-5m., c= 854 I m.,, A= 40»24' 48" ;
132) b= 5897 m., c= 4831m., A= 67»30'27";
133) a= 1097 w., c= 149 w., B= 47»30' 24" ;
134) a= 3760 w., c= 4820 m, B= 51°6'6";
135) a= 203-2m, b= 2154, C= 56»6'12";
136) a= 320m., b= 216 m, C= 134» 10' 15";
137) ¢= 5182m., b= 316 8m., C= 8»20' 20" ;
138) a= 0-5m., b= 075m., B= 52»38'17";
139) a= 4527 ni., b==3465m, A= 66»6'27";
140) b= 51269 w., ¢ 14687 m., B=,62»9' 24" ;

141) b= 229m., c=232m., C= 15» 11' 21 4",
142) b= 5514m., ¢=33-09m., B 30»24";
143' a= 132m, b=157m, B=5»13 157"
144) a= 134-16m., b= 8154 m,, A=52°9'11";
145) a= 43m., b=50m., c=57m.;

146' a= 62m, b=122m, c= 182in.;
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147) a= 4532 m., b= 267-3m, c=4704m.:

148) a= 195m, b= 257m., ¢= 67-993 m.;

149) a= 589 7m, b= 483-Im., c= 356-2.;

150) a= 0099 m, b=0101 m, c-0158m ;
151) a= 75m, b= 92 in,, c=107m

152) a= 5897- 27m b 4631 48 m,, ¢ = 365249 m.

Bebizonyitandé, hogy barmely haromszdg-

153) a= b.cos C+-<€.cos.B; b= a.cos. C-f-c
cos.A c= a.cos. B-)- b.cos A;

154) sin2A = sin* B -f- sin.2C—2 . sin. B .sin C.
as A

Megfejtendd a haromszdg, ha:
155) t= 126 m.2 a= 13m, b=20m.;
156) t—36m.2 b=9m, A= 126°52'26";
157) t= 36m2 a=9m, mb=72m.;
158. t= 154 m.2 A ,72®26' 10", B = 42° 30" 16" ;
159) a+ b= 294m., ¢= 2351, C=93°41'43",;
160) a—b=632m, c= 789 m, C= 96°43' 59“;
161) a-|-b = 19m.,, c= 13m, t=24m.2;
162) a—b= 13m.,, t—90m.2 C= 36°52' 12“;
163) a= 592m., K= 16755m., t= 124336-64 m 2;
164) a= 904 m., b 625m., ma= 336m;
165) a= 704m., b—302m., B 25°14' 13";
166, a= 1345m., b= 1456 m, c= 1567 m’;
167) a= 4678m, b=359m., c= 77m.;
168) a-f-b —cr=0-71m., ¢=090m., t=0'259874m.2;
169" a= 533m, m= 368m., A= 76° 18 52";
170ia--b= 793 m,c= 773m, ma= 195m.;
171)r = 4131 m, az a-hoz tartozd kozépvonal =

6-892m, b= 7m
172 ; t= 3846-58m., A= 58°29'47", B= 60° 1834 6“;
173; a+ b-J- c—59488m A= 61°49 47", B= 66»
18'34*;

174" a= 8347 m., b+ c= 11286m., B= 79° 18'42";
175> a—3l864m b—c= 12854m A= 69°41'37";
176 a= 90m., B— 7°2l 50° 30
177,a= 14m, B= 2923 C= 67°22 48-5";
178; a= 408 w., B— 96° 57'20- 1", O= 5°43' 293",

Megfejtendé a haromszdg, ba ismeretes:

179 Mind a harom sz6g és egy magassag;
180) Két magassag €és egy sz0g;
181 >Két oldal és egy magassag;
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182) A magassag, az alappal atellenes sz6g és ennek
felezbje;

183) A teriilet, a keriilet és A szog

184) Bizonyitsuk be, hogy azon esetben, ha: a2—Hh®
+ c2+ be, akkor: A= 120°.

185) A ferdeszdgli haromszogben r = 497 087 m ;
a-t+b—4-€= 2537 m.; A= 47»29 11-3"; mily
nagyok az ismeretlen alkotorészek ?

186) Bizonyitsuk be, hogy barmely héaromszogben:
€0s.2A -j-c0s.2C -|-c0s.2C-)-2.cos. A co0s.B.cos
C=1

187) Hatarozzuk meg a négyszog atloit és teriiletét,
ha adva van az a, b, c, d négy oldal

188) Hatérozzuk meg a rhomboid 4tloit és teriletét, ha
adva van két oldala: a= 25m, b= 17m. és az
azok altal bezart sz6g: C=25°3"'27".

189) Ismeretes a rhomboid egy oldala: a—18m,
egyik atléja: d= Il m, tovabba az adott oldal
és atlo altal bezart sz6g: 3= 77°45' 12" ; keres-
sk meg az ismeretlen részeket.

190) Adva van a rhomboid egy oldala;: a—293 22 m.,
két atlgja: d= 326 m, dt = 378 m. Keresend6k
az ismeretlen részek

191) Keressik a symmetrikus trapéz teriiletét, ha
ismerjuk a két parhuzamos oldalt és az egyik
hegyes szoget.

192) A symmetrikus trapéz két szomszédos oldala:
a=405m, b= 2892m., a kozbezart szog:
C= 37°44'16". Mily nagy a teriilet?

193) Valamely trapézben a két parhuzamos oldal és
két szog ismeretes. Kiszamitandok az ismeretlen
oldalak és a terilet (a= 138m., b= 92m.,
a= 30°49'13', R= 128°39' 35").

194) Mil nagly a trapezoid terlilete, ha &tl6i és az
atlok altal bezart szége ismeretesek? (a= 17 19m.,,
dt= 12451 m., @= 168« 7' 43"%.

195) A huarnégyszdghdl ismeretes harom oldal és a
kortlirt kor sugara. Megfejtendd a négyszog,
(@= 5 m., b= 33m, c= 16m, = 325m

196) A harnégyszog megfejtend6, ha ismerjik két
oldalat és két atlojat, (a= 14 m., b= 13m,
di= 15m, d2= 156m)

197) Megfejtend6 a harnégyszdg, ha ismeriink bel6le
harom oldalt és egy szoget, (a= 41245 m.,,
b= 45C64m., c= 22347m, A= 88°18'32")
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198) Hatarozzuk meg a harnégyszdg szogeit, ha
oldalai: a=435m, b=78w, c=3265m
d = 406 m.

199) Ismeretes a haromszog egy oldala és harom-
sz0ge, hatarozzuk meg a harom magassagot, az
ezek talppontjait 0sszekotd egyenesek altal be-
zart haromszog szogeit és teruletét.

200) Ismeretes aharomszOg egy oldala és harom szdge,
hatarozzuk meg a szogfelez6 egyenesek hosszat.

27. 8 Feladatok a trigonometria alkalmazasara.

1) Mekkora a szabalyos 0OtszOg teriilete, beirt és
kordlirt kérének sugara, ha egyik oldala a=5m?

2) Mekkora a szabélyos nyolczszdg teriilete, beirt
és korulirt kérének sugara, ha egy oldalaa= 72m?

3) A szabalyos tizenhatszdg teriilete: 753 18 m.2
Mily nagy egy oldala, tovabba beirt és korilirt
koérenek sugara ?

4) A szabalyos hétszog teriilete t= 43 253 m.2 Mily
nagy egy oldala; beirt és korilirt kdrének sugara?

5) A szabalyos tizennégyszd% koralirt korének
sugara r = 17976m. Mily hossz( egy-egy oldal
s mennyi e sokszdg terllete ?

6) Mily nagy az 548 761 m. sugarl korbe irhatd
szabalyos™ harmincz-szdg egy oldala és teriilete ?

7) Mily nagy a 328'976 m sugaru korbe irhatd
szabalyos tizenkét-sz0g egy oldala és terilete ?

8) A szabllyos tiz-szdg terllete 42856 m.2 Mily
nagy egy oldala, beirt és korilirt kérének sugara?

9) Mily nagy a szabalyos tizennégy-szdg teriilete és
oldala, ha beirt korének sugara r= 0237m.?

101 A szabalyos nyolczszdgbe irt kor sugara 26 m.
Mily nagy a korulirt kor sugara, az oldal és a
terulet ?

I'l; Mily nagy a szabélyos tizennyolcz-szdg terilete,
ha kertlete 10296 m. ?

121 Mekkora oly kér sugara, melyben a 21 m hosszd
hiarhoz tartozé sz6g: a= 24° 16'39"?

13: Mily nagy az 50 m. sugar( korben a 32° 18 22"
nagysagu szoghdz tartozé har hossza ?

14) Ty nagy a hir hossza akkor, ha a kor sugara

_ 2-8m, ahurral szemkozt fekvé sz0g 125° 10" 12"?

I5 Mily nagy az 5 m. sugar(i korben a 6 m. hossz(
harral szemben fekvQ szdg? /



16) Mily nagy harnak felel meg a 8 m. sugar kor-
ben 7 m. hosszu iv?

17) Mily nagy a 12 m. sugard korben a 45° 45' 20"
nagysagu kozépponti szoghoz tartozé kdrsegmen-
tum terilete?

18) A korsector teriilete 10 m.a sugara 10 m. Mily
nagy a hozzatartozé har ?

19) Mekkora a 72 m. sugar( korben a 32 m. hossz(
harhoz tartozé kdrsegmentum terilete ?

20) Mily nagy azon kor sugara, melyben a 15 m.
hosaz(i hdrral 46° 18' 36" nagysagu kozépponti
sz0g fekszik szemben?

OId&uk meg a derékszogli haromszoget, ha
ismerjuk:

21) A beirt és korulirt kor sugarat;

22; A beirt kor sugarat és egyik hegyes szoget;

23) Beirt korének sugarat és egyik hegyes szogének
tang enset

24) M|I ?y a szabalyos otvennegy-szog egy oldala,

oralirt korének sugara 216

25) A szabalyos kilencz- és tiz-sz6g kerulete egyenlé;

mily nagy teriileteik aranya?

Megfejtendé a ferdeszogli haromszdg, ha:

26) r=25m., A=50°1225", B= 74° 4'40";

27ir= 11573 m, a 33479 m., B= 58239 23"

28) r=21%6m, a-j-b=56952m., c= 47-46 m.;
29 )r=06345m., a—b=0196m., A-=69°59' 13";
30) r=66m., k= 770m., a= 308m.

31) Mily nagy azon torony magassaga, melynek cstcsa
allaspontunkbol  42° 30 alatt latszik, alapjanak
tavolsaga pedig 389 m.?

32) Mily szdg alatt esnek a nap sugarai, ha a 34-53 m.
magas torony arnyéka 48 m. hossz( ?

33) Mily hosszii az 50 m. magas torony arnyéka,
mikor a nap sugarai 54° 20" 16" szog alatt érik?

34) Mekkora szog alatt hajlik a 2120 m. hosszu Ut a
vizszintes sikhoz, ha az 125 m. magas hegyre vezet?4

35) Valamely hegyre vezetd Gt emelkedése 5 2%)
mily nagy az emelkedési szog?

36) Megmérend6 oly cslics magassaga, melynek laba-
hoz nem juthatunk (14. abra) ha a=57"Tm,
C=58°23, B=67°45, 6
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A torony cslcsa 291-996 m. tavolbdol 13° 40
nagysagu sz0g alatt latszik; mennyi a magas-

38) Mlly nagy akkor, ha a tavolsag 86-63 m., a szog

39) Mlly nagy akkor, ha a tavolsag 28-122 m, a
szog 49° 15' ?

Mily nagy a napmagassag, mikor a 15-2431 m.
magas torony arnyéka 47-62 m. ?

4 1) Mily magasan all a nap, mikor az ember arnyéka
magassaganak kétszerese ?

42) M|Iy hossz(i a 65 m. magas oszlop arnyéka, ha
a napmagassag 51° 40' ?

43) Meghatarozandé A és B pont tavola (16. &bra),
ha BC= 144 m., B=60°6'12', C= 43°24".

441 Mekkora e tavolsag, ha BC= 135m., 6= &
53'10", C=42°21'20"?

45) Mekkora e tavolsag, ha BC= 250 m, B—>56a
40'20"; C= 32°46' 10",

46) Meghatarozandé A és B tavola (17. éabra), ha
CD= 260m., ACD= 104°25, BCD= 64° 25,
ADC= 56°15, BDC = 86°26".

47) Mily nagy e tavolsag, ha cb= 475m, ACD=
= 84°22"10", BCD 52°8'16", ADC 32°24'28"r
BDC = 74° 18 12"?

48) Mily na% a hold valosagos atmérGje, ha latszatos
sugara 3169"; a foldtél val6 kozéptavolsaga
51805 fdr. mfd. ?

49) Mily nagy a kor két parhuzamos hurja altal be-
zart teriilet, ha a kor sugara 48 m., a hdrok
tavolsagai a centrumtol 12 m. és 25 m. ?

50 Meghatarozandé a C felh6 ma%assaga (15 abra),
ha m—3m., «= 62»20'16" 7 12"

50 [I;/Illy gagy etavolsag, ha m= 15m, a= 45°20,

521 Mily nagv akkor ha m==0-3m, a—80°18 32',
R= 26°57"7?

53 Kiszamitand6 Dpont tavola A B és C-tél (18 abra),
ha =347 m., c=865m., A= 135°30', R= 65°42',

541U 44028'f|dt egfejtendd flt h

anezen felada ejten o eltéve, ho

bgy 287m., c= 256m., o d 7= 59532)
44' 18",

55 Milyen eredményhez jutunk, ha b= 52m
c= 48m., B= 18°30', t= 24°50"?
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56) Legalabb is mily magasnak kell lenni valamely
hegynek, hogy 21 mfd -nyi tavolsagrol meg lat-
hato legyen ? A fold sugara 859-5 mfd.

57) Hatarozzuk meg a folyo szélességét, ha e?(yik
partjan AB = 42 m. hossz(G vonalat mértiink le
s az A pontra vont mer6leges irdnyaban a tulso
,artokn Iév6 C pontot B-b6l 25° 27' 47" szég alatt
atjuk.

58) Mily széles a folgé akkor, ha AB= 75 m,,
ABC <£ =23»18' 16" ?

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket:
59) cosec. X= cotg. a;
60) 3.cotg. X-f-2.tg. X= 5;

«ly 7.7+ > = 122
sinx T
62) 3 co0s.2X-(-2sin.2X= 275;
63) cos. (X + y) sin. X — yj= — ¢

64) 5esin.2x —2 cos2x —3.sin. X .cos. X = 0;

65) x.cos.y= —3246219; x.sin.y= 5105827 ;

66) Mily nagy a 37° 43' 28* nagysagu ivnek meg-
felelé hur oly korben, melynek sugara 542-35m ?

67) Mily nagy azon_ kor sugara, melyben a 37° 43'
28“-nyi iv harjanak a centrumtol mért tavola
1470 m. ?

68) Mily nagy az elébbi példdban meghatarozott kor-
se_c];mentum tertilete ?

69) Mily nagy azon kor sugara, melyben a szabalyos
har és erint6 tizenot-szog teruletének kilonbsege
288 m 2?

70) Mily nagy azon torony magassaga, melynek
arnyéka 32° 15 napmagassagnal 108 m. ?

7 1) Mutassuk meg, hogy az oly haromszdg, melyben
tg. B:tg. C= sin.2B :sin.2C, vagy derékszogd,
vagy egyenl@szard.

72) Mutassuk meg, hogy az oly haromszdg, melyben

H - _ sin4C
sh. 9B = T 05362 derékszbgll, vagy
egyenlészaru. a3

73) Az oly haromszég, melyben: t= -j-és 1 -j- tg.

. _ 2.cos. C 4
(450 j-B) = Yooy vagy egyenldszary,

vagy derékszogd.
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74) Megfejtendé a haromszdg, ha ismerjuk két olda-
lanak osszegét, ugyanazok szorzatat és a harom-
sz0g teriletet

75) Mily nagyok azon hdromszdg sz6gei, melyben a
magassagok viszonya 2:3:17?

76) Harom kivilrdl érintkezd kér mindenikének sugara
75 m.; mily nagy a korok kozé es6 harom-
szogletd terulet ?

77) Megfejtend6 a haromszdg, ha az a és b oldalak-
nak a c oldalon valé projectidik kilénbsége
p* —pb—78m, a 43°36'10", s= 11°25'8".

78) Oldjuk meg a haromszdget, ha annak oldalaira

nézve a Kkovetkez§ egyenletek &llanak fent:

%= Z—; b24- c2= 25; b3—c2= 7.

Megfejtend6 a hadromszég, ha abbdl a oldal, az

ehhez tartoz6 magasséag és a b-hez tartoz6 kozép-

vonal ismeretes.

80) Valamely haromszdgben a magassagok mt=20 m.,,

m3= 24 m, m3= 30 m. Megfejtend6 a harom-

sz8g.

Egy folyé egyik partjan 440 m.-t mértek le. E

vonal A és Bvégpontjaibol a talsé parton kijeldlt

( pontot 61° 51" 34", illet6leg 22° 37'12" "szdg

alatt latjak. Mennyi a folyé szélessége ?

Egy maganos sziklacsics Apontbdl 43° 15' 26"-nyi

szOg alatt, a 635 m.-rel messzebb fekvé B-bdl

32°47" 19"-nyi szdg alatt latszik. Mily magas e

cstics s mennyire fekszik Atol?

83) A C és D-ben Iév6 két hajo tavolat keressik. E
czélbdl a parton lemérjilk AB 670 m. BAD = 40°,
BAC 96e ABC=44° és ABD = 113° mennyi-
ségeket. Végezzilk el a szamitast.

84) Mily értékhez jutunk akkor, ha AB = 350 m.,

BAD 24° 16 23". BAC = 39°42' 11", ABC = 20°,

ABD -91° 56' 24"?

Mutassuk meg, hogy a szabalyos 2n szog teriilete

mértani  kozéparanyos a hir és érint szabélyos

n szog teriletei Kozt

79

~

81

~

82

~

85;

86) Feitsuk meg\a haromszoget, ha abban a-f-c=
319 cm., A= 67«22'48", B = 53°7'48".
87) Valamely Kkor terlilete 42138 m.2 Mily nagy a

i25°20" 15" nagysagu kodzépponti szdghdz tartozo
korsector terlilete?

J.i vay: Trigonometria. 5
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88) A deltoid atl6i 6 és 6 m, kerillete 17-y m,,
mily nagyok az oldalak és szogek?

89) Megfejtend6 a derékszogl haromszog, ha annak
terilete 121'5m. Ze?ylk hegyes szoge 30°52'10°7".

90) A haromszég old a= 56m, b= 32m, a
kortlirt kor sugara r= 43 m. Megfejtendo a
haromszdg.

91) A haromszog egyik kdzépvonala 5dm., e vonal
az oldalakkal 47° 16' és 25° 38' szdgeket zar be.
Mennyi a haromszog terilete ?

Egy torony keresztie 290 m. tavolbol a szog

alatt latszik. E szog megkétszerez6dik, ha a

toronyhoz 150 m.-rel kdzelediink. Mily magas

a torony ?

93) Bizonyitsuk be, hogy barmely parallelogramma-
ban az oldalak négyzeteinek 0Osszege egyenld
az atlok négyzeteinek Osszegevel.

94) Megfejtendé a haromszdg, ha teriilete 234 m2
kerlilete 108 m. és egyik szoge 130° 26' 59".

95) Valamely haromszogben b= a-{-E c= a-j-2,

cosj&:gz Kiszdmitand6 a, tg B—, t%—

96) Valamely haromszdgben a-j- b= 1045 7ni., ab
= 271700, t ==18904m2 Megfejtendd a harom-
szo

97) Valamel haromszdg oldalai a, a4, a2, a
Iegklsebglk szog fele a Iegnagyobbnak Fejtsik
meg a haromszoget.

98) Megfejtendd a haromszog, ha ismeretes a oldal,
A szbg és b2-f-c2

99) Megfejtendo a haromszog, melyben b= 1--y3

92

~

100) Hatarozzuk meg a haromszdg és beirt kore teri-
Ietengk kilénbségét, ha: a= 23m., b= 28m,,
c=

101) Valamely haromszogben két sz6g Osszege 105°
12' 14"; ugyancsak kildnbsége 5° 14' 32"; a
haromszog feriilete 108132 m.2 Kiszamitando az
oldalak hossz(isaga.

102) Mily széles azon folyd, melynek szélessegét a
parttol 45 mnyire es0 helyrél 20° alatt latjuk?

103) Megfejtendoaharomszog melybena-j-b= 22m,
C= 63®35'40", t= 53-74m.2
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104) Hany oldalt azon szabalyos sokszdg, melynél
r= 2'5m,| p= 2-3777 m.?

105) A derékszogl négyszogbdl ismeretes a= 36m-,
b= 15m.; meghatarozand6 az atl6 és az oldal,
tovabba a két atlo altal bezart szog.

106) A derékszogli négyszog kertilete 350 m., alapja
100 m. Meghatarozando az atlok altal bezart szog.

107) Megfejtendd a derékszdgl négyszdg, ha alapja
84 m., atloja 85 m.

108) Megfejtendd a rhombus, melynek teriilete és
kerulete ismeretes; és pedig: t -7776 m.2 k=

500 m
109) Mekkordk a rhombus-szdgei, ha &tldinak ara-
nya 1?

110) A rhomboid alapja 10 m., egyik atléja 34 m., az
oldal és atl6 altal bezart szog 27° 15' 18" Mily
nagyok az oldalak, a szogek és a teriilet ?

il Ismeretes a rhomboid két &tléja, d= 98 m.
és dx= 124 m. és az atlok Altal bezart sz6g
C—135° 54' 124". Mennyi a terilet?

112) A symmetrikus trapézbana 1052 m., b=532 m,,
¢ 269 m. Mennyi a negyedik oldal, mily nagyok
a szbgek és a terulet?

113) A symmetrikus trapézban az alap 56 m., az
eri nem parhuzamos oldal 24 m., e két oldal
altal bezart szog 49° 30" 45". Megfejtendé a
trapéz

I 14) Keressik ki a symmetrikus trapéz ismeretlen
alkotdrészeit, ha két parhuzamos oldala 244 m.
és 188 m., az alapon fekv§ szg 81°49'43-6".

115) Ismeretes a két parhuzamos oldal és az atlé.
(a= 484m, c= 244m, d= 365m.)

16 Ismeretesb= 221 m, m= 171 m,t= 90288 m3

Megfejtendd altalanossdgban a haromszdg,
ha ismeretes:

117) egy oldal, az ezzel atellenes sz6g és a masik
két oldal dsszege ; )

118 egy oldal, az ezzel atellenes szdg és a masik
ket oldal kiilonbsége ;

119 két oldal és a maga_ssé?(;

120) a szogek és a korllirt kor sugara ;

12! egy szog, a kerllet és a kordlirt kor sugara;

122 egy szog, egy oldal és a korilirt kor sugara;

5
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123
125

127
129&
131)

132'

133)

134)

135)
136)

137
138)

139)

140 i
141)

142)

rab c; 124) rab —c;

t, K A; 126) Tr1KA;

p K, A, 128; pK, t;

pa b+c; 130) pab—c
Megfejtend6 a derékszog( haromszdg, melynek

kerllete 60 m., befogoinak kiilonbsége 5 m.

A trapéz-alaki 3600 m.2 nagysagu telket egyik
atléja egy egyenl@oldall és egy ferdeszdgl harom-

szogre bontja A részek terileteinek aranya-".
Mekkorak az oldalak ?
Egy haromszog oldalait a\ x2—540

442 2x
egyenlet gyckel adjak. A nagyobb oldallal szem-
ben fekvd szog 73° 45' 20". Megfejtendé a
haromszdg.

A trapéz parhuzamos oldalainak hossza 12 35m.,
17 83 m., a nem parhuzamosaké 9m.. és 112 m.
Mily nagyok a szogek és a teriilet ?

A hdromszog oldalai: 2852 m., 198 m. és 226 m.
Mily nagy a korulirt kor terilete ?
Kiszamitandok a derékszogl haromszdg oldalai
és szOgei, ha ismeretes a két befogd Osszege és
az atfogohoz tartozo magasség?

A ferdeszogli haromszdg oldalai: 8 m. 12 m.
15m. , szamitsuk ki a beirt kor teriletét,

Mily magasan all foléttink az a felh6, melyet
10 m. magas partrol 56° 10 elevaczio-szog alatt
latunk, ha a feln6 képét az alattunk Iév6 td
tikrében 36° 10" depressio-szdg alatt észlelhetjik ?

A haromszdgben két oldal aranya a vel6k
szemben fekvl szogeké pedig i. Mily nagyok

a szogek s milyen a 3-ik oldal aranya a 2 els6h6z?
Valamely haromszégben a -f-c= 450 m ;
A 56°1824", B 47°8'26" Megfejtendd a
haromszdg.

A héromszdg oldalai: 24 m, 30 m., 36 m., mil
nagy az ezen haromszoggel egyenld teriiletd,
szabalyos 6tszog egy oldala?

Mily nagy az 56 m.-es oldalakkal bir6 négyzet-
tel egyenld teriileti szabalyos hétsz6g egy oldala?
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143) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:
cotg. X-f-tg. X= 2; sin. X. cos. y=

144) Két e%yenl(j 42 m. sugart kér Ggy metszi egy-
mast, oEy centralisuk 56 m. hosszl. Mennyi a
két kor kozos terulete ?

145) Valamely haromszogben: A = 3% 34' 30"
C= 80°25'30, t= 80362 w.5 Mily nagyok az
oldalak és a korulirt kor sugara ?

146) Oldé'uk meg a haromszoget, ha abban: C= 82°
40'92", ¢c= 75m, b2—a2= 1400 25 m.2

147) Mutassuk meg, hogy a ferdeszdgli haromszog-

. . B .
ben sin. —.sin. — . sin. —c —.
148) Mutassuk meg, hogy a ferdeszdg(i haromszdgben
. B—C b—c A

sm. 2 ~ a cos- 2-
149) Hasonléképen : cos. — ~ A cLsing .

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszdgben:
Laz2 a2—bh2
150; -7 B = m (k=)
151) 2ab = (a2-j- b9 .cos. C—c2.cos. (A —B);

52} **(h+ C)= 1+ E.* B ;

153) sin (A- B)= - 1(@b~ bl ;
154) 4t —bs.sin. 2C-j-c2.sin.2B;

155) t= s. bAc—a -g. éA‘

: _ c2 .
156, cotg A-j-cqle. B= p—in ¢ -

157) —-:-—_'g %iic = coté W .cotg.£B

Oldjuk meg a kovetkez§ egyenleteket:

153i X-f-y = 131° sin. X+ sin.y= 72588 ;
15ft x —y —4°; cos. X-j- cos. y= 169506;
160 x4-y = a; sin.x.sin.y= b;

161; X-j-y—m; sin X.cos.y = n;

16l. x4-y= 63° sin x. sin.y= 02185;



164) x —y ; tg. X—tg.y= u;
X _ . sine X

165) 7— h, ‘éa‘s"‘y'— k,
cotg.x— sec.x 1

: cotg. X fg i
167) cotg X.tg. 2x —tg. X.cotg 2x = 2.

Oldjuk meg a haromszoget, ha ismeretes:

'168) a= 6 m., ¢ oldal projectibja az a-n 2-4 m,
C—>58°26' 10";

169) b és c projectibja a-n 78 m. és 91 m,
A=25» 8' 16";

170) ab= 53040; a—b= 19; A= 128°9 06" ;

171) ab=90; c= 17m., r= 10625m.;

172) a+ b=4Ilm., A-B  30029'12", r= 10-833m;

173) a—b= 8m, A-fB  15105522";
r=10625m ;

174) a-}-b = 13m., az a-hoz és b-hez tartoz6 kozép-
vonalak 69 m. és 61 m.;

175) a= 318 m, b= 181m, A= 64°58'38-5";

176) a=8m, b= 76m, r 565m.;

177) a+b = 9m., A= 45<>5045", B= 52«50'10";

178) a= 408m., c= 401m., t=8160m .2;

179) a= 74m.,, b= 130m., b= 32«40' 26".

180) Valamely kor sugara 156 m. Mily nagy abban
a 9_-89m hosszu hdrral szemben fekvd kdzépponti
52097

181) Mily nagy a 25 m. sugar( korben az 51 m.-nyi
ivvel szemben fekvé kozépponti szog ?

182) Bizonyos 10 m. sugard kor két atmérdje 38°
56' 18"-nyi sz0g alatt metszi egymast. Mily nagy
az atmérok vegpontjait 06sszek6td harok altal
képezett négyszog teriilete ?

183) Mennyi a negyszog terilete akkor, ha a sugar
32 m és az atmérok altal bezart sz6g 60° ?

184) Milyen szog alatt metszi egymast a ket atméro,
ha a kor sugara 5 m., az atmérék altal meg-
hatarozott négyszog teriilete 16 m.2?

185) Mily nagy e szog akkor, ha a sugar 18 m., a
négyszog teriilete pedig 47 m.2?

186) Mennyi a korbe irt szabalyos kilenczsz6g terii-
lete, ha az érint6 kor sugara p= 3 m.?

187; Mennyi a szabalyos tizenkétsz6gé, ha p= 7m. ?
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188) Mennyi a szabalyos 6tszog terlilete, ha korilirt
korének sugara 6'5 m ?

189) A szabalyos tizén6tszog egy oldala 2 m.; mennyi
a beirt és korulirt kdérének teriilete kdzt mutat-
kozé kilonbség ?

190) Egy trapéz tertlete 204 ni.3 parallel oldalainak
kilémbsége 14 m., a nem parallel oldalaké 2 m.,
a szemkozt 1év6 szogek kuldmbsége 59°29' 23"

MiIK nagyok az oldalak ?

191) A haromszég megfejtendd, melyben: a-j-b =

216m., C= 67°22'56"; r 65m.

192) Melyik szég az, melyre nézve: sin. x -f- cos. X -j-
-j- tg. X-f- cotg. x -)- sec. x -f- cosec. x= 7?

193) Mily nagy azon korsector teriilete, melynek
sugara 7 m., kozépponti szdge 50°20'40"?

194) A rhombus terilete 2125 m.3 egyik szoge 128°
26' 30". Mily nagy egy oldala?

195) A rhomboid teriilete 74212 m.3; egyik szdge
28° 31' 15", egyik oldala 154 m. Hany m. a
masik oldala?

196) Mily nagy a korbeirt szabalyos tizszog egy oldala
ha a kor sugara r= 7125 m.?

197) Mily nagy azon kor sugara, melyben a 120°-nyi
szoggel biré korsector teriilete 462 m.3?

198) Mennyi a 4'6 m sugarl korbe irhatd szabalyos
nyolczszdg egy oldala ?

199) Mily nagyok a parallelogramma oldalai és szogei,
ha ‘&tldinak hossza 8 m. é 95 m, terlilete
3205 m.3?

200) A B, C egy vizszintes egyenes harom pontja,
D egy épilet csucspontja, a, B, y az AD, BD és
CD egyeneseknek a vizszintessel alkotott szogei;
mily magas az éplilet, ha: AB= 50m., BC= 30m.,
a= 9°29'41-5", B= 15»14', 7= 27°51"7?
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