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El6sz0.

Ez a fuzet nem azoknak van szdnva, akik a felsébb
matematika szadmoldeszkdzeinek hasznalataba akarjak
begyakorolni magukat, erre mar vannak jél megirt
fuzetek és kdnyvek magyar nyelven is, hanem azok-
nak, akik az emberi tudas e legprecizebb, legkidol-
gozottabb és egyszersmind legemberibb &aganak fo-
galmi alkatara és problémaira kivancsiak. Magukat
az alapvet6é fogalmakat szedjik itt majd széjjel
avégett, hogy 0Osszerakasukat, egymasbaszévddésiket
és valosaggyokereiket lehet§ élesen kipécézhessik.
E célnak megfeleldleg nincs is e flizetben semmiféle
mveletszabaly, sem kiszamitasra varé feladat, tehat
az olvasotdl nem kivadn semmiféle szamolasbeli kész-
séget, s6t el6leges matematikai ismereteket sem. Csak
a tizes szamrendszerben felirt szamok kezelésmodjat
tételezi fel ismeretesnek, ezenfelll csupan igen komoly
és egyetlen részletet ki nem felejtd, feszilt figyelmet
kivan. Aki ezt a tdrgyhoz pontosan illeszkedé figyel-
met rdszanja erre az olvasméanyra (ideértve az 6ssze-
vontabb helyeken mondottaknak szadmbeli Kkiirasat
vagy lerajzoldsat is), azt e flizetke végigvezeti a
kézbnséges egész szamoktdl indulva a matematika
legfontosabb Gtjain és egy-két legkénnyebben meg-
kdzelitheté kilatonél, nyilt probléméanal, még bejarat-
lan teriletekre is bepillantast nydjt munkéaja fejében.
De dolgoznia kell: oly, oriasi, szazadok megfeszitett
munkajabol fakad6 szellemi kincset, mint a mate-
matika, kényelmesen, futtdban valé olvasassal még
tavolrol és nagy vondsokban sem lehet megpillantani.

Budapest, 1913 oktober ho.
Dienes Pal.
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l. Fejezet.

Egész és tortszam.
A mennyiségtan Kkivételes helyzete.

A mennyiségtan helyzete a tudomanyok kd&zott
egészen sajatsdgos. Megallapitott igazsagai annyira
biztosak, hogy benndk még a bdlcselked6k sem igen
szoktak kételkedni. Szeretndk tehat a pontos termé-
szettudoméanyok k&zé sorolni, annél is inkdbb, mint-
hogy ezek, kilondésen a csillagaszat, természettan,
vegytan stb. lépten-nyomon felhasznaljak eredményeit
és maddszereit. Semmi esetre sem vagyunk hajlanddék
a pontossaggal éppen nem dicsekedd torténeti vagy
szellemi tudomanyok k6zzé iktatni. Egy kilén6s koril-
ménynél fogva azonban mégsem tudjuk fentartas
nélkil egy kalap ald szoritani pl. a természettannal.
Ugy latszik ugyanis, hogy a mennyiséglan nem sz6l
a természetrél, a targyak valésagos eseményeir6l,
amiknek torvényszer(iségeit meg éppen a természet-
tudomanyok kutatjak. Hogy a masodfokl egyenletnek
hogyan keresem ki a gydkeit, az kdzvetlen vonatkozés-
ban nem &ll semmiféle tényleges természeti tinemény-
nyel. Innen van az az elterjedt hiedelem, hogy a
mennyiségtan inkdbb légvar, mint er6ditmény s éppen
megfoghatatlansdga az ereje. A természettanhoz ké-
peit mintha semmit se markolna.

Ennek a bizonytalansagnak, amit kilénben majd
mindenki érezhetett kdzépiskolai palyafutdsa alatt, az
okai nem egészen hitak. Hiszen a tantervbe bevett
aigebrarészlet annyira nem jellemzi azt az driasi szellemi
tokét, mit matematika név ala a leger6sebb gondolkodd
f6k Osszehordtak. Még az alapvet6 fogalmak meg-
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ismerését sem teszi lehetségessé. Megkiséreljik ebben
a kis flizetben lehetéleg kozvetlen GUton-médon, f6-
fogalmainak boncolasaval vazolni azt a gondolatrend-
szert, minek Kkiépitéséhez legel6bb fogott hozzad az
ember esze s el is ért mar benne valami maradandot,
értjuk a mennyiség tudomanyat, mit mint minden logikai
egészet csodalatosképen nem részeibdl 6sszerakva,
hanem ellenkez6leg, folyton az egészet vazolva s a
vazlatot folyton fejlesztve lehet csak igaz ismerdsinkké
tennink. Kozben igyekszink majd mindenitt ramutatni
tudomanyunk valdsagelemeire, még pedig nem csupan
a kiindul6 helyeknél, hanem a szerkezeti sajatosséa-
gokban is. igy majd némileg megérezhetjuk, hogy a
mennyiség (iac-jéb6l készult bonyolult jelrendszeriink
a legtokéletesebb valésagnyelv. Az eseménygordiilé-
sek tényleges meghatarozasanal nincs ugyan szava,
'belsé megismerésik azonban altala valik lehetségessé.
A fizikai okhal6zathél kiesik, de a szalak bogozéda-
sat csakis vele kovethetjlk.

A targyak a vilagban egymas altal és mégis

kalén vannak.

Elsé dolgunk roviden vazolni a targyi vilagnak azt az
arculatjat, amit éppen a mennyiség fogalma igyekszik
visszatlikrézni. A természettudomanyoknak a maguk
0sszességében nincsen talan mélyebbre szanté altala-
nos eredménye, mint az, hogy a targyak minden tu-
lajdonsagat a tobbi targy hatarozza meg. igy példaul
a k6 sulya nem valami raragadt, 6t jellemz6 min@ség,
mert a holdon vagy a napban egészen megvaltozna
s ha a k6darab egyedil lenne, sulyarél semmikép se
beszélhetnénk. Még vilagosabban latszik ez a szinek-
nél és hangokndal. Hogy a fotelem sotétvérds, az csak
jelezni kivan egész sor valtozast: napfényben vilagos,
arnyékba es6 része sotét, néhol egész fehér, masutt

6



rézsaszin vagy feketés, amilyenné valik az egész fél-
homalyban. Vilagité test kell tehat, meg még sok
més kulsé feltétel teljestlése ahhoz, hogy a targynak
meglegyen valamind szinessége. Es ugyanigy all a
dolog a targyak bens6bb eseményeinél is. Példaul az
er6kifejtésnek értelme sincs szembendllo, tehat kilsd
meghataroz6o nélkil. (Gondoljunk Newton harmadik
torvényére, miszerint a hatds mindig ugyanakkora
ellenhatéassal jar egyitt.) Mar pedig er6hatasnak kép-
zeljuk az 0©sszes mozgas, h6, elektroméagneses, s6t
vegyi és szervezeti torténéseket is. Faraday, a leg-
nagyobb kisérletez6 a fizikusok ko6zdtt, megmondta
mar, hogy igazdban minden atom mindenitt van, ahol
hat s igy betdlti a vilagot. Elhatarolasuk tapintas Gt-
jan onkényes, mert igy csak egy hatast tekintiink a
sok ko6zzll, amit a test kifejt. Az egyes targy mibenléte
tehat a kornyez6 vildg er6hatdsainak rajta tortént dssze-
verddése. O maga is belejatszik mivoltjanak meghata-
rozasaba, de csak olyforman, hogy felel a ratér6 ha-
tasokra, még pedig sokszor nagyon kilénb6z6 eréket
egyesité egységes magatartassal, minémiséggel. Epp
ebben és csakis ebben mutatja meg, hogy milyen.
Az eleven test, ebb6l a szempontb6l kiindulva, abban
kilénbozik a nem él6 targytol, hogy kezdeményezni
is tud, célja, szempontja van, mi miatt az eredmény
szaméara tobbé nem kozombds. Nem akar minden
aron érvényesilni az eredében mint alkoté rész. Ha
az alakulads nem kedve szerint folyik, gatolni térekszik
az egész esemeny létrejottét: nem cselekszik.

Az egyes targyak nem kilén valésagok tehat. Mint
valok, lev6k egymaésba kapcsoltak, egyméast megha-
tarozok. A természetkutatd elétt a vilag szdvevényes
egymasrahatds, er6halézat, hol az egyes a sok altal,
némileg azonban azzal szemben jut csak létezéshez,
megjelenéshez.



Ez azonban nem azt mondja, hogy az egyes targy
semilyen maddon sincs kilén. Azért, hogy 0 egy-
maga egyaltalan nem lehet, mégis, mikor a tobbi
segitségével van, kilén egyén is, a maga sajatos felelés-
maddjaval a tébbi targybol eredd hatdsokra, a maga
hataskorével a korotte alakulé folyamatokra. Hiszen
maga az er6 is ilyen elemi egyén s igy, ha egyének
nem lennének, a vilag — legalabb is mint fizikai
megjelenés, mint tinemény — nem lenne.

Egész szam.

Az egyén és a minden e kilénés kap-
csolatat itt nem boncoljuk tovabb, mert a
szamfogalom jelentése leginkdbb abbdl
az el6bb emlitett ténybd6l ered, hogy sok hatés val-
hatik eggyé s hogy egyetlen felel6 hatas szamtalan
alkotd6 megindulds ¢sszeolvasztasa. Osszefogni, egye-
siteni tObbet s érezni, hogy az egységes 6sszefogés-
ban a részek tovabb is fenmaradnak, ez az egész
szam. Hét targy példaul, mint csomo, egy, aminek
mint ily hetes csomdnak kilén sajatsagai vannak.
A csomoéssaga, szamossaga egyéni, egyetlenegy. Mas-
részt éppen azért hét s nem egy, mert csomo, mert
tagokbdl, részekbdl all. Egy és mégse egy — mint
minden val6saggal levé a vilagon. A szam nem fejti
meg ezt a tényleg mindenitt jelenlev6é rejtvényszeri-
séget, csak jelzi gondolatunknak, szimbolizdlja azt
egyetlen jelrendszerrel s épp ebb8l vesszik észre, hogy
ugyanez a kuléndsség fordul el6 szamtalan esetben,
igy valik ismer6ésiinkké, megértetté, ami eszinknek
el6bb talan furcsa volt. Az egész szam tehat elsGsorban
a dolgok Osszen6tt s mégis kilén életének jelképes gondo-
lata. A szadm igy a legaltalanosabb forma, amiben a
tényleges valdsagot gondolnunk kell. Ugyanis magat
a puszta levést, ténylegességet sem lehet végiggon-

Egész szam
és valdsag.
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délIni sokszeriiség és egybetartozas, egység nélkil, de
még ha lehetne is, a mar ténylegesen jelentkezd val6-
sdg — mint sajat énunk eseményei vagy a fizikai
vilag barmely folyamata — okvetlen ,tobb és mégis
egy“ tagozodaslu. Az egész szamok a ,tobb és mégis
egy*, ,.egy és mégis tébb“ altalanos vilagtagozodast jelzik.
Ezért alkalmazhat6 — legaldbb elvben — a tényleges
vildg minden tineményére a szdm fogalma. Minden-
ben, mit egy pillanatra egynek gondolunk, lehet tdb-
bet felfedezni; ezeket hivjuk részeknek. Masrészt bar-
melyik csoportja a tineményeknek mutathat egylvé-
tartozast, egyseget. A vilag azonban még sem puszta
szambeliség. Példaul a lelki tiineményekben kifeje-
zésre jut olyasvalami is, amire a szdm éppenséggel
nem illik: a valasztas, elddontés folyamatdba rejt6z6
hatdrozatlansadg, a ,nem kész“, a ,még sokfélévé
valhaté“, az él6-hatd lehet6ség. Ezért hangsulyoztuk
fentebb, hogy a szdm a ténylegesre, a mar adottra,
készre vonatkozik s nem magéara a valamivé valasra.

Ezek a meggondolasok, mik a szam-
fogalom valdsaggyokerére igyekeztek
ramutatni, nem mondhattak még sem-
mit az egész szamnak, mint jelrendszernek sajat-
sdgairdl. Pedig csak ott kezd6dik a matematika

Az egész szam
mint jelrendszer.

— még az elemi iskoldé is —, mikor a val6sagra ra
se hederitve, maganak a jelrendszernek 6nmagabdl
fakado rejtvényeit kezdjik fejtegetni. Ilyen méar a

szOtzotabla (egyszeregy) osszeallitdsa is. Egyaltala-
ban nem hivatkozunk itt semmi kils6 valésagra, ha-
nem azzal, hogy barmeddig el tudunk szaladni a jel-
rendszerben (t. i. az egész szamok sordban), meg-
allapitjuk elébb az 6sszeadas szabalyait, majd ezekbdl
a szabalyokbol a szorzaséit. Ezért érezzik sokszor,
hogy mihelyt matematizalni kezdiink, kicsuszik a talaj
a labunk aldl. Pedig egyszerllen nem gondolunk a
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talajra, mert szikségtelen. Ebb6l a szempontbdl meg-
itélve, a nyelvtudoméanyhoz is szoktdk hasonlitani a
mennyiségtant. A nyelv is jelhalmaz és a nyelvtudo-
many eme jelhalmaz sajatossagaival foglalkozik. Van
tehdt némi hasonlatossdg, de ez nagyon santit. Két
okbol. El&szor is a nyelvet alkotdé jelek, a szavak nem
alkotnak igazi rendszer-L Az egyes targyak, esemé-
nyek, érzések kulén-kulén sugalltak az embernek
valamilyen hangot, jelet, mit hogy G4gy mondjuk eré-
szakosan, dnkényesen kapcsolt kiils6 megfelel6jéhez.
Mutatja ezt a nyelvek sokfélesége is. Ami rend van
benne, azt késébb hozta létre az utdnzas (minden
igét dnkéntelenlil egyforman ragozunk), az egysze-
rlisités és takarékossag. Az egész szam ellenben maga
a megtestestlt rend mar kezdeteiben is. Masrészt a
mod, ahogyan a szavak 0Osszefiiggenek a valéséaggal,
nem jelent ki semmi fontosat magar6l a valdsagrol,
mig a mennyiségjelek annak legdaltalanosabb s egyik
legmélyebb tulajdonsagat szemléltetik. Ezért oly mér-
hetetleniil hatalmas eszkdz a matematika a természet-
kutatdé kezében, mig a nyelv megmarad leir6 szer-
szém szerepénél. Viszont ugyanezért a hatdrozatlan-
sagért van a nyelvnek miivészete is — az irodalom —
mig a mennyiségjeleknek éppen szigord rendszer(isé-
gik miatt csak tudomanyuk lehet.

. ) Az egész szamnak mint jelrend-
éinak Toforrisa a SZrnek onmagdbol el6Allo rejtvényei
végtelenség gondolata,  K0ZOtt legrejtélyesebb a végtelensége.

Eppen a rendszer szerkezeténél fogva
— ami, ismételjuk, a tovabbszamlalasbdl all — a jel-
sereg kimerithetetlen. Az utolsénak mondott jel utdn a
képezési torvény szerint még mondok egyet, ami még
nem lehetett az utolsé el6tt, tudniillik eggyel tovabb
szamlalok. A tovabbszamlalas tehat, ha akarjuk, ha
nem, egy csapasra minden tagot megad és ténylege-
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sen egyszerre el6allitani mégse tudjuk &ket. Ugyanis
nem lehet a rendszert ugy kibontani egyes tagjaira,
hogy azok mind a maguk teljes egyéni mivolta-
ban egyszerre megjelenjenek, mert akarhanyat al-
kottam is, mindig marad még alkotni val6 s azért az
egyes tagok mégis a legszigoribb teljességgel meg
vannak hatarozva, egymastol elkilonitve. Mindeniket
ismerem, mégsem Allithatom el6 valamennyit. Ez a
matematika legcsodalatosabb ténye. Csaknem minden fel-
adataba befurakodik s mindeniitt ez képezi a kérdés
bibéjét. Az egész Ugynevezett fels6bb mennyiségtant
az jellemzi legjobban, hogy szantszdndékkal nekimegy
ennek a csodanak és megprébalja, ha nem is meg-
érteni, legalabb kezelni. A fentebb mondottakbdl nyil-
vanvald, hogy ez a kényelmetlen tényallas, ami annyi
fejtorést okozott mar a legokosabb embereknek, nem
onnan ered, mintha a jelrendszer — mit ezutan szam-
nak fogunk emlegetni — nem sikerllt volna. Hiszen
egyszerlien kifejezi jelekben, a rendszer és a tagok
szembeallitasdval a vildg egylvétartozasanak és az
egyén kulén mivoltanak ellentétét. Mutatja ezt kildn-
ben utdlagosan a fels6bb mennyiségtan mélységes
sikere is a természeti tinemények pontos megfogé-
saban. Szerkezeti hiba bajosan jarhatna ilyen ered-
ményességgel. Latjuk tehat, hogy nemcsak kiindula-
sdban, hanem feladatai, kérdései alakuldsdban is meny-
nyire valdsag-nyomon halad a matematika.

Az egész szamok Aaltalanos vizsgalatat
Cantor, német matematikus, (izte legmesz-
szebb s jutott igy el a legkiléndsebb ered-
ményekhez, mikor megallapitotta a végesentuli (trans-
fimt) egész szamok fogalméat. ime az okoskodésa. Az
egész szd&m azt jelenti, hogy valahonnan kiindulva
megteszek egy Ujabb jelt éppen utdna jov6 egész
szamnak s ezt csinalom vég nélkil. Képzeljik most

A végesenfuli
rendszamok.



mar el, hogy az els6 nekifogassal ily médon megvan
mar egytdl kezdve valamennyi egész szdm: szaz, ezer,
millié, billio6 stb. A maéasik nekifogaskor ugyanaz a
képezési elv. — hogy tudniillik el6veszek egy Ujabb
jelt s azt nagyobbnak teszem meg valamennyi el6zénél
— oly n (mondd: émega) betlivel jeldlt szamot fog adni,
mi egyrészt az egész szadmok el6re elfogadott képezési
elve szerint készilt, masrészt a meghatarozasa szerint tal
van valamennyi ko&z6nséges, azaz véges nagysagu
egész szamon. Ez az els6 végesentili egész szam.
Ujabb nekifogas megadja <+1, w0 +2, ... sth. vég-
telen sorozatot csupa végesentili egész szamokbdl és
igy tovdbb. Egyszer( téri abrazolds mutatja, hogy ez
a tréfasnak feltlinhet6 gondolatjaték mennyi valdsagot
tud kifejezni a vilagnak arrol az arculatjarol, tudniillik
a részek egymasra vonatkozasarél, a rendrél, mit a
matematika van hivatva szemléltetni. Vegylnk el6 egy
két centi hosszl egyenes vonalat s vegylik szemugyre
rajta azokat a pontokat, amelyek a O0-t6l szamitva

£ fE£mmErl 1+£ 1+ §
1 abra.
i |
0, a . —,...sth. tavolsdgra esnek. Csatoljuk

még ezekhez a 0-t6l 1 1+ * 1+t sth. tdvolra esGket
és probaljuk meg ezeket legtermészetesebb rendben,
nagysaguk szerint felsor/c\;lni. Els§ lesz a 0, 2-ik az a

i
3-ik a s, sth.; W-edik az A hol n valamelyik, kulén-

ben barmelyik, egész szdm helyett &ll (n a numerus
sz0 kezddbetlijére emlékeztet). Annyit mond ez, hogy a
vizsgalt pont annyiadik a sorrendben, amekkora egész
szam a nevez6je. Hanyadik most mar az 1? Tual van
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valamennyin, nagyobb mindegyik egész-szamuadik-
nal. A vizsgalt ponthalmazban az 1 nagysagrend sze-
rint az co-adik. Az 1+i az &+ l-edik, és igy tovabb.
Az < jel nyilt vagy rejtett hasznéalata nélkil nem is
lehetne a megadott pontok (illetve tavolsdgok) nagy-
sadgrendjét szemléltetni.

Tortszam.

e . Az egész szamok csupa egészek-
| Tortszam € Valoség. b6l rakddnak &6ssze, benndk még
nem jut eléggé kifejezésre az a tény, hogy maga az
egységll vett sem kulénb a beléle 0Osszerakottaknal,
azaz hogy 0 is részekbdl allénak tekinthetd. Ezt szem-
Iéltetik részletesen a tortszdmok: 2, i, i, ...

altaldban — hol mis, n is barmelyik egész szdm lehet.

A nevez6 megnevezi a felosztdsmodot, hogy példaul
4 felé osztandd, a szamlalé megmutatja, hogy az igy
képzett részekbdl hanyat kell 6sszeszamlalnunk. Az
m egyel6re kisebb, mint az n, jelekben, W <n, vagy
egyenl6k s ekkor az értelmezés szerint Gjra az egy-
séget magat kapjuk, mert a gondolt felosztas utan
ismét oOsszeszedjik valamennyi részt. A tortszamok-
nak. mint mennyiségtani lényeknek (ez alatt magat
a jelrendszert értjik valdsag-vonatkozas nélkil) meg-
oldasra varé feladatai pedig onnan erednek, hogy
minden egész szam egyseg is lévén, arra is alkal-
mazand6 az ., i, 8 i, ... stb. felosztdsmdd s igy
megvizsgalandova valik, mi is torténik akkor, ha az
egész szamot a maga teljes értelmében gondolom el,
tudniillik egyidében mint egységet és mint tobbséget
veszem szemigyre. Hogyan kell példaul kifejeznem
a nyolc felezését, ha nemcsak arra akarok gondolni,
hogy a nyolc valami és ennek felét jelzem (ekkor
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megmaradnék a nyolc fele, mondjuk * kifejezésnél),
hanem arra is, hogy az a valami, amire gondolok,
nyolc egységhd6l all ? Ekkor juthatok csak el ahhoz
az eredményhez, hogy a nyolc fele éppen 4, jelekben
t=4. Ez az egyenlet nem hid tehat, azaz nem azt
mondja, hogy A —A, hanem érdekes d&sszefliggést
fejez ki két lehetséges felosztas kozott.

Barmelyik felosztds utdn tovadbba az eredményt
Gjra egységnek is kell gondolnom, mert valaming fel-
osztassal nyert részekb6l — tehat ha akarom, egy-
ségekb8l — valahanyat 0Osszefoglaltam s igy ugyan-
azt miveltem, mint mikor egész szamot képeztem,
tehat folytathatom rajta a felosztast. Bonyolult fel-
adatok ezek az elemi iskolasoknak, amiket nem is
6k oldanak meg, hanem a tdrtszamokra megallapi-
tott négy alapmivelet: dsszeadas, kivonds, szorzas,
osztas intéz el rovidesen, gépiesen és végérvényesen.
Itt kezd bonyolddni a mennyiségtan gépezete s viszont
itt tlnik ki legegyszeribben hatalma is. Mennyivel
egyszeribb és biztosabb a jelek kezelése — par,
kivételt nem ismerd rovid szabaly — mint maguk-
nak az egymasra halmozott felosztdsoknak elgondo-
lasa. S mivel az igy alkotott jelrendszer éppen szerkeze-
tével sem tobbet, sem kevesebbet nem jelez, mint a valo-
sag egyik alapformajat, az egység-tdbbség egyidejli meg-
valosulasat, a szerkezeti sajatossagok is egytdl-egyig vald-
sag jelentésiek lesznek. Nem kell félniink, hogy vissza
nem nézd, dnmagukbdl merit6 mennyiségtani felada-
tok tovaflizése elterelhet benniinket a val6tél. Nem,
mert annak egyik igazi megjelenésmodja luktet tovabb
bonyolult gondolatjarasainkban.

A thriszimok A tortszamokat réképzelhetlef az egye-
az egyenesen. N€S vonalra. Kezddpontot vesziink fel az

egyenesen (0) s onnan jobbra felmérjik
az l-et(példaul a centimétert valasztva egységnek), a 2,
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2. abra.

3, .. egész szamokat, majd kozibik az f, ¢, ..
valamennyi tértet. igy minden egész és tortszamnak
lesz helye s jelzik helyik tavolsagat a kezd&ponttdl.
Az egyenest s(r(n ellepik, mert adott tizedestorthoz
mindig van téle csakis nagyon tavoli tizedesjegyben
s igy akarmilyen kevéssé kulonb6z6 masik szam.
Valamint a tortszamok a lehetséges
felosztasok jelhalmaza, épplgy a nega-
tiv szdmok a lehetséges kivonasoknak &sszeadastol
fuggetlen jelzései. A -12 jel annyit mond, hogy, ha
majd lehet és kell, 12-vel kevesbhitink; jelez tehat
példaul 12 kor. ad6ssagot. A —I12+8 jel szerint mar
csak 4 marad levonandd, tehat —12+8=4. Haszna-
lati szabalyai kozil csak azt emlitjik meg, hogyha
a levonanddé maga is negativ szdm, akkor levonasa
abban all, hogy pozitivvd lesz. Példaul —8 el6for-
dulhat - (10- 2) alakban, vagyis ugy, hogy el6bb
+ KO-et, azutdn —2-t kell levonni. Ha pl. az els6 tag
egyel6re ismeretlen, X, s csak kés6bb deril ki, hogy
épen 10: — (X —2). A +10 levonva —10, a —2 levonva
+ 2 lesz, mert a levonandd nyolcat ugy foghatom fel,
hogy el6bb veszek levonand6 10-et (— 10), most azonban
soka! vontam le sigy a kett6t hozzdadanddéul, azaz + jel-
lel keil mar vennem; tehat —(10—2)=—10+2=—38. Innen
van az & szabaly, hogy negativ szam szorozva negativ
szammal pozitivot ad. Természetesen tértszam is lehet
levonandd s igy vannak negativ tértszdmok is. A negativ
szamokat az egyenesen a kezd6ponttol balra képzeljik.
Nézzik meg még, hol bujkal itt a
végtelen s micsoda uj feladatokra
hivja ki a dacos észt. A tdrtszamokat kétfélekép is

Negatio szam.

Végtelen tizedestort.
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jeloljuk: — alakban, ezt kézdnséges tortnek hivjuk, és

tizedestort alakban. E két jelzésméd megfeleltetésé-
nél lép fel legel6szér a végtelen. Egyel6re nagyon
szerény formaban, csakis a jelek felirdsdban. Ugyanis
a | alakbol dgy megylink at tizedestdrt alakba, hogy
a 8-at osztjuk szabaly szerint 5-tel: 1=8:5 =T6. Ha
ugyanezt megtessziik példaul »-del, akkor egészil 0-t
kapunk, tizedesul pedig folyton egyet: 9=01111........
ugyanigy e=0'3333 ....... sth. Némelyik kdzénséges tort-
nek tizedestdrt alakja végtelen sok szamjegybdl all,
végtelen hosszi tizedestdrtet alkot. Megjegyzendd,
hogy minden végtelensége dacédra az ilyen tizedes-
tortet fenekig ismerjik, hajszalnyi hatarozatlansag
vagy titokzatossag sincs benne.

A végtelen tizedestort tovabb vezet
a tetszésszerinti megkdzelités fogalma-
hoz. Barhol szakitom is meg a O'lll!
szamjelben az egyesek Irasat, az igy nyert véges
tizedestdrt nem lesz éppen e azonban nem is fog
attol nagyon kilénbdzni, mert az 1: 9 osztds keresz-
tulvitelekor példdul a hatodik 1-es felirdsa utdn a
maradék, ami ezutan Kkerilne Gjabb kilencedelésre,

Tetszésszerinti
megkozelités.

csak Igggqqq - hla olyasmi felosztasarol van sz6

@ koronarol), aminek a milliomodrészét mar gy sem
tudom megvaldsitani, akkor mondhatom, hogy meg-
kozelit6leg (itt 6 tizedes pontossagig) 7= 011111 Ami
ebben a matematikusnak érdekes, az az, hogy ez a
megkozelités teljesen tetszésszerinti pontossagig vihetd,
és mindegyik esetben méar elére egész pontosan
tudom, mekkora hibat kovetek el. Magat ezt a foly-
ton fokozdédé megkozelitést megint keresztul-kasul
tokéletes szigorusaggal ismerem, bar ez is végtelenbe
mend felsorolast igényel, mint az egész szdmok sora.
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Mivel pedig a végtelen tizedestortet magat egészen
ugy sem tudom felrni, legegyszer(ibben ugy fejezhe-
tem ki az +=01111 .. .. egyenlet tartalmat, ha azt
mondom, hogy az e-et vég nélkil megkdzeliti a O,
011, oA, O*11L....... (1) véges tizedestdrtekbdl all6 szam-
halmaz. Az osztds, amellyel a 01111.... alakhoz jutunk,
kdzvetlenil szintén csak ezt a megkozelitést adja.
Szogezzik le jol a most tapasztal-
taltakat. Folyton nagyobb és nagyobb
véges tizedestortek végnélkili soro-
zata hatarozott szam (a példankban b) felé tart s a
sorozat tagjainak nagyobbodas maddja pontosan meg-
hatdrozza ezt a szdmot és csakis ezt. Roégzitsik meg
a tetszésszerinti megkozelités tisztdn mennyiségi fo-
galmat téri képben. Vegyink el6 1cm hosszl egyenest
és felezzliik meg. Az igy keletkez6 két félcenti darabbdl
tartsuk meg a baloldalit, a jobboldalit pedig felezzik
meg Ujra s a negyedcenti hosszU balfelét adjuk hozza

A tetszésszerinti meg-
kozelités téri képe.

3. abra.

az el6bb megtartott félcentis darabhoz. A hatrama-
radd negyedcentivel (amelyik I-t6l 1-ig terjed) jarjunk
el ugyanigy és igy tovabb. Megkapjuk igy a

i, »+1, i i+4+b+Te...

szamsorozatot, mit nagyon kdénnyen atirhatunk véges
tizedestort alakba, mert a nevez6k mind 2 hatvanyai:
0-5, 0 75, 0-875, 09375............

A téri szemléletb6l vilagos, hogy ezek a szdmok
folyton nagyobbodva éppen az l-et kdzelitik meg. Az
(1) sorozat is éppen igy szemléltethetd, csak ott nem
felezni kell az 1 cm hosszat, hanem tizfelé osztani
s c;ak egy részt tartani meg, igy kapjuk Ol tagot;
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majd az 1o hosszU darabkat osztjuk ismét tiz részre
s tartunk meg bel6le egyet és igy tovabb.

A végtelen tehdt itt mint hatartalan
oszthatosag jelentkezik. A jelenségeknek
az a sokat emlegetett tulajdonsaga,
hogy egységességiikben is sokszorosak nem filigg a
téri kiterjedés nagysagatél, sem semmiféle mas nagy-
sagtol. Komolyan véve, atom vagy elektron, mi —
ha nem is térben —, de hatasaiban, tulajdonsagaiban
ne lenne bonyolult, tisztara képtelenség. Hiszen erd-
kifejtésére (példaul sulyara), szinére stb., mindenére
méasok is befolynak s igy részenként is valtozhat.
Kilénben a csupasz egy elgondolasa egy iranyba esik
a mozdulatlansag, hatastalansag, a nem levd, a semmi
elgondoléasaval. Latjuk, hogy a matematika mennyire
a valésagba igyekszik belelatni. Az ,egy és mégis
tobb“ a vilag altalanos megjelenésformaja s igy barmire
is alkalmazand6. A mindenitt érvényesild tobbesség,
az ak&rmeddig vitt szétosztds gondolata a valo6-
saghdl sarjadt s a mennyiség tudomanyaban kike-
rilhetetleniil megvizsgalandd. A tdrtszam jelent6sége
a matematika fejl6désére éppen az, hogy a vég nélkil
folytathatd felosztas valdsdgsugallta gondolatat teljes
tisztasdgaban tarja elénk. Ezt a mélységes gondolatot
végig kell gondolnunk, ki kell bontanunk, hogy esziink
besurranhasson legtitkosabb red@ibe is. Ez a nagy el-
gondolads a matematika.

A végnélkal! oszt-
hatésag gondolata.

Végtelen szamhalmazok. Hatarérték.

Feladatunk most mar vilagosan all
eléttiink. A kovetkezékben a megoldo
gondolatsor — ez a matematika — tagozédasanak
fébb vonalain siklunk végig. Els6bbe» is ahhoz kell
hozzdszoknunk, hogy végtelen sok szdmbd6l allé hal-
mazt is kimerit6 pontossaggal meg tudunk adni. Igy

Képezési torvény.
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példaul az (1) sorozatot vagy pedig az — (I egész
szam) alaku valédi tortek halmazat. Az épp most
jelzett%forma, vagy mondjuk inkabb képezési tdrvény

tényleg eldénthetévé teszi, hogy barmelyik adott tort-
szam benne van-e a halmazban vagy sem, masrészt
annyi tagot és azt a tagot képezhetjik vele, ameny-
nyit s amelyiket csak akarjuk. A képezési torvényt
gépnek tekinthetjik, a halmaz tagjai ekkor ennek
termékei lesznek. Azzal tartom &ssze a végtelen sok
szamot, hogy tudom hogyan kell képeznem barmel iketi

mindegyiket. Ilyen képezési torvény példaul: ——

(n sorban= 1 =2, = 3,...sth.);ennek els6 tagjai :
3 41

o, i, 1,i, !, ... Vagy pedig: —— (n=1,2,3,...«»);

ennek kezd6 tagjai: 4, i, V, V, ... Kdénnyebben at-

tekinthet6 ez a halmaz, ha képezési térvényét 3+ —

it 4 ]
alakba irom. Nem érdektelen még 4z halmaz sem,

hol a + azt jelenti, hogy mikor N helyébe valamelyik
+1, n—1

egész szamot irom, mindig két tagot kapok es — -

tagokat. Tekinthet6 és ——- halmazok egyesi-
tésének is.
Vegylik most szorosabb vizsgalat ala az

Elkdionithelo tag. 51 4ll6 & 4 i
HOMIER TS egyetlen, 0, taghol all6 és a mar emlitett

n halmazok egyesitéséb6l keletkez6 (0,1) halmazt.

Nehény tagiat 4. &brank téri képben is mutatja. Azt
alltjuk, hogy a halmaz nem minden szamanak egy-
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forma a szerepe. Vegyuk el6 ugyanis példaul az 4-et.
Lattuk ugyan, hogy a 4-hez, mint minden tdrtszam-
hoz, akédrmilyen kézel is van még tdrtszam, de nem

0100. v . e 5 4 i
4. é4bra.

a most vizsgalt halmazbdl. Mert a 4-t6l jobbra-balra
menve, példaul: iVdel (i —rVtdél 4+rVig), oly szdm-
kozt jelolink ki, melyben a £ egyedul van, pontosab-
ban : melyben a vizsgalt halmaznak mar nincs masik
szdma. Az ilyen tagra azt mondjuk, hogy ez a hal-
maznak kulénalld, jobban mondva a tébbit6l szam-
kdzzel elkllénithetd tagja. Lathatélag ilyen a vizsgalt

halmaz minden —alak( tagja, azaz valamennyi az 0-t

kivéve. Ugyanis —okvetlen-—-r és--—-jkdzott fekszik

akarmi is n, mert a halmaz tagjai fogyva kovetkeznek
egymasra. Ha tehat n nagyon nagy (példaul 1000000),

azaz ™ nagyon Kkicsiny ( KO00000) akkor a szamkoz

is nagyon kicsiny, melyben az* ( IQOO00Q) méar ma-~

gaban van. Fontos azonban csak az, hogy elkildnit-
het6 a tobbi tagtol, Van olyan szdmkdz, melyben a
halmaznak maésik szdma mar nincsen.

El nem kilonithetd Prébaljuk meg ugyanezt a 0-sal.
tag. Ha a O0-t6l jobbra balra példaul

l000006'dal  mesyunk> V loooooo'tdl a °'ou ai
FOOQQQQ-ig tart igy a szamkoz” rogton tudunk még

20



mondani olyan tagot, amelyik beldl esik ezen a szam-

kézon, példaul s altalaban valamennyi Y

1000001
alaku tort, hol az n nagyobb, mint 1000000. Ha meg-
mondjak a szamkozt, amivel el akarjak kildéniteni a

0-t a tobbi, —alakd tagtol, magabol a szdmkoz szé-

16b61 rogtdon tudom, mily tagok esnek még okvetlendl
a szamkoz belsejébe. Hiaba igyekszem tehat a O-t
kiulénvalasztani barmilyen kicsiny szamkozzel, el6re
tudom, hogy ez a kisérlet csakis eredménytelen lehet.
A 0 tehat halmazunknak valami kilénés tagja. Fon-

tossdga is vilagos, mert korilétte — pontosabban:
barmily piciny szamkdézben, amelyik a 0-t magaba
zarja — végtelen sok tagja van a halmaznak. Az

ilyen tagot a tdbbit6l el nem kildnithetd tagnak, a hal-
maz slrlisédési helyének hivjuk. A 10, —1 halmaznak

tehat valamennyi tagja elkulénithetd, kivéve az egyet-
len 0-t, amelyik el nem kulonithetd tag. Vilagos, hogy

az A halmazra nézve, bar formailag bele nem tarto-

zik, a 0-nak épp oly fontossaga, épp az a szerepe van,

mint a (0. 'l halmazban. Ezért egyszerliség kedvéért

azt is mondjuk, hogy a 0 az —halmaznak el nem ki-
fi_l

I6nithet6 tagja. Kénnyen belathatjuk, hogy az ------ =
i Sy I

1- —képezésitdérvénnyel megadott halmaznak is min-

den tagja elkilonithetd, mert a tagok folyton nagyob-
bodnak s igy akarmelyik az el6tte levé és utdna jovo
kdzott egyedll van. Srlsddési helye pedig az 1 mit
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ha csatolunk a halmazunkhoz, az uj(15r ) halmaz-

nak lesz szintén egyetlen el nem kildnithetd tagja,

t. i. az 1 Az Ne halmaznak szintén az 1 az

3fi +
egyetlen el nem kiulénitheté tagja. A ----ﬁ---]-néleza3.

Altaldban c * ﬁhalmaznél ac (F-nek kilénben bar-

melyik egész vagy tort szam is valaszthato).

Hany el nem kllonit- Vannak azonban oly halmazok is,
het6 tag tartozhat egy melyekben nem egy, hanem tdbb el
halmazhoz? nem kiilonithetd tag is van. Példaul

(o, i 1,n—]\ egyesitett halmazban kett6 van: a 0
és az 1 Ugyanigy lehet olyforman 6sszerakni a képe-
zési térvényeket, hogy az djonnan el6allé halmazban
barmekkora (de véges) szamu el nem kildnithet6 tag
legyen. Ezek kissé mesterkélt példaknak latszanak
s igy adunk még egyet, amelyiknek ezt igazdn nem
lehet felroni. Nézzuk a valddi tortek halmazat, vala-
mennyit. Ennek minden tagja ilyen el nem kulénithet6 tag.
Barmelyiket valasszuk ki ugyanis, nem lehet szam-
kozzel kirekeszteni, mert mint Ilattuk (7. lap) akéar-
milyen kozel hozzd& még mindig van mésik tdrtszam.

Ha tehat példaul azt Aallitjdk, hogy £ az £- —t6l
1

................................... " w11
i H—-ig terjed6 szamkdzben egyedil van, régtén ca-
n 1
folhatok, amennyiben az i H-h-:l:-&is tortszam és beldl

esik. (Oda esik, ha LL> fi, minden *+ malaku tértszam,
A x
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azaz végtelen sok.) Az £-det nem lehet tehat el-
kuléniteni s ugyanezen okbdl egyiket sem. Az el nem
kilonithetd tagok szdma valtozhat tehat a 0-t6l a
végtelenig. Véges szamu taghol allé halmazbhan példaul
nem lehet egy ily rendkivili, el nem kilénithetd tag
sem, mert az egyes tagok kozott kijelolhetd legki-
sebb kildnbségik (tdvolsadguk) s ezt véve szadmkodz
alkoténak jobbra-balra, barmelyik tagnal elérem, hogy
a kijelélt szamkoz belsejében egyedil legyen.

A véges szambol all6 halmazokban nincs
tehat el nem kilénithet6 tag. Ezekhez szer-
kezetileg legkdzelebb A&llanak az olyan
végtelen sok szdmbdl all6 halmazok (réviden: vég-
telen szamhalmazok), melyekben csak egy el nem
kilénitheté tag van (a tag szot altalanosabb értelem-
ben véve, mely szerint a slrlisddési helyeket okvetlen
tagoknak mindsitjik). Az ily halmazok szerepe, hol a
végtelen legegyszer(ibb formajaban jelenik meg, donté
jelent6ségi abban ahatalmas fejl6désben, mita matema-
tikai probléma-szévedék szalainak kifejtése elibénk tar.

Ezért van az ily halmazoknak és el nem kildnithetd
tagjuknak kiilén, kényelmesen kezelhetd sz6- és lras-
jelek. Magat a halmazt szabalyos sorozatnak, slr(isédeési
helyét pedig a szabalyos sorozat hatarértéké-nek, limes-
ének mondjuk. Nemzetkdzi Irasjelekkel, példaul

Um-—0.
n= 0OW
holh mini képezési torvény arra gondoltat, hogy itt

Hatarérték.
Ltmes.

végtelen szdmhalmazr6l van sz6, melynek tagjai mind
azok a tortek, melyeknek szamlaléja I, nevezdje pedig
valamelyik egész szam. Az n=o00 jelzés azt hang-
stlyozza, hogy n helyébe be kell tenni valamennyi
egész szamot a végtelenig, hogy a halmazt egészen
megkapjam. Ez a jelzés azért kell, mert sokszor
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tobb betl is van a képletben példaul x is, és ekkor
meg kell mondanunk melyik betd helyére teend6k
be a szamértékek, nehogy a feliras kétértelm{ legyen.
Végre a Hm azt jelenti, hogy nem a halmazra akarunk
gondolni, hanem annak egyetlen s(ir(is6dési helyére.
A (2) baloldalat tevé 6sszetett kifejezés végeredmény-
ben egyetlen szamot jelol tehat, a 0-t, csakhogy ezt a
szamot végtelen halmaz hatarozza meg. igy volt az
()-ben is, hol a sorozat i-et adta meg.

Ugyanigy

H - im* - H N
nI:mc])O o =], lim n+l—3, lim (c il'l/ c, sth.

Ha valamelyik szamhalmazomrol az
dertl ki, hogy nem egy, hanem tdébb
el nem kildnithetdé tagja is van, arrdl a
halmazrél azt fogjuk mondani, hogy nincs hatarértéke,
tudniillik nincs egyetlen egy el nem kul6nithetd tagja,
mert tobb van. Azért mondjuk igy, mert az ily hal-
mazokat éppen bonyolultsdguknal fogva nem tudjuk
semmire se haszndalni s a ,nincs hatarértéke* kitétellel
mintegy Kkiselejtezziik a hasznélhat6 egyszer(d hal-
mazok kdzzul. Azt is lehet mondani, hogy a halmaz
nem szabalyos sorozat.

A legelemibb s egyszersmind a legmélyebbre nyulé
kérdés most az, hogy van-e okvetlen minden végtelen
szamhalmaznak legaldbb egy el nem kildnithetd tagja.
Azt lattuk, hogy lehet tobb, sét végtelen sok is. De
hogy feltétlenul lennie kell legaldbb egynek, az nem
bizonyos. S&t meg is esik, hegy egy sincs, mint azt
az egész szamok halmaza tiistént megmutatja. Végtelen
sok tagja van s mindegyik kilénall6. Szemébe néziink
ennek a kérdésnek s mélyén megpillantjuk majd —
az irraciondlis szamokat, a kdzépiskolai matematizalas
kisértetét.

A hatarérték
létkérdése.
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Il. Fejezet.

Irracionalis szam és a végtelen
problémai.
Irracionalis szam.

Lattuk fentebb (15. oldal), hogy ha

A raciondlis szamok a7 egész és tort — egybevéve racio-
Qgﬁe";e‘;_sumsege & nalis—szamokat felrajzoljuk az egye-
nes vonalra, oly ponthalmazt nyeriink

kép gyanant, melynek minden tagja sdr(isodési hely.
A raciondlis szamok minden szamkdzt végtelen
sr@in lepnek be. Ebb&l kénnyen azt gondolhatnoék,
hogy ha valamelyik végtelen sok szambol allé6 halmaz,

mint példaul az — a maga egészében véges hosz-

szUsagu szadmkozbe esik bele (0—1 kdzbe a jelzett
példaban), akkor okvetlen lesz legaldabb egy tagja a
halmaznak, amelyik mellett végtelen sok tag van,
vagy ha ilyen tag nincs is, mint szorosan véve az

Wben sincs, mert a 0 nem ilyen alakd szam, akkor

is van legalabb egy, ha nem is bel6le val6, raciondlis
szdm, amelyik sirlsodési helye a halmaznak. Felezem
ugyanis (vagy példaul 10 részre osztom) a véges
hosszGsagl szadmkozt, amelyikbdl az egész halmaz
valé s ugy okoskodom, hogy valamelyik felébe (tized-
részébe) végtelen sok tag esik, mert ha mind a kettébe
(mind a tizbe) csak véges szdmu tagja esnék a hal-
maznak, akkor nem lenne neki végtelen sok tagja.
Azt a felét a szdmkdznek hova végtelen sok tag esik
(ha mind a kett6be, illetve mind a tizbe, akkor akar-
melyiket) Gjbdl felezem (tizedelem) és igy tovabb.
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Ezzel az eljarassal folyton kisebbed6 s egymas bel-
sejébe es6 szamkozoket kapok, mik végiul feltétlendl
egyetlen pontta zsugorodnak, mivel az W-edik 1épéssel

nyert szamkdz az eredetinek ~ (ilietve jl) része.

Miutan pedig — itt lesz hiba gondolatmenetinkben —
az eredeti szamkdzt végtelen sirln lepik el a racionalis
szamok, azaz mindendtt van egy, ugy latszik a most
nyert pont is egyik racionalis szam helye. Ilyen mo6don
be lenne bizonyitva egy nagyon fontos alaptétel, amely
szerint véges szamkoOzbe esdé végtelen halmaznak
okvetlentl van legaldabb egy, még pedig egész vagy
tort, slirisédési helye. A hiba ebben az okoskodéasbhan
felette jellemz6 a mennyiségtani gondolatmenetekre
s kuléndsen viszonyukra a téri szemlélethez. Csupan
abbdl, hogy az egész és tortszamok képei az egyene-
sen ilyen vagy olyan sdrln fekszenek, véglegesen
semmi mennyiségtani eredmény meg nem allapithato.
Eszilinkbe juttathat ez vagy az a geometriai tényallas
mennyiségtani gondolatokat, de azokat tisztara a mennyi-
ségrendszer sajat szerkezetébdl kell végérvényesen meglatni.
Mig ez meg nem tortént, csak tobb kevesebb mély-
ségl hasonlattal van dolgunk.

Tanulsdgos az el6z6 példa, mert
tényleg tudunk megadni olyan tort-
szamhalmazt, amelyik nyilvanval6an
megcafolja a latszdlag — azaz geometriailag — be-
bizonyitott eredményt. Véges szamkdzbe esik és még
smcs olyan egész vagy tortszam, amelyik sGrlsodési
helye lenne. llyen a véges tizedestdrteknek minden
sorozata, amelyik csak nem szakaszos végtelen tizedes-
tortet allit eld. irjuk fel példaul a 0 egész utan tizedes-
jegyekiil sorban az dsszes egész szamokat. igy kapjuk az

4=0-123 ...89101112 . . .202}. .. 99100101102 . . .

Az irraciondlis szam
nélkuldzhetetlen volta.
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végtelen tizedestortre emlékeztet6 alakot. Ebben nincs
szakasz. Ez tehat nem lehet tértszdm s igy egyeldre
nem is szam. Az

(a) 01, 012, 0123, .. 0123 ... 8, 0123 ... 89,
...,0123 ...89 ... 20... 9 9, .. sth.

véges tizedestortekbdl, tehat tértszamokhbol allé soro-
zat ; tagjai még hozza folyton nagyobbodnak, masrészt
mindannyian 01 és 0*2 szamok ko&zé, tehat véges
szamkozbe esnek. Es még sincs racionalis sirlisodési
helye, mivel ett6l a sorban tavol levé tagok mind
kevéshé tartoznak kilénbozni, s igy a slirdsddési hely
tizedesjegyeinek sorba 6ssze kellene esni az (d)-ban
egymaésutan fellépd tizedesjegyekkel, azaz végtelen
tizedestdrtnek kellene lennie szakasz nélkil; ilyen
egész vagy tortszam azonban nincs s igy egyelére
semilyen sincs. Az (a) halmaznak, barmennyire hasonlit
isaszabalyos sorozatokhoz,egyaltalan nincs stirlisédési helye*

Mit jelent ez téri szemléletben?
Képzeljik el, hogy egy 10—12 centi-
méter hosszU vonalat nagyon pontosan meg akarunk

Geometriai abrazolas.

* Részletesen bizonyitva : tegyuk fel, hogy a B sirlsodési hely
egyik — mondjuk Z-edik — tizedesjegye nagyobb, mint az ugyan-
annyiadik .J1-ban (kisebb nem lehet, mert ekkor két tag kozé esne
vagy éppen egyik tag lenne s igy kilon allana). Az A-ba.n nem
minden tizedesjegy 9-es az Z-edik utan sem, mert hiszen nem szaka-
szos tizedestortet vizsgdlunk. Legyen az Z-edik utan a legels6 nem
9-es jegy a Zc-adik Képezzik most B-b6l a nala kisebb B x szamot
akképen, hogy az Z-edik tizedest kisebbitsik meg eggyel s irjunk
az ?ediktol a Zc-adikig mindenuvé 9-est. Mindegyik (Cf)-bdl vald
szarr* kisebb, mint B If mert ZCadik tizedesik kisebb Bj Zc-adik
tizedesénél, az ez el6tti tizedesjegyeik pedig megegyeznek a B, meg-
felelé jegyével (legfeljebb az Z-edikben kiillonbdzhetnek 5,-101, de ott
is az utébbi javara). B, és B kozé egy sem esik, tehat (B-n tdlra
meg éppenséggel nem) a B igy tényleg el van t6luk kul6nitve.
A sirsodési  hely tizedestort alakjanak ossze kellene esni az A alakkal.
Egész vagy tértszam azonban ilyen alaki — tudniillik végtelen és
ezbkasznélkili tizedestort — nem lehet.
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mérni s méterekben fejezziik ki magunkat. El6szor
azt talaljuk, hogy megvan tiz centiméter (O'l méter) ;
a hatramarado6 rész is kiad még két centimétert, tehat
a palca kissé nagyobb, mint 012 méter. igy folytatva
kapjuk, hogy még 3 millimétert kiad, azutan 4 tized-
millimétert, 3 szazadmillimétert, stb. Minthogy egész
pontosan Ugy sem mérhetjik meg, nincs semmi jogunk
feltenni, hogy a végigvitt mérés ne adhatnd meg az

(a) sorozatot, hiszen akkor példaul j=0'33333 ...

hosszasag se lehetne. Barmily s(rlin beboritottak is
az egész és tortszamok az egyenest, még mindig
vannak tehat pontok rajta, amelyek nem kaptak
szamnevet. A geometriat sem elégiti ki az egész és
tortszam. Az akarhogyan végezhet§ felosztds gondo-
latit nem lehet veluk végiggondolni. Ehhez még
nélkilozhetetlentil kellenek a nem szakaszos tizedes-
tortek is. Kotelessége tehat a mennyiség tudomanya-
nak, hogy ezeket a jeleket — vagy ezekkel egy-
hatalmuakat — polgarjogositsa, azaz a velik valé
bandsmodot, a négy alapmiiveletet, rdjuk meghatarozza
s hogy ilymédon minden hatarozatlansagtél menten
s most mar velejéig megismerhetden szimbolizalja a
vildg egység-tobbség megjelenés maodjat, mint a vég-
telen oszthatdsag rejtvényének kibontasat.

A nem szakaszos végtelen tizedes-
tortek osszeadédsa, kivonasa, szor-
zasa, oOsztasa visszamegy a Vvéges
tizedestdrtek megfelel6 mdiveleteire. Ugyanis minden
végtelen tizedestort-alak felaprézva véges tizedestdrtek
sorozataként gondolhat6, mint fentebb a példankban.

Legyen ilyforman

Az irracionalis
szamok Osszeadasa.

ci3, a3, . ... cin, - .- (ci)

és bu bt, ba, .... bn (b)
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két, mondjuk A és B végtelen tizedestdrt sorozatos
alakja. Legyenek pl. az A tizedesjegyei a paros
egész szamok, B jegyei a paratlanok. Akkor a két
sorozat lesz
0,2, 0,24, 0,246, 0,2468,... és 01, 013, 0135, 01357 ...
Az A és B 0Osszege alatt az

av+ blf a9+ b2 a3+ b3, ...,an+bn, ... (6)
szambeli példankban : 0°3, 0'37, 0*381, 0°3825, szintén
folyton nagyobbodd tagokbdl all6 sorozat meghatarozta
végtelen tizedestdrtet értjik. Arra kell itt jol ragondol-
nunk, hogy ha ily sorozat tagjai folyton nagyobbod-
nak, akkor okvetlenil meghataroznak egy és csak egy
végtelen tizedestdrtet, mert pl. ha az elsé tizedes leg-
nagyobb értékét (ami legfeljebb 9 lehet) egyszer fel-
vette, azontdl mé&r minden utdnajov6 tagban ugyanaz
marad. Pl. az 6sszegben az els6 tagnal az els6 tize-
des 3 s az is marad. Induljunk most meg ki abbdl
a tagbdl, ahonnan kezdve ez mar igy van s okos-
kodjunk a maésodik tizedesre ugyanigy. Innen kezdve
ez a masodik tizedes csak n6het (egyforma is marad-
hat) Valahol tehat elkezdi felvenni legnagyobb érté-
két s azontdal & se valtozik. Szampélddnk méasodik
tizedese az elsé tagban 0, a masodikban 7, a harma-
dikban 8-nal felvette legnagyobb értékét s ezentdl min-
dé: tagban megtartja. igy folytatva latjuk, hogy véges
tizedeslortek nové sorozata (hacsak egész részik nem
né végtelenbe) mindig meghatdroz egyetlen egy végtelen
tized'»stortet. Ugyanigy okoskodhatunk természetesen,
ha a tagok folyton kisebbednek, feltéve, hogy egész
részik nem fogy le minusz végtelenre.
Az irracionalis Mivel (s2)
sZAmok szorzésa. a{y bx, a%<_ k_)2, q3xl b3....... anx bH ...

sorozat tagjai szintén folyton nagyob-

bodnak, mert hiszen a2 nagyobb, mint alt meg b2 is
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nagyobb, mint blL, az A x B mivelet eredményéil az
(sz) sorozat altal meghatarozott végtelen tizedestdrtet
tekintjuk. F.z a szorzas-szabaly.

Nem egészen ilyen egyszer(i a Ki-
vonas és osztas miveleteinek megalla-
pitdsa, mert az el6bbi eljards nem
vezet mindig nov6 sorozatra s igy egyel6re nem tud-
juk, mit tekintsiink a mi(velet eredményének. Nézzik
a kivonast. A kllénbség-sorozat:

Az irraciondlis
szdmok kivonasa.

(zi blf Cig_ ba, 6g 6g, ..., dn  bn, ... (ii)

tagjai mind egyforma el6jelliek: vagy mind pozitivok,
vagy mind negativok. Az elején azonban lehetnek
0 tagok. Az els6 nemzérus tag elddénti az elGjelet.
Ha pl. al>b1l akkor al nagyobb mindegyik &-nél,
mert az a tizedes, amelyik miatt bt kisebb fl*-nél,
t. i. az els6 tizedes amiben kilénb6znek, ugyancsak
meglesz a tobbi fe-ben is, a benndk ez utan fellépé
tizedesek pedig akarhanyan vannak is, sohasem
tesznek ki egészen egy el6ttik allé tizedesértéket.
Ekkor azonban a tébbi a is mind nagyobb valamennyi
b-nél, tehdt a sajat kivonando6janal is. Ha ellenben
bx nagyobb, mint <t akkor meg a b-k nagyobbak
valamennyi a-nal. Végul ha at= blt akkor el6vesszik
az a3— tagot s erre gondoljuk végig az okoskoda-
sunkat. Csak akkor eshetik meg, hogy mindegyik
kilonbség nulla, ha az a-k és b-k sorozata éppen egy-
forma. Ekkor természetesen mind a ketten ugyanazt
a végtelen tizedestdrtet abrazoljak. A masik két eset
adja az A >B és A <B viszonylatokat.

A (K) sorozat tagjai azonban nem okvetlenil na-
gyobbodnak 4&lland6an, pl. ha A és B igy kezd&dnek:

7,77, 779
illetve 3,39 390
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Ekkor ugyanis a (k) kiilénbség-sorozat elsé tagjai: 4,
3'8, 389, ... Azonban az uj tizedesjegy hatasa nem terjed-
het tal az els6 nem-nulla tizedesjegyen. Emiatt elég
messze menve a (k) sorozatban az egész jegy, elsd,
masodik, stb. tizedesjegyek sorban allandékka valnak
s a nagyobbodas-kisebbedés eltolddik mindig messzebb
kies6 tizedeshelyekre. A (k) sorozat szintén meg-
hatdroz tehat egyetlenegy végtelen tizedestdrtet.

Ugyanigy all a dolog az osztassal; ennek pontos
elgondoléasat helysziike miatt az olvaséra bizzuk.

A nem-szakaszos végtelen tizedestor-
tek a most megallapitott négy kezelési
szaballyal ellatva az irracionalis sza-
mok. Latjuk, mily természetesen folytatjak és egészitik
ki az egész és tortszdmok osztalydt. Sok kdzdnséges
tértszamnak is végtelen tizedestdrt az alakja, régi és
uj szamaink kozo6tt fogalmi szempontb6l alig van tehat
komoly kilénbség. A raciondlis és irraciondlis szamok
egyutt alkotjak a valés szamok halmazat. Az egyenes
minden pontjanak van szamneve, valamelyik valds szdm
s minden valés szdamnak van helye az egyenesen.

Uj szdmaink fontossdga legelsébben is abbol érez-
het6 meg, hogy minden felosztds, minden mérés (mint
fentebb Ilattuk) folyton nagyobbodé véges tizedes-
tortek végtelen sorozataul foghatdo fel s masrészt
minden ilyen sorozat megallapit egyetlenegy egész,
tért vagy irracionalis szdmot. Minden felosztasnak
van tehat ezentll jele, még pedig nem ugy, hogy min-
den ?gyes felosztashoz tartoznék egy-egy énkényesen
odabiggyesztett jelkép, hanem az d&sszes lehetséges
felosztdsok tényleges rendszere van szimbolizdlva
olyan jelrendszerrel, amelyik a val6sdg vizsgalat alé
vett form4jat kimeritden és semmit hozza nem toldva,
egyedil szerkezeti sajatossdgaival, nem pedig puszta
jeleivel szemlélteti.

Az irraciondlis sza-
mok és a Valosag.



Megjegyzésre méltdé, hogy az irracionalis szam fo-
galmat teljesen a limes hasznalata nélkil épitettik
fel. Egyedil arra tamaszkodtunk, hogy mikor az (0),
(sz) és (k) sorozatokon végighaladunk mégpedig Ugy,
hogy minden tagban kizarélag valahanyadik (példaul
a -ik) tizedesjegyet vesszik szemigyre, bizonyos
tagtol kezdve ez a tizedesjegy minden ezutan jové
tagban ugyanaz lesz. Illyenforman minden tizedeshelyre
meghatarozodik egy-egy tizedesjegy, mik egyitt egyet-
len végtelen tizedestdrtet alkotnak.

A mennyiségtan két alaptétele.

Az irracionalis szamok donté szerepe legszembe-
O0tl6bben a kovetkezd két tételben jut Kkifejezésre.

I. Véges szamkOzbe esd végtelen szam-
halmazhoz okvetlen' tartozik legaldbb egy
téle szamkozzel el nem kilonithetd szdm. Ez lehet egész,
tort vagy irraciondlis, lehet a halmaz tagja, de eshetik
rajta kivul is, lényeges csak az, hogy egyaltalan Ki
lehet jeldIni oly szdmot, amelyik kérnyezetében a hal-
maznak végtelen sok tagja van. (Most mar irracio-
nalis szamok is lehetnek a halmaz tagjai.) Ez az egész
fels6bb mennyiségtan egyik alaptétele. lgazsagat kény-
nyen belathatjuk, ha ismételjik a fentebb (25. lap) bon-
colt hibds okoskodast, kikerllve természetesen a hibat.

Elsé alaptétel.

F----- 1 | 1HIm | | | | | I

ai a2 «3
5. abra.

Feltételiink szerint az egész halmaz véges szamkdzbe
esik. Err6l a szamkozrél mindig feltehetjik tehat, hogy
hosszUsdgat és hatdrait véges tizedestdrtek jelzik.
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(Ha az eredeti nem ilyen, valasztok ennél kissé nagyob-
bat, ami mar ilyen legyen.) Tiz részre osztom a szam-
kozt. Legaldabb az egyik tizedrészben végtelen sok
tagja van a vizsgalt halmaznak. Az egész szamkoz
kisebbik (balsd) hatarat vegyiik egy alkotandd sorozat
elsé, @, tagjanak, a végtelen sok tagot magaban foglalé
tizedszdmkoz Kkisebbik (bals6) hatdrat pedig vegylk
a sorozat masodik, w3, tagjanak. Folytassuk most ezt
az eljarast a kiszemelt tizedszamk6zdn, tudniillik
osszuk tiz részre s vegyik sorozatunk harmadik, a3,
tagjanak a most kapott tiz kis szdmko6z kézul annak
a balsd hatarat, amelyikben megint végtelen sok tag
van. Es igy tovabb. Ezzel az eljarassal folyton na-
gyobbodd, esetleg nem valtozé véges tizdestortek
aita3 as, .. .an... sorozatat kapjuk. Azt allitjuk, hogy
az a szam, mondjuk A, amit ez a sorozat megallapit,
a halmaz s(r@is6dési helye. Prébaljuk meg ugyanis
ezt az i-tatobbit6l szamkdozzel kilonvalasztani: legyen
e az a kis tavolsag, amelyet A -t6i jobbra-balra lemériink,
remélve, hogy ebben a 2 hosszUsdgl szadmkozben
A mar egymaga lesz. Igen am, de az alt a2 as, . ..
szdmok mind tavolabbi tizedesben, tehat kevesebbel-
kevesebbel kilénbdznek A -t6i s igy van olyan dn
(meg valamennyi utdnajov6), amelyik -d-t6l keve-
sebbel kiloénbodzik, mint e A elkilonitése nem sike-
rilhet tehat s ezzel alaptételink be is van bizonyitva.
Hibat tt azért nem koévettink el, mert mar elGzete-
sen belattuk, hogy minden ndévé sorozat hatdroz meg
szamot. Az, esetleg irraciondlis, A szdm létezése min-
den kétségen kivil all, mégpedig mennyiségtani okos-
kodasok alapjan.
Lathatjuk itt, hogy a téri szemlélet
A teri szemléletelég- __ amij még kdzelebb latszik lenni a
f;?”;ekﬂzk%é“égégﬂét" valésaghoz, mint a matematika —
hogyan csusztathat bennilinket hibas
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gondolatmenetbe. Tényvolta ugyanis annyira lekéti
figyelminket, eszliinket, hogy nem tudunk egykdénnyen
mindazokra a lehetéségekre is gondolni, amik nem
bontakoznak ki dnmaguktél vagy mar kevés érintésre
az el6ttink nylizsg6 valosdgbdl. Mindig csak véges
tizedestdrtekben gondolkozunk. Nem jut mindjart
eszlinkbe, hogy a méréssel nyert véges tizedestdrtek
sorozata épp Ugy vezethet nem-szakaszos, mint szaka-
szos végtelen tizedestdorthdz. Ezt atlatva azonban rog-
tén megérezzik, hogy az uj jelek behozatalara feltétlen
sziikségink van. Enélkil nem tudjuk végiggondolni
azt, aminek elgondolasahoz fogtunk: a vég nélkil
ismétl6d6 részekbdl allas és egységgétémaoriilés gon-
dolatét.

ime a masodik alaptétel:

Il. Minden véges szamkdzbe es6, folyton
nayyobbod6 végtelen szamsorozatnak van
hatarértéke, azaz Van egy és csak egy a sorozattdl szam-
kdzzel el nem kildnithetd szam.

Az irracionalis szamok &sszeadasanal (28. oldal)
hasznalt eljarassal tiistént belathatjuk, hogy akarmilyen
szamok (véges vagy végtelen tizedestortek) folyton
nagyobbodd sorozata, hacsak egész részik nem né
végtelenbe, meghatdroz egyetlen — A — tizedestortet,
azt t. i, amelynek egész része egyenl6 a sorozat
szamaiban el6jové legnagyobb egésszel, elsd tizedese
pedig a legnagyobb egésszel kezd6dé tagok legna-
gyobb els6 tizedesével és igy tovabb. Ez a szam
nem kilénithetd el halmazunk szadmaitol, az egyes
tagok ugyanis mindig kisebb-kisebb tizedesben kildn-
boznek téle s igy barmily kis kdrnyezetében még
végtelen sok tag van. Viszont minden A-t6l k-
16nb6z6, mondjuk B, szam el van kildénitve halma-
zunktdl. Ha ugyanis B nagyobb A-nél, akkor A —=aB
szamkoz tényleg elkiloniti B-1, mert halmazunk tagjai

A hatarértéksza-
mités alaptétele.
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mar 4-nal is mind kisebbek. Ha meg B kisebb 4-nal,
akkor szorzatunkban elég messze menve taldlunk
olyan tagot, hogy az utadnajévék mar mind nagyob-
bak mint B, mert az egyes tagok folyton Kkisebb-
kisebb tizedesben kiilénbdznek -4-t6i s igy B-n is tul
kell haladniok A ko&zelébe. Ekkor azonban B a soro-
zat elején levé véges szamu tag kOzott van s ezek
kdzott maga van. Tehdt tényleg A az egyetlen szam,
ami sorozatunktol nincs elkildnitve.

Ez a tétel teszi lehetségessé a legtdbb hatarérték
tényleges meghatarozasat. Ezzel pedig nagyon sokat
mondtunk, mertasulyos matematikai feladatok csaknem
kivétel nélkil ebben a forméban jelentkeznek: adott
végtelen szamhalmaznak van-e hatarértéke s ha van,
melyik szdm az. A kérdés sulyos volta igy legszembe-
otlébben abban nyilvanadl, hogy nincs altalanos, minden
esetre szo6lo eljardsunk még csak annak a megallapi-
tasara sem, hogy van-e valamely elibénk kerilé hal-
maznak hatarértéke, nemhogy magéat a limes-szamot
ki tudndnk szdmitani a halmaz tagjaibol. Pedig sokszor
egész feladat-sereg sorsa fiigg attél, van-e bizonyos
halmaznak hatdrértéke vagy nincs.

A végtelen fliggdé kérdései.

Megvan a teljes felszerelésiink
arra, hogy kovethessiilk a matema-
tika nagy probléma-halézatanak
legfinomabb szélait is. De miel6tt ennek nekilatnank,
rdmutatunk szerszamunknak, a szamfogalomnak, né-
hany éppen vizsgalat alatt levé pontjara, ahol a
végtelen, amit mar markunkban éreztiink, abbdl ismét
kisiklani latszik. A jelzés most mar nem lehet elég-
telen, hiszen az 6sszes lehet6 eseteknek van neve. A

A matematikai végtelen-
b6l fakadod nehézségek.
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végtelennel valé bé&nds nehézsége most logikai képte
lenség formaéjaban Uuti fel fejét. El6re hangsulyozzuk,
hogy ez nem az el6z6 meggondolasok csédje lesz,
azok nem is akartdk megoldani a végtelen kérdését,
egyel6re csak a jelrendszer szerkezeti sajatsdgaiba
bujtattdk, hogy ott — mar amennyire az emberi ész
megteheti — végiggondolhaté legyen. Minden UGjabb
nehézség Ujabb oldalar6l mutatja be az Gldézott
ismeretlent s igy ha nem is simitjuk el véglegesen a
nehézséget, de kiizkddve vele szétboncoljuk és beléje
latunk, igazan tettink lépést el6re, tanultunk valamit
a valé vilag tényleges megjelenés-formajarol. Az meg
csak nem busithat, hogy fenékig ki nem meritjik
soha a tanulni valot, bArmennyire megszoritsuk is korét.
Elég, hogy az, amit tudunk, valdsagos tudas és ezt
folyton gyarapithatjuk, mélyithetjik.

A végtelen eddig csak két alakban
jott elénk. Legvildgosabban, mert
megszoktuk, az egész szammal volt
szemlélhet6. Az egész szam képezésmddja olyan,
hogy sordnak nem lehet vége. Ha megprébalunk egy
utolsé egész szamot gondolni, nem térhetiink ki az
el6l, hogy, mint minden szamhoz, 4gy ehhez is, meg
ne alkothassuk a rakdvetkez6t. A tovabbszamlalas
lehetséges volta nem fiigg a mar megalkotott szamok
tomegétél, nagysagatol; mindentdl fliggetlentl bar-
melyik szamtdl kezdve végezhetd. Szorol-széra ugyanez
volt az eset, mikor két szdm osztadsakor a végtelen
tizedestorthéz jutottunk. Minden egyes osztds adott
egy-egy — mind tdbb tizedesjegyl — szadmot s a
tovadbbosztas lehetésége nem fligghetett a maradék
nagysagatol. Az igy keletkez6 véges tizedestorteket
megszamozva kaptuk. Volt els, masodik, stbh. Es, dur-
van szoélva, annyi tortszam jott ki, ahany egész szam
van, mert mindegyik egész szdmra mint sorszamra

A raciondlis szamok
megszamozhatok.
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>egy és csak egy jutott e tort-'

iszamok kozil. S tényleg az dsszes 2 3 4
tortek egyitt, akar az egész sza- s

mok tortalakjat is beleértve, meg- s
szdmozhatok, adhatok valamennyi- ¢ ¢

nek mé&s meg mas sorszdmot s
az igy készilt sorban valdéban
Ibenne lesznek mind. A mellékelt Poa
tdblaval ezt tiistént megtehetem,
iLegyen az els6 1, a masodik és
harmadik -, illetve i, a harmadik,

negyedik és 6todik pedig 3, I, »;

a hatodik, hetedik, nyolcadik,

kilencedik a 4, I, $, *; sth. igy minden racionalis szdm
meglesz a sorozatban

Egész maskép allt elénk a vég-
telen, mikor az irracionalis szamo-
kat alkottuk. Akkor ugyanis azt gondoltuk el, hogy
mind pontosabb és pontosabb mérés (felosztas) folyton
nagyobbodd véges lizedestérteknek barminé sorozata-
hoz vezethet. Ezért kellett valamennyi ilyen sorozathoz
jelt rendelni s éppen ezek lettek megfeleld utasitassal
az ugynevezett irracionalis szamok. Ez a ,barming“
nem azt mondja egyszerlen, hogy valami egyvonall
haladdsban nincs megalléas, nincs vég, hanem azt, hogy
végtelen sok szambdl, tudniillik a véges tizedestortek-
bél, barminé modon képezzink végtelen sorozatokat
azzal a kikotéssel, hogy a tagok nagyobbodjanak.
Végtelen sok tag kombinacidirdl van itt szo, ez pedig
nem egy, hanem végtelen sokirdnyld haladasnak lat-
szik, mihelyt hozzafogunk valamikép a megvalésita-
sahoz. Mégis sokadig — egész a XIX. szazad masodik
feléig — azt gondoltdk a matematikusok, hogy Iényeges
kildonbség nincs, nem lehet, két végtelen kdzétt, mind
a kett6 egyszerlien minden véges szamot tulhaladé

Van-e tobbféle végtelen P
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szamossagot jeldl. Mar pedig lehet-e komoly kiillénbsé-
get tenni végtelen és végtelen kdzo6tt? Cantor meg-
mutatta, hogy lehet. Bebizonyitotta, hogy az irracionalis
szamok jelei szamossaguk miatt nem szdmozhatok meg
tobbé olyforman, hogy valamennyinek jusson kilon
egész szam. ime az okoskodasa.

El6bb egy kis megjegyzés, hogy
egyszerlbbé tegylk a gondolatmenet
fontos részét. Ha két halmaz kulon-
kalén megszamozhatd, akkor egyesitett halmazuk is az.
Cserélgetve veszek ugyanis egyet az elséb6l, egyet a
masodikbél s igy rakom sorba. Ekkor tényleg egy-
szamozasu sort kapok s ebben mind a két halmaz
egészen benne van. Ebb6l kifoly6lag nem az irracionalis,
hanem az 06sszes szamokat Aallitjuk szembe a meg-
szamoz0O egész szdmokkal. Mert ha az 6sszes szamok,
tudniillik a raciondlisak és irracionélisak egyitt, meg
nem szamozhatok, a racionalisak pedig (mint lattuk)
igen, akkor — mivel az el6bbi megjegyzés szerint
mind a kett6d nem lehet megszdmozhat6é anélkil, hogy
egyesitett halmazuk is az ne lenne — az irracionalis
rész lesz meg nem szadmozhat6. S6t ha nem is vesszik
valamennyi szamot, csak a o és . kdzott levéket, mar
ezekre ki fog derulni, hogy tdlsokan vannak ahhoz,
hogy megszamlalhatok lennének.

Gondoljuk el, hogy az d&sszes
szamok o és 1 koOzott, ez utdb-
biakat is beleértve, meg vannak
szamozva. Azt mondana ez, hogy van olyan

0j, <3, >S&Y . ... . n

sorozat, amelyikben minden tekintetbe jové szdm meg-
van valahol, van mindegyiknek hatarozott sorszama.
Ki fogunk jeldIni a sorozat tagjai kozil folyton nagyob-
bodokat s ezek hatarértékérdl latjuk majd be, hogy

Megszamozhat6
halmazok egyesitése.

Cantor tétele a Ual6s
szamok szamossagarol.
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B T
ai akaaks S0t 1

7. abra.

okvetlen hianyzik a sorb6l. Az elsé kiszemelt tag dt;
az d.2 lehet kisebb nala (a vonalon balra t6le) vagy
nagyobb (jobbra). Az utébbi esetben & lesz a masodik
tag, az el6bbi esetben pedig tovabb megylink a sor-
ban, mindaddig, mig rad nem talalunk az elsére, amelyik
mar dt-né\ nagyobb. Ez lesz a méasodik tag. Mondjuk,
"hogy sorszama (indexe) volt (6fc2). Harmadik tagui
azt valasztjuk, amelyik legelsének esik az dt és (lks
kézzé. Mondjuk, hogy ez a sorban ft3-ik volt. Negyedik
lesz a legels6 az dk3 és dk9 kozott és igy tovabb.
lgy kapjuk az dit dk3, dk5, dk7 ... névé sorozatot
azzal a tulajdonsaggal, hogy mindegyik tagtél jobbravan
egy kis szdmkoz (<,— dk3 dk3— dkb~>dk6— stb.),
amelybe a sorozat elejér6l egészen a szemiigyre vett
tagig nem keril szdm. Mindegyik ilyen szamkdéz (az
egyenesen szemlélve) az &sszes el6bbiek belsejében
van s igy az uj sorozat hatarértéke, A, valamennyibe
beleesik. Vegylk el6 az (a) sorozat akarmelyik tagjat,
mondjuk az r-ediket és nézzik az uj eorozat egyik
messze fekvd tagjat, amelyiknek szorszama, ki, amazé-
nal nagyobb (ki >i). Bizonyos, hogy az egyenesen di
nem fekszik dki és ak+il k6zoétt. Ugyanis az di az (d)
sorozatban dk{el6tt van s a szamkdzok szerkesztése
szerint az 6”°-hez tartozé dk* — aki+l szdmkdzbe nem
esik ftj-nél kisebb sorszamu tag egy sem. A di nem
lehet tehat az uj sorozat hatarértéke, mert hiszen az
éppen dk{ és dki+l kozott van. Az (d) sorozat egyik
tagja se lehet tehat e hatarérték, mert mindegyikre,
épp ugy okoskodhatunk, mint di-re. Az A tény-
leg hianyzik tehat (d) sorozatbol. Kisérletink a 0 és
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1 kOzott levé 0Osszes szamok megszamozasara csakis
meddd lehet, mert barmilyen adott megszamozast
tételezve is fel, a most vazolt eljards mindig mutat
ao €s1 kozott oly szdmot, mely nem lehetett a meg-
szdmozottak kozott. A valdés és egész szdmok nem hoz-
hatok ,.egy-egy“ viszonylatba, nem felelte'.hetok meg egy-
masnak tokéletesen. Az irracionalis szamok végtelensége
nem mérhet§ 0Ossze az egész szamokéval. A véges
halmazok szamossagan kivil Van még ezek szerint legalabb
kétféle végtelen-szamossag. Vajjon van-e még tébbféle is?
Lehet-e oly szamhalmazt Kijel6lni,
amelyik mar ne lenne megszamoz-
haté és azért kozte és az 0bsszes
szamok kozott mégse lehetne tokéletes ,egy-egy”
megfelelés? Valamennyi szamnak egydittesen, téri
szemlélet alapjan, continuum a neve. (Folytonossagot,
szakadastalansagot jelent.) Kérdésiinket tehat igy is
fogalmazhatjuk: az egész szamoké utdn vajjon a conti-
nuumé-e az els6 szdmossadg Vagy Van-e még mas szamos-
sag is e kett6é kozott? Ez a hires continuum-probléma.
Még ma is megoldasra var.

Egész mas természetli a nehéz-
ség a vegtelen egész szamok kér-
désében. Képzeljuk el, hogy a méar
(1. old.) jelzett mddon elsé nekifogdsra — a mivelet
korlatozhatatlansagat véve észbe — ragondolunk vala-
mennyi egész szamra. Képezésiik hatarozottsaga folytan
kész rendet, lezart halmazt alkotnak, amit most mar
a maga egészében is szemigyre vehetink. Vegylk
tehat s jelentsuk ki, hogy: amint minden k&zdnséges
szam utdn szabad volt, tehat kellett, az éppen ra-
kovetkez6t hozzafliznink, épp Ugy most is szabad,
tehat kotelességink, a legelsé ndluk nagyobbat utdnuk
tenni. Ez az o a legels6 végtelen egész szam. Ez
utdn jon o+ 1, d+ 2 e és igy tovabb egész

A végtelen szamos-
s&g probléméaja.

VégesentUli rendszamok:
Burali-Forti antindmija.



0+ co-ig, amit most rdviden o.-vel jelzek ; még
tovabb menve megkapom 0.3, 4, ... od o,
ez az a: jelet kapja; mgjd a2, 0B ot ... . adja

ia3 ez tovabb (D) jeleket, stb. Ha Kki-

fogytam az oo-b6i, gondolhatok természetesen mas
jelre is (példaul egy picit nagyobbra rajzolt co-ra).
Az igy alakult sorozatban nem érdektelen, hogy minden
tagnak van kozvetlen kévetéje, de nincs mindegyiknek
(co-nak sincs) kozcetien megel6z6je. Gondoljuk el, hogy
az akarmeddig vitt s igy a teljes sorozatot nézziik,
azaz Valamennyi rakovetkezési vegylink most mar szim-
bolizaltnak. A rakovetkezés szemléletébdl ilymdédon
fakadd 0Osszes lehetséges szimbolizalé aktusok halma-
zat IF-nek hivjuk. Hire nagyon rossz. Képezése
eléggé hasonlit ugyan a kozonséges egész szamok
halmazba fogasadhoz, de a kildnbség is nagy am a
két eset kdzott. Az egész szamok a legelsé nekilen-
dilés eredményei s igy folytathaték, a W azonban
éppen értelmezése szerint mar nem folytathatd, mert
bele akarjuk gondolni az &sszes lehetséges folytata-
sokat. Masrészt azonban — s ez a bokkené — ha
van, jobban mondva megvan, kész ez a TF, akkor leg-
aldabb gondolatban, ismét lehet, tehat kell, az dsszes
jelnél, ami csak benne van, nagyobbnak mindsitendd
jelet képezni. Eszerint teh4t ez az uj jel nem lesz
benne a PF-ben. A W sajat értelmezése szerint pedig
minden folytatds benne van mar, tehat ez az Ujnak
gondolt is. Benne is van, nincs is. Ez a Burali-Forti
antinémidja. A W-t nem lehet elkésziiltnek, teljesen meg-
hatarozott valaminek venni. Nemcsak hogy valamennyi
tagjat nem lehet ténylegesen elkésziteni, hiszen az
egész szamokat se lehet mind. Hanem mar akkor
képtelenséghez jutunk, mikor legalabb fogalmilag az
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0sszes tagokat elkésziltnek akarjuk venni, 6ssze akar-
juk fogni hatarozott halmazba, lezart 6sszességbe. lly-
forméan ez a halmaz ésszel atgondolhatatlan, kivil esik
nemcsak a matematikan, de még a logikan is. Kény-
telenek vagyunk még fogalmat is
félbenlevonek, most alakulénak
venni, mintha nem tudna egészen
megsziletni, hatarozott format felvenni, hanem foly-
ton in statu nascendi lenne. Mikor a matematika leg-
mélyebbre hatol a vilag megjelenés-formajanak titkaiba,
taldlkozik az alakulds, valamivévalas hatdrozatlansa-
gaval. S a gondolatisdg legbelsejében tanyat td
hatarozatlansdg — a se-nem-ilyen, se-nem-olyan —
ésszel, matematikaval teljességgel megfoghatatlan.
A matematika nem meritheti ki a valdésdgosat, mert
az nem pusztdn jelen van, nemcsak ténylegesen vala-
mind — ennek az A&ltalanos form4jat taglalja a meny
niség tudoménya —, hanem vajado torténés, hatarozat-
lansag, lehet6ségek tk6z& valdsulasa (dinamizmus) ;
éppen ez az utdbbi szuli a ténylegeset, természetes
tehat, hogy e ténylegesnek elgondoldsa 6nmagaban
be nem fejezhet§, le nem zérhato.

A matematikai val6sag-
leirés korlatozésa.

lll. Fejezet.

Fuggvény. Differencialhanyados.
A fuggvény fogalma.

Egyetlen szm elszige- Szamnak hivott jelszerkezetu_nk
telve nem érte mezhets,  aVégett készult, hogy benne végig-

gondolhassuk a vilag altalanos egy-
ség-tbbbség megjelenésformajat. Eddigelé annyira ju~
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tottunk, hogy megalkottuk magat a jelrendszert és
kézben ramutattunk f6bb sajatossagaira, valdsag-for-
rasaira, valamint korlataira is. Most az a kérdés, mit
tudunk vele elérni. Fizikai alkalmazasainak méretei
oridsiak, egész mivel6désiinket 4t meg &t haté valto-
zasokat okoztak éppen azért, mert altala a val6sag
megjelenésmodjat hiien és teljesen visszaadd szerszam
kerllt végre az emberek kezébe Itt csak arra mutatunk
rd, miféle 6nmagaban rejlé tulajdonsagok teszik ily
hatalmassa gépezetliinket és hogy miképen kell ezt
— elényei kihasznalasa végett — tovabbfejleszteni,
bonyolitani.

A szamokat rendesen olyan sorozatnak képzelik,
ahol az egyes tagok, a szamok, egymastol egész kilon-
all6 darabok. Nem mondjuk, hogy ebben semmi igazsag
sincs. Probaljunk meg mégis példaul a s jelentésére, ne
pedig papirra festett rajzara vagy hangjeleire gondolni.
Nagysagat okvetlen eszembe kell hoznom. Ez azonban
azt jelenti, hogy tudom, melyik szamndl nagyobb, melyiknél
kisebb, azaz ismerem helyét a teljes végtelen sorozatban.

Tébbi szamtani tulajdonsagai is — ami mind a vele
valé banasmodban, a vele végrehajtott alapmivele-
tekben nyilvanul — ugyancsak megkoveteli, hogy tar-

saival vonatkozasba hozzuk. A s egymagaban kilonds
figurdnal egyéb nem lehetne. Egyetlen egész szam
Jelentése magaba zarja az 0Osszes egész szamokét. Gsak
egyitt gondolhatok. Nagyon fontos megjegyeznink itt,
hogy az egész szamok pompéasan végiggondolhatok
tortei, nélkul. Az egész szamokat kénytelenek vagyunk
folyton egyitt gondolni, a tértszamokat meg csak az
egészek utan, azok segitségével gondolhatjuk. A szamok
halmazbaver6dése nem oOnkényes tehat, ellenkezéleg,
kikerulhetetlen kényszerliség. A mennyiségtan nem
tisztdn télink fiiggé megallapodasok hosszu sora hat,
mint sokan, még matematikusok is, képzelik. Logikai
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tagozodasat semmikép meg nem masithatjuk. Csak
az elnevezés onkényes és ennek bonyolitasai.

Az egész szdamok — a tdbbiek is
— egyduttesen, kdlcséndsen hataroz-
zak meg egymast. (Vesd 0ssze az
11-ik lapon csodalatosnak jelzett ténnyel.) A targyi
vilagban is, el6bb mar fejtegettiilk, az egyén minémd-
ségét az dsszes tobbi hozza létre s viszont ez az egyén
befoly az &sszes tdbbi egyén mivoltjanak, legtagabb
érielemben vett ,megjelenésiének meghatarozasaba.
Mikor végiggondoljuk a szadmok logikai 6sszebogo-
zottsagat, kdlcsonds meghatdrozddasukat, akkor igaza-
ban a targyak dsszeszovodésének, kdlcsénds meghata-
rozodasuknak 0Osszes lehet6 formain megyink végig.
A mennyiség tudoménya a kolcsénds meghatarozodas for-
mainak tudomanya.

Koélcsonds meghatéro-
z6dés a valdsagban.

Amint azonban a fizikai vildgban
ezeknek csak egyszeri(ibb alakjaival
talalkozunk, azonképen a matematika is — mar csak
azért is, hogy dolgat kénnyebbé tegye — a legegysze-
ribb eseteket veszi el6bb szemugyre.

Példaul. Az egész szamok egymas-meghatarozasa
szemlélhetd mint a haladads, az egymasra kovetkezés
legkevésbbé kibontott szimbolizaldsa. A folyton tarto
kiindulas és megérkezés elvezet el6bb az :-t6l a . -hdz,
majd a 2-t6l a 3-hoz és igy tovabb. Itt tehdt minden
egyes szamhoz egyetlen masik rendel6dik — az utana-
jov6. Hogy koénnyebben atgondolhassuk az efajta meg-
hatdroz6dasokat, hadrom tagra szakitjuk szét: két szdm-
halmazra — a flggetlenil megadhatonak tekintett
szamokéra és az ezekhez rendeltekére — tovabba a
kett6t Osszekdtd, az egyméashoz rendelést, azaz a
meghatdrozast ténylegesen végbevivo mdiveletre (funk-
cidra). Ha X valamelyik egész szdm, akkor X+1 a
hozzéarendelt szam s az eggyel vald6 megnodvelés a

A fuggvény fogalma.

44



mUvelet, mi &tvezet iC-t6l a hozzatartoz6 szadmhoz.
A két szdmhalmazra azt mondjuk, hogy egyik fugg
a masiktdl, egyik fliiggvénye a masiknak.

Igen egyszer(i példa még a hatvanyozas (négyzetre
emelés) mivelete. Legyen az els6 halmaz az &sszes
valés szamok s rendeljik mindegyikhez 6dnmagénak
méasodik hatvanyat (szorozzuk ©&nmagaval). Az igy
kijov6 szamok alkotjak a masik halmazt. Ha X az
els6bdl valé szam, akkor hozza X: tartozik, példaul
4 hez 16, a 11-hez 121, stb. Sokszor — kiilondsen ha
nem egyes fiiggvényr6l van sz6, hanem a fliggvények
altalanos tulajdonsagair6l — a masodik halmaz szamait
egylttesen y betljel jelezzik. Az X2=y egyenlet tehéat
azt mondja, hogy van két szamhalmazunk (X és Y)
és Ugy jutunk el az elsé halmaz akarmelyik szamatol
a masik halmazban neki megfelel6 szamhoz, hogy az
els6t négyzetre emeljuk. Kijeldl tehat egy miveletet,
ami megfelelteti egymasnak a két halmazt. Altalaban
y —f (X) jelet hasznaljuk, hol f csak annyit jelent, hogy
két szamhalmaz kozott kdzvetitd miveletre (funkcidra)
gondoljunk. Ha részletezni kivanjuk, hogy milyen
miveletre, matematikai jelekben vagy a kdzdénséges
nyelv szavaival kell ehhez még hozzaflizniink a gon-
dolanddkat.

A fliggvény szerepét a természetleiras-
ban legegyszeriibben példazza a leejtett
k6 mozgasa. Az els6 masodperchen meg-
tesz mondjuk a métert. Az els6 és masodik méasod-
percben nem kétannyit, hanem 4a méter utat tesz meg.
A harmadik masodperc végéig 6sszesen megtesz 9a-1 és
igy tovdbb. Ha a masodpercek szdmat t (tempus) betd-
vel, a megtett méterek szamat pedig S (spatium) betdvel
jeloljuk, torvényszeriiségiink S= at2alakot kap. Itt az
egyik szamhalmaz a masodpercek szdma, a masik meg
a megtett métereké, a kett6t egyesitd mivelet pedig —

Fizikai példa
a fuggvényre.
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példankban a méasodpercek szdma szorozva 6nmaga-
val és egy fix szdmmal — a természettdrvény.

A figgvénynek a sikban goérbe felel
meg. Gondoljuk ra ugyanis az X illetve
az y értékeket két egymasra merdéleges
egyenesre. Mérjik fel minden X-hez a hozza tartoz6
f(x)=y-1 mégpedig felfelé ha ez pozitiv, lefelé ha nega-
tiv. Az igy szerkesztetty magassagok végpontjai gorbét

A fuggvény tér-
beli abrazolasa.

alkotnak s ez a fliggvény geometriai képe. Vilagos
masrészt, hogy matematikus szemmel nézve minden
g6rbe fliggvény. Mert hiszen a rajz hozzarendeli min-
den iE-hez a g6rbe magassagat abban a pontban.
(8. &bra.)

Algebra és komplex szam.

Forditsuk meg a hatvanyozas miveletét.
Az y is meghatarozza az X-et. Azaz, ha meg-
mondjak a leesd test megtett Gtjat, meg tudom mondani

Gyokvonas.
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mennyi id6 kellett ehhez. Ha példaul %= 25, akkor
olyan keresend6 ki az X-ek kozil, hogy X.= 25 legyen.
llyen szam van ketté: az 5 és a —b5. Fizikai eseteknél
mindig el tudom ddnteni melyiket kerestem a kettd
kozil, a matematikus pedig folyton az &sszes lehet6-
ségre lgyel s igy egyszer(ien tanulmanyozas ala veszi
a meghatdrozédasnak azt a modjat is, mikor egy
mivelet (itt a hatvdnyozas eredményébél visszamenni
az alapszadmra: gyokionas) tobb szamhoz is vezet.
Elég nehéznek latszik megoldani X* =24 egyenletet.
Ha valamelyik pozitiv X kielégiti, akkor ugyanez az X,
negativ elGjellel véve, szintén eleget tesz neki, elég
tehat pozitiv megoldd szamot keresni. Valahol 4 és 5
kdzott van, azaz tizedestort alakja 4 egésszel kezd6dik.
F6zziink most a 4 egészhez tizedrészeket s szamitsuk
ki az igy kapott 9 szam (41, 4'2, 4°3, 4'4, 4'5, 4'6,
4'7, 4'8, 4'9) négyzetét. Latjuk igy, hogy 4'82<24,
4'9, > 24. Keresett szamunk els6 tizedese s . igy tovabb
haladva kapjuk 4, 4s, 4'89,.......... nové sorozatot;
ez, a sorba Kkijové tizedesekkel, meghatdroz egy, A,
végtelen tizedestdrtet. Az A irracionalis szam szorzata
6nmagaval éppen 24: ugyanis 4.4, 4'8.4'8, 4'89.
4'89 ...... sorozat hatarértéke — s értelme szerint
ez az irracionalis szdmunk négyzete — tényleg 24,
mert a szerkesztésébdl kifoly6lag mindig csak tavo-
labbi tizedesben kilénbozik téle. Matematikus nyel-
ven: 24 méasodik gybke A. Ha tehat az X és y hal-
mazokba irraciondlis szamokat is beleértink — ezt
pedig a fentiek szerint meg kell tennink —, az y
tényleg hataroz meg iC-et (példankban pontosan kett6t).
Pozitiv szamok négyzete, de negativoké s, csak
pozitiv lehet; negativ i/-unk tehat nincs. Koéztik van
azonban minden pozitiv szdm. Ha tehat — mint a
fizikai példankban (45. lap) — csak pozitiv iC-eket
(ott f-ket) nézink, akkor az r/-ok halmaza épp azok-
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bdl a szdmokbdl &ll, mint az SC-eké (tudniillik az
0sszes pozitiv szamokbol). Az y —2X fuggvényben is
az 0sszes pozitiv iC-ekhez az 6sszes pozitiv szamok
jonnek ki y-01 A fliggvényértékek Osszessége nem
jellemzi tehat, nem hatdrozza meg a flggvényt:
a kozvétitomivelet alkotja a fliggvényt, nem a fliggvény-
értékek halmaza.

Véges szamu kilénb6z6 hatvanyfiigg-
vény 0sszeadasabol all el a legegyszer(ibb
fuggvénycsalad:

a0+ X+a2x*+a3x3+... +anxn

mit tébbtagtuaknak, polindmoknak (algebrai egész fiigg-
vényeknek) hivunk. Az <0, ait a2 stb. fix szamok: egyitt-
haték (coefficiensek). Ezeket kell szdmbelileg megadni,
ugy jutunk el a fliggvénycsalad valamelyik tagjahoz. Az
algebra ennek a fliggvénycsaladnak a tanulmanyozasa.

Ha megadjak az X-ei, kdnnyen ki tudjuk szdmitani
a hozzatartozé fuggvényértéket: behelyettesitjik, szor-
zunk s dsszeadunk. Egyik fofeladata az algebranak,
megfelelni a forditott kérdésre. Milyen iC-nél (vagy
Heknél) lesz a fliggvény adott (c) értékd ? Kere-
sendék az a0+ at X +a2x2+aax3+ ... +anx”"-c, azaz
a0- ct+atx+a2x2+a3x3+... +anxn—0 egyenlet
gyokei. Negyedfokd egyenletnél gydkvonéssal (a
hatvanyozas forditottjaval) mindig elintézhetjiik a dol-
got, hanem ha 4-nél nagyobb hatvanyok is vannak,
(n> 4), altaldban nemcsak hogy nem tudunk, de nem
is lehet vele célt érni (Abel tétele). Némelyik egyen-
letnél igen s az ilyen egyenlet kijeldlése az algebra
egyik érdekes feladata.

Ebb6l a par megjegyzéshdl is
érezhet6 méar, mennyire sajat-
magabol szoévédik itt tovabb a
matematika kérdéshal6zata. Felesleges toébbhé a vald-

Az algebra
feladata.

A mennyiségtant problé-
mak 6nall6 alakulasa.
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sagra visszamenni. A t6le kapott feladat, esziink
jarasanak megfelel6en, szerlebomlott s ugyancsak
er6lkodnink kell, hogy az egyes szalak menetét és
kapcsolataikat kovethessiik. Emiatt kdénnyen csak
erre az észmunkara gondolunk, szinte azt hisszik,
az egész feladat csak bont6kot6 észtorna, szellemes
jaték. S tényleg ennek a szétszedd és dsszerako tevé-
kenységnek vannak sajdt nehézségei s igy, azok
legy6zésére, sajat eszkdzei is. Minél beljebb megyunk
tudomanyunkba, anndal tébb nehézségre és tobb kildn-
legesen matematikai fogalomra bukkanunk, Ide tar-
tozott mar valamennyire a negativ szdm is. De leg-
jellemz6bb példajuk a komplex szdam. Ennek megalkot
tdsat az algebra feladatai erészakoltak
ki, nélkile csak mint Utveszt6ben botor-
kdlnank mar a legegyszer(ibb figgvények viszonylatai
kézott is. A valdsdghoz pedig egyenes vonatkozéas-
ban éppenséggel nincs. Olyan i jelt vezet ugyanis
be, amellyel épp ugy kell banni (azaz 6sszeadni,
kivonni, szorozni és osztani), mintha nem puszta rajz
(hang), hanem sz&m lenne, kivéve, hogy :-ik hatvéa-
nya —1-gyel helyettesitend6. Ez utdbbi kuldnleges
hasznalati utasitds miatt az i nem kozdnséges betl-
jel tehat, ami barmelyik egyes szam helyett allna
avégett, hogy a Kkijelentés altalanos érvénye Kkifeje-
z6djék, hanem hatarozott egyén ; mintha eggyel tébb
jelink enne. Az adott szabaly szerint a tdbbihez
keverve mindig a+ bi alakhoz jutunk, hol a és b
valds szamok, mert i magasabb hatvanyai is (r2= —]
s igy is—i*.i=—i, i*—1, stb. képletek folytan) vagy
kozdnséges valés szamot vagy valahanyszor i-:. adnak.
Az ilyen ,r-vei kevert” jelek kozott a régiek is ott
vannak, amikor tudniillik az i szorzéja 0. A meg-
allapodas szerint a -f Oi~ nemcsak, hogy a-nak Irha-
tom, de még hozzd — miutdn a kuldnleges i2=—

A komplex szam.
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szabadly nem szerepelhet — az a + Oi jelhalmaz keze-
lési modja 0Osszeesik a valés szamok kezelési maéd-
javal. Ezért tekinthetem az uj, a+bi, jeleket a valos
szamok kibOvitésének, 4ltaldnositasdnak. Ezek a
komplex szamok.

A sikon abrazolhatjuk &ket. Egyik egyenesre ragon-
doljuk az a (azaz a +0.i) valés szamokat. Az a+bi
helye az a felett van b magassagban. Lasd 9. abran.

valés szamok

9. abra.

A komplex szam Az X2=—4 eg’yenle,tnek pinc§ valés
fontosséga, gyOke, mert valdés szdm masodik hat-

vanya nem lehet negativ. A 2i és
a —2i azonban eleget tesznek neki. Altalaban
a0+at x +a2x2+a3x3+ ... +anxn-0 n-ed foku
egyenletnek mindig n gydke van, ha a komplexeket
is hozzavessziik (a tobbszorosokel megfeleléen tébb-
sz0r véve). Ez az algebra alaptétele. Sok mas ilyen
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egyszer(i és altalanos tételre jutunk ra a komplex
szam révén. O teszi lehet6vé szdmunkra a betekin-
tést a polindémok szerkezetébe. F6ereje azonban abban
rejlik, hogy a legbonyolultabb fliggvények vizsgélata-
ban is segitséginkre van. A geometriaban is szerephez
jutott, s6t néhol a fizikai elméletekben sem nélkulézhetd.
Komplex szémok Jegyezzik meg még rola, ho-
~halmazanak hatarértéke, 9Y@n  értelmezziik  hatarértékét.
Akkor mondjuk, hogy a
+ bxi, a4+ ba, a3+ ba, .... an+ bni, ...
sorozatnak van limes-e, ha kulén az a-k és kilon a
fe-k halmazanak van. Es pedig ha liman=a és
n

~ 00

limbn—b azt mondjuk, hogy komplex szdmhalma-
I = oo

zunk limes-e: a+ bi,jelekben: lim(an+ bni) =a + bi

nI: oo

A mennyiségtan fogalomrendszerét
mélyen jellemzi az a tény, hogy nem
ehet még tovabb altalanositani a szamfogalmat anélkal,
logy e fogalom leglényegesebb sajatossdgai el ne tlin-
lének. A komplex szamokat a valésakbol dgy ké-
peztik, hogy vettink két (e —\ és i) egységet s meg-
alkottuk a, b valés szamokkal az a.e + b.i alakzatokat
izzal a kikotéssel, hogy harmadik egység mar nincs,
ehat e.e, e.i, valamint i.i megint a +bi alakuak
'e.e~\,e.i—i, i.i =—1). Legf6bb sajatossaguk, ami
i vel6k val6 szamolast lehetévé teszi az, hogyha
A, B, C ilyen komplex szdmok, akkor

A +B~B +A, A.B=B .A (kommutativ torvény).

(A+B)+C=A +(B+C), (A.B).C =A.(B.C)
assiociativ térvény).

A.fB +CJ—A B +AC (distributiv térvény).

Azaz épp ugy kell vel6k szamolni, mint az egész,
6rt vagy irracionalis szdmokkal.

Kezelési torvények.
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Arra lehetne gondolnunk, hogy tovabb
menve vegylnk el n egységet .in-ei
és képezzik

ii +a2i2+ ... +dyiin
alakzatot, ahol az a—« altalaban komplex szamok.
Természetesen az i egységek szorzataira: %  ix.i2sth.
kifejezésekre, szabalyt kell adnunk, mialtal ezek is
ai\ +a2i2+... +anin alakba legyenek irhatok (kulén-
ben ix.ix \ .i. sth. Gjabb fliggetlen egységeket alkot-
nanak).

Barmilyenek legyenek is az egységszorzatokra Kkijeldlt
szabalyok, ha uj, n egységl szamainktol megkoveteljik,
hogy eleget tegyenek a harom kezelési térvénynek, akkor
nem jutunk uj szamokhoz. Bebizonyithaté ugyanis (Hankel-
tétel), hogy ily kérilmények koézott minden uj egy-
ségnek gondolt i egyenlé valamelyik kozénséges
komplex szdmmal. Csak gy juthatunk uj egységek-
hez, ha feladjuk valamelyik kezelési szabalyt.

Példaul, ha feladjuk A.B =B .A sza-
balyt, lehet négy egységl uj szamokhoz
jutni, a Hamilton-féle quaterniék-hoz és
mésokhoz nem (Froden/us-tétel). Ezekbdl a quater-
niokbol készilt — Grassmann Ausdehnungslehre-je
nyoman — a vektoranalizis, a fizika legmegfelel6bb
nyelve. A matematika legelvontabb spekuléacidibol
eredt a legkonkrétabb természettudomanynak, a fizi-
kanak természetes kifejezd eszkdze.

Tobbegység(
komplex sz&mok.

Quaterniok és
Vektoranalizis.

Végtelen sor. Analitikai figgvény.

Eddigi fliggvényeink 6sszeadas és szor-
zas, illetve hatvanyozas atjan allottak
el6. Ezek voltak a miveletek, melyek-
nek bizonyos egymasra halmozasa vezetett at az
X-ho\ az y-ba. A szerepl6d miveletek egyszer(isége és

Egyszer( flgg-
vényosztalyok.
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véges szama tette lehetévé, hogy az algebra csaknem
idealis tokéletességgel végezhette el feladatat. Mihelyt
az X és y-1bonyolultabb miveletek kotik dssze, olyan
lehézségekkel kerilink szembe, amelyek miatt lehe-
tetlen az algebraéhoz hasonlé befejezettséget elérniink.
Kijutunk a problémak nyilt tengerére. Elkezddédik ez
mar a hatvanyozas megforditasanal. A hatvanyozasnal
hadrom szam szerepel: alap, (hatvany)-kitevé és a hat-
vanyozas eredménye, hatvanymennyiség. Ha az alap
és kitevé van adva, példaul 53, konnyd eljutni a
harmadikhoz (a hatvanymennyiséghez). Tudniillik
hatvdnyozok. Ha az eredmény van adva és a Kkitevd,
mar nehezebb a harmadik, az alap kiszamitasa: gyokot
kell vonnunk. Példaul 125 és 3-hoz az 5 tartozik, mert
5.5.5 tényleg 125. Formuldban: 125»= 5. De 124 és 3,
azaz 124* esetében az eljards mar hosszadalmassa
vélik. A hatvanyozésnak ebbd&l a megforditdsdbal
erednek X X> % sth. fuggvények, altaldban Xa,
hol a valamelyik valés szdm. Ezek a gyokfiiggiények.
2% értelme: <2bdl 3-ik gydk vonandd, vagy a&
fa harmadik gydke) 6nmagaval szorzandé. Ily médon
tortszamu kitevének is van értelme, s6t végtelen sok
ilyennek a hatarértékét véve, irracionalisnak is.
Utols6 lehetséges eset, hogy az eredmény van adva
és az alap. Kérdés, mi a hatvanykitevé (exponens), azaz
mekkora hatvanyra kell emelni az alapot (hanyszor
kell énmagdaval szorozni), hogy kijéjjon az eredmény.
Ez nagyon bonyolult mar s igy alapti kivalasztanak
sgy bizonyos szamot, példaul a tizet s igy vetik fel
i kérdést: miné hatvanyra kell emelni a i.-et, hogy
kij6jjon a megadott szam? A kiad6d6é kitevé — ami
rendesen nem nagy — az adott szam i.-alapl loga-
ritmusa; 1000-é példaul 3, mert 10x = 1000 egyenletnek
megoldasa x —3. A most felirt egyenlet bal oldala uj
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fajtaju, exponencialis, fiiggvényt ad, d*-et, hol az X-ei i
sem hatvanyozni nem kell, sem pedig bel6le gyokot
vonni; 6 csak kijeldli, hanyszor kell szorzoul venni az T
alapot s esetleg hanyadik gyokot kell venni az igy
kapott szorzatbdl. Log. X jeldli a sorra vett pozitiv
(X) szamokhoz tartozéd Kkitev6ket, logaritmusokat.
Példaul: Log. 1000 =3, Log.100=2, Log.10=1 Az
Xa, ax és log. X és az ezekbdl formalt fliggvények
alkotjak a masodik nagy fuggvényosztalyt, az ,elemi“
figgvényekét, mik egyszer(iségben mindjart a poliné-,
mok utan jonnek.

Lattuk, milyen nehéz megtaldini adott
szamhoz a logaritmust, s6t adott szam
magasabb gyokeit is. Figgvénytulajdonsagaik tanul-
manyozasa is azt koveteli, hogy megprobaljuk az at-
menetet, példaul a szdmhbol a logaritmusahoz, lehetéleg
Osszeadéasra és szorzasra (hatvéanyozéasra), illetve ezek
egymasra halmozasara visszavezetni. Ekkor markoljuk
meg igazan a fliggvényt, mert ésszealkotasat nyomroél-
nyomra koOvethetjik. Erre szolgal a végtelen sor, a
matematikai kutatds legfontosabb és legjellemz&bb
eszkdze. Lattuk (17. oldal), hogy barmelyik vonaldarab
folytonos felezés és dsszeadassal végtelen sok kisebb
vonaldarab végdsszegeként foghatd fel. Pontosabban

ni végtelen sor.

Ojt+ 6j + d3+ + ...+ ocin + ...
végtelen sok kijeldlt 6sszeadds-mivelet eredményéil a
dj, dj + dg, dj 4"dg + dg, dj + dg + dg + d~, .., d| + dg +

+...+an,... sorozat hatarértékét tekintjik. Ha tehat
ennek nincs hatarértéke, akkor az elébbi sor vég-
0sszegének semmi értelme sincs, a sorral nem tudunk
mit kezdeni: divergensnek, széttartbnak mondjuk. Ha
van, akkor ez a hatarérték a konvergensnek, &ssze-
tartonak mondott sor dsszege. (Sor alatt ezentdl csakis
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ilyen végtelen &sszeadas-sorozatot fogunk érteni, hol
tehat a tagok k6zott + (vagy —) jel van. Sorozat marad
egymasutan koévetkezd, vessz6vel elvalasztott szamok
halmaza.)

Ha akarmilyen f(x) fiiggvénybe X he-
lyére hatarozott szamot, d-. teszek, f(d)
mar egyetlen szamot jelél, azt tudniillik,
amit a vizsgalt fliggvény rendel d-hoz. A végtelen
sok kilonbozd fuggvénybdl allo

fi (x) +fz(x) +fa(x) +fl (x) +... +fn(x) +...
sornak értelme tehat az, hogy minden egyes a szam-
hoz, ha ugyan

fi (a) +f (a) +fa(a) +f4(a) +... +fn(a) +...
sor konvergens, rendel — végtelen sok &dsszeadas
végodsszegeként — egyetlen szamot: a most felirt sor
0sszegét. Gyakran el6fordul, hogy fliggvénysorunk
egész szdmkdz minden egyes szamara konvergens.
Ekkor a sor 0sszege, ebben a szdmkdzben, figgvényt
alkot, az Ugynevezett dsszegfiiggvényt. Ilyenkor tehat
a sor tagjai is fliggvények és a sor dsszege is fligg-
vény : mondjuk F (X). Jelekben

F(x)=<Z fn(x)
n=\

Végtelen
fliggvénysor.

A £ az egymast kévetd Osszeadasokat jelzi (summa).
Az aia-iolé irt jelek pedig azt, hogy 1-t6l végig kell
futni az 06sszes egész szamokon. Példaul

2 NXNEX +2X* +3xs+4x* +5x5

n—t
) A legegyszer(ibb végtelen fliggvénysort
Hatanysor. gy kapjuk, ha a polindmokat — azaz
hatvanydsszegeket — folytatjuk a végtelenig:
aQ+a, x + a%* +a3x3+ adx4d+ ... +a, Xn+ ... (1)

Ezek ugyanis tisztdra 0sszeadds, szorzds meg még
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hatarérték-kiszdmitds miveletekb6l vannak d&ssze-
rakva. Rendkivil fontosak ezek a hatvanysorok, mert
kideriult, hogy ak&rmelyik ismert, de komplikalt fugg-
vényt szedjiuk is el6, lehet olyan ii-szdmokat, egyutt-
hatokat, megallapitani, hogy az ezekkel felirt (t) sor
0sszege minden X-re — maér ahol van 0sszege, azaz
amelyik iC-nél a sor konvergens — egyenl6 legyen
az elészedett fuggvény éppen ahhoz az X-hez tartoz6
értékével. A hatvanysor el6allitia azt a fuggvényt.
A nevezetes ebben az, hogy a konvergens végtelen
sorban, mivel véges dsszegnek kell kijonni, elég messze
elmenve az ezutdn jovo tagok 0Osszege mar nagyon
kicsiny s igy igazdban — ha a sor végdsszegét csak
megkozelitéleg akarjuk kiszdmitani — elég a sor
elejér6l tdébb-kevesebb tagot dsszeadni. Az el6allitott
figgvény értékét barhol csupan véges szamu dssze-
adassal és szorzassal oly pontossagig kiszamithatjuk,
ahogy csak akarjuk. A flggvény kezinkbe Kkerilt.
Egész pontos kiszamitasra gondolva Ugy is fogalmaz-
hatjuk sikeriinket, hogy a négy alapmivelethez csak
a limes kitaladlasat kell még 6tédik mdveletként csa-
tolnunk, ezzel pétolhatunk gydkvonast, logaritmus-
kiszamitast stb., altalaban minden midveletet, ami a
négy elsétél kilonbozik.

A logaritmus esetében, mint sok mas
__ fuggvénynél is, kényelmesebb X helyett
kissé altalanosabban az X—Chatvanyai szerint halado

bO+bI (x—€)+b.i (x—€) 2+b&(X—€) 3+...+bn(x—e)n+... (T)

sort megalkotni, hol C adott szdm Barmeddig vigyem
is az 0Osszeadast, itt is mindig polindmot kapok és
barmilyen X—a szamra keresem a sor végosszegeét,
névd hatvanyokat kell szoroznom és dsszeadnom. Ez
is hatvanysor tehat. Taylor-sornak is hivjuk, mert ilyen
altalanosan Taylor, angol matematikus vezette be.

Taytor-sor.
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Arra is nélkiilozhetetlenek, hogy komplex szamok-
hoz is rendelhessiink fliggvény-értéket. Példaul ha a
logaritmust el8allito sorban X helyébe komplex szamot
teszlink, a sor sok esetben konvergens lesz; ha ne-
gativ szamot, akkor is. igy lesz negativ és komplex
szamoknak is logaritmusa. S ez a folytatasa a fligg-
vénynek nemcsak jaték, mert enélkidl nem birtak at-
tekintést nyerni még a gyokfiiggvények legegyszerlibb
eseteire nézve sem. A végtelen sor és komplex szam
egylttes és rendszeres hasznélata vetett véget a XVIII.
szdzad végtelen vitdinak s alapozta meg ezéltal a
mai, fenékig &tgondolhatd, preciz matematikat.

A legfontosabb, mondhatnank életbe-
vago, kérdés a Taylor-sorra nézve az,
hogy hol, melyik SP-ekre konvergens. Ez természetesen
az egyutthatoktol figg. Ha az egyditthaték kicsinyek,
még elég nagy iP-eket betéve is kapunk konvergens
sort. Ha az clk nagyok, fakkor meg csak Kkis iP-eket
betéve lesz konvergens. Altalaban csak annyit mond-
hatunk (Abel tétele), hogy komplex szam behelyette-
sitésére is gondolva, mindig a komplex sik valamelyik
kérén belil fekvé valamennyi pontra konvergensek,
a rajta kivul fekvd &sszes pontokra divergensek.
Magan a koron lev6 komplex szdmokra nagyrészt
divergensek, néha konvergensek. Van tehat a (t)
esetében a kezd6pont, a (T) esetében a Ckéril, mint
kozéppont kérul rajzolt kor, amelyen belil es6 vala-
mennyi komplex szdmra kapunk &sszeget, a Kivil
es6kre pedig egyikre sem. Taylor-sorunk konvergencia-
tartomanya mindig koéralaku. A legtébb fliggvénynek
azonban nemcsak egyetlen kor belsejébdl vett SP-ekre
van értéke. Ebb6l a szempontbdl nézve a Taylor-
sor haromféle eshet6séget ad: megesik el&szdr, hogy
X helyébe barmelyik komplex szamot téve is, mindig
konvergens; konvergencia tartomanya az egész

Konvergencia-kor.
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komplex sik, a fuggvényt minden X-re el6allitia. Ma-
sodszor, hogy mindenitt divergens (kivéve X= 0, illetve
X—Cesetet, ahol csak konvergens lehet, mert egyetlen
taghdl, 60-bél all). Ekkor sorunk egyetlen SC-hez rendel
egyetlen fliggvényértéket s igy igazaban nem ad
figgvényt, a sor semmire sem j6. Harmadszor, néhol
konvergens, néhol nem.
L Ekkor a fentiek szerint van egy kor, amelyen
Analitikai . N P
folytatas, PelUl e sor Osszege pontosan meghataroz egy
figgvényt. Legyen Cxe korén belil esé pont.
A most meghatarozott fliiggvényt — mint altaldban
akarmilyen fliggvényt — a (T) sor alakjaban irom
fel. (Az uj alak, azaz a b-k meghatarozasa igen bo-
nyolult.) Konvergencia tartomanya koralak(i és meg-
esik, hogy az uj kor (cl koral) talmegy az els6n. (io.

dbra.) Uj sorunk az elsé kor belsejébe esé részében
ugyanazt adja, mint ugyanott az elsé sor; ez jelenti
azt, hogy ismét az els6 fiiggvényt allitottuk el6 masik
sorral. Kivil azonban az els6 sor semmit sem adott,
hisz ott divergens volt, az uj sor pedig ad s ezaltal
totidbb folytatja a fliggvény meghatarozasat. Ha 0ssze-
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veszem valamennyi ilyen Ggynevezett analitikai foly-
tatdsat az el6bb csak az els6 kdrben meghatarozott
figgvényemnek, kapok eljarast, amivel a komplex sik
jo részén (esetleg egy-két pont hijan az egész kom-
plex sikon) fekvé komplex szdmokhoz tudok kisza-
mitani figgvényértéket. Ez az analitikai flgguény.
Szétvalik itt a matematikai formula
és a flggvény fogalma. Azel6tt ugy
értelmezték ugyanis a fliggvényt, hogy meg kell adni
egy bizonyos képletet, formulat — ilyenek a polind-
mok vagy példaul: V~x A, log (3x—1) — s azokra
az iC-ekre lesz értelme a figgvénynek, amelyekre a
képlet hatdrozott szdmot ad. Ez nagyon természetes-
nek is hangzik: egy formula, egy fuggvény ; egy fligg-
vény, egy formula. A Taylorsornal azonban egy for-
mula, tudniillik az elsé Taylorsor, csak részben allitja
el6 a flggvényt. Teljes el6allitasat altaldban végtelen
sok Taylorsor meriti csak ki. Itten tehat egy fliggvény
és tobb (s6t vegtelen sok) formula van. Méas a flgg-
vény és més annak matematikai, formulas el6allitasa.
Felszabadul a fuggvényfogalom. Igazdban rendelhetek
barminé szamot barmelyik SC-hez, csak fliggvényt ka-
pok. Mas és sokszor igen nehéz kérdés, milyen for-
mulaval vagy formulasereggel juthatok el az X-t6i a
hozza rendelt szamhoz. Cantor bebizonyitotta, hogy
az igy értett figgvények halmazat nem lehet a Valos
szamokkal sem megszamolni, ezeknél tébben vannak,
szamossaguk Ujabb, 3-ik fokozatot ad.
o Az analitikai figgvények elmélete,
A Tlggvenytan 4747 4ltalanos tulajdonsagaik megalla-
megteremtdi. s . LS ..
pitdsa és egyes csoportjaik tilizetes ta-
nulméanyozasa foglalkoztatta leginkdbb a matematiku-
sokat a XIX. szazad folyaman. Ez az elmélet a leg-
sajatsagosabb és leghatalmasabb alkotasa a mai
matematikanak. Oly problémasereggé nyilott széjjel,

Flggvény és formula.
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amin még manapsag is nagyban dolgoznak a leg-
er6sebb matematikusok. Megalapitéja a francia Cauchy
(mint az algebraé Gauss), f6kiépit6i pedig: Abel,
Riemann, Weierstrass, Poincaré, E. Picard, Hadamard stb.

Derivalt fuggvény. Primitiv figgvény.

Minden fuggvényvizsgélat f6 szer-
széma a differencial-hdnyados fogalma.
Az Xet valtoztatva a fliggvény értéke
is valtozik. Milyen aranyban valtozik a fliggvény az
Whez képest? Az @ és a+Jd kozott a figgvény
f(a +h) —f(a)-val valtozik meg (az uj értékbdl le-
vontuk a régit). Megnézzik hany Xvaltozas (h) kerdl
ki a figgvényvaltozashol, azaz képezzik

f(a+T)—f(a)

h
hanyadost. Mas h.. véve azonban, mas lesz szamlalo
is, nevezd is, s igy altalaban hanyadosuk is. Pontos
mértéket a fliggvény valtozasara az a pont korul csak
ugy adhatok, ha mindig kisebb h.. veszek s meg-
keresem az igy kapott végtelen sok (atlag) mérték
hatarértékét. Alkossuk tehat meg
f(a+ht)—f(@) f(a+hj - f(a)
\ ’ h%
f(a+hj-f(a) f(a+hn-f(a)
K e K 7rnee

sorozatot. Ha abbdl az Ugyis elengedhetetlen feltétel-
bél, hogy nHr(r)l0 lIn= o mar kdvetkezik, hogy a soro-

A differencial
hanyados.

zatnak van hatarértéke, A, ezt a hatarértéket a vizs-
galt fuggvény differencial-hanyadosanak mondjuk az a
helyen. Ha megesik, hogy sorozatunknak nincs hatar-
értéke, habar Hm 1ln=,, akkor azt mondjuk, hogy
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fuggvényiunknek az @helyen nincs differencial-hanya-
dosa. Differencial-hanyados = differencia-hanyadosok-
limes-e. Innen a neve. Jele a differencia (kiilénbség,
valtozas) sz6 kezddbetlijéb6l ered olymodon, hogy
deltaval (g) jeldljuk a véges valtozasokat, példaul:
f(a +h)—f(a)=a/, h=Ax és cZvel a differenciak
hanyadosainak limes-ét. f= de
. Af=
nEgJJ a X dx
Példaul: ha a differencidland6 fluggvény X2, kere-

(a +hn2-a. a2+2ahn+knm2-a*__ 7
sendo s = Iim =."a+hn

limes-e mikor hn a o felé tart, azaz X. differencial-
danyadosa az a helyen 2a.

llyképen minden x-hez — gy, mint
hoz — tartozik egy szam : adott fiigg-
vényink odaval6 differencidlhanyadosa. Ezek a széa-
mok egyltt uj fliggvényt adnak, amelyiknek sok koze
van ugyan az els6héz, mindamellett nagyon mas is
lehet. Kifejezést adandé annak, hogy az f(x) fliggvény-
b6l ered, f’(x) jelt kapja [(X9'=2#]. Ez f(x) fuggvény-
nek derivalt fliggvénye. A derivalas olyan mdvelet tehat,
ami egyik fliggvénybdl atvezet egy mésik fuggvényhez,
még pedig kivonas, osztas és hatarértékkiszamitas atjan.
Eddigi midveleteink szambdél (az SC-bdl) vezettek at
masik szamhoz (az :/-hoz). A derivalt fliggvény meg-
hatdrozasa adott fliggvényhez, az Ugynevezett deri-
valas, differencialas, nem folytatja tehat egyszer(en
az eddigi miveletek sorat. Bar azt is mondhatndk,
hogy a hatarértéknél végtelen sok szam hataroz meg
egyet s hogy igy bizonyos tekintetben koézbiul all a
szdmhoz szadmot rendel6 elemi mdiveletek és a fligg-
vényhez fliggvényt rendel6 fels6bb mennyiségtani
miveletek kozott.

Derivalt figgvény. q
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A derivélt fuggvény meghatarozésa-
nak forditottja a primitiv fuggvény fel-
keresése, azé a fliggvényé, amelynek éppen az adott
fuggvény a derivaltja. Példaul 2 x figgvény primitiv
figgvénve X2 Legyen ez a primitiv fiiggvény F(X),
ekkor F'(X) nem egyéb, mint az adott f(x) fiigg-
vény: F'(X) —f(x). Maganak az f(x) fiiggvénynek a
derivaltja f(x), a F(x)-nek méar méasodik derivaltja.

) o A derivalt és primitiv fliggvény

Agggfrfnirtﬁ;?a};gﬁ?g’;dos geometriai jelentése nagyon neve-

" zetes. Rajzoljuk le f(x)-et. A 11 ab-
ran f(a+h)—f(a) az AB tavolsag. Az X valtozasa
AP-\&1 egyenld, tehat

Primitiv fuggvény.

Il. dbra.
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=AB blpga)

Ez a viszonyszam meghatarozza a P és B ponto-
kon atmend szel6t. Ugyanis, ha megadjak e viszony
nagysagat, példaul a f-ot, akkor rajzolok egy derék-
szdget, mint .d-nal van, alapjara felmérek 3 akarmi-
lyen egységet, a mer6leges szarra 2-t. A kapott pon-
tokat 6sszekdté egyenes parhuzamos lesz a vizsgalt
szelével. Ha tehat P ponton at a nyert egyeneshez
parhuzamost hdzok, megkapom a szel6t. Valasszunk
most kisebb h-1, ehhez masik szel§ tartozik maéasik
viszonyszammal. igy tovdbbmenve, végtelen sok szel6t
kapok egy-egy viszonyszdmmal megadva. A viszony-
szamok limes-e az érint6t hatarozza meg, a szeldk
hatarhelyzetét. Ha tehat ismerem a fluggvény diffe-
rencialhnanyadosat a-ban, fel tudom rajzolni e pont-
ban az érintét a flggvényt abrazold gdrbéhez.
Lényeges, hogy a gorbe matematikai formajabol
tisztdn szamitads Utjan jutok el a gorbe geometriai
tulajdonsdgaihoz. A gdrbe minden szemléleti sajatos-
sdga szamtani miveletekkel kiolvashatd matematikai
formulajabol.

A primitiv vagy integral fliggvény
legkdzvetlenebb geometriai alkalmazasa
a kovetkezd: Valamelyik egyszersmin-
denkorra megadott fliggvényértéktél, illetve magassag-
vonaltél kezddédbleg a gorbe és az X tengely kozott
mindegyik fuggvényérték lezar bizonyos nagysagu te-
riletet. (A terilet mér6szamat gorbe hatarok eseté-
ben a beleirt négyszdgek terliletdsszege hatarozza
meg, ha a négyszdgelést mindig kisebb oldalakkal
végezzik s a hatdrra megyink.) Méas a>et véve, mas
teriiletet kapunk. A teriilet tehat X fuggvénye: T(X).
Hatarozzuk meg derivalt fiiggvényét. T(a+h) —T(a)

Az integral geo-
metriai jelentése.
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nem egyéb, mint az a és a+h kozzé esé bevonalka-
zott terilet (12. abra); ez pedig nagyon kevéssel, a
fenti, haromszdégh6z hasonlo terilettel, kilonbozik
h.f(a)-t6i. A kuldénbség koztik kisebb mint h szorozva
az a és a+h kozé esé fliggvényértékek legnagyobb
kiulénbségével.

Mikor tehat a T (a +h) —T (a) kilonbséget osztjuk
/&-val,hogy megkapjuk a differencidlhanyadost, f (a)-toi
nagyon kicsit kiilénb6z6 hanyadost kapunk. Mikor pedig
h-{ kisebb kisebbnek vessziik, hanyadosunk f (a) felé
kézeledik s igy tényleg, T (x) differencialnanyadosa
a-nal éppen a gorbe magassagaval, / (a)-\v\ egyenléd.

12 dora

S ugyanigy valamennyi X pontban: T’(x) =f (x). Ha
tehat adott gorbe formuldjahoz megkeresem a primitiv
fuggvényt, fontos geometriai kérdést is intézek el,
tudniillik meg tudom mondani, hogy béarmelyik X-ig
menve, mekkora teriilet van a gdérbe és az X tengely
kdzott. Egy csapasra elvégeztem végtelen sok terilet-
szamitést.

Differencial- és integralegyenlet.

A fels6bb mennyiségtan egyik 6 jel-

Flggvény-egyenlet e i ; ;
lemz8je, amint lattuk, hogy a ,szadm-
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hoz szdm* viszony helyett a ,fliggvényhez fuggvény“
kapcsolatot vizsgéalja. Példaul a derivalas mivelete
minden fluggvényhez rendel masik fliggvényt olyfor-
man, mint a hatvanyozads (X*) minden szamhoz ren-
delt masik szamot. Az integralas szintén. ,Fliggvény-
hez fliggvényt“ rendel6 mivelet van sok. Példaul
f(x).f(Xx) szorzas. Fontossdguk rendkivili, mert
a természet ily figgvénykapcsolatok hélézata. A
nagy, atfogd természettdérvények pedig feltételeket
szabnak ki arra nézve, hogy a vizsgalt jelenség-
kdérben miféle fuggvénykapcsolatok lehetségesek és
mik nem.

A matematika megvizsgélja tehat elvben az &sszes
lehet6 megszoritasokat, amit csak flggvényre ki lehet
gondolni. Példaul: van-e olyan fliggvény, esetleg tébb
is, amelyik minden a és minden b értékre eleget tesz
f (a+ b)=f (a) + f (b) fuggvényegyenletnek ? (Azért min-
den a és minden b értékre, mert maga a fliggvény ko-
teles eleget tenni a feltételeknek.) A C.X fliggvények
mind ilyenek, hol Cak&rmelyik szdm s mas ilyen
nincs is. Masik példa: f(a.b)="f (a) +f (b) egyenlet,
aminek megoldasa a log X, mert szorzat, a. b, loga-
ritmusa tényleg a tényez6k logaritmusainak &sszege.
Bonyolultabb fliggvényegyenlet

d,(x) +a, (x)f(x) +a%x) [f)]* +a3(x) [f(x)]3
+ ..+ a, (X)[f(X)]n= 0

ahol 40(x)i Q (x), a,, (X) megadott figgvényegyiitt-
hatok, f (X) pedig az ismeretlen fuggvény helyett all,
ami majd eleget tesz az egyenletnek barmilyen iC-nél.
Az irds megkdnnyitése végett itt mér célszeri az
agyis ismeretlen fiiggvényt jelzé f(X) jel helyett y-1
irni. Az ilyfajtdju egyenletet Kkielégit6 fuggvények
képezik az algebrai fliggvények csoportjat. Elméletik
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— mi nem tévesztendd ossze az algebraval — jol
ki van épitve.

Legfontosabbak azonban azok a fligg-
vényegyenletek (differencidl- és integral-
egyenletek), hol a keresett fiiggvény
derivaltja, esetleg integralja is benn van. Példaul olyan
f (x) fuggvény keresendd, hogy minden X-re xy' —2y
legyen. llyen példaul X2 altaldban C X2 hol Cvala-
melyik valds vagy komplex szédm. Az x2 fuggvény
eleget tesz még yy" —xy' egyenletnek is. Ha se vy,
se eléforduld derivaltjai nincsenek hatvanyra emelve
(azaz elsé hatvanyon vannak) se egymast nem szo-
rozzdk, a differencidlegyenlet linearis. Elsé példank
ilyen, a masodik nem. Az y és derivaltjai mellett levé
fluggvényegyutthatok »x-nek tetszéleges adott fligg-
vényei.

Lattuk, egyetlen fuggvény- (differencial-) egyenlet-
nek végtelen sok fliggvény tehet eleget. Minden ilyen
egyenlet kikerekit a fliggvények kézil egy csaladot.
A fékérdés kdvetkeztetni az adott fliggvényegyittha-
ték tulajdonséagaibdl és az egyenlet formajabol a neki
eleget tevd figgvények tulajdonsagaira. Egy-egy ilyen
kérdés nagyon preciz, nem mozog 4&ltaldnosségban,
innen van, hogy a fliggvénytanulméanyozas ez irdny-
ban érte el legteljesebb sikereit. Itt a problémahalézat
tovabbszévését nem kizardlag matematikai egymasra-
kovetkezések hatdrozzak meg, a fizikai elméletek
sziikségleteit kell els6 sorban kielégiteniink. A XIX.
szazadban indult csak meg a teljes elmélet kiképzése,
de még végtelen messze jarunk a befejezettségt6l.
Az integralegyenleteket meg csak manapsag kezdik
rendszeres vizsgalat ala fogni, sok tekintetben megint
fizikai szempontok szerint indulva.

Differencial- és
integralegyenletek.
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Ajanlhatd kézikdnyvek.

. Kbdzépiskolai anyag:

Beke, Algebra, 7. kiadas, a differencial- és integral-
szamitas elemeit ad6 fliggelékkel (legjobb k6zép-
iskolai tankdnyvink, magéantanuldsra is ajanl-
haté.)

Németil példaul a Grundlehren der Mathematik;
ennek megjelent eddig két kotete: Farber,
Arithmetik és Thieme, Geometrie.

Francidul: Boréi, Cours de mathématiques (németre
is le van forditva), Tannery (németil is) és
Hadamard tankdnyvei.

. Atmenetiil a felsébb mennyiségtanhoz:

Kodnig, Bevezetés a fels6bb algebréba.

Beke, Bevezetés a differencial és integral szamitasba.
3 korona.

Racz—Mikola, Az infinitezimalis szamitas elemei a
kozépiskolaban. 2 korona.

Lévay, A differencial és integralszamitas elemei pél-
dakkal kozépiskolai hasznalatra. 60 fillér.

Fels6bb mennyiségtan:

Konig, Analizis (csak elsé kotete jelent meg.)

Beke, Differencial és integral szamitas (legjobb és leg-
teljesebb egyetemi tankdényviink) I—II. 20 korona.

Serret—Scheffers, Differencial und Integralrechnung
I—Ili. (Nalunk is legelterjedtebb tankdnyv a
németnyelviek kozott. Francidbdl van forditva
s kibdvitve.)

Tannery, Lemons d'algebre et d’analyse I—Il. (Leg-
jobban ajanlhaté bevezetésul. A kozépiskolai és
egyetemi tananyagot hidalja at.)
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Goursat, Court de mathématiques 2e edition |—IIL.
(Pontos és rendszeres attekintése a diff. és int.
szamitasnak beleértve geometriai alkalmazasait
is, valamint a diff. egyenletek elméletét.)

Picard, Trailé d*analyse I—IIl. (Valogatott fejezetek-
ben, problémakdrdk szerint targyalja a matema-
tikat, bevezetésil az elméleti fizika egész komoly
atértéséhez. Szellemes, érdekes konyv, legszebb
valamennyi oOsszefoglald6 munka kozott.)

MAGYAR TUDOMANYOQS AKADEMIA

kiotTira SE€6 /87 .

A ,Galilei Fuzetek*“-et dr. Lorand Jené szerkeszti.
Szerkeszt8ség: I. kér., Kende-utca 12, Il. emelet 10.

Vildgossag kényvnyomda rt.
68 Budapest, VIII, Conti-utca 4
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A Galilei Kor kiadasaban megjelent

1 Harkanyi Ede: Tudomany és katolicizmus. Ara 40 fillér.

2. Mach Erng; Az érzékietek elemzése. Forditotta P6lanyi
Karoly. Ara 50fillér. (Elfogyott. Uj, bbvitett kiadas
sajto" alatt.)

. Szende Pal: A nagybirtok és Magyarorszag jovdje.

Ara 40 fillér.

. Jaszi Oszkar, marciusi beszéde. Ady Endre unnepi

versével. Ara 20 fillér.

. Jaszi Oszkar: A nemzetiségi kérdés és Magyarorszag

jévéje. Ara 40 fillér.

. Bosnyak Béla: Oros kozség tarsadalmi rajza®Ara40fillér.

Jaszi Oszkar: A kapitalizmus f felbomlasa. Ara 20 fillér.

. Agoston Péter: A varmegye. Ara 40 fillér.

A budapesti didknyomor. A Galilei Ko" statisztikai fel-
vétele. Feldolgozta Bosnyak Béla. Ara 40 fillér.

10. Lassalle Ferdinand:, Mi az alkotmany? Forditotta

Fazekas Sandor. Ara 50 fillér.
1L Harom marcius. 1911, 1912, 1913.

SZABADGONDOLAT

A Szabadgondolkozds Magyarorszagi Egyesiletének
és fiokjainak: a Galilei Kornek stb. hivatalos lapja, a
legolcsobb és legtartalmasabb népszerli szocioldgiai és
természettudomanyi folyoirat. A Szabadgondolat pro-
grammja a szabadgondolkozas elméleti alapjainak fej-
lesztése és gyakorlati koveteléseinek propagalasa: szembe-
szall a vallasi, faji, erkdlcsi és osztalyeldiléletekkel s
harcot folytat minden intézmény ellen, mely ezeken
alapszik. Megalkuvas nélkil valé hirdet6je a klerikalizmus
és a felekezeti szellem elleni kizdelemnek. Terjeszti a
természettudomanyos vilagnézetet és tanitja az ennek
alapjat tev6é termeészettudomanyi ismereteket. Ismerteti a
magyar és kulféldi szabadgondolkodé mozgalmat és iro-
dalmat. A Szabadgondolat munkatarsai a progressziv
magyarsag legkivalobbjai.

Havonkeént egyszer ket Ivny| terjedelemben jelenik
meg. El6fizetési ara egész évre 4 korona, fél évre 2
korona. Egyes szamai t6zsdékben és k(‘jnyvkereskedések-
ben 40 fillerért kaphaték. Szerkeszt6ség VI, Andrassy-ut

©o~N® U1 A~ w

> 48, . em. Mutatvdnyszédmot kivéanatra dijtalanul kald.
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