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Előszó.
Ez a füzet nem  azoknak van szánva, akik a felsőbb 

m atem atika szám olóeszközeinek használatába akarják  
begyakorolni m agukat, erre m ár vannak jól m egirt 
füzetek és könyvek m agyar nyelven is, hanem  azok
nak, akik az em beri tudás e legprecízebb, legkidol
gozottabb és egyszersm ind legem beribb ágának fo
galmi a lkatára  és problém áira kiváncsiak. M agukat 
az alapvető fogalm akat szedjük itt m ajd széjjel 
avégett, hogy összerakásukat, egym ásbaszövődésüket 
és valósággyökereiket lehető élesen kipécézhessük. 
E  célnak m egfelelöleg nincs is e füzetben sem m iféle 
m űveletszabály, sem  kiszám ításra váró feladat, tehát 
az olvasótól nem  kiván sem m iféle szám olásbeli kész
séget, sőt előleges m atem atikai ism ereteket sem. Csak 
a tizes szám rendszerben felirt szám ok kezelésm ódját 
tételezi fel ism eretesnek, ezenfelül csupán igen kom oly 
és egyetlen részletet ki nem  felejtő, feszült figyelm et 
kiván. A ki ezt a tárgyhoz pontosan illeszkedő figyel
m et rászánja erre az o lvasm ányra (ideértve az össze
vontabb helyeken m ondottaknak szám beli kiírását 
vagy lerajzolását is), azt e füzetke végigvezeti a 
közönséges egész szám októl indulva a m atem atika 
legfontosabb útjain és egy-két legkönnyebben m eg
közelíthető kilátónál, nyílt problém ánál, még bejárat- 
lan területekre is bepillantást nyújt m unkája fejében. 
De dolgoznia k e ll : oly, óriási, századok m egfeszített 
m unkájából fakadó szellemi kincset, m int a m ate
m atika, kényelm esen, futtában való olvasással még 
távolról és nagy vonásokban sem  lehet m egpillantani. 

B udapest, 1913 október hó.
Dienes Pál.
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I. Fejezet.

Egész és törtszám.
A  m ennyiségtan kivételes helyzete.

A  m ennyiségtan helyzete a tudom ányok között 
egészen sajátságos. M egállapított igazságai annyira 
biztosak, hogy bennök még a bölcselkedők sem  igen 
szoktak kételkedni. Szeretnök tehát a pontos term é
szettudom ányok közé sorolni, annál is inkább, m int
hogy ezek, különösen a csillagászat, term észettan, 
vegytan  stb. lépten-nyom on felhasználják eredm ényeit 
és m ódszereit. Sem m i esetre sem  vagyunk hajlandók 
a pontossággal éppen nem  dicsekedő történeti vagy 
szellemi tudom ányok közzé iktatni. Egy különös körül
m énynél fogva azonban m égsem  tudjuk fentartás 
nélkül egy kalap  alá szorítani pl. a term észettannal. 
Úgy látszik ugyanis, hogy a m ennyiséglan nem  szól 
a term észetről, a tárgyak valóságos esem ényeiről, 
am iknek törvényszerűségeit m eg éppen a term észet- 
tudom ányok kutatják. H ogy a m ásodfokú egyenletnek 
hogyan keresem  ki a gyökeit, az közvetlen vonatkozás
ban nem  áll sem m iféle tényleges term észeti tünem ény
nyel. Innen van  az az elterjedt hiedelem , hogy a 
m ennyiségtan inkább légvár, m int erődítm ény s éppen 
m egfoghatatlansága az ereje. A  term észettanhoz ké
p e it m intha sem m it se m arkolna.

E nnek a b izonytalanságnak, am it különben m ajd 
m indenki érezhetett középiskolai pályafutása alatt, az 
okai nem  egészen hiúak. H iszen a tantervbe bevett 
aígebrarészlet annyira nem  jellemzi azt az óriási szellemi 
tökét, mit m atem atika név alá a legerősebb gondolkodó 
fők összehordtak. Még az alapvető fogalm ak m eg
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ism erését sem  teszi lehetségessé. M egkíséreljük ebben 
a kis füzetben lehetőleg közvetlen úton-m ódon, fő
fogalm ainak boncolásával vázolni azt a gondolatrend- 
szert, m inek kiépitéséhez legelőbb fogott hozzá az 
em ber esze s el is ért m ár benne valam i m aradandót, 
értjük a m ennyiség tudom ányát, mit m int m inden logikai 
egészet csodálatosképen nem  részeiből összerakva, 
hanem  ellenkezőleg, folyton az egészet vázolva s a 
vázlatot folyton fejlesztve lehet csak igaz ism erősünkké 
tennünk. K özben igyekszünk m ajd m indenütt rám utatni 
tudom ányunk valóságelem eire, még pedig nem  csupán 
a kiinduló helyeknél, hanem  a szerkezeti sajátossá
gokban is. így m ajd némileg m egérezhetjük, hogy a 
m ennyiség űác-jéből készült bonyolult jelrendszerünk 
a legtökéletesebb valóságnyelv. A z esem énygördülé- 
sek tényleges m eghatározásánál nincs ugyan szava, 

'belső  m egism erésük azonban általa válik lehetségessé. 
A  fizikai okhálózatból kiesik, de a szálak bogozódá- 
sát csakis vele követhetjük.

A  tárgyak a világban egym ás által és m égis 
külön vannak.

Első dolgunk röviden vázolni a tárgyi világnak azt az 
arculatját, amit éppen a m ennyiség fogalm a igyekszik 
visszatükrözni. A  term észettudom ányoknak a m aguk 
összességében nincsen talán m élyebbre szántó álta lá
nos eredm énye, m int az, hogy a tárgyak m inden tu 
lajdonságát a többi tárgy határozza meg. így például 
a kő súlya nem  valam i ráragadt, őt jellem ző minőség, 
m ert a  holdon vagy a napban  egészen m egváltozna 
s ha a kődarab  egyedül lenne, súlyáról sem m ikép se 
beszélhetnénk. Még világosabban látszik ez a színek
nél és hangoknál. H ogy a fotelem sötétvörös, az csak 
jelezni kíván egész sor v á lto zás t: napfényben világos, 
árnyékba eső része sötét, néhol egész fehér, m ásutt
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rózsaszín vagy feketés, am ilyenné válik az egész fél
hom ályban. V ilágitó test kell tehát, meg még sok 
m ás külső feltétel teljesülése ahhoz, hogy a tárgynak 
m eglegyen valam inő színessége. Es ugyanígy áll a 
dolog a tárgyak bensőbb esem ényeinél is. Például az 
erőkifejtésnek értelm e sincs szem benálló, tehát külső 
m eghatározó nélkül. (G ondoljunk Newton harm adik 
törvényére, m iszerint a hatás m indig ugyanakkora 
ellenhatással já r együtt.) M ár pedig erőhatásnak kép 
zeljük az összes mozgás, hő, elektrom ágneses, sőt 
vegyi és szervezeti történéseket is. Faraday, a leg
nagyobb kísérletező a fizikusok között, m egm ondta 
m ár, hogy igazában m inden atom  m indenütt van, ahol 
hat s így betölti a világot. E lhatárolásuk tapintás ú t
ján  önkényes, m ert igy csak egy hatást tekintünk a 
sok közzül, am it a test kifejt. A z  egyes tárgy mibenléte 
tehát a környező világ erőhatásainak rajta történt össze
ver ödése. О  m aga is belejátszik m ivoltjának m eghatá
rozásába, de csak olyform án, hogy felel a rátörő ha
tásokra, m ég pedig sokszor nagyon különböző erőket 
egyesitő egységes m agatartással, m iném üséggel. Épp 
ebben és csakis ebben m utatja  meg, hogy milyen. 
A z eleven test, ebből a szem pontból kiindulva, abban 
különbözik a nem  élő tárgytól, hogy kezdem ényezni 
is tud, célja, szem pontja van, mi m iatt az eredm ény 
szám ára többé nem  közöm bös. Nem  akar m inden 
áron érvényesülni az eredőben m int alkotó rész. H a 
az alakulás nem  kedve szerint folyik, gátolni törekszik 
az egész esem ény lé tre jö tté t: nem  cselekszik.

A z egyes tárgyak  nem  külön valóságok tehát. M int 
valók, levők egym ásba kapcsoltak, egym ást m egha
tározók. A  term észetkutató előtt a világ szövevényes 
egym ásrahatás, erőhálózat, hol az egyes a sok által, 
ném ileg azonban azzal szem ben ju t csak létezéshez, 
m egjelenéshez.
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Ez azonban nem  azt m ondja, hogy az egyes tárgy 
sem ilyen m ódon sincs külön. A zért, hogy ö egy
m aga egyáltalán nem  lehet, mégis, m ikor a többi 
segítségével van, külön egyén is, a m aga sajátos felelés
m ódjával a többi tárgyból eredő hatásokra, a m aga 
hatáskörével a körötte alakuló folyam atokra. H iszen 
m aga az erő is ilyen elemi egyén s igy, ha egyének 
nem  lennének, a világ — legalább is m int fizikai 
m egjelenés, m int tünem ény — nem  lenne.

Egész szám .
A z egyén és a m inden e különös k ap 

csolatát itt nem  boncoljuk tovább, m ert a 
szám fogalom  jelentése leginkább abból 

az előbb em litett tényből ered, hogy sok hatás vál- 
hatik eggyé s hogy egyetlen felelő hatás szám talan 
alkotó m egindulás összeolvasztása. Összefogni, egye
síteni többet s érezni, hogy az egységes összefogás
ban a részek tovább is fenm aradnak, ez az egész 
szám . H ét tárgy például, m int csomó, egy, am inek 
mint ily hetes csom ónak külön sajátságai vannak. 
A  csom óssága, szám ossága egyéni, egyetlenegy. M ás
részt éppen azért hét s nem  egy, m ert csomó, m ert 
tagokból, részekből áll. Egy és m égse egy — mint 
m inden valósággal levő a világon. A  szám  nem  fejti 
m eg ezt a tényleg m indenütt jelenlevő rejtvényszerü- 
séget, csak jelzi gondolatunknak, szim bolizálja azt 
egyetlen jelrendszerrel s épp ebből vesszük észre, hogy 
ugyanez a különösség fordul elő szám talan esetben, 
így válik ism erősünkké, m egértetté, ami eszünknek 
előbb talán  furcsa volt. A z  egész szám tehát elsősorban 
a dolgok összenőtt s mégis külön életének jelképes gondo
lata. A  szám  igy a legáltalánosabb forma, am iben a 
tényleges valóságot gondolnunk kell. Ugyanis m agát 
a puszta levést, ténylegességet sem  lehet végiggon-

Egész szám 
és valóság.
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dőlni sokszerüség és egybetartozás, egység nélkül, de 
m ég ha lehetne is, a m ár ténylegesen jelentkező való 
ság — m int saját énünk esem ényei vagy a fizikai 
világ bárm ely folyam ata — okvetlen „több és mégis 
egy“ tagozódású. A z  egész számok a „több és mégis 
egy“, „egy és mégis több“ általános világtagozódást jelzik. 
Ezért alkalm azható — legalább elvben — a tényleges 
világ m inden tünem ényére a szám  fogalma. M inden
ben, mit egy pillanatra egynek gondolunk, lehet töb
bet fe lfedezn i; ezeket hívjuk részeknek. M ásrészt bár
m elyik csoportja a tünem ényeknek m utathat együvé- 
tartozást, egységet. A  világ azonban m ég sem  puszta 
szám beliség. Például a lelki tünem ényekben kifeje
zésre ju t olyasvalam i is, am ire a szám  éppenséggel 
nem  illik: a választás, eldöntés fo lyam atába rejtőző 
határozatlanság, a „nem  kész“, a „még sokfélévé 
vá lh a tó “, az élő-ható lehetőség. Ezért hangsúlyoztuk 
fentebb, hogy a szám  a ténylegesre, a m ár adottra, 
készre vonatkozik s nem  m agára a valam ivé válásra.

Ezek a m eggondolások, mik a szám 
fogalom valósággyökerére igyekeztek 
rám utatni, nem  m ondhattak  még sem 

mit az egész szám nak, m int jelrendszernek saját
ságairól. Pedig csak ott kezdődik a m atem atika 
— m ég az elemi iskoláé is — , mikor a valóságra rá 
se hederitve, m agának a jelrendszernek önm agából 
fakadó  rejtvényeit kezdjük fejtegetni. Ilyen m ár a 
szót zótábla (egyszeregy) összeállítása is. E gyáltalá
ban nem  hivatkozunk itt semmi külső valóságra, h a
nem  azzal, hogy bárm eddig el tudunk szaladni a jel
rendszerben (t. i. az egész szám ok sorában), m eg
állapítjuk előbb az összeadás szabályait, m ajd ezekből 
a szabályokból a szorzáséit. E zért érezzük sokszor, 
hogy m ihelyt m atem atizálni kezdünk, kicsúszik a talaj 
a lábunk alól. Pedig egyszerűen nem  gondolunk a

Az egész szám 
mint jelrendszer.
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talajra, m ert szükségtelen. Ebből a szem pontból m eg
ítélve, a nyelvtudom ányhoz is szokták hasonlítani a 
m ennyiségtant. A  nyelv is jelhalm az és a nyelvtudo
m ány em e jelhalm az sajátosságaival foglalkozik. V an  
tehát ném i hasonlatosság, de ez nagyon sántít. Két 
okból. Először is a nyelvet alkotó jelek, a szavak nem 
alkotnak igazi rendszer-1. Az egyes tárgyak, esem é
nyek, érzések külön-külön sugalltak az em bernek 
valam ilyen hangot, jelet, mit hogy úgy m ondjuk erő
szakosan, önkényesen kapcsolt külső megfelelőjéhez. 
M utatja ezt a nyelvek sokfélesége is. A m i rend van 
benne, azt később hozta létre az u tánzás (m inden 
igét önkéntelenül egyform án ragozunk), az egysze
rűsítés és takarékosság. Az egész szám  ellenben m aga 
a m egtestesült rend m ár kezdeteiben is. M ásrészt a 
mód, ahogyan a szavak összefüggenek a  valósággal, 
nem  jelent ki semmi fontosat m agáról a valóságról, 
mig a m ennyiségjelek annak  legáltalánosabb s egyik 
legm élyebb tu lajdonságát szemléltetik. Ezért oly m ér
hetetlenül hatalm as eszköz a m atem atika a term észet
kutató kezében, mig a nyelv m egm arad leíró szer
szám  szerepénél. V iszont ugyanezért a határozatlan 
ságért van a nyelvnek m űvészete is — az irodalom  — 
míg a m ennyiségjeleknek éppen szigorú rendszerűsé
gük m iatt csak tudom ányuk lehet.

A z egész szám nak m int jelrend
szernek önm agából előálló rejtvényei 
között legrejtélyesebb a végtelenségé. 
É ppen  a rendszer szerkezeténél fogva 

— ami, ism ételjük, a továbbszám lálásból áll — a jel
sereg kim erithetetlen. Az utolsónak m ondott jel után  a 
képezési törvény szerint még m ondok egyet, ami még 
nem  lehetett az utolsó előtt, tudniillik eggyel tovább 
szám lálok. A  továbbszám lálás tehát, h a  akarjuk, ha 
nem, egy csapásra m inden tagot m egad és ténylege-

A matematika problé
máinak főforrása a 
végtelenség gondolata.
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sen egyszerre előállítani m égse tudjuk őket. Ugyanis 
nem  lehet a rendszert úgy kibontani egyes tagjaira, 
hogy azok m ind a m aguk teljes egyéni m iv o ltá 
ban egyszerre m egjelenjenek, m ert akárhányat al
kottam  is, m indig m arad  még alkotni való s azért az 
egyes tagok mégis a legszigorúbb teljességgel meg 
vannak  határozva, egym ástól elkülönítve. Mindeniket 
ismerem, mégsem állíthatom elő valamennyit. E z  a 
matematika legcsodálatosabb ténye. C saknem  m inden fel
adatába befurakodik s m indenütt ez képezi a kérdés 
bibéjét. A z egész úgynevezett felsőbb m ennyiségtant 
az jellemzi legjobban, hogy szántszándékkal nekimegy 
ennek a csodának és m egpróbálja, ha nem  is m eg
érteni, legalább kezelni. A  fentebb m ondottakból nyil
vánvaló, hogy ez a kényelm etlen tényállás, ami annyi 
fejtörést okozott m ár a legokosabb em bereknek, nem  
onnan ered, m intha a jelrendszer — mit ezután szám 
nak  fogunk em legetni — nem  sikerült volna. H iszen 
egyszerűen kifejezi jelekben, a rendszer és a tagok 
szem beállításával a világ együvétartozásának és az 
egyén külön m ivoltának ellentétét. M utatja ezt külön
ben utólagosan a felsőbb m ennyiségtan mélységes 
sikere is a term észeti tünem ények pontos m egfogá
sában. Szerkezeti hiba bajosan járhatna ilyen ered
m ényességgel. Látjuk tehát, hogy nem csak k iindulá
sában, hanem  feladatai, kérdései alakulásában is m eny
nyire valóság-nyom on halad a m atem atika.

A z egész szám ok általános vizsgálatát 
Cantor, ném et m atem atikus, űzte legmesz- 
szebb s jutott igy el a legkülönösebb ered

m ényekhez, mikor m egállapította a végesentúli (trans- 
fimt) egész szám ok fogalmát. Íme az okoskodása. Az 
egész szám  azt jelenti, hogy valahonnan kiindulva 
m egteszek egy újabb jelt éppen u tána jövő egész 
szám nak s ezt csinálom  vég nélkül. K épzeljük most

A végesenfuli 
rendszámok.
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m ár el, hogy az első nekifogással ily m ódon m egvan 
m ár egytől kezdve valam ennyi egész s z á m : száz, ezer, 
millió, billió stb. A  m ásik nekifogáskor ugyanaz a 
képezési elv — hogy tudniillik előveszek egy újabb 
jelt s azt nagyobbnak teszem meg valam ennyi előzőnél 
— oly и (m ondd: ómega) betűvel jelölt szám ot fog adni, 
mi egyrészt az egész szám ok előre elfogadott képezési 
elve szerint készült, m ásrészt a m eghatározása szerint túl 
van valam ennyi közönséges, azaz véges nagyságú 
egész szám on. Ez az első végesentúli egész szám. 
Ú jabb nekifogás m egadja <» +1, ю + 2, . . . stb. vég
telen sorozatot csupa végesentúli egész szám okból és 
igy tovább. Egyszerű téri ábrázolás m utatja, hogy ez 
a tréfásnak feltűnhető gondolatjáték m ennyi valóságot 
tud kifejezni a világnak arról az arculatjáról, tudniillik 
a részek egym ásra vonatkozásáról, a rendről, mit a 
m atem atika van hivatva szem léltetni. V együnk elő egy 
két centi hosszú egyenes vonalat s vegyük szem ügyre 
rajta  azokat a pontokat, am elyek a 0-tól szám ítva

£ f  £ "'тв*г I !+ £  1 +  $
1. ábra.

/yi_I
0, a, ., —— , . . . stb. távolságra esnek. Csatoljuk

m ég ezekhez a 0-tól 1, 1 + *, 1 + t stb. távolra esőket 
és próbáljuk m eg ezeket legterm észetesebb rendben, 
nagyságuk szerint felsorolni. Első lesz a 0, 2-ik az a,

^ _I i
3-ik a s, s tb . ; W-edik az -----, hol n  valam elyik, külön-n
ben bárm elyik, egész szám  helyett áll (n  a  num erus 
szó kezdőbetűjére em lékeztet). A nnyit m ond ez, hogy a 
vizsgált pont annyiadik a sorrendben, am ekkora egész 
szám  a nevezője. H ányadik  m ost m ár az 1 ? Túl van
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valam ennyin, nagyobb m indegyik egész-szám úadik- 
nál. A  vizsgált ponthalm azban az 1, nagyságrend sze
rint az co-adik. A z 1 + i  az <*> + 1-edik, és igy tovább. 
A z <» jel nyilt vagy rejtett használata nélkül nem  is 
lehetne a m egadott pontok (illetve távolságok) nagy
ságrendjét szem léltetni.

Törtszám.

I Törtszám és Valóság.
Az egész szám ok csupa egészek

ből rakódnak  össze, bennök még 
nem  jut eléggé kifejezésre az a tény, hogy m aga az 
egységül vett sem  különb a belőle összerakottaknál, 
azaz hogy ö is részekből állónak tekinthető. Ezt szem 
léltetik részletesen a tö rtszám o k : 2 , i, i, I, . . . .

általában — hol m  is, n  is bárm elyik egész szám  lehet.

A  nevező m egnevezi a felosztásm ódot, hogy például 
4 felé osztandó, a szám láló m egm utatja, hogy az igy 
képzett részekből hányat kell összeszám lálnunk. Az 
m  egyelőre kisebb, m int az n, jelekben, Ш <п, vagy 
egyenlők s ekkor az értelm ezés szerint újra az egy
séget m agát kapjuk, m ert a gondolt felosztás után 
ism ét összeszedjük valam ennyi részt. A  törtszám ok
nak. m int m ennyiségtani lényeknek (ez alatt m agát 
a jelrendszert értjük valóság-vonatkozás nélkül) m eg
oldásra váró feladatai pedig onnan erednek, hogy 
m inden egész szám  egység is lévén, arra is alkal
m azandó az 2 , i, 8, i, . . . stb. felosztásm ód s igy 
m egvizsgálandóvá válik, mi is történik akkor, ha az 
egész szám ot a m aga teljes értelm ében gondolom  el, 
tudniillik egyidőben m int egységet és m int többséget 
veszem  szem ügyre. H ogyan kell például kifejeznem  
a nyolc felezését, ha nem csak arra akarok gondolni, 
hogy a nyolc valam i és ennek felét jelzem  (ekkor
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m egm aradnék a nyolc fele, m ondjuk * kifejezésnél), 
hanem  arra is, hogy az a valam i, am ire gondolok, 
nyolc egységből áll ? Ekkor ju thatok csak el ahhoz 
az eredm ényhez, hogy a nyolc fele éppen 4, jelekben 
t  =  4. Ez az egyenlet nem  hiú tehát, azaz nem  azt 
m ondja, hogy A —A ,  hanem  érdekes összefüggést 
fejez ki két lehetséges felosztás között.

Bárm elyik felosztás után  továbbá az eredm ényt 
újra egységnek is kell gondolnom, m ert valam inő fel
osztással nyert részekből — tehát ha akarom , egy
ségekből — valahányat összefoglaltam  s igy ugyan
azt m űveltem , m int mikor egész szám ot képeztem , 
tehát folytathatom  rajta  a  felosztást. Bonyolult fel
adatok ezek az elemi iskolásoknak, am iket nem  is 
ők o ldanak  meg, hanem  a törtszám okra m egállapí
tott négy a lap m ű v ele t: összeadás, kivonás, szorzás, 
osztás intéz el rövidesen, gépiesen és végérvényesen. 
Itt kezd bonyolódni a m ennyiségtan gépezete s viszont 
itt tűnik ki legegyszerűbben hatalm a is. M ennyivel 
egyszerűbb és biztosabb a jelek kezelése — pár, 
kivételt nem  ism erő rövid szabály — m int m aguk
nak az egym ásra halm ozott felosztásoknak elgondo
lása. S  mivel az igy alkotott jelrendszer éppen szerkeze
tével sem többet, sem kevesebbet nem jelez, mint a való
ság egyik alapformáját, az egység-többség egyidejű meg
valósulását, a szerkezeti sajátosságok is egytöl-egyig való
ság jelentésüek lesznek. Nem kell félnünk, hogy vissza 
nem  néző, önm agukból m eritő m ennyiségtani fe lada
tok tovafüzése elterelhet bennünket a  valótól. Nem, 
m ert annak  egyik igazi m egjelenésm ódja lüktet tovább 
bonyolult gondolatjárásainkban.

A  törtszám okat ráképzelhetjük  az egye
nes vonalra. K ezdőpontot veszünk fel az 
egyenesen (0) s onnan jobbra felmérjük 

az 1-et (például a centim étert választva egységnek), a 2,

A törtszámok 
az egyenesen.
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2. ábra.

3, . . • egész szám okat, m ajd közibük az fr, t , . . . 
valam ennyi törtet. így m inden egész és törtszám nak 
lesz helye s jelzik helyük távolságát a kezdőponttól. 
A z egyenest sűrűn ellepik, m ert adott tizedestörthöz 
m indig van  tőle csakis nagyon távoli tizedesjegyben 
s igy akárm ilyen kevéssé különböző m ásik szám.

V alam int a törtszám ok a lehetséges 
felosztások jelhalm aza, éppúgy a nega

tiv szám ok a lehetséges kivonásoknak összeadástól 
független jelzései. A  -1 2  jel annyit m ond, hogy, ha 
m ajd lehet és kell, 12-vel k evesb ítünk ; jelez tehát 
pé ldáu l 12 kor. adósságot. A  —12 + 8 jel szerint m ár 
csak 4 m arad  levonandó, tehát —12 + 8 = 4. H aszná
lati szabályai közül csak azt emlitjük meg, hogyha 
a  levonandó m aga is negativ szám, akkor levonása 
abban  áll, hogy pozitívvá lesz. Például — 8 előfor
dulhat -  (10 -  2) alakban, vagyis úgy, hogy előbb 
+ Ю-et, azután  — 2-t kell levonni. H a pl. az első tag 
egyelőre ism eretlen, X, s csak később derül ki, hogy 
épen 10 : — (X — 2). A  + 10 levonva — 10, a —2 levonva 
+ 2 lesz, m ert a levonandó nyolcat úgy foghatom  fel, 
hogy előbb veszek levonandó 10-et (— 10), m ost azonban 
soka! vontam  le s igy a kettőt hozzáadandóúl, azaz + jel
lel keil m ár vennem ; tehát — (10 —2 )= —10 + 2 = —8. Innen 
van  az á szabály, hogy negativ szám  szorozva negativ 
szám m al pozitivot ad. T erm észetesen törtszám  is lehet 
levonandó s igy vannak  negativ törtszám ok is. A  negativ 
szám okat az egyenesen a kezdőponttól balra képzeljük.

N ézzük m eg még, hol bujkál itt a 
végtelen s m icsoda uj feladatokra 

hívja ki a dacos észt. A  törtszám okat kétfélekép is

Végtelen tizedestört.
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jelöljük: — alakban, ezt közönséges törtnek hívjuk, és

tizedestört alakban. E két jelzésm ód m egfeleltetésé
nél lép fel legelőször a végtelen. Egyelőre nagyon 
szerény form ában, csakis a jelek felirásában. Ugyanis 
a I alakból úgy m együnk át tizedestört alakba, hogy 
a 8-at osztjuk szabály szerint 5 -te l: 1 =  8 :5  =  Г6. H a 
ugyanezt m egtesszük például »-del, akkor egészül 0-t
kapunk, tizedesül pedig folyton egyet: 9=01111.........
ugyanigy e =  0'3333 ....... stb. N ém elyik közönséges tört
nek tizedestört alakja végtelen sok szám jegyből áll, 
végtelen hosszú tizedestörtet alkot. M egjegyzendő, 
hogy m inden végtelensége dacára  az ilyen tizedes
törtet fenékig ism erjük, hajszálnyi határozatlanság 
vagy titokzatosság sincs benne.

A  végtelen tizedestört tovább vezet 
a tetszésszerinti m egközelítés fogalm á
hoz. Bárhol szakitom  is meg a O'lll! 

szám jelben az egyesek Írását, az igy nyert véges 
tizedestört nem  lesz éppen e, azonban nem is fog 
attól nagyon különbözni, m ert az 1: 9 osztás keresz
tülvitelekor például a hatodik 1-es felírása u tán  a 
m aradék, ami ezután  kerülne újabb kilencedelésre,

csak Iqqqqqq - hla olyasmi felosztásáról van szó

(1 koronáról), am inek a m illiom odrészét m ár úgy sem  
tudom  m egvalósítani, akkor m ondhatom , hogy m eg
közelítőleg (itt 6 tizedes pontosságig)  ̂=  0*111111. A m i 
ebben a m atem atikusnak  érdekes, az az, hogy ez a 
m egközelítés teljesen tetszésszerinti pontosságig vihető, 
és m indegyik esetben m ár előre egész pontosan  
tudom , m ekkora hibát követek el. M agát ezt a foly
ton fokozódó m egközelitést m egint keresztül-kasúl 
tökéletes szigorúsággal ismerem, bár ez is végtelenbe 
m enő felsorolást igényel, m int az egész szám ok sora.

Tetszésszerinti
megközelítés.
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Mivel pedig a végtelen tizedestörtet m agát egészen 
úgy sem  tudom  feürni, legegyszerűbben úgy fejezhe
tem  ki az 9 = 01111 . . . . egyenlet tartalm át, ha azt 
m ondom , hogy az e-et vég nélkül megközeliti a O'l, 
011, 0*111, 0*1111........ (1) véges tizedestörtekből álló szám 
halm az. A z osztás, am ellyel a 01111.... alakhoz jutunk, 
közvetlenül szintén csak ezt a m egközelítést adja.

Szögezzük le jól a m ost tapasztal- 
taltakat. Folyton nagyobb és nagyobb 
véges tizedestörtek végnélküli soro

zata határozott szám  (a példánkban  b) felé tart s a 
sorozat tagjainak nagyobbodás m ódja pontosan m eg
határozza ezt a szám ot és csakis ezt. Rögzítsük meg 
a tetszésszerinti m egközelítés tisztán m ennyiségi fo
galm át téri képben. V együnk elő 1 cm hosszú egyenest 
és felezzük meg. A z igy keletkező két félcenti darabból 
tartsuk  m eg a baloldalit, a jobboldalit pedig felezzük 
m eg újra s a negyedcenti hosszú balfelét adjuk hozzá

A tetszésszerinti meg
közelítés téri képe.

3. ábra.

az előbb m egtartott félcentis darabhoz. A  hátram a
radó negyedcentivel (am elyik l-től 1-ig terjed) járjunk 
el ugyanígy és igy tovább. M egkapjuk igy a

í, » + í ,  i  í  + 4 + Ь + Te.......
szám sorozatot, m it nagyon könnyen átírhatunk véges 
tizedestört alakba, m ert a nevezők m ind 2 hatványai:
0-5, 0 75, 0-875, 0 9375............

A  téri szem léletből világos, hogy ezek a szám ok 
folyton nagyobbodva éppen az 1-et közelitik meg. Az 
(1) sorozat is éppen  igy szem léltethető, csak ott nem  
felezni kell az 1 cm hosszat, hanem  tizfelé osztani 
s c ;ak egy részt tartani meg, igy kapjuk O'l ta g o t;

17



m ajd az то hosszú darabkát osztjuk ism ét tiz részre 
s tartunk meg belőle egyet és igy tovább.

A  végtelen tehát itt mint határtalan 
oszthatóság jelentkezik. A  jelenségeknek 
az a sokat em legetett tulajdonsága, 

hogy egységességükben is sokszorosak nem  függ a 
téri k iterjedés nagyságától, sem semmiféle m ás nagy
ságtól. K om olyan véve, atom  vagy elektron, mi — 
ha nem  is térben —, de hatásaiban, tulajdonságaiban 
ne lenne bonyolult, tisztára képtelenség. H iszen erő
kifejtésére (például súlyára), színére stb., m indenére 
m ások is befolynak s igy részenként is változhat. 
K ülönben a csupasz egy elgondolása egy irányba esik 
a m ozdulatlanság, hatástalanság, a nem  levő, a sem m i 
elgondolásával. Látjuk, hogy a m atem atika m ennyire 
a valóságba igyekszik belelátni. A z  „egy és mégis 
több“ a világ általános megjelenésformája s igy bármire 
is alkalmazandó. A  m indenütt érvényesülő többesség, 
az akárm eddig vitt szétosztás gondolata a való
ságból sarjad t s a m ennyiség tudom ányában  kike
rülhetetlenül m egvizsgálandó. A  törtszám  jelentősége 
a m atem atika fejlődésére éppen az, hogy a vég nélkül 
folytatható felosztás valóságsugallta gondolatát teljes 
tisztaságában tárja  elénk. Ezt a m élységes gondolatot 
végig kell gondolnunk, ki kell bontanunk, hogy eszünk 
besurranhasson legtitkosabb redőibe is. E z  a nagy el
gondolás a matematika.

A végnélkül! oszt
hatóság gondolata.

Képezési törvény.

V égtelen  szám halm azok. Határérték.
F eladatunk m ost m ár világosan áll 

előttünk. A  következőkben a m egoldó 
gondolatsor — ez a m atem atika — tagozódásának 
főbb vonalain siklunk végig. E lsőbbe» is ahhoz kell 
hozzászoknunk, hogy végtelen sok számból álló ha l
m azt is kim erítő pontossággal meg tudunk adni. Így
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például az (1) sorozatot vagy pedig az — (П egész 

szám ) alakú valódi törtek halm azát. A z épp m ost

je lz e tt— forma, vagy m ondjuk inkább képezési törvény7Ъ
tényleg eldönthetővé teszi, hogy bárm elyik adott tört
szám  benne van-e a halm azban vagy sem, m ásrészt 
annyi tagot és azt a tagot képezhetjük vele, ameny- 
nyit s am elyiket csak akarjuk. A  képezési törvényt 
gépnek tekinthetjük, a halm az tagjai ekkor ennek 
term ékei lesznek. A zza l tartom össze a végtelen sok 
számot, hogy tudom hogyan kell képeznem bármelyiket,

<Yi_ I
mindegyiket. Ilyen képezési törvény p é ld á u l: ———

(n  sorban =  1, = 2 ,  =  3, . . . stb.) ; ennek első tagjai :
3 4- 1

0, í, I, i, !, . . . V agy pedig: —- — (n =  1 ,2 ,3 , . . .« » ) ;  

ennek kezdő tagjai: 4, i, V, V, . . . K önnyebben át

tekinthető ez a halm az, ha képezési törvényét 3 + —
rft 4. ]

alakba irom. Nem  érdektelen  m ég a z ------  halm az sem,n
hol a ± azt jelenti, hogy m ikor П helyébe valam elyik

n + 1 , n—1
egész szám ot írom, m indig két tagot kapok ——— es —— -

tagokat. T ekinthető  és — — - halm azok egyesí
tésének  is.

Elküiönithelo tag. V együk most szorosabb vizsgálat alá az 
egyetlen, 0, tagból álló és a m ár em lített

halm azok egyesítéséből keletkező (  0 , 1  )  halm azt.

N ehány tagiát 4. ábránk téri képben is m utatja. A zt 
á lltju k , hogy a halm az nem  m inden szám ának egy

n
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form a a szerepe. V együk elő ugyanis például az 4-et. 
L áttuk ugyan, hogy a 4-hez, m int m inden törtszám 
hoz, akárm ilyen közel is van m ég törtszám , de nem

0 1  0 0 . . .  l V  . . .  e 5 4  i

4. ábra.

a most vizsgált halmazból. M ert a 4-től jobbra-balra 
m enve, például: i V d e l ( í  — rVtöl 4 + rVig), oly szám 
közt jelölünk ki, m elyben a £ egyedül van, pontosab
ban  : m elyben a vizsgált halm aznak m ár nincs m ásik 
szám a. A z ilyen tagra azt m ondjuk, hogy ez a hal
m aznak különálló, jobban m ondva a többitől szám 
közzel elkülöníthető tagja. Láthatólag  ilyen a vizsgált

halm az m inden — alakú tagja, azaz valam ennyi az 0-t

kivéve. U gyanis — o k v etlen ----- r é s ----- j között fekszik

akárm i is n, m ert a halm az tagjai fogyva következnek 
egym ásra. H a tehát n  nagyon nagy (például 1000000),

azaz ^  nagyon kicsiny ( Ю00000 )  akkor a szám köz 

is nagyon kicsiny, m elyben az ^  ( ÍQÖÓÖ0Q )  m ár m a~
gában van. Fontos azonban csak az, hogy elkülönít
hető a többi tagtól, Van olyan szám köz, m elyben a 
halm aznak m ásik szám a m ár nincsen.

Próbáljuk  m eg ugyanezt a 0-sal. 
H a  a 0-tól jobbra balra például

ioooooö'dal mesyunk> V  loooooo'to1 a ° 'ou ai
j-QÖQQQQ-ig tart igy a szám köz^ rögtön tudunk m ég

El nem különíthető 
tag.

20



m ondani olyan tagot, am elyik belöl esik ezen a szám-

közön, például , i s általában valam ennyi —1000001 n
alakú tört, hol az n nagyobb, m int 1000000. H a m eg
m ondják a szám közt, am ivel el akarják  különiteni a

0-t a többi, — alakú tagtól, m agából a szám köz szé

léből rögtön tudom , mily tagok esnek m ég okvetlenül 
a szám köz belsejébe. H iába igyekszem  tehát a 0-t 
különválasztani bárm ilyen kicsiny szám közzel, előre 
tudom , hogy ez a kísérlet csakis eredm énytelen lehet. 
A  0 tehát halm azunknak valam i különös tagja. Fon
tossága is világos, m ert körülötte — pontosabban: 
bárm ily piciny szám közben, am elyik a 0-t m agába 
zárja — végtelen sok tagja van a halm aznak. Az 
ilyen tagot a többitől el nem különíthető tagnak, a hal

m az sűrűsödési helyének hívjuk. A  ! 0, — 1 halm aznak

tehát valam ennyi tagja elkülöníthető, kivéve az egyet
len 0-t, am elyik el nem  különithetö tag. V ilágos, hogy

az - halm azra nézve, bár form ailag bele nem  tarto-n
zik, a 0-nak épp oly fontossága, épp az a szerepe van, 

m int a (o .  ' 1  halm azban. Ezért egyszerűség kedvéért

azt is m ondjuk, hogy a 0 az — halm aznak el nem  kü-
fi_I

lönithető tagja. K önnyen beláthatjuk, hogy az ------=
i . П .

1 -  — képezési törvénnyel m egadott halm aznak is m in

den tagja elkülönithető, m ert a tagok folyton nagyob
bodnak  s igy akárm elyik az előtte levő és utána jövö 
között egyedül van. Sűrűsödési helye pedig az 1, mit
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ha csatolunk a halm azunkhoz, az uj ( l 5 r )  halm az

nak lesz szintén egyetlen el nem  különíthető tagja, 

t. i. az 1. A z №  halm aznak szintén az 1 az
3 fi -f- ]

egyetlen el nem  különíthető tagja. A  -------- -n é le z a 3 .n
Á ltalában  С ± — halm aznál a c  (c-nek különben bár-n v
m elyik egész vagy tört szám  is választható).

V annak  azonban oly halm azok is, 
m elyekben nem  egy, hanem  több el 
nem  különíthető tag is van. Például

Hány el nem különít
hető tag tartozhat egy 
halmazhoz?

( 1 n - ] \
0, — , 1,— ) egyesitett halm azban kettő v an : a 0

és az 1. U gyanigy lehet olyform án összerakni a képe- 
zési törvényeket, hogy az ú jonnan előálló halm azban 
bárm ekkora (de véges) szám ú el nem  különithető tag 
legyen. Ezek kissé m esterkélt példáknak látszanak 
s igy adunk még egyet, am elyiknek ezt igazán nem  
lehet felróni. Nézzük a valódi törtek halm azát, va la
m ennyit. Ennek minden tagja ilyen el nem különithető tag. 
Bárm elyiket válasszuk ki ugyanis, nem  lehet szám 
közzel kirekeszteni, m ert m int láttuk (7. lap) ak ár
milyen közel hozzá m ég m indig van m ásik törtszám .

H a tehát például azt állítják, hogy £ az £ -  —-töl
1 ...................................  ,, .......П

i H— -ig terjedő szám közben egyedül van, rögtön cá-
n  1 

folhatok, am ennyiben az i H------- r is törtszám  és belőln+  1
esik. (O da esik, ha Ш >  fi, m inden * ± — alakú törtszám , . m
^  *
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Határérték.
Ltmes.

azaz végtelen sok.) A z £-det nem  lehet tehát el
különíteni s ugyanezen okból egyiket sem. A z el nem  
különíthető tagok szám a változhat tehát a 0-tól a 
végtelenig. V éges szám ú tagból álló halm azban például 
nem  lehet egy ily rendkívüli, el nem  különíthető tag 
sem , m ert az egyes tagok között kijelölhető legki
sebb különbségük (távolságuk) s ezt véve szám köz 
alkotónak jobbra-balra, bárm elyik tagnál elérem, hogy 
a kijelölt szám köz belsejében egyedül legyen.

A  véges szám ból álló halm azokban nincs 
tehát el nem  különíthető tag. Ezekhez szer
kezetileg legközelebb állanak az olyan 

végtelen sok szám ból álló halm azok (rö v id en : vég
telen szám halm azok), m elyekben csak egy el nem  
különíthető tag van (a tag szót általánosabb értelem 
ben véve, mely szerint a sűrűsödési helyeket okvetlen 
tagoknak m inősítjük). A z ily halm azok szerepe, hol a 
végtelen legegyszerűbb form ájában jelenik meg, döntő 
jelentőségű abban a hatalm as fejlődésben, mit a m atem a
tikai problém a-szövedék szálainak kifejtése elibénk tár.

Ezért van az ily halm azoknak és el nem  különíthető 
tagjuknak külön, kényelm esen kezelhető szó- és Írás
jelek. M agát a halm azt szabályos sorozatnak, sűrűsödési 
helyét pedig a szabályos sorozat határértéké-пек, limes
ének  m ondjuk. N em zetközi Írásjelekkel, például

Um- — 0.
n =  OO W

hol - m ini képezési törvény arra  gondoltat, hogy ittn
végtelen szám halm azról van szó, m elynek tagjai mind 
azok a törtek, m elyeknek szám lálója I, nevezője pedig 
valam elyik egész szám . A z n  = o o  jelzés azt hang
súlyozza, hogy n  helyébe be kell tenni valam ennyi 
egész szám ot a végtelenig, hogy a halm azt egészen 
m egkapjam . Ez a jelzés azért kell, m ert sokszor
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több betű is van a képletben például x  is, és ekkor 
m eg kell m ondanunk m elyik betű helyére teendők 
be a szám értékek, nehogy a felirás kétértelm ű legyen. 
V égre a Hm  azt jelenti, hogy nem  a halm azra akarunk 
gondolni, hanem  annak egyetlen sűrűsödési helyére. 
A  (2) balo ldalát tevő összetett kifejezés végeredm ény
ben egyetlen számot jelöl tehát, a 0-t, csakhogy ezt a 
szám ot végtelen halm az határozza meg. így volt az 
(l)-ben is, hol a sorozat i-e t ad ta  meg.

U gyanígy

lim  ——- =  ], lim* + ■ = 3 , lim  ( c  ± —̂  —c, stb. 
n  =  OO n n \  П/

H a valam elyik szám halm azom ról az 
derül ki, hogy nem  egy, hanem  több 
el nem  különithetö tagja is van, arról a 

halm azról azt fogjuk m ondani, hogy nincs határértéke, 
tudniillik nincs egyetlen egy el nem  különithetö tagja, 
m ert több van. A zért m ondjuk így, m ert az ily hal
m azokat éppen bonyolultságuknál fogva nem  tudjuk 
sem m ire se használni s a „nincs határértéke“ kitétellel 
m integy kiselejtezzük a használható egyszerű hal
m azok közzül. A zt is lehet m ondani, hogy a halm az 
nem  szabályos sorozat.

A  legelem ibb s egyszersm ind a legm élyebbre nyúló 
kérdés m ost az, hogy van-e okvetlen m inden végtelen 
szám halm aznak legalább egy el nem  különithetö tagja. 
A zt láttuk, hogy lehet több, sőt végtelen sok is. D e 
hogy feltétlenül lennie kell legalább egynek, az nem  
bizonyos. Sőt m eg is esik, hegy egy sincs, m int azt 
az egész szám ok halm aza tüstén t megmutatja. V égtelen  
sok tagja van s m indegyik különálló. Szemébe nézünk 
ennek a kérdésnek s m élyén megpillantjuk m ajd — 
az irracionális szám okat, a középiskolai m atem atizálás 
kisértetét.

A határérték 
létkérdése.
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II. Fejezet.

Irracionális szám és a végtelen 
problémái.

Irracionális szám.

L áttuk fentebb (15. oldal), hogy ha 
az egész és tört — egybevéve racio
n á lis— szám okat felrajzoljuk az egye
nes vonalra, oly ponthalm azt nyerünk 

kép gyanánt, m elynek m inden tagja sűrűsödési hely. 
A  racionális szám ok m inden szám közt végtelen 
sűrűn lepnek be. Ebből könnyen azt gondolhatnók, 
hogy ha valam elyik végtelen sok szám ból álló halmaz,

m int például az —, a m aga egészében véges hosz-

szúságú szám közbe esik bele (0—1 közbe a jelzett 
példában), akkor okvetlen lesz legalább egy tagja a 
halm aznak, am elyik m ellett végtelen sok tag van, 
vagy ha ilyen tag nincs is, m int szorosan véve az

— ben sincs, m ert a 0 nem  ilyen alakú szám, akkorn
is van legalább egy, ha nem  is belőle való, racionális 
szám , am elyik sűrűsödési helye a halm aznak. Felezem  
ugyanis (vagy például 10 részre osztom) a véges 
hosszúságú szám közt, am elyikből az egész halm az 
való s úgy okoskodom , hogy valam elyik felébe (tized- 
részébe) végtelen sok tag esik, m ert ha mind a kettőbe 
(m ind a tízbe) csak véges szám ú tagja esnék a hal
m aznak, akkor nem  lenne neki végtelen sok tagja. 
A zt a felét a szám köznek hová végtelen sok tag esik 
(ha mind a kettőbe, illetve m ind a tízbe, akkor akár
m elyiket) újból felezem  (tizedelem ) és igy tovább.

A racionális számok 
helyeinek sűrűsége az 
egyenesen.
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Ezzel az eljárással folyton kisebbedő s egym ás bel
sejébe eső szám közöket kapok, mik végül feltétlenül 
egyetlen ponttá  zsugorodnak, mivel az W-edik lépéssel

nyert szám köz az eredetinek ~  (ilíe tv e  j l )  része.

M iután pedig — itt lesz hiba gondolatm enetünkben — 
az eredeti szám közt végtelen sűrűn lepik el a racionális 
szám ok, azaz mindenütt van egy, úgy látszik a m ost 
nyert pont is egyik racionális szám  helye. Ilyen m ódon 
be lenne bizonyitva egy nagyon fontos alaptétel, am ely 
szerint véges szám közbe eső végtelen halm aznak 
okvetlenül van legalább egy, még pedig egész vagy 
tört, sűrűsödési helye. A  hiba ebben az okoskodásban 
felette jellemző a m ennyiségtani gondolatm enetekre 
s különösen viszonyukra a téri szem lélethez. Csupán 
abból, hogy az egész és törtszám ok képei az egyene
sen ilyen vagy olyan sűrűn fekszenek, véglegesen 
sem m i m ennyiségtani eredm ény m eg nem  állapítható. 
Eszünkbe ju tta that ez vagy az a geom etriai tényállás 
m ennyiségtani gondolatokat, de azokat tisztára a mennyi
ségrendszer saját szerkezetéből kell végérvényesen meglátni. 
Mig ez m eg nem  történt, csak több kevesebb m ély
ségű hasonlattal van dolgunk.

T anulságos az előző példa, m ert 
tényleg tudunk m egadni olyan tört- 
szám halm azt, am elyik nyilvánvalóan 

m egcáfolja a látszólag — azaz geom etriailag — be
bizonyított eredm ényt. V éges szám közbe esik és még 
smcs olyan egész vagy törtszám , am elyik sűrűsödési 
helye lenne. Ilyen a véges tizedestörteknek m inden 
sorozata, am elyik csak nem  szakaszos végtelen tizedes
törtet állit elő. írjuk fel például a 0 egész u tán  tizedes
jegyekül sorban az összes egész számokat. így kapjuk  az

.4 = 0-123 . . . 89101112 . . . 202! . . . 99100101102 . . .

Az irracionális szám 
nélkülözhetetlen volta.
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végtelen tizedestörtre em lékeztető alakot. Ebben nincs 
szakasz. Ez tehát nem  lehet törtszám  s igy egyelőre 
nem  is szám. Az
( a )  01, 012, 0123, . . 0123 . . .  8, 0123 . . .  89,

. . ., 0123 . . .  89 . . .  20 . . .  9 9, . . stb.
véges tizedestörtekből, tehát törtszám okból álló soro
zat ; tagjai még hozzá folyton nagyobbodnak, m ásrészt 
m indannyian 01 és 0*2 szám ok közé, tehát véges 
szám közbe esnek. Es m ég sincs racionális sűrűsödési 
helye, mivel ettől a sorban távol levő tagok m ind 
kevésbé tartoznak különbözni, s igy a sűrűsödési hely 
tizedesjegyeinek sorba össze kellene esni az (d )-ban 
egym ásután fellépő tizedesjegyekkel, azaz végtelen 
tizedestörtnek kellene lennie szakasz n é lk ü l; ilyen 
egész vagy törtszám  azonban nincs s igy egyelőre 
sem ilyen sincs. A z  ( a )  halmaznak, bármennyire hasonlít 
isaszabályos sorozatokhoz,egyáltalán nincs sűrűsödési helye*  

Mit jelent ez téri szem léletben? 
K épzeljük el, hogy egy 10—12 centi

m éter hosszú vonalat nagyon pontosan meg akarunk
Geometriai ábrázolás.

* Részletesen bizonyítva : tegyük fel, hogy а В  sűrűsödési hely 
egyik — mondjuk Z-edik — tizedesjegye nagyobb, mint az ugyan- 
annyiadik .Л-ban (kisebb nem lehet, mert ekkor két tag közé esne 
vagy éppen egyik tag lenne s igy külön állana). Az А-Ъа.п nem 
minden tizedesjegy 9-es az Z-edik után sem, mert hiszen nem szaka
szos tizedestörtet vizsgálunk. Legyen az Z-edik után a legelső nem 
9-es jegy a Zc-adik. Képezzük most B-ből a nála kisebb B x számot 
akképen, hogy az Z-edik tizedest kisebbítsük meg eggyel s írjunk 
az ? ediktöl a Zc-adikig mindenüvé 9-est. Mindegyik (Cf)-ból való 
szárr* kisebb, mint B lf mert ZC-adik tizedesük kisebb В j Zc-adik 
tizedesénél, az ez előtti tizedesjegyeik pedig megegyeznek a B, meg
felelő jegyével (legfeljebb az Z-edikben különbözhetnek 5,-101, de ott 
is az utóbbi javára). B , és В  közé egy sem esik, tehát (B-n túlra 
meg éppenséggel nem) а В  igy tényleg el van tőlük külőnitve. 
A sűrűsödési hely tizedestört alakjának össze kellene esni az A  alakkal. 
Egész vagy törtszám azonban ilyen alakú — tudniillik végtelen és 
ezbkasznélküli tizedestört — nem lehet.
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m érni s m éterekben fejezzük ki m agunkat. Először 
azt találjuk, hogy m egvan tiz centim éter (O'l m éter) ; 
a há tram aradó  rész is kiad  még két centim étert, tehát 
a pálca kissé nagyobb, m int 012 m éter. Így folytatva 
kapjuk, hogy még 3 m illim étert kiad, azután 4 tized- 
millimétert, 3 századm illim étert, stb. M inthogy egész 
pontosan úgy sem m érhetjük meg, nincs semmi jogunk 
feltenni, hogy a végigvitt m érés ne adhatná  meg az

(a )  sorozatot, hiszen akkor például j= 0 '3 3 3 3 3  . . .

hosszaság se lehetne. Bármily sűrűn beborították is 
az egész és törtszám ok az egyenest, még m indig 
vannak  tehát pontok rajta, am elyek nem  kap tak  
szám nevet. A  geom etriát sem  elégíti ki az egész és 
törtszám . Az akárhogyan végezhető felosztás gondo
latát nem  lehet velük végiggondolni. Ehhez még 
nélkülözhetetlenül kellenek a nem  szakaszos tizedes
törtek is. K ötelessége tehát a m ennyiség tudom ányá
nak, hogy ezeket a jeleket — vagy ezekkel egy- 
ha talm úakat — polgárjogositsa, azaz a velük való 
bánásm ódot, a négy alapm űveletet, rájuk m eghatározza 
s hogy ilym ódon m inden határozatlanságtól m enten 
s m ost m ár velejéig m egism erhetöen szim bolizálja a 
világ egység-többség m egjelenés m ódját, m int a vég
telen  oszthatóság rejtvényének kibontását.

A  nem  szakaszos végtelen tizedes
törtek összeadása, kivonása, szor
zása, osztása visszam egy a véges 

tizedestörtek megfelelő m űveleteire. U gyanis m inden 
végtelen tizedestört-alak felaprózva véges tizedestörtek 
sorozataként gondolható, m int fentebb a példánkban .

Legyen ilyform án
ci3, a 3, .  .  .  ,  cin, • • • ( ci)

és bu  bt , Ья, . . . .  bn____ (b )
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két, m ondjuk A  és В  végtelen tizedestört sorozatos 
alakja. Legyenek pl. az A  tizedesjegyei a páros 
egész szám ok, В  jegyei a páratlanok. A kkor a két 
sorozat lesz
0,2, 0,24, 0,246, 0 ,2 4 6 8 ,.. .  és 01, 013, 0135, 01357 . . .  
A z A  és В  összege alatt az

av + blf a9 + b2, a3 + b3, . . . , a n + bn, . . . (ö)
szám beli példánkban  : 0 ’3, 0'37, 0*381, 0 ‘3825, szintén
folyton nagyobbodó tagokból álló sorozat m eghatározta 
végtelen tizedestörtet értjük. A rra  kell itt jól rágondol
nunk, hogy ha ily sorozat tagjai folyton nagyobbod
nak, akkor okvetlenül m eghatároznak egy és csak egy 
végtelen tizedestörtet, m ert pl. ha az első tizedes leg
nagyobb értékét (ami legfeljebb 9 lehet) egyszer fel
vette, azontúl m ár m inden utánajövő tagban ugyanaz 
m arad. Pl. az összegben az első tagnál az első tize
des 3 s az is m arad. Induljunk m ost meg ki abból 
a  tagból, ahonnan kezdve ez m ár igy van s okos
kodjunk a m ásodik tizedesre ugyanígy. Innen kezdve 
ez a m ásodik tizedes csak nőhet (egyform a is m arad
hat) V alahol tehát elkezdi felvenni legnagyobb érté
két s azontúl ő se változik. Szám példánk m ásodik 
tizedese az első tagban 0, a m ásodikban 7, a harm a
dikban 8-nál felvette legnagyobb értékét s ezentúl m in
dé: tagban m egtartja. így folytatva látjuk, hogy véges 
tizedeslörtek növő sorozata (hacsak egész részük nem  
nő végtelenbe) mindig meghatároz egyetlen egy végtelen 
tized'»störtet. U gyanígy okoskodhatunk term észetesen, 
ha a tagok folyton kisebbednek, feltéve, hogy egész 
részük nem  fogy le m inusz végtelenre.

Mivel (sz)
а { У bx, а% x  b2, a3 x  b3........an x  bH, . . .
sorozat tagjai szintén folyton nagyob

bodnak, m ert hiszen a2 nagyobb, mint alt meg b2 is

Az irracionális 
számok szorzása.
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nagyobb, m int bL, az A x B  m űvelet eredm ényéül az 
(sz )  sorozat által m eghatározott végtelen tizedestörtet 
tekintjük. F.z a szorzás-szabály.

Nem egészen ilyen egyszerű a k i
vonás és osztás m űveleteinek m egálla
pítása, m ert az előbbi eljárás nem  

vezet m indig növő sorozatra s igy egyelőre nem  tud 
juk, m it tekintsünk a m űvelet eredm ényének. Nézzük 
a kivonást. A  különbség-sorozat:

(Zj b lf Cíg _  Ъa, ög 6g, . . . , d n  b n, . . . ( i i )

tagjai mind egyforma előjelűek: vagy m ind pozitivok, 
vagy m ind negatívok. A z elején azonban lehetnek 
0 tagok. A z első nem zérus tag eldönti az előjelet. 
H a pl. al > b 1, akkor al nagyobb m indegyik &-nél, 
m ert az a tizedes, am elyik m iatt bt kisebb fl^-nél, 
t. i. az első tizedes am iben különböznek, ugyancsak 
meglesz a többi fe-ben is, a bennök ez u tán  fellépő 
tizedesek pedig  akárhányan  vannak  is, sohasem  
tesznek ki egészen egy előttük álló tizedesértéket. 
Ekkor azonban a többi a  is m ind nagyobb valam ennyi 
b-nél, tehát a saját kivonandójánál is. H a ellenben 
bx nagyobb, m int <Zlt akkor meg a b -к  nagyobbak 
valam ennyi a-nál. V égül ha a t = blt akkor elővesszük 
az a 3 — tagot s erre gondoljuk végig az okoskodá
sunkat. C sak akkor eshetik meg, hogy m indegyik 
különbség nulla, ha az а -к és b-к sorozata éppen egy
forma. Ekkor term észetesen m ind a ketten ugyanazt 
a végtelen tizedestörtet ábrázolják. A  m ásik két eset 
adja az A  > В  és A  < В  viszonylatokat.

А  (к )  sorozat tagjai azonban nem  okvetlenül na
gyobbodnak állandóan, pl. ha A  és В  igy k ezd ő d n ek :

7, 7 7 , 7 7 9 ____
illetve 3, 3 9, 3 90____

Az irracionális 
számok kivonása.
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Ekkor ugyanis a (k )  különbség-sorozat első ta g ja i: 4, 
3'8, 3‘89, . . .  A zonban az uj tizedesjegy hatása nem terjed
het túl az első nem-nulla tizedesjegyen. Em iatt elég 
m essze m enve a (k )  sorozatban az egész jegy, első, 
m ásodik, stb. tizedesjegyek sorban állandókká válnak 
s a nagyobbodás-kisebbedés eltolódik mindig m esszebb 
kieső tizedeshelyekre. A  (k )  sorozat szintén m eg
határoz tehát egyetlenegy végtelen tizedestörtet.

U gyanígy áll a dolog az o sz tá ssa l; ennek pontos 
elgondolását helyszűke m iatt az olvasóra bizzuk.

A  nem-szakaszos végtelen tizedestör
tek a most megállapított négy kezelési 
szabállyal ellátva az irracionális szá

mok. Látjuk, mily term észetesen folytatják és egészitik 
ki az egész és törtszám ok osztályát. Sok közönséges 
törtszám nak is végtelen tizedestört az alakja, régi és 
uj szám aink között fogalmi szem pontból alig van tehát 
kom oly különbség. A  racionális és irracionális szám ok 
'együtt alkotják a valós szám ok halm azát. Az egyenes 
m inden pontjának  van szám neve, valam elyik valós szám 
s m inden valós szám nak van helye az egyenesen.

Uj szám aink fontossága legelsöbben is abból érez
hető meg, hogy m inden felosztás, m inden m érés (mint 
fentebb láttuk) folyton nagyobbodó véges tizedes
törtek végtelen sorozatául fogható fel s m ásrészt 
m inden ilyen sorozat m egállapít egyetlenegy egész, 
tört vagy irracionális szám ot. M inden felosztásnak 
van tehát ezentúl jele, még pedig nem  úgy, hogy m in
den ?gyes felosztáshoz tartoznék egy-egy önkényesen 
odabiggyesztett jelkép, hanem  az összes lehetséges 
felosztások tényleges rendszere van szimbolizálva 
olyan jelrendszerrel, am elyik a valóság vizsgálat alá 
vett form áját kim eritöen és sem m it hozzá nem  toldva, 
egyedül szerkezeti sajátosságaival, nem  pedig puszta 
jeleivel szemlélteti.

Az irracionális szá
mok és a Valóság.
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M egjegyzésre méltó, hogy az irracionális szám  fo
galm át teljesen a limes használata nélkül épitettük 
fel. Egyedül arra tám aszkodtunk, hogy mikor az (Ö), 
(sz) és (k) sorozatokon végighaladunk m égpedig úgy, 
hogy m inden tagban kizárólag valahányadik  (például 
a 2 -ik) tizedesjegyet vesszük szem ügyre, bizonyos 
tagtól kezdve ez a tizedesjegy m inden ezután jövő 
tagban ugyanaz lesz. Ilyenform án m inden tizedeshelyre 
m eghatározódik egy-egy tizedesjegy, mik együtt egyet
len végtelen tizedestörtet alkotnak.

A  m ennyiségtan két a laptétele.

A z irracionális szám ok döntő szerepe legszem be
ötlőbben a következő két tételben ju t kifejezésre.

I. Véges számközbe eső végtelen szám- 
halmazhoz okvetlen' tartozik legalább egy 

tőle számközzel el nem különíthető szám. Ez lehet egész, 
tört vagy irracionális, lehet a halm az tagja, de eshetik 
rajta  kívül is, lényeges csak az, hogy egyáltalán ki 
lehet jelölni oly szám ot, am elyik környezetében a hal
m aznak végtelen sok tagja van. (M ost m ár irracio
nális szám ok is lehetnek a halm az tagjai.) Ez az egész 
felsőbb m ennyiségtan egyik alaptétele. Igazságát köny- 
nyen beláthatjuk, ha ism ételjük a fentebb (25. lap) bon
colt hibás okoskodást, kikerülve term észetesen a hibát.

I------ 1____ I____ IIHIIIIII I I I I I I

a i a2 «3
5. ábra.

Feltételünk szerint az egész halm az véges szám közbe 
esik. Erről a szám közröl m indig feltehetjük tehát, hogy 
hosszúságát és határa it véges tizedestörtek jelzik.

Első alaptétel.
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(H a az eredeti nem  ilyen, választok ennél kissé nagyob
bat, ami m ár ilyen legyen.) Tiz részre osztom  a szám 
közt. Legalább az egyik tizedrészben végtelen sok 
tagja van a vizsgált halm aznak. A z egész szám köz 
kisebbik (balsó) határát vegyük egy alkotandó sorozat 
első, CLÍ, tagjának, a végtelen sok tagot m agában foglaló 
tizedszám köz kisebbik (balsó) határát pedig vegyük 
a sorozat m ásodik, w3, tagjának. Folytassuk m ost ezt 
az eljárást a kiszem elt tizedszám közön, tudniillik 
osszuk tiz részre s vegyük sorozatunk harm adik, a3, 
tag jának  a m ost kapo tt tiz kis szám köz közül annak 
a balsó határát, am elyikben m egint végtelen sok tag 
van. És igy tovább. Ezzel az eljárással folyton n a 
gyobbodó, esetleg nem  változó véges tizdestörtek
ai t a 3, as, . .  . an........ sorozatát kapjuk. A zt állítjuk, hogy
az a szám , m ondjuk A ,  am it ez a sorozat m egállapít, 
a halm az sűrűsödési helye. Próbáljuk meg ugyanis 
ezt az í-t a többitől szám közzel különválasztani: legyen 
e az a kis távolság, am elyet A -tói jobbra-balra lemérünk, 
rem élve, hogy ebben a 2 e hosszúságú szám közben 
A  m ár egym aga lesz. Igen ám, de az alt a.2, as, . . . 
szám ok m ind távolabbi tizedesben, tehát kevesebbel- 
kevesebbel különböznek A -tói s igy van olyan Cln 
(m eg valam ennyi utánajövő), am elyik -d-tól keve
sebbel különbözik, m int e. A  elkülönítése nem  sike
rülhet tehát s ezzel alaptételünk be is van bizonyítva. 
H ibát tt azért nem  követtünk el, m ert m ár előzete
sen beláttuk, hogy m inden növő sorozat határoz meg 
számot. Az, esetleg irracionális, A  szám  létezése m in
den  kétségen kívül áll, m égpedig m ennyiségtani okos
kodások  alapján.

Láthatjuk  itt, hogy a téri szem lélet 
— ami m ég közelebb látszik lenni a 
valósághoz, m int a m atem atika — 
hogyan csúsztathat bennünket hibás

A  téri szemlélet elég
telensége a matemati
kai okoskodásban.
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gondolatm enetbe. T ény volta ugyanis annyira leköti 
figyelm ünket, eszünket, hogy nem  tudunk egykönnyen 
mindazokra a lehetőségekre is gondolni, am ik nem  
bontakoznak ki önm aguktól vagy m ár kevés érintésre 
az előttünk nyüzsgő valóságból. M indig csak véges 
tizedestörtekben gondolkozunk. Nem  jut m indjárt 
eszünkbe, hogy a m éréssel nyert véges tizedestörtek 
sorozata épp úgy vezethet nem -szakaszos, m int szaka
szos végtelen tizedestörthöz. Ezt átlátva azonban rög
tön m egérezzük, hogy az uj jelek behozatalára  feltétlen 
szükségünk van. Enélkül nem  tudjuk végiggondolni 
azt, am inek elgondolásához fogtunk: a vég nélkül 
ism étlődő részekből állás és egységgétöm örülés gon
dolatát.

íme a m ásodik alaptétel:
II. Minden véges számközbe eső, folyton 

nayyobbodó végtelen számsorozatnak van 
határértéke, azaz Van egy és csak egy a sorozattól szám
közzel el nem különithetö szám.

A z irracionális szám ok összeadásánál (28. oldal) 
használt eljárással tüstént beláthatjuk, hogy akárm ilyen 
szám ok (véges vagy végtelen tizedestörtek) folyton 
nagyobbodó sorozata, hacsak egész részük nem  nő 
végtelenbe, m eghatároz egyetlen — A  — tizedestörtet, 
azt t. i., am elynek egész része egyenlő a sorozat 
szám aiban előjövő legnagyobb egésszel, első tizedese 
pedig a legnagyobb egésszel kezdődő tagok legna
gyobb első tizedesével és igy tovább. Ez a szám  
nem  különithetö el halm azunk szám aitól, az egyes 
tagok ugyanis m indig kisebb-kisebb tizedesben külön
böznek tőle s igy bárm ily kis környezetében m ég 
végtelen sok tag van. V iszont m inden A-tól kü
lönböző, m ondjuk B , szám  el van  különitve halm a
zunktól. H a  ugyanis В  nagyobb A -nál, akkor A  —>■ В  
szám köz tényleg elkülöníti B - 1 , m ert halm azunk tagjai

A határértékszá- 
mitás alaptétele.
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m ár 4 -n á l is m ind kisebbek. H a meg В  kisebb 4 -n á l, 
akkor szorzatunkban elég m essze m enve találunk 
olyan tagot, hogy az utánajövök m ár m ind nagyob
bak  m int B , m ert az egyes tagok folyton kisebb
kisebb tizedesben különböznek -4-tói s igy B -n  is túl 
kell haladniok A  közelébe. Ekkor azonban В  a soro
zat elején levő véges számú tag  között van s ezek 
között m aga van. T eh á t tényleg A  az egyetlen szám , 
am i sorozatunktól nincs elkülönítve.

Ez a tétel teszi lehetségessé a legtöbb határérték  
tényleges m eghatározását. Ezzel pedig nagyon sokat 
m ondtunk, m ert a súlyos m atem atikai feladatok csaknem  
kivétel nélkül ebben a form ában jelentkeznek: adott 
végtelen szám halm aznak van-e határértéke s ha van, 
m elyik szám  az. A  kérdés súlyos volta igy legszem be
ötlőbben abban nyilvánúl, hogy nincs általános, m inden 
esetre szóló eljárásunk m ég csak annak a m egállapí
tá sá ra  sem, hogy van-e valam ely elibénk kerülő hal
m aznak  határértéke, nem hogy m agát a lim es-szám ot 
ki tudnánk  szám itani a halm az tagjaiból. Pedig sokszor 
egész feladat-sereg sorsa függ attól, van-e bizonyos 
halm aznak határértéke vagy nincs.

A  végtelen  függő kérdései.

M egvan a teljes felszerelésünk 
arra, hogy követhessük a m atem a
tika nagy problém a-hálózatának 

legfinom abb szálait is. De mielőtt ennek nekilátnánk, 
rám uta tunk  szerszám unknak, a szám fogalom nak, né
hány  éppen  vizsgálat alatt levő pontjára, ahol a 
végtelen, am it m ár m arkunkban éreztünk, abból ismét 
kisiklani látszik. A  jelzés m ost m ár nem  lehet elég
telen, hiszen az összes lehető eseteknek van neve. A

A matematikai végtelen
ből fakadó nehézségek.
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végtelennel való bánás nehézsége m ost logikai képte 
lenség form ájában üti fel fejét. Előre hangsúlyozzuk, 
hogy ez nem  az előző m eggondolások csődje lesz, 
azok nem  is akarták  m egoldani a végtelen kérdését, 
egyelőre csak a jelrendszer szerkezeti sajátságaiba 
bujtatták, hogy ott — m ár am ennyire az em beri ész 
m egteheti — végiggondolható legyen. M inden újabb 
nehézség újabb oldaláról m utatja  be az üldözött 
ism eretlent s igy ha nem  is simítjuk el véglegesen a 
nehézséget, de küzködve vele szétboncoljuk és beléje 
látunk, igazán tettünk lépést előre, tanultunk valam it 
a való világ tényleges m egjelenés-form ájáról. A z meg 
csak nem  búsithat, hogy fenékig ki nem  m erítjük 
soha a tanulni valót, bárm ennyire m egszorítsuk is körét. 
Elég, hogy az, am it tudunk, valóságos tudás és ezt 
folyton gyarapithatjuk, m élyíthetjük.

A  végtelen eddig csak két alakban 
jött elénk. Legvilágosabban, m ert 
m egszoktuk, az egész szám m al volt 

szem lélhető. Az egész szám  képezésm ódja olyan, 
hogy sorának nem  lehet vége. H a m egpróbálunk egy 
utolsó egész szám ot gondolni, nem  térhetünk ki az 
elől, hogy, m int m inden számhoz, úgy ehhez is, meg 
ne alkothassuk a rákövetkezőt. A  továbbszám lál ás 
lehetséges volta nem  függ a m ár m egalkotott szám ok 
töm egétől, nagyságától; m indentől függetlenül b ár
m elyik szám tól kezdve végezhető. Szóról-szóra ugyanez 
volt az eset, m ikor két szám  osztásakor a végtelen 
tizedestörthöz jutottunk. M inden egyes osztás adott 
egy-egy — m ind több tizedesjegyü — szám ot s a 
továbbosztás lehetősége nem  függhetett a m aradék  
nagyságától. A z igy keletkező véges tizedestörteket 
m egszám ozva kaptuk. V olt első, m ásodik, stb. És, dur
ván szólva, annyi törtszám  jött ki, ahány egész szám  
van, m ert m indegyik egész szám ra m int sorszám ra

A racionális számok 
megszámozhatok.
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>egy és csak egy jutott e tört-' 
i szám ok közül. S tényleg az összes 
törtek együtt, akár az egész szá
m ok törtalakját is beleértve, meg
számozhatok, adhatok valam ennyi
nek m ás meg m ás sorszám ot s 
az igy készült sorban valóban 

I benne lesznek mind. A  m ellékelt 
táblával ezt tüstént m egtehetem , 

í Legyen az első 1, a m ásodik és 
’harm adik  2 , illetve i, a harm adik, 
negyedik és ötödik pedig 3, I, »; 
a  hatodik, hetedik, nyolcadik, 
kilencedik a 4, I, $, *; stb. így m inden racionális szám  
m eglesz a sorozatban

Egész m áskép állt elénk a vég
telen, m ikor az irracionális szám o

kat alkottuk. A kkor ugyanis azt gondoltuk el, hogy 
m ind pontosabb és pontosabb m érés (felosztás) folyton 
nagyobbodó véges lizedestörteknek bárminő sorozatá
hoz vezethet. E zért kellett valam ennyi ilyen sorozathoz 
jelt rendelni s éppen ezek lettek megfelelő utasítással 
az úgynevezett irracionális szám ok. Ez a „bárm inő“ 
nem  azt m ondja egyszerűen, hogy valam i egyvonalú 
haladásban  nincs m egállás, nincs vég, hanem  azt, hogy 
végtelen sok szám ból, tudniillik a véges tizedestörtek
ből, barm inő m ódon képezzünk végtelen sorozatokat 
azzal a kikötéssel, hogy a tagok nagyobbodjanak. 
V égtelen  sok tag kombinációiról van itt szó, ez pedig 
nem  egy, hanem  végtelen sokirányú haladásnak  lá t
szik, m ihelyt hozzáfogunk valam ikép a m egvalósítá
sához. Mégis sokáig — egész a XIX. század m ásodik 
feléig — azt gondolták a m atem atikusok, hogy lényeges 
különbség nincs, nem  lehet, két végtelen között, m ind 
a kettő egyszerűen m inden véges szám ot túlhaladó

Van-e többféle végtelen P

2 3 4

2 s

f t *

2í 94 1
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szám osságot jelöl. M ár pedig lehet-e kom oly különbsé
get tenni végtelen és végtelen között? Cantor m eg
m utatta, hogy lehet. Bebizonyította, hogy az irracionális 
szám ok jelei szám osságuk m iatt nem  szám ozhatok m eg 
többé olyformán, hogy valam ennyinek jusson külön 
egész szám. íme az okoskodása.

Előbb egy kis megjegyzés, hogy 
egyszerűbbé tegyük a gondolatm enet 
fontos részét. Ha két halmaz külön- 

külön megszámozható, akkor egyesített halmazuk is az. 
Cserélgetve veszek ugyanis egyet az elsőből, egyet a 
m ásodikból s igy rakom  sorba. Ekkor tényleg egy- 
szám ozásu sort kapok  s ebben m ind a két halm az 
egészen benne van. Ebből kifolyólag nem  az irracionális, 
hanem  az összes szám okat állítjuk szem be a m eg
szám ozó egész szám okkal. M ert ha az összes szám ok, 
tudniillik a racionálisak és irracionálisak együtt, meg 
nem  szám ozhatok, a racionálisak pedig (mint láttuk) 
igen, akkor — mivel az előbbi m egjegyzés szerint 
m ind a kettő nem  lehet m egszám ozható anélkül, hogy 
egyesitett halm azuk is az ne lenne — az irracionális 
rész lesz meg nem  szám ozható. Sőt ha nem  is vesszük 
valam ennyi szám ot, csak a 0  és 1 között levőket, m ár 
ezekre ki fog derülni, hogy túlsokan vannak  ahhoz, 
hogy m egszám lálhatok lennének.

G ondoljuk el, hogy az összes 
szám ok 0  és 1 között, ez u tób
biakat is beleértve, m eg vannak 

szám ozva. A zt m ondaná ez, hogy van olyan
öj, «3, .............> ®И, . . . .  . ((l)

sorozat, am elyikben m inden tekintetbe jövő szám  m eg
van valahol, van m indegyiknek határozott sorszám a. 
Ki fogunk jelölni a sorozat tagjai közül folyton nagyob
bodókat s ezek határértékéről látjuk m ajd  be, hogy

Cantor tétele a üalós 
számok számosságáról.

Megszámozható 
halmazok egyesítése.
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okvetlen hiányzik a sorból. A z első kiszem elt tag dt ; 
az d.2 lehet kisebb nála (a vonalon balra tőle) vagy 
nagyobb (jobbra). A z utóbbi esetben ő lesz a m ásodik 
tag, az előbbi esetben pedig tovább m együnk a sor
ban, m indaddig, mig rá nem  találunk az elsőre, am elyik 
m ár dt -né\ nagyobb. Ez lesz a m ásodik tag. M ondjuk,

’ hogy sorszám a (indexe) volt (öfc2). H arm adik  tagúi 
azt választjuk, am elyik legelsőnek esik az dt és (lk3 

közzé. M ondjuk, hogy ez a sorban ft3-ik volt. Negyedik 
lesz a legelső az dk3 és dk9 között és igy tovább.
Így kapjuk az d lt d k 3, d k 5, d k 7 ......... növő sorozatot
azzal a tulajdonsággal, hogy mindegyik tagtól jobbra van 
egy kis szám köz (<2 , — dk3, dk3 —> dkb~>~ dk6 —  stb.),
am elybe a sorozat elejéről egészen a szem ügyre vett 
tagig nem  kerül szám. M indegyik ilyen szám köz (az 
egyenesen szem lélve) az összes előbbiek belsejében 
van s igy az uj sorozat határértéke, A ,  valam ennyibe 
beleesik. V együk elő az (a) sorozat akárm elyik tagját, 
m ondjuk az г-ediket és nézzük az uj eorozat egyik 
m essze fekvő tagját, am elyiknek szorszám a, ki, am azé- 
nál nagyobb (ki > i). Bizonyos, hogy az egyenesen di 
nem  fekszik d k i és a k+il között. Ugyanis az di az (d) 
sorozatban dk{ előtt van  s a szám közök szerkesztése 
szerint az ö^-hez tartozó dk^ —>- aki+1 szám közbe nem  
esik ftj-nél kisebb sorszám ú tag egy sem. A  di nem  
lehet tehát az uj sorozat határértéke, m ert hiszen az 
éppen dk{ és dki+1 között van. A z (d) sorozat egyik 
tagja se lehet tehát e határérték, m ert mindegyikre, 
épp úgy okoskodhatunk, m int di-re. A z A  tény
leg hiányzik tehát (d) sorozatból. K ísérletünk a 0 és
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1 között levő összes szám ok m egszám ozására csakis 
m eddő lehet, m ert bárm ilyen adott m egszám ozást 
tételezve is fel, a m ost vázolt eljárás m indig m utat 
a  0  és 1 között oly szám ot, m ely nem  lehetett a meg- 
szám ozottak között. A  valós és egész számok nem hoz
hatók „egy-egy“ viszonylatba, nem felelte'.hetök meg egy
másnak tökéletesen. A z irracionális szám ok végtelensége 
nem  m érhető össze az egész szám okéval. A  véges 
halmazok számosságán kívül Van még ezek szerint legalább 
kétféle végtelen-számosság. V ájjon van-e m ég többféle is?

Lehet-e oly szám halm azt kijelölni, 
am elyik m ár ne lenne m egszám oz
ható és azért közte és az összes 

szám ok között m égse lehetne tökéletes „egy-egy“ 
m egfelelés? V alam ennyi szám nak együttesen, téri 
szem lélet alapján, continuum a neve. (Folytonosságot, 
szakadástalanságot jelent.) K érdésünket tehát igy is 
fogalm azhatjuk : az egész számoké után vájjon a conti- 
nuumé-e az első számosság Vagy Van-e még más számos
ság is e kettőé között? Ez a hires continuum-probléma. 
M ég m a is m egoldásra vár.

Egész m ás term észetű a nehéz
ség a végtelen egész szám ok kér
désében. K épzeljük el, hogy a m ár 

( 1 1 . old.) jelzett m ódon első nekifogásra — a m űvelet 
korlátozhatatlanságát véve észbe — rágondolunk va la 
m ennyi egész szám ra. K épezésük határozottsága folytán 
kész rendet, lezárt halm azt alkotnak, am it m ost m ár 
a m aga egészében is szem ügyre vehetünk. V együk 
tehát s jelentsük ki, h o g y : am int m inden közönséges 
szám  után  szabad  volt, tehát kellett, az éppen  rá 
következőt hozzáfűznünk, épp úgy m ost is szabad, 
tehát kötelességünk, a legelső náluk nagyobbat u tánuk  
tenni. Ez az cd> a legelső végtelen egész szám. Ez 
u tán  jön со + 1 , cd + 2 ................ és igy tovább egész

Végesentúli rendszámok: 
Burali-Forti antinómiája.

A végtelen számos
ság problémája.
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ю + co-ig, am it m ost röviden со.2 -vel jelzek ; m ég
tovább m enve m egkapom  ю.З, со.4 , .............  cd.cd-í;,
ez az a»2 jelet k ap ja ; m ajd cd2, со8, cd4  . . .  . adja

íx)
iá03, ez tovább фСо®, (0 ю jeleket, stb. H a ki

fogytam  az со-bői, gondolhatok term észetesen m ás 
jelre is (például egy picit nagyobbra rajzolt co-ra). 
A z igy alakult sorozatban nem  érdektelen, hogy m inden 
tagnak van közvetlen követője, de nincs mindegyiknek 

' (co-nak sincs) közcetien megelőzője. G ondoljuk el, hogy 
az akármeddig v itt s igy a teljes sorozatot nézzük, 
azaz Valamennyi rákövetkezési vegyünk m ost m ár szim- 
bolizáltnak. A  rákövetkezés szem léletéből ilym ódon 
fakadó összes lehetséges szimbolizáló aktusok halm a
zát IF -nek hivjuk. H ire nagyon rossz. K épezése 
eléggé hasonlít ugyan a közönséges egész szám ok 
halm azba fogásához, de a különbség is nagy ám  a 
két eset között. A z egész szám ok a legelső nekilen
dülés eredm ényei s igy folytathatók, a W  azonban 
éppen  értelm ezése szerint m ár nem  folytatható, m ert 
bele akarjuk gondolni az összes lehetséges folytatá
sokat. M ásrészt azonban — s ez a bökkenő — ha 
van, jobban m ondva m egvan, kész ez a TF, akkor leg
alább gondolatban, ism ét lehet, tehát kell, az összes 
jelnél, ami csak benne van, nagyobbnak m inősítendő 
jelet képezni. Eszerint tehát ez az uj jel nem  lesz 
benne a PF-ben. A  W  saját értelm ezése szerint pedig 
m inden folytatás benne van már, tehát ez az újnak 
gondolt is. Benne is van, nincs is. Ez a Burali-Forti 
antinómiája. A  W -t nem lehet elkészültnek, teljesen meg
határozott valaminek venni. Nem csak hogy valam ennyi 
tagját nem  lehet ténylegesen elkészíteni, hiszen az 
egész szám okat se lehet mind. H anem  m ár akkor 
képtelenséghez jutunk, mikor legalább fogalmilag az
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összes tagokat elkészültnek akarjuk venni, össze akar
juk fogni határozott halm azba, lezárt összességbe. Ily- 
form án ez a halm az ésszel átgondolhatatlan, kívül esik 
nem csak a m atem atikán, de m ég a logikán is. K ény

telenek vagyunk m ég fogalm át is 
félbenlevönek, m ost alakulónak 
venni, m intha nem  tudna egészen 

m egszületni, határozott form át felvenni, hanem  foly
ton in statu nascendi lenne. M ikor a m atem atika leg
m élyebbre hatol a világ m egjelenés-form ájának titkaiba, 
találkozik az alakulás, valam ivéválás h a tá roza tlansá
gával. S a gondolatiság legbelsejében tanyát ütő 
határozatlanság — a se-nem -ilyen, se-nem -olyan — 
ésszel, m atem atikával teljességgel m egfoghatatlan. 
A  m atem atika nem  m eritheti ki a valóságosat, m ert 
az nem  pusztán  jelen van, nem csak ténylegesen vala
m inő — ennek az általános form áját taglalja a m e n y  
niség tudom ánya — , hanem  vajúdó történés, határozat
lanság, lehetőségek ütköző valósulása (dinam izm us) ; 
éppen ez az utóbbi szüli a ténylegeset, term észetes 
tehát, hogy e ténylegesnek elgondolása önm agában 
be nem  fejezhető, le nem  zárható.

A matematikai valóság- 
leírás korlátozása.

III. Fejezet.

Függvény. Differenciálhányados.
A  függvény fogalm a.

Szám nak hivott jelszerkezetünk 
avégett készült, hogy benne végig
gondolhassuk a világ általános egy

ség-többség m egjelenésform áját. Eddigelé annyira ju~

Egyetlen szám elszige
telve nem érte mezhető.
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tottunk, hogy m egalkottuk m agát a jelrendszert és 
közben rám utattunk  főbb sajátosságaira, valóság-for
rásaira, valam int korlátáira is. Most az a kérdés, m it 
tudunk vele elérni. Fizikai alkalm azásainak m éretei 
óriásiak, egész m űvelődésünket át meg át ható válto
zásokat okoztak éppen  azért, m ert általa a valóság 
m egjelenésm ódját hűen és teljesen visszaadó szerszám  
került végre az em berek kezébe Itt csak arra m utatunk 
rá, miféle önm agában rejlő tulajdonságok teszik ily 
hatalm assá gépezetünket és hogy m iképen kell ezt 
— előnyei k ihasználása végett — továbbfejleszteni, 
bonyolitani.

A  szám okat rendesen olyan sorozatnak képzelik, 
ahol az egyes tagok, a szám ok, egym ástól egész külön
álló darabok. Nem m ondjuk, hogy ebben semmi igazság 
sincs. P róbáljunk meg mégis például a 8  jelentésére, ne 
pedig papirra festett rajzára vagy hangjeleire gondolni. 
N agyságát okvetlen eszem be kell hoznom. Ez azonban 
azt jelenti, hogy tudom, melyik számnál nagyobb, melyiknél 
kisebb, azaz ismerem helyét a teljes végtelen sorozatban. 
T öbbi szám tani tulajdonságai is — ami m ind a vele 
való bánásm ódban, a vele végrehajtott alapm űvele
tekben nyilvánul — ugyancsak megköveteli, hogy tár
saival vonatkozásba hozzuk. A  8  egym agában különös 
figuránál egyéb nem  lehetne. Egyetlen egész szám 
Jelentése magába zárja az összes egész számokét. Gsak 
együtt gondolhatok. N agyon fontos m egjegyeznünk itt, 
hogy az egész szám ok pom pásan végiggondolhatok 
törtei, nélkül. A z egész szám okat kénytelenek vagyunk 
folyton együtt gondolni, a törtszám okat meg csak az 
egészek után, azok segítségével gondolhatjuk. A  szám ok 
halm azbaverődése nem  önkényes tehát, ellenkezőleg, 
kikerülhetetlen kényszerűség. A  m ennyiségtan nem 
tisztán tőlünk függő m egállapodások hosszú sora hát, 
m int sokan, még m atem atikusok is, képzelik. Logikai
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tagozódását sem m ikép m eg nem  m ásíthatjuk. Csak 
az elnevezés önkényes és ennek bonyolításai.

A z egész szám ok — a többiek is 
— együttesen, kölcsönösen határoz
zák m eg egym ást. (V esd össze az 

11-ik lapon csodálatosnak jelzett ténnyel.) A  tárgyi 
világban is, előbb m ár fejtegettük, az egyén m iném ű- 
ségét az összes többi hozza létre s viszont ez az egyén 
befoly az összes többi egyén m ivoltjának, legtágabb 
érielem ben vett „ m eg je len és ién ek  m eghatározásába. 
M ikor végiggondoljuk a szám ok logikai összebogo- 
zottságát, kölcsönös m eghatározódásukat, akkor igazá
ban a tárgyak összeszövödésének, kölcsönös m eghatá
rozódásuknak összes lehető form áin m együnk végig. 
A  mennyiség tudománya a kölcsönös meghatározódás for
máinak tudománya.

A m int azonban a fizikai világban 
ezeknek csak egyszerűbb alakjaival 

találkozunk, azonképen a m atem atika is — m ár csak 
azért is, hogy dolgát könnyebbé tegye — a legegysze
rűbb eseteket veszi előbb szem ügyre.

Például. A z egész szám ok egym ás-m eghatározása 
szem lélhető m int a haladás, az egym ásra következés 
legkevésbbé kibontott szim bolizálása. A  folyton tartó  
kiindulás és m egérkezés elvezet előbb az 1-től a 2 -höz, 
m ajd  a 2-től a 3-hoz és igy tovább. Itt tehát m inden 
egyes szám hoz egyetlen m ásik rendelődik —  az u tán a
jövő. H ogy könnyebben átgondolhassuk az efajta m eg
határozódásokat, három  tagra szakítjuk szét: két szám- 
halm azra — a függetlenül m egadhatónak  tekintett 
szám okéra és az ezekhez rendeltekére — továbbá a 
kettőt összekötő, az egym áshoz rendelést, azaz a 
m eghatározást ténylegesen végbevivö m űveletre (funk
cióra). Н а X valam elyik egész szám, akkor X +1 a 
hozzárendelt szám  s az eggyel való m egnövelés a

A függvény fogalma.

Kölcsönös meghatáro
zódás a valóságban.
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m űvelet, mi átvezet íC-től a hozzátartozó számhoz. 
A  ké t szám halm azra azt m ondjuk, hogy egyik függ 
a  m ásiktól, egyik függvénye a m ásiknak.

Igen egyszerű példa még a hatványozás (négyzetre 
em elés) m űvelete. Legyen az első halm az az összes 
valós szám ok s rendeljük m indegyikhez önm agának 
m ásodik hatványát (szorozzuk önm agával). A z igy 
kijövő szám ok alkotják a m ásik halm azt. Н а X az 
elsőből való szám, akkor hozzá X 2 tartozik, például 
4 hez 16, a 11-hez 121, stb. Sokszor — különösen ha 
nem  egyes függvényről van szó, hanem  a függvények 
általános tulajdonságairól — a m ásodik halm az szám ait 
együttesen у  b e tű je l jelezzük. A z X2 =  у  egyenlet tehát 
azt m ondja, hogy van két szám halm azunk (x és y) 
és úgy ju tunk el az első halm az akárm elyik szám ától 
a  m ásik halm azban neki megfelelő szám hoz, hogy az 
elsőt négyzetre emeljük. Kijelöl tehát egy m űveletet, 
ami megfelelteti egym ásnak a két halm azt. Á ltalában  
у  — f  (x) jelet használjuk, hol f  csak annyit jelent, hogy 
két szám halm az között közvetitö m űveletre (funkcióra) 
gondoljunk. H a  részletezni kívánjuk, hogy milyen 
m űveletre, m atem atikai jelekben vagy a közönséges 
nyelv szavaival kell ehhez m ég hozzáfűznünk a gon- 
dolandókat.

A  függvény szerepét a term észetleirás- 
ban legegyszerűbben példázza a leejtett 
kő m ozgása. A z első m ásodpercben m eg

tesz m ondjuk a m étert. Az első és m ásodik m ásod
percben nem  kétannyit, hanem  4a m éter u tat tesz meg. 
A  harm adik  m ásodperc végéig összesen m egtesz 9a-1 és 
igy tovább. H a a m ásodpercek szám át t (tem pus) betű
vel, a m egtett m éterek szám át pedig S (spatium ) betűvel 
jelöljük, törvényszerűségünk S = a t2 alakot kap. Itt az 
egyik szám halm az a m ásodpercek szám a, a m ásik meg 
a m egtett m étereké, a kettőt egyesitő művelet pedig —

Fizikai példa 
a függvényre.
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példánkban  a m ásodpercek szám a szorozva önm agá
val és egy fix szám m al — a természettörvény.

A  függvénynek a sikban görbe felel 
meg. G ondoljuk rá ugyanis az X illetve 
az у  értékeket két egym ásra m erőleges 

egyenesre. M érjük fel m inden X-hez a hozzá tartozó 
f ( x ) = y - 1, m égpedig felfelé ha ez pozitiv, lefelé ha nega
tiv. A z igy szerkesztett у  m agasságok végpontjai görbét

A függvény tér
beli ábrázolása.

alkotnak s ez a függvény geom etriai képe. V ilágos 
m ásrészt, hogy m atem atikus szem m el nézve m inden 
görbe függvény. M ert hiszen a rajz hozzárendeli m in
den íE-hez a görbe m agasságát abban a pontban. 
(8. ábra.)

A lgebra és kom plex szám.
Fordítsuk meg a hatványozás m űveletét. 

A z  у  is meghatározza az X-et. A zaz, ha m eg
m ondják a leeső test m egtett útját, m eg tudom  m ondani
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m ennyi idő kellett ehhez. H a például ?/ =  25, akkor 
olyan keresendő ki az X-ek közül, hogy X2 =  25 legyen. 
Ilyen szám  van k e ttő : az 5 és a —5. Fizikai eseteknél 
m indig el tudom  dönteni m elyiket kerestem  a kettő 
közül, a m atem atikus pedig folyton az összes lehető
ségre ügyel s igy egyszerűen tanulm ányozás alá veszi 
a  m eghatározódásnak  azt a m ódját is, mikor egy 
m űvelet (itt a hatványozás eredm ényéből visszamenni 
az a lap szám ra : gyöküonás) több szám hoz is vezet.

, E lég nehéznek látszik m egoldani X* = 2 4  egyenletet. 
H a  valam elyik pozitív X kielégíti, akkor ugyanez az X, 
negativ előjellel véve, szintén eleget tesz neki, elég 
tehát pozitiv m egoldó szám ot keresni. V alahol 4 és 5 
között van, azaz tizedestört alakja 4 egésszel kezdődik. 
Főzzünk m ost a 4 egészhez tizedrészeket s szám ítsuk 
ki az igy kapo tt 9 szám  (41, 4'2, 4 ‘3, 4'4, 4‘5, 4'6, 
4'7, 4'8, 4'9) négyzetét. Látjuk igy, hogy 4 '8 2< 24, 
4 '9 2 > 24. K eresett szám unk első tizedese 8 . így tovább
haladva kapjuk 4, 4 8 , 4 '8 9 , .......... növő sorozatot;
ez, a sorba kijövő tizedesekkel, m eghatároz egy, A ,  
végtelen tizedestörtet. A z A  irracionális szám  szorzata 
önm agával éppen  24: ugyanis 4.4, 4 ‘8 .4 '8 , 4'89. 
4'89 . . . . . .  sorozat határértéke —  s értelm e szerint
ez az irracionális szám unk négyzete — tényleg 24, 
m ert a  szerkesztéséből kifolyólag m indig csak távo
labbi tizedesben különbözik tőle. M atem atikus nyel
v e n : 24 m ásodik gyöke A .  H a tehát az X és у  hal
m azokba irracionális szám okat is beleértünk — ezt 
ped ig  a fentiek szerint meg kell tennünk — , az у  
tényleg határoz meg íC-et (példánkban pontosan kettőt).

Pozitív szám ok négyzete, de negativoké is, csak 
pozitiv le h e t; negativ í/-unk tehát nincs. K öztük van 
azonban  m inden pozitiv szám. H a tehát — mint a 
fizikai példánkban  (45. lap) — csak pozitiv íC-eket 
(ott f-ket) nézünk, akkor az г/-ok halm aza épp azok
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ból a szám okból áll, mint az SC-eké (tudniillik az 
összes pozitiv szám okból). A z y — 2x függvényben is 
az összes pozitiv íC-ekhez az összes pozitiv szám ok 
jönnek ki y-ú 1. A  függvényértékek összessége nem  
jellemzi tehát, nem  határozza m eg a fü g g v én y t: 
a közvétitömüvelet alkotja a függvényt, nem a függvény- 
értékek halmaza.

V éges szám ú különböző hatványfügg
vény összeadásából áll elő a legegyszerűbb 
függvénycsalád :

a0 + X + a.2 x* + a3 x3+ . . .  + an xn,
mit többtagúaknak, polinómoknak (algebrai egész függ
vényeknek) hivunk. A z <20, ait a 2, stb. fix szám ok: együtt
hatók (coefficiensek). Ezeket kell szám belileg m egadni, 
úgy ju tunk el a függvénycsalád valam elyik tagjához. A z  
algebra ennek a függvénycsaládnak a tanulmányozása.

H a m egadják az X-ei, könnyen ki tudjuk szám itani 
a hozzátartozó függvényértéket: behelyettesítjük, szor- 
zunk s összeadunk. Egyik föfeladata az algebrának, 
megfelelni a fordított kérdésre. M ilyen íC-nél (vagy 
Ж-eknél) lesz a függvény adott ( c) értékű ? K ere
sendők az a0 + at x + a2 x2 + аа x3 + . . .  +an x^-c,  azaz 
a0 -  c + at X + a2 X2 + a3 X3 + . . .  + an xn — 0 egyenlet 
gyökei. N egyedfokú egyenletnél gyökvonással (a 
hatványozás fordítottjával) m indig elintézhetjük a dol
got, hanem  ha 4-nél nagyobb hatványok is vannak, 
(n >  4), általában nem csak hogy nem  tudunk, de nem  
is lehet vele célt érni (Abel tétele). Ném elyik egyen
letnél igen s az ilyen egyenlet kijelölése az algebra 
egyik érdekes feladata.

Ebből a pár m egjegyzésből is 
érezhető m ár, m ennyire sa já t
m agából szövődik itt tovább a 

m atem atika kérdéshálózata. Felesleges többé a való-

A mennyiségtant problé
mák önálló alakulása.

Az algebra 
feladata.
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ságra visszam enni. A  tőle kapott feladat, eszünk 
já rásán ak  megfelelően, szerlebom lott s ugyancsak 
erőlködnünk kell, hogy az egyes szálak m enetét és 
kapcso lataikat követhessük. Em iatt könnyen csak 
erre az észm unkára gondolunk, szinte azt hisszük, 
az egész feladat csak bontőkötő észtorna, szellem es 
já ték . S tényleg ennek a szétszedő és összerakó tevé
kenységnek vannak  saját nehézségei s igy, azok 
legyőzésére, saját eszközei is. Minél beljebb m együnk 
tudom ányunkba, annál több nehézségre és több külön
legesen  m atem atikai fogalom ra bukkanunk, Ide tar
tozott m ár valam ennyire a  negativ szám  is. De leg
jellem zőbb példájuk a komplex szám. Ennek m egalkot 

tásá t az algebra feladatai erőszakolták 
ki, nélküle csak m int útvesztőben botor-A komplex szám.

kálnánk  m ár a legegyszerűbb függvények viszonylatai 
között is. A  valósághoz pedig egyenes vonatkozás
ban  éppenséggel nincs. O lyan i  jelt vezet ugyanis 
be, am ellyel épp úgy kell bánni (azaz összeadni, 
kivonni, szorozni és osztani), m intha nem  puszta rajz 
(hang), hanem  szám  lenne, kivéve, hogy 2 -ik hatvá
nya — 1-gyel helyettesitendő. Ez utóbbi különleges 
használati utasítás m iatt az i  nem  közönséges betű
jel tehát, ami bárm elyik egyes szám  helyett állna 
avégett, hogy a kijelentés általános érvénye kifeje
ződjék, hanem  határozott egyén ; m intha eggyel több 
jelünk enne. Az adott szabály szerint a többihez 
keverve m indig a  + bi alakhoz jutunk, hol a és b 
valós szám ok, m ert i  m agasabb hatványai is (г2= — ] 
s igy i s — i* .i = —i, i*— 1 , stb. képletek folytán) vagy 
közönséges valós szám ot vagy valahányszor i - 1  adnak. 
A z ilyen „г-vei kevert“ jelek között a régiek is ott 
vannak, am ikor tudniillik az i  szorzója 0. A  m eg
állapodás szerint a -f Oi-1 nem csak, hogy a-nak Írha
tom, de m ég hozzá — m iután a különleges i 2 = — 1
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szabály  nem  szerepelhet — az a + Oi jelhalm az keze
lési m ódja összeesik a valós szám ok kezelési m ód
jával. Ezért tekinthetem  az uj, a + b i,  jeleket a valós 
szám ok kibővítésének, általánositásának. Ezek a 
komplex számok.

A  síkon ábrázolhatjuk őket. Egyik egyenesre rágon
doljuk az a  (azaz a + O.i) valós szám okat. A z a + b i  
he lye  az a  felett van b m agasságban. L ásd 9. ábrán.

9. ábra.

valós szám ok

A z X2 =  — 4 egyenletnek nincs valós 
gyöke, m ert valós szám  m ásodik h a t
ványa nem  lehet negativ. A  2i és 

a — 2i azonban eleget tesznek neki. Á ltalában  
a0 + a t x  + a 2x 2 + a3x 3 + . . .  + a n x n- 0  n -ed fokú 
egyenletnek m indig n  gyöke van, ha a kom plexeket 
is hozzávesszük (a többszörösökel m egfelelően több
ször véve). Ez az algebra alaptétele. Sok m ás ilyen

A komplex szám 
fontossága.
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egyszerű és általános tételre ju tunk rá a kom plex 
szám  révén. О  teszi lehetővé szám unkra a betekin
tést a polinóm ok szerkezetébe. Főereje azonban abban 
rejlik, hogy a legbonyolultabb függvények vizsgálatá
ban is segítségünkre van. A  geom etriában is szerephez 
jutott, sőt néhol a fizikai elm életekben sem  nélkülözhető.

Jegyezzük m eg m ég róla, ho
gyan értelm ezzük határértékét. 
A kkor m ondjuk, hogy a 

+ bxi, a 4 + bai, a3 + bai , . . . .  an + bn i , . . .  
sorozatnak van limes-e, ha  külön az a-k és külön a 
fe-k halm azának  van. És pedig h a  lim a n = a és

n ~  oo
lim b n—b azt m ondjuk, hogy kom plex szám halm a-

i =  oo
zunk lim es-e: a + b i, jelekben: l im (a n + bni) = a + bi

n = oo

, Komplex számok 
 ̂ halmazának határértéke.

Kezelési törvények.
A  m ennyiségtan fogalom rendszerét 

m élyen jellemzi az a tény, hogy nem  
ehet m ég tovább általánosítani a  szám fogalm at anélkül, 
logy e fogalom leglényegesebb sajátosságai el ne tűn- 
lének. A  kom plex szám okat a valósakból úgy ké
peztük, hogy vettünk két (e — \ és i)  egységet s m eg
alkottuk a, b valós szám okkal az a . e + b . i  a lakzatokat 
izzal a kikötéssel, hogy harm adik  egység m ár nincs, 
ehát e . e, e . i, valam int i . i  m egint а + b i  alakúak 
'e . e ~ \ , e . i  — i, i  . i  = — 1). Legfőbb sajátosságuk, ami 
i velők való szám olást lehetővé teszi az, hogyha 
А, В ,  C ilyen kom plex szám ok, akkor

A  + B ~  В  + A ,  A  . В  = В  . A  (kom m utativ törvény). 
( A  + B )  + C = A  + ( B  + C),  ( A . B ) . C  = A . ( B . C )

assiociativ  törvény).
A . f B  + CJ —A B  + A C  (distributiv törvény).
A zaz épp úgy kell velők számolni, m int az egész, 

ő rt vagy  irracionális szám okkal.
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A rra  lehetne gondolnunk, hogy tovább 
m enve vegyünk elő n  egységet .in-ei 
és képezzük

i i + a2 i2 + . . .  + dyi in 
alakzatot, ahol az а —к általában kom plex szám ok. 
T erm észetesen az i egységek szorzataira: % ix . i2 stb. 
kifejezésekre, szabályt kell adnunk, m iáltal ezek is 
aí \  + a2i2 + . . .  + an in a lakba legyenek irhatok (külön
ben ix . ix, \  . i 2 stb. újabb független egységeket alkot
nának).

Bármilyenek legyenek is az egységszorzatokra kijelölt 
szabályok, ha uj, n  egységű számainktól megköveteljük, 
hogy eleget tegyenek a három kezelési törvénynek, akkor 
nem jutunk uj számokhoz. Bebizonyítható ugyanis (Hankel- 
tétel), hogy ily körülm ények között m inden uj egy
ségnek gondolt i  egyenlő valam elyik közönséges 
kom plex szám m al. C sak úgy ju thatunk  uj egységek
hez, ha feladjuk valam elyik kezelési szabályt.

Például, ha feladjuk A . B = B . A  sza
bályt, lehet négy egységű uj szám okhoz 
jutni, a Hamilton-féle quaterniók-hoz és 

m ásokhoz nem  (Froáen/us-tétel). Ezekből a quater- 
niókból készült — Grassmann A usdehnungslehre-je 
nyom án — a vektoranalizis, a fizika legm egfelelőbb 
nyelve. A  m atem atika legelvontabb spekulációiból 
eredt a  legkonkrétabb term észettudom ánynak, a  fizi
kának  term észetes kifejező eszköze.

V égtelen  sor. Analitikai függvény.
Eddigi függvényeink összeadás és szor

zás, illetve hatványozás útján állottak 
elő. Ezek voltak a m űveletek, m elyek

nek bizonyos egym ásra halm ozása vezetett át az 
X-hö\ az y -ba. A  szereplő m űveletek egyszerűsége és

Egyszerű függ
vényosztályok.

Quaterniók és 
Vektoranalizis.

Többegységű 
komplex számok.
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véges szám a tette lehetővé, hogy az algebra csaknem  
ideális tökéletességgel végezhette el feladatát. M ihelyt 
az X és y -1 bonyolultabb m űveletek kötik össze, olyan 
lehézségekkel kerülünk szem be, am elyek m iatt lehe
tetlen az algebráéhoz hasonló befejezettséget elérnünk. 
K ijutunk a problém ák nyilt tengerére. Elkezdődik ez 
m ár a hatványozás m egfordításánál. A  hatványozásnál 
három  szám  szerepel: alap, (hatvány)-kitevő és a ha t
ványozás eredm énye, hatványm ennyiség. H a az alap 
és kitevő van adva, például 53, könnyű eljutni a 
harm adikhoz (a hatványm ennyiséghez). Tudniillik 
hatványozok. H a az eredm ény van adva és a kitevő, 
m ár nehezebb a harm adik, az alap kiszám itása: gyököt 
kell vonnunk. Például 125 és 3-hoz az 5 tartozik, m ert 
5 . 5 . 5  tényleg 125. Form ulában: 125» =  5. De 124 és 3, 
azaz 124* esetében az eljárás m ár hosszadalm assá 
válik. A  hatványozásnak ebből a m egforditásából 
erednek X̂ > Ж»> SC*» stb. függvények, általában Xa, 
hol a  valam elyik valós szám. Ezek a gyökfiiggüények. 
2% értelm e: <2 2-ból 3-ik gyök vonandó, vagy a & 
fa  harm adik  gyöke) önm agával szorzandó. Ily m ódon 
törtszám u kitevőnek is van értelm e, sőt végtelen sok 
ilyennek a határértékét véve, irracionálisnak is.

U tolsó lehetséges eset, hogy az eredm ény van adva 
és az alap. K érdés, mi a hatványkitevő (exponens), azaz 
m ekkora hatványra kell em elni az alapot (hányszor 
kell önm agával szorozni), hogy kijöjjön az eredm ény. 
Ez nagyon bonyolult m ár s igy alapúi kiválasztanak 
sgy bizonyos szám ot, például a tizet s igy vetik fel 
i  kérdést: m inő hatványra kell emelni a 1 0 -et, hogy 
kijöjjön a m egadott szám ? A  kiadódó kitevő — ami 
rendesen nem  nagy — az adott szám 1 0 -alapú loga
ritm usa; 1000-é például 3, m ert 10x = 1000 egyenletnek 
m egoldása X — 3. A m ost felirt egyenlet bal oldala uj
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fajtájú, exponenciális, függvényt ad, d*-et, hol az X-ei i 
sem  hatványozni nem  kell, sem  pedig  belőle gyököt 
vonni; ö csak kijelöli, hányszor kell szorzóul venni az т 
alapot s esetleg hányadik  gyököt kell venni az igy 
kapo tt szorzatból. Log. X  jelöli a sorra vett pozitív 
( X )  szám okhoz tartozó kitevőket, logaritm usokat. 
P é ldáu l: Log. 1000 =  3, Log. 100 =  2, Log. 10 =  1. A z 
X a, a x és log. X  és az ezekből form ált függvények 
alkotják a m ásodik nagy függvényosztályt, az „elem i“ 
függvényekét, m ik egyszerűségben m indjárt a po linó-, 
m ok után  jönnek.

Láttuk, m ilyen nehéz m egtalálni adott 
szám hoz a logaritm ust, sőt adott szám  

m agasabb  gyökeit is. Függvénytulajdonságaik tanul

ni v é g te le n  sor .

m ányozása is azt követeli, hogy m egpróbáljuk az á t
m enetet, például a szám ból a logaritm usához, lehetőleg 
összeadásra és szorzásra (hatványozásra), illetve ezek 
egym ásra halm ozására visszavezetni. E kkor m arkoljuk 
m eg igazán a függvényt, m ert összealkotását nyom ról- 
nyom ra követhetjük. Erre szolgál a végtelen sor, a 
m atem atikai ku tatás legfontosabb és legjellem zőbb 
eszköze. L áttuk  (17. oldal), hogy bárm elyik vonaldarab  
folytonos felezés és összeadással végtelen sok kisebb 
vonaldarab  végösszegeként fogható fel. Pontosabban

O jl +  ö j  +  d 3 +  +  . , .  +  c in  +  . . .

végtelen sok kijelölt összeadás-m űvelet eredm ényéül a
d j ,  d j  +  d g ,  d j  4" d g  +  d g ,  d j  +  d g  +  d g  +  d ^ ,  . . , d |  +  d g  +

+ ..  . + a n, . . .  sorozat határértékét tekintjük. H a  tehát 
ennek nincs határértéke, akkor az előbbi sor vég
összegének sem m i értelm e sincs, a sorral nem  tudunk 
m it k ezd en i: divergensnek, széttartónak  m ondjuk. Ha 
van, akkor ez a határérték  a konvergensnek, össze- 
tartónak m ondott sor összege. (Sor a latt ezentúl csakis
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ilyen végtelen összeadás-sorozatot fogunk érteni, hol 
tehát a tagok között + (vagy —) jel van. Sorozat m arad 
egym ásután következő, vesszővel elválasztott szám ok 
halm aza.)

H a akárm ilyen f(x)  függvénybe X  he
lyére határozott szám ot, d - 1 teszek, f(d) 
m ár egyetlen szám ot jelöl, azt tudniillik, 

am it a vizsgált függvény rendel d -hoz. A  végtelen 
sok különböző függvényből álló

fi (x) + fz(x) + fa(x) + fl (x) + . . .  + fn(x) + . . .  
sornak értelm e tehát az, hogy m inden egyes a szám 
hoz, ha ugyan

fi (a) + f  (a) + fa(a) + f4 (a) + . ..  + fn(a) + . ..  
sor konvergens, rendel — végtelen sok összeadás 
végösszegeként — egyetlen szám o t: a m ost felirt sor 
összegét. G yakran  előfordul, hogy függvénysorunk 
egész szám köz m inden egyes szám ára konvergens. 
E kkor a sor összege, ebben a szám közben, függvényt 
alkot, az úgynevezett összegfüggvényt. Ilyenkor tehát 
a sor tagjai is függvények és a sor összege is függ
vény : m ondjuk F (x). Jelekben

F ( x ) = <Z fn(x)
n=\

A  £  az egym ást kővető összeadásokat jelzi (sum m a). 
A z aíá-íölé irt jelek pedig azt, hogy 1-től végig kell 
futni az összes egész szám okon. Például

2  n x n=x  + 2x* + 3 x s + 4x* + 5x5
n— t

A  legegyszerűbb végtelen függvénysort 
úgy kapjuk, ha a polinóm okat — azaz 

hatványösszegeket — folytatjuk a végtelenig:
aQ.+ a, x + a% x* + a3 x3 + a4 x4 + . . .  + a„ xn + . . .  (t)
Ezek ugyanis tisztára összeadás, szorzás meg még

Hatványsor.

Végtelen
függvénysor.
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határérték-kiszám ítás m űveletekből vannak  össze
rakva. Rendkívül fontosak ezek a hatványsorok, m ert 
kiderült, hogy akárm elyik ismert, de kom plikált függ
vényt szedjük is elő, lehet olyan й -szám okat, együtt
hatókat, m egállapítani, hogy az ezekkel felirt (t) sor 
összege m inden X-re — m ár ahol van összege, azaz 
am elyik íC-nél a sor konvergens — egyenlő legyen 
az előszedett függvény éppen ahhoz az X-hez tartozó 
értékével. A  hatványsor előállítja azt a függvényt. 
A  nevezetes ebben az, hogy a konvergens végtelen 
sorban, mivel véges összegnek kell kijönni, elég m essze 
elm enve az ezután jövö tagok összege m ár nagyon 
kicsiny s igy igazában — ha a sor végösszegét csak 
m egközelitőleg akarjuk kiszám ítani — elég a sor 
elejéről több-kevesebb tagot összeadni. A z előállított 
függvény értékét bárhol csupán véges számú össze
adással és szorzással oly pontosságig kiszám íthatjuk, 
ahogy csak akarjuk. A  függvény kezünkbe került. 
Egész pontos kiszám ításra gondolva úgy is fogalm az
hatjuk  sikerünket, hogy a négy alapm űvelethez csak 
a limes k italálását kell m ég ötödik m űveletként csa
tolnunk, ezzel pótolhatunk gyökvonást, logaritm us- 
kiszám itást stb., általában m inden m űveletet, ami a 
négy elsőtől különbözik.

A  logaritmus esetében, m int sok m ás
________ __ függvénynél is, kényelm esebb X helyett
kissé általánosabban az X—C hatványai szerint haladó
b0+bl (x—c)+b.i (x—c)2+bä(x—c)3+...+bn(x—c)n+... (T)
sort m egalkotni, hol C adott szám  Bárm eddig vigyem  
is az összeadást, itt is m indig polinóm ot kapok és 
bárm ilyen X—a  szám ra keresem  a sor végösszegét, 
növö hatványokat kell szoroznom  és összeadnom . Ez 
is hatványsor tehát. Taylor-sornak is hivjuk, m ert ilyen 
általánosan Taylor, angol m atem atikus vezette be.
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A rra  is nélkülözhetetlenek, hogy kom plex szám ok
hoz is rendelhessünk függvény-értéket. Például ha a 
logaritmust előállító sorban X  helyébe kom plex szám ot 
teszünk, a sor sok esetben konvergens le s z ; ha ne
gativ  számot, akkor is. így lesz negativ és kom plex 
szám oknak is logaritm usa. S ez a folytatása a függ
vénynek nem csak játék, m ert enélkül nem  bírtak át
tekintést nyerni m ég a gyökfüggvények legegyszerűbb 
eseteire nézve sem. A  végtelen sor és kom plex szám 
együttes és rendszeres használata  vetett véget a XVIII. 
század végtelen v itáinak  s alapozta meg ezáltal a 
mai, fenékig átgondolható, precíz m atem atikát.

A  legfontosabb, m ondhatnánk életbe
vágó, kérdés a Taylor-sorra nézve az, 

hogy hol, m elyik SP-ekre konvergens. Ez term észetesen 
az együtthatóktól függ. H a az együtthatók kicsinyek, 
m ég elég nagy íP-eket betéve is kapunk konvergens 
sort. H a  az Cl-к nagyok, f akkor meg csak kis íP-eket 
betéve lesz konvergens. Á ltalában  csak annyit m ond
hatunk (Ábel tétele), hogy kom plex szám  behelyette
sítésére is gondolva, mindig a kom plex sik valam elyik 
körén belül fekvő valam ennyi pontra konvergensek, 
a rajta kivül fekvő összes pontokra divergensek. 
M agán a körön levő kom plex szám okra nagyrészt 
divergensek, néha konvergensek. V an  tehát a (t)  
esetében a kezdőpont, a ( T )  esetében a C körül, m int 
középpont körül rajzolt kör, am elyen belül eső vala
m ennyi kom plex szám ra kapunk összeget, a kivül 
e s ő k r e  pedig egyikre sem. Taylor-sorunk konvergencia- 
tartománya mindig köralakú. A  legtöbb függvénynek 
azonban  nem csak egyetlen kör belsejéből vett SP-ekre 
van értéke. Ebből a szem pontból nézve a Taylor- 
sor három féle eshetőséget ad: m egesik először, hogy 
X  helyébe bármelyik kom plex szám ot téve is, m indig 
k o n v erg en s; konvergencia tartom ánya az egész

Konvergencia-kör.
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kom plex sik, a függvényt m inden X-re előállítja. M á
sodszor, hogy m indenütt divergens (kivéve X =  0, illetve 
X — C esetet, ahol csak konvergens lehet, m ert egyetlen 
tagból, ö0-ból áll). Ekkor sorunk egyetlen SC-hez rendel 
egyetlen függvényértéket s igy igazában nem  ad 
függvényt, a sor sem m ire sem  jó. H arm adszor, néhol 
konvergens, néhol nem.

Ekkor a fentiek szerint van egy kör, am elyen 
belül e sor összege pontosan m eghatároz egy 
függvényt. Legyen Cx e körön belül eső pont. 

A  m ost m eghatározott függvényt — m int á ltalában  
akárm ilyen függvényt — a (T )  sor alakjában irom 
fel. (Az uj alak, azaz a b-к m eghatározása igen bo 
nyolult.) Konvergencia tartom ánya köralakú és meg
esik, hogy az uj kör (c1 körül) túlmegy az elsőn. ( 1 0 .

ábra.) Uj sorunk az első kör belsejébe eső részében  
ugyanazt adja, m int ugyanott az első s o r ; ez jelenti 
azt, hogy ism ét az első függvényt állítottuk elő m ásik 
sorral. Kívül azonban az első sor sem m it sem  adott, 
hisz ott divergens volt, az uj sor pedig ad  s ezáltal 
toüább folytatja a függvény meghatározását. H a össze

Analitikai
folytatás.
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veszem  valamennyi ilyen úgynevezett analitikai fo ly 
tatását az előbb csak az első körben m eghatározott 
függvényemnek, kapok eljárást, amivel a kom plex sik 
jó részén (esetleg egy-két pont hiján az egész kom 
plex síkon) fekvő kom plex szám okhoz tudok kiszá
mítani függvényértéket. E z  az analitikai függüény.

Szétválik itt a m atem atikai form ula 
és a függvény fogalma. A zelőtt úgyFüggvény és formula.

értelm ezték ugyanis a függvényt, hogy m eg kell adni 
egy bizonyos képletet, form ulát — ilyenek a polinó- 
m ok vagy például: V~ x  A- 2 , log ( 3 x —1) — s azokra 
az íC-ekre lesz értelm e a függvénynek, am elyekre a 
képlet határozott szám ot ad. Ez nagyon term észetes
nek is h an g z ik : egy formula, egy függvény ; egy függ
vény, egy formula. A  Taylorsornál azonban egy for
m ula, tudniillik az első Taylorsor, csak részben állítja 
elő a függvényt. T eljes előállítását általában végtelen 
sok Taylorsor meriti csak ki. Itten tehát egy függvény 
és több (sőt végtelen sok) form ula van. Más a függ
vény és m ás annak m atem atikai, form ulás előállítása. 
Felszabadúl a függvényfogalom. Igazában rendelhetek 
bárm inő szám ot bárm elyik SC-hez, csak függvényt ka
pok. M ás és sokszor igen nehéz kérdés, m ilyen for
m ulával vagy form ulasereggel ju thatok el az X- tői a 
hozzá rendelt szám hoz. Cantor bebizonyította, hogy 
az így értett függvények halmazát nem lehet a Valós 
számokkal sem megszámolni, ezeknél többen vannak, 
számosságuk újabb, 3-ik fokozatot ad.

A z analitikai függvények elmélete, 
azaz általános tulajdonságaik m egálla
p ítása  és egyes csoportjaik tüzetes ta-

A függvénytan 
megteremtői.

nulm ányozása foglalkoztatta leginkább a m atem atiku
sokat a XIX. század folyam án. Ez az elmélet a leg
sajátságosabb és leghatalm asabb alkotása a mai 
m atem atikának. Oly problém asereggé nyílott széjjel,
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am in még m anapság is nagyban dolgoznak a leg
erősebb m atem atikusok. M egalapitója a francia Cauchy 
(m int az algebráé Gauss), főkiépitői p e d ig : Abel, 
Riemann, Weierstrass, Poincaré, E . Picard, Hadamard stb.

Derivált függvény. Primitiv függvény.
M inden függvényvizsgálat fő szer

szám a a differenciál-hányados fogalma. 
A z Ж-et változtatva a függvény értéke 

is változik. M ilyen arányban változik a függvény az 
Ж-hez képest?  A z CL és a + Jl között a függvény 
f(a + h ) — f(a)-val változik m eg (az uj értékből le
vontuk a régit). M egnézzük hány Ж-változás (h )  kerül 
ki a függvényváltozásból, azaz képezzük 

f (a + Ti) — f (a) 
h

hányadost. M ás h - 1  véve azonban, m ás lesz szám láló 
is, nevező is, s igy általában hányadosuk  is. Pontos 
m értéket a függvény változására az a pont körül csak 
úgy adhatok, ha m indig kisebb h - 1  veszek s m eg
keresem  az igy kapott végtelen sok (átlag) m érték 
határértékét. A lkossuk tehát meg

f(a + ht) — f (a) f(a + h j  -  f(a)
\  ’ h % ’

f(a + h j - f ( a )  f(a + hn) - f ( a )
К  '  ’ ‘ ' ' К  ’ ' ' ‘ ‘

sorozatot. H a abból az úgyis elengedhetetlen feltétel
ből, hogy Hm lln =  0  m ár következik, hogy a soro-

n =  oo
zatnak  van határértéke, A ,  ezt a ha tárértéket a vizs
gált függvény differenciál-hányadosának m ondjuk az a 
helyen. H a m egesik, hogy sorozatunknak nincs határ
értéke, habár Hm 1ln =  0 , akkor azt m ondjuk, hogy

A differenciál 
hányados.
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függvényünknek az CL helyen nincs differenciál-hánya
dosa. Differenciál-hányados =  differencia-hányadosok- 
limes-e. Innen a neve. Jele a differencia (különbség, 
változás) szó kezdőbetűjéből ered olymódon, hogy 
deltával (д) jelöljük a véges változásokat, p é ld á u l: 
f ( a  + h ) — f  (a)  =  д /,  h = A x  és cZ-vel a differenciák 
hányadosainak limes-ét.

lim
n — oo

Af= d£ 
д X dx

P é ld á u l: ha a differenciálandó függvény X2, kere-
( a + h n) 2- a 2 a 2 + 2 a hn + к п2-а *  _ 7

sendo 5 ------- = -------------------- í-------- = 2  a + hn
h n h n

limes-e m ikor hn a 0  felé tart, azaz X2 differenciál- 
dányadosa  az a helyen 2a.

Ilyképen m inden X- hez —  úgy, mint 
Я-hoz — tartozik egy szám : adott függ

vényünk odavaló differenciálhányadosa. Ezek a szá
m ok együtt uj függvényt adnak, am elyiknek sok köze 
van ugyan az elsőhöz, m indam ellett nagyon m ás is 
lehet. K ifejezést adandó annak, hogy az f(x )  függvény
ből ered, f ’(x )  jelt kap ja [(X2) ’ = 2 #]. Ez f ( x )  függvény
nek derivált függvénye. A  deriválás olyan m űvelet tehát, 
ami egyik függvényből átvezet egy m ásik függvényhez, 
m ég pedig kivonás, osztás és határértékkiszám itás útján. 
Eddigi m űveleteink szám ból (az SC-ből) vezettek át 
m ásik szám hoz (az 2/-hoz). A  derivált függvény m eg
határozása adott függvényhez, az úgynevezett deri
válás, differenciálás, nem  folytatja tehát egyszerűen 
az eddigi m űveletek sorát. Bár azt is m ondhatnók, 
h ogy a határértéknél végtelen sok szám határoz meg 
egyet s hogy igy bizonyos tekintetben közbül áll a 
szám hoz számot rendelő elemi m űveletek és a függ
vényhez függvényt rendelő felsőbb m ennyiségtani 
m űveletek között.

Derivált függvény.
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Primitiv függvény. A  derivált függvény m eghatározásá
nak fordítottja a primitiv függvény fe l

keresése, azé a  függvényé, am elynek éppen az adott 
függvény a deriváltja. Például 2 X függvény prim itív 
függvénve X2. Legyen ez a prim itiv függvény F(x), 
ekkor F'(x) nem  egyéb, m int az ado tt f(x) függ
vén y : F'(x) — f(x). M agának az f(x) függvénynek a 
deriváltja f(x),  a F(x)-nek m ár második deriváltja.

A  derivált és primitiv függvény 
geom etriai jelentése nagyon neve
zetes. Rajzoljuk le f(x)-et. A  11. áb 

rán f (a + h) — f(a) az AB  távolság. A z x változása 
AP-\& 1 egyenlő, tehát

A differenciál-hányados 
geometriai jelentése.
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= А В  Ы д а )

Ez a viszonyszám m eghatározza a P  és В ponto
kon átm enő szelőt. Ugyanis, ha m egadják e viszony 
nagyságát, például a f-ot, akkor rajzolok egy derék
szöget, mint .d-nál van, a lap jára  felmérek 3 akárm i
lyen egységet, a m erőleges szárra 2-t. A  kapott pon
tokat összekötő egyenes párhuzam os lesz a vizsgált 
szelővel. H a tehát P  ponton át a nyert egyeneshez 
párhuzam ost húzok, m egkapom  a szelőt. V álasszunk 
m ost kisebb h-1, ehhez m ásik szelő tartozik m ásik 
viszonyszám m al. így továbbm enve, végtelen sok szelőt 
kapok egy-egy viszonyszám m al m egadva. A  viszony
szám ok limes-e az érintőt határozza meg, a  szelők 
határhelyzetét. H a tehát ism erem  a függvény diffe
renciálhányadosát a-ban, fel tudom  rajzolni e pont
ban az érintőt a függvényt ábrázoló görbéhez. 
Lényeges, hogy a görbe m atem atikai form ájából 
tisztán szám ítás útján jutok el a görbe geom etriai 
tulajdonságaihoz. A  görbe m inden szemléleti sajátos
sága szám tani m űveletekkel kiolvasható m atem atikai 
formulájából.

A  primitiv vagy integrál függvény 
legközvetlenebb geom etriai alkalm azása 
a következő: V alam elyik egyszersmin- 

denkorra m egadott függvényértéktől, illetve m agasság- 
vonaltól kezdődőleg a görbe és az x tengely között 
m indegyik függvényérték lezár bizonyos nagyságú te
rületet. (A  terület m érőszám át görbe határok eseté
ben a beleirt négyszögek területösszege határozza 
meg, ha a négyszögelést m indig kisebb oldalakkal 
végezzük s a határra m együnk.) M ás a>et véve, m ás 
terü letet kapunk. A  terület tehát x függvénye: T(x). 
H atározzuk  meg derivált függvényét. T(a+h) — T(a)

Az integrál geo
metriai jelentése.
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nem  egyéb, m int az a és a + h  közzé eső bevonalká
zott terület (12. á b ra ) ; ez pedig nagyon kevéssel, a 
fenti, három szöghöz hasonló területtel, különbözik 
h .f(a )-tói. A  különbség köztük kisebb m int h  szorozva 
az a és a + h közé eső függvényértékek legnagyobb 
különbségével.

M ikor tehát a T  (a  + h ) — T  (a )  különbséget osztjuk 
/&-val,hogy m egkapjuk a differenciálhányadost, f  (a )-tói 
nagyon kicsit különböző hányadost kapunk. M ikor pedig 
h-{ k isebb kisebbnek vesszük, hányadosunk f  (a )  felé 
közeledik s igy tényleg, T  (x )  d ifferenciálhányadosa 
a-nál éppen a görbe m agasságával, /  (а )- \ъ \  egyenlő.

S ugyanigy valam ennyi X p o n tb a n : T ’ ( x )  = f  ( x ) .  H a 
tehát adott görbe form ulájához m egkeresem  a prim itiv 
függvényt, fontos geom etriai kérdést is intézek el, 
tudniillik m eg tudom  m ondani, hogy bárm elyik X-ig 
m enve, m ekkora terület van  a görbe és az X  tengely 
között. Egy csapásra  elvégeztem  végtelen sok terület- 
szám itást.

Differenciál- és integrálegyenlet.

Függvény-egyenlet A  felsőbb m ennyiségtan egyik fő jel
lemzője, am int láttuk, hogy a „szám-
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hoz szám “ viszony helyett a „függvényhez függvény“ 
kapcsolato t vizsgálja. Például a deriválás m űvelete 
m inden függvényhez rendel m ásik függvényt olyfor- 
m án, mint a hatványozás (X*) m inden szám hoz ren
delt m ásik számot. A z integrálás szintén. „Függvény
hez függvényt“ rendelő m űvelet van sok. Például 
f ( x ) . f ( x )  szorzás. Fontosságuk rendkívüli, m ert 
a term észet ily függvénykapcsolatok hálózata. A  
nagy, átfogó term észettörvények pedig feltételeket 
szabnak ki arra nézve, hogy a vizsgált jelenség
körben miféle függvénykapcsolatok lehetségesek és 
mik nem.

A  m atem atika m egvizsgálja tehát elvben az összes 
lehető m egszorításokat, am it csak függvényre ki lehet 
gondolni. P é ld á u l: van-e olyan függvény, esetleg több 
is, am elyik m inden a és m inden b értékre eleget tesz 
f (a + b)=f (a) + f (b) függvényegyenletnek ? (A zért min
den a és minden b értékre, m ert m aga a függvény kö
teles eleget tenni a feltételeknek.) A  C.X függvények 
m ind ilyenek, hol C akárm elyik szám  s m ás ilyen 
nincs is. M ásik p é ld a : f ( a . b) = f  (a) + f  (b) egyenlet, 
am inek m egoldása a log x, m ert szorzat, a . b, loga
ritm usa tényleg a tényezők logaritm usainak összege. 
Bonyolultabb függvényegyenlet

cí„ (x) + a, (x) f (x)  + a% (x) [f(x)]* + a3 (x) [f (x)]3 
+ ......+ a„ (x)[f(x)]n =  0

ahol <l0 (x)i Qi (x) ,    a„ (x) m egadott függvényegyütt
hatók, f (x) pedig az ism eretlen függvény helyett áll, 
ami m ajd eleget tesz az egyenletnek bármilyen íC-nél. 
A z irás m egkönnyítése végett itt m ár célszerű az 
úgyis ism eretlen függvényt jelző f(x)  jel helyett y -1 
írni. A z ilyfajtáju egyenletet kielégítő függvények 
képezik az algebrai függvények csoportját. Elm életük
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— mi nem  tévesztendő össze az algebrával — jól 
ki van  építve.

Legfontosabbak azonban azok a függ
vényegyenletek (differenciál- és integrál- 
egyenletek), hol a keresett függvény 

deriváltja, esetleg integrálja is benn van. Például olyan 
f  ( x )  függvény keresendő, hogy m inden X-re x y '  — 2 y  
legyen. Ilyen például X2, általában С. X2, hol C v a la 
m elyik valós vagy kom plex szám . A z x 2 függvény 
eleget tesz még y y "  — x y '  egyenletnek is. H a  se y ,  
se előforduló deriváltjai nincsenek hatványra em elve 
(azaz első hatványon vannak) se egym ást nem  szo
rozzák, a differenciálegyenlet lineáris. Első példánk  
ilyen, a m ásodik nem. A z у  és deriváltjai m ellett levő 
függvényegyütthatók ж-nek tetszőleges adott függ
vényei.

Láttuk, egyetlen függvény- (differenciál-) egyenlet
nek végtelen sok függvény tehet eleget. M inden ilyen 
egyenlet kikerekit a függvények közül egy családot. 
A  főkérdés következtetni az adott függvényegyüttha
tók tulajdonságaiból és az egyenlet form ájából a neki 
eleget tevő függvények tulajdonságaira. Egy-egy ilyen 
kérdés nagyon precíz, nem  mozog általánosságban, 
innen van, hogy a függvénytanulm ányozás ez irány
ban érte el legteljesebb sikereit. Itt a problém ahálózat 
továbbszövését nem  kizárólag m atem atikai egym ásra- 
következések határozzák meg, a fizikai elm életek 
szükségleteit kell első sorban kielégítenünk. А  X IX. 
században indult csak m eg a teljes elm élet kiképzése, 
de m ég végtelen m essze járunk a befejezettségtől. 
A z integrálegyenleteket meg csak m anapság  kezdik 
rendszeres vizsgálat alá  fogni, sok tekintetben m egint 
fizikai szem pontok szerint indulva.

Differenciál- és 
integrálegyenletek.
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Ajánlható kézikönyvek.
I. K özépiskolai a n y a g :

В еке, Algebra, 7. kiadás, a differenciál- és integrál- 
szám itás elem eit adó függelékkel (legjobb közép
iskolai tankönyvünk, m agántanulásra is ajánl
ható.)

Ném etül például a Grundlehren der M athematik; 
ennek m egjelent eddig két k ö te te : F ä rb e r, 
Arithmetik és T h iem e, Geometrie.

F ran c iáu l: Boréi, Cours de mathématiques (ném etre 
is le van  forditva), T an n ery  (ném etül is) és 
H ad am ard  tankönyvei.

II. Á tm enetül a felsőbb m ennyiség tanhoz:
K önig, Bevezetés a felsőbb algebrába.
В еке, Bevezetés a differenciál és integrál számításba. 

3 korona.
R ácz— M ikola, A z  infinitezimális számítás elemei a 

középiskolában. 2 korona.
Lévay, A  differenciál és integrálszámítás elemei pél

dákkal középiskolai használatra. 60 fillér.

(II. Felsőbb m ennyiségtan:
K önig, Analízis (csak első kötete jelent meg.)
В еке, Differenciál és integrál számítás (legjobb és leg

teljesebb egyetem i tankönyvünk) I —II. 20 korona.
S erre t—Scheffers, Differencial und Integralrechnung 

I— Ili. (N álunk is legelterjedtebb tankönyv a 
ném etnyelvüek között. Franciából van forditva 
s kibővítve.)

T an n ery , Lemons d'algebre et d’analyse I—II. (Leg
jobban ajánlható bevezetésül. A  középiskolai és 
egyetem i tananyagot hidalja át.)
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G oursat, Court de mathématiques 2е edition I—III. 
(Pontos és rendszeres áttekintése a diff. és int. 
szám ításnak  beleértve geom etriai alkalm azásait 
is, valam int a  diff. egyenletek elm életét.)

P icard , Trailé d*analyse I—III. (V álogatott fe jezetek
ben, problém akörök szerint tárgyalja a m atem a
tikát, bevezetésül az elméleti fizika egész kom oly 
átértéséhez. Szellemes, érdekes könyv, legszebb 
valam ennyi összefoglaló m unka között.)

M A G Y A R  T U D O M Á N Y O S  A K A D É M I A

K f t O T T Á R A  Sé6 /19i/7 N .

A „Galilei Füzetek“-et dr. Lóránd Jenő szerkeszti. 
Szerkesztőség: I. kér., Kende-utca 12, II. emelet 10.
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I A Galilei Kör kiadásában megjelent
£ 1. Harkányi Ede: Tudomány és katolicizmus. Ára 40 fillér.
>!• 2. Mach Ernő; Az érzékietek elemzése. Fordította Pólányi 
£ Károly. Ára 50 fillér. (Elfogyott. Uj, bővített kiadás
••• sajtó' alatt.)
£ 3. Szende Pál: A  nagybirtok és Magyarország jövője. 
I* Ára 40 fillér.
£ 4. Jászi Oszkár, márciusi beszéde. Ady Endre ünnepi 
:• versével. Ára 20 fillér.

5. Jászi Oszkár: A  nemzetiségi kérdés és Magyarország
jövője. Ára 40 fillér.

6. Bosnyák Béla: Oros község társadalmi rajza^Ára40fillér.
7. Jászi Oszkár: A  kapitalizmus felbomlása. Ára 20 fillér.
8. Ágoston Péter: A vármegye. Ára 40 fillér.
9. A  budapesti diáknyomor. A  Galilei Kö^ statisztikai fel

vétele. Feldolgozta Bosnyák Béla. Ára 40 fillér.
10. Lassalle Ferdinand:, Mi az alkotmány? Fordította

Fazekas Sándor. Ára 50 fillér.
11. Három március. 1911, 1912, 1913.

SZABADGONDOLAT
A Szabadgondolkozás Magyarországi Egyesületének 

és fiókjainak: a Galilei Körnek stb. hivatalos lapja, a 
legolcsóbb és legtartalmasabb népszerű szociológiai és 
természettudományi folyóirat. A  Szabadgondolat pro- 
grammja a szabadgondolkozás elméleti alapjainak fej
lesztése és gyakorlati követeléseinek propagálása: szembe
száll a vallási, faji, erkölcsi és osztályelöiléletekkel s 
harcot folytat minden intézmény ellen, mely ezeken 
alapszik. Megalkuvás nélkül való hirdetője a klerikalizmus 
és a felekezeti szellem elleni küzdelemnek. Terjeszti a 
természettudományos világnézetet és tanítja az ennek 
alapját tevő természettudományi ismereteket. Ismerteti a 
magyar és külföldi szabadgondolkodó mozgalmat és iro
dalmat. A  Szabadgondolat munkatársai a progresszív 
magyarság legkiválóbbjai.

Havonként egyszer két Ívnyi terjedelemben jelenik 
meg. Előfizetési ára egész évre 4 korona, fél évre 2 
korona. Egyes számai tőzsdékben és könyvkereskedések
ben 40 fillérért kaphatók. Szerkesztőség VI, Andrássy-út 

> 48, I. em. Mutatványszámot kívánatra díjtalanul küld.
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