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01 THE THEORY OP SECOND-ORDER PHASE TRANSITIONS

J .  Sólyom
C e n t r a l  R e s e a r c h  I n s t i t u t e  f o r  P h y s i c s ,  

B u d a p e s t ,  H ungary

S y n o p s i s

The a p p l i c a t i o n  o f  L a n d a u ’ s t h e o r y  o f  s e c o n d - o r d e r  
p h a se  t r a n s i t i o n s  to  m a g n e t i c  p h a s e  t r a n s i t i o n s  i s  e x am in á d ,  
w i t h  s p e c i a l  r e g a r d  to  t h e  s u p e r p o s e d  m a g n e t i c  s t r u c t u r e s .  
The r o l e  o f  mixed i n v a r i a n t s  i n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  c a n t e d  
m a g n e t i c  s t r u c t u r e s  i s  e m p h a s i z e d .  An e x t e n s i o n  i s  g i v e n  
to  m a n y - s t e p  m a g n e t i c  p h a s e  t r a n s i t i o n s  and  t h e  c o n c e p t  
o f  " q u a s i  p h a se  t r a n s i t i o n "  i s  i n t r o d u c e d ^  The m a g n e t i c  
s t r u c t u r e  o f  Ип SO^ , Fe;J (fO^g. 8Hg 0 a n d  some 
d i h y d r a t e d  f o r m a t s  i s  ex am in á d  i n  d e t a i l .

I .  I n t r o d u c t i o n

As i t  i s  w e l l  known t h e  Landau t h e o r y  o f  s e c o n d -
/ 1/o r d e r  p h a s e  t r a n s i t i o n s  / s e e  Landau a n d ' L i f s h i t z 7 , 

L y u b a r s k i i ^ 2/ /  e n a b l e s  u s  to  d e t e r m i n e  th e  sym m etry  o f  
t h e  new p h a s e  a r i s i n g  i n  a  s e c o n d - o r d e r  p h a s e  t r a n s i t i o n .  
D z y a l o s h i n s k y 7 ^  a n d  K o v a ly o v 7̂ /  a p p l i e d  t h e  t h e o r y  t o  
th e  c a s e  o f  m a g n e t i c  p h a s e  t r a n s i t i o n s .  I n  t h e  o l d  fo rm  
o f  th e  t h e o r y  t h e  s t r u c t u r e s  a t t a i n a b l e  by s e c o n d - o r d e r  
p h a se  t r a n s i t i o n  w ere  r a t h e r  s i m p l e ,  th e  l i n e a r  d i m e n s i o n s  
o f  t h e  new m a g n e t i c  u n i t  c e l l  c o u ld  be a t  m o s t  f o u r  t i m e s  
l a r g e r  t h a n  t h a t  o f  the  p a r a m a g n e t i c  o n e .  T h e r e f o r e  t h e  
Landau t h e o r y ,  i n  i t s  o l d  fo rm ,  was n o t  a b l e  to  e x p l a i n
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t h e  o c c u r e n c e  o f  t h e  s p i r a l  m a g n e t i c  s t r u c t u r e s .
D z y a l o s h i n s  k / 5 / a n d  K o v a ly o v ^ 0/  were  a b l e  t o  e x t e n d  
t h e  t h e o r y  t o  a c c o u n t  f o r  t h e s e  s t r u c t u r e s .  T h e i r  
c o n s i d e r a t i o n s  a r e  c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t .  D z y a l o s h i n s k y ’ s  
c o n s i d e r a t i o n s  g i v e  n o t  o n l y  t h e  c r i t e r i a  f o r  t h e  
e x i s t e n c e  o f  s p i r a l  s t r u c t u r e s  b u t  a l s o  e n a b l e s  u s  to  
c a l c u l a t e  t h e  t u r n i n g  a n g l e  o f  t h e  s p i r a l . U n f o r t u n a t e l y  
h i s  m ethod  c a n  be a p p l i e d  o n l y  to  t h o s e  c a s e s  when the  
t u r n i n g  a n g l e  i s  s m a l l .  The e x t e n s i o n  g i v e n  by  Kovalyov 
c a n  be o n l y  u s e d  t o  d e c i d e  w h e t h e r  t h e  s p i r a l  s t r u c t u r e  
c a n  a r i s e  i n  a  s e c o n d - o r d e r  p h a s e  t r a n s i t i o n  o r  n o t ,  a n d  
t o  d e s c r i b e  t h e  p o s s i b l e  o r i e n t a t i o n s  o f  th e  m a g n e t i c  
moment.

The s t r u c t u r e s  o b t a i n e d  by  K o v a ly o v  a r e  more c o m p l i ­
c a t e d ,  t h a n  t h e  s t r u c t u r e s  p r o p o s e d  e a r l i e r  f o r  Mn02 
and  ’o b t a i n e d  by  D z y a l o s h i n s k y . K o v a ly o v  has  n o t  s a i d  
a n y t h i n g  o f  t h e  c a u s e  o f  t h i s  d i s a g r e e m e n t .  I n  o u r  
o p i n i o n  K o v a ly o v ’ s  method i s  more a p p r o p r i a t e  t o  t r e a t  
t h e  п о п - с о Ш п е а г  m a g n e t i c  s t r u c t u r e s  i n  i n s u l a t o r s  b u t  
one h a s  t o  d i s t i n g u i s h ,  a s  D z y a l o s h i n s k y  d i d ,  i n v a r i a n t s  
o f  e x ch a n g e  ty p e  a n d  r e l a t i v i s t i c  o r i g i n e .  The s o - c a l l e d  
mixed i n v a r i a n t s  have  an  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h i s  
d e s c r i p t i o n .  I n  t h e  c a s e  o f  M n 0 2 one c a n  show, t h a t  
th e  d e v i a t i o n  f ro m  t h e  s i m p le  s p i r a l  s t r u c t u r e  i s  s m a l l  
a n d  o n l y  v e r y  a c c u r a t e  m e a su re m e n ts  c a n  p o i n t  i t  o u t .
The p e r t u r b a t i o n a l  method  i s  t h e  r e a s o n ,  why D z y a l o s h i n s k y  
o b t a i n e d  o n l y  a  s i m p le  s p i r a l  s t r u c t u r e .

A n o t h e r  p r o b l e m  i n  th e  t h e o r y  o f  t h e  m a g n e t i c  
s t r u c t u r e s  i s  t h e  e x i s t e n c e  o f  s u p e r p o s e d  m a g n e t i c  
s t r u c t u r e s  and  t h e  t a k i n g  p l a c e  o f  more s u c c e s s i v e  p h a se  
t r a n s i t i o n s .  T h ere  a r e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e s ,  w h ic h  c a n n o t  
a r i s e  d i r e c t l y  f ro m  th e  p a r a m a g n e t i c  p h a s e .  These  
t r a n s i t i o n s  a p p e a r  i n  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p en d e n ce  o f  
t h e  s u s c e p t i b i l i t y  and  s p e c i f i c  h e a t  a s  p e a k s .  But  a s  
i t  w i l l  be shown n o t  e v e r y  p e a k  c o r r e s p o n d s  t o  a  r e a l
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p h a s e  t r a n s i t i o n ,  we s h a l l  i n t r o d u c e  th e  c o n c e p t  o f  
" q u a s i  p h a se  t r a n s i t i o n " .  Also  i n  t h i s  c a s e  th e  m ixed  
i n v a r i a n t s  h a v e  an i m p o r t a n t  r o l e *

F i r s t  we s h a l l  g i v e  a t h o r o u g h  d i s c u s s i o n  o f  t h e  
m e th o d ,  w i t h  s p e c i a l  r e g a r d  to  t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  
s i m p l e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e s  and t h e  s u c c e s s i v e  p h a se  
t r a n s i t i o n s .  As an a p p l i c a t i o n  t h e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e  o f  
M n S 0 4 , Г е 3 ( Р 0 4 ) г - 8 H2 0  a n d  some d i h y d r a t e d  f o r m a t e

s a l t s  w i l l  be ex am in ed  i n  d e t a i l .  I n  H n S 0 4 we h a v e  a  
t h r e e  - s t e p  p h a s e  t r a n s i t i o n  and  t h e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e  
may d e v i a t e  a  l i t t l e  f ro m  the  d e s c r i b e d  o n e .  I n  Fgj(PQp^SHgO 
we e x p l a i n  t h e  two p e a k s  o f  th e  s p e c i f i c  h e a t  by t h e  a i d  
o f  a * r e a l  a n d  a q u a s i  p h a s e  t r a n s i t i o n .  I n  t h e  c a s e  o f  
t h e  d i h y d r a t e d  f o r m a t  s a l t s  we s h a l l  exam ine  th e  p r o b l e m  
w h e t h e r  t h e r e  a r e  o r i e n t e d  m a g n e t i c  moments on b o t h  s u b ­
l a t t i c e s  o r  o n l y  on  one o f  th em .  <.

I I «  The r o l e  o f  mixed i n v a r i a n t s  i n  t h e  d e s c r i p t i o n  
o f  s e c o n d - o r d e r  phase  t r a n s i t i o n s

Let Gx R be t h e  m a g n e t i c  sym m etry  g ro u p  o f  th e  c o n s i ­
d e r e d  c r y s t a l  in  t h e  p a r a m a g n e t i c  p h a s e .  Here  G d e n o t e s  
t h e  o r d i n a r y  sp a c e  g ro u p  o f  th e  c r y s t a l ,  R i s  the  t i m e -  
r e v e r s a l  t h a t  r e v e r s e s  a l l  m a g n e t i c  moments* Let  M ( r )  
d e n o t e  th e  d e n s i t y  o f  t h e  m a g n e t i c  moment i n  th e  c r y s t a l * .

As i t  i s  w e l l  known th e  b a s i s  f u n c t i o n s  o f  a l l  n o n ­
e q u i v a l e n t  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  a  group f o r m  
a  c o m p le te  s e t ,  i . e ,  a n y  f u n c t i o n  c a n  be ex p anded  i n  t e rm s  
o f  t h e s e  b a s i s  f u n c t i o n s .  A l l  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  
o f  t h e  group  G a r e  known. The i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  
o f  th e  group  G x R c a n  be o b t a i n e d  by t a k i n g  th e  d i r e c t  
p r o d u c t  o f  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  g roup  G 
a n d  group R , w h ich  c o n t a i n s  o n l y  th e  e l e m e n t s  E / u n i t  
e l e m e n t /  a n d  R . The g roup  R . h a s  o n l y  two o n e - d i m e n s i o n a l  
i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s :  E H  R И  , E = i , R = ~ 1 .
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соL e t  £р̂  ( г )  be t h e  j  - t h  b a s i a  f u n c t i o n  o f  t h e  -£- th  
i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g roup  6  * I n  t h e  e v en

/ 0\ rO\
r e p r e s e n t a t i o n s  o f  the  group GxR Rt^ Cr)=Cfy i f ) ,  i n  the  
odd  r e p r e s e n t a t i o n s  R(/>j ( r )  = -  )  • For the m a g n e t ic
moment i s  odd  w ith  r e s p e c t  to  th e  t im e* -re v e rsa l ,  i n  i t s  
e x p a n s io n  o n l y  the b a s i s  f u n c t i o n s  b e l o n g i n g  to  t h e  odd 
r e p r e s e n t a t i o n s  o f  th e  group GxR can  o c c u r .  Expanding-  
e a c h  component o f  И (г )  in  term s o f  ip. \ r )  ’s we g e t

<£> , f ( r )  M

c S j  e ^ « ( r )
4 * *

where (cx i s  the u n i t  a x i a l  v e c t o r  i n  t h e  cx
d i r e c t i o n .  I n  the p a r a m a g n et ic  p h a s e  M(r) = 0 i . e ,  é P -O .

(i) i tx
I n  th e  m a g n e t i c  p h a s e  some o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e
d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  As i n  a  s e c o n d - o r d e r  p h a s e  t r a n s i t i o n
th e  d e n s i t y  o f  m agnet ic  moment v a r i e s  c o n t i n u o u s l y  a s  a

r { )
f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  ch&nge
c o n t i n u o u s l y ,  t o o .  The f r e e  e n e r g y  o f  t h e  s y s t e m  i s  
e x p a n s i b l e  i n  t e r m s  o f  e i t h e r  o f  them. /We s h a l l  u s e  them 
a l t e r n a t i n g l y  i n  t h e  a p p l i c a t i o n s ,  i n  t h e  g e n e r a l  t r e a t m e n t  
we s h a l l  w ork  w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  . /  The f r e e  e n e r g y
o f  the  s y s t e m  must  be i n v a r i a n t  u n d e r  a n y  sym m etry  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  group  GxR , F o r  t h i s  r e a s o n  one 
h a s  to  know t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  H(r_) and  
t h e  c o e f f i c i e n t s  Cjoc . U nder  a  symmetry  t r a n s f o r m a t i o n  
t h e  b a s i s  f u n c t i o n s  q/j^(Y) a n d  th e  a x i a l  v e c t o r s  e^ 
r e s p e c t i v e l y  t r a n s f o r m  among o n e  a n o t h e r  i n  a known way, 
t h e  c o e f f i c i e n t s  r e m a i n  u n c h a n g e d .  E q u i v a l e n t l y  t h e  * s  
c a n  t r a n s f o r m  among one a n o t h e r  and  t h e  f u n c t i o n s  Г/ (W 
an d  th e  v e c t o r s  a r e  u n c h a n g e d .  The t r a n s f o r m a t i o n
p r o p e r t i e s  o f  ( f^ ( r )  a n d  d e t e r m i n e  t h a t  o f
B e a r i n g  i n  mind t h i s  i t  i s  p o s s i b l e  to  s e t  up a l l  t h e  
i n v a r i a n t s  a n d  to  w r i t e  th e  f r e e  e n e r g y  i n  t h e  f o l l o w i n g  
way
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Ф* Фо + Av / v  С-

where  / у  С • ■ Cj^. .) a n d  / ^ ( . . . • • )  a r e  t h e  i n v a r i a n t s  
o f  s e c o n d -  a n d  f o u r t h - o r d e r  r e s p e c t i v e l y .  M in im iz ing ,  t h e  
f r e e  e n e r g y  w i t h  r e s p e c t  t o  Cjot ’ s ,  t h e  v a l u e  o f  t h e s e  
c o e f f i c i e n t s  can be d e t e r m i n e d  and t h e  d e n s i t y  o f  m a g n e t i c  
moment, t o o .

/ Л
The Cjoc / w i t h  th e  same in d e x  i  /  t r a n s f o r m

a c c o r d i n g  t o  th e  d i r e c t  p r o d u c t  o f  t h e  i - t h  i r r e d u c i b l e  
r e p r e s e n t a t i o n  and t h e  a x i a l  v e c t o r  r e p r e s e n t a t i o n .  The 
3 n £ c o e f f i c i e n t s  /  i s  t h e  d i m e n s i o n  o f  th e  { - t h  

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n ,  /  form a  r e d u c i b l e
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  sp a ce  g r o u p .  The d i r e c t  p r o d u c t  
r e p r e s e n t a t i o n s  w i t h  d i f f e r e n t  i n d i c e s  {  can  c o n t a i n  
common i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s .  T h e r e f o r e  b e s i d e s  
t h e  i n v a r i a n t s ,  c o n s i s t i n g  o f  c o e f f i c i e n t s  w i t h  t h e  same 
i n d e x  ( у t h e r e  a r e  i n v a r i a n t s  c o n s i s t i n g  o f  c o e f f i c i e n t s  
w i t h  d i f f e r e n t  i n d i c e s  { . These  s o - c a l l e d  m ixed
i n v a r i a n t s  p l a y  an  i m p o r t a n t  r o l e ,  i f  t h e  aim i s  t o  
d e t e r m i n e  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  moments and  
n o t  o n ly  t h e  m a g n e t i c  sp a c e  g r o u p .  The o c c u r e n c e  o f  t h e  
m ix ed  i n v a r i a n t s  i s  t h e  c o n se q u e n c e  o f  t h e  v e c t o r  c h a r a c t e r  
o f  th e  m a g n e t i c  moment.  I n  t h e  c a s e  o f  o r d e r i n g  o f  a l l o y s  
t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  a to m s  i s  w r i t t e n  i n  a  
s e r i e s  l i k e  / l / . . I n  t h a t  p r o b le m  a  s c a l a r  f u n c t i o n  i s  
e x a m in e d ,  e v e r y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o c c u r s  once 
a n d  o n ly  o n c e 1. Each i n v a r i a n t  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  f r e e  
e n e r g y  b e l o n g s  to  one  o f  th e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s ,  
t h e r e  a r e  no mixed i n v a r i a n t s .

I n  t h e  p a r a m a g n e t i c  s t a t e  Ay > 0  f o r  a l l  v>
A p h a s e  t r a n s i t i o n  t a k e s  p l a c e ,  when one o f  t h e  Ap  ’ s ,
s a y  A: / t h e  c o e f f i c i e n t ,o f  t h e  s e c o n d - o r d e r  i n v a r i a n t ,
c o n s i s t i n g  o f  some o f  .the C a* ' s /  w i l l  be n e g a t i v e ,  t h e

• CO ^v a l u e s  o f  t h e s e  w i l l  be  d i f f e r e n t  f ro m  z e r o .  At t h e
CO •same t ime a l s o  some o t h e r  C^' ’ s  t h a t  fo rm  a m ixed
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i n v a r i a n t  w i t h  t h e  f o r m e r  c \  . ’ s w i l l  be d i f f e r e n t  f ro m  
z e r o «  Thus we g e t  two o r  more s e t s  o f  n o n - v a n i s h i n g  c o e f f i ­
c i e n t s ,  e . g *  0  = ^ 2 , . . . a L) a n d  Q  = 1,2,. .. n ft)
G e n e r a l l y  <x an d  ß  may be  d i f f e r e n t  and t h e  m a g n e t i c  
moment o b t a i n e d  i n  t h i s  way had (x  and  (3 c o m p o n e n ts ,  t o o .

T h a t  p a r t  o f  th e  f r e e  e n e r g y  w h ic h  h a s  t o t a l  s p h e r i c a l  
symmetry  c o r r e s p o n d s  t o  a n  ex change  ty p e  i n t e r a c t i o n *
The o t h e r  p a r t  i s  t h e  e n e r g y  o f  a n i s o t r o p y  o r  r e p r e s e n t s  
a  D z y a l o s h i n s k y - M o r i y a  t y p e  a n i s o t r o p i c  s u p e r e x c h a n g e  
i n t e r a c t i o n .  These  a r e  o f  r e l a t i v i s t i c  o r i g i n .  So i t  i s  
p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  th e  o r d e r  o f  m a g n i tu d e  o f  th e  
d i f f e r e n t  c o m p o n e n ts .

The mixed i n v a r i a n t s  p l a y  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e  
d e s c r i p t i o n  o f  c a n t e d  m a g n e t i c  s t r u c t u r e s  a n d  weak f e r r o ­
m a g n e t i s m .  D z y a l o s h i n s k y ’ s c o n s i d e r a t i o n  o f  weak f e r r o -  
m ag n e t i sm 7 ^  i s  q u i t e  d i f f e r e n t  i n  fo rm  a s  t h e  above 
t r e a t m e n t .  He w r i t e s  t h e  f r e e  e n e r g y  i n  t e r m s  o f  t h e  
i n v a r i a n t s  fo rm ed  f rom t h e  m a g n e t i c  moments o f  th e  s u b -  
l a t t i c e s ,  i n s t e a d  o f  u s i n g  th e  ’ s / a p p a r e n t l y  t h e
two m eth o d s  g i v e  t h e  same r e s u l t / .  T h ere  a r e  two co m b in a ­
t i o n s  o f  t h e  moments w h ic h  t r a n s f o r m  a c c o r d i n g  to  t h e  
same r e p r e s e n t a t i o n  and t h e  c o r r e s p o n t i n g  m ix ed  i n v a r i a n t  
r e p r e s e n t s  th e  a n i s o t r o p i c  s u p e r e x c h a n g e  i n t e r a c t i o n .
The above  t r e a t m e n t  c l e a r l y  shows why an i r r e d u c i b l e  
r e p r e s e n t a t i o n  c a n  o c c u r  more t h a n  o n c e .

Those  c o e f f i c i e n t s  C; , f r o m  w hich  no mixedÖ
i n v a r i a n t  c a n  be c o n s t r u c t e d ,  may be t r e a t e d  s e p a r a t e l y ,  
t h e y  c a n n o t  h a v e  n o n - v a n i s h i n g  v a l u e  a t  t h e  same t i m e .

The i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  a s p a c e  g roup  
a r e  l a b e l l e d  by two i n d i c e s ,  one i s  t h e  wave v e c t o r  к 
w h ic h  i s  c h a r a c t e r i s t i c  t o  t h e  t r a n s l a t i o n a l  p r o p e r t i e s ,  
t h e  o t h e r  in d e x  d i s t i n g u i s h e s  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  
b e l o n g i n g  to  t h e  same v e c t o r  k. . More e x a c t l y  n o t  one
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v e c t o r  b u t  a  s e t  o f  v e c t o r s  ' / w h i ó h  can  be o b t a i n e d  f ro m  
one  a n o t h e r  b y  symmetry  t r a n s f o r m a t i o n s /  i s  c h a r a c t e r i s t i c  
t o  a  r e p r e s e n t a t i o n .  T h i s  s e t  o f  v e c t o r s  f o r m s  t h e  s t a r  
o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n .  We s h a l l  c a l l  two v e c t o r s  d i f f e r e n t ,  
i f  t h e y  b e l o n g  to  d i f f e r e n t  s t a r s .  B ecause  o f  t h e  r e a l  
c h a r a c t e r  o f  th e  m a g n e t i c  moment a  n o n - r e a l  r e p r e s e n t a t i o n  

and  i t s  c o m p l e x - c o n j u g a t e  r e p r e s e n t a t i o n  T̂ - m os t  
o c c u r  i n  t h e  e x p a n s i o n  / 1/  w i t h  c o m p l e x - c o n j u g a t e  c o e f -  
f i c i e n t s .  The r e p r e s e n t a t i o n  'tj + i s  c a l l e d  a  p h y s i c a l l y
i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n *

Prom t h e  c o e f f i c i e n t s  b e l o n g i n g  to  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  
o f  t h e  sp a c e  group w i t h  d i f f e r e n t  wave v e c t o r  к i t  i s  
i m p o s s i b l e  t o  form a m ixed  i n v a r i a n t .  O n ly  su c h  m a g n e t i c  
s t r u c t u r e  c a n  a r i s e  i n  a  s e c o n d - o r d e r  p h a s e  t r a n s i t i o n ,  
a t  Which t h e  d i f f e r e n t  co m p o n e n ts  o f  t h e  m a g n e t i c  moment 
b e l o n g  to  t h e  same к , i . e .  t h e y  have t h e  same t r a n s l a t ­
i o n a l  sym m etry .  I f  t h e  c o m p o n en ts  o f  th e  m a g n e t i c  moment 
h a v e  d i f f e r e n t  t r a n s l a t i o n a l  p r o p e r t i e s ,  t h e  s t r u c t u r e  
c o u l d  a r i s e  o n l y  i n  more s u c c e s s i v e  p h a se  t r a n s i t i o n s ,  i n  
e v e r y  s t e p  w i t h  d i f f e r e n t  к

To a g i v e n  wave v e c t o r  к some r e p r e s e n t a t i o n s  o f  
t h e  group b e l o n g .  G e n e r a l l y  n o t  a l l  o f  them  can  d e s c r i b e  
a  m a g n e t i c  s t r u c t u r e .  A c o n d i t i o n  was g i v e n  by K o v a ly o v 7̂ /  
t o  d e c i d e  w h i c h  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  must  be t a k e n  
i n t o  a c c o u n t  i n  t h e  e x p a n s i o n  / 1 / .  Let  G(A) d e n o t e  t h e  
p r o p e r  p o i n t  group  o f  t h e  m a g n e t i c  atom A , l e t  fi’ be 
t h e  e l e m e n t s  o f  t h i s  g r o u p .  The symmetry t r a n s f o r m a t i o n s  

"Pi l e a v e  t h e  p o s i t i o n  o f  th e  a to m  A u n c h a n g e d .  The
A

r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p o i n t  g ro u p  G o f  th e  c r y s t a l  i s  
r e d u c i b l e  w i t h  r e s p e c t  to  th e  p o i n t  group  G(A) » I n  t h e  
e x p a n s i o n  / 1/  one g e t  m a g n e t i c  moment f ro m  t h e  r e p r e s e n ­
t a t i o n  o n l y  i f  i t  c o n t a i n s  t h e  u n i t  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  t h e  group  G(A) . P h y s i c a l l y  i t  means, t h a t  t h e  c o r r e s ­
p o n d i n g  b a s i s  f u n c t i o n s  cp^(r)  hav e  n o n - v a n i s h i n g  v a l u e  
a t  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  a to m v -^ h e  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n

-  7 ~
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o f  t h i s  c o n d i t i o n  i s  t h e  f o l l o w i n g :  t h o s e  r e p r e s e n t a t i o n s  
$ a n  d e s c r i b e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e  f o r  w h ic h

x ( A ' )  # 0 / 3/
w h ere  X(f \)  i s  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  g ro u p  e le m e n t  & .
I n  a s t r u c t u r e  w i t h  more s u b l a t t i c e s  i t  i s  p o s s i b l e  to  
f u l f i l  t h i s  c o n d i t i o n  o n l y  on one s u b l a t t i c e .  The c o r r e s ­
p o n d i n g  s t r u c t u r e  h a s  m a g n e t i c  moment o n l y  on one s u b ­
l a t t i c e .  T h i s  i t  t h e  s i t u a t i o n  i n  th e  a n t i f e r r o m a g n e t i c  
p h a s e  o f  FeRfx «

I I I .  M a n y - s t e p  m a g n e t i c  p h a s e  t r a n s i t i o n s ,  " q u a s i  
p h a s e 1 t r a n s i t i o n "

The above  d e s c r i b e d  p r o c e d u r e  c an  be a p p l i e d  n o t  
o n l y * t o  p a r a m a g n e t i c - m a g n e t i c  t r a n s i t i o n s  b u t  a l s o  to  
t r a n s i t i o n s  b e tw e e n  two d i f f e r e n t  m a g n e t i c  p h a s e s ,  i f  
t h e  t r a n s i t i o n  i s  o f  s e c o n d - o r d e r .  L e t  u s  suppose  t h a t  
t h e  c o n s i d e r e d  c r y s t a l  has  two s u c c e s s i v e  s e c o n d - o r d e r  
p h a s e  t r a n s i t i o n s  a t  t e m p e r a t u r e s  a n d  V - / T , ■>\ /•
l e t  М д г , Т )  * a n d  M2( r , T )  d e n o t e  t h e  moment d e n s i t y  
ab o v e  th e  l o w e r  N ee l  p o i n t  and  be low  i t  r e s p e c t i v e l y .  
L e t  us  exam ine  t h e  f o l l o w i n g  f u n c t i o n :

Md ( r , T )

М2(Г,Т)-МХг ,Т2) if T< L
А /

0 i f  T > T 2
I n  a s e c o n d - o r d e r  p h a se  t r a n s i t i o n  M2( f , ) = M1( r  ,T2)

a n d  t h e r e f o r e  М ^ ( г , Т )  i s  a c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  o f
t e m p e r a t u r e .  We c a n  exp an d  t h i s  f u n c t i o n  i n  te rm s  o f
t h e  b a s i s  f u n c t i o n s  o f  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s
l i k e  / 1 / .  M i n i m i z i n g  t h e  f r e e  e n e r g y  t h e  c o e f f i c i e n t s

COCin< can  be d e t e r m i n e d .  The m a g n e t i c  moment d e n s i t y« COc o r r e s p o n d i n g  t o  t h e s e  v a l u e s  o f  c o e f f i c i e n t s
g i v e s  o n l y  М ^ ( г , Т )  j t h e  m a g n e t i c  moment c o r r e s ^  
p o n d i n g  t o  t h e  p h a s e  above  T0 i s  a l s o  p r e s e n t .  I n  s u c h
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a way i n  s e v e r a l  s t e p s  one a f t e r  th e  o t h e r  v e r y  c o m p l i c a t e d  
m a g n e t i c  s t r u c t u r e s  c a n  a r i s e .

I f  t h e  t r a n s i t i o n s  a r e  n e a r  i n  t e m p e r a t u r e ,  one may 
su p p o s e  t h a t  t h e  e x p a n s i o n  ' / 1 /  i s  v a l i d  i n  t h e  n i e g h b o u r h o o d  
o f  Tp , t o o . /  I t  i s  n o t  a n e c e s s a r y  c o n d i t i o n ,  t h e  r e s u l t s  
a r e  v a l i d  a l s o  i n  t h e  more g e n e r a l  c a s e ,  b u t  t h e  t r e a t m e n t  
i s  more a p p r o p r i a t e  i n  t h i s  s i m p l i f i e d  m o d e l . /  P o r  t h e  sa k e  
o f  s i m p l i c i t y  l e t  u s  a s su m e ,  t h a t  th e  f r e e  e n e r g y  h a s  t h e  
f o r m

Ф -Ф о*А( / (2)Сс̂  + А2/ (г)(с® )+сс/(г)(Ь^ /5/

a n d  n f b  a r e  s e c o n d - o r d e r  i n v a r i a n t s  c o n s i s t i n g  
o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  c j 1̂  and c j ^  r e s p e c t i v e l y ,  
a  m ixed  i n v a r i a n t .  L e t  us  assume t h a t  t h e  l a t t e r  t e r m  i s  
c a u s e d  by a  r e l a t i v i s t i c  i n t e r a c t i o n  o r  a  weak e x ch a n g e  
i n t e r a c t i o n  b e tw een  t h e  s u b l a t t i c e s .  D e c r e a s i n g  t h e  t e m p e r a ­
t u r e  f rom  t h e  p a r a m a g n e t i c  p h a s e ,  a  p h a s e  t r a n s i t i o n  t a k e s  
p l a c e  a t  when o r  A g , s a y  Â  , becom es  n e g a t i v e *
T h e r e  a p p e a r s  a m a g n e t i c  s t r u c t u r e  d e s c r i b e d  by t h e  c o e f f i ­
c i e n t s  c i °  • B ecau se  o f  th e  e x i s t e n c e  o f  th e  mixed 

0
i n v a r i a n t  t h e r e  a p p e a r s  a l s o  t h e  m a g n e t i c  moment d e s c r i b e d  
b y  t h e  c o e f f i c i e n t s  , b u t  i t  means o n l y  a s m a l l  p e r t u r b a t ­
i o n  i n  t h e  s t r u c t u r e .  F u r t h e r  d e c r e a s i n g  t h e  t e m p e r a t u r e  
becom es n e g a t i v e  a t  "L, , can  have  l a r g e r  v a l u e .  The
moment t h a t  was e a r l i e r  l e s s  o r i e n t e d ,  b e g i n s  t o  become 
more o r i e n t e d .  At T2 no p h a s e  t r a n s i t i o n  t a k e s  p l a c e  i n  
t h e  r i g o r o u s  sen se  o f  t h e  word b u t  i n  t h e  t e m p e r a t u r e  
d e p e n d e n c e  o f  th e  s p e c i f i c  h e a t  and t h e  s u s c e p t i b i l i t y  a 
p e a k  can  a p p e a r .  I n  t h e  z e r o t h  a p p r o x i m a t i o n ,  l e a v i n g  th e  
t e r m  OLf^Xc^] CĈ )  we g e t  two s e p a r a t e  p h a s e  t r a n s i t i o n s  
w i t h  two p e a k s  i n  t h e  s p e c i f i c  h e a t  and  s u s c e p t i b i l i t y .
I f  t h i s  m ixed  i n v a r i a n t  r e p r e s e n t s  a s m a l l  p e r t u r b a t i o n  
i t  d o e s  n o t  d e s t r o y  t h e  s e c o n d  p e a k ,  b u t  t h i s  p e a k  d o e s  
n o t  mean t h e  a p p e a r i n g  o f  a new p h a s e .  We may s a y ,  t h a t  a  
" q u a s i  p h a s e  t r a n s i t i o n "  t a k e s  p l a c e  i n  t h e  c r y s t a l .
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We t h i n k  t h a t  t h i s  i s  t h e  e x p l a n a t i o n  o f  th e  two 
p e a k s  i n  t h e  s p e c i f i c  h e a t  o f  v i v i a n i t e  a n d  ^i-[CNH2)2Cőj6Br2.

IV .  A p p l i c a t i o n  t o  MnSÔ

R e c e n t l y  G. W i l l  e t  a l #/ 8""9/ h aYe r e p o r t e d ,  t h a t  
t h e  o r t h o r o m b i c  HnSO^. a t  4 . 2 ° K  h a s  a c o n i c a l  s p i r a l  
m a g n e t i c  s t r u c t u r e .  N e u t r o n  d i f f r a c t i o n  m e a s u r e m e n ts  
w e re  made a t  t h e  t e m p e r a t u r e s  77 °К and  4 . 2 ° K .  The a d d i ­
t i o n a l  p e a k s ,  fo u n d  a t  4 . 2 ° K ,  i n d i c a t e  t h e  m a g n e t i c  
o r d e r i n g  b u t  no m e a s u r e m e n t s  w ere  made i n  t h e  n e i g h ­
b o u rh o o d  o f  t h e  t r a n s i t i o n ,  f ro m  o t h e r  m easu rem en t  i t  
i s  known, t h a t  th e  N e e l  t e m p e r a t u r e  o f  HnOS^ i s  a t  
11*5°K,/  0 / / . The z component  o f  t h e  m a g n e t i c  moment 
o f  t h e  Mn a to m s  a r e  c o u p l e d  f e r r o m a g n e t i c a l l y  i n  t h e  
(OCH) s h e e t s  b u t  t h e  a d j a c e n t  s h e e t s  a r e  c o u p le d  a n t i ­
p a r a l l e l  / s o - c a l l e d  CrVO/  t y p e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e / .
I n  t h e  a b  p l a n e  t h e r e  i s  a  c y c l o i d a l  s p i r a l  a r r a n g e m e n t  
o f  t h e  m a g n e t i c  moments ,  w i t h  t h e  p r o p a g a t i o n  v e c t o r  
d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a. a x i s .  T h i s  s t r u c t u r e  i s . t h e  
s u p e r p o s i t i o n  o f  a t  l e a s t  two s i m p l e  s t r u c t u r e s  / a  s im p le  
a n t i f e r r o m a g n e t i c  and  a  s p i r a l  s t r u c t u r e / .  We w i l l  
e x am in e  t h i s  s t r u c t u r e  i n  d e t a i l .

\7The s p a c e  group  o f  MnSO^ i s  ( O n c m )
The B r a v a i s  c e l l  I s  a  b a s e  c e n t r e d  o r t h o r o m b i c  c e l l .
The Mn a to m s  a r e  s i t u a t e d  a t  t h e  p o i n t s  ( 0 0 0 )  (OO-r)
42 T  0 /  and  (y  y  2 )  t h e  B r a v a i s  c e l l  / s e e  P i g . l / .
The symmetry  e l e m e n t s  o f  t h i s  sp a c e  g ro u p  a r e  the  
f o l l o w i n g  o n e s :  th e  u n i t  e l e m e n t  ^  , t h e  r o t a t i o n  
t h r o u g h  180° a b o u t  t h e  O- a x i s  and  t r a n s l a t i o n  i n  t h e  

C d i r e c t i o n  w i t h  t h e  h a l f  o f  t h e  l a t t i c e  p a r a m e t e r  
9 2 ^ { ^ г \ 0 0 ~2 } ' » t h e  r o t a t i o n  t h r o u g h  180° a b o u t

t h e  b a x i s  Л, , t h e  r o t a t i o n  t h r o u g h  1 8 0 °  a b o u t  t h e  
C a x i s  and  t r a n s l a t i o n  i n  t h e  c  d i r e c t i o n  ■

t h e  i n v e r s i o n  and- t h e  p r o d u c t s  o f  t h e s e  e l e m e n t s

KFKI 2412



11

9 26= 9 2^25 - 4 r M V ? /  1 9 г в с 9 ^ 2 5  - / We u s e  t h e  n o t a t i o n
o f  K o v a ly o v ’ s  bo o k /  ‘ » /

I f  one w a n t s  to  d e t e r m i n e  a l l  t h e  p o s s i b l e  m a g n e t i c  
s t r u c t u r e s ,  a l l  th e  p o s s i b l e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  
o f  t h e  sp a c e  g ro u p  s h o u l d  be e x a m in e d .  One i s  up a g a i n s t  
a  s i m p l e r  p r o b l e m ,  i f  t h e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e  i s  r o u g h l y  
known and t h e  p ro b le m  i s  to  d e c i d e  w h e t h e r  t h i s  s t r u c t u r e  
c o u l d  a r i s e  i n  a  s e c o n d - o r d e r  p h a s e  t r a n s i t i o n  o r  n o t  and  
t o  make some r e f i n e m e n t s  upon t h e  s t r u c t u r e .  I n  t h e  
knowledge o f  t h e  n e u t r o n  d i f f r a c t i o n  m e a s u r e m e n ts  we 
s h a l l  exam ine  th e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e  o f  MnSO^

' The z  component  o f  the  moment t r a n s f o r m s  a t  a  t r a n s  
l a t i o n  a c c o r d i n g  to  t h e  wave v e c t o r  k =  0  , b e c a u s e
a t  a t r a n s l a t i o n  w i t h  e a c h  l a t t i c e  v e c t o r  t h e  moments 
a r e  th e  sa m e ,

The c y c l o i d a l  s p i r a l  component  i n  t h e  Q.b p l a n e  
t r a n s f o r m s  a c c o r d i n g  t o  th e  wave v e c t o r  k = ( f , 0 , 0 )  o f  
t h e  r e c i p r o c a l  s p a c e .  Namely t h i s  v e c t o r  h a s  th e  p r o p e r t y ,  
t h a t  a t  a t r a n s l a t i o n  w i t h  t h e  l a t t i c e  p a r a m e t e r  i n  t h e  
b o r  c  d i r e c t i o n  i t  g i v e s  p a r a l l e l  moments / t h e  moment 

o f  th e  atom a t  th e  p o s i t i o n  ( 0 0 ■ j)  may be p a r a l l e l  o r  
a n t i p a r a l l e l / ,  b u t  i n  t h e  Q. d i r e c t i o n  we o b t a i n  t h e  same 
moment o n ly  a f t e r  a t r a n s l a t i o n  . / A c c o r d i n g  t o  t h e
m e a su re m e n ts  jul ~  fß / .

As t h e  z  and x ,y  c o m p o n en ts  o f  t h e  m a g n e t i c  moment
h a v e  d i f f e r e n t  t r a n s l a t i o n a l  s y m m e t r i e s ,  t h e r e  i s  no  mixed

лр\
i n v a r i a n t  f r o m  th e  c o r r e s p o n d i n g  c o e f f i c i e n t s  с\<£ . t h e

0
a n t i f e r r o m a g n e t i c  z  component  a n d  the  s p i r a l  com ponent  
i n  t h e  O-b p l a n e  c a n n o t  a r i s e  i n  th e  same p h a se  t r a n s i t i o n .  
T h e re  must be a t  l e a s t  two p h a s e  t r a n s i t i o n s  i n  Mn. S0̂ _
We must  s t i l l  examine t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  r o t a t i n g  
c o m p o n e n t ,

I n  t h i s  sp ace  g ro u p  th e  v e c t o r  ^ =("о~00) h a s  f o u r  
t w o - d i m e n s i o n a l  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  / s e e  K o v a l y o v ^ ^ ,
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$1 9 2 h 3 9л ^25 926 ^27 9г8
;* 0 \  U  0\ (о  f \  (О А  /О 1 \  (О Л  а  й \ п  0 \
.0 1 У 40 1У V f  9 /  VJ 0)  Ч  0 /  \ J  0 /  \ 0  4 Д О  W

г  о \ /н о \  /о  -Л (о Л  (о Л  (о ч \  /н  о \ (\ о 
* \о V  Vo -V \ н  °/ V  °/  V  о /  \-i о) \ о  -\) \о i

соThe f u n c t i o n s  ( г )  i n  t h e  e x p a n s i o n  / 1 /  t r a n s f o r m  
a c c o r d i n g  t o  t h e s e  r e p r e s e n t a t i o n s ’# • Which o f  t h e s e  r e p r e -  

- s e n t a t i o n s  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  / 3 /  ? The p r o p e r  symmetry  
g ro u p  o f  t h e  Mn a to m s  i s  C2h , t h e  symmetry  e l e m e n t s  
a r e  %\{ } h Z5 , fi^  . O n e . c a n  e a s i l y  s e e  f rom  t h e
m a t r i c e s  t h a t  o n l y  T| a n d  ^  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  :/ 3/ ,  
t h e s e  r e p r e s e n t a t i o n s  c an  d e s c r i b e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e * .

И = lf<° + 4 « 4>r + Чое
(3)' л ЛЗ)

'2<x.
(3)

^2 ) Л /
As T (  -fx^) y ^ \ r )  = cpf{\ - r ) = ^ } a n d  a t  t h e  l a t t i c e  p o i n t s  

lP,(i)(Rn) =cf.(i)(0)eikRV i t  i s  t r u e  t h a t  ( P ^ R n )  » .
F o r  th e  m a g n e t i c  moment must  be r e a l ,  we g e t  = C ^  .

The t h r e e  u n i t  a x i a l  v e c t o r s  t r a n s f o r m  s e p a r a t e l y  
a c c o r d i n g  to  t h e  f o l l o w i n g  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e :

Яг 9 4 Я

f i x i i - i - i

1 H <

1 4 4 1 1

$26 k2r 9^5
1 H ■H

4 -4 / * /

H -1 4

KFKI 2412
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Ф = Ф о + A ,  c
,(0

(1> + Д

c 1*

2x
AS)
' 2 z

2 C \ z
(3) „ C3)-

+ cx c (3)a 2 Sz

■21
■чСО
"2x

c (3) c (3:> + A r«>c 2x 4 z13

c?>  C0 )  + oc r C0 4 x  c 2z ° 4  C-)Z

c ( 0  +
^2z

2x
i -  g  Л.СЗ) Г Ш \ 2  _f_ p  ,  (() (()
г 0 з ( . с 1х с г х ^  + г  ВД С< У С2 Г

/V

From / 6 /  a n d  / 8 /  we g e t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t j i . e s  
o f  с Д } ’ a .

CW c C0 -  T cC3; c ^  — Г7 c 2x l 2 S x  7 C2x 4
c CO r CO r  r C3) (3) ^  ~

’ C2y l 3 Sy I C2y l<
со CC0 ^  т  C3) сз;

7 2z 4  Ciz ) C2z c

As th e  x a n d  у component  o f  t h e  m a g n e t i c  moment 
t r a n s f o r m  a c c o r d i n g  t o  d i f f e r e n t  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a ­
t i o n s ,  t h e y  c a n n o t  o c c u r  i n  t h e  same phase  t r a n s i t i o n  
/ t h e r e  i s  no m ix ed  i n v a r i a n t  f rom  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
c o e f f i c i e n t s  c j Ц / .  The s p i r a l  component  o f  t h i s
s t r u c t u r e  must a r i s e  i n  two s t e p s .  As th e  o s c i l l a t i n g  
com ponen ts  i n  t h e  cl a n d  b d i r e c t i o n s  o c c u r  a t  d i f f e r e n t  
t e m p e r a t u r e s ,  g e n e r a l l y  t h e  a m p l i t u d e s  a r e  d i f f e r e n t  and  
th e  s p i r a l  s t r u c t u r e  i s  a n  e l l i p t i c a l  s p i r a l  one*

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e ,  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t s
C ?  and  C<3) t r a n s f o r m  a c c o r d i n g  to  t h e  same r e p r e s e n t a -

A z OOt i o n .  The s i t u a t i o n  i s  t h e  same i n  t h e  c a s e  o f  c l  and
(3) zC x . T h i s  means t h a t  t h e r e  a r e  mixed i n v a r i a n t s

c o n s i s t i n g  o f  and  o r  a n d  ♦ W r i t i n g
th e  f r e e  e n e r g y  i n  t e r m s  o f  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  /we 
w r i t e  h e r e  o n l y  t h e  p a r t  t h a t  c o n t a i n s  c x a n d  Cz  b e ca u se  
th e  t e r m s  w i t h  Cy c a n  be t r e a t e d  s e p a r a t e l y /  we g e t
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e

The t e r m a  w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  A and  В c o n t a i n
I

t h e  e n e r g y  o f  ex ch a n g e  i n t e r a c t i o n ,  t h e  t e r m s  w i t h  t h e  
c o e f f i c i e n t  oi c o r r e s p o n d  t o  a D z y a l o s h i n s k y - M o r i y a  
ty p e  i n t e r a c t i o n .  W r i t i n g  t h e  f r e e  e n e r g y  i n  terms-  o f  
t h e  m a g n e t i c  moments t h e  l a t t e r  t e r m s  have  t h e  form  

D (§ . ,x Sg") . The r a t i o s  and ^ / g  a r e  much
s m a l l e r  t h a n  1 .

The above e x p r e s s i o n  f o r  t h e  f r e e  e n e r g y  c a n  be
s e p a r a t e d  i n t o  two p a r t s ,  we s h a l l  d e a l  o n l y  w i t h  t h e
f i r s t  p a r t .  F o r  th e  f r e e  e n e r g y  and  t h e  m a g n e t i c  moment

COa r e  r e a l  q u a n t i t i e s ,  t h e  ’ a c a n  be w r i t t e n  i n  th e
f o l l o w i n g  form :  ; C(C/  = ^ z e ‘*  ,

CZ z ‘ '4 z e' lX 2
Ф5 Фо+ A: 4* + Аг 1r (“ч + а г)"1*Ъ *

J o  + . I K У
+ Z ° \ " U  * "г B2 V i + -■ •

M in im iz in g  t h i s  e x p r e s s i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  ( j^and 
^  , t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d

2 A ( ^ x  + C“ 1+ot2) 7 h 2 B 1 " l l ’ 0
/Н /

2 A 2 7 z  +  ( < x ( f  « • 2 ) ,,Z x 1' 2 B 2 *  0

I n  th e  z e r o t h  a p p r o x i m a t i o n ,  n e g l e c t i n g  t h e  r e l a t i ­
v i s t i c  i n t e r a c t i o n  / t h e  t e r m s  w i t h  об /  we have  f o r  < 0 
and A £ У 0

> 4z"  0 li2l

I n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  r a t i o  4x1^1% 
w e , g e t  f rom t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  / 1 1 /  / n e g l e c t i n g  t h e  
h i g h e r  o r d e r  t e r m  B 2 rri z /

4 Z oL-\ + 0̂ 2 /УЗ/

2 A 2
I t  Is ;  c l e a r  f rom  t h e  above m e n t i o n e d  a r g u m e n t s ,  

t h a t  • T o g e t h e r  w i t h  t h e  o s c i l l a t i n g
component  i n  t h e  a  d i r e c t i o n  t h e r e  m ust  be an a d d i t i o n a l

TCFKI 2412
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o s c i l l a t i n g  com ponent  i n  t h e  C d i r e c t i o n .  I t  seems,  
however ,  d i f f i c u l t  t o  o b s e r v e  i t  i n  n e u t r o n  d i f f r a c t i o n  
m easurem ent  b e c a u s e  o f  th e  s m a l l  a m p l i t u d e .

Sum m ar iz ing  t h e  r e s u l t :  t h e  d e s c r i b e d  s t r u c t u r e  o f  
MnSO^ c a n  a r i s e  o n l y  i n  t h r e e  s u c c e s s i v e  m a g n e t i c  p h a s e  

t r a n s i t i o n s ,  i f  a l l  t h e  t r a n s i t i o n s  a r e  o f  s e c o n d - o r d e r .  
The x, у a n d  z com ponen ts  o f  t h e  moment a p p e a r  a t  
d i f f e r e n t  t e m p e r a t u r e s .  The s p i r a l  s t r u c t u r e  i n  t h e  x ,y  
s h e e t  i s  a n  e l l i p t i c a l  s p i r a l  o n e .  A s m a l l  o s c i l l a t i n g  
component c a n . s e t t l e  on th e  a n t i f e r r o m a g n e t i c  z c o m p o n e n t ,

V, The m a g n e t i c  s t r u c t u r e  o f  v i v i a n i t e

I n  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p en d e n ce  o f  t h e  s p e c i f i c  h e a t  
o f  v i v i a n i t e  two p e a k s  were  fo u n d  by  P o r s t a t  e t  a l . / ' * ' 2/  
/ s e e  P i g . 2 / .  I n  t h e  knowledge o f  t h e  HMR m e a s u r e m e n t s ^ ^ /  
i t  was i n t e r p r e t e d  t h a t  two p h a s e  t r a n s i t i o n s  t a k e  p l a c e  

i a t  d i f f e r e n t  t e m p e r a t u r e s .  I t  i s  p o s s i b l e ,  how ever ,  t o  
e x p l a i n  t h e  two p e a k s  i n  s u c h  a way t h a t  t h e  p e a k  a t  
lo w er  t e m p e r a t u r e  c o r r e s p o n d s  to  a  " q u a s i  p h a s e  t r a n s i t ­
io n "  .

V i v i a n i t e  /  F e ^ P O ^ • 8H20 /  i s  m onocl ine :  w i t h  a  
sp a ce  group  c | ^ ( C 2 / m )  . T h e re  a r e  two t y p e s  o f  Fe++ ,
t h e i r  p o s i t i o n s  a r e  / a s  i t  i s  shown i n  P i g .  3 / .

The HMR m e a su re m e n ts  c a n  be e x p l a i n e d  i f  we su p p o se  
t h a t  i n  t h e  a n t i f e r r o m a g n e t i c  s t a t e  t y p e  I  i o n s  a r e  a n t i -  
f e r r o m a g n e t i c a l l y  c o u p le d  and  ty p e  I I  i o n  p a i r s  a r e  a n t i -  
f e r r o m a g n e t i c a l l y  c o u p le d  / t h e  i o n s  i n  t h e  p a i r s  o f  t y p e  
I I  c an  be c o u p l e d  e i t h e r  f e r r o m a g n e t i c a l l y  o r  a n t i f e r r o m a g -  
n e t i c a l l y / .  The moments l i e  i n  t h e  Ű.C p l a n e  o r  a l o n g  t h e  

b a x i s .  P o r  t h e  sa k e  o f  s i m p l i c i t y  we examine  t h e  l a t t e r  
c a se  b u t  t h e  r e s u l t  i s  t h e  same i n  t h e  f o r m e r  o n e ,  t o o .
KFKI 2412
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I n  o r d e r  to  examine the  s t r u c t u r e  l e t  us denote  thje 
m agnetic  moments a t  the p o s i t i o n s  ( 0 0 0 ) , C ^ 0 ) , ± ( 0  0 3 9 0 )  
and ( j j  ' 0 ) - ( 0  0.39 0 )  by S| , A c co rd in g  to t h e
ИШ measurements we assume t h a t  = - S 2 , Sg" ~ Sg , •
I n s t e a d  o f  u s i n g  the  c o e f f i c i e n t s  C j 2 .  we expand the  f r e e  
en e rg y  i n  terms o f  t h e s e  moments, / i t  makes th e  c a l c u l a t i o n  
e a s i e r ,  but i t  can be used o n ly  i f  the  d im e n s io n s  o f  the  
m agnet ic  u n i t  c e l l  are k n o w n . /  l e t  us  w r i t e  f i r s t  th e  
t r a n s f o r m a t io n  p r o p e r t i e s  o f  , Sg and / t h e y  d e n o te  
the  b component o f  the  v e c t o r s / .  The c r y s t a l  has f o u r  
symmetry e le m e n ts :  the  u n i t  e lem en t  ■ , the  r o t a t i o n
through 180° about the  b a x i s  , the  i n v e r s i o n  , 
and the  r e f l e c t i o n  i n  the  CLC p la n e  h 2 ß  . Examining o n l y  
the  b component o f  the moment the  f o l l o w i n g  t r a n s f o r m a t ­
i o n  p r o p e r t i e s  are  v a l i d ;

S  ^ 4  ^25 *2fl

s, s,
S3 S3 s4 s4

s4 s4 s 3 S3
, S^+ő| and S3 *-54 tra n sfo rm  a c c o r d in g  to  th e  

f o l l o w i n g  r u le

^4 ^4  ^ 25  ^28

S, 4 i 1 i
S3+S4 1 i i i

S3 - S + i 1 --Í

Up to  th e  second  o r d e r  the  f r e e  en e rg y  h a s  th e
form

Ф = Ф0+ T  A i Sf * T  A2 ( S3 + S4 ) 2 +
М /

+ T  CS 3~ *ч)  + ® S ^ V  * ч ) + ‘ ' ‘

Kffil 2412
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The t e r m  BS^(S3+S+) d e s c r i b e s  t h e  e x ch a n g e  i n t e r a c t i o n  
b e tw ee n  t h e  two s u b l a t t i c e s  / i t  c a n  be v e r y  weak i n  t h i s  
c a s e / .  T h is  c a n  c a u s e  a " q u a s i  p h a s e  t r a n s i t i o n " .  L e t  u s  
assume t h a t  d e c r e a s i n g  t h e  t e m p e r a t u r e  a t  T| t h e  c o e f ­
f i c i e n t  A4 c h a n g e s  s i g n ,  a t  T2 t h e  c o e f f i c i e n t  A2 d o e s  
so i . e .  Â = a ^ T - T j ) ^ ^2 )* Bel ° w 1/ t h e r e  i s  a n  a l i g n e d  
maghetin moment on  t h e  f i r s t  sub l a t t i c e  and  t h e r e  i s  a  s m a l l  
o r d e r i n g  on  t h e  s e c o n d  s u b l a t t i c e ,  t h e  moments i n  t h e  p a i r s  
a r e  f e r r o m a g n e t i c a l l y  c o u p l e d .  Below T» t h e  moments on  
th e  s e c o n d  s u b l a t t i c e  a r e  more o r i e n t e d  b u t  no change  o f  
symmetry ,  no r e a l  p h a se  t r a n s i t i o n  t a k e s  p l a c e  a t  T2 .
I f  , a n d  ®/cl2 a r e  much  s m a l l e r  t h a n  1 , one c an
e x p e c t  a p e a k  a t  T2 i n  t h e  t e m p e r a t u r e  dep en d en ce  o f  t h e  
s p e c i f i c  h e a t .

Maybe th e  s e c o n d  p e a k  c o r r e s p o n d s  to  a r e a l  p h a s e  
t r a n s i t i o n  b u t  i n  t h a t  c a s e  t h e  m a g n e t i c  s t r u c t u r e  i s  n o t  
so s i m p l e .  L e t  us  s u p p o s e ,  t h a t  Â  a n d  A3 change  s i g n  
a t  Tj and  T2 r e s p e c t i v e l y .  When A^ becomes n e g a t i v e  t h e r e  
a p p e a r s  m a g n e t i c  moment o n l y  on t h e  s e c o n d  s u b l a t t i c e ,  
w i t h  a n t i f e r r o m a g n e t i c  c o u p l i n g  i n  t h e  p a i r s .  At t e m p e r a ­
t u r e s  be low t h e  s e c o n d  p h a s e  t r a n s i t i o n  t h e r e  i s  a  s m a l l  
component on t h e  s e co n d  s u b l a t t i c e  w i t h  f e r r o m a g n e t i c  
c 'o u p l in g  i n  t h e  p a i r s  and  a b i g  component  w i t h  a n i i f e r r o -  
m a g n e t i c  c o u p l i n g  i n  th e  p a i r s ,  i . e .  t h e  m a g n i tu d e  o f  
S, and  a r e  d i f f e r e n t .

The two p e a k s  fo u n d  i n  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p en d e n ce  
o f  s p e c i f i c  h e a t  on  Ni[(N H2) 2 CS] 6 Br* c a n  be
e x p l a i n e d  i n  t h e  same way.  A q u a s i  p h a s e  t r a n s i t i o n  can  
t a k e  p l a c e  a l s o  i n  t h i s  compound.

VI» On t h e  s t r u c t u r e  o f  some d i h y d r a t e d  f o r m a t e s

Prom y - r a y  s t u d i e s  i t  i s  known t h a t  th e  d i h y d r a t e d  
f o r m a t e s  o f  Mn , Nl + + and Fe++ have  common m o n o c l i n i c

KPKI 2412
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s t r u c t u r e .  The u n i t  c e l l  c o n t a i n s  two e a c h  o f  two i n e q u i ­
v a l e n t  t y p e s  o f  m e t a l  i o n  s i t e s .  I n  s p i t e  o f  t h i s  f a c t  
d i f f e r e n t  m a g n e t i c  s t r u c t u r e s  were  c o n c l u d e d  f ro m  
s u s c e p t i b i l i t y  m e a s u re m e n ts ,  ESR, NMR and M ö ssb au er  
e x p e r i m e n t s .  I n  Mn (HCO0 ) 2  • 2H2 0 'two p e a k s  w ere  fo u n d  i n  
t h e  s u s c e p t i b i l i t y  /  One o f  them c a n  o r i g i n a t e  f rom  
Fe++ i m p u r i t i e s 7̂ 0/  b u t  i t  can  be t h e  r e s u l t  o f  a 

" q u a s i  p h a s e  t r a n s i t i o n " ,  t o o .  O r i e n t e d  m a g n e t i c  moment 
i s  o n ly  o n  one s u b l a t t i c e .  I n  Fe an d  Mi s a l t s 7 •' 
t h e r e  i s  one p h a s e  t r a n s i t i o n .  I n  t h e  Fef+ s a l t  t h e r e  
i s  o r i e n t e d  m a g n e t i c  moment on b o t h  s u b l a t t i c e s  w h i l e  
i n  th e  M i**  s a l t  o n l y  on one o f  them . S u p p o s in g  t h a t  
th e  p h a s e  t r a n s i t i o n s  a r e  o f  s e c o n d - o r d e r  we w i l l  exam ine  
t h i s  p ro b lem *

The s p a c e  g ro u p  o f  t h e s e  s a l t s  i s  c \ ^ ( P 2 1 / c , )
The m e t a l  i o n s  a r e  s i t u a t e d  on t h e  e d g e s  o f  t h e  e l e m e n t a r y  
c e l l  an d  on th e  c e n t r e  o f  t h e  f a c e s  / s e e  P i g .  4 / .  The 
o r i g i n e  o f  t h e  symmetry t r a n s f o r m a t i o n s  i s  a t  ( 0 ^
The s y m m e t r i e s  o f  t h e  c r y s t a l  a r e :  t h e  u n i t  e l e m e n t  , 
th e  r o t a t i o n  t h r o u g h  180° a b o u t  t h e  b  a x i s  a n d  t r a n s l a t ­
i o n  i n  t h e  b d i r e c t i o n  t h e  i n v e r s i o n  f o l l o w e d
by a t r a n s l a t i o n  Я г в ^ г Б ^ г  г }» tlie  r e f l e c t i o n  i n  t h e  Clc 
p l a n e  f o l l o w e d  by  a t r a n s l a t i o n  i n  t h e  C d i r e c t i o n  

'г I . These  t r a n s f o r m a t i o n s  c o n n e c t  t h e  
a tom s i n  t h e  b e  p l a n e  b u t  t h e  a d j a c e n t  p l a n e s  a r e  
i n d e p e n d e n t .

L e t  u s  d e n o t e  th e  m a g n e t i c  moment o f  t h e  i o n s  a t

(ооо),(Ог-у) , ( t  0 t ) anci(H0) bT s, ,§2, s 3
and S4 . T r a n s f o r m i n g  t h e  co m ponen ts  o f  t h e s e  a x i a l  
v e c t o r s  we g e t  t h e  f o l l o w i n g :  S ^ - S ^  , S2y 1 S^z -  S2z
S3x" S 4x 7 j S3 f S4z , % f % b r a n s f o r m  a c c o r d i n g  to

t h e  u n i t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  sp a c e  g r o u p ,  +S^X; ^

V  S2z > S3x+ S4X 1 S3y -  ő4y I S 3z + S+z t r a n s f o r m
a c c o r d i n g  to  t h e  ^3 r e p r e s e n t a t i o n *
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I t  i s  p o s s i b l e  to  s e t  up m ixed  i n v a r i a n t s  f ro m  
b o t h  s e t s .  The i n v a r i a n t s  o f  S2x) ( S ^  + S2y) ty p e
c o r r e s p o n d  to  a D z y a l o s h i n s k y - M o r i y a  t y p e  i n t e r a c t i o n ,  
t h e  i n v a r i a n t s  o f  (S^ - $2х)(^3х~ ^4x) ^УРе c o r r e s p o n d  to  
th e  exchange  i n t e r a c t i o n  b e tw e e n  t h e  two s u b l a t t i c e s .
The m i n i m i z a t i o n  o f  th e  f r e e  e n e r g y  g i v e s  t h a t  t h e  
members o f  e i t h e r  t h e  f i r s t  o r  t h e  s e c o n d  s e t  w i l l  be 
d i f f e r e n t  f ro m  z e r o .  I n  t h e  f o r m e r  c a s e  we g e t  Sfx= - S 2x;)

îu~ ^2y ’ V  ^ 2z ) ^ 3x~ ^4x ; ^3y= ; ^3z~~^Az. у
i n  th e  l a t t e r  e a s e  S (x=S2x , S )y= - S 2;( , S)z= S2z ,

®3x= ®4x, S3 z ° S 4z •

The e x ch a n g e  i n t e r a c t i o n  b e tw e e n  t h e  two s u b l a t t i c e s  
c a u s e s  t h a t  moments must  a p p e a r  on b o t h  s u b l a t t i c e s  a t  
th e  same t i m e .  T h i s  i n t e r a c t i o n  c a n  be weak and t h e  moment 
on th e  se co n d  s u b l a t t i c e  c a n  be s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  
th e  moment on t h e  f i r s t  s u b l a t t i c e .  The m a g n i tu d e  o f  th e  
i n t e r a c t i o n  d e p e n d s  on t h e  ty p e  o f  t h e  m e t a l  i o n ,  i n  t h e  
Fe++ s a l t  i t  may be s t r o n g e r  t h a n  i n  t h e  Nt++ and 

s a l t s .  As a r e s u l t  o f  t h i s  t h e  moments on t h e  s e c o n d  
s u b l a t t i c e  w i l l  be more o r i e n t e d  i n  Fe s a l t  t h a n  i n  
o t h e r  s a l t s .

These s a l t s  have  a r e s u l t i n g  weak f e r r o m a g n e t i c  
moment i n  th e  b d i r e c t i o n  o r  i n  t h e  a c  p l a n e .

T here  i s  a  p o s s i b i l i t y  t h a t  V q u a s i  p h a se  t r a n s i t i o n "  
t a k e s  p l a c e  i n  t h e s e  s a l t s  / t h e r e  a r e  a  l o t  o f  mixed 
i n v a r i a n t s  i n  t h e  f r e e  e n e r g y / .  The two p e a k s  i n  th e  
s u s c e p t i b i l i t y  o f  t h e  Mn s a l t  c a n  be e x p l a i n e d  i n  t h i s  
w a y , t o o .
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V II  V I I ,  Summary

The above  c o n s i d e r a t i o n s  show t h e  a p p l i c a t i o n  o f  
L a n d a u ’ s t h e o r y  o f  s e c o n d - o r d e r  p h a s e  t r a n s i t i o n s  t o  
t h r e e  d i f f e r e n t  c a s e s .  F i r s t  one c a n  d e t e r m i n e  t h e  
o r i e n t a t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  moments i n  th e  m a g n e t i c  p h a s e .  
We have  shown t h a t  th e  f o r m a t e  d i h y d r a t e s  o f  i r o n ,  n i c k e l  
and m anganese  a r e  weak f e r r o m a g n e t s  and  t h e r e  i s  m a g n e t i c  
moment on b o t h  s u b l a t t i c e s .  The moments on t h e  s e c o n d  
s u b l a t t i c e  c a n  be o r i e n t e d  more o r  l e s s .  Second  i t  i s  
p o s s i b l e  to  i n v e s t i g a t e  m a n y - s t e p  m a g n e t i c  p h a s e  t r a n s i ­
t i o n s  and  to  d e t e r m i n e  t h e  so a r i s i n g  c o m p l i c a t e d  
s t r u c t u r e s .  I n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h i s  we have  p o i n t e d  o u t  
t h a t  t h e  c o n i c a l - s p i r a l  m a g n e t i c  s t r u c t u r e  o f  Mn. SO^ 
h a s  t o  a r i s e  i n  t h r e e  s t e p s .  At l a s t  we have  c a l l e d  
a t t e n t i o n  t o  t h e  f a c t  t h a t  n o t  e v e r y  p eak  i n  t h e  t e m p e r a ­
t u r e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s u s c e p t i b i l i t y  o r  th e  s p e c i f i c  
h e a t  c o r r e s p o n d s  t o  a r e a l  p h a s e  t r a n s i t i o n .  I n t r o d u c i n g  
t h e  c o n c e p t  o f  t h e  " q u a s i  p h a s e  t r a n s i t i o n "  we c o u l d  
e x p l a i n  th e  b e h a v i o u r  o f  v i v i a n i t e .

The e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e s e  t r a n s i t i o n s  
would be o f  i n t e r e s t .  F i r s t  o f  a l l  n e u t r o n  d i f f r a c t i o n  
m e a su re m e n ts  o u g h t  to  be made. T h i s  i s  n o t  a n  e a s y  jo b  
b e c a u s e  th e  i n t e n s i t y  r a t i o s  have  t o  be m e a su re d  w i t h  
g r e a t  a c c u r a c y .  NMR and M ö s sb au er  e x p e r i m e n t s  a r e  a l s o  
f a v o u r a b l e  to  d e t e r m i n e  t h e  moments from t h e  i n t e r n a l  
f i e l d .  Care s h o u l d  be t a k e n  o f  t h e  s m a l l  c o m p o n e n ts  o f  
t h e  m a g n e t i c  moment. I n  t h e  c a s e  o f  MnSO^ t h e  e x i s t e n c e  
o f  t h e  t h r e e  s u c c e s s i v e  p h a s e  t r a n s i t i o n s  c a n  be ex am ined  
w i t h  t h e  a i d  o f  s p e c i f i c  h e a t  and  s u s c e p t i b i l i t y  m easu­
r e m e n t s ,  too*

I  w i s h  to  e x p r e s s  my a p p r e c i a t i o n  to  P r o f .  L . P á l  
who d i r e c t e d  my a t t e n t i o n  t o  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  g roup  
t h e o r e t i c a l  m eth o d s  t o  t h e  t h e o r y  o f  s e c o n d - o r d e r  p h a s e  
t r a n s i t i o n s .  I  am most i n d e b t e d  t o  Mr. A.Zawadowski  and
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Mr. C s . H a r g i t a i  f o r  u s e f u l  d i s c u s s i o n s  an d  t h e i r  h e lp  
i n  p r e p a r i n g  t h e  m a n u s c r i p t .  I  am g r a t e f u l  t o  d r . G . S h i r a n e  
f o r  s e n d i n g  a  co p y  o f  t h e  p a p e r  on  t h e  n e u t r o n  d i f f r a c t i o n  
m easu rem en ts  o n  MnSO^  b e f o r e  p u b l i c a t i o n ,  and  to  
Mr. E .K r é n  f o r  c a l l i n g  a t t e n t i o n  t o  th e  p r o b l e m  o f  t h e  
d i h y d r a t e d  f o r m a t e s .
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Fig. 1.
The B ra v a is  c e l l  o f  MnSO* w i th  th e  
p o s i t i o n s  o f  the  Mn atom s.

The m a g n e t i c - s p e c i f i c - h e a t -  v e r s u s - t e m p e r a tu r e  
cu rve  f o r  v i v i a n i t e .
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Fig. з.
The u n i t  c e l l  o f  v i v i a n i t e .  O n ly  the  i r o n  p o s i ­

t i o n s  a r e  shown

The u n i t  c e l l  o f  th e  d ih y d r a te d  form ate  s a l t s .  
O n ly  th e  m eta l io n  p o s i t i o n s  a re  shown.
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