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АННОТАЦИЯ

Даются автомодельные решения уравнения диффузии в сл у ч ае , к о гд а  коэффи­
циент диффузии пропорционален плотности в степени а > - 1 ,и  им еется линейный 
источник или с т о к .

KI VONAT

A d i f f ú z ió  e g y e n le t  au to x n o d e ll / s e l f - s i m i l a r /  m e g o ld á s a i t  a d ju k  meg a b ­
ban  az  e s e tb e n ,  h a  a d i f f ú z i ó s  e g y ü t th a tó  a  s ű rű s é g  v a la m e ly  a > - l  h a tv á n y á v a l  
a rá n y o s  é s  l i n e á r i s  f o r r á s  v a g y  n y e lő  v an  j e l e n .

ABSTRACT

S e l f  s im i l a r  s o lu t io n s  o f  th e  d i f f u s i o n  e q u a t io n  a r e  g iv e n  f o r  th e  c a s e  
when th e  c o e f f i c i e n t  o f  th e  d i f f u s i o n  i s  cx-th pow er o f  th e  d e n s i t y  and th e  
s o u rc e  o r  s in k  i s  l i n e a r .



ВВЕДЕНИЕ

В лабораторных у с тр о й с тв а х , созданных для изучения физики п л а з ш  и 
управляем ого терм оядерного  с и н т е за , в последние годы большое внимание у д е ­
л я е т с я  нелинейным процессам , происходящим в полностью иономзированной п л а з­
м е. Измеренные при этом основные характеристики  т а к и е , как , например, р а с ­
пределение плотности и температуры заряженных частиц  плазмы в п ростран стве  
и во времени, трудно с о гл ас о в ат ь  с какой -ли бо  частной  теори ей , а единой 
тео р и и , не сущ ествует вообще. В работе [1 ] например п о к азы в ается , что 
ч ер ез  30 миллисекунд после зажигания плазмы импульсом тока расп ред елен и е  
плотности электронов п с о о тв ет с тв у е т  закон у

n ( 0  = п (о ) (1 -С 2 ) ,  С = ------- ------ ,
граница

а ч ер е з  40 миллисекунд уже с о гл а с у е т с я  с кривой

п (с )  = п (о ) (1 -С 2 )2

В раб оте  [2] д ем о н стр и р у ется , как распределени е
0 m

n(C ) = п(О) (1 -С 2 )

после некоторого переходного режима стан о ви тся  стационарным с ш = 3/2 . Это 
может о зн а ч а т ь , ч то  если плотность п подчиняется уравнению диффузии, то 
коэффициент диффузии не будет постоянной величиной, а зависит от п , более 
т о г о , э т а  зависим ость и зм еняется  во врем ени.

При теоретическом  исследовании конкретных физических проблем в кл ас ­
сической  линейной м атем атической физике большую роль играют модельные з а ­
д ач и . Автомодельные решения нелинейных уравнений такж е могут д а в а т ь  очень 
ценную информацию о характерны х особенностях  изучаем ого  ф изического  про­
ц е с с а . Т ак, в р а б о те  [3] рассм отрена п р о стая  модель для диффузии плазмы 
поперек м агнитного поля , а в работе  [4 ] и ссл ед у ется  устойчивость автомо­
дельных решений и дополняется м одель, учитывая по очереди рекомбинацию, 
перезарядку  и уход плазмы вдоль м агнитного поля. В работе  [5 ] 
хотя и формально, при изучении распределени я температуры оп и сы вается ,
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по сути д е л а , т а  же сам ая м одель , к тому же в еще более общей п о стан о вк е . 
Следует отм ети ть , ч то  ссылка на работу  [5 ] д а е т с я  только  ради к р а тк о с т и , 
как на одну из последних работ целой сер и и . Из этой серии также я в с т в у е т  
большая ценность автомодельных решений) они являю тся как бы х ар ак тер и сти ­
ками или сеп аратри сам и , разделяющими разные направления протекающих в среде 
внутренних п роц ессов .

Целью данной работы  я в л я е тс я  уточнение и дальнейшее изучение модели, 
данной в р а б о та х , [ 3 ] ,  [4 ] с помощью р е зу л ь т а т о в  и м етодов , описанных в 
работе [ 5 ] ,  а такж е соп оставлен и е некоторы х, расчитанных на основе этой 
модели, хар актер и сти к  с резул ьтатам и  эксп ери м ен та .

1 . П остановка задачи

Р азви в ая  предложенную в р аб о тах  модель [ 3 ] ,  [4 ] в том же направлении, 
что в р а б о те  [ 5 ] ,  рассм отрим  уравнение диффузии для ч асти ц  i  в присутствии 
источника или с т о к а :

Э п .
= d iv  [D g ra d  n ± ] + F (n ±) ^

Предположим, что зависим ость коэффициента диффузии от плотности им еет вид 
степенной функции

D = DQn ° ,  dq = c o n s t . >0, о = c o n s t . ,

а источник или сто к  зададим такж е в виде некоторой степенной функции

F = Xn^, X = c o n s t . ,

где X будет о п ред ел ять  приход или уход ч а с т и ц . Если, например, в плазме одно­
временно с диффузией происходит также и реком бинация, то  Х<0, ß=2) если же 
происходит процесс ионизации, то  Х>0) в сл у ч а е  п ерезарядки  частицы данного 
типа уменьшаются, у< 0 ,  но п о к а за те л ь  ß = l.

Для замыкания краевой  зад ач и  будем рассм атр и вать  область G с границей 
Г, причем n ^ ( M ,t ) ,  гд е  М -  то ч к а  п р о с тр а н с тв а , M€G+r, а начальное условие 
зададим в виде | t= 0  = кРаевое условие й ^ |м ег уточним позж е.

Вообще го в о р я , функцию F следовало  бы за д ав а ть  в виде суммы

ßiF = E X .  п . 1 ,
i  1 1
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поскольку в плазме одновременно происходит несколько  п р о ц ессо в . Можно такж е 
ввести  некоторую функцию врем ени, моделируя феноменологически некоторые н е ­
названные до сих пор процессы , влияющие на диффузию. В настоящ ей р а б о те , 
однако, ограничимся лишь рассм отрением  по отдельности  перечисленных выше 
проц ессов .

Следуя раб оте  [ 5 ] ,  попытаемся найти решение уравнения (1 )  методом р а з ­
деления переменных. Будем рассм атр и вать  только сикпчетричные задачи  с о с е ­
вой симм етрией, и плотность n ^ ( r , t )  представим  в виде

п± ( г , б )  = g ( t ) - f . ( 0 ,  5 = ^  • ( 2 )

Тогда относительно  функции £ ^ (5 )  можно написать обыкновенное дифференциаль­
ное уравнение следующего вида:

1 d
£ d £ L

Cf d f i
i  dC О g

ФФ
а

d f .

dC
Í  + A_ M l +° ) 2 ,6

Ф =
•  2_  gcp

' l+o  О g ■±' (3)

П оследнее уравнение по форме со вп ад ает  с уравнением  (16) работы 
[ 4 ] ,  разл и чи е  состоит только в некоторой  произвольности к о н стан т  о и ß . 
Коэффициенты е го  за в и с я т  кроме независимой переменной £ еще и от времени t ,  
производная по которому обозначена то ч к о й . Если ж е, следуя м етоду р а з ­
деления переменных, вы брать функции g ( t )  и cp(t) такими, чтобы коэффициенты 
уравнения (3 ) не зависили от врем ени , получим п р ед став л ен и е , приведенное 
в работе [ 5 ] .

Диффузионный п роц есс , описываемый уравнением  (3)-, будем рассм атр и вать  
как модельный, и покажем, что  кроме с в о й с тв , перечисленных в работах  [3 ] и 
[ 4 ] ,  он о б л ад ает  еще и рядом д р у ги х . Прежде в с е г о ,  при определенных условиях  
это уравнение может описать процесс с обострением , а этим можно об ъ ясн и ть , 
например, накопление примесных атомов в районе оси плазм енного шнура, ч т о , 
в конце концов , приведет к аномальному охлаждению центральной  части плазмы . 
Но зад ав ая  разные начальные расп ределен и я п лотн ости , можно такж е и ссл ед о ­
вать  и зависим ость коэффициента диффузии от плотности ч а с т и ц .

2 . С войства модели 2

Установим прежде вс е го  с в я зь  с работами [3 ]  -  [ 5 ] .  Допустим, что в
2

начальный момент времени и при А=0 расп ред елен и е  f ( £ ) = f ( o ) (1 -5  ) ,  и это  
распределени е со х р ан яется  во все  последующие моменты врем ен и , пока с о х р а -  
наяется  А=0. При это м , конечно, плазм а не о с т а е т с я  в п о к о е , ее  граница и 
плотность меняются согл асн о  уравнению ( 3 ) ,  т . е .  ишутся автомодельные реш ения, 
уравнение (3) должно уд овлетвори ться  заданным распределени ем  тож дественно.
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Это условие приведет к том у, что функции g ( t )  и cp(t) должны удовлетворить  
следующей систем е дифференциальных уравнений (п о л а г а я , как  и в раб оте  [ 3 ] ,  
ч то  а = 1 ) ;

9 = 4D
2

2_
О 2 Ф » = 2Do  I

Из этой  системы уравнений , выражая, например, и з  второго  уравнения д , для <р 
можно написать

.. • 2ФФ + 3 ф = 0

Это уравнение -  в полных дифференциалах (ф , ф=̂ 0) , е го  общее решение им еет 
вид

ф = (с 0 + c 1t ) 1 / 4 ,

гд е  CQ, -  произвольные постоянны е. Согласно этому решению для функции g 
получим:

С1 1
9  8Do ( c 0 + c 1 t ) 1 / 2  '

что  находится в полном согласии  с работой [ 3 ] ,  о с т а е т с я  тол ьк о  соответствую ­
щим образом  пронормировать g и ф.

Чтобы устан ови ть  с в я з ь  модели [3 ] с работой  [ 5 ] ,  д остаточ н о  положить

Х_
D,

e - ( i +o )  2
g 4 '  ф 1,

и п о тр е б о в а ть , чтобы д руги е  коэффициенты уравнения [3] не менялись во  в р е ­
м ени. Тогда с точностью  до нормировки получим д л я  g ( t )  и ф(Ъ) те  же вы ра­
ж ения, что  и в раб оте  [ 5 ] .  Из это го  о б с т о я т е л ь с т в а  можно с д ел а ть  важный 
вивод : т а  же сам ая процедура численного  а н а л и за , что  была проведена в серии 
р а б о т , представленной  в с т а т ь е  [ 5 ] ,  применима и к данной м одели .

Переходим теп ерь  к рассмотрению некоторых интересных свой ств  модели ( 3 ) .

а . /  Зависим ость D от п , при А=0.

Д опустим,что при Х=0 р асп р ед ел ен и е , т . е .  автом одельное решение у р а в н е ­
ния (3 ) имеет вид

f ( ü  = f ( o )  ( l - c 2 )
m

9
( 4 )

с неопределенным п окэаател ем  ш, и как  предположили зависим ость коэффициен­
т а  диффузии от плотности также я в л я е т с я  п оказател ьн ой  функцией

О поD
( 5 )
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Попытаемся найти согласованны е значения постоянных о и т ,  при которых у р ав ­
нение (3 ) превращ ается в тож дество . Без о со б о го  ущерба можно принять f ( o ) = l  
и , подставляя выражения (4) и (5 ) в ( 3 ) ,  н ап и с ать , умножая уравнение (3 ) на 
( l - £ 2) 1 - т :

- о т  j  о о т - 1
-4 т (1 -£  ) + 4m (om +m -l)t (1 -£  ;

2т ф<р F2 _ 1_ • ф / ,  f 2-.
D- о  ̂ D 9 1+0 к * ' О д  О д

( 6 )

2Если от = 1 , для д вух  функций g и ф получится не больше двух условий» т о гд а  
после соответствую щ их выкладок можно н ап и сать :

Ф g

1
о

4m(l+o)D ( V c i t )
1

l+ o (7)

И нтересно, что для эти х  решений при любых о (и , сл ед о в ател ьн о , соответствую ­
щих га) коэффициенты уравнения (3 ) не зав и сят  от времени (данные комбинации 
временных функций -  постоянны е).

Таким образом уравнение (3 ) д а е т  возмож ность оценить зависим ость коэф­
фициента диффузии от плотности . Более т о г о , изм еряя конкретное распределени е 
ч асти ц , можно судить о поведении плазмы в данной экспериментальной ситуации, 
сравнивая полученную зависим ость D (n) с выведенными при разны х теорети чески х  
предположениях зависим остям и, к о гд а  D можно п редстави ть  в виде степенной 
фукнции от п .

Д алее , если вы брать функции g и ф т а к , чтобы
2

^  = c o n s t . , дф1+^ = к 2 = c o n s t .
д д

то  это с о о тв етств у ет  выбору их в виде степенной функции от врем ени, а именно

k l  _ k 2 1g = Ф г ----- й-----

Ф =

g  =

1 2 -

(2 -  ^  о ) ( к ^ + С х)

(2 ^  - о )  ( k , t+ C , )
к1

2 je " а К2

Здесь 2 — постоянные интегрирования, Путем соответствую щ его
выбора к^ и к 2 зд есь  можно получить положительную или отрицательную  с те п е н ь , 
т . е .  возрастающую или убывающую функцию врем ени . Если же отношение 
к 1 / к 2<0'  то  знаки степ ен ей  у функций g и ф противоположные. Особый случай 
будем им еть, если вы брать
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В этом случае  получим показательны е функции

Ф С1е

kx ( t- V
g с к 2< ^ 0 )

2 е

Таким образом , некоторая свобода в выборе постоянных к ^ , к 2 и С позвол яет 
с о гл асо в ать  модельное уравнение (3 ) с экспериментальными данными в принципи 
ально разных режимах. Например, модель может отраж ать п р о ц есс , когда  в р е ­
менная ч а с т ь  функции п ( т . е .д )  р а с т е т  с течением  времени как степенная 
функция, то гд а  как граница плазмы ( т .е .ф )  движ ется к оси .

Дадим теп ерь  некоторое обобщение реш ения, данного  в р а б о те  [4 ] для 
случая Х=0, о=1. Если о -  произвольная величина ^ 1 этот случай  можно 
рассм отреть  специально , т о , так в этом можно уб еди ться  п одстановкой , 
автомодельное решение уравнения (1) в цилиндрических координатах  имеет 
вид (D=an° ) s

n ( r , t ) ( 8 )

где граница плазмы и зм ен яется  по закону

2 2 г = г_ 
Р 0

1 + 4а 1+0 п0

1
1+0

(9)

Зд есь  в интервале -1<о<0 уравнение (8) на границе г-юг^ стан ови тся  
сингулярным. К этому вопросу мы еще верн ем ся . Весьма любопытно, однако, 
и то , что  в уравнении (9 ) коэффициент при времени t  имеет отрицательное
зн ач ен и е , т . е .  г . со временем уменьш ается и з а  конечное врем я доходит до
нуля. Иначе го в о р я , врем енная ч асть  функции плотности со врем енем  р а с т е т , 
как степ ен н ая  функция, о севая  плотность у вел и ч и вается . Не д в а в а я с ь  пока в 
глубокий анализ данного  примера, отметим то л ьк о , ч т о , по крайней м ере, на 
какой -то  стадии разви ти я  плазмы увеличение осевой плотности возможно не 
только благодаря  ионизации г а з а ,  но такж е и всл ед стви е  нелинейной диффузии. 
Приведенную на р и с . 10 работы [2] зависим ость ne ( o , t )  можно объяснить и так

б . /  Модель при Х^О.

Если п о тр еб о вать , чтобы коэффициенты уравнения (3) не содержали 
время, то  при \ ? 0  прежде вс е го  необходимо, чтобы

g ß - ( l+ a )  ф2 -  = c o n s t .
( а )
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Тогда д ва  других коэффициента

o-ß' ■1 + 1+o-g 
2 ( б )

ФФ

д °
= к. 1+д-$  дд . 1 + 0 -В 2_

0  2 g ß

дф
1 + 0

1+0—$ •
= д 2-—1—  = к, 3 _

1 + 0 О д В ' (в)

1+0-$ _отличаю тся друг о т  друга то л ьк о  множителем — g—1- .  (С ледовательн о , незави си ­
м ость коэффициентов от времени будет о б есп еч ен а , если выбрать

2— = k . = c o n s t . ,
g ß 2

или , интегрируя последнее выражение,

i l - Pg = [(1 -В ) ( k 2t  + С2 )]-

С огласно условию (а )  этим о п р ед ел яется  и функция ф, а уравнение (3) перехо­
дит в соответствую щ ее нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение р а ­
боты [ 5 ] .  Это, о д н ак о , не ед и нственная  возможность р азд ел ен и я  переменных в 
исходном диффузионном уравнении.

Другая е с те тс тв ен н ая  возможность -  предполож ить, что  к а к о е -т о  расп ре­
делен и е f (£ )  с о х р ан яется  за  в с е  время сущ ествования диффузионного процесса , 
и н ай ти , как при этом  будут м ен яться  временные функции g и ф. Т ак , например, 
допустим , что в уравнении (3 )

f ( О  = п0 ( я 2- е 2 )
( 10)

т . е .  сохраняется некоторое параболическое распределение плотности ч асти ц , а 
6 -ч и с л о , определяемое позже. Т огда из уравнения (3 ) получим

-  4őD0 n£ (И2 - К 2 ) + 4őD0 n° [ б ( о + 1 ) - 1 ]  С2—2 б 2 2  С2 (Л2- ? 2 /  ^  +
g

Q l  2 _ _ 2 - 6 о + ( $ - 1 ) б  * 2  _ _ 2 - 6  о
* >"5 -  “ я  (« 2- { 2 ) -  ОО gO+1-ß

( 1 1 ' )
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Если предположить бо=1, то  кроме сл агаем ого  с коэффициентом А в с е  о с т а л ь ­
ные слагаемые содерж ат только  нулевую и вторую степень £ , и , если  А=0, 
то  д ля  g и ф получим д ва  дифференциальных уравнения*

-4őD_nа _ дф_
0 0 а+1

g
= О,

4 6D „» + 4 í 2D0n° - И ^ Я д - О ,
g g

( 1 2 )

Поскольку 6=—, второе из этих уравнений, помножив на о , л егк о  п ред стави ть  
в виде

d / -о  2 Ч ... о 1+0
a t  (g  ф > = 4Do no —  ' ( 1 2 ' )

следовательн о

—  = А + 4D(_n'? t ,  А = c o n s t ,о О О о
g

Если исп ользовать  и первое уравнение, то д ля  g и ф л е гк о  получим выражения

g =

[A + (l+ o )t]

—j —, ф = B ^ [A + (l+ o )t 
1+0

1
11+0

где А, В и B  ̂ -  постоянные интегрирования, которые л егк о  определить т а к , 
чтобы полученные функции совпали с данными в уравнениях (8) и ( 9 ) .

З д есь  правые части  уравнений (б ) и (в ) не имеют смысла, но их левые
ч ас т и , согласно  ( 1 2 ) ,  равны постоянной величине. Отметим, однако , что  в

2пространственном  распределении вм есто единицы фигурирует величина ц , 
от которой не зависит ход временных функций, поскольку эта  величина не вх о ­
дит в уравнения ( 1 2 ) .  С ледовательно , сингулярность выражения (8 )при  о т ­
рицательных о можно у с тр а н и ть .

Уравнение ( 1 1 ')  при бо=1 имеет вид

4 _ 0 , о2 г 2 ч . 4  0 Г2 2 ф ф г 2 ,
“ 0 °0П0 (* ) + ~ 2  V o  * " 0 — С +о g

+ » "о “' 1 - s f i q i  
g

- 0 1 + 6 (8 -1 ) ■ 2 9 ,
'  '  -(« - t  )  -

I

*

( 1 1 )



С охранять полином второй степени  в этом  уравнении можно двумя способами: 
0= 1, и 0+0=1. Если 6=1» то  получим систему

24 _ 0 D_n_ +
2

А 2 -  -0 0 0
g °

4 _ 0 4 гчD„n„ + —̂  D_nо 0 0 2 0 1о 0 0 + 1
g g

= о .
(13)

Сложив эти д ва  уравн ен и я , получим тот же р е з у л ь т а т , что  и при сложении 
уравнений (1 2 ) ,  т . е .

ФФ 2 ^  о
о о D0n0 '

g ( 1 3 ' )

од н ако , вместо ( 1 2 ')  теп ерь  получается  линейное дифференциальное уравнение

d ,  -о  2ч . ■ о 1+0 . / —о 2ч
d t  (g  ф ) = 4Dono —  -  Ха (g )

( 1 3 " )

Т еперь интегрирование д а е т  выражение

Ф _ - l o t

g a = 0
C+4D, О 1+0 Гопо —  J A o t,.  е d t

= е _Xat  [c+4D„n
L 0 0 АО2

a 1+a Xot e ]•

гд е  С- произвольная п о сто ян н ая . Используя ( 1 3 ' ) ,  можно получить

(1 4 )

2 т,2Ф = К „.  о 1+0 Aot
C+4DOnO ~ 2  еЛ О

1+0 , (15)

„о At g  = К е ««W  f f
1

1+0
( 1 6 )



1 0

Отметим, что  выражение ( 1 3 ')  о з н а ч а е т , что л е в а я  ч асть  условия (б) опять -  
постяонная величина, однако, уравнение (14) п о казы вает , что  условие (а) 
не вы полняется. Первое уравнение системы (13) показы вает комбинированное 
и з (а )  и (в ) у сл о ви е , при котором со х р ан яется  заданное п ространственное 
р а с п р ед ел ен и е .

Если 3=1, то  вводя вместо п новое распределени е e'^t n ^ , исходное диф­
фузионное уравнение и н тегри руется  и прямым способом , приводя исходное у р а в ­
нение к случаю Д=0. Так или и н а ч е , решение имеет вид:

о 1
2

" ■ (*2 - № '

1-4 1+а п0
Ао2 г 0 2

/ Aöt\ (1 -е  )
1 + 0 (17)

Если 3+о=1, то  решения для временных функций имеют следующий вид:

2
2 _  =

о
g

+ 4Do no
О 1 + 0

Ха

[ A + 4Do n 0
О 1 + 0

о
1 + 0

t ]
4*2DQn0 2 (20+1)

О
1+Ö

A+4D0no l+o
о

гд е  А и CQ -  постоянные ин тегри рован и я. Видно, что в этом  случае  решение 
зависит от Í .
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